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Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias

%> OBJETIVO

MATEMATICA As mellores cabecas
Z 2. (OBM) — Seja f(x) = x2 — 3x + 4. Quantas solucdes tém
MODULO 33 a equagdo f(f(f(...f(x)))) = 2, na qual f € aplicada 2001

Funcoes |

1. (OPM) — Seja f uma funcdo dada por: f(1) = 17 e

f(n) = , para n natural, maior que 1. Cal-

fn—-1)
cule o produto f(1) . f(2) . f(3) . ... . f(8).

RESOLUCAO:
Fazendo P(n) = f(1) . f(2) . f(3) . ... . f(n), para todo n = 1,
tem-se:

Pm)=Pm-1).fm)=Pm-2).fn-1). f(nn— D -

=Pm-2).n=Pm)=Pn-2).n
P@8)=P(6).8

P6)=P4).6  ==P@8)=P2).4.6.8=
P4)=P2) .4

=f(1).f(2).4.6.8=f(1).i .4.6.8=384

f(1)
Outra resolucdo:
f(1) .£2) .f3).... .f(8) =
=Fa L i) L “fes L
=1, . @ 3). . @) (5). . @

N 8
. @) W =2.4.6.8=384

vezes?

a) 0 bl ¢ 2 d)2001 e) 22001

RESOLUCAO:

Considerando a funcio f(x) = x2 - 3x + 4, observemos que:

1) ndo existe a € R, tal que f(a) = 1, pois f(a) = 1 <«
sa?-3a+d4=1<2a’-3a+3=0<JaER.

2) se b € R, tal que f(b) = 2, entdo b = 1 ou b = 2, pois
b2-3b+4=2<b?-3b+2=0<b=10oub=2.

Assim sendo,

* f(f(f(...f(x)))) = 2, na qual f é aplicada 2001 vezes =

= f(f(...f(x))) = 1 ou f(f(...f(x))) = 2, na qual f é aplicada
2000 vezes, porém, pelo exposto no item 1,
f(f(...f(x))) = 1 nao serve.

* f(f(...f(x))) = 2, na qual f € aplicada 2000 vezes =

= f(...f(x)) = 1 ou f(...f(x)) = 2, na qual f é aplicada 1999
vezes, porém, pelo exposto no item 1, f(...f(x)) = 1 ndo
serve.

* Repetindo esse processo sucessivamente, obtém-se
fx) =2« x2-3x+4=2<x*-3x+2=0<x=1loux=2.
Portanto, a equacao tem duas solucdes.

Resposta: C

& OBJETIVO — 1



3. Considere a fun¢do assim definida:
*fN* — N
* f(n) =0, se o algarismo das unidades de n for 3
*£(10)=0
*f(n . m) = f(n) + f(m)

a) Calcular f(2).
b) Calcular £f(1991) e £f(2008)
¢) Calcular f(n)

RESOLUCAO:
a) f(10) =12 .5 =f2)+£(5)=0=>
= f(2) = {(5) = 0, pois f(2) e f(5) sao naturais.

b) 1) {(3) = 0, conforme definicdo da funcdo. Da mesma forma
f(5973) =0
f(5973) = £(1991 x 3) = £(1991) + £(3) =£(1991) =0

2) f8)=f2)+f(2)+1£2)=0
£(2008) = £(251 . 8) = f(251) + £(8) =£(251) (D)

mas £(753) = 0 = £(251 . 3) =0 =
= f(251) +f(3) = 0= f(251)=0 (I)

De (I) e (II) tem-se
f(2008) = 0

¢) Seja p um nimero primo. Se p = 2 ou p = 5, entdo
f(p) = 0, conforme item a. Se p # 2 e p # 5, entdo o algarismo das
unidades dep é1,3,7 ou 9.

1) Se o algarismo das unidades de p for 1, de 3p sera 3 e
fGp)=0=1f3)+f(p) =0=1£(p)=0

2) Se o algarismo das unidades de p for 3, pela definicao de f,
t(p)=0

3) Se o algarismo das unidades de p for 7, de 9p sera 3 e
f9p) =0=1(9) +f(p)=0
=f3) +f3)+f(p)=0 =1f(p) =0

4) Se o algarismo das unidades de p for 9, de 7 p sera 3 e
f(7p) =0.Como f(63) =0=1(7.9) =0 =
f(7)+f3) +f(3)=0 =1(7)=0,e
f(7p) = 0 temos f(7) + f(p) =0 =f(p) =0

Assim, f(p) = 0 para todo p primo.

Se n é um nimero natural, maior que um, pode ser decomposto
em fatores primos.

Portanto f(n) = 0.

Além disso f(1) = 0, pois f3) =f3.1)=f3) + f(1) = (1) =0
Logo f(n) = 0, Vn € N*

2 — ) OBJETIVO

4. (FUVEST-2006) — Uma funcdo f satisfaz a identidade
f(ax) = af(x) para todos os nimeros reais a ¢ x. Além
disso, sabe-se que f(4) = 2. Considere ainda a funcdo g(x)
=f(x — 1) + 1 para todo o nimero real x.

a) Calcule g(3).

b) Determine f(x), para todo x real.

¢) Resolva a equagdo g(x) = 8.

RESOLUCAO:

) f(ax) =af(x), VaeR,Vx ER

1) f(4) =2

I gx)=fx-1)+1,VxER

a) 1) De (I) e (I), temos
a=2ex=2=12.2)=2.fQ2)=
=fd=2f2)=2=12)=1

2) Em (III),x=3=g3)=f2) +1=g3)=2

b) Em (I),sex=4=1(4 .a) =a.f(4) = f(da) = 2a

X
Entao: f(x) = >

X
¢) Em (IIl), g(x) = +1=8=x=15

Respostas: a) g(3) =2 b) f(x) = c)x=15

x
2



MODULO 34

Funcoes |

1. (OBM) - Seja f: R}, — R, uma funcdo tal que
X
fxOf(y) — f(xy) = 7 + % , quaisquer que sejam o0S

reais ndo nulos x e y.
a) Calcule (1)
b) Encontre uma férmula para f(x)

RESOLUCAO: X v
a) fx.fy)-fx.y)= — + — =
y X
1 1
=f1).f1)-f1.1)= — + — =

= (f(l))z—f(l)—2=0=>f(1)=20uf(1)=—1$Ri

Assim, f(1) =2

X y
b) f(x) .f(y)-f(x.y)= — + — =
Yy X
X 1
=>f(x)-f(1)—f(x.1)= —_—  — &
1 X
1 1

< f(x) .2-fx)=x+ — < f(x)=x+ —
X X

2. (ITA) — Sejam trés fungdes f, u, v: R — R tais que:
f(x + %) = f(x) + % para todo x ndo nulo e
(u(x))?> + (v(x))> = 1 para todo x real. Sabendo-se

que x,, € um ntmero real tal que u(x,) . v(xy)) #0 e

) =2, 0 valor de f( uxo) ) é:

V(%)

1 1
f( u(xg)  v(xg)

1
-1 bl 2 d—5 e-2
RESOLUCAO:
1) D (uxy)?+ (v(xp)? =1, pois
@x)?+ (vx)?=1,vxeR

II) Como f(x) +

= f(x + %) para todo x

f(x)
nio nulo, tem-se f u(x,) + ! =
V(X()) ll(Xo)
V(%)
=f’ u(x,) N 1 1 _¢ u(xy) . v(xp) |
v(X,) u(x,) v(xy) u(xy)
v(xy)

_ e+ o0 '=[ 1 ]=2

u(xy) - v(x,) u(x).¥(x,)

u(x,)

v(xp)

1
III) Fazendo f [ ] =y, tem-se y + 5 =2

©y=1ef[ u(x,) ]:1

v(xo)

Resposta: B

& OBJETIVO — 3



3. (IME-2007) — Seja f: N — R uma fung@o tal que

n n+1)
> f(k) = 2008 ,onde N e R sdo, respecti-
k=0 (n+2)
vamente, o conjunto dos nimeros naturais e o dos nime-
1
ros reais. Determine o valor numéricode ————.
£(2006)
RESOLUCAO:
2006 (2006 + 1)
Y f(k) =2008 ———— =2007
k=0 (2006 +2)
2005 (2005 +1) 2008 . 2006
Y fk)=2008 =
k=0 (2005 +2) 2007
2006 2005 2008 . 2006
f2006)= D fk)- Y fk)=2007- ———— =
k=0 k=0 2007

20072 - 2008 . 2006 20072 - (20072 - 1)
2007 2007

= 2007

1
. Portanto,
2007 £(2006)

Resposta: 2007

4 — & OBJETIVO

MODULO 35

Funcoes |

1. (ITA) — O conjunto de todos os valores de m para os
quais a fungdo

x2 + (2m + 3)x + (m? + 3)

f(x) =
x2 + (2m + Dx + (m? + 2)

estd definida e € ndo negativa para todo x real é:

o[ 1]
opA] o]

RESOLUCAO:
x2 4+ (2m + 3)x + (m? + 3)

S

f(x) = esta definida e é nao

V2 + 2m + Dx + (m? +2)

negativa para todo x real se, e somente se:

2+ (2m+3)x+(m?+3)=0,VxER
<
X2+ (C2m+1Dx+m?+2)>0,VxER

{(2m+3)2—4.1.(m2+3)50 {12m—350
<

Cm+12-4.1.(m?+2)<0 4m-7<0 =
m s
I R
4
m<4—
Resposta: D



2. (OBM) — Para todo n natural, definimos a funcdo f por:

n
f(n) = 5 sen é par, f(n)=3n+ 1 senéimpar. O nimero de solucdes da equagao f(f(f(n))) = 16 é:

a) 2 b)3 c)

RESOLUCAO:

4 d)5

Observe que f(n) é sempre inteira, seja n par ou impar.

—

f(f(n))
2

feEm) =16=> 2 °"

Resposta: C

=16 = f(f(n)) = 32 = ¢

e)6

r n
—=64=>n=128

f(n)
——=32=1fn)=64 =

2 ou
3n+1=64=n=21

ou

31
3fn)+1=32=f(n) = T (impossivel)

M) +1=16=f(f(n)) =5 = S

\

r n
—=10=n=20
f(n)

—=5=fn)=10=
2 ou

3n+1=10=n=3

ou

4
3f(m)+1=5=f(n) = = (impossivel)
\.

& OBJETIVO — 5



3.Seja f: R — {0; 1} — R a funcdo definida por

x—1
X

f(x) =

Definindo f,(x) = f(x) e f (x) = f(f(...f(x)...)), em que f
comparece n vezes (n > 1), obtenha
£,(x) . £,(x) . f5(x)...£5,(x)
RESOLUCAO:
0 =fx) = — - 1

x—-1
£,(x) = f[f(x)] = f[ - ] =

x-1 _1
x—-1 x-1
X
1 _11 -1
fs(x)=f[f[f(x>]]=f< o >= =
x-1
£,(0) = flfy(0)] = f) = =1
Assim,
0. L. o= XL _Z1  x=_1
x-1

de modo analogo, tem-se
£,(x) . £5(x) fg(x) = ... =

=£y5(X) . Fyy(%) F3p(x) =—1 €

£, £,(x) . B3(%) ool () = (- DI0=1

Resposta: 1

6 — & OBJETIVO

MODULO 36

Funcoes |

1. A funcdo f associa a cada real x o menor elemento do

) 15-x 2x+5 .
conjunto X + 1; > ; 3 . O valor maximo de
f(x) é:

® 15 16
a) 1 b)3 ¢ > d—=3- o5
RESOLUCAO:
y
1
y=x+1
y= 2x3+5

°’|$0————————
P S —

Como f associa a cada real x o menor elemento do conjunto
15-x _ 2x+5

x+1; 3
2 3
“trechos” das trés retas que, dentro de cada intervalo, se

] , o grifico de f é constituido pelos

encontram mais abaixo.
Assim, o valor maximo de f ocorre no ponto P (5; 5) e é igual a 5.
Resposta: E



2. Sejam f, g : R — R funcdes tais que

g(x) =1 -xef(x) =2f(2—x) = (x — 1)?, para todo x e R.

Entdo flg(x)] é igual a

a)(x-13 bd-xP ox* dx

RESOLUCAO:

Se f(x) + 2f(2 — x) = (x — 1)3 para todo x e R, entfio:
f1-x)+2f2-(1-x)=[1-x)-1P =

= f(1-x)+2f(1 +x) =-x3 (I)

(9
fA+x)+2fC-1+x)=[1+x)-1P >

= f(1 + x) + 2f(1 - x) = x3 (1)

De (I) e (II) tem-se f(1 - x) = x3 = f(g(x)) = x>

e)2-X

3. Considere duas fungdes f e g, de R em R, tais que
2f(x) = 3x — g(x) e 2.g(x) = x + 6 — 2.f(x), para todo
x € R. O ponto P de intersec¢@o dos graficos de fe g:

a) pertence ao semieixo positivo das abscissas.

b) pertence ao semieixo positivo das ordenadas.

¢) pertence a bissetriz do primeiro quadrante.

d) pertence a bissetriz do segundo quadrante.

e) pertence a bissetriz do terceiro quadrante.
RESOLUCAO:

2f(x) = 3x — g(x) 2f(x) + g(x) = 3x
2g(x)=x+6-2f(x) = | 2g(x) + 2f(x) =x+6 =

@[Zf(X)+g(X)=3X©{f(x)=§.x—3
g(x)=-2x+6

g(x)=-2x+6

No ponto de interseccdo dos graficos, temos f(x) = g(x). Assim,

f(x)=g(x)©%.x—3=—2.x+6©%.x=9©x=2e
-5 5_2_
f(2)—2.2 3=2

O ponto de interseccdo é P(2, 2), que pertence a bissetriz do
primeiro quadrante.
Resposta: C

& OBJETIVO — 7
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B MobuLo 33
1. (ITA) — Seja a fungdo f : R — R definida por

T
ax+—) se X < —
2 2
)=y 7 a T
3% sen x sex27

onde a> 0 & uma constante. Considere k = {y €ER; f(y) =0}.

Qual o valor de a, sabendo-se que f(f(%)) ek?

a) /4 b) /2 c) d) 722 e) 2

2. ITA) - Os valoresde a.,0 < a<mwe o # %, para os

quais a funcdo f : R — R dada por: f(x) = 4x% — 4x —tg? o

assume seu valor minimo igual a — 4, sdo:

T 3n T 2m T 2"
a)ZeT b)?e? c)?e?
T 2m 2t 37
Oges oOF5c3w

B MoObpuLo 34

(156* + 1567%)

1. IME) - Dada a funcdo f(x) = 3 ,

demonstre que:

f(x +y) +f(x —y) = 2 f(x) f(y)

2. (IME) - Seja f: R — R, onde R é o conjunto dos niimeros

f(4)=5

f(x + 4) = f(x) . f(4)’ O valor de f(—4) é:

reais, tal que {

4 1 1 1 4
ey Py 9t dm o 9F

B MobuLro 35

1. ITA) — O dominio D da fun¢do
2 2
f(x)=€n|:\/m —(l+J'IJ)X+J'IZ:|

- 2x% + 3nx

8 — &) OBJETIVO

€ o conjunto

a)D={xeR:0<x<3m2}
b)D={xeR:x< 1/moux>m}
c)D={xeR:0<x=<1/moux=um}
d)D={xeR:x>0}
e)D={xeR:0<x<1l/moum<x<3m2}

2. (IME) — Considere os conjuntos A= {(1,2),(1,3),(2,3)} e
B={1,2,3,4,5},esejaafungdo f: A — B tal que:

fx,y)=x +y

E possivel afirmar que f é uma funcio:
a) injetora b) sobrejetora
d) par e) impar

¢) bijetora

B MobpuLo 36

1. (ITA) — Seja f : R — R definida por:

eX,sex=<0
x2-1,se0<x<1
fnx,sex=>1

f(x) =

Se D € um subconjunto ndo vazio de R, tal que f: D — R
¢ injetora, entdo:

a)D=Ref(D)=[-1,+ o[
b)D=]-o,1]U]Je,+%[ef(D)=]-1,+0[

c) D=0, + e f(D) = ]-1, +oo[
d)D=[0e]ef(D)=[-1,1]

e)n.d.a.

Notacao: f(D) = {y,E R : y =f(x), x € D} ¢ €n x denota
o logaritmo neperiano de x.

Observacdo: Esta questdo pode ser
graficamente.

resolvida

2. (ITA) — Considere a fungdo y = f(x), definida por

f(x) = x> —2x% +5x, para cada x real.

Sobre esta funcdo, qual das afirmagdes abaixo ¢é
verdadeira?

a) y = f(x) € uma funcgdo par.

b) y = f(x) € uma fungdo impar.

¢) f(x) = 0 para todo real x.

d) f(x) =0 para todo real x.

e) f(x) tem o mesmo sinal de x, para todo real x # 0.



a=mresolucao dos eXerCiCios-larefa M —————

B MobuLo 33
voi(f)=F-7 e (f)(F)=5-2
VN7 )=7 ~ = -3 2)°2 " x
2
1 T 2a =« .
b)l(i)—T—?<7,p01sa>0

b4 4 T
¢) Como [(7) ek, 1(7) < 5 e a> (0, temos:

(n 2a+n)_0© (n 23)_0(1) _
r\zrtz) T R)EITAE Y

Resposta: D

2) O minimante de fé x = — —— = —

Se o valor minimo de f é — 4 entdo:

1 _ 1\2 1 2 2
[(7)_4.(7) —4.(7)—tg a=—4=tgea=3<=

@tga::\/g
- o 2%
Se0<a<nentaoa=?oua=—

3
Resposta: C

B MobuLo 34

) - ) a*+a>
1) Considerando uma funcao f do tipo f(x) = 5
como)<a=#l.
X+y —(x+y) X-y —(x=y)
fx+y) +fx—y) =2 T2 A2 ra
2 2
_a¥.a¥+aX.aV+a¥.aY+a¥.a
= 5 =
_a¥.(@+aV)+a*.(@ +a?Y) _
= 5 =
_ (@+av).@.+a> ) (@*.+a>).(@ +a”) _
2 ) 2 2

=2 .f(x) .f(y)

Se a igualdade € valida para qualquer valor real de a,
com 0 < a # 1, é valida também para a = 156,
demonstrando a igualdade proposta.

Resposta: Demonstracao.

2)fx+4)=f(x) .f4) =
<>f0+4) =10)f4) = 5=10).5=1(0)=1

f—4+4)=f(-4) .f4) <

@f(0)==f(—4).f(4)©1=f(—4).5©f(—4)=%
Resposta: D
B MobpuLo 35
2
DixeERm Y-+ X+ 0
-2x% + 3nx
xi-(1+m)x+n>0 (x<1/moux>mn)
= e < e <

0<x<3n/2

2x2 +3nx > 0

< | 0<x<l/moun<x<3n/2

Resposta: E

2)f(1,2)=1+2=3
f(1,3)=1+3=4
f2,3)=2+3=5

Pelo diagrama de
flechas ao lado, tem-

se que a funcao e
injetora, mas nao é
sobrejetora.
Resposta: A

& OBJETIVO — 9



B MoObpuLo 36 2) Considerando que:

Dfx)=x3-2x2+5x=x (x> —=2x + 5)
2)x2-2x+5>0,VxER,

conclui-se que f(x) tem 0 mesmo sinal de x, para todo

1) O grafico de funcao f: R — R definida por

eX,sex=0
f(x)= { x>*-1,se 0<x<1 real x # 0.
fnx,sex>1 é: Resposta: E

yA

Nos intervalos R, [0, + o[ e [0, e] a funcdo f ndo é
injetora, pois f(0) = f(e) = 1.

Observemos, pelo grafico, que V y €] -1, + » [, existe
um dnico x € ] — o, 1] U ] e, + o [ tal que f(x) =y.
Assim, f € injetora no intervalo
D=]-o,1]U]Je,+o0[ef(D)=]-1,+ [
Resposta: B

10 — & OBJETIVO



