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INTRODUCAO

Ol3,

Vamos iniciar o estudo sobre trigonometria. A trigonometria é uma parte da Matematica
gue estuda a relagdo entre os angulos e os lados de um triangulo. Esse tema é muito cobrado nos
concursos militares. Veremos todos os conceitos fundamentais que precisamos para resolver as
guestdes dos concursos e vamos aprender a resolver cada tipo de questdao das provas anteriores!

Nesse curso, tentei deixar os comentarios das questdes bem detalhados, entdo, se vocé
for um aluno avancado ou intermediario, apenas confira o gabarito e tente resolver todas as
guestdes dessa aula. Lembre-se! O importante é ganhar velocidade na hora da prova, entdo, tente
resolver a maior quantidade de exercicios possivel e ndao perca tempo verificando questdes que
vocé ja sabe! Caso vocé seja um aluno iniciante, vocé pode conferir o passo a passo das resolucdes
e aprender com elas. Sem mais delongas, vamos comecar!

1. ANGULOS E SUAS MEDIDAS

1.1. DEFINICAO

Antes de iniciarmos o estudo da trigonometria, vamos entender alguns conceitos basicos
de angulo. Um angulo é definido pela unido de duas semirretas com uma origem comum, veja o
exemplo abaixo:

A

Nesse caso, temos que o ponto O é a origem comum das semirretas 04 e OB. Podemos
denotar o angulo acima por AOB ou £AOB. Usualmente, usamos letras mindsculas gregas para
nomear os angulos, as mais comuns sdo: «a (alfa), § (beta), 0 (teta) e ¥ (gama). A titulo de
curiosidade veja a tabela abaixo com as letras gregas minusculas e seus respectivos nomes:

AULA 05 - TRIGONOMETRIA. 5
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Letra grega Letra
minuscula grega grega
minuscula minuscula
a Alfa 0 Teta U Mi
B Beta A Lambda P RO
y Gama € Epsilon ¢ Fi
) Delta n Eta w Omega

Para cada angulo associamos um numero real, esse numero é chamado de medida angular.
Vamos estudar os dois principais sistemas de medidas angulares: o sistema sexagesimal e o
sistema radial.

1.2. UNIDADES DE MEDIDAS

1.2.1. SISTEMA SEXAGESIMAL

Inicialmente, vamos definir o conceito de angulo reto. Dizemos que um angulo é reto
—_— —_—
guando as semirretas OA e OB sao perpendiculares, geometricamente.

Be

ul .

o A

Perceba que o simbolo usado para o angulo reto é um quadrado. Normalmente, esse
guadrado vem acompanhado de um ponto no meio.

No sistema sexagesimal, um angulo reto é dividido em 90 partes iguais e cada uma dessas
partes é chamada de grau. A unidade do grau é definida por 1°.

Como o sistema sexagesimal é um sistema de numerag¢ao de base 60, temos que as
subdivisdes do grau s3ao baseadas nesse sistema. Um grau é equivalente a 60 minutos
(representado por 60') e 1 minuto é equivalente a 60 segundos (representado por 60"'). Veja
abaixo as correspondéncias:

angulo reto = 90°
1° = 60’ (60 minutos)

AULA 05 - TRIGONOMETRIA. 6
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ﬁ

1" = 60" (60 segundos)

Assim, podemos ver que uma circunferéncia é composta por 4 angulos retos, logo
podemos afirmar que a medida angular total de uma circunferéncia é 360° e a medida angular de
uma semicircunferéncia (metade de uma circunferéncia) é 180°. As figuras abaixo mostram uma
circunferéncia e uma semicircunferéncia, ambas na unidade grau.
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1.2.2. SISTEMA CIRCULAR

Antes de estudarmos o sistema circular, precisamos entender o que é um arco de
circunferéncia. Um arco de circunferéncia é definido por dois pontos distintos na circunferéncia.
Veja o exemplo abaixo:

Note que podemos ter dois arcos de circunferéncia, um maior e outro menor.
Normalmente, usamos o menor.

Um arco de circunferéncia possui medida angular e medida linear, este também é chamado
de comprimento do arco. E muito comum confundir esses termos. A medida angular de um arco
independe do tamanho do raio da circunferéncia, enquanto o comprimento do arco depende do

AULA 05 - TRIGONOMETRIA. 7
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raio da circunferéncia. Podemos relacionar a medida angular de um arco com sua medida linear
de acordo com a seguinte formula:

A comprimento do arco AB
AOB = - rad
raio

A férmula acima resulta na medida angular no sistema circular, cuja unidade de medida é
o radiano que pode ser denotada por rad. 1 rad corresponde a 1 raio da circunferéncia conforme
a figura a seguir:

Por vezes, podemos simplesmente ocultar o termo rad. Se isso ocorrer, devemos
considerar que angulo esta na unidade radiano.

O comprimento de uma circunferéncia é igual a 2mR, em que ™ é chamado de “pi” e
equivale a aproximadamente 3,14 e R é o raio da circunferéncia. Assim, aplicando a férmula para
calcular a medida angular de uma circunferéncia, obtemos:

comprimento da circunferéncia 2nR

a = - = =27
raio R

Veja que a circunferéncia possui medida angular igual a 2mrad, logo uma
semicircunferéncia possui m rad.

Podemos calcular o comprimento de um arco AB de circunferéncia pela seguinte formula:

Em que a é o angulo em radianos e R é o raio da circunferéncia.

ESCLARECENDO!

()

Observagoes:
1) Amedida do arco menor AB, em graus, é igual a medida do angulo central AOB, também em graus.

AULA 05 - TRIGONOMETRIA. 8
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2) A medida angular do arco, em radianos, somente serd igual ao seu comprimento quando R = 1.
3) Podemos aproximar o nimero 1w como 1w ~ 22/7.

Vamos ver alguns exemplos de aplicagao.

1) Um arco de circunferéncia AB mede 10 cm e o raio da circunferéncia mede 5 cm. Calcule

a medida do arco em radianos.

Temos a seguinte figura:

10cm

Vamos usar a formula da medida do arco:

~ comprimento AB
AOB = - -
comprimento raio

~ 10 cm
AOB = — =2 rad
5cm

2) O arco AB possui medida angular igual a 5 rad, determine o comprimento do arco

sabendo que ele pertence a uma circunferéncia de raio 4 cm.

Vamos usar a formula da medida angular do arco:

comprimento do arco AB
a =

raio
Do enunciado:

= = =
X cm

AULA 05 - TRIGONOMETRIA. 9
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1.2.3. CONVERSAO DE UNIDADES DE MEDIDAS

Vamos aprender nesse topico como transformamos um angulo em graus para radiano e
vice-versa. Para isso, vamos tomar a medida angular de uma semicircunferéncia como referéncia.
Sabemos que ela é igual a 180° e também a  rad. Assim, podemos escrever a equivaléncia:

d =180° & 1rad (—180) <1 (_71' ) d
= ° = ° ° =
mTra ra - 180 ra

Para converter um angulo de radianos para graus, basta multiplicar o angulo por 180/m. E
para converter de graus para radiano, basta multiplicar o angulo por 7 /180. Veja os exemplos:

1) Converta o angulo 30° para radianos.

Seja 8 = 30°. Assim, temos:

6 =30°=30- (1g0)—%rad

2) Converta o angulo 21t /3 para graus.
Seja 8 = 2m/3, logo:
21 2r

0= g=2" 180 e
T

3) Um arco de circunferéncia AB possui 16 cm de comprimento e seu angulo central é igual
a 80°. Determine a medida do raio da circunferéncia.

Vamos usar a férmula da medida angular do arco:

comprimento do arco AB

a = ;
raio

Para usar essa formula, o angulo central precisa estar em radianos. Entao, vamos converter
o angulo 80° para radianos:

a—80°—80(n) AT ad

B 180/ 9

Sabemos que o comprimento do arco mede 16 cm, logo:
4t 16 16-9 4-9 36
—=—=24n1R=16-9=R = =——=—Ccm
9 R 4 T T

4) Expresse o angulo 45°20'10" em radianos.

Sabemos que 1’ = (%) °el” = (%), = (60%60) ° = (ﬁ) °, logo:
14} 1 o 1 o
10" =10 (3555)° = (350)

20 = 20-g5) = 3)

AULA 05 - TRIGONOMETRIA. 10




ﬁ Estratégia

Militares

Prof. VictorSo

Assim, temos:

1 1
45°20'10 —(45+§+%) —(

16200 + 120 + 1\ _ 16321y
360 ) N (W)
Convertendo o angulo para radianos:
16321\ 16321 =«
( 360 ) ~ 7360 180
Usando a aproximacdo = 3,14, obtemos:
(16321)0 16321 3,14

360 360 180 »/9rad

IR

HHHHHH

PRATICAR!

1. Transforme para radianos os seguintes angulos dados em graus:
a) 120°
b) 135°
c) 150°
d)210°
e) 225°
f) 240°
g) 300°
h) 315°
i) 330°
j) 360°

Resolugao:

AULA 05 - TRIGONOMETRIA.
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Arco em graus Arco em radianos
20° d d 2
120 120° = 120° - ——— = 2120° - ——— = " rad
180° 3186° 3
o d d 3
135 135° = 135° - —— = 135" . —— = Z 144
180° 4180 :
1507 1500 = 150°- 2184 _ 5150°. 2702 _ 0T
180° 6180 6
o d d 7
210 210° = 210° 0 = 7240° - e = L rad
180° 6180 6
225° mrad ¢ mrad 5w
o — O — . p—
225° = 225° —o5-= *225 o5 = ——rad
240° mrad mrad 4w
o — O — . p—
240° = 240° = = ‘240" - s—5 = —rad
300° mrad mrad 5w
o — O — ' —
300° = 300° === 300 - —— 5-rad
315° nrad mrad T
o — O = . g
315° = 315% —- = 345 y—g = ——rad
330° wrad |, mrad 1lm 1
330° = 330° = = 11330° - s = —rad
360° nrad , o mwrad
360° = 360° == "360" - — = 27 rad

Gabarito: a)z?"rad b)%"rad c)s?nrad d)%’md e)54—"rad f)%"rad g)s?"rad h)74—"rad i)

HT” rad j)2nrad

1.3. CLASSIFICACAO DOS ANGULOS

Dizemos que um angulo é agudo quando ele é menor que 90° e é obtuso quando ele é

maior que 90°. Quando o angulo é igual a 180°, dizemos que ele é raso. Veja as figuras abaixo:

AULA 05 - TRIGONOMETRIA.
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dngulo agudo dngulo obtuso

- £

angulo reto dngulo raso

HORADE

PRATICAR!

2. Classifique os angulos abaixo em agudo, obtuso, reto ou raso.

a) 30°

b) 120°

c) 90°

dm

e)m/2

f) 2m/5

Comentarios

a) 30° é menor que 90°, logo é agudo.
b) 120° é maior que 90°, logo é obtuso.
c) 90° é angulo reto.
d) m rad é igual a 180°, logo é raso.

e) /2 rad é igual a 90°, logo é reto.

AULA 05 - TRIGONOMETRIA. 13
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f) Esse angulo é menor que um angulo reto i /2, logo é agudo.
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1.4. RELACAO ENTRE OS ANGULOS

1.4.1. ANGULOS COMPLEMENTARES

Dois angulos sdao complementares quando sua soma é 90° ou /2 rad.

a e § sao angulos complementares:

a+p =90°=

TS

Note que para encontrar o complementar de um angulo, basta resolver a equacao:

a=90°—p

Ou seja, basta verificar quanto falta para o angulo completar 90°.

1.4.2. ANGULOS SUPLEMENTARES

Dois angulos sdo suplementares quando sua soma é 180° ou i rad.

A
| |

a e § sdo angulos suplementares:

a+[=180°=nm

AULA 05 - TRIGONOMETRIA.
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1.4.3. ANGULOS REPLEMENTARES

Dois angulos sdo replementares quando sua soma é 360° ou 2 rad.

a e 3 sdo replementares:
a+ f =360°=2n

HORADE

PRATICAR!

3. Considere os angulos do conjunto {30°45°60°135°150°300°}, verifique quais sdo

complementares, suplementares e replementares.
Comentarios

Angulos complementares: 30° e 60°

Angulos suplementares: 30° e 150°, 45° e 135°

Angulos replementares: 60° e 300°

4. Encontre o que se pede, na mesma unidade de medida:
a) Complementar de 45°.

b) Complementar de 60°.

c) Complementar de /6.

d) Suplementar de 30°.

e) Suplementar de /4.

f) Replementar de /2.
Comentarios
a)a = 90° — 45° = 45°
b) a =90° — 60° = 30°

AULA 05 - TRIGONOMETRIA.
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Qa=--Z=TT_2_qg/3

2 6 6 6
d) @ = 180° — 30° = 150°

T 4T—TC
e)a—n—z— ’ = 3 /4

AT—TT

f)a=2n—§= — = 3n/2

2. TRIGONOMETRIA NO TRIANGULO RETANGULO

2.1. PRINCIPAIS RAZOES TRIGONOMETRICAS

Vamos estudar as razdes trigonométricas no triangulo retangulo. Dizemos que um
triangulo é retangulo quando um de seus angulos é igual a 90°. Observe o triangulo ABC abaixo:

C

A

No triangulo retangulo, chamamos de hipotenusa o lado BC e de catetos os lados AB e
AC. Lembre-se que a hipotenusa sempre sera o maior lado!

Na trigonometria temos as razdes trigonométricas seno, cosseno e tangente. Elas sdo
dadas por:

cateto oposto AC b
sena = —— =—=-
hipotenusa BC a

cateto adjacente AB ¢
cosa = =—=-
hipotenusa BC a

cateto oposto AC b

tga/ = - = —=—
cateto adjacente AB ¢

Note que o cateto oposto ao angulo a é o lado em que ele “enxerga”, ou seja, o lado de
medida b. E o cateto adjacente é o lado que é vizinho a ele, ou seja, o lado de medida c.

Uma forma de memorizar essas razdes trigonométricas é lembrar do mnemoénico:

[SOH CAH TOA|

SOH significa Seno igual ao Oposto sobre a Hipotenusa.

AULA 05 - TRIGONOMETRIA. 16
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CAH significa Cosseno igual ao Adjacente sobre a Hipotenusa.
TOA significa Tangente igual ao Oposto sobre o Adjacente.

Perceba que também podemos escrever tangente como:

b
b g sena
tga = — = < =
c = cosa
a
¢ sena
a =
g cosa

Usando as razdes trigonométricas, podemos escrever os catetos em fung¢do da hipotenusa

e do seno e cosseno:
b=asenaxec=acosa

C

asenc

n

A acoso

B

Ainda, das relagdes do triangulo retangulo, temos o Teorema de Pitagoras:

la? = b* + 2|

O Teorema de Pitagoras afirma que o quadrado da hipotenusa é igual a soma dos

guadrados dos catetos.
Usando o Teorema de Pitdgoras, encontramos a relagao fundamental da trigonometria:

a® = b* + c?
a® = (asena)? + (acosa)?

a’ = a’sen’a + a®cos® a

|sen?a + cos? a = 1|

2.2. RAZOES DE ANGULOS COMPLEMENTARES

Consideremos o seguinte triangulo retangulo:

AULA 05 - TRIGONOMETRIA.
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Em qualquer triangulo, a soma dos angulos internos sempre é igual a m rad ou 180°, logo
Nno caso acima:

o
Il

A+ B+

_|_

+f=nm

S
+
= NIA
[
N[ R

= a e f§ sdo complementares

Dessa relagdo, temos as seguintes consequéncias:

b
sena = — e cosff = — = sena = cosf
a a

. _b c 1
ga—c

etgﬂ=z=>tga=@

@ ESQUEMATIZANDO

- .
IIIIIIIIIII!HE!IIIIIII

sena = sen (g — ,B) = cosf

tga=tg(g—ﬁ) =tgi,8

2.3. ANGULOS NOTAVEIS

Os angulos /6, m/4 e m/3 sdo considerados angulos notaveis. Vamos calcular o valor do
seno, cosseno e tangente desses angulos.

1) m/4:

Considere o seguinte triangulo isdsceles:

AULA 05 - TRIGONOMETRIA. 18
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o
4

Através do Teorema de Pitdgoras, podemos escrever:
a? = b? + b?
a? = 2b?
a=+2b

Usando a definicdao de seno, cosseno e tangente, obtemos:

2)t/6em/3:

Agora, considere o triangulo equilatero:

A a
2
Usando o Teorema de Pitagoras no triangulo ABD, temos:
a2
2 2
a‘ =h* + (—)
2

hZ_Sa2
4

AULA 05 - TRIGONOMETRIA.
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V3
h=7a

Calculando o valor do seno, cosseno e tangente dos angulos /6 e t/3:

Podemos construir a tabela das razdes trigonométricas dos angulos notaveis:

ATENGAO

DECORE!

o0

ﬁé

T T T
6 4 3
1
Seno — \/_Z \/_§
2 2 2
1
Cosseno \/_§ \/_Z —
2 2 2
Tangente E 1 V3
3

AULA 05 - TRIGONOMETRIA. 20
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*Dica de memorizagdo:

Vocé pode lembrar apenas dos valores para o seno na seguinte ordem: 1/2, \/7/2 e \/§/2. 0
cosseno sera a ordem inversa: v3/2, v/2/2 e 1/2. Para a tangente, basta dividir o valor do seno pelo
do cosseno.

HORADE

PRATICAR!

5. Dados os triangulos abaixo, calcule o valor dos lados que faltam:
a)

C

b)

B 3 C

Resolugao:

a) Conhecemos o valor do sen(m/4), podemos calcular o valor dos catetos usando a seguinte
razao:

sen (%) = AZ—B = AB = 2sen (%)

2V2
AB =—==V2

b) Basta aplicar o Teorema de Pitdgoras:
AC? = 42 + 32
AC =+V25=5

AULA 05 - TRIGONOMETRIA. 21
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Gabarito:a) AB =2 b)AC =5

3. CIRCULO TRIGONOMETRICO

Antes de estudar o circulo trigonométrico ou ciclo trigonométrico, vamos entender o que
€ um sistema de coordenadas cartesianas.

3.1. PLANO CARTESIANO

Um plano cartesiano é definido por dois eixos reais e, por isso, dizemos que ele é o plano
R?. Denominamos o eixo horizontal como o eixo das abcissas (eixo Ox ou, simplesmente, eixo x)
e o eixo vertical como o eixo das ordenadas (eixo Oy ou eixo y), eles sdo perpendiculares entre
si. Esses eixos se interceptam em um unico ponto chamado de origem. A figura abaixo representa
o plano cartesiano:

y Note que o eixo x possui uma seta a
! extremidade direita e o eixo y possui uma seta
para cima. Essas setas representam a ordenagao
dos numeros no eixo. Tomando a origem como
1 referéncia, todos os pontos acima da origem
possuem ordenada positiva (eixo y) e todos os
pontos a direita da origem possuem abcissa
e +———— positiva (eixo x). Desse modo, o sentido
contrario aqueles serao os pontos que possuem
ordenada e abcissa negativas.

Veja a ordenagao dos nimeros no diagrama abaixo:
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1+

Vamos representar alguns pontos no
plano. Preliminarmente, devemos entender
gue pontos sao pares ordenados no plano
R?, também podemos entender esses pares
ordenados como coordenadas. Sejam os
pontos A,B,C tais que A=(-1,1),B =
(1,1) e € = (1, 3). Para representar esses
pontos no grafico, devemos lembrar que o
primeiro numero do par ordenado é a
abcissa do ponto e o0 segundo nimero é a sua
ordenada. Entdo, para o ponto A(—1,1),
temos x,=-1 e y,=1. Como x, é
negativo, ele esta a esquerda da origem e
como Yy, € positivo, ele esta acima da origem.
Assim, A, B, C estao localizados do seguinte
modo:

AULA 05 - TRIGONOMETRIA.

14

—24
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A(—1,1)

b = =

C(1,3)
b -~ @

B(1,1)

Prof. VictorSo

—34

—44

e = = = = = = = =

vt

wt

~t
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O plano pode ser dividido em
guadrantes. Veja o diagrama ao lado:

Os quadrantes sdo definidos de acordo

com o sinal das coordenadas. 2° quadrante 1° quadrante
1° quadrante - x> 0ey >0

2° quadrante > x < 0ey >0

3°quadrante - x < 0ey <0 ' ' ' T 0
4° quadrante - x >0ey <0 +

Perceba que os pontos que estdo
localizados nos eixos coordenados nao 3° quadrante 4° quadrante
pertencem a nenhum quadrante. Por esse +
fato, dizemos que o plano cartesiano é
formado pelos quatro quadrantes e pelos eixos T
coordenados.

3.2. TRIGONOMETRIA NA CIRCUNFERENCIA

Aprenderemos o método formal do circulo trigonométrico e vamos simplificar seu

entendimento com diversos exemplos. Iniciaremos pela definicao de circunferéncia.
Uma circunferéncia pode ser definida pela seguinte equagao no plano cartesiano:
2 2 _ p2
(x—x)%+(y —yp)* =R

Em que (x,, o) sdo as coordenadas do centro da circunferéncia e R é seu raio.

Na trigonometria, usamos uma circunferéncia de raio unitario e centro na origem (0,0)

para definir o ciclo trigonométrico ou circulo trigonométrico:
C={(xy) eR¥x*+y* =1}
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A(1,0) T

O ponto A(1,0) é considerado como a origem do circulo. Usamos uma circunferéncia de
raio unitario para que a medida do arco seja igual a medida do angulo em radianos. Por isso,
normalmente, usamos a medida angular em radianos para denotar os angulos na circunferéncia.

Vamos entender seu funcionamento usando a funcdo de Euler.

3.2.1. FUNCAO DE EULER

Seja E uma fung¢do que associa um numero real t a um ponto P(x,y) do circulo
trigonométrico C.

E:-R->C

E é chamado de funcao de Euler. Para cada numero real t, temos associado um ponto
E(t) = (x,y) na circunferéncia. Ela funciona da seguinte forma:

Set = 0,temos E(0) = (1,0). Esse ponto sera a origem do circulo.

Set > 0, temos que E(t) serd obtido desenhando-se um arco de medida t no sentido anti-
horario na circunferéncia, a partir da origem (1,0). O ponto sera a extremidade do arco.

Se t < 0, temos que E(t) serad obtido desenhando-se um arco de medida t no sentido
horario na circunferéncia, a partir da origem (1,0). O ponto serd a extremidade do arco.

Pode parecer um pouco confuso no come¢o, mas apos alguns exemplos vocé vera que é
mais simples do que parece.

Exemplos:

1) Vamos tomar t = /3. Como esse valor é positivo, vamos desenhar um arco de medida
1 /3 no sentido anti-horario na circunferéncia trigonométrica:
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2) Vamos tomar t = —m /2. Note que o valor de t é negativo, logo devemos percorrer a
circunferéncia no sentido horario:

o —7/2

Perceba que na pratica seria como se estivéssemos enrolando um fio inextensivel de
comprimento t ao longo de um carretel, que é a circunferéncia. Entdo, podemos ver que a
circunferéncia adota o sentido anti-horario para os valores positivos! Logo, podemos inserir os
arcos de acordo com a seguinte figura:
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3°Q

L
2
1°Q
0
2w x
4°Q

3_7r
2

Prof. VictorSo

Do sistema cartesiano, sabemos quais regioes representam os quadrantes e elas foram
identificadas na figura. Preste atencdo! Pois é importante entender quais regides do plano
representam os quadrantes! Vejamos alguns exemplos de arcos e suas localizagdes nos

guadrantes.

2°

m

o

Q
3%2&‘

™
2
it
\0
?ir
2

o

3

14°Q

T
2
/2“’
?-_Tr
2

I
N

2

Y

™
2°Q 2
2m
t
3°Q 3w +Q
2
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Note que
t €10,m/2[ = t pertence ao 1°quadrante
t €n/2, [ = t pertence ao 2°quadrante
t € m,3n/2[ = t pertence ao 3°quadrante
t €]3n/2,2n[ = t pertence ao 4°quadrante

Para localizar os arcos nos quadrantes, também podemos usar a medida angular dos arcos
em graus:

a €]0,90°[= arco do 1°Q
a €190°,180°[= arco do 2°Q
a € ]180°,270°[= arco do 3°Q
a €]270°360°[= arco do 4°Q
Vamos ver mais alguns exemplos de aplicagao da fungao de Euler.
3) Agora, vamos tomart =mn/2et = —3m/2.

)
Y

—3m/2

Note que podemos chegar no mesmo ponto percorrendo a circunferéncia no sentido
hordrio ou anti-horario. Além disso, perceba que no sentido hordrio, devemos iniciar pela posicao
2m e fazer —3m/2:

3m 4m—3nm @

= T
T 2 2

Atencao! Vocé também pode usar as medidas angulares em graus, mas ela sera a medida
do angulo central do arco e jamais podera associd-lo como a medida do comprimento do arco
(lembre-se que ela somente é igual ao angulo quando estamos tralhando com radianos!).
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Perceba que o comprimento do arco azul é /2 rad e o seu angulo central é 90°. Assim
como o arco vermelho tem comprimento 37 /2 e angulo central 270°. Nesse momento, vocé ja
deve estar acostumado a converter angulos em radianos para graus.

4) Vamos tomar t = 5m/2. Note que devemos enrolar um fio de tamanho maior que o arco
de circunferéncia 2m! Nesse caso, basta dar voltas completas na circunferéncia até que o fio de
comprimento 57 /2 esteja completamente enrolado! Assim, temos:

57T_4-71’+T[_4T[+T[_2 +T[
2 2 2 "7y

Entdo, 5m/2 da uma volta completa na circunferéncia e percorre mais /2 no sentido anti-
horario.

A
y
m +7/2
2
T 0
2 r

+27 3

2

Perceba que a extremidade do fio coincide com o caso em que tomamos t = 1 /2, ou seja,
T 51
E(Z)=E£(3)
2 2
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Assim, percebemos que a fungdo de Euler é periddica! Podemos dar diversas voltas
completas na circunferéncia e chegar no mesmo ponto! Logo, podemos entender que a cada
2w rad, damos 1 volta completa na circunferéncia. Entdo, 4m rad = 2 - 2m que significa que
damos 2 voltas completas. De forma geral, k-2m representa k voltas completas na
circunferéncia. Logo:

E(t) =E(t+ 2kn),k€Z

Atencdo! O valor de k é inteiro, pois pode ser negativo. Nesse caso, basta dar voltas na
circunferéncia no sentido horario!

Nesse momento, vamos introduzir a ideia de arcos congruentes.

ESCLARECENDO!

()

Defini¢ao:
Uma fungdo f: A — B é periddica se vale a relagdo:
fx+T)=f(x),VxeA
Onde T > 0, o menor valor de T que satisfaz essa relagdo é chamado de periodo fundamental da
fungdo f.
Exemplo grafico:

NN AN N N
NN N N

—— T ——

Note que a funcao se repete a cada periodo T'.

3.2.2. ARCOS CONGRUENTES

Dizemos que os arcos a e 8 sdo congruentes quando:

la = B+ 2km, k € Z|

Assim, temos que «a sera congruente a f quando ela resultar no mesmo ponto no circulo
trigonomeétrico! Na pratica, basta verificar quantas voltas completas um arco percorre no circulo
trigonométrico.
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*Perceba que o simbolo = significa congruente a.

Veja os exemplos:

1) 257 /3
25n _24m+m _24m m _ W _ . T
3 3 3 3 4voltas completas S
25w m
"3 73
25m /3 da 4 voltas completas na circunferéncia e é congruente a /3.
2) 31 /6
317T=24T[+7T[=24T[+7_7T=4T[+7_7T= 9o _|_7_7t
6 6 6 6 6 voltas completas
3l 7m
"6 "6

31m/6 da 2 voltas completas na circunferéncia e é congruente a 71t /6.

Na pratica, basta reescrever o numerador da seguinte forma: multiplicamos o
denominador por 2m e depois procuramos o maior numero inteiro que multiplicado pelo valor
encontrado é menor que o numerador. Apds isso, somamos o valor que falta para completar o
valor do numerador.

No exemplo 1, multiplicamos 2m - 3 = 6. Vemos que o maior inteiro que deve ser
multiplicado por 61 é 4, pois 67 - 4 = 24w < 25m. Para completar 25w, somamos 7.

Vimos exemplos com medidas em radianos, mas também podemos considerar a medida
angular dos arcos em graus. Para isso, basta usar:

|a =B +k-360°k € R|

A ideia é a mesma: verificar se apds k voltas completas chegamos no mesmo ponto.

Exemplos:
3)1270°

Para os graus, o método é dividir o angulo por 360° e o resto encontrado sera justamente
o angulo equivalente do arco. Dividindo 1270° por 360°:

1270° = 360° -3 + 190°

| ——
3 voltas completas resto

Portanto, podemos afirmar que o arco com angulo central de 1270° é congruente ao arco
com angulo central 190°.

*Observacao: faca a divisao euclidiana para encontrar os resultados no comec¢o dos
estudos!

4) 735°
Dividindo 735° por 360°:
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735° = 360°- 2 + E

2 voltas completas resto

O arco de medida angular 735° é congruente ao arco de medida angular 15°.

*Atencao! Quando usamos os graus para denotar os arcos, entenda que se trata da medida
angular e ndo do comprimento do arco. Entdo, podemos simplesmente dizer que o arco de 735°
é congruente ao arco de 15°.

HORADE

PRATICAR!

6. Encontre os arcos cdngruos.
a) 811 /4
b) 417/3
c) 2100°
d) 3020°
Comentarios
a)

81n_80n+7t T
4 4 4

Il
N
o
3
+

b)
417 _ 367 + 57 _ 12 57 57w
3 3 B 3 3

c) 2100° = 360° -5 + 300° = 300°

d) 3020° = 360° - 8 + 140° = 140°
Gabarito: a) t/4 b) 5/3 c) 300° d) 140°

7. Localize o quadrante dos arcos abaixo.
a)81m/4
b) 41m/3
c) 2100°
d) 3020°

Comentarios
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Da questao anterior, temos:

a)

81m

o
N -[>|
Il

NE

b)

NN
—_
3
w| g

¢) 2100° = 300°
270° < 300° < 360°
~ 300° € 4°Q
d) 3020° = 140°
90° < 140° < 180°
- 140° € 2°Q

3.2.3. RAZAO SENO E COSSENO NO CIiRCULO TRIGONOMETRICO

Vamos tomar um ponto P(a, b) pertencente ao circulo trigonométrico de raio unitario.

Observe a figura abaixo:
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P(a,b)

— - - =

Note que as coordenadas (a,b) do ponto P podem ser representadas pela razdo seno e
cosseno, pois analisando o triangulo retangulo presente na figura, obtemos:

senf = 1 = b = senf

a
cost9=I=>a=cos¢9

Assim, veja que a coordenada x do ponto P é igual ao cosseno do angulo 8 e a coordenada
y é igual ao seno do angulo 6.

P(cos0, senB)

senf

Por esse motivo, quando usamos o circulo trigonométrico, dizemos que o eixo x

representa o eixo dos cossenos e o eixo y é o eixo dos senos. Vamos inserir o arco de /3 no
circulo. Sabemos que

cos (%) =3 e sen (Z) = 2

AULA 05 - TRIGONOMETRIA.
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P(1/2,v3/2)

Observando-se o circulo e suas coordenadas no sistema cartesiano, podemos ver que

T 3
cos0 =1,cos (E) = CoS (7> =0,cosmt =-—1

3

T
sen 0 =senm =0,sen (E) =1,sen (7) =-1

Esses valores sao obtidos pelas coordenadas do ponto P para cada um desses arcos.

Prof. VictorSo

Para obtermos o valor do seno e cosseno dos arcos que ndao estao no 1° quadrante,
usaremos o fato de que no circulo ha diversas simetrias. Para o circulo trigonométrico,
chamaremos o eixo x de cosseno e o eixo y de seno. Vamos supor que temos um arco a que esta

no primeiro quadrante, assim para os outros quadrantes devemos usar o seguinte esquema:

[ |

SEN

3°Q 2 4°Q

Da figura, podemos ver que

AULA 05 - TRIGONOMETRIA.
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sen a = sen(m — a) > 0 (regido positiva do eixo y)
sen(m + a) = sen(2m — a) < 0 (regido negativa do eixo y)
cosa = cos(2m — a) > 0 (regido positiva do eixo x)
cos(m — a) = cos(m + a) < 0 (regido negativa do eixo x)
Além disso, em mddulo (valor absoluto), podemos escrever que
|sen a| = |sen(m — a)| = |sen(w + a)| = |sen(2m — a)|
|cos a| = |cos(m — a)| = |cos(m + a)| = |cos(2m — )|

Assim, podemos ver que o seno é positivo no 1° e 2° quadrantes e é negativo no 3° e 4°
guadrantes. O cosseno é positivo no 1° e 4° quadrantes e é negativo no 2° e 3° quadrantes.

N
C- )

Usando o esquema, vamos desenhar o circulo para o arco de /6 e encontrar o valor do
seno e cosseno dos outros arcos:

'

senl i)

|5
\\\
//

1
w rad

" 11 6 ' 2
T ", Vi - 2
rad = 2110 \\ s =

]
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3.2.4. RAZAO TANGENTE NO CIRCULO TRIGONOMETRICO

Sabemos que o cosseno e o seno sao representados pelos eixos x e y, respectivamente,
no circulo trigonométrico. A razao tangente é representada por uma reta que passa pela origem
do circulo e tangencia este mesmo ponto:

sen A tg &
T
A
P
B [~ .
I
i tgor
1
i
i
i
« i |
(0] C A cos
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Para obter o valor da tangente, basta prolongar o segmento OP até que ele atinja a reta
da tangente. O ponto de coincidéncia indicara o valor da tangente. Vejamos o caso do arco de

m/4:

tg

tg(m/4) =1 n/4

/4 +”/’ /4

tg

| tg(m/4) = tg(57/4) = 1

5m/4

Note que para obter o valor da tangente no 3° quadrante, somamos 1, pois os valores da
tangente sao determinados pelo segmento de reta que passa pela origem do circulo e pelos arcos.

Assim, podemos ver que

w(z)= ()=

Entdo, podemos criar o seguinte esquema:

L 3

sen

tg

tg(a) =tg(m +a) >0

tg(m—a) =tg(2r —a) <0

Perceba que
tga =tg(n+ a) =—tglrt —a) = —tgm — a)

Assim, podemos afirmar que

AULA 05 - TRIGONOMETRIA.
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tgl > 0,se 8 € 1°Q ou 3°Q
tgh < 0,se 8 € 2°Q ou 4°Q

*Observagao: no esquema usamos apenas arcos positivos, mas nada impede de usarmos
arcos negativos. Poderiamos muito bem escrever T—Qq) = —a). Lembre-se que o sina
t Pod tob tg(2 ) =tg(—a). Lemb |

apenas indica qual o sentido que o arco percorre!

HORADE

PRATICAR!

8. Determine o valor das razées trigonométricas abaixo.
a) sen 225°

b) cos 330°

c)tg(—60°)

d) sen (53—”)

e) cos (56—")

g (3)

gltg (— 43—")

*Sugestdo: caso esteja no comego da preparagao e nao tenha familiaridade com o circulo, desenhe

0 esquema em um papel e use-o como guia para localizar os arcos.
Comentarios
a) Temos:
sen(225°) = sen(180° + 45°)

Esse arco pertence ao terceiro quadrante, logo o seno deve ser negativo.

V2
b) Temos:
V3
cos(330°) = cos(360° — 30°) = cos(30°) = -

c) Note que —60° indica que o arco estd no quarto quadrante, pois caminha 60° no sentido
horario, logo:

tg(—60°) = —tg(60°) = —/3

d) Temos:
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sen (5?”) = sen (Zn — E) = —sen (E) = — \/_57

Caminho alternativo:

> _ 2 180° = 300°
33 B
V3
sen(300°) = sen(360° — 60°) = —sen(60°) = Y

Prof. VictorSo

*Observacao: alguns alunos preferem trabalhar com o arco em graus, mas tente se

acostumar com a notagcdao em radianos porgque sera muito cobrado em prova.
e) Temos:

cos(s?ﬂ) =cos(n—%) = —cos(g) = —\?

f) Temos:

o5) -t =10 ) -2

g) Um modo de achar o arco positivo é somar 2m:
tg (—4—n) =tg (—4—7T+ 27'[) =tg (M> =tg (Z—H) =—V3
3 3 3 3
Gabarito: a) —v2/2 b)/3/2 ¢) —V3 d) —V3/2 e)—V3/2 f)—/3 g) —/3

9. (EEAR/2018)

Ovalordesen1270° é igual a

a) —cos 10°
b) —sen 30°
c) —sen10°
d) — cos 30°

Comentarios

sen 1270° = sen(3 - 360° + 190°) = sen 190° = sen(180° + 10°) = —sen 10°

Gabarito: “c”.

10. (EEAR/2009)
Considere as igualdades:
I-tg10° = tg(—10°)
-tg770° = —tg(50°)
lll-sen 250° = sen 20°

IV-sen460° = sen100°

AULA 05 - TRIGONOMETRIA.
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O numero de igualdades verdadeiras é
a) 1.
b) 2.
c) 3.
d) 4.
Comentarios

I- Falsa. A tangente é uma funcdo impar:

sen(—10° —sen(10°
(109 _ —sen(109) .

cos(—10°) cos(10°)

tg(—=10°) =

- Falsa.
tg 770° = tg(4 - 180° + 50°) = tg 50° # tg(—50°)
[l-Falsa.
sen 250° = sen(270° — 20°) = sen 270° cos 20° — sen 20° cos 270° = — cos 20° # sen 20°.
IV-Verdadeira.
sen 460° = sen(360° + 100°) = sen 100°

Gabarito: “a”.

4. OUTRAS RAZOES TRIGONOMETRICAS

Além das razdes seno, cosseno e tangente, temos as razGes secante, cossecante e
cotangente. Elas sao definidas por:

1
seca =
cosa
1
cosseca =
sen«a
1
cotga = ——
g tg a

Note que secante é o inverso do cosseno, cossecante é o inverso do seno e a cotangente
é o inverso da tangente. Logo, podemos afirmar que eles terao os mesmos sinais das suas
inversas nos quatro quadrantes.

Assim, usando a relagao fundamental, temos as seguintes relagdes:
2 2, —
sen“a +cos“a=1
Se dividirmos a equacdo fundamental por cos? a, obtemos:

sen’a cos’a 1

cos?a cos’ta cos?a
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tg’a+1 =sec’a

Se dividirmos a equacdo fundamental por sen?a, obtemos:

sen’a cos’a 1

+ —
sen?a sen’a sen’a

1+ cotg?a = cossec’a

Além dessas apresentadas, temos mais duas que podem ajudar a resolver algumas

questoes:
) 1
cos“ @ =————
1+tg°a
2
,  tgia
sen‘a = ————
1+tg°a
Demonstracao:
Sabemos que seca = 1/cosa, assim, temos:
1 5 1
cosa = =>cos“a=—5—
seca secc a

Usando a relagdo fundamental sec? @ = 1 + tg?a, obtemos:
1

2
cos* @ = ———
1+tg%a

Para a rela¢ao do seno:

cos a X , sen’a ) X X tg’a
sen a = sena = cos? a - ——— = sena = cos’ a - tg*a = ——
cos? a sec2a

sena =

cosa
) tg’a
= sen‘q = ————
1+tgea

HORADE

PRATICAR!

11. Determine o valor das seguintes razées trigonométricas.
T
a) cossec (;)
b) sec(45°)
c) cotg(60°)
Comentarios

a) Temos:
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b) Temos:
1 2
4‘50 == = = — = 2
sec(457) cos(45°) /2 > V2
2
c) Temos:
1 1 \/§
cotg(60°) = ———— = — = —
g tg(60°) V3 3

Gabarito: a) 2v/3/3 b) V2 ¢)V3/3

12. Sabendo que tg(a) = 2, calcule:
a) cotg(a)
b) sec x
c) cossec a
Comentarios

a) Sabemos que cotangente é o inverso da tangente, logo:

1 1

cotg(a) = 9@ =5

b) Usando a relacdo fundamental:
1+ tg%a =sec’a
1422 =sec?a = seca = +V5

*Dado que o valor da tangente é positivo, ndo sabemos se o angulo estd no primeiro ou no
terceiro quadrante, por isso assumimos que o secante (inverso do cosseno) pode ser positivo ou
negativo.

c) Usando a relagao fundamental:

1+ cotg?a = cossec’a
’ 2 5 2 V5
1+ (E) = cossec” a = - = cossec” a = cosseca = £ —

Gabarito:a) 1/2 b) +v/5 ) i\/§/2

13. (EEAR/2017)

cossec x+secx

Seja M = , com X # ?”,k € Z. Utilizando-se as identidades trigonométricas, pode-se

cotgx+1
considerar M igual a

a)senx
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b) cos x
c)secx

d) cossecx

Comentarios

1 + 1
_ cossec x + sec x _Senx " cosx _ senx + cosx _ sen x + cos x
cotgx + 1 COSX . 4 cos?x +senxcosx (cosx +senx):-cosx
sen x
1
= = secx
cos x

Gabarito: C

5. FUNCOES TRIGONOMETRICAS

5.1. DEFINICOES E GRAFICOS

5.1.1. FUNCAO SENO
Seja f:R = [—1,1], a fungdo seno é dada por:

f(x) = senx
Dominio: R
Imagem: [—1,1]
Periodo: 21
Paridade: impar

A fungao seno possui paridade impar, veja:

sen

Sen(ﬂ)‘

.

—_a ! cos

sen(—a) ¢
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Pela figura, podemos ver que sen(—a) = —sen(a). Isso caracteriza uma fun¢3o impar.

A funcao seno possui o seguinte grafico:

Senr

5.1.2. FUNCAO COSSENO

Seja f: R = [—1, 1], a fungdo cosseno é dada por:

f(x) = cosx
Dominio: R
Imagem: [—1,1]
Periodo: 21
Paridade: par

A func¢ao cosseno possui paridade par, veja:

sen

i

@ ek ((l)
-
T

—ox C().‘!:(—(l) cos
|

Podemos ver que cos(—a) = cos(a). Isso caracteriza uma funcdo par.

A funcao cosseno possui o seguinte grafico:
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5.1.3. FUNCAO TANGENTE

f(x) =tg(x)
s . T
Dominio: {x € ]R|x * ;+ km, k € Z}
Imagem: R
Periodo:

Paridade: impar

Como a tangente é a razao entre seno e cosseno, sabemos que o denominador nao pode
ser nulo, caso contrario, o valor da tangente ficaria indefinido. Assim, todos os angulos que
resultam em cosseno nulo nao pertencem ao dominio da tangente:

T
tgae]—OO,+00[,a¢E+kn

A paridade da fungao tangente é impar, pois:
sen(—a) B sen(a)

= —tg(a)

tg(-a) = cos(—a) = cos(a)

A funcdo tangente possui o seguinte gréfico:

tgx

SIE]
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5.1.4. FUNCAO COTANGENTE
f(x) = cotg(x)
Dominio: {x € R|x # km, k € 7}
Imagem: R
Periodo:
Paridade: impar

Como a fungdo cotangente é a razdo inversa da tangente, temos que ela possui a mesma
paridade e periodicidade que a tangente.

Note que o dominio deve possuir x # km, k € Z, pois esse valor anula o seno que é o
denominador da cotangente.

O seu grafico é dado por:
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A |- cotga T
@ cotyg
B |--eeeeemmmeaas P
1
1
1
i
o :
o C cos

Os triangulos POC e OT A sdo semelhantes, assim, podemos escrever as seguintes razdes:

AT _ OC
A0~ BC
cotga __ cosa
1 - sena
cosa 1
= cotga = =—

sena tga
O que nos mostra que a relacao fundamental é satisfeita.

5.1.5. FUNCAO SECANTE
f(x) = sec(x)
Dominio: {x € ]R|x * §+ km k € Z}
Imagem: ] — o0, —1] U [1, + o[
Periodo: 2m

Paridade: par

Como a fungdo secante é a razdo inversa do cosseno, temos que ela possui a mesma
paridade e periodicidade que essa fungao. Além disso, dado que cosseno é limitado entre -1 e 1,
temos:

1
> 1ou <-1

—1<cosa<1l= <
cosa cosa

~seca=>louseca<l1
seca € (—oo,—1] U [1, + )

O seu gréfico é dado por:
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5.1.6. FUNCAO COSSECANTE
f(x) = cossec(x)
Dominio: {x € R|x # km, k € 7}
Imagem: | — o, —1] U [1, +oo[
Periodo: 21
Paridade: impar

Como a fungdo cossecante é a razao inversa do seno, temos que ela possui a mesma
paridade e periodicidade que essa funcdo. Além disso, dado que seno é limitado entre -1 e 1,
temos:

>1ou <-1

—1<sena<1l= <
sena sena

~cosseca = 1oucosseca <1
cosseca € (—oo,—1] U [1, +o0)

O seu grafico é dado por:
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5.2. MONOTONICIDADE DAS FUNCOES NOS QUADRANTES

Analisando os valores das fung¢des trigonométricas nos quatro quadrantes, podemos criar
a seguinte tabela:

Fungao 1° quadrante 2° quadrante 3° quadrante 4° quadrante

Crescente Decrescente Decrescente Crescente

(variade0al) (variade1a0) (variade0a-1) (variade-1a0)

sen

Decrescente Decrescente Crescente Crescente

(variade1a0) (variadeOa-1) (varia de-1a0) (variadeOa1l)

Crescente Crescente Crescente Crescente

(varia de 0 a ) (variade —c0a 0) (variadeOa ) (varia de —o0 a 0)

Decrescente Decrescente Decrescente Decrescente

(varia de o0 a 0) (variade0a —oo) (variade coa0) (varia de 0 a —o0)

Crescente Crescente Decrescente Decrescente

(varia 1 a ) (variade —ooa-1) (variade-la—oo) (variadeooal)

Decrescente Crescente Crescente Decrescente

cossec 0

(variade oo al) (varia 1 a o) (variade —ocoa-1) (variade-1a—oo)
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5.3. TRANSFORMAGOES GRAFICAS DAS FUNGCOES TRIGONOMETRICAS

5.3.1. TRANSLAGCAO HORIZONTAL

Podemos fazer uma translagdo horizontal na fun¢do y = f(x), basta fazer y = f(x — a).
Se a > 0, o grafico de f caminhara a unidades para a direita na dire¢ao do eixo x.

Vamos tomar como exemplo a func¢do f(x) = sen(x). Observe o grafico de g(x) =

sen(x — 1):

A
Y

f(z) =

sen(x)

T

N

taminhou 1junidade pdra a direita;

Se quiséssemos fazer uma translacdo para a esquerda, bastaria fazer h(x) = sen(x + a),

com a > 0, como no exemplo a seguir:

A
Y

f(x)

=:se'n(;c)

caminhou

5.3.2. TRANSLACAO VERTICAL

1 unidade para a esquerda

Para fazer uma translagdo vertical para cima em uma fungdo y = f(x), basta fazer a soma
y = f(x) + a, coma > 0. Para transladar para baixo, basta fazer y = f(x) — a, coma > 0. Veja
os graficos para f(x) = sen(x), g(x) = sen(x) + 1 e h(x) = sen(x) — 1:
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5.3.3. MUDANCA DE PERIODO

f(x) com periodo T e multiplicamos o x dentro de f pora € R,

Se temos uma fungdo y

T
la|

f(ax) tera periodo igual a

entao y

Veja o exemplo para f(x) = senx e g(x) = sen(4x). Sabemos que o periodo de sen x é

2w, logo o periodo de g sera:

_—
~_~ m.w
8 <t
— fm
5 S
SRR B S-S R e
[ Il
—_ —~~
8 8
S— S’
L. >
> - —

- , , - ~ 1
Note que dividimos pelo médulo do nimero que multiplica x, entdo se h(x) = sen (—Ex),

teriamos como periodo:

52
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do altera o periodo, mas pode mudar os valores da fung¢ao para os

O sinal negativo n

x) e H(x) = sen (%x)

1
2

(

car o grafico de h(x) = sen

diferentes valores de x. Vamos esbo

Note que os valores de h(x) s30 os valores de H(x) espelhados em relac3o ao eixo x.

~

5.3.4. MUDANCA DA AMPLITUDE DA FUNCAO

= af(x). Veja

aoy

f(x), basta fazer a multiplicag

Para mudar a amplitude da fungao y

os exemplos:

T e o

53
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5.3.5. APLICACAO DO MODULO

Quando aplicamos o médulo, apenas rebatemos a parte negativa da fun¢ao para cima. Veja
o exemplo com f(x) = sen(x) e g(x) = |sen(x)|:

ig(z) = |sen(z)|

__________ —_— e — e ——— —

~\ Iy
- N ™ R4 ™ ™t 37 0o T
— —_— 7’
\\ 2 e 2 \\ 2 g
~ - ~ 1 -~
— e e e e b - L e — - - e R SR

J@) = sen(@) 1 i i e i

6. FUNCOES INVERSAS TRIGONOMETRICAS

Iniciemos o estudo das func¢des inversas. Devemos lembrar que uma func¢ao possui inversa
se, e somente se, for bijetora. Assim, temos que restringir o dominio das fungdes circulares de
modo que elas sejam bijetoras.

6.1. DEFINICOES

6.1.1. FUNCAO ARCO-SENO

Seja f: [_g'ﬂ — [—1,1], se f(x) = senx a fungdo arco-seno é dada por:
T T
-1.1-1,1 -, =
fl11 - =505
f~1(x) = arcsenx

s . mT T ~ , ..
Note que no dominio [—;,;], a fungao seno é bijetora:

|
Senx

IE
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O grafico da fungdo arco-seno é dado por:

arcseENnT

6.1.2. FUNCAO ARCO-COSSENO
Seja f:[0, ] - [—1,1], se f(x) = cosx a fungdo arco-cosseno é dada por:
ft:[-1,1] - [0, 7]
f~1(x) = arccosx

Note que no dominio [0, ], a func3o cosseno é bijetora:

A
cosT

O grafico da funcdo arco-cosseno é dado por:
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6.1.3. FUNCAO ARCO-TANGENTE

Seja f:] — gg [- R, se f(x) = tgx a fungdo arco-tangente é dada por:

fHRS]- o]
' 2'2
f~1(x) = arctgx
A fungdo tangente é bijetora no dominio | — g, g [.

tgx

(]

AN

O grafico da sua inversa é dado por:
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arctgx -
2
0 T

6.2. PROBLEMAS COM FUNGOES INVERSAS TRIGONOMETRICAS

As questdes que envolvem fungdes inversas trigonométricas seguem um padrdo. Vamos
aprender a resolver esse tipo de problema com um exemplo.

1) Calcule o valor de sen(x), sabendo que x = arctg(1) ex € (—g,g)

Quando vemos o termo arctg (1), devemos entender que se trata de um arco. Entdo,
podemos chama-lo de um arco a:

a = arctg(1)

Temos a fungdo arco tangente que é a fungao inversa da tangente. Dependendo do caso,
é possivel encontrar o valor do arco. Para isso, basta pensar: qual arco cuja tangente resulta no

, . T T
numero dentro do arco tangente? No exemplo acima, dado que x € (—5,5), temos que x =

/4, pois tg (g) = 1. Assim, a questdo pede:

sen () @

2) Determine o valor de tg <arctg(2) + arctg G))

Nesse caso, ndo conseguimos determinar os valores dos arcos que resultam em arctg(2)
1 ~ . L. , .
e arctg (g) Mas ndo sera necessario encontra-los, pois queremos apenas o valor da tangente da

soma desses arcos. Vamos fazer

a = arctg(2)

B = arctg (%)

O bizu nessa questao é aplicar a inversa da fungao nos arcos acima. Nesse caso, ambos 0s
arcos sao fungGes arco tangente, logo devemos aplicar a tangente nos arcos acima:
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a = arctg(2) = tg(a) = tg(arctg(Z)) =2
o 2)= 1009 =ca (a3 -3
= -] = = - = =
B arcg3 g(p garcg3 3
Note que acabamos de obter os valores da tga e tgf, assim, queremos calcular:
1 B 2+ L 7
tga + tg 3 3
t tg(2) + t (—) =t + = = ===7
o (aeto@ varts (3) = oo 4 2 = 20 - 50
3
HPOE{/X'T'ICAR!
14. Calcule:
a) sen (arctg(\/f))
b) tg (Zarctg (%))
c)tg (arcsen (g) —arctg (15—2))
Resolugao:
a) Vamos fazer a = arctg(\/f), assim, temos:
tga =2
Queremos calcular sena, podemos a seguinte identidade:
X tg’a
sen‘q = ————
1+ tg%a
\/22
sena = + >
1++2
sena = *+ 3
V6
= sena = i?

b) Fazendo a = 2arctg (%), temos% = arctg G), logo:

1
t9(3) =3

Queremos calcular tga, vamos usar a seguinte identidade:
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tga =

2
c) Fazendo a = arcsen (E) ef = arctg (12

3
sena—5

Queremos calcular tg(a — B). Podemos usar a diferenga de arcos da tangente
tga —tgp
tgla—p) =———
gla=B) 1+ tgatgp

Conhecemos o valor de tgf3, vamos encontrar tga:
2
, _ tgta
sen‘q@ = —————
1+ tg%a

(3)2_ tg’a
5/ 1+tg%a
9 4+ 9tg?a = 25tg*a
9
tga = —
9% 16
tga = +°
ga ==z
Para tga = 3/4, temos:
G-
tg(a — p) = 212
1+Z.ﬁ
= 16
_12 _°
48

Para tga = —3/4, temos:
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Gabarito: a) sena = i? b) tga = % c)tgla—pB) = g outgla—p) = _2_:

15. Calcule a soma das solugdes da equagao arctg (g) + arctg (g) = arctg (%)

Resolugao:

Fazendo a = arctg (g) ,B = arctg (g) ey = arctg (g) temos:

X
thK:E
X
tg/)’=§
1
tgl/Zg

Aplicando a tangente na equagao, obtemos:

tg(a + ) = tgy

tga +tgp .
1—tgatgf gy
Substituindo os valores das tangentes:
X X
(3+3) _1
_X X5
=33
5 1
6—x2 5
25x = 6 — x?

x2+25x—6=0

_ —25++625+24 —25+ V649
B 2 N 2

X

A soma das solugdes é dada por:
x1 + xz = _25
Gabarito: x; + x5, = —25
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7. TRANSFORMAGOES TRIGONOMETRICAS

Vamos estudar as principais transformagdes que podem ser cobradas na prova. Tente
decorar pelo menos as férmulas de soma e diferenca de arcos. Assim, se vocé esquecer as outras,
vocé saberd deduzi-las na hora da prova.

Prof. VictorSo

7.1. SOMA E DIFERENCA DE ARCOS

ATENGAO
DECORE!

i;;

Esse assunto é muito cobrado nas questdes de trigonometria das provas! Entao, tente
decorar todas elas!

cos(A + B) = cos(4) cos(B) — sen(A)sen(B)

cos(A — B) = cos(4) cos(B) + sen(A)sen(B)

sen(4 + B) = sen(A) cos(B) + sen(B) cos(A)

sen(4 — B) = sen(A) cos(B) — sen(B) cos(A)

19 + tg(B)
9+ B) = tg®
_ tg(A) —tg(B)
t9(4 - B) = g tg(B)

Demonstragao:
1) cos(A4 + B) = cos(A) cos(B) — sen(A)sen(B)

Vamos usar o ciclo trigonométrico para demonstrar essa propriedade e a férmula da
distancia da geometria analitica.

Sejam dados os pontos A, P, Q, R conforme ilustra a figura abaixo:
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Os pontos P, Q, R possuem as seguintes coordenadas no plano:
P(cospB,senf)
Q(cos(a —pB),sen(a — ,8))
R(cosa, sena)

Note que os triangulos OAQ e OPR sao semelhantes:

Q

Como os arcos O s3o iguais, podemos afirmar que AQ = PR. Usando a férmula da distancia
da geometria analitica (d5p = (x4 — x5)% + (y4 — y5)?), temos:

(Estudaremos com mais detalhes na aula de Geometria Analitica)

AQ% = (x4 —x9) + (va =)’
AQ? = (1 — cos(a — B))? + (0 — sen(a — B))?
AQ?* = (1 —2cos(a — B) + cos?(a — B)) + sen’(a — B)
AQ?*=1—-2cos(a—p) + 1
= AQ? =2 —2cos(a — B)
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PR* = (xP - xR)Z + ()’P - J’R)Z

PR? = (cosp — cosa)? + (senf — sena)?

PR?
PR? = cos? B + sen?f + cos” a + sen’a — 2cosacosf — 2senasenf
1 1

= PR? = 2 — 2cosacosfs — 2senasenf

cos” B — 2cosacosP + cos” o + sen?B — 2senasenf + sen‘a

Igualando AQ = PR, temos:
AQ? = PR?
2 —2cos(a —pB) = 2 — 2cosacosp — 2senasenf
= cos(a — B) = cosacosp + senasenf
2) cos(A + B) = cosAcosB — senAsenB

Para demonstrar essa propriedade, podemos usar a férmula acima e inserir § = —f":

cos(a — (—B’)) = cosa cos(—p’") + senasen(—p")
A fungdo cosseno é par: cos(—p") = cos(B’).
A funcdo seno é impar: sen(—pB') = —sen(B’).
= cos(a + B') = cosacosp’ — senasenf’
3) sen(4 + B) = sen(A) cos(B) + sen(B) cos(A)

Vamos usar a relagao de angulos complementares:

sen(a + B) = cos <g —(a+ B)) = cos <(g — a) — ,8)

Usando a formula da diferenca de arcos do cosseno, temos:

cos <(§ - a) - ,8) = oS (g — a) cosf + sen (g — a) senfl = senacosf + cosasenfS
= sen(a + B) = senacosf + cosasenf
4) sen(A — B) = sen(A) cos(B) — sen(B) cos(A)
Podemos obter o seno da diferen¢a usando o seno da soma:
sen(a + (—,8)) = sena cos(—p) + cosasen(—p)

= sen(a — B) = senacosff — senficosa

tg(A)+tg(B)

S)tg(A+B) = 1= e

Vamos usar o seno e o cosseno da soma:

sen(a + B) senacosf + cosasenf

tga +p) = cos(a + )  cosacosf — senasenfl
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senacosf + cosasenfs
cosacosf
tg(a+p) = cosacosf — senasenf
cosacosf
tga +tgp
gla+p)=7— tgatgh
_ tg(A)-tg(B)
6)tg(A=B) = ee®
Podemos usar a formula da demonstracao 5:
tga + tg(—p)
tgla +(=p)) =
9+ M) = T gatgp)
Como a funcao tangente é impar, temos:
tga —tgp
stgla—pB)=———
9( B) 1+tgatgp

7.2. ARCO DUPLO, ARCO TRIPLO E ARCO METADE

Agora que conhecemos as férmulas da soma e diferenca de arcos, podemos expandir o
conhecimento para arco duplo, arco triplo e arco metade.

7.2.1. FORMULAS DE ARCO DUPLO

cos(24) = cos? A — sen?A

sen(24) = 2senAcosA

2tgA
tg(24) = 1—tg?A

Demonstragoes:
1) cos(24) = cos? A — sen?4A
Usando a formula da soma do cosseno, temos:
cos(4 + A) = cosAcosA — senAsenA
= cos(24) = cos? A — sen’A

Também podemos representar essa identidade de outras formas. Usando a relacao
fundamental sen?4 + cos? A = 1:

cos(24) = (1 — sen?A) — sen?4A
= cos(24) = 1 — 2sen?4A
cos(24) = cos? A= (1 — cos? A)
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= cos(24) = 2cos? A —1
2) sen(24) = 2senAcosA
Usando a formula da soma do seno, temos:
sen(4 + A) = senAcosA + senAcosA

= sen(2A4) = 2senAcosA
2tgA
1-tg2A

3) tg(24) =

Usando a formula da soma da tangente, temos:

tgA + tgA
tg(A+A) = T aega
2tgA
> tg(ZA) = m

7.2.2. FORMULAS DE ARCO TRIPLO

cos(34) = 4cos® A — 3cosA

sen(34) = 3send — 4sen34A

3tgA —tg3A

96D = A

Demonstragoes:

1) cos(34) = 4 cos® A — 3cosA

Podemos usar as formulas de arco duplo e soma:

cos(24 + A) = cos(24) cosA — sen(24)senA
cos(34) = (2 cos? A — 1)cosA — (2senAcosA)senA
cos(34) = 2cos® A — cosA — 2sen?AcosA
cos(34) = 2cos® A — cosA — 2(1 — cos? A)cosA
= cos(34) = 4 cos® A — 3cosA

2) sen(34) = 3send — 4sen3A
Usando as férmulas de arco duplo e soma, temos:
sen(24 + A) = sen(24)cosA + senAcos(24)
sen(34) = (2senAcosA)cosA + senA(1 — 2sen?4A)
sen(3A4) = 2senAcos’A + senA — 2sen®A
sen(34) = 2senA(1 — sen?A) + senA — 2sen3A
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= sen(34) = 3send — 4sen34
3tgA—tg3A
3)tg(34) = %
tg(24) + tgA
tg(2A+A) =
9 ) 1—-tg(2A)tgA
2tgA
m + tgA
tg(34) = 2tgA
1= (1 - tg2A> tg4
3tgA — tg3A
= 9B ==
Observagdes:

Vale a pena decorar as féormulas de arco triplo do seno e cosseno, pois eles ja foram
cobrados em provas anteriores.

7.2.3. FORMULAS DE ARCO METADE

(A)__I_ 1+ cosA
cos ) =% 2

¢ (A)—+ 1—cosA
9\2) T % |1+ cosa

A 1 —cosA senA
ta(3)= -

2 senA 1+ cosA
A
senA = 2t9 (E)
1+1tg° (3)
A
cos(4) = 1t (3)
1+1tg%(3)
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Demonstragoes:

1) oS (2) _ i ’1+czosA

Podemos usar a fdrmula do arco duplo do cosseno:
cos(24) = 2cos?A—1

Fazendo A = a/2, temos:

cos (2 (%)) = 2 cos? (%) ~1

cos? (g) _ (1+ ;os a)

2
1—cosA

=>cos(%)= 4 /1 +;osa
2sen(2) = £ [

Sabemos que cos(24) = 1 — 2sen?4, assim, temos:

cos (22_01) =1 — 2sen? (g)
a 1 — cosa
) - ="

sen? (E 5

= sen (%) =+ ’—1 _ ;osa

A ’l—cosA
3) tg (E) - i 1+cosA

AULA 05 - TRIGONOMETRIA.
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A 1—cosA senA
4)tg(3) = =

senA o 1+cosA

Usando as férmulas de arco duplo, temos:

1 — cosA _ 1= <1 - Zsen? (g)> _ 2sen (%) _ sen (g) —¢ (é)
senA 2sen (%) cos (%) 2sen ('%) cos (é) cos (é) ! 2

-l

send 2sen (%) cos (g) _ sen (2)

1+COSA_1+2C052(1%)—1_ COS(%)

. (A) 1 —cosA send
= — | = =
9 2 send 1+ cosA

2e0(2)

1+tg2(3)

5) senA =

»

. , a
Para deduzir essa férmula, podemos usar o seno do arco duplo e usar A = o

sen(3) = 25en ) s 3)

2sen (%) cos? (%)

sen(a) =
s )
a
sen (= 1
sen(a) =2 ECZX) @
cos 7) sec (7)
2t9(3)
= sen(a) = —
1+ tgz (7)
A
2tg\ =
6) tgA = 1_tg(22()£)
2
Usando o arco duplo da tangente e fazendo A = a/2, temos:
2tgA
tg(24) =——"— fgz -
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7) cos(4) = 1-t*()

1+tg2(%)
. sena
a =
g cosa
sena
cosa =
tga
Substituindo sena e tga na relagao do cosseno, encontramos:
a
2tg (3)

a
2tg (3)
1-t9 (3)
a
= cosa = lZ(Z)
2

1+tg?(3)

7.3. FORMULAS DE WERNER

As formulas de Werner sao a transformacgao de produto em soma ou diferenga. Elas estao
listadas abaixo:

2cosAcosB = cos(A + B) + cos(A — B)

—2sendAsenB = cos(4 + B) — cos(4A — B)

2senAcosB = sen(A + B) + sen(4A — B)

2senBcosA = sen(A + B) — sen(4 — B)

Demonstragoes:
1) 2cosAcosB = cos(A + B) + cos(4 — B)

cos(A + B) = cosAcosB — senAsenB

cos(A — B) = cosAcosB + senAsenB
Podemos somar as duas identidades:

cos(A + B) + cos(A — B) = 2cosAcosB
AULA 05 — TRIGONOMETRIA |
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2) —2senAsenB = cos(A + B) — cos(4 — B)
cos(4 + B) = cosAcosB — senAsenB
cos(A — B) = cosAcosB + senAsenB
Podemos subtrair as duas identidades:

cos(4A + B) — cos(4A — B) = —2senAsenB

3) 2senAcosB = sen(A4 + B) + sen(4 — B)
sen(A + B) = senAcosB + senBcosA
sen(A — B) = senAcosB — senBcosA
Somando as duas identidades:

sen(4 + B) + sen(A — B) = 2senAcosB

4) 2senBcosA = sen(A + B) — sen(A — B)
sen(A + B) = senAcosB + senBcosA
sen(A — B) = senAcosB — senBcosA
Subtraindo as duas identidades:

sen(4 + B) — sen(4 — B) = 2senBcosA

7.4. FORMULAS DE PROSTAFERESE

PRESTEMAIS

ATENCAO!
® N

N

Ao nos depararmos com equacgdes trigonomeétricas, algumas questdes podem exigir que
vocé saiba como aplicar uma transformacgao trigonomeétrica para conseguir resolvé-las. Vamos
estudar cada uma delas.

As féormulas abaixo sdo conhecidas como a transformagdo de soma ou diferenga em

produto:
) cos ( )

sen(p) — sen(q) = 2sen( 5 )cos( )
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cos(p) + cos(q) = 2 cos (p -ZI_ q> cos (ﬂ)

_I_
cos(p) — cos(q) = —2sen (p q

Demonstragoes:

1) sen(p) + sen(q) = 2sen (pzﬂ) cos (pz;q)

Vamos usar as férmulas da soma e diferenca de arcos do seno:
sen(A + B) = senAcosB + senBcosA
sen(A — B) = senAcosB — senBcosA

Somando essas duas identidades, temos:

sen(4 + B) + sen(A — B) = 2senAcosB

Agora, vamos fazer as seguintes substituicdes:

A+B=p
A—B=q
Assim, podemos escrever:

pt+q
A=——-

2
p—q
B =——

2

Substituindo na identidade sen(4 + B) + sen(4 — B) = 2senAcosB, encontramos:

sen(p) + sen(q) = 2sen (p ; q) cos (g)

2) sen(p) — sen(q) = 2sen (pz;q) cos (pzﬂ)
sen(A + B) = senAcosB + senBcosA
sen(A — B) = senAcosB — senBcosA
Vamos subtrair essas identidades:
sen(A + B) — sen(A — B) = 2senBcosA

Substituindo A e B em fun¢do de p e g, temos:

sen(p) — sen(q) = 2sen (p ; q) cos (pzﬂ)

3) cos(p) + cos(q) = 2 cos (p+q) cos (pz;q)

2
cos(A + B) = cosAcosB — senAsenB
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cos(A — B) = cosAcosB + senAsenB
Somando as duas identidades, temos:

cos(4 + B) + cos(A — B) = 2cosAcosB
Substituindo A e B:

cos(p) + cos(g) = 2 cos (p ; q) cos (p ; q)

4) cos(p) — cos(q) = —2sen (pzﬂ) sen (?)

cos(A + B) = cosAcosB — senAsenB
cos(A — B) = cosAcosB + senAsenB

Subtraindo as duas identidades e escrevendo A e B em fungao dep e g:

cos(4 + B) — cos(A — B) = —2senAsenB

cos(p) — cos(q) = —2sen (p ; q> sen (%)

HORADE

PRATICAR!

16. (EEAR/2018)

O valorde sen(a + b) — sen(a — b) é igual a
a)sen2a

b) cos 2a

c)2senb:-cosa

d)2sena-coshb
Comentarios
sen(a + b) = senacosb + sen b cosa
sen(a — b) = senacosb —sen b cosa
Logo,
sen(a + b) —sen(a — b) = 2senb - cosa
Gabarito: “c”.

Prof. VictorSo

17. (EEAR/2015)

4 36 ~ -
Sesena-cosf = L senf-cosa = o5’ €ntdo sen (a+ p) éigual a:
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56

a) E

40

b) —

65

13

C) %

13

d) e
Comentarios

(@+8) = 4 _ 4 36 20+36 56
sen(a + ) = sena cosf sen,b’cosoz—13 E= et et

Gabarito: “a”.

18. (EEAR/2013)

. 3 4 a a ., ~ s P ~ s .
Sejam senx = 5 COSX = _esen 2x = p Se , €¢uma fracao irredutivel, entdo b — a é igual a

a)l
b) 2
c)3
d) 4
Comentarios
sen2x=25enxcosx=Z-E-i=ﬁ=>b—a=25—24=1
55 25

Gabarito: “a”.

19. Sejam «a e f dois arcos do primeiro e segundo quadrantes, respectivamente. Se cos @ = 3/5 e
senfs = 12 /13, determine o valor de cos(a + f8).

Comentarios

Para resolver esse problema, podemos usar o artificio do tridangulo retangulo. A Unica coisa
que devemos nos atentar é sobre o sinal das fungdes para os arcos. Sabendo que cosa = 3/5,
temos:

—I (]

3

Note que o outro cateto foi obtido pelo teorema de Pitagoras:
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52=324x?=2>x*=25—-9=16~x=4

Assim, como «a é do primeiro quadrante, temos que sen a > 0, logo:

_ 4
sena—s

Para senff = 12/13, temos:

12

-

5
Como [ é do segundo quadrante, temos que cos 8 < 0, logo:

5
cosf = 13

Assim, temos:

Prof. VictorSo

(@t B) = _3( 5) 412 3 48 —-15-48
cos(a + ) = cosa cosf senasenﬁ—s 13 S 13- 13 65 et
63
~cos(a+ B) = ~e5
Gabarito: _8
65
20. Determine o valor de tg(75°).
Comentarios
Podemos escrever que 75° = 30° + 45°. Lembrando que
tg(A) + tg(B)
tg(A+B) =
g 1-tg(A)tg(B)
Temos:
V3 V3 +3
tg(75°) = tg(30° + 45°) = tg(30°) + tg(157) =3 ' -3 _- V343
g g 1-tgB30tg(45) V3 | 3-V3 3-3
3 3

Racionalizando:

V3+3 3++4V3 12+6V3
3—+v3 3++3 6

tg(75°) =
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Gabarito: 2 + V3

21. Se cos(2x) = %, onde x € (0, m), calcule o valorde y = (sen(3x) — sen(x))/cos (2x).
Resolugao:

Vamos transformar a subtragcdo em produto usando a férmula de Prostaférese:

— +
senp — senq = 2sen (p q) cos (u)

2 2
sen(3x) — sen(x)

Y= cos(2x)

2sen (3x2— x) cos (3x2+ x)
Y= cos(2x)

2senxcos(2x)

Y= cos(2x)
y = 2senx

Usando a informacdo cos(2x) = 1/3, temos:
1
cos(2x) = 1 — 2sen’x = 3

—=2 2
3 sen~x

V3

senx = +—

w

Como x € (0, 1), senx > 0, entdo:

senx =

3wl

>y =

w |

Gabarito: y = 2v/3/3

22. Transformando-se sen40° + cos10° em produto, obtemos:
a) ?sen40°
b) v/3sen20°

c) V3cos20°
d) V2sen20°

Resolugao:
Podemos usar o angulo complementar e escrever:

cos 10° = sen80°
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Assim, podemos usar a formula de Prostaférese:

+ —
senp + senq = 2sen (p 5 q) cos (pz_q)
80° — 40°)

40° 4+ 80°
sen40° + sen80° = 2sen (T) cos ( >

sen40° 4+ sen80° = 2sen60°0s20°
= sen40° + sen80° = V3c0s20°

Gabarito: “c”.

8. RESUMO

8.1. MEDIDAS USUAIS

ENET

‘ 180° ‘ T rad

8.2. RAZOES TRIGONOMETRICAS

Cateto Oposto b
sena , = —
Hipotenusa a
C
Cateto Adjacente ¢
cosa , = —
Hipotenusa a
Cateto Oposto b
tga : =—
Cateto Adjacente ¢
1
seca
cosa
1
csca
sena
. 1
cotga —
g tga
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8.3. RELACAO FUNDAMENTAL

¢ sena
a =
9 cosa
cosa
cotga =
sena

|sen?a + cos? a = 1|

tg’a+1 =sec’a

1+ cotg?a = cossec’a

) 1
cos’a=———
1+tg%a

2
1+tg%a

8.4. ANGULOS COMPLEMENTARES

T

sena = sen (g - ,B) = cosf

tga=tg(g—,b’) =tg_,8

8.5. TRANSFORMAGOES

8.5.1. SOMA E DIFERENCA DE ARCOS

cos(A + B) = cos(4) cos(B) — sen(A)sen(B)

cos(A — B) = cos(A) cos(B) + sen(A)sen(B)

sen(4 + B) = sen(A) cos(B) + sen(B) cos(A)

sen(4 — B) = sen(A) cos(B) — sen(B) cos(A)

tg(4) + tg(B)
1-tg(Atg(B)

tg(A+B) =
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tg(A) —tg(B)

t9( - B) = g @tg(B)

8.5.2. ARCO DUPLO

cos(24) = cos? A — sen?A

sen(2A4) = 2senAcosA

2tgA
tg(ZA) = m

8.5.3. ARCO TRIPLO

cos(34) = 4cos® A — 3cosA

sen(34) = 3send — 4sen34A

3tgA —tg3A
1 - 3tg?A

tg(34) =

8.5.4. ARCO METADE

(A)—+ 1+ cosA
cos ) =% 2

¢ (A)—+ 1—-cosA
9\2) ™ = |1+ cosa

¢ (A) B 1 —cosA B senA
9 ~ senA 1+ cosA

2t9(3)

1+ tg? (g)

send =
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8.5.5. FORMULAS DE WERNER
2cosAcosB = cos(A + B) + cos(4A — B)

—2senAsenB = cos(4A + B) — cos(A — B)

2senAcosB = sen(A + B) + sen(A — B)

2senBcosA = sen(A + B) — sen(4 — B)

8.5.6. FORMULAS DE PROSTAFERESE

sen(p) + sen(q) = Zsen(

2
sen(p) — sen(q) = 2sen (p _ q) cos (p -ZI_ q)

cos(p) + cos(q) = 2 cos (

2
cos(p) — cos(q) = —2sen (p il q) sen (u)

9. QUESTOES NIVEL 1

1. (EsPCEx/2018)

Considere o triangulo com angulos internos x, 45° e 120°. O valor de tg2(x) é igual a

a)V/3 -2
b) 43 — 7
c)7 — 43
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d)2-+3
e)2—-4/3

2. (EsPCEx/2018)

Sendo M = arctg(x), N = arctg (i) eP =tg(M — N),ovalorde 30P para x = 15 é:

224
a)—
30

b) %
c) 45
d) 224
e) 225

3. (EsPCEx/2014)

A populacao de peixes em uma lagoa varia conforme o regime de chuvas da regido. Ela cresce no

periodo chuvoso e decresce no periodo de estiagem. Esta populacdo é descrita pela expressao
P(t) = 103 (cos ((?) n) + 5) em que o tempo t é medido em meses. E correto afirmar que

a) o periodo chuvoso corresponde a dois trimestres do ano.

b) a populagao atinge seu maximoem ¢ = 6.

c) o periodo de seca corresponde a 4 meses do ano.

d) a populagdo média anual é de 6000 animais.

e) a populagao atinge seu minimoem t = 4 com 6000 animais.

4. (EsPCEx/2014)

O valor de (cos 165° + sen 155° + cos 145° — sen 25° + cos 35° + cos 15°) é
a) V2

b) -1

o0

d)1

1
E) E
5. (EsPCEx/2012)
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Os pontos P e Q representados no circulo trigonométrico abaixo correspondem as extremidades de
dois arcos, ambos com origem em (1, 0), denominados respectivamente a e f8, medidos no sentido

positivo.

ﬁ"

u‘ﬁl b

o

Ovalordetg(a+ B) é
3+/3
a)

3
b)s—x/ﬁ

3
c)2++3

d)2-+3
-1++3

6. (EsPCEx/2011)

A funcao real f(x) esta representada no grafico abaixo. A expressdo algébrica de f(x) é:

Jhy
1. /_ o
'\If /\ /\
1. l
® =  33m  s=m
2 2 2
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a) | cosx|,sex >0

| cosx|, sex <0

{—| senx|, sex<0
{| senx|,sex >0

o

)

<)

{—| cosx|, sex<0
| senx|,sex >0

o

)

| cos x|,sex >0

senx, sex<0

cosx,sex >0

{| senx|, sex<0
e){

7. (EsPCEx/2011)

53m
3

sec1320°

—2-cos(

O valor numérico da expressao ) + (tg2220°)2 é:
a)—1

b) 0

8. (EsPCEx/2011)

O cosseno do menor angulo formado pelos ponteiros de um relégio as 14 horas e 30 minutos vale

a) - (V3+1)
2
(V2+1)
b) — —
0 (14v2)
4
(V6-v2)
d) - .
e) (2+v3)
4

9. (EsPCEx/2010)

7 47 591

Considere a progressao aritmética representada pela sequéncia (E’W’H’ )

Se todos os termos dessa PA forem representados num circulo trigonométrico, eles determinarao

nesse circulo os vértices de um

a) pentagono (5 lados).
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b) hexagono (6 lados).
c) octégono (8 lados).
d) decagono (10 lados).

e) dodecagono (12 lados).

10. (EsPCEx/2007)

Os termos da sequéncia de nimeros em progressao aritmética

Prof. VictorSo

-,—,—, .. correspondem as
3’12’ 6

medidas em radianos de arcos, que podem ser representados na circunferéncia trigonométrica

abaixo. Os pontos identificados por 0 a VII representam as medidas de arcos que dividem a

circunferéncia trigonométrica em 8 partes iguais, medidas no sentido anti-horario, a partir de 0.

Nessas condigdes, o arco correspondente ao 13° termo da sequéncia, igualmente medido no

sentido anti-hordrio e a partir de 0, tera sua extremidade situada entre os pontos

a)lell

b) Il e I11
c)IVeV
dVeVl
e)VileO

11. (EsPCEx/2006)

cos 15°+cos 75°

sen 15°+sen 75° ,

O valor da expressao
sen 15°

a)3
b) 4
c)5
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d)6

e)7

12. (EsPCEx/2005)

1 1
2 cosx 2senx

A fungao f(x) = [sen 2x - ( )]2 — sen 2x é definida para todo x real e x # %”, comk
inteiro. Nessas condicoes, pode-se afirmar que

a) £(2006) = f(2004) + £(2005).

b) £(2005) = f(2006) — 2f(2003).

c) £(2006) = £(2005) + f(2004) + f(2003).

d) £(2005) = £(2006) — f(2004).

e) £(2006) = £(2003) + f(2004) — £(2005).

13. (EsPCEx/2003)

Considere as expressoes:

sen 30°-cos 150°
tg210°

cotg 50°-sen 93°

|
tg181°

COS x-cossecC X 3
Hn-———,x € ]7, Zn[

sec x-cotg x

sen x-tg x

\ x:e]g,n{

COSSECX’
Tém sempre valor negativo:
a)lell

b)lelV.

c)lielll

d)lelll

e)lllelVv.

14. (EsPCEx/2002)

2-3senx . . . ~
Se z = R pode-se afirmar que todos os valores de z que satisfazem essa igualdade estao

compreendidos em
a)—2<x< -1

b)-1<x< -1
4
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<x

IA
N

1
C)—Z

&
=]
IA
2
IA
N | W

e
IA
=
IA
N

IR

15. (EsPCEx/2002)

Prof. VictorSo

Se o cosseno de um angulo de medida k é o dobro do cosseno de um outro angulo de medida w,

ambos pertencentes ao 1° quadrante, pode-se afirmar que todos os valores de w que satisfazem

essa condi¢do pertencem ao intervalo

a) [0°,15°]

b) [15°,30°]
c) [30°,45°]
d) [45°,60°]
e) [60°,90°]

16. (EsPCEx/2002)

O valor numérico da expressao sen

17. (EsPCEx/2001)

13w 11w ,

12 12

A cossecante do angulo da figura abaixo é:

3
- COS——e:
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4

¥

N

3

a)g
b) 2
c)—g
d)3
5

e)—z

18. (EsPCEx/2001)

Sao arcos congruos:

a)—730°e — ~ rad
12

b) 1640° e — rad

c)350°e — 1”—8 rad

d) 1235° e " rad

e) 2000° e — =" rad

19. (EsPCEx/2001)

5 b4 ~ , .
Sesena = nea S ]E’”[' entdo o valor de tg a é igual a:

5
a)—ﬁ

5
b) o
12
C) E

d)15—2

AULA 05 - TRIGONOMETRIA.
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20. (EsPCEx/2001) [Adaptada]

Paratodox € R — {kf, k e Z}, simplificando a expressao

obtém-se o valor:
a)%

b) 1

c)3/2

d) 2

e)0

21. (EsPCEx/2000)

1

Prof. VictorSo

1

1

tgx

k - 2 , .
Sendo {k EZex + T”}, entao 2 — Box é equivalente a:

a) cos? x
b) sen? x
c) sec? x
d) cossec? x

e)l

22. (EsPCEx/2000)

Se y é a medida

de

um

angulo 0°<y<30°

seny,cosy,sen’y,cos’yeseny-cosyé

a)seny
b) cosy
c)sen?y
d) cos? y

e)seny-cosy

23. (EsPCEx/2000)

O valor de 3sen 10° - (tg 5° + cotg 5°) é igual a

a)%
b) 2

c)3

AULA 05 - TRIGONOMETRIA.

1+sen? x

o maior

1+cossec? x

1+cos2x

dentre os

1+sec? x’

numeros
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d)5
e)6

24. (EsPCEx/2000)

O numero de arcos existentes entre 0° e 1560° cujo seno vale % é
a)6

b) 7

c)8

d)9

e) 10

25. (EsPCEx/2000) [Adaptada]

1 ~ .
sao, respectivamente
5—sen x ! P ’

O dominio e imagem da fungdo f(x) =
a)R—{5}e[—1,1]

nel-L]

anelt]

awelt ]

e) R— {5} e]—l,%]

26. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)

Num tridangulo retangulo ABC, a hipotenusa BC mede 10 cm e cos B = 0, 6. Calcular a soma dos
catetos.

27. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)

Num tridngulo ABC tem-se BC = 6, ABC = 30° e BCA = 45°. Calcular a medida da altura relativa
ao lado BC.

28. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)

VM+1
I"E

1
Obter M tal que cosx = 5 € senx =
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29. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)

2ab
Calcular secx sabendo que senx = -—,a> b > 0.
a2 +b2

30. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)
Simplifique:

y = (tgx — senx)? + (1 — cosx)? — (secx — 1)*

31. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)
Simplifique:

cos* x — sen*x cossecx — senx

= +
Y 1-tg*x secx — cosx

32. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)
Prove as seguintes identidades:

a)tg(—2734°) = —tg 34°

b) cos (—377") = —cos (27”)

33. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)

Utilizando um triangulo retangulo de hipotenusa igual a 1 e um dos angulos agudos de medida 0

encontre tg (g) em fungao de senos e cossenos.
34. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)
Se y = 2 — 3senx, entao o valor maximo que y assume quando variamos x em [ é:
a)5
b) 1
c)3
d) -1
e)6

35. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)

Sendo dado que senx + cosx = a, calcule:

AULA 05 - TRIGONOMETRIA.
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a) senxcosx
b) sen*x + cos*x

c) sen®x + cos® x

36. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)

senx—seny 2 1 ~ s .
———=2etgx =, entao tgy éigual a:
coSx—cosy 9 3’ gyels

a)3
b)1/6
)0

d) —4/3
e) -3

37. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)

Prove as identidades abaixo, validas para todo x onde as expressoes estao definidas:

1—tgzx
)

=~ =1-2sen’x
1+tg<x

)cosx—senx _ 1-tgx
cosx+senx 1+tgx

38. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)

Sabendo que tgx + secx = 3/2, calcular senx e cosx.

39. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)

Sabendo que sen’x + senx = 1, provar que cos* x + cos? x = 1.

40. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)

k . . .
Para x # 7", k € 7Z, prove as identidades abaixo:

secx

—2_ — senx
tgx+cotgx
tgx—cotgx

) 22XT09% — 2sen?x — 1
tgx+cotgx

41. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)

Elimine o arco x na equagdo:
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{senx —cosx =a
cos2x=D>b

42. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)
Verifique a seguinte identidade:
2arct (1) + arct (1 ”
arctg|= )+ arctg (= | =—
9\3 g 7) 4
43. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)
Sabendo que 0 < x < 1r/2, analise as proposi¢des e classifique-as como verdadeiras (V) ou falsas
(F).
a)Se a + x = 2m, entdo, tgx = —tga

T ~
b)Sea + x = - entdo, secx = cosseca

, entdo, cos(mr — x) = 3

c) Sendo sen (g — x) = -

3
5
d) A fungdo f(x) = sen (x — g) + 2 éidéntica a funcdo g(x) = 2 — cosx

44. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)

Sobre a fungio f definida por f(x) = cos? x + cos? (g + x) + cos? (g — x), podemos afirmar que:

a) f nao é limitada.
b) f é constante.
c) f é injetora.

d) f é impar.

e) f(x) = cos? x, para todo x real.

45. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)

O valor numérico da expressao

13 11m
Se"( 12 ) C°s< 12 )

m

a)1/2
b)1/3
c)1/4

AULA 05 - TRIGONOMETRIA.
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d)1/6
e)1/8

Prof. VictorSo

GABARITO

LWoONOUL A WDNPE
oo v a0 o oo

=
= o
o oo

12.e
13.b
14.c
15.e
16.c
17.d
18.c
19.a
20.d
21.c
22.b
23.e
24.d
25.c

26.5 =14
27.h=3v3-3
28 M =—-1ouM=2b

2 2
29. secx = i%

a“—-b
30.y=0
31.y = cos* x + cotg3x c
32. Demonstragao
33. Demonstragao
3.y=5
35. a)senxcosx = =
36.e

37. Demonstragao
38.senx = 5/13 ecosx =12/13

2

AULA 05 - TRIGONOMETRIA.

b)sen*x + cos* x =

—a*+2a%+1

2

c) sen®x + cos® x =

4

—3a*+6a%+1
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39. Demonstracao

40. Demonstragao

41. b* = a*(2 — a?)
42. Demonstragao
43.3)V b)V ¢)F d)V
44. b

45. c

Prof. VictorSo

RESOLUCAO

1. (EsPCEx/2018)
Considere o triangulo com angulos internos x, 45° e 120°. O valor de tg?(x) é igual a
a)V3 -2
b) 4v3 — 7
)7 — 43
d)2 -3
e)2 —43
Comentarios
Todo triangulo tem a soma de seus angulos internos resultando em 180°:

180° = x + 45° + 120° & x = 15°.

V3
tg 45° — tg 30° 1—= 3—-+3\ /3-+3
tgx = tg(15°) = tg(45° — 30°) = 5 & = 3 _ .
1+ tg45° - tg 30° V3 \3+43
1+1-=
2
32443 —-2-3V3 12-6V3
= = =2-43

32 -3 6
Dessa forma, tg? x = (2—\/§)2 =224y3 —2.2.V3=7-4/3.

Gabarito: “c”.

3-+3

)

2. (EsPCEx/2018)

Sendo M = arctg(x), N = arctg G) eP =tg(M — N),ovalorde 30P para x = 15 é:

224

a)—
30
45

b) o

c) 45

AULA 05 - TRIGONOMETRIA.
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d) 224
e) 225
Comentarios

M = arctgx => x = tgM

N = t1 1—tN
J— _:__
AT ™8

1
tgM —tgN X—5 1 < 1)
P =tg(M — N) = = = (x—=
8 ) =T tgM g .1 27Uk
X

Parax = 15,P =

N | =

: (15 - i) = 22 | ogo, 30P = 224.
15 30

Gabarito: “d”.

3. (EsPCEx/2014)

A populacao de peixes em uma lagoa varia conforme o regime de chuvas da regido. Ela cresce no

periodo chuvoso e decresce no periodo de estiagem. Esta populacdo é descrita pela expressao

P(t) = 103 (cos ((%) n) + 5) em que o tempo t é medido em meses. E correto afirmar que

a) o periodo chuvoso corresponde a dois trimestres do ano.
b) a populagao atinge seu maximoem ¢ = 6.

c) o periodo de seca corresponde a 4 meses do ano.

d) a popula¢do média anual é de 6000 animais.

e) a populagdo atinge seu minimoem t = 4 com 6000 animais.
Comentarios

Sempre que temos uma expressdo do tipo y(t) =a+ b - ftrig(c - t + d), onde a fungdo

. - , , ~ . 2
trigonométrica ftrig = sen ou cos, o periodo da fun¢do y(t) é calculado por T = Tn

Sabendo disso, a fungdo P(t), com ¢ = g, tem periodo T = 27” = ZTn' = 12 meses (anual).

6
Como a func¢do base é uma funcdo do tipo cosseno, ela cresce em metade desse periodo e

decresce na outra metade. Dessa forma, a resposta correta é o item a), ja que a metade de 12
meses sao 6 meses = dois trimestres.

As outras alternativas estdo erradas:

A populagdo atinge seu maximoem t = 2 + 12k, k € 7Z, isto é, todo més de fevereiro.
O periodo de seca (estiagem) também corresponde a 6 meses do ano.

A populacdo média anual é de 5000 animais.

A populacdo atinge seu minimoem t =5 + 12k com —1000 animais.

Gabarito: “a”.
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4. (EsPCEx/2014)

O valor de (cos 165° + sen 155° + cos 145° — sen 25° + cos 35° + cos 15°) é
a)v2

b) -1

o0

d)1

e)%

Comentarios

Seja E a expressao pedida. Podemos reescrevé-la da seguinte forma, agrupando termos
suplementares:

E = (cos 165° + cos 15°) + (sen 155° — sen 25°) + (cos 145° + cos 35°)
Usando que cos(180° — x) = —cos x e que sen(180° — x) = sen x, temos:
E = (—cos 15° + cos 15°) + (sen 25° — sen 25°) + (—cos 35°+ cos35°) =0+ 0+0=0

Gabarito: “c”.

5. (EsPCEx/2012)

Os pontos P e Q representados no circulo trigonométrico abaixo correspondem as extremidades de
dois arcos, ambos com origem em (1, 0), denominados respectivamente a e 8, medidos no sentido

positivo.

Yy

N‘ﬁ =t

o

Ovalordetg(a+ fB) é

3+3
a) 3

b) 3—3\/5
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c)2++3
d)2 -3
-1++3

Comentarios

Seja A o ponto (1,0). Entdo a = AOP e B = AOPQ. Das propriedades do circulo
trigonométrico, temos:

V2 T m 3
sena’—?,ae[z,n]za—n—z—r
1 T n  4n
cos[>’=——,ﬁe[ 2]=>,3=T[+§=?

tg 45° — tg30° 1-—= -3\ (3-+3
19015 = gtas - 309 = E e B T3 (22V3) (22
1+1tg45°-tg30° V3 \3+v3/ \3-+3

32443 -2-3V3 12-6V3

= =2—-3
32_\/§2 6

Gabarito: “d”.

6. (EsPCEx/2011)

A funcao real f(x) esta representada no grafico abaixo. A expressdo algébrica de f(x) é:

-ihy
1, /. .
\; SN ﬁ
1. ‘s.
2 w 3T 5T
2 2 2

){—|senx|, sex<0
| cosx|,sex =0

){| cosx|, sex<0
| senx|,sex >0

){—|cosx|, sex<0
| senx|,se x>0
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){| senx|, sex<0
| cos x|, sex >0

){senx, sex<O0
cosx,sex =0

Comentarios

O grafico se assemelha ao de fungdes trigonométricas do tipo seno ou cosseno,
ligeiramente modificadas com modularizacdo. Observe que para x = 0,f(x) =0 e para x <0,

f(x) < 0. Logo, excluimos as alternativas b), d) e e) de nossa anélise. Olhando para x = gtemos,
pelo gréfico, que f(x) = 0, o que estd de acordo com a alternativa a) e em desacordo com c).

Gabarito: “a”.

7. (EsPCEx/2011)

sec1320°

O valor numérico da expressao —2-cos (52—”) + (tg2220°)2 é:
a)—1
b) 0

1
C) E
d)1
e) E

2

Comentarios
Vamos primeiro fazer a equivaléncia dos angulos para o intervalo (0°,360°]
1320° = 3 -360° + 240°

53w 5
T:8-27‘[+?=8'360°+300°

2220°=6-360° + 60°

Logo,
1320° = 240° = ! = ! = ! = -2
Sec - Se¢ © c0s240° —cos60° 1
2
53m 1
cos (T) = c0s 300° = cos(360° — 60°) = cos 60° = 3
tg2200° = tg60° = V3
Portanto, 2 — 2 - cos (=) + (tg2220°)% = —1-1+3=1.

Gabarito: “d”.
8. (EsPCEx/2011)

O cosseno do menor angulo formado pelos ponteiros de um relégio as 14 horas e 30 minutos vale
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a) - (\/§2+1)

_(V2+1)
2

b)

o) (1+v2)
4

) - (\/E:/E)

(2+V3)

e)4

Comentarios

Desenhando o reldégio do problema, temos:

6

No relégio, temos 12 horas. Cada hora possui um angulo de 30°:

12

No momento em que o ponteiro dos minutos percorre 30 minutos, o ponteiro das horas
percorrera metade do angulo de cada hora:

30°
2

B = = 15°
Entdo, o angulo a é dado por:
a =3-30°+ 15° =105°

Queremos calcular o cosseno desse angulo:

cos 105° = cos(60° + 45°) = c0s60°c0s45° — sen60°sen45° = =+ — — —-

VZ-V6 V612
4 4
Gabarito: “d”.
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9. (EsPCEx/2010)

7 47 59w

Considere a progressao aritmética representada pela sequéncia (E’W’W’ )

Se todos os termos dessa PA forem representados num circulo trigonométrico, eles determinarao

nesse circulo os vértices de um
a) pentagono (5 lados).

b) hexagono (6 lados).

c) octégono (8 lados).

d) decagono (10 lados).

e) dodecagono (12 lados).

Comentarios

~ , 591 471 121 2T
ArazdiodaPAér=———="—="—,
60 60 60 10

Assim, basta analisar quantas razdes conseguimos inserir até que se complete uma volta

completa na circunferéncia. Isso pode ser feito dividindo-se a razao por 2m:

_ 2T — 10
"\ )T
10

Portanto, temos um decagono.

Gabarito: D

AULA 05 - TRIGONOMETRIA.

10. (EsPCEx/2007)

Os termos da sequéncia de nimeros em progressao aritmética g,%,i—n,... correspondem as
medidas em radianos de arcos, que podem ser representados na circunferéncia trigonométrica
abaixo. Os pontos identificados por 0 a VII representam as medidas de arcos que dividem a
circunferéncia trigonométrica em 8 partes iguais, medidas no sentido anti-horario, a partir de 0.

y

3

929



ﬁ Estratégia

Prof. VictorSo

Militares

Nessas condigdes, o arco correspondente ao 13° termo da sequéncia, igualmente medido no

sentido anti-horario e a partir de 0, tera sua extremidade situada entre os pontos
a)lell

b) Il e I11

c)IlVeV

dVeVl

e)VIilieO

Comentarios

A . L T ~ 7T T T .
A sequéncia tem termo inicial a; = 3 erazaor = o 37 Assim,

a3 =a1+(13—1)'1'
T m 10w 4n
= aq3 =§+12'Z=T=2TE+?

. , . . 41 57 41T
ASSIm, aqs terd sua extremidade no mesmo ponto em que estaria a de ? Como T < ? <

6 . .
Tﬂ (verifique!), a,5 esta entre V e V1.

Gabarito: “d”.

11. (EsPCEx/2006)

cos 15°+cos 75° sen 15°+sen 75° , .
éigual a:
sen 15° cos 15°

O valor da expressao
a)3
b) 4
c)5
d)6
e)7

Comentarios

cos 15°+ cos 75° sen15°+sen75° cos15°+ sen15° sen15°4 cos15°
sen 15° + cos 15° - sen 15° + cos 15°
1 sen 15° + cos 15°
sen 15° * cos 15° 2 - sen 15° cos 15°)

= (sen 15° + cos 15°) - ( ) = (sen15° + cos 15°) - 2 - (

= (sen 15° + cos 15°)? - = (sen? 15° + c0s?15° + 2 - sen 15° cos 15°) -

= (1+3)
sen 30° 2

sen(2 - 15°) sen 30°

= (1 + sen 30°) -

[STEEN N

Gabarito: “d”.

12. (EsPCEx/2005)
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2cosx 2senx

A fungao f(x) = [sen 2x - ( )] — sen 2x é definida para todo x real e x # —, comk
inteiro. Nessas condicoes, pode-se afirmar que
a) f(2006) = f(2004) + £(2005).
b) £(2005) = f(2006) — 2£(2003).
c) £(2006) = f(2005) + f(2004) + £(2003).
d) £(2005) = f(2006) — f(2004).
e) £(2006) = f(2003) + £(2004) — £(2005).
Comentarios

Desenvolvendo-se a expressao:

1 1 2 sen x + cos x\1?
flx) = [sen 2x - ( + )] —sen2x = [sen 2x - (—)] — sen 2x
2cosx 2senx 2 sen x cos x

sen x + cosx )
= [sen 2x - (—)] — sen 2x = (sen x + cos x)? — sen 2x
sen 2x

= (sen?x + cos?’x + 2senxcosx) —sen2x =1+ sen2x —sen2x = 1
Assim, £(2006) =1 =1+1—1 = £(2003) + £(2004) — £(2005).

Gabarito: “e”.

13. (EsPCEx/2003)

Considere as expressoes:

sen 30°-cos 150°
tg210°

cotg 50°-sen 93°
tg181°

COS X-COSSecC X 3
H-—————— x € ]7, 211'[

sec x-cotg x

sen x-tgx /4
IV- EX x € ]—,n[
cossec x 2

Tém sempre valor negativo:
a)lell.

b)lelV.

c)llelll

d)lelll

e)lll e IV.
Comentarios
I-30° € 1°Q = sen 30° > 0, 150° € 2°Q = cos 150° < 0,210° € 3°Q =tg210° > 0.

Assim, a expressao E; resulta num valor negativo, pois E; = ( 2+§ ) — = (-).

AULA 05 - TRIGONOMETRIA. 101



5 Estratégia

Militares

Prof. VictorSo

I- 50° € 1°Q = cotg 50° > 0,93° € 2°Q = sen 93° > (0,181° € 3°Q =>tg210° > 0.
Assim, a expressao Ej; resulta num valor positivo, pois E;; = (+Z;§+) = (+).

cosx-cossecx _ (+)(=)

- No intervalo x E]%T,ZTC[= 4°Q, Ey = = (4), isto é, E;; é

secx-cotgx o +)=
positivo.
i . n o _senxtgx _ (H)() _ . , , .
IV- No intervalo x € ]2 ,n[ =2°QEy=——— = o= (—), isto &, Ej;; € negativo.

Assim, sao negativos E; e E}y,.
Gabarito: “b”.

14. (EsPCEx/2002)

2-3senx

Se z = , pode-se afirmar que todos os valores de z que satisfazem essa igualdade estao

compreendidos em

a)-2<x< -1

1

b)-1<x< —1*
4
c)—1SxSE
4 4
ﬂOSxS%

1
e)-<x< 2
4
Comentarios

Isolando-se a fungdo trigonométrica, temos:
2—4z
3

senx =

Assim, temos:

—1<senx<1 & -1<

Z
<1 -3<2-4z<3

-1
S -5 4z2<1s-—>22>—
< -4z < 4_2_4

Gabarito: “c”.

15. (EsPCEx/2002)

Se o cosseno de um angulo de medida k é o dobro do cosseno de um outro angulo de medida w,
ambos pertencentes ao 1° quadrante, pode-se afirmar que todos os valores de w que satisfazem
essa condi¢do pertencem ao intervalo

a) [0°,15°]
b) [15°,30°]
c) [30°,45°]
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d) [45° 60°]
e) [60°,90°]
Comentarios:

cosk =2-cosw

1 1 .
Como k € 1° quadrante, temos 0 < cosk <1 <= 0 < 5 cosk < e Assim,

OSCOSWSE

Como w € 1° quadrante, devemos ter w € [60°90°], visto que arccos0 = 90° e
arccos% = 60°.

Gabarito: “e”.

16. (EsPCEx/2002)

O valor numérico da expressao sen?—; - COS 111—: é:
a)%
b) 3
c)i
d) ¢
1
E) Py

Comentarios

sen13—n . COSll—T[ = (— senl) . (— COSE)

12 12 12 12
_1 2 VA 7'[_1 (2 T[)_]. TL'_l 1_1
—2 Sel’l12C0512—2561’1 12 —2581’16—2 2—4.

Gabarito: “c”.

17. (EsPCEx/2001)

A cossecante do angulo da figura abaixo é:

4

b

N

3

AN
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a) g

4

b)5

3
C)—E
5
d)g
5

e)—z

Comentarios

Prof. VictorSo

Seja f = 180° — a o angulo complementar. Da figura, tgf = Z = tga = tg(180° — B) =

25

3 4
—tgf =—>=cotga = —§=>cossec2a =1+ cotg?a = 5

T 5
Comoa € [E,n[, sena > 0 = cossec a > 0. Logo, cosseca = 3

Gabarito: “d”.

18. (EsPCEx/2001)

Sao arcos congruos:
a) —730°e — =~ rad
12
b) 1640° e — " rad
c)350°e — = rad
18
d) 1235° e > rad
¢) 2000° e — " rad

Comentarios

1) Usando que m rad =

2) Fazendo a equivaléncia do

2) Equivaléncia do outro valor

180°, temos: valor na primeira coluna para o
primeiro quadrante
— T rad=— 180° _ —15° | —15°-> —15°+1-360° —730° - —=730°+ 3-360°
12 12 = 345° = 350°
T vad = — 7180° _ 1 —210° - —210°+1-360° 1640° - 1640° — 4 - 360°
6 _ o — o
—210° =150 =200
_Tad= -8 _ 1o | —10°—> —10°+1-360° 350° - 350°40-360°
18 18 = 350° = 350°
57 rad = 228% _ 1500 150° - 150° 40 - 360° 1235° - 1235° -3 -360°
6 6

= 150°

= 155°
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_Amo 4 - %180 1 _240° > —240°+1-360° | 2000° > 2000° — 5 - 360°
_240° 3 =120° = 200°

o_n

Pode-se perceber que apenas no item “c” os angulos s3ao trigonometricamente

equivalentes.

Gabarito: “c”.

19. (EsPCEx/2001)

5 T ~ , .
Sesena = nea € ]E’ n[, entdo o valor de tg a é igual a:

5
a)—E

b) =
c)%
d) o
e)—E

Comentarios

&
C
4
a=5
2
B
0 2 4 B ;) 10 ?2 14

5 ~
Como a € E,n[ ef € ]O,E] esena =senfS = 5 temosque a e B sdo suplementares
L 5
istoé, a + B =m.Temosquetga =tg(r — B) = —tgf = -=.

Gabarito: “a”.

’

20. (EsPCEx/2001) [Adaptada]
1 1 1

km . epe ~
Paratodox € R — {—, k € Z}, simplificando a expressao 5 5
2 1+sen“ x 1+cossec

obtém-se o valor:

1
a) E
b)1

c)3/2
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d)2
e)0
Comentarios

Dica de prova: como a expressao deve valer para todo x naquele conjunto, entao tente
. ~ T
entrar com um x qualquer do conjunto e calcule o valor da expressao! Exemplo com x = 30° =

6

1 1 1 1
+ + +
1+sen?x 1+ cossec?x 1+4+cos?x 1+ sec?x
__ ot v ot 1111 401 43
Bl 1,2 1372 3\ V\2 535 7 775577
1+(§) 1+(7) 1+<T> 1+<7> 4 4 3
=14+1=2
Caso prefira uma solucao genérica:
1 1 1 1 1 sen? x
+ = + = + =
1+sen?x 1+ cossec?x 1+ sen?x 1 1 1+sen?x 1+ sen?x
sen? x
1 N 1 B 1 N 1 B 1 N cos? x _ 1
1+cos2x 1+4+sec2x 1+ cos?x 1  1+4cos?2x 14cos?x
cos? x
Logo, temos

1 1 1 1
+ + + =1+1=2.
(1 +sen?x 1+ cossec? x) (1 +cos?x 1+ sec? x)
Gabarito: “d”.

21. (EsPCEx/2000)
km ~ 2tgx , .

Sendo {k EZex+ —}, entao 2 — —— é equivalente a:
4 tg2x

a) cos? x

b) sen? x

c)sec? x

d) cossec? x

e)1
Comentarios
2tg x 2tgx 2tg x
tg2x = gz =25 =1-tg’lxe2- 5 =1+1tg?x =sec®x
1—tg“x tg 2x tg 2x
Pois,
, senx\2  cos? x + sen? x 1 5
1+tg x=1+( )= > =———=15ec’x
cos x COS? x COS? x
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Gabarito: “c”.

22. (EsPCEx/2000)

Se y é a medida de um angulo 0°<y<30° o maior dentre os numeros
seny,cosy,sen’y,cos’yeseny-cosyé

a)seny

b) cosy

c)sen?y

d) cos?y

e)seny-cosy

Comentarios

0<seny<l=sen’y<seny<1
0<cosy<1l=cos’y<cosy<1

Além disso, como 0° <y < 30° ecomocosy < 1,
CoOsy >seny > seny - cosy
Portanto, cos y é o maior numero.
Gabarito: “b”.

23. (EsPCEx/2000)

O valor de 3sen 10° - (tg 5° + cotg 5°) é igual a
a);

b) 2

c)3

d)5

e)6

Comentarios

sen5° cos5°
3sen 10° - (tg 5° + cotg 5°) = 3sen 10°- ( )

cos5° senb5°

— 3sen10° 2 sen? 5° N 2 cos? 5° — 3sen10° 2(sen? 5° + cos? 5°)
- osen 2sen5°cos5° 2sen5°cos5°/) sen 2 sen 5°cos 5° '

Usando a identidade fundamental da trigonometria e a formula para seno do arco duplo,
temos que a expressao acima é igual a

3 10° - ( ) =6
Sen sen 10°

Gabarito: “e”.
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24. (EsPCEx/2000)

O numero de arcos existentes entre 0° e 1560° cujo seno vale % é
a)6

b) 7

c)8

d)9

e) 10

Comentarios

sen x

1560° = 4 - 360° + 120°. Assim, estamos dando quatro voltas no circulo trigonométrico
. , 3.2 .
e avancando mais 120° além. Como sen 120° = g > - €como, no segundo quadrante, a fungao
. A : L2, o
seno é decrescente, temos que o angulo do segundo quadrante cujo seno é ~ € maior que 120°.

n . , 2 o
Logo, temos 2 angulos cujo seno é ~a cada volta (um no primeiro e outro no segundo quadrante)
e mais um ultimo 4ngulo no primeiro quadrante, contido no intervalo [4 - 360°,4 - 360° + 120°),
dando um total de 9 arcos.

Gabarito: “d”.

25. (EsPCEx/2000) [Adaptada]

O dominio e imagem da fungdo f(x) = sao, respectivamente,

5—senx

a)R—-{5}e[—1,1]

onel-L]

c)]R{e[1 1]

6’4

d)[R%*e]1 1]

6’3
e)R—{5}e|-1|

Comentarios
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O maior dominio para essa fung¢ao é aquele que considera todos os numeros reais, exceto
aqueles que zeram o denominador da expressao, pois ai a funcao nao ficaria definida. Acontece
que se tivermos 5 — sen x = 0, entdo senx = 5, equacdo que ndo tem solucdo nos reais. Logo,
nenhum ndmero serd excluido e o dominio é todos os reais, isto ¢, Dom(f) = R.

Para a imagem, pensemos o seguinte (na primeira equivaléncia, faz-se o produto por —1):

—1<senx<loe-1<-senx<lo5-1<5-senx<54+41<4<5-senx <6.

Assim, como 5 — sen x estd entre 4 e 6, o inverso, que é f(x) = , deve estar entre

1
5—-senx
1 1 1, 1 1 . , _ l l
Jec Como - émenor, temos - < flx) < L istoé, Im(f) = [6,4].

Gabarito: “c”.

26. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)

Num tridangulo retangulo ABC, a hipotenusa BC mede 10 cm e cos B = 0, 6. Calcular a soma dos
catetos.

Comentarios

Temos o seguinte triangulo:

C
10
A B
Usando os dados do enunciado:
B - AB
cosB = BC

0,6 = ﬁ = AB =6
’ 10
Aplicando a relagao fundamental:
AB? + AC? = B(C?
AC =+/102—-6%2 =38
A soma dos catetos é dada por:

S=AB+AC=6+8=14
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Prof. VictorSo

27. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)

Num triangulo ABC tem-se BC = 6, ABC = 30° e BCA = 45°. Calcular a medida da altura relativa

ao lado BC.
Comentarios

Temos o seguinte triangulo:

B

A C
Queremos calcular h. Perceba que o triangulo ADC é isdsceles:
DAC + 45° + 90° = 180° = DAC = 45°

Assim, podemos afirmar que x = h. Usando a razdo tangente no triangulo ADB:

tg(30°)=%zh=@=>(3+\/§)h=6\/§=>h= 63 =33 -3

3+4/3
Gabarito: h = 3V/3 -3

28. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)

vM+1
["E

1
Obter M tal que cosx = o & senx =

Comentarios
Usando a relagao fundamental, obtemos:
sen’x + cos?x =1
M+1 1
Mz m?
M2—M-2=0

=1

As raizes sao dadas por:

AULA 05 - TRIGONOMETRIA.

110



; Estratégia

Prof. VictorSo

Militares

Gabarito:-M = —-1ouM =2

29. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)

ab

2
Calcular secx sabendo que senx = ———,a > b > 0.
a? +b2

Comentarios

1 N ~
Sabemos que secx = —. Entdo, devemos calcular cosseno. Usando a relacao

fundamental:

sen’x +cos’x =1

cosx = ++/1 — sen?x

_ 41 ( 2ab )
COSX = =T a2+b2

2

a* + 2a?b? + b* — 4a?b?
cosx =+ @ + b?)?

N (a2 _ bZ)Z
cosx = +————
~  a?+ b2

+a2—b2
COS X = Er———
—a? + b2

Assim, o secante é dado por:

a® + b?
Secx = im

2, p2

. a“+b
Gabarito: secx = + —5—;
a?-b?

30. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)

Simplifique:
y = (tgx — senx)? + (1 — cosx)? — (secx — 1)?
Comentarios
Vamos desenvolver a expressao:
y = tg?x — 2tgxsenx + sen’x + 1 — 2cosx + cos? x — (sec? x + 1 — 2secx)
Usando a relagdo tg?x = sec? x — 1, temos:

y = sec’ x — 1 — 2tgxsenx + sen’x + cos® x + 1 — 2cosx — sec” x — 1 + 2secx
1

y = —2tgxsenx — 2cosx + 2secx
2sen®x
y=—————2co0sx +
cosx cosx
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—2sen?x — 2 cos?x + 2
— -2
Y= cosx
>y=0

Gabarito: y = 0

31. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)

Simplifique:
cos* x — sen*x cossecx — senx
y +
1-tg*x secx — cosx

y:

Comentarios
Vamos simplificar a expressao, escrevendo tudo em fungao de seno e cosseno:

4, _ 4 — senx
y = cos* x —sen*x  Saonx
sen*x
— . — CcoSX
COoS* Xx COoSX
. . 1 — sen?x
cos*x —sen*x 1 —cos?x
cos* x cosx

cosx(cos? x)

4
=cos*x+—=
Y senx(sen?x)
. cos® x
y =cos*x + 3
sen3x

= y = cos* x + cotg3x

Gabarito: y = cos* x + cotg3x

32. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)
Prove as seguintes identidades:
a)tg(—2734°) = —tg 34°
37 21

b) cos (— T) = —cos (7)

Comentarios
a) Sabemos que os valores da razdo tangente repetem para cada k - 180° k € Z. Assim,
vamos encontrar o valor do arco congruente a —2734°:
tg(—2734°) = tg(—34° — 15-180°) = tg(—34°)

b) A funcdo cosseno repete seus valores para cada k - 2m, k € Z. Desse modo:
( 3711) _ ( c Zn) _ ( 2n> _ (271)
cos ) = cos T 7 ) = cos|—m 7 ) = cos Z

Gabarito: Demonstragao
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33. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)
Utilizando um triangulo retangulo de hipotenusa igual a 1 e um dos angulos agudos de medida @
encontre tg (g) em fungao de senos e cossenos.
Comentarios

A figura inicial é dada por:

C
1
senf
a
A cost B

SE LIGA

NO BIzU

Podemos estender o lado AB de forma a obter um tridngulo isésceles BCD:

C

senf

A cost B D

Pelas propriedades do triangulo isésceles, como BD = BC, temos D = C = a.
O angulo externo 6 é a soma dos angulos adjacentes C e D. Veja:

6+ p ==

a+a:3=n
0+(n—(a+a))=n
0 =2a
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Assim, temos a seguinte figura:

C
8/
1
sen@
a8
] 6/2
A cosf B 1 D
Podemos escrever:

; <9) senf
9 2) 1+cos@

Gabarito: Demonstragao

34. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)
Se y = 2 — 3senx, entao o valor maximo que y assume quando variamos x em [ é:
a)5
b) 1
c)3
d) -1
e)6
Comentarios
Sabemos que a imagem da fungdo seno é dada por:
—1<senx <1
Entdo, o valor maximo que y assume ocorre quando senx é minimo, isto é, senx = —1:
y=2-3(-1)=5
Gabarito: y =5

35. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)
Sendo dado que senx + cosx = a, calcule:
a) senxcosx

b) sen*x + cos*x
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c) sen®x + cos® x
Comentarios
a) Podemos elevar a equacdo dada ao quadrado:

(senx + cosx)? = a?

sen’x + cos? x + 2senxcosx = a?
1

1 + 2senxcosx = a?
a’ -1

2
b) Vamos escrever a relagdo como um quadrado perfeito:

Senxcosx =

sen*x + cos* x = sen*x + cos* x + 2sen?xcos?x — 2sen’xcos’*x

sen*x + cos*x = (senzx + cos? x
1
Substituindo o valor calculado de senxcosx:

a? —1\°
sen*x +costx=1— 2(—)

2
> — 2(senxcosx)?

2
2(a* —2a* +1
sen*x +cost*x=1-— ( 2 )
—a*+2a*>+1
2

sen*x + cos*x =

c) Usando a fatoracdo cldssica:

sen®x 4 cos® x = (senzx + cos? x

> (sen*x — sen?xcos?x + cos* x)
1

Substituindo os valores de senxcosx e sen*x + cos* x, obtemos:

. . —a*+2a2+1 [(a? -1\’
sen®x + cos® x = > —

2
. . —2a*+4a*+2 (a*—-2a’+1)
sen’x + cos” x = —
4 4
. . —2a*+4a*+2—-a*+2a* -1
sen®x + cos®° x = 2
. . —3a*+6a% +1
sen’x + cos° x = 7
. a2—1 4 4 —a4+2a2+1 6 6
Gabarito: a) senxcosx = . b) sen*x + cos™x = — c) sen®x+ cos®x =
-3a*+6a%+1

4

36. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)
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senx—seny 2 _1 ~ ‘.
————=2etgx =, entdotgy éigual a:
coSx—cosy 9 3’ gyeis

a)3
b)1/6
)0
d) —4/3
e) -3
Comentarios
Podemos usar o triangulo:

C

B
A 3

BC foi obtido usando o teorema de Pitagoras:
BC? = AC? + AB?
BC =v1+9=+10

Assim, temos as seguintes razdes:

1
senx = —
V10

3
COSX = —
V10

Substituindo os valores na expressao, obtemos:
senx — seny
COSX — COSy

senx — seny = 2(cosx — cosy)

1 6
—— — seny = —— — 2¢0S
vio T Vio Y
5
2c0Sy — seny = —
y y To
Dividindo a equagao por cosy:
2—tgy = : 1
9y V10 cosy
5
2—t = ——sec
gy 10 y
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Elevando a equacdo ao quadrado e usando a relagdo sec? y = 1 + tg?y:

25
4 + tg?y — 4tgy = 10 1+ tg%y)

8 + 2tg’y — 8tgy =5 + 5tg?y
3tg?y + 8tgy —3 =0

Encontrando as raizes:

3 3
Ndo podemos ter tgy = 1/3, pois:
1 1 3
tgy=§=>seny=ﬁ:cosy=ﬁ

senx —seny 0
COSX — COSY

Portanto:

tgy = =3
Gabarito: “e”.

=0 (valor indeterminado)

37. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)

Prove as identidades abaixo, validas para todo x onde as expressoes estao definidas:

1—tg2x
)

= =1-2sen’x
1+tg<x

cosx—senx __ 1-tgx

cosx+senx 1+tgx

Comentarios

a) Vamos escrever a tangente em fun¢do do seno e cosseno:

2 1-sen’x
. senx = —— )
1—tg*x T CosZx Costx —sen‘x
1+tgx + sen?x cos? x + sen?x
cos? x 1

b) Vamos dividir a expressao a esquerda por cosx:

senx

coSx — senx “Cosx 1—tgx

cosx +senx 1 43 14 tgx
cosx

Gabarito: Demonstragao

=1 — 2sen’x

38. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)

Sabendo que tgx + secx = 3/2, calcular senx e cosx.

Comentarios

AULA 05 - TRIGONOMETRIA.

117



e E g .
< Estrategia
y Militares 9 Prof. VictorSo
tgx + secx = E
3

tgx = — — secx
g9x =5

Elevando a equagdo ao quadrado, obtemos:
2 9 2
tg x=Z—3560x+sec X
Usando a relagdo sec® x = 1 + tg?x:

2 9 2
sec x—1=Z—BSecx+sec X

3secx =+ 1
secx 4

Testando os valores:

13
ARV

5
tgx=ﬁ>0

Como a tangente é positiva, temos que o seno deve ser positivo:

cosx >0>=>senx >0

. 5
~ senx = =

Gabarito: senx = 5/13 ecosx = 12/13

39. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)

Sabendo que sen’x + senx = 1, provar que cos* x + cos? x = 1.
Comentarios
Vamos calcular o valor da expressdo cos* x + cos? x:
cos* x + cos? x = cos? x (cos? x + 1)
Usando a relagdao fundamental:
cos* x + cos?x = (1 — sen?x)(1 — sen?x + 1)

cos* x + cos? x = 2 — sen’x — 2sen’x + sen*x
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cos* x 4+ cos? x = 2 — 3sen’x + (sen’x)?
Usando o dado do enunciado:
sen’x = 1 — senx
= cos* x + cos? x = 2 — 3(1 — senx) + (1 — senx)?
cos*x 4+ cos?x = 2 — 3 + 3senx + 1 + sen?x — 2senx
= cos* x + cos? x = sen’x + senx = 1

Gabarito: Demonstragao

40. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)

k . . .
Para x # 7”, k € Z, prove as identidades abaixo:

secx

=% = senx
tgx+cotgx

tgx—cotgx

G709 — 2sen’x — 1
tgx+cotgx

Comentarios

a) Vamos simplificar a expressao:

secx
tgx + cotgx
Escrevendo tudo em fungdo de seno e cosseno:
1 1
COSX B COSX B 1 _cosxsenx senx
Senx , €oSx  sen’?x+ cos’x  cosx 1
CoSX = senx COSXSenx

b) Simplificando a expressao:
tgx — cotgx
tgx + cotgx
Escrevendo tudo em func¢ao de seno e cosseno:

senx cosx Ssen’x — cos®x

COSX Senx cosxsenx 2 2 2

= =sen‘x — (1 —sen“x) = 2sen“x —1
Senx | C0SX  gsen?x + cos? x ( )
cosx = senx COSXSEnx

Gabarito: Demonstragao

41. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)

Elimine o arco x na equagao:

{senx —cosx =a
cos2x=D>b

Comentarios
Analisando a segunda equacado, temos:

cos’x —sen’x =b
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(cosx — Senx) (cosx + senx) = b
[
—-a

b
coSsx + senx = ——
a

Somando a equag¢ao acima com a primeira equac¢ao do sistema, temos:

b
2senx = a——
a
a’*—»b
senx =
2a

Substituindo o valor do seno na primeira equagao:

COSX = senx — a

a’*—»b
CoSx = —a
2a
—a’*—-»b
cosx = ———
2a

Usando a relacdo fundamental:
sen’x + cos?x =1
a2 -b\° [(—a®-b\
(%) () -
2a* + 2b% = 4a?
b? = a?(2 — a?)

Gabarito: b? = a?(2 — a?)

42. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)

Verifique a seguinte identidade:

2 t ! + t ! —Tt
et (§)+ ary ()
Comentarios

Fazendo a = arctg G) ef = arctg (%), temosparaa,f €] —n/2,m/2[:
tga =
tgp =

Vamos calcular o valor da seguinte expressao:

tg(2a) + tgp
1-tgQRa)tgp

Nl W) -

tgQa + B) =

Calculando tg(2a):
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l1-tg®a (_1 4
9
Substituindo os valores na expressao:
3.1 25
_+ — p—
1-3)7) =

N

Gabarito: Demonstragao

Prof. VictorSo

43, (Estratégia Militares - Prof. Victor So)

Sabendo que 0 < x < 1t/2, analise as proposigoes e classifique-as como verdadeiras (V) ou falsas

(F).
a)Se a + x = 2m, entdo, tgx = —tga
b)Sea+ x = g, entdo, secx = cosseca
c) Sendo sen (g — x) = %, entdo, cos(mr — x) = %
d) A fungdo f(x) = sen (x - g) + 2 é idéntica a fungao g(x) = 2 — cos x
Comentarios

a) Verdadeira.

XxX=2m—a
sen(2m — a) sena
b) Verdadeira.
T
x = 5 a
secx = sec (E - a) = ! - cosseca
2 cos (E _ a) sen(a)
2
c) Falsa.
T 3
sen(z—x) =Ccosx = <
3
cos(m —x) = —cosx = -z
d) Verdadeira.
f(x) =S€Tl(x—z)+2 = —sen(z—x) +2=—-cosx+2=gkx)
2 2
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44, (Estratégia Militares - Prof. Victor So)

Sobre a fungdo f definida por f(x) = cos? x + cos? (g + x) + cos? (g — x), podemos afirmar que:

a) f ndo é limitada.

b) f é constante.

c) f éinjetora.

d) f é impar.

e) f(x) = cos? x, para todo x real.

Comentarios

Desenvolvendo a fungao, obtemos:

f (x) = cos? x + [cos (g) cosx — sen (g) senx]2 + [cos (g) cosx + sen (%) Senx]2
f(x) = cos? x + 2 cos? (g) cos? x + 2sen? (g) sen’x

2
1)2 V3
f(x) =cos?x+2 (E) cos? x + 2 <7> sen’x

3
flx) = Ecos2 x + Esenzx
3
f(x) = E

Portanto, f é constante.

Gabarito: “b”.

45. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)

O valor numérico da expressao

3

E

a)1/2

b)1/3

c)1/4

d)1/6

e)1/8
Comentarios

Reescrevendo a expressdo:
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sen (+ 12 -cos (- )

o G- ()
an (B ()
L))

10. QUESTOES NIVEL 2

46. (AFA/2021)

Em uma aula de topografia, o professor queria medir a largura de um rio.

Para tal, ele tomou dois pontos A e B em uma margem do rio e outro ponto C na margem oposta,

de modo que o segmento CA ficasse perpendicular ao segmento AB, como indicado na figura a

seguir.

Considere que:

Desenho fora de escala

e adistancia entre os pontos A e B é de 30m;

e o0s angulos agudos @ e B podem ser obtidos através da equagdo (sen’a)x? —

9(sena)(cosf) + ;cos B = 0, na qual x = 2 é uma de suas raizes;

e V2=1,4eV/3=1,7.

A largura aproximada do rio, em m, é igual a

a) 15
b) 17
c)21

d) 51
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47. (AFA/2020)

Em uma roda gigante, a altura h, em metros, em que uma pessoa se encontra, em relacdo ao solo,
no instante £, em segundos, é dada pela fun¢do h: R — R, definida por h(t) = A + Bsen(Ct), em
que A, B e C sao constantes reais.

A figura a seguir ilustra o grafico dessa fungao, no intervalo [0, 150]

h(t) A
19 ,
104 i
| : i 1
o 30 90 150 (s

Analise cada proposicdo abaixo quanto a ser (V) Verdadeira ou (F) Falsa.
()IA-B-Cl=m

( ) Noinstante t = 20s, a pessoa estara a uma altura htal que h € [17,5; 17, 8]

( ) Afungdo real f definida por f(t) = 10 — 9 cos (32—" — :—0 t) é idéntica a fungdo h
Sobre as proposi¢coes, tem-se que:

a) todas sdo verdadeiras.

b) apenas duas sao verdadeiras.

c) apenas uma é verdadeira.

d) nenhuma delas é verdadeira.

48. (AFA/2016)

sen3x cos3x

Considera a fungao real sobrejetora f: A — B definida por f(x) = come ooox
Sobre f é FALSO afirmar que

a) O conjunto A é {x € ]R|x * %",k € Z}

b) f é par

c) f é injetora.

d) B = {2)

49. (AFA/2014)
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Nestas condi¢des, a soma das medidas dos trés segmentos em destaque, AT, TP e PB, pode ser
calculado, como fungdo de a, por

a)seca
b) cos seca
cjtga+cotg a

d) cosseca + seca

50. (AFA/2013)

Uma piscina com ondas artificiais foi programada de modo que a altura da onda varie com o tempo

X X X
4

de acordo com o modelo f(x) = 3 sen (g + ) sen (T) sen (7) emquey = f(x) é aalturada

onda, em metros, e x o tempo, em minutos.

Dentre as alternativas que seguem, assinale a Unica cuja conclusdo NAO condiz com o modelo

proposto.
a) A altura de uma onda nunca atinge 2 metros.

b) Entre o momento de detec¢ao de uma crista (altura maxima de uma onda) e o de outra seguinte,

passam-se 2 minutos.
c) De zero a 4 minutos, podem ser observadas mais de duas cristas.

d) As alturas das ondas observadas com 30, 90, 150, ... segundos sdo sempre iguais.

51. (AFA/2012)

sen x

Considere A o conjunto mais amplo possivel na fungdo real f: A - R, dada por f(x) =
Cos X

cossec x

secx

Sobre a fungao f é correto afirmar que

AULA 05 - TRIGONOMETRIA. 125



Prof. VictorSo

Militares

ﬁ Estratégia

km
a)A={xeR[x =T kel
b) é periddica com periodo igual a m.
c) é decrescente se x € {x € R| g +2kmn < x<m+ 2km, k € Z}.

d) é impar.

52. (AFA/2011)

sen 3x+sen x

O periodo da fungdo real f definida por f(x) = éigual a

cos 3x+cosx

a)2m
b)
c)g

d)g

53. (EFOMM/2020)

Uma parte do grafico da fungao f esta representado na figura abaixo. Assinale a alternativa que

pode representar f(x).

l/ T |- 2\]
\ A = oy

a)f(x) =sen(x—m) +1

b) f(x) = Zsen(x—g) +1
c) f(x) = sen (Zx— g) +2
d) f(x) = 2sen(2x) + 1

e) f(x) = 2sen (Zx — g) +1
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54. (EFOMM/2017)

Dado f(x) =x+a, f(g(x)) = meg (E) = g.

a+1

Determine o valor de a.

aJa=0
b)a=1
ca=2
da=3
e)a=4

55. (EFOMM/2013)

Setgx + secx = %, o valor de sen x + cos x vale:
a)—7/13.

b) 5/13.

c)12/13.

d)15/12.

e)17/13.

56. (EFOMM/2010)

cos (MT") —sec(2400°)+ tg(—”—”)

O valor numérico da expressao 5 :
cossec~(—780°)

éiguala

57. (EFOMM/2009)
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Duas pessoas estdo na beira da praia e conseguem ver uma lancha B na agua. Adotando a distancia
entre as pessoas como P;P, sendo 63 metros, o angulo BP,P, = a, BP,P; = B, tga=2e

tgp = 4. A distancia da lancha até a praia vale
a) 83
b) 84
c) 85
d) 86

e) 87

58. (EFOMM/2009)

Considerando-se a fungdo classica f(x) = arcsen x e a sua inversa g(x) = f~1(x), é correto

afirmar que os graficos de fog e gof sao

a) iguais

b) diferentes, mas o de fog esta contido no de gof.

c) diferentes, mas o de gof esta contido no de fog.

d) diferentes e de intersecgdo com um numero finito de pontos.

e) diferentes e de intersec¢ao vazia.

59. (EFOMM/2006)

O valor de cos [Z?T”] +tg [_lsﬂ] é

V3-\2
2

3vV2+2V3
6

-3v2+2V3
6

-V3+V2
2

a-[+2

a)

b)

c)

d)

60. (EFOMM/2006)

Sejam a um arco do 12 quadrante e # um arco do 22 quadrante, tais que cosa = 0,8 e sen f§ =
0,6.0valorsesen(a+ pB) é

a) 1,00
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b) 0,96
c) 0,70.
d) 0,48
e) 0,00

61. (EFOMM/2005)

Dois barcos navegam em dire¢oes perpendiculares. A trajetoria de um deles forma um angulo de
18° 24’ com diregdo indicada pela agulha da bussola, indicando o norte. Qual é a medida do dngulo

agudo formado pela trajetdria do outro e pela dire¢ao indicada pela agulha da bussola?
a)41° 36’
b) 51° 36’
c) 71° 36’
d) 75° 36’
e) 70° 36’

62. (EFOMM/2005)

O periodo e o conjunto imagem da fungdo f(x) = 2 — %cos (—g + x), sado, respectivamente:
a)7;[1,5,2,5]

b) ; [-0,5, 2]

c)2m;[-0,5,2]

d)>;[-0,5,0,5]

e)2m;[1,5,2,5]

63. (Escola Naval/2016)

Sejaq = (cos 5°) - (cos 20°) - (cos 40°) - (cos 85°) arazao de uma progressao geométrica infinita
- 1 L . ~
com termo inicial ay = " .Sendo assim, é correto afirmar que a soma dos termos dessa progressao

vale:
1
a) E
2
b) s

3
C)1—5
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4
d)E

7
E)E

64. (Escola Naval/2014)

O valor do produto cos40° - cos80° - cos160° é

65. (Escola Naval/2013)

. m-—1
Para que valores de m vale a igualdade sen x = ——E € R?

3

c)mSEoumZZ
5

d)mSEem¢2

7
e)mSEemiz

66. (Escola Naval/2013)
Considerando a fun¢do f(x) = cos x,0 < x < m, é inversivel, o valor de tg (arccos %) é
) VI
a 5
4
b) — 2e
V21
c)——
2

V21
d) 25

V21
e) -

67. (Escola Naval/2012)
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Qual o valor da expressao

trigonométrica arctg x + arctg (

a)V3
b) —1

6+2
c)

2
d) 2

442
e) 5

68. (EFOMM/2021)

O valor de >
cossec*(10)

a)1/2
b) 1
c)2
d)5/2

e)4d

sec’ (5)+cossec®(5) ,

e

Prof. VictorSo

igual a:

X
x+

X
cossec? tx + cotg e + 2, onde

T
4

definida no conjunto R — {—1}?

X é a solugdo da equagdo

GABARITO

46.
47.
48.
49.
50.
51.
52.
53.
54.
55.
56.
57.
58.
59.
60.
61.
62.
63.
64.

0 ® 6O M O® 6O T O® 0O Q M o v 6O v 6 T T
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65. b
66. e
67.d
68. e

RESOLUCAO

46. (AFA/2021)
Em uma aula de topografia, o professor queria medir a largura de um rio.

Para tal, ele tomou dois pontos A e B em uma margem do rio e outro ponto C na margem oposta,
de modo que o segmento CA ficasse perpendicular ao segmento AB, como indicado na figura a

seguir.

Desenho fora de escala

Considere que:
e adistancia entre os pontos A e B é de 30m;

e os angulos agudos a@ e f podem ser obtidos através da equagio (sen’a)x? —

9(sena)(cos B) + ;cos B = 0, na qual x = 2 é uma de suas raizes;

e V2=14eV3=17.
A largura aproximada do rio, em m, é igual a
a) 15
b) 17
c)21

d) 51

Comentarios
Como a e [ sdo angulos internos do triangulo retangulo, temos:
a+ B =90°==90°—a = cosf =cos(90° — a) =sena

Usando a equacdo e sabendo que x = 2 é raiz:

(sen?a)2? — 9(sena)(cos ) + ;cosﬁ =0
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5
4(sen’a) — 9(sena)(sena) + 3 (sena) =0
5
—5sen?a + 5 sena = 0
1
sena <—sena + E) =0

1
= sena = 0 ou sena = >

1
Como 0 < a < 90°, devemos ter sena = > logo a = 30°.

A largura do rio é dada por:

t 30°—AC

92" = 4B
V3  AC
?=%:AC=10V3=10-1,7=17TH

Gabarito: B

47. (AFA/2020)

Em uma roda gigante, a altura h, em metros, em que uma pessoa se encontra, em relagao ao solo,
no instante ¢, em segundos, é dada pela fungdo h: R — R, definida por h(t) = A + Bsen(Ct), em
que A, B e C s3ao constantes reais.

A figura a seguir ilustra o grafico dessa funcdo, no intervalo [0, 150]

h(t) 4

19

10

Analise cada proposicao abaixo quanto a ser (V) Verdadeira ou (F) Falsa.
()IA-B-Cl=m

( ) Noinstante t = 20s, a pessoa estara a uma altura htal que h € [17,5; 17, 8]

( ) Afungdo real f definida por f(t) = 10 — 9 cos (32—” — 6”—0 t) é idéntica a fungdo h
Sobre as proposicoes, tem-se que:

a) todas sdo verdadeiras.
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b) apenas duas sdo verdadeiras.
c) apenas uma é verdadeira.

d) nenhuma delas é verdadeira.

Comentarios
Precisamos encontrar os coeficientes A, B e C da funcdo h dada por:
h(t) = A + Bsen(Ct)

Analisando o grafico dado, temos que o periodo é 120s:

h(t) A

19 .............................

[0 SEEEUUUN TRNNEE, WENTI————— ARS— .
| e C— it R
of 30 90 120 150 t(s)
Assim, temos:
T_27r:>C_2n_ 21 e = T
T Cc T 1207 60

A amplitude B é igual a diferenca entre o maior valor que fungdo assume e o seu menor valor,
logo:

19-1 18

2 o

Como B vale 9, ele deveria variar entre —9 e +9. Entretanto, o que se percebe é que ele varia
entre 1 e 19, o que significa que a funcao foi transladada verticalmente, ou seja:

1=-9+10  —
19=+9+10"A_1O

Portanto, a fungdo h é:

h(t) = 10 + 9sen (% t)

Vamos analisar as alternativas:

Para o primeiro item:
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T 3m

0 = 7;&71-'- Falso

A-B-C=10-9-

Segundo item:

Substituindo t = 20s na fungdo, temos:

T T 3
h(20)=10+9sen(%-20)=10+9sen(§)=1o+9-§z10 +45-1,7

h(20) = 17,65
Esse valor estd contido no intervalo [17,5; 17,8], portanto, assertiva VERDADEIRA.
Terceiro Item:
Aplicando-se as transformagdes na fungao f:

T

f(t) = 10—9cos<37n—%t>

Veja que:

cos (3771 — % t) = cos (%) cos (% t) + sen (32_7r> sen (% t)
=0-cos (%t) + (—1) - sen (;T—Ot) = —sen (%t)

Substituindo:
s s
f(t)=10-9 <—sen (% t)) = 10 + 9sen <% t) = h(t)

Portanto, assertiva VERDADEIRA.

Gabarito: “b”

48. (AFA/2016)

sen3x cos3x

Considera a fungao real sobrejetora f: A — B definida por f(x) = e coox

Sobre f é FALSO afirmar que

a) O conjunto 4 é {x € ]R|x * %”,k € Z}
b) f é par

c) f é injetora.

d) B = {2}

Comentarios

Analisando a condigdo de existéncia da funcdo, temos:
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km
senx#0e cosxiO-'.th?,kEZ

Note que:

sen3x cos3x sen3x-cosx —cos3x -senx sen(3x —x) sen(2x)

o) =2 S -

senx coSsx Senx - cosx Senx - cosx Senx - cosx

2senx - cosx

Senx - cCosx

a) VERDADEIRA. Sabemos que x # %”, k € Z, ou seja, o conjunto A é {x S ]R|x * %n, k € Z}.

b) VERDADEIRA. Como f(x) = 2,V x € A, entdo f(x) = f(—x) = 2, logo a fungdo é par.
c) FALSA. Para todo x do dominio, sabe-se que f vale sempre 2. Logo, f ndo é injetora.

d) VERDADEIRA. Como a fungdo é sobrejetora, entdo B = {2} para que seja satisfeita a
condicdo do problema.

Gabarito: “c”.

49. (AFA/2014)

No ciclo trigonométrico da figura abaixo acrescentou-se as retas r, s, t e z.

Ay

\

- r
PAT

——
~
4

Nestas condi¢des, a soma das medidas dos trés segmentos em destaque, AT, TP e PB, pode ser

calculado, como fungao de a, por
a)seca

b) cosseca

c)tga +cotg a

d) cosseca + seca

Comentarios:

Do triangulo OPB, temos:
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t bo_rB PB=PB =t
= == = =
9= 0P~ 1 e

Sendo C o encontro das retas s e u temos:

Ay
N
t
5
\ Al %
Ol r
PAT
0 C B u
AOCT: =—= 0T = =
cosa OT oS seca

t re TC =1t
== =
ga 0C ga

TP =0T —0OP =seca—1
AT =AC—-TC =1-tga
Logo,
AT + TP+ PB = (1 —tga) + (seca — 1) + tga = seca

Gabarito: “a”.

50. (AFA/2013)

Uma piscina com ondas artificiais foi programada de modo que a altura da onda varie com o tempo
de acordo com o modelo f(x) = 3 sen (g + ?) sen (?) sen (%) em que y = f(x) é a altura da

onda, em metros, e x o tempo, em minutos.

Dentre as alternativas que seguem, assinale a Unica cuja conclusdo NAO condiz com o modelo

proposto.
a) A altura de uma onda nunca atinge 2 metros.

b) Entre o momento de detec¢do de uma crista (altura maxima de uma onda) e o de outra seguinte,

passam-se 2 minutos.
c) De zero a 4 minutos, podem ser observadas mais de duas cristas.

d) As alturas das ondas observadas com 30, 90, 150, ... segundos sdao sempre iguais.

Comentarios
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Veja que

2 4
= f(x) = 3cos (%) sen (%) sen (%) = %sen2 (%)

zsen(’3)

a) (V) Como sen? (%) <1,entdo f(x) < ze, portanto, nunca atinge 2 metros.

b) (V) Queremos que |sen (7r2_x)| =1, logo

T mkkezs =TI
2 T 2~ 2 =

Assim, entre duas ondas consecutivas temos 2 - 1 = 2 minutos.

c) (F) Ha apenas cristas em x = 1 e 3 minutos, pois |seng| = Sez3n| = 1. Portanto, ndo ha mais
de duas cristas de zero a 4 minutos.
d) Perceba que:
1 .
x =30seg = Emm
3 .
x =90 seg = Emln
5
x =150 seg = Emm
Logo,
T 3 5t 1
2 (2 = 2(27) = 2(Z Y- ... =Z
sen() sen<4> sen(4> >

Assim, as alturas nesses tempos sao iguais.

Gabarito: “c”.

51. (AFA/2012)

senx

Considere A o conjunto mais amplo possivel na fungao real f: A - R, dada por f(x) =
Cos x

cossec x

secx

Sobre a fungao f é correto afirmar que
km
a)A—{xE[R{|x¢7,k€Z}.

b) é periddica com periodo igual a m.
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c) é decrescente se x € {x € IR| g +2kmn < x<m+ 2km, k € Z}.

d) é impar.

Comentarios

Inicialmente, devemos analisar a condicao de existéncia da funcao.

sen x COos X
+

X) =
f(x) cossecx secx
cossecx>senx +0=>x#=0,;x #kn,keZ

T
secx:>cosx¢0:>x¢§+k1r,kEZ

Unindo as restricdes:

kn
x#—, k€T
2
Assim, temos:
senx COSX 5 ,
f(x) = + =sen“x+cos“x =1

1 1
senx  COSXx

Analisando as alternativas, encontramos o gabarito na letra “a”.

Gabarito: “a”.

52. (AFA/2011)

sen 3x+sen x

O periodo da fungdo real f definida por f(x) = éigual a

cos 3x+cosx
a)2m
b)
c)g
d)
Comentarios

Da transformacao de soma em produto no numerador e denominador:

2sen (3x2+ x) * Cos (?mT—x) _ sen(2x) - cos(x)

2 cos (3x2+ x) . COS (3957—35) ~ cos(2x) - cos(x)

f&) =

Para cosx # O:

f(x) =tg(2x)
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Logo, como o periodo da fungdo tgx é m, quando dobramos o argumento da tangente seu
periodo cai pela metade. Assim, T = g

Gabarito: “d”.

53. (EFOMM/2020)

Uma parte do grafico da fun¢do f esta representado na figura abaixo. Assinale a alternativa que
pode representar f(x).

a) f(x) = sen(x —m) + 1

b) f(x) = 2sen (x - g) +1

o) f(x) = sen (2x %) + 2

d) f(x) = 2sen(2x) + 1

e) f(x) = 2sen (2x - g) +1
Comentarios

Analisando o grafico, vemos que:

f(0)=0e f(1) =3

Nessa questdao, devemos analisar o grafico e a partir dele inferir algumas fungdes que possam ter
correspondéncia correta como é pedido na questdo. Pela andlise do grafico perceba que as
alternativas a, b, ¢ e d nao satisfazem o grafico da questdo para os 2 valores acima

a) f(0) = sen(—-m)+1=1#0

b) £(0) =25en(—§)+1 ——1#0
c)f(0)=sen(—§)+z=2—§=§¢0
d) £(0) = 2sen(0) +1 =1 # 0
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Mas a letra e satisfaz.

T 1
e) f(0) = 2sen (—%) + 1= 2(——) +1=0

T
f(1) = 2sen (2 - g) +1
Param = 3,14:

T
F(1) = 2sen(2 — 0,5) + 1 = 2sen(1,5) + 1 = 2sen (E) +1=3

Assim, ela é a correta.

Gabarito: “e”.

Prof. VictorSo

54. (EFOMM/2017)

Dado f(x) =x+a, f(g(x)) = Senzﬂe 9 (E)

+1 4

=%

Determine o valor de a.

a)a=0
b)a=1
cJa=2
da=3
e)la=4%

Comentarios

senx+a*+a

f=x+a=f(gx)=gx)+a=> " =g(x)+a
o) senx+a*+a senx+a’*+a—a*—a senx
= = — = =
gx a+1 ¢ a+1 a+1

Sabendo que g G) = g, temos:

S>2a+2=8=>2a=6=>a=3

Se‘l"l.E
() V2 V2 1
9= =87 a1

Gabarito: “d”.

55. (EFOMM/2013)

Setgx + secx = %, o valor de sen x + cos x vale:
a)—7/13.

b) 5/13.
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c)12/13.
d) 15/12.
e) 17/13.

Comentarios
Da relacdao fundamental, temos:
tg®x + 1 = sec’x
sec?x —tg?x =1
(secx + tgx)(secx —tgx) =1

Substituindo o valor do enunciado:

3
> (secx —tgx) =1

Prof. VictorSo

Logo,
. 2
secx —tgx = —
9* =3
3
tgx +secx ==
2
Somando as duas equacgdes, temos:
5 3 N 2 944 13 1 13 12
= — _=— = — = — = —
T2 T3T 6 T 6 Tcosx 1z T3
Subtraindo as duas equacdes:
- 3 2 5 . 5 senx 5
X=———==—>=2tgx =—= =
9 =376 T T 12 T cosx 12
= =—
senx 13
Assim,
N 17
senx + cosx = 13
Gabarito: “e”.
56. (EFOMM/2010)
441 33w
) —sec(2400°)+ tg(—==
O valor numérico da expressdo cos(57)see o(-%) éigual a

cossec?(—780°)

a)l
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b)—>

4

c)-

3
1
d -t
) 2

3

e —

) 8
Comentarios

Vamos simplificar os termos da expressao:

441 42t 21 2T 2T 1
cos (—) = COS (— + —) = COS (1471 + —) = COS (—) = ——

3 3 3 3 3 2
sec(2400°) = sec(360° - 6 + 240°) = sec(240°) = m =-2
33m RYA 4 T T
—_— ) = —_ = — —_ ) = —_ | = —1
tg( 4) tg( 4 4) tg (~8n 4) t 4)
1 2

cossec(—780°) = cossec(—360° -2 — 60°) = cossec(—60°) = m = — \/_§

4
cossec?(—780°) = 3
Logo,
_33m

44m o 1
COS(T)—SEC(2400)+tg( 7 )=__+2_1 >
cossec?(—780°) 4 4
3 3

Gabarito: “e”.

57. (EFOMM/2009)

Duas pessoas estdo na beira da praia e conseguem ver uma lancha B na agua. Adotando a distancia
entre as pessoas como PP, sendo 63 metros, o angulo BP,P, = a, BP,P; = 8, tga =2 e

tgp = 4. A distancia da lancha até a praia vale
a) 83
b) 84
c) 85
d) 86
e) 87

Comentarios

De acordo com o enunciado, temos:
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B
P, 63 —y Yy P,

Observando os triangulos retangulos:

¢ X 7 X X
ga{:—:} :—ﬁy:—
y y 2

X
t 4=—"" 52524y =
9B 63—y y=x

X
= =
63—y

Substituindo y na ultima equagao:

X
252—4(5)=x=>252—2x=x=>3x=252=>x=84

Gabarito: “b”.

58. (EFOMM/2009)

Considerando-se a fungdo classica f(x) = arcsen x e a sua inversa g(x) = f~1(x), é correto

afirmar que os graficos de fog e gof sao
a) iguais
b) diferentes, mas o de fog esta contido no de gof.
c) diferentes, mas o de gof esta contido no de fog.
d) diferentes e de intersec¢ao com um niimero finito de pontos.
e) diferentes e de intersec¢do vazia.
Comentarios
Para que f seja inversivel, ela deve ser bijetora. Assim, temos:
fil-11] - [—%%]
T
g: [_E;E] - [-1;1]
g(x) = f7H(x) = senx

fog(x) = arcsen(senx)

gof (x) = sen(arcsenx)
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. . T T
Como o seno varia entre —1 e +1 e o arcoseno varia entre — 5 e PY temos:

fog(+1) = arcsen(+1) = +1,57

n I
gof (ii) = sen (ii) =+1
Logo, aimagem de gof estd contido naimagem de fog.

Gabarito: “c”.

59. (EFOMM)/2006)

O valor de cos [Z?T”] +tg [_lgﬂ] é

V32
2

3vV2+2V3
6

-3v2+2V3
6

—V3+V2
2

a-[+

Comentarios

a)

b)

c)

d)

Simplificando as razdes trigonométricas:

291 24w 51 51 5 T V2
cos (T) = cos (— + —) = coS (67T + —) = coS (—) = — oS (—) = ——

4 4 4 4 4 2
. ( 16n)_t (Zn 18n)_t <2n 6 )—t (Zn)_ 3
I\"37)79\ 37 3) T\ 3 )T 3T

Logo:

Gabarito: “e”.

60. (EFOMM/2006)

Sejam a um arco do 12 quadrante e # um arco do 22 quadrante, tais que cosa = 0,8 e sen f§ =
0,6.0valorsesen(a+ pB) é

a)1,00
b) 0,96
c) 0,70.
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d) 0,48
e) 0,00

Comentarios

Se a é do 12 quadrante, entdo sena > 0, logo:

sena =+/1—cos?a =./1-0,64=,/036=0,6

Sendo S do 22 quadrante, entdo cos§ < 0:

cosfp=—/1—sen?f =—-,/1-0,36=—,/0,64=-0,8

= sen(a + f) = sena - cosf + senff -cosa = 0,6 - (—0,8)+ 0,6 - 0,8 = 0,00

Gabarito: “e”.

61. (EFOMM/2005)

Dois barcos navegam em dire¢oes perpendiculares. A trajetéria de um deles forma um angulo de
18° 24’ com dire¢do indicada pela agulha da bussola, indicando o norte. Qual é a medida do dngulo
agudo formado pela trajetéria do outro e pela direg¢do indicada pela agulha da bussola?

a)41° 36’
b) 51° 36’
c) 71° 36’
d) 75° 36’
e) 70° 36’
Comentarios
Angulo suplementar = 90° — 18°24’ = 89°60’ — 18°24' = 71°36’

Gabarito: “c”

62. (EFOMM/2005)

O periodo e o conjunto imagem da fungdo f(x) = 2 — %cos (—g + x), sdo, respectivamente:
a)>;[1,5,2,5]

b) ; [-0,5, 2]

c)2m; [-0,5,2]

d)3;[-0,5,0,5]

e)2m;[1,5,2,5]

Comentarios
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Veja que:
() 2 1 (T[ ) 2 1 ()
fx) = 2cos 2+x = 2senx
1< <1 < <1 1< ! <1 2 1<2 ! <2+1
— > ——<- - —=—< —= —=2—= —= —
senx > 2senx > > senx > 2senx

3 1 5
:ESZ—EsenxSE:1,5Sf(x)£2,5

Assim, temos que Im(f) = [1,5; 2,5] e o seu periodo é igual ao periodo da fungdo sen x, ou
seja, 2T.

Gabarito: “e”.

63. (Escola Naval/2016)

Sejaq = (cos 5°) - (cos 20°) - (cos 40°) - (cos 85°) arazao de uma progressao geométrica infinita

- 1 L . ~
com termo inicial @, = - .Sendo assim, é correto afirmar que a soma dos termos dessa progressdo
vale:

a)%
b)f—5

3
C)1—5

e) 17—5
Comentarios
Vamos reescrever a razdo:
q = (cos5°) - (cos 20°) - (cos40°) - (cos 85°)
q = (cos5°) - (cos 20°) - (cos 40°) - (sen(90° — 85°))

q = (sen 5°)(cos 5°) (cos 20°)(cos 40°)

%sen(lo")

1
q= Esen(10°) c0s(20°) cos(40°)
Multiplicando a equacgado por 4 cos 10°:
1
4 cos10°q = 4 cos 10° Esen(10°) cos(20°) cos(40°)

4 cos10°q = 2 cos 10° sen(10°) cos(20°) cos(40°)

sen(20°)
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4 cos 10° q = sen(20°) cos(20°) cos(40°)

1 o
Esen(40 )

1
4cos10°qg = Esen(40°) cos(40°)

1
Esen(so")

1
4cos10°q = Zsen(80°)
1
4cos10°q = Zcos(90° — 80°)
1
4cos 10°q = —cos 10°

4

1

.'.q:E

Como a PG é infinita e a razdo é menor que 1, temos que a soma dos seus termos é:

ESRE

Gabarito: “d”.

64. (Escola Naval/2014)
O valor do produto cos40° - cos80° - cos160° é
-1
a) ?

-1
b)T

c)—1

-2

-2
e)——
2
Comentarios

Seja P = c0s40° - cos80° - cos160°. Multiplicando P por 2sen40°, temos:

25en40°P = 2sen40° - cos40° - cos80° - cos160°

sen80°

25en40°P = sen80° - cos80° - cos160°

1 o
Esen160

1
2sen40°P = Esen160° - cos160°

1 o
isenSZO
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11
2sen40°P = 55" sen320°
1
sen40°P = 3 sen(360° — 40°)
1
sen40°P = g sen(—40°)

1
sen40°P = ~3 sen(40°)

Gabarito: “a”.

65. (Escola Naval/2013)

Para que valores de m vale a igualdade sen x = Z—:;,x € R?

agm< 2

b)m <>
cm < gou mz=2
dym < ;e m+2
e)m < %e m+ 2

Comentarios

A imagem da fungdo seno é o conjunto [—1, 1], logo:

—1<senx<1

m—1
—-1< <1
m—2
m—1 m—1 m—1+m-—2 2m— 3 )
> —1 +1>0 > >0 (i)
m-—2 N m-—2 - m-—2 N -2
m—1<1 m—1 1<0 m—l—m+2<0 1 <0 (i
m-—2" m— 2 - m—2 - m-—2" (if)

Fazendo o estudo do sinal:

)
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3
om-3 — 2 + 2 + m
® O -
1 1
1 1
1 1
1 1
m — 2 — : — | +
¢ Q -
1 1
1 1
2m — 3 . .
m — 2 + ' — : +
® O >
Logo,
m < > oum> 2
Para (ii):

<0>m-2<0>m<?2
m—2

Fazendo a intersecgdo das solugdes de (i) e (ii):

S={m€R|mS%}

Gabarito: “b”.

Prof. VictorSo

66. (Escola Naval/2013)

. o .. . 2\ .,
Considerando a fungdo f(x) = cos x,0 < x < m, é inversivel, o valor de tg (arccos E) é

V21
A=
4
b)—E
V21
-5
V21
455
V21
e) 5

Comentarios
2 2

X = arccosg = COSX =

Assim, x pertence ao primeiro quadrante, logo, senx é positivo. Pela relagdo fundamental:

AULA 05 - TRIGONOMETRIA.

150



ﬁ Estratégia

Militares
2\? 4 21
2 = 1 — 2 = = 1 — (—) = _—
sen-x COS™ Xx senx 5 25 5

t( 2>_t()_senx_
g arccos5 =tg(x = osx

Prof. VictorSo

Logo,

Gabarito: “e”.

67. (Escola Naval/2012)

Qual o valor da expressao \/cossecz X + cotg”z—x + 2, onde x é a solucdo da equagao
trigonométrica arctg x + arctg (ﬁ) = %definida no conjunto R — {—1}?

a)V3

b) -1

6+V2
2

c)

d) 2

442
2

e)

Comentarios

Vamos resolver a equacao e encontrar o valor de x. Consideremos:

a=arctgx=tga =x

- X - X
p=aretg (5q) =108 =15y

Aplicando a tangente na equacgao e sabendo que x # —1:

X T
arctg x + arctg (m) :Z
3 T tga +tgp
=—>t =t <= IF -
a+pf 4 gla+p) g(4) T~ tga tof
X
X+ x% + 2x
:#tcl:1:>2—=1=>x2+2x=—x2+x+1:>2x2+x—1:0
X

Resolvendo a equacao:

X =

-1+12-4-2-(-1) -1+vV9 -1%3
4 44
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Como x # —1, temos:

Assim, o valor da expressao é dado por:

s T 1 T
\[cossec22+cotg<2-2>+2=\/1+cotg(4)+2=\/1+1+ =V4=2

Gabarito: “d”.

68. (EFOMM/2021)

sec5(5)+cossec2(5) éieual a:
cossecZ(10) g ’

O valor de

a)1/2

b) 1

c)2

d)5/2

e)4d
Comentarios

Vamos simplificar a expressao:

1 1
sec®(5) + cossec?(5) _ cos?(5) + sen?(5) _ sen’(5) + cos*(5) 2010
cossec?(10) B 1 ~ sen?(5) cos?(5) ' sen”(10)
sen?(10)
= ! -sen’(10) = —— - sen?(10) = 4
<2$€Tl(5) cos(5)>2 (sen(lO))Z
2 2

Gabarito: E

11. QUESTOES NIVEL 3

)
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69. (ITA/2021)

Sejam a, B,y E Rtaisquea+f+y =—-3m, sena+senff+seny=1/2ecosa+ cosf +
cos y = —1/2. Determine o valor de cos?a + cos?f + cos?y.

70. (ITA/2019)

Seja f: [—1,1]—)[—%,%] a fungcdo definida por f(x)=arcsen(x). Entdo, a soma

Yazof (Cos (;—7:)) éigual a

253
a)—/—m
162
245
b)—mn
162
152
c)———m
81
82
d)——
81
79
e)——m
162

71. (ITA/2019)

Considere um retangulo ABCD em que o comprimento do lado AB é o dobro do comprimento do
lado BC. Sejam M o ponto médio de BC e N o ponto médio de CM. A tangente do dngulo MAN é
igual a

1
a)g

4
C)E

8
d)g

16
E) g

72. (ITA/2019)

Sejam a, b e c trés numeros reais em progressao aritmética crescente, satisfazendo
cosa+cosb+cosc=0esena+senb+senc = 0.

Encontre a menor razdo possivel para essa progressao aritmética.

73. (ITA/2017)

. 1 3 | .,
O maior valor de tgx, com x = ;arcsen (E) exeE [O, 5], é
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a)%
b) 3
c)%
d) 2
e)3

74. (ITA/2016)

Setgx=+7exE€ [ ] entdo sen(3x) éigual a

V14
A

75. (ITA/2015)

Os valores de x € [0, 27| que satisfazem a equagdo 2sen (x) — cos x = 1 sdo
3

a) arccos (E) efn

b) arcsen )

Jem
Jem

d) arccos

G
c) arcsen (
(-

ml-li U'lI-P

4
e) arccos (E)

76. (ITA/2014)

2ab
Sabendo que senx = 27 0 e b + 0, um possivel valor para cossec(2x) — —tgx é
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a?+b?
4ab

a?-b?
4ab

d)

e)

77. (ITA/2013)

cotgx—1

1 ~ .
Se cos 2x = -, entdao um possivel valor de
2 cossec(x—m)—sec(m—x)

V3
3)7

b) 1
c) V2

d) V3
e)2

78. (ITA/2012)

—-X X X —-X

) + arccos (e _Ze ) = g} Entdo

e "—e

Seja S = {x € ]R|arcsen(

a)s=0¢
b) S = {0}
c) S = R*\{0}
d)s =R*
e)S=R

79. (ITA/2012)

A soma Y;;_, cos(a + km), para todo « € [0, 27], vale
a) —cos(a) quando n é par.

b) —sen(a) quando n é impar.

c) cos(a) quando n é impar.

d) sen(a) quando n é par.

e) zero quando n é impar.

80. (ITA/2012)

. 2 ~ .
Seja x € [0, 2m] tal que sen(x) cos(x) = -+ Entdo, 0 produto e a soma de todos os possiveis valores

de tg(x) sao, respectivamente,
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a)leO
b)le?.
c)—1eO.
d)1e5.
e)—1e—g.

81. (ITA/2011)

Prof. VictorSo

Entre duas superposi¢des consecutivas dos ponteiros das horas e dos minutos de um relégio, o

ponteiro dos minutos varre um angulo cuja medida, em radianos, é igual a

82. (ITA/2011)

a) Calcule <cos2 (g) — sen? (g)) cos 1"—0 — 2sen (g) cos ( ) sen (10)

b) Usando o resultado do item anterior, calcule sen ( ) cos (5)

83. (ITA/2010)
A equagdo em x, arctg(e* + 2) — arccotg (Txl) ,x € R\{0}
a) admite infinitas solugdes, todas positivas.

b) admite uma unica solugdo, e esta é positiva.

c) admite trés solugGes que se encontram no intervalo | —

N|U1
le
.

d) admite apenas solugdes negativas.

e) ndo admite solugdo.

84. (ITA/2010)

O valor da soma Y8 _, sen( )sen( ) para todo a € R, é igual a
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b) % [sen (%) —sen (%9)]
c) [cos (%) - cos (%)]
d) % [cos (%) — cos (%)]

e) [cos (%) — cosa]

85. (ITA/2008)

O conjunto imagem e o periodo de f(x) = 2sen?(3x) + sen(6x) — 1 sdo, respectivamente,
a)[-3,3]e2m

b)[-2,2] e

o) [-V2,v2] e}
d) [-1,3] eg

e) [-1,3] e23—"

86. (ITA/2008)

m s . ~ 7 . ~
Sendo [_E’E] o contradominio da fung¢do arco-seno e [0, 7] o contradominio da func¢ao arco-

cosseno, assinale o valor de

3 4
cos [arcsen (E) + arccos <§>]
) 1
ATz
7
b) b
4
C) 1—5
1
i
1
e) 25

87. (ITA/2007)

Assinale a op¢ao que indica a soma dos elementos de A U B, sendo:

k*m
= = 2 s N =
A—{xk sen (24>.k 1,2}e
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- - , ((Bk+5)m -
B ={y, = sen o1 k=1,2¢.

a)o
b)1
c)2
d) (2—V2+v3)/3
e) 2 +v2-+3)/3

88. (ITA/2004)
Considerando as fungdes
arcsen:[—1,1] - [—E E] e
- ) 2 ) 2
arccos:[—1,1] - [0, ],

Assinale o valor de cos [arcsen (g) + arccos (g)]
a)6/25

b) 7/25

c)1/3

d)2/5

e)5/12

89. (ITA/2004)
Prove que, se os angulos internos «, 8 e y de um triangulo satisfazem a equagao:

sen(3a) + sen(3p) + sen(3y) = 0, entdo, pelo menos, um dos trés angulos a, # ou y é igual a
60°.

90. (ITA/2003)

. 7 e ~ m T
Considere os contradominios das fun¢des arco-seno e arco-cosseno como sendo [_E’E] e [0, m],

respectivamente.

Com respeito a fungdo f:[—1,1] - [—72132—"], f(x) = arcsenx + arccosx, temos que:
a) f é nao-crescente e impar.

b) f ndao é par nem impar.

c) f é sobrejetora.
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d) f éinjetora.

e) f é constante.

91. (ITA/2003)

Considere um quadrado ABCD. Sejam E o ponto médio do segmento CD e F um ponto sobre o
segmento CE talque m(BC) + m(CF) = m(AF). Prove que cosa = cos2f3, sendo os angulos a =
BAF e B = EAD.

92. (ITA/2003)

Para todo x € R, a expressdo [cos(2x)]*[sen(2x)]*senx é igual a:
a) 2 *[sen(2x) + sen(5x) + sen(7x)].

b) 27*[2sen(x) + sen(7x) — sen(9x)].

c) 27*[-sen(2x) — sen(3x) + sen(7x)].

d) 2 *[—sen(x) + 2sen(5x) — sen(9x)].

e) 27 *[sen(x) + 2sen(3x) + sen(5x)].

93. (ITA/2002)

Seja f: R — P(R) dadapor f(x) = {y € R; seny < x}.
Se A étalque f(x) = R,Vx € A, entdo

a)A =[-1,1].

b) A = [a,»),Va > 1.

¢)A =[a,x),Va = 1.

d)A=(—x,a],vVa < —1.

e)A = (—o,al,Va < —1.
94. (ITA/2002)
Se x,y e z sao angulos internos de um triangulo ABC e senx = (seny + senz)/(cosy + c0sz),

prove que o triangulo ABC é retangulo.

95. (ITA/2001)

Considere as fung¢oes
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5 7x X
f =" g =

Se a étal que h(f(a)) + h(g(a)) = /4, entdo f(a) — g(a) vale:
a)o

e h(x) = arctgx

b) 1
c)7/4
d)7/2
e)7

96. (ITA/2001)

Sendo a e B os angulos de um triangulo retangulo, e sabendo que sen?2f — 2cos2f = 0, entdo
sena é igual a:

a)v2/2
b) V2/2
c) V8/2
d) V8/4

e) zero

97. (ITA/2000)

Considere f: R — R definida por f(x) = 2sen3x — cos [%] Sobre f podemos afirmar que:
a) é uma fungdo par.

b) é uma fung¢do impar e periddica de periodo fundamental 4.

c) é uma fungao impar e periddica de periodo fundamental 47z /3.

d) é uma fungao periddica de periodo fundamental 2.

e) ndo é par, ndo é impar e nao é periodica.

98. (ITA/1999)

. ~ 3 3 LA
Sejaa € Rcom 0 < a < /2. A expressao [sen (Tn + a) + sen (T” — a)] sen (g — a) é idéntica
a:
a) \/fcotgza

1+cotg“a
b) \/Ecotgza

1+cotg“a
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V2

1+cotg?a

c)

1+3cotga

d) —97
2

1+2cotga

e)

1+cotga

99. (ITA/1999)

1

i, T 4 entdo o valor de sen(2x) + sen(4x) é:

Se x € [0,7/2[ é tal que 4tg*x =
a)V15/4

b) V15/8

c)3V/5/8

d)1/2

e)l

100.(ITA/1996)

Seja @ um ndmero real tal que a > 2(1++/2) e considere a equacdo x> —ax+a+1=0.
Sabendo que as raizes reais dessa equacao sdo as cotangentes de dois dos dngulos internos de um

triangulo, entdo o terceiro angulo interno desse triangulo vale:
a) 30°

b) 45°

c) 60°

d) 135°

e) 120°

101.(ITA/1996)

Sejaa € [0, g], tal que sena + cosa = m. Entéo, o valor de y = sen2a/(sen3a + cos? a) sera:

2(m?-1)
m(4——m2)

a)

2(m?+1)
m(4+m?2)

b)

2(m?-1)
m(3-m?)

c)

2(m?-1)
m(3+m?2)

d)

2(m2+1)
m(3-m?)

e)
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102.(ITA/1995)
Seja a fungao f: R — R definida por:
T
a (x + E) ,sex <

(4
2

=3 a p
— ——Ssenx,sex > —

2 x 2

Onde a > 0 é uma constante. Considere K = {y € R; f(y) = 0}. Qual o valor de a, sabendo-se que
£() e k2

a)/4

b) /2

om

d) m?/2

e) m?
103.(ITA/1995)

Um dispositivo colocado no solo a uma distancia d de uma torre dispara dois progéteis em
trajetorias retilineas. O primeiro, langado sob um angulo 0 € (O, %), atinge a torre a uma altura h.

Se o segundo, disparado sob um angulo 20, atinge-a a uma altura H, a relagdo entre as duas alturas
sera:

a) H = 2hd?/(d? — h?)
b) H = 2hd?/(d? + h)
¢)H = 2hd?/(d? — h)
d) H = 2hd?/(d? + h?)
e) H= hd?/(d? + h)

104.(ITA/1995)

A expressao senf/(1 + cos0),0 < 0 < m, é idéntica a:

a) sec (g)

b) cossec (g)
c) cotg (g)
010 ()
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e) cos (g)

105. (IME/2020)

.1 3 3w 5m . . , . .
Seja , = Sen_ -sen_ -sen_. Determine b, onde b pertence ao conjunto dos numeros inteiros

ndo nulos.

106. (IME/2019)

Os angulos 04,0,,03, ...,04y¢ sao os termos de uma progressao aritmética na qual 01 + 0,¢ +
0,5+ 09 = %- O valor de sen(X/%) 6,) é

a)—1
b) -2
2

co0
42
2

e)1

107.(IME/2017)

sen4a+cos4 a

1

Calcule o valor de — -, sabendo-se que senacosa = —.

sen®a+cos® o 5
22
a)—
21
23
b) —
22
25
c —_—
)23
13
d)—
12

26
E) E

108.(IME/2017)

cosx senx

= —1, calcule o valor de S.
cosy  seny

g 3cosy+c053y+ 3seny —sen 3y
B Ccos X sen x

109.(IME/2015)

Os lados a, b e ¢ de um triangulo estdo em PA nesta ordem, sendo opostos aos angulos internos

A, B e C, respectivamente. Determine o valor da expressao:
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a)V2
b) 2

c) 24/2
d)3

e)d

110.(IME/2014)

Seja f:R — R uma fungdo real definida por f(x) = x> — mx. Sejam também a, b, ¢ e d niimeros
reais tais que:

a—sen‘1<1>-b—tan‘1(5>-c—cos‘1< 1)ed—cot ‘1( 5)
- 3)7 " 4)' ¢~ 3) ¢4 T

A relagdo de ordem, no conjunto dos reais, entre as imagens f(a), f(b),f(c) e f(d) é
a) f(b) > f(a) > f(d) > f(c)
b) f(d) > f(a) > f(c) > f(b)
) f(d) > f(a) > f(b) > f(c)
d) f(a) > f(d) > f(b) > f(c)
e) f(a) > f(b) > f(d) > f(c)

111.(IME/2014)

Sejam f(x) = sen(logx) e g(x) = cos(log x) duas fungGes reais, nas quais log x representa o
logaritmo decimal de x. O valor da expressdo f(x) - f(y) — % [g (g) —g(x- y)] é

a)4a

b) 3

c)2

d)1

e)o

112.(IME/2014)
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Sabe-se que uma das raizes da equagdo y2 — 9y + 8 = 0 pode ser representada pela expressao

2 4 6, 4... T ~ 0s X
e(sen®x+sen’xtsen®x+-)In2 gando 0 < x < Z, o valor da razio —-2*
2 cos x+sen x

Observagdo: In 2 representa o logaritmo neperiano de 2.

V3-1
a) —

b)vV3 -1

V3

V3+1
2

d)

e)V3+1

113.(IME/2013)

Assinale a alternativa que representa o mesmo valor da expressdo [4 cos?(9°) — 3][4 cos2(27°) —
3]

a) sen(9°)
b) tg (9°)
c) cos(9°)
d) sec(9°)

e) cossec (9°)

114.(IME/2012)

. 3 ~ ., .
Seja arcsenx + arcseny + arcsenz = PX onde X,y e Z sao numeros reais pertencentes ao

; ; 100 100 4,100 9
intervalo [—1, 1]. Determine o valorde x™°° + y*°% + z™°" — 101451014 107"

a) -2
b) -1
c)o
d)1

e)2

115.(IME/2012)

O valorde y = sen70°c0s50° + sen260°cos280° é:

a)V3
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116.(IME/2010)

N | =
N | =
N | =

B
+
N | =

. R 1,11 1,1
Considere a sequéncia a; = [C+-'7,a; =\[2+2

Determine o produto dos 20 primeiros termos dessa sequéncia.

117.(IME/2001)

Calcule o valor exato de:

4 5
sen [Zarccotg (5)] + cos |2arccossec (Z)]

118.(IME/1997)

Se tga e tgb sdo as raizes da equagdo x> + px + q = 0, calcule, em fungdo de p e g, o valor

simplificado da expressao:
y = sen?(a + b) + psen(a + b) cos(a + b) + qcos*(a + b)

Considere p,q € Rcomq + 1.

119.(IME/1991)

Mostre que se num tridngulo ABC vale a relagao:
cos(B—C) B
senA + sen(C —B)

tgB

Entdo o triangulo é retangulo com angulo reto em A.

120.(IME/1991)
Sejam A, B, C os angulos de um triangulo. Mostre que:

sen(2A) + sen(2B) + sen(2C) = 4senAsenBsenC
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121.(IME/1989)
Provar que, se os angulos de um triangulo ABC verificam a relagao:
sen(4A) + sen(4B) + sen(4C) =0

Entao, o triangulo ABC é retangulo.

122.(IME/2021)

Seja ABC um triangulo tal que 2sen(A) —sen(B) —sen(C) = 0. Prove que o valor de
(B) ©

cotg-- S é um numero inteiro e o determine.

cotg

Observagdo: cotg(A) é a cotangente do angulo 4.

GABARITO

69. cos? a + cos? B+ cos?y =1
70.
71.
72.
73.
74.
75.
76.
77.
78.
79.
80.
81.
T T
82.3)0 b) sen (E) cos (g) ==
83.
84.
85.
86.
87.
88.
89. Demonstracao
90. e
91. Demonstracao
92.b
93.b
94. Demonstracao
95.d
96. c
97.b
98. a

min = 21'[/3

O T O TV 0O Y TN OT

O O T 0 0 T
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99. b
100.
101.
102.
103.
104.
105.
106.
107.
108.
100.
110.
111.
112.
113.
114.
115.

116.

117.
118.
119.
120.
121.

122.

ﬁ E“gce!'ategla

M Q0O T o 0D o T Lhho oot Qo oo a
Il
S

V3
S
17/25
y=q
Demonstragao
Demonstragao
Demonstragao

_ 1
sen(g-zzo)

(®) o0 © — 3

COtg TCOtg 7

Prof. VictorSo

RESOLUCAO

69. (ITA/2021)

Sejam a, B,y E Rtaisquea+ f+y =-3m, sena+senff+seny=1/2ecosa+cosf +

cos y = —1/2. Determine o valor de cos?a + cos?B + cos?y.

Comentarios

Usando as equac0es e elevando ao quadrado:

cosa +cosf +cosy = —

2

1
cos? a + cos? B + cos? y + 2(cos a cos B + cosa cosy + cos B cosy) = 7 (D

sena+sen,8+seny=§

sen? a + sen? B + sen’y + 2(senasen B + senaseny + sen ffseny) = 7 (1n

Usando a relacdo fundamental em (I1):
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(1—cos?a)+ (1 —cos?B)+ (1 —cos?y) + 2(senasenf + senaseny + sen ff seny)
1

=—- (I
2 an

Fazendo (1) — (II):
2cos?a+ 2cos’+2cos?’y —3

+ 2<cosacosﬁ —senasenf +cosacosy —senaseny + cosffcosy —senf seny) =0
cos(a+p) cos(a+y) cos(B+y)

2(cos? a + cos? B+ cos?y) — 3 + 2(cos(a + B) + cos(a +y) + cos(B +¥)) =0
Usando arelagdo a + f + y = —3m, obtemos:
2(cos? a + cos? B + cos?y) — 3 + 2(cos(—=3m —y) + cos(—3m — B) + cos(=3m —a)) =0
Como cosseno é func¢ao par:
2(cos? a + cos? B+ cos?y) —3 + 2(cos(3m +¥) + cos(B3m + B) + cos(Br+ a)) =0
2(cos? a + cos? B + cos?y) — 3 + 2(cos(m +y) + cos(m + B) + cos(m + a)) =0
2(cos? a + cos? B+ cos’y)—3+2(—cosy —cosfB —cosa) =0

e

1
2(cos? a + cos? B + cos?y) — 3 +2(§) =0

2(cos? a + cos? B + cos?y) = 2

s cos? a+ cos? B+ costy =1
Gabarito: €0sa + cos? f + cos?y =1

70. (ITA/2019)

Seja f:[—l,l]%[—g,g] a funcdo definida por f(x)=arcsen(x). Entdo, a soma
Yt of (cos (z—:)) éigual a

253
a)—m
162
245
b)—m
162

152

C)—HT[

d)—%n

Comentarios
Vamos calcular o valor de cada termo:

Paran=0:

cos (23—7;) =1=f(1) = arcsen(1) = g
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Paran=1:

Paran=2:

~ T
Temos que usar a relagao cosa = sen (E - a):

cos <23—72T> = cos (%T) = sen (g — %T) >f <sen (g - 2;)) = arcsen <sen (g - 2;))

T 27
2 9
Paran=3:
2m T 27 T 27 T 27 T 27
cos (?) = sen (E - ﬁ) = f (sen (E - ﬁ)) = arcsen (sen (E - ﬁ)) = 5727
Paran=4:

<2n) (n 271') (n 27‘[) (n 27'[) T 21
— ] = —_—_ = —_—— = —_——— = — — —
cos 34 sen > 81 f|sen > 81 arcsen| sen > T8l > 781

A soma desses valores nos da:

S_7T+( n)_l_(n 27‘[)+(7‘[ 27T>+(7T 27r>_245
2 6 2 9 2 27 2 81) 162"

Gabarito: “b”.

71. (ITA/2019)

Considere um retangulo ABCD em que o comprimento do lado AB é o dobro do comprimento do
lado BC. Sejam M o ponto médio de BC e N o ponto médio de CM. A tangente do angulo MAN é
igual a

a) 31—5

b) -

c) :—5

d)

e) g
Comentarios

Pelos dados do enunciado e para simplificar nossos calculos, vamos escrever AB =

8L,BM = 2L e MN = L. Queremos descobrir f que é o angulo de MAN. Assim, temos a seguinte
figura:
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L L ]
L
M
2L
x
9
A 8L B

Vamos aplicar a tangente nos triangulos ABM e AMN:

AABM:

2L

tg(a) = 3L

e

AABN:
3L 3

t = —_— = —

gla+p)=gr=2
Usando a formula da soma da tangente:
tga +tgf 3
t + e S
gla+ 5 1—tgatgf 8
Substituindo o valor de tg(a) na equagdo, obtemos:

1
zTt9B 3

tgB ~ 8
1=

1+4tgf 3

4—tgB 8
8 + 32tgpf =12 — 3tgp
35tgp =12
Portanto, a tangente de MAN é dada por:

4
tgf =3¢

Gabarito: “c”.

72. (ITA/2019)
Sejam a, b e ¢ trés numeros reais em progressao aritmética crescente, satisfazendo

cosa+cosb+cosc=0esena+senb+senc=0.
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Encontre a menor razao possivel para essa progressao aritmética.
Comentarios
(a, b, c) é uma PA crescente, vamos escrevé-lo como (b —7,b, b + 1), com r sua razdo.
Para as condi¢des do problema, temos:
cosa+ cosb +cosc=0=cos(b—71r)+cosb+cos(b+7r)=0
Aplicando as transformagdes trigonométricas:
cosbcosr +senbsenr +cosb+cosbcosr—senbsenr =0

2cosbcosr+cosb=0=cosb(2cosr+1)=0
1
cosb =0oucosr = —3

sena+senb+senc=0=>sen(b—71)+senb+sen(b+7r)=0
senbcosr —senrcosb +senb +senbcosr +senrcosbhb =0

2senbcosr +senb=0=senb(2cosr+1) =0

1
senb =0oucosr = —3
Secosb =0, temos sen b # 0, logo, cosr = —1/2. Se sen b = 0, temos, analogamente,
cosr = —1/2.
Como a PA é crescente, devemos ter r > 0, desse modo:
1 T
cosr = —E:>r=7ti§+2k7t,k EZ
O menor valor possivel é:
[ 21
Tmin > 0= Tin =7T_§=> Tmin =?

. 2w
Gabarito: r,,,;,, = 5

73. (ITA/2017)
. _1 3 ] .,
O maior valor de tgx, com x = Jarcsen (g) exE [O, E]' é
1
a) Z
1
b) 3
1
C) E
d)2
e)3
Comentarios

O bizu nessa questao é usar a férmula da tangente em fungao de seno e cosseno:
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senzx
t -
gx 1+ cos2x

O enunciado nos da:

= garesen()
X = 2arcsen 5

3
= 2x = arcsen (E)

2x

3

sen2x = <

4

CoS2x = 3

Substituindo em tgx, encontramos:
3 1
5

tgx = ———=—
4 3

1+(3)

Gabarito: “b”.

74. (ITA/2016)

Setgx =+7exE€ [n, 32—"], entdo sen(3x) é igual a

V14
A=
V14
e
V14
L
V14
-7
V14
e)

Comentarios

Devemos trabalhar com os angulos.
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Usando a identidade sec? x = 1 + tg2x:

sec’x =1+ tg?x

—=1+7
Cos* x

1 7
cos’x = 3 = sen’x = —
Calculando sen(3x):
sen(3x) = sen(2x + x) = sen(2x) cos(x) + sen(x) cos(2x)
2sen(x) cos?(x) + sen(x)(l — ZSenz(x))

= sen(3x) = 3sen(x) — 4sen3(x)

7 3
Como Senzx =-ex € |m,—|, temos:
8 2

7 14
Ssenx = — gZ—T
sen(3x)=3< E)—AL(—E)
4 4
Sen(3x)———\/_+4 14 - g

sen(3x) = —Z\/ﬁ + E\/ﬁ

V14

sen(3x) = — \/_—T

Gabarito: “b”.

75. (ITA/2015)

Os valores de x € [0, 27| que satisfazem a equagdo 2sen (x) — cos x = 1 sdo

3
a) arccos (E) em

b) arcsen )

Jem
Jem

4
e) arccos (E) 14

d) arccos

€
¢) arcsen (-
(-

UII-P U'l|~l>

Comentarios

A equagdo possui seno e cosseno do mesmo angulo. Vamos eleva-lo ao quadrado
(lembrando que devemos verificar as raizes):

2sen(x) —cos (x) =1
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cos(x) +1 = 2sen(x)
cos?(x) + 2 cos(x) + 1 = 4sen?(x)
cos?(x) + 2 cos(x) + 1 = 4(1 — cos?(x))

5cos?x+2cosx—3=0
As raizes sao dadas por:

(-1++16) 3

cosx =—==—1ou—

5 5
cosx=—1=>x=m

3 )
coSx = — = x = arccos (=
5 5
Testando os valores:

x =m = 2senm —coswt = —(—-1) =1

3 4 4 3
COSX = — = Ssenx = — = 2senx — cosx = 2(—)——— 1
5 5 5
Gabarito: “a”.

76. (ITA/2014)

2ab

. 1 .
Sabendo que senx = prare il 0 e b # 0, um possivel valor para cossec(2x) — Stgxé

Comentarios

Vamos analisar a expressao:

1 1 1 1 tg(x)
20) —stgx = ————=tg(x) = -
cossec (2x) 2 9% sen(2x) 2 ) 2sen(x) cos(x) 2
Do enunciado, temos:
2ab
sen(x) = PR
2ab \? a® — b?

cos(x) = /1 = sen?(x) = ij - (7)) = <— n b2>

Encontrando o valor da expressao:
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1 tg(x) 1 sen(x) 1 1
2sen(x) cos(x) 2 2sen(x) cos(x) ) cos(x) 2 cos(x) (Sen(x) - Sen(x)>
1 1 2ab

a? — b2 2ab  a? + b?
’ (i (m)) @+ b7
Vamos simplificar a expressao:
1(a® +b?) (((a2 + b2)? — 4a2b2)>
—2(a%? —b?) 2ab(a? + b?)
4 1 <(a4 + b* + 2a*b?* — 4a2b2)>
— 2(a? — b?) 2ab

N 1 (a2 — b?)?
—2(a% — b2)< 2ab >

a® — b?
4ab
Analisando as alternativas, encontramos o gabarito na letra e.

Gabarito: “e”.

77. (ITA/2013)

1 ~ , cotgx—1
Se cos 2x = 2 entdao um possivel valor de g

cossec(x—m)—sec(m—x)
V3
a) —
2
b) 1
) V2
d) V3
e)2
Comentarios

Analisando o cosseno dado, temos:

coS2x = —
1-2 2 —1
senx—2

1

2, — _
sen“x 2
—+1
Senx—_2
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Calculando o valor da expressao:

cosx

cotgx — 1 _ Senx
cossec(x — ) — sec(mw — x) 1 _ 1

sen(x —m) cos(mr —x)
*sen(x — m) = senxcosm — senmwcosx = —senx
*cos(mm — x) = cosmcosx + senmsenx = —cosx
(cosx - senx) 1
senx 1 1
+

—Senx Ccosx
(COSX - senx) ( —Senxcosx )

senx

CoOSX — Ssenx
—CO0SX

Sabemos que cosx = + > Analisando as alternativas, encontramos o gabarito na letra a.

Gabarito: “a”.

78. (ITA/2012)

—-X X

Seja S = {x € ]R|arcsen (e z_e

) + arccos (e _Ze_ ) = g} Entdo

a)s =0
b) S = {0}
c) § = R"\{0}
d)S =R*
e)S=R

Comentarios

Fazendo a = arcsen (e_x_ex) e ; = arccos (ex_ze_x):
T
a+ ,3 = E
s
a = E — ,8

sena = sen (g - ,b’) = cosf

Conhecemos os valores de sena e cosf3. Dessa forma:
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Gabarito: “b”.

79. (ITA/2012)

A soma Y}_, cos(a + km), para todo € [0, 27], vale
a) —cos(a) quando n é par.

b) —sen(a) quando n é impar.

c) cos(a) quando n é impar.

d) sen(a) quando n é par.

e) zero quando n é impar.
Comentarios
Vamos analisar a express3o cos(a + km):
cos(a + k) = cosa cos(km) — senasen(km) = cosa cos(km)
Para os valores de k, temos:
k par = cos(a + km) = cosa
k impar = cos(a + km) = —cosa

Portanto, a soma depende do valor de n:

n
S = Z cos(a + km) = cosa — cosa + cosa — ++- + cosa
k=0
cosa,n par
- { 0, n impar

Analisando as alternativas, encontramos o gabarito na letra e.

Gabarito: “e”.

80. (ITA/2012)

. 2 ~ .
Seja x € [0, 2m] tal que sen(x) cos(x) = = Entdo, o produto e a soma de todos os possiveis valores

de tg(x) sdo, respectivamente,
a)leO

b)le?.

c)—1eO.

d)1eb5.

5
e) —1e—E.
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Comentarios

Do enunciado:

2
sen(x) cos(x) = <
4
2sen(x) cos(x) = T
4
2x) ==
sen(2x) z
Usando a formula sen(2x) = %, temos:
2tgx 4
1+tg?x 5

10tgx = 4 + 4tg*x
2tg*x — 5tgx +2 =0

Raizes:

Encontrando o que se pede:

5
S=tgx; +tgx, = +2=§

)=1

N =

1
2
P =tgx;tgx, = 2(

Gabarito: “b”.

81. (ITA/2011)

Entre duas superposi¢oes consecutivas dos ponteiros das horas e dos minutos de um relégio, o

ponteiro dos minutos varre um angulo cuja medida, em radianos, é igual a

Comentarios

Supondo a situacao inicial dada pela figura:
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Apds a segunda superposicao, temos a seguinte figura:

Quando os ponteiros dos minutos percorrerem 2m radianos, o ponteiro das horas
percorrerd /6 radianos. Assim, podemos calcular o angulo a usando a regra de 3:

2+« _ 21
a T
6
2t +a =12«
21
“ 1
Portanto, o ponteiro dos minutos apds 2 superposicdes, percorrera 2m + « radianos:
2 24m
2+ a = 2m + 1- 11

Gabarito: “c”.

82. (ITA/2011)

a) Calcule (cos2 (g) — sen? (g)) cos % — 2sen (g) cos (g) sen (%)

b) Usando o resultado do item anterior, calcule sen (1”—0) cos (g)

Comentarios

a) Vamos calcular o valor da expressao:

(COSZ (g) — sen’ (9) cos f—o — 2sen (g) cos (g) sen (1”_0)
cos () cos (1) = sen () sen ()
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<2n+ n)
cos c 10

cos (i—g) = COoS (g) =0

= <0052 (g) — sen? (g)) cos% — 2sen (g) cos (g) sen (%) =0

b) Usando o que acabamos de mostrar em a):

(cos2 (g) — sen? (g)) cos % — 2sen (g) cos (g) sen (f—o) =0

<COSZ (g) —sen’ (g)) cos ln—o = 2sen (g) cos (g) sen (ln_o)

L Ty cos (?) cos (110)
sen (10) cos (5) = B~ (%)
2T T
™ T cos (?) cos (ﬁ)
e (10) 0 (5) - 4sen (E) cos (%)
sen () cos (Z) = 2 — (5)
1077088 " 4o (1)
Agora, basta perceber que 2?” + 1”—0 = g:
2w m
302
T T 21
10 2 5

Gabarito: a) 0 b) sen (f—o) cos (g) ==

83. (ITA/2010)
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A equagdo em x, arctg(e* + 2) — arccotg (ez‘;—_l) = %,x € R\{0}
a) admite infinitas solugGes, todas positivas.

b) admite uma unica solugdo, e esta é positiva.

c) admite trés solugdes que se encontram no intervalo | — ;,; [.
d) admite apenas solugdes negativas.
e) ndo admite solugao.
Comentarios
X
Fazendo a = arctg(e* + 2) e B = arccotg (62‘1_1):
tga =e* + 2
X 2x __ 1
cotg(B) = prT tg(B) = =
5 T
a—p =—
4

Aplicando a tangente na equagdo acima, temos:

tgla —p) =tg (%)

tga —tgp 1
1+ tgatgf

Substituindo tga e tgp:

(ex+2)—<e xex_1>=1+(ex+2)<e Zx_l>

e?X +2e¥ —e* +1=e"+e3* —e*¥ 4+ 2e** -2

e3* £ 2e%¥ —2e¥—-3=0

Fazendo y = e*:

y3 +2y2-2y—-3=0

Fatorando:
y3 +yi+y2—-2y—2—-1=0
y2y+1)+y?—-1-2(y+1) =0
Vy+D+@-D+D-200+1D =0
+DO?+y—-1-2)=0
+DG*+y-3)=0
Raizes:

y=-1

AULA 05 - TRIGONOMETRIA.

Prof. VictorSo

182



; Estratégia

Militares

Como y = e* > 0, temos uma Unica solugdo:

. -1+ V13
B 2
Analisando as alternativas, encontramos o gabarito na letra b.

Gabarito: “b”.

e

Prof. VictorSo

84. (ITA/2010)

O valor da soma Zgzl sen (;—:) sen (fn), paratodo a € R, é igual a
a)% icos (%) — cosa]

b); [sen (533) — sen (535)]

o) |cos (553) — cos (735)]

) [cos (735) = cos (53]

e) [cos (%) — cosa]
Comentarios

Podemos escrever o produto do seno dessa forma:

sen @—3) sen (;in) = %[cos (;in) — Cos (35—1)]

Assim, a soma fica:

S = % (cos (%) — cos(a)) + { cos (%) - Cos (%)) Tt (COS (%) - cos (%))]

36
S = %[cos (%) — cos(a')]

Gabarito: “a”.

85. (ITA/2008)

O conjunto imagem e o periodo de f(x) = 2sen?(3x) + sen(6x) — 1 s3o, respectivamente,

a)[—3,3]e2m
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b) [-2,2] e 23—”
o) [-V2,v2] e}
d) [-1, 3] e’3£
e) [—1,3] ez?”
Comentarios
Perceba que temos o termo escondido cos(6x) = 1 — 2sen?(3x).
Assim, podemos escrever:
f(x) = sen(6x) — (1 — 2sen?(3x))
f(x) = sen(6x) — cos(6x)

Agora, encontramos uma equacao cldssica. Veja o pulo do gato:

V2
flx) = ﬁ (sen(6x) — cos(6x))

f(x) =2 (sen(6x) \/75 - \gcos(6x)>

f(x) =2 (sen(6x) cos (%) — sen (%) cos(6x))

Essa é a férmula da diferenca do seno:

f(x) =2 <sen (6x — %))

Sabemos que a funcdo seno pertence ao intervalo [—1; 1], dessa forma:

—1Ssen(6x—%)£1

—V2 <V2sen (6x—%) <2

—V2<f(x) V2
= Im(f) = [-V2; V2]
Para encontrar o periodo da fung¢ao, podemos usar a defini¢ao:
fx+T)=f(x)
T s
\2sen (6(x +T)— Z) =+/2sen (6x — Z)
Sabemos que o periodo da func¢do seno é 2km, k € Z:
6x + 6T — = = 6x — —+ 2k
X 1= X 2 s

6T = 2km
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O periodo é dado pelo menor valor positivo de T':

T s
=>T=—
3

Com isso, encontramos o gabarito na letra “c”.

Gabarito: “c”.

86. (ITA/2008)

)

m 7 . ~ 7 e ~
Sendo [_E —] o contradominio da fung¢do arco-seno e [0, 7] o contradominio da funcao arco-

cosseno, assinale o valor de

3 4
COs [arcsen <§> + arccos (g)]

) 1
A1z
7
b) 2e
4
C) E
1
d 7=
1
25
Comentarios

e)

3 4
Fazendo a = arcsen (E) e f = arccos (E)’ temos:

sena =

cosp =

ull B 1] w

Perceba que podemos usar a relacao fundamental:

sena + cos?a =1

4 4
cosa =+—
—5
Como o contradominio da fung¢do arco-seno é [— g,g]:
3 E (0 Tl'] 4
sena =->« ,=| = cosa ==
5 2 5

O contradominio da fung¢do arco-cosseno é [0, ], ent3o:

cosf = g =>pB € (0,%]

Assim, podemos afirmar que @ = 8, pois cosa = cosfi = 4/5.
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Calculando o valor da expressao:

2
cos(a + B) = cos(Qa) =1 —2sena=1-2 (—) = —

Gabarito: “b”.

87. (ITA/2007)

Assinale a op¢ao que indica a soma dos elementos de A U B, sendo:

K*m
A= = Z(— ):k=1,2
{xk sen <24> ) } e

- - . (Bk+5)m\
B =iy, =sen 21 k=12,

a)o
b) 1
c)2
d) (2 -2 +v3)/3
e) (2++/2-3)/3

Comentarios

Vamos encontrar os elementos de cada conjunto:

A= = 2 kom k=12
=% = sen® (= )k =1,

1% s

x, = sen? <—24>=S€Tl2 (—24)

2% via

— enn2 — won2 (T

x, = sen <24)—Sen (6)

B={yk =sen2<m>:k= 1,2}

24
(3+5)m T
_ 2 _ 2 ("
y1 = Ssen <—24 Sen (3)
Y2 = 24 )~ 24

Os elementos de A U B sao dados por:

AUB = (a0 O = fsent () sen® () sen? (5) sen? ()}

Queremos a soma dos elementos desse conjunto:
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S = sen? (:—4) + sen? (g) + sen? (g) + sen? <121—4n>

Perceba que temos angulos complementares:

T T 1lm 117 T
- = 2 — 2 (___
4= 2 o = sen ( > cos ( )

24 24
% = g — g = sen? (g) = cos? (g)

Reescrevendo a soma:

S = sen? (1) + cos? (E) + sen? (E) + cos? (E)

24 24 6 6
1 1
=85 =
Gabarito: “c”.
88. (ITA/2004)
Considerando as fungdes
arcsen:[—1,1] - [—E E] e
- ) 2 ) 2

arccos:[—1,1] - [0, ],

Assinale o valor de cos [arcsen (g) + arccos (g)]

a)6/25

b) 7/25

c)1/3

d)2/5

e)5/12

Comentarios

3 4
Fazendo a = arcsen (E) e f = arccos (E)’ temos:

3 4
sena = §=> cosa = ig
Comoa € [—g,g] e sena = 3/5, temos cosa > 0:
4
cosa = T
Para f3:
4 3
cosf = 3 = senf = ig

Como B € [0, ], temos senf > 0:
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Queremos calcular o valor da expressao:
cos(a + B) = cosacosp — senasenf

Substituindo os valores:

cos(a+[)’):i-i—§-—: -

Gabarito: “b”.

89. (ITA/2004)
Prove que, se os angulos internos «, § e y de um triangulo satisfazem a equacgao:

sen(3a) + sen(3pB) + sen(3y) = 0, entdo, pelo menos, um dos trés angulos a, f ou y é igual a
60°.
Comentarios
Se a, 3,y sdo os angulos internos do triangulo, temos:
a+f +y=180°
y =180° — (a + B)

Vamos transformar a soma sen(3a) + sen(3f8) em produto e substituir y = 180° —

(a + B):

Lembrando que:

sen(p) + sen(q) = 2sen (p ; q) cos (%)

sen(3a) + sen(3B) + sen(3y) =0
2sen (ﬂ) cos (@) +sen(3-180°—-3(a+B)) =0

Sabemos que Sen(3 -180° — 3(a + ,8)) = sen(3a + 3B), usando a férmula do arco
metade:

s ) (5 e ) (120

e () s (25 ) (1))

e (C2) (o ) () . 5 22 () )
-n()n ) -0
e (2 o () () -
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3a + 3
= sen (T =0
Para sen (3a:3ﬁ) =0:
3a+3p B . B ]
T—leO > a+f =k120

Como a, B,y € (0,180°), temos:
a+p =120°
Substituindo a + f = 180° — y:
180°—y = 120°=> y = 60°

Para cos (370[) =0:
7“ =90° = a = 60°
Para cos (?) = 0:

% =90°= f = 60°
Portanto, em qualguer uma das situacdes temos que um dos trés angulos é 60°.

Gabarito: Demonstragao

90. (ITA/2003)

. 7 e ~ m T
Considere os contradominios das fun¢des arco-seno e arco-cosseno como sendo [—— —] e [0, m],

2’2
respectivamente.

Com respeito a fungdo f:[—1,1] - [—72132—”], f(x) = arcsenx + arccosx, temos que:

a) f é nao-crescente e impar.
b) f nao é par nem impar.
c) f é sobrejetora.
d) f é injetora.
e) f é constante.
Comentarios
Fazendo a = arcsenx e § = arccosx tal que a € [—g,g] e B € [0, ], temos:
sena = x
cosf =x
Igualando os dois valores de x:

sena = cosf
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sena = sen (g - B)

yis - < s
— — S a S —
2 2
T T yis
0<p<m=>-n<—-PB<0>—=<-—pF<=
272 2
Devido as restricdes dos intervalos, podemos escrever:
~—B
a=—=-
2
+p=2
a = —
2

T
arcsenx + arccosx = E
T

f(x)=5

~ f é constante

Gabarito: “e”.

91. (ITA/2003)

Considere um quadrado ABCD. Sejam E o ponto médio do segmento CD e F um ponto sobre o
segmento CE tal que m(BC) + m(CF) = m(AF). Prove que cosa = cos2f3,sendo os angulos a =
BAF e B = EAD.

Comentarios

De acordo com o enunciado, temos a seguinte figura:

[
D 2 E F x C

A M
|‘—l—{B :I_: CB—.».I

Usando o teorema de Pitagoras nos triangulos EAD e GAF:
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5
P}

AF? = 1> + (1 — x)?
Do enunciado, temos:
m(BC) + m(CF) = m(AF)
AF =1l +x
>U+x)?2=01+U—-x)?
124 2lx + x* = 1> 4+ 1> — 2lx + x*
P4+2lx+x*=F+1*—-2lx+x*
12 —4lx =0
I(l—4x) =0
Como [ # 0:

l
=14 = —
X=X 4

Assim, os valores dos cossenos sao dados por:

31
_AG 7 _3
COS(X—E g—g
4
_AD 1 25
COSﬁ_AE_\/E =—
Tl
Calculando cos(2p):
2
2v/5 8 3
cos(2,8)=2coszﬂ—1=2<?> —1=§—1=§

= cos(2B) = cos «a

Gabarito: Demonstragao

92. (ITA/2003)
Para todo x € R, a expressdo [cos(2x)]?[sen(2x)]*senx é igual a:
a) 2 *[sen(2x) + sen(5x) + sen(7x)].
b) 27*[2sen(x) + sen(7x) — sen(9x)].
c) 2 *[—sen(2x) — sen(3x) + sen(7x)].
[

d) 2 *4[—sen(x) + 2sen(5x) — sen(9x)].
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e) 2 *[sen(x) + 2sen(3x) + sen(5x)].
Comentarios

Podemos simplificar a expressao:

sen(4x)]2 sen(4x)sen(4x)senx
— | senx = 2

[cos(2x) sen(2x)]?senx = [

Analisando as alternativas, devemos transformar o produto em soma. Usando a seguinte
formula de Werner:

—2senAsenB = cos(4 + B) — cos(A — B)

2senAsenB = cos(A — B) — cos (A + B)
sen(4x)sen(4x)senx 2sen(4x)[sen(4x)senx]
4 - 8
sen(4x)[cos(3x) — cos(5x)] 2sen(4x) cos(3x) — 2sen(4x) cos(5x)
8 N 16
Usando a outra formula de Werner:

2senAcosB = sen(A + B) + sen(4 — B)

sen(7x) + sen(x) — (sen(‘)x) + sen(—x))

—sen(x)

16

%(sen(h) + sen(x) — sen(9x) — (—sen(x)))

%(Zsen(x) + sen(7x) — sen(9x))

Gabarito: “b”.

93. (ITA/2002)
Seja f: R — P(R) dada por f(x) = {y € R; seny < x}.
Se A étalque f(x) = R,Vx € A, entdo
a)A=[—-1,1].
b) A = [a, »),Va > 1.
c)A =[a,»),Va = 1.
d)A = (—x,a],vVa < —1.
e)A=(—m,a],Va < —1.
Comentarios

Analisando a fung¢ao e de acordo com o enunciado:
f(x) =R, Vx €A

AULA 05 - TRIGONOMETRIA. 192



¥ & Estratégia Prof. Victor Sa

Militares

f(x) ={y € R;seny < x}
= {y eR;seny < x} =R
Para todo real y, temos seny < 1, entdo, se x > 1 aigualdade acima torna-se verdadeira.
Portanto,x EA © x > 1.
= [a,o],Va > 1
Analisando as alternativas, encontramos o gabarito na letra b.

Gabarito: “b”.

94. (ITA/2002)

Se x,y e z sdo angulos internos de um triangulo ABC e senx = (seny + senz)/(cosy + cosz),
prove que o triangulo ABC é retangulo.

Comentarios
Como x,y,z sdao os angulos internos do triangulo ABC, temos:
X+yt+z=m
yt+tz=m—x

Vamos transformar as somas em produto, usando as seguintes transformagdes:

sen(p) + sen(q) = 2sen (p il q) cos (p _ q)

2 2
cos(p) + cos(q) = 2 cos ( (P ; q)
y+ y—2
senx = Zsen( 2 ) ( - )
2 coS ( y+z ) (y ; Z)
senx = tg (y > )

Substituindoy +z = — x:

senx =tg (g — ;) = cotg (;

Usando a formula de arco metade do seno:

N——

% cos (2) = cos(3)

)G )

Sabemos que x < T, entéo, I« E = cos(x) # 0. Assim, temos:

X
Zsen /s«% /Sﬁ
2 sen

2sen (
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Como x é um angulo do triangulo, temos x > 0, entdo:

sen(g)=\/7§=>f=%=>x=g

Portanto, o triangulo ABC é retangulo.

Gabarito: Demonstragao

95. (ITA/2001)

Considere as fungdes

5+7% 5-7%
fo) =" g0 ="

Se a étal que h(f(a)) + h(g(a)) = /4, entdo f(a) — g(a) vale:
a)o

e h(x) = arctgx

b) 1
c)7/4
d)7/2
e)7
Comentarios

Usando os dados do problema, temos:

T

arctg(f(a)) + arctg(g(a)) =37

Fazendo a = arctg(f(a)) e f = arctg(g(a)) e aplicando a fungdo tangente na equagio
acima:

tga = f(a) etgp = g(a)
tgla+p) =tg (%)
tg(a) +tg(p)
1-tg(atg(B)

tgla) +tg(B) =1 —tgla)tg(p)
fl@)+g(@)=1-f(a)g(a)
Substituindo os valores das fungdes:
54+7% 5-7¢ 54+ 7% /5—-74
2 21_(4)(4)
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10 7%¢-9
4 16
49 = 72%a
a=1
Calculando o valor da expressdo f(a) — g(a):
5+7
f@=f)="7"=3
5-7 1
g(a) =g(1) = 7~ 73
1 7
-0 5-()-]

Gabarito: “d”.

96. (ITA/2001)

Sendo a e B os angulos de um triangulo retangulo, e sabendo que sen?2f — 2cos2f = 0, entdo
sena é igual a:

a)V2/2
b) V2/2
c) V8/2
d) V8/4
e) zero
Comentarios
Substituindo sen?2p = 1 — cos? 2:
1—cos?2B —2cos2B =0
cos?2f +2cos2B—1=0
Encontrando as raizes:

cos2f = —1++2
Como —1 < cos2f < 1, temos:

cos2f =2 -1
Reescrevendo o cosseno:
2cos?f—1=+2-1
V2

20—
cos“ >
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cos [ é positivo, pois é angulo de um triangulo. Entdo:

V2
cosﬂ—ﬁ
cos[)’—f\/_—\/_ —@

2

Queremos calcular o valor de sena, sendo a e 8 angulos de um triangulo retangulo, temos
a seguinte relagao:
4
n V8
sena = cos (E— a) =cosf = -

Gabarito: “c”.

97. (ITA/2000)

Considere f: R — R definida por f(x) = 2sen3x — cos [ ] Sobre f podemos afirmar que:

a) é uma fungdo par.
b) é uma fungdo impar e periddica de periodo fundamental 4.
c) é uma fungado impar e periddica de periodo fundamental 4m/3.
d) é uma funcgdo periddica de periodo fundamental 2m.
e) ndo é par, ndao é impar e ndo é periddica.
Comentarios

Como a fung¢do cosseno é par, podemos escrever:

f(x) = 2sen3x — cos [x n] = 2sen3x — cos [n x] = 2sen3x — sen (g)

Analisando a paridade da funcao:

f(_x) = 2sen(—3x) — sen (_ g)
f(—x) = —2sen(3x) + sen (g)

f(=x) =—f(x)
~ f éimpar
O periodo da fungdo sen(3x) é:
. 21
173
. ~ X\ .,
O periodo da fungdo sen (E) é:
21
TZ = T =47
2
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PercebaqueT, =4mr =6 (2?”) = 6T;. Portanto, o periodo fundamental da fungao f é:

T=T,=4n
Gabarito: “b”.
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98. (ITA/1999)

Sejaa € Rcom 0 < a < m/2. A expressao [sen (3” + a) + sen (34—" — a)] sen (g — a) é idéntica

4
a:

a)

V2cotg?a
1+cotg?a

VZcotga
1+cotg?a

V2

1+cotg?a

b)

c)

1+3cotga
2

) 1+2cotga

d)

1+cotga

Comentarios

V3
Perceba que sen S~ @) =cosa. Vamos transformar a soma do seno em produto, usando

a seguinte férmula:

sen(p) + sen(q) = 2sen (p ; q) cos (p ; q)

A expressao fica:

%Tn+a+%Tn—a 5ZT7T+CL—32T7T+a
2sen cos cos a
2 2
3n
2sen (T) cosS a] cosa
V2
——cos“ a
2
V2 cos?a

Analisando as alternativas, vemos que devemos escrever o cosseno como cotangente:

V7 cos? V2 cos?a ) V2cotg?a 2cotg?a
cos*a = ———-sen’a = =
sen?a cossec?’a 1+ cotg?a

Gabarito: “a”.

99. (ITA/1999)
1

cos? x

Se x € [0,7t/2[ é tal que 4tg*x =
a) V15/4

+ 4, entdo o valor de sen(2x) + sen(4x) é:
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b) V15/8
c) 3/5/8
d)1/2
e)l
Comentarios

Usando os dados do enunciado, temos:

4tgx = + 4

cos* x
4sen*x 1+ 4cos*x

cos* x cos* x
4sen*x —4costx =1

4(sen’x — cos? x) <sen2x + cos? x) =1
1

4(—cos(2x)) =1

cos(2x) = ~7

Aplicando o teorema fundamental:

1
sen(2x) = +y/1 —cos2(2x) =+ [1—-—=+

V15
16 4

O enunciado afirma que x pertence ao intervalo:
T
0Sx<5=>OS2x<n

Para esses valores, temos sen(2x) > 0, desse modo:

V15

2x) = —
sen(2x) 2

Calculando o valor da expressao:
sen(2x) + sen(4x) = sen(2x) + 2sen(2x) cos(2x)
Substituindo os valores:
TS 20181y TS
4 4 4 8
Gabarito: “b”.

100.(ITA/1996)

Seja @ um ndmero real tal que a > 2(1++/2) e considere a equagdo x> —ax+a+1=0.
Sabendo que as raizes reais dessa equacao sdo as cotangentes de dois dos dngulos internos de um

triangulo, entdo o terceiro angulo interno desse triangulo vale:
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a) 30°
b) 45°
c) 60°
d) 135°
e) 120°
Comentarios
Seja 6, B,y os angulos internos de um triangulo ABC. Vamos calcular as raizes da equagao:
xX—ax+a+1=0
ai\/a2—4(a+1)

X12 = 5
¢ tVaZ—da—3
X12 = 5
a—Va?—4a—4 a+Va?—4a—4
X, = 5 ex, = 3

Definindo cotgfl = x; e cotgy = x,, temos da propriedade do triangulo:
6+ p+y=180°
p+vy=180°—-46
cotg(B +y) = cotg(180° — 0) = —cotg(6)
cotg(8) = —cotg(B +7v)
Calculando cotg(0):
1 tgftgy — 1
Ttg(Bty)  tgB +tgy

cotg() = —cotg(B +vy) =

1
(cotgﬁcotgy N 1) _ 1—cotgBcotgy

tg(@) = =
cotg(6) 1 n 1 cotgB + cotgy
cotgf = cotgy
Sabemos que:
a—vVa?—4a—4 a+Vva?—4a—4
cotgP = e cotgy =
2 2
= cotgf + cotgy = a
a? — (a? — 4a — 4)
= cotgfcotgy = =a+1

4

*Poderiamos ter aplicado diretamente as relagdes de Girard na equagao para encontrar
esses valores. Ainda estudaremos esse tema na aula de Polindmios.

Substituindo esses valores na equac¢ao da cotangente:
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Logo:

0 = 135°

Gabarito: “d”.

Prof. VictorSo

101.(ITA/1996)

Sejaa € [0, g], tal que sena + cosa = m. Entdo, o valorde y = sen2a/(sen3a + cos? a) sera:

2(m?-1)
) m(4-m?)

b)

2 (mz +1)
m(4—+m2)

2(m?-1)
m(3-m?)

c)

2(m?-1)
m(3+m?)

d)

2(m?+1)
m(3-m?)

e)

Comentarios

Usando os dados do enunciado, temos:

sena + cosa = m = sen’a + cos® a + 2senacosa = m? = sen(2a) = m? — 1

1 sen(2a)
Vamos fatorar a express3o:
3 sen(2a)
Y= sen3a + cosd3 a
B sen(2a)
Y= (sena + cosa)(sen?a — senacosa + cos? a)
sen(2a)
y =
(sena + cosa) (1 — senzﬂ>
Substituindo os valores das varidveis, obtemos:
m? —1
y = 2
ms—1
m(1-"77)
B 2(m? - 1)
Y= m(3 — m?2)

Gabarito: “c”.

102.(ITA/1995)

Seja a fungao f: R — R definida por:
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— ——senx,sex =

n
fO={r a %
2 2

Onde a > 0 é uma constante. Considere K = {y € R; f(y) = 0}. Qual o valor de a, sabendo-se que
f(5) ek
a) /4
b) /2
om
d) m?/2
e) m?
Comentarios

De acordo com o enunciado, temos:

rGex=r(r@)-o

Calculando f (g)

Q-5

T 2a
Temos que calcular f (; - ?):

Como a > 0, temos:

2a
—a<0=>-——<0

s
Entao:
T 2a T
2 7 2
T 2a m 2a W
(E_?)_a(i_7 E)
T 2a 2a
fG-%)=eln-3)
T 2a 2a
Fa-7)=0=e(r-3)=
Comoa > 0:
2a
n——=0
T
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Gabarito: “d”.

103.(ITA/1995)

Um dispositivo colocado no solo a uma distancia d de uma torre dispara dois progéteis em

trajetorias retilineas. O primeiro, langado sob um angulo 0 € (0, %), atinge a torre a uma altura h.

Se o segundo, disparado sob um angulo 20, atinge-a a uma altura H, a relagdo entre as duas alturas
sera:

a) H = 2hd?/(d% — h?)
b) H = 2hd?/(d? + h)
¢)H = 2hd?/(d® — h)
d) H = 2hd?/(d? + h?)
e) H = hd?/(d? + h)
Comentarios

De acordo com o enunciado, temos o seguinte triangulo ABC:

C

] (2

|
|

Assim, temos as seguintes razoes:

h

tgl = E
H
tg(26) = rl
2tg0 H
1-tg20 d

2h

ad H
d
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2hd?
T dz —p2

Gabarito: “a”.

104.(ITA/1995)

A expressio senf/(1 + cos@), 0 < 8 < T, é idéntica a:
sec()

b) cossec (3)

¢) cotg (g)

d)tg (5)

7]
e) cos (—)

2
Comentarios

Vamos simplificar a expressao:

send _ 2sen (%) cos (%) _ sen (%) _, (9>
1+ cost 1+2cosz(g)—1 cos( J

2

N D
~—

Gabarito: “d”.

105. (IME/2020)

3

.1 /4
Seja - = sen— " sen
b 14 14

5 . . , . .
rsen . Determine b, onde b pertence ao conjunto dos niimeros inteiros
nao nulos.
Comentarios

De acordo com o enunciado, temos a seguinte expressao:

E = sen ( n ) sen <3n) sen (5n>
B 14 14 14
Multiplicando os dois lados por 2 - cos (f—4), temos:
T T T 3w 5w
2 - cos (ﬁ) -E =2-cos (ﬁ) - sen (ﬁ) - sen (ﬁ) - sen (E)

sen(2-97)

2o ()= 2 o2 e (5

Entretanto:

m 1w 5w (571) (n)
—_—_—— = —_— = —_
2 714 \11) Ty

Logo:
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T 5 5w 3w
2 - cos (ﬁ) -F =sen (ﬁ) - CoS (ﬁ) - sen (ﬁ)

sen(Z-i—Z)
2
) (n) . 1 (Sn) (3ﬂ>
coS 12 2sen 7 sen 12

Por outro lado:

T 5w 3 3 5t 3 5n
—_———=——— cos(— ) = sen(—) = cos(—) = sen(—)

2 7 14 14 7 14 7
) (n) E 1 (3n> (3n)
COS 14 = 2 COS 14 sen 14

sen(z-i—g)

14 7
Mas:
m mw 3m T 3
E—ﬁ—T: cos(ﬁ) = sen(T)
Portanto:
1 1
=871
Gabarito: b = 8.

106. (IME/2019)

Os angulos 04,0,,03, ...,04,, sao os termos de uma progressao aritmética na qual 011 + 0,4 +
Y 7
875 + 899 = . O valor de sen(Xi%0;) é

a)—1
b) -2
2

c)o
)2
2

e)1
Comentarios

Calculando o valor do somatorio usando a formula da soma de uma PA:

(6 + 6;00)100
Z Hl = 1 ;00 = 50(91 + 6100)
i=1
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O bizu nessa questdo é perceber que os termos 6 + 0,59 = 0,1 + 099 = 0, + 0,5 sao
equidistantes. Assim, basta substituir:

T
011 + 026 + 075 + 05 :Z

Vs
2(91 + 9100) —_ Z
T
(01 + 6100) = 3
100
507 s s V2
sen (Z 9i> = sen(50(8; + 6,9)) = sen <T> = sen (67‘[ + Z) = sen (Z) =
i=
100
V2
. sen Z 91’) =—
<i=1 2

Gabarito: “d”.

107. (IME/2017)

sen4a+cos4 a

1
Calcule o valor de sabendo-se que senacosa = -

senba+cos® o’
22
a) H
23
b) —
22
25
C) Z
13
d)—
12
26
E) E
Comentarios
Vamos fatorar a express3o:

sen*a + cos* a

sen®a + cos® a

(sen?a+cos? a)z

sen*a + cos* @ + 2sen?a cos? a — 2sen?a cos? «
(sen?a + cos? a)(sen*a — sen?a cos? a + cos* a)

1 — 2sen®a cos® a

(sen*a + cos* a — sen?a cos? a)

1 — 2sen®a cos? a

1 — 2sen?a cos? o — sen?a cos? a
1 — 2(senacosa)?

1 — 3(senacosa)?
Usando a informacdo dada no enunciado:
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1% 23
1 — 2(senacosa)? B 1-2 (g) _ 75 23
1 — 3(senacosa)? N2 z 22
1-3(5) 2

Gabarito: “b”.

108.(IME/2017)

cosx senx
+

Se

= —1, calcule o valorde S.
cosy seny

S_3cosy+c053y+33eny—sen3y

Ccos x sen x
Comentarios

Essa questao é trabalhosa e para resolvé-la, temos que usar o método da tentativa e erro.
Inicialmente, tentamos simplificar a expressao e depois usamos a informac¢ao dada no enunciado
para obter algum resultado numérico.

Para os termos cos3y e sen3y, temos:
cos(3y) = 4 cos® y — 3cosy
sen(3y) = 3seny — 4sen3y
Substituindo na expressao:

3 cosy + cos3 3seny —sen 3
G = y y+ y y

COS X sen x
P 3cosy + 4cos®y — 3cosy N 3seny — (3seny — 4sen3y)

COS X sen x
4 cos3 4sen?
. v, y

CoOS X sen x

4

§ = ———(senxcos®y + sen®ycosx)
senxcosx

Vamos expandir os termos cubicos:

4

§=— - 2t (eon?
Senxcosx (senxcosy(cos® y) + (sen’y)senycosx)

4
S =—(senxcosy(1 — sen?y) + (1 — cos? y)senycosx
Senxcosx( y( y) + (1 — cos” y)senycosx)

4

S = ————(senxcosy — senxcosysen?y + senycosx — senycosxcos?y)
Senxcosx y Y y Y Y Y

4

S = ——(senxcosy + senycosx — senxcosysen?y — senycosxcos?y)
Senxcosx y Y y Y Y Y

4
S§=—— 4+ ) — +
Pp——— (sen(x + y) — senycosy(senxseny + cosxcosy))
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S=——— — —
py—— (sen(x + y) — senycosy(cos(x — y)))

4
S =

1
- 1 5 ~
SEenxcosx <sen(x +y) > sen(2y)cos(x )’))

Agora, vamos analisar a informagao dada no enunciado:
cosx senx

cosy seny
senycosx + senxcosy

senycosy
sen(x + y) _
senycosy

sen(x + y) = —senycosy

1
= —Esen(Zy) = sen(x + y)
Substituindo essa informag¢ao na soma, obtemos:

§=—2 ( +y) + + (x—y))
iPw—— sen(x +y) + sen(x + y)cos(x —y

Vamos transformar o produto sen(x + y) cos(x — y) em soma:
Usando a seguinte identidade, temos:

sen(A + B) + sen(A — B) = 2senA cos B

sen(x + y) cos(x —y) = %[sen(x +y+x—y)+sen(x+y—x+y)]
= sen(x + y) cos(x —y) = %[sen(Zx) + sen(2y)]

S = sen(x +y) + % [sen(2x) + sen(Zy)])

Senxcosx (

Substituindo sen(x + y) = —isen(Zy):

4 1 1
S = [—— (— Esen(Zy) +5 [sen(2x) + sen(Zy)])
4
S = m (sen(Zx))
~S=4

Gabarito: S = 4

109. (IME/2015)

Os lados a, b e ¢ de um triangulo estdo em PA nesta ordem, sendo opostos aos angulos internos

A, B e C, respectivamente. Determine o valor da expressao:
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a)V2

b) 2

c) 2v2

d) 3

e)d
Comentarios

De acordo com o enunciado, (a, b, c) estdo em PA. Temos a seguinte figura:

Se r é arazao da PA, podemos reescrever os seus termos dessa forma:

a=b-r
c=b+r
(b—7,b,b+71)

Vamos calcular o valor da expressao:

cor(A5) _con(A-) _con(B)cos(§) +sen(4) en($)

Prof. VictorSo

cos((55) s (3+5) s (3o (§) —sen (3] sen )

- . A c
Dividindo o numerador e o denominador por cos ( ) cos ( ), encontramos:

2 2
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. A c . ~
Precisamos calcular o valor de tg (5) etg (E)’ vamos encontrar essa informagdao no

triangulo dado:

Usando a Lei dos Cossenos em A e C:
a? = b%? + ¢? — 2bc cos(A)
b*>+c?*—a* b*>+ (b+1)?—(b—71)?

cos(d) = — ¢ 2b(b + 1)
cos(4) = b? + b? + 2br + r? — b?> + 2br — r?
2b(b + 1)
cos(A) = M
2b(b + 1)
b+ 4r
cos(A) = —Z(b gy

Analogamente para C:
c¢? = a? + b?> — 2ab cos(C)
(b—1)2+b*>—(b+71)?

cos(6) = 2(b—1)b
b%? — 4br
cos(C) = 260 —1) 9
b—4
cos(C) = Z(b——:")

Vamos usar a identidade:
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¢ (A)_+ 1—-cosA
g 2/ — |1+ cosA

Como 0 < A< m (das condi¢cdes do triangulo), temos 0 <

A b4 .
3 < 7 Assim, podemos
escrever:

; (A)_ 1 — cosA
g " |1+ cosA

Substituindo cosA4 na equagao:

1_(b+4r) 1— b+4r
¢ (é)_ 2(b+1r)) 2(b+r) b —2r b —2r
9\2)~ 1+(b+4r)_ 1+ b+4r 3b+6r _|3(b+2r)
2(b+71) 2(b+1')

Fazendo o mesmo para cosC:

o_ [1-Go=n) _ [brer
tg(i)z 1+<zlzb 4r))= 3(b — 21)

Substituindo esses valores na expressao, obtemos:

o)
(a9

1+ b —2r b+ 2r
3(b+2r)\3(b—2r)
1— b —2r b+ 2r
3(b+2r)\3(b—27)
1

1+§

1
1-3
4

>=-=2
2

Portanto, encontramos o gabarito na letra b.
Gabarito: “b”.

110. (IME/2014)

Seja f:R — R uma fungdo real definida por f(x) = x> — mx. Sejam também a, b, c e d nimeros
reais tais que:
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a=sen! (%) ;b =tan™! (z) ;¢ =cos™1 (—%) ed = cotg™?! <—z)
A relagdo de ordem, no conjunto dos reais, entre as imagens f(a), f(b), f(c) e f(d) é
a) f(b) > f(a) > f(d) > f(c)
b) f(d) > f(a) > f(c) > f(b)
c) f(d) > f(a) > f(b) > f(c)
d) f(a) > f(d) > f(b) > f(c)
e) f(a) > f(b) > f(d) > f(c)

Comentarios
Inicialmente, vamos analisar a funcdo:
f(x) =x? —nx

Esbocando o grafico dessa fungao:

F()

e

v

~ 7 Vs
A funcdo f é decrescente para x < > € crescente para x = -

Vamos analisar os angulos da questao:
Devemos usar o circulo trigonométrico para fazer as comparacoes.

Para cada angulo, devemos analisar o dominio da fung¢ao arco:

(1) c [ T T
= —_ :} —_—— —
a = arcsen 3 a 55

b=arctg (D)= be(-2.7)

AW 2’2
1

c=arccos(—§)=>c€[0,7t]
5

d = arccotg (—Z)sz(O,n)

Perceba que temos angulos complementares:
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sena=§ e cosc = —§:>a:c—g
5 5 T
tgb =Zecotgd =_Z:b=d_5
Colocando os angulos no circulo, temos:
senx 1 tgx

| o

cotgx

Para comparar os valores de f(a), f(b), f(c) e f(d), devemos lembrar que a fungdo f é
simétrica em relagdo a reta x = m/2. Assim, temos que escolher um lado da parabola para fazer
as comparagoes:

SR LIE

-1

[
I
[
I
[
I
[
I
[
I
[
I
[
I
[
I
[
I
-
I
[
I
[
I
[
I
[
I
[
I
[
I
[
I
[
I
I

fla) f(b) f(c) f(d) ?

Vamos escolher o lado crescente da fungdo e comparar os valores x > m /2. De acordo com
o circulo, 0 < a < b < m/2. Devemos pegar o simétrico de a e b. Assim, temos:

fla) = f(m—a)
f(b) = f(m—b)

Usando o circulo trigonométrico:
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senT tgx

e | S

Agora, com os angulos no segundo quadrante, basta comparar os valores:
f(m—a) > f(d) > f(r—b) > f(c)
fla) > f(d) > f(b) > f(c)

Gabarito: “d”.

111.(IME/2014)
Sejam f(x) = sen(log x) e g(x) = cos(log x) duas fungdes reais, nas quais log x representa o
logaritmo decimal de x. O valor da expressao f(x) - f(y) — % [g (3) —g(x- y)] é
a)a
b) 3
c)2
d)1
e)o
Comentarios

Se f(x) = sen(logx) e g(x) = cos(log x), temos:
X

g (;) = cos (log (§)> = cos(logx —log y)

g(x-y) =cos(log(x-y)) = cos(log x + log y)
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f(x) -f(y)—%[g G)—g(x-y)]

Prof. VictorSo

1
sen(logx) - sen(logy) — 3 [cos(log x — log y) — cos(log x + log y)]

1
sen(logx) - sen(logy) — 3 [2sen(log x)sen(logy)] = 0

Portanto, o valor da expressao é zero.

Gabarito: “e”.

112.(IME/2014)

Sabe-se que uma das raizes da equagao y2 — 9y + 8 = 0 pode ser representada pela expressao

2 4 6,4... T - os x
e(sen®x+sen’xtsen®x+-)In2 gando 0 < x < =, o valor da razio —-2*
2 cos x+sen x

Observagdo: In 2 representa o logaritmo neperiano de 2.

V3-1
a) 5

b)vV3 -1

c)v3

V3+1
2

d)
e)vV3+1
Comentarios

Vamos encontrar as raizes da equagao:

y =9y +8=0

9+ V49
y="">
yp=1ley,=38

Agora, vamos analisar a expressao:

e(sen’x+sen*x+sen®x+-)In2

Como 0 < x < 1/2,temos 0 < senx < 1.Entdo, asoma sen?x + sen*x +
de PG infinita de razdo sen?x. Dessa forma, temos:

) . sen’x
sen“x + sen*x + --- R I
1 — sen‘x

2

X sen?x sen?x

Senzx sen
( ) n?2 2 2
e\1-senZx — pl0Be21-5en"X _ 27 senZxy = Qcos?x = 2t9°X

De acordo com o enunciado, uma das raizes € o valor dessa expressao:

2t9°% — 1 oy 2t9°% = g
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Para 2t9°% = 1;
tg?x = 0 = nido tem solugdo
Para 219°% = g;
219°% = 23 5 tg2x = 3 = tgx = +V3

Como 0 < x < /2, temos:

tgx =3
T
> x ==
*=3
Calculando o valor da razao, temos:
T 1
cos x _ COS(§) 72 1 _\/§—1
cosx+senx_coS ™Y+ sen(™ 1 V3 1443 2
[ sen(®) 1,00

Gabarito: “a”.

113. (IME/2013)

Assinale a alternativa que representa o mesmo valor da expressdo [4 cos?(9°) — 3][4 cos2(27°) —
3]:

a) sen(9°)
b)tg (9°)
c) cos(9°)
d) sec(9°)
e) cossec (9°)
Comentarios
Perceba que os termos da expressdao sao muito préximos da férmula do arco triplo:
[4 cos?(9°) — 3][4 cos?(27°) — 3]
Lembrando que o arco triplo é dado por:
cos(34) = 4 cos® A — 3cosA
Como co0s(9°) >0 e cos(27°) >0, podemos multiplicar a expressdo por
cos(27°) cos (9°) e obter:
_ [4c0s?(9°) — 3cos (9°)][4 cos® (27°) — 3 cos(27°)]

[4 cos?(9°) — 3][4 cos?(27°) — 3] cos(27°) cos (9°)

cos(27°) cos(81°) B sen(9°) B
cos(27°) cos(9°)  cos(9°)

tg(9°)

Gabarito: “b”.

114.(IME/2012)

AULA 05 - TRIGONOMETRIA. 215



; Estratégia

Militares

Prof. VictorSo

. 3m ~ ., .
SEJa arcsenx + arcseny + arcsenz = > onde X,y € Z sao numeros reais pertencentes ao

9

; ; 100 4 100  ,100
intervalo [—1, 1]. Determine o valorde x™°° + y*°% + z*°% — 101451014 107"

a) -2

b) -1

c)0

d)1

e) 2
Comentarios

Do enunciado, temos:

3
arcsenx + arcseny + arcsenz = 7

Sabemos que a imagem da func¢ao arco-seno é:
T T
2’2

Entdo, a Unica possibilidade é quando a fungao arco-seno assume seu valor maximo:

arcsen(x) € [—

TT
arcsenx = arcseny = arcsenz = E

:x=y=z=sen(g)=1

Substituindo esses valores na expressao, obtemos:

9 =1100+1100+1100_ 9 =3_2

100 100 100
X + y tz - x101 + y101 + 7101 1101 + 1101 + 1101 3

=0

Gabarito: “c”.

115.(IME/2012)

O valorde y = sen70°co0s50° + sen260°cos280° é:

a)V3
b) 2

V3
3

V3
d)T

V3
E)?

c)

Comentarios

Vamos calcular o valor da expressao:
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y = sen70°c0s50° + sen260°cos280°
y = sen70°c0s50° + sen(180° + 80°)cos (180° + 100°)
*sen(180° + 80°) = sen(180°) cos(80°) + sen(80°) cos(180°) = —sen(80°)
* c0s(180° + 100°) = co0s(180°) cos(100°) — sen(180°) sen(100°) = —cos(100°)
y = sen70°c0s50° + (—sen(80°))(—cos(100°))
y = sen70°c0s50° + sen80°c0s100°

Vamos transformar o produto em soma usando a férmula de Werner:
1
senAcosB = 3 (sen(A + B) + sen(4 — B))
1
sen70°co0s50° = 3 (Sen(120°) + sen(20°))
1 1
sen80°co0s100° = E(sen(180°) + sen(—20°)) = E(sen(180°) — Sen(20°))
1 1
>y = E(sen(120°) + sen(20°)) + E(sen(180°) — sen(20°))
1 <\/§> _ V3

4
Gabarito: “d”.

116.(IME/2010)

. n 1.1 1 1. 1 /1 1 1 1 1
nsider nci = |24 2.2 — (r,1j1 11 _ 1,1
Considere a sequéncia a; 2+2 5 a2 j2+2 2+2 5 a3 2+2

Determine o produto dos 20 primeiros termos dessa sequéncia.

Comentarios

Vamos analisar cada termo da sequéncia:

0 = 1+1.1_£
™ 122 2 2

w

1 1
a2= E‘I’Eal
2a5=1+q,

A relagdao acima nos lembra da seguinte férmula do cosseno:
cos(28) = 2 cos?(9) — 1
2 cos?(6) = 1 + cos(26)

Vamos escrever os termos em fUI’](;éNIO do cosseno:
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a, = \/_§ = COosS (g) = COS (;[ 211)

2a3 =1+ cos (g) = 2 cos (12) = a, = Cos (17T2) = C0S (g 212>

Analogamente para os outros termos, encontramos:

as = COos (27-[4) = COoSs (;[ 213)

T 1
a,, = COS (3 220)

Queremos calcular o produto dos 20 primeiros termos da sequéncia:

P=a, a, .. ay
P = cos () -cos () cos(57) - cos (5 515) 05 (5 5)
20 termos

Podemos usar a formula do arco duplo do seno:

sen(2a) = 2senacosa

1
Vamos multiplicar essa expressdo por 22%sen (— —):
3 220

T 1
22 sen(3 220>P

= oS (Z) cos (17;) cos (:4) ..” COS (g - %) * COS <g - %) - sen (Z 210) 220
2%%sen <§ Zio)P = cos (%) o (17T2) cos (:4) : CoS (Z 219) sen (Z 2;) 219

22%sen (Z 220) P = cos (g) * COS (%) * COS (;4) - sen (73T 218> 218

1 T V3

20 A — ==

2 sen(— zzo)P = sen(3) =3

b V3 1
= F= 221 T 1
sen (3 720)
Gabarito: P = AL ,1, I
221 Se"(§22_0)

117.(IME/2001)

Calcule o valor exato de:

4 5
sen [Zarccotg <§>] + cos [Zarccossec (Z)]
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Comentarios

Fazendo as seguintes substituicdes:
Paraa €10, r[:
4 4 16 16
a = arccotg (5)

> cotga =7 = cotg?a = 5 cossec’a —1 =

9
1 5
=+—
sena 3
Como «a € ]0, [, temos sena > 0:
3
= sena = T
cosa 4 4
sena 3 - cosa = 5
Parap €] —m/2,0[V]0,/2[:
5 5 1 5 4
B = arccossec (Z) = cossecf = 2 = senf =2 = senfl = T

Queremos calcular:

sen(2a) + cos(2pB) = 2senacosa + 1 — 2sen?f

2(3)<4>+1 2(4>2_24 7 17
5/\5 5/ 25 25 25
17
~ sen(2a) + cos(2B) = —
25
Gabarito: 17/25

118.(IME/1997)

Se tga e tgb sdo as raizes da equagdo x> + px + q = 0, calcule, em fungdo de p e g, o valor
simplificado da expressao:

y = sen?(a + b) + psen(a + b) cos(a + b) + qcos*(a + b)
Considere p,q € Rcomq + 1.

Comentarios

Vamos encontrar as raizes da equagao:

X12 =

X, +x, =tga+tgh =-—p
XX, = tgatgb = q
Agora, dividindo a expressdo por cos?(a + b):

Y _ 12
cosz(a+b)_tg (a+b)+ptgla+b)+q
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tg?(a+b) + ptgla+b) +q

Y= sec?(a + b)
_tg*(a+b) +ptgla+b)+q
B 1+tg?(a+b)
Calculando tg(a + b):
tga + tgb
tg(a+b)=u—— P__

1—tgatgh 1—-q q-—1

Substituindo o valor na expressao:

JER e
1+(JLQ2

q—1
_p*+p*g-1) +q(qg—1)?
(q — 1)% + p?

_pPtplq-p*+q’—29°+q
- q%>—2q + 1+ p?
_q(p*+q*—2q+1)
o p+qi-29+1

=y=4q

Gabarito: y = q

Prof. VictorSo

119.(IME/1991)

Mostre que se num tridngulo ABC vale a relagao:
cos(B — () B
senA + sen(C —B)

tgB

Entdo o triangulo é retangulo com angulo reto em A.

Comentarios

Se A, B, C sao os angulos internos de um triangulo ABC, temos:

A+B+C=n=>A=nm—-(B+C)

Vamos simplificar o lado esquerdo da expressao:

cos(B —C)
sen(n —(B+ C)) + sen(C — B)
cos(B —C)

sen(B + C) + sen(C — B)
cos B cos C + senBsenC

senBcosC + senCcosB + senCcosB — senBcosC

cosBcosC + senBsenC

2senCcosB
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cotgC + tgB

2
Usando a relagao do enunciado:
cotgC + tgB
9 g5 _ tgB
2
cotgC = tgB

cosC senB

senC  cosB
cosBcosC — senBsenC =0

cos(B+C)=0
Usando a relag¢do dos angulos internos do triangulo:
cos(m—A4) =0
—cos(4) =0
Como A € ]0, [, temos:
s
=3

Portanto, o triangulo é retangulo em A.

Gabarito: Demonstragao

Prof. VictorSo

120.(IME/1991)
Sejam A, B, C os angulos de um triangulo. Mostre que:
sen(2A) + sen(2B) + sen(2C) = 4senAsenBsenC
Comentarios
Se A, B, C sao angulos internos de um triangulo, temos:
A+B+C=m
2A=2m—2(B+C)
Calculando o valor da expressao:
sen(24) + sen(2B) + sen(2C)
sen(Zn -2(B+ C)) + sen(2B) + sen(2C)
—sen(Z(B + C)) + sen(2B) + sen(2C)
—(sen(2B) cos(2C) + sen(2C) cos(2B)) + sen(2B) + sen(2C)
sen(2B)(1 — cos(2C)) + sen(20)( )
2senBcosB(2sen?C) + 2senCcosC( )
4senBsenC (senCcosB + senBcosC)
4senBsenCsen(B + C)

4senBsenCsen(m — A)
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4senAsenBsenC
Portanto:

sen(24) + sen(2B) + sen(2C) = 4senAsenBsenC

Gabarito: Demonstragao

Prof. VictorSo

121.(IME/1989)
Provar que, se os angulos de um triangulo ABC verificam a relagao:
sen(4A) + sen(4B) + sen(4C) =0
Entdo, o triangulo ABC é retangulo.
Comentarios
Como A, B, C sao angulos de um triangulo ABC, temos:
A+B+C=m
4A =4t —4(B + C)
Vamos calcular o valor da expressao:
sen(4A) + sen(4B) + sen(4C)
sen(4n —4(B + C)) + sen(4B) + sen(4C)
—sen(4B + 4C) + sen(4B) + sen(4C)
—sen(4B) cos(4C) — sen(4C) cos(4B) + sen(4B) + sen(4C)
sen(4B)(1 — cos(4C)) + sen(4C)(1 — cos(4RB))
2sen(2B) cos(2B) (2 sen”(2C)) + 2sen(2C)cos (2€)(2 sen”(2B))
4sen(2B) sen(2C) (sen(2C) cos(2B) + sen(2B) cos(2C))
4sen(2B) sen(2C) (sen(ZB + 2C))
4sen(2B) sen(2C) sen(2m — 24)
—4sen(2A) sen(2B) sen(2C)
Usando a relagdo do enunciado:
—4 sen(2B) sen(2C) sen(24) = 0

Como A4, B, C s3o angulos internos de um tridngulo, temos 4, B, C € (0, ). Ent3o:

T
Sen(ZA)=0=>2A=7T:>A=E

Ou
T
sen(ZB)=0=>ZB=n=>B=E

Ou

T
Sen(ZC)=0:>ZC=n=>C=E
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Para qualquer um dos casos, temos que o triangulo possui um angulo reto.

Gabarito: Demonstragao

Prof. VictorSo

122.(IME/2021)

Seja ABC um tridngulo tal que 2sen(A)—sen(B) — sen(C) = 0. Prove que o valor de

() © 4

cotg—+- cotg é um numero inteiro e o determine.

Observagao: cotg(?l) é a cotangente do angulo 4.

Comentarios

Sabendo que A4, B e C sao angulos de um triangulo e usando a relacao dada, temos:

A+B+C=n=>A=n—-(B+C)

2sen(A) — sen(B) —sen(C) =0
ZSen(n — (B + C)) = sen(B) + sen(C)
= 2sen(B + C) = sen(B) + sen(C)

Usando as transformagdes:

sen(B) + sen(C) = 2sen (B -2|- C) cos (B ; C)

B+C B+C
sen(B+C)=ZSen( > )cos( 5 )

B+C B+C B+C B—-C
:>2(Zsen( > )cos( > ))zZsen( > )cos( > )
B+C B-C
=>2cos( > )=cos( > )
Abrindo a soma de arcos dos cossenos:

(o g)es(5) s e 5) = (G es5) 5 o)
- e (5)e ) 50 3o 1)

) ()

. |cotg —cotg— =3

Gabarito: cotg( )cotg( ) _ =3
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12. CONSIDERACOES FINAIS DA AULA

Chegamos ao final da nossa aula de trigonometria. Esse assunto possui uma alta taxa de
incidéncia nas provas militares. Tente resolver todos os exercicios dessa aula.

O melhor jeito de estudar trigonometria é resolver uma grande quantidade de exercicios e
pegar todos os bizus da aula. Na hora da prova, ndo teremos surpresas pois ja saberemos resolver
cada tipo de problema que possa cair.

Lembre-se! A pratica leva a perfeicao! Conte comigo na sua preparacao!

Se ficar com duvidas ou tiver alguma sugestdo e/ou critica, nos procure no férum de
duvidas ou fale diretamente comigo:

@;’ profvictorso
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14. VERSOES DAS AULAS

Caro aluno! Para garantir que o curso esteja atualizado, sempre que alguma mudancga no conteudo
for necessaria, uma nova versao da aula serd disponibilizada.
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