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POLIGONOS

1. DEFINICAO

Seja uma sequéncia de pontos distintos A ,A,,A,,...,A,, com n>3, onde trés pontos consecutivos ndo sdo

colineares (A ,,A,A e A,A,A sdo considerados consecutivos). A reunido dos segmentos AA , AA,,

ceey

A A , AA éopoligono AA.. A .

Os pontos A,,A,,A,,...,A, sdo os vértices do poligono; os segmentos AA,, AA,, ..., A A , AA S30 0s seus

lados; e os ngulos A =AAA,, A =AAA,, ..., A =A_AA sdo os angulos internos do poligono.

A

1 £

An-1 A5

Um poligono de n vértices possui também n lados e n angulos, e diz-se de género n.

GENERO DENOMINAGAO
n=3 trildtero ou triangulo
n=4a guadrilatero
n=5 pentagono
n=6 hexagono
n=7 heptagono
n=8 octégono
n=9 eneagono
n=10 decagono
n=11 undecagono
n=12 dodecagono
n=15 pentadecagono
n=20 icosagono

n n-latero
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Um poligono é simples se, e somente se, a intersecdo de quaisquer dois lados ndo consecutivos é vazia.

Um poligono simples é convexo se, e somente se, a reta determinada por quaisquer dois de seus vértices
consecutivos deixa todos os outros vértices no mesmo semiplano.

Um poligono que possui todos os lados congruentes é dito equilatero. Um poligono que possui todos os
angulos congruentes é dito equiangulo. Um poligono é dito regular se é equilatero e equiangulo.

O desenvolvimento a seguir refere-se a poligonos simples que possuem todos os vértices no mesmo plano.

2. DIAGONAIS

Diagonal de um poligono é um segmento cujas extremidades sdo dois vértices ndo consecutivos do poligono.

O numero de diagonais que se pode tracar partindo-se de cada vértice de um poligono de género n é: d=n-3.

O numero total de diagonais de um poligono de género n é: D= n(n2—3) .

DEMONSTRACAO:

Basta contar a quantidade de diagonais tracadas em todos os n vértices, totalizando n(n—3) e observar que
cada diagonal é contada duas vezes, uma em cada extremidade. Portanto, o nimero de diagonais é
n(n-3)

D= .
2
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3. ANGULOS INTERNOS
A soma dos angulos internos de um poligono de género n é:
S, =180"(n-2).

DEMONSTRACAO:

Ligando-se um dos vértices de um poligono género n aos (n—3) vértices ndo adjacentes a ele, o poligono fica
dividido em (n-2) tridngulos. A soma dos angulos internos desses (n—2) tridngulos é igual & soma dos
angulos internos do poligono. Assim, a soma dos angulos internos do poligono é S, =180°(n-2).

4. ANGULOS EXTERNOS
Angulo externo de um poligono é o angulo suplementar adjacente do angulo interno do poligono.
A soma dos angulos externos de um poligono de género n é:

S, =360".

DEMONSTRAGCAO:

Ha n pares de angulos internos e externos, e cada par soma 180°. Assim, a soma de todos os angulos internos
e externos do poligono é 180" -n. Portanto,

S, +5,=180 -n<>180"(n-2)+S$, =180'n < S, =360’

Observe que a soma dos angulos externos de um poligono é constante e ndo depende de seu género.

3
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5. POLIGONOS REGULARES
Um poligono regular é um poligono equildtero e equiangulo.

Os poligonos regulares sao inscritiveis e circunscritiveis. O centro das circunferéncias inscrita e circunscrita é
chamado centro do poligono.

S, 180°(n-2)

Cada angulo interno de um poligono regular é igual a A ==="""_-—"""e cada angulo externo é igual a
n n
. S :
A _ 5. _360
n n
PROBIZU
n n(n—4)

Um poligono regular de género n par possui 9. :E diagonais que passam pelo centro e d,. = >

diagonais que nao passam pelo centro.
Um poligono regular de género impar nao possui diagonais que passam pelo centro.
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EXERCICIOS DE COMBATE

1. (UEM 2007) Seja keN'. Se o nimero de diagonais de um poligono convexo é k vezes o seu nimero de
lados, entao é correto afirmar que o nimero de lados do poligono é:

a) 3k+2
b) 2k-3
c) k

d) 3k-2

e) 2k+3

2. (CMBR 2010) Na analise as afirmativas abaixo:

. . . , . 5 . ~ ] .
(I) Se o numero de diagonais de um poligono convexo é > do numero de lados; entao, esse poligono é um

decagono.

A . 1 A . ~
(I1) Se o angulo externo de um poligono regular convexo P é % da soma dos angulos internos de P; entao, P
€ um octégono.

(1) Se um trapézio isdsceles, de bases 20 e 80, esta circunscrito a uma circunferéncia; entdo, o raio da
circunferéncia é 40.

Associando V ou F a cada afirmativa, conforme seja verdadeira ou falsa, respectivamente, obtém-se a
sequéncia:

a) FFV
b) FVV
c) VVF
d) FVF

e) VVF

3. (CMRJ 2012) A diferenca entre as medidas do dangulo interno e do angulo externo de um poligono regular
vale 144°. O numero de lados deste poligono é igual a:

a) 18
b) 20
c) 22
d) 24
e) 26
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4. (CMF 2009) Dois angulos internos de um poligono convexo medem 1302 cada um, e os demais angulos
internos medem 1282 cada um. O numero de lados do poligono é igual a:

a) 6
b) 7
c) 13
d) 16
e) 17

5. Em um poligono convexo, um dos angulos internos mede 150° e cada um dos outros é maior que 166°. O
menor numero de lados que esse poligono pode ter é:

a) 22
b) 23
c) 24
d) 25
e) 26

6. Os pontos A, B, C e D, nesta ordem sobre uma circunferéncia sdo tais que AB é o lado do hexagono regular
inscrito, BC é o lado do decdgono regular convexo e CD é o lado do pentagono regular estrelado, inscritos
nessa circunferéncia. O segmento AD é o lado de um poligono regular inscrito. Este poligono é o:

a) triangulo equilatero
b) pentagono convexo
c) octégono estrelado
d) quadrado

e) dodecdgono estrelado

7. A figura abaixo mostra um pentdgono e um hexagono regulares com um lado comum.
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0 angulo XAY que aparece na figura mede:
a) 56°
b) 58
c) 60°
d) 62°

e) 64

8. ABCDE é um pentagono regular e ABF é um triangulo equilatero interior. O angulo FCD mede:
a) 38°
b) 40°
c) 42°
d) 44°

e) 46°

9. Em um pentagono ABCDE, AB=BC=CD=DE, B=96" e ¢ =D=108". A medida do angulo £ é:
a) 120°
b) 108
) 102
d) 96’

e) 94

10. (CN 1978) A diferenca entre o numero de diagonais de dois poligonos convexos é 29, e a diferenca entre
as somas dos angulos internos destes poligonos é de 3602. A soma dos numeros de lados dos dois poligonos é:

a) 22
b) 28
c) 32
d) 36
e) 35

11. (CN 1982) Um poligono ABCD... é regular. As bissetrizes internas dos angulos dos vértices Ae ¢ formam
um angulo de 72¢e.
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O numero de lados desse poligono é:
a) 7
b) 10
c) 12
d) 15

e) 20

12. (CN 1983) O total de diagonais de dois poligonos regulares é 41. Um desses poligonos tem dois lados a
mais que o outro. O angulo interno do poligono que tem o angulo central menor mede:

a) 1200
b) 135
c) 1400
d) 144

e) 1509

13. (CN 1985) Um poligono regular possui 70 diagonais que ndo passam pelo seu centro. O valor da medida do
angulo interno do referido poligono estd, em graus, compreendido entre

a) 70" e 80°.

b) 100° e 120°.
c) 120" e 130°.
d) 140° e 150°.

e) 150" e 160°.

14. (CN 1987) O total de poligonos convexos cujo nimero n de lados é expresso por dois algarismos iguais e
tais que seu numero d de diagonais é tal que d>26n é:

a) 4
b) 5
c) 6
d) 7
e) 8
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15. (CN 1988) Um poligono regular tem vinte diagonais. A medida, em graus, de um de seus angulos internos é:
a) 2012
b) 1672
c) 162¢
d) 1500

e) 135

16. (CN 1990) O numero de poligonos regulares de género par tais que, quaisquer duas de suas diagonais, que
passam pelo seu centro, formam entre si angulo expresso em graus por numero inteiro, é:

a) 17
b) 18
c) 21
d) 23

e) 24

17. (CN 1991) Um poligono regular admite para medida de suas diagonais apenas os numeros n,,n,,n,,...,n,, tais

que n, <n, <n, <..<n,,. Logo este poligono
a) tem 30 lados.

b) pode ter 54 lados.

c) pode ter 57 lados.

d) pode ter 58lados.

e) tem um nimero de lados maior que 60.

18. (CN 1992) Sobre uma circunferéncia, marcam-se os n pontos A, A,, A,, ..,A de tal maneira que os
segmentos AA,AA, ..,A A e AA tém medidas iguais a da corda do arco de 157230'dessa mesma

circunferéncia. Logo o nimero n é:
a) primo.

b) multiplo de 3.

c) multiplode 6.

d) poténcia de 2.

e) multiplo de 5.
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19. (CN 1994) Um aluno escreveu o angulo formado pelas mediatrizes de dois lados adjacentes de um
poligono regular convexo de treze lados, em graus, minutos e segundos. Sendo estes ultimos com uma parte
inteira e outra fraciondria. Assim sendo, pode-se afirmar que o numero inteiro de segundos é:

a) 26
b) 28
c) 30
d) 32

e) 34

20. (CN 1995) Um poligono regular convexo tem seu nimero de diagonais expresso por n’—10n+8, onde n é 0
seu numero de lados. O seu angulo interno x é tal que:

a) x<1202

b) 1202<x <1302
C) 1302< x <140°
d) 1402< x <150¢

e) x>1502

21. (CN 1997) Um aluno declarou o seguinte, a respeito de um poligono convexo p de nlados: “Partindo da premissa
de que eu posso tragar (n—3)diagonais de cada vértice de p, entdo, em primeiro lugar, o total de diagonais de pé

dado porn-(n-3); e, em segundo lugar, a soma dos angulos internos de p é dada por (n—3) .1802. Logo o aluno:
a) Errou na premissa e nas conclusdes.

b) Acertou na premissa e na primeira conclusdo, mas errou na segunda conclusao.

c) Acertou na premissa e na segunda conclusao, mas errou na primeira conclusao.

d) Acertou na premissa e nas conclusdes.

e) Acertou na premissa e errou nas conclusoes.

22. (CN 1998) Considere as afirmativas abaixo sobre um poligono regular de nlados, onde o numero de
diagonais é multiplo de n.

I. O poligono nao pode ter diagonal que passa pelo seu centro.
II. n pode ser multiplo de 17.

lll. n pode ser um cubo perfeito.

IV. n pode ser primo.

Assinale a alternativa correta.

10
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a) Todas as afirmativas sdo falsas.

b) Apenas a afirmativa Il é verdadeira.

c) Apenas as afirmativas Il e lll sdo verdadeiras.

d) Apenas as afirmativas Il, Il e IV sdo verdadeiras.

e) Todas as afirmativas sdo verdadeiras.

23. (CN 2001) Os pontos x, O e ysdo vértices de um poligono regular de n lados. Se o dngulo X0y mede
22°30', considere as afirmativas:

(I) n pode seriguala 8.

() n pode serigual a 12.

(1) n pode serigual a 24.
Podemos afirmar que:

a) apenas | e Il sdo verdadeiras.
b) apenas | e lll sdo verdadeiras.
c) apenas ll e lll sdo verdadeiras.
d) apenas uma delas é verdadeira

e) I, Il e lll sdo verdadeiras

24. (CN 2004) Um estudante foi calculando o lado de um poligono regular de 2n lados, inscrito em uma
circunferéncia de raio 10 centimetros, para n sucessivamente igual a 6, 12, 24, 48, 96, etc. Apds determinar
cada lado, calculou o perimetro p do respectivo poligono, e observou que p é um ndmero cada vez mais

proximo de, porém menor que
a) 60
b) 61
c) 62
d) 63

e) 64

25. (CN 2006) O numero de diagonais de um poligono regular P inscrito em um circulo K é 170. Logo
a) o numero de lados de P é impar.
b) P ndo tem diagonais passando pelo centro de K.

c) o angulo externo de P mede 36°.

11
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d) uma das diagonais de P é o lado do pentagono regular inscrito em K.

e) o numero de lados de P é multiplo de 3.

26. (CN 2006) Um poligono convexo de n lados tem trés dos seus angulos iguais a 832, 1372 e 142°. Qual é o
menor valor de n para que nenhum dos outros angulos desse poligono seja menor que 1212 ?

a) 6
b) 7
c) 8
d) 9
e) 10

27. (CN 2012) Um aluno estudava sobre poligonos convexos e tentou obter dois poligonos de 'n' e 'n' lados
(N#n), e com 'D' e 'd' diagonais, respectivamente, de modo que N—n=D-d. A quantidade de solucdes
corretas que satisfazem essas condicbes é

a) o
b) 1
c) 2
d) 3

e) indeterminada.

28. (ITA 1988) A soma das medidas dos angulos internos de um poligono regular é 2160°. Entdo o niumero de
diagonais deste poligono, que ndao passam pelo centro da circunferéncia que o circunscreve, é:

a) 50
b) 60
c) 70
d) 80

e) 90

29. (ITA 1998) Considere as afirmagdes sobre poligonos convexos:
I.  Existe apenas um poligono cujo nimero de diagonais coincide com o numero de lados.
II. N3o existe poligono cujo nUmero de diagonais seja o quadruplo do nimero de lados.

lll. Se a razdo entre o numero de diagonais e o de lados de um poligono é um numero natural, entdo o
numero de lados do poligono é impar.

12
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Entdo:

Todas as afirmacdes sao verdadeiras.
a) Apenas (l) e (lll) sdo verdadeiras.
b) Apenas (l) é verdadeira.

c) Apenas (lll) é verdadeira.

d) Apenas (ll) e (lll) sdo verdadeiras.

30. (ITA 2005) Seja n o numero de lados de um poligono convexo. Se a soma de n—1 angulos (internos) do
poligono é 2004°, determine o numero n de lados do poligono.

Seja o hexagono equidangulo ABCDEF, onde AB=3, Bc=4, CD=5 e EF =1.Pode-se afirmar que DE + AF éigual a:
a) 11
b) 12
c) 13
d) 14
e) 15

31. Os angulos de um poligono convexo de género n sao «,2«,3q,...,na . A quantidade de possiveis valores de
n é:
a) o
b) 1
c) 2
d) 3

e) 4

13
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GABARITO

1.

n(n-3)

=k-n<n—-3=2k<n=2k+3

RESPOSTA: E

2.
(1) F

n(n_s):énan—S:SQn:S
2 2

Logo, o poligono é um octégono.
(v

360° 1

n
Logo, P é um octégono.

() F

X/[ O h
ya
/ \\ R
/ N |/
/ [ 11
A 30 D' 20 C
80

:5-180°(n—2)<:>n2 —2n—-48=0<>n=-6(ndo convém) ou n=8

Seja x a medida dos lados ndo paralelos. Como o trapézio
é circunscritivel, entdo, pelo teorema de Pitot, temos:
2x=20+80<«>x=50. Seja h a altura do trapézio, entdo, no
tridngulo retangulo Bcc', temos h* +30° =50 <>h=40. O
diametro da circunferéncia é igual a altura do trapézio,
logo o raio da circunferéncia é 20.

RESPOSTA: D

3. Sejam A, e A_, respectivamente, o dngulo interno e o angulo externo do poligono regular de n lados, entdo

>

>

180
144

-+ 5
A -A

A :360

. =18 <n=20

n

RESPOSTA: B

:3(2‘;+Ae)—(2\,—2\e)=180°—144° oA =18

14
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4. Seja n o género do poligono, entdo a soma dos seus angulos internos é dada por
S, =2-130"+(n-2)-128"=180"(n-2) < 52n=364 <n=7.

RESPOSTA: B

5.
180" -(n—2)>150" +166" - (n—1)=>n>24,5
Logo, o menor nimero de lados é 25.

RESPOSTA: D

~ ) A 1 1 2 20 2
6. Somando as fracdes que cada arco representa da circunferéncia temos: €+E+§:£:§'

Assim, o arco AD é 1/3 da circunferéncia e o segmento Ap é o lado do triangulo equilatero.

RESPOSTA: A

7.

0 angulo interno do pentagono mede 108° e o do hexdgono 120°, entdo AZy =360° —108° —120° =132°.

n . « . 180" —108°
No triangulo isdsceles Azx , temos ZAX = ZXA =u=36° .

A . o . 180" —132°
No tridngulo isésceles Azy , temos ZAY:ZYA:f:ZN.

Assim, XAY = XAZ+ZAY =36" +24° =60°.

RESPOSTA: C

15
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ABC=BCD= 180(5-2) _ 108°
ABF =60°

FBC =108 —60° = 48°

FCD =108°—66° =42°.

RESPOSTA: C
9.
A
B E
P
C t D
Seja P a intersecdo de BD e CE, entdo PéC:PED:PéD:PéC:M:%%

Logo, BCP=BPC=72" =BP=BC=AB e ABP=96"—-36"=60".
= AABP é equilatero e Ap=pPE

180" —48

= APE=108"—60° =48 e AEP= 66°

=E=AED=66" +36" =102°
REFERENCIA: Hong Kong Preliminary Selection Contest 2009
RESPOSTA: C

10. Sejam m>n os numeros de lados dos dois poligonos, entao

180°(m—-2)-180"(n—-2)=360" <m—-n=2<m=n+2
m(m-=3) n(n-3)
2

=29=(n+2)(n-1)-n(n-3)=58<=>n=15em=17=m+n=32

RESPOSTA: C

16
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11.
P
i
:'v"‘ 72-\ \\ \'\ / :
N ; | . ‘)—/ _1/70
e 7
A B

Seja P o ponto de encontro das bissetrizes dos dngulos A e ¢, e AeA as medidas dos angulos interno e
externo, respectivamente, do poligono regular de género n. A soma dos angulos internos do quadrilatero
ABCP é 360°, entdo temos:

%+2\, +%+72° =360" <>2A =288 < A =144

c>2\e=180°—144°=36°=ﬂ@n=10
n

Portanto, o niumero de lados do poligono regular é n=10.

RESPOSTA: B

12.

Sejam n e (n+2) as quantidades de lados dos dois poligonos, entdo o total de diagonais de ambos é:

n(n—3)+(n+2)(n+2—3)
2

=4len*-3n+n*+n-2=82<n"—n-42=0=n=—6 v n=7

Como o género de um poligono deve ser um ndmero natural maior ou igual a 3, entdo n=7 (heptagono
regular) e n+2=9 (enedgono regular).

O poligono de menor angulo central é o de maior niumero de lados, portanto é o enedgono regular cujo

A , . » 180°-(9-2) .
angulo interno é A =+:140 .

RESPOSTA: C

13.Se o género do poligono regular é par, o numero de diagonais que ndo passam pelo centro é
~n(n-3) n_n(n-4)

Dy, . . . Ja se o poligono regular tem género impar, nenhuma diagonal passa pelo centro e o
, . . ~ , n(n-3)
numero de diagonais que ndo passam pelo centro é D, = -

Se o género do poligono é impar, temos

17
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D, :n(n2_3):70<:>n2—3n—140:0c>n:3iT 569 . N

Se o género do poligono é par, temos

Dy = ”("2_4) ~70 < n’ —4n-140=0<n=-10 v n=14.

Como o género do poligono n deve ser um ndmero inteiro maior ou igual a 3, entdo n=14.

180°-(n—2) 180" -(14—2) 1080’
n 14 7

A . . . 2° .
Portanto, o angulo interno desse poligono é A = :154; que esta

compreendido entre 150° e 160°.

RESPOSTA: E
14.
g3 e 355251555

Como n é formado por dois algarismos iguais, entdo ne<{66,77,88,99}. Logo, ha 4 poligonos.

RESPOSTA: A

15.

Dzn(n_3)=20<:>n2—3n—40=0<:>n=—5(n60 convém) v n=8

180" (n—2) 180" -(8-2)
n

A= =135°

RESPOSTA: E

16. Se quaisquer duas diagonais de um poligono regular, que passam pelo seu centro, formam entre si angulo
expresso em graus por numero inteiro, entdao o angulo central determinado pelo poligono deve ser expresso
por um numero inteiro.

n . , n . 360° n .
O angulo central determinado por um poligono regular de género par n>3 é =— . Para que esse angulo seja
n

expresso por um numero inteiro, n deve ser um divisor natural e par de 360°. A quantidade de divisores

naturais e pares de 360=2°-3"-5 é d__(360)=(3)-(2+1)-(1+1)=18. Mas, 2 é um divisor par de 360 e n3o é um

pares

valor vélido para n. Portanto, o nimero de poligonos que satisfazem as condi¢des pedidas é 18-1=17.

RESPOSTA: A

18
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. , A p . 3609
17. Cada diagonal de um poligono regular de género n é uma corda que determina um arco de — -k, k=1, e
n
guando esse arco fica maior que 1802, a diagonal tem a mesma medida que a do arco replementar ja

computado. Logo, ke{zagﬂ
Assim, a quantidade de medidas distintas das diagonais de um poligono regular de género n é EJ—l .

No caso do enunciado, ha 27 medidas distintas para as diagonais, entdo BJ—l:Z?@EJ:ZS@n:% vn=57.

Logo, esse poligono pode ter 56 ou 57 lados.

RESPOSTA: C

18.

Como a extremidade final do uUltimo segmento coincide com a extremidade inicial do primeiro segmento, a
soma dos arcos determinados por todos os segmentos deve ser um ndimero inteiro de voltas.

Como ha um total de n segmentos, a soma dos arcos é 157230-n. Assim, existe keZ, tal que

157930'-n:3609-k<:>3159-n:3609-k<:>n:§-k:>k=7/\n:8 .

Logo, n é uma poténcia de 2.

RESPOSTA: D

19.

Sejam AB e BC lados adjacentes de um poligono regular, e res suas respectivas mediatrizes.

Como rlAB e sL1BC, entdo o quadrildtero BmPN é inscritivel, o que implica que o angulo entre as

mediatrizes dos lados adjacentes é igual ao angulo externo do poligono, ou seja, MPN=A, =ﬂ, onde n éo

n
género do poligono.

No caso em analise o género do poligono é n=13, entdo o dngulo entre as mediatrizes dos lados adjacentes é
igual a
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360 5y +(i) —27° +(@j -
13 13 13

=27 +41'+ (l] =27"+41'+ (mj =,
13 13
:27°41'32i
13

Portanto, o numero inteiro de segundos é 32.

RESPOSTA: D

20.

_ n(n=3)

d =n’—-10n+8<=n*—-3n=2n*-20n+16 =

<n’-17n+16=0<n=1 v n=16
Como n=1 ndo pode ser o numero de lados de um poligono, entdo n=16.

n . , n , 180° (162 .
O angulo interno do poligono regular convexo de género n=16 é x=A, =%=1S7 30'.

Logo, conclui-se que x>150".

RESPOSTA: E

21. A premissa esta correta, pois de cada vértice é possivel tracar diagonais para todos os outros vértices,
exceto para ele mesmo e para os dois vértices adjacentes (nesse caso a ligacdo é um lado), totalizando (n-3)
diagonais tracadas de cada vértice.

A primeira conclusdo estd errada, pois o produto n-(n—3) do numero de vértices pela quantidade de
diagonais tracadas de cada vértice é o dobro do nimero de diagonais, visto que conta cada diagonal duas
vezes em cada um dos vértices de suas extremidades. Dessa forma, o total de diagonais do poligono é dado
por D:n-(n—3)_

A segunda conclusdo também estd errada, pois, ao serem tracadas as (n—3) diagonais de cada vértice, o
poligono fica dividido em (n-2) tridngulos e, consequentemente, a soma dos angulos internos é
$=180"-(n-2).

Logo, o aluno acertou na premissa e errou nas duas

RESPOSTA: E

22.Se o numero de diagonais de um poligono regular de n lado é multiplo de n, entdo existe keN tal que:

_ n(n—3)

D =k-n<n=2k+3.

Logo, n assume todos os valores impares maiores ou iguais a 3.
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I. VERDADEIRA

Como n=2k+3 éimpar, o poligono de género n nado possui diagonais passando pelo centro.

II. VERDADEIRA

k=7=>n=2-7+3=17

IIl. VERDADEIRA

k=12—=n=2-12+3=3’

IV.VERDADEIRA

k=1=>n=2-1+3=5que é primo.

RESPOSTA: E

23.

24,

.“x

__45

O angulo central determinado por um lado de um poligono regular de n
360°
—.

lados mede

O angulo xOy é um angulo inscrito que determina um ou mais lados do
poligono. Assim, temos:

360°
n

k=2-22"30'<=360'k=45n<n=8k,onde keZ’.

Logo, n é multiplo de 8 e as afirmativas (1) e (lll) sdo verdadeiras.

RESPOSTA: B

n=g O perimetro do poligono de 2n lados inscrito em um circulo de
raio R aproxima-se do perimetro da circunferéncia 2zR, quando
n cresce, sem, porém, ultrapassar esse valor.

/,{:—— n=12 No caso em analise R=10, p tende a 207 e p<20z. 0O numero =

€ um numero irracional dado por 3,141592..., entdo 20z ~62,83.
Logo, p aproxima-se sem ultrapassar o nimero 63.

RESPOSTA: D
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25. Sejam n o numero de lados e b o numero de diagonais do poligono regular P, entdo

_ n(n-3)

D =170=n*-3n-340=0<

< n=-17(ndo convém) v n=20
, , , N . .
Como n=20 é um numero par, ha E:10 diagonais passando pelo centro de K.

A A ~_ 360" 360° .
O angulo central e o0 angulo externo de P sao —=Y=18 .
n

. . . . A . . 360° .
A diagonal determinada por 4 lados consecutivos determina um angulo central de 4-18° =72 R logo é

igual ao lado do pentdgono regular inscrito no circulo K.

RESPOSTA: D

26.

S, =1802-(n—2) > 832+1372+1422+1212-(n—3) <> 59n>360 <> n>7

Logo, o menor valorden é 7.

RESPOSTA: B
27.
N—n:D—d<:>N—n:N(Nz_a)—n(nz_a) &2(N=n)=N*—3N—-n?+3n<

SN —n*=5(N-n) < (N+n)(N-n)=5(N—-n)

N#n=>N-n#0=>N+n=5

Mas N e n sdo géneros de poligonos, entdo N>3 e n>3, o que implica N+n>6.
Logo, ndo ha nenhuma solucao correta (A).

RESPOSTA: A

28.

S,=180"-(n-2)=2160" <>n=14

O numero de diagonais que passam pelo centro do poligono regular, que é o centro da circunferéncia
circunscrita ao poligono, é %:7. Logo, o numero de diagonais que ndo passam pelo centro é

14-14-3) 5.

(h—4)

Alternativamente, poderiamos ter utilizado diretamente a expressao HT para a quantidade de diagonais
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gue ndo passam pelo centro de um poligono com nimero para de lados.

RESPOSTA: C

29,
(I) VERDADEIRA

p=nn=3) i ren=s
(Il) FALSA
pn=d) i gen—11

(Ill) VERDADEIRA

n(n-3)
2
n

D
—=keN&s
n

RESPOSTA: B

30.

=k<n=2k+3,keN. Portanto, n € um nimero impar.

Seja @ a medida do 4ngulo interno ndo somado, entdo: a+2004" =180"-(n—2) < a=180"n—2364".

Como a é um angulo interno de um poligono convexo, temos:

0'<a<180° <0 <180°'n—2364" <180 <

< 2364° <180°n<2544" &
180°

<:>13£<n<14i:n:14
15 15

RESPOSTA: 14

31.

2364° 2544°
<n<

Como o hexagono equiangulo possui todos os angulos
internos iguais a 120°, prolongando os lados, conforme a
figura acima, obtemos os triangulos equildteros BCX e
EFY e o paralelogramo AXDY. Para encontrar DE e AF
basta usar a igualdade dos lados opostos.

—DE+AF=6+8=14

RESPOSTA: D
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32. Como se trata de um poligono, temos n>3.

n-(a+na) 360" (n—2)

a+2a+3a+...+na=180"(n-2) < =180°(n-2) = a=
n(n+1)

360" (n—-2)
n+1

Como o poligono é convexo, temos na <180° < n<5.

n=3=a=30

n=4=a=36

Note que sdo ambas as solugdes validas.
REFERENCIA: EstonianMathCompetition 2002
RESPOSTA: C
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QUADRILATEROS

1. QUADRILATEROS

Um quadrilatero é um poligono de quatro lados.

A D D

Quadrilatero convexo Quadriladtero concavo

Os quadrilateros planos nao entrecruzados sdao chamados trapezoides.

Um quadrildtero possui duas diagonais, a soma de seus angulos internos é 360° e a soma dos seus angulos

externos é 360°.

2. PARALELOGRAMO
Um quadrilatero plano convexo é um paralelogramo se, e somente se, possui lados opostos paralelos.

D C

#ABCD é um paralelogramo

]

AD||BC A ABJ||CD

A B

Em um paralelogramo, dois dngulos opostos quaisquer sao congruentes.

Demonstragao:

AB||CD=>D=180"—A, BC||AD=C=180" -D=180" —(180"—A) =A.
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Todo quadrildtero convexo que possui angulos opostos congruentes é um paralelogramo.
Demonstracao:
D=A+B=C+D

A=C A B

ABCD é um quadrildtero =A+B+C+D=360"
—A+B=A+D=180" = AD||BC A AB||CD

= ABCD é um paralelogramo.

Em um paralelogramo, dois lados opostos quaisquer sdo congruentes.

Demonstra¢do: AABD=ACDB(ALA.)=>AD=BC A AB=CD.

Todo quadrildtero convexo que possui lados opostos congruentes é um paralelogramo.

Demonstragao:
AABD=ACDB(LLL)=A=C; ABD=CDB AADB=CBD=A=CAB=D

Como os angulos opostos de ABCD sdo congruentes, entdo ABCD é um paralelogramo.

D " C
AB||CD A AD|[BC=>{__ __
AB=CD
. AD =BC
A ) B

As diagonais de um paralelogramo intersectam-se ao meio.

0 o
W m
o o]

D Cc
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Demonstragio: AMAB=AMCD (ALA.)=AM=MC ABM=MD

Todo quadrilatero convexo em que as diagonais interceptam-se ao meio é um paralelogramo.

Demonstracao:

AAMB = ACMD (LAL.)=>AB=CD ,
__  __ =#ABCD é um paralelogramo
AAMD =ACMD (L.AL.) = AD=BC

Todo quadrilatero convexo que possui dois lados paralelos e congruentes é um paralelogramo.
Demonstragao:

AB||CD = BAC =DCA

AB=CD
BAC=DCA = AABC=ACDA(L.A.L.)=>BC=AD=>#ABCD é um paralelogramo

A_C comum

3. RETANGULO

Um quadrilatero plano convexo é um retangulo se, e somente se, possui 0os quatro angulos congruentes
(quadrilatero equiangulo).

D C
H L]
# ABCD é um retangulo
g
A=B=C=D=90"
H []
A B

Os retangulos sdao paralelogramos, pois possuem angulos adjacentes congruentes. Assim, os retangulos
possuem todas as propriedades dos paralelogramos.

As diagonais de um retangulo sdo congruentes.

Demonstragao:

AABD = ABAC(LAL)=BD=AC.
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Todo paralelogramo que possui diagonais congruentes é um retangulo.

Demonstracao:
AB=BA; AD=BC;BD=AC=>AABD=ABAC(LLL)=A=8
#ABCD é um paralelogramo = A +B=180" = A=B=90"=C =D = #ABCD é um retangulo

Todo retangulo é circunscritivel e o ponto de concurso das diagonais é o seu circuncentro.

D Cc
R

f N

|
|

\ M

A B

Demonstragao:

Basta observar que as diagonais sdo iguais e cortam-se ao meio.

Os lados opostos do retdngulo sdo cordas paralelas da circunferéncia circunscrita e suas diagonais sdo
diametros dessa circunferéncia.

4. LOSANGO

Um quadrildtero plano convexo é um losango se, e somente se, possui os quatro lados congruentes
(quadrilatero equilatero).

A

7%
\ #ABCD é um losango
g

B D

\ Esﬁzazﬁ
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Os losangos sdo paralelogramos, pois possuem lados opostos congruentes. Assim, os losangos possuem todas
as propriedades dos paralelogramos.

Todo losango possui diagonais perpendiculares.

A
-
B M D
C
Demonstragao:

AB = AD; BM =DM; MA comum => AABM = AADM (L.L.L.) = AMB = AMD = 90°

Todo paralelogramo que tem diagonais perpendiculares é um losango.

Demonstragao:
#ABCD é um paralelogramo :ATBE(Y);A_DE&;WEM_D;WEM_C
AAMB =AAMD (L.AL.) = AB=AD=CD=BC = #ABCD é um losango

As diagonais sao bissetrizes dos angulos internos do losango.
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Demonstragao:

Basta observar que AAMB=AAMD =ACMD =ACMB (L.LL.)

Todo losango é inscritivel e o ponto de concurso das diagonais é o seu incentro.

A
r
B
M
C
Demonstragao:

Basta observar que AC e BD sdo bissetrizes dos angulos do losango e que a bissetriz de um angulo é o lugar

geométrico dos pontos que

equidistam dos lados do angulo. Assim, o ponto M, interse¢ao das duas

diagonais, equidista dos quatro lados do losango.

5. QUADRADO

Um quadrilatero plano convexo é um quadrado se, e somente se, possui quatro lados congruentes e quatro

angulos congruentes, ou seja, o quadrado é o quadrilatero regular (equilatero e equiangulo).

D C
] L]
AB=BC=CD=DA
I I #ABCD é um quadrado < e
A=B=C=D=90"
1 N
A B
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O quadrado é equilatero e equiangulo, portanto, possui todas as propriedades dos losangos, dos retangulos e
também dos paralelogramos.

D C
45° 45°
45° 45°
45° 45° As diagonais de um quadrado cortam-se ao meio perpendicularmente, sdo
45° 45¢ iguais e sdo bissetrizes dos angulos internos.
A B
o~ i c

Todo quadrado é inscritivel e circunscritivel, e o ponto de concurso das
diagonais é o seu centro.

OBSERVACAO

O diametro do circulo inscrito no quadrado é igual ao lado do quadrado e o didametro do circulo circunscrito
é igual a sua diagonal.

6. TRAPEZIOS

Um quadrilatero plano convexo é um trapézio se, e somente se, possui dois lados paralelos.

#ABCD é um trapézio

g
AB||CD v AD||BC

AB||CD

Os lados paralelos sdo chamados bases do trapézio.
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Os angulos adjacentes a um mesmo lado ndo paralelo de um trapézio sdo suplementares (angulos colaterais
internos).

180°-a | 180°-B
AB||CD h

A B
A distancia entre os lados paralelos é chamada altura do trapézio (h).

Se um trapézio possui dois dngulos retos adjacentes a um dos lados ndo paralelos, ele é chamado trapézio
retangulo.

B
A B

Se os lados ndo paralelos de um trapézio ndo sao congruentes, ele é chamado trapézio escaleno.

6.1. TRAPEZIO ISOSCELES

Se os lados ndo paralelos de um trapézio sdo congruentes, ele é chamado trapézio isdsceles.

Os angulos adjacentes as bases de um trapézio isdsceles sao congruentes.

As diagonais de um trapézio isdsceles sdo congruentes.

| ,' Todo trapézio isosceles é inscritivel em uma circunferéncia. Os lados paralelos

\ /  sd3o cordas paralelas dessa circunferéncia e os lados ndo paralelos cordas que
/ . .
\ / determinam arcos de mesma medida.
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6.2. BASE MEDIA DO TRIANGULO

Se um segmento tem extremidades nos pontos médios de dois lados de um tridngulo, entao ele é paralelo
ao terceiro lado e é igual a metade do terceiro lado. Esse segmento é denominado base média do triangulo,
relativa ao terceiro lado.

A

N ,

r
\ ot

/M | \/ |

B ,'C

Seja M e N os pontos médios de AB e A_C, respectivamente.

/

Demonstragao:

Seja areta r||ﬁ por C, e D ainterse¢dao de r e com o prolongamento de MN.

MAN =DCN
MEC_N :AAMNEACDN:CTDEmAmEﬁ\l
MNA =DNC (o.p.v.)

Como CD=AM=MB e C_D||M_B, entdo o quadrildtero BMDC é um paralelogramo, o que implica M_Dllﬁ e

— — — — — BC
MD=BC. Portanto, MN||BC e MN=7.

Se um segmento paralelo a um lado de um tridngulo tem uma extremidade no ponto médio de um lado e a

outra extremidade no terceiro lado, entao esta extremidade é o ponto médio do terceiro lado.

Demonstragao:

Seja AM=MB e W\un&. Supondo que N; é o ponto médio de H:, temos MN; ||§Z. Como a reta paralela a
BC por M é Unica, entao M_NEMNl. Mas, N,N; eA_C, entdo N=N; o que implica AN=NC.

6.3. BASE MEDIA DO TRAPEZIO

A base média de um trapézio é o segmento de reta que une os pontos médios dos lados ndo paralelos.
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D b c

AM=MD e BN=NC
M N \

MB||AB||CD e MN ===

A B B

A base média de um trapézio é paralela as bases e igual a semissoma das bases.

Demonstragao:

ADCN=AEBN(A.LA.)=BE=CD e EN=DN

No AADE, M e N sdo pontos médios de AD e E_D, respectivamente. Portanto, MN é base média do AADE, o

o — _— — — AE_ AB+CD
que implica MN||AE<> MN||AB||CD e MN=?= S

Se um segmento paralelo as bases de um trapézio tem uma extremidade no ponto médio de um dos lados
ndo paralelos e a outra extremidade sobre o outro lado ndo paralelo, entdo esta extremidade é o ponto

médio deste lado.

Demonstragao:

Sejam I\W\IHA_BHE), AM=MD e NeBC. Seja ainda N; o ponto médio de BC, entdo MN; ||A_B||aD. Como a

reta paralela a AB por M é unicae N,N; eB_C, entdo N=N;, o que implica BN=NC.
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6.4. MEDIANA DE EULER

A mediana de Euler de um trapézio é o segmento de reta que une os pontos médios das diagonais do
trapézio.

A mediana de Euler esta sobre a base média do trapézio e é igual a semidiferencga das bases.

AP=PC e CQ=QD
U

PQcMN, PQ||AB||CD e M, =PQ = -

Demonstragao:

Basta observar que MP e NQ sdo bases médias dos triangulos AACD e ABCD, respectivamente, entao

— = — — — — B+b b b B-b
PQ — MN=PQ || AB||CD. Além disso, PQ=MN-MP-NQ=="=-2-"==—.
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EXERCICIOS DE COMBATE

1. (EsSA 2011) A medida do raio de uma circunferéncia inscrita em um trapézio isdsceles de bases 16 e 36 é
um ndamero

a) primo

b) par

c) irracional

d) multiplo de 5

e) multiplo de 9

2. Na figura abaixo, ABCD é um paralelogramo e M e N sdo médios de AD e BC, respectivamente. O valor

de x-y é
D 4 X C
5
M N
A 8 Yy B
a) 10
b) 21
c) 24
d) 25
e) 30

3. Calcule o perimetro em centimetros de um trapézio isdsceles cujas bases medem 10 cm e 8 cm, sabendo-
se que as diagonais sdo as bissetrizes dos angulos da base maior.

a) 36
b) 38
c) 34
d) 27
e) 30
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4. Considere as afirmacgdes a seguir:

I. Afigura formada pelos pontos médios dos lados de um trapézio isésceles é um losango.
Il. A figura formada pelas bissetrizes internas de um paralelogramo é um retangulo.

[1l. A figura formada pelas bissetrizes internas dos angulos de um retangulo é um quadrado.
IV. A figura formada pelos pontos médios de um quadrilatero qualquer é um paralelogramo.
A quantidade de afirmativas verdadeiras é:

a) zero

b) 1

c) 2

d) 3

e) 4

5. Uma reta (r) pertencente ao plano de um paralelogramo ABCD é exterior a ele. Se A, B e C distam x, y

e z, respectivamente de r, a distancia do vértice D a reta r é igual a:

D C
//“'\, //\".
/ \ X
// \ / \
/ A,
/ \ / Z‘.ll
/,/ \ ,f'/ \\ r_
/ \| / \ -
/ '~ ® D
A\ \ W\ e
.\lx \_. 5 o
\ s Bes
%
X+Vy+z
a) y
2
X+z-2
b)
2
C) x+z—y
X+z—
q) Xr27Y
2

e) y+z—x
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6. (ITA 1989) Considere um quadrildtero ABCD cujas diagonais AC e BD medem, respectivamente, 5cm e
6cm. Se R, S, Te Usdo os pontos médios dos lados do quadrilatero dado, entdo o perimetro do quadrilatero
RSTU vale:

a) 22 cm
b) 5,5cm
c) 8,5cm
d) 11 cm

e) 13 cm

7. (ITA 1989) Dadas as afirmacgdes:
I. Quaisquer dois angulos opostos de um quadrildtero sdo suplementares.
II. Quaisquer dois angulos consecutivos de um paralelogramo sdo suplementares.

lll. Se as diagonais de um paralelogramo sao perpendiculares entre si e se cruzam em seu ponto médio, entdo
este paralelogramo é um losango.

Podemos garantir que:

a) Todas sdo verdadeiras

b) Apenas | e Il s3o verdadeiras
c) Apenas Il e lll sao verdadeiras
d) Apenas Il é verdadeira

e) Apenas lll é verdadeira

8. (EEAr 2005) O trapézio ABCD é isdsceles, e as medidas dos angulos DBA eDCB sdo 302 e 459,

respectivamente. Se BC = 12 cm, entdo a medida de @, emcm, é

A B

a) 62.
b) 82.
) 1042.
d) 124/2.
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9. (EFOMM 1998) O valor de AB no trapézio da figura, em centimetros, é:

D 3cm (@
6 cm
2\/50m
60° 30°
A B

a) V243
b) 542
) 8+242
d) 3v3
e) 3+43

10. (EFOMM 2010) Analise as afirmativas abaixo.

I. Seja K o conjunto dos quadrilateros planos, seus subconjuntos sdo:

P ={x eK|x possuilados opostos paralelos} ;
L= {x €K|x possui4lados congruentes} ;
R={xeK|xpossui4 angulosretos} ; e
Q= {x eK|x possui 4 lados congruentes e 2 angulos com medidas iguais} .
Logo, LNR=LMNQ.
Il. Seja o conjunto A={1,2,3,4}, nota-se que A possui somente 4 subconjuntos.

lll. Observando as seguintes relagdes entre conjuntos: {a,b,c,d}\uz={a,b,c,de}, {c,d}uz={ac,de} e

{b,c,d} "Z =1c} ; pode-se concluir que Z={a,c,e}.

Em relacdo as afirmativas acima, assinale a op¢ao correta:
a) Apenas a afirmativa | é verdadeira.

b) Apenas as afirmativas | e lll sdo verdadeiras.

c) Apenas as afirmativas | e Il sdo verdadeiras.

d) Apenas a afirmativa lll é verdadeira.

e) Apenas a afirmativa Il é verdadeira.
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11. (EN 1991) Quando as diagonais de um paralelogramo sdo também bissetrizes dos seus angulos internos?
a) So se dois angulos internos e consecutivos forem complementares.

b) S6 se o paralelogramo for um quadrado.

c) SO se o paralelogramo for um retangulo.

d) So se o paralelogramo for um losango.

e) S6 se a soma dos angulos internos for 360°.

12. (EN 2004) Considere o trapézio MNPQ de bases MN=m e PQ=4, com m>4 e altura igual a 6,
conforme figura abaixo. Sendo A e B os pontos médios dos lados MP e m, respectivamente, e sabendo que

AB=10, ent3o a area do trapézio MCDN vale:

P Q
A B
/C D\
M N
a) 28
b) 33
c) 37
d) 42
e) 45

13. (EPCAr 2010) Na figura abaixo, ABCD é um quadrado e ADQ é um triangulo equilatero.

A B

D C

Os pontos D, S, R e B estdao alinhados assim como A, S, P e C. Se @EQ_BEEECTC, entdao é INCORRETO

afirmar que
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a) nos triangulos CBQ e SAR tém-se SAR=CBQ.
b) nos triangulos BDQ, ARB e AQD tém-se BQD+ARB=4(AQD).
c) a soma dos angulos DPC e ASD dos triangulos DPC e ASD é maior do que o angulo BQC do triangulo BQC.

d) nos triangulos SAR e PCQ tem-se SRA—CPQ =0.

14. (EPCAr 2013) Seja ABCD um paralelogramo cujos lados AB e BC medem, respectivamente, 5 e \/E

Prolongando o lado AB até o ponto P, obtém-se o triangulo APD, cujo angulo APD é congruente ao angulo

ACB, conforme a figura.

P A B

Entdo, a medida AP &
a) 0,2
b) 2

210
c) —5

15. (CN 1985) Unindo-se os pontos médios dos quatro lados de um quadrildtero L, obtém-se um losango.
Pode-se afirmar que L

a) é um retangulo.

b) tem diagonais perpendiculares.
c) é um trapézio isésceles.

d) é um losango.

e) tem diagonais congruentes.
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16. (CN 1986) O trapézio ABCD da figura é retangulo de bases AB de medida 10 e CD de medida 6. A bissetriz
do angulo A intercepta BC no seu ponto médio M. A altura do trapézio é igual a:

D C

A B

a) 2415
b) 815
) 6415
d) 415
e) 5415

17. (CN 1986) As bases de um trapézio medem 3 cm e 9 cm. Os segmentos determinados pelas diagonais do
trapézio sobre a base média sdo proporcionais aos nimeros:

a)1,1,1
b) 1,2, 1
c1,3,1
d1,4,1
e)2,3,4

18. (CN 1989) Considere as 4 afirmacdes abaixo. A seguir, coloque (V) ou (F) nos parénteses, conforme

sejam verdadeiras ou falsas, e assinale a alternativa correta.

(2) ( )Em gualquer trapézio circunscrito a uma circunferéncia, a medida da base média é a quarta parte do

seu perimetro.

(2) ( )As diagonais de um trapézio podem se intersectar no seu ponto médio.
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(3) ( )Todo guadrilatero que tem as diagonais perpendiculares é um losango.

(4) ( )Existe quadrilatero plano cujos segmentos das diagonais ndo se intersectam.

a) Apenas 2 é verdadeira.

b) Apenas 3 é verdadeira.

c) Apenas 3 e 4 sao verdadeiras.
d) 2, 3 e 4 sdo verdadeiras.

e) 1 e 4 sdo verdadeiras.

19. (CN 1995) Um retangulo é obtido unindo-se os pontos médios de um trapézio retangulo ABCD, de bases
AB=32 e CD=8. A altura BC éigual a:

a) 8
b) 10
c) 12
d) 16
e) 20

20. (CN 1997) Um quadrilatero de bases paralelas B e b, é dividido em dois outros semelhantes pela sua base
média, caso seja, necessariamente, um:

a) paralelogramo.

b) trapézio retangulo.
c) trapézio isdsceles.
d) trapézio qualquer.

e) losango.

21. (CN 2001) A, B, C e D sao vértices consecutivos de um quadrado e PAB é um triangulo equilatero, sendo
P interno ao quadrado ABCD. Qual é a medida do angulo PCB?

a) 30°
b) 45
c) 60°
d) 75°

e) 90°
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22. (CN 2002) Considere um quadrado ABCD e dois triangulos equildteros ABP e BCQ, respectivamente,

interno e externo ao quadrado. A soma das medidas dos angulos ADP, BQP e DPQ é igual a:
a) 270°
b) 300°
c) 330°
d) 360°
e) 390°

23. (CN 2007) Em um quadrado ABCD de lado 10, toma-se internamente sobre o lado CD o ponto P, que
dista 4 do vértice C, e internamente sobre o lado BC, o ponto Q, de modo que os tridngulos ADP e PCQ
sejam semelhantes, com o segmento CQ menor possivel. Nessas condi¢des, o angulo BAQ sera igual ao
angulo:

a) APB.
b) PAQ.
c) PAC.
d) BPQ.

e) AQP.

24. (CN 2009) Do vértice A tracam-se as alturas do paralelogramo ABCD. Sabendo-se que essas alturas
dividem o angulo interno do vértice A em trés partes iguais, quanto mede o maior angulo interno desse
paralelogramo?

a) 120°
b) 135
c) 150°
d) 165

e) 175

25. (CN 2012) Dado um quadrilatero convexo em que as diagonais sdo perpendiculares, analise as afirmacoes
abaixo.

I. Um quadrilatero assim formado sempre sera um quadrado.

II. Um quadrilatero assim formado sempre sera um losango.
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lll. Pelo menos uma das diagonais de um quadrilatero assim formado divide esse quadrildtero em dois
triangulos isésceles.

Assinale a opgdo correta.

a) Apenas a afirmativa | é verdadeira.

b) Apenas a afirmativa Il é verdadeira.

c) Apenas a afirmativa lll é verdadeira.

d) Apenas as afirmativas Il e lll sdo verdadeiras.

e) Todas as afirmativas sdo falsas.

26. Em um trapézio de base maior AB e base menor DC tem-se que AC é perpendicular a CB, AC=CB e
BA =BD. A medida do angulo CBD & igual a:

a) 15°
b) 20°
c) 30°
d) 45°

e) 60°

27. Num trapézio ABCD, de bases AD e BC, as bissetrizes externas dos angulos A e B intersectam-se no

ponto K e as bissetrizes externas dos angulos C e D intersectam-se no ponto E. Se KE=12, o perimetro do
trapézio é igual a:

a) 12
b) 24
c) 36
d) 48
e) 60

28. Na figura abaixo, calcule o angulo o, sabendo que ABCDE é um pentdgono onde B=D=90", A_Bzai,

CD=DE e gue M é o ponto médio do lado AE.

mi_
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a) 45
b) 60°
c) 75
d) 90°

e) 120°

29. Na figura abaixo, sabe-se que BM=MC, BAC=CAD e AD=4-AL. Sabendo que AD+2-AB=16cm e que

o0 angulo ACDé reto, podemos afirmar que o comprimento de LM e:

B M C
/ / -

/

// y Lo
L \
A

L D

a) 10 cm
b) 8 cm
c) 6cm
d) 4cm

e) 2cm
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GABARITO

Aplicando o teorema de Pitagoras no BCH, temos:

(2R)* +10% =262 <> 4R? =576 <>R? =144 <R =12.

Logo, a medida do raio da circunferéncia é um namero par.

RESPOSTA: B
2,
D 4 X C
5
M N
A 8 Y B

Como o quadrilatero ABCD é um paralelogramo, entéoﬁ”ﬁ).

Como M e N s3o médios de AD e BC, respectivamente, entdo MF e FN sdo bases médias dos trapézios
ADGE e BCGE, respectivamente.

Assim, temos:

AE+DG 8+4
2 2

MF = 6

AB=CD=MN=MF+FN=6+5=11
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A_B=8+y=11®y=3
C_D:4+x:11<:>x:7
Logo, x-y=3-7=21

RESPOSTA: b

A 10 B
Seja o trapézio isésceles ABCD, ent3o AD=BC e BAD=ABC=20.
Como AC e BD s3o bissetrizes dos angulos BAD e AI§C, respectivamente, entao BAC=CAD=ABD=DBC=6.
Como ABCD é um trapézio, entdo A_B||(TD, o que implica CDB=DBA=0 e DCA=CAB=0.
Portanto, os triangulos ADC e BCD sao isdsceles, donde AD=CD=BC=8.
Assim, o perimetro do trapézio é 2p(ABCD) =10 +8 +8 +8 =34cm.

RESPOSTA: C

4.
I) VERDADEIRA
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No trapézio isdsceles, AC=BD, entdo MN=NP=PQ=QM e, portanto, o quadrilatero MNPQ, é um losango.

Il) VERDADEIRA

20+2B=180" <o+ =90" < AHB=90°

Analogamente para os outros angulos, conclui-se que E=F=G=A=90"e que o #EFGH é um retangulo.

[11) VERDADEIRA

7’

Basta observar o desenvolvimento do item anterior e que EG L HF.
IV) VERDADEIRA

Basta observar o desenvolvimento do item |I. Como para um quadrilatero qualquer ndao teremos diagonais
iguais, o quadrilatero resultante terd lados opostos iguais, portanto um paralelogramo.

RESPOSTA: E
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O segmento 00' é base média dos trapézios AA'C'C e BB'D'D. Assim, temos:

— AA'+CC' BB'+DD'
00'= 5 = > =

Sx+z=y+kk=x+z—-y

RESPOSTA: C

Cc

Os segmentos RS, ST, TU e UR sdo bases médias dos triangulos ABC, BCD, CDA e DAB, respectivamente. Assim,
temos:

AC
RS||AC||TU e RS:TUZT

BD
ST||BD||UR e ST=UR=7.

Assim, o perimetro do quadrilatero RSTU é

AC BD AC BD
(2p)RSTU =RS+ST+TU+UR=—4+—4+ =4+ = —_AC+BD=5+6=11cm.
2 2 2 2

RESPOSTA: D

7.

I. FALSA

Isso s6 é verdade para quadrilateros inscritiveis.
Il. VERDADEIRO

Ill. VERDADEIRO

50



Iy Y uld' MmODULO 12

PROF. RENATO MADEIRA PROMILITARES — AFA/EFOMM/EN

As diagonais de um paralelogramo sempre se cruzam em seu ponto médio, mas se elas sdo perpendiculares
entre si os quatro tridngulos pelas diagonais sdo congruentes e o quadrilatero serd equilatero, ou seja, um
losango.

RESPOSTA: C

30°

12

30° 459
D C

AB||CD=BDC =DBA =30°

BD 12 2 12
Lei dos senos no ABCD: = <:>BD=£-—=12\/§ cm
sen45° sen30° 2 12

RESPOSTA: D

D 3cm C
Z\ﬁcm 2\f§cm 6cm
60° 60° 30°
A 3cm E B

CE || AD = #ADCE é um paralelogramo =>CE=2+/3 A BEC=60"

%@BE=4\/§

ABCE :BCE=90" =>sen30’ = —

CE_2V3_
BE BE

— AB=AE+EB=(3+4+3)cm

RESPOSTA: E
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10.
| — FALSA

LNR#LMNQ, basta notar que losangos pertencem a LNQ, mas nao pertencem a LNR, no qual s6 ha
quadrados.

Il — FALSA

A quantidade de subconjuntos de A é 2% =16.

Il — VERDADEIRA
{ab,c,dfuz={ab,c,de}=Zc{ab,cde} A eeZ
{c,dfuz={acde}=Zc{ac,de} AacZ AbeZ
{b,c,djnZ={c}=>ceZ AbeZ A deZ

=Z={a,c,e}
RESPOSTA: D
11.
A
-’-':/-::-\._\
B / J H \ No
X :‘:/ 4
<’
c

Seja o paralelogramo ABCD cujas diagonais sdo bissetrizes dos angulos internos.
Sabemos que em todo paralelogramo as diagonais cortam-se ao meio. Assim, temos:
AMcomum

MAB =MAD { = AABM= AADM (LA.A,.)=> AB=AD

MBA = MDA

Portanto, AB=CD=AD=BC e o quadrilatero é um losango.

RESPOSTA: D
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12.
=] Q
A B
/C D\
M N
O segmento AB=10 é base média do trapézio MNPQ, ent3o AB =M <2:-10=m+4<m=16.

— — MN-PQ 16-4
O segmento CD é a mediana de Euler do trapézio MNPQ, entdao CD = 5 Q = 5 =6.

- . - . 6
A altura do trapézio MCDN é metade da altura do trapézio MINPQ, ou seja, h= > =3.

MN+CD . 16+6
Portanto a drea do trapézio MCDN ¢é dada por Syycpn = 5 ‘h= -3=33ua..
RESPOSTA: B
13.
A
300
250\
iso Ass
Zagl)
D

a) INCORRETA

CAD =45’ . . . o
) — SAR=QAD-CAD=60" —45" =15
QAD =60°

180° —30°

QAB =90° —60° =30° = QBA = =75° =CBQ =15

— SAR=CBQ
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b) CORRETA
BOQA = QBA _180 =30 e BQD =BQA + AQD =75° + 60° =135°

ARB =180° —QAB — ABD=180° —30° —45° =105°
AQD =60°

BAD+ARB=135" +105° =240° = 4(AQD)

c) CORRETA

DPC=ARB =105

ASD=90" (angulo entre as diagonais do quadrado)
BQC=180" —BCQ —CBQ =180" —15° —15° =150°

DPC+ASD=105" +90° =195° >150° =BQC

d) CORRETA

) _ (opv.)
CPQ=BRQ = SRA

RESPOSTA: A

14.

#ABCD é paralelogramo :EIIB_C A AD=BC=4/10.
AD||BC = PAD = ABC

o AP AD AP 10 —
APD=ACB A PAD:ABC:>AAPD~ABCA(A.A.):>B=——<:>—=—O<:>AP=2u.c.

C AB J10o 5

RESPOSTA: B
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15. Seja ABCD um quadrildtero qualquer e M, N, P e Q os pontos médios de seus lados.

Os segmentos W, l@, ﬁ e M_Q sdo bases médias dos triangulos ABC, BCD, ACD e ABD,
respectivamente. Dessa forma, temos:

. _—_ — — BD
|\/|Q||BD||NPeMQ=NP:7

— — — — — AC
MN||AC|IPQ e MN=PQ =—=

Note que para qualquer quadrilatero ABCD, o quadrildtero MNPQ possui lados opostos paralelos e iguais e,

portanto, é um paralelogramo.

No caso do enunciado, o quadrilatero MNPQ é um losango, entao todos os lados sdo iguais, ou seja,
—— — BD — — AC — —
MQ:NP=7=MN=PQ=7<:>BD=AC.

Assim, isso ocorre quando o quadrilatero ABCD tem diagonais congruentes.

RESPOSTA: E
16.
D 6
L.C
8 N Seja N ponto médio de AD e E a projecdo do ponto D sobre AB.
8 BAM=MAN = ANIN=> AN=ND = AM=2B+CD _g
N + M
h
Aplicando o Teorema de Pitagoras no AADE :
8 r
1 h® + 42 =16% <h% =240 <h =415
{ . - RESPOSTA: D
A 4 E B

10
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17.

A 9 B

Seja o trapézio ABCD da figura de bases AB=9 e CD=3. Sejam M e N os pontos médios dos lados ndo

— __ _—_ _—  _— AB+CD 9+3
paralelos, entdo MN é a base média do trapézio o que implica MN||AB||CD e MN= = =6

2 2
, T - — (D
Note que, como M é ponto médio de AD e ME||DC, entao ME é base média do AACD e ME=?=

Da mesma forma, como N é ponto médio de BC e N_F||D_C, entdo NF é base média do ABCD e NF =

(@) N | w
N|D| L
N W

Assim, temos E:M_N—M_E—N_F:6—§—§:3.

—— — 3_.3) 3
Os segmentos determinados pelas diagonais sobre a base média sdo (ME,EF,FN)=[5,3,5):§-(1,2,1), ou

seja, sdo proporcionais aos numeros 1, 2, 1.

RESPOSTA: B

18.

(2) - ( \Y ) Em qualquer trapézio circunscrito a uma circunferéncia, a medida da base média é a quarta parte

do seu perimetro.

Sejam B e b, /; e /, as bases e os lados ndo paralelos de um trapézio circunscrito a um circunferéncia,
entdo, pelo teorema de Pitot, B+b =/, + 7, . O perimetro do trapézio é igual a 2p=B+b+/; +/, =2(B+b).

Assim, a base média é dada por B, = B;b = 2(B4+b) =24_p.

(2) - ( F ) As diagonais de um trapézio podem se intersectar no seu ponto médio.

Existe uma controvérsia entre os autores quanto a definicdo de trapézio. Enquanto alguns os definem como
guadrilateros que possuem exatamente um par de lados paralelos; outros os definem como quadrildteros que

56



Iy Y uld' MmODULO 12

PROF. RENATO MADEIRA PROMILITARES — AFA/EFOMM/EN

possuem pelo menos um par de lados paralelos, ou seja, nesse caso, paralelogramos, que possuem dois pares
de lados paralelos, seriam considerados trapézios particulares.

Nesse exercicio, vamos adotar a primeira defini¢do, pois caso contrario nao haveria alternativa correta.

Se um quadrilatero possui diagonais que cortam-se em seu ponto médio, ele é um paralelogramo e, portanto,

nao é um trapézio.
(3) - ( F ) Todo quadrilatero que tem as diagonais perpendiculares é um losango.

A figura a seguir é um contra exemplo para essa afirmativa.

(4) - ( \Y ) Existe quadrilatero plano cujos segmentos das diagonais ndo se intersectam.

Sim, se considerarmos quadrildteros planos, mas ndo convexos. A figura a seguir, onde o quadrilatero estd
sombreado, é um exemplo dessa afirmativa.

d1
d
2
RESPOSTA: E
19.
D G C
AN\ A\ A
/./ el e
/'//
//./ - -, /
H & ~ /
L P / F
o
/’t" /'./. / ‘I.‘I
;/ // \"-
'.,::./_ o /,/ \
s AV v
A i G B
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Sejam E, F, G e H os pontos médios dos lados do trapézio retangulo ABCD da figura.

AC||GH||EF (bases médias)

BD||EH||FG (bases médias) »=>BD L AC
EF LFG

ACOD~ AAOB => as medianas EO e OG est3o alinhadas.

A mediana relativa a hipotenusa de um tridngulo retangulo é igual a metade da hipotenusa.

= OG=C—2D=4 e OE=%=16 =GE=0G+0E=4+16=20

Projetando G sobre AB, obtemos G' que forma o tridangulo retangulo GG'E, temos GG'=BC=h e

EG'=EB—G'B=EG-GC=16—-4=12.

Teorema de Pitagoras no AGG'E: h? +12%2 =20% < h? =256 <h=16.

RESPOSTA: D
20.
D b C
B+b
M 2 N
A B B

Se #ABNM ~ #MNCD, entdo seus lados correspondentes sdo proporcionais.
AM N ~ , . .
Mas, mZI' entdo a razao de semelhanca é 1, o que implica #ABNM=#MNCD .

Portanto, b=BZ;IO A B=?<:>B=b.

Um quadrilatero que possui dois lados opostos paralelos e iguais € um paralelogramo.

RESPOSTA: A
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21.
D (o}
IS e\-
%]
307
609
A : B

O quadrilatero ABCD é um quadrado e o triangulo PAB é equildtero, entdao BC=CD=DA=AB=AP=BP.
Como BP=BC, o tridngulo BCP é isésceles de vértice B e, entdo BCP=BPC=0.

Tendo em vista que os angulos internos do quadrado medem 90° e os do tridngulo equildtero 60°, entdo

CBP=ABC—ABP=90"—60"=30".
Assim, no ABCP, temos 20+30° =180" <>0=75", ou seja, PCB=75".
RESPOSTA: D

22.

30, 04

A B
DAP=DAB—PAB=90"-60" =30’

AADP é isésceles = x+x+30" =180" <x=75

PBQ=PBC + CBQ = (ABC—ABP) +cBQ =(90° —60°) + 60° =90°

ABPQ é isdsceles =y +y+90° =180" <>y =45

— ADP+BAP +DPQ =x+y +(x+60° +y) =2(x+y)+60° =2-(75° +45°) +60° =300°

RESPOSTA: B
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23. A figura a seguir representa a situagdo descrita no enunciado e as conclusdes obtidas.

D 6 IS 4 c

i \ /’?}J T

\8

AD?.a'e N

10 B

Dado que os triangulos retangulos AADP e APCQ sdo semelhantes, entdo seus catetos sdo proporcionais.

Como o segmento CQ deve ser o menor possivel e os catetos do AADP sdo AD=10 e DP=6, entdo CQ
deve ser proporcional ao menor cateto DP.

Dessa forma, os angulos opostos a DP e CQ devem ser iguais, ou seja, DAP=CPQ_ e, os angulos opostos a

AD e CP também serdo iguais, ou seja, AﬁD:PdC.
DAP-+APD=90" =>CPQ+APD=90" => APQ =180" —(CPQ+APD)=180" —90° =90°

APQ +ABQ =90° +90° =180° = #APQB ¢ inscritivel =BAQ =BPQ
RESPOSTA: D

24,

D F C

Como o quadrilatero ABCD é um paralelogramo, entdo D=180°—A=180°-3a..
No tridangulo retangulo AFD, temos D=90°-q.

Portanto, 180°—30.=90°—a <> o =45°.

Logo, o maior angulo interno do paralelogramo é 3o =3-45°=135°.

RESPOSTA: B

60



Iy Y uld' MmODULO 12

PROF. RENATO MADEIRA PROMILITARES — AFA/EFOMM/EN

25.

| — FALSA

Se as diagonais tém medidas diferentes ou ndo se cortam ao meio, o quadrilatero ndo serd um quadrado.
Il — FALSA

Se as diagonais ndo se cortam ao meio, o quadrilatero ndo serd um losango.

[l — FALSA

Basta observar o contra exemplo a seguir.

Esse contra exemplo também mostra que as afirmativas | e Il sdo FALSAS.

RESPOSTA: E

26.

Tracando-se a altura CH do tridangulo retangulo isdsceles

ABC, tem-se CH= % .

AB
Seja DE||CH, com E sobre AB, entdo DE:CH=7.

AB
n R ~ DE , 1 - o
No triangulo retangulo BED , temos sen(DBE):—:E:E:DBE:%

BD
Portanto, CBD =CBA —DBE =45° —30° =15".
RESPOSTA: A
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27.

Os triangulos AKB e CED sdo retangulos com hipotenusas AB e CD respectivamente.

~ . . o AB CD
Se M e N sdo os pontos médios de AB e CD, respectivamente, entdo KM||BC||NE, KM=7 e EN=7.

. .. - ~ AD+BC
O segmento MN é base média do trapézio, entdo MN||BC e MN= .

Como KM||MN||NE||BC, entdo os pontos K, M, N e E estdo alinhados. Assim, temos:

AB AD+BC CD (2P)rpcp
KE:KM+MN+NE:7+T+7:TQ(Zp)ABCD:2-KE:24
RESPOSTA: B
28.

c
B y—iE—el 7 ‘\“I\#\ND

7,
.

E

Sejam A_F, W, El e CG perpendiculares a BD.
Pelo caso especial de congruéncia para triangulos retangulos, temos:

AABF =ABCG e AEDI=ADCG =>BF=CG=DI, AF=BG e El=DG.
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Como AM=ME e WHEHEI, entao

FH=HI e MH=~T*E

(base média do trapézio AFIE).

Portanto, §|=B_F+ﬁ|=l-_n+5=ﬁ-l.

Mas, ﬁ:%+6_D:E:+EI:2-W-|, entao

— BD — — )
MH:?:BH:DH, o que implica que o ABDM é retangulo isésceles e que a.=90 .
RESPOSTA: D
29.
B M C
2k

A k L k N 2k D

Seja AL=k.

AD=4-AL=AD=4k
Seja N o ponto médio de AD, entdo CN é mediana relativa a hipotenusa do triangulo retangulo ACD, donde
AD 4k

CN=— 2k .
2 2

AN =CN =2k =NCA =NAC=CAB = AB||CN
Como AL=AN=k e BM=MC, entdo ML||AB||CN.
Assim, o #ABCN é um trapézio e ML é base média do trapézio, logo

|\/“_=AB+CN=AB+2k=§=4Cm
2 2 2

onde foi usado que AD+2-AB=16<>4k+2-AB=16<>AB+2k=38.

RESPOSTA: D
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RELAGCOES METRICAS NOS QUADRILATEROS

1. TEOREMA DE PTOLOMEU

Em um quadrilatero inscritivel, o produto das diagonais é igual a soma dos produtos dos lados opostos.

ac+bd=pq

DEMONSTRACAO:

No quadrilatero ABCD, seja Alisogonal de AC, ent3o:

AND”AABC:%:%@E:E ~

BJ AB BCJ E:BHDJ:aH ©actbd=pg
AAJB~ AADC = — == 5 2122 P

D AC d p

64



Iy Y uld' MmODULO 12

PROF. RENATO MADEIRA PROMILITARES — AFA/EFOMM/EN

EXEMPLO:

Calcule o comprimento das diagonais do trapézio isésceles da figura.

2x

Observemos inicialmente que todo trapézio isdsceles é inscritivel. Assim, aplicando o teorema de Ptolomeu,

temos: Xx-2X+X-X=p-p<>p> =3x’ <> p=x3.

2. TEOREMA DE HIPARCO

Em um quadrilatero inscritivel, a razdo entre as diagonais é igual a razdo entre as somas dos produtos dos
lados que concorrem as respectivas diagonais.

DEMONSTRACAO:

bcp N adp _ abq N cdqg @E: ab+cd
4R 4R 4R 4R g ad+bc

S.nr+S S,., +S

BAC DAC — =ABD

CBD
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EXEMPLO:

Calcule a menor diagonal do quadrilatero inscritivel ABCD cujos lados E,E, CD e DA medem,

g

respectivamente, 1, 2, 2 e 3.

Cc

Aplicando o teorema de Ptolomeu, temos: p-q=1-2+2-3<pg=8<q= 8
p

1.3+2-2 7
Aplicando o teorema de Hiparco, temos: P =3— <:>E=—
q 12423 g 8

8 _8V7

—7opi=T<p=7 A qg=—

J7 7

(o NN

(p-a)-2=8-
q

Logo, a menor diagonal do quadrilatero é \/7

3. MEDIANA DE EULER

Sejam um quadrilatero ABCD de lados AB =a, BC=b, CD = ¢, DA =d e diagonais AC = p e BD = g, cujos pontos
médios sdo N e M, respectivamente, entdo o segmento MN é chamado mediana de Euler do quadrilatero e é
dado pela expressao a seguir:

a’+bi+c+d =p’ +q° +4-MN’
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DEMONSTRACAO:

Como N é ponto médio de AC, entdo BN e DN sdo medianas nos tridngulos ABC e ADC, respectivamente:

4.BN? =2(a? +b?) —p?
Pl b+ +d =p®>+2(BN? +DN?).
4-DN? =2(? +d?) —p?
Como M é ponto médio de BD, entdo NM é mediana no triangulo BND:

4-MN? =2(BN? +DN?) —q? <> 2(BN?* +DN?) =g +4-MN?.

Logo, @’ +b’ +c” +d’ =p”> +q° +4-MN’.

TEOREMA:

Em um trapézio, sejam a e c os lados ndo paralelos, B e b as bases, p e q as diagonais, entdo a mediana de

. B—b . .
Euler éM, =——,0que implica p* +q* =a* +c* +28Bb.

DEMONSTRACAO:

B—bY
a’+b*+c?+B* =p° +q2+4-(7j Sa +b’+c?+B =p°+q* +B*—2Bb+b* <= p’ +q° =a’ +c’ +2Bb

TEOREMA:
Num paralelogramo de lados a e b, e diagonais p e g, temos 2(a? +b*) =p? + 7.

DEMONSTRACAO:

Como as diagonais do paralelogramo cortam-se ao meio, sua mediana de Euler tem medida zero, entdo:

a’+b*+a’ +b> =p> +* +4-0> = 2(a% +b?) =p* +°.
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EXERCICIOS DE COMBATE

1. No lado AB de um quadrado ABCD, constrdi-se externamente um triangulo retdngulo ABF com hipotenusa
AB. Calcule EF, sabendo que AF=6,BF=8 e que E é o ponto de encontro das diagonais do quadrado.

a) 7\2
b) /2
c) 5v2
d) 2.7
e) V5

2. Um ponto P no lado AB de um triangulo retangulo ABC é tal que BP=PA=2. Sendo o ponto Q na
hipotenusa AC tal que PQ é perpendicular a AC, determine BQ, sabendo que CB=3

a) 247
5

b) 0,8
c) 5,04

d) g.\/ﬁ
e) \/E

3. Na circunferéncia abaixo, temos que: AB =4, BC=2, AC é diametro e os angulos ABD eCBD s3o iguais.
Qual é o valor de BD?

a) 243+1
9

\/§
D c) 3\/5

B d) 2+\/§
e) 4

b)
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4. (CN 1988) Uma expressao que da o lado do enedgono regular, em fungdo das diagonais a,b e c, com
a<b<c, é:

c? +b?

a)

b) —

c)

d)

5. Seja um quadrilatero inscritivel de lados a,b, ¢ e d, nessa ordem, entdo suas diagonais sao:

(ac+bd)(ab+cd) . (ac+bd)(ad+bc)

a)
ad+bc ab+cd

b) (ac+bd)(ab+cd) . (ab+cd)(ad+bc)
ad+bc ac+bd

0 \/(ad+bc)(ab+cd) e\/(ac+bd)(ad+bc)
ac+bd ab+cd
ad+bc ab+cd

(ac+bd)(ab+cd) © (ac+bd)(ad+bc)

(ad+bc)’ . (ab+cd)’
J(ac+bd)(ab+cd)  /(ac+bd)(ad+bc)

6. Uma expressao que da o lado do heptagono regular em funcdo das diagonais ae b, com a<bé:
a’+b*>—ab
a
a’—b’ +ab
b
a’+b’

a)

b)

a
a’—ab
a+b
a’+b*>—ab
ab
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7. (ITA 1995) O comprimento da diagonal de um pentagono regular de lado medindo 1 unidade é igual a raiz
positiva de:

a) x> +x-2=0
b) x> —x-2=0
c) X’ =2x+1=0
d) X’ +x-1=0

e) xX’—x-1=0

8. As diagonais de um quadrilatero ABCD inscritivel, se encontram em um ponto E. Sabendo que AE =2,
BE =5, DE=4 e BC=7,5. Determine quanto mede o raio da circunferéncia circunscrita ao quadrildtero ABCD
sabendo que a distancia de DC ao centro O é de 2,5.

a) 7.
b) 10.
c) 15.
d) 4.
e) 3.

9. (IME 1966) Em um circulo de 10\/5 cmde diametro temos duas cordas de 2cm e 10cm. Achar a corda do

arco soma dos arcos das cordas anteriores.
a) 4«/5 cm
b) 52 cm
c) 6\/§ cm
d) 8x/5cm

e) 10 cm

10. Em um circulo de 10\/5 de didmetro, temos duas cordas medindo 2 e 10. Achar a corda do arco diferenca
dos arcos das cordas anteriores.

a) 4
b) 22
) 3V2
d) 42
e) 612
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11. (IME 2004) Um quadrildtero convexo ABCD estd inscrito em um circulo de diametro d. Sabe-se que

A_B:&:a,A_D:d e (T):b, com a, b e d diferentes de zero. Demonstre que d° =bd+2a”.

12. ABC é um triangulo equildtero inscrito num circulo e P é um ponto do menor arco AB. Provar que
PC=PA+PB

13. A ceviana AQ do triangulo equilatero ABC é prolongada encontrando o circuncirculo em P. Mostre que

1 1 1

PB PC PQ

14. (IME 1987) Sejam A, B, C, D e E os vértices de um pentagono regular inscrito num circulo e P um ponto
gualquer sobre arco BC. Unindo-se P a cada um dos vértices do pentagono, mostre que PA+PD=PB+PC+PE.

1 1

. . ~ 1
15. Prove que, se ABCDEFG é um heptagono regular convexo, entdo: —=—+—.
AB AC AD
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GABARITO
1.
F
6 8
A B
E
D C

No triangulo retangulo AFB temos: AF=6,BF=8 e AB=10.
No tridngulo retangulo isésceles AEB, temos: AE=BE = 5\/5 .
Como AFB=AEB =90, o quadrilatero AFBE é circunscritivel. Logo, pelo teorema de Ptolomeu, temos:

AF-BE+AE-BF=AB-EF <>6-5v2 +5v2-8=10-EF < EF =72
RESPOSTA: A

A

Tracando CP, podemos aplicar o teorema de Pitdgoras no tridngulo retdngulo PCB, obtendo PC=+/13.
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Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo retangulo ABC, temos AB=5.
Como os triangulos AQP e ABC sao semelhantes, temos:

p 2
AAQP~AABC= P2 PA PA_2_pq-0
CB AC 3 5 5

Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo PQC, temos:

36 17
PQ?* +CQ* = CP? ©£+CQ2:13<:>CQ=?

Como os angulos CéPECéP590°,ent50 o quadrildtero BPQC é inscritivel. Assim, aplicando o teorema de
6 17 4

Ptolomeuao #BPQC, temos:BQ-CP=PQ-BC+BP-QC < BQ-+/1 =E-3+2-?®BQ=E.\/13 .

RESPOSTA: D

C

Como AC é diametro, entdo ABC =90°. Aplicando o teorema de Pitdgoras no tridngulo retangulo ABC, temos:
AC? =AB? +BC? =42 +2? =20 <> AC=24/5 .

Como AC é didametro, o arco ADC mede 180°.

Como AéD:BéD, entdo AD=CD=90° e A_D:C_D:R\/_:A?C-\/E:«/B (lado do quadrado inscrito na
circunferéncia).

Aplicando o teorema de Ptolomeu ao quadrildtero inscritivel ABCD, temos:
AC-BD=AD-BC+AB-CD<«>2+/5-BD=+/10-2+4-/10 =6:/10 <BD=32.

REFERENCIA: OBM FASE 1 NIVEL 3 2002

RESPOSTA: C
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4,

2 2
. [ . . iy ¢ —b
Aplicando o teorema de Ptolomeu ao quadrilatero inscritivel ADFI, temos:a-L+b-b=c-c<L= .
a

RESPOSTA: C

Teorema de Ptolomeu: p-g=a-c+b-d

. + .
Teorema de Hiparco: E:M
q a-d+b-c

P o )=a'b+c'd.(a.c+b-d)<:>p2=(ab+Cd)(ac+bd)<:>p= (ab+cd)(ac+bd)

a-d+b-c ad+bc ad+bc

q a-d+b-c , (ac+bd)(ad+bc) (ad+bc)(ac+bd)
a-b+c-d ab+cd ab-+cd
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REFERENCIA: Morgado, A. C.; Wagner, E. e Jorge, M. — Geometria Il — pg. 180.
RESPOSTA: A

Aplicando o teorema de Ptolomeu ao quadrilatero inscritivel BDEG, temos:

b* —a’

a

a-L+a-a=b-bs L=

Aplicando o teorema de Ptolomeu ao quadrilatero inscritivel BCDF , temos:

2 2 2 12
aliblo=aboa2 " iplcabebloa’ bl tabeL=2 P *a0
a
RESPOSTA: B
7.
A
1
B =
¢ —~L——"p

O pentagono regular é inscritivel. Portanto, o quadrildtero ABCD é inscritivel e podemos aplicar o teorema de

Ptolomeu. Assim, temos: x-x=1-1+1-x<=x*—x—1=0

RESPOSTA: E
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Inicialmente, utilizamos a poténcia do ponto E em relagdo a circunferéncia:
AE-EC=BE-ED<2-EC=5-4<EC=10.

15
BE BC 5 o

AAED~ABEC(L. AL )=>—=—¢>2=-2 < AD=3
P AE T AD 20 AD

== & DC=2A8

AAEB ~ ADEC (L,.AL,.) =
DE DC 2

Como o quadrilatero é inscritivel, temos, pelo teorema de Ptolomeu:

171 V171

AB-CD+AD-BC:AC-BDc>AB-(2AB)+3-7,5:12-9<:>A82:TQAB:T

Como a distancia de O a DC é 2,5, entdo o AOCD é isésceles de altura 2,5 e lados congruentes OC=0D=R.
Aplicando o teorema de Pitdgoras no triangulo retangulo determinado pela altura, temos:

2
oy o L] LB, 17 136

49 <> R=7u.c.
4 4
RESPOSTA: A
9.
2 B
A‘r_g-_:'-'—-‘-"' ":3—\- -
~ \"\.\ \
/// \ : . \\\ :
. NG \g0
,/ \ X » X \\ \\\
/ \ ke N\, \
nl L N . \ \
" TPRE 2 TR
\ o N
I' 1 0"..'(2 \ ",‘ |
l\l \ : : . / :}l
\ L g
\ /)
\ 7
\\ Ny ‘/
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Seja AD um didmetro da circunferéncia.

Aplicando o teorema de Pitdgoras nos triangulos retangulos ACD e ABD, temos:
x* +CD*> =200 (*)

BD? +4=200<>BD=+/196 =14

Aplicando o teorema de Ptolomeu ao quadrilatero inscritivel ABCD, temos:

X-14=2-CD+10-102 < CD=7x—50+/2 .

Substituindo a expressao acima em (*), temos:

@ +(7x—5082) =200 <> X2 —14/2x+96 =0 > x =642 v x =82

50
Como CD:7x—50\/§>0©x>7\/§>7 2, entdo x:8\/§cm.

RESPOSTA: D
10.
C
2 --_,‘4'-:'1._\‘ =
/(\:_ A \ N
> \ X
~ \
\ \..\
\ \\"-.‘_» \ .,.\& ,.‘
| V10 N : '||
"0
\ — 7' °
\ 10v2 °, i
< _..._v.f/"‘
- B >

Sejam AC = 2 e AB = 10 duas cordas de uma circunferéncia de diametro AD:lO\/E.

Como AD é um diametro, entdo ACD=ABD=90°.
2
Aplicando o teorema de Pitdgoras no tridngulo retangulo ACD, temos: CD’ =(10\/£) -2°=196<BC=14.

Aplicando o teorema de Pitagoras no tridngulo retdngulo ABD, temos: BD? :(10\/5)2 —10°=100<>BD=10.
Aplicando o teorema de Ptolomeu no quadrildtero inscritivel ACBD, temos:
AB-CD=AC-BD+BC-AD<>10-14=2-10+x-10\2 <x =642 .

RESPOSTA: E
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Teorema de Pitagoras no AABD :BD=+/d* —a

Teorema de Pitdgoras no AACD : AC=+/d* —b’

. AC BC-CD+AB-AD ab-+ad
Teorema de Hlparco:B—: =

= 1
D AB-BC+AD-CD a’+hbd @)

Teorema de Ptolomeu: AC-BD=AB-CD+AD-BC<>AC-BD=ab+ad (2)
Substituindo (2) em (1):

AC AC-BD
— == < BD’=a’+bdd’—a’=a’ +bd < d” =2a’ +bd
BD a"+bd T
12.
A
g / 'n\ ™~
/ ? S O N
/ /’/ 'Il A\ \\\
/ ',| \ \
/ | \ \
" ’/ lll \ \
/ \ \
/ ', \ |
'I /, 'I \ J
I'.“‘ /".’ I|I \\\ ,,
\/ \ \ /
“;\-,___‘ Q" / C
B \
X < | /

Considere o quadrilatero inscritivel APBC cujas diagonais sdao AB e CP. Aplicando o Teorema de Ptolomeu
AP-BC +PB- AC = AB -PC=PC=PA+PB

13.

- A —_—
e /7'&\
|' \\ .
, \ |
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Seja L o lado do triangulo equilatero ABC.
Aplicando o Teorema de Ptolomeu no quadrilatero inscritivel ABPC, temos:
AP-L=L-PC+L-PB< AP=PB+PC.

Pa_PB

PB-P
ABQP ~ AACP = — < AP = ¢
PC A

PQ

PB-PC ppipces Lot 1

= il
PQ PB PC

REFERENCIA: Oliveira, M. R. e Pinheiro, M. R. — Colecdo elementos da Matematica — Volume 2 — Geometria
Plana — pg. 277.

14.

Seja o pentdgono regular ABCDE de lado / e diagonais d.

Aplicando o teorema de Ptolomeu no quadrilatero inscritivel ABPC, temos:
PA-BC=AB-PC+PB-AC<PA-{={-PC+PB-d

Aplicando o teorema de Ptolomeu no quadrildtero inscritivel BPCD, temos:
BC-PD=PB-CD+PC-BD<«¢-PD=PB-¢/+PC-d

Somando as expressdes, temos: (PA+PD)-¢=(PB+PC)-/+(PB+PC)-d (*)
Aplicando o teorema de Ptolomeu no quadrilatero inscritivel BPCE , temos:
BC-PE=PB-CE+PC-BE <> /-PE=PB-d+PC-d< ¢-PE=(PB+PC)-d (**)
Substituindo (**) em (*), temos:

(PA+PD)-/=(PB+PC)-£/+PE-£<>PA+PD=PB+PC+PE .
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15.

Seja ABCDEFG um heptagono regular convexo de lado / e diagonais a<b.
Aplicando o Teorema de Ptolomeu no quadrilatero inscritivel ACDE, temos:

+ab/
AD-CE=AC-DE+CD-AE<>b-a=a-{+{-b < %=1+% cao.
d

REFERENCIA: Revista Eureka n° 5 — pg. 24.
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RELAGCOES METRICAS NOS POLIGONOS REGULARES

1. CARACTERISTICAS DOS POLIGONOS REGULARES

Um poligono regular é um poligono que possui lados e angulos congruentes.
Os poligonos regulares sao inscritiveis e circunscritiveis.

Os centros das circunferéncias inscrita e circunscrita sao coincidentes e esse ponto é denominado centro do
poligono.

O apdtema de um poligono é o segmento de reta com extremidades no centro do poligono e no ponto médio
um de seus lados, e perpendicular ao lado. O apétema coincide com o raio da circunferéncia inscrita ao

poligono.
Lado do poligono regular de género n Apodtema do poligono regular de género n
T s
l,=2Rsen— a, =Rcos—
n n
I“ |
[ o}
| A ,
R nin R
a
) n
., [1 .
AT M B

. . : A 27 : -
O lado de um poligono regular de género n determina um angulo central de —rad na sua circunferéncia
n

circunscrita. Dessa forma, trancando-se a bissetriz OM do tridngulo isdsceles OAB e conhecendo as linhas

. . T . ~ , A
trigonométricas de —rad, podemos determinar a expressao do lado do poligono regular de género n, | , em
n

funcdo do raio da sua circunferéncia circunscrita R.

/2

e e
sen—=-"1—<<| =2Rsen—
n R n
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O apdtema a, de um poligono de género n pode ser obtido de maneira andloga. Assim,

Note ainda que, conhecendo-se o lado do poligono regular de género n, o apétema pode ser obtido pela
aplicagdo do teorema de Pitagoras no triangulo retangulo OAM. Assim, temos:

LY 1
a =R’ —(ij Sa, =§J4R2 -2

Vamos agora desenvolver uma expressdo para o lado de um poligono regular de género 2n em func¢do do
lado do poligono regular de género n. Para tanto, considere a figura a seguir.

Aplicando o teorema de Pitagoras ao triangulo retangulo BMN, temos:

2
I2n

2
LY 2 ﬁ/4R2—|2 I2+4R2—4Rw/4R2—I2+4R2—I2
:(E) +(R-a,) :i+(R— = " " = 2R’ —R,[4R? -2

2 4

( ar? _12

lyn =1/2R% —Ry/4R? -2

Nas préximas secGes vamos apresentar expressdes para o lado e o apétema dos poligonos regulares em
funcdo do raio da circunferéncia circunscrita ao mesmo.

2. TRIANGULO EQUILATERO

O lado de um triangulo equildtero (regular) inscrito em uma circunferéncia de raio R é |3=R\/§ e o seu
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N |2

DEMONSTRACAO:

No tridngulo retangulo AOMda figura temos:

__3

|3
.2 A3
senbl == < — = =R\/§
R 2 2R G

. a
cos60’ =2 &

|
|
w

3. QUADRADO

O lado de um quadrado (quadrilatero regular convexo) inscrito em uma circunferéncia de raioR é |, =R\/§ eo
. R\2
seu apétema é a, = ——
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D/ C
/ \
| i |
'\. 45° o /
\ R /
a
4
\ /
M
A | g
o= N S
DEMONSTRACAO:

No triangulo retangulo AOM da figura temos:

4

Y 2 |
sen45 =;<:>£:i<:>l =R«/§
R 2 2R

2

_RV2

2

a4©£ a
2

cos45 =—= —oa,
R R

Poderiamos observar também que o tridngulo da figura é um triangulo retdngulo isdsceles e, portanto,
I

4

a, =—.
4

2

4. PENTAGONO REGULAR CONVEXO

. . . . A . . R [
O lado de um pentdgono regular convexo inscrito em uma circunferéncia de raioR é | ZE 10—2\/§ e 0 seu

apotema é a, :%(\/§+1).

ls=~\10-245 a5=%(J§+1)
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DEMONSTRACAO:

Na figura da demonstracdo do lado do decagono regular, vamos aplicar a lei dos cossenos ao AOAB. Assim,
temos:

2

2, =R? +R? —2R? oS 36° @RZ(\/E—l)2 —2R?*(1-c0536°) <> 6—2/5=8—8c0536° <> c0s36° =

J5+1
4
Voltando a figura do pentagono, consideremos o triangulo retangulo OAM. Assim, temos:

J5+1 J§+1R

a
= ~a; =

cos36" =—= .
R 4 4

Aplicando o teorema de Pitagoras a esse triangulo, temos:

2 2 2 2 2
('i) =R -a @%:RZ —T—G(\/§+1)2 =(1o—z\/§).§_6@|§ :(10—2\/5).ch>|5 :2\/10—2\/5

2
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5. HEXAGONO REGULAR CONVEXO

O lado de um hexagono regular convexo inscrito em uma circunferéncia de raio R é |, =R e o seu apétema é

a3
a,=—o.

)

DEMONSTRACAO:

O hexagono regular pode ser dividido em seis tridangulos equilateros. Dessa forma, o lado de cada triangulo

RV3
=3

equilatero é |, =R e o apdtema é igual a altura desse triangulo a, =

6. OCTOGONO REGULAR CONVEXO

O lado de um octdégono regular convexo inscrito em uma circunferéncia de raio R é I, =R 2—\/5 e o seu

apotema é a, =g»\/2+\/§ .

I8=R‘\’2—\/E a8=5 2+\/E
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DEMONSTRACAO:

Vamos utilizar a férmula de duplicagdo de género desenvolvida anteriormente: |,, :\/ZR2 —R,/4R2 —Iﬁ .

Assim, temos:

| =\/2R2—R,/4R2—|j =\/2R2 _Ry4R? —(RV2)" =R\2-2

o x . . 1
Utilizando agora a expressao para o calculo do apdtema a, :—1/4R2 —Iﬁ , temos:
2

:_Jﬂ \/4R _(r2-v2 ) \/f —\/2+7

7. DECAGONO REGULAR CONVEXO

, L . A . . R
O lado de um decdgono regular convexo inscrito em uma circunferéncia de raio R é |, =E(\/§—1) e o seu

R
apotema é a,, :Zx/10+2«/§.

lyo = ;(\/5—1) a0 = %\/1o+z\/§
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DEMONSTRACAO:

| R
AOAB~ ABAK <& — = — &2 +R:l,,—R*=0< 1, = R
R—l, | 2

10 10

Como |, >0, entdo |, =

O apétema é dado por

2 2
a’, =R? _(h_oj —R? _R_(Jg_l)z _1042V5 Say, :;1/10+2\/§

2 16 16
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8. DODECAGONO REGULAR CONVEXO

O lado do dodecédgono regular convexo inscrito em uma circunferéncia de raio R é |, =R\/2—\/§ e 0 seu

apotema é a,, =g\/2+\/§ .

R
IIZZRVZ_\/E 312=E 2+\/§

DEMONSTRACAO:

Vamos utilizar a férmula de duplicagdo de género desenvolvida anteriormente: |, :\/ZR2 —Ry/4R> —I> . Assim,

temos:

:\/ZRZ—R1/4R2—I§ 2R —RV4R —R® =R\2-3

.1 ~ . . _ 1 2 2 .
Utilizando agora a expressdo para o calculo do apdtema a, _E 4R ~I , temos:

:_m \/4R _(ry2-43 ) \/f —\/27
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EXERCICIOS DE COMBATE

1. Qual é o perimetro de um quadrilatero convexo inscrito em uma circunferéncia de raio unitario, sabendo-
se que foi construido utilizando-se, pelo menos uma vez e somente, os lados do tridngulo equildtero,
guadrado e hexdgono regular inscritos nessa circunferéncia?

a) V3+2+2
b) V3+24/2+1
o) 2J3+V2+1
d) 3+242+2
e) 2(V3++2+1)

2. O perimetro do heptagono regular convexo, inscrito num circulo de raio 2,5, é um nimero x € R tal que
a) 14<x<15
b) 15<x<16
c) 16<x<17
d) 17<x<18
e) 18<x<19

3. (ITA 2007) Sejam p, ep, octégonos regulares. O primeiro estd inscrito e o segundo circunscrito a uma

. A , . . « < AL
circunferéncia de raio R .Sendo A, adreade p, e A, aareade p,, entdo arazdo A_l éigual a

5
a)\/;
0 22

o) 2(v2-1)
42 +1

8

2+\/§

4

d)

e)
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4. (ITA 1996) Um hexagono regular e um quadrado estdo inscritos no mesmo circulo de raio R e o hexagono
possui uma aresta paralela a uma aresta do quadrado. A distancia entre estas arestas paralelas sera

B,

2

\/§+1
2

R

b)

2-1

d) —R

J3-1

)—R

5. (ITA 1992) A razdo entre as dreas de um tridngulo equildatero inscrito numa circunferéncia e de um
hexagono regular, cujo apdétema mede 10 cm, circunscrito a esta mesma circunferéncia é

a)

N |-

[EY

b)

c)

ojlw Wk

d)

e) n.d.a.

6. (EPCAr 2012) A figura abaixo representa um octégono regular tal que CH=6cm.
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A area desse poligono, em cm?, é igual a

a) 56(v2-1)
b) 64(v2-1)
-1)
-1)

5

1

(
c) 72(
d) 80(v2 -1

7. (EPCAr 2010) Durante as comemoracdes dos 60 anos da EPCAR, em virtude do louvdvel destaque que os
alunos do CPCAR alcancaram em 2008 nas Olimpiadas de Matematica, serdo produzidas placas para
premiacdo dos melhores classificados.

Tais placas deverdo conter o emblema abaixo cujas figuras geométricas serao contornadas por um fio de ouro
de espessura uniforme.

D

Dados:

AB=180"; AO=0B=0C=0D=12cm;AC=AD; COD=120"; t=3;/3=1,7
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Sabendo que 10 g de ouro custam RS 450, 00 e produzem 10 cm desse fio, pode-se estimar que o valor, em
reais, gasto com o ouro para a confeccdo de uma medalha estara entre os numeros

a) 7500 e 8000
b) 8000 e 8500
c) 8500 e 9000
d) 9000 e 9500

8. (EPCAr 2002) A area do losango ABCO da figura abaixo mede 24 cm?. O lado do hexagono regular ABCDEF
é, em cm, igual a

a) 44/5
b) 44/3

c) 4

d) 1643

9. (EPCAr 2001) O apdtema de um hexagono regular é igual a altura de um triangulo equildtero cujo lado
mede 4 cm. A drea do hexdgono mede, em cm’

a) 43
b) 1643
c) 183
d) 2443

10. (EPCAr 2000) O perimetro de um quadrado inscrito numa circunferéncia mede 20x/§ m. O apdtema do
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hexagono regular inscrito nessa mesma circunferéncia mede, em m,

a) 2\/5
23

b) :
5.3
o 22
2

d) 543

11. (CN 2008) Um hexagono regular ABCDEF estd inscrito em uma circunferéncia de raio 6. Tragam-se as
tangentes a circunferéncia nos pontos A,B, D e F, obtendo-se, assim, um quadrilatero circunscrito a essa
circunferéncia. Usando-se 1,7 para raiz quadrada de 3, qual é o perimetro desse quadrilatero?

a) 54,4
b) 47,6
c) 40,8
d) 34,0
e) 30,6

12. (CN 2007) Qual é o perimetro de um quadrilatero convexo inscrito em uma circunferéncia de raio unitario,
sabendo-se que foi construido utilizando-se, pelo menos uma vez e somente, os lados do triangulo equildtero,
guadrado e hexagono regular inscritos nessa circunferéncia?

a) \/§+\/§+2
b) \/§+2\/§+1
o) 2J3+2+1

d) \/§+2\/§+2
e) 2(\B+2+1)

13. (CN 2006) Trés dos quatro lados de um quadrilatero circunscritivel sdo iguais aos lados do tridangulo
equilatero, quadrado e hexagono regular circunscritos a um circulo de raio 6 . Qual é a medida do quarto lado
desse quadrilatero, sabendo-se que é o maior valor possivel nas condicdes dadas?

a) 164/3-12
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b) 124/3-12
c) 8\/§+12
d) 124/3+8

e) 16+/3-8

14. (CN 2006) Um professor usa para medir comprimentos uma unidade denominada “nix”, definida como
lnix:\/gcentl'metros. Ele mediu na unidade nix as diagonais de um hexagono regular de lado 1cm e

encontrou para as menores X e para as maiores y . Pode-se concluir que x ey sdo, respectivamente,

a) numeros racionais.

b) nimeros irracionais.

c) um numero inteiro e um nimero irracional.
d) um ndmero irracional e um numero inteiro.

€) um numero racional ndo inteiro e um namero irracional.

15. (CN 2000) Em uma circunferéncia de raio R esta escrito um pentadecagono regular P. Coloque (V)
verdadeiro ou (F) falso nas afirmativas abaixo.

() P tem diagonal que mede 2R.
( ) P tem diagonal que mede R\/E.

() P tem diagonal que mede R\/g.

R
() P tem diagonal que mede E\IIO—Z\/E.

Assinale a alternativa correta.
a) (V) (V) (F) (F)
b) (F) (V) (V) (F)
c) (F) (F) (V) (V)
d) (V) (V) (V) (F)
e) (V) (V) (V) (V)

16. (CN 1999) Quando uma pessoa caminha em linha reta uma distancia x, ela gira para a esquerda de um

angulo de 60°; e quando caminha em linha reta uma distancia y:x\/2—\/§, ela gira para a esquerda de um

angulo de 45°. Caminhando x ouy a partir de um ponto P, pode-se afirmar, para qualquer que seja o valor
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de x, é possivel chegar ao ponto P descrevendo um:

I) Pentdgono convexo
II) Hexagono convexo
[lI) Heptdgono convexo
IV) Octdégono convexo

O numero de assertivas verdadeiras é:
a) o0
b) 1
c) 2
d) 3
e) 4

17. (CN 1999) Um hexagono regular ABCDEF tem lado 3 cm. Considere os pontos: M, pertencente a AB, tal
gue MB iguala 1l cm; N, pertencente a CD, tal que ND igual a1 cm; e P, pertencente a EF, tal que PF igual
a 1 cm. O perimetro, em centimetros, do triangulo MNP é igual a:

a) 3415
b) 317
c) 319
d) 3v21
e) 323

18. (CN 1996) Sejam ABCDEFGHIJKL os vértices consecutivos de um dodecdgono regular num circulo de raio

\/E . O perimetro do tridngulo de vértices AEH é igual a:

a) 3[3+2+3].
b) 3[1++2 +3].
o) 3[1+2v2 ++3].
d) 3242 +343].
e) 3[1-+2+243].

19. (CN 1994) Sendo x o lado do quadrado inscrito em um hexagono regular convexo de lado 12, tem-se que:

a) 13<x<13,5
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b) 13,5<x<14
c) 14<x<14,5
d) 14,5<x<15
e) 15<x<15,5

20. (CN 1990) O quadrilatero ABCD estd inscrito num circulo de raio unitdrio. Os lados AB,BC e CD sdo
respectivamente, os lados do tridngulo equilatero, do quadrado e do pentagono regular inscrito no circulo. Se
X é a medida do lado AD do quadrilatero, pode-se afirmar que:

Observacgao: CDé aproximadamente iguala 1,2.
a) 1,0<x<1,2
b) 1,2<x<1,4
c) 1,4<x<1,6
d) 1,6<x<1,8
e) 1,8<x<2,0

21. (CN 1976) Sobre os lados de um hexagono regular de 4 cmde lado, e exteriormente a ele, constroem-se
guadrados, de modo que cada quadrado tenha um lado em comum com o hexagono. Calcular a area do
dodecagono cujos vértices sdo os vértices dos quadrados que ndo sao vértices do hexagono:

a) 48(\/§+2) cm’
b) 50(+/3 +2) cm?
c) 24(\/§+4) cm’

d) 192 cm’

e) 36cm’
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GABARITO

Suponhamos sem perder generalidade que AB é o lado do quadrado inscrito na circunferéncia, que BC é o
lado do triangulo equildtero inscrito na circunferéncia e que CD é o lado do hexagono regular inscrito na
circunferéncia, entdo temos:

AB+BC+CD=90°+120°+60°=270°= AD=90°.

Como AD=90°, entdo AD é igual ao lado do quadrado inscrito nessa circunferéncia.
Portanto, o perimetro do quadrilatero formado é dado por

2p s =AB+BC+CD+DA=I, +1, +1, +1, =21, +1, +I, =2-(1:42)+14B+1=22+3+1.

RESPOSTA: B

2.

Considerando que o perimetro do heptdgono regular convexo é maior que o do hexdgono regular convexo
inscrito na mesma circunferéncia e menor que o perimetro dessa circunferéncia, temos:

2P =61, =6-R<2p,., <2nR=2p .,  <>6-2,5<2p,, <27-2,5=15<2p, . <16

RESPOSTA: B
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Supondo, sem perda de generalidade, que os vértices do octégono regular p, coincidem com os pontos
médios dos lados do octégono regular p, e sejam |, e |, os lados dos octégonos regulares p, e p,,

respectivamente.

Aplicando o lei dos cossenos no triangulo ABC, temos:

2 2
| [ L2 12 .2 2 |2 12 2 2
:(_j +(£j 9.5 ge13502 4 o _£ 2 (242) L= +*/__
2) "2 2 2 4 4 "4 4

2

Como p, ep, sdo poligonos semelhantes, entdo a razdo entre suas areas € igual ao quadrado da razdo de

|1J2=2+\/§

A
semelhanga. Assim, temos: —+=| X
A 4

2 2

RESPOSTA: E

R RV2_B3-2

4. A distancia é dada pela diferenga a, —a, 5 5 >

RESPOSTA: A
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Supondo que o circulo tenha raio R, entdo o lado do tridngulo equilatero inscrito é |, =R\/§ e o lado do

L3 23,
=

hexagono circunscrito é tal que *—=R& L,
2

A razdo entre as areas é dada por
1243 2
S, __a __1(LY_1 1
Shex I-sz\/g 6 L6 6 2\/§R 6

6-
4 3
RESPOSTA: D
A . . , ~ 1807(8-2 .
6. Inicialmente observemos que o angulo interno do octégono regular é A, :% =135".
Como I?leﬁ eH-I:B_C, o quadrilatero ABCH é um trapézio isdsceles.
p— A ¥
X'-,"Z. » ;*" x\/2
.~"7‘ =~ 450' - >"-._
Helas n
” XS X 45 -
x-;’2 l e \xy2
X -“'2 {4
J T 45%
x ~L\
Gt Jc
x-‘,’r2_
F “b
=

Os segmentos Al eBJ perpendiculares a HC determinam dois triangulos retangulos isosceles AIH e BIC,
respectivamente, e o retangulo ABJI.

Sendo KI:B_J:x, entao glza:x e m:ﬁ:A_B:ﬂzxﬁ (lado do octégono). Assim, temos:

HC=HI+U+JC=x+x\2 +x=6 <> x= 6 2_ﬁ=3ﬁ(ﬁ—1)-

Observando a figura, notamos que a area do octégono é igual a soma da darea dos trapézios isdsceles
congruentes ABCH eFEDG, e do retangulo CDGH.

A area do trapézio isdsceles ABCH ¢é dada por:

_(cean) A _(6+32(V2-1)2) 32 (V2-1) _ oy o

S =
ABCH 2 2

A area do retangulo CDGH é dada por S, =CH-CD=6-3v2(v2-1)-v2=36(\2-1).
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Portanto, a area do octdogono é

Sascoeran = Dascr T Srens T Scoen =2 18(\/5 - 1) + 36(\/5 - 1) = 72(\/E - 1) cm’

RESPOSTA: C

C

As cordas AD e AC sdo lados do hexagono regular inscrito na circunferéncia.

Como AB é um didmetro, BC=BD=120" e, consequentemente, o tridngulo BCD ¢é equilatero.

O comprimento do contorno da figura é

2p,.. +3L, +2L, +2R=2nR+3RV3 + 2R+ 2R=R(2n+3+/3+4)=R(2-3+3-1,7+4)=15,1-R=181,2 cm
O gasto com ouro é 181,2-5 =8154 reais.

RESPOSTA: B
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A area do losango ABCO é igual a soma das dreas dos tridangulos equildteros ABO e BCO ambos de lados
iguais a R, entao

2
R \/5:24C>R2:4—8:16\/§<:>R:4(‘/§

A 3

Sabemos que o lado do hexagono regular inscrito em uma circunferéncia é igual ao seu raio. Logo, o lado do

S 2.

ABCO —

hexdgono é igual a 43/5 cm.

RESPOSTA: A

/y

\ 600

=
,x__IG__/

Como pode ser observado na figura acima, se o apétema de um hexagono regular é igual a altura de um
triangulo equildtero cujo lado mede 4 cm, entdo o lado do hexagono é igual ao lado do tridangulo equilatero,
ou seja, 4cm.,

A area do hexagono é igual a soma das areas de seis triangulos equilateros de lado 4cm. Dessa forma,

2
S,.. =6.4f=24ﬁcm2.

RESPOSTA: D

10.

L, =RV2=2p_,=4-L, =4-RV2 =202 =R=5

RV3 543

O apotema do hexagono regular inscrito na circunferéncia de raio R éa, =—— :Tm

RESPOSTA: C
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11. A figura a seguir ilustra a situagao descrita no enunciado.

"~
~

ZIN

Sabemos que uma reta tangente a uma circunferéncia é perpendicular ao raio no ponto de tangéncia.

Como BC=CD=60", entdo O, C e Y estdo alinhados.

~ . AX .
No triangulo retangulo OAX,AOX=30" e azthO <:>g

a

3 <:>a:2\/§.

A . DY . b
No tridngulo retangulo ODY ,DOY =60" e E:tgGO <:>E:«/§<:>b:6«/§.

Como retas tangentes a uma circunferéncia por um mesmo ponto sdo iguais e como AOX=A0OW =30", temos

a=XA=XB=WA=WF=2./3.

Da mesma forma, b=YB=YD=WD =WF :6\/5.

Portanto, o perimetro do quadrilatero XYZW é:

20,00 =XY +YZ+ZW+WX=(a+b)+2b+(a+b)+2a=4-(a+b)=

—4-(243+643)=3243=32.1,7=54,4uc.

Observe que o quadrilatero XYZW é um trapézio isdsceles.

RESPOSTA: A
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12.

Os lados do triangulo equilatero, quadrado e hexagono regular inscritos na circunferéncia determinam

angulos centrais de 120°,90° e 60°, respectivamente.

Assim, independente da ordem em que esses lados aparecam, o quarto lado vai determinar um angulo central

0=A0B=360"—120°—90° —60° =90°.

Logo, o quarto lado é igual ao lado do quadrado inscrito na circunferéncia, ou seja, x=AD=L, .

Portanto, o perimetro do quadrilatero ABCD inscrito em uma circunferéncia de raio R=1u.c. é

szBCD :L3 +L5 +2L4 :R'\/§+R+2R\/§:R(’\/§+2\/§+l):‘\/§+2\/5+1 Uu.C..

RESPOSTA: B

13. O lado do triangulo equildtero circunscrito a um circulo de raio R éL, =2\/§R.

O lado do quadrado circunscrito a um circulo de raio R éL, =2R.

O lado do hexagono regular circunscrito a um circulo de raio R éL, =

23R
=5

O teorema de Pitot estabelece que as somas dos lados opostos de um quadrilatero circunscritivel sdo iguais.

Assim, para que o quarto lado tenha a maior medida possivel, ele deve ser oposto ao menor lado, ou seja, o

lado do hexagono regular circunscrito.

Sendo x a medida do quarto lado, pelo teorema de Pitot, temos:
243 4+/3
x+L =L, +L, <:>x:2\/§R+2R—T\/_R:(T\/_+2jR.

43

R=6=x Z(T+2J.6 =(8\/§+12) unidades de comprimento.

RESPOSTA: C
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14. Seja um hexagono regular inscrito em uma circunferéncia de raio r, conforme a figura abaixo.

A menor diagonal x determina um arco de 120°, logo x =L, :R\/g.

A maior diagonal y é um diametro, logo y=2R.

1
1nix=\/§cm<:>1cm=—nix

NE)
1 23

1 1
R:1cm=—nix:>x=—~\/§=1nix A y=2-—=Tnix

& & &

Logo, x ey sao, respectivamente, um nldmero inteiro e um numero irracional.

RESPOSTA: C

o

15. O angulo central do pentadecdgono regular é

=24°. Logo, suas diagonais sdo cordas que

determinam arcos multiplos de 24° .

(F) P tem diagonal que mede 2R.

o

80
2R é o didametro da circunferéncia e determina um arco de 180°. Como 5 =7,5¢ 7, o pentadecdgono ndo

4°

possui uma diagonal de medida 2R.

(F) P tem diagonal que mede RJE.

o

90
R+/2 é o lado do quadrado inscrito na circunferéncia e determina um arco de 90°. Como =3,75¢7, 0

4°

pentadecagono nao possui uma diagonal de medida R\/E.
(V) P tem diagonal que mede R\/g.

Rv3é o lado do tridangulo equildtero inscrito na circunferéncia e determina um arco de 120°. Como
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120°
24°

R
(V) P tem diagonal que mede E\/10—2«/§.

=5€ 7, o pentadecagono possui uma diagonal de medida R\/g.

R | . . L . Al .
> 10—2\/3 é o lado do pentdgono regular convexo inscrito na circunferéncia e determina um arco de 72°.

o

72 R
Como 5 =3 e/, 0 pentadecagono possui uma diagonal de medida E\/10—2\/§ .

[e)

RESPOSTA: C

16. Nessa solucdo é util saber que o lado do hexdgono regular convexo e do octégono regular convexo

inscritos em uma circunferéncia de raio R sdo I, =R el;, =R 2—\/5 , respectivamente.

Supondo que a pessoa caminhou a vezes a distancia x e b vezes a distancia y =X\/2—\/§ , entdo, se ele parte

do ponto P e retorna ao ponto P, forma-se um poligono convexo.

A soma dos angulos externos de um poligono convexo é 360°, logo: a-60°+b-45°=360°<>4a+3b=24
Como a e b sdo inteiros ndo negativos, temos (a,b) e{(6,0);(3,4);(0,8)} .

Se a=6 eb=0, forma-se um hexagono regular convexo inscrito em uma circunferéncia de raio x.

Se a=0 eb=8, forma-se um octdgono regular convexo inscrito em uma circunferéncia de raio x.

Se a=3 eb=4, forma-se um heptagono convexo inscrito em uma circunferéncia de raio x. Os trés lados de

medida x determinam um arco de 3-60°=180° e os quatro lados de medida y=x\/2—\/§ determinam um
arco de 4-45°=180°, completando a circunferéncia. Como esse heptagono esta inscrito em uma
circunferéncia, é possivel trocar a ordem dos lados e continuaremos formando um heptdgono convexo.

RESPOSTA: D
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17.

Pela simetria da figura, conclui-se que o triangulo MNP é equilatero.
Tracando MQ paralelo a BC, obtém-se o trapézio isdsceles BCQM.

Tracando RC paralelo a MB, obtém-se o paralelogramo MBCR e o tridngulo equilatero CRQ. Logo,
MQ=MR+RQ=3+1=4.

Aplicando a lei dos cossenos no triangulo MQN, temos:

1
MN? =42 +12 —2-4-1-c05120°:17—8-(—5j:21<:>MN:\/ﬁ

Assim, o perimetro do tridngulo equilatero MNP é 2p=3+/21 cm.

RESPOSTA: D

18.
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. . 360° . , . . .
O dodecagono regular determina arcos de ETH =30" sobre o circulo circunscrito de centro O e raio R= \/g

AE=4.30'=120' = AE=L, =R\3=+/6-/3=3\2
EH=3.30' =90' =EH=L, =Rv2 =642 =23

Aplicando a lei dos cossenos no AAOH, entao

AH2 = AO? + AH —2-AO- AH-c0s150° <> X2 =(J€)2+(\/€)2—2-\/€.\/€(—§j=12+6\/§

ex=3(4+243)=3(14+3) = x=3-(1+3)=3+3

Logo, o perimetro do AAEH é

2D e, :AE+EH+AH:3\/5+2\/§+(\/§+3):3[1+\/§+\/§]u.c..

RESPOSTA: B
19.
E D
/i \
/1 \
[y X A\l
’,/'/ : \\\
/ I \
/ | X
/X \'\\
/ 2 : ‘\'\
/ ] o .
S S — e
\ X ! /
\‘\ : , /
\ | /
\‘--,\ I //’
\\.__ | /"’
\| ! /
G \ ! /.“/ H
\‘\i 12 j/
A B

Seja GHIJ um quadrado inscrito no hexagono regular de lado 12 ABCDEF, onde GH||IJ||AB||DEe
HI|| JG|| AE||BD.

Observando que o raio do circulo circunscrito ao hexagono é 12, entdo CF=24 é um didmetro e AE =12\/§ é

o lado do triangulo equilatero inscrito na mesma circunferéncia.

JL FL
Os triangulos FLJ e FKE possuem lados paralelos, entdo AFLJ ~ AFKE = Rzﬂ

108



Iy Y uld' MmODULO 12

PROF. RENATO MADEIRA PROMILITARES - AFA/EFOMM/EN
Sabemos que EK:E:%=6\/§,FL:24_X e FK:E:E:&

2 2 2 2
Assim,

X 24 —x \/_ \/_

JL FL 2 2 2443 3-1
e et =2 _ox=243-x3ox= : =12(3-v3)uc..
EK FK  6J3 6 J3+1 B-1 ( )
Portanto,

1,72<+/3 <1,75c>1,25<3—\/§<1,28<:>15<12(3—\/§)<15,36:>15<x<15,5.

RESPOSTA: E

20.

D

O lado do tridngulo equilatero é L, :R\/§=\/§z1,7,o lado do quadrado é L, :R\E:\/EzlA e o lado do

RY10-245 _ 10245 _

2 2

1,2.

pentagono regular é L, =

O lado AD de medida x é uma corda que determina um arco de 78°.

Mas, 72°<78°<90° =L, <x<Ll,=1,2<x<1,4.
Observe que ndo era necessario conhecer a expressdo do lado do tridngulo equilatero, pois ndo foi usada, e

nem a do pentagono regular, pois sua medida foi dada. O importante nesse problema era identificar o angulo
central.

RESPOSTA: B
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21.

A drea do dodecagono é a drea de uma hexagono de lado 4, mais a drea de 6 quadrados de lado 4 e mais 6
triangulos equilateros de lado 4.

A area do hexagono de lado 4 é igual a drea de 6 triangulos equilateros de lado 4.

S

2 2
_6.2 '4*/§+6-42+6-4 ;l*/§=48(\/§+2)cm2

dodecagono

RESPOSTA: A
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