1. Conceitos

1.1 Elemento e conjunto
Sao conceitos primitivos, isto €, nao séo definidos.

Se um elemento x pertence ao conjunto A, diz-se que x € A. Caso
contrario, diz-se que x ¢ A.

Usam-se geralmente letras maiisculas para representar conjuntos e
letras mindsculas para representar elementos.

1.2 Conjunto vazio

0 conjunto vazio é aquele que ndo possui elementos. Representa-se
por & ou {}.

Ex:{xeN|1<x<2}

1.3 Conjunto unitario
0 conjunto unitario é aquele que possui apenas um elemento.

Ex:A={2012},B={x e N|1 <x <3}

1.4 Subconjunto

Um conjunto A é um subconjunto de um conjunto B quando todos 0s
elementos de A pertencem a B. Representamos a incluséo de conjuntos
por A c B (I&-se A esta contido em B) ou B > A (1é-se B contém A). Se
ndo ocorre a inclusao, usamos & (ndo esta contido) ou  (ndo contém).

Ex:{1,2}={1,2,3,4};{1,3} 2 {2,3,4}
0bs.: @ < A (o conjunto vazio é subconjunto de qualquer conjunto)

De fato, dizemos que A « B se existe a € A tal que a ¢ B. Dizer,
portanto, que & & A significa dizer que existe elemento x e & tal que
X ¢ A.1ss0 nao é possivel, ja que o conjunto vazio néo possui elemento.
1.5 Igualdade de conjuntos

Dois conjuntos A e B sdo ditos iguais quando todos os elementos de
A pertencem a B e vice-versa, isto 6, AcBeB cA.

1.6 Conjunto das partes (conjunto poténcia)
E 0 conjunto formado por todos os subconjuntos de um certo conjunto.

0 conjunto das partes é representado por P(A4) ou 2 (esta ultima nao
é tao usual.)

Ex.: Se S é o conjunto de trés elementos {1, 2, 3}, alista de subconjuntos
de S é:

@, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1,3}, {2, 3}, {1, 2,3}
Assim, o conjunto das partes de S é P(S) = {&, {1}, {2}, {3},

{1,2}, {1,3},{2,3}, {1, 2, 3}}. Repare que P(S) tem 8 = 23 elementos
e que S tem 3 elementos.
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Teorema 1 (namero de subconjuntos):
Um conjunto A de n elementos possui 2" subconjuntos.

Dem.: Seja A = {a,, a,,...,a,}. Para formar um subconjunto X de A,
devemos decidir, para cada elemento de A, se ele pertencerd ou ndo a X.
Como temos nn elementos e para cada elemento, temos duas possibilidades
(ou ele esta no subconjunto ou ndo estd), o numero de subconjuntos de
Aé2.2...2=2".

e s

nvezes

1.7 Conjunto universo

E um conjunto que contém todos os elementos do contexto
envolvido e também todos os conjuntos desse contexto. Por exemplo, se
estivermos em um problema envolvendo conjuntos de nimeros inteiros,
um possivel conjunto universo é Z. Poderiamos escolher também para
conjunto universo @. Em geral, usa-se a letra U para representar o
conjunto universo.

1.8 Diagramas de Venn

Os diagramas de Venn sdo diagramas que mostram todas as possiveis
relacoes logicas entre uma colecéo finita de conjuntos. E mais frequente o
uso de diagramas de Venn para representar dois ou trés conjuntos. Nesse
€aso, usamos circulos para representa-los.

0Obs.: os diagramas de Venn sao muito Uteis para resolver problemas
de conjuntos, pois ajudam a organizar os dados do problema de forma
bastante clara, como veremos nos exercicios resolvidos.

2. Operacoes envolvendo conjuntos

2.1 Uniao

A unido de dois conjuntos A e B é o conjunto formado por todos 0s
elementos que pertengam a A ou B (para que um elemento esteja na uniao,
basta que ele pertenca a pelo menos um dos conjuntos).

AuB={x|xeAouxeB}
Ex.:
{1,2 U {3,4}r ={1,2,3,4};{1,22 u {2, 3} = {1, 2, 3};
{1tug = {1}

2.2 Intersecao

A intersecdo de dois conjuntos A e B é o conjunto formado pelos
elementos que pertengcam a A e a B (para que um elemento esteja na
intersecdo, ele deve pertencer aos dois conjuntos).

AnB={x|xecAexeB}
Ex.:
{1,2,3} n{3,4,5} = {3}; {1,2,3, 4 n {1,4} = {1, 4} ;
{1,2,3} n {4,5,6} = &

0bs.: Dois conjuntos A e B sao ditos disjuntos quando A "B = &
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2.3 Diferenca de conjuntos

Dados dois conjuntos A e B, definimos A—B = {xtalquex c Aex ¢ B}
(elementos que pertencem a A, mas nao pertencem a B).

Ex:A={1,2,3,4,56}eB={1,2,3,6}. Temosque A-B = {4 ,5}.

Obs.: Também representamos a diferenga entre os conjuntos A e B
por A\B.

Complementar

Dados dois conjuntos A e Bcom A < B, o complementar de A em
relacéo a B € o conjunto cujos elementos estédo em B e nao estdo em
A. 0 complementar de A em relagdo a B é denotado por cg; =B-A
0 complementar de um conjunto A em relagéo ao conjunto universo
U, representado por A® (ou A), é o conjunto formado pelos elementos
do universo U que nao pertencem ao conjunto A.

Ex:A={1,2,3,6}eB={1,234,506};Cs =B-A={4,5}
U=NeA= {x e N|x>4}. Temos que A° = {1, 2, 3}.

2.4 Diferenca simétrica

A diferenga simétrica de dois conjuntos A e B é o conjunto dos
elementos que pertencem a unido dos dois conjuntos, mas nao pertencem
a interse¢ao dos dois conjuntos.

AAB=(A-B)UB-A) =AUB) -ANB)

Ex:A={1,223}eB=1{234 5} TemosqueAAB = {1, 4, 5}.
3. Propriedades

3.1 Distributiva (da unido em relagao a intersecao)
AuBnC)=AUBNALC)
Dem.:
A demonstragéo consiste em duas partes (este passo é padrao em
demonstragoes de igualdades de conjuntos):
Parte : AU BN C)c(AuB)n(AuUC)

Sejax e Au (B n C). Queremos provar quex e (AU B) N (AU C).
Temos que, x € A oux e (B n C). Dividiremos entdo em dois casos:

Caso1:x € A
Aqui, como x € A, seque quex e AuBex eAuC eentdo
xeAuB)n(AuC).
Caso2:x e BN C)
Aqui,xeBexeCeentioxe AuBex eAuC,o0quenosdd
XeAuB)n(AuLDC).
Parte22.AUBNC)>AuUB) n(AUC)
Analogo a parte 1 (mas em uma prova, vocé deve escrever).

3.2 Distributiva(da intersecéo em relagéao a uniao)

AnBUC)=ANB)UEANC)

158 Vol. 1

A SARERAEA RERE SR RA RE SRS R RS S S SRR SRS

3.3 12 Lei de De Morgan
(AUB) =AC~BC

Dem.:
Parte 1: (A U B)°  c A° B¢

Seja x e (A v B)C. Queremos provar que x € A° ~ BC. Como x ¢
(AuUB),entdox ¢ Aex ¢ B. Comisso, seque que x € A°e x e BC, 0 que
nos dax e A° n BC.

Parte 2: (A U B)° o A° " B
Andlogo a parte 1.

3.4 2@ Lei de De Morgan

(AN B)E = AC U BE
35A-B=ANB°

4. Principio da inclusao-exclusao:

Para calcular o nimero de elementos de uma unido, usamos as
seguintes formulas (validas apenas para conjuntos finitos):

0bs.: n(X) representara a quantidade de elementos de X.

4.1 Para dois conjuntos
n(AvuB) =n(A) + nB)-nAnB)

Essa formula expressa que para calcular o numero de elementos
de uma unido, nao basta somar as quantidades de elementos dos dois
conjuntos, pois alguns elementos podem ser contados duas vezes. Esses
elementos que sdo contados duas vezes sédo justamente os elementos da
intersecdo e, por isso, devemos retirar n(A ~ B). Essa ideia se estende
de maneira analoga para mais conjuntos.

4.2 Para trés conjuntos

nAvuBuC) =n@A) +nB) +nlC)-nAnB)y-nBnC)-
n{CnA) +nAnBnC)

4.3 Para n conjuntos

n(LI_JA,) = Zn(A,-) =>4 n A)+ > (A n A A -

i<j i<j<k
+n(n4 )
I

Teorema 2 (estimativa do nimero de elementos da unio):

Dados m conjuntos A,, A,, ... A, temos que n(4, VA, U ... UA )
<nfA) + nlA,) + .. + n(A), com igualdade se, e somente se, 0s
conjuntos sdo disjuntos dois a dois.

Dem.:

Cadaelemento de A, WA, ...UA_ € contado exatamente uma tinica
vez no lado esquerdo, enquanto no lado direito cada elemento é contado
pelo menos uma vez. Caso um elemento esteja em mais de um conjunto,
sera contado mais de uma vez no lado direito e entdo a desigualdade sera
estrita. Assim, o caso de igualdade ocorre se cada elemento é contado
exatamente uma vez do lado direito, ou seja, quando 0s conjuntos nao
possuem elementos em comum e, portanto, sao disjuntos dois a dois.
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\, EXERCICIOS RESOLVIDOS X

70 (EN) Sendo A = {{1}, {2}, {1, 2}} pode-se afirmar que:

(A) {1} A

(B) {1} <A

©) {1}~ {2}z A
D)2cA

B {1Tu{2reA

Solucao

(A) F, pois {1} é elemento de A (é verdade que {1} € A)

(B) F pois 1 ndo é elemento de A

(C) F, pais {1} n {2} = & e sabemos que & < A para qualquer
conjunto A

(D) F, pais 2 nao é elemento de A

(E) V, pois {1} U {2} = {1, 2} e {1, 2} é elemento de A.

Obs.: Usa-se que a € A se existe uma copia de a dentro do
conjunto A. Além disso, usa-se {a} c A sea A . Lembre, também,
que nao ha nenhum problema em um conjunto ser elemento de outro
conjunto (e neste caso, usamos o simbolo de pertence).

[I7 (UNESP) Considere os pacientes da AIDS classificados em trés
grupos de risco: hemofilicos, homossexuais e toxicomanos. Em um
certo pais, de 75 pacientes, verificou-se que:

I. 41 sdao homossexuais;

Il. 9 sdo homossexuais e hemofilicos, e ndo sao toxicomanos;

lll. 7 sdo homossexuais e toxicomanos, e ndo sao hemofilicos;

IV. 2 sdo hemofilicos e toxicomanos, e ndo sao homossexuais;

V. 6 pertencem apenas ao grupo de risco dos toxicomanos;

VI. o nimero de pacientes que sao apenas hemofilicos é igual ao
namero de pacientes que sao apenas homossexuais;

VII. o nimero de pacientes que pertencem simultaneamente aos trés
grupos de risco é a metade do ndmero de pacientes que ndo
pertencem a nenhum dos grupos de risco.

Quantos pacientes pertencem simultaneamente aos trés grupos de
rsco?

Solugao

Esse é um problema classico de conjuntos e a principal ideia é montar
o0 diagrama de Venn com 0s trés conjuntos: A é o conjunto dos
homossexuais, B 0 dos hemofilicos e C o dos toxicbmanos. Sejam x o
namero de pacientes que estao nos 3 grupos e y 0 nimero de pacientes
que sao apenas homossexuais. Utilizando as informagoes de (1) a (VII),
temos o seguinte diagrama:

/NN

Usando a informagéo (1) e o total de pacientes, temos que

X+y+16=41
3x+2y+24=75

Resolvendo o sistema, temos que x = 1 (e y = 24).

[iE] (UFC) Sejam M e N conjuntos que possuem um Gnico elemento
em comum. Se 0 nimero de subconjuntos de M € igual ao dobro do
namero de subconjuntos de N, o numero de elementos do conjunto M
UNé:

(A) o triplo do nimero de elementos de M.

(B) o triplo do numero de elementos de N.

(C) o quédruplo do nimero de elementos de M.
(D) o dobro do numero de elementos de M.

(E) o dobro do numero de elementos de N.

Solugao: Letra E.

Sejam m e n as quantidades de elementos dos conjuntos M e N. O
namero de subconjuntos de M é 2™ e o nimero de subconjuntos de N
¢ 27. Do enunciado, temos que 2™ = 2 - 2" < m = n + 1. 0 ndmero
de elementos da unido M U N é dado por n(M) + n(N) —n(M n N) =
n+1+n-1=2n,queé o dobro do nimero de elementos de N.

[ Prove que (4 ~ B)® = A° U Be. (22 Lei de de Morgan)
SejamX = AnB)eY=AuUB.

12parte: XY

Sejau € X. Como X = (A n B)¢, temos que v ¢ A n B, 0 que nos
da que v ndo pode ser elemento de A e B simultaneamente. Em outras
palavras, temos que u ¢ A ou u ¢ B e, por isso, temos que u € A° ou
u e B°. Portanto, u € A° U B° =Y. Como provamos que um elemento
genéricode X = (An B)°éelementode Y = A°U B°, seque que X Y.

24 parte:

Sejav e Y. Como Y = A° U B®, temos que v € A° ou v e B¢,
0 que nos da que v ¢ A ou v ¢ B. Em outras palavras, temos que v
nao pode estar simultaneamente em A e B, logo, v ¢ A n B, entdo
v e (AnB)°¢ = X. Com 0 mesmo argumento da 12 parte, chegamosaY = X.
X=Y

[ (Principio da inclusao-excluséo para trés conjuntos) Sendo A, B
e C conjuntos, prove que:

nAuBuC) =n) +nB) +n(C) —nAnB)-nB nC)-
n(CnA)+nAnBnC)

Solucao
Vamos usar 0 mesmo principio para dois conjuntos:

nXuwY) =nX) +n(Y)-nXY)

n(AuBuC)=n(AuB)+n(C)—n((AuB)mC) 5

Temos que: {
n(AuB)=n(A)+n(B)-n(AnB)
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Usando a distributiva da interse¢ao em relacéo a unido, temos
que AuB)nC=(AnC) u (B nC). Usando mais uma vez
0 principio da inclusao-exclusdo com dois conjuntos, temos que
n((AmC)u(BmC)):n(AmC) (BnC)- (AmBmC) (**)
(aqui, usamos que AN C) " (BN C) =AnBn

Somando as equagoes de (*) e substituindo (**), temos o resultado.

Obs. 1: O principio € bastante intuitivo e pode ser entendido de maneira
informal através de um diagrama de Venn.

Obs. 2: Para demonstrar o caso geral (com 1 conjuntos), podemos usar
0 principio da indugao finita ou um argumento de combinatoria.

\,_EXERCICIOS NiVEL 1 X

[5) Dado um conjunto £ = {1, 2, 3, 4, 5} e trés subconjuntos de £, a
saber A, B e C, tais que:

AnB={2,4};AuB=1{2345}5AnC={23}AuC=
{1, 2,3, 4}, determine C ~n (B UA)e An (B ().

[F (CMRJ) Sao dados os conjuntos A, B e C, tais que n(B L C) = 18,
nAnB)=6,nAnC)=5nAnB~nC)=2enAuvBuUC)=21.

O valorde nfA- (B n C)] é:

(A) 6. (D) 9.
B) 7. (E) 10.
(C) 8.

[E] (CN) Sejam U o conjunto das brasileiras, A 0 conjunto das cariocas,
B o conjunto das morenas e C o conjunto das mulheres de olhos azuis.
0 diagrama que representa o conjunto de mulheres morenas ou de olhos
azuis, e ndo cariocas; ou mulheres cariocas e nao morenas e nem de olhos
azuis é:

3
e

[73 (CN) Em um grupo de 142 pessoas foi feita uma pesquisa sobre trés
programas de televisao A, B e C e constatou-se que:

I. 40 nao assistem a nenhum dos trés programas;

Il. 103 néo assistem ao programa C;

lll. 25 s6 assistem ao programa B;

IV. 13 assistem aos programas A e B;

V. 0 namero de pessoas que assistem somente aos programasBe C é
a metade dos que assistem somente a A e B;

VI. 25 s6 assistem a dois programas; e

VII. 72 s6 assistem a um dos programas.

Pode-se concluir que o nimero de pessoas que assistem

ao programa A é 30.

ao programa C é 39.

a0s trés programas é 6.
aos programas Ae C é 13.
E) aos programas A ou B é 63.

(A)
(8)
©)
0)
(

[ (EPCAR) Para uma turma de 80 alunos do CPCAr, foi aplicada uma
prova de matematica valendo 9,0 pontos distribuidos igualmente em 3
questoes sobre:

I.  Fungdo;
Il. Geometria;
lll. Polinbmios.

Sabe-se que:

+ apesar de 70% dos alunos terem acertado a questao sobre FUNGAO,
apenas 1/10 da turma conseguiu nota 9,0,

20 alunos acertaram as questoes sobre FUNCAO e GEOMETRIA;

« 22 acertaram as questoes sobre GEOMETRIA e POLINOMIOS;

+ 18 acertaram as questoes sobre FUNGAQ e POLINOMIOS.

A turma estava completa nessa avaliagdo, ninguém tirou nota zero, no
critério de corregdo ndo houve questoes com acertos parciais e 0 nimero
de acertos apenas em GEOMETRIA é o mesmo que o0 numero de acertos
apenas em POLINOMIOS.

Nessas condigoes, é correto afirmar que:

(A) o nimero de alunos que s6 acertaram a segunda questdo é o dobro
do nimero de alunos que acertaram todas as questoes.

(B) metade da turma s6 acertou uma questéo.

(C) mais de 50% da turma errou a terceira questao.

(D) apenas 3/4 da turma atingiu a média maior ou igual a 5,0.



[T (Puc) Numa comunidade constituida por 1800 pessoas hé trés tipos
favoritos de programas de TV: Esporte (E), Novela (N) e Humorismo (H).
A tabela seguinte indica quantas pessoas assistem a estes programas.

Programas | Nimero de espectadores

E 400

N 1220

H 1080
EeN 220
NeH 800
EeH 180
E,NeH 100

Através desses dados, calcule o nimero de pessoas da comunidade
que ndo assiste a qualquer dos trés tipos de programa.

(FUVEST) Depois de n dias de férias, um estudante observa que:

|. Choveu 7 vezes, de manha ou a tarde.

Il. Quando chove de manha ndo chove a tarde.
lll. Houve 5 tardes sem chuva.

IV. Houve 6 manhas sem chuva.

Entdo n é igual a:

[[F] (UDESC) O Festival de Danga de Joinville é considerado o maior do
mundo pelo Guinness Book of Records de 2005. Desde 1998, este festival
é realizado no Centreventos Cau Hansen, que tem capacidade para 4.200
pessoas por noite.

Suponha que no 28¢ Festival de Danga, realizado em julho de 2010,
houve uma noite exclusiva para cada uma das seguintes modalidades:
ballet, danca de rua e jazz. A noite da danca de rua teve seus ingressos
esgotados; na noite do jazz restaram 5% dos ingressos; e a noite do ballet
teve 90% dos ingressos disponiveis vendidos. Sabe-se que algumas
pessoas costumam prestigiar mais de uma noite do Festival. Neste ano, 700
pessoas assistiram & danga de rua e ao jazz; 1.610 assistiram ao ballete a
danca de rua; 380 assistiram ao ballet e ao jazz e 105 prestigiaram as trés
modalidades de danga. Se todas as pessoas que adquiriram 0S ingressos
do Festival assistiram a(s) apresentagao(0es), entdo o nimero total de
pessoas distintas que assistiu a pelo menos uma das trés modalidades
anteriormente mencionadas foi:

[E] (UFF) Considere T o conjunto de todas as pessoas do mundo; M o
conjunto de todas aquelas que sdo mugulmanas e A o conjunto de todas
aquelas que sao arabes. Sabendo que nem toda pessoa que é mugulmana
é arabe, pode-se representar o conjunto de pessoas do mundo que néo
$d0 mugulmanas nem drabes por:

(A) T-(AUM).

(B) T-A.

(C) T-(ANM).

(D) A-M)UM-A).
) M-A.
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(UFRJ) Um clube oferece a seus associados aulas de trés modalidades
de esporte: natacao, ténis e futebol. Nenhum associado pode se inscrever
simultaneamente em ténis e futebol, pois, por problemas administrativos,
as aulas destes dois esportes serdo dadas no mesmo horario. Encerradas
as inscrigoes, verificou-se que: dos 85 inscritos em natagéo, 50 so
fardo natacdo; o total de inscritos para as aulas de ténis foi de 17 e, para
futebol, de 38; o nimero de inscritos sd para as aulas de futebol excede
em 10 o numero de inscritos s6 para as de ténis. Quantos associados se
inscreveram simultaneamente para aulas de futebol e natagao?

EEJ (UFRJ) Uma amostra de 100 caixas de pilulas anticoncepcionais
fabricadas pela Nascebem S.A. foi enviada para a fiscalizagéo sanitdria.
No teste de qualidade, 60 foram aprovadas e 40 reprovadas, por conterem
pilulas de farinha. No teste de quantidade, 74 foram aprovadas e 26
reprovadas, por conterem um nimero menor de pilulas que o especificado.
0 resultado dos dois testes mostrou que 14 caixas foram reprovadas em
ambos os testes. Quantas caixas foram aprovadas em ambos os testes?

(UFRJ) Os 87 alunos do 3¢ ano do ensino médio de uma certa escola
prestaram vestibular para trés universidades: A, B e C. Todos o0s alunos
dessa escola foram aprovados em pelo menos uma das universidades,
mas somente um tergo do total obteve aprovagao em todas elas. As provas
da universidade A foram mais dificeis e todos 0s alunos aprovados nesta
foram também aprovados em pelo menos uma das outras duas.

Os totais de alunos aprovados nas universidades A e B foram,
respectivamente, 51 e 65. Sabe-se que, dos alunos aprovados em B,
50 foram também aprovados em C. Sabe-se também que o numero de
aprovados em A e em B é igual ao de aprovados em A e em C.

Quantos alunos foram aprovados em apenas um dos trés vestibulares
prestados? Justifique.

EE] (ITA) Sejam A um conjunto com 8 elementos e B um conjunto tal
que A U B contenha 12 elementos. Entdo, o numero de elementos de
P (B\A)UP (D) éigual a:

(UDESC) Considere em um conjunto universo, com 7 elementos, os
subconjuntos A, Be C, com 3, 5 e 7 elementos, respectivamente. E correto
afirmar que:

) (AN B) N C tem no maximo 2 elementos.
) (AN B) N C tem no minimo 1 elemento.
) C N B tem 3 elementos.

) AN C tem 2 elementos.

E) AN B pode ser vazio.

(A
(B
©
(o)
(

(AFA) Em um grupo de n cadetes da Aeronautica, 17 nadam, 19 jogam
basquetebol, 21 jogam voleibol, 5 nadam e jogam basquetebol, 2 nadam e
jogam voleibol, 5 jogam basquetebol e voleibol e 2 fazem os trés esportes.
Qual o valor de n, sabendo-se que todos os cadetes desse grupo praticam
pelo menos um desses esportes?
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KT (AFA) Entrevistando 100 oficiais da AFA, descobriu-se que 20 deles
pilotam a aeronave TUCANO, 40 pilotam o helicoptero ESQUILO e 50 néo
sdo pilotos. Dos oficiais entrevistados, quantos pilotam o TUCANO e o
ESQUILO?

A) (C) 15.
)

(
(B) 10. (D) 20.

(EFOMM) Representando graficamente o conjunto C; _, temos:

® A C
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EE] (EFOMM) Foi feita uma pesquisa entre 50 alunos de uma turma sobre
suas preferéncias em relagao a dois professores A e B. O resultado foi 0
sequinte:

I Vinte alunos preferiram o professor A.
Il. Trinta e cinco alunos preferiram o professor B.
lll. Cinco alunos nao tiveram preferéncia.

Baseado nesse resultado, pode-se afirmar que o numero de alunos que
preferiu os dois professores foi:

(EFOMM) Dados os conjuntos:

{xeR|-2<x<4}
{xeR|-1<x<3}
{xeR|-3<x<5}
{xeR|x=0}

oo w>

0 resultado de (A ~ C5) u(D ~ CZ) é:

(A) [3,4]

(B) I-2,-1{U[3, 4]
(C) [-2,-11U [35]
(D) -2, 4 U5, + =]
(B) 1-3,-1]

X (AFA - Adaptada) Considere um subconjunto A contido em N* e
constituido por y elementos dos quais 13 sao multiplos de 4; 7 sdo maltiplos
de 10; 5 sdo multiplos de 20 e 9 sdo nimeros impares. E correto dizer
que y é um nimero.

par menor que 19.
De 24 a 29.
impar entre 10 e 20.

A
B
C
D) primo maior que 21.

(
(
(
(

21 (CN) Considere os conjuntos A = {1, {1},2} e B = {1, 2,{2} } e as cinco
afirmagoes:

. A-B={1}

. {2} cBNAC

. {1} cA

V. AnB={1,2{1,2}}
V. B-A={{2}}

Logo,

) todas as afirmagoes estéo erradas.

) se existe apenas uma afirmagao correta.

) as afirmag0es impares estdo corretas.

) as afirmacdes Ill e V estéo corretas.

E) as afirmacoes | e IV sdo as unicas incorretas.

(A
(B
(
)
(
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Conjuntos

\_EXERCICIOS NiVEL 2 X\

[[5] (CMRJ) Considere o conjunto C = {1, 2, 3}. Paran e C, sejam:
A={xeR|2n-2<x<2nteB ={xeR|2n-1<x<2n+1}.
Podemos afirmar que:

(A) aintersecao da uniao dos conjuntos A, com a uniao dos conjuntos B,
é o intervalo ]0, 7].

(B) a uniao de todos os conjuntos da forma A, ~ B, € o intervalo |1, 6].

(C) aintersegéo de todos os conjuntos da forma A, U B, ¢ vazia.

(D) aunido da intersegao dos conjuntos A, com a intersegao dos conjuntos
B, éointervalo ]2, 4[.

(E) a intersegao da interse¢ao dos conjuntos A, com a intersecao dos
conjuntos B, ¢ o intervalo |1, 7[.

[[F Seja P o conjunto das pessoas em uma festa. Para cada pessoa x e
P, vamos definir o subconjunto A < P como o conjunto dos amigos de x,
isto 6, A, = {y P,y amigo de x}. Estamos considerando aqui que, se
x é amigo de y, entdo y também é amigo de x e também que x € A (x é
amigo de si proprio). Assinale a alternativa incorreta.

(A) Sex ey tem um amigo em comum, entao A NA = .
(B) Se aintersegao de todos os subconjuntos A, é nao vazia ( ﬂPAX ¢®),

entdo existe alguém que é amigo de todas as pessoas da festa.
(C) Se Xﬂp A #Q | entdo existe uma pessoa z, tal que A, = P

(D) Sex €A ey A, entdo, necessariamente, X < A, .
(E) U (A, —{x}) pode ser diferente de P, pois pode ocorrer que alguém

xeP

ndo possua amigos na festa (além de si proprio).

[E] (ITA) Denotemos por n(X) o nimero de elementos de um conjunto
finito X. Sejam A, B e C conjuntos tais que n(A wB) = 8,n(Au C) =9,
nBuCl)=10,nAuBuUC)=11enAnBnC) =2

Entdo, n(4) + n(B) + n(C) é igual a:

(A) 1. (D) 18.
(B) 14. (E) 25.
(C) 15.

[73 (UERJ) Considere um grupo de 50 pessoas que foram identificadas
em relagdo a duas categorias: quanto a cor dos cabelos, louras ou
morenas; quanto a cor dos olhos, azuis ou castanhos. De acordo com
essa identificagao, sabe-se que 14 pessoas no grupo sao louras com
olhos azuis, que 31 pessoas sao morenas e que 18 tém olhos castanhos.
Calcule, no grupo, o numero de pessoas morenas com olhos castanhos.

[ (UFU) Sejam A, B e C conjuntos de nimeros inteiros, tais que A tem
8 elementos, B tem 4 elementos, C tem 7 elementos e AU B U C tem
16 elementos. Entdo, o nimero méaximo de elementos que o conjunto
D = (ANB)U BN C)pode ter é igual a:

(A) 1. (C) 3.
(8) 2. (D) 4.
[[] (UFSJ) Assinale a alternativa que indica quantos sdo 0s nimeros
inteiros de 1 a 21.000, que nao sao divisiveis por 2, por 3 e nem por 5.

(EN) Considere os conjuntos A = {x} e B = {x,{A}} e as proposigoes:

. {A} eB;
I {x} e A;
l. AeB:;

. BcA

V. {x,A}cB

As proposigoes falsas séo:

(A) 1,1 eV.
(B) I, IVeV.
(C) I 1, VeV,
(D) I, 1L IVeV.
(E) I, eV,

. 1 5 ..
[T (EN) Se A, € o intervalo [0, E}’ heNentaoA,NA,NA,NA, .. €

A {}

®) [o, ﬂ

(C) é um conjunto unitario;

.
) [0, Ej,

(E) nra.

[E] Seja ¢ (A) o conjunto de todos os subconjuntos do conjunto A. Sobre
as afirmativas:

. Ae pA);

Il. SeAcB,entioA e o (B);

. SeAecp(B)eBcp(A) entdoA=B;
IV. SeAep(B)eBep(C), entadoAcC.

Podemos concluir que o nimero de sentengas verdadeiras é:

KT (CN) Numa cidade, 28% das pessoas tém cabelos pretos e 24%
possuem olhos azuis. Sabendo que 65% da populagéo de cabelos pretos
tém olhos castanhos e que a populagao de olhos verdes que tem cabelos
pretos é 10% do total de pessoas de olhos castanhos e cabelos pretos,
qual a porcentagem do total de pessoas de olhos azuis, que tem 0s cabelos
pretos?

Obs.: Nesta cidade sO existem pessoas de olhos azuis, verdes ou
castanhos.

(A) 30,25%.
(B) 31,25%.
(C) 32,25%.
(D) 33,25%.
(E) 34,25%.
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Bl Sejam 4, B e C subconjuntos de um conjunto universo U. Das
afirmagoes:

. SeAnB=AnC,entdoB =C.
Il (AuB)NC)N(AuBYNC)=AnC
N AuBuUC)Ff=AUC)°NAUB)S

é (sao) verdadeira(s):

) apenas |I.

) apenas |Il.

) apenas | e ll.
) apenas Il e lll.
E) todas.

(A
B
©
)
(

EH Prove que se AAB = AAC, entao B = C .

EE] Sejam 4, B, C e D subconjuntos de um conjunto universo U. Das
afirmagoes:

L. AnB)u(CnD)=AUC)NBUC)NAUD)N(BUD)
. AANBNC)=(A\B)UA\C)
lll. Se(A\B)uB =A, entdoB = A.
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é (sdo) verdadeira(s):

(A) apenas I.

(B) apenas II.

(C) apenas el

(D) apenas Il e lll.

(E) todas.

EZ Sejam 4, B, C e D subconjuntos de um conjunto universo U. Das
afirmagoes:

. SeAeBeBeC, entdioAecC

. SeAeBeBcC,entioAeC

. P ({A~[(B°\C°) D]} n[(D°\A) ~ (C\B)] € unitario
V. PAUB)={A,UB |A ePA)eB, eP{B)}

0 nimero de afirmagGes verdadeiras é:

\_EXERCICIOS NIVEL 3 X

Dados os conjuntos A e B, seja X um conjunto com as seguintes
propriedades:

|. AeB estao contidos em X.
Il. Se A esta contido em Y e B esta contido em Y, entdo X estd contido
emY.

Prove que X = A UB.

[F (EN) Se 70% da populagdo gostam de samba, 75% de choro, 80%
de bolero e 85% de rock, quantos por cento da populagdo, no minimo,
gostam de samba, choro, bolero e rock?

[(E] Em Porto Alegre foi feita uma pesquisa com a populagao sobre suas
bebidas prediletas e o resultado foi:
— 60% tomam refrigerante (A)

- 80% tomam café (C)

70% tomam vinho (B)
90% tomam chimarrao (D)

Verifica-se ainda que nenhuma pessoa consome as quatro bebidas. Qual
a percentagem das pessoas que consomem refrigerante ou vinho?

[ Em um concurso, 3 problemas A, B e C foram propostos. Dos
concorrentes, 25 resolveram pelo menos 1 problema. Dos concorrentes
que néo resolveram o problema A, o nimero dos que resolveram B foi
0 dobro do nimero dos que resolveram C. O namero de estudantes
que resolveram apenas o problema A foi uma unidade maior do que o
ndmero dos que resolveram A e pelo menos um outro problema. Dos que
resolveram apenas 1 problema, metade nao resolveu A. Calcule 0 niamero
de estudantes que resolveram apenas o0 problema B.
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(A) 0.
(8) 1.
©) 2.
(D) 3.
(E) 4.
[ Sejam 4, B, C conjuntos tais que B <A < C. Seja X tal que {A nX= B.
Prove que X = (C\A) UB. AuX=C

[[[] Sejam 4, B, C conjuntos tais que B = A e A e C sdo disjuntos. Seja X

AX=8B
tal que . Prove que X = (A\B) U C.
g {X\A o Tove queX = (ANB) v

[ (AIME) Dados conjuntos A, B e C, sejam |A|,|B]|,|C| suas
quantidades de elementos, respectivamente, e sejam s(4), s(B), s(C)
suas quantidades de subconjuntos, respectivamente. Sabendo que
|A] = |B| =100es(A) + s(B) + s(C) = s(AUBUC), determine:

a. |C]
b. |JAUBUC]
c. ovalor minimo de |[AnB N C]|



1. Conceitos

1.1 Proposicao

E toda oracao declarativa que exprime uma (proposi¢éo simples)
ou mais (proposigéo composta) informagées. Uma proposigéo sempre
é verdadeira ou falsa, nunca ambas simultaneamente (Principio da néo
contradigéo) e também ndo admite uma terceira hipotese (Principio do
terceiro excluido).

Ex.: A'lua é um satélite da Terra (verdadeira); Vasco da Gama descobriu
0 Brasil (falsa)

1.2 Proposicao funcional

p(x) é uma proposicéo funcional num dado conjunto U quando ela
assumir valores verdadeiros ou falsos a partir dos elementos de U. O
conjunto dos valores para 0s quais uma proposicéo funcional é definida
denomina-se seu conjunto-universo e o conjunto de valores para 0s quais
aproposicdo é verdadeira denomina-se seu conjunto-verdade ou solugao.

Ex.: p(x): 0 nimero natural x é par.

1.3 Conectivos

Chamam-se conectivos palavras usadas para formar novas
proposigoes a partir de outras. Os conectivos usuais sao: “e”, “ou”, “nao”

e”, “ou”, “ndo”,
“se...entdo...”, “ ... se e somente se ...".

Ex.: O tridangulo ABC ¢é equilatero se e somente se é equiangulo.

1.4 Tabela verdade

E o dispositivo que permite a determinagéo dos valores l6gicos de
uma proposi¢ao composta, isto é, que possui mais de uma informagao,
a partir dos valores ldgicos das proposigoes simples que a compoem. O
ndmero de linhas de uma tabela verdade é 27, em que n é o numero de
proposigoes simples (cada proposicéo simples admite 2 valores).

0Obs.: Quando uma proposigdo composta s6 admite valores verdadeiros
na ultima coluna, dizemos que ela é uma tautologia, quando s6 admite
valores falsos, dizemos que é uma contradigao e quando admite ambos
os valores logicos, dizemos que é uma contingéncia.

2. Operacoes Logicas

2.1. Negacao (~) / Complementar (A°)

Chama-se negacao de uma proposicéo p _
a proposicao representada por “ndo p”, cujo P p
valor logico é verdade (V) quando p é falsa v F
(F) e é falso (F) quando p é verdadeira. Assim, F v
“ndo p” tem o valor ldgico oposto ao de p.

Representamos a negagao de p por ~p. Podemos resumir as informagoes
em uma tabela verdade:

Ex.:
l. p: Jodo é irmao de Roberto.
~p: Jodo ndo é irméo de Roberto.

Logicas e Técnicas
de demonstracao

ASSUNTO 2

Matematica I

Il. p: Todos 0s homens sao elegantes.
~p: Nem todos 0s homens séo elegantes.

No exemplo 1, em termos de conjuntos, sendo A = {x | x é irmdo de
Roberto}, p significa x € A. Sua negagao é x ¢ A.

2.2 Disjuncao (v) / Uniao (L)

Cham_a se disjuncdo de dpgs P q pvyg
proposi¢0es p e g a proposicao
representada por “p ou g”, cujo v Vv Vv
valor logico é a verdade (V) quando v F v
ao menos uma das proposigoes é
verdadeira e é a falsidade quando F v v
as proposigoes sao ambas falsas. F F F

Representamos a disjuncéo de p e g
por p v q. Podemos resumir as informagoes em uma tabela verdade:

Ex.: p: Jodo é irmdo de Roberto.
q: Maria néo é mae de Joao.
p v @: Jodo é irmao de Roberto ou Maria ndo & mée de Joao.

Considerando as proposigoes: p: x € A, g: x € B, vejaque p v q
significax e AU B

Obs.: Disjuncao Exclusiva(v)

0 valor logico da disjungao exclusiva p q pyvq
¢ a verdade somente quando p é
verdadeira ou g é verdadeira, mas nao v v F
quando p e g séo ambas verdadeiras. v F v
Ex.: p: Jodo viajou de dnibus. F v v

g: Jodo viajou de avido. F F F

p v @: Jodo viajou de Onibus ou de

aviao.
2.3 Conjuncao (») / Intersecao (M)

Cha'm~a-se conjuncéo de QUgls p q pAg
proposic0es p e g a proposigao
representada por “p e q”, cujo valor Vv v Vv
l6gico é a verdade (V) quando as Vv F F
proposigées sao ambas verdadeiras
e a falsidade (F) nos demais casos. v F
Representamos a conjungéo de p e g por F F F

p A q. Podemos resumir as informagoes
em uma tabela verdade:

Ex.: p: Maria comprou bala.

q: Maria comprou chiclete.

P A q: Maria comprou bala e chiclete.

Considerando as proposices: p: x € A, ¢: x € B, vejaque p A q
significax e AN B.
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2.4 Condicional (—) / Inclusao (<)
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2.5 Bicondicional (<) / Igualdade (=)

Chama-se condicional uma
proposigao representada por “se p entao
q”, cujo valor logico é a falsidade (F) no
caso em que p é verdadeira e q é falsa
e é a verdade (V) nos demais casos.
Representamos a condicional por p —
g. Podemos resumir as informagoes em
uma tabela verdade:

i< (i<

< | M<K

<|<|m[<|{

Ex.: p: Roberto ingressara no IME.
g: Roberto ganhara um carro.
p — q: Se Roberto ingressar no IME, entdo Roberto ganhara um carro.

Obs. 1: Atengéo! Um erro comum € achar que se Roberto ganhou um
carro, ele passou no IME. Nao podemos concluir isso a partir da frase:
“Se Roberto ingressar no IME, entdo Roberto ganhara um carro.”

Obs. 2: Para demonstrar um teorema do tipo p — g, 0 que se faz é supor
que p é verdadeira e a partir dai concluir que g também é.

3. Construcao de tabelas verdade

Chama-se bicondicional uma
proposigao representada por “p se
e somente se ¢”, cujo valor logico
¢ a verdade (V) quando ambas séo
verdadeiras ou ambas séo falsas e
¢ a falsidade (F) nos demais casos.
Representamos a bicondicional por
p <> q. Podemos resumir as informagoes
em uma tabela verdade:

T < |<|s

i< | T |<|(

<-n-n<$

Ex.: p: ABCD é um paralelogramo
@: As diagonais de ABCD se cortam ao meio.

p <> q: ABCD é um paralelogramo se e somente se as suas diagonais
se cortam ao meio.

Obs.: Um teorema do tipo p <> g tem duas partes a serem
demonstradas: p — qe g — p.

Analisaremos as duas proposigoes a seguir:

3.1 P: ~((~p) A (~qa))

P g | ~p | ~q | (=pP)A(~q) ~((~p) A (~q))

v v F F F v

v F F v F v

F v v F F v

F F V| Vv v F

32P((p, qr):(e—>(~q)vD)A~(@V < (~1))

P q r | ~q| ~qvr | p>(~qvr) | ~r| po~r | qvpo~r) ~(av (p>~1) A
v v V | F v v F F v F F
v v F | F F F v v v F F
v F V|V v v F F F v v
v F F |V v v v v v F F
F v V | F v v F v v F F
F v F | F F v v F v F F
F F V|V v v F v v F F
F F Y v v v F F v v

Obs.: Podemos usar tabelas verdade para demonstrar igualdades
entre conjuntos (esta é uma saida mecanica, que é bastante eficiente
principalmente para igualdades envolvendo apenas 2 conjuntos, pois so
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temos 4 possibilidades a testar). Veremos como este método pode ser

empregado nos exercicios resolvidos.



4. Quantificadores

4.1 Quantificador universal
(Vx) (p(x)). Lé-se: Para todo x, vale a proposigdo p(x).

Ex.: (vx > 0); (2x > x) (Paratodo x > 0, tem-se 2x > x)

4.2 Quantificador existencial
(3x) (p(x)). Lé-se: Existe x, tal que vale a proposigao p(x).

Ex.: (3k e N) ; (8k + 1 é primo). (Existe k natural tal que 8k + 1 é primo.)

5. Negacao das operacoes logicas

L. ~(~p)p

. ~(@vaq) < (~p) A (~Q)

. ~(Aq)«>(~p) v (~Q)

V. ~(p—q) < p A (~q)

Voo ~poq) o pn(=q)vI((~p)Ag)

VI. Anegagao do quantificador universal ¢ o quantificador existencial, isto
é (~V)=3

A negagéo do quantificador existencial € o quantificador universal, isto
g (~NoVv

VI

I.  ~p: Nem todos 0s homens sdo elegantes.
Negagéo: Todos os homens s@o elegantes.

Il. pvq:2>-+/50u Santos é a capital de Sao Paulo.
p: 2 >+/5; g Santos é a capital de Sao Paulo.
~p: 2" /5; ~q: Santos ndo € a capital de Sao Paulo.
Negacaodep v q:2" J/5 e Santos ndo é a capital de So Paulo.

lll. p A g:Brasilia é a capital do Brasile (2° = 0 ou 3° = 1).
p: Brasilia é a capital do Brasil; g: 2° = 0 ou 3° = 1.
~p: Brasilia ndo é a capital do Brasil; ~q: 2°=0e 3°= 1.
Negacdo de p A g: Brasilia ndo é a capital do Brasil ou (2°=0e 3°=1).

V. p—>q:Se3+2=6,entdod +4=09.
p:3+2=6;g:4+4=09.
~q:4+4+9
Negagdodep > q:3+2=6e4+4=9

V. p<@q: tanzm = 0 se, e somente se, sen « = 0.
p:tang =0;¢:senw =0
~p:tanm=0;q:senmt=0
Negacdodep <> ¢q: (tanm = 0)esenm=0o0u (fan = 0 e sen« = 0).

VI. p: Todo brasileiro & magro.
~p: Existe brasileiro que ndo é magro.

VII.

p: (3 ([x| <0)
~p: (%) (x| 2 0)

6. Técnicas de demonstracao

6.1 Reducao ao absurdo

0 argumento do absurdo é bastante simples. Consiste em negar
a proposicao do problema (por isso a importéncia de saber negar
proposicoes!) e entao chegar a uma contradicao.
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Légicas e Técnicas
de demonstracao

Ex.: Prove que ~/2 nao é racional.

Solucao:
Suponha, por absurdo, gue V2 seja racional. Nesse caso, existiriam
a e b inteiros tais que J2 = n e a e b nao tém fatores comuns (podemos

pegar a fracdo irredutivel). Dai, elevando ao quadrado, temos que a> =
2b?. Dai, temos:

apar=apar=a=2k= (2k)2:2b2:>2k2:bzz>b2 par=b par.

Veja entdo que a e b sdo pares, 0 que é uma contradicao a ‘a e b nao tém
fatores comuns’.

Portanto, devemos ter que /2 nao é racional.

6.2 Contrapositiva

Podemos mostrar, através de uma tabela verdade, que provar um
teorema do tipo p — @ é equivalente a demonstrar ~q — ~p.

Ex.: Se 0 produto de dois nimeros reais positivos é maior que 100, entao
pelo menos um dos nimeros é maior que 10.

Temos p: xy > 100eg:x > 10 ouy > 10. O teorema que queremos
provar é p — q. Para isso, provaremos a contrapositiva ~q — ~p.
Como ~p: xy <100 e ~q: x <10 e y < 10, basta provarmos que se x
<10 e y <10, entdo xy < 100, o que segue multiplicando-se as duas
desigualdades.

6.3 Principio da inducao finita

0 principio da indugao finita (PIF) é muito (til para se provar propriedades
referentes aos numeros naturais. A ideia do principio consiste no seguinte:
se sabemos que uma propriedade vale para determinado natural i, e, além
disso, também sabemos que se a propriedade é valida para um natural
nxn,,entao elaé valida paran + 1, podemos concluir que tal propriedade
¢ valida para todos os naturais maiores ou iguais a 1, (o funcionamento
da indugéo é como um efeito domind, em que uma pecinha empurra a
outra, derrubando todas).

Podemos enunciar o principio como a seguir:
Primeiro principio da indugéo finita:

I. (Base dainducéo) Inicialmente, mostra-se que a proposigao € valida
paran = n,

Il. (Hipotese de indugdo) Supde-se que a proposicao vale paran > n,;

ll. (Passo indutivo) A partir da hipctese, conclui-se que a proposicao
vale paran + 1.

Obs.: O PIF ¢ um dos axiomas de Peano, que sao 0s axiomas que dao
base aos nimeros naturais.

Obs. 2: Temos uma segunda versdo do PIF, que é a seguinte:

(Segundo principio da indugao finita / Indugao forte):

I (Base daindugéo) Inicialmente, mostra-se que a proposigao € valida
paran = n,.

Il. (Hipdtese de indugao) Supde-se que a proposicdo vale para todo
n,<k<n.
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ll. (Passo indutivo) A partir da hipdtese, conclui-se que a proposi¢ao
vale paran + 1.

Ex.: Prove, porinducao, que ? + 22 + ...+ n? = w.

6
Solugéo:
Usaremos o 12 PIF;

. Base:n =1 :12:1'(1”)6(2'1”) @1=1'2'3 =1(0K!)
IIl. Hipotese deindugao: suponhaquet® + 2% + ..+ k? = W
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lll. Passoindutivo: Comof2 + 22 + ..+ k2 =

W somando
6 )

(k + 1)% aos dois lados, temos que:

Kk + )k +1)

P22+ 4K+ (k+1)7?= (k+1? =

_ (ke IK(@K -+ )+ B(Kk + 1] _ (k +1)(2K> + Tk +6) _
6 6
(k +1)(k +2)(2k + 3)

5 .

Isso conclui a indugao.

0Obs.: E muito importante saber esta formula de antemao.

\, EXERCICIOS RESOLVIDOS X

[} (0BM) Ha trés cartas viradas sobre uma mesa. Sabe-se que em
cada uma delas esté escrito um nimero inteiro positivo. Sao dadas a
Carlos, Samuel e Toméas as seguintes informagoes:

|. todos os numeros escritos nas cartas sao diferentes;
Il. asoma dos numeros é 13;
lll. os numeros estdo em ordem crescente, da esquerda para a dirgita.

Primeiro, Carlos olha o nimero na carta da esquerda e diz: “Nao tenho
informagoes suficientes para determinar os outros dois nimeros.” Em
seguida, Tomas olha o nimero na carta da direita e diz: “Nao tenho
informagoes suficientes para determinar os outros dois numeros.”
Por fim, Samuel olha o ndmero na carta do meio e diz: “Nao tenho
informagoes suficientes para determinar os outros dois numeros.”
Sabendo que cada um deles sabe que os outros dois sao inteligentes e
escuta 0s comentarios dos outros, qual € o nimero da carta do meio?

Solugao:

Sejamx, y e z 0s ndmeros das cartas da esquerda, do meio e da direita,
respectivamente. Temos que x <y <zex + y + z = 13. Assim,
X+X+X<X+y+2z=x<4 Observemos que x = 4 (se x = 4,
teriamos y = x). Se x = 3, Carlos concluiria que y = 4 ez = 6, portanto,
x=3. Assim,x = 1 oux = 2 e; portanto, y + z>11. Como 2 < y <
Z, conclui-se que 6 <z < 9. Se z = 6, Tomds concluiria que y = 5 €
X = 2, portanto z = 6. Se z = 9, Tomds concluiria quex = 1ey = 3.
Assim,z=7ouz = 8.

Neste momento, Samuel poderia achar todas as possiveis solugoes. Se
x=1ez=7, teriamosy = 5;sex = 1ez = 8, teriamos y = 4; se
x=2ez=7,teriamosy = 4;sex =2ez =8, teriamos y = 3.
Assim, Samuel saberia que 0s possiveis valores de y sdo 3, 4 e 5. Ora,
sey = 3ouy =5, Samuel descobriria 0s nimeros (se y = 3, Samuel
concluiria que x = 2 ez = 8; se y = 5, Samuel concluiria que x = 1
ez = 7). Logo, 0 numero da carta do meio € 4.

[ Propriedade distributiva — Prove que A » (B U C) = (A N B)
U AnC0).

Solugao:

Sejamp:x € A, g:x e Ber: x e C. Queremos provar que p A (q v r)
<> (0 A Q) v (pAr). Como temos 3 proposicoes, devemos construir
uma tabela verdade com 23 = 8 linhas:

plalrlgvripaglparfpa@vn|®agvpnan|<
vivivl v | v v Y Vv v
VIVIF[ v [ Vv F v Vv Vv
VIF]v| v F v Vv Vv v
VIF]F| F F F F F Vv
Flv]v| v F F F F Vv
FIV]F[ v F F F F Vv
FIFIv| v F F F F Vv
FIFIF[ F F F F F Vv

Como obtemos uma tautologia, a igualdade segue.
(E] Para n inteiro, prove que se n? é par, entdo, 1 é par.

Solugao:

Temos uma implicagao p — g e, neste caso, & mais facil demonstrar
a sua contrapositiva ~q — ~p que € ‘se n é impar, entdo n? é impar’.
Veja que se n é impar, temos que n = 2k + 1, com k e Z. Dai,
n? = (2k + 1)> = 4k(k + 1) + 1 e podemos concluir que n? é impar.

04 Pr;nve, por indugao, que 1+2+3+...+n= n(n2+ ) , para todo n
natural.

Solugao:

1
Seja P(1) a afirmativa 142+ 3+ ...+ =— (”2+ ) i, v

que P():1= % é verdadeira. O principio da indugao finita consiste

em trocar a dificuldade de provar que P(n) é verdadeira por provar que
P(n)= P(n+1)

{P(1) ¢ verdade

precisamos provar que sempre que P(n) for verdadeira, teremos P(n +

1) verdadeira.

Entao, suponhamos que P(n) seja verdadeira para um certo valor natural

de . Entdo, temos quUe 1+ 2+ 3+ ...+ :7"(";1)

. Ou seja, agora que ja sabemos que P(1) é verdade,

. Somando n + 1

nos dois lados da equacgéo, teremos que:
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(n+)(n+2)
- 2

que é exatamente a sentenga P(n + 1). Portanto, pelo principio da
indugdo finita, temos que P(n) é verdadeira para todo n natural.

1+2+3+..+n+(n+1)=

n(n+1) B n
5 +(n+1)—(n+1)(§+1j

Obs. 1: E muito importante verificar o caso inicial P(1), pois, sem ele,
ainducao ‘nao comega’.

Obs. 2:
Veja a simplicidade do principio da indugéo finita. Ao sabermos que

{P E= A=Y queP(1) = P2) = PE) = ... = P(1) = ...
P(1) é verdade

[ Considere a sequéncia de Fibonacci: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ...
fF =1

definida por { F1 _q € F,=F _, + F _, para todo n natural maior ou
=

igual a 3. Prove que, paran > 6, tem-se £ > n.

Solugao:

Nesse caso, cada termo da sequéncia depende dos dois anteriores. Por
isso, ndo é possivel aplicar o principio da indugao finita em seu formato
tradicional. Neste caso, precisamos usar o que chamamos de ‘inducéao
forte’ ou ‘2¢ principio de indugao finita’.

Inicialmente, vejamos os dois casos iniciais: F;, = 8 > 6e F, = 13 >
7. Agora, suponha que ja provamos que £, > nparan=6,7,8, ..., n.
Vamos provar agora que a propriedade também vale paran + 1:

F.>n
=F. . =F+F >n+n-1=2n-1>n+1
F,>n-1

(a altima passagem precisa de n > 2 e ja sabemos que n > 6).
Portanto, pelo 22 principio da indugéo finita, temos que F, > n para
todo n > 6.

Obs.: Na verdade, nem utilizamos todos os valores menores que 1 para
fazer o passo de indugéo. Sendo P(n): £, > n, provamos que

P(n—1),P(n)=>P(n+1)
{P(G),P(Y) sao verdadeiras

importancia de exibirmos os dois casos iniciais, ja que a indugdo precisa
exatamente desses dois casos para ‘comegar’.

e isso fecha o problema. Repare a

\_EXERCICIOS NiVEL 1 X\

[[5] Julgue como (verdadeiros ou falsos) os itens a seguir:

a X-18x+ 81 =49 <x=16
b. ¥-x-1220<x=-30ux=4
C. ¥—-x-1220=x=-3ex=4

[[F Determine a contrapositiva das proposigoes abaixo:

a. Se um quadrilatero é um quadrado, entéo ele é um retangulo.

b. Se um nimero é impar, entdo seu quadrado é impar.

c. X, =X,= f(x,) # f(x,) (aqui, f(x) representa um objeto qualquer
associado a x).

[E] Um aluno concluiu que 1 = 0 com a seguinte sequéncia de argumentos

y=le=xoxX-1=x-1lox+)x-)=x-1
X+1=1<x=0
Determine quais conectivos foram empregados de forma errada pelo aluno.

[ Prove, usando uma tabela verdade, as leis de De Morgan: (4 U B)¢ =
AN BCe (AnB)C = ACUBC.

[ (EN) A negativa da proposicao (vx) (vy) (x + y < 2 —
x=0vy<0)é:

V) Xx+y=22—>x<0vy=>0).
K+y<2-5x<0ay=0).
X+y<2Apx<0ay=0)).
X)3) x+y=22—>x=0Ay=0)).
)

[ (EN) Dada a proposicdo p A (q v 1) < (0 A G) v (0 A 1), podemos
afirmar que é:

(A) logicamente falsa.
(B) uma tautologia.
(C) equivalentea (p v q) < .

(D) equivalentea (p < q) vr.
(E) equivalente a (p v q) < r-

(EN) A negacdo da proposicdo ‘x =3 ey < 2" é:

(A) x=3ey>2"
(B) x=3ey>2".
(C) x=30uy=>2"

(D) x=2ey <3
() “x=3o0uy <2

[T] (EN) Considere a proposicdo: “Se x > 5 entdo y = 6”. A proposigao
equivalente é:

(A) “Sex < 5entdoy = 6"
(B) “Sey=6entdox < 5”.
(C) “Sey > 5entdox = 5”.

(D) “Sey =6 entdox <5”.
(E) “Sex<bentdoy=6".

[Z] (0BM) O programa “Quem n&o quer o bode?” ficou muito famoso
nos Estados Unidos. O programa era como a seguir: o participante deve
escolher uma dentre trés portas. Atras de uma das portas, ha um carro
e atras de cada uma das outras duas, ha um bode. O convidado ganhara
0 que estiver atras da porta escolhida. Entretanto, os organizadores do
programa perceberam, com o passar do tempo, que aproximadamente
dois em cada trés participantes ganhavam o carro €, com isso, decidiram
mudar o programa. Agora, cada uma das trés portas teria um nimeros
de 1 a 3 e haveria um porteiro identificado com o numero da porta. Cada
porteiro faz uma afirmagdo que pode ser verdade ou mentira. Em seguida,
0 participante escolhe a porta na qual acredita que o carro estd. Em um
dos programas, foram ditas as seguintes afirmagoes pelos porteiros:

e Porteiro 1: O carro ndo esta atras da porta 3.
» Porteiro 2: O carro estd atras da minha porta.
e Porteiro 3: O carro ndo esta atras da minha porta.

Sabe-se que pelo menos uma das afirmagoes é verdade e que pelo menos
uma é mentira. Atras de qual porta esta o carro?

(A) Porta 1. (D) Nao é possivel identificar.
(B) Porta 2. (E) Nao é possivel que esteja em nenhuma delas.
(C) Porta 3.
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Matematica | — Assunto 2

KL (0BM) Qual é o produto da quantidade de vogais pela quantidade de
consoantes na alternativa correta? (Nao considere as letras A, B, C, D, E
das alternativas na contagem.)

Vinte e quatro.
Trinta e seis.
Quarenta e dois.
Quarenta e oito.
E) Cinquenta e seis.

A)
(B)
©)
(D)
(

(0OBM) No Planeta Nérdia, existem trés espécies de nerds: ET-nerds,
UFO-nerds e OVNI-nerds. A primeira mente quando chove e diz a verdade
quando ndo chove; a segunda sempre mente; a terceira sempre diz a
verdade. Certo dia, Bruberson, um nerd muito camarada, se encontra com
quatro nerds. E eles falam:

X: "Hoje esta chovendo."

Y: "0 nerd que acabou de falar estd mentindo."

Z: "Hoje ndo esta chovendo."

W: "0 primeiro nerd mentiu ou eu sou um ET-nerd."

Com quantos ET-nerds Bruberson falou no maximo?
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EFA (0BM) Quatro amigos, Araldo, Bernaldo, Cernaldo e Dernaldo estdo
jogando cartas. Sao 20 cartas diferentes, cada carta tem uma entre 4
cores (azul, amarelo, verde, vermelho) e um nimero de 1 a 5. Cada amigo
recebe cinco cartas, de modo que todas as cartas sao distribuidas. Eles
fazem as seguintes afirmagoes:

Arnaldo: “Eu tenho quatro cartas com 0 mesmo nimero.”

Bernaldo: “Eu tenho as cinco cartas vermelhas.”

Cernaldo: “As minhas cinco cartas sao de cores que comegam com
aletraV”

Dernaldo: “Eu tenho trés cartas de um ndmero e duas cartas de outro
namero.”

Sabe-se que somente uma das afirmagoes é falsa. Quem fez essa
afirmagao?

(A) Arnaldo.
(B) Bernaldo.
(C) Cernaldo.

(D) Dernaldo.
(E) Néo é possivel definir.

EE] (0BM) Sempre que Agilulfo volta para casa depois da escola com uma
adverténcia, se sua mae esta em casa, ela o coloca de castigo. Sabendo-se
que ontem a tarde Agilulfo nao foi colocado de castigo, qual das seguintes
afirmagoes é certamente verdadeira?

A) Agilulfo recebeu adverténcia ontem.

B) Agilulfo ndo recebeu adverténcia ontem.

C) Ontem a tarde a sua mae estava em casa.

D) Ontem a tarde a sua mde ndo estava em casa.

E) Nenhuma das afirmag0es acima é certamente verdadeira.

(
(
(
(
(

N\, EXERCICIOS NiVEL 2 X

(0OBM) A figura a seguir foi recortada em cartolina e depois dobrada
para formar um icosaedro. As faces em branco foram numeradas de modo
que ao redor de cada vértice (pontas do sdlido) aparegam os numeros de
1 a5. Qual nimero estd na face com a interrogacao?

Icosaedro

Vol. 1

[[F (0BM) A figura representa uma barra de chocolate que tem um
amendoim apenas num pedago. Elias e Fabio querem repartir o chocolate,
mas nenhum deles gosta de amendoim. Eles combinam de dividir o
chocolate quebrando-o ao longo das linhas verticais ou horizontais da
barra, um depois do outro e retirando o pedaco escolhido, até que alguém
tenha que ficar com o pedago do amendoim. Por sorteio, coube a Elias
comecar a diviséo, sendo proibido ficar com mais da metade do chocolate
logo no comeco. Qual deve ser a primeira divisao de Elias para garantir
que Fabio fique com 0 amendoim ao final?

) Escolher a primeira coluna a esquerda.

) Escolher as duas primeiras colunas a esquerda.

) Escolher a terceira linha, de cima para baixo.

) Escolher as duas dltimas linhas, de cima para baixo.

(A
(B
C
D
(E) Qualquer uma, ja que Fabio forcosamente ficara com o amendoim.



[E] Prove, usando indugao finita, as proposicdes abaixo:

R SO Unal) G
6

2
b 13+23+...+n3—[n'(n+1)J
' 2

n+1

Cc. 1+x+x*+-+x"= .emque x =1

d. (1+x)" =1+ nx, Vx e[-1+ (desigualdade de Bernoulli)

[ Demonstre, usando indugédo, que o ndmero de subconjuntos de um
conjunto de n elementos é 2n.

[ Prove que se um segmento de comprimento unitério é dado, & sempre
possivel construir um segmento de comprimento v/71 .

a. Mostre, usando indugéo, que para todo natural n,

1 1 11
—_—t—t =2
n+1 n+2 2n 2
b. Mostre que paratodo natural n, 1 + e + 1 +ot 1 > 1 (tente
n n+1 n+2 2n 2

fazer por indugao para ver o que ocorre).

[ Mostre que 1~2+2~3+...+n(n+1)zw

natural n.

para todo

Eﬂ Prove que 2% + 24n — 10 é multiplo de 18 para todo n natural.

[iE] Considere a sequéncia (S,) dadapor S, ,, = $2 —2 vn, S, = 4. Mostre
que S, = (2++/3)? +(2—+/3)?' para todo natural 1.

Kl Quadrado Mégico — Desejamos preencher um tabuleiro 3 x 3
colocando em cada casa um namero entre 1 e 9 (inclusive) de modo que
seja respeitada a condi¢éo de que a soma dos nimeros de uma linha,
coluna ou diagonal qualquer, seja constante. Qual o valor obtido para a
soma constante e qual o nimero que deve ocupar o centro do tabuleiro?

EEJ (0BM) Prove que em qualquer pentagono convexo existem dois
angulos internos consecutivos cuja soma é maior ou igual a 216°.

——\\_EXERCICIOS NfVEL 3 \———

[[53 0 plano euclidiano ¢ dividido em regides tragando-se n retas. Mostre
que 0 nimero de regides desenhadas é sempre menor do que 2n.

Eﬂ Duzentos alunos de alturas diferentes sao posicionados em 10 linhas,
cada uma com 20 alunos. De cada uma das 20 colunas assim formadas,
0 menor aluno é escolhido e entédo, dentre esses 20, marcamos 0 maior
como sendo o aluno A. Em seguida, voltando-se a configuracéo inicial,
escolhe-se 0 maior aluno de cada linha, e desses 10 alunos escolhidos,
marcamos 0 menor aluno como sendo B. Qual dos dois alunos marcados
¢ 0 maior?

[E] (IME) No produto abaixo, 0 * substitui algarismos diferentes de 3 e
nao necessariamente iguais. Determine o multiplicando e o multiplicador.
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* 3
X *
* * *
*3 3
* *
* * * * * * *

m Na Inglaterra um garoto escreve ao pai a seguinte carta:

SEND
MORE +

MONEY

Quanto dinheiro (money) ele pediu ao pai? (substitua cada letra por um
algarismo, letras diferentes por algarismos diferentes)

[E v caixas menores séo colocadas em uma caixa vazia. A seguir, em
cada uma destas caixas menores, ou séo colocadas N caixas menores
ainda ou ndo é colocada caixa alguma. O processo se repete um certo
namero K de vezes. Determine o ndmero de caixas vazias, sabendo que
ao final ha M caixas cheias.

1 >ﬂ)

[ Prove que: (Vn)(neN—>1+1+1+1+...+2n >3

2 3 4

37 1
¢ inteiro para todo n natural.

Prove que 23“1
mProve que todo inteiro maior que 1 € primo ou produto de primos.
(Teorema Fundamental da Aritmética)

m(Torre de Hanéi) Dispde-se de 3 pinos e n discos de vidro, com
um furo no meio, sendo que os discos tém pesos distintos dois a dois.
Sabe--se que se um disco de peso maior é colocado sobre um disco de
peso menor, entao este se quebra. E proposto entdo o seguinte jogo: “Todos
0s n discos estdo encaixados no primeiro pino, de maneira que olhando
de baixo para cima estdo em ordem decrescente de peso. O movimento
permitido é passar o disco que esta na posi¢ao superior de um pino para
outro pino.” Qual é o menor nimero de movimentos necessarios para se
passar todos os discos para o terceiro pino, podendo usar o segundo pino
(sem quebrar nenhum disco)?

m E comum utilizarmos um diagrama com 3 circunferéncias para resolver
problemas envolvendo trés conjuntos. Mostre que é impossivel fazer um
diagrama desse tipo, com circunferéncias, para o caso de 4 conjuntos.

mEm uma festa, toda mulher danga com algum homem e nenhum
homem danga com todas as mulheres. Demonstre que existem homens
H, & H, e mulheres M, e M, tais que H, danca com M, H, danca com M,,
H, nao dan¢a com M, H, nao danca com M,.

mProve que todo numero da forma (\/5—1)K, k natural, pode ser
colocado na forma /N — /N —1.

EE] Ha uma moeda falsa entre doze moedas dadas. Sabe-se que amoeda
falsa difere das demais apenas no peso, porém, nao se sabe se a moeda
falsa é mais leve ou mais pesada que as demais. Todas as moedas
genuinas tém o mesmo peso. |dentifique a moeda falsa e se ela é mais
leve ou mais pesada que as demais, fazendo apenas trés pesagens em
numa balanga de bragos.

K Considere 2n pontos no plano. Prove que o nimero méximo de
segmentos que podem ser tragados ligando pares desses pontos sem
que se forme um triangulo é n2.

IME-ITA 171



Relacoes e funcoes

ASSUNTO 3

Matematica I

1. Par ordenado

1.1 Conceito

Admitiremos o par ordenado (a, b) como conceito primitivo, levando-se
em consideragéo que a ordem em que 0s nimeros aparecem € relevante:
sea = b, entdo (a, b) = (b, a).

Obs. 1: Kuratowski, um matematico polonés, definiu (a, b): ={{a}, {a,
b}}, mas néo ha necessidade de se preocupar com esta definigao.

Obs. 2: Aigualdade entre dois pares ordenados (a, b) = (c, d) ocorre se,
esomente se,a=ceb =d.

2. Produto cartesiano

2.1 Definicao

Sendo A e B conjuntos, definimos A x B = {(a, b)|a e Anb e B}
(é o conjunto dos pares ordenados em que a primeira entrada pertence
ao conjunto A e a segunda entrada pertence ao conjunto B).

Ex.:
A={1,223}
B={1,2}
AxB=1{1,1),(1,2),2,1),(22),(3,1), 3,2}

Teorema 1 (Nimero de elementos do produto cartesiano): Se Ae B
sdo conjuntos finitos, segue que A x B é finito e n(A x B) = n(A) - n(B).

Obs. 1: A x B Ié-se como “A cartesiano B”.
Obs. 2: Em geral, A x B =B x A (de fato, a igualdade s6 ocorre quando
A =B).

3. Relacao

3.1 Definicao

Dados os conjuntos A e B, chama-se relagédo de A em B qualquer
subconjunto de A x B, isto é:

RérelaciodeAemB < RcA x B.

Ex:A={1,2,3}eB={1,2}
H1 = {(11 1)! (2! 1)}
R,={(1,1),(2,1),3.1), 3,2}

Obs. 1: (a, b) € R pode ser representado por aRb.

Obs. 2: Podemos pensar em uma relagdo como um diagrama de flechas,
no qual representamos de um lado o conjunto A e do outro o conjunto B.
Para representar a relagdo, ligamos a a b com uma flecha se aRb. Essa
intuicao ajudard a entender os conceitos futuros.
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3.2 Dominio

0 dominio (Dom) de uma relagéo R de A em B é o conjunto formado
pelos elementos de A que, de fato, se relacionam com alguém de B. Ou
seja, Dom(R) = {a € A|3b e B com aRb}. Em termos de flechas, o
dominio é composto pelos elementos de A que mandam flechas para B.

Ex.:
R {1,2,3} > {1,234}, R={(1,1),(1,2), 3, 2)}
Dom(R) = {1, 3}

3.3 Contradominio

0 contradominio (Cd) de uma relagao R de Aem B é o proprio B (é 0
conjunto dos elementos que podem se relacionar com elementos de A).
Em termos de flechas, o contradominio é formado pelos elementos que
podem receber flechas (no caso, todo o conjunto B).

Ex:R: {1,2,3} > {1,234}
R={11),(1.2),6 2}
Cd(R) = {1,2,3,4}

3.4 Imagem

A imagem (Im) de uma relagéo R de A em B é o conjunto formado
pelos elementos de B que de fato se relacionam com alguém de A. Ou
seja, Im(R) = {b  B|3a < AcomaRb}. Em termos de flechas, aimagem
¢ composta pelos elementos de B que efetivamente recebem flechas.

Ex:R: {1,2,3} - {1,2, 3,4}
R={(1,1),(1,2),3 2}
ImR) = {1, 2}
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3.5b. Relacao composta

Seja R uma relagéo de A em B e S uma relagéo de B em C. Definimos
a relagdo composta T da seguinte forma: T=S°R = {@,¢) € A x C|
b € B com aRb A bRc} Intuitivamente, olhamos para a relagdo R e
buscamos os elementos da imagem de R que estdo no dominio de S (0
conjunto B funciona como uma “ponte”).

Ex:R:{1,2,3} > {1,2,3,4},R={(1,2), (1,3), 2, 1)}
S:{1,2,3,4} - {3,4,5}, S = {(2,5), (3, 4), (4, 5)}
SoR:{1,2, 3} — {3, 4,5}, SoR = {(1, 5), (1

Os elementos da imagem de R que estao no dominio de S sdao 2 e 3
(esses elementos farao a “ponte” da relagao composta).

Vejamos um diagrama de flechas ilustrando o que ocorre:

R $ T
15255155

R s T
15354154
Obs.: A operagdo de composigdo é associativa, mas ndo é comutativa.

3.6 Relacao inversa

Seja R uma relagdo de A em B. Definimos a relagao inversa por R
={(y, x) € B x A|(x, y) € R}. Em termos de um diagrama de flechas,
basta “inverter” as flechas.

Ex.:
R {1,2,3} > {1,2,3,4}, R={(1,1), (
1

1),(1,2), 3 2)}
R {1,2,3,4} > {1,2,3}, R = {(1, 1)

1
), (2,1),(2,3)}

Teorema 2 (Simetria do grafico da relagao inversa): Se R é relagao
em R e R~ é sua inversa, entdo os graficos dessas relagoes no plano
cartesiano sao simétricos em relagéo a reta y = x.

Relacoes e fungoées

Demonstragao:
Ly=x
1Y) P .P(a,b)
a o 28220, 0
a b

SuponhaP = (a, b) € G(R) (gréfico de R). Entdo, Q = (b,a) € G(R™).
SejaA = (a, a).

l. AP =AQ — APAQisésceles
II. 45°=ang < ¢, AQ >=ang < AP, ¢ >— ¢ é hissetriz.

Delell, ¢ ¢ mediatriz de PQ, donde P e Q equidistam de ¢.

Como o ponto P é um ponto qualquer de G(R), tem-se G(R) e G(R™")
simétricos em relacao a reta /.

3.7 Relacao em um conjunto

3.7.1 Conceito
Seja U um conjunto. Chama-se relagéo em U toda relagdo de U em U.

Ex.:
R:{1,2,3,4} > {1,2,3, 4}
R={(1,2),(23),(2,4)}

3.7.2 Propriedades
Seja R uma relagao de U em U:

I Reflexiva: R é reflexiva < (Vx) (x € U — xRx)

Ex.:
R={1,2,3}>{1,23}
R={(11),(22),(33),(23), (13}

Il. Simétrica: R é simétrica < (Vx) (Vy) x e Uny € U AXRy — yRx)
Ex.:

R={1,2,3}—>{1,2,3}

R={(1.2),@21), (22}

IIl. Antissimétrica: R € antissimétrica < (Vx)(Vy)x e Uny € U A xRy
AYRX > x=Yy)

Ex.:
R={1,2,3}>{1,23}
R=1{(1,2),(22),3,1)}

IV. Transitiva: R é transitiva < (VX)(Vy)(VZ)x e Uny e Uz e U
XRy A yRz — xRz2)
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Ex.:
R={1,23—-{1223}
R=1{(1,2),(23),(1,3)}

3.7.3 Relacao de equivaléncia
Seja R uma relagdo em U:

R é relacdo de equivaléncia quando (R é reflexiva) A (R é simétrica)
A (R € transitiva).

Ex.:
U = {x|x éumareta}
RU->U
R={(y) el?|x/y}

I. R éreflexiva: com efeito, (vx € U) (xRx)

Il. R é simétrica: com efeito, (Vx, y e U) xRy — yRx)

Ill. R étransitiva: com efeito, (Vx,y,z € U) xRy AyRz — xRz) de |, Il
e lll: R é relagao de equivaléncia

3.7.4 Relacao de ordem
Seja R uma relagao de U em U:

R é relagdo de ordem quando (R é reflexiva) A (R é antissimétrica) A
(R é transitiva).

Ex.:
U = {x|x é um conjunto}
RU—-U
R={lxy) e ¥lxcy}

[. R éreflexiva: com efeito, (vx e U) (xRx)

Il. R é antissimétrica: com efeito, (Vx, y € U) XRy AyRx > x =)

Ill. R é transitiva: com efeito, (Vx, y,z € U) xRy A yRz — xRz) de |, Il
e lll: R é relag@o de ordem

3.7.5 Classe de equivaléncia

Sejam U um conjunto e R uma relagao de equivaléncia de U em U.
Chama-se classe de equivaléncia por R um subconjunto de U constituido
por um elemento x de U e por todos os elementos y de U tais que yRx.

Ex.:
U=1{0,1,234,5,..}
RU—->UR={ky) |x=ymod3)}
A = {x|x=1(mod 3)}; B = {x|x é daforma 3k + 2, k natural}; ...
A, B, ... sdo classes de equivaléncia por R em U

0bs.: O conjunto das classes de equivaléncia por  em um conjunto U é
denominado conjunto-quociente U/R. No exemplo acima, U/R = {A, B, ... }.

4. Funcoes

4.1 Definicao

Sejam A e B conjuntos. Uma fungdo f de A em B (representamos
por f: A — B) é um tipo especial de relagédo em que duas condigoes
sdo satisfeitas:

I. Todo elemento de A estd relacionado com um elemento de B: (vx e
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Ay € B)(x, ) € /).
ll. Todo elemento de A esta relacionado com um dnico elemento de B

(W eA)EBy.y eB) (Y efay)efoy=Y)

Em termos de flechas, todo elemento de A manda uma e apenas
uma flecha para B.

Nesse caso, em vez de escrevermos X f y, escrevemos y = f(x) sem
ambiguidade.

Ex.:
£:{1,2,3} > {1,2,3}
G(f) ={(1,2),2,2), 3, 1)}

(G(f), denominado grafico de f, é o conjunto dos pares (x, y) tais
quey = f(x)).

0Obs.: 0 dominio de uma fungao f: A — B é o conjunto A e o contradominio
é 0 conjunto B. A imagem é definida como em relagdes (intuitivamente,
sdo 0s elementos de B que recebem efetivamente flechas).

0Obs. 2: Em concursos como a AFA, quando nada for dito sobre o0 dominio,
devemos supor que o dominio é 0 mais amplo possivel nos reais, isto é, 0
dominio é o conjunto dos valores para os quais a fungao esta bem definida
(portanto, devemos fazer restrigoes como denominadores diferentes de 0,
expressoes dentro de radicais de indices pares devem ser nao negativas,
condigOes de existéncia de logaritmos).

4.2 Funcao identidade

Seja A um conjunto nao vazio. A fungéo identidade Id,: A — A ¢ dada
porld,(a) = a paratodoa < A.

4.3 Funcao constante

Sejam A e B conjuntos. Uma fungao f: A — B é constante se f(@) = b
para todo elemento a € A (ou seja, a fungdo assume um dnico valor: todas
as flechas chegam a um mesmo elemento).

4.4 Funcao injetora (injetiva)

Sejam A e B conjuntos. Uma fungéo f: A — B éinjetora sef(x) = f(y)
= x =y (ou seja, a fungdo ndo “repete valor”). Em termos de flechas,
cada elemento da imagem recebe uma tnica flecha.

Obs. 1: No gréfico de uma funcéo injetora, ao tragarmos uma reta
horizontal, esta reta corta o grafico em no maximo um ponto (pode néo
cortar em ponto algum).

Como verificar que uma fungao é injetora? Um método prético e
eficiente & supormos f(x) = f(y) e, através de manipulagGes algébricas,
chegarax =y.

Ex.: A fungdo f: R — R dada por f(x) = x® é injetora. De fato, f(x) =

fWy=xX=pP=x-y)x®+xy + y?) = 0. Logo, x =y ou
2

x2+xy+y2:(x+%j +3%:0:x:y:0. Em ambos os

Casos, segue que x = y e, portanto, a fungao é injetora.

0Obs. 2: 0 conceito de fungdo injetora depende fortemente do dominio. Por
exemplo, a fungdo f: [-1, 1] — [-1, 1] dada por f(x) = x2 ndo é injetora,
jaque f(-1) = f(1) = 1. Entretanto, a funcéo g: [0,1] — [0,1] dada pela
mesma lei de formagao g(x) = x é injetora. De fato, se g(x) = g(y), segue
quex? =y>=x=yvx=-y.Comox,y=>0,adltima possibilidade nos



dax =y = 0. Em ambos 0s casos, entdo, segue que x = y e g é injetora.
Isto ressalta a importancia de que o dominio e o contradominio de uma
fungao séo partes cruciais de sua defini¢ao!

0Obs. 3: No caso de dominio e contradominio finitos, se f: A — B é injetora,
segue que n(A) <n(B).

4.5 Funcao sobrejetora (sobrejetiva)

Sejam A e B conjuntos. Uma fungao f: A — B é sobrejetora se
Vy e B, 3x € A, tal que f(x) = y (ou seja, Im f = Cd f = B). Em
termos de flechas, todo elemento de B recebe pelo menos uma flecha.

Obs. 1: No gréfico de uma fungéo sobrejetora, ao tragarmos uma reta
horizontal, esta reta corta o grafico em pelo menos um ponto.

Como verificar se uma fungao é sobrejetora? Basicamente, 0 que
devemos fazer é considerar um elemento y do contradominio de f e tentar
resolver a equagao f(x) = y. Se para cada y essa equacao possuir ao
menos uma solugao x pertencente ao dominio de £, a funcao é sobrejetora.

3x -5
X-2
sobrejetora. Para verificarmos isso, devemos considerar umreal y = 3 e

tentar resolver 3;(7_25=y:>3x—5:xy—2y:x(y—3)=2y—5-

2y — '
Comoy =3, segue que x = ;7; Para a demonstragao ficar completa,

é

Ex.: A fungdo f: R - {2} — R - {3} dada por f(x)=

devemos ainda verificar que essa expressao encontrada para x nunca pode
ser 2 (pois 0 dominio da fungao exclui 0 numero 2), o que é evidente, pois
X =2=2y-5=2y-6, contradigdo.

Obs. 2: O conceito de fungao sobrejetora depende fortemente do
contradominio. Por exemplo, a fungéo f: [-1, 1] — [-1, 1] dada por
f(x) = x?é sobrejetora. Entretanto, a fun¢éo g: [-1, 1] — [-1, 1] U {4}
dada pela mesma lei de formagao g(x) = x? nao é sobrejetora. De fato,
se g(x) = 4, seque que x> = 4 = x = + 2. Como 2 e — 2 nao estdo no
dominio da fungéo, néo existe x € Dom f tal que f(x) = 4.

Obs. 3: No caso de dominio e contradominio finitos, se f: A — B é
sobrejetora, segue que n(A) > n(B).
4.6 Funcao bijetora (bijetiva)

Sejam A e B conjuntos. Uma fungdo f: A — B é bijetora se é injetora
e sobrejetora simultaneamente.

Obs. 1: No grafico de uma fungéo bijetora, ao tragarmos uma reta
horizontal, esta reta corta o grafico em exatamente um ponto.

Para verificar que uma funcéo é bijetora, basta seguir os passos de 4.4 e
4.5 para verificagdo da injetividade e da sobrejetividade.

Ex.: Afuncéo f: [0, ] — [-1, 1] dada por f(x) = cos x € bijetora.

Obs. 2: Assim como em 4.4 e 4.5, 0 conceito de fungdo bijetora depende
fortemente do dominio e do contradominio!

0bs. 3: No caso de dominio e contradominio finitos, se f: A — B é bijetora,
segue que n(A) = n(B).
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4.7 Funcao composta

Sejam f: A — B e g: B— C duas fungoes. Definiremos a composi¢ao
da fungdo g com a fungéo f (h = g o f — 1é-se “g de f” ou “g bola f”)
da seguinte maneira:

I. 0 dominio de / é o conjunto A.

IIl. 0 contradominio de h é o conjunto C.

. h(x) = g(f(x)) (aqui funciona exatamente da mesma forma que na
composicdo de relagoes)

Ex.: Sendo g(x) = x*e f(x) = 2x + 1, temos que g(f(x)) = g(2x + 1) =
(X +1)2=4¢2 + 4x + 1.

Obs. 1: Para existir h = g o f, 0 contradominio de f deve ser igual ao
dominio de g.

Obs. 2: A composicao de fungdes ndo €& comutativa. Além disso, pode
acontecer que g o f esteja definida, mas f ° g ndo.

Teorema 3 (Critério para garantir injetividade e sobrejetividade):

Sejam f:A— Beg: B — C duas fungoes. Se g o f: A — C é injetora,
entdo f é injetora. Se g o f: A — C é sobrejetora, entdo g é sobrejetora.

Demonstracao:

Parte 1: g o f: A— C éinjetora

Suponha que f(x) = f(x). Logo, g > f(x) =g f(x) e, comogo fé
injetora, segue que x = x'. Logo, f & injetora.

Parte 2: g ° f: A — C é sobrejetora

Queremos provar que para qualquer z € C, existe y € B, tal que g(y)
=z.Como g ° f: A — C é sobrejetora, existe x e A, tal que g(f(x)) = z.
Finalmente, como £(x) € B, bastatomarmosy = f(x) e assim g é sobrejetora.

4.8 Funcao inversa

Dada uma fungdo f: A — B, queremos definir uma fungédo g: B — A
(ainversa de f) de forma que se f(x) = y, entdo g(y) = x. Note que para
que g seja de fato uma fungao, é necessario que:

I cadaelemento de B s6 mande uma flecha de volta (para isso, a fungéo
£ ndo pode repetir valores e, portanto, f deve ser injetora);

Il. todo elemento de B precise mandar flechas (para isso, todo elemento
de B deve receber flechas da fungdo f e, portanto, f deve ser
sobrejetora).

Teorema 4 (Condicao de existéncia da inversa):
Uma funcdo f: A — B admite inversa se, e somente se, € bijetora.

Denotamos ainversa de f por f~': B — A. Veja que segue da definicao
que fof'=1def"of=1d,

Teorema 5 (Método pratico para calcular a inversa):

Dada a fungéo bijetora f: A — B definida pela sentengay = f(x), para
obtermos a expressao de /', procedemos como a Seguir:

I.  Nasentengay = f(x), trocamos as varidveis x <> y, escrevendo
x=f).

Il. Transforma-se a expressaox = f(y), expressando y em fungéo de x,
chegandoay = f'(x).
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Formalmente, usamos que f(f~'(x)) = x e, a partir disso, encontra-se
a expressao f'(x).

Exs.:
I Determine a inversa da fungéo f(x) =y = 5x + 3.
Trocando x «<» y, temos x = 5y + 3. Resolvendo em y, segue que
X

X - 3 . -3
y= 5 e, portanto, f~'(x) = -
Il. Determine a inversa da fungdo f: R* — [1, 4+oo] dada por f(x) =y
=x2+1.

Trocando x <> y, temos x = y? + 1. Resolvendo em y, segue que

FX) =x-1,x1.

0Obs.: Se o dominio da fungao fosse o conjunto dos reais nao positivos,
seguiria que a inversa ¢ —/X — 1, pois o contradominio da inversa seria
0 conjunto dos reais ndo positivos! Tenha atengdo com isso!

4.9 Operacoes entre funcoes

Sejam A e B conjuntos e f: A — B, g: A — B fungoes. Definimos as
seguintes operagGes:

5. Funcoes reais de variavel real

5.1 Conceito
Séo fungoes de R em R.

5.2 Paridade

I.  Dizemos que f: R — R €é par se f(-x) = f(x) para todo x € R.
Graficamente, isso significa que a fungéo f é simétrica com relagéo
a0 eixo y.

Ex.: f(x) = X%, g(x) = cosx

Il. Dizemos que f: R — R é impar se f(-x) = —f(x) para todo x € R.
Graficamente, isso significa que a fungao f é simétrica com relagao
a origem.

Ex.:u(x) = x5, v(x) = senx

5.3 Monotonismo

* Funcao estritamente crescente
Dizemos que f: R — R é estritamente crescente se x < y =

0 < 10) .
Ex.: fix) =2x+1

* Funcao estritamente decrescente
Dizemos que f: R — R é estritamente decrescente se x < y = f(x)

> 1)
Ex.: fx) =-2x+ 1
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5.4 Periodicidade

Uma fungéo f: R — R ¢é dita periodica quando existe 7 > 0 (dito
um periodo de f) tal que f(x + T) = f(x) para todo x real. O menor real
positivo T com essa propriedade é chamado de periodo de f (as vezes
chamado de periodo fundamental).

Ex.:
A fungdo f(x) = sen x é periodica de periodo 2r, pois f(x + 2x) =

fK)

6. Graficos

6.1 Deslocando o grafico de uma funcao

o (x) k > 0deslocaafungéo k unidades pracima
k < 0deslocaafungdo k unidades pra baixo

L ( ) k > 0deslocao grdfico paraesquerda
k < 0desloca o gréfico paradireita

Ex.:

Vejamos o grafico da fungdo ¥ = 1+cos (X *%]

12 Passo: Primeiro devemos desenhar o gréfico da fungdo y = cos x.

- - b 2n

-0.5 1

-1.0 -

2° Passo: Depois desenhamos o grafico da fungdo y = cos [X—g),

deslocando a fungdo anterior g para a direita.

1.0 4
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3¢ Passo: Finalmente desenhamos a funcao desejada y =1+ cos (X T j 4\ EXERCICIOS RESOLVIDOS ¢

, deslocando a anterior uma unidade para cima. [L1] Sejan uminteiro fixo. Prove que a relagao ‘aRb «>a—b ¢ multiplo
2.0- de n’ é de equivaléncia.

Solugao
Para provar que a relagdo é de equivaléncia, precisamos verificar
reflexividade, simetria e transitividade.

|.  reflexividade: temos que aRa, pois a —a = 0 é sempre multiplo
de n.
Il. simetria: veja que sea—b é mltiplo den, entdo b —a = —(a—b)
é multiplo de n, entdo, aRb < bRa.
Nl transitividade: {270 = &—0 & mltiplo de
bRc = b — ¢ é multiplo de n

-6 -4 -2 2 4 6

6.2 Esticando e contraindo uma funciao - Dai, veja que @

k > 1estica a fungao em y -¢c=(@-b) + (b-c)éumasoma de dois multiplos de n;

0 kf(x){

0 <k <1contrai a fungaoemy logo, a — ¢ é mdltiplo de n; portanto, aRc.
P [ Considere uma turma de 30 alunos (Abilio e Deuclécio so dois
Iv. f (kx){k > 1contrai ,0 graf/c'o.emx deles). SejaA o conjunto dos alunos dessaturmae f: A— N afuncao
0 <k <1esticaagraficoem x que associa cada aluno a sua quantidade de amigos dentro da turma.
Considere que a relagao de amizade é reciproca (ou seja, se X é amigo
Ex.: Monte o gréafico da fungéo y = 3sen(2x) de Y, entdo Y é amigo de X) e que ninguém é amigo de si mesmo. E
possivel que tenhamos simultaneamente f(Abilio) = 0 e f(Declécio)
12 Passo: Montamos o grafico da fungéo y = sen x. = 297
1.01 Solugao
Se f(Deuclécio) = 29, teriamos que Deuclécio é amigo de todos
0.91 da turma (pois ele ndo é amigo de si mesmo). Dai, veja que Abilio
/ deveria ter pelo menos um amigo (Deuclécio) e entdo ndo é possivel

termos f(Abilio) = 0.
—#TC T

-054 [E] Sabendo que h ¢ uma funcéo tal que h(2x + 1) = x2 —x, para
todo x real, determine a lei de formagao de h.

=1.04
12 Solugao: Como h(2x + 1) = x? — x para todo x real, podemos
2@ Passo: Desenhamos o grafico da fungdo y = sen (2x), lembrando substituir x por qualquer nimero ou expressao. Entao, € conveniente
. 3 2
que se estamos multiplicando x por dois, estamos dividindo o periodo frocar x — - chegando a h(x+1)= X _ X Agora, basta trocar x
da fungéo por 2. 0 2 42
05 -1 -1
—x—1, chegando a h(x) = Q—%
0.51 Obs.: E claro que poderiamos fazer uma Gnica substituicao
/ X— X—_1. Apresentamos a solugao em 2 passos para ficar um
7[712 _r T T 2
2 9 2 pouco mais natural. ]
T 2 solugao: Fazendo 2x + 1 =y, temos que x = yT_ Substituindo
=104

2
3¢ Passo: Finalmente desenhamos o grafico da fungéo y = 3sen(2x), na expressao dada, temos que h(y):[y_—1j _(y__1j para
lembrando que estamos esticando a fungdo no eixo y. 2 2

todo y real. Veja que isso define h, pois, ja que esta relagao vale para

2
2 todo y, podemos dizer que h(x)= (XT_U —[XTJJ .
1
lgﬂ _r 1 I n Obs.: Veja que o fato de a relagao valer para todo y, nos permite
2 2 substituir 0 y por qualquer coisa, inclusive por x.
2
-3

IME-ITA 177



Matematica | — Assunto 3

[ Sejam £ e g fungdes reais tais que f(x) = 4x -1 e fog(x) =
3x% + 7x + 1. Determine a lei de formagao da fungao g.

Solugao
De f(x) = 4x—1, tiramos que f(g(x)) = 4g(x) — 1, portanto, 4g(x) — 1
=3+ 7x+ 1.

3+ Tx+2

Entao, a funcdo g tem g(x) como lei de formagéo.

[ Seja f: R - {2} — R~ {b} uma fungdo tal que f(X)= (j(x_+21'

Determine o valor de b para que a fungao f seja bijetora e determine
sua inversa.

Solugao:
Antes de tudo, vamos determinar a lei de formagao da inversa de f. Para
3y +1

a inversa, temos que x =

2x +1
y:x—3
portanto, precisamos excluir 3 do contradominio de £ (para que f seja
sobrejetora). Entdo, b = 3. E facil ver que a funcao dada é injetora, pois
nainversa, cada y esta definido unicamente a partir de umx, pela equagao

(*).

e, isolando o y, temos que

(*). Veja, entdo, que 3 nao pertence ao dominio da inversa;

2x +1
—Ff

Entdo, f'(x) = b=3.

[[] (OMERJ) Determine todas as fungdes f: R* — R tais que

2 f(x) + f(%) = x*para todo x real nao nulo.

Solugao
Como a relagao dada vale para todo x nao nulo, podemos substituir
0 X por qualquer ndmero ou expressao nao nula. Nesse problema,

a substituicao vantajosa é trocar x por % (em todos os lugares):

g-f(l]+f(x):iz(*). Juntando esta Gltima relagao com a
x 7 \x X

\
que foi dada, temos um sistema de varidveis f (x) e f[; e é facil
J

determinar £(x) .

1
Da 12 equagdo, vem que f(;] =x?=2x- f(X). Substituindo em
(*), temos que §~(x2—2x-f(x))+f(x):%, e segue que

Obs.: Normalmente, em problemas de ‘equacdes funcionais’, é
necessdrio substituir a fungao encontrada na relagao dada para
ver se ela realmente é solugdo do problema (ja que apds algumas
substituicoes no x ndo usamos todos os dados contidos numa
equacgao que vale para todo x). No entanto, neste problema isso nao
€ necessario, pois como resolvemos um sistema de 2 equagoes e
2 incognitas para encontrar f(x), obviamente a solugdo encontrada
satisfaz a relagdo dada (que é uma das equagoes do sistema).
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———\_EXERCICIOS NiVEL 1 \———

5l SejaA = {1, 2, 3} e seja R a relagdo sobre A definida por “x + 2y =
8", istoé, R = {(x,y) € A?|x + 2y = 8}.

a. Determine o gréafico de R.
b. Determine o grafico de R

[[FA Dado o conjunto A = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}, considere os pares (x, )
earelagdo R, taisque:x e A,y e A, xRy < 1 <x + y < 3. Escreva o0s
pares (x,y) que pertencem ao produto cartesiano A x A e que satisfazem
arelagéo R.

[E] Dado o conjunto A = {1, 2, 3}, verifique, dentre as relages abaixo,
quais sao de equivaléncia e quais séo de ordem em A:

R, ={(1,1),(2,2),(3,3), (4, 4)};

R, ={(1,1).(2,2),(3,3), (1,2), 2, 1)};

Ry ={(1,1),(2,2),(3,3),(1,2), (2,3), 3, )}
R, ={(1.3), 2.4)}.

[ Considere a relagao R = {(x,y) elxZ| cos% = cos%}. Determine
a classe de equivaléncia do 0.

mSeja N o conjunto dos nimeros naturais e a, b € N. Mostre que a
relacdo R = {(a, b) | m.d.c. [a, b] = a} é uma relagao de ordem.

[[] sejaA = {1, 2,3}:

a. Determine uma relagéo de equivaléncia R em A com cinco elementos.
b. Determine [1],, [2],, [3]; para essa relagao.

c. Determine o conjunto quociente A |R para essa relagoes.

Sejam as relagoes F e G abaixo, definidas em A = {1, 2, 3, 4, 5}:

F={(1,3),(24),03),(43), (5 4)}
(4,5), 3, 4)}

a. Quais das relagoes acima sao fungoes?
b. Defina, pelo conjunto de pares ordenados, a relagédo composta de F
com G.

[T Suponha que exista /: N — N tal que #(27 + f(n)) = n. Prove que
f € sobrejetiva.

[T] (0BM) Seja 7 uma funcéo definida para todo x real, satisfazendo as
condigoes:

{f(3)=2
Sx+3)=1k). Q)

Entao, f(-3) vale:
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Relacoes e fungoées

Kl Sejas = {1,2,3, 4,5} e considere uma fungéo bijetorade Sem S, K] (AFA) Seja D = {1, 2, 3, 4, 5} e f: D — R a fungéo definida por

tal que: f(x) = (x — 2)(x — 4). Entéo, pode-se afirmar que f:
. Sex e S, aimagem de x nao pode serigual ax — 1, nemigual ax,  (A) é bijetora.
nemigual ax + 1. (B) é somente injetora.
Il. Sex e Seaimagemdexéy, entdo aimagem de y ndo pode sernem  (C) é somente sobrejetora.
x,nemx + 1. (D) possui conjunto-imagem com 3 elementos.
Nessas condigoes, a imagem do nimero 3 é igual a: 2+X
¢ g g ET3 (AFA) A imagem da fungao real 7 definida por ./ (X) =5 4 &
(A) 1.
(B) 2. (A) R-{1}. (€) R-{-1}.
(©) 3. (B) R-{2}. (D) R-{-2}.
(D) 4. ) ) . .
(E) 5. (EsPCEx) A fungéo f, de dominio real mais amplo possivel, € tal
ax+b-5 A
que £(x)= . Sabendo que f(3) ndo existe e f(-1) = 1,0
0 F ) T f@) f(=1)

(AFA) As fungoes f e g sao dadas por f(x) = & + b e gix) =
Entdo, g(3) é igual a:

f(x—2)" valorde a? + b?é:

2 (B) 25/3. (E) 50/9.
@+ bt (C) 25/2.

(AFA) Seja f a fungao real cujo grafico se apresenta a seguir:

(AFA) A funcdo f satisfaz a relagdo: f(x + 1) = x - f(x), x > 0. Se Y4
3

Jr, o valor de f[gj é:

_,.

/N

| —
Il

(D)
n . (
— senénpar (
EE] (AFA) A fungéo f: N — N definida por f(x) = 2 é: ( )< f
"% s n ¢ impar 5
2 (D) se g(x) = f(x) — 1, entdo g(-2) = f(f).
(A) bijetora. 2
(B) somente injetora. EE] (AFA) Considere as funcdes £, g e h, todas de dominio [a, b] e
(C) somente sobrejetora. contradominio [c, d], representadas através dos graficos abaixo.
(D) ndo injetora e ndo sobrejetora.
AW A 0K

K3 (AFA) Se £ for uma fungao real, tal que f[))::] = X + 3, entdo f(x)

é definida por: o[ . df----- RREES
/ i )
m 4= 3 N : 1 RS

: H
1-x : E E
®) 4x -2 0 a b X 0 a b
T+ x A N
© 21, I REEEEEEEEE .
X— - Y
(0) &1 o R /
1-x : : >
0 a b
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Com base nos gréficos, é correto afirmar que:

(A) fé uma sobrejegao, g ndo é uma injegao, h é uma sobrejecao.
(B) fé uma sobrejegao, g é uma injecdo, h ndo é uma sobrejecao.
(C) fé umainjecéo, g ndo é uma sobrejegao, h é uma bijecéo.

(D) fé uma bijecéo, g ndo é uma injecéo, h ndo é uma sobrejecao.

X (EN) E dada uma fungéo tal que:

L) - f) = T(x +y)
I f(1) = 2ef(\2) = 4

Podemos concluir, entdo, que f(3 + +/2) é igual a:

(A) B+ 2)2

(B) 16.

(C) 24.

(D) 32.

(E) 64.

(EN) Determine o conjunto-imagem da fungdo (fog) para:
0,se x<0 1,se x<0

F(X)=42x,se 0<x<1eg(x = g,se 0<x<1
0,se x>1 1,se x>1

(A) 10, 1] L {2}

(B) (—o0, +0).

(C) 10,1].

(D) |0, +x).

(E) {1}.

23 (EsPCEx) Seja f: R — R uma fungdo tal que 2 < f(x) < 5e g: R > R
dada por g(x) = 1 - f(x). Entdo o conjunto-imagem da funcao g(x) é:

(ITA) Sejam f, g: R — R fungoes tais que: g(x) = 1-xe f(x) +
(2-x) = (x—1)3paratodo x € R. Entéo f [g(x)] é igual a:

no
=B

EZ3 (ITA) Qual das fungdes definidas abaixo € bijetora?

Obs.: R* é o conjunto dos reais nao negativos.

(A) f: R —> R+ tal que f(x) = x?

(B) f:R* > R tal que f(x) = x +1

C) f:11,3] - [2, 4] tal que f(x) = x+1.
D) £ [O 2] —» Rtal que f(x) = senx.
(E) nd.a
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EA] (EN) Seja 7 uma fungéo e x um ponto do seu dominio. Diz-se que é
um ponto fixo de f se f(x) = x. Considere a fungdo g: R — R definida
fx+0)=

X .
por ¥2++ E correto afirmar que:
(A) g ndo possui ponto fixo em [0, 1].
(B) g possui um ponto fixo em [0, 1].
(C) g possui dois pontos fixos em [0, 1].
(D) g possui trés pontos fixos em [0, 1].
(E) g possui quatro pontos fixos em [0, 1].

EZ] (0BM) A funco f ¢ dada pela tabela a seguir.

|l afl1]3]5]2

Por exemplo, f(2) = 1. Quanto vale FUCFL@)-D)e

2004 vezes

(A) 1.
(B) 2.
() 3.
(D) 4.
(E) 5.
FZl Sejam as fungoes reais de variavel real f e g, definidas por
5x -3 3 .
e =. Pede-se:
S0=0"3 9K =~

a. obter as leis que definemge fe feog;
b. calcularg o f(2) e f o g(2).

[EX] Dada a fungéo real de variavel real f(x) = ax? + bx + c, pede-se:

a. obter f(x + 1);
b. obter f(-x);
c. determinara, b e ¢ de modo que se tenha f(x + 1) =

f=).

EElse r2x+1)= determme fix=1).

Ell Se 7(x) = 4x + 1 e f(g(x)) = x* + 1, determine a fungéo g(x).
EZ] (AFA) Sejam as fungdes reais definidas por f(x) = x2— 1 g(x) = —
Entéo, f(g(-1)) é igual a:

(A) 1.

(8) 0.

(C) 1.

(D) 2.

EZ (AFA) Sejam A = {0,1,2,3} e f: A — A uma funcédo definida por
f(0)=2,f(1) =1,f(2) = 3ef(3) = 0. Calculando f° f° f°f°f(1),
encontra-se:



EE] (AFA) Se e g sao fungdes de R em IR definidas por f (3x +2) =
egx—3) =5x-2, entdo f(g(x)) €:

(A) ’%4 (C) 5x + 13.
2X+9 5x +11
(B) 5 D) 5

*
EZ] (EsPCEx) Sendo f: R — R definida por f(x) = {VX sexeZ

2,6 XeR-Z*

-1sexeQ
g: R > R definida por 9(X) = 1/2 s X e -0 entao (f°g° f°g)
@++2)6igual a:
(A) 1. D) 1—%.
(B) 1/2. (B) -2.
€) 2

E5 (AFA) Observe os gréficos abaixo, das fungées f e g, definidas no
intervalo [0,1].

4y =f(x)
(1F:] EEEERee SRR :

0.3

ol 01 0,4 1x 0 0,3 08 1 x

Com base nos gréficos, assinale a alternativa falsa:

0, 5)) >g(( ))

=x"+1.

EZd Sendo 1 (x)=3/2x +3 —1¢e g(x) achef- g'egeg.

EI] Seja a fungao f: [2, ) — 1, f(x) = X2 —x + 1, determine qual deve
ser o intervalo / para que f admita uma fungdo inversa.

EX] (AFA) Determine a fungéo inversa de 1 (X) _x-1
1 1+x
A —. D) —.
(A) T (D) T
1
®) . ©) =X
1+ x 1+ x

[I] (AMAN) Sejam £ e g funges de A em A com graficos * = {(1, 2),

(2,1),3,5),(4,4), (5 2}reg*={(1,1),(23),3,95), (43), 5 1)}
Logo, f'(4) - g7'(5) vale:

(A) 0 (D) 6.

(B) 2. (E) 12.

(C) 25.
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Relacoes e fungoées

EED(ITA) Seja a fungdo f: R — {2} — R — {3} definida por
F(X) = 2x -3 +1. Sobre sua inversa podemos garantir que:

(A) nao esta definida pois f é nao injetora.
(B) nao esta definida pois f nao é sobrejetora.

(C) esté definida por £~ (y) ,—g y =3
(D) esté definida por £~ (y) = y b 53—1 Yy # 3
(E) esta definida por /' (/)= 73 o= 3

71 Se £(x) é periodica de periodo 7, determine o periodo de g(x) =
+ b), sendo a = 0.

flax

5] (AFA) Indique a alternativa correta:

Se f é uma fungao par, entdo € bijetora.

Se f(x) — f(-x) = 0, entdo f pode ser relagdo, mas nao fungéo.

Se f é umafungéo par e x € N*, entdo f* é par s6 quando x for primo.
Se f: R — R é uma fungéo real qualquer, entédo f pode ser escrita
como soma de duas fungdes reaisg: R ->Reh. R — R, emque g
é pare h é impar.

73 (AFA)

“0 Brasil tem um encontro marcado com o caos. No dia 12 de junho
comega o plano de racionamento de energia”.

(A
(B
C
(D

“0 modelo energético brasileiro é baseado quase que exclusivamente
em hidrelétricas, que produzem 97% da energia consumida no Pais. Sem
chuva, entra em colapso”.

(Revista Veja — 16/5/2001.)
No grafico, tem-se 0 nivel da agua armazenada em uma barragem ao longo
dos altimos anos, que foi construida para represar agua a fim de mover
as turbinas de uma usina hidrelétrica.

nivel(m) o nivel maX|m0

120~
80

30

0 nIV8| minimo para gerar energia

2000

10-f----

e —
L e

1989 1995 temp

Analise as alternativas e marque a opgdo correta:

(A) O nivel da agua permaneceu constante num periodo de 8 anos.

(B) O nivel de 80 metros foi atingido exatamente duas vezes até o ano
2000.

(C) Apos o ano de 2000, o nivel da agua da barragem foi insuficiente para
gerar energia.

(D) No periodo de 1995 a 2000, o nivel da agua s6 diminuiu.
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4x* —6x -1 se x=>1

4x +3 se x<1

5 (AFA) Considere as fungoes reais (/- g)(x) = {

e g(x) = 2x — 3. Com base nessas fungoes, classifique cada afirmativa
abaixo como verdadeira ou falsa.

I. fx) é par;

£(x) admite inversa em todo o seu dominio;
III fix)écrescenteem {x e R/x <-1oux>1};
IV. sex <-6,entdo f(x) > -3.

A sequéncia correta é:

1] (EN) Sabendo que £, g e h sdo fungdes reais de variavel real e que f e
g néo se anulam, considere as afirmagoes abaixo:

I fo(g+h)=fog+foh;

. @+hof=gof+hof;
—[1]og-
g \r) 7
1 1
V. =fol|—
fog / (g]

Podemos afirmar que:

(A) todas as afirmativas acima séo verdadeiras.
(B) somente I e Il s&o verdadeiras.

(C) somente IV é falsa.

(D) somente Il e Il sao verdadeiras.

(E) somente | é falsa.

(ITA) Consideremos as seguintes afirmagoes sobre uma fungao : R — R.

. Seexiste x € R tal que f(x) = f(-x), entdo f nao é par.
Il Se existe x e R tal que f(— x) = —f(x), entao f & impar.
lll. Sefé pareimpar, entdo existe x € R tal que f(x) = 1.
IV. Seféimpar, entdo f ° f (f composta com f) é impar.

Podemos afirmar que estao corretas as afirmagoes de nimeros:

(B) lelV.
B) I llel.
(©) Tell.
(D) lle V.
(E) 1, el

IE] (ITA) Considere a fungéo y = £(x) definida por f(x) = x3— 2x2 + 5x, para
cada x real. Sobre esta fungao, qual das afirmagoes abaixo é verdadeira?

y = f(x) é uma funcéo par.

y = f(x) é uma fungéo impar.

f(x) = 0 para todo real x.

fx) <0 para todo real x.

) f(x) tem o0 mesmo sinal de x, para todo real x = 0.

(A)
(B)
©)
(D)
(E
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IEE] Esboce no plano cartesiano os gréficos das seguintes fungoes:

A) fR>{-11}
X — y = signx, fungao sinal, signx = {1sex=0e-1sex <0}
B) fR 7
xo>y=ll=
©) f: R > [0,1]
x = {x} = x— LxJ, fungdo parte fracionaria.

(ne Z/n<x<n+1),fungdo parte inteira.

] A figura abaixo representa o grafico da fungao definida por f(x) =
acos(bx). Os valores de a e b sao, respectivamente:

Y
A

———\_EXERCICIOS NiVEL 2 \———

[[5] Determine o conjunto-imagem das fungdes abaixo:
A) f R-{0} >R, x>y= Ix1
X

B) f:[4, +o[ >R, x>y = Jx +Jx-4

C) fRORX>Y=—

X +1

D) ffR>Rx—>y=

X2 41

[F (IME) Sejam ¢ e r funcdes cujo dominio sdo os inteiros maiores
que zero. Sabe-se que g(1) = 1,r(1) =0e:

_[rin+1)=r(n+1
ser(n) < 2q(n) + 1, entao {q(n +1)=q(n)
B . [r(n+1)=0
se r(n) = 2q(n) + 1, entdo {q(n+1) =q(n)+1

Determine q(5) e r(5).



[E] Mostre que se /: A— B éinjetivae #A4 = #B, entdo ¢ uma bijecéo.

[ Classifique a fungdo f: N x N — N, f(m, n) = 2" - 3"quanto a
injetividade e sobrejetividade.

[ Determine o valor da expressio

f[ 1 j_”( 2 jﬂ(( 3 JJ““+"(1998j+f(1999j+f(2000]’
2000 1999 1998 3 2 1

2

X
em que f(x)= T

[[[] (0BM) Seja f uma funcéo real de varidvel real que satisfaz a condigio

f(x)+ Zf[gj =3x parax > 0. O valor de f(2) é igual a:

(OBM) A funcéo real £, definida nos inteiros, satisfaz

fn)=(n+1) f(2-n) = (n + 3)2, para todo n inteiro . Quanto vale f(0)?
(A) —17. (D) 2.

(B) 0. (E) 9.

(€)1

[F] (0BM) Seja f: Z — Z uma fungéo tal que 7(0) = 0, (1) = 1,
f(2)=2eflx+12) = f(x + 21) = f(x) paratodo x € Z. Entdo f(2009) é:

A

=~

D

—_—— e~ —
NDwND = O

B
C
E

— = ==

009.

[£] (0BM) Para todo n natural definimos a fungao f por:f(n)=
senépar, f(n) = 3n + 1senéimpar.

]

0 namero de solugdes da equagao f(f(f(n))) = 16 é:

A
B
C
D

vvvv
SIS A

E

AAAAA
-

KT (0BM) Seja f uma fungéo real que tem as seguintes propriedades:

. Paratodos x, y reais, f(x + y) = x + f(y);
I £(0) = 2.

Quanto vale £(2000)?
0.
2.
1998.
2
2

000.

(A)
(8)
©)
(D)
(E) 2002.

E)

AAEARARE N A RE RS EE SEEEEE EEEE ST EEEEE EEEE S S S RS R R RRRSS.S

Relacoes e fungoées

(0OBM) A fungao £ é definida para todos os pares ordenados (x; y) de
inteiros positivos e tem as seguintes propriedades:

FeCX) =x f6Y) = f15X); X+ y)fiGy) = (2 + y)fcx +y). Qual
o valor de f(21; 12)?

—
b=

R

NN

~N| s

,\
=
e ol

—_

(OBM) Seja f(x) = x>—3x + 4. Quantas solugdes reais tem a equagao
FF(F(...f()))) = 2 (em que f é aplicada 2001 vezes)?

EEl (0BM) Seja f uma fungdo de Z em Z definida como
fx) = x/10 se x é divisivel por 10 e f(x) = x + 1 caso contrario.
Sea,=2001ea,,, = f(a,), qual o menor valor de n parao quala, = 1?7

(A) 20.

(B) 38.

(C) 93.

(D) 2000.

(E) a,nunca ¢ igual a 1.

Seja 2R — R umafuncdo que: (vVx,, X,e R)(f(x, +Xx,) = fx,) f(X,)):

Prove que f(x) > 0, VxeR,;

Calcule £(0);

Prove que (f(x) =0 < f(0) = 0);

Se f(1) = /2, calcule £(2), £(4), f(-2) e arelago entre f(-x) e F(x).

(A
(B
C
(D
EH seja 7: R,— Rtal que: (vx,, x,€ R,) (f(x,-x,) = f(x,) + f(x,)
a. Calcule f(1);

b. Determine a relagao entre f(x-') e f(x);

c. Prove que f(%) = f(X1) _f(xz)l VX1,X2 € R+'

(EN) O conjunto-imagem da fungao f(x)=~/x*—4 +J4 —x? é:

(A) xeR/x>0}.

B) xeR/-2<x<2}.
(C) {0}.

D) xeR/x<-20ux>2}.
(E) R,.
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(EN) Considere a funcdo real f definida por:

x2-1se x<-2
3

se-2<x<-1

se—-1<x<1

x? -1
f(X): 3

—sel<x<2
X

xisex>2
2sex=1
2sex=-1

A'imagem da fungao £ é o conjunto:

(A) ]—o0, =3 U[1, +oo.

(B) ]-oo, [ U [2, +o0[.

(C) J-o, =3[ U]-1, 1[ U1, +eo].
(D) J-e, =2[U]-2,-1[ U ]-1, +oo].
E) R-{-1.1}

EEl(1TA) Sejam trés funcGes f, u, vi: R— R tais que f
(x + %): f(x) + ﬁ para todo x ndo nulo e (u(x))? + (v(x))? =

para todo x real. Sabendo-se que X, & um nimero real tal que u(x,) - v(x,)

]= 2, 0valor de f [U(XO)] é:

v (X)

;tOef[ ! . 1
U (Xy) V(Xo)

E) -2.
EE] (ITA) Dadas as sentencas:

[. Sejam f: X — Yeg: Y — X duas fungoes satisfazendo (gof) (x) =
X, para todo x e X. Entdo f é injetiva, mas g ndo é necessariamente
sobrejetiva.

Il. Seja f: X — Y uma fungdo injetiva. Entao, f(4) N f(B) = f(A N B),
em que A e B sdo dois subconjuntos de X.

IIl. Seja f: X — Y uma fungéo injetiva. Entao, para cada subconjunto A de X,
fA°) = (f(A)°onde A° = {xeX/xeA} e (f(A)° = {xeY/xef(A)]}.

Podemos afirmar que esta (ao) correta(s):

(A) as sentengas nelenell;
(B) as sentengas n2 1l e ne lll;
(C) apenas a sentenga n® [;
(D) as sentengas n¢ | e nelil;
(E) todas as sentengas.
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X+2,sex<-1
EZ] (ITA) Seja /: R — R a funcdo definida por f(x) = {x?,se —1< x <1
4,sex >1

Lembrando que se A = R entao f'(A) = {x € R: f(x) e A} considere as
afirmacoes:

I. fndoéinjetoraef' ([3,5]) = {4}
Il. fndo é sobrejetorae ' ([3,5]) =" (]2, 6])
lll. féinjetoraef' ([0, 4]) = [-2, +oof

Entdo podemos garantir que:

(A) Apenas as afirmacées Il e lll sdo falsas.
(B) As afirmacoes | e lll séo verdadeiras.
(C) Apenas a afirmagao Il é verdadeira.

(D) Apenas a afirmacdo Il é verdadeira.

(E) Todas as afirmagoes séo falsas.

2] (0BM) A funcéo real 7, definida nos inteiros, satisfaz f(n) — (7 + 1)
f(2-n) = (n + 3)% para todo n inteiro. Determine f(n)?

EZ1 (ITA) Sejam R o conjunto dos nimeros reais e f uma fungdo de R em
R.SeB <R eoconjunto(B)={xeR;f(x)eB},entao:

() f(f(B))=B
(B) 1(r(8

©)
(D)

f(r'(B))=8

))
)) =8, se f ¢ injetora.
))
)

£(f(B))=B, sef ¢ injetora.
(E) nd.a

EZ] (ITA) Sejam A e B subconjuntos nao vazios dos nimeros reais e
f:A—B,g:B — Aduas fungGes tais que fog=Id,. Entdo podemos
afirmar que:

(A) f €é sobrejetora.

(B) f éinjetora.

(C) £ é bijetora.

(D) g € injetora e par.

(E) g é bijetora e impar.

EA(ITA) Seja f: R — R uma fungao satisfazendo
fix + ay) = fx) + af(y) paratodos a, x, y reais. Se a,, a,, a,,..., d, 6 uma
progressao de razao d, entao podemos dizer que £@,), f@,), /@,),.... f@,)

(A) é uma progressao aritmética de razéo d.

(B) é uma progressdo aritmética de razao f(d) cujo primeiro termo é al.
(C) é uma progressao geométrica de razao f(d).

(D) é uma progressdo aritmética de razao f(d).

(E) nada se pode afirmar.

EA (EN) Sejax ¢ {-1,0,1}. Se );(x):x_3 e f,. )= f,(f,) para

todo n natural, entao £, (x) igual a: X +1



+
®) x € x+3.
1
©) x+3 "
1-x

EZ] (EN) Determine o conjunto-imagem da fungao (fog) para:

0 se x<0 1 se x<0
f(x)=12x se 0<x<1e g(x)= g se 0<x<1
0 sex>1 1 se x> 1
) 101] U {2}. (D) 10, +o0).
(B) (o0, +0). (E) {1}.

() 10, 1].

EZd (1ITA) Sejam 7, g : R — R fungdes tais que: g(x) = 1 —x e
F) +2f(2-x)=(x-1)3paratodox e R. Entdo 1 [g(x)] é igual a:

-1) (D) x.
—-X) (E) 2-x.

—_

x=1)>
3.

—_
—

o)

A
B)
©)
FZ] Determine a inversa da fungdo u: (—o, =1) — (2, + o) definida por
ulx)=x®+ 2x + 3.

X

EZ] (ITA) Considere x = g(y) a fungdo inversa da seguinte fungao:

«

'y = f(x) = x*—x + 1, para cada nimero real x > 1 ”. Nestas condicGes,
a fungéo g € assim definida: 2

(A) g(y):%+,/y—%paracada y=
1 1

(B) g(}’)=§+,/y—z,paracada y=—.
3

(C) g(}/)=,/y—z,para cada ¥ -
1

(D) g(}’)=,f}/*z,para cada ¥ = .

3 1 1

(E) g(}/)=z+,/}’*§,paracada yzs.

EI] (ITA) Seja f uma fungéo real definida para todo x real tal que: f é impar;

f(x)~f(1)
fx—y) = f(x) = f(y); e f(x) > 0, se x > 0. Definindo 9(X) = —
sex =0, e sendo n um ndmero inteiro positivo, podemos afirmar que:

Slow

FNg

w

—_

f é ndo decrescente e g é uma fungéo impar.
f é ndo decrescente e g é uma fungéo par.

g é uma fungdo pare 0 <g(n) <f(1).

g é uma fungao impar e 0 < g(n) <f(1).

E) fénao decrescente e 0 < g(n) <7(1)

(A)
(8)
©)
)
(
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Relacoes e fungoées

) ) o ) 1+ f(x)
3l Sejaa um real fixo positivo e £ uma fungéo tal que f(x +a) = T
para todo x. Prove que f é periodica determinando um periodo. '~ (X )

a

EH Considere uma fungdo f:R - {_—Cd} —>R- {E} flx) =

onde ad = bc e a, b, ¢, deR* (fungOes desse tipo recebem o nome
de fungdo homografica ou fungao de Mobius). Prove que f é bijetiva e
determine sua inversa f'.

ax+b
oex+d’

EE] (EsPCEx) Seja a fungdo f: R — { -1, 1} — R, definida por
3

f(X) — X_
x* =1 Podemos afirmar que essa fungéo é:

(A) bijetora e ndo par nem impar.
(B) par e injetora.
(C) impar e injetora.

(D) par e sobrejetora.
(E) impar e sobrejetora.

EII Sejaf: R — R umafungao estritamente decrescente, isto &, quaisquer
X e yreais comx < ytem-se f(x) > f(y). Dadas as afirmagoes:

|.  féinjetora;

Il. fpode ser uma fungao par;

lll. se f possui inversa entao sua inversa também ¢é estritamente
decrescente.

Podemos assegurar que:

(A) Apenas as afirmacoes | e Il sdo verdadeiras.
(B) Apenas as afirmacées Il e lll séo falsas.

(C) Apenas as afirmacées | é falsa.

(D) Todas as afirmagGes sao verdadeiras

(E) Apenas a afirmagcdo Il é verdadeira.

EH (ITA) Considere as afirmagdes:

I. Sef:R — R éuma fungo par e g: R — R uma fungao qualquer,
entdo a composigao gof € uma fungéo par.

Il. Sef:R— R éumafungao par e g: R — R uma fungdo impar, entao
a composigéo fog & uma fungéo par.

. Sef: R — R éumafungéo impar e inversivel, entdo f-': R — R é uma
fungéo impar.

Entao:

(A) Apenas a afirmagéo | é falsa.

(B) Apenas as afirmagées | e Il s&o falsas.
(C) Apenas a afirmacao Il é verdadeira.
(D) Todas as afirmagGes sao falsas.

(E) n.d.a.

EIJ (ITA) Dadas as fungdes - R — R e g: R — IR, ambas estritamente
decrescentes e sobrejetoras, considere i = fog. Entdo podemos afirmar que:

(A) h é estritamente crescente, inversivel e sua inversa € estritamente
crescente.

(B) h € estritamente decrescente, inversivel e sua inversa € estritamente
crescente.

(C) h é estritamente crescente, mas nao necessariamente inversivel.

(D) h é estritamente crescente, inversivel e sua inversa € estritamente
decrescente.

(E) nda.
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EZd (ITA) Considere uma fungao f: R — R nao constante e tal que
fx +y) = f00f(y), vx,y e R.

Das afirmagoes:

. fx)>0,vxeR.
Il fmx) = [fX)]", vx e R, ¥vn e N*.
lll. fépar

é (sdo) verdadeira(s):

apenas | e ll.

apenas Il e lll.
apenas | e lll.
todas.

E) nenhuma.

(A)
(B)
©)
(D)
(

EI] Seja £(x) uma funcéo real, definida em R e satisfazendo a equagio

funcional f(x)+f(XT_1j =1+ x. A expressao de f(x) é:

X —x* -1 x*+x% -1
® T
X+ x%+1 X +x* -1
SR )
Xt —x2+1
R

EE] A fungao real definida por f(x) = r—i pode ser decomposta, de

maneira (nica, como uma soma da forma P(x)+/(x), onde P(x) é uma
fungao par e /(x) é uma fungao impar. A expressdo de /(x) é:

X 4x
® 1-x° © 1-x*
2X 5x
(B) T (E) T
3x
© 1-x?

——\\_EXERCICIOS NfVEL 3 \———

[ (0BM) Se f: R — R é uma fungdo tal que, para todo x real,
f0) - (f) —x) = 0, entao:

(A) £ éafuncéo nula.

(B) f € afuncéo identidade, ou seja, f(x) = x para todo x real.
(C) f ¢ afuncao nula ou a fungéo identidade.

(D) Ha 4 possiveis fungoes f.

(E) Ha infinitas fungoes f.

[73 (0BM) Determine todas as fungdes f: R — R, f fungéo par,
satisfazendo f(x + y) = f(x) + f(y) + 8xy +115 para todos os reais x
ey.
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[E] Mostre que toda fungdo #: R — R pode ser escrita com uma soma
P(x) + /(x), em que P é uma fungao par e / & impar.

[ A fungédo f 6 tal que, para cada nimero real x, vale a relagéo
fx) + fix—1) = x2. Se £(19) = 94, entdo £(94) vale:

[ (0BM) A funcéo f: R — R satisfaz f(x + f(y)) = X + f (f(y)) para
todos os nimeros reais x e y. Sabendo que f(2) = 8, calcule £(2005).

[[] (IBERO) A cada inteiro positivo n se associa um inteiro ndo negativo
f(n) de tal maneira que se satisfazem as seguintes condigées:

L flrs) = f() + f(s);
Il.  f(n) = 0, sempre que o algarismo da unidade de n seja 3;
. £(10) = 0.

Determine £(1985).

Resolva a equagdo ya-++va+x =x

[T Encontre as raizes reais da equagao

x2+2ax+i:—a+ /av2+x—l (0<a<l)
16 16 4

[Z] (0BM) Seja f: N — R uma fungéo tal que
f(1)=999e f(1) + f(2) +...+ f(n) = n? f(n). Determine f(1998).

KL Seja f: R — R uma fungéo tal que 7(0) = 1 e paratodoxey e R,
fxy +1) =) - fy) = f(y) —x + 2. Determine f.

Existe funcdo f: R* — R, tal que xf(x)+ Xaf[%j N 1_TX?

EH Determine a fungéo que satisfaz f(x)+f(L] =X para todos
xe {01} 1=

EE] (0BM) Seja 7 uma fungéo dos reais nao nulos nos reais nao nulos tal
que:

(f&) + f) + f@)° = f)* + (f()* + (f(2))? para todos x, y, z
reais nao nulos taisquex + y +z = 0;

f(=x) = - f(x)para todo x real néo nulo;

f(2011) = 1.

Encontre o inteiro mais proximo de f(33).

(OBM) Para cada inteiro positivo n, seja A, = {x eR;x-|x|= n},
em que R, € o conjunto dos reais positivos e le ¢ 0 maior inteiro
menor ou igual a x. Determine a quantidade de elementos do conjunto
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Neste material, estudaremos 0s principios basicos da algebra. No
decorrer das seguintes semanas, ficarao claras sua importancia e suas
aplicagoes em todas os outros assuntos da matematica. Podemos dizer que
0 aluno que no alcangar um dominio minimo neste assunto certamente
terd dificuldades com as outras areas.

1. Axiomas e conceitos
basicos dos numeros reais (R)

No conjunto dos reais, séo definidas duas operagGes: a soma € 0
produto. Essas operagdes possuem propriedades basicas que néo podem
ser demonstradas e, por isso, as chamamos de axiomas.

|. Comutativa
X+y=y+x
X'y=y-x

Il. Associativa
X+y)+z=x+{¥+2

x-y)-z=x--2

[Il. Elemento Neutro
X+0=x
x-1=x

IV. Elemento Simétrico / Inverso
X + (-x) = 0 (simétrico)
x-x1 =1, parax=0 (inverso)

V. Distributiva
X-yV+2)=x-y+x-z
V+2) x=xy+x-2z

Assim, definimos também:

Diferenga: x —y = x + (-y)

Divisdo: X = x .y, paray = 0
y

Axiomaticamente, podemos, em uma igualdade, somar uma mesma
quantidade dos dois lados, como também podemos multiplicar os dois
lados por uma mesma quantidade. Com isso e as regras iniciais, ja é
possivel demonstrar alguns teoremas.

Teorema 1 (Lei do corte — soma)
Se X, y e Z 50 ndmeros reais taisque x + y = x + z, entdo y = z.

Demonstracao: Na equagdo x + y = x + z, podemos somar (x)
dos dois lados: (-X) + (x +y) = (-x) + (x + 2). Utilizando a propriedade
associativa, podemos somar antes 0 x ao seu Simétrico: (-x + x) +y =
(x+x)+2zDai,0+y=0+2zo0quenosday =z

Algebra basica

ASSUNTO 1

Matematica II

Teorema 2 (Multiplicacao por zero)
Para todo x real, tem-se que x - 0 = 0.

Demonstracao: A ideia é utilizar que x - (0 + 0) = x - 0. Fazendo
distributiva do lado esquerdo, temosx -0 + x- 0 =x- 0 + 0. Pela lei do
corte, segue que x - 0 = 0.

Comentario: Por isso ndo se define a divisdo por 0. Se por um
momento aceitdssemos 1 = x, teriamos que 1 = 0 - x, 0 que ndo é
possivel. 0

Teorema 3 (Produto igual a zero)
Sexeysdoreaistaisquex -y =0,entdox =0ouy = 0.

Demonstracao: Pelo teorema 2, é facil ver que se x = 0, a equagéo
x -y = 0 é satisfeita. Caso x = 0, sabemos que existe 0 seu inverso x.
Multiplicando os dois lados dex -y = 0 porx~', temosx~'- (x-y) = x'- 0.
Utilizando aassociativadolado esquerdo e oteorema 2 dolado direito, temos que
y = 0. Portanto,oux =0o0uy =0.

Essa é uma das principais propriedades da algebra e é uma das
grandes motivagoes para se aprender a fatorar. Em algum problema em
que uma expressao é igual a zero, se conseguirmos fatorar essa expressao,
podemos transformar o problema em dois geralmente mais simples.

Teorema 4 (Regra dos sinais):
L) y=x ()=~

(=0 ) =xy

Esse é o famoso "menos com menos da mais e menos com mais
da menos".

Demonstracao: Para (1), aideia é usarque (x + (-x)) -y =0-y =
0 Fazendo a distributiva do lado esquerdo, temos x -y + (- x) -y = 0.
Dai, basta somar —(x - y) dos dois lados e ficamos com (=x) -y = —(x -

y). A outra parte de (1) é analoga.

Para (2), usaremos que (-x) - ((-y) +y) = (-x) - 0 = 0. Fazendo
a distributiva, temos que (—x) - (-y) + (=x) -y = 0. Usando (1), temos
(=x) - (=y) + (=(x-y)) = 0. Agora, basta somar (x - y) e ficamos com
=X (=) =xy.

Teorema b (Lei do corte — produto)

a=0
Se ax = ay, entdo < ou

X=y

Demonstracao: Em ax = ay, somamos — ay dos dois lados, ou
seja, Se "passarmos o0 ay para o outro lado", temos ax —ay = 0, ou seja,
a(x-y) =0.Como javimos,temosquea = 0 oux—y = 0 (ou seja, x =).
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E importante observar que vocé ndo deveré fazer 0 passo a passo
de nenhum desses teoremas durante 0s exercicios. Fazemos essas
demonstrages apenas para a teoria ficar completa e para que vocé
aumente sua capacidade de abstrair e de utilizar conceitos ja dados para
chegar a novos resultados.

Teorema 6
(Tirando raiz quadrada em uma equacao)
Sex> =y% entdox = youx =—y. (e mque x*> = x - X)

Demonstracao: Aqui utilizaremos um ‘produto notavel’ que sera visto
mais a frente: usaremos que x2 — y?> = (x —y) - (x + y) (*). Entdo, em
X2 = y?, somemos — y? dos dois lados: x2 — y2 = 0. Dai, por (*), temos
(x=y) - (x+y) =0.Peloteorema 3, segue quex = y oux = —}.

2. Inequacoes

0 conjunto dos numeros reais pode ser dividido em 3 partes:

- reais positivos (R*);
— zero (0);
—  reais negativos (R*).

R* RY

\l

Axiomaticamente, temos que Se x e y sao reais positivos, entao x +
y ex-ytambém sdo. Além disso, temos também que se x é real positivo,
entdo — x é real negativo. Dai, pela regra de sinais, podemos ver que 0
produto de dois negativos é um positivo e 0 produto de um positivo por
um negativo é negativo.

2.1 Relacao de Ordem
Dizemos que:
X>ysex-yeRy;x<ysex-yeR*

Além disso, x>y sex > youx =y, X<ysex<youx =y.
e Propriedades

. (somar dos dois lados / leido corte) x >y <>x +z >y + Z;
. i X>y
Il (somar inequacées) SX+Z>Y+w,
Z>w

. X>y
lIl. (transitividade) { = X>7Z
y>z

. x>y,s6z>0
IV. (leid te — produt
(lei do corte — pro uo)xz>y2c>{x<y’sez<0
V. (muttiplicar inequagoes) 1<~ Y ° = xz > yw
' P quag z>w>0 4

VI. (inversdo) x >y >0= 1 < 1
Xy

Demonstracées:
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I. Como (x +2) - (y + 2) = x—y, a ordenagdo nao se altera;

. x+2) -y +w = @x-y) + (z—w) éasoma de dois positivos,
entao é positivo;

lll. Basta somar as duas inequagoes e cancelar o y;

IV. xz—yz = (x-y)z é positivo quando x — y e z tém o mesmo sinal;
{x >SY=>X2> Yz

e termina pela transitividade;
Z>W=>yZ>yw

VI. 1.1 Xy é 0 quociente entre dois positivos
y x X

2.2 Teorema 7

(Quadrado maior ou igual a zero)
Para todo x real, tem-se que x> 0.

Demonstracao: Caso x seja positivo, x2 = x - x é 0 produto de dois
positivos, portanto positivo. Caso x seja negativo, x> = x - x é o produto
de dois negativos, portanto positivo. Caso x seja nulo, x> = x - x é nulo.
Portanto, x> = x - x é sempre maior ou igual a zero.

Muitas desigualdades famosas decorrem dessa propriedade e isso
sera cobrado ao longo do material.

e Erros comuns em inequagoes

I. - Néo é permitido subtrair inequages

Por exemplo, {3 z 2 é verdade, mas 8 -7 > 6-3 (1 > 3) nao é!
Il. So se pode elevar ao quadrado se os 2 lados séo positivos

Por exemplo, 1 > — 2 é verdade, mas 12 > (- 2)? (1 > 4) néo é!
lll. Néo se pode passar variavel multiplicando para o outro lado

Considere as inequagoes 1 > % (*)el> X (**).
be

2

Veja que de (*) para (**), a inequacgao foi multiplicada por x. No
entanto, caso x fosse negativo, o sinal da inequagao deveria ser modificado
(propriedade 4).

Esse € o0 erro mais comum neste assunto, tome muito cuidado!

3. Potéencias e Raizes

3.1 Poténcia
Para a real nao nulo (base) e n inteiro positivo (expoente) definimos

. - _ 1
a"=a-a'ea’ =1. Para expoentes negativos, definimos a" = —
Propriedades: a

n n
L am-a"=a"*" V. a—:(ﬁj
b" \b
am
“ — — am—n V (am)n =gm
a
. " = (ab)"



Todas as propriedades podem ser rapidamente demonstradas.

3.2 Raizes

1
Para a real e n inteiro positivo, definimos %/a = a”.

Essa definigao é bastante natural, ja que, de forma habitual, definimos

1 n
como x = %/a um namero tal quex’=ae {a"] =a.

Observagao: Caso 17 seja par, pelo teorema 6, a equagao x" = a nos
da que a > 0. Além disso, para nao haver duplo sentido, acrescentamos
a definicao que /a > 0 para n par.

Por exemplo, /9 = 3.

Imagine, por um momento, que aceitdssemos que radicais de indice
par pudessem ter 2 valores (no exemplo anterior, +3 e -3). Neste caso,
que valor assumiria a expressao v'4 + ~/9 + ~/16? Varios valores seriam
possiveis: 2 + 3 + 4,2 -3 +4, 2 - 3 —4... Com iss0, uma expressao
simples geraria uma grande confuséo! Para isso ndo acontecer, aceitamos
apenas o sinal de +.

* Propriedades
Para a e b positivos, temos:

] ; [ %3/%

"ap:aﬁ
I. %a-%b="ab V. mfez —mfz

Dessa forma, pela propriedade (1), definimos poténcias para expoentes
racionais (fracionarios).

* Expoentes irracionais
Vamos entender este conceito através de um exemplo.
Qual seria o valor de 3v2?

Este ¢ um problema computacional. Para chegar a este valor,
precisamos fazer aproximagoes (pelo truncamento da representagao
decimal do expoente) por cima e por baixo

31 = 3 32 = 9
34 = 4.65554... 3'% = 5,19615...
3141 = 4,70697... 3142 = 4,75896...

3114 = 4,72770...
314192 = 472873...

31418 = 4,73289...
314148 = 472925...

Assim, fazendo essas aproximag0es cada vez mais precisas, temos
o valor de 3*2 = 4,72880...

Com essa expansao da definicdo de poténcia, carregamos todas as
propriedades vistas inicialmente para expoentes inteiros.
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Algebra bésica

4. Produtos notaveis e
fatoracoes iniciais

Determinadas expressdes aparecem muitas vezes em matematica. As
primeiras desse tipo sdo 0s chamados produtos notaveis:

distributiva/colocar em evidéncia) (a + b) x = ax + bx
distributiva/agrupamento) (@ + b)(x + y) = ax + ay + bx + by
produto de Stevin) (x + a)(x + b) =x2 + (@ + b)x + ab

quadrado da soma) (@ + b)? = @ + 2ab + b?

(quadrado da soma de 2 termos) (a + b + ¢)?> = a® + b? + ¢? + 2ab
+ 2bc + 2ac

(diferenca de quadrados) (a + b) (@ - b) = a®-b?

(cubo da soma) (@ + b)® = a° + 3a%h + 3ab? + b®

(soma de cubos) (a + b) (@>—ab + b?) = a® + b’

(cubo dasomade 3termos) (@ + b + ¢)®*=a® + b® + ¢ + 3(a +
b)(b+c)(c+a)

Nao é dificil fazer a distributiva no lado esquerdo de cada uma das
equacgOes acima e chegar ao lado direito. Caso a necessidade fosse
sempre essa, vocé poderia refazer isso a cada problema. No entanto, a
maior utilidade desse ponto é ja conhecer de antemao essas expressoes
para que, rapidamente, se possa substitui-las pela sua forma fatorada.

Como essas propriedades valem para todos a, b, ¢ e x, podemos
substituir essas letras como quisermos. Em particular, trocando b por —b
em (1), (4) e (5), obtemos:

(3’) (quadrado da diferenca) (@ — b)? = a®> - 2ab + b?
(6’) (cubo da diferenga) (a — b)? = a°— 3a% + 3ab®- b3
(7’ (diferenca de cubos) (a —b)(@® + ab + b?) = a*-b®

Todas essas expressoes devem ser memorizadas e, para que se tenha

mais facilidade nisso, sugere-se que muitos exercicios sejam feitos.

_— =

)
(1)
(2)
@)
)

—_—— ==

5
6
7
8

—_~—

Comentarios: Como ja vimos, ndo é dificil partir de cada lado
esquerdo até chegar ao lado direito correspondente. No entanto, em alguns
momentos isso pode parecer artificial. Um bom exemplo é (5), ja que sera
muito mais comum aparecer a® + b, Caso nao soubéssemos que a° + b®
pode ser escrito como (a + b)(@2—ab + b?), como poderiamos chegar a
esse resultado? Em élgebra, assim como em toda matematica, a maneira
mais eficiente de se resolver um problema é associa-lo a alguma situagao
ja vista anteriormente. Podemos ver que a® + b°® estd no desenvolvimento
de (@ + b)3, que é uma expressao muito comum.

Dai, (@ + b)® = a® + 3a% + 3ab? + b3implicaa® + b® =
= (a+ b)*—(3a% + 3ab?) = (a + b)®-3ab(a + b) =

@+b)? —3ab|=(@+b)@ -ab+b?
sy

@ +2ab + b?

E possivel abordar de forma similar outros produtos notaveis.
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2
[[5] Simplifique a expressdo A = M .
b + ab + ac + bc
Solugao:
Antes de fazer qualquer tipo de cancelamento, precisamos fatorar o
numerador e o denominador. E, para fatorar essas expressoes com 4
parcelas, normalmente usamos o que é chamado de ‘agrupamento’:

2> +ab+ac+bc=a@+b) +cl@a+b)=(@+c)a+h)
b? + ab + ac +bc = b(a + b) + c(a + b) = (b + ¢)(@ + b)

Substituindo, temos que 4~ @+ cl@+b) _a+c
b+c)a+b) b+c

g =1

2
a -1
- nao

a-1 a+1

[FAPara a = + 1, prove que a expressdo F =
depende de a.

Solugao:
Primeiramente, vejamos que a expressao a®> — 1 pode ser vista como uma
diferenca de quadrados e, porisso, pode ser fatorada: a>— 12 = (@ + 1)@—1).

g r_@+Na-1) @+h@-1)_ e
Dai,temosque:E = P v =@+)-@-1)=2

, que ndo depende de a.

[E] (Desigualdade das médias para 2 termos) Prove que X+y, N
para todo x e y positivos. 2

Solugao:
Para provar uma desigualdade, uma das ideias é olhar para a diferenga
entre 0s dois lados:

IR Y 2 A

2 2
Como todo quadrado de numero real ¢ > 0, entdo, segue que

X ; Y _ xy >0, 0 que finaliza o problema.

5. Técnicas de fatoracao

5.1 Completando o quadrado

Em algumas situagoes, ndo é possivel fatorar a expressdo dada
apenas agrupando as parcelas. Uma das saidas pode ser se aproveitar da
semelhanca entre a expressao e algum quadrado perfeito.

Ex.: Fatorar a expressao a* + 4.

Solugéo:

Jd que temos uma expressao com apenas 2 parcelas, ndo é possivel
apenas colocarmos fatores em evidéncia.

Entdo, percebemos que a expresséo se assemelha a (a2 + 2)2 e, por isso,
fazemos a* + 4 = a* + 4a® + 4 — 4a% = (a® + 2)2— (2a)? 0 que nos leva
a uma diferenca de quadrados.

Porisso, a* + 4 = (@ + 2 + 2a)(@® + 2 - 2a). Por uma questdo de
organizagao, é comum colocarmos as poténcias em ordem decrescente
de expoente: a* + 4 = (a> + 2a + 2)(@®-2a + 2).

5.2 Teorema 8 (f6rmula de Bhaskara)

Paraa = 0, se ax*> + bx + ¢ = 0, entdo x:_bi\/Z
A = b? - 4ac. 2a

, em que

Demonstracao: A ideia é completar o quadrado na equagdo para que
a variavel x aparega apenas um vez e nao duas, como na situagao inicial.

Primeiramente, dividimos tudo por a: X%+ g X + % =0.

2

Para completar o quadrado, somando f—z temos:
a

, b

b>  b® ¢ b?-4dac
X +5X = = .

+— =
42> 42> a 42°

2
Dai, (x + Ej A b iﬁ e esta finalizado.
2a) 4a° 2a  2a
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5.3 Distributiva inteligente

E comum o vicio de fazer a distributiva termo a termo quando duas
expressoes estao sendo multiplicadas. No entanto, em alguns momentos
¢ interessante agrupar alguns termos antes disso.

Ex.: Fatorar £ = (@ + 3a + 3)(@* + 3a + 5) - 15

Solugao:

Aqui, nao vale a pena fazer toda a distributiva termo a termo, porque
ficariamos com uma expressao com muitas parcelas e perderiamos a
repeticéo de parcelas que acontece na expresséo dada. Por isso, fazemos
E = (@ + 3a) + 3)((@> + 3a) + 5) — 15 e temos uma distributiva de
apenas 4 parcelas em vez de 9. Dai:

E = (@ + 3a)> + 3(a® + 3a) + 5(@* + 3a) + 15-15
E = (@® + 3a)® + 8(a® + 3a)

e podemos colocar a? + 3a em evidéncia, ficando com £ = (a® + 3a)
(@ + 3a + 8). Além disso, ainda podemos fatorar o 12 fator e £ = a(a
+ 3)(@® + 3a + 8).

5.4 Quebrando parcelas

0 popular ‘agrupamento’ precisa de 4 parcelas para ser feito. Em
algumas ocasides, temos apenas 3 parcelas e podemos quebrar uma
delas em duas.

Ex.: Fatorar U = 3x* + 10 xy + 3y

Solugao:

Aqui, a ideia sera quebrar o coeficiente 10 em duas partes. De nada seria
(til escrevé-locomo 8 + 2,7 + 3,6 + 40u5 + 5, pois 8, 7,6 e 5 ndo
tém fator comum com 3 e, por isso, nao conseguiriamos colocar nada em
evidéncia em U. A boa ideia é quebrar 10 = 9 + 1. Assim:

U=3C+ %y +xy + 32
U= 3xx+3y) +yx + 3y)
U= 3x+y)x+ 3y



5.5 Teorema 9 (soma de 3 naumeros igual a
0, soma dos cubos fatora)
Sea+ b +c=0,entdoa® + b® + ¢ = 3abe.

Demonstracao: Dadoquea + b + ¢ = 0,temosa + b = —c. Elevando
ao cubo, ficamos com (a + b)® = (—¢)®. Desenvolvendo: a° + 3a%h + 3ab?
+ b® = -3 Dai, seque que a® + b® + ¢® = — 3a% — 3ab%> = -3ab(a + b).
Comoa + b = —c¢, temos a® + b® + ¢ = 3abc.

———\\ EXERCICIOS RESOLVIDOS \———————

Sendo x, = 22" + 27 + 1, prove que Xn+1 ¢ inteiro para todo n
natural. Xn

Solugao:
Inicialmente, faga 2" = a. Veeja, entdo, que 22" = 222 = (2')2 = @2

g 22" = 222 = (224 = 3% Com isso, temos que
2 1

Xpa1 _22"+ +22" +1_a4+a2+1(*)

X, 22" 02" 4 @sa+1’’

Para concluir o problema, precisamos fatorar o numerador e, para
iss0, vamos ‘completar o quadrado’.

Temosa*+a?+1=a*+2%+1-a>= @+ 1)>-a®= (@ + 1
+ a)(a® + 1 -a). Substituindo em (*), temos

Xpy @ +a@+1 @+a+N)@ -a+)
X, a+a+1 a?+a+1
inteiro.

=a’—a+1 que é

[ Prove que néo existem a, b e ¢ distintos tais que
a-b+3b-c+3¥c-a=0.

Solucao:
Teriamos a soma de 3 numeros sendo igual a zero, portanto, a soma
de seus cubos € igual a 3 vezes 0 seu produto:

@-b)+(b-c)+c-a=33a-b3¥b-c3c-a

Como o lado esquerdo é nulo e o lado direito € o produto de 3 fatores
ndo nulos (ja que a, b e ¢ séo distintos), temos uma impossibilidade.

6. Radicais

Uma situagdo muito comum é encontrarmos uma expressao que
contenha radicais no denominador. Veja que efetuar uma divisao por um
nuamero irracional pode nos levar a erros de aproximagao, dependendo da
precisdo com que se tenha o denominador.

. . , 1 .
Por exemplo, considere o célculo do nimero —. Caso utilizemos a

V3

~0,5888. Caso refinemos

aproximagao V3 ~1 ,7, encontraremos — ~

V317

a aproximagdo com +/3 ~ 1,73, obteremos 1.1

V3 173

Por isso, como na pratica ndo temos todas as casas de V3, adivisio

~0,5780.

1 . .
—— ndo deve ser feita dessa maneira.

V3
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Por outro lado, se multiplicarmos o numerador e o denominador de
1

— por /3, teremos V3 ~ 173205 0,5773.

3 . . .
3 A esse processo de eliminagdo de radicais em denominadores, damos
0 nome de ‘racionalizacéo’.

1
4+\/§'

Ex.: Racionalizar

Solugao:
Aqui, faremos uso do produto notavel (@ + b)(@ — b) = a®> - b% e
multiplicaremos o numerador e o denominador por 4 — /3:

1 4-y8 4-3 4-B8
4+3 (4+\B)4-B) 16-3 13

Comentario: Uma outra forma de tratar o problema é encontrar uma
equagao que tenha a expresséo do denominador como raiz. No exemplo,
fazendo 4 + +/3 = x,temos X — 4 = /3 ¢, elevando a0 quadrado, x— 8x +
16 = 3, 0 que nos da a equagao x>—8x + 13 = 0, que era 0 nosso objetivo.

Agora, podemos isolarl:
X

8-—x

(x—8)x:713:>%= 3
Veja que, fazendo isso, eliminamos o radical do denominador.

_ 8—(4+3 _
Substituindo o valor de x, temos + = 8 =X _ ( ) _4 ‘/§,
X 13 13 13

6.1 Teorema 10 (radicais duplos):

JA+ B - /A;Ci /%,emquec= #_B

Demonstracao: Basta comparar os quadrados dos dois lados.
(Para uma motivacao de como chegar a essa expressao, faca

JA =B =x +Jy eescolhax ey convenientes.)

Em geral, é conveniente usar essa formula quando A% - B for quadrado
perfeito, para que transformemos um radical duplo em uma soma de
radicais simples.

———\, EXERCICIOS RESOLVIDOS \———————
[ Prove que o niimero x = /3 — /8 — /3 + +/8 &inteiro e negativo.

Solugao

E 6bvio que x é negativo, pois /3 — V8 < /3 + /8. Para provar que

X € inteiro, elevamos ao quadrado:

x2=(\/m-\/m)z=
(\/3—J§)2—2\/3—\/§\/3+\/§+(\/3+\/§)23

x2=3-B-2/% - (V8) +3+ VB2 =4

Como x é negativo, temos que x = — 2, que é inteiro.

Também é possivel utilizar a férmula do radical duplo.
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[ Qual é o valor de x=\/6+\/6+\/6+\/6+... , com infinitos

radicais?

Solucao

Elevando ao quadrado, temos que X* =6+ 6+v6+/6+....

Como ha uma quantidade infinita de radicais, ficamos com x> = 6
+ X, ou seja, x> —x — 6 = 0. As raizes dessa equagao saox = 3 ex
= —2. Como x é um radical, x € positivo.

Por isso, x = 3.

Observacao: A rigor, antes de darmos os argumentos acima
deveriamos provar que x é um numero real. Como x € o limite de uma
sequéncia, neste caso, poderia ser que x tendesse ao infinito. Aqui,
para formalizar, basta provar (por indugao no ndmero de raizes) que
X é menor que 3.

Agora, vereos outras técnicas de fatoragao.

7. Diferenca e soma de poténcias
Dois produtos notaveis que também podem ser muito (teis sédo:

(1) x—a"= (x—a)(x™" + ax™? + a’%"3 +...+ a™"), para n natural
(2) X"+ a" = (x +a)(x"'—ax"? + a%"*—...+ a*"), para n natural impar

Para demonstrar as duas relagoes, basta fazer a distributiva nos lados
direitos.

8. Raizes X Fatores

8.1 Teorema 11 (raiz implica fator)

Se x = a anula uma expressao polinomial em x, entdo (x —a) é um
fator dessa expressao.

Demonstracao: Considere a expressao £ = b x" + b, x™" +..+b.x
+ b, Sex = aanula aexpressao £, entao b, @a" + b, @™ +..+ ba +
b, = 0. Subtraindo uma equagéao da outra, ficamos com £ = b_(x" —a")
+b ™ —a™") +..+ b,(x-a).

Agora, veja que pelo produto notavel da diferenca de raizes, cada
parénteses tem (x —a) como fator e, assim, £ possui (x —a) como fator.

8.2 Teorema 12 (teste das raizes racionais)
Considere uma equagdo polinomial em x de coeficientes inteiros

E=bx"+b X" +.+bx+Db,

Sex = g anula a expressao £ (fragao irredutivel, ou seja, p e q inteiros

p € divisor de by

e primos entre si), entdo .
q ¢ divisor de b,

A demonstracéo deste teorema serd vista em outro assunto mais a frente.

Esse teste é muito util pois nos da uma lista de fragoes que podem
anular a expressdo em questdo. Dai, usando o teorema 11, podemos
encontrar uma fatoragdo diretamente.

Ex.: FatorarK = 2x® + 5x2—x—1.
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Solugao:
Pelo teste das raizes racionais, as possiveis raizes racionais de K sao
1
+1-1, +%, —%. Testando uma a uma, vemos que x =5 anula a

expressdo K. Por isso, sabemos que x — 1 é um fator de K, 0 que é
equivalente a 2x — 1 ser fator K. 2

Agora, basta forgar o surgimento desse fator somando e subtraindo
0s termos corretamente:

K=2¢+5¢2-x-1=2¢-x 462 -3 + 21
Xo2X=1)+ ;- (X=T1)+1-(2=1) = (X-1) (& + 3x +1).

9. Expressoes homogéneas

Em uma expressao algébrica, definimos o conceito de grau de uma
parcela como a soma dos expoentes nas suas variaveis. Por exemplo, 0
grau de x® Y5 22 € 10.

Dizemos que uma expressao é homogénea quando todas as suas
parcelas ttm o mesmo grau. Por exemplo, x® + 3x% + 7xy? — 4y° é
homogénea pois todas as suas parcelas tém grau 3.

Caso haja uma expressdo homogénea, ha um artificio, muitas vezes
com vantagens até mais psicoldgicas, que pode ser muito dtil.

Ex.: Considere a equagao x® + 3x& + 7xy2—11y* = 0. Vejaquex =y =0

3 2
é solugdo. Paray = 0, divida tudo por y: [;j + 3[;] + 7@) -11=0

Fazendo X = t, reduzimos a equagéo original de duas variaveis a
y

equacao de apenas uma variavel £ + 32 + 7t—11 = 0. Agora, poderiamos
seguir utilizando as técnicas de fatoragdo ja vistas.

10. Mudanca de variaveis

Em muitos problemas, é interessante fazer uma mudanca de variaveis
para simplificar a solugao.

12

Ex.: Determinar as raizes reais de x* +3x + 1= —————.
X+ 3X+2

Solugéo:
Inicialmente, repare que se multiplicarmos, chegaremos a uma

equacao do 42 grau, 0 que no seria bom. Ao perceber a semelhanca entre

as expressoes, fagamos x? + 3x + 2 = a. Dai, aequagdo éa — 1= E,
a

que equivale aa®> —a — 12 = 0, que tem solugdes a = 4 ea = - 3.
Substituindo de volta, ficamos com as equagoes x> + 3x -2 = 0ex? +
ENL

3x + 5 = 0. Resolvendo-as, temos que x = 5

11. Lema de Gauss (método dos
coeficientes a determinar)

Em geral, ao tentar fatorar uma expressao algébrica, tentamos usar
as ferramentas estudadas na seguinte ordem:

— colocar em evidéncia/agrupamento;

— quebrar parcelas/completar quadrado;

— “chutar” uma raiz racional para obter um fator de grau 1;
— fazer alguma mudanca de variaveis.



Caso nenhuma dessas tentativas dé certo, podemos utilizar o método
deste topico.

Formalmente, o Lema de Gauss diz o seguinte: "se um polinémio de
coeficientes inteiros pode ser fatorado como produto de polinémios de
coeficientes racionais, entao ele também pode ser fatorado como produto
de polinbmios com coeficientes inteiros".

Na pratica, isso significa que, no seu rascunho, vocé deve supor
que os coeficientes dos fatores sdo inteiros, porque se néo forem, seréo
irracionais e sera dificil encontra-los.

Ex.: FatorarU = x* + 3x® + 3x2-2.

Solugao

Primeiramente, veja que 0s candidatos a raizes racionais de U sdo
+1, -1, +2, -2. Testando, veja que nenhuma delas funciona. Com isso,
nao temos raizes racionais e, por isso, nao ha fatores de grau 1 em U.
Entéo, devemos escrever U como um produto de dois fatores de grau 2:

U= (@®+bx+c)de®+ex+1)

Aideia é fazer a distributiva e igualar os coeficientes aos da expressao
original. No coeficiente de x*, temos ad = 1. Agora é que temos a
vantagem de considerar que 0s coeficientes sao inteiros. Veja que temos
a=d=1oua=d=-1.Podemos considerar quea = d = 1, pois no
2¢ caso bastaria multiplicar os 2 fatores de U por —1. Entdo, ficamos com:

U=@+bx+o)®+ex+1)

Agora, analisando o termo independente de x, temos que ¢f = —2. Para
c e finteiros, temos 2 casos: ¢ = 1,f=-2ouc =-1,f = 2.

1ecaso:c=1,f=-2

U= +bx+1)+ex-2)=x'+ b +ed+ (-1 + bex® +
(e—2b)x-2

b+e=3

Igualando os coeficientes, temos o sistema 1€ —20=0 .
—1+be=3

As duas primeiras equagoes nos ddo b = 1, e = 2 que nao funcionam
na terceira equacéo.
2°caso:c=-1,f=2
U= +bx-1)+ex+2)=x*+ (b +ex+ (1+be)x* +
(2b—¢e)x-2.
b+e=3
Igualando os coeficientes, temos o sistema <2b —e =0
1+be=3

As duas primeiras equacgdes nos ddao b = 1, e = 2, que funcionam na
terceira equacao.

Portanto, temos que U = (X + x —1)(x*> + 2x + 2).

Veja que este processo pode ser muito trabalhoso caso o coeficiente
independente de x possua muitos divisores.

AAEARARENE A RE RS EE SEEEEE EEEE ST EEEEE EEEE S SRR SRSSS.-S

Algebra bésica

——\ EXERCICIOS RESOLVIDOS N——

[5) Resolva a equagao x* + 3x3 — 2% + 3x + 1 = 0 nos reais.

Solugéo:

Essa equacdo polinomial é chamada de reciproca (isso acontece
quando os coeficientes equidistantes do centro sao iguais). Nesse
caso, temos uma solugéo padrdo. Dividindo tudo por x> temos que

x2+3x—2+§+i2=0, que pode ser escrita como
X X

(x2+i)+3[x+l]—2=0- Agora, fazendo x+l=t, temos
X2 X X

[x 4+ 1} —t2, 0 que nos da x2+ iz =t? 2. Substituindo na
equag)ego, temos (P-2) + 3t-2 = O,Xque daf? + 3t-4=0.Essa
equacao tem raizest = —4 et = 1. Colocando em x +% =t, temos
as equacgoes do2°graux® + 4x + 1 =0ex2—x + 1 = 0. A primeira
da as raizes x = —2++/3 e a segunda ndo tem raizes reais.

Entao, § = {-2:+ /3.

[FASejam x, y e z nimeros reais tais que 1 =x =y = 1 e

2 2
yi X _ Xi;y Prove que essas duas fragdes s iguais ax +
y+z
Solugao:

Para facilitar, utilizaremos uma propriedade de razées e proporgées,
que enunciaremos como ‘lema’:
. a-c
Lema: Seizfzkeb;td, entdo —— =K.
b d b-d

Prova do lema: Como % = g =k, temos que a = bk e ¢ = dk. Dai,

a-c _bk—dk _ (b—d)k _
b-d b-d b-d '
Agora, a partir do lema, as fragoes dadas no problema sdo iguais a:

(yz—x?),(xz,yz) (y27X2)+(y27XZ) (yfx)(y+x)+z(yfx)=y+x+z 0

(1-x)-(1-y) y—x y—x

que encerra a demonstragao.

———\\_EXERCICIOS NfVEL 1 \———

[ Quantas solugdes tem a equagdo —— — 3,

x-3 x-3

[FResolva a equagdo (x + 1)(x = 4)(x = 2)(@ + 3x + 2) = (x + 1)
x—4)(x—2)(x® + 8 + 3).

[E)Resolva 3

1+ 33
1+ —
1-x
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[MResova 2 _ %

—_

[ Determine as solugdes de

[TJA expressao 1 -

1+ —
1-a

(A) a,sea=0.

(B) 1, para todo a.

(C) —a,sea=1.

(D) 1 -a, para todo a.

(

E) a,sea=1.

. a y y a
(EN + - =-1 .
[T(EN) Seja (a+y+ay] (“y ayj Lax0

Aigualdade é valida:

(A) para todos, exceto dois, valores de y.
(B) s0 para dois valores de y.

(C) para todos os valores de y.

(D) s6 para um valor de y.

(E) para nenhum valor de y.

\/x - x-1
\/X +1+\/X -1

10" +10% +10%
10% +10% +10%

\/Xz +1+ \/X2
[E)calcule eI

L1 (UFF) Qual é o valor simplificado da fragio

il (ocm) Qual dos niameros é maior:

123456 +10%9 o 123457 + 10%°
123457 +10%9 123458+ 10%*°

EEN (1TA-2002) Considere as seguintes afirmagées sobre nimeros reais
positivos:

. Sex>4dey<2entdox2-2y>12.
Il. Sex>4ouy <2, entdox2—2y > 12.
. Sex2<1ey?> 2 entdox2—2y < 0.

Entao, destas é (sdo) verdadeira(s):

(A) apenas |.

(B) apenaslell
(C) apenas Il e IIl.
(D) apenas I e lll.
(E) todas.
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EF3(0BM 12 fase 2008) Sendo x = 10-2%, assinale a alternativa que
apresenta o maior valor.

® ) x
1 X
® 6 5
1 X
©—-
1+ ]
1+—
X

EE)(0BM 12fase 2011) Sendoa e b reais tais que 0 <a<1e0 <bh <1,

0 maior valor que £~ ab pode assumir é:
a+b
1
(A) 0. (D) >
1
B) —. E) 1.
(B) 2 (E)
1
C) -
©) 3

EZ3(0BM 12 fase 2010) Qual das seguintes fragdes & mais proxima de
J77?

=

—
[==)
=

w]| oo N o —low

G

—_
(=]
-

—_

w

,\
G
~N|E o

EEDados n numeros reais a,, a,, ...,

a+ay +..+a,
que g < —————~<a,
n

a taisquea, <a,<..<a,prove

EADados x, y € R, sex2 + y2 = 0, prove quex = y = 0.
ERAProve que:
A. sexé positivo, entdo x + % >2

A . z 1
B. sex énegativo, entdo x + " <=2

1
C. conclua que |x + —| > 2 para todo x real.
X

EE](0BM 12 fase 2011) Qual é o valor da expressdo 201120112 +
201120032 - 16 x 201120077

(A) 2 x 20112007-.
(B) 2 x 20112003-.
(C) 2 x 20112007.
(D) 2 x 20112003.
(E) 2 x 201120112



EE](SPIA) Fatore as expressces algébricas abaixo:

A a‘-1; G. a*+2a°-2a-1;

B. a®-1; H. 4b%? - (b% + ¢? - a?)?;
C. a®+1; . c¢*=(1 + ab)c? + ab;
D. a*-18a% + 81; J. 2a*+at+4a2+a+ 2
E. a%-2a%+1; K. a*+3a®+ 4a*-6a-12;
F a8+a*-a2-1;

EXlProve que se (@ + b)2 + (b + ¢)2 + (¢ + d)? = 4(ab + bc + cd),
entdo,a=b=c=d

20 (0BM 32 fase 2003 nivel 2) Mostre que x2 + 4y% — 4xy + 2x — 4y +
2 > 0 quaisquer que sejam 0S reaisx e y.

2
221 (x N %j _ 3, entao, x° + - ¢ igual a
X
0. (D) 3.
B) 1. ) 4.
2
EE)Se x e y satisfazem x + % =y + % mostre que, necessariamente, x
=youx= 1
y
EZ3Determine x real tal que:
A X¥+3+%-1=0;

B. X*-3*+3+1=0.

EEDado que x? + y2 = 6xy (x > y > 0), determine o valor de X =Y.
X=y
3 3
T Qual ¢ arestrigio em a e b reais paraque &+ 2 a+b ,

@+(@a-b’ a+(@-b

a+b a-»b

XA Dados a e b de modulos diferentes tais que + = 6, calcule
3, p3 343 a-b a+
a+b’ a-b
&-b a+bp
EZ](SPIA) Simplifique as expressces abaixo:
a a?+a-1 a2 -a-1 233

i

(A)

+ + -
-1 a&-a+a-1 +a%+a+1 a* -1

‘

()

2bc

+b+c(1 b2+cz—a2],
+

V||| —

L
b+c
1 1 1

©) + + ;
(a-b)a-c) (b-c)b-a) (c—a)c-b)

b+c
(c-a)(a-b)

a+b .
(b-c)(c-a)

c+a

© ta-bb—-o

(E)

a-c a@-c L € 1+c) cll+o)-a.
a> +ac+c® a’h—hbc? a-c ¢ be
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Algebra bésica

X, X X .
EEJse 1 =22 - — 21—k, prove que, dados a,, a,, ..., a, tais que

IRE Vo aXy + aXy +..+a X,

ay, +ay,+..+ay =0,tem-se: k.
Yy + &y, +.+a,),

EI] (0BM 12 fase 2009) Se x2 = x + 3, entdo x° é igual a:

EXM(CN) Sabe-se que a®—3a + 1 = 93 e K = a* - 6a + 1. Logo, K
também pode ser expresso por:

(A) 3a% + 86a + 1.
(B) 3a% + 84a + 1.
(C) 6a% + 86a + 1.

(D) 6a® + 84a + 1.
(E) 9a% + 86a + 1.

2 3
[EZ3 (EFOMM - 03) Que termo se deve acrescentar a0 binomio XT + bTX

de modo que se obtenha um trinébmio que seja quadrado perfeito?

=

,\ A

L =

r\a‘% co‘cj; oo‘cg,
o

EE] (0BM 12 fase 2006) Os dois nimeros reais a e b sdo nao nulos e
satisfazem ab = a — b. Assinale a alternativa que exibe um dos possiveis

valores de a + 9 — ab.
b a

EZA(SPIA) Fatore as expressdes algébricas a seguir:

a* + a%? + b*

a* + 4a*-5;

43" + 5a% + 1;
A+at+at+at+a+,;

a‘ + 324;

at+a+1,

at+9;

a* + 4b*
(@+b+c)P-(@+b®+cd;
@-bP+(b-cy-(@-c)
(@ + b2)®— (b2 + ¢?)° - (a2 - C?)®,
(@+b)y-(@ +b.

FRETI®@MMOO®m®>
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E& simplifique (&° = b%)° + (b - ¢*) +(c* - &)
(@-b°+(b-c)+(c-a’

Elcalcule Va?.

Efcalcule va*.

EXCalcule v2 /2 - /3 (1+ V3).

EEICalcule 2 — /3 (6 - v2)(2 + V3).

Ef)Racionalize as fragoes:

1 ()\/\/g+\/_

N e’ NN
1 1
(B)m' (D)\/ﬁ+\/ﬁ+\/ﬁ+\/ﬁ'

5 Sendoa, b ec positivos, simplifique \/32 + 4ab+6ac+4b%+12bc+9¢c?.

99
1
IECaIc le —_—
! kZ i1k

%] (0BM 12 fase 2006) Sejam x e y nimeros racionais. Sabendo que
X — 542006
4 — y</2006

também é um nimero racional, quanto vale o produto xy?

(A) 20.
(B) Pode ser igual a 20, mas também pode assumir outros valores.
(C) 1.
(D) 6.
(E) Nao se pode determinar.

X3 (SPIA) Simplifique as expressdes abaixo:

1 -1
® 1 1 2ad ~ 2 1.3

I 7@

a®—ab+1 a®+ab+1 ad—ad+i

()

(a+ b)[ag - béj ~¥fa - %/?)[b; - a;]
\/5+\/—(\/E+\/_ 2\/_)

1/2
-8/ab;

(¥b + Yay?

+2%a>

fﬁﬁf[ﬁ?r]
b +Ya b+b
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[ (0BM 12 fase 2006) Quantos ternos de nimeros reais x, y, z satisfazem
0 sistema abaixo?

X(x+y+2)=2005
y(x+y+2z)=2006
Z(x+y+2)=2007
(A) Nenhum. (D) 3.
(B) 1. (E) 2006.
(€) 2.

73 (0BM 12 fase 2013) Determine x + y, onde x e y séo reais, sabendo
quex® + 2 =9ex” +xy =6.

52 (0BM 2: fase 2012) Sendo a, b, ¢ reais tais que ab(a + b + ¢) =
1001, bc (@ + b + ¢) = 2002 e ca (a + b + ¢) = 3003, encontre abc.

X1 (SPIA) Simplifique as expressdes a seguir:

52> —a—4 2a* + 72> + 6
A — — . E) ————M .
® a -1 ()3a4+3a2—6
() ad+a'+a +1 (&) 534+532—332b—3b_
d+at+a+tl a* +3a%+2
g a+a-2 ) a‘+ah’+b*
+8 a® —b°
0) at—a? 12
at +82%+15
1 1 1 1 .
L) Prove que se R ) +o= iy ez entdo, X2 (v + 2) + y2(x + 2)

+ 22X + y) = - 2yz.

————\_EXERCICIOS NfVEL 2 \———

[Z0 (0BM 12 fase 2010) Os nimeros x e y sdo distintos e satisfazem

X 1 =y —%. Entao xy é igual a:

— N

(A)
(B)
(€) -1
(D) -4
(E) Séo necessarios mais dados.

[iFsendo a, b e ¢ nameros distintos, simplifique a expresséo:

2 b-c 2  c-a 2 a-b
b-c (c-a)(a-b) c-a (a-b)(b-c) a-b (b-c)(c—a)
Aa+b+c

(B)a-»b

(C) (@-b)(b-c)(c-a)

(D) 2abc.

(E) 0.



[E}Prove que
Xy oz xy=2 yz-x) 2x-y)_,
ply+2) qlx+2) r(x+y) p q r

[I3(0BM 12 fase 2012) Se x2 = 2x + 4, entdo (x + 1)~ é igual a:

[EDefinindo x+1=u, calcule u, = x" +in em fungdo de v para
n=234,5. X

[ (0BM 22 fase 2005) Determine todos os pares de inteiros (x; ) tais
que 9xy — x% — 8y? = 2005.

[XA(CN) Sejam A= [72011,112011 eB={xeR/x=(1-0) 70" +1
- 112" comt € [0,1]}, o conjunto A — B é igual a:

A) .
B) B - {11211},
C) A— {7211}
D)

[LJ0s numeros reais a, b, ce d sdotaisquea <b <c<dea+d =
b + c. Qual é maior: ad ou bc?

[L1(0BM 12 fase 2010) Os nimeros a e b sdo reais nao negativos tais
que @ + a < b —b®. Entdo:

A b<a<l.
Ba=b=1.
Ca<1<b
Da<b<1.
(E) 1<a<hb.

E0se &% % pertencem ao intervalo (o, B) e b, b, .. b, sio
b1 b2 bn
a+a,+..+a,

positivos, prove que b, +b,+...+b,

também pertence a (a, B). Nas
. ta +bha, +..+1,a,
> L~
mesmas condigoes, se t,, t,,...t, > 0, prove que thy +tyby + -+ 1D,

também pertence ao intervalo (o, B).

EEBProve que, para todos x e y reais, tem-se que x2—xy + y2 > 0.

. +y:
EE3Para todos x, y e z reais, prove que (X +y)z < — 2

EEJParaa, b e c reais, prove que a2 + b? + c2 > ab + ac + bc.

KL Prove que sea, b e ¢ sdo positivos, entdo (a+b + C)G + % +%) >9.

a+b+c+d

ERProve que >4/abcd paraa, b, ¢, d ndo negativos.

AAEARARENE A RE RS EE SEEEEE EEEE ST EEEEE EEEE S SRR SRSSS.-S

Algebra bésica

EI3Para quais valores reais de a e b vale va? + b? >R/a® + b° ?

(AFA - 1997) 0 produto das raizes da equacéao

(4/2+\/§)X +(‘/2_\/§)X _ 4 pertence ao conjunto dos nimeros:

A) naturais e € primo.

B) inteiros e & multiplo de 4.

C) complexos e é imaginario puro.

D) racionais positivos e & uma fragéo impropria.

—_—

EF] (0BM - 12 fase) Sendo a e b inteiros tais que (1 + JE)ZOH =a+ b2,

(1 _ JE)ZOW ¢ igual a:
(A) a+2b+(a-b)V2.
B) a—2b+(a—bN2.
(C) a+2b+(b-an2.
(D) 2b—a+(b-an2.
(E) a+2b—(a+bN2.
EEIRacionalize:

w1
Y2+ U4 +48+2
(B)i
1432+ 34
1

©) 3

>

-1
a4 +36 + 39
1

JV2+33
XD (CN) O ntimero real 3/26 — 15 +/3 ¢ igual a:

&‘

()

() 5-+3. (D) 13-343.
(B) J7-443. E) 2
(C) 3-+2.
2008
3+2V2
EZ1(CN) O valor de(;_\/_;m+3—2\/§éum niimero
5V2 +7

(A) multiplo de 11.
(B) mditiplo de 7.
(C) mdltiplo de 5.

(D) multiplo de 3.
(E) primo.

21 (0BM 12 fase 2005) O nimero (2 +2)° (3-+2)* + (2-+/2)°
(3++2)"s:

A) inteiro impar.

B) inteiro par.

C) racional ndo inteiro.
D) irracional positivo.
E) irracional negativo.

(
(
(
(
(
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[EX] (0BM 12 fase 2005) Os inteiros positivos x e y satisfazem a equagio

\/x+%ﬁ—\/x—%ﬁ=1.

Qual das alternativas apresenta um possivel valor de y?

EZ3(0BM 22 fase 2004) Cada um dos NUMENOS X,, X,,..., X,q,, POE Ser

igual a /2 — 1 ou a +/2 + 1. Quantos valores inteiros distintos a soma
2004

2 Xok-tXok = XXp + XgXy + XX + .. + Xaoq3Xo004 Ode assumir?

k=1

EZA (SPIA) Fatore as expressdes a seguir:

at+at+1;

ad+at+ad+a¥+a+t,

(ab + ac + bc)(@ + b + ¢) —abc;

2a%h + 4ab® - a’c + ac? - 4b%c + 2bc? - dabc;

a(b-2c)? + b(a-2c)>-2c(a + b)> + 8abc;

a%(@>-7)>- 36a;

a’h?(b —a) + b%? (c - b) + a’c? (a—c);

8a%b + ¢)—b®(2a + ¢) —C® (2a - b);

a®+ 52+ 3a-9;

a@+MN@+2)a+3 +1,

(@+MNM@+3)a+5@+7 +15

2@ +2a-12+ 5@ +2a-1)@@+1)+2@+1)?
. @-bect-@-cp®+ (b-c)as

a’h + ab? + a’c + ac? + b’c + bc? + 3abe;

at+2a%+ 3a%> + 2a + 1,

a* + b* + ¢*— 2a%h? — 2a’c? - 2b%c?;

a* + 2a%h — 3a%h? — 4ab® - b*.

eDosgTATTS@ e a0 o

X +y =1

Determine as solugoes reais de .
I ¢ {x2y+2xyz+y3:2

3xy _
X+y
. 4xz
FxAResolva o sistema  —— =3.
X+2
Syz 6
y+z
. X2-3xy+2y% +x—y=0
[EZ] (Hungria) Prove que = xy —12x +15y =0.
X2 —2xy +y? —Bx+7y =0

EX1(SPIA) Calcule as somas a seguir:

1 1 2a 43 8d

1—a 1+a 1+a° 1+a' 1+
b 1,1 .2 4 8 16
" 1-a 1+a 1+a® 1+a* 1+a® 1+a'®
(I R R B
ala+1) (a+1)(a+2) (a+2)(a+3) (a+3)(a+4) (a+4)(a+5)
198 Vol. 1
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El) (Barbeau) Prove que se (x + a + b)(x' + a' + b-") = 1, entdo (x*
+a" + b")(x" + a" + b™) para todo n inteiro impar.

3 (SPIA) Simplifique:

(@-b)(b-c)(c-a).

a-b b-c c—a+
(a+b)(b+c)(c+a)

a+b b+c c+a

a®b—ab® + b3 —be +cla—-ca’,
a’b —ab® + b’c — bc? + c%a —ca®’

¢ [afb”j(aib_bj_(aib”](afb_a}

EZA(CN) Se a, b, ¢ e d sdo nimeros reais ndo nulos tais que ad® + bc?
= 0, pode-se afirmar que:

a ¢ a+c ¢c b b+c
A) —+—== ib+d=0. D) Z+==""2 )
SR v LA O = arg 27970
a b a+b ¢c d c+d
B) —+=—=——;c+d=0. E) Z+—="—; .
()c+d c+d o ()b a a+b a+b=0
a b a+b
—+—=——0+d=0.
(C)d+c c+d T4

———\_EXERCICIOS NiVEL 3 \———

XM (CN) Sejam a, b e ¢ nimeros reais nao nulos tais que LI p
,—+—+—+—+—+—=qeab + ac + bc =r.0valorde ¢g> + 6q é
b a a c ¢ b

sempre igual a:

p°r’+9

—
2,2

pre-9p

B .

®) 12

(C) prz-9.

A)

2,2
D) AT —10_
®) 4r
(E) pr*-12p.

73 (0BM 2 fase 2010) Calcule:
(24 +22 +1)(44 +42 +1)(64 +6° +1)...(324 +322 +1)
(14 +1 +1)(34 +32 +1)(54 +52 +1)...(314 +31 +1)

[iE)Sejam x, y e z reais do intervalo [0,1]. Prove que xyz + (1 -x)(1 )
(1-2)<1.

[I3Este exercicio tem como objetivo demonstrar a ‘desigualdade das
médias’ para 3 termos.

a. Fatorea® + b3 + ¢® - 3abc.
b. (Desigualdade das médias para 3 termos) Prove que x+g7+z >3xyz.



[EA(CN) Sejam y e z nimeros reais distintos nao nulos tais que

2 2
i+L+L:3.Qualéovalordey+z?
yz 2z 2y
(A) -2. D) 2.
(8) 1. ) 3.
) 0.

[} (0BM 12 fase 2010) Qual ¢ o maior valor de xy? se x e y sdo reais
positivos cuja soma é 3?

(A) 3. (D) 6.
(8) 4. E) 7.
(C) 5.

[£4(0BM 32 fase 2012 nivel 2) Considere 0s nimeros reais a ¢ b tais
que (@ + b)@+ 1)(b+ 1) =2ea®+ b3 =1.Encontre o valorde a +
b.

[ElProve que sea + b + ¢ = 1, entdo a> + b2 + ¢* 2%.
[EIRacionalize:
a 48 - V2 +1 .
VB V2148 - V21
1

bh. ————=.
1432 + 234
i) (Yaglom)

a. Provequesea,b,cedsaoracionais, entioa + bv2 = c+d</2 = {

a=c
b=d
b. Conclua que sob as mesmas condigdes, tem-se

a+bv2 =c+dv2 = a- b2 =c - d+/2.

c. Existemyx, y, z e w racionais tais que
4 4
(x+yx/§) +(Z+W\/§) =2+2J27?

EEBse a, b e ¢ séo racionais, prove que T 1 1

0 quadrado de um racional. (a-b)’ (b—c)’ (c-a)

EFsex +y +z =0, prove que

{y—z+z—x+x—y]( X ¥,z J_Q.
X y z \y-z z-x x-y

EEIDado quexyz = 1ex,y,z > 0, determine a diferenca entre 0 méximo
Xx+1 y+1 Z+1

xy+x+1 yz+y+1 zx+z+1

K3 (Yaglom) O produto de trés nimeros positivos é igual a 1 e a soma

desses nlimeros é maior que a soma dos seus inversos. Prove que, dentre

esses trés nimeros, um deles é maior do que 1 e dois deles s&o menores
do que 1.

e 0 minimo da expresséo

KR sejama, b, ¢, x, y, z reais distintos tais que ax + by + cz = 0. Prove
ax® +by? +cz?

be(y — z)% +ca(z — x)? + ab(x — y)

de x, nem de y, nem de z.

que a expressao

> Nao depende nem

AAEARARENE A RE RS EE SEEEEE EEEE ST EEEEE EEEE S SRR SRSSS.-S

Algebra bésica

El3(0BM 3: fase 2010 nivel 2) Sejam a, b e ¢ reais tais que a = b e
a’(b + c¢) = b*(c + a) = 2010. Calcule c*@a + b).

[EEA (0BM 12 fase 2007) Sejam a, b e ¢ nimeros tais que:

a’—ab =1
b?-be =1
c’-ac =1

O valordeabc - (@ + b + c) éigual a:

EE](0BM 2: fase 2011) Encontre todas as solugdes reais (x, y, z) do
sistema.

2y:x+1
X

22:y+1
y

2x:z+1
z

EE] (0BM 32 fase 2009 nivel 2) Resolva, nos nimeros reais, o sistema:

[EZ] (0BM 2: fase 2010) Resolva o sistema

{ X+y+2=T7
sendo x < y <z inteiros nao negativos.

XY + Yz + 2x + xyz = 946

A0 (0BM 12 fase 2013) Para quantos inteiros positivos k menores que
2013, existem inteiros a, b e ¢, ndo necessariamente distintos, satisfazendo
aZ+b+c=b+c+a=c*+a+b=k?

2] Fatore a expressdo a* — 2a%h — 8a%h? — 6ab® — b,

EE] Fatore:

a X +x+4-3
b. ¥*+43+8%+9%+6
c. X' +x2+V2x+2

X3 Fatore:

a. X+x+1
b. X+ x +1
c. X"+x8+x+1
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X1 (0BM 12fase 2010) Para cada subconjunto A de {1;2;3;4;5;6;7;8;9;10},
sejap(A) o produto de seus elementos. Por exemplo, p({1;2;4;5}) = 40e
p(A) =10=1-2-3-..-10. Por convengdo, adote p(<) = 1. A soma
de todos os 2'° produtos p(A) é igual a:

(A) 21,
(8) 111,
(C) 11™.

(D) 2.
(E) 112,

(a-b)b-c)c-a) _1 .,

0BM 3: fase 2005 nivel 2) Dado que 2~ 2P =0)(€=a)
26 ] ase 2005 nivel 2) Dado que- == = o a) 11

b c

+ + ?
a+b b+c c+a

¢ o valor de

A SARARERE RS EARE SRR SRS R RS SRR SRR

FxA(0BM 12 fase 2006) Qual ¢ o menor valor que a expressao

X1+ J(y = x)2 +4 + (2 —y)? +1+(10— 2)? +9 pode assumir,
sendo x, y € Z reais?

(C) 4+109.
(D) 3++/2 ++/90.
(E) V149.

N\, RASCUNHO X\
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1. Introducao

0 presente assunto tem por objetivo definir o que é uma sequéncia,
estudar os principais tipos (progressoes aritméticas e geomeétricas), e
determinar os seus termos, conhecendo-se 0s termos iniciais.

Além disso, estudaremos a soma de seus elementos, as propriedades
da PA. e da PG. e aplicacbes em matematica financeira, como juros
simples e compostos.

Finalmente veremos outros tipos de sequéncias, como defini-las de
forma recursiva (em fungdo de termos anteriores), e alguns métodos para
obter umtermo geral, como a soma telescopica e outros truques algébricos.

2. Sequeéencias

De forma intuitiva, uma sequéncia é uma ordenagdo dos elementos de
um conjunto, ou seja, devemos associar cada elemento a uma posigao, de
modo que exista um primeiro elemento (a,), um segundo elemento (@,),
um terceiro (a,) € assim por diante.

Chamaremos de &, 0 termo na posi¢éo /. Veja que associamos cada
elemento a um numero natural / (Sua posigao).

Ex.:

* (1,2,3,4,5, ..., n) (sequéncia dos n primeiros nimeros naturais);

* (1,1,2,3,5,8, ...) (sequéncia de Fibonacci: cada termo € a soma
de dois anteriores);

o (-3,2,7,12,17,22) (diferenca entre termos consecutivos constante);

* (5,10, 20, 40, 80) (razéo entre termos consecutivos constante).

3. Progressao aritmeética (P.A.)

ASSUNTO 1

Sequeéncias
Matematica III

3.2 Propriedades da PA.

Uma das principais propriedades da PA. ¢ a simetria em relagao ao
centro. Assim, quando temos uma PA. com um nimero pequeno de termos,
podemos escrevé-la a partir do termo central para facilitar algumas contas.
—PA.’s com um nimero impar de termos:

3termos: (X —r, X, x + 1)
Stermos: (X —2r,x—r, X, X + r,x + 2r)

E assim sucessivamente.
—PA.’s com um nimero par de termos:

4 termos: (x=3r,x—r,x +r,x + 3r)
6 termos: (x—5r, x=3r,x—=r, X +r,Xx + 3r,x + 3r)

Atencao: Repare que, ao escrever uma PA. com um nimero par de
termos nessa forma, a razao da PA. é 2r.

Escrevendo a PA. com esse formato, conseguimos visualizar outra
propriedade importante da PA.: a soma de termos equidistantes do centro
(ou das pontas) é constante, ou seja:

a,+a=a+a_,=a+a_,=..=a+a,_,

Além disso, se a PA. possuir um termo central entao esse termo é a
média aritmética das extremidades.

3.3 Soma da PA.

Chamamos de progressao aritmética toda sequéncia (a,, a,, a,, ..., a,)
cuja diferenga entre termos consecutivos € constante:

a-a_,=r=cte,ke{23,..,n}
Neste caso, dizemos que r é a razao da PA.
Ex.: (3,7,11,14, ...) PA. de razao 4.

Veja que a PA. fica bem definida se dermos um termo e sua razéo, uma
vez que qualquer termo pode ser obtido através desses dois parametros.

Dizemos que a PA. é crescente se r > 0 e decrescente se r < 0. No
caso em que r = 0 dizemos que a PA. é estacionaria.

3.1. Termo geral

Como dito anteriormente, todo termo de uma PA. pode ser obtido
através de outro termo e da razdo. Por exemplo, se tivermos o termo
inicial a, e a razao r podemos determinar a, através da seguinte relacao:

a=a +@n-1)r

Para ver que essa relagao é verdadeira, basta pensar que, cada vez
que andamos para frente na sequéncia, somamos a razao uma vez. Como
queremos chegar ao termo na posigdo n, partindo do primeiro termo,
devemos “dar n — 1 passos” na sequéncia, somando entéo n — 1 vezesr.

De forma geral, vale a seguinte relagao:
a,=a,+(n-pr

Dada uma PA. (a,, a,, 4, ..., a,), definimos S, como a soma dos n
primeiros termos da PA., ou seja,

S,=a,ta,+..+a,
Como podemos calcular essa soma?

Ex.:
S=1+2+3+..+100 —»
S=100+99+98 +..+ 1

Somando ambas as equagées: 2S5 = 101 + 101 + ... + 101 =
101-100 - S = 101 - 50 = 5050 100 vezes

Repare que escrevendo a PA. ao contrdrio juntamos os termos
equidistantes das pontas, e como vimos anteriormente, a soma desses
termos sempre é igual a soma das extremidades, assim:

S,=a, +a,+..+a
S,=a,+a_+..+a,

Somando e utilizando a propriedade anterior: 25, = (a, + a,) - n —
S = (a1 + an) n
! 2
Ex.:
LS, =1+2+3+..+n=(nn+1))2
.S, =1+3+5+..+@2n-1)=n?
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4. Progressao geometrica

Chamamaos de progressao geométrica toda sequéncia (a,, a,, a,, ..., a,)
Ccuja razdo entre termos consecutivos é constante:

a/a_ =q=cte ke{23, .. n}

Neste caso, dizemos que g é a razao da PG.

Ex.: (3,6,12, 24, ...) PG. de razdo 2

Veja que, como na PA. a PG. fica bem definida se tivermos um termo e sua
razao; assim podemos achar o termo geral, utilizando a mesma ideia da PA..

Dizemos que a PG. é crescente se a, —a, , > 0.

Para que isso ocorradevemoster.a, >0eq >1oua, <0el0<g<1.
Dizemos que a PG. é decrescente se a, —a,, < 0.

Para que isso ocorradevemoster.a, >0e0 <g <1oua, <0eg>1.

Caso g < 0, dizemos que a PG. é alternante e, se ¢ = 1, dizemos
que esta é estaciondria.

4.1 Termo geral

Em funcao do primeiro termo e da razao: |a = a,g"~"

Em fungao de um termo qualquer e da razao: a,=aq"

4.2 Soma dos n primeiros termos da PG.
Considere uma PG. (a,, a,, a,, ..., 4,) de razdo q = 1, seja:

S,=a,+a,+..+a,=a +aq+ag+. .+ag’ (1)
Multiplicando por ¢: ¢S, = a,q + a,¢> + a,¢°+ ... + a,¢" (2)

Subtraindo (2) - (1): S,(¢-1) = a,(¢"- 1) >

Mais importante que entender a demonstragdo da formula é lembrar
da ideia por tras dela. Quando queremos calcular uma soma, podemos
“perturba-la”, ou seja, podemos pensar em algum meio de achar uma
expressdo muito parecida com ela, para subtrair (ou fazer outra operagao)
de modo que a maioria dos termos cancele.

Veja que essa foi a motivagao principal para multiplicar pela razéo, uma
vez que ao multiplicar os termos de uma PG. por g, apenas “andamos”
com a PG. para frente.

Outro modo de enxergar a formula da soma da PG. é usar a propria
definicdo de PG.:

Somando tudo: S, -a, = q(S,-a,) > qS,-S, = qa,—a, = a,

q"—a1%8n:a1(q_1],q¢1
q -1

Obs.: Se arazao for igual a 1, a PG. é constante e sua soma € iguala S,
=a, +a, +..+a =na,
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4.3 Produto dos termos da PG.
Sendo P, o produto dos 17 primeiros termos de uma PG., tem-se:

P =aa,..a,=a/@0)@q .. @g")—>P =ajq 2+

n 1

Outra maneira de calcular o produto é usando uma propriedade antes
citada em PA., que continua valendo para PG: o produto dos termos
equidistantes das pontas é igual ao produto dos extremos.

a1an :aWan
a,d, ;=4ad,
aa, , =aa, Multiplicando as equagoes: P? = (aa, )"
a3 =ad,

Obs.: Deve-se tomar cuidado ao extrair a raiz quadrada na relagéo, pois
0 produto dos termos pode ser negativo (dependendo da quantidade de
termos negativos na sequéncia).

4.4 Progressao geomeétrica infinita
Chamamos de PG. infinita toda PG. com um nimero infinito de termos.

Dependendo da razao desta PG., podemos calcular a soma de seus
elementos, ou seja, existem alguns casos em que a soma infinita converge
(resultando em um numero finito).

Sabemos que numa PG. finita vale a seguinte formula:

em que n representa o nimero de termos a serem somados. Queremos
saber 0 que ocorre quando esse n tende a infinito.

Vamos analisar, por exemplo, 0 caso g = 1/2:

3 -+ -50) =
2) 4'\2) 8'l2) 1024

Veja que quanto maior o expoente menor o valor de g”; assim, se n
tende a infinito, podemos ver que ¢” tende a zero.

E f4cil ver que isso ocorre para todo g, com |g| < 1. Nesse caso,
iremos trocar g" na PG. finita por zero, assim:

sw:a1[‘)‘n—>sw:1a1 gl <1
g- ~q

+o0;8, >0
Obs.: Caso g = 1,temos: S, =< -=;a, <0,
0;4,=0

basta pensar no que ocorre com ¢" na formula da PG. finita. Se q <
-1, a soma infinita ndo existe.
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[[f] Calcule o valor da soma 2 + 5 + 8 + 11 + ... + 92.

Solugao:

Esta & a soma de uma PA. coma, = 2,a = 92er = 3. Antes de
calcularmos a soma, precisamos saber quantos termos ha. Usando que
a =a + (n-1)r,temos 92 =2 + (n-1) - 3, que nos dan = 31.
(a+a,)n (2+92).31

2 2

[i7 Prove que se (a, b, ¢) é simultaneamente uma PA. e uma PG., entdo,
a=b=c.

Portanto, segue que a soma é igual a: =1457.

Solugao:
, a+c )
Como €é PA., temos sz. Como é PG., temos b? = ac.
Substituindo a 12 na 22, temos que:

2
a+c
[Tj =ac=a’+2ac+c’=4ac=

2
=a’-2ac+c’=0=>(a-c) =c=a=c

Como b :aizc’ segue que b = a = c.

[E] 0 produto dos 15 primeiros termos da progressao geométrica, de
primeiro termo 1 e razao 10, vale:

Solugao:
Usandoque P, =alg * —P,=10 2 =10'"

Eﬂ Um atleta corre sempre 500 metros a mais do que no dia anterior.
Sabendo-se que ao final de 15 dias ele correu um total de 67.500 metros,
qual o nimero de metros percorridos no terceiro dia?

Solugao:

Veja que, como o atleta sempre corre 500 m a mais que no dia anterior,
a sequéncia formada pelas distancias percorridas diariamente por ele
é uma PA. de razao 500.

A distancia total percorrida por ele ao término de 15 dias representa
uma soma de PA., logo:

(@ias) 1 _ 67600y 3+ (a,+14 - 500) -

_ 2-67500
15
Desse modo: a, = a, + 2r = 3000 m
[ A soma dos 11 primeiros termos da progressdo aritmética (a,, a,,
.a,..)6176.Sea,, = a, + 30, entdo, para qualquer n € N* temos:

=9000 — a, = 2000

(A) a,=3n-2. D)a=2n+3
(B) a,= 2n-3. (E) a =3n+2
(C)a,=n+3.

Solucao: Letra A.

(a+a,).11

S, = =176 = a, +a,, = 32, porém, comoa,, = a, + 30,

temos: a, = 1 e a,, = 31. Usando que a,, = a,+10r, ttm-se: r = 3,
logo:a,=a, + (n-1)r=1+(n-1)-3=3-2

[[[] A soma de trés nimeros em PG. é 26 ¢ o produto & 216. Entao, os
termos da PG. valem:

Solugao:
Trés nameros em PG. (x/qg, x, xq), multiplicando: x* = 216 = x = 6.
Somando: x(g + 1 + %) —%6=q+ )= %:w—mq 1 3=
q

0:>q=30uq=%.

Logo: (2, 6, 18) ou (18, 6, 2).

Em um certo jogo de azar, apostando-se uma quantia X, tem-se
uma das duas possibilidades seguintes:

|.  Perde-se a quantia X apostada;
Il. Recebe-se a quantia 2X.

Uma pessoa jogou 21 vezes da seguinte maneira: na primeira vez,
apostou 1 centavo; na segunda vez, apostou 2 centavos, na terceira
vez, apostou 4 centavos e assim por diante, apostando em cada vez o
dobro do que havia apostado na vez anterior.

Nas 20 primeiras vezes, ela perdeu. Na 212 vez, ela ganhou. Sendo T
a quantidade total por ela desembolsada e @ a quantidade recebida na
212 jogada, determine uma relacéo entre T e Q:

Solugao:

Veja que as apostas dele crescem como PG. de razdo 2, assim, o total
desembolsado é:

T=1+2+4+8+ ..+ 2% Como 7 é uma soma de PG.:

g-1) 2-1
que investiu: Q = 2.220 = 2% Jogo: Q = T + 1.

g"-1) 221 _, ,
T=a —— =2""—-1.Na212jogada ele recebe o dobro do

[] Em um paralelepipedo retangulo a soma das medidas de todas as
arestas é 52 e a diagonal mede /91. Se as medidas das arestas estao
em progressao geométrica, entao o seu volume é:

Solugao:

Sejam os lados (2‘,&1,@(7] temos:

31[1+1+q]:52:138a12[12+1+q2]:91.
q 4 q

Fazendo t:q+1, tém-se: tZ:q2+i2+2—>q2+i2=tz—2.
substituindo: q q

af(t2—1):91 o

.Dividindoa,(t-1) =7 —at=a +7,at=13-a,

a(t+1)=13

==a +7-a =3/logo:V =a’ =27 uv.
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Solugao:
E facil ver que a relagao é valida caso a razao sejaigual a 1. Supondo

que a razdo nao seja igual a 1, temos que S = a, [q__:J Agora, veja

que / é uma soma de PG. de 12 termo igual a J e razao igual a 1:
q

a1
1
/=l+i+i2 %—1 q =
4 a0 ag aq & 1_1
q

n
= Portanto, temos que ? =aa,, entdo, G) =(aa,)"

Como é sabido que P? = (aa, )", seque que P? :Gj ,

KT Seja @ um quadrado de lado 4. A partir dos pontos médios de Q,
construimos o quadrado @,. Prosseguindo da mesma forma, a partir
dos pontos medios dos lados do quadrado @, construimos o quadrado
Q... Determine a soma das areas de todos os quadrados citados no
enunciado.

Solugao:
E facil ver que a area de cada quadrado é a metade da area do

quadrado anterior. Portanto, temos uma PG. de razao igual a 1. Como

0 12 quadrado tem érea 16, a soma das éareas é 1—61 =32.
1——
2

5. Matematica financeira

5.1. Porcentagem

As fragGes (ou razoes) que possuem denominadores iguais a 100
sdo conhecidas por razoes centesimais e podem ser representadas pelo
simbolo “%”.

0 simbolo “%” é lido como “por cento”. “5%” 1&-se “5 por cento”.
“25%” 18-se “25 por cento”.

Para se calcular uma porcentagem de um dado valor, basta multiplicar
a razdo pelo valor desejado.

Ex.: 30% de 1500 — % -1500 = 450

Aumento Percentual (ou redugao): Dado um valor x (o preco de
uma camisa, por exemplo), para calcular o valor ap6s um aumento de

i%, basta multiplicarmos x por (1+ﬁ) . No caso de redugédo deve-se

. i
multiplicar por 1— —.
P P 100

0Obs.: Um aumento de x% seguido de uma redugdo de x% nao traz o valor
de volta ao inicial.
Isto ocorre porque a redugao é feita sobre um valor maior que o inicial.

Ex.: Se aumentarmos o prego de uma camisa em 10% e depois reduzirmos
em 10%, voltamos ao valor original? Vejamos:

Seja x 0 preco da camisa, apos o aumento de 10% ficamos com 1,1x. Ao
reduzirmos esse valor em 10% ficamos com 0,9 - 1,1. x = 0,9%, que
corresponde a 99% do valor original.

5.2. Juros
Juro é a remuneragao cobrada pelo empréstimo de dinheiro.

E expresso como um percentual sobre o valor emprestado (taxa de juro)
e pode ser calculado de duas formas: juros simples ou juros compostos.

0 juro pode ser compreendido como uma espécie de “aluguel sobre
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0 dinheiro”. A taxa seria uma compensacao paga pelo tomador do
empréstimo para ter o direito de usar o dinheiro até o dia do pagamento.
5.2.1. Juros simples

No regime de juros simples, a taxa de juros é sempre aplicada sobre
o valor inicial, ou seja, ndo leva em consideragao o capital acumulado.

Como a taxa de juros ocorre sempre sobre 0 mesmo valor, estamos
sempre somando uma constante, ou seja, 0 montante acumulado cresce
como PA. Deste modo, para o célculo do montante, podemos usar a
seguinte formula:

M:C[1+L’]
100

Em que M é o montante, C o capital inicial, / a taxa de juros e n o
periodo de aplicagéo.
5.2.2 Juros compostos

No regime de juros compostos a taxa de juros € aplicada sempre sobre
0 montante atual, ou seja, temos juros sobre juros.

Como a taxa de juros é feita sobre o Gltimo valor, estamos sempre
“pegando” o capital atual e multiplicando por 1+ﬁ de modo que 0

- i
montante acumulado cresce como PG. de razdo 1+ 100

Logo, para calcularmos o montante, podemos usar a seguinte formula:

M:C(nij
100

Obs.: Na verdade, tanto nos juros simples como nos juros compostos,
0s juros (J) adquiridos (ou cobrados) € a diferenca entre o montante (M)
e 0 capital inicial (C)

J=M-C
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[}) Em uma turma de Ciéncia da Computagéo formada de 40 rapazes e
40 mogas, tem-se a seguinte estatistica: 20% dos rapazes séo fumantes;
30% das mogas sdo fumantes. Logo, a porcentagem dos que ndo fumam
na turma é de:

Solugao:

20% dos rapazes = 0,2.40 = 8 fumantes; 30% das mogas =
0,3.40 = 12 fumantes.
Logo o total de fumantes é 20 e o de nao fumantes é 60 que corresponde
a60/80 = 75%.

[iF Apés se fazer uma promogao em um clube de danga, o nimero de
frequentadores do sexo masculino aumentou de 60 para 84 e, apesar
disso, o percentual da participagdo masculina passou de 30% para
24%. Considerando-se essas informagoes, é correto afirmar que o
numero de mulheres que frequentam esse clube, apds a promogao,
teve um aumento de:

Solucao:

Seja x o total de frequentadores do clube antes da promogao,
tém-se:
0,3x = 60 donde x = 200. Assim, o nimero de frequentadores do
sexo feminino era 140.
Sendo y o numero de frequentadores do clube apos a promogao, tém-se
0,24y = 84 donde y = 350. Assim, o nimero de frequentadores do
sexo feminino passou a ser 266.
Como 266/140 = 1,9 o aumento foi de 90%.

[iE] (VUNESP) Uma mercadoria teve seu preco acrescido de 10%.
Tempos depois, esse novo preco sofreu um desconto de 10%.
Denotando-se por p, 0 prego inicial € por p, 0 preco final da mercadoria,
determine =L;

pi
Solugao:

Basta lembrar que aumentos e redugdes percentuais sao feitos
através de multiplicacdo (ndo soma). Para aumentar 10% devemos
multiplicar por 1,10 e para reduzir 10% multiplicar por 0,90, deste modo:

p, =11x09xp, —>%=0,99

[ (CN - 99) As vendas de uma empresa foram, em 1998, 60%
superiores as vendas de 1997. Em relagao a 1998, as vendas de 1997
foram inferiores em:

Solucao: Letra E.
Se x representa as vendas de 1998 e y as vendas de 1997, tém-se:

x=16y > y= %x =0,625x, assim as vendas foram inferiores em

1-0,625 = 37,5%

[ (UF-P1) Uma quantia foi aplicada a juros simples de 6% ao més,
durante 5 meses e, em seguida, 0 montante foi aplicado durante mais
5 meses, a juros simples de 4% ao més. No final dos 10 meses, 0
novo montante foi de R$ 234,00. Qual o valor da quantia aplicada
inicialmente?

Solugao:
Sendo x a quantia inicial aplicada, ap6s os cinco meses 0 montante
era de:
x(1 + 0,06 - 5) = 1,3x. Tendo aplicado esse montante com taxa de
juros de 4% a.m. durante 10 meses, o montante foi de 1,3x(1 + 0,04
-10) = 1,3.1,4x = 234 donde x = R$128,57 (aproximadamente).

) : : in
0bs.: Usamos a formula dos juros simples: M = 0[1 + mj
(] (AFA - 03) Em julho de 2001, uma pessoa gastava 27,3% do seu
saldrio com o pagamento da prestagdo da casa propria. Em 2002,
houve dois reajustes no seu salario: 40% em janeiro e 30% em junho.
Se, em julho de 2002, o aumento daquela prestagao foi de 130%, que
porcentagem de seu saldrio a pessoa passou a gastar?

Solucao:
Sendo x 0 valor inicial do salario e y o valor da inicial da prestagao,

sabe-se que y = 0,273x.

Apos os dois reajustes: 1,4 - 1,3x = 1,82x. Ja a prestacgao:

2,3y =2,3-0,273x = 0,6279%.

Desse modo a prestacéo representa:

salario.

Wiy =0,345 = 34,5% do
1,82

(FUVEST - 90) Um pais contraiu em 1829 um empréstimo de 1

milhao de ddlares, para pagar em cem anos a taxa de juros de 9% ao

ano. Por problemas de balanga comercial, nada foi pago até hoje, e a

divida foi sendo “rolada”, com capitalizagao anual dos juros. Qual dos

valores abaixo esta mais proximo do valor da divida em 1989?
Adote (1,09)8 = 2.

(A) 14 milnoes de dolares.
(B) 500 milhdes de dolares.
(C) 1 bilhao de dolares.
(D) 80 bilndes de dolares.
(E) 1 trilhao de dolares.
Solugao: Letra E.

De 1829 até 1989 passaram-se 160 anos. Usando a formula de
juros compostos:

M= C(1 +i)" = 10°(1 + 0,09)1 = 106 - (1,099 = 106 - 220 =
(1024)2 . 10° > 107

Logo, a divida passa de 1 trilhdo de dolares.
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8. Recorréencias de 12 ordem

0 simbolo de somatdrio serve para representar uma soma de parcelas
com mesma lei de formagéo, podendo ser uma soma finita ou infinita:

n
da=a+a+.+a,

i=1

6.1 Propriedades dos somatorios

Existem duas propriedades basicas de somatérios:

I. 0 somatdrio da soma é a soma dos somatdrios:
n n n
d(@+b)=Da+>h
i=1 i=1 i=1

Dem.:

M:

(a +b)=(a+b)+(a,+b,)+..+(a,+b,)=

=(@+a+..+8,)+(b+b+..+b)=>a+>h
i=1 i=1

Il. Podemos colocar uma constante multiplicando para fora do somatorio

Dem.: Basta pensar que colocamos A em evidéncia.

7. Soma telescopica

Dada uma sequéncia (a , @, ...,a) definimos a diferenca de
consecutivos por: A, =a,—-a, ,, Vn e {2 3,....n}

Repare que ao somarmos todas as diferengas de consecutivos cada
termo aparece ora com sinal “+”, ora com sinal “=”, 0 que faz com
que a maioria se cancele sobrando apenas o primeiro termo e o Ultimo,
chamamos essa soma de soma telescopica:

n

) —a,)+ (8

-a)+..+@-a.)=a-a=>

n
ZA@- =a, -4,
i=2

A ideia entdo é tentar transformar uma soma em uma diferenca de
modo que as diferengas tenham termos em comum, cancelando a maioria
desses termos.

1 1 1 ( 1) (1 1)
—t——+..+ = 1-—|+| -2 |+
1.2 2.3 nn +1) 2 2 3

1 1 1 n
+| —-= =l ——=—
n+1 n n+1 n+1
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Chamamos de recorréncia qualquer sequéncia em que um termo pode
ser obtido, através de alguma relagao com 0s termos anteriores.

Quando numa recorréncia, cada termo depende apenas do termo
imediatamente anterior dizemos que essa recorréncia é de 12 ordem.

Ex.: PA. e PG.

Se (x) 6 uma sequéncia tal que:x, =a-x _, + b, a = 0, dizemos
que esta é uma recorréncia de 12 ordem com coeficientes constantes. Para
resolvé-la podemos utilizar a seguinte ideia:

- X, X b . X, oa
X =a-x_. + b, dividindo pora” ~o = Z1-t  — 'seja y, = tém -se
n n-1 an an—1 an a"

yn:yn71+£n—>yn—ynf1=T como temos uma diferenca de
a a

consecutivos, vamos usar soma telescapica.

Yo=Y _b
n n-1— an 1 n
b b|la)
— = -y, =y —=—| =L —|(soma daP.G.
" .Vn71 yn—? an_1 yn y1 ;ak a 1_1 ( )
: : a
b
Yo=Vi==% ” L.
a Voltando o problema para variavel original:

X

. X b(1-a ( a j et a" -1
i . — = x,=x,-a""+b-
a a a\| & 1-a a-1

——\ EXERCICIOS RESOLVIDOS N———————

1 1

+ +
1+2+3+4

m Calcule a soma ——

1 1+2 1+2+3

1+2+3+...+2006
Solucao:
Veja que
S 2006 2006 2006 1 1

;1+2+ +k kz;‘ k+1 Z(F_mj_
zg(l_L}%

2 2007) 2007

1 1

Determine o valor da soma: S=——+——
EE 1 1.2.3 2-3. 4
n(n+1)(n+2)
Solugao:

Perceba que:

1 1
[n~(n+1)_(n+1)-(n+2)]

1
2

11 1 _A(n*+3n+2-2)  n(n+3)

S_5(5_(n+1)(n+2)]_E[g(n+1n)(n+2)j_

4(n+1)(n+2)




. Xo=2,X=5
[iK] Resolva a seguinte recursao: X, 5% —6X, ,
Solugao:
Veja que podemos escrever essa recursdo da seguinte forma:

X -2, =3 ,—6bx 3(x 2

n n-1 n—2= n-1_ 2)

Sejay,:=x -2x_,tm-se:y = 3y . PG., donde:
y, =3y, =3, - 2,) = 3(6-2.2) = 3"

Logo: x, — 2x,, = 3", dividindo por 2" (ideia conhecida para

recorréncias de 12 ordem):

Xy Ko 1 (9) . Desse modo, seja z, =)2(—g, tém-se:

N

gj (diferenca de consecutivos; soma telescopica) —

9. Ynk=1 kp (somatorio das
p-ésimas poténcias dos N
primeiros naturais)

Para determinar a soma das p-ésimas poténcias dos n primeiros
naturais, vamos analisar alguns casos particularesp =1,p=2ep =
3. A ideia é pensar em algum jeito de desenvolver esses somatorios, de
modo que a solugdo também funcione em um caso geral.

1¢ Caso:p = 1
S, = Zk: 7. Poderiamos usar a soma da PA., mas isso nao serviria
k=1

para generalizar o problema. Temos que usar outra estratégia.

Pensando no que vimos na apostila, uma ideia para resolver somas
é transformar cada termo numa soma de diferengas (soma telescopica).
Como k é um termo do 12 grau, podemos pensar na diferenga de dois
termos do 20 grau: (k + 1)2— k%> = 2k + 1

Definindoa, = k% temosa, , ,—a, = 2k+1 (diferenca de consecutivos),
aplicando somatorio dos dois lados

(8-a)= (2k+1)= (n+1) ~1=n+23Kk =
k=1 k=1 k=1
n (n2+2n+1)—1—n n(n+1)
- _
=2 2 2
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2° Caso:p =2
n

S, = k*=1
k=1

Usando a mesma ideia, diminuir o grau usando uma diferenca:
(k + 1)°—k® = 3k* + 3k + 1 e aplicando somatdrio dos dois lados:

(n+1)3—1=382+3n(n+1) :>52=;[f73+3ﬂ2+2n—3n(n2+1)j:
3 2
_aadnten o n(n+N)(20+1)
6 6
3¢ Caso:p =3
n
83 = ZkS = ?
k=1

Veja prirﬁeiro quek + 1) =[k+ 1P =K +2k+1)2=k+
4K3 + 6K* + 4k + 1
Assim, (k + 1)* —k* = 4k® + 6K + 4k + 1

Aplicando somatério dos dois lados:
n+1)6(2n+1) +4n(n+1) N

(1) —1=48, 6" n=

=4S, = (n* + 4n® + 6n% + 4n) - (20 + 30 + n) - (2n* + 2n) -n =

nt+2n°+n?

2
_s, 3332["("”)]
4 2

Caso Geral: S, = X}_, k°

E f4cil ver que as ideias usadas anteriormente continuam valendo
para todo p natural, ou seja, o calculo de S, pode ser obtido da diferenca
(k + 1)*! — kv aplicando-se somatorio na expressao, deste modo S,
dependera das somas anteriores e de (7 + 1)°*' -1, onde S, sera um
polindmio de grau p + 1 sem termo independente.

10. P.A. de ordem superior

Dizemos que uma sequéncia (a,, a,, a,, ..., a,) forma uma PA. de 22
ordem se as diferengas Aa, formam uma PA. nao estacionaria.

Ex.: (1,3, 6,10, 15, 21) é PA. de 22 ordem, pois suas diferengas sao: (2,
3, 4,5, 6) PA. ndo estaciondria.

De modo geral, uma PA. de ordem k(k > 2) é uma sequéncia na qual
as diferengas entre cada termo e o termo anterior formam uma PA. de
ordemk —1.

Ex.:(0,0, 6,24, 60,120, 210, ...) é PA. de 32 Ordem, pois suas diferengas
valem:
(0, 6,18, 36, 60, 90, ...) PA. de 22 Ordem, uma vez que olhando para
as diferengas temos:
(6,12, 18, 24, 30, ...) PA. ndo estacionaria.
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10.1 Teoremas importantes
Teorema 1:

Se (a,) 6 uma PA. nao estacionaria entdo a, & um polinémio em n de
grau um e, reciprocamente, todo polindmio em n de grau um é termo geral
de alguma PA. néo estacionaria.

Dem.:

(=) Ida: Se (a,) é PA. nao estacionaria, entao:

a=a +@n-1)-r=r-n+a,~-r(=0)queéum polinémio do
1° grau em n.

(<) Volta: Sea, =a-n+b,a=0,entdoa -a,
[a-(n-1)+b] =a=cte.

,=(@-n+b)-

Assim (a ) é PA. ndo estacionaria de razdoaea, = a + b.

Teorema 2:

Seja S, a soma dos n primeiros termos de uma sequéncia (a,). Se
(@, € uma PA. ndo estacionaria, entdo S, ¢ um polindmio em n de grau
dois desprovido de termo independente e reciprocamente, todo polindmio
de grau dois desprovido de termo independente, é o valor da soma dos n
primeiros termos de alguma PA. néo estacionaria.

Dem.:
(=) Ida: Se (a,) € PA. ndo estacionaria, entao:

5 - (a +2a,,)n _ (a +a1+£n—1)r)n :%n2+za1 —r

n(r=+0)

Polinémio do 2° grau em n.

(<) Volta: Se S, =a-n*+b-na=0entdoa =S -S, _, =
@n+b-n-fa-(n-1>+b-(mn-1)]=2a-n+ bépolindmio do
19 grau em n e pelo Teorema anterior forma PA. néo estaciondria.

Teorema 3:

Se (a,) 6 uma PA. de ordem k entao a, é um polindmio em n de grau
k e, reciprocamente, todo polinbmio em n de grau k é termo geral de
alguma PA. de ordem k.

Dem.:
A demonstragao desse resultado foge ao escopo do assunto.

Caso queira demonstrar a ideia é usar indugéo finita em k, 0 caso k
= 1éoteorema 1, e para provar a passagem k — k + 1 deve usar que
S, = 24_, k* € um polinomio de grau p + 1.

Teorema 4:

A soma dos n primeiros termos de uma PA. de ordem k é um polindmio
em n de grauk + 1 e termo independente nulo, reciprocamente, se S, € a
soma dos n primeiros termos de uma sequéncia e S, é um polindmio de
grau k + 1 emn, entdo a sequéncia forma uma PA. de ordem k.

Dem.:
A demonstracéo foge ao escopo do assunto.

Caso queira demonstrar basta utilizar que X}_, k* & um polindmio de
grau p + 1 sem termo independente junto ao Teorema 3.
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[[5] Obter o termo geral da sequéncia (1, 3, 7, 13, 21, ...)

Solugao:

Olhando para a sequéncia formada pelas diferengas de termos
consecutivos (2, 4, 6, 8, ...) que é uma PA nao estaciondria, donde a
sequéncia original € uma PA de 22 ordem.

Como toda PA de 22 ordem tem termo geral do 2° grau:

a, =an®+ bn + c. Fazendon =1,2¢ 3:

a+b+c=1 (1) _ _
4a+2b+0=3 (2)9(:):(;)'_::2:3—%:1,b:—1,c:1
9a+3b+c=7 (3) (3)-(2) -

Assim,a, = n?-n + 1.

[ Determine a soma dos 20 primeiros termos da sequéncia (2, 4,
8,14, 22 ...), que é uma PA de 22ordem.

Solugao:

A diferenca dos termos consecutivos forma a sequéncia 2, 4, 6, 8,
(---), que é uma PA ndo estaciondria, donde a sequéncia original é
uma PA de 22 ordem.

Assim, S, (soma dos n primeiros termos) & um polindmio do 3¢ grau
sem termo independente.

S, =an® + bn* + cn. Fazendon = 1,2 e 3.

a+b+c=2 (1)
8a+4b+2c=2+4=6 3
27a+9b+3c=2+4+8=14 (3) ()
—a=1/3,b=0,c =5/3

IS0 ss, =1 00042 20 2700
3" 73 37 T3

.(1):6a+2b =2
(1):24a+6b=8

—
N
~—
{
—
N
v
CA)I\')

Assim, S,
[] Determine o valordasomaS =12 +2-3 + 3-4 + ... + 99-100.

Solucao (1):

Veja que estamos somando termos da formak(k + 1) = k% + k, polindmio
do 2° grau. Assim, estamos somando termos de uma PA de ordem 2,
donde a soma é um polinémio de grau 3 sem termo independente.
S,=an* + bn* + cn. Fazendon = 1,2 e 3:

a+b+c=2 (1) ) B
8a+4b+2c=2+6=8 (2)— (32)__: (11)'.§Za++ng7—414 -
27a+9b+3c=2+6+12=20 (3) (8)=3-(: N
1 2
a=—,b=1c=-
773 3
Assin, —n “n +§n_>sgg_f 993+992+7 99 — 333300
Solugao (2):
Podemos utilizar as conhecidas somas:

n(n+1)( 2n+1)

Zkz : Zk n(n+1)

junto as propriedades de somatorio:
99 99

:Zk(k+1 99- 100 199 99 100
k=1

DYSHVE :

328350 + 4950 = 333300
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[[7) (AFA-90) Quantos nimeros nao miltiplos de 11 ha no conjunto
{x e N| 51 <x<1.500}?

[F (AFA-94) O nimero formado por 3 algarismos em progressao
aritmética com soma 15 e que, adicionado a 396, da como resultado ele
mesmo escrito em ordem inversa é:

A) par.

B) primo.

C) multiplo de 7.
D) divisivel por 13.

—_—— e~

[[E] (AFA-88) A soma dos 15 primeiros termos da sequéncia (-2, 1,4,7,...)
vale:

5n-4

[[73 (AFA - 88) O termo geral de uma progresséo aritmética ¢ LA

soma dos n primeiros termos da progressao vale:

n*-5n
A .
(A) 3
502 —3n
(B) :
6
5n* —16n
s

10n% - 8n
D) ———.
(D) 5

[ (1ITA-96) As dimensdes x, y e z de um paralelepipedo retangulo estdo
em progressao aritmética. Sabendo que a soma dessas medidas é igual
a 33 cm e que a drea total do paralelepipedo é igual a 694 cm?, entdo o
volume deste paralelepipedo, em cm3, é igual a:

©)

[T (1TA -88) Suponha que os nimeros 2, x, y e 1.458 estdo, nesta ordem,
em progressao geométrica. Desse modo o valor de x + y é:
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(FUVEST) 500 moedas sao distribuidas entre trés pessoas, Antonio,
Pedro e Cristian, sentadas em circulo, da seguinte maneira: Antonio recebe
uma moeda, Pedro recebe duas, Cristian trés, Antonio quatro, Pedro cinco,
Cristian seis, Antonio sete, e assim por diante, até ndo haver mais moedas
suficientes para continuar o processo.

Quantas moedas sobraram ao final do processo?

L[] (ARGENTINA-88) Dados os nimeros 7 e 15 determine um terceiro
namero positivo tal que, ao se efetuar de todas as maneiras possiveis a
soma de dois quaisquer deles multiplicada pelo restante se obtenham trés
numeros em progressao aritmética. Indique todas as solugoes.

1
b’
demonstre que 2ad = c(@ + ¢).

1

[f] Sabendo que (a, b, ¢) e ( %,E) estdo em progressao aritmética,

KTl Dada uma progresséo aritmética na qual o primeiro termo é 12 e a
razéao é 4, qual o valor de n1, se a média aritmética dos n primeiros termos
dessa progressao é 507

m (FUVEST) Em uma PA. de termos positivos, 0s trés primeiros termos
sdo: (1-a,—a, v11-a). Qual o quarto termo desta PA?

(A) 2. D) 5.
(B) 3. (E) 6.
(C) 4.

Determine cinco nimeros em progressao aritmética sabendo que sua
soma é 40 e a soma dos inversos dos extremos, 1/3.

(FGV) Quantos termos devemos tomar na PA. -7, -3, ... afim de que
a soma valha 3.1507?

(FFCL USP-65) A soma de quatro termos consecutivos de uma PA.
¢ — 6 e 0 produto do primeiro deles pelo quarto é — 54 . Determine esses
termos.

(OLIMPIADA DE MATEMATICA DE NATAL - 95) Os inteiros de 1 a
1.000 séo escritos ordenadamente em torno de um circulo. Partindo de 1,
cada décimo quinto ndmero & riscado (isto é, sao riscados 1, 16, 31,...).
0 processo continua até se atingir um nimero ja previamente riscado.
Quantos nimeros sobrardo sem riscos?

(A) 800. (D) 862.

(B) 934. (E) Nenhuma correta.

(C) 933.

B[ (EUA) Se f(x) =x +3x + 2eA = {1,2,3, ... , 1993}, para

quantos elementos x, pertencentes ao conjunto A, f(x) é divisivel por 67

Em uma progressao aritmética com um niimero par de termos, a soma
dos termos de ordem impar é 70 e a soma dos termos de ordem par é 85.
A soma dos extremos é 31. Forme a progressao.

EE] Mostre que o produto de quatro termos consecutivos de uma
progressao aritmética de inteiros, aumentado da quarta poténcia da razao,
¢ um quadrado perfeito.

0Os lados de um tridngulo retangulo formam uma progressao aritmética
crescente. Mostre que a razdo da progresséo é igual ao raio do circulo
inscrito no tridngulo e que os lados sédo diretamente proporcionais aos
numeros 3, 4 e 5.
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2] Devemos colocar 500 bolas formando um triangulo, com uma bola
na primeira linha, duas na segunda linha, trés na terceira etc.

(A) Quantas bolas sobrarao?
(B) Quantas linhas havera?

Em uma sequéncia (a ), a soma dos n primeiros termos €, para todo
n, S, =n?+2n.Determine a,.

23 Prove que se (a, b, ¢, d) estdo em PG., entdo vale a relagao: (b —c)?
=ac + bd - 2ad.

EZ] (Fuvest-10) Os nimeros a,, a,, a,formam uma progressao aritmetica
de razao r de modo que a,+ 3, a, - 3, a,— 3, estejam em progressao
geométrica. Dado ainda que a, > O ga, = 2, conclui-se que r é igual a:

A) 3+43. D) 3_ﬁ.
e 2
(B) 3+7. (E) 3-/3.
©) 3.3
4

23 A espessura de uma folha de estanho é 0,1 mm. Forma-se uma pilha
de folhas colocando-se uma folha na primeira vez e, em cada uma das
vezes seguintes, tantas quantas ja houverem sido colocadas anteriormente.
Depois de 33 dessas operagoes, a altura da pilha serd, aproximadamente:

A) a altura de um poste de luz.

B) a altura de um prédio de 40 andares.

C) o comprimento da praia de Copacabana.
D) a distancia Rio-Séo Paulo.

Py

E Existe alguma progressao geomeétrica que admite 8, 12 e 27 como
termos?

m Determine trés nimeros em progressao geomeétrica, sabendo que a
sua soma éigual a 52 e que o maior deles excede em 20 unidades a soma
dos outros dois.

Determine as geratrizes das dizimas periodicas:
(A) 0,141414141...

(B) 0,345454545...
(C) 0,999999999...

(D) 1,030503050...
) 1,711111111...
(F) 1,488888888...

25a° 2a +1)?

e a = _
EZ] (IME) Em uma PG., tem-se &, 1@ e a = 5

a>0.

, com

(A) Quais os valores de a para os quais a PG. é decrescente?

(B) Qual o limite da soma dos termos para q =a —% ?

EE] Uma pessoa pagou 20% de uma divida. Se R$ 4.368,00 correspondem
a 35% do restante a ser pago, determine a divida total.

El] Os capitais de R$ 20.000,00, R$ 30.000,00 e R$ 50.000,00 foram
aplicados a mesma taxa de juros simples mensal durante 4, 3 e 2
meses, respectivamente. Obtenha o prazo médio de aplicagdo desses
capitais, ou seja, o tempo por que seria necessario aplicar o capital total
(R$100.000,00) a mesma taxa anterior para obtermos o0 mesmo retorno.
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EZl (ENEM-2010)

Em margo de 2010, o Conselho Nacional de Desenvolvimento
Cientifico e Tecnoldgico (CNPq) reajustou os valores de bolsas de estudo
concedidas a alunos de iniciacao cientifica, que passaram a receber R$
360,00 mensais, um aumento de 20% com relagdo ao que era pago até
entdo. O orgdo concedia 29 mil bolsas de iniciagdo cientifica até 2009, e
esse nimero aumentou em 48% em 2010.

(0 Glabo. 11/3/2010.)

Caso o CNPq decidisse nao aumentar o valor dos pagamentos aos
bolsistas, utilizando o montante destinado a tal aumento para incrementar
ainda mais o nimero de bolsas de iniciagao cientifica no Pais, quantas
bolsas a mais que em 2009, aproximadamente, poderiam ser oferecidas
em 20107

EH (UFPE) Segundo pesquisa recente, 7% da populagéo brasileira é
analfabeta, e 64% da populagdo de analfabetos é do sexo masculino. Qual
percentual da populagao brasileira é formado por analfabetos do sexo
feminino?

EE] (PUC-CAMP) Um trabalhador comprou uma bicicleta, conseguindo
um abatimento de 10% sobre o prego marcado. Do valor a ser pago, 40%
foi dado como entrada e o restante foi pago em 5 parcelas sem juros, no
valor de R$ 41,04 cada. O valor do abatimento obtido foi:

(A) R$ 32,00.
(B) R$ 35,00.
() .
(D) R$ 40 00.
(E) R$ 42,00.
EZ] (FUVEST) Em certa populagdo, 18% das pessoas sao gordas, 30% dos

homens sao gordos e 10% das mulheres sdo gordas. Qual é a porcentagem
de homens na populagéo?

EH (ESPM) Uma pessoa fez um investimento em agdes. No primeiro
semestre, ela perdeu 30% do capital aplicado e no segundo semestre ela
recuperou 60% do que havia perdido. Em relagéo ao investimento inicial,
Seu prejuizo nesses dois semestres foi de:

EI] (Enem-11) Uma pessoa aplicou certa quantia em agdes. No primeiro
més, ela perdeu 30% do total do investimento e, no segundo més,
recuperou 20% do que havia perdido. Depois desses dois meses, resolveu
tirar o montante de R$ 3.800,00 gerado pela aplicagao.



A quantia inicial que essa pessoa aplicou em agoes corresponde ao valor de:

(A) R$ 4.222,22.
(B) R$ 4.523,80.
(C) R$ 5.000,00.
(D) R$ 13.300,00.
(E) R$ 17.100,00.

EZd (UFCE) José e Jodo possuem uma empresa cujo capital ¢ de
R$ 150.000,00. José tem 40% de participagdo na sociedade e deseja
aumentar a sua participagao para 55%. Se Jodo ndo deseja alterar o
valor, em reais, de sua participagao, o valor que José deve empregar na
empresa é:

(A) R$ 110.000,00.
(B) R$ 90.000,00.
(C) R$ 170.000,00.
(D) R$ 50.000,00.
(E) R$ 82.500,00.

EL] (UERJ-08) Jodo abriu uma caderneta de poupanga e, em 10 de janeiro
de 2006, depositou R$ 500,00 a uma taxa de juros, nesse ano, de 20%.
Em 10 de janeiro de 2007, depositou mais R$ 1.000,00. Para que Jodo
tenha, nessa poupanca, em 10 de janeiro de 2008, um montante de R$
1.824,00, a taxa de juros do segundo ano deve corresponder a:

EE] (UFMG -2010) O prego de venda de determinado produto tem a
seguinte composigao: 60% referentes ao custo, 10% referentes ao lucro
e 30% referentes a impostos. Em decorréncia da crise econémica, houve
um aumento de 10% no custo desse produto, porém, ao mesmo tempo,
ocorreu uma redugao de 20% no valor dos impostos. Para aumentar as
vendas do produto, o fabricante decidiu, entdo, reduzir seu lucro a metade.
E correto afirmar, portanto, que, depois de todas essas alteragdes, o preco
do produto sofreu redugao de:

[L] (PUC-SP-97) Um veiculo de transporte de passageiros tem seu
valor comercial depreciado linearmente, isto €, seu valor comercial sofre
desvalorizagao constante por ano. Veja a figura seguinte.

valor (R$) A

0 20 tempo
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Esse veiculo foi vendido pelo seu primeiro dono, apds 5 anos de uso, por R$
24.000,00. Sabendo-se que o valor comercial do veiculo atinge seu valor
minimo ap6s 20 anos de uso, e que esse valor minimo corresponde a 20%
do valor que tinha quando era novo, entdo esse valor minimo é, em reais:

menor que 4.500.
maior que 4.500 e menor que 7.000.
multiplo de 7.500.

A
B
C
D) um namero que NAO divide 12.000.

(
(
(
(

——\_EXERCICIOS NiVEL 2 \———

[[50 (IME) Seja uma progressao aritmética de primeiro termo a,#0 e (ltimo

termo a,,=a, = 0. Seja a progressao aritmética de primeiro termo b, = 2

. . . N 1
e Ultimo termo b,; = - possivel determinar % em funcdo dea, ea,,?
a10 bs
[H (Uerj-05) O quadriculado abaixo deve ser preenchido por inteiros
positivos de forma que cada linha e cada coluna formem uma progresséo
aritmética. Qual deve ser o niumero na posi¢ao *?

*

74

186

103

0

[E] Calcule a soma de todos os inteiros compreendidos entre 100 e 400
que nao sao divisiveis nem por 2, nem por 3, nem por 5.

[ (IME) Calcule a soma dos n primeiros termos de uma PA. cujo primeiro
termo é a, sabendo que o quociente da soma dos n primeiros termos pela
soma dos n seguintes ¢ independente de n.

[ (ITA-93) Em uma progressao aritmética com 21 + 1 termos, a soma
dos n primeiros é igual a 50 e a soma dos n Gltimos é 140. Sabendo que
a razdo desta progressdo é um ndmero inteiro entre 2 e 13, qual o Gltimo
numero?

[T Calcule o maior valor possivel para a razao de uma PA. que admita
0s nimeros 32, 227 e 942 como termos da progressao.

[Zd Podem os nimeros /2, V3¢ V5 ser termos de uma mesma
progressao aritmética?

[F] Prove que em qualquer PG. vale a seguinte relagao:
(S(m)? + (S(2n))%, = S(n)(S(2n)+S(3n)), em que S(n) é soma dos n
primeiros termos da PG.

[Z] (FUVEST) A soma dos cinco termos de uma PG., de razao negativa,
é % - Além disso, a diferenga entre o sétimo termo e o segundo termo da

PG. é igual a 3. Nessas condigoes, determine:

(A) arazdo da PG,
(B) a soma dos trés primeiros termos da PG.
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KL Sejama = 111...1 (n digitos iguais a 1) e b = 100...05 (7 — 1 digitos
iguais a 0). Prove que ab + 1 é um quadrado perfeito e determine sua
raiz quadrada.

EE] (IME-82) Seja v = 44...488...89, em que hén 4's e (1— 1) 8’s. Prove
que N é um quadrado perfeito.

K Larga-se uma bola de uma altura de 5 m. Apds cada choque com o
solo, ela recupera apenas 4/9 da altura anterior. Determine:

(A) a distancia total percorrida pela bola.
(B) o tempo gasto pela bola até parar.

[E] (AIME-89) Um determinado digito d ¢ tal que 0,d025d25d25d25...=

;’0, em que n é um inteiro positivo. Determine n.

) 1k
s (1]
(14 acue; 5

K5 (UFMG) No periodo de um ano, certa aplicagao financeira obteve um
rendimento de 26%. No mesmo periodo, porém, ocorreu uma inflagdo de
20%. Entdo, é correto afirmar que o rendimento efetivo da referida aplicagao
foi de:

(A) 3%. (D) 4%.
(B) 6%. (E) 5,2%.
(C) 5%.

KT (FGV) Uma empresa desconta do salario anual de seus funcionérios
certa porcentagem para um plano de previdéncia privada. O desconto
é de p% sobre R$ 28.000,00 de renda anual, mais (p + 2)% sobre
0 montante anual do salario que excede R$ 28.000,00. Jodo teve
desconto total de (o + 0,25)% do seu salario anual para o plano de
previdéncia privada. O salario anual de Jodo, em reais, sem o0 desconto
do plano de previdéncia é:

(A) R$ 28.000,00.
(B) R$ 42.000,00.
(C) R$ 32.000,00.
(D) R$ 56.000,00.
(E) R$ 35.000,00.

Se (a,) € uma progressao aritmeética de termos néo nulos, calcule, em
1 1
+ +...+
a.a, a,.a a

fungdo de a,, a, en, o valor de :
a
n-1"n

99
1
leul .
B3 Galue ;(k+1)\/?+k\/k+1

EE] Qual a PG. de cinco termos cuja soma é % e 0 produto é 2437

EZl Calcule o valor da soma de n parcelas S,= 1 + 11 +...+ 111...1.
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2] As medidas dos lados de um tridngulo s&o expressas por nimeros
inteiros em PG. e seu produto é 1.728. Calcule as medidas dos lados:

EZ (AIME) As duas progresses geométricas distintas a, a, a,..e b,

o N N 1
b, b.,... séo tais que a=>» b =1 Dadoque 3, =— ea,=b,=
» Dy q§k:1k§kz1k qaszz
x > 0, determine x.

EZ] Existe alguma progressao aritmética infinita de razdo diferente de zero
que pode ser formada apenas por niumeros primos?

m Mostre que ndo existe uma progressao aritmética infinita cujos termos
sao todos quadrados perfeitos.

EA sejaM, = {0,a,,a,,..a,|a,=00u, 1<i<n-1ea, = 1} um conjunto
de fragoes decimais, T, e S, respectivamente, o nimero de termos e a
soma dos termos de M,. Qual o valor da razao S, , quando n tende ao
infinito? T,
X3 Suprimindo-se um dos elementos do conjunto {1, 2,..., n}, a média
aritmética dos elementos restantes é igual a 16,1. Determine:

(A) o valor de n;

(B) o elemento suprimido.

(IME -CG) Uma sequénciaa,, a,, a,, ... ¢ tal quea, , - 2a,+ a_, =K
para todo / > 1. Determine a, em fungao de a,, a,, n e K.

EZ] A sequéncia {a,}, satisfaza, =a,=1ea_,, = L a, para todo

n. Determine a,,, . .4

EE] Krushenko salta 1 metro no primeiro salto, 2 metros no segundo,
4 metros no terceiro, ..., 2" metros no salto numero n. Ha alguma
possibilidade de Krushenko escolher as dire¢Ges dos seus saltos de modo
a conseguir voltar ao ponto de partida?

El Calcule o valor da soma S,=13+24+35+..+n(n+2).

EZl 0s nimeros (4, 6, 13, 27, 50, 84) estdo em uma PA. de ordem k.
Determine o 30¢ termo.

EASejaA = {1,2, ..., p}. Calcule o valor da soma dos produtos que se
podem obter usando como fatores dois elementos distintos de A.

EE] Determine o valor da seguinte expressdo: 1- 100 + 2-99 + 3- 98+
...+100- 1.

Efseja (@, a,, ..., a) uma PA. de 22 ordem, com b, ;= a,_, - a,
vie{l,2,...,n-1},er=>0b,-b,.Determne S =a, +a,+ ...+ a,

emfungao dea, b, ren.

1+2 . 1+2+3 . 1+2+3+4 .
P28 P28 4+38 P28 43 44 T

EH (i) Calcule asoma S = 1
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Sequéncias

\_EXERCICIOS NiVEL 3 X\
[il Seja a,, a,, ..., a,,... uma sequéncia de numeros satisfazendo  [if] Calcule a razdo de uma PG. de dez termos, sabendo que os seis
primeiros termos possuem exatamente quatro digitos e que o Gltimo termo

= —3 = i N 1
(3-a,,)6+a)="18ea,=3.Determine S /Zo:&'_, possui cinco digitos.

[[7 (YAGLOM) Considere a sequénciaa,, a,, a,, ... ,a,,, d€ NUMeros reais
6k

tais que: [E (PUTNAM) Calcule > -
a,—4a,+3a,>0 ;(y -2)(a -2

a,—4a,+3a,>0

[[3 (0BM-U) Calcule ZZM , em que min{m, n} é 0 menor

3m+n
m=0 n>=0

g5 —4agy + 38,5, 20 nimero dentre m e n. Por exemplo, min {3, 4} = 3.
g — 48,5, +38, 20

a0 — 42, +32,2 0 [ (IMC) Seia a, = 2,5, = 2,8,., = \[2— J4—a b, , = — 2.
2+ 4 +b:

; determine o valor de c,,.

al’l

b

n

Considerando que a,=1, determine 0s NUMEros a,, ., ... , a4, Considere, entao, a sequéncia ¢, =

[ (USAMO) A sequéncia x, ¢ definida por x, :%,XM —xlix,

1 1

Encontre a parte inteira da soma + +ot )
X +1 x,+1 X +1

\,_RASCUNHO X

IME-ITA 213



Analise combinatoria

ASSUNTO 2

Matematica III

1. Introducao

Talvez vocé ja tenha se perguntado quantos sao os resultados diferentes
em uma loteria como a mega-sena ou quanto tempo seria necessario para
acertar uma senha caso fosse tentar todas as possibilidades.

Com o intuito de determinar o numero de maneiras de ocorrer um
dado evento e resolver problemas desse tipo, criou-se um ramo na
matematica conhecido como andlise combinatdria. Sua ideia principal é
agrupar problemas com ideias comuns, determinando assim 0s conceitos
principais necessarios para resolugao dos mesmos.

Neste assunto veremos 0s conceitos principais de combinatoria, que
sd0 o Principio Fundamental da Contagem (PFC) e o Principio Aditivo,
que basicamente sdo as ferramentas para o desenvolvimento de toda
teoria. Além disso, veremos as ideias principais de combinatoria, como
as permutagGes, 0s arranjos e as combinagoes.

Encerrando este assunto, encontram-se topicos menos tradicionais
como a Inclusdo-Exclusdo, os Lemas de Kaplansky e a Permutagao
Cadtica.

Obs.: Este assunto possui diversos exemplos diferentes, uma vez que
boa parte do aprendizado em Combinatdria esta associado ao nimero de
questdes ja vistas anteriormente.

2. Principio fundamental da
contagem (PFC)

Considere o0 seguinte problema: Joao decide sair de casa, abre entdo
seu armdrio e percebe que possui trés calgas e cinco blusas. De quantos
modos diferentes Jodo pode se vestir?

Basta ver que para cada opgao de calga Jodo tem cinco opgoes de
blusa. Como Jodo pode escolher trés calcas diferentes, temos 3 - 5 =
15 possibilidades.

De modo geral, se podemos tomar uma decisao de m maneiras e, se
uma vez tomada essa deciséo, podemos tomar outra de n maneiras, entdo
0 nimero de maneiras de tomar ambas as decisoes & mn.

Ex.:

l. Sérgio deve viajar de uma cidade A para uma cidade B. Para isso,
ele possui oito opgoes distintas de estradas. Sabendo que ele deve
ir de A para B em uma estrada e voltar por outra, de quantos modos
diferentes Sérgio pode fazer o seu trajeto de ida e volta?

Solugéo:
Temos oito opgoes para ir e, uma vez escolhida essa opgdo, temos
sete opgoes para voltar, logo: 8 - 7 = 56

Il. Quantos nimeros naturais de 4 algarismos existem no nosso sistema
de numeragao?

Solugéo:

Uma ideia muito comum em combinatdria é representar cada decisao
a ser tomada por um tracinho, colocando o nimero de possibilidades de
realiza-la abaixo de cada trago.

214 Vol. 1

=9-10-10-10 = 9000 possibilidades

9 10 10 10
lll. Caso no problema anterior os algarismos fossem todos distintos?

Solugao:
=9-9-8-7 = 4536 possibilidades

998 7

Repare que comegamos a escrever o nimero da esquerda para a
direita, assim, na primeira casa temos nove possibilidade pois o zero
ndo entra. Na casa seguinte continuamos com nove, uma vez que s6 nao
podemos utilizar o algarismo da primeira casa (0 zero pode entrar) e depois
vamos sempre perdendo um algarismo.

0 que ocorreria se comegassemos da direita para a esquerda no
problema anterior?

2 8 9 10

Veja que, nesse caso, 0 nimero de possibilidades para o algarismo
das unidades de milhar n&o esta definido, pois dependeria se o zero foi
utilizado anteriormente ou ndo. Se o zero tiver sido utilizado teremos sete
possibilidades, caso contrario, teremos seis.

Isso ocorre uma vez que esta € a casa com maior restrigao (o zero
ndo entra), logo € importante que toda decisao com maior restri¢ao seja
tomada primeiro.

3. Principio aditivo

Para resolver o tipo de problema que ocorreu no Ultimo exemplo,
quando comegamos pelo algarismo das unidades, podemos usar o
principio aditivo:

Dados dois conjuntos disjuntos A e B, temos: n(AuB) = n(A) + n(B),
onde n(X) denota o nimero de elementos de X.

Vejamos entdo o exemplo anterior!

Para determinar o nimero de possibilidades nas unidades de milhar,
comegando pelo algarismo mais a direita, devemos saber se 0 zero foi
utilizado ou ndo anteriormente, assim temos dois casos:

12 Caso - se utilizarmos o zero antes.

* Primeiro, temos que definir aonde aparece o zero: 3 possibilidades,
¢ Segundo, completar o nimero:

0 _ _ =7-1-8-9 =504 possibilidades.
18 9

Logo nesse caso temos: 3 - 504 = 1512 numeros.



2° Caso — sem utilizar o zero.

» Basta escolher os algarismos do nimero.

= 6-7-8-9=23024 possibilidades.
6 7 8 9
Como os casos sdo disjuntos: 1512 + 3024 = 4536 ndmeros, mesmo
resultado achado anteriormente.

Ex.:
I. Quantos nimeros pares de 5 algarismos distintos podem ser
formados?

Solugéo:

Repare que como o nimero deve ser par, ele deve terminar com 0, 2,
4,6 ou 8. Como o fato de usar ou ndo o zero influencia na primeira casa
(da esquerda para a direita), devemos abrir em casos:

12 Caso - terminando em zero.

. _  _ _ 0 =9-8-7-6-1= 3024 possibilidades.
9 8 7 6 1

2° Gaso - ndo terminando em zero.

=8-8-7-6-4= 10752 possibilidades.

Somando: 3024 + 10752 = 13776 nldmeros.

Il. (Morgado) A figura abaixo mostra um mapa com quatro paises:

De quantos modos esse mapa pode ser colorido (cada pais com uma
cor, paises com uma linha fronteira comum nao podem ter a mesma cor)
se dispomos de A cores diferentes?

Solugéo
Faremos mengao a cada pais como um quadrante do ciclo
trigonométrico.

Se comegarmos a pintar o 1°Q, depois 0 2°Q e assim por diante, 0
namero de possibilidades para o 4°Q nao fica definido, uma vez que o 1°Q
e 0 32Q podem ser pintados da mesma cor ou ndo. Assim, devemos abrir
em Casos:

12 Caso — 1°Q = 3Q

el A

= A (A-1)2
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2° Caso — 1°Q = 32Q

A1 A
SAA=T1)(h-2)?

A2 -2

Somando: A (A —1)(A=2)2+ A (A=1)2= A (A—1)(72-31 + 3)

4. Permutacoes simples

Muitos problemas de combinatdria estdo associados a determinar o
nimero de ordenagoes que se podem fazer dados n objetos. Chamamos
cada ordenacéo possivel de uma permutacéo simples e representamos o
nimero de permutagoes simples por P, .

Veja que na verdade isso é uma aplicagao direta do PFC, uma vez que
basta determinar que elemento ocupa cada posigéo:

- = — =nl! —
PP P, =n.(n-1)...1: n.»

(chamado também de fatorial n)
Obs.: 0! = 1 por defini¢éo.

Ex.:

. Dada uma palavra qualquer, chamamos de anagrama qualquer
permutagdo simples de suas letras, mesmo que essa permutacéo
nao tenha significado.

Sabendo disso, determine o nimero de anagramas da palavra
CADERNO?

Solugao:
Basta permutar suas letras, como existem 7 letras distintas:
P, =T7! = 5040.

Il. Cinco casais desejam ocupar uma escada com cinco degraus para
tirar uma foto. Sabendo que cada degrau deve ser ocupado por
exatamente um casal, determine o nimero de maneiras desses casais
Se organizarem para essa foto:

Solugao:

* Primeiro devemos permutar os casais nos degraus: P, = 5! = 120.
¢ Segundo devemos decidir em cada casal quem fica a direita: 25 = 32.
¢ Pelo PFC: 120 - 32 = 3840 possibilidades.

lll. Determine o nimero de anagramas da palavra HORTELA que possuem
todas as vogais juntas?

Solugao:

Sempre que um problema pedir para que alguns objetos fiquem juntos
podemos trata-los como um Unico objeto, ja que podem ser vistos como
uma unica caixa (bizu da caixinha).
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Assim, podemos considerar que essa palavra possui apenas cinco
letras, sendo estas, as quatro consoantes € a caixinha com as vogais.
*  Primeiro: Permutando essas letras P, = 5! = 120.
+ Segundo: Devemos permutar as vogais dentro da caixa: P, = 3! = 6.
* Pelo PFC: 120 - 6 = 720.

IV. Considerando a palavra do exemplo anterior, determine o nimero de
anagramas que possuem H e R separados:

Solugéo:

Outra ideia importante em combinatéria é olhar para o complementar
de um conjunto em relacéo ao total, uma vez que em muitos problemas é
mais facil fazer o contrario do que é pedido na questao.

Neste problema, por exemplo, queremos saber 0 nimero de anagramas
que possuem H e R separados, porém pelo exemplo anterior ja sabemos
resolver isso quando os objetos estdo juntos, sendo assim:

* Total de anagramas: P, = 7! = 5040.
* Anagramas com H e R juntos: P, - P, = 6! - 2!= 720 - 2 = 1440.
e Resposta: 5040 — 1440 = 3600 anagramas.

Obs.: Essa ideia so foi rapida, porque ele queria apenas duas letras
separadas, no caso em que o problema peca mais de duas letras nao
adjacentes existe outra maneira de resolver que sera vista mais a frente.

5. Arranjos simples

Muitos problemas em combinatéria estdo associados a determinar
0 nimero de ordenagoes em que alguns objetos podem ser distribuidos.

Porém, nem sempre estamos interessados em utilizar todos os objetos
disponiveis, por exemplo, considere que em um parque de diversdes existem
20 pessoas querendo entrar em numa montanha russa. Essa montanha
russa possui apenas quatro assentos, com disponibilidade para exatamente
uma pessoa. De quantos modos essa montanha russa pode ser composta?

Repare que, na verdade, assim como nas permutagées, esse é apenas
mais um exemplo de aplicagao direta do PFC:

20-19-18-..-1 20!
16.15.....1 16!

= 20191817=
20 19 18 17

Em um caso geral, se temos n objetos e queremos ordenar p desses
objetos, chamamos de arranjo de n escolhe p (A, ) 0 numero de maneiras
de fazer essa ordenagao:

n!

(n—p)!

App=AR=n(n—1)---(n—p+1)= N

nn-1 n-p+1

n!
7he =

6. Outras permutacoes

Ao resolver muitos problemas de combinatéria é comum contarmos
elementos que inicialmente sdo iguais erroneamente como distintos.
Nesses casos, devemos tentar agrupar as solugoes iguais, vendo quantas
vezes cada objeto estd sendo contado repetidamente.

0Os casos mais classicos em que isso ocorre sdo nas permutagoes
completas (com repetigao) e nas circulares.
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6.1 Permutacoes completas (com repeticao)

0 que ocorre quando queremos determinar o nimero de anagramas de
uma palavra com letras repetidas? Por exemplo, quantos séo 0s anagramas
da palavra CASA?

Considerando os A's como letras distintas, temos 4! = 24
permutagoes. Porém como os A's sdo iguais, cada permutagéo € contada
duas vezes (CA,SA, = CA,SA,), assim tém-se 12 anagramas.

De modo geral, se uma letra aparece n vezes, basta pegar o total de
permutagoes e dividir por n!, uma vez que fixadas as demais letras temos
n! maneiras de permutar essas letras iguais.

Chamamos de permutagao completa cada ordenagao de 7 objetos com
elementos repetidos ou nao, e representamos por Pyt %2+ % o nimero
de permutacoes completas de n objetos, sendo o, 0 niimero de objetos
do 12 tipo, o, do 22 tipo e assim por diante. Como 0s a’s representam a
multiplicidade de cada objeto devemos ter o, + o, +...+ a, = 1.

Assim, o nimero de permutagdes completas sera dado por:

ch1,oc2 .....

6.2 Permutacgoes circulares

E no caso de determinar o nimero de maneiras de colocar n pessoas
em um circulo com seus lugares equiespacados, considerando iguais
disposi¢oes obtidas através de rotagao?

Fazendo o caso n = 4 (o caso geral é igual): Se a fila formada fosse
em linha reta teriamos 4! = 24 maneiras de ordena-los, porém repare
que em um circulo temos configuragoes iguais (por rotagéo) como as
representadas abaixo:

Nesse caso devemos dividir o total de permutacGes simples por 4,
obtendo 6 permutagdes. No caso geral, com 1 objetos, teriamos 1 rotagoes
no circulo de onde basta dividir o total por n.

Denotamos por (PC), 0 nimero de permutagoes circulares que podem
ser obtidos com n objetos, assim:

n!
(PC)n=;=(n—1)!




7. Combinacoes simples

Existem alguns casos em que estamos interessados apenas em
escolher um subconjunto de objetos dentre um conjunto maior disponivel,
nao importando a ordem com que isso é feito. Um exemplo disso, supondo
que vocé possui um grupo de 10 amigos e deseja escolher trés para fazer
uma viagem com vocé, de quantos modos isso pode ser feito?

Se a ordem fosse importante, aresposta seriaA,, = 10-9-8 = 720.
Porém, como nesse caso a ordem nao importa as escolhas: (4,, A,, A,);
A, AL A) A, ALA) (A, ALA) (A, ALA) (A

» Ay A » Ag) Ay Ay, »A) (A, A, A,) sio todas
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iguais, ou seja, cada escolha esta sendo contada seis vezes, logo, basta
dividir o total por 6, obtendo 120 escolhas possiveis.

Ou seja, de modo geral, basta considerar as escolhas com ordem,
e depois dividir pelo fatorial da quantidade de termos escolhidos para
consertar isso.

Sendo assim, se temos 11 objetos e queremos escolher p chamamos
de combinagGes simples o nimeros de escolhas distintas:

An,p _ n!

b = = = pipd

A\, EXERCICIOS RESOLVIDOS X

(UFRJ) A mala do Dr. Z tem um cadeado cujo segredo é uma
combinagdo com cinco algarismos, cada um dos quais podendo variar
de0a9. Ele esqueceu a combinagao que escolhera como segredo, mas
sabe que atende as condigoes:

* se 0 1%algarismo é impar, entdo o ultimo também é impar;
* se0 1%algarismo é par, entao o Gltimo é igual ao 1;
e asomado2°como 3¢é5.

Quantas combinagoes diferentes atendem as condigoes estabelecidas
pelo Dr. Z?

Solugao:
Sejam ABCDE os digitos (nessa ordem). Vamos dividir o problema
€m Casos:

12 caso — A é impar.

A: 5 opgoes (1,3,5,7,9)

B: 6 opgoes (0, 1, 2, 3, 4, 5)

C: 1 opcao (fica determinado pela escolha de B)
D: 10 opgoes

E: 5 opgoes (também € impar nesse caso)

No 12 caso, temos o totalde 5-5-6-1-10 = 1500 combinagGes.

22 caso — A é par.

A: 5 opgoes (0, 2, 4, 6, 8)
B: 6 opgoes

C: 1 opgao

D: 10 opgoes

E: 1 opcao (E = A)

No 22 caso, temos o totalde 5-1-6-1-10 = 300.

Como dividimos em casos (disjuntos), devemos somar as respostas
dos casos, obtendo assim 1500 +300 =1800 como resposta.

[iF Dois irmaos gémeos ganharam de aniversario 8 bolas de futebol
iguais, 6 camisas iguais e 10 caixas de chocolate também idénticas. De
quantos modos pode-se dividir esses presentes entre 0s dois de modo
que cada um receba, pelo menos, 3 bolas de futebol, 2 camisas e 2
caixas de chocolate?

Solugao:

Considere os irmaos A e B. Repare que, como 0s objetos do mesmo
tipo sdo idénticos, nao é importante quais vamos escolher, 0 importante
¢ quantos vamos escolher. Entdo, temos:

12 etapa: Divisao das bolas: 3 opgoes — (3,5); (4,4); (5,3)
22 etapa: Divisdo das camisas: 3 opgoes — (2,4); (3,3); (4,2)
32 etapa: Divisao das caixas: 7 opgoes — (2,8); (3,7); (4,6);...;
Resposta: 3 - 3 - 7 = 63 modos.

[E] (UFRJ) Uma particula desloca-se sobre uma reta, percorrendo
1cm para a esquerda ou para a direita a cada movimento. Calcule de
quantas maneiras diferentes a particula pode realizar uma sequéncia de
10 movimentos terminando na posicéo de partida.

Solugao:

Representemos cada movimento para esquerda por E e cada
movimento para a direita por D. Veja que para terminar no ponto de partida,
é necessario ter 5Ds e 5Es. Além disso, veja que cada maneira de realizar
0s 10 movimentos pode ser vista como uma sequéncia desses 5Ds e 5Es.
Entdo, o nimero de maneiras de se realizar esses movimentos é:

55_10!
fio =551 >
[ Oito criangas véo se dividir em dois times de 4 para disputar uma
partida de futebol. De quantas maneiras isso pode ser feito se:

a. um time joga com camisa e o0 outro joga sem?
b. os dois times jogam sem camisa?

Solugao:
a. Dentro de cada time, ndo importa a ordem na qual é feita a escolha,
portanto precisamos usar combinagéo. Para o time com camisa, temos

|
Cg :%:70 . Para o time sem camisa, colocamos as criangas

=1 maneira possivel.

4!
restantes, o que s6 pode ser feito de C4 o1l

Entao, sao 70 - 1 = 70 maneiras.

b. 0 que muda aqui é que a divisdo passa a ser feita em grupos
indistinguiveis. Veja que se 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 sdo as criangas,
as divisoes 1234/5678 e 5678/1234 sao iguais (SO porque 0S
dois times estdo sem camisa — no item a, essas duas divisoes
sdo diferentes). Portanto, estamos contando duas vezes cada
configuracdo. Logo, precisamos dividir por 2 para contar apenas

uma vez, o que nos da a resposta LZO =35.
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8. Solucoes inteiras nao negativas

0Os conceitos iniciais de combinatoria, como a permutacao e a
combinacao, envolvem a ordenagao ou a escolha de determinados objetos.
E se quiséssemos distribuir objetos idénticos a um grupo de pessoas?
Como isso deve ser feito?

Como os objetos sao idénticos, estamos interessados apenas em
determinar quantos objetos cada pessoa ird ganhar. Entdo, por exemplo,
se temos cinco bombons e queremos distribuir a duas pessoas, basta ver
o0 numero de solugGes inteiras ndo-negativas da equagéo: x + y =5, onde
X e y representam o numero de bombons que cada um ganhou.

Nesse caso, temos as seguintes solugoes: (5, 0); (4, 1); ...; (0, 5)
(6 solugdes).

Porém, como em muitos problemas de combinatdria, se 0s nimeros
aumentarem um pouco fica impraticavel listar todos 0s casos.

Entdo a pergunta é como determinar o numero de solugdes inteiras
nao-negativas da equagao: x, + x, +... +x, =p

Repare que basicamente o que se quer fazer é separar 0s p objetos
iguais em n grupos. Podemos representar cada objeto por um ponto,
e como eles devem ser separados em n grupos, deve-se inserir n —1
divisorias entre esses pontos. O ndmero de solugoes é o nimero de trocas
possiveis entre as posigoes das divisorias (que iremos representar por
barras) e dos pontos.

Para facilitar a visualizagéo, considere o seguinte exemplo:

Quantas solugdes existem para a equagédo: x + y + z = 3 vamos
representar cada solugéo de acordo com o que foi exposto acima:

(3,0,0) e] 0,2,1) [=]e
(0,3,0) [+2=] (1,0,2) «]]=e
(0,0,3) [|+e> (1,2,0) ¢ ]
(L1, 1) e e]e (2,1,0) e= ||
(0,1,2) |+fe> (2,0, 1) e=f]e

E facil entender que existe uma bijecdo entre as solugdes e as
representacoes por pontos e barras, ou seja, para determinar o nimero de
solugdes da equagao basta determinar o nimero de permutacGes existentes.

No caso geral, temos p pontos e n — 1 barras, logo temos P:;;ﬂ
solugoes inteiras nao-negativas.

Ex.:
I.  (Limitando as varidveis por baixo) Qual o numero de solugées inteiras
ndo-negativasdex + y +z=15,se x>27?

Solugao:
Podemos simplesmente substituir varidveis. Se x > 2, entdo existe
x'>0 inteiro tal que x = x’ + 2, assim a equagao fica:

|
X +y +2z=3que possui P> = % =10 solugdes.

Uma interpretagdo para esse problema é pensar que queremos

distribuir cinco objetos idénticos entre trés pessoas, porém uma delas
deve receber pelo menos dois. Podemos entdo entregar primeiro dois
objetos a essa pessoa e depois distribuir trés objetos de qualquer maneira
entre as trés pessoas.
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Il. (Se a soma for menor ou igual a um numero) Qual o ndmero de
solugoes inteiras ndo-negativas dex + y +z » 57

Solugao:

Podemos interpretar esse problema da seguinte forma: temos cinco
objetos e devemos entregar esses objetos (ndo necessariamente todos)
a trés pessoas.

Nesse caso, 0s objetos que ndo estdo sendo entregues ficarao com
0 dono, logo, na pratica, estamos distribuindo esses objetos entre quatro
pessoas, assim o problema é equivalente a:

X+y+2z+17=>5(ondeféafolga da equagao, ou seja, o quanto
falta para a soma chegar a cinco).
!

. p53_ 8! -
Desse modo, temos: 3™ = S 56 solugoes.

lll. (Limitando uma variavel por cima): Qual o nimero de solugdes inteiras
ndo-negativasdex +y +z=28,se x" 37

Solugao:

Nesse caso, como ja se sabe limitar uma variavel por baixo (ver ex. 1),
podemos calcular o total de solugGes, sem restrigoes, e subtrair aquelas
que possuem x >4 .

|
Total de solugdes (sem restrigao): % =45 solugoes.

Solugoes com x >4 Temosx = x’ + 4,donde x’ + y + z = 4 que

. 6! ~
possmi =15 solugoes.
412!

Resposta: 45 - 15 = 30.

Obs.: No caso de termos mais de uma variavel limitada por cima, o
problema fica um pouco mais dificil. Esse tipo de problema sera visto
num topico mais a frente chamado de inclusao-exclusao.

9. Combinacoes com repeticao
(ou completa)

Ja vimos o numero de maneiras de escolher p objetos distintos
dentre n disponiveis. E se pudéssemos escolher um mesmo objeto mais
de uma vez?

Nesse caso, a pergunta a ser respondida é quantas vezes cada objeto
sera escolhido, podendo alguns deles ndo serem escolhidos.

0 problema pode ser visto basicamente como o nimero de solugoes
inteiras nao-negativas de uma equagao, assim se x. & o nimero de vezes
que 0 objeto i é escolhido, e se chamarmos o ndmero de escolhas possiveis
de (CR)P (combinagao com repeticéo de n objetos tomados p ap) tém-se:

_pnip _(1Ep=0
*Pn+p—1* p!(n—1)! *Cn+p—

Ex.: De quantos modos podemos comprar 3 refrigerantes em uma loja
onde ha 5 tipos de refrigerantes?

Xi+Xp+...+ Xy =p= (CR)" solugdes.

Solugao:

Devemos determinar quantas vezes cada refrigerante sera
escolhido, ou seja, devemos ver quantas solugOes possui a equagao:
X+ X, +x+X +x =23

n=(CR),,=GC,,=35



10. Lemas de Kaplansky

Existem diversos problemas de analise combinatoria com restrigoes
com relagéo a escolhas dos elementos. Um problema muito comum é
determinar o numero de maneiras de se escolher alguns objetos, nao
podendo escolher objetos consecutivos dentro de uma ordem dada. Para
aresolugdo desse problema, veremos uma ideia bem esperta.

10.1 Primeiro Lema de Kaplansky

Quantos subconjuntos de p elementos existem no conjunto
{1,2,3, ..., n} sem elementos consecutivos?

Viejamos, como exemplo, 0 cason = 8ep = 3.

Uma forma de enxergar a escolha de elementos dentro de um conjunto
é pensar que, na verdade, devemos olhar para todos 0s elementos
do conjunto e assim ir definindo quem entra e quem ndo entra no seu
subconjunto.

Ou seja, para cada elemento pode-se atribuir um sinal “+” (ele entra
no subconjunto) ou um sinal “-* (ele nao entra no subconjunto).

Pensando assim, 0 que aconteceria se nao existisse a restrigdo quanto
a escolha de elementos consecutivos?

Vejamos alguns subconjuntos de trés elementos que podem ser
1,2,3,4,5,6,7,8

{2,5,7}:>{’ :3,4,56.7,8}
-+t —+-

formados: {1,2,3} =
+

E facil entender que existe uma bijecéo entre os subconjuntos e a
representagdo com os sinais, assim o total de subconjuntos (podendo
existir elementos consecutivos) pode ser vista como o nimero de
permutacdes com trés sinais “+” e cinco “-*, que seria: Ay = T cd
(emum certo sentido escolher é equivalente a permutar e depois descontar
a ordem, ou seja, permutar com elementos iguais).

No 12 Lema de Kaplansky, o que muda é que na hora de permutar
nao podemos ter sinais “+” adjacentes. E ai caimos em outro problema,
quantas permutagoes de cinco sinais “+” e trés sinais “—* existem sem
sinais “+” adjacentes?

12 Solugao: Fixando os sinais de

Podemos simplesmente pensar que 0s sinais
queremos espalhar os sinais “+”, nesse caso, tém-se:

« n

estao fixos e que

S~ N SN SN N

Ou seja, temos seis lugares para trés sinais “+”, e como dois sinais
“+” ndo ficam juntos, devemos escolher exatamente trés espagos, um

H “ ”» H 6!
para cada sinal “+”, ou seja, temos: Cg3 = TN 20 escolhas.
No caso geral, tém-se p sinais de “+” e n — p sinais “-“.
Fixando os sinais “-—* teriamos n —p + 1 espacos para p sinais “+”,
ou seja, ¢c? . escolhas.
n-p+1

Representa-se a resposta do 1° Lema por f(n, p), assim:

f(n:p) = C(l;]_p+1)

22 Solugao: Fixando os sinais de “+”

Deve-se distribuir 0s cinco sinais “—* nos espagos representados abaixo:

+

~_ ~— ~—~
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Temos quatro espagos para cinco sinais “-*, assim devemos
determinar quantos sinais “—* entram em cada espago e como ndo existem
dois sinais “+” adjacentes, nos espagos do meio deve existir pelo menos
um sinal de “~”. Assim o problema é equivalente: x +y +z+w =5; com
y=1le z>1

Fazendoy =y +1ez=2 +1,18m-se:x +y + 72 + w =3 que

. 6!
- P33 = 2 _20 solugdes.
possui: Fy 313) solugoes

Obs.: Apesar dessa solugdo ser mais trabalhosa que a primeira, é
importante conhecé-la, uma vez que essa ideia ajuda a resolver alguns
problemas mais gerais que o0 1° Lema.

10.2 Segundo Lema de Kaplansky

Veja 0 seguinte problema: de quantos modos um atleta pode escolher sua
rotina de treino semanal, se ele deve treinar trés vezes na semana, porém nao
pode treinar dias consecutivos para ndo ter fadiga muscular? (considere que
uma vez escolhida sua rotina, esta no pode ser alterada na semana seguinte).

0 problema apresentado acima é parecido com o 1° Lema de
Kaplansky, pois temos sete dias na semana, e devemos escolher trés
sem dois consecutivos para treinar. O que muda nesse problema é que o
inicio de uma semana é consecutivo ao final de outra, ou seja, existe uma
situagdo circular no conjunto dado.

Mas geralmente, quer-se determinar o nimero de subconjuntos de p
elementos que se pode formar com n elementos distribuidos em circulo,
como na figura a seguir: 1

Desse modo, a Unica parte diferente do n 2
problema é que devemos considerar 1 e n
como elementos consecutivos.

Uma vez que a tinica mudanga que ocorre
¢ que ao entrar o elemento 7 0 1 ndo pode
mais ser escolhido, vamos abrir em casos:

n-1

19 Caso — O elemento n entra no subconjunto.

Nesse caso, faltam escolher p — 1 elementos no conjunto {2, 3, 4, ...,
n-2} sem dois consecutivos, onde as extremidades n&o sao consecutivas.

Pelo 1°lemaisso pode serfeitode f(n—3,p 1) =CA—% 4 1 =CP] .

2° Gaso — O elemento n entra no subconjunto.

Agora ainda faltam escolher os p elementos no conjunto {1, 2,3, ...,
n—1} sem dois consecutivos, onde as extremidades n&o sao consecutivas.

Pelo 1 lema isso pode ser feito de 7(n—1,p) = C(‘;HHM = C,’,’,p .

Definindo g(n, p) como resposta desse problema, chamado de 2¢
Lema de Kaplansky, tém-se:

npy=cP wcp =P cp wcp =T cp
g(n,p) n-p—1+tn-p n—p n-p T bn-p n—p " p=

n
n,p)=——=CP
g(n,p) n_p 1P
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11. Permutacao caotica

Outro tipo de permutacao conhecida é a permutagao que nao permite
elementos em sua posicédo original. Por exemplo, imagine que temos
10 livros em uma prateleira, e queremos reordena-los de modo que 0s
livros ndo fiqguem em sua posigao inicial. De quantos modos podemos
organizé-los?

No caso mais geral, considerando o conjunto {1, 2, 3, ..., n}, queremos
determinar o nimero de permutagdes de seus elementos, de modo que
nenhum elemento / caia na posicao /.

Uma ideia comum em combinatoria é olhar para o problema contrario.

Nesse caso, vamos determinar o total de permutagoes e subtrair daquelas
que tem pelo menos um elemento na posigéo original.

» Total de permutagées: n!
» Permutagdes com pelo menos um elemento na posi¢ao original:

Repare que temos que determinar o ndmero de permutagoes que
possuem o 1 na primeira posi¢do, ou 0 2 na segunda posi¢ao, ou 0 3 na
terceira, e assim por diante (ou ndo sendo no sentido excludente). Assim
queremos achar uma unido de conjuntos.

Chamando de A, os conjuntos que possuem o elemento / em sua
posicao inicial, queremos determinar: n(A u A, U...UA,) .

Pelo Principio da inclusao-excluséo:

n(A vk u...uA,)=Soma(lal) - Soma(2a2) +...+(~1)"Soma(nan)

Para determinar o nimero de elementos de uma intersegao k a k, basta
notar que temos k elementos fixos e 0s outros permutando de qualquer
maneira, logo temos (7 — k)! possibilidades. Por exemplo:

Ex.:

Ay~ A, sao as permutacOes em que 0 1e 0 2 estdo fixos e 0s demais
permutando, logo possui (7 — 2)! Elementos.

Finalmente como toda intersegao k a k tem (7 —k)! elementos a soma
k a k é determinada pelo nimeros de intersegoes k a k que podem ser
formadas

(C,’f) vezes (1 —k)!

Cr (=) (n—k)!=

M=

nAuvbu. . Uh)=

=
1

1
_ i i k+1 1
Finalmente sendo D, 0 nimero de permutagées cacticas, tém-se:

k+1 1 1 1 1 1 1
nfnt—mZ( )+ !—nl(ﬂ—a tarm +(=1)™ m):

n
D_.{1_1+1_1+m+00]
o 1 2 3 n!

k+1
)

(n
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——\, EXERCICIOS RESOLVIDOS \——

[[5] (UFPB) Deseja-se pintar 6 esferas, recebendo cada uma, tinta
de uma s6 cor escolhida entre 3 disponiveis. De quantas maneiras
pode-se pintar o conjunto de esferas?

Solugao: Letra C.

Trata-se de uma combinagao completa (CR)P = Crip-1p COMN =

3ep =6, assim: (CR)3 = Cs = ﬁ =28 solugoes.

[ Quantas sas as solugdes inteiras ndo negativas dex + y +z+w <
8?

Solucao:

Como estamos interessados nas solugoes inteiras sex + y + z +
w < 8, devemos ter: x + y + z + w < 7que é equivalente ax + y
+z4+w+r=T.

|
Neste caso devemos permutar 7 pontos e 4 barras: /3171v4 = % =330
solugdes. o

[E] Quantas séo as solugdes inteiras positivas de x + y + z = 8?

Solucao:

Como as solugoes sao positivas, devemos ter:

x>t y>1 z=1lemquex=x+1 y=y'+1 z=z'+1com x,
y’ e Z’ inteiros ndo negativos, logo: X’ + y’ + 7’ ?5

Permutando cinco pontos e duas barras: P75’2 T = 21 solugoes.
[73 (UFRJ) Uma estante de biblioteca tem 16 livros: 11 exemplares
do livro “Combinatoria é facil” e 5 exemplares de “Combinatoria
ndo é dificil”. Considere que os livios com mesmo titulo sejam
indistinguiveis. Determine de quantas maneiras diferentes podemos
dispor 0s 16 livros na estante de modo que dois exemplares de
“Combinatdria ndo é dificil” nunca estejam juntos.

Solugao:

Representemos por F os livros ‘Combinatdria é facil’ e por D os
livros ‘Combinatdria nao é dificil’. Normalmente, em combinatoria,
comegamos pela restricao. Este aqui € um dos poucos casos em
que a ordem de execugao é contraria. Coloque os 11 F lado a lado:

FFFFFFFFFFF

Dos 12 espagos determinados acima, precisamos escolher 5 para
colocarmos os D. Isso garante que 0s D ndo ficardo juntos, que é a
restricao do problema. Veja que a ordem da escolha ndo é importante,

[
portanto, usamos combinagao e temos C3, = 12t 792 .

517!
[E Dado um octogono, quantos sao os tridngulos cujos veértices
sdo vértices ndo consecutivos do octégono?
Solucao:
Claramente oproblemaé o2°LemadeKaplansky {g(n,p) = ﬁcﬁ, p)

comn =8ep =3, logo: ‘17(8,3):2053 :%10:1630Iu96es.




——\ EXERCICIOS NiVEL 1 \———

[[3] (IME) Determine quantos nimeros de 4 algarismos diferentes podem
ser formados com os algarismos 0, 1, 2, 3, 4, 5.

0Obs.: Considere 0s nameros iniciados com o algarismo 0 (por exemplo,
0123), namero de 3 algarismos.

Eﬂ (UFRJ) Quantos nameros de 4 algarismos podemos formar nos quais
0 algarismo 2 aparece a0 menos uma vez?

Eﬂ (UFRJ) Um construtor dispde de quatro cores (verde, amarelo, cinza
e bege) para pintar cinco casas dispostas em uma rua, lado a lado. Ele
deseja que cada casa seja pintada com apenas uma cor e que duas
casas consecutivas nao possuam a menor cor. Determine o0 nimero de
possibilidades diferentes de pintura.

[73 (MORGADO) De um baralho comum (52 cartas) sacam-se
sucessivamente e sem reposi¢ao 3 cartas. Quantas sao as extragoes nas
quais a primeira carta é de copas, a segunda é um rei e a terceira ndo é
uma dama?

[5 (EFOMM) O codigo Morse usa “palavras” contendo de “1 a4 letras”, as
“letras” sendo ponto e trago. Quantas palavras existem no codigo Morse?

[[J (MORGADO) Quantos sdo os anagramas da palavra CAPITULO:

que comegam por consoante e terminam por vogal?

que tém as letras C, A, P juntas nessa ordem?

que tém as letras C, A, P juntas em qualquer ordem?

que tem as vogais e consoantes intercaladas?

que tém a letra C no 12 lugar e a letra A no 2¢ lugar?

que tém a letra C no 12 lugar ou a letra A no 2¢ lugar?

que tém a letra C no 12 lugar ou a letra A no 22 lugar ou a letra P
no 3° lugar?

@ a0 o

(OLIMPIADA BELGA) Um numero inteiro ndo negativo ¢ dito
palindromo se ele lido da esquerda para a direita é igual quando lido da
direita para a esquerda. Por exemplo, 121, 0, 2002 e 4 séo palindromos.
0 numero de palindromos que sdo menores que 1.000.000 é:

(A) 900. (D) 1999.
% 183; . (E) 2220.

[T (ITA) Se colocarmos em ordem crescente todos os niimeros de 5 (cinco)
algarismos, obtidos com 1, 3, 4, 6 e 7, a posigdo de nimero 61473 serd:

(A) 762
(B) 78
(C) 80=
(D) 822
(E) N.D.A.

[E] (ITA) Quantos nimeros de seis algarismos distintos podemos formar
usando os digitos 1, 2, 3, 4, 5 e 6 nos quais 0 1 e 0 2 nunca ocupam
posigoes adjacentes, mas 0 3 e 0 4 sempre ocupam posigoes adjacentes?

(A) 144. (D) 288.
% ; ig (E) 360.
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KT (ITA - 83) Um general possui n soldados para tomar uma posigéo
inimiga. Desejando efetuar um ataque com dois grupos, um frontal com r
soldados e outro da retaguarda com s soldados (r + s = n), ele podera
dispor seus homens de:

A n! , D 2n! .
(A) 7(r+s)! maneiras ) 7(r+s)! maneiras

|
(E) 2_n maneiras
ris!

n .
(B) —— maneiras

rls!

n! )
(C) 7—; maneiras

(rs)!

EED (ITT JEE) Uma classe tem n alunos, temos que formar uma equipe
com eles, incluindo pelo menos dois estudantes e excluindo também, pelo
menos dois alunos. O nimero de maneiras de formar a equipe é:

(A) 2—2n
(B) 2-2n-2

(C)2-2n-4

Iﬂ (ITA) O nimero de arranjos de n + 2 objetos tomados cinco a cinco
vale 180n. Nestas condigdes, concluimos que:

(A) n é ndmero par. (D) n é um numero impar.
(B) n é um namero primo. (E) n é divisivel por 5.
(C) n esta compreendido entre 100 e 200.

EE] (ITA) Quantos anagramas com 6 caracteres distintos podemos formar
usando as letras da palavra QUEIMADO, anagramas estes que contenham
duas consoantes e que, entre as consoantes, haja pelo menos uma vogal?

(A) 7.200. (D) 3.600.
% Zggg (E) 2.400.

EZ3 (MORGADO) Quantos s&o os niimeros naturais de 7 digitos nos quais
o digito 4 figura exatamente 3 vezes, e o digito 8, exatamente 2 vezes?

EEJ (VUNESP) A figura a seguir mostra a planta de um bairro de uma
cidade. Uma pessoa quer caminhar do ponto A ao ponto B por um dos
percursos mais curtos. Assim, ela caminhara sempre nos sentidos “de
baixo para cima” ou “da esquerda para a direita”. O nimero de percursos
diferentes

que essa pessoa podera fazer de A até B é:

IIIIIIIE
(A) 95.040. EEEEEEE
§2§ o EEEEEEE
(D) 792. LA EEEEEEE
(E) 35. ,f! ANNEEEENR
Fa.

(UFRJ) Um grupo constituido por 4 mulheres e 4 homens deve ocupar
as 8 cadeiras dispostas ao redor de uma mesa circular. O grupo deve
ser acomodado de modo que cada homem sente entre duas mulheres.
Jodo e Maria estdo nesse grupo de pessoas; entretanto, por motivos
de ordem estritamente pessoal, ndo podem sentar-se lado a lado.
Duas acomodag0es das pessoas ao redor da mesa sdo consideradas
diferentes quando pelo menos uma nao tem o mesmo vizinho a direita,
nas duas acomodagoes. Determine o numero de diferentes acomodagoes
possiveis dessas 8 pessoas ao redor da mesa circular.
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Uma crianga possui 96 blocos distintos. Cada bloco pode ser de 2
materiais (plastico ou madeira), 3 tamanhos (pequeno, médio ou grande),
4 cores (azul, verde, vermelho e amarelo) e 4 formatos (circulo, hexagono,
quadrado e triangulo). Quantos desses blocos diferem do bloco “plastico
médio vermelho circulo” em exatamente dois quesitos? (Um exemplo seria
0 bloco “madeira médio vermelho quadrado”.)

EE] (AFA) Em uma demonstragéo de paraquedismo, durante a queda livre,
participam 10 paraquedistas. Em certo momento, 7 deles devem dar as
maos e formar um circulo. De quantas formas distintas eles poderao ser
escolhidos e dispostos nesse circulo?

(A) 120.
(8) 720.

(C) 86400.
(D) 151200.

EE] (AFA) Dez baldes azuis e oito brancos deverao ser distribuidos em
trés enfeites de saldo, de modo que um deles tenha 7 balées e 0s outros
dois, no minimo 5. Cada enfeite devera ter 2 baldes azuis e 1 branco, pelo
menos. De quantas maneiras distintas pode-se fazer os enfeites, usando
simultaneamente todos os baloes?

A)
)

9. C) 11.
B) 1

( (
(B) 10. (D) 12.
2] Quantas séo as pegas de um domind comum?

(UFRJ) Um campeonato de futebol foi disputado por 10 equipes em
um unico turno, de modo que cada time enfrentou cada um dos outros
apenas uma vez. O vencedor de uma partida ganha 3 pontos e o perdedor
nao ganha ponto algum; em caso de empate, cada equipe ganha 1 ponto.
Ao final do campeonato, tivemos a seguinte pontuagao:

Equipe 1 — 20 pontos;
Equipe 3 — 14 pontos;
Equipe 5 — 12 pontos;
Equipe 7 — 9 pontos;
Equipe 9 — 4 pontos;

Equipe 2 — 10 pontos;
Equipe 4 — 9 pontos;
Equipe 6 — 17 pontos;
Equipe 8 — 13 pontos;
Equipe 10 — 10 pontos.

Determine quantos jogos desse campeonato terminaram empatados.

——\ EXERCICIOS NiVEL 2 \——

(MORGADO) Um campeonato é disputado por 12 clubes em rodadas
de 6 jogos cada. De quantos modos é possivel selecionar 0s jogos da
primeira rodada?

[[F (ITA) Uma escola possui 18 professores, sendo 7 de Matemética, 3 de
Fisica e 4 de Quimica. De quantas maneiras podemos formar comissoes de
12 professores de modo que cada um contenha exatamente 5 professores
de Matematica, com no minimo 2 de Fisica e no maximo 2 de Quimica?

(A) 875. (D) 2877.
(B) 1877. (E) N.DA.
(C) 1995.

[E] (JOSE PLINIO - PRC) De quantas maneiras um grupo de 7 pessoas
pode ser agraciado com 4 prémios diferentes: (todos 0s prémios devem
ser distribuidos)

a. se nenhuma pessoa puder receber mais que um prémio;

b. secadapessoa puder receber qualquer nimero de prémios (até quatro
naturalmente);

c. seovencedor do primeiro prémio nao puder receber outro prémio, mas
vencedores de outros prémios puderem receber mais de um prémio.
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[73 (0BM) Cinco amigos, Arnaldo, Bernaldo, Cernaldo, Dernaldo e Ernaldo,
devem formar uma fila com outras 30 pessoas. De quantas maneiras
podemos formar esta fila de modo que Arnaldo fique na frente de seus
4 amigos? (Obs.: Os amigos nao precisam ficar em posigoes consecutivas)

(A) 35! D) (?]5!

®) % (E) gm/163
35!

© 2

[5 (MORGADO) No quadro abaixo, de quantos modos é possivel formar
a palavra MATEMATICA, partindo de um M e indo sempre para a direita
ou para baixo?

M

M A

M A T

M A T E

M A T E M

M A T E M A

M A T E M A T

M A T E M A T |

M A T E M A T I C
M A T E M A T I C A

m Para a Selecao Brasileira de Futebol foram convocados 22 jogadores,
0S quais jogam em todas as posigoes, exceto dois deles, que SO jogam
no gol. De quantos modos se podem selecionar os 11 titulares?

(ITA) Dispomos de seis cores diferentes. Cada face de um cubo sera
pintada com uma cor diferente, de forma que as seis cores sejam utilizadas.
De quantas maneiras isto pode ser feito, se uma maneira é considerada idéntica
a outra, desde que possa ser obtida a partir desta por rotagéo do cubo?

[f] (JOSE PLINIO - PRC) De quantas maneiras 8 contas distintas podem
ser colocadas num cordao elastico de modo a formar uma pulseira?

[E (UFRJ - 08) Para montar um sanduiche, os clientes de uma lanchonete
podem escolher:

— um dentre os tipos de péo: calabresa, orégano e queijo;

— um dentre os tamanhos: pequeno e grande;

— de um até cinco dentre os tipos de recheio: sardinha, atum, queijo,
presunto e salame, sem possibilidade de repeticao de recheio em um
mesmo sanduiche.

Calcule:

a. quantos sanduiches distintos podem ser montados;

b. 0 ndmero de sanduiches distintos que um cliente pode montar, se ele
nao gosta de orégano, s6 come sanduiches pequenos e deseja dois
recheios em cada sanduiche.

KT Tem-se 5 pontos sobre umaretar e 8 pontos sobre umaretar’ paralela
a r. Quantos quadrilateros convexos com vértices em 4 desses 13 pontos
existem?

EE] (ITA - 95) Considere todos os nimeros de cinco algarismos formados
pela justaposicéo de 1, 3, 5, 7 e 9 em qualquer ordem, sem repetigao.



Calcule a soma de todos esses numeros.

(A) 5-10°¢ 6 - 108,
(B) 6-10°¢ 7 - 108,
(C) 7-10%¢ 8 - 105,

(D) 9-10°¢ 10 - 10°.
(E) 10-105¢ 11 - 10°.

EE (1TA) Considere (P) um poligono regular de n lados. Suponha que o0s
vértices de (P) determinem 2n tridngulos, cujos lados nao sao lados de
(P). O valor de n é:

(A) 6. (D) 20.
(B) 8. (E) Nao existe este poligono.
(C) 10.

EE] (Morgado) No inicio de uma festa ha 6 rapazes desacompanhados e
10 mocas desacompanhadas. Quantos séo os estados possiveis no fim
da festa?

K (Morgado) Sao dados n pontos em circulo. Quantos n-4gonos (ndo
necessariamente convexos) existem com vértices nesses pontos?

K (José Plinio — PRC) Quantos nimeros distintos podem ser formados
pelo produto de dois numeros ou mais do multiconjunto {3, 4, 4, 5, 5,
6,7,7,7}. (Obs.: Um multiconjunto é um conjunto em que o0 numero de
copias de um elemento é relevante.)

K[ (Morgado) Quantas séo as permutagdes simples dos nimeros 1, 2,
..., [1Nas quais o elemento que ocupa a k-ésima posi¢ao é maior que k— 3,
para todo k?

Determine o nimero de triplas ordenadas de conjuntos (A, B, C) tais
que:AuBUC={1,23,..,2013} e AnBNC =2.

EE] Calcule o numero de subconjuntos de trés elementos escolhidos de
{21, 22, 2%, ..., 22%%} tais que eles formem uma PG.

EE] (José Plinio — PRC) Determine o nimero de pares ordenados (a, b)
tais que MMC (a, b) = 2%%%;

EZ] (EN - 91) A partir de um conjunto de 19 atletas, formam 57 times
de 4 atletas cada. Todos os atletas participam de um mesmo numero de
times e cada par de atletas fica junto no mesmo time um mesmo numero
x de vezes . O valor de x &7

1, D) 4.
2. () 5.
3

Solucgoes inteiras e nao negativas

——\\_EXERCICIOS NfVEL 1 \———

30 (AFA) 0 nimero de solugdes inteiras e ndo negativas da equagio
X+y+z+1t==06¢igual a

(A) 84 (D) 90
(B) 86 (E) N.RA
(C) 88

[ (EN) Uma livraria vai doar 15 livros iguais a 4 bibliotecas. Cada
biblioteca deve receber ao menos dois livros. O nimero de modos que
esses livros podem ser repartidos nessa doagéo é igual a:
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Analise combinatoria

(A) 1.365. (D) 120.
(B) 840. (E) 35.
(C) 240.

[E] (UESPI) Um supermercado oferece 10 variedades de sopas em
pacotes. De quantas maneiras um consumidor pode escolher 4 pacotes
de sopas, se pelo menos 2 pacotes devem ser da mesma variedade?

(A) 500. (D) 515.
% g?g (E) 520.

[ (UFF) Quinze (15) pessoas, sendo 5 homens de alturas diferentes e
10 mulheres também de alturas diferentes, devem ser dispostas em fila,
obedecendo ao critério: homens em ordem crescente de altura e mulheres
em ordem decrescente de altura. De quantos modos diferentes essas 15
pessoas podem ser dispostas nessa fila?

[ (Morgado) Quantas solugdes inteiras nio negativas de X, + X, + X, +
X, + X, + x, = 20 existem nas quais exatamente 3 incognitas s&o nulas?
Em quantas pelo menos trés séo nulas?

[[J (Morgado) Qual é o nimero méximo de termos de um polinémio do
grau p com n variaveis?

(ITT) O ndmero de solugoes inteiras nao-negativas de x, + x, + x, +

4x, = 20 ¢
(A) 530. (C) 532.
(B) 534. (D) 536.

[T] (José Plinio — PRC) De quantas maneiras as letras da palavra
INDIVISIBILIDADE podem ser permutadas de modo que duas letras “I”
nunca fiqguem juntas?

[Z] (EN) Quantos séo os anagramas da palavra ESCOLA nos quais
nenhuma letra ocupa o seu lugar primitivo?

(A) 719. (D) 100.
% igg (E) 249.

——\_EXERCICIOS NiVEL 2 \———

[[5] (0BM) Dizemos que uma palavra Q é quase anagrama de outra palavra
P quando Q pode ser obtida retirando-se uma letra de P e trocando a ordem
das letras restantes, resultando em uma palavra com uma letra a menos do
que P Um quase-anagrama pode ter sentido em algum idioma ou ndo. Por
exemplo, RARO, RACR e ARCO sao quase anagramas de CARRO. Quantos
$80 0s quase anagramas da palavra BACANA que comegam com A?

[ (Olimpiada de Maio) Cada um dos seis
segmentos da figura ao lado deve ser pintado de
uma entre quatro cores de modo que segmentos
vizinhos ndo tenham a mesma cor. De quantas
maneiras podemos fazer isso?
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[(E] (UFPE - Adaptado) No mapa abaixo estao esbogadas as ruas de um
bairro. As ruas verticais sao paralelas entre si e a distancia entre duas ruas
consecutivas € a mesma; 0 mesmo acontece com as ruas horizontais.
Calcule o nimero de formas de sair de A e chegar até B percorrendo a
menor distancia possivel.

A

[73 (Morgado) Quantas permutagdes de 7 letras A e 7 letras B, nas quais
ndo ha 3 letras A adjacentes, existem?

[ (José Plinio — PRC) Em uma caixa hé trés tipos de objetos, cada um
em uma quantidade de 2n, de modo que ao final, ao todo, sdo 6n objetos.
De quantas maneiras podemos dividi-lo entre duas pessoas de modo que
cada um fiqgue com 3n objetos?

[[] Dados oito anéis distintos, determine o nimero de maneiras de
usarmos 5 anéis em 4 dedos (o polegar ndo entra) de uma unica mao. (A
ordem dos anéis é significante, mas nao é necessario que todos os dedos
possuam um anel).

[Zd Em um elevador entram 6 pessoas. De quantos modos essas 6
pessoas podem saltar no 3¢, 5¢ e 6 andares, de maneira que em cada
um desses andares salte pelo menos uma pessoa?

[[F] Quantas sao as sequéncias de n termos, todos pertencentes a {0,1},
que possuem um nidmero impar de termos iguais a 0?

[iZ] Dado o alfabeto com trés letras (a, b, ¢), encontre o nimero de palavras
com n letras contendo um nimero par de a’s.

————— N\ EXERCICIOS NiVEL 3 \——
(Morgado)

a. Qual a soma dos divisores inteiros e positivos de 720?

b. De quantos modos 720 pode ser decomposto em um produto de dois
inteiros positivos?

c. De quantos modos 720 pode ser decomposto em um produto de trés
inteiros positivos?

d. De quantos modos 144 pode ser decomposto em um produto de dois
inteiros positivos?

[F (Morgado) Nove cientistas trabalham em um projeto sigiloso. Por
questoes de seguranga, 0s planos sdo guardados em um cofre protegido
por muitos cadeados de modo que s6 é possivel abri-los todos se houver
pelo menos 5 cientistas presentes.

a. Qual o nimero minimo de cadeados?
b. Na situagao do item a., quantas chaves cada cientista deve ter?
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[E] Quantos nameros de 5 algarismos sdo divisiveis por 3 e também
possuem 6 como um de seus algarismos?

[ (Morgado) Escrevem-se nimeros de cincos digitos (inclusive os
comegados por zero) em cartdes. Como 0, 1 e 8 ndo se alteram de cabega para
baixo e como 6 de cabega para baixo se transforma em 9, um so cartéo pode
representar dois numeros (por exemplo, 06198 e 86190). Qual é o nimero
minimo de cartdes para representar todos 0s nimeros de cinco digitos?

[ (AIME) Dois quadrados de um tabuleiro 7 x 7 so pintados de amarelo
e o restante de verde. Dizemos que duas colorages sdo equivalentes se
uma puder ser obtida através da outra por uma rotagao. Quantas coloragées
nao equivalentes existem?

[[] (Morgado) De quantos modos podemos escolher 3 nimeros, néo
necessariamente distintos, no conjunto {1, 2, ... ,150} de modo que a
soma dos numeros escolhidos seja divisivel por 3? E se 0s numeros
devessem ser distintos?

(Morgado) Para n > k , determine 0 nimero de fungoes sobrejetoras
f:A— B,emque#A =n e #B = k.

[T (0BM) Um quadrado 4 x 4 ¢ dividido em 16 quadrados unitarios. Cada
um dos 25 vértices desses quadrados deve ser colorido de vermelho ou
azul. Ache o nimero de coloragoes diferentes tais que cada quadrado
unitario possua exatamente dois vértices vermelhos.

[E] De quantos modos se podem sentar em fila 3 russos, 3 ucranianos e
3 bielorrussos, de modo que ndo fiqguem dois compatriotas juntos?

(Eureka) Quantas sdo as sequéncias de n termos, todos pertencentes
a {0, 1, 2}, que ndo possuem dois termos consecutivos iguais a zero?

EEl Uma bandeira circular de n setores deve ser pintada utilizando-se
k cores. De quantos modos isso pode ser feito, sabendo que regioes
adjacentes ndo podem ser pintadas com a mesma cor?

EH (Morgado) Depois de ter dado um curso, um professor resolve se
despedir de seus 7 alunos oferecendo, durante 7 dias consecutivos, 7
jantares para 3 alunos cada. De quantos modos ele pode fazer os convites
se ele nao deseja que um mesmo par de alunos comparega a mais de um
jantar?

(AIME) Em um torneio, cada jogador jogou exatamente um jogo contra
cada um dos outros jogadores. Em cada jogo, o vencedor recebe 1 ponto,
o perdedor recebe 0 ponto e, se houve empate, cada um dos jogadores
recebe 0,5 ponto. Ao fim do torneio, notou-se que exatamente metade dos
pontos conquistados por cada jogador foram ganhos em jogos contra 0s
dez jogadores com menor pontuagdo. (Em particular, cada um dos dez
piores jogadores marcou metade de seus pontos contra 0s outros nove
desses dez). Qual o total de participantes do torneio?



Introducao

A trigonometria surgiu com o objetivo de estabelecer relagoes entre
angulos (normalmente faceis de medir) e comprimentos (as vezes
dificeis de mensurar, como no caso da largura de um rio extenso ou do
comprimento de um morro/prédio muito alto) em figuras geométricas.
Hoje, a trigonometria também tem aplicagGes como ferramenta puramente
algébrica, util para descrever fenémenos fisicos e para simplificagoes
matematicas.

Os seus objetivos nesta segado incluem memorizar as definigoes
trigonométricas e as relagées algébricas entre elas, memorizar
transformagoes trigonométricas e identificar oportunidades de aplicagao
(usualmente a parte mais dificil e mais importante), resolver equagoes e
inequacoes trigonométricas e compreender o comportamento das fungoes
trigonomeétricas e suas inversas.

1. Definicoes e relacoes basicas

Tridngulos retdngulos com um &ngulo comum o Sempre Sdo
semelhantes (caso AA) e, portanto, ttm a mesma razao entre lados
correspondentes. Essas razoes recebem nomes especiais, definidos
abaixo:

hipotenusa cateto
seno. = W oposto
hipotenusa >
—_— catgto adjacente cateto
hipotenusa adjacente
_ catetooposto _ sena
" cateto adjacente  cos .
' ° hipotenusa
cateto
oposto
[
cateto
adjacente

1 cosa

1 1
CSCo =——,8€Co. =———,C0taL = ——=
sen oS tana.  sena

0bs.: Em um tridngulo qualquer, vale a lei dos senos, que relaciona um
angulo «, o lado a oposto a esse angulo e o raio R do circulo circunscrito
de um tridngulo pela formula a = 2R.sena

1.1 Relacoes fundamentais
sena + cos’a = 1
tan’a + 1 = sec’a
cot?a. + 1 = csC%a

Demonstragao: Substituindo as defini¢oes, vemos que todas essas
relagoes sao equivalentes ao teorema de Pitagoras.

Trigonometria

ASSUNTO 1

Matematica IV

1.2 Linhas trigonométricas notaveis

Angulo Seno Cosseno Tangente
30° 1 V3 B3
2 2 3
45° Q Q 1
2 2
. 3 1
60 > > NE]

Demonstracao: basta aplicar as defini¢oes as figuras abaixo:

45
2 30
‘
! )
2
45 B 60°
N——
¢ 7
2

1.3 Relacoes entre angulos complementares
sen(90 — o) = cosa
€0s(90 - o) = sena.
tan(90 — o) = cota

Demonstragao: Basta ver que o cateto oposto ao angulo o é adjacente
a0 angulo 90° - . .

1.4 Linhas trigonométricas para angulos
quaisquer (ciclo trigonométrico)

Podemos estender as definigoes de linhas trigonométricas para angulos
maiores que 90 (ou menores que zero) com auxilio do ciclo trigonométrico
(circunferéncia de raio 1, como nas figuras).

Para &ngulos entre 0 e 90 (12 quadrante), temos por defini¢ao (fazendo
1¢hipotenusa = 1) que 0 cosseno é a projecao do raio no eixo horizontal
€ 0 Seno é a projecéo no eixo vertical. Estendendo esta ideia, definimos
0 cosseno (seno) de um &ngulo x qualquer como o tamanho da projecéo
no eixo horizontal (vertical) do raio que forma um &ngulo x com o eixo
horizontal. As demais linhas trigonométricas continuam definidas em
fungdo do seno e do cosseno como nos angulos agudos.
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sen A sen A Demonstragao: O primeiro caso segue da definigdo, dado que x e
12Q 20 X+2n tém a mesma representagao no ciclo trigonométrico. O segundo
sen(x+m) —senx
caso segue de tan(x+m) = ( ) = =tanx.
sen COS(X+m) —COSX
o o .
o > oS > ———\\ EXERCICIOS RESOLVIDOS \——

[[3] Calcule, para todo x, 3(sen‘x + cos*x) — 2(sentx + costx).

Solugao:

Nao basta atribuir valores parax, ja que queremos determinar a expressao
para todo x. Elevando ao quadrado a relagao fundamental, temos que
sen >0 sen >0 (sen® + cos)? = 1, que nos da sen x + cos’x = 1 —2sen cos’
cos >0 cos <0 (repare que usamos (@ + b)? = a* + 2ab + b?). Agora, elevando ao
cubo arelagao fundamental, temos que (sen + cos)® = 1, que nos da
sensx + cos® = 1 —3sen?x cos’ (sen’x + cos%) = 1 — 3senx cos

A A
sen sen (fepare que usamos (a -+ b)? = a® + b® + 3ab(a + b)). Dai, a expressio

dada é igual a: 3 - (1 — 2senx cos%) — 2 - (1 — 3sen3x cos%) = 1.

a o [[F Simplifique a expressao +/sen‘x + 4cos’x —/cos*x+ 4sen’x .

cos cos )
Solucao:
Quando s6 temos seno e cosseno, é inevitavel usarmos a relagao
fundamental.
3Q 4Q 0 12 radical é igual a:
2
sen <0 sen <0 \/(1 —c0s°X) +4c08°X = V1- 20052+ C0S*X+ 4C0S?X =
cos <0 cos >0

2
=1+ 200X+ cos'x = (1 +c08s° x) =1+ c0s’x

1.5 Reducao ao 1° quadrante

Casos principais: De forma andloga, temos que 0 2¢ radical é igual a 1 + sen? x.
Angulos suplementares (22 para 12 quadrante): sen(180 — x) = senx, Portanto, a expressao dada € igual a: (1 + cos’) — (1 + sen%) =
c0s(180 —x) = — cosx COS% — Sen’x = COS2X.
Angulos explementares (32 para 12 quadrante): sen(180 + x)= — senx,
cos(180 + x) = — cosx [l Sendo tanaz%, calcuIerw.
Angulos replementares (42 para 12 quadrante): sen(360 —x) = — senx, ; 000 = seNa
¢0S(360 —x) = cosx Solugdo: .
Em F, basta dividir o numerador e o denominador por cosa:
Demonstracao: Basta desenhar o ponto no ciclo trigonométrico, sena.  _ CoSa. 4
observar a orientagdo dos eixos cosseno/seno e compara-lo (visualmente CoSaL i 77003 o Stano+7 5 15 +7 12!
ou p?r meio de congruéncia de tridngulos) com o ponto correspondente F= cosa _, sena T 6_3tana - 4 ~ 78
no 1¢ quadrante. . 15
Obs.: Na pratica, a melhor forma de resolver este tipo de problema & [ Sabendo que 9 cos? — 5 senx - cosx + 4 sen = 3, determine
usando as formulas de adigdo e subtragao de arcos que veremos em 2.1. tanx.
1.6 Paridade Solucao: Usando que 3 = 3 (sen% + cos%), observamos que
sen(-x)= — senx essa & uma equagao homogénea de grau 2 em senx, cosx (reveja

0 conceito na apostila de algebra bésica). Dividindo por cos’ ,

obtemos 9 - 5 tanx + 4tan’x = 3 sec’ (= 3 + 3 tan%), ou seja,
tan(-x)= - tanx tan2x — 5 tanx + 6 = 0. Resolvendo a equagao do 2° grau, obtemos
tanx = 2 outanx = 3.

COS(—X)= cosx

Demonstragao: Sao as simetrias (congruéncias) no ciclo trigonométrico.
[ simplifique a expressdo sen(270° + a) + sen(450° - a).
Obs.: Usaremos, a partir de agora, indiscriminadamente as unidades grau

e radiano para representar angulos (180 graus equivalem a = radianos). Solugao: Escrevendo 270 = 3 - 90° e 450 = 5 - 90°, podemos
o desenhar os pontos no ciclo trigonométrico e concluir que:
1.7 Periodicidade sen(270° + a) = —cosa e sen (450° — a) = sen(90° —a) = cosa.
Seno e cosseno tém periodo 27: sen(x + 2 m) = senx e cos(X + 2r) Logo, a expressao vale zero.
= C0Sx para todo x.

Tangente tem periodo =: tan(x + =) = tan x para todo x.
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Trigonometria

2. Transformacoes trigonometricas

Para manipular expressoes trigonométricas (simplificar expressoes,
resolver equagoes/inequagoes), é importante compreender e memorizar
transformagoes importantes como adigao/subtragao de arcos, arco duplo,
arco metade, fatoragéo (transformagéo soma em produto), transformacgéo
produto em soma e outras que veremos a Seguir.

2.1 Adicao e subracao de arcos
sen(o. + B) = sena - COSP + senp - cosa
cos(a. + B)=C0Sc - COSP F sena. - senp

fanc - tan sen(o + B) = PTC = AB + QC = sena. - COSP + SenP - cosa
fan(a+p)= ————
1xtano -tanp 0P
cos(a + B) = = 0A - BQ = cosa - cosp — sena. - senf
Demonstragao: Inicialmente, sobreponha um tridngulo retangulo de

angulo a a um de 4ngulo b e hipotenusa 1 como na sequéncia de figuras Dividindo uma pela outra e, em seguida, dividindo numerador e

abaixo. Em seguida, pense no seno como a projegdo da hipotenusa no  denominador por cosa - cosb:

cateto separado e no cosseno como a projecao no cateto colado para

obter as seguintes relacées: senc.-COSP  Senp-cosa

sen(o+PB)  cosa-COSP " coso-cosp _ fana+tanp

cos(a+p) COSa-COSP _ seno-senp ~1—tano -tanp
COSc-COSP  COSa-COSP

tan(o +B) =

Para as formulas de subtragdo, basta escrever o — B = o + (- B)
e usar paridade.

Obs.: Como usamos somente a definicdo de seno e cosseno como
projecoes, esta demonstragdo funciona mesmo que o € 3 ndo sejam
angulos agudos.

2.2 Arco duplo

C _ 24 24 _ 240 4_4_ 2
£0S2a=C0S"a—sen‘a=2c0s"a—1=1-2sena
senf sen(2a) = 2sena - cosa
2tan(a)
tan(2a) = ——~
1 o 2\ B ) = anta
Demonstragao: Basta tomar b = a na formula de adigao de arcos.
£X o s
0 A Observacgao: De forma similar, temos:

cos(3a) = 4cos® a—3cosa, sen(3a) = — 4sen’a+ 3sena e

3tana-tan®a

tan(3a)= 1-3tan?a

2.3 Arco metade

a 1+cosa
CoS— =+
2 2

0 cosp-cosa A send -+ 1-cosa
2 2

No tridngulo OBC, temos: OB = cosp e BC = senp. tang . 1-cosa
No tridngulo OAB, temos: OA = cosa. - hipotenusa = coSa - COSP e 2 "\1+cosa
AB = sena. - COSP.

No tridngulo QBC, temos: BQ = hipotenusa - sena. = senp - seno. e
QC = senp - coso.

Logo, olhando para o tridngulo OPC, temos:

Demonstragao: Trocando 2a por a na formula do cosseno do arco
duplo, obtemos as duas primeiras formulas. Dividindo uma pela outra,
obtemos a terceira.
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»a_1+cosa
cosa = 2c0s’ ——1:003
2 2 2
cosa=1-2sen’? = sen?d = 1-cosa
2 2 2
Obs.: Em algumas situagoes, é interessante utilizar essas

formulas ao contrario, fatorando expressdes da forma 1 + cosa

(por exempl0,1fcosa=23en23 ou 1 + sena (neste caso, primeiro

faz-se sena = cos(90 — o).

2.4 Fatoracao (ou transformacao
soma em produto)

Fatorar (transformar soma em produto) é uma das principais
ferramentas algébricas para simplificacéo de expressoes e resolugao de
equacoes, de forma que estes resultados merecem atengéo especial.

Senx £sen y = 23enTy cosxzy

X+ X—
COSX +COSy =+ 2C08Ty'COSTy

X+
COSX—COS )y =— ZSBHT}/ SGHJ

2

b) - seca - sech
b) - csca - csch

tana + tanb = sen(a +
cota + cotb = sen(a +

Demonstragao: Fazendox = a + b,y = a—b em 2.1, temos
XAY p X g

2 2
senx +seny =sen(a+b) +sen(a—b)

X+y~003%

COSX +C0Sy =cos(a+ b)+cos(a—b)

“y.cos%

COSX —COSy =cos(a+b)—cos(a—b) =

XV sen* Y

2
Trocando x por — x, obtemos as demais formulas.
Substituindo a definicdo de tangente e cotangente:

a=

=2sena-cosh =

=2sen

=2c0Sa-c0Sbh =

=2C0S

—2sena-senb =

=-—2sen

_sena-cosb +senb - cosa _
cosa-cosb

sena senb

cosa cosb
=sen(a+b)-seca-sech

tana +tanb =

cosa cosb
sena  senb
=sen(a+b)-csca-csch

_senb-cosa+sena-cosh
sena - senb

cota+coth =

Trocando b por — b, obtemos as demais formulas.

Obs.: Para fatorar expressoes com linhas trigopnométricas diferentes (por
exemplo, sena + cosb), basta transformar cosseno em seno (por exemplo,
fazendo cosb = sen(90 — b)) e usar 2.4.
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2.5 Transformacao produto em soma

Em algumas ocasioes (por exemplo, quando um produto estd sendo
somado a uma parcela) é interessante fazer o contrario da fatoragao, i.e.,
transformar um produto em uma soma.

sena- cosh = %-(sen(a +b)+sen(a-b))

€0sa-cosh = % -(cos(a+b)+cos(a—b))

sena- senb = —% -(cos(a+b)—-cos(a—b))

Demonstragéo: basta observar as contas intermediarias da
demonstracao do teorema 10.

2.6 Truque do tridngulo retangulo

Para lidar com combinagdes lineares de senos e cossenos de um
mesmo arco (ex.: senx+ cosy, 3senx + 2cosx, 5senx + 12cosx, etc.)
reescrevemos a expressao como:

a-senx +b-cosx =R-sen(x +a), em que
R=\/a2+b2,tana=§

Demonstragao: Considerando um tridngulo retdngulo de catetos a e
b como na figura abaixo:

a

Temosa = R - coso, b = R - sena

Logo,

a-senx + b -cosx =R - (senx - coso + Sena - CoSX) =
=R-senx + a)

Obs.: Embora a intuigdo geométrica utilizada so6 funcione para
angulos agudos, é possivel demonstrar o resultado no caso geral.

a a
Como <1, basta escolher o tal que cosa = e
Vai +b? Jat +b?
b -
seno=———¢ substituir.
a+b

2.7 Parametrizacao em funcao do arco
metade
E possivel escrever todas as seis linhas trigonométricas de um

A = L . X
angulo x em fungéo de uma anica variavel t = tanE. Desta forma, todas

as expressoes trigonométricas podem ser transformadas em fragoes
envolvendo apenas polindémios (nem sempre de grau baixo).
2t

1+ 2
2t

t2

Senx =

tanx =
1

1-t?

COSX = 5
1+t
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Demonstragao: A primeira expressdo € a mais dificil de demonstrar:
partindo do seno do arco duplo, multiplicando em cima e embaixo por cosseno
para forgar o aparecimento da tangente, e usando a relagao fundamental:

X X senf 2tan1 ?_tan5
SenX:286n5~0057:27)2(-0032§:7)2(:72x
c0s= sec’Z  1+tan’Z

2 o Ty

A segunda expressao é simplesmente a tangente do arco duplo, e a
terceira expressao pode ser obtida dividindo-se a primeira pela segunda.

2.8 Soma de senos/cossenos de arcos em
progressao aritmética
C =cosb+cos(b+r)+cos(b+2r)+...+cos(b+nr)=

W~cos[b+n~g

S=senb+sen(b+r)+sen(b+2r)+...+sen(b+nr)=
r

=Sen((n+1)2)~sen[b+n-rj

= 2

Demonstragao: Uma técnica geral para resolver somas fechadas é
tentar encontrar uma “soma telescopica”, i.e., tentar quebrar cada parcela
como uma diferenga de termos sucessivos se cancelem.

Neste caso, podemos multiplicar a primeira equagao por sen(%) e
transformar produto em soma.

C- sen(gj = sen(gj -cos(b) + sen(%] -cos(b+r)+...

sen(éj -cos(b +nr)

2C-sen r =sen b+£ —sen b—f +sen b+3—r
2 2 2 2

- sen(b +%}+... +sen(b + (Zn;wj—sen[b + (2n2—1)r)

Cancelando os termos comuns:

2C- sen[%} = sen[b +(2n+ 1)%} —sen[b —éj

Transformando o lado direito em produto:

r
sen((nﬂ)‘fj
72‘cos(b+né]

=

Trocando b por 90 — b e usando 1.2, temos:

sen((n+1)~£j
sen(%)

sen((n+1)~£)
72-sen(b+né]

sen(%)

C=

S(b)=C(90—b)= ~cos(90—b+néj=

Trigonometria

——\, EXERCICIOS RESOLVIDOS \———————

[[7] Calcule sen 15°e sen 75°:

Solugao:
Utilizando as formulas de subtragao e adigao de arcos, temos:

sen 15° = sen(45° — 30°) = sen 45° cos 30° — sen 30° cos 45°=
V25 12 B2

272 22 4
Analogamente, sen 75° = sen(45° + 30°) = sen 45° cos 30° + sen
30° cos 45° = @

Obs.: Das relagoes entre angulos complementares (1.2.), obtemos
c0s15°= 75° e cos75° = sen15°.

[[F Sabendo que sen x +cos x = g, determine os possiveis valores
de sen(2 x) e tan(2 x). 4

Solugéo:
Elevando a expressao dada ao quadrado para que aparega o termo
2 sen x - cos x da formula do sen(2 x), obtemos

9 —7
Sen?x + 2 Senx - COSX + COS2X = ﬁ:>1+sen2x:€.

Para calcular a tangente, basta calcular o valor de cos 2x pela relagao
fundamental:

sen’2x + cos’2x = 1
cos?x = 1— 9 _ 207
256 256

V207
€0S 2X| = ——
I I 1
ntd
tan 2x | = |—16_| =
| | \207
16

7207
207

EE] (Lei das tangentes) Em um tridngulo néo retangulo, prove que
s40 iguais a soma e o produto das tangentes dos angulos internos.

Solucao:
Como A, B e C sdo angulos de um mesmo tridngulo, temos
A+ B + C = 180° (Em todo problema com esse dado ‘A, B e C
angulos de um tridngulo’, essa é obviamente a primeira ideia). Dai
A + B =180°-C e, aplicando a fungao tangente dos dois lados,
tanA+tanB
———=—tanC
1-tan Atan B

. Eliminando o denominador, chegamos atan A + tan B + tan C =

temos que tan(4 + B) = tan(180°-C), logo

tan Atan B tan C.

[ Sendo A, B e C angulos de um mesmo triangulo, prove que:

senA+senB+senC = 4cosgcosgcosg-
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Solugao:

Assim como no exemplo anterior, temos A + B = 180° - C, o que dd
sen C = sen(A + B). Entdo: sen A + senB + sen C = sen A + sen
B +sen(A +B) =

= 23en[A;BJcos(A—;Bj+ 23en(A;BJcos(A;Bj =
:23en(A+BJ(cos[ J+cos(A;Bjj(*).

E facil ver que sen[ﬁ] = sen(90° —%) = cos% . Além disso,

2
coS + C0S G —cosécosE+senésenE+cosAcosE—
2 ) 272 2772 272

A B A-B A+B A B
—sen—sen—, OU Seja, cos CcoS =200S—C0S—-
2> ' ( 2 j+ ( 2 j 2%

Substituindo em (*), temos o resultado.

3. Equacoes e inequacoes

A primeira etapa para resolver equagdes ou inequagoes trigonométricas
é simplificar as expressoes por meio de transformagdes, com 0 objetivo
de chegar a uma igualdade ou desigualdade simples entre linhas
trigonométricas iguais.

3.1 Igualdade entre mesmas linhas

trigonomeétricas
COSX=COSYy=>X=xy+2xn,keZ
fanx=tany=x=y+xn,xeZ
senx=seny=x=y+2knoux=-y+Q2«x +l)n,x e Z

Demonstragdes: Observando o ciclo trigonométrico e o resultado
sobre redugdo ao 1° quadrante:

Cossenos iguais implicam angulos congruentes (x — y = 2 k) ou
replementares (x + y = 2 kn).

Tangentes iguais implicam angulos congruentes (x —y = 2 k) ou
explementares (x—y = = + 2 krr). Combinando as expressoes, obtemos
X=y,X=y+mn,x=y+ 2r, efc.

Senos iguais implicam angulos congruentes (x — y = 2 k=) ou
suplementaresx + y = 2« + 1)m.

3.2 Caso geral de equacoes trigonométricas
No caso geral, deve-se sempre utilizar substituigoes, transformagoes

e redugdes de quadrante para se obter uma situacéo de igualdade entre

mesmas linhas trigonométricas.

Ex.: para resolver sen x = c0s 2x, podemos inicialmente escrever

T ~
sen E_X =C0s X; para encontrar a solucdo de sen? x — 3sen x + 2
=0, fazemos a substituigao t = sen x; e para resolver uma equagao do
tipo senx + sen 3x = cos x, comegamos por transformar o lado esquerdo
em um produto.
3.3 Inequacoes trigonométricas

Para casos simples (ex: inequagdes em que os argumentos das
fungoes estao limitados ao intervalo [0,2 =]), basta desenhar o ciclo
trigonométrico e identificar os intervalos que funcionam.
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Para o caso geral, aideia é deixar um lado igual a zero, fatorar o outro lado
e utilizar quatro sinais para lidar com cada fator conforme resultados abaixo:

senz>0<z€ U(ZKTc,n+2KTc)

KeZ

(ile,ze.u(-2m,-n)u(0n)u(@nr3t)U..)

c0sz>02z¢ U(—g+21<n,g+2mcj

KEZ

R NEL O

————\, EXERCICIOS RESOLVIDOS \———————

[[7] Utilize a equagédo sen 3x = sen 2x para obter o valor de cos36°.

Solugao:

Veja que x = 36° é solugdo dessa equagao, pois sen108° = sen72°.
Inicialmente, vamos provar que sen3x = 3senx — 4sen® x:

send x = sen(2x + x) = Sen2 x CoS X + Sen X coS 2x = 2sen x CoS X
COS X + sen x(cos?x — sen®x) = 2sen x(1 — sen?x) + sen x(1 — 2sen?
X)= 3sen x —4sen® x.

Agora, no problema, temos a equagao 3sen x — 4sen®x = 2sen x cos
X. Para sen x = 0, temos 3 — 4sen?x = 2 c0S x < 3 — 4(1 — cos? x)

= 2c0S X < 4 cos?x — 2cos x — 1 = 0. Como cos36° > 0, segue

1+/5
=

que cos36° =

Obs.: Em alguns problemas, é conveniente saber de antemao o valor
de cos36°.

[ Resolva a equagéo senx ++/3 cosx = 1.

Solucao:
Esse problema pode ser resolvido de outra forma, mas a melhor
solugao é utilizando o truque do triangulo retangulo. Dividindo ambos

V3

os lados da equacgao por 2, temos que %senx + 7cosx = % ou seja,

b b 1 i
cosgsenx+sen§cosx =5 Usando a formula de seno da soma,

temos

sen(x+§]:%,quedéx+g:%+2kr: ou x+%=%ﬂ+2kn,para

k inteiro. Entao S = {—% + 2kn,g +2kn

keZ }
[[E] Determine todos os valores de x<[0,2x] que satisfazem sen(3x) <
cos(4x).

Solugao:
Colocando tudo no lado esquerdo e transformando seno em cosseno
(usando 1.2) temos:

sen(3x) —cos(4x) <0 < cos(g -3 xj —c0s(4x) <0




Fatorando o lado esquerdo da desigualdade (usando 2.4):

1 (= 1(n
_9. I . .| = _ P
2 sen[2 [2 3x+4xD sen(2 (2 3x 4xjj<0

sen| T4+ X -sen(f—7—rE >0
4 2 4 2

Fazendo o quadro de sinais, concluimos que a expressao sera negativa
em dois casos.

Caso 1: sen(% + %] >0e sen(%—%xj >(0.Usando 3.3:

———ec..u(2r,-n)u(0,n)u(2r 3n)U..=>

( 17n 1375) E In 575) ( b1 3nj
=S K B =t =—— |Y| =y F = |Y)| =y == |
14 14 14" 14 14 14

Para encontrar a interse¢do, desenhamos a reta numérica de 0 até 2r.

3 /2
21n/14

0 /14 5n/14 9r/14 137/14 177/14 25714 .211:

Logo, o conjunto solugdo no 12 caso é:
S = oﬂju[‘r’_ng_"ju(@ﬂj
4 14714 147 14
7x
Caso 2:sen| =+ X | <0esen| Z- X <0
(4+2j< (4 2 )"

Para 0 2¢ caso, olhamos os complementos das partes hachuradas na

reta numérica: S, = [215—471 2‘rci|

Logo, a resposta do problema é
S=8uS, =[ 0= |of 2,35 (B 17y (25m
14 1414 14" 14 14

4. Funcoes trigonometricas

Como definimos seno e cosseno de maneira Gnica para todo
ndmero real x, podemos definir fungbes f:R — R, f(x)=cosx e
g:R —> R, g(x)=senx.E, restringindo dominios de forma apropriada,
podemos definir fungGes para todas as linhas trigonométricas:

tan:{xE]R;X;tg+kn,keZ}—)R,COt:{XeR;Xikn,keZ}—)R
sec:{xER;x¢§+kn,keZ}—>R,csc:{XER;x¢kn,keZ}—>R

4.1 Periodo

Tipo de fungdo Periodo
sen(ax + b), cos(ax + b), 2n
sec(ax + b), csc(ax + b) |a|

T
tan(ax + b), cot(ax + b) M

AAEARARENEEA RE RS EA SEEEEE EEEEEE T EEEEE EEEE S S S R SRS SRES.S

Trigonometria

Demonstragao: Basta substituir e usar as expressoes de redugéo ao
12 quadrante.

4.2 Grafico

Para esbocar o grafico de uma fungao trigonométrica, é aconselhavel
determinar, se possivel, 0 periodo, as raizes, 0s pontos de maximo/minimo
e 0 comportamento proximo aos pontos fora do dominio da fungao. Os
gréficos das fungdes principais sao:

Seno:
y
N\
/-\ )
/IO n\/Zn 37t\
-1
Cosseno:
1 y
X
RNZ AN
a2 2 2
Tangente:
y

n| A
N

1
1
1
1
1
1
1
1
1

T

Pl

1

1

1

1

1

1

4.3 Inversa

Restringindo o dominio e o contra-dominio das fungoes trigonométricas,
pode-se garantir que elas sejam bijetoras. Por exemplo, as fungoes

sen:{—g,ﬂa[—ﬂ] cos:[0,n] >[-11 e tan:(—g,gjeﬂ% sao
todas bijetoras e continuas. Definem-se as fungoes trigonométricas
inversas como:

arcsen:[-11— [—gﬂ , definida por y =arc senx < x =seny
arccos:[-11]— [O,TC] , definida por ¥ =arc cosx < x =cosy

arctan:R — (—ggj , definida por y =arctanx < x =tany

0Obs.: de forma similar, define-se arc cot, arc sec e arc ¢sc com contra-

dominios (O,n),[O,n]—{g},e (—%%)—{0} respectivamente.
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————\, EXERCICIOS RESOLVIDOS \—————

Calcule x = arctan% - arctan%.

Solugao:

1
o = arctan—
(na grande maioria dos problemas que

=arctan—
P 3

Defina

envolvem funcdes inversas trigonométricas, isso é uma boa

ideia!). Essas definicoes nos dao as seguintes informagoes:

1
’[Elﬂot:E -
ea,fe|l———|
tan[}—l [ 2 J
3
E”téolX:a+B:>tanx:tan(a+B):M
1-tanatanp
L
—tanx=—2-3__1.
1
2 3
Comoa,p < [‘g'g}tems quex = o+ B € (~r, w). Como tanx

tanx = 1, temos que x=%.

Definigcoes, relacoes basicas e adicao de arcos
———— N\ EXERCICIOS NiVEL 1 \——

[[5) (EFOMM-1999) A soma das raizes da equagdo 4 - cos?0 = 1 ¢:
0<6<m

A) m. )

(A ()7

@) 3™, € T
2 2

c) X

()4

[[F (EN-2000) Em um tridngulo retangulo, a hipotenusa é o triplo de um
dos catetos. Considerando o angulo oposto ao menor lado, podemos
afirmar que tano +coso € igual a:

W o) 12
® ® 122
(©) V2
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[E] (EFOMM-96) Sabendo queAzsrgg+4sen%‘-cos%, entéo 0
valor de A éigual a:

n 22 ) 6%

(B) ? E) V3
)

© =

2
[ (AFA-2000) Simplificando a expressao (C0SS€CX)"—2 pary
cossec x = 0, obtemos: (cossec x)2

[ (AFA-2000) O acesso ao mezanino de uma construgio deve ser
feito por uma rampa plana, com 2 m de comprimento. O angulo o
que essa rampa faz com o piso inferior (conforme figura) para que
nela sejam construidos 8 degraus, cada um com 21,6 cm de altura, €,

aproximadamente, igual a:

2m
(A) 150
(B) 30°
(C) 45
(D) 60°

[[[J A soma de dois arcos é 400°. Calcule seus arcos sabendo que seus
€0sSenos sdo nimeros simétricos.

Simplificar as expressoes:

(A) cos (90° + a) - cos(180°—a) + sen (180° + a) - (90° + a);
(B) sen(360° + a) + cosa - cos(90°-a) + sen(90°-a) - sen(360°-a);
C sen(-a)  tan(90°+a) cosa
sen(180°+a) cota sen(90°+a)
c0s(90°+a)-sec(—a) - tan(180°-a)
sec(360°+a)-sen(180°+a) - cot(90°-a)
sen(270°-a)-tan(180°-b)  cot(450°-a)-sen(c —90°)
cot(b—270°)-cos(540°+a) cos(180°+c)-tan(1260°+a)

()

[F] Calcule para x = % o valor de:

(A) 3sec?x + sen?x — 2tan X+ cos? x
(B) 2sen?x — 2tan x + sec?x



[E] Se senx + sen?x = 1, calcule £ = c0s?x + COS* X.

K[ (EFOMM-02) O resultado da simplificagdo da expressao
2, tgx-cotgx

é:
SeCx cossec2 x —1
(A) sen x. (D) 1.
(B) cosx. (E) 0.
(C) 1.

EE] Verifique as identidades:

(A) sensx + cos®x —2sen*x —cos*x + sen’x = 0

(B) sec*x —sec?x = tan?x + tan‘x

©) 1-2c0s° X
senx-cosx

D) SECX —cosx
CSCX —Senx

EFA Mostre que se tan?a = 1 + 2tan2 b, entdo, cos? b = 2c0s? a.

=tanx —cotx

=tan®x

EE] Se senx . cos x = m, determine em fungao de m:

(A) y = senx + cos x
(B) y = sen*x + cos*x

SECX +CSCX

I Determine o valor de
+tanx

sabendo que senx = %

EE] Determine sen x e tan x sabendo que cos x = —% exed Q.

I3 (EFOMM-1998) Resolvendo sen 15° — sen 75°, encontra-se:

(A) ? D) 2.
® 2. £ Y3
2 2
(©) =2
2

——\ EXERCICIOS NiVEL 2 \——m—

[[5) (EFOMM-2000) As raizes da equacdo 2x2 + 3x—1 = 0sdotgB e
tg C, sendo B e C angulos de um triangulo. O angulo A desse triangulo vale:

(A) 30°. (D) 90°.
(B) 45°. (E) 120°.
(C) 60°.

[i7] (AFA-1998) O valor da expressao cos 35° (sen 25° + cos 559) +

sen 35° (cos 25° — sen 55°) + lg3r+1g14° é:
1—tg 31° -tg 14°
(A) ¥2-3
2
(B) 3+2
2

(C) 2+\/§
2

D) 2-\3
3

AAEARARENEEA RE RS EA SEEEEE EEEEEE T EEEEE EEEE S S S R SRS SRES.S

Trigonometria

, 0 valor de

[S210) %)

[EJ(ENEM-2001) Se XG}O,E[ e cos?x —sen’ =

cos? x + 4sen? x + 5Senxcosx é:

(A) 13421 ©) %
@) 17+32 (0) 21+ 2,21
10 3

[ sea + b = 135°, mostre que (1 + cota) (1 + coth) = 2.

mSetanx:ﬂetany:B, mostre que x + y =kn+—, k e Z
b b+a 4

tanx +tany =tana
[[ Elimine x e y nas equagdes: { cotx +coty = coth

X+y="1
4

Demonstrar que: SEMX TC0SX _anl ¥+ ® 1.
COSX —Senx 4

mDadoﬂs osarcos A, B, CeD todos do primeiro quadrante, e tais
que tan A = 1/3, tan B =1/5tanC = 1/7 etan D = 1/8, verificar
seA+B+C+D=n/l

[E] (ITA-77) Considere um triangulo ABC cujos angulos internos A, B, C

verificam a relagdo senA= tan[B—;Cj . Entdo, podemaos afirmar que:

(A) Com os dados do problema, ndo podemos determinar A nem B nem C.

(B) Um desses énguslos é reto.
T

C) A=Z B+c="C
(©) 5 +C 5
B_Sn C_51t

A=E B2 2T
0) 6 12 12

(E) n.d.a.

(ITA-79) Se a e b sao angulos complementares, 0 < a < g,o <b< g
g Senarsenb /3, entdo sen(%a) +00s(3b) éigual a:

sena—senb
(W) V3 D) Y2
2
®) ? G
) V2

Kl (ITA-81) Seja £: (Ogj — R definida por f(x) = Vsec x +csc? x .

Se ae(o,gj é tal que talnoc:é ,entdo f(o) éigual a:

b
2., p2
2 ab
(B) %\/32 +b? (E) nenhuma das anteriores
242
() a-b
ab
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= s 2 b

EFA Ache arelagao que deve existir entre 0s arcos x e y para que tan® x = 5
, a+b

esec’y="——.

iE] Se _a L, calcule, em fungdo de a e b, o valor de sen x . oS x.
senx  COSX

m Determinar a condigdo que deve serimposta a b para que seja possivel
. tanx +tany =2
0 sistema
sec®x +sec’y =b

B Calcule tan x em 7cos? x + 3senx . cos x — sen2x = 5.

m Determine k de modo que os angulos agudos de um tridngulo retdngulo
sejam raizes da equacao 3 tanx + k% cotx = 4k e calcule os dois angulos
agudos.

Senx-cosy =a
senx-seny =b
cosx=c¢

Eliminar x e y entre as equagoes:

asen®x +bcos’x =m
EE] Eliminar x e y entre as equagdes: J bsen? y + acos® y =n

atanx = btany

EE] Sendo tan a e tan b as raizes da equagdo x2 + px + ¢ = 0, calcule 0
valor da expressao:

E =sen’@a+ b) +p.sen@ + b) cos(@ + b) + q . cos?@a + b)

tan1°-tan2°-tan3e..... tan89°

Simplifique: .
m Pitd c0s4° +€0S8° +€0512° +--- + €05 356°

&l (ITA) Seja a real com 0 <a<” .
< 3n 3n T e
A expressao | sen S rafrsen o-all-sen| o-al ¢ idéntica a:

V2cot?a D) 1+ 3cota

(A)

1+cot?a 2
®) V2cota 1+ 2¢ota

1+cot’a 1+cota
o

1+cot“a

Transformacoes trigonométricas

——\ _EXERCICIOS NIVEL 1 \————

[T} (EFOMM-96) Sabendo que sen x = % + C0S X, entdo sen 2x vale:
25 -2

A) — D)y =&

A o (D) 5
9 24

B) — E) —

®) > € 5
-9

c) =2

(©) T
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[FA (EFOMM-94) Sendo 0 < x < g e sen x =3 sen 2x, entdo tg 2x vale:

(A) 0 (D) V6
(B) 1 (E) V35
©C) =

[E] (EFOMM-01) O valor de (tg 10°+ cotg 10°) sen 20° ¢:

[ (EFOMM-1995) Se sen2a = x e sen2b = y, entdo sen(a + b) cos(a—
b) é igual a:

A x+y (D) x2 4 y2

(B) 2(x + )

C)x-y (E) X+Y
2

+4 , entdo o valor

[ (1ITA-99) Se x e [Og[ ¢tal que 4tan® x =
de sen(2x) + sen(4x) é:

cos? x

[[] (EFOMM-1999) Sabendo que g <O<mequeseno= g o valor

de cos (g + ej —sen (r—20) éigual a:

W 2. D) 4+V5
25 25
239 3-2
(B) % (E) -
(€) 2-+2.
(AFA-1999) O valor da expressao cos 15° + sen 105° é
4
4

(C) \/6 + \/E
2

o) -1



[[I] (EFOMM-01) O valor numérico de y = sen113—27E . cos% é:

(1+\/—)(1+\/—)
( 1+\/—)(1+\/—)
) g(-1+3)(3-+8)

D) tg? =
()911

T

12

oo\_soo\_aoo

€

[T (ITA -2001) Sendo o. e B 0s angulos agudos de um triangulo retangulo,

e sabendo que sen? (2B) — 2 cos(2B) = 0, entdo sena. € igual a:

J2 {8
(A) - D) =
(B) g (E) zero
©) V8.

2

KT (ITA-87) O valor de x > 0 que satisfaz a equagdo v/X = tan(%j
é.

(A) x=43. (D) x=7-443,
B) x=5-443. X=9-43.
(C) x=7-+3.

tan(x -y)=+3
EE] (1ITA-87) Suponha x e y nimeros reais, tais que { an(x—y) =3 .
Calcule 0 modulo do ndmero S = tan x + tany,  L1aNX-tany =1

EHA calcule tang e tan%’t

EE] Prove que para todo arco x cada uma das relagGes abaixo é verdadeira:

(A) senx +sen[x +2§J +sen(x +4?ﬂj =0

0

2r ir
(B) cosx+ cos[x + ?J + cos(x + ?j

KL Calcule o valor da expressao: E = tan 20° + tan 40° + /3 tan 20° - tan40°.

kA& sendo y = sen?—Zcos% , 0 valor numérico de y é:

" 5+ D) 3 +2
(B) g (E) 2(3 +1)
© 5

AAEARARENEEA RE RS EA SEEEEE EEEEEE T EEEEE EEEE S S S R SRS SRES.S

Trigonometria
Resolver a equagdo: cos4x =7cosx — 24—70032 X+ %

Dada a equagdo: 3sen 2x + cos 2x = 1, calcule tan x.

(EN -1999) Coloque (F) falso ou (V) verdadeiro nas proposigoes abaixo
e assinale a opgao correta.

. (1+cot2x)(1fcos"’x) =1VxeRxzkrkeZ

Il. (1+ secdx) = 2sec’ x +tan' x, vx e R, x ¢%+k:r,k eZ

137 11z 1
. sen——cos—— =—
12 12 4
(A) F=V-V
(B) F=F-V
(C) V-V-F
Dyv-v-Vv
(E) V-F-V

——\\_EXERCICIOS NfVEL 2 \——

[l Mostre a expresséo E(x):cosx-[1+tanx~tan£] tem valor
constante, independente do arco x. 2

[HAAsea+ b =45° mostre quetana + tana. tanb + tanb = 1.

3 cosidx
1-cos4dx

[ (EFOMM-00) A funcéo cos a + cos 3a + cos 5a + cos 9a equivale a:

[iE] Demonstrar a identidade tan? x + cot? x = 2-

(A) 4cos 4a cos 3a cos 2a
(B) 3cos 3a cos 2acos a
(C) 2cos 2a 2cos a

(D) 3sen a cos 2a sen 2a
(E) 2sen 3acos a

X 7 T
[ Calcule tan = se sen x + cos x =—\/_ e0<x<—.
2 2 6
[[] Sendo senx + seny = ae cos x + cos y = b, calcule sen(x + y).

A senB+senC
(i74 Demonstrar que, em um tridngulo ABC, €Ot - = ———
07/ a g 2 cosB +cosC

[F]0s angulos agudos de um AABC, verificam a relagdo 2.
tan A = tan B + tan C, mostre que:

(A) tanB-tan C = 3.
(B) cosA=2-cosB-cosC.

[] Sendoa + b + ¢ = 180°, calcular:
_cos(a-h) N cos(a—-c) . cos(b—c)
senasenb senasenc senbsenc

KT Sejam 4, B, C 0s angulos de um triangulo. Mostre que sen 24 + sen
2B + sen2C = 4 sen A sen B sen C.
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Matematica IV — Assunto 1

EE] (EN-1997) Sabendo-se que tan x = a, tany = b, pode-se reescrever
_ sen(2x) +sen(2y) c

omo;
sen(2x) —sen(2y)

D 1+ab
©) 1-ab ) \a+ b
K3 (22 Lei dos Cossenos) Sendo 4, B e C angulos de um AABC, mostre que:

c0S?A + c0s*B + c0s*C =1-2c0sA-cosB-cosC.

EE] (1ITA-2003) Para todo x real, a expressdo cos®(2x)-sen’(2x)-senx
éigual a:

(A) 27*[sen(2x)+sen(5x) +sen(7x) |
(B) 2*[2sen(x) +sen(7x) —sen(9x) |
(C) 2*[-sen(2x)—sen(3x) +sen(7x) |
(D) 2°*[—senx +2sen(5x) —sen(9x) |
(E) 2*[senx +2sen(3x) +sen(5x)]

K Em um A4BC, calcule ~, sabendo que tang g—eta g ;2

[EMostre que: se em um triangulo ABC vale a relagao:

M:tan& entéo o tridngulo é retdngulo com angulo reto

senA+sen(C - B)

emA.

K[ Em um triangulo ABC, vale a relagéo 9BC? + 9CA2 — 19AB2 = 0. Qual 0
cotC

valor de o oot

EEd Sejam ¢ o lado de um poligono regular de n lados, r e R,
respectivamente, os raios dos circulos inscrito e circunscrito a este

£ —cot-~.
2 2n

IE Mostre que, se 0s angulos de um triangulo ABC verificam a igualdade
sendA + sendB + sendC = 0, entdo o tridngulo é retangulo.

poligono. Prove quer + R =

tan’x +tan’y =6
EE] Resolva o sistema { tanx  tany

——— =

tany tanx

(A) Prove que: tan(% —Xx)-tanx ~tan(% +x) =tan3x.

(B) Usando (a), mostre que tan 20° - tan 30° - tan 40° = tan 10°.
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2] Verifique as igualdades:

(A) tan 50° + cot 50° = 2 - sec10°.

3r_3
(B) cos 8+cos 51
(C) tan 50° —tan 40° = 2 - tan 10°.

tans—n - tan7—n tang—”

Calcule o valor da expressao: £ = t
E P 2N ~tangg —tan g +tanz

. 5n n 11z
Determine o valor de P = sen—-sen—-sen——sen——.
m 24 24 24 24

EZ3 (ITA-2002) Se x, y e z séo os angulos internos de um triangulo ABC
seny +senz

COS y +C0SZ

€ senx = » prove que o tridngulo ABC € retangulo.

Equacoées e inequacoes trigonométricas

———\\_EXERCICIOS NfVEL 1 \———

7} (EFOMM-95) Se x e [0,2x], 0 nimero de solugdes da equagdo
2sen3 —senx + 1 = cos é igual a:

(A) 1. (D) 4.
(B) 2. (E) 6.
)3

[E(AFA-ZOOO) Se (senx, sen’, cosx) & uma progressdo geomeétrica
estritamente crescente, com 0 < x < 2, entdo o valor de x é:

©)

(D)
[E] (AFA-1998) O conjunto solugcdo, em %, da equagio

% oo W

(cos x)(sen 2x) = (sen x)(1 + cos 2x), é:
A) @

(B) w

C) xeRix=2kn+tn/2,kel}.
D) xeRix=2kn+n/3,kel}.

[ Resolva as equagdes abaixo:

) Sen 2x = sen 5x. (
) sen 3x = cos 4x. (
) sendx + senx = 0. (
) COS 5% = COS 7X. (
E) cos 3x + senb5x = 0.

(A F) cos 2x + cos 8x = 0.

B G) tan 5x = tan 2x.

(C H) tan 5x + tanx = 0.

(D [) tanx-tan3x = 1.

(

[ Ache as expressdes gerais das medidas algébricas de todos os arcos
que verificam as igualdades:

(A) 2sen?x + 3senx—-2 =10
(B) tan*x —4tan’x + 3 =10

[[[3 Resolver a equagéo: cos4x = 7cos* x — %0052 X+ %
[ Resolva:

L R R D R D
sen?x cos2x  tan2x  cot2x  sec2x  €SC2x



[[I] (EFOMM-01) O conjunto solugdo da equagdo senx +cosx =1 é:
(A) S:{XGSR/X:H-Q—Zhn,heZ}
S:{X R/x=hr OUX:n'+2h7z,heZ}

S:{x R/ x=2hn 0ux:%+2hn,heZ}
{

) S= Xe‘R/X=2/7ﬂ,heZ}

(E) S—{Xe‘ﬁ/X—%-kZhn,heZ}

Eﬂ (AFA -2003) Dado que senx +CoSx = g ,tem-se que cos[x - %)
vale:

~1+43 V6
(A) 5 ©) 5
2 J6
(B) -3 (D) ra

KL (AFA-02) O conjunto dos valores reais de x que tornam verdadeira a
desigualdade cos? (x — ) > n é:

W {xeR/x<-moux=r}
B) {xeR/~/m <x<n}
(C) ®

D) @

2

KB (AFA-1998) O conjunto solugdo dai mequagao L Senx - cosx< -

para0<x<m,é:

A {xeR| < I CXER5_nggS_n.
(A) {xe \12_x<6} ) {xe |12 X 6}

51 P 5t
B) {xe R |~ =1 D){xeR|—<x<=—1}.
(B) {xe \12<X<3} D) {xe |12x 12}

EH Resolva no intervalo (0, 2x), a desigualdade 2 sen2x — 3senx + 1 <0.

’
EE] Resolva: senx +cos x < -

0SX
V3 secx —cosx
EN-1997 0,27 |, j lucdode — < ———— <1
;ﬂ( 997)Se x <[ 0,27 ], oconjuntosolugaode 9 = csox —senx

(A) {xeR:xe

rz
6'3

ENIE
|
C
|
|

G
—_ = S
m
=
>
m
1
N
1
C
1
-
)
(&)
S
NE— —_—— —— —

xeR:xe

AAEARARENEEA RE RS EA SEEEEE EEEEEE T EEEEE EEEE S S S R SRS SRES.S

Trigonometria

(ITA- 2000) Parax no intervalo {0, >

Z}, 0 conjunto de todas as solugdes

da inequagao sen(2x) — sen[Sx + %) >0 € o intervalo definido por:

———\_EXERCICIOS NfVEL 2 \———

[[X0 (ITA-87) O niimero de raizes reais da equagao sen2 + sen‘ + sentx
+ sen®x + sen'% = 5 é:

um namero maior do que 12.
Z

(A)
()
©)
(D)
(

1
[[] (EN-2003) O nimero de solugdes reais da equagao sen( ] x-2
é igual a n; assim, pode-se concluir que:

SIS S S
w®ro 2o

Voo

[E] (ITA-88) Sobre a equagéo tan x + cot x = 2sen(6x), podemos afirmar que:
(A) apresenta uma raiz no intervalo 0 < x <%

(B) apresenta duas raizes no intervalo 0 < x < %

(C) apresenta uma raiz no intervalo %< X<rm

. . 3n
(D) apresenta uma raiz no intervalo 7 <X < 5>

(E) nao apresenta raizes reais.

. . 1
[ (ITA-88) Seja a equagdo sen® x - cosx —senx - cos® x = —, onde m
€ um nmero real nao nulo. Podemos afirmar que:

) A equagao admite solugéo qualquer que seja m nao nulo.
) Se|m|<4, esta equagdo ndo apresenta solugao real.

) Sem > 1, esta equacéo nao apresenta solugao real.

) Se|m|>2, esta equagao sempre apresenta solugdo real.
E) Sem < 4, esta equagdo nao apresenta solugao real.

(A
(B
©
(o)
(
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[ (AFA-2000) Os valores de m e R para 0s quais a equagéo
/2 (sen x - cos x) = m? — 2 admite solugdes, sao:

(A) -1<m<A1
(B) 2<m<2
) 0<m+/2.
D) -J2<m=<+2

[ (EN-1999) O produto das solugdes da equagao 2sen’ + 5c0s2 +

5
4senx + 2tan®x = 4 + 2secx no intervalo [%%{ é:

5r? 2
A 2 D) —
w = 0%
® () L
12 12
5r°
C) ==
© =

[IA(1TA-88) A respeito da solucado da equacao
senx ++/3cosx =2,0< x < 2r, podemos afirmar que:

(A) existe apenas uma solug&o no primeiro quadrante.
(B) existe apenas uma solugéo no segundo quadrante.
(C) existe apenas uma solugao no terceiro quadrante.
(D) existe apenas uma solugao no quarto quadrante.
(E) existem duas solugdes no intervalo.

[F] Resolva a equagao: 4 - sen2x + 3 - cos2x = 3.
[[Z] Resolva a equagdo: 5sen?x — 3sen x cos x + 4cos? x = 3.
K[ Resolva a equagao cos 3x — 2cos 2x + 1 = 0.

B! Resolva a equagao: 2(sen x — cos x) + 2 senx cos x = 1.
EF Resolva a inequagéo: 4sen® x — 2 (1+ V2) senx +4/2 <0

. 2sen’x +cosx —1
EE] Resolva no intervalo [0,2x]; o 0

enx —Cosx —~/2
14] 2 |
(A) Resolva a seguinte desigualdade; o> X —

>2para0<x<m;
€0S2X p

2C0SX +25enX ++/2 -0
COSX —Senx '

(B) Resolva a inequagéo

EE (AFA-2000) Os valores de o, 0 < o < 2, que satisfazem a

. 1 .
desigualdade — x? + > <sena, para todo x real, pertencem ao intervalo:

(A)0<a<g C) =<a<m
B 0<a<Z 0 Eco<n
6 6 6
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Funcodes trigonométricas

——\_EXERCICIOS NiVEL 1 \—
[[1] Calcule arcsen(sen150°).

[A Calcule:
1

A) y= arcseng.

(B) y =arctan/3 + arccos[—\/f]-

) y= cot(arcsen%j )
(D) y = arcsen x + arccos x.

[E] (EN) Sejax = arccos 3 x [0, . Entao, sen(2x) é igual a:

5 y
24 6
() 55 D) g
4 2
® 4 ) &
©) 38

) Y2 © V2.
2 4
(B) 2v2 0) 32
4
[ (AFA-2000) O valor de sen (arc oS % + arc sen % )é:
A) 22-1. (C) 23-1.
2 3
B) 261, 0) 261,
6 6

[T (AFA-1999) O valor real que satisfaz a equagao arcsenx + arcsen2x
= 7i/2, para x pertencente ao intervalo (0,1), é:

—_

1
5 ©3
B) V5. (D) V2.
5 2

2
(EN-2002) Seja f(x) = 1_X2 definida nos reais e seja g(x) = tan x

1+x

definido no intervalo aberto }gg[ . Se x e |-m, =], entdo o valor da
fungao composta no nimero x/2 ¢ igual a:

(A) cos ()
(B) tanx

(C) senx
(D) cos x



[[T] (EN-2002) Sejam A, B e C os pontos de intersegao da curva com 0s
eixos coordenados conforme a figura abaixo, em que k e w sdo constantes
reais.

y

y = k cos(wx)

Z
s\

Supondo que o tridangulo de vértices A, B e C tem 3= unidades de area e
que k + w—-14 = 0, o valor de (k—w) é:

(A) —14. (C) 10.
(8) - 10. (D) 12.

[E] (ITA-80) Sobre a fungéo f(x) = sen?x, podemos afirmar que:

A) é uma fungéo periodica de periodo 4.

B) é uma funcao periddica de periodo 2.

C) é uma fungao periodica de periodo .

D) é uma fungéo periddica onde o periodo pertence ao intervalo (r, 27).
E) ndo é uma fungéo periddica.

(
(
(
(
(

Iﬂ Determine o periodo das seguintes fungoes trigonométricas:

A) y :sen%, (D) y = sen?x.
(B) y=3tan(%’(—§). (E) y = tan’x.
(C) y = 4 -3 sec(-mw). F y =cos3%.
EEJ (1ITA-88) 0 conjunto imagem da funcdo f: [0,1] — [0, =], f(x) =
arccos 3x 1 é:

T 2m 2n
wpiz e

T

(B) [0, m] (E) {O, 5}

——\ _EXERCICIOS NIVEL 2 \————

. <1 1-x
m Determine x na equagao —arctan x = arctan| —— |.
2 1+x

. 1 1
[ Resolva a equagao: arctan—— — arctan—— = arctana.
x—1 X+1

[F] Resolva o sistema arcsen+/xy —arcseny1—xy =n/6
arctan2x +arctan2y = arctan2

X -
[ (ITA) A solugao da equagao arctanx + arctan i % definida no

conjunto dos reais diferentes de — 1 é:

AAEARARENEEA RE RS EA SEEEEE EEEEEE T EEEEE EEEE S S S R SRS SRES.S

Trigonometria

[ (ITA) Sendo z = cos (arctan(a? + b?) + arccot (a2 + b2)), podemos
afirmar que:

A z=0
B)z=1

(D) cos (a* + b?),sea* + b><1

(E) é impossivel determinar o valor de z

[T (ITA) Seja k uma constante real e considere a equagao em x: arcsen

2
[1 ; X J = k, x = 0. Podemos afirmar que:
X

(A) Para cada k real, a equagdo admite uma unica solugao.

(B) Para cada k real, a equagéo admite duas solugoes.

(C) Existe k real tal que a equagao admite uma infinidade de solugoes.
(D) Nao existe k real tal que a equagéo admita solugao.

(E) Existe k real tal que a equagao admite uma tnica solugao.

(ITA) Sejaf(f) = 4 + 3cos(rt) + 4sen(nt) a funcao definida nos reais.
Sobre esta fungao das alternativas abaixo é correta?

f) é fungao par.

f) € fungao impar.

maior valor que f(t) assume é 9.
maior valor que f(t) assume é - 3.
E) o maior valor que f(f) assume é — 1/2.

f(
f(
0
0

(A)
()
©)
(D)
(

m (AFA) O grafico que melhor representa a fungdo y = |senx + cos
x|, com0<x < 2, &

) 4 © &
27 2
11 1
. X X
T 2n | T on
(B) AY D) ay
21 o1
1- 1'\/\/
Y t »X , X
T 2n m o

[Z] (ITA-81) Seja g uma funcdo ndo nula dos reais nos reais que
satisfaz, paratodox ey, gix + y) = g(x) + g(y). Se f real for definida por

f(x) = sen (MJ ,a=0, entdo podemos garantir que:
a

(A) £ é periodica com periodo wa.

(B) Paraa = n, n natural, temos f(n) = 2sen(g(1)).
(C) Seg(1) =0, entao g(1) = £(0).

(D) Se g(T) = na, entdo T é periodo de f.

(E) g(T) = 2=, entdo T é periodo de 7.
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KL Determine o periodo e a amplitude da fungéo: y = 12senx — 5 cos X.

KBl Seja f(x) = 5sen2x + 3senx cos x + 7¢0s?x, f: R — R. Determine
0 conjunto-imagem da fungao f.

KB (ITA) Sejaa € R, 0 < a < 1 e fuma funcéo real de variavel real
1

, 1
(ax _32)2

€0S (2mx) + 4 cos(mx

definida por f(x) = 3
+

Sobre 0 dominio A desta fungao podemos afirmar que:

(A) (=0, —2) N Z A
(B) A=[2,V2]nz.
€) (V2,42) <A

EE] (AFA) Analise as alternativas seguintes e classifique-as como
verdadeiras (V) ou falsas (F).

D) {xeR/x¢Z x>2} A

(E) Ac [2,42]

()0 periodo e o conjunto-imagem da fungdo f: R—R definida por
11

fix) = % Senx - cosx sdo, respectivamente, 2x e {—Z,Z .

() Afungdo y = 2 arccos4x tem por dominio 0 conjunto de todos os
valores de x pertencentes a {OH .

( )Paratodox e }—%g{ , 0 valor de (tg% + 1) - (senx —1) é —1.

A opgéo que corresponde a classificagao anterior €:

m (EN) A funcéo que melhor se adapta ao grafico abaixo é:
Ya

NIES
Sla e
SIEE =

. X
-3t -n n
4 2 4
A) y + sen%:& D)y + sen =3-2/2.
B)y + sen% =3+42/2.  (B)y+ |sen2x| =3.

(C) y + |cos2x| = 4.

EH (1TA) Considere os contradominios das fungées arco seno e arco

2'2
afungdo f: [-1,1] — f(x) = acrsen x + arccos x, temos que:

€0sseno como sendo {—— —} e [0,x], respectivamente. Com respeito

(A) € ndo crescente e impar.
(B) ndo é par nem impar.
(C) é sobrejetora.

(D) € injetora.
(E) é constante.
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KL (ITA) Encontre todos os valores de a e }—E,E{ para 0s quais a
equacao na variavel real x: 22

X X
arctan [\/5 -1+ %J + arctan [\/5 -1- %] = g admite solugéo.

———\\_EXERCICIOS NIVEL 3 \———

[[5] (ITA) Dados A, B e C angulos internos de um triangulo, tais que 2B + C =

poe 4r 5n 5—n2n 0 sistema
33 37 )

senA+senB = sen[aT_Cj

—C0SA+c0sSB = cos[a 5 Cj
admite como solugao:

o o 2n

Aen-tp_% 2o 2n

(A) A=m-5.B=5-3 3
(8) A:n—%,3=%80:0
€ A=2Fp-%ec-T_C
32 3 2

2n o 2n

A=n-SB="eC=2-°F

(D) A=m 3977273

A=nB=2eC=-2
E) A=nB=7eC=—7

[iF (ITA) Seja a uma constante real. Eliminando 0 das equagdes abaixo:

X-Sen0+ y -send =2a-sen20
, obtemos:

X-C0S0—y-send=a-cos20

2 2 2
A) (x+y)3+(x-y)3=2ad

2 22
B) (x+y)® —(x~y)® =2as

2 22
C) (x+y)3P+(x-y)3=ad

2 2 3
0) (x+y)3P +(x-y)3=—
(E) n.d.a.

coS(2x

[E] (AFA) Considere a fungéo real definida por Y =ﬁ e as

seguintes afirmagoes:

I. Afungao é decrescente em todo seu dominio

Il. 0 gréfico da fungao apresenta assintotas em arccos > + kn, k € Z

lll. A fungdo é negativa em {0%{

T
IV. A fungao admite inversa em [O’E[

Sdo verdadeiras somente as afirmagoes contidas nos itens:

(A) lell.
(B) el

(C) lleV.
D) lelV.



[Z] Resolva a equacao 2sen? (gcos2 xj =1-cos(msen2x)

[ Calcule: sen 10° - sen 50° - sen 70°.

[T Achar os valores de x que satisfazem a equagdo:

Vr? —4x? = arcsen(cos x).

[Zd Prove que os valores da expressao senk—i, k inteiro, sdo todos
diferentes. 7
n sen2"a
A) Prove que: [ Jcos2“'a= .
(A) Prove que: | | S sera

k=1
(B) Usando(a),mostreque\ﬁ. }1+1\ﬁ 1+1. /1+1\ﬁ...23
2 V2 2V2 V2 2 \2 2\2 T

[[Z] Dada a equagao cos[Zx + g) —msen’x =0 determine a condicdo

que deve satisfazer m para que ela tenha pelo menos uma solugao x, tal
que 0 <x, < 2m.

1 1
+..+
sen2°’-sen3’ senn®-sen(n+1)°

KL calcule

+
seni”-sen2°

(A) Mostre que é possivel expressar tan 3o. em fungao de tan o = x.
(B) Utilize o item anterior para determinar as solugdes da equagéo x* —
3mx?—3x + m = 0 onde m é um nimero real dado.

12

(A) Resolva a equagao m cos x — (m + 1)senx =m, m e R~

(B) Determine m de modo que essa equagao admita as raizes x’ e x” cuja
diferenga seja /2.
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Trigonometria

Determine os valores de x e y que satisfazem as equagoes:
X+y=n/b5

2 2. T
Sen‘ x +sen y—1—cosg

Sejam o, B € y &ngulos internos de um tridngulo oposto aos lados a,

b, ¢ respectivamente.
a a
a. Mostre que sen—<—— .
e s = e
B

b. Mostre que sens.sen™.sent <
Gue sen- -seny -seny

| —

Sejam o, B e y angulos internos de um triangulo.

a. Mostre que COSaL+COSP +COSy =1+4sen%-sen%senx

2

b. Mostre que 003a+cosB+cos«/s%

I3 Resolva sen 18x + sen 10x + sen 2x = 3 + cos? 2x.

KA Prove que um triangulo satisfaz a+ b =tan %(atanA+btanB) é
isosceles.

2n 3n s
it} Mostre que ¢sC— +C€SC— =CSC—.
18| q S ese -

Mostre que cos1° é irracional.

2] Considere uma sequéncia definida por x, = 2014 € x,,{= tx”

paran > 0. Calcule X,,,. n

\,_RASCUNHO X
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Introducao a geometria plana euclidiana

1. Conceitos primitivos e axiomas

Na geometria euclidiana, trabalha-se com nogoes de elemento e
conjunto, embora denotemos por alguns nomes diferentes. Os conceitos
primitivos sdo 0s objetos com 0s quais iremos trabalhar, mas nao
definiremos formalmente. Sao eles:

e 0 ponto, um objeto adimensional, e que deve ser lidado como um

‘elemento’.

« areta, um objeto de dimensdo 1, que é um ‘conjunto’ de pontos.
e 0 plano, um objeto de dimensao 2, também um ‘conjunto’ de pontos.

Ponto A Retar = BC c /
X /
‘ P -
Hlano a
-
o —

Apesar de ndo podermos defini-los, podemos estabelecer notagoes e
relagOes entre eles, através dos axiomas. Os axiomas sao como “regras
do jogo”, as verdades que nao podemos provar, e que Servem pra iniciar
0 estudo desse sistema.

Existem cinco grupos principais de axioma na geometria euclidiana,
segundo a axiomatizagao de Hilbert. Seguem alguns dos principais axiomas
da geometria:

Existem infinitos pontos;

dois pontos distintos determinam uma reta que 0s contém;

numa reta existem infinitos pontos, fora dela também:;

trés pontos distintos que ndo estejam em uma mesma reta determinam
um plano que 0s contém;

e dados uma reta e um ponto fora dela, existe e é tnica uma segunda
reta que contém o ponto dado e ndo intersecta a reta dada, embora
esteja no mesmo plano. [Ax. De Euclides]

Aessareta, chamamos de paralela. Foram suprimidos alguns axiomas,
para facilitar o entendimento.

& ~8
~—

” \
Fonto B esta em r

Ber

Fonlo A nao esla em v

Adr
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zny={K) snt=2

A partir daqui, comegaremos o estudo da geometria plana. Todos o0s
objetos estardo contidos em um mesmao plano, ou seja, serdo coplanares.

———\, EXERCICIOS RESOLVIDOS \——————

01. Prove que existem infinitas retas.

Solugao:

Como existem infinitos pontos, sejam A e B dois deles. A partir deles,
definimos a reta AB. Como em uma reta existem infinitos pontos, bem
como fora dela, tome fora dela o0 ponto X. A cada ponto P da reta AB,
seja a reta XP. Como X ndo pertence a reta AB, todas as retas XP sdo
diferentes de AB. Agora, dados dois pontos P e Q na reta AB, se XP
e XQ fossem uma mesma reta, entdo seriam a reta PQ, que é a reta
AB, 0 que é um absurdo, pois X ndo esta na reta AB. Logo todas as
retas do tipo XP sao diferentes entre si, variando P. Como sdo infinitos
pontos P, sao infinitas retas no plano.

2. Outros objetos iniciais e
definicoes

Segmento de reta AB é o conjunto de pontos que estdo entre 0s
pontos A e B. Chamamos A e B de extremidades do segmento. Todi ponto

que estd entre A e B esta na reta AB, logo o segmento de reta AB esta

contido na reta AB. A cada segmento de reta, associamos uma medida,
que € um nomero real positivo. A unido de dois segmentos adjacentes
tem por medida a soma das medidas de ambos.

Formalmente, dados dois pontos A e B, chamamos de semirreta AB
o0 conjunto dos pontos X que estdo entre A e B ou séo tais que B esta
entre A e X. Para entender, pense em A dividindo a reta em dois conjuntos
infinitos em sentidos diferentes, um dos quais contém o ponto B. Esse
conjunto é a semirreta AB. O vértice (ou origem) dela é 0 ponto A. Quando
duas semirretas possuem o0 mesmo vértice e a sua unido é a reta suporte
delas, dizemos que sdo semirretas opostas.

0 ponto M entre A e B tal que os segmentos AM e MB tém a mesma
medida é chamado de ponto médio.

Y
- /
ti{’/ ':f‘.,,./-'

Segmento XY Semirreta AD
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Dizemos que um conjunto do plano é convexo se, e somente Se,
para todo par de pontos A e B do conjunto, o0 segmento AB esta contido
no conjunto também. Caso existam dois pontos do conjunto tais que o
segmento com extremidade neles nao esta contido no conjunto, dizemos
que o conjunto é nao-convexo.

® ™

Conjunto convexo Conjunto nao-convexo

———\, EXERCICIOS RESOLVIDOS \————————

01. Sejam A, B e P pontos colineares tais que B esta entre P e A. Sejam
M e N pontos médios dos segmentos AP e PB respectivamente. Calcule
a medida de MN, sabendo as medidas de AP = a, PB = b.

Solugao:

Como AP = a, e M é médio de AP, entdo MP = a/2. Como PB =
b, e N é médio de PB, entao NP = b/2. Agora, como N estd entre
M e P, tem-se que MN = MP — PN = (a — b)/2.

3. Angulos

Quando duas semirretas OA e OB possuem mesmo vértice, elas
determinam uma regiao do plano que chamamos de angulo [denotamos
AOB), e as semirretas chamamos de lados do angulo. Associamos a
cada angulo uma medida, que é um nimero real positivo. Quando dois
angulos tém por intersecdo apenas um lado em comum, dizemos que
sdo adjacentes, e a medida da unido é a soma das medidas. O angulo
formado por duas semirretas opostas é associado a medida em graus
de 180°. Existem outras unidades de medida, como o radiano e o grado.
Para converter, é sO fazer uma regra de trés com a seguinte equivaléncia:
180° = mrrad. = 200gr

Dado um angulo AGB, chamamos a semirreta interna a ele 0X de
bissetriz, se, e somente se, 0s angulos XOA e XOB sdo congruentes, isto
é, ttm a mesma medida.

AOX = XOB
OX € bissetriz de AOB
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Dizemos que dois angulos sdo opostos pelo vértice quando os lados

de um sao semirretas opostas aos lados do outro. Prova-se que se dois
angulos sao opostos pelo vértice, entdo sdo congruentes.

0Os angulos o & B sdo opostos pelo vértice o = B

Segue a nomenclatura dos angulos quanto as suas medidas:

Angulo Agudo: angulo maior que 0° e menor que 90°.

Angulo Reto: angulo de 90°.

Angulo Obliquo: &ngulo maior que 90° e menor que 180°.

Angulo Raso: angulo de 180°.

Angulo Concavo ou Reentrante: angulo maior que 180° e menor que 360°.

Angulos complementares: angulos que somam 90°.
Angulos suplementares: angulos que somam 180°.
Angulos replementares: dngulos que somam 360°.
Angulos explementares: angulos cuja diferenga é de 180°.

4. Paralelismo e teorema angular
de Tales

Com o conteddo de triangulos, e apés a formalizagao de alguns

teoremas, podemos concluir o seguinte teorema: na figura, se r//s, entao
0s angulos o e B sao congruentes. Na verdade, vale a reciproca também,
a qual servira como um bom critério de paralelismo entre retas.

A

/

Na figura, r//s < o = B



Na figura, temos que sdo angulos congruentes:

Alguns pares de &ngulos, como na figura anterior, recebem um nome
pela posicao relativa as retas paralelas e a transversal. S&o eles:

Alternos internos: (c, €), (d, )
Alternos externos: (a, g),(b, h)
Colaterais internos: (c, /),(d, €)

Colaterais externos: (a, h), (b, g)
Correspondentes: (a, €),(b, 1),(c, 9),(d, h).

Como consequéncia, tem-se o Teorema Angular de Tales: em
um tridngulo, a soma dos angulos internos é constante e igual a 180°.
Analogamente, podemos concluir a relagao do angulo externo: cada angulo
externo de um tridngulo mede a soma dos outros dois angulos internos
nao-adjacentes a ele.

o r//BC

Be ©

Na figura, o+ 3+~ = 180°

Xty

o

C

e

Teorema do angulo externo.
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Introdugao a geometria plana euclidiana

———\_EXERCICIOS NiVEL 1 \———

[[1] Séo dados os pontos A, B, C, D e E, nessa ordem, sobre uma reta.
Sabe-se que AB + CD = 3-BC e DE = AB. Sendo M médio de BE, tem-se
que MD = 2 e AE = 16. Calcule MC.

(A) 2 D) 5
(B) 3 (E) 6
(€) 4

[[F Séo dados os pontos A, B, C e D, nessa ordem, sobre uma reta, de
forma que AD = 20 e BC = 12, sendo AB menor que a metade de CD.
Calcule a distancia entre os pontos médios de AB e CD.

[E] Efetue:

23°4519” + 37°32'43”
87°18'32” — 54°37°42”
5°23'47" - 4

56°25’33” + 3

o0 o

[ Sendo dado um angulo de medida o, escreva simplificadamente uma
formula que calcule:

a. 0 suplemento de «;

b. o complemento da metade de «;

c. o replemento de um tergo do suplemento de o;

d. o suplemento do dobro do complemento da metade de o.

[F] Um angulo ¢ igual ao dobro do complemento do seu quédruplo. Quanto
mede esse angulo?

[[[3 Dois angulos suplementares s&o tais que um é o triplo do complemento
do outro. Quanto vale a razao entre esses angulos?

Dois angulos AOB e BOC s@o adjacentes, e 0 angulo AOC mede 120°.
Calcule a medida do angulo formado pelas bissetrizes de AOB e BOC.

] Em um relégio de ponteiro convencional, qual é o angulo formado
pelos ponteiros quando marcam:

a. 5:20h
b. 10:44h

[iE] As semirretas 0A, 0B, OC e OD formam os angulos adjacentes AOB, BOC
e COD. Sabendo que OA e 0D sao semirretas opostas, e que 0 angulo BOC
mede 130°, quanto mede 0 angulo formado pelas bissetrizes de AOB e COD?

Nas figuras, prove as relagoes “dos bicos”.

Ma figura, x =a+pB.
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MNa figura, x +y=a +p

EE} (EPCAR-2004) Considere as retas r e s (1//s) e 0s angulos €, 7e 4 da
figura abaixo:

KA Na figura, prove que vale a relagdox = a + b + c.

/>

<

I A

——\\_EXERCICIOS NfVEL 2 \———

[[1) Séo dados os pontos A, B, C e D, nessa ordem, sobre uma reta.
Sabe-se que AB e CD sdo congruentes. Prove que o ponto médio de AD
¢ também ponto médio de BC.

[[F Sobre uma reta marcam-se os pontos M, A e B. Sendo O o ponto
médio de AB, calcule k para que valha a seguinte relagao: MA? + MB? =
k- (MO? + AG?)

m 0 suplemento da terga parte de um &ngulo excede o complemento do
seu triplo em 130°. Quanto mede o replemento do quintuplo desse angulo?

[MAs medidas de quatro angulos replementares estdo em progressao
aritmética. Analise as afirmativas a seguir:

I.  Dois deles sdo complementares.
Il. Existe um que é o dobro do outro.
lll. Existem dois deles que sdo suplementares.
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Quais sao verdadeiras?

(A) apenas |. (D) el
(B) apenas II. (E) lell
(C) apenas IIl.

[ Pelo vértice de um angulo AOB reto, traga-se uma reta r qualquer,
externa a ele. Calcule o angulo formado pelas bissetrizes dos angulos
agudos que as semirretas OA e OB formam com aretar.

[ Os angulos AOB e BOC sao adjacentes, sendo a medida do primeiro
igual a 70°. Calcule o angulo formado pelas bissetrizes dos angulos AOC
e BOC.

A Apos ver um relégio de ponteiro as 13:00, o ponteiro das horas
percorreu um angulo de 42°. Qual é o horario indicado pelo reldgio apos
esse movimento?

[T Apos as 15:00, qual ¢ o primeiro horério em que os ponteiros das
horas e dos minutos formam um angulo de 130°7?

[iE] As semirretas 0A, 0B, OC e 0D formam angulos adjacentes AOB, BOC,
COD e DOA, nessa ordem, tais que os trés primeiros sao proporcionais a
1, 3 e 6 respectivamente. Sabe-se que 0D é semirreta oposta a bissetriz
do angulo BOC. Calcule o angulo AOD.

Os angulos AOB e BOC sdo adjacentes, sendo AOC = 100°. Sendo
0X, OY e OZ semirretas bissetrizes, respectivamente, de AOB, BOC e XOY,
e sendo BOZ=10°, entdo o maior dentre AOB e BOC mede:

(A) 60°.

(B) 70°.

(C) 80°.

(D) 90°.

(E) faltam dados.

Dados os angulos adjacentes AOB, BOC, COD e DOA, tracam-se as
bissetrizes 0X, OY e 0Z dos angulos AGB, COD e XOY, respectivamente. Sabe-se
que XOC + XOD -4 - BOZ = 80° e que BOZ mede 50°. Calcule o angulo COD.

(A) 10°. (D) 60°.
(B) 20°. (E) 80°.
(C) 40-.

(0OBM) Trés quadrados sdo colados pelos seus vértices entre si e a
dois bastoes verticais, como mostra a figura.

A medida do angulo x é:

(A) 39°. (D) 44°.
(B) 41°. (E) 46°.
(C) 43°.
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Introdugao a geometria plana euclidiana

Na figura que segue, quanto vale asomaa + b + ¢ + d + €? ———— N\ EXERCICIOS NIVEL 3 \———

[0 Quantas vezes os ponteiros das horas e dos minutos sao perpendiculares
em um dia de funcionamento?

[ 0s angulos AOB e BOC séo adjacentes. Sendo OX, OY, 0Z e OW
semirretas bissetrizes, nessa ordem, de AOB, BOC, XOY e AOC, prove
que OZ é bissetriz de BOW.

[iE] Dé o valor numérico de x, em graus, na figura abaixo:

KA Nas figuras, calcule a medida de x:

.

< Jq

" P
& Y |
5
[ Na figura, quanto vale x?
B
\/ sl/r

s/ /r -
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Neste bloco, vocé verd uma pequena introdugdo ao conceito de
poligonos. Aqui analisaremos principalmente a parte qualitativa de
poligonos. Mais adiante, com ferramentas mais avangadas, vocé podera
deduzir as principais relagdes métricas e angulares envolvidas nas questoes
mais comuns do assunto.

1. Definicao e nomenclatura

Chamamos de poligono a regido delimitada pela unido de segmentos
nao-colineares consecutivamente, desde que tal linha seja fechada.
Aos segmentos chamaremos ‘lados’, aos extremos dos segmentos
chamaremos ‘vértices’, e ao nimero de lados, que é igual ao nimero de
vértices, chamaremos de ‘género’ do poligono. Qualquer segmento com
extremidades em dois vértices é chamado de ‘diagonal’, desde que néo
seja um lado do poligono.

Dizemos que um poligono é simples
quando ndo existem dois lados nao-
consecutivos que se intersectem
mutuamente. Caso existam dois lados
ndo-consecutivos com intersegao,
dizemos que o poligono é complexo.
Caso seja simples, definimos como
‘angulo interno’ qualquer angulo formado
por dois lados consecutivos, definido na
regido interna ao poligono. Observe que  Poliaono ABCDEFGH
0 nimero de angulos internos é igual ao género do poligono.

Se o0 poligono é simples, entdo podemos classifica-lo como convexo
ou ndo-convexo. Caso seja convexo, chamamos de ‘angulo externo’ cada
menor angulo formado por um lado e um prolongamento de outro lado
adjacente. Considere sempre que para cada vértice existe um angulo
externo, ja que na verdade sdo dois angulos opostos pelo vértice, logo
sao congruentes. Dessa maneira, 0 nimero de angulos externos também
é igual ao género do poligono.

£2)

Pentagono ABCDE Pentagino IJFGH nao Pentagono MLKPN
complexo CONVexo CONVexo

2. Formulas importantes

Por triangulagao, que consiste em quebrar um poligono em tridngulos
através de suas diagonais, podemos concluir que a soma dos angulos
internos de um poligono simples ¢é dada pela formula:

S =180° (n-2),

sendo n o género do poligono.

Obs.: E facil provar que todo poligono simples & triangulorizavel por
indugdo. ’ i

Para poligonos convexos, a soma de
um angulo interno com um externo sempre
sera um angulo raso, logo podemos concluir
que, para poligonos convexos, a soma
dos angulos externos de cada vértice é
constante e igual a 360 graus.

Qctdgono ABCDEFGH tridngulo
Seis fridnulos = 5 = 1080
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Pode ser ainda calcular o nimero de diagonais de um poligono de
género n, pela seguinte expressao:

Dem: De fato que de cada vértice do poligono partem n — 3 retas
uma vez que, um vértice ndo se liga a si mesmo, nem aos seus dois
vizinhos(lados).

Como o poligono tem género n, teriamos n(n — 3) reatas, porém cada
reta é contada duas vezes(uma em cada vértice).

3. Poligonos regulares

Dizemos que um poligono convexo é equilatero quando todos os seus
lados sdo congruentes.

ABCDFE & poligono equilatero

Dizemos que um poligono convexo é equidngulo quando todos os
seus angulos internos sdo congruentes.

A F

€ D

ABCDEF e hexagono equiangulo

Observe pelas figuras que um poligono equildtero néo necessariamente
é equiangulo, e vice-versa. Dessa maneira, existem os poligonos regulares:
sao os poligonos equilateros e equidngulos simultaneamente. Todo
poligono regular admite um centro, que é um ponto que equidista dos
vértices, bem como dos lados. Logo, sempre existe um circulo circunscrito
a um poligono regular, bem como um inscrito nele.

Octogono regular do :é'l'.n:l 0
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Num poligono regular, todos os angulos internos sao iguais a

_180°(n—2) 360°
n

o; , @todos os angulos externos sao iguais a o =

. Ao tragar as diagonais, cada angulo interno fica dividido em partes
congruentes, iguais a metade do angulo externo.

Enedgono regular

No poligono regular de género ntemos ainda os seguintes fatos conhecidos:

) ; . ) N
< n é par: o nimero de diagonais que passam pelo centro é 5 ©aue

ndo passam é n(n-3) n_ ”(”‘4).
2 2 2

* néimpar: nenhuma diagonal passa pelo centro.

———\, EXERCICIOS RESOLVIDOS \———————

ABCD é um quadrado, e ABP e BCQ sdo triangulos equilateros,
0 primeiro interno ao quadrado, e 0 segundo externo a ele. Prove que
D, P e @ sao colineares.

Solugao:

Considerando que ABCD e ABP possuem o mesmo lado, entao o
triangulo APD € is6sceles, e A=30° implica PDA=75°. Logo PDC =15°.
Analogamente, considerando ABCD e BCQ, tem-se que o tridngulo QCD
é isosceles, com C=150°. Logo QDC=15°. Como PDC e QDC sao
iguais a 15°, entdo os pontos D, P e Q sdo colineares.

[[FA Um poligono regular de género desconhecido ABCDEF é tal que o
angulo ACE mede 150°. Calcule o nimero de diagonais do poligono.

Solucao:

ABC é um triangulo isdsceles. Sendo x=BCA, tem-se que 0 angulo
BCD mede x + 150° + x. Além disso, 0 angulo externo do poligono é
dado por 2x. Como o0 angulo interno é suplementar do externo, tem-se
que (2x + 150°) + 2x = 180°, logo 2x = 15°. Sendo nn 0 género, tem-
-se que n = 360°/15° = 24. Logo D=24 - 21 / 2 = 252 diagonais.

——\ EXERCICIOS NIVEL 1 \——

I3} ABCD é um quadrado e ABP é um tridngulo equilatero. Calcule 0 angulo
CDP nos seguintes casos:

a. o tridngulo é interno ao quadrado.
b. o tridngulo é externo ao quadrado.

Poligonos

[A ABCDE é um pentagono regular, e ABIJK é outro pentagono regular.
Calcule o angulo A/C.

m Em um quadrildtero ABCD convexo, os angulos internos em A e B
medem 120° e 80° respectivamente. Calcule o angulo agudo formado
pelas bissetrizes internas nos vértices C e D:

(A) 60°. (D) 75°.
(B) 65°. (E) 80°.
() 70°.

[ Um poligono regular tem 20 diagonais. Quanto mede seu angulo
interno?

E Aumentando o numero de lados de um poligono em 3 unidades, seu
namero de diagonais aumenta em 21. Determine o nimero de diagonais
do poligono.

[ Calcule o nimero de diagonais que nao passam pelo centro de um
poligono regular de 2n lados.

A soma dos géneros de dois poligonos é 16. Se 0s seus numeros de
diagonais diferem de 26, a diferenca entre seus géneros é:

(A) 1. (D) 4.
(B) 2. (E) 5.
() 3.

[T A soma dos angulos internos de dois poligonos regulares ¢ 1980°, e
a diferenca entre seus géneros é 3. Determine os poligonos.

[E] Dois poligonos regulares séo tais que o género de um excede o do outro
em 3 unidades, e 0 nimero de diagonais de um €é o quadruplo do nimero de
diagonais do outro. Determine os angulos internos desses dois poligonos.

] Um poligono regular convexo tem o seu nimero de diagonais expresso
por n?>-10n + 8, onde n é o seu numero de lados. O seu angulo interno
X étal que:

(A) x < 120°.
(B) 120° < x < 130°.
(C) 130° < x < 140°.

——\_EXERCICIOS NiVEL 2 \———

[[5] ABCDE é um pentagono regular, e AB/ € um triangulo equilatero, sendo
| interno ao pentagono. Calcule o angulo CID.

(D) 140° < x <150°.
(E) x > 150°,

[ Em um poligono convexo de 15 vértices, sdo escolhidos quatro de
seus vértices, sem que haja dois consecutivos. Quantas sao as diagonais
que partem desses 4 vértices?

[E] Em um poligono convexo, dois angulos internos medem 130, e todos
0s outros medem 128°. Determine o género desse poligono.

[ Em um poligono regular, as mediatrizes de dois lados consecutivos
formam um angulo de 20°. Calcule o angulo formado entre as duas
diagonais menores que partem do mesmo vértice.
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[ As diagonais de um poligono regular convexo sdo medidas, e
apresentam os valores: {m,, m,, m,, ..., m,,}. Calcule o angulo externo
desse poligono, sabendo que, em graus, ele apresenta um valor inteiro.

[T3 Em um poligono regular ABCDE..., as bissetrizes externas tragadas
de A e C sao perpendiculares. Qual é o género do poligono?

Dois poligonos regulares sao tais que a razao entre seus angulos
internos é 5/4, e a razdo entre seus angulos externos é 1/2. Calcule o
ndmero de diagonais do poligono com maior género.

[T Um ladrilho com formato de poligono regular é tal que, rotacionado em
torno do centro de 40° no sentido horario ou de 60° no sentido anti-horario,
fica encaixado perfeitamente no espago vago deixado antes de rotacionar.
Determine o nimero minimo de lados que tal ladrilho pode possuir.

[[E] Dado um poligono convexo regular ABCDEF... de género desconhecido,
considere as bissetrizes de seus angulos internos A e D. Sabendo que 0 angulo

o 3 .
formado por essas bissetrizes é igual a 20 da soma de todos os angulos
internos do poligono, pede-se para calcular quantas diagonais ele possui.

m 0 namero de géneros de poligonos regulares tais que quaisquer duas
de suas diagonais, que passam pelo seu centro, formam entre si angulo
expresso em graus por um namero inteiro, é:

(A) 17. (D) 23.
(B) 18. (E) 24.
(€) 21.

EEJ (ITA-2003) Considere trés poligonos regulares tais que os nimeros que
expressam a quantidade de lados de cada um constituam uma progressao
aritmética. Sabe-se que o produto desses trés nameros € igual a 585 e que
a soma de todos os angulos internos dos trés poligonos é igual a 3780°. 0
naimero total das diagonais nesses trés poligonos € igual a:

(A) 63. (D) 97.
(B) 69. (E) 106.
(C) 90.

N0 NN

(ITA-1998) Considere as afirmages sobre poligonos convexos:

I Existe apenas um poligono cujo nimero de diagonais coincide com
0 nimero de lados.

IIl.  Nao existe poligono cujo nimero de diagonais seja o quadruplo do
numero de lados.

lll. Se arazéo entre 0 nimero de diagonais e o de lados de um poligono
€ um nimero natural, entdo o ndmero de lados do poligono é impar.

Entao:

(A) Todas as afirmag0es sao verdadeiras.
(B) Apenas | e lll sdo verdadeiras.
(C) Apenas | é verdadeira.

(D) Apenas lIl é verdadeira.

(E) Apenas Il e lll sdo verdadeiras.

Um hexagono ABCDEF convexo é tal que AB//DE, BC//EF e CD//AF.
Prove que 0s angulos internos nos vértices opostos sdo iguais.

——\_EXERCICIOS NiVEL 3 \—

[5] (ITA-Adaptado) Considere um poligono convexo ndo necessariamente
regular de género x. Sabe-se dele que a soma de x — 1 angulos internos
desse poligono é 2014°. Calcule o nimero de diagonais desse poligono.

[A Prove que, em um poligono convexo, 0 nimero maximo de angulos
internos agudos é 3.

[E] Um hexagono ABCDEF ¢é equiangulo. Sabendo que AB = 7, BC = 8,
CD = 6, DE = 10, calcule os lados EF e FA.

[ Prove que em qualquer pentagono convexo, existem dois angulos
internos consecutivos cuja soma é maior ou igual a 216°.

\,_RASCUNHO X
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1. Definicao e propriedades
iniciais
Triangulo € o poligono de género 3. Ndo possui diagonais, e é sempre

convexo. Possui portanto trés lados, trés vértices, trés angulos internos
[que somam 180°] e trés angulos externos.

Podemos classificar os tridangulos quanto as medidas dos lados:

I. Escaleno: todos os seus lados sdo diferentes;
Il Isésceles: possui pelo menos dois lados iguais;
Il Equilatero: possui todos os lados iguais.

Podemos classifica-los também quanto aos éngulos internos:

I. Acutangulo: todos os seus angulos internos sao agudos;
Il. Retangulo: possui um &ngulo interno reto;
Ill. Obtusangulo: possui um angulo interno obtuso.

Se um tridngulo é retdngulo, chamamos o lado oposto ao angulo reto
de hipotenusa, e 0s outros dois lados de catetos.

¢ =180

Trianguio ABC. c + b+ (0 tridngulo equilatero & sempre regular

2. Desigualdade triangular —
teorema da envolvente

A desigualdade triangular estabelece o seguinte: dados dois pontos,
A e B, e um ponto X qualquer variavel, sempre vale que AB < AX + XB,
com igualdade se, e somente se, X estd entre A e B. Essa desigualdade
pode ser estendida: dada uma poligonal fechada, um lado é menor que a
soma de todos os outros lados.

Ma figura, AB = AX + XB Ma figura, C0 = CE + EF + FD

A partir disso, podemos concluir a condigao de existéncia de um
tridngulo: dados os lados de um possivel tridngulo, ele existe se, e somente
se:

a<b+c
b<c+a<la-bl<c<a+b
c<a+b

ASSUNTO 3

Triangulos
Matematica V

Além do mais, deduz-se o Teorema da Envolvente: se dois caminhos
convexos de A para B séo tais que a regiao definida por um [0 envolvente]
contém a regido definida pelo outro [0 envolvido], entdo o comprimento
daquele sera maior que o desse.

Na figura, AC + BC < AD + DB

Uma desigualdade muito util é a seguinte: num tridngulo, o maior
lado é sempre oposto ao maior angulo, e 0 menor lado é sempre oposto
ao menor angulo.

3. Congruéncia de triangulos

Dizemos que dois tridngulos sao congruentes se, e somente se, 0S
lados e 0s angulos internos de um sao homologamente congruentes aos
lados e angulos internos do outro. Formalmente, dizemos:

AABC = ADEF < A=D,B=E,C = F,AB = DE,AC = DF,BC = EF.

m

Para demonstrar
que dois tridngulos sdo
congruentes, basta testar
se vale um dos cinco
casos de congruéncia que
seguem:

I, LAL-Lado/angulo/lado: Tridngulos com par de lados iguais formando
angulos congruentes sdo congruentes entre si.

1

IIl. - ALA - Angulo/lado/angulo: Tridngulos com par de angulos iguais com
0s lados comuns a eles congruentes séo congruentes entre si.

%

ll. LAAo - Lado/angulo/angulo oposto: Tridngulos com lado, angulo
adjacente ao lado e angulo oposto a ele congruente um aos do outro
$ao0 congruentes.

?'
%

IV. LLL - Tridngulos com todos os lados congruentes um aos do outro
$ao0 congruentes.
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y c. Altura [e o ortocentro]: se D sobre a reta BC é tal que AD é
perpendicular a BC, dizemos que AD ¢é altura relativa a BC. A altura pode
Ser uma ceviana externa ou até mesmo um lado, como nas figuras. As
trés alturas tragadas a partir de cada vértice sdo concorrentes num
ponto chamado ortocentro.

>

V  90°HC - Caso especial para tridngulos retdangulos: Tridngulos
retangulos que possuam hipotenusas iguais e um cateto de um igual
a um do outro sdo congruentes.

T
P
LI
if ac
1+ LE
Hyf b

a
b .
ABC rignguld aculingsio - ABC trigngula obtusargula
AD, BE e CF alturas AD, BE o CF aluras
H ortocenlng inlermd 4 ABC H afocenirn exdermo a ABG
0bs.:LLA nao é caso de congruéncia!

" Os triangulos ABC e ABD d. Bissetriz externa [e o exincentro]: se o triangulo ABC é escaleno,
possuem dois pares de lados entao existe D sobre a reta BC tal que AD é bissetriz do angulo externo
em comum e 0s angulos emA. Chamamos AD de bissetriz externa. Sao trés bissetrizes externas,
opostos a um deles iguais. uma para cada vértice. Duas retas bissetrizes externas e uma interna
Eles nao sao congruentes: um do vértice remanescente sdo concorrentes num ponto chamado
esta dentro do outro exincentro relativo aquele vértice. Sao trés exincentros, e eles sao

. p . centros de circulos tangentes as retas suportes dos lados do tridngulo.
4. Cevianas notaveis — pontos

A mediatriz de um segmento AB A
¢ a reta perpendicular a AB no
seu ponto médio. Num triangulo,
as mediatrizes dos lados nem
sempre Sdo cevianas, ja que néo
passam necessariamente pelo
) . vértice oposto. Porém, no caso
a. Mediana [e o baricentro]: . do triangulo, as mediatrizes dos
se M ¢ ponto medio de lados sdo concorrentes num
BC, chamamos AM de ponto chamado circuncentro, que
mediana relativa ao lado equidista dos vértices, e, portanto,
BC. Gada triangulo possui é centro de uma circunferéncia

trés medianas, que sao circunscrita ao triangulo.
concorrentes num ponto

chamado baricentro. O . A . 7
baricentro G divide uma 0. Trlangulo isosceles

mediana AM na razao ) Podemos provar que um tridngulo tem uma das propriedades abaixo
) AM, ianas e
AG : GM = 2. Tragadas BN e CL med se, e somente se, ele ¢ isosceles. Seguem:

as medianas, o triangulo G & baricentro ) ) _
original fica dividido em seis > Os angulos d,as‘. base.s 5d0 congrgentps, .
tridngulos de areas iguais. > adurado vgrt!ce pr!nc!pal tambgm ¢ ”?ed'a'?a?
e aaltura do vértice principal também & bissetriz;
e abissetriz do vértice principal também é mediana.

Dado um tridngulo ABC, dizemos que o segmento AD é uma ceviana se
0 ponto D esta sobre a reta suporte do lado BC. Caso D esteja sobre o lado
BC, dizemos que AD é ceviana interna. Caso contrario, AD é ceviana externa.

Algumas cevianas possuem propriedades importantes, e tém
nomenclatura especial.

As mediatrizes dos lados enconiram
em 0, circunceniro do triangulo ABC

b. Bissetriz interna [e o incentro]: se D sobre o lado BC é tal que AD
bissecta o angulo interno em A, chamamos AD de bissetriz interna
relativa ao vértice A, ou relativa ao lado BC. Cada tridngulo possui
trés bissetrizes internas, que sao concorrrentes num ponto chamado
incentro. O incentro equidista dos lados do tridngulo, logo é centro de
uma circunferéncia inscrita no triangulo.

A A

AD, BE e CF 520 bisselrizes
| & incentro de ABC
IG = IH = IJ & 0 inraio

AEBC e is0sceles com AB = AC ABC e isosceles com AB = AC
portanto B = C AM & mediana, bissetriz e altura
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6. Lugares geomeétricos iniciais

Dada uma propriedade Q, dizemos que certo conjunto é o lugar
geométrico (LG) de Q se, e somente se, todos 0s pontos que satisfazem
a Q estdo no conjunto, e vice-versa. Iniciaimente, podemos deduzir trés
importantes LG’s.

a. Par de retas bissetrizes: dadas duas retas concorrentesre s, 0 LG
dos pontos P que equidistam de r e S é o par de retas bissetrizes dos
angulos formados pelas retas.

b. Mediatriz: dado um segmento AB, o LG dos pontos P que equidistam
de A e B é a mediatriz de AB.

AAEARARENEEA RE RS EE SEEEEE EEEEEE T EEEEE EEEE S SRS R SRR SRSSS.S

Triangulos

P esta na mediatriz de AB,
logo PA = PB

c. Parde paralelas: dada uma retar e uma distancia d, o LG dos pontos
P que distam d da reta r é o par de paralelas a uma disténcia d.

r

il

r Q

P e Q pertencem ar e r” paralelas distando x de r.
dist(P,r) = PP’ = x = QQ’ = dist(Q, r)

A\, EXERCICIOS RESOLVIDOS X

[[5] Truque do simétrico — Dados dois pontos A & B no mesmo semiplano
determinado por uma reta r, determine o ponto P que minimiza a soma
PA + PB, sendo P sobre a retar.

Solugao: Seja A* o simétrico de A em relagao a r. Logo, por simetria
[mediatriz], AP + PB éigual aA*P + PB paratodo P nareta. Logo, para
minimizar PA + PB, basta minimizar PA* + PB, o que ocorre quando A*,
P e B sao colineares. Logo, o ponto P que minimiza a soma PA + PB
¢ a intersegao do segmento A*B com a reta .

[Aideia do simétrico & muito util em problemas de minimos caminhos.]

Eﬂ Seja P interno ao tridngulo ABC. Prove que AP + PB < AC + CB.
[Teorema da Envolvente]

Solucao: Considere prolongar o segmento AP até X sobre BC. Por
desigualdade triangular temos:

No tridngulo ACX: AP + PX < AC + CX.
No tridngulo PXB: PB < PX + XB.

Somando e usando a lei do corte, tem-se a conclusao de que é um
caso particular do teorema da envolvente. Usando a ideia de prolongar
0 segmento, podem-se provar as versdes poligonais generalizadas.

[E] A, B e C séo pontos colineares, com B entre A e C. Constroem-se,
num mesmo semiplano gerado por AB, os tridngulos equilateros ABX
e BCY. Sendo M e N médios de AY e CX, prove que o tridngulo BMN é
equilatero.

Solucao: Observe que os tridngulos ABY e XBC s@o congruentes pelo
caso LAL. (AB = XB, BY = BC e os &ngulos B medem 120°). Logo, as
medianas relativas aos lados AY e XC sao congruentes [ou seja, BV = BN)].
Além disso, o angulo entre elas é de 60° [por argumento de rotagao],
logo o tridngulo BMN é equilatero.

MABC é um triangulo em que A=120°. Sejam D, E e F pés das
bissetrizes internas de A, B e C, respectivamente. Prove que:

a. E é exincentro do tridangulo ABD, bem como F, de ACD.

b. tridngulo £FD é retangulo [em D].

Solucao: Considerando o triangulo ABD, tem-se que BE é bissetriz interna
e que AE é bissetriz externa [ja que, prolongando AB de AX, tem-se
EAD = EAX = 60°]. Logo, E é exincentro do tridngulo ABD.
Consequentemente, DE € bissetriz externa. Analogamente, F é exincentro
do tridngulo ACD, e DF é bissetriz externa desse triangulo. Como 0s
angulos ADB e ADC sao suplementares, essas bissetrizes DE e DF sao
perpendiculares entre si. Logo, o tridngulo EFD é retangulo em D.

\_EXERCICIOS NfVEL 1 X

[[E] Em um triangulo ABC, tomam-se sobre os lados AB e BC 0s pontos
D e E, respectivamente, tais que BD = BE, e a medida dos angulos BCD
e BAE sdo iguais. Analise as afirmativas:

| os tridngulos BEA e BDC sdo congruentes;
Il. os angulos BDC e BEA sao congruentes;
lll. os segmentos BE e AD sdo congruentes;

IV. os segmentos CD e AE sdo congruentes.
Quantas afirmativas sao verdadeiras?
(A) Nenhuma.

(B) Apenas uma.
(C) Apenas duas.

(D) Apenas trés.
(E) Todas.
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[[F Sobre os lados AB e AC de um triangulo ABC, tome os tridngulos
equilateros ABP e ACQ, externos ao tridngulo ABC. Prove que:

a. CP e BQ sdo congruentes;
b. as retas CP e BQ formam um angulo de 120°.

[E] Sobre os lados AB e AC de um tridngulo ABC, tomam-se 0s quadrados
ABDE e ACFG. Prove que os segmentos CE e BG sdo congruentes e
perpendiculares entre si.

[73 Prove que, num tridngulo ABC, a reta suporte da mediana AM equidista
dos vértices Be C.

[5 Em um triangulo ABC, AD 6 bissetriz. Sobre a semirreta AD, tomam-se
0s pontos E e F tais que AB = AE e AC = AF. Prove que BF = CE.

[[[] Dadas as seguintes proposigdes, analise se séo elas verdadeiras (V)
ou falsas (F):

I.  Dois tridngulos retangulos sao congruentes se possuem dois lados
congruentes.

Il. Se em um quadrildtero ABCD, BC = CD, e BAC = DAC, entdo os
tridngulos ABC e ADC sao congruentes.

lll. Se no quadrilatero ABCD, AC = BD e 0s angulos ABD e ACD sao retos,
concluimos que AB = CD.

Entédo, tem-se:

[Zd Em um triangulo ABC, prolongam-se as medianas BM e CN de
comprimentos iguais [MB’ = BM, NC’ = CN]. Prove que A é ponto médio
deB'C'.

[T No triangulo ABC, AB = 5, AC = 7, e os angulos internos séo
crescentes na seguinte ordem: C < A < B. Diga quanto mede BC, dado
que € inteiro.

D) 7.
8.

() 4.
(B) 5. (E)
(C) 6.

o O

)
)
)

[E] Em um tridngulo ABC is6sceles, dois lados medem 14 cm e 4 cm.
Calcule o perimetro do tridngulo.

(A) 18 cm. (D) Podem ser 22 cm ou 32 cm.
(B) 22 cm. (E) Faltam dados.
(C) 32 cm.

KL Prove que, em um quadrilatero convexo, a soma das medidas das
diagonais é maior que a soma das medidas de dois lados opostos.

EEJ Entre que valores esta compreendido um dos lados de um quadrilétero
que possui lados medindo 3 cm, 5 cm e 11 ¢cm?

EH Seja ABC um triangulo e AD, uma ceviana interna. Prove que AD é
menor que 0 semiperimetro do tridngulo.
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Em um tridngulo ABC, calcule, em fungao do &ngulo interno em A, 0s
angulos formados:

(A) pelas bissetrizes internas em B e C.

(B) pelas alturas tragadas de B e C.

(C) pelas bissetrizes externas de B e C.

(D) pelas bissetrizes interna em B e externa em C.

KA 4BC 6 um triangulo isdsceles tal que AB = AC = 13, BC = 10. Sobre
0 lado BC, toma-se um ponto P, e sobre os lados AB e AC tomam-se X e Y,
respectivamente, tais que PX // AC e PY // AB. Calcule a soma PX + PY.

Na figura, tem-se AB = BC e AC = CD = DE = EF. Calcule o.

L

I3 4BC 6 um triangulo is6sceles com AB = AC. Sobre os lados BC e
AC, tomam-se os pontos P e @, de forma que AP = AQ. Calcule o angulo
QPC, sabendo que BAP = 30°.

(A) 10°. (D) 25°.
(B) 15°. (E) 30°.
(C) 20°.

ABC € um tridngulo no qual o angulo interno em A é o dobro do em B.
Sejam X e Y pontos sobre BC e AC tais que AB = AX = XY = YC. Calcule
0s angulos do triangulo ABC.

Dado um triangulo ABC, marca-se um ponto D sobre AC de forma que
AB = AD. Sabendo que o angulo interno em B excede 0 em C em 30°,
calcule a medida do angulo CBD.

——\_EXERCICIOS NiVEL 2 \—

[[5l Dado um triangulo ABC, sobre os lados AC e BC sdo marcados os
pontos M e N, respectivamente, tais que AB = MC, MB = M, e os angulos
ABM e CMN séo congruentes. Sabendo que BAC = 50°, quanto vale o
angulo ACB?

(A) 50°. (D) 25°.
(B) 40°. (E) 75°.
(C) 60°.

[[FA Na figura, os triangulos ABC e CDE séo congruentes, de forma que
AC = CD. Se EC = 5, EF = 2, entdo quanto mede AF?

() 2. (D) 5
(8) 3. ) 7
(C) 4.



[E] Na figura, AB = BD e os tridngulos ABC e BDE sdo congruentes.
Calcule a razdo entre os angulos BCA e DAC.

(A) 1:1. (D) 1:3.
(B) 3:2. (E) 2:1.
(C) 1:2.

[73 Considere os triangulos ABC e A'B’C’, sobre 0s quais sdo feitas as
seguintes afirmacoes:

. SeAB = A'B’, BC = B'C’ e A = A", entdo os triangulos sdo
congruentes.

Il. SeAB=A'B’,BC =B’C’eB = B’, entdo os tridngulos sao congruentes.

l. SeAB =AB’,BC =BC, A=A, eBC > AB, entdo os triangulos
sdo congruentes.

As afirmagoes verdadeiras sao:

(A) apenas II.

(B) apenas I ell.
(C) apenas Il e lII.
(D) apenas I e lll.
(E) todas.

[5 ABCD & um quadrilatero convexo, de perimetro 2p. Podemos garantir
entdo que AC + BD esta entre:

[[[J Prove que a medida da mediana tragada de um vértice em um triangulo
qualquer esta entre a semidiferenca e a semissoma dos dois lados consecutivos
aela. [Dica: considere prolongar uma mediana AM de VA’ = MA.]

Em um quadrilatero ABCD, no qual os angulos ABC e ADC sdo retos,
tem-se que 0 angulo ACD é o dobro do angulo ACB, e também AB = 2.
Calcule a medida de AD, sabendo que é um valor inteiro.

Eﬂ Seja ABC um triangulo qualquer, e P um ponto interno qualquer. Prove
que a soma PA + PB + PC é maior que 0 semiperimetro e menor que o
perimetro do tridngulo.

Eﬂ Mostre que sao menores que 0 perimetro de um tridngulo:

a. asoma das alturas.
b. asoma das medianas.

AAEARARENEEA RE RS EE SEEEEE EEEEEE T EEEEE EEEE S SRS R SRR SRSSS.S

Triangulos

KT Considere ABC um triangulo equilétero. Prolongando BC de um
segmento CP qualquer, toma-se, sobre a altura de B no triangulo ABP,
um ponto @ tal que QAB = 30°. Calcule a medida do &ngulo QPC.

(A) 15°. (D) 35°.
(B) 20°. (E) 45°.
(C) 30°.

Em um tridngulo is6sceles ABC de base AC e angulo interno em B =
40, traga-se a ceviana interna CM e marca-se o incentro / do triangulo
MCB. 0s angulos AMC e IAC sao congruentes. Galcule BAI.

(A) 20°. (D) 50°.
(B) 40°. (E) 30°.
(C) 10°.

EE34BC ¢ um triangulo equilatero. Prolonga-se BC de um segmento BP,
de forma que o angulo APB mega 20°. Sobre 0 segmento AP, toma-se um
ponto @ tal que o tridngulo PQC é isdsceles. Calcule a medida do angulo
QBA.

Sobre o0s lados AB e AC de um tridngulo ABC, tomam-se o0s pontos M
e IV, tais que MN // BC e MN passa pelo incentro de ABC. Calcule a medida
de MN, sabendo que AB = 10, BC = 11 e AC = 12.

KA ABC 6 um triangulo equildtero, X é um ponto interno, e M, N e P estdo
sobre os lados AB, AC e BC, de forma que XM // AC, XN // BC e XP // AB.
Sabendo que XM = 3, XN = 4 e XP = 5, calcule o lado do tridngulo ABC.

Em um tridngulo ABC, AB = AC, e 0 angulo A = 40°. Tomam-se 0s
pontos D e £ sobre AB e AC, respectivamente, tais que os angulos DCA e
EBC medem 15° e 35°, nessa ordem. Calcule BED.

0 triangulo ABC é equilatero de lado 3 cm. Toma-se sobre o lado BC o
ponto P. Seja Q o pé da perpendicular de P a AB, R o pé da perpendicular
de Q aAC e S o pé da perpendicular de R a BC. Calcule a distancia PB
para que 0s pontos P e S coincidam.

Prove que a soma das distancias de um ponto qualquer da base de
um tridngulo isdsceles aos dois lados congruentes é constante e igual as
alturas iguais do triangulo.

——\_EXERCICIOS NiVEL 3 \———

[[1] Seja ABC um triangulo acutangulo, e BH e CJ alturas. Prolonga-se BH
de um segmento BX = AC, e prolonga-se CJ de um segmento CY = AB.
Prove que o tridngulo XAY é retangulo isosceles.

[EEm um grande saldo de baile ha varias pessoas espalhadas, e as
distancias entre elas sao todas distintas. Uma pessoa A vai falar com outra
pessoa B se, dentre todas, B for a mais proxima de A, e depois retorna ao
lugar de origem. Uma pessoa por vez sai do seu lugar, e depois retorna.
Qual é o nimero méximo de saudacgoes de pessoas diferentes que alguém
pode receber?
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[[E] Dada uma reta, r, e dois pontos, A e D, em um mesmo semiplano  [if] Dadas duas retas concorrentes, determine o lugar geométrico dos
gerado por r, determine os pontos B e C sobre r tais que BC = k, dado, e pontos P tais que a soma das distancias de P a essas retas é constante
0 comprimento da linha poligonal AB + BC + CD seja minimo. e igual a k, dado.

[[73 No triangulo ABC, retangulo em A, a bissetriz interna de B intersectaa  [iJ Dadas duas retas concorrentes, determine o lugar geométrico dos
altura AH em E e o lado AC em M. A bissetriz interna de C intersecta AHem  pontos P tais que a diferenga das distancias de P a essas retas é constante
FeoladoABemN.Se AM =2 cm, NA = 6 cm, o valor de EF, emcm, é: e igual a k, dado.

(A) 3. (D) 5.
() 4. () 6.
(C) 4,5.

N\, RASCUNHO X\
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1. Definicoes e
propriedades iniciais

Quadrilatero é o poligono de género 4. Sempre possui duas diagonais.
Pode ser poligono complexo, ou simples, e ai, convexo ou Nao ConNvexo
como nas figuras abaixo. Caso seja simples, a soma dos seus angulos
internos é 360°.

D

J
B c F f [

ABCD é um quadrilatero  EFGH é um quadrilatero
simples e convexo simples e ndo convexo

IJKL é um quadrilatero
auto intersectante

Diferente dos tridngulos, os quadrilateros possuem uma estrutura nao
tao bem definida a partir de poucas informagoes [dessa maneira, € dificil
inclusive estabelecer critérios de congruéncia de quadrilatero, de forma
que nao discutiremos a respeito disso]. Por outro lado, alguns quadrilateros
possuem definigoes interessantes que levam a propriedades bastante Uteis,
e entdo recebem nomes especiais.

2. Trapeézio

Dizemos que se o #ABCD é convexo tal que AB//CD, entdo o
quadrilatero é um ‘trapézio’ de bases AB e CD. Caso os outros lados
opostos ndo sejam paralelos, a eles chamaremos lados obliquos.

Existem 3 tipos especiais de trapézio:

— Trapézio isosceles: os lados obliquos sdo congruentes;

— Trapézio escaleno: os lados obliquos nao sdo congruentes;

— Trapézio retdngulo: um lado obliquo é perpendicular as bases [costuma
ser chamado de altura].

B C E / L
O]

A D F e\ K

ABCD é um trapézio isosceles, EFGH é um trapézio retangulo,
IJKL é um trapézio escaleno.

Uma estratégia comum em resolugao de problemas com trapézio é
tragar alguma paralela, normalmente a algum lado obliquo, quebrando um
trapézio em um tridngulo e um paralelogramo.

3. Paralelogramo

Dizemos que se o #ABCD é tal que AB//CD e AD//BC, entdo o
quadrilatero é um ‘paralelogramo’. Através de congruéncia de tridngulos,
podemos provar as seguintes propriedades:

— 0Os pares de angulos internos opostos sao congruentes;

— 0Os pares de lados opostos sdo congruentes;

— As diagonais do paralelogramo se bissectam, isto é, se cortam no
ponto médio.

Quadrilateros

ASSUNTO 4

Matematica V

De fato, também é possivel provar que, se uma dessas propriedades
é satisfeita, entdo o quadrilatero é necessariamente um paralelogramo.
Além disso, vale que: se 0 quadrilatero convexo ABCD é tal que AB e CD
sdo segmentos paralelos e congruentes, entao ele é um paralelogramo.

D C

Na figura, ABCD é um paralelogramo.

4. Retangulo

Dizemos que um quadrilatero é ‘retdngulo’ se for um quadrilatero
equiangulo. Dessa maneira, todos os seus angulos serdo retos. Como
todos o0s angulos sao congruentes, em particular os opostos sao iguais;
logo, todo reténgulo é paralelogramo, herdando suas propriedades.

Uma propriedade que o retangulo tem a mais, diferente dos
paralelogramos, é que suas diagonais sdo sempre congruentes.

D C

A B

-]
ABCD é um retangulo de centro 0, o ponto O equidista dos vértices

Obs.: Todo triangulo retangulo pode ser obtido através do trago de uma
diagonal em um retdngulo. Logo, pode-se deduzir que a mediana relativa
a hipotenusa sempre mede a metade dela. [Na figura, o tridngulo ABD é
retangulo, AO é mediana relativa a hipotenusa e vale a metade da diagonal,
ou seja, vale a metade de BD.]

5. Losango

Dizemos que um quadrilatero é ‘losango’ se for um quadrilatero
equilatero. Dessa maneira, todos os seus lados séo congruentes. Em
particular, tem-se que os lados opostos sdo congruentes; logo, todo
losango € um paralelogramo, herdando assim suas propriedades.

Uma propriedade que o losango tem a mais, diferente dos
paralelogramos [e, portanto, também dos retdngulos], é que suas diagonais
sao perpendiculares. Também sdo bissetrizes dos angulos internos.

D C

A B

ABCD & um losango, o ponto / equidista dos lados
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6. Quadrado 4 B
Dizemos que um quadrilatero é ‘quadrado’ se for um quadrilatero y N
regular, isto &, se for equidngulo e equilatero a0 mesmo tempo. Dessa
maneira, todo quadrado é retangulo e losango ao mesmo tempo, portanto,
possui as propriedades deles. _D 'C
D I MN ¢ a base média no trapézio ABCD
& ’ AB +CD
MN//AB//[CDEMN = — ==
0
45° Observe que a base média passa pelos pontos médios das diagonais
B do trapézio. O segmento formado pelos pontos médios das diagonais
A f do trapézio é chamado de ‘Mediana de Euler’, e mede o modulo da

) semidiferenca entre as bases do trapézio.
ABCD é um quadrado de centro O

y B A B
7. Base média de triangulo ( N
Dado um tridangulo ABC, sejam M e N os pontos médios dos lados AB .\ _A_
e AC. Dizemos que o segmento MN é uma base média relativa ao lado BC. e
Nesse caso, valem as seguintes afirmativas: MN//BC e 2 - MN = BC, ou D c D C
Seja, a base média é paralela e igual a metade do lado ao qual ela é relativa. & S

PQ é mediana de Euler em ABCD  Sendo ABCD um trapézio, PQ é med. de Euler,
vale que PQ//AB//CD e PQ = ¢ - AB

———\, EXERCICIOS RESOLVIDOS \————————

01. No trapézio ABCD, as bases AB ¢ CD medem 17 e 32,
respectivamente. Sabendo que o angulo interno em B é o dobro do
encontrado em D, calcule a medida de BC.

MN ¢ a base média do ABC B
BC Solugao
MN//BC & MN = > Considere P sobre a base CD de forma que BP//AD. Dessa maneira,

#ADPB ¢ paralelogramo, e, por transporte de angulos via paralelismo,

" ) - ) o0s angulos ADP, BPC e PBA sao congruentes. Como B é o dobro de D,
Se, em um triangulo ABC, M € ponto médio de AB, e N esta sobre AC 0 angulo PBC é igual também. Com isso, o tridngulo BPC é issceles,

de forma que MN seja paralelo a BC, entao necessariamente ' é ponto cOmMBC = CP=CD—-PD =CD—-AB =32 —-17 = 15
médio de AC. '

02. ABCD é um quadrilatero convexo qualquer. Prove que o quadrildtero
formado pelos pontos médios dos lados de ABCD é um paralelogramo.

A

Solugao

Sejam M, N, P e Q médios de AB, BC, CD e DA, respectivamente.
No tridngulo ABC, MN é base média relativa a AC; logo, MN//AC e
MN = AC/2. Analogamente, no triangulo ACD, PQ // AC e
PQ = AC/2. Logo, MN//PQ e MN = PQ, o que caracteriza #MNPQ
como paralelogramo.

———\_EXERCICIOS NfVEL 1 \——

8. Base média de trapézio e [E Em um trapézio retangulo, as bases medem 8 cm e 18 cm. Se um
. dos angulos internos do trapézio mede 45°, entdo a altura do trapézio é:
mediana de Euler

B oL

M ponto médio de AB JK é a metade de QR
MN//BC implica N médio de AC JK ndo é a base média

Usando argumentos de base média de tridngulo, podemos provar  (A) 12.cm
0 seguinte resultado: se AB e CD sdo bases de um trapézio de lados  (B) 18 cm
obliquos AD e BC, e M e N sdo pontos médios desses lados obliquos, ~ (C) 13 cm
entdo chamamos MN de base média do trapézio, e vale que MN//AB// (D) 10 cm
CD e MN mede a semissoma das bases, ou seja, MN = (4B + cD)/2.  (E) 9cm
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[[F ABCD ¢ um paralelogramo tal que AB = 6 e AD = 8. A bissetriz do angulo
interno em A corta BC no ponto E. Calcule a medida do segmento CE.

[[E] Sobre os lados CD e AD de um paralelogramo ABCD, constroem-se,
externamente a ABCD, tridangulos equilateros CDE e ADF. Prove que o
tridngulo BEF também é equilatero.

[73 Prove que qualquer reta que passa pelo ponto / de intersecdo das
diagonais de um paralelogramo intersecta os lados opostos em dois pontos
M e N tais que IM = IN.

[5 Dado o retangulo ABCD cuja diagonal mede 10 cm, inscreve-se nele
um paralelogramo que possui os lados paralelos as diagonais do retangulo.
Qual é o perimetro do paralelogramo?

[ Duas retas perpendiculares entre si cortam os lados AB, BC, CD
e AD de um quadrado nos pontos X, Y, Z e W. Prove que XZ e YW séo
congruentes.

As bases de um trapézio escaleno medem 3 cm e 9 cm. Os segmentos
determinados pelas diagonais do trapézio sobre a base média sédo
proporcionais aos nimeros:

[T Em um paralelogramo ABCD, se E e F séo os pontos médios de AB
e CD, prove que as retas DE e BF dividem a diagonal AC em trés partes
congruentes.

——\\_EXERCICIOS NfVEL 2 \———

m No trapézio ABCD retangulo, a base menor AB mede a metade do
lado obliquo BC. Sendo M médio de BC, tem-se que o angulo DVB mede
120°. Calcule o angulo interno em C no trapézio ABCD.

[A As bases de um trapézio medem 10 cm e 8 cm e os lados néo paralelos
medem 5 ¢cm e x cm. Quais sdo 0s possiveis valores de x?

[[E] As diagonais AC e BD de um quadrilatero convexo ABCD se cortam
num ponto P. Os perimetros dos triangulos ABC e ABD sao iguais, bem
como os dos tridngulos ACD e BCD. Mostre que ABCD é um trapézio
isosceles.

[ ABCD ¢ um paralelogramo de lados medindo 7 cm e 10 cm. Calcule
o comprimento das diagonais do quadrilatero formado pelas bissetrizes
dos angulos internos de ABCD.

[H Constroem-se quadrados sobre os lados de um paralelogramo,
externamente a ele. Prove que o quadrilatero formado pelos seus centros é
um quadrado, cujas diagonais sdo concorrentes com as do paralelogramo.

[TJ Em um quadrado ABCD, as retas r e s passam pelo vértice A,
intersectando os lados do quadrado. Perpendiculares BB’, BB”, DD’ e
DD” séo tragadas em relacao a essas retas. Prove que B’B” e D’D” sao
congruentes e perpendiculares entre si.

AAEARARENEEA RE RS HE SEEEEE EEEEEE T EEEEE EEEE S S S R SRR SRS

Quadrilateros

Seja ABCD um quadrilatero convexo, e M, N, P e Q pontos médios
de AB, BC, CD e DA, respectivamente. Estabeleca condigdes sobre as
diagonais AC e BD para que o quadrilatero MNPQ seja um:

a. reténgulo;
b. losango;
¢. quadrado.

[F] ABC é um triangulo acutangulo, H é pé da altura tragada de A a BC, e
M, N e P sao os pontos médios de AB, AC e BC, respectivamente. Calcule
0 perimetro do quadrilatero MPH, sabendo que AB = 8, BC = 12 e BH =
3.

[E] No interior do triangulo ABC, toma-se um ponto | sobre a bissetriz de
A de forma que o angulo A/B é reto. Sendo M ponto médio de BC, calcule
IM, sabendo que AB = 15, AC = 19 e BC = 20.

No quadrilatero convexo ABCD, AB e CD sao congruentes. Prove
que a reta da mediana de Euler forma com esses lados angulos também
congruentes.

m Em um tridngulo ABC, AM é mediana. No tridngulo ABM, traga-se a
mediana BP, que corta AC no ponto Q. Calcule a razdo AQ : QC.

(A) 1:1 D) 2:1
%}g ) 2:3

Séo dadas duas paralelas. De um ponto A de uma delas, traga-se a
perpendicular comum AC e uma reta obliqua AB. Uma reta tracada de B
intersecta AC em E e a outra paralela em D, de forma que ED = 2 - AB.
Sabendo que o angulo ABC é de 60°, qual é a medida do angulo DBC?

ABCD é um paralelogramo, E é ponto médio de AD e F é a projecao
de B sobre EC. Prove que o tridngulo AFB € isosceles.

——\\_EXERCICIOS NfVEL 3 \——
[53 ABCD ¢ um quadrado de lado 2. Sobre os lados BC e CD marcam-se
0s pontos M e N de forma que MAN = 45°. Calcule o perimetro do tridangulo
MCN.

[E ABCD é um quadrilatero convexo qualquer. Prove que 0s segmentos
que unem os pontos médios dos lados opostos de ABCD e a mediana de
Euler de ABCD sao concorrentes no ponto médio deles.

[E] Seja ABCD um trapézio de bases AB e CD, com AB < CD. Sabe-se
que 0 segmento que une 0s pontos médios das bases e a mediana de
Euler do trapézio sdo congruentes. Prove que 0s angulos DAC e DBC sao
obtusos.

[ Uma reta r contém o vértice A de um tridngulo ABC. Sejam B’ e C’ as
projecoes de B e C na reta r. Determine a posigdo de r que torna méaxima
asomaBB’ + CC'.

[ Seja ABC um triangulo, e sejam P, Q e R simétricos do circuncentro
do tridngulo ABC em relagéo aos lados AB, AC e BC, respectivamente.
Prove que os tridngulos ABC e PQR sao congruentes.
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1. Definicao e nomenclatura

Dizemos que a circunferéncia de centro O e raior & o conjunto {P|OP =r}.
O circulo de centro O e raio r é o conjunto {P|OP < r}. O circulo é a unido da
circunferéncia com a regido interna a ela, que, prova-se, & umaregiao convexa.

0 comprimento de uma circunferéncia de raio r é dado por 27tr, sendo 7t
um numero irracional, aproximado por 3.1415926535 (existem expressoes
precisas para o calculo de ).

0 centro;

m © PO

AE : corda;

€D : didmetro

5 sebor eircular

;ﬁ; o arog

2. Posicoes relativas a uma reta

Como o circulo é uma regido convexa, uma reta pode intersectar a
circunferéncia em zero, um ou dois pontos, no maximo. Dizemos, nessa
ordem, que ela é externa, tangente ou secante ao circulo, de acordo com
0 numero de interse¢des com a circunferéncia (0,1 ou 2).

r. reta externa
S. reta secante
. retatangente

_—

Demonstra-se que a reta tangente
a um circulo é perpendicular ao raio -
tracado no ponto de tangéncia. Ou seja,
se r é tangente a uma circunferéncia
de centro O no ponto T, entdo r é
perpendicular a OT. -
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Um teorema importante: se P é um ponto externo a um circulo, e PAe
PB sao segmentos tangentes tragados de P ao circulo, entéo PA e PB sao
congruentes. Além disso, 0 segmento OP, que une o centro do circulo ao
ponto P, é bissetriz do angulo APB.

AOAP=AOBF, logo PA=PBea =0

3. Posicao relativa entre circulos

De acordo com a posigdo entre dois circulos, podemos classifica-los
como:

¢ Concéntricos: sdo circulos que possuem o0 mesmo centro.

« Internos: um estd totalmente contido no interior do outro.

« Tangentes internos: um tangencia o outro internamente. (Suas
circunferéncias so se intersectam em um ponto, no qual existe uma
reta tangente comum.)

¢ Secantes: as circunferéncias se intersectam em dois pontos.

« Tangentes externos: um tangencia o outro externamente. (No Unico
ponto de intersecdo das circunferéncias, existe uma reta tangente
comum.)

« Externos: os circulos ndo se intersectam.

No caso em que circulos sdo tangentes, interna ou externamente, 0s
centros e o ponto de tangéncia sdo sempre colineares. Dessa maneira, é
facil calcular a distancia entre os centros.

No caso em que circulos sao externos, 0 menor segmento e 0 maior
segmento ligando 0s dois conjuntos estdo contidos na reta que contém
0s centros.

4. Angulos no circulo

Uma vantagem dos circulos é a estrutura de transporte e calculo
facilitado de angulos que podemos deduzir a partir de algumas definigoes.
Para o que segue, seja um circulo de centro O.

Angulo central

Se A e B sdo pontos sobre a circunferéncia,
chamamos o angulo AOB de ‘angulo central’. C
Identificamos cada arco AB com seu respectivo
angulo central AOB, de forma que diremos que a B A
medida do arco é igual a medida do angulo.




Consequéncias imediatas:

« Acircunferéncia mede 360°.

e Um diametro define dois arcos de 180°, que chamamos de
semicircunferéncia.

e Se uma corda tem medida igual ao raio da circunferéncia, entao o
arco correspondente a ela mede 60°.

e 0 comprimento de um arco é proporcional ao angulo central que 0
determina.

®®

Angulo inscrito

Se A, P e B sao pontos da circunferéncia, dizemos que o angulo
APB é angulo inscrito na circunferéncia (seu vértice estd sobre a
circunferéncia). Por consequéncia da definicao anterior, junto com o
teorema do bumerangue, temos que 0 arco AB mede 0 dobro do angulo
APB, como mostra a figura.

Dessa maneira, fixado um certo arco AB, todos o0s angulos inscritos
que ‘olham’ para esse arco tém a mesma medida [ideia do arco-capaz].
Em particular, todos os angulos inscritos em uma semicircunferéncia
medem 90°.

P

Vejamos o caso em que O é interno ao angulo:
P

Obs.: 0 caso em que O externo pode ser feito de modo similar.

Como OA = OP temos OAP = OPA.

Da figura,AOf’B =AAf’B —pI5A g como OP = 0B
temos: OBP = OPB = APB — OPA.

Do bumerangue AOB = OAP + APB + OBP =
2-APB.

B

Angulos excéntricos

Se duas cordas AC e BD se intersectam no ponto P, interno ao circulo,
dizemos que o angulo APB é ‘excéntrico interno’, e vale a semissoma
dos arcos AB e CD para os quais tal angulo olha. Caso as retas AC e BD
se intersectem fora do circulo no ponto P, dizemos que o angulo APB é
‘excéntrico externo’, e mede a semidiferenga entre os arcos AB e CD,
em madulo.
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Circulos

Vejamos o0 caso em que APB é excentrico interno.

B’ K Tragando a reta AB’ e usando angulos inscritos
' temos: AB'B:%e B'AA':% .
Como APB ¢ externo do APAB’ : APB = AB'B +
A gax = AB+AB
B

Obs.: Os outros casos podem ser demonstrados com a mesma ideia.

Em problemas de poligonos regulares, angulos entre diagonais podem
ser facilmente calculados através dos angulos excéntricos. Lembre-se de
que cada lado determina arcos iguais, e, fazendo as contas, de medida
igual ao angulo externo.

Angulo de segmento

Se uma reta XA é tangente a um circulo no B
ponto A, e AB é uma corda, dizemos que 0 &ngulo
XAB & ‘angulo de segmento’, e mede a metade do
arco AB contido na sua regido interna. X
De fato, basta considerar que a tangente é o caso limite da secante, de
modo que vale 0 mesmo resultado do angulo inscrito.

5. Arco capaz

Dado um segmento AB fixo, e um angulo o constante, o lugar
geométrico dos pontos P tais que o angulo APB mede o. € 0 arco capaz
de o sobre AB. Ele é a (inido de dois arcos de circunferéncia congruentes,
com extremidades em A e B, como na figura.

Arco capaz de 30° sobre AB
0Os pontos P e P’ “olham AB
segundo um angulo de 30°

Sendo O centro do arco capaz,
temos AOB = 2a. = 60°

Observe que um circulo de didmetro AB, excetuando os pontos A e B,
é arco capaz de 90° sobre AB.
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6. Quadrilatero inscritivel

Através dos resultados anteriores, podemos adquirir uma técnica para
incluir pontos em uma circunferéncia. Além do mais, essa ferramenta sera
(til para transportar angulos.

Primeiro, observe que trés pontos colineares (ou ainda, um tridngulo)
sempre determinam um circulo que passa por eles (circulo circunscrito
a eles). Nem sempre, portanto, quatro pontos estdo em um circulo por
exemplo. Veremos duas condigdes interessantes para que isso ocorra.

Dizemos que o #ABCD ¢ inscritivel quando existe uma circunferéncia
que passa pelos vértices. Para isso, existem dois critérios angulares
iniciais:

I. Um quadrilatero é inscritivel se, e somente se, a soma dos angulos
internos opostos vale 180°.

II.  Um quadrilatero é inscritivel se, e somente se, atende a “ideia do arco
capaz”, ou seja, #ABCD é inscritivel se, e somente se, 0s angulos
BAC e BDC sio iguais.

A_—
B
c
a+ B =180°
Os angulos opostos séo Angulos “olhando” 0 mesmo
complementares. arco iguais.

7. Quadrilatero circunscritivel

Da mesma forma, podemos estabelecer critérios para que um
quadrilatero tenha seus lados tangentes a uma circunferéncia.

Todo tridngulo possui um circulo inscrito, ja que suas bissetrizes
sdo concorrentes. Em um quadrildtero, nem sempre isso ocorre. Caso
ocorra, o ponto de encontro é equidistante dos lados, logo é centro de
uma circunferéncia que tangencia os lados.

Existe o Teorema de Pitot: 0 #ABCD é circunscritivel, ou seja, seus
lados tangenciam uma circunferéncia, se, e somente se, vale a seguinte
relagao: AB + CD = AD + BC (as somas dos lados opostos sao iguais).

ABCD & quadrildtero cireunscritive
& @ centro co clrouls inscrio HNustrando o Teorema de Pitot
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——\, EXERCICIOS RESOLVIDOS \——

01 Fixam-se os pontos B e C, e faz-se variar um ponto A de forma
que BAC = 60°. Determine o lugar geométrico do incentro do tridngulo
ABC.

Solucao:

Tem-se que, como A = 60°, entdo B + C = 120°, logo (B+C)/2
= 60°. Sendo / 0 incentro de ABC, no triangulo BIC, tem-se que BIiC
= 180° - (B+C)/2 = 120°. Como B e C séo fixos, e 0 angulo BIC
¢ constante e igual a 120°, tem-se que / varia em um arco capaz de
120° sobre 0 segmento BC. (dado A, tem-se BIC=90° + A/2, como
visto no bloco de tridngulos)

[A O tridngulo ABC esta inscrito em um circulo, e uma corda KL
corta os lados AB e AC nos pontos P e Q. Sabendo que 0 #PQCB é
inscritivel, prove que o tridngulo AKL é isosceles.

Solucao:

Ja que o #PQCB é inscritivel, entdo os angulos APQ e ACB séo
congruentes. Por soma de arcos, tem-se que, dai, 0s arcos AK e AL
sao congruentes, portanto as cordas AK e AL sao congruentes. Segue
dai o resultado.

m 0 circulo exinscrito relativo a BC no tridangulo ABC tangencia a
reta AC em P. Prove que o segmento AP mede o semiperimetro do
tridngulo.

Solugao:

Sejam X e Q os pontos de tangéncia do exincirculo com os lados
BC e AB, respectivamente. Por segmentos tangentes iguais, tem-se:
CP=CX=x,BQ=BX=y,AP=AQ =c + x =y + b. Logo, no
tridngulo ABC, 2p = AB + BC + AC = ¢ + (x+y) + b = 2AP. Dai,
AP = p, 0 semiperimetro do tridngulo.

(i} 0 circulo inscrito no triangulo ABC tangencia o lado AB no ponto
F. Prove que AF = p —a, sendo p 0 semiperimetro e BC = a.

Solucao:

Sejam D, E e F os pontos de tangéncia do incirculo com os lados
BC, AC e AB, respectivamente. Entdo: AE = AF = x, BD = BF =y,
CE = CD = z. Logo, no tridngulo ABC, 2p = 2x + 2y + 2z, logo x
+y+2z=p.ComoBC =a=y+ztem-se que AF=x =p-a.

[F Prove que o simétrico do ortocentro de um tridngulo em relagao
a qualquer lado pertence ao circulo circunscrito ao tridangulo.

Solugao:

SejaABC o tridngulo (considere por ora acutangulo), de ortocentro
H, e seja H* o simétrico de H com relagao ao lado BC. Tem-se entao que
sao congruentes os angulos HBC e HAC (os dois sao complementares
do angulo C interno). Por simetria, HBC e H*BC sao congruentes, logo
H*BC e HAC sao congruentes. Como A, H e H* sao colineares, tem-se
H*BC = H*AC. Logo o quadrilatero H*BAC é inscritivel, ou seja, H*
pertence ao circuncirculo de ABC. O caso em que ABC é obtusangulo
pode ser tratado por analogia.




——\ EXERCICIOS NiVEL 1 \———

[T E dado um circulo A de raio 10 cm e dois circulos B e C tangentes a
A internamente, e externamente entre si. Calcule o perimetro do tridangulo
formado pelos centros dos circulos A, B e C.

[[A 4B ¢ diametro de um circulo de centro O e raio 9 cm. Prolonga-se AB
de um segmento BP, e traga-se uma secante PMN, com M e N sobre o
circulo, de forma que PM = OA. Calcule o comprimento de NA, sabendo
que o0 angulo BPM mede 20°.

[E] Um triangulo acutangulo ABC esté inscrito em um circulo, de forma
que AB é congruente ao lado do tridngulo equilatero inscrito nesse circulo,
e BC é congruente ao lado do quadrado inscrito nesse circulo. Calcule o
maior angulo interno do tridangulo ABC.

[73 0 quadrilatero ABCD ¢ convexo inscritivel, e sua regiao interna contém
o centro do circulo no qual esté inscrito. Sabe-se que AB e CD tém medidas
iguais as do quadrado e do enedgono inscritos nesse circulo. Calcule o
angulo formado pelas diagonais de ABCD.

[5) ABCDEFGHIJKL é um poligono regular. Calcule o angulo formado:

) pelas diagonais AC e BD.

) pelas diagonais BE e DH.

) pelos prolongamentos dos lados CD e HI.

) pelos prolongamentos das diagonais BD e HK.

(A
(B
(C
(D

[J Um tridngulo ABC esté inscrito num circulo de raio 6 cm, e seu
perimetro mede 16 cm. Sabendo que A = 30°, entdo a somaAB + AC é
igual a:

Um quadrilatero convexo ABCD esta inscrito em uma circunferéncia, e
suas diagonais se intersectam perpendicularmente no ponto P. Prove que
a altura tragada de P no tridngulo ABP € colinear com a mediana tragada
de P no tridngulo PCD.

[T um hexagono regular ABCDEF e um pentagono regular AXYZW
estdo inscritos em uma mesma circunferéncia. Sabendo que o arco CY
é menor que 90°, e que CY é lado de um poligono regular inscrito nessa
circunferéncia, determine o nimero de diagonais desse poligono.

[E] Prove que, em um tridngulo retangulo de perimetro 2p e hipotenusa
a, 0 raio do circulo inscrito mede r = p —a.

KL 4BC & um triangulo isésceles de base BC, e ABPQ é um quadrado
construido externamente a ele. Calcule a medida do ngulo QCB.

m A e B séo dois pontos de uma circunferéncia que a dividem em arcos
de medidas proporcionais a 3 e 7. As tangentes tragadas por A e B formam
um angulo igual a:

EH Em um quadrilatero ABCD convexo, os vértices B, C e D sao
equidistantes do vértice A. Se A = 140°, o angulo C mede:
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Circulos

(A) 40°. (D) 140°.
% ; 2; 9°. (E) 70°.

Prove que entre cordas paralelas de uma circunferéncia estdo arcos
congruentes.

Dois circulos sdo tangentes externamente em A. Traga-se uma secante
aos circulos por A, que intersecta cada circulo em B e C, respectivamente.
Prove que as tangentes em B e C sao paralelas.

Em um tridngulo ABC, une-se o ponto médio da base BC aos pés H e
H’ das alturas BH e CH'". Prove que o triangulo MHH' € isosceles, e calcule
seus angulos em fungao do dngulo A.

ABC é um triangulo equilatero e BCD um tridngulo retangulo e isdsceles
em D, com D externo ao triangulo ABC. Sendo M médio de AB, determine
0 angulo DMB.

Sobre um circulo marcam-se dois arcos AB e AC menores que 0
semicirculo e uma corda DE que liga os pontos médios D e E dos arcos
AB e AC determinando-se sobre as respectivas cordas dois pontos F e G.
Prove que AF = AG.

Dois circulos de centro O e O’ se intersectam em A e B. Se AOC e
AO’D séo dois didmetros desses circulos, prove que:

a. CD é perpendicular a AB;
b. os pontos C, B e D sao colineares.

——\_EXERCICIOS NiVEL 2 \—

[[1] Considere um triangulo ABC de angulos internos iguais a 50°, 60°
70°. Sendo DEF o tridangulo cujos vértices sao os pontos de tangéncia do
incirculo de ABC com seus lados, calcule os angulos do tridangulo DEF.

[[F ABC ¢ um tridngulo cujo perimetro ¢ 10 cm, e BC mede 4 cm. Sejam
D e E sobre os lados AB e AC, respectivamente, tais que DE é tangente ao
incirculo de ABC. Calcule o perimetro do tridngulo ADE.

ﬂ:] ABC é umftridngulo escaleno retangulo em A, e AD é a bissetriz interna,
com D sobre BC. Toma-se 0 segmento DE perpendicular aBC, comE sobre
0 lado AC. Calcule o angulo BED.

m E dado um circulo de centro C, e um ponto O externo a ele. Os segmentos
tragados de O tangentes ao circulo sao OX e OY. Traga-se também uma secante
OBA, cortando a circunferéncia em B e A, com B entre O e A. Sabendo que o
arco AX é o dobro do arco XB e o angulo XQY é reto, calcule o angulo BOX.

05 E dada uma circunferéncia e um ponto P, externo ao circulo, a partir
do qual se tragam os segmentos tangentes PC e PD. Marca-se sobre a
circunferéncia um ponto A, e sobre AD um ponto B tal que AB = BC. Dessa
maneira, BAC = 80°. Calcule 0 angulo PBC.

(A) 50°. (D) 60°.
(B) 40°. (E) 65°.
(C) 80°.

[T3 No tridngulo acutangulo ABC, H é pé da altura de A. Os pontos M e N sdo
as projecoes de H sobre os lados AB e AC, e 0s pontos P e Q séo as projegoes
de M e N sobre os lados AC e AB, nessa ordem. Prove que PQ // BC.
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Matematica V — Assunto 5

Duas circunferéncias de raios R e r se cortam nos pontos A e B.
Em cada circunferéncia, a partir do ponto B, tragam-se cordas BQ e BN,
que cortam a outra circunferéncia nos pontos P e M [de forma que Q e
M estao na circunferéncia de raio R, e P e N estdo na circunferéncia de
raio r]. Sabe--se que AB é bissetriz do angulo @BN. Assinale a proposicéao
verdadeira:

(A) seR > r,entdo PQ > MN.

(B) PQ = MN se, e somente se, R > r.

(C) sempre PQ = MN.

(D) AQ = NAe AM = AP.

(E) N.RA.

[[T] Dois circulos séo tangentes no ponto A. 0 segmento BC ¢ tangente
comum aos circulos. Prove que o angulo BAC é reto.

m A, B e C sao trés pontos de um circulo. A bissetriz do angulo ABC
intersecta o circulo em D. Do ponto D traga-se uma corda paralela a AB que
intersecta o circulo em E. Se DE = 3 cm, quanto mede o segmento BC?

KL Os circulos inscrito e exinscrito relativo a BC tangenciam o lado BC
do triangulo ABC nos pontos M e N. Prove que BM = BN.

Em uma circunferéncia de centro 0, marcam-se os pontos P e Q, e
tragcam-se tangentes AP e AQ ao circulo. Por um ponto M do menor arco
PQ, traga-se a tangente, que corta AP e AQ nos pontos B e C. Prove que,
variando M, ndo variam:

a. 0 perimetro do triangulo ABC.
b. o0 éngulo BOC.

N0 NN

Em uma triangulo escaleno ABC, A = 60°. Sejam H, / e 0, respecti-
vamente, ortocentro, incentro e circuncentro de ABC. Prove que:

a. ospontos B, H, 1, 0 e C estao num arco de circunferéncia.
b. HI=10.

——\\_EXERCICIOS NfVEL 3 \———

50 ABCD é um quadrado, e sobre os lados BC e CD tomam-se pontos M
e NV de forma que MAN = 45°. Os pontos P e Q sdo os pés das alturas de
M e N no tridangulo AMN. Prove que os pontos B, P, @ e D séo colineares.

[ Em um circulo de centro O, toma-se uma corda AB, e dentro dele
traga-se o tridngulo ABC equilatero, com O interno ao tridngulo. Sobre a
circunferéncia marca-se o ponto D, tal que AD = AB, e a reta CD corta o
circulo novamente em E. Calcule o comprimento de £8 em fungéo do raio
R do circulo.

[E Reta de Simson-Wallace — Prove que as proje¢oes de um ponto do
circuncirculo de um tridngulo sobre as retas suportes dos lados desse
tridangulo séo colineares.

[ (IME) Quatro retas concorrentes duas a duas determinam 4 tridngulos.
Prove que 0s seus circuncirculos sao concorrentes em um ponto.

[ Seja ABC um triangulo e sejam P, Q e R pontos quaisquer nos lados
BC, AC e AB, respectivamente. Prove que as circunferéncias circunscritas
aos tridngulos ARQ, BPR e CPQ se encontram em um ponto.

\,_RASCUNHO X
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