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APRESENTACAO

Uma colecdo de livros destinados a formacao de conhecimentos
matematicos exige de todos os envolvidos certo grau de comprometi-
mento. Ao autor, fica a tarefa de transmissao de conteldos elencados
normalmente para o grau de ensino a que se destina, procurando
dar um encaminhamento claro, objetivo e didatico. Seu papel tam-
bém compreende a busca de procedimentos que possibilitem um
desenvolvimento adeguado das aulas a serem ministradas, tendo o
cuidado de levar em conta dois outros personagens extremamente
importantes para que o processo de ensino e aprendizagem ocorra:
professor e aluno.

Quanto a Matematica que o aguarda nas proximas paginas, ndo
posso dizer que serd um caminho com um acesso imediato e veloz.
Antes, prefiro acreditar que € uma trajetdria lenta, mas necessaria, rica
de saberes construidos ao longo de nossa evolucdo e carregada de
duvidas necessarias, de etapas a serem ultrapassadas. Nao pense na
Matematica como uma ciéncia exata, pois antes das certezas, estuda-
mos nela os acasos; antes de termaos as medidas precisas, temos as
aproximacoes, que sao muito mais reais.

A proposta de nossa colecao de Matematica para o Ensino Médio
contempla diversos aspectos importantes gue devemn ser levandos em
conta. Entre eles destacamos a necessidade de ter na matematica um
conhecimento historicamente construido, que permite desenvolver
habilidades de pensamento importantes na formacao do cidaddo. Outro
aspecto considerado também fundamental e que aqui procurou ser
levando em conta, € o de permitir um trabalho voltado a autonomia,
pois & desejavel cada vez mais pessoas que busguem e construam
conhecimentos.

Um bom trabalho!

O Autor
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Abertura de
capitulo

E apresentado o
assunto do capitulo.

Proporcionalidade

s e, e

iverrhss ez Questoes e

Abertura de Unidade _ -

Ao iniciar um tema, convida o aluno ' : reflexoes

a envolver-se no assunto. Isso - et ot Perguntas aplicadas
é realizado por meio contextos b e e e i ao longo do
diversos, que podem ser do o desenvolvimento da
cotidiano ou do desenvolvimento 1 . teoria para abordar
histérico da Matemdtica, e explora l 1 P conhecimento

curiosidades a respeito do préprio prévio e reflexdes
[ sobre o conteldo.

tema da unidade.

Explorando

Secdo que aparece
ao longo da teoria
com o objetivo de

explorar determinado
contetido ou a
situacdo com o uso
de calculadoras
ou programas de i
computador. e

H

Perpendicalorisme

e : el il | Textos na
] el | i | Matemadtica
' | s I : Nessa secdo &
] S | utilizada a forma
'"| ' : | textual para abordar
| : : - | explicacdes
' T | necessérias para a
L | compreensdo de
contelidos diversos.
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Historia da Algumas conclusoes Explorando habilidades
Matematica Similar a um roteiro, onde é e competéncias

Aqui sdo abordados a histéria proposta uma reflexdo sobre Situacdes elaboradas para explorar
da Matemética, no decorrer do o que foi desenvolvido na conhecimento utilizando um

unidade.

tempo, e seus personagens. contexto diferente.

Alem dos exemplos ao longo
da teoria, os exercicios servem
como estratégia para a
explorar o conteddo.

Exercicios resolvidos -

Exercicios T
propostos

Exercicios para
fixacdo, no final de
cada tema.

_ -

Vestibular e Enem

No final de cada unidade, exercicios
relacionados a vestibulares de todo
Brasil e guestdes do Enem.

Desafio

Exercicio relacionado a Unidade,
com nivel mais complexo.

[ Atenco |

Ndo escreva no livro. Todos os exercicios
devem ser resolvidos no caderno.



UNIDADE 1 - MATEMATICA FINANCEIRA

Capitulo 1-Proporcdo e porcentagem ...................
ProporCionalidatie .o vsweasmvmminssssmmssimys
POICOntageny . ssimiiahnahanma sy
AUMENtos € deSCONTOS. ....ouiieiiiiiiiiiiiree i eiianss

Capitulo 2 — Juro simples..............ccccoooeiiineiien.
Jurosimples. .
Juro simples e progressdo aritmética................
Juro simples e funcao afim...........................

Capitulo 3 — Juros compostos..........cccoovevivinrnneeenn.
JUFOS COMPIOSTOE wuusiasiswssisios oniais susvmivma ssnsssns
Progressao geométrica e logaritmos ................
Equivaléncia de taxas ...........c.cccooovvvrnnrinennnnn.
Compras a prazo e financiamentos ..................
Vestibulares e ENeny .. ... c...ansiisei
Explorando habilidades e competéncias.......

UNIDADE 2 - TRIGONOMETRIA

Capitulo & — Trigonometria na circunferéncia .........
Breos B aNgUIDS i s inmarasaes
Circunferéncia trigonometrica..........ccoccvevvveennen.
Seno e cosseno de UM arco ......oooveeeeeoveeeeeeeeen..
Funcéo seno e funcdo cosseno ...,

Capitulo 5 — Relacdes trigonométricas ...................
A tangente de um arco na circunferéncia ............
Outras razdes trigoNoOMEtricas. .......coocoooeeeieeeeea.
Equacdes trigonometricas ..........oooooveeiiiiiiieeninns.

Capitulo 6 — Transformacgoes trigonométricas ........
Formulas para adicao e subtracdo de arcos ...
Férmulas de duplicacadode arcos........................

Vestibulares e Enem ....... R
Explorando habilidades e competéncias.......

ARy

10
10

20
21

23
23
26
27
27
31

UNIDADE 3 - MATRIZES, DETERMINANTES E
SISTEMAS LINEARES

Capitulo 7 — Matrizes e Determinantes .............. ....86
Conceitos iniciais de matrizes....... R 86
Adicdode matrizes ... 92
Subtracdo de matrizes ......c.cooccieiiniiinniienionionin 93
Multiplicacdo por um nimeroreal ...................... 95
Multiplicacdo de matrizes ............cocoooiiiiiiviinnnnine 97

Propriedades do produto de duas matrizes..........99

Determinantes de matrizes ............................. 102
Propriedades dos determinantes ...................... 106
Capitulo 8 — Sistemas de equacdes lineares ........... 11z
Equacoes e sistemnas de equacoes lineares ......... 112
Escalonamento ....ccoooovvvieiiiinn i e 116
Matrizes e sistemas lineares.............................. 123
Vestibulares e Enem ................ Y 129
Explorando habilidades e competéncias......131
UNIDADE 4 - GEOMETRIA ESPACIAL
Capitulo 9 — Geometria espacial de posicdo .......... 134
Primeiras nOCOes ... v hninienan s 134
Planos: determinacao e posicoes relativas.......... 138
Planos e retas: posicoes relativas....................... 139
Retas: posicdes relativas. .........ccccovievvvvenrnnnnnn.n. 141
Perpendicularismo ... 141
Projecées ortogonais e distancias ..................... 144
DISLANCIAS i 145
Capitulo 10 - Poliedros ............cicicniineiniianian 153
NoCad de PollEdID ..o 154
Poliedros regulares ... 155
Classes de poliedros ... i 157

Filipe Rocha :



Capitulo 11— PrisSmas.............ccccoooeieiiiiiiieii 161

Prismas e seus elementos .......ooooeviieeiieeieennn.e.

Prisma regular ..........cccccevviiveiiiieiiiiiieeciieeeeen.. 163
Area da superficie de um prisma ..................... 163
Paralelepipedoecubo. ............cocoociiiiiiiin.... 166
Volume do prisma..........coooooiiie 170
Volume do prisma e principio de Cavalieri ......... 173
Copitinlo 32 = PRGIIAEE. .. vvsws ssrsssmsssormmm seasmssanass 178
Pirdmide e seus elementos ...............ccccce.......... 178
Pirdamides requlares.................ccooeeeiieiiiieinnnnn. 179
Area da superficie de uma pirdmide .................. 181

Volume da pirdmide.............................
Vestibulares e ERem .........ccommssmmimmaiss
Explorando habilidades e competéncias......191

UNIDADE 5 - ANALISE COMBINATORIA
Capitulo 13 — Principio fundamental da contagem. 194

Principio fundamental da contagem ................ 194
Capitulo 14 — Permutacgdes.................................. 201
Permutacdo simples.......................... 201
Fatorial de um ndmero natural ......................... 203
Qutras situacdes com permutacao.................... 205
Permutagao com repeticao .................oo.......... 208
PermuUtaCao CIfCUIAL . .oovocnvsmmvmmsesisssn samansans use us 209
Capitulo 15— Combinacdes e arranjos .................. 213

Combinagies simples ...
CombinagOes B armanjos ......ocooveeeieeranreseceeiraenns 219

Combinagdes condicionadas ..........c.ccccoooooe 220

Capitulo 16 — Binémio de Newton .........................

Propriedades das combinacdes........................

223
223

Férmula do desenvolvimento de um bindmio.... 229

Férmuladotermogeral........coocoviiiininiiniinnnn, 230

VestibulareseEnem ..................................

233

Explorando habilidades e competéncias..... 235

UNIDADE 6 - PROBABILIDADE E ESTATISTICA
Capitulo 17 - Introducdo a teoria das

probabilidades..............ccoooii 238
Ideias iniciais ..o 238
Espaco amostral e evento .............ccococcvievnnnnnn. 240

Capitulo 18 — Cdlculo de probabilidades................ 245
Probabilidade em espago amostral finito ........... 245

Probabilidade deumevento.........ccceveevvveinens

246

Aplicacoes de probabilidades........................... 250

Capitulo 19 - Adicdo e multiplicacdo de

probabilidades.. ..o s s
Probabilidade da unido e da interseccéo............
Probabilidade condicional .................occooceiiin.

BE R

Probabilidade de eventos independentes.......... 260

Capitulo 20 - Introducdo 4 estatistica ..................
Ideiasiniciale: vsiananmnimiaaieinme

266
266

Frequéncia absoluta e frequéncia relativa........... 269

Organizando dados em graficos ...........c..c........
Vestiiilares @ BIe ... .. cuasssss vninimmaisns

273
282

Explorando habilidades e competéncias..... 285

Filipe Rocha



MATEMATICA

UNIDADE FINANCEIRA

¥ -1.759
V-68.23 .
~456.56 |
-8.354
-0.036 0

TFNOn

¥ Return GQ%
w8 (i

Na era da informacéo,

qualquer mudanca politica
numa nacdo, por exemplo,
pode influenciar as aplicagoes
financeiras e os valores das
moedas no resio do mundo.

ol

Rawpixel.comfShutterstock.com

Nesta unidade, conheceremos
alguns aspectos da
Matematica financeira,

como juros simples e juros
compostos.

As mudancas politicas e
econdmicas em qualquer
nacao podem influenciar a
economia global.



™ Nl al i -
-1.759 |
e Currencies $1= Change %Change
T ggt;i: EOUND 0.6529 +o_nog1 +0.012%
. ORUNA 20.1790
Danish KRONE 5.8659  +0.0005 +0.009%
).0112g European EURO 0.7889  +0.0002 +0.028%
Hungarian FORINT 244 9750
S en Norwegian KRONE ~ 6.0616  +0.0023 +0.038%
2T 0 Polish ZLOTY 3.4800
Russian RUBLE 31.8485
Swedish KRONA 6.9936  +0.0019 +0.027%
Swiss FRANC 0.9535 +0.188%

M0018
UGH EJY O

} 0F}S7 540 3 Mon‘th ﬁ;gha?ge

rables

______________________________________________________________ . +5.65%
mer Nbn-Durables +2.88%
-rTr Tl gl Services WEF +6 ‘W‘F
4 e Technology +2.53%
£/ _ -3. rals \ "‘6-610/0
_______________ L™ | +5.52%
________________ V- Sepvices +11.73%
_ | +5.11°%
o vic ‘-1.5

g

Nov c

g 20 Wh

l High 9.]

Low Lo ’
o ALY TIN 5

o Return ¢

) MKtVol. %




Adilson Secco

OHIHnIlmllmllu
(=] ]
o
0

CAPITULO

1

As escalas de temperatura Celsius e Fahre-
nheit estao relacionadas por meio da seguinte

igualdade:
c F—32

100 180

Note que os dois membros dessa igualda-
de sdo razoes. A igualdade de duas razdes é em
Matematica, chamada proporcao.

Para compreender como a relacao entre
essas escalas foi obtida, podemos observar dois
termdmetros, lado a lado, um na escala Celsius
e outro na escala Fahrenheit. A altura do mer-
curio nos dois termdmetros é a mesma, 0 que
muda é a escala (a ‘régua”). Assim, conforme
ilustrado a seguir, temos, para uma temperatura
C, na escala Celsius, e F, na escala Fahrenheit, a
proporcao entre as diferencas (alturas nos ter-
moémetros) dos valores das escalas:

H 100 °C E 212°F
-0 _ F-32
100-0  212-32

_F-32
100 180
32°F

- Unidade 1 Matemadtica Financeira

Maonika Hun ackovafShutterstock .com

} PROPORCAO E PORCENTAGEM

Resolva os
exercicios
no caderno.

Respostas no Manual do Professor.
Questoes e reflexdes

1. Qual é a temperatura na escala Celsius
correspondente a 75 °F?

2. Qual é atemperatura em que as duas
escalas tém o mesmo valor numeérico?

Neste capitulo retomaremos, por meio de
exemplos, algumas ideias que foram estudadas
no Ensino Fundamental sobre propor¢oes.

Proporcionalidade

Ha uma propriedade que normalmente é
utilizada no calculo envolvendo proporcdes:

Ern urna pmn@msa DI "utad@met '

a c
Na proporcao E = E 0s termos chama-

dos extremos sdo a e d, enquanto os termos
chamados meios sao b e ¢. Com base nessa

propor¢ao, para que o produto dos extremos
seja igual ao produto dos meios, basta multipli-
car os dois membros da igualdade por b - d:

9 s €

b d

2 p.d=%<.bd

b d

a-d=»b-c
Numeros diretamente
proporcionais

Um exemplo de geometria plana envol-
vendo proporcoes € quando duas ou mais retas
paralelas determinam em duas retas transver-
sais segmentos de medidas proporcionais (di-
retamente proporcionais).



Exemplo:

As retas paralelas a, b, ¢ e d determinam
sabre as retas transversais r e s segmentos de
comprimentos indicados na figura a seguir. Va-
mos determinar a medida desconhecida x.

/ *
< || 2
6o | 4 ecm
| b

-
= |

Y

Y

15cm

Y

S A
¢}
3

Y

\Jk
P

e De acordo com o teorema de Tales, que
vocé ja estudou, as medidas dos segmentos
determinados nas duas retas transversais s3o
proporcionais. Assim, podemos escrever:

6_15_12
4 10 x

e Utilizando apenas uma dessas igualda-

des, podemos determinar x:

15 12
0 x
15x =120= x =8
Portanto, a medida desconhecida é 8 cm.

Nesse exemplo, quando consideramos as
razoes entre as medidas indicadas, temos:

6 15 12

- =15 —=15 —=15
4 10 8
Assim,

6 15 12
—————— 15

4 10 8

Dizemos que o numero 1,5 € a constante
de proporcionalidade.

Essa proporcao indicada também é valida
quando acrescentamos outra razao cujo nume-
rador e a soma dos numeradores e o denomi-
nador é a soma dos denominadores, isto é:

Figura: €& DAE

g_E_E_6+15+12_15
4 10 8 4+8+10 g

%WWGS_IE&B nao nuiaw b Gl

ﬂ*b’cf.q.,rr'nessa"”““f
I b_c =
a b ¢ 0
ey @ EbbCH. R
S dtbtdtn

(k& a constante de proporcionalidade)

OBSERVACAO:
Quando numeros ou grandezas sdo diretamente
proporcionais, seus quocientes sao constantes.

Exemplo:

Marcia, Pedro e Rubens abriram um es-
critério de advocacia. Para constituir uma so-
ciedade, Marcia investiu R$ 100.000,00, Pedro,
R$ 80.000,00 e Rubens, R$ 40.000,00. Apos
1 ano de intenso trabalho, houve um lucro de
R$ 66.000,00. Como esse lucro deve ser dividido?

e Nessa situacdo, a divisao deve ser feita
em partes diretamente proporcionais as
quantias investidas quando da consti-
tuicao da sociedade. Considerando que
Mércia, Pedro e Rubens receberao, res-
pectivamente, x, ¥ € Z, em reais, temos:

X _ y _ z x+y+z
100000 80000 40000 1 00 000+80000+40000
X Yy =z - 66000 _ 3
100000 80000 40000 220000 10
L DR, 1)
100000 10
Y = i = y = 24000
80000 10
Z_ 3 7= 12000
40000 10

Portanto, Marcia recebera R$ 30.000,00:
Pedro, R$ 24.000,00; e Rubens, R$ 12.000,00.

Proporgéo e porcentagem  Capitulo 1 -



Numeros inversamente
proporcionais

Também ha situagdes que relacionam ndmeros
inversamente proporcionais. De modo geral, temos:

..
Dizemos que os numeros reais ndo nulos
a, b, ¢, .., n sao inversamente proporcionais aos nu-
meros a, b ¢, .., n, nessa ordem, quando sao dire-

. 111 1

porcionais aos numeros pRORLp Lt

Entdo:a-a' =b-b' =c-c' =_.=n-n

OBSERVAGAO:
Quando numeros ou grandezas sao inversamente
proporcionais, seus produtos sdo constantes.

Exemplo:

Vamos considerar que Marcia, Pedro e Rubens
constituiram uma sociedade com capitais iguais, isto
¢, todos contribuiram com R$ 80.000,00. Apés algum
tempo, houve um lucro de R$ 38.000,00. Como divi-
dir esse lucro, considerando que Marcia, no periodo
correspondente, ausentou-se durante 2 meses, Pe-
dro, 4 meses e Rubens, 5 meses?

e Neste caso, a divisao devera ser inversamen-
te proporcional ao tempo que cada sacio es-

EXPLORANDO Orientacdes e respostas no Manual do Professor

Vimos a relagao entre as escalas de tempera-
tura Celsius e Fahrenheit. Utilizamos o célculo de
proporcao para obter essa relacao. Vamos explorar
essa ideia um pouco mais.

1. Observando as equiva-
|éncias entre as tempe-
raturas nas escalas Cel-
sius e Kelvin, indicadas
nos termoémetros ilus-
trados ao lado, obtenha
uma formula matemati-

- Unidade1 Matematica Financeira

teve ausente. Assim, quanto maior o tempo
ausente, menor a quantia a receber. Sejam x,
y e z, respectivamente, as quantias que Mar-
cia, Pedro e Rubens vao receber, em reais.
Entao, temos:

TET STk o
- = = 2
2 4 5 p
y:_

=4y =57=k= 3 4

k

Z:_

5

e Como a soma desses valores corresponde ao
lucro, calculamos inicialmente o valor de k
para depois determinar a quantia que cada
um desses socios vai receber:

x +y + 2z = 38000

k kK k
- + — 4+ — = 38000
2 4 3
10k + 5k + 4k = 760000
19k = 760000
k 40000
X = — = —— = 20000
2 2
k 40000
k:mgog:‘y—z——zl = 10000
K 40000
X = E = —— = 8000

Portanto, Méarcia deve receber R$ 20.000,00,
Pedro, R$ 10.000,00 e Rubens, R$ 8.000,00.

Resolva os exercicios no caderno.

ca que relacione uma temperatura t_(em graus
Celsius) com uma temperatura t, (em kelvins).

2.Vocé vai inventar uma escala de temperatura. Na
figura ao lado, as temperaturas correspondentes a
yeaz(comz=>y)deverao ser
indicadas por numeros que
vocé vai atribuir. Em seguida,
obtenha a relacao entre uma
temperatura f, (na escala in-
ventada) e uma temperatura
t. (na escala Celsius).

—=—100°C

1.

F.c?

llus traghes: Adilson Secco



Porcentagem

Q gréfico a sequir foi publicado no jornal Fotha
de S.Paulo, em 9 de setembro de 2015, na pagina
Al14. Na reportagem, citava-se que a recessao eco-
némica estimulava a busca por resolucao de con-
flitos entre empresas fora dos chamados litigios na
justica. Os conflitos eram resolvidos em “cdmaras de
arbitragem”.

FORA DOS TRIBUNAIS
Busca por arbitragem

Ranking 2014
Namero de agdes

223
ELIA

Fomte: ICC

I=
US$ 101 milhdes

& o valor médio em disputa

118

74%

dos casos envolvemn
mais de US$ 1 milhdo

Brasil

Franca

Fonte: Folha de S.Pawlo, 9 set. 2015, p. Ald.

Note acima a utilizacdo de porcentagem junta-
mente a um grafico estatistico.

O que significa dizer que 74% dos casos envol-
vem mais de 1 milhdo de dolares?

Exercicios resolvidos

Editoria de ArtefFolhapress

Vamos recordar o assunto porcentagem estu-
dado no Ensino Fundamental. Assim, observe as dife-
rentes formas de se escrever 15%:

15%=£=O,15
100

\—. forma decimal

forrma de fragao decimal

» porcentagem

Se representassemos o todo, isto &, 100%, em
um gréfico de setores como este abaixo, o corres-

pondente a 15% seria a parte destacada na cor roxa.
15%

Grafico: © DAE

Em algumas calculadoras, para calcular 15% de
R$ 4500,00, por exemplo, procedemos do seguinte
modo:
e digitamos 4 500 e pressionamos a tecla
(que indica multiplicacao);

I e 5] e apertamos a tecla

e apos, apertamos a tecla (=] (em certas calcu-
ladoras é necessario pressionar essa tecla).

e digitamos L

1. Um pai resolveu dividir a quantia de R$ 100,00 entre
seus dois filhos em partes inversamente proporcionais
as idades, em anos completos, de cada um. Um dos
filhos tem 8 anos e o outro, 12 anos. Calcule a quantia
que cada filho vai receber.

Seja x a quantia recebida pelo filho mais novo e seja
y a quantia recebida pelo filho mais velho, temos:

k k
x-8=y- 12-kk:>x;§ey-ﬁ-_~>
x+y=100= E-+~1-§=100=>

3k + 2k
sapp S I
24

480
x=——=060e
8 y

=100 = k=480=

480
=—=40)
12
Logo, o filho mais novo vai receber RS 60,00 e o filho
mais velho, RS 40,00.

2. Aocomprar uma televisdo cujo preco & R$ 900,00, uma
pessoa tinha duas opcdes para efetuar o pagamento:

« Avista, com 10% de desconto sobre o preco.

« Uma entrada no valor de 50% do prego e mais uma
parcela, apos 30 dias, com juros de 2%.

Se a pessoa escolher a sequnda op¢ao, qual serd o valor
pago a mais em relagdo ao pagamento 3 vista?

Se optar pelo pagamento a vista, a pessoa pagard
90% de R$ 900,00 ou seja:

0,90 - R$ 900,00 = RS 810,00

Se optar pelo parcelamento, a pessoa pagara
R% 450,00 + RS 450,00 + 2% de R$ 450,00, ou seja:

R$ 450,00 + R$ 450,00 + 0,02 - R$ 450,00 =

=RE 909,00
Como 909 — 810 = 99, se a pessoa escolher a se-
gunda opcao (pagamento parcelado), o valor

pago a mais em relagao ao pagamento a vista serd
R$ 99,00.
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Exercicios propostos

ternos infinitas possibilidades, comox=6ey=8oux=18ey=24

3. Os valores de x e y s3o proporcionais a 3 e 4, respectivamente. Assim,

Resolva os exercicios no cadermno.

1. Calcule o valor de x nas seguintes proporgoes:

a) X1 ax=2 p) X+1_3
2 4 pys 6 2 3
€)x=Foux—3
2. Os numeros x, ¥ e 48 sdo diretamente proporcionais a 3,
12 e 72, nessa ordem.

a) Determine a constante de proporcionalidade. k:%
b) Calcule os valoresdexe y.x=2ey=8

] :
3. Na proporcao _=Z € comum que muitas pessoas
¥

concluam imediatamente que x =3 e y = 4. Explique por
gue essa conclusao ndo é correta.

4, Trés nimeros x, y e Z tais gue x + y + z = 60, sao dire-
tamente proporcionais a 2, 3 e 7. Calcule o valor de
3x—y+4 2285

5. Trés nameros x, ¥ e z tais que x + y + z = 82, sao inver-
samente proporcionais a 2, 3 e 7. Calcule o valor de
3x—y+2z 122

6. "A soma das medidas dos angulos internos de um trian-
gulo é igual a 180°”

Considerando que, no tridngulo da figura abaixe, as
medidas g, e y dos angulos internos sao diretamente
proporcionais acs nimeros 2, 3 e 7, calcule a medida do
maior angulo interno. 105°

10. Podemos obter um percentual qualquer efetuando uma
simples multiplicacao. Por exemplo, para calcular 20%

de 500, basta multiplicar o nimero 500 por ou seja,

500 - 0,20 = 100. Utilizando uma calculadora}ggtermfne:
a) 25% de 1 200.300 d) 70% de 2 500. 1 750
b) 129 de 150. 12 e) 37,5% de 3 000. 1 125
) 59 de 800. <0

11. Paracalcularum nimero aumentado ou diminuido de um
percentual qualquer, basta multiplicar esse nimero por
100% somado ou subtraido do percentual em questao.
Por exemplo, o niimero 500 aumentado 30% é igual a:

130
——=500-1,30=650
500 100 5 5

E o nimero 500 diminuido 30% é igual a:
70

500-——=500-0,70=350
100

Utilizando uma calculadora, determine:
a) 250 aumentado 20%. 300

b) 800 diminuido 20%. 540

) 1 500 aumentado 45%. 7 175

d) 2 000 diminuido 22%. 1 560

O Imposto de Renda (IR) & calculado com base na ta-
bela da Receita Federal, da seguinte maneira: sobre o
rendimento base aplica-se a aliquota correspondente e

12

3 subtrai-se a parcela a deduzir. A tabela a seguir mostra
H como se distribuem as faixas de rendimento,
=
e
Tabela progressiva para o calculo anual do Imposto
; : ; sobre a Renda da Pessoa Fisica para o exercicio de
7. Emum hes.thaI Uabalhan?, em média, 1 enfermeiro para 2016, ano-calendario de 2015
cada 6 pacientes e 3 médicos para cada 10 enfermeiros. Eet '
alcule o nimero de pacien ra cada médico. 20 i
& DRUITCH CF Pacientes RaR cacs A0 Basedecélculo (RS) | Aliquota (%) Pa::: I;;:: ;;:;;zw
8. Sabe-segueasmedidas dos lados de um triangulo retan-
guloRsao 3 cm,4 cme 5 cm. Até 2249913 = :
As medidas de outro tridngulo retingulo S sdo representa-
das por g, b e ¢, e essas medidas sdo diretamente propor- De 2249914 até 3347772 7 168743
cionais as medidas 3 cm, 4 cm e 5 cm, respectivamente. De 3347773 até 4447674 " 419826
Com base no enunciado, responda:
a) Quais sao as medidas dos dois catetos do tridngu- De 44.476,75 até 55.373,55 225 7534,02
lo retdngulo S, considerando que sua hipotenusa
mede 15cm? a=9cmeb=12cm Acima de 55.373,55 275 10302,70
b) QL!E’I € a razao entre as medidas da hipotelnusa do Fonte: SUBSECRETARIA DE TRIBUTACAO E CONTENCIOSO. IRPF
triangulo R e do triangulo S, nessa ordem? — (Imposto sobre a renda das pessoas fisicas). 30 jul. 2015. Disponivel em:
= 1 = <http://idg receita fazenda.govbrfacesso-rapidoftributos/irpf-imposto-de-
) Qual € a razao entre as medidas do F’e”"'_’Etm do -renda-pessoa-fisica#c-lculo-anual-do-irpf>. Acesso em: 12 fev, 2016.
triangulo R e do tridngulo S, nessa ordem?
3 a) Qual & o valor do imposto pago por uma pessoa que
o i)n:a eranca de?er:a s dwlc:lcfa ent:f Fr%s iacios; bio possuiu um rendimento anual total de RS 22.400,00
P:S AMIEHED, 8 SncH .agac‘: era- RIEDD sen ST Dares no ano de 20157 Essa pessoa é isenta de pagar imposto.
diretamente proporcionais as idades, em anos completos, )
de cada um. Se no momento da partilha as idades dos trés b) Qual & o valor do imposto pago por uma pessoa que
irméos eram 25, 28 32 anos e o valor total da herancaera possuiu um rendimento anual total de R$ 35.500,00
R$ 170.000,00, calcule a quantia que cada irmao recebeu. no ano de 20157 RS 112674
9. R$ 50.000,00 {filho com 25 anos), R$ 56.000,00 (filho com 28 anos) e R$ 64.000,00 (filho com 32 anos)
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Aumentos e descontos

A situacao da economia de uma sociedade, de
modo geral, depende também de como estd o comércio
de bens. Em periodos de recessao, por exemplo, o poder
de compra do consumidor diminui consideravelmente,

Nesses momentos, muitas s&o as campanhas
publicitarias para motivar o cliente a consumir, mas a
maneira mais simples e conhecida pelos comercian-
tes é oferecer descontos aos consumidores.

Algumas vezes, esses descontos sao ilusorios, pois
ha lgjistas que, inicialmente, aumentam o valor do pre-
¢o gue era praticado, para depois anunciar o desconto.

Nesse sentido, é impartante compreendermos
alguns aspectos dessa chamada Matematica Comer-
cial, observando os aumentos e os descontos.

Vamaos analisar duas situacoes.
12 situacao:

Considere o retangulo abaixo e as medidas in-
dicadas.

5cm

Figura: @ DAE

8cm

Vamaos examinar o que ocorre com a area des-
se retangulo quando aumentamos 10% a medida da
base, que é 8 cm, e 20% a medida da altura, que é

10inch eslabfShuttersto ck.com

5 cm. Particularmente, queremos saber de quantos
por cento sera 0 aumento da area desse retangulo.

e Area inicial do retangulo (A):
A, =(8cm) - (5cm)
A, =40 cm’

e Aumentando as medidas dos lados do retangulo:
Base - 8cm—+ 0,10 - 8cm=8,80 cm
Altura—5cm+ 0,20 - 5¢m = 6,00 cm

e Area final do retangulo (A):

A, =(8,80 cm)- (6,00 cm)
A,=52,8 cm’

¢ (Calculo do aumento da area:

Para determinar o percentual de aumento da
area, dividimos a area final pela érea inicial, ou seja:

Esta Ultima igualdade pode ser escrita das se-
guintes maneiras:

A& 132% de A

PR T WL
' 100

A, =(140,32)- A,

A, =A+032-A,

A, € 32% maior que A,

Assim, concluimos que a area final € 32% maior
que a darea inicial, isto é, podemos dizer que houve
um aumento de 32% da area desse retangulo. Tam-
bém podemos dizer que a nova area € 132% da area
anterior.

Outra maneira de calcular esse percentual de
aumento € utilizar uma proporgao:

AA _ X

A 100
52,80—40 _ x

40 100
12,80  x 1280  x
i st e iR ORI b S S
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22 situacao:

Um carro seminovo foi colocado a venda por
R$ 20.000,00. Apds algum tempo sem conseguir
vendé-lo, o dono do carro abaixou o pre¢o para
R$ 16.000,00. De quanto por cento foi essa re-
ducao?

e Consideremos que V, e V, indicam, respecti-

vamente, o valor inicial e o valor final desse
carro. Para saber o percentual de desconto,
podemos inicialmente dividir o valor final

pelo valor inicial do carro:
Y _ 16000 =0,80 = l:o,go
Vi 20000 V,

I i

Esta dltima igualdade pode ser escrita das
seguintes maneiras:

V, =080V oV, =22 .y

1 100
V. =({1-0,20)V *\/ ¢ 80% do valor de V,
V, =V =0,20"V,

[ V, & 20% menor que o valor de V,

Assim, a reducao do preco foi de 20%, ou seja,
houve desconto de 20% no valor final do prego
do carro.

Enquanto na primeira situacao tivemos um
aumento, na segunda tivemos um descon-
to. De modo geral, quando queremos com-
parar dois valores de uma mesma grandeza
V(V,=valorinicial; V,= valor final), dividimos
o valor final pelo valor inicial. Conforme o
resultado dessa divisao, podemos ter:

. /- 1(ndo houve variagao)

i

- Unidade 1 Matemadtica Financeira

v
o — =1(houve aumento)

i

= Yo & (houve redugéo)

i
Quando nos referimos particularmente a
precos de mercadorias, aquilo que foi cha-
mado de redugao é normalmente conheci-
do como desconto.

Exemplo:

O litro de gasolina custava R$ 3,50. Por conta
de variacoes do preco mundial do petréleo, em um
mesmo més houve dois aumentos: um de 10% e ou-
tro de 2% sobre o Ultimo valor. De quanto por cento
foi 0 aumento em relacéo ao preco inicial?

e Podemos calcular esses valores sucessiva-

mente, isto é:

Valor apds o primeiro aumento:
3,50+0,10- (3,50) =3,50+0,35=3,85
Valor apos o segundo aumento:

3,85+ 0,02 - (3,85) = 3,85 + 0,077 = 3,927

Dividindo o valor final pelo valor inicial (antes
dos aumentos), temos:

X S ey
v, 350

I

Assim, concluimos que os dois aumentos su-
cessivos produziram um aumento correspon-
dente a 12,2% em relacdo ao preco inicial do
litro de gasolina.

e QOutra maneira de calcular é encontrar ini-

cialmente o resultado da seguinte multi-
plicacao:

1,10-1,02=1,122

Note que, quando multiplicamos determi-
nado valor por 1,10, estamos aumentan-
do 10% esse valor (1 corresponde a 100%
e 0,10 corresponde a 10%). Do mesmo
modo, multiplicando por 1,02, estamos
aumentando 2%. Portanto, quando mul-
tiplicamos determinado valor por 1,122
significa que efetuamos um aumento de
12,2% no valor.



Exercicios resolvidos

1. Em uma livraria, um titulo estava em promocao:

De RS 45,80
por R$39,40

Calcule o desconto percentual aplicado nessa promocao.
39,40
45,80

Portanto, o desconto percentual aproximado aplica-
do nessa promocao é 0,14, que corresponde a 14%.

=0,86

2. Asdimensdes de umaimagem retangularsao 60 centi-
metros (altura) e 1 metro (base). Se aumentarmos 20%
essas medidas, qual serd o percentual de aumento da
area dessa imagem?

-

Zoonar GmbHf
Alamy/Fotoarena

Imagem original.

Imagem com dimensdes aumentadas 20%.

3. Considera-se que, para um motorista que possui um

Se aumentarmos 20% as dimensoes dessa imagem,
as novas medidas serdo:

60cm-1,20=72cme 100cm-1,20=120cm

A razao entre a drea da imagem com dimensoes au-
mentadas 20% e a area da imagem original é:
72320

60-100

Entdo, o percentual de aumento da area dessa ima-
gem serd 44%.

'

veiculo flex, € mais vantajoso abastecer com alcool do
gue com gasolina quando o prego do litro do alcool for
menor 70% do que o prego do litro da gasolina. Se em
um posto o preco do litro da gasolinaé R$ 330 e odo
dlcool 8 RS 2,20, qual é a opg¢ao mais econdmica para
esse tipo de veiculo?

0,7-R$3,30=R$231
R$231>R$220

Entéo, para um motorista que possui um veiculo flex,
€ mais vantajoso abastecer com alcool.

Exercicios propostos

Resolva os exercicios no caderno.

1. O salério de Pedro, que era de R$ 1.200,00 por més, teve
aumento de 12%. Qual € o valor do saldrio mensal de
Pedro apds esse reajuste? RS 1 34400

2. O valor de um carro novo, zero quildmetro, desvaloriza
10% no primeiro ano de uso. Se uma pessoa comprar
um carro novo por R$ 30.000,00, qual serd seu valor de
mercado apds 1 ano? RS 27000,00

3. Ao contrdrio dos automaéveis, o valor de um imével tende a
servalorizado com o passar dos anos. Se um apartamento for
comprado por R$ 150.000,00 e tiver valorizagao de 12% ao
ano, qual serd seuvalor de mercado apds 1ano? RS 162.000,00

4. Um aumento de 20% sequido de um desconto de 10%

equivale a um Unico aumento de x9%. Calcule o valor de x.
x=8

5. Dois descontos sucessivos, um de 20% e outro de 30%,

equivalem a um tnico desconto de x%. Calcule o valor de x.
x=44
6. Em uma promocao "Pague 3, leve 4" gual é o desconto

oferecido sobre cada unidade vendida? 25%

7. Odono de uma loja de roupas reajustou em 10% o preco
de suas mercadorias. Percebendo que as vendas cairamn,
decidiu fazer uma promocao de 10% de desconto em
todos os itens do estogue.

a) O valor das mercadorias, apds o andncio dessa pro-
mocao, € menor, igual ou maior que o valor cobrado
antes do aumento dos precos? Menaor.

Figura: © DAE

b) Qual é a diferenga, em ponto percentual, entre o
valor cobrado antes do aumento e o valor cobrado
apos o antincio da promocao?

A diferenca & 1 ponto percentual.

8. Uma pessoa comprou um televisor e um aparelho de
DVD. O preco do televisor era RS 1.000,00 e o do aparelho
de DVD era R$ 200,00. Por comprar a vista, essa pessoa
recebeu 16% de desconto no preco do televisor e 10% de
desconto no preco do aparelho de DVD. Considerando o

valor total da compra, qual foi o desconto obtido? 15%

9. A medida do raio de uma circunferéncia é igual a 10
centimetros, como indicado na figura:

a) Se a medida desse raio aumentar 30%, qual serd o
aumento percentual do comprimento da circunfe-
réncia? 30%

b) Nessas mesmas condigdes, qual serd o aumento
percentual da drea do circulo limitado pela circun-
feréncia? 699
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Por-—

Uma pessoa deseja aplicar um capital em
uma instituicdo financeira.

Algumas perguntas normalmente feitas
por essa pessoa Sao:

— Qual é a aplicacao financeira que tem
maior rendimento?

— Qual é a taxa de aplicacao mensal?

Na instituicao financeira, para responder a
essas perguntas, € frequente o gerente também
fazer outras, como:

— Qual é o capital que deseja aplicar?

— Qual é o tempo de aplicacéo?

As questdes acima utilizam certos termos
que sado muito frequentes em instituicoes finan-
ceirasetransagoescomerciais. Alémde serem uti-
lizados os termaos capital, aplicacdo, rendimento,
taxa e tempo, outros também sao empregados,
Ccomo correcao, juros e montante. Vamos estu-
dar alguns deles neste e no préximo capitulo.

Juro simples

Inicialmente, quando falamos em capital
(Q), estamos nos referindo a uma quantia em di-
nheiro que podera ser emprestada ou investida.
O termo juros (J) refere-se & quantia em dinheiro
cobrada pelo emprestador, pelo uso do dinhei-
ro, ou paga pelo tomador do empréstimao. Ob-
serve a seguinte situagao:

Aplicamos um capital de R$ 4.000,00 em
um investimento qualguer de um banco; logo,
podemos dizer que estamos emprestando essa
quantia ao banco. O periodo ou tempo de apli-
cacao (f) & 1 més. Verificamos que o saldo é
R$ 4.040,00 apds esse periodo, significa que hou-
ve um aumento de R$ 40,00 por conta de juros.
Observe que esses juros correspondem a 1% de
R$4.000,00.Esse percentual é chamadotaxadeju-
ros (7). O valor R$4.040,00, correspondente a soma
do capital aplicado com os juros gerados por
essa aplicagao, é denominado montante (M).

- Unidade 1 Matematica Financeira

> JURO SIMPLES

Figura: & DAE

Antes de estabelecer uma relacdo matema-
tica envolvendo o capital, o tempo de aplicacao, a
taxa de juros e 0 montante, vamos observar alguns
exemplos.

Exemplo:

Fabio emprestou para oirmaodeleaimpor-
tancia de R$ 10.000,00 a uma taxa mensal fixa de
1%. Vamos calcular os valores da divida, ao lon-
go de 5 meses (observe a tabela a seguir), consi-
derando que nao houve gualquer pagamento e
que Fabio combinou como irmaoque osjuros de
1% seriam sempre sobre o valor do empréstimo.

Calculo
dos juros

12més 0,01 - RS 10.000,00 | R$ 100,00 | RS 10.100,00

Periodo Juros Montante

22*més | 0,01 - RS 10.000,00| R$ 100,00 | RS 10.200,00

32meés |0,01 - R$ 10.000,00 | R$ 100,00 | R$ 10.300,00

42més | 0,01 - RS 10.000,00 | R$ 100,00 | R$ 10.400,00

52més 0,01 - R$ 10.000,00| R$ 100,00 | R$ 10.500,00

OBSERVACOES:

1. A taxa e o tempo devem ser expressos na mesma
unidade de tempo, ou seja, se o tempo for expresso
€m meses, a taxa devera ser expressa em % ao més;
se o tempo for expresso em anos, a taxa devera ser
expressa em % ao ano etc. Por exemplo: 2% ao més
durante 5 meses; 10% ao ano durante 6 anos etc.
2.Se, ao fim de cada periodo de aplicacdo (més,
por exemplo), os juros sao calculados sempre

em relacdo ao capital inicial, dizemos que a
modalidade é juro simples.




Exemplo:

Um capital de R$ 6.000,00, aplicado a uma taxa
de juro simples de 15% ao ano, gerou um montan-
te de R$ 9.600,00 depois de certo tempo. Determine
esse tempo.

o Para saber os juros correspondentes, efetua-
maos a seguinte subtracao:

J=M-C
J=9600-6000=J]=3600

e (Cdlculo dos juros por ano:
0,15 - 6000 =900

¢ (Cdlculo da quantidade de anos:
_ 3600
900

t = {=4anos
Portanto, o capital ficou aplicado durante 4
anos completos.

Vamaos obter duas relacdes matematicas que
permitirao calcular os juros de uma aplicacao e tam-
bém o montante correspondente. Para tanto, consi-
dere que um capital (C) aplicado a uma taxa fixa (i),
na modalidade de juro simples, rende juros (J) ao fim
de t periodos de aplicacao. Vamaos determinar os ju-

Exercicios resolvidos

ros apos t periodos de aplicacao e o montante cor-
respondente.

o (Calculo dos juros em cada periodo:
1 periodo de aplicacdo —» J,=i-C=C-i
2 periodosde aplicaggo—»J, =(i-C)-2=C.j-2
3 periodos de aplicacgo—»J; =(i-C)-3=C-i-3
4 periodosdeaplicacago—»J, =(/-C)-4=C-i-4

t periodos de aplicaggo — J.=(i-C) - t=C-i-t
e (alculo do montante:

Como o montante (M), em uma aplicagéo,
é o resultado da adicdo do capital aplicado,
também chamado capital inicial, aos juros
gerados, podemos escrever:

M=C+)J

M=C+C-i-t=2M=C-(1+i-1)

1. Urma pessoa aplicou R$ 5.000,00 com rendimento de
0,8% ao més, na modalidade de juro simples, durante
10 meses.

a) Quanto essa pessoa vai receber de rendimento ao
fim dessa aplicagao?

b) Qual serd o montante que essa pessoa vai receber?
a) Temos:
J=C.i-t=J=5000-0,008-10=J]=400

Logo, essa pessoa vai receber de rendimento

R$ 400,00 ao fim dessa aplicacao.

b) Temos:

M=C-(1+i-t) M=5000-(1+0,008-10)=5400.
Portanto, o montante que essa pessoa vai receber

sera R$ 5.400,00.

2. Um capital de R$ 10.000,00 aplicado a uma taxa de
Juro simples ao més, ao fim de 2 anos, 6 meses e 15
dias, gera um montante de RS 11.830,00. Qual é a taxa
de juro simples aplicada?

Temos que 2 anos, 6 meses e 15 dias equivalem a:
24 + 64 0,5=30,5; 30,5 meses
Pela relacao de montante, temos:

M=C-(1+i-t)=11830=10000-(1+/-30,5) =
= 1,183=1+i-30,5=0,183 =i-30,5=i=0,006

Logo, a taxa aplicada é 0,6% ao més.

3. Para comprar um carro, uma pessoa fechou o
seguinte acordo: pagar 20% do valor do carro
a vista, e o restante, a uma taxa fixa de 0,5% ao
més sobre 80% do valor inicial do carro, dividi-
do em 12 parcelas, que gerariam R$ 10.600,00
de montante. Qual é o valor inicial do carro?

Sendo Cigual a B0% do valor inicial do carro, temos:
M=C-(1+i-)=10600=C-(1+0,005-12)=
= 10600=C-(1,06) = C=10000

Chamando o valor inicial do carro de V, temos:

100 vV

80 10000
Logo, o valor inicial do carro & R$ 12.500,00.

=V=12500
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Exercicios propostos

Resolva os exercicios no caderno.

1. Qualéataxaanual dejuro simples proporcional & taxa
de 1,5% ao més? 1%

2. Joao pediu emprestado aVitor a quantia de R$ 800,00.
Como sao amigos ha muito tempo, decidiram que, ao
fim de 12 meses, a divida seria quitada a uma taxa de
Juro simples de 1% ao més. Qual é o valor gue Jodo
devera pagar a Vitor? R$ 896,00

3. Qual é o total de juro simples gerado por um capital
de RS 3.000,00 aplicado durante 8 meses a uma taxa
de 2,5% ao més? RS 600,00

4. Qualé o montante gerado por um capital de R$650,00
aplicado a uma taxa de juro simples de 1,8% ao més
durante o periodo de 10 meses? kS 767,00

5. Umafilha pediu ao pai que lhe emprestasse a quantia
de R$ 10.000,00 para iniciar um negdcio. Depois de 15
meses, a filha pagou o total de R$ 10.750,00 ao pai.
Qual é a taxa mensal de juro simples cobrada pelo
empréstimo? 0,5%

6. Calcule o valor que deve ser aplicado a uma taxa de
juro simples de 0,8% ao més, durante 36 meses, para

que o montante gerado seja igual a RS 2.434,32.
RS 1.890,00
7. Qual é o montante gerado por um capital de

RS 5.000,00 aplicado a uma taxa de Juro simples de
1,2% ao més durante 204 dias? (Considere o més
comercial, de 30 dias) Rs 5408,00

8. Qual éotempominimo para gue um capital aplicado a

uma taxa de Juro simples de 4% ao més seja triplicado?
50 meses.

9. Elabore uma situagao que envolva uma compra, na
modalidade de juro simples, a uma taxa de 2% ao
més, paga em 10 parcelas mensais. Depois, troque
com um colega para que cada um resolva a situacao

gue 0 outro Criou. Resposta pessoal.

Embora, nos exemplos apresentados anterior-
mente, nao tenhamos utilizado a formula do célcu-
lo do montante, caso queira, vocé podera fazé-lo.
Note que essa modalidade € a de Juro simples, isto
¢, aplicamos a taxa sobre o capital inicial. Existe ou-
tra modalidade de juros que veremos no capitulo
seguinte.

Juro simples e progressao
aritmética

Vimos que o célculo de juro simples € feito so-
bre o capital inicial. Assim, guando a taxa é fixa, os
juros ao longo de cada periodo sao constantes. A se-
quéncia formada pelos montantes correspondentes,
nessas condicoes, € uma progressac aritmética de

razao igual ao valor dos juros em cada periodo de
aplicacdo. Vamos exemplificar.

Resolva os exercicios no caderno. Resolva os exercicios

t\ﬁ% Questdes e reflexdes s

4

1. Como vocé define uma progressao aritmética?
2. Considere que a,=7n+2 representa o termo
geral de uma progressao aritmética. Qual é a

razao dessa sequéncia?
Respostas no Manual do Professor.
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Exemplo:

Umempréstimo novalor de R$40.000,00 foifeito
entre duas pessoas, na modalidade de Juro simples,
a uma taxa fixa de 1,5% ao més. Sabe-se que tal em-
préstimo foi pago ao fim de 8 meses. Qual & o mon-
tante pago conforme as condicoes estabelecidas?

e (alculo do montante (com base na formula
estabelecida anteriormente):
M=C-(1+i-1)

M=40000-(1+0,015-8)
M=40000-1,12= M =44800

¢ (dlculo do montante (utilizando a férmu-
la do termo geral da progresséo aritmética
para a sequéncia formada pelos montantes):

Primeiro, calculamos a razédo e o 12 termo
(montante ao fim do 12 periodo):



r=0,015-40000 = 600
a, = 40000+ 600 = 40600
Depois, calculamos o montante utilizando a
farmula do termo geral da progressao aritmética:
a=a+(@n=1).r
d,=a,+7r
a,=40600+ 7 - 600 = a, =44 800,00

Portanto, o montante pago é R$ 44.800,00.

e
Observacao:
A progressao aritmética formada pelos montantes nesse
exemplo apresentado é (40600, 41200, 41 800, ..., 44 800)

Juro simples e funcao afim

Vamos retomar o exemplo apresentado ante-
riormente a respeito do calculo do montante. Como
a taxa de juros é fixa (1,5% de R$ 40.000,00), o valor
dos juros, periodo a periodo, pode ser obtido por
meio de uma funcao afim, isto é:

J=f)=600-t (teN)

Assim, atribuindo valores a variavel t, obtemos
valores para a variavel J, ou seja:

J = flt) (reais)
1 600
2 1200
3 1800
4 2400

Observagoes:
1. Caso representemos esses valores em um planao cartesiano,
teremos o grafico formado por pontos alinhados, como a

seqguir:
JA

2400 - ---=mm-mmmmmmm ey

L

1200 4= -=======-=

600 |- -~~~

() mf

[ .

4 t (meses)

2. As grandezas juros (J) e tempo (t), nesse exemplo, sdo
diretamente proporcionais.

Vamos considerar agora a fungao que fornece
0 montante.

A funcao correspondente ao montante, nesse
exemplo, em funcao do tempo (f) também é uma
funcao afim, ou seja:

M=C+J

M =40000+ 600 - t =

= M=f()=40000+600 -t (t e N)

O gréfico também pode ser construido atri-
buindo-se valores a varidvel independente t, como
sugere a tabela a seguir:

M = f(t) (reais)

0 40000

1 40600

2 41200

3 41800

4 42400
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,
'
,
'l
AZADD L e e i o 7.,'
Fidil,
41800 emmmemmmnng” !
Pl
v £ :
41200 b==ww== ,.I,' : :
PA ' I
rd I I i
40600 F--4" 1 ' |
e ! } I
4 1 I 1 ]
a0000f 1+ !4 !
I ; i :
I : 1 '
: ! : !
0 1 2 3 4 t(meses)

Desse modo, também temos o gréfico formado
por pontos alinhados.

Juro Simples Capitulo 2 -



Exercicios resolvidos

i

Jodo pediu emprestada a irma a quantia de R$ 5.000,00.
Os irmaos combinaram que a taxa de juros seria de 2%
ao més na modalidade de Juro simples. Caso Jodo ndo
pague adivida, apos quantos meses essa divida chegara
ao valor de R$ 7.800,007

Podemos escrever os valores da divida como termos
de uma PA, na qual a posicdo do termo representa o
valor da divida:

(5100, 5200, 5300, ..., 7800)

Temos:

a=a +(n-1)-r=7800=5100+(n-1)- 100 =#

= n=28
Portanto, apos 28 meses, a divida chegara ao valor de
R$ 7.800,00.

Um produtor vende aos feirantes cogumelos por
R$ 30,00 o quilograma. Ele combinou com os feirantes

que aumentaria o preco do quilograma 1% ao més
na modalidade de juro simples. Escreva uma fungao
que determine o preco do quilograma do cogumelo
X meses apds o inicio dos aumentos de 1% ao més.
Observe a tabela:

Més | Preco do quilograma de cogumelos

(em reais)
1 30+001-30=303=30+1-03
2 303 +001-30=306=30+2-03

306+0,01-30=309=30+3-03
i x

X

1

J
.
]:
J

P=30+x-03

Entao, o preco do quilograma do cogumelo x meses
apos o inicio dos aumentos é dado pela funcao:

P(x)=30+0,3x

1.

4.

Exercicios propostos

4. O valor de cada um dos trés capitais aplicados é, respectivamente,
RS 2.000,00, R$4.000,00 e RS 5.000,00

Resolva os exercicios no caderno.

Um capital, aplicado a Juro simples, gera montante de
RS 537,50 em 5 meses e RS 560,00 em 8 meses. Calcule
o capital aplicado e a taxa de juros utilizada.

O capital aplicado é R$ 500,00 e a taxa de jurcs & 1,5%.

Um capital foi aplicado por x meses a uma taxa de 2%
de Juro simples ao més, gerando um montante de R$
3.100,00. Se tivesse sido aplicado por x + 5 meses, geraria

um montante de R$ 3.350,00. Calcule o caopital aplicado

e o valor de x, O capital aplicado & R 250000 e
_ovalor de x & 12 meses.

Roseli adquiriu um televisor que custava R$ 800,00 a

vista da seguinte maneira:
- uma entrada no valor de R$ 450,00.

- o restante 2 meses apds a compra, no valor de
RS 406,00.

Qual é a taxa mensal de juro simples utilizada no parce-
lamento? 2%

Trés capitais sdo aplicados a Juro simples: o primeiro a
uma taxa de 2% ao més durante 24 meses; 0 seqgundo a
uma taxa de 2,4% ao més durante 30 meses; o terceiro
auma taxa de 1,8% ao més durante 20 meses. Sabendo
gue o valor do segundo € igual ao dobro do primeiro,
que a soma dos trés é igual a R$ 11.000,00 e que juntos,
esses capitais geraram um montante de RS 16.640,00;
calcule o valor de cada um dos trés capitais aplicados.

Maria Eduarda aplicou a quantia de R$ 15.000,00 da
seguinte maneira:

« a terca parte em fundos de investimentos, a uma
taxa de juro simples de 2% ao més.

- aquinta parte na poupanca, a uma taxa de juro sim-
ples de 1% ao més.

+ O restante investiu em acoes com juro simples de
4% ao més.

Evidentemente que uma aplicacao que oferece um
rendimento maior tem maior risco de perdas. Mas
considerando que ao fim de 1 ano a economia se
manteve estavel e todas as taxas de juros nao foram
alteradas, calcule o montante resgatado por Maria
Eduarda apds 1 ano. R$19920,00

6.

Marina emprestou a quantia de R$ 1.000,00 de uma
amiga a uma taxa de 2% de Juro simples ao més. Para
se organizar melhor, fez uma tabela para saber qual sera
o valor da divida apos certo ndmero de meses, uma vez
que nao foi estipulado um prazo para a quitagao.

Valor da divida (R$)

18 més 1000,00 + 0,02 - 1000,00 = 1020,00

2més | 100000 + 2 - 0,02 - 1000,00 = 1040,00
32meés | 100000+ 3-0,02 -+ 1000,00 = 1060,00
4emés | 100000 + 4 - 0,02 - 100000 = 1080,00
52més | 1000,00 + 5-0,02 - 1000,00 = 1100,00

Apds escrever as primeiras linhas dessa tabela, Marina
percebeu que os valores da divida formavam uma
progressao aritmetica. Dessa maneira, poderia obter
qualquer valor utilizando o termo geral da PA, ou seja,
a_=a, +(n-1)r. Calcule o valor gue Marina devera
pagar apos 24 meses. RS 1480,00

(FGV-SP) Jodo adquiriu um aparelho de som dando uma
entradade R$ 250,00 mais uma parcela de R$ 400,00 dois
meses apos a compra. Sabendo que o pre¢o a vista do
aparelho & de RS 600,00 a) A taxa é 7% ao meés.

b) Aproximadamente 6 meses.
a) qual a taxa de juro simples do financiamento?

b) apds quantos meses da compra deveria vencer a
parcela de RS 400,00 para que a taxa de juro sim-
ples do financiamento fosse de 2,5% ao més?

Crie um exercicio gue envolva a aplicacdo de um capital

com rendimento mensal na modalidade de juro simples.

Depois, trogue com um colega para que cada um resol-

va o exercicio que o outro criou. Resposta pessoal.
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JUROS COMPOSTOS < 3 l

No capitulo anterior, vimos situacoes relaciona-
das a juro simples. Nelas, os juros recaiam somente
sobre o capital inicial. Na pratica, sabemos que, quan-
do se aplica uma quantia ou se contrai um emprésti-
mo, a modalidade de juros utilizada ndo é a de juro
simples, mas a de juros compostos. Assim, o montan-
te (aplicacao financeira ou divida de um empréstimo),
Caso Nao seja pago, aumenta exponencialmente.

Na modalidade de juros compostos, 0s juros nao
inciderm sobre o capital inicial, mas sobre o saldo devedor.

Vamos considerar a seguinte situacao em que
0s juros incidem sobre o saldo devedor:

Mateus fez um empréstimo bancério no valor de
R$ 50.000,00. Combinou com a gerente que pagaria
juros de 2% ac més. Caso nao pagasse, seriam cobra-
dos juros sobre juros, isto €, juros compostos. Como
Mateus nao pagou nada nos 5 primeiros meses, qual é
o valor de sua divida?

e Um procedimento para saber o valor da di-
vida de Mateus é calcular més a més o mon-
tante, isto &, o capital acrescido de juros:

M, = 50000,00 + 0,02 - 50000,00 = 51000,00
M, = 51000,00 + 0,02 - 51 000,00 = 52020,00
M, = 52020,00 + 0,02 - 52020,00 = 53060,40
M, = 53060,40 + 0,02 - 53060,40 = 5412161
M, = 5412161 + 0,02 - 54121,61= 55204,04

Note que o capital considerado para calcular M,
éM,, para M, é M, e assim por diante.

Desse modo, a divida de Mateus ¢ de
R$ 55.204,04. O acréscimo de R$ 5.204,04 correspon-
de aos juros cobrados pelo nao pagamento. Como

temos juros sobre juros, dizemos que nesse emprés-
timo é utilizada a modalidade de juros compostos.

Juros compostos

Na situacao apresentada anteriormente, 0s ju-
ros gerados em cada periodo de aplicacao (meses,
no exemplo) sdo incorporados ao capital para o
calculo dos juros no periodo seguinte. Portanto, di-
zemos que o crescimento do capital é segundo um
regime de capitalizagcao composta.

Vamos analisar essas duas modalidades de ju-
ros observando o quadro comparativo a seguir, em
que sao apresentados os calculos de um empréstimo
no valor de R$ 50.000,00 na modalidade de juro sim-
ples e na de juros compostos com a mesma taxa de
2% ao més, ao longo de 5 meses:

Periodo Juro simples Juros compostos
12 més 51000,00 51000,00
2% més 52 000,00 52020,00
32 més 53000,00 5306040
42 més 54000,00 5412161
52 més 55000,00 55 204,04

Os valores da tabela saoc os montantes que vocé
podera obter com a calculadora. Percebe-se que, en-
guanto o calculo de juro simples é feito apenas em
relacdo ao capital inicial, o de juros compostos é feito
sabre 0 montante do periodo anterior.

VVamos agora considerar um capital (C), aplicado na
modalidade de juros compostos, a uma taxa fixa men-
sal de 86. Queremos obter uma relagcao matematica que
permita calcular o montante apos r meses de aplicacao.
Observe a sequir que M,, M,, M, .., M, sdo os montantes
apos 1 més, 2 meses, 3 meses, .., I meses de aplicacao:

M =C+i-C=2M=C-(1+1))
M=C-(1+)+i-C-Q+D=C-0+N-(1+)=
,=C-(1+iF
=C-(1+P+i-C-Q+P=C-0+P-0+)=
M. =C-(1+0p
C-(0+M+i-C-0+DP=C-0+P - 0+N=
,=C-(+iy

: (f meses)

M =C-(1+i)

[§

Para facilitar, a relacao acima foi obtida conside-
rando a taxa e o periodo de aplicacao na unidade de
tempo més. Essa mesma relacao é valida desde que a
taxa de juros e o periodo estejam na mesma unidade
de tempo. Assim, de modo geral, temos:

~ Omontante (M) gerado por um capital (C), que
modalidade de juros compostos, pode ser calculado
pela relagao M, = C - (1 + ¥, em que e t 30 expressos
na mesma unidade de tempo.
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Exemplo:

Qual é o montante correspondente a 6 meses de

aplicacao da quantia de R$ 50.000,00, na modalidade
de juros compostos, a uma taxa fixa mensal de 2%?

Exercicios resolvidos

» Note que esse exemplo se refere ao mesmo va-
lor que consta no quadro anterior. Para calcular
0 montante apos 6 meses, devemos utilizar a
formula da relacdo matemética ja citada:
M=C-(1+i)
M6 = 50000 - (1 + 0,02)¢
M, = 50000 - 1,026
M6 = 50000 -1,1261624 = M15 = 56308,12
Portanto, o montante correspondente é de,
aproximadamente, R$ 56.308,12.

Obervacdes:
1. Para calcular 1,02° numa calculadora simples,

digitamos:

depois a tecla . e em seguida a tecla - 5 vezes.

2. Na modalidade de juros compostos, 0s acréscimos

sobre o capital (C) sdo sucessivos com taxas de
acréscimos iguais, taxa fixa (i). Assim, poderiamos
escrever a férmula para o clculo do montante da
seguinte maneira:

M=C-(1+)-(1+)-00+D- - (1+)

tvezes

. Considerando que as taxas de acréscimos sao i1, 2,3,

- I (N0 necessariamente iguais), essa relacao
corresponde a:
M=C-(1+0)-(0+i)-(1+i)-..-(1+i)

1. Um capital de RS 10.000,00 foi aplicado, na modalidade valendo R$ 103.680,00. Quanto Joao pagou por esse

de juros compostos, a uma taxa de 10% ao més. terreno?

a) Qual é o montante dessa aplicacdo apds 4 meses? M=C-(1+1)=103680=C-(1+02)" =

b) Qual & o rendimento dessa aplicacio apds 4 meses? = 103680 =C-2,0736 = C=50000

a:, M=C- {‘l 4 ﬂr = M= 10000{1 +0 1:]4 = LOQG, Joao pagou R$ 50000,00 por esse terreno.

=10000-1,4641 = 14 641 3. Em 3 anos, uma divida aumentou de R$ 3.000,00 para

Logo, o montante apds 4 meses é R$ 14.641,00. RS 10.125,00. Considerando que a divida sofreu corre-

b) 14641 — 10000 = 4641 ¢oes na modalidade de juros compostos, qual € a taxa
) ) ) anual de juros dessa divida?

Portanto, o rendimento apds 4 meses é R$ 4.641,00. M=C-(1+0)'=10125=3000-(1 +* =

2. Jodo comprou um terreno em uma regiaa cuja valori- =3375=(1+ "? =15=1+i=i=05
zacao € 20% a cada ano. Apds 4 anos, esse terreno estd Portanto, a taxa € 50% ao ano.

Exercicios prop ostos Resolva os exercicios no caderno.

1. Qual é o montante gerado pela aplicacao de um capital cobrada por um banco se, ao fazer um empréstimo de
de R$ 10.000,00, a uma taxa de juros compostos de 2% R$8000,00, 0 valor total a ser pagoapés 1 més éiguala
ao més, durante 3 meses? Hs 10461208 R$ 8.240,007 1%

2. Emum banco,uma pessoa fez um empréstimo no valor 6. Se um capital for aplicado a uma taxa de juros com-
de RS 40.000,00. A taxa mensal de juros compostos é postos de 25% ao ano, ao fim de 4 anos, 0 montante
igual a 1,6%. Se a divida for paga apds 8 meses, qual gerado serd menor, igual ou maior gue o dobro do
serd o valor total pago? Aproximadamente RS 45416,00. capital inicial aplicado? Maior
(Utilize a aproximacao (1,016)2 = 1,1354) 7. Uma pessoa deixou de pagar a fatura do cartao de

o crédito, cujo valor é corrigido a juros compostos. Essa

3. Qual € o montante gerado em uma aplicacdo de divida aumentou 33,1% em 3 meses. Calcule a taxa de
RS 2.000,00, a uma taxa de juros compostos de 1% ao juros mensais cobrada. 10%
més, durante 60 meses? Apraximadamente RS 263340,

) - 8. Pedrodeseja comprar o carro de Paulo, mas ainda nao
(Utilize a aproximacao (1,01)% = 1,8167) temdinheiro suficiente. Considerando que o carro custa

4. Um capital foi aplicado durante 3 anos, a uma taxa de RS 25.000,00 e Pedro vai aplicar RS 22.000,00 em um
juros compostos de 30% a0 ano, gerando o montante fundo de mvesnmentq que rende 1% ao més, em 12
de R$ ]Dggsfm‘mal f0| fa} Capitalaplicado? R$ 5_000’00 meses PEdrCI COhSEgUII'é COmprar O carro de Paulo,

dispondo apenas do dinheiro aplicado? (Utilize a >

5. Qualéataxamensal, na modalidade de juros compostos, aproximacao (1,01)'2=1,1268) Nao.
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9. Carlos aplicou um capital a uma taxa de Juro simples
de 20% ao ano, durante 3 anos. Se Carlos tivesse
aplicado na modalidade de juros compostos, teria
recebido, com a mesma taxa, R$ 2.304,00 a mais.
Caleule o capital aplicado. 28 18.000,00

10. No inicio do ano, as pessoas geralmente ficam em

divida se é vantajoso, do ponto de vista financeiro,
pagar o IPTU (Imposto Predial e Territorial Urbano) &
vista, com desconto de 79, ou ern 10 vezes iguais, sem
desconto. Considerando que a caderneta de poupanca
paga 0,6% de juros ao més, decida se é vantagem pagar
avista ou parcelado, deixando o dinheiro na poupanga.
{Utilize urna calculadora) Evantagem pagar a vista.

R Orientagoes e respostas no Manual do Professor.
St

TEXTOS DA MATEMATICA

Atualmente, as pessoas que trabalham no merca-
do financeiro utilizam calculadoras e também progra-
mas especiais em computadores. Assim, as simulagoes
e os calculos necessarios sao realizados rapidamente.
Porém, nem sempre foi assim. O texto a seguir pretende
contar um pouco dessa historia.

F.

, juros” e
“crédito” encontram-se em registros entre os anos 1450
e 1650. Esses termos aparecem como depositum, do latim
ponere (por), juro (jurar) e credere (acreditar).

Os termos relacionados a “deposit

Em 1618 foi publicada uma segunda edicdo do
trabalho Mirifici logarithmorum canonis descriptio, de
John Napier, matematico relacionado ao surgimento
dos logaritmos. E nesse trabalho que aparece a constante
matematicae =2,718281 ...

Napier teria chegado a essa constante a partir de
alguns ensaios referentes ao calculo de juros compostos.
John Napier (barao de Merchiston) nasceu nas proximi-
dades de Edinburg, no ano de 1550. Sempre teve uma
vida em meio a conforto, pois, ao contrario de muitos ho-
mens considerados importantes para o desenvolvimento
da Ciéncia, era de uma condicio financeira muito boa.
Apesar de sua condigio social, preferia as atividades inte-
lectuais. Teve importantes professores contratados por seu
pai e, 20s 13 anos de idade, ingressou na Universidade de
St. Andrews, onde teve destaque pela sua grande ca-
pacidade intelectual.

No ano de 1585, ficou conhecido em toda a Es-

P’ QUESTOES

cocia pela invencao de maquinas destinadas a guerra.
Eram engenhos utilizados para arremessar bolas de
ferro a certas distancias e com precisoes excelentes para
a época. Isso parece ter sido motivo de arrependimento,
pois estava dando a seus patricios o poder de destruicao.
Tornou-se internacionalmente famoso como matematico
no ano de 1590, pela descoberta dos logaritmos. Seu
achado representava uma colaboracao muito grande
na resolucao de complicados problemas decorrentes da
Astronomia. Entre tantos admiradores e seguidores dos
estudos e descobertas de Napier encontrava-se Henry
Briggs (1561-1630), professor conceituado de Mate-
matica em Oxford. Em 1615, Briggs procurou Napier.
Encontraram-se no castelo de Napier, na Escocia, e tive-
ram daquelas discussoes intelectuais: discutiram sobre
possiveis modificagoes no sistema de logaritmos. Um
resultado provavel dessa discussao teria sido que Briggs
ajudou Napier em pelo menos duas obras, publicadas
apos sua morte: Logarithmorum chilia prima (em 1617)
e Arithmetica logarithmica (em 1624).

O pai de Napier era um homem muito rico e fre-
quentemente arrendava terras e acabava emprestando
dinheiro. Como troca pelos seus empréstimos, recebia
juros. E ai que entra Napier. Provavelmente pelo fato de
estar auxiliando seu pai nos negacios, Napier chegou ao
numero 2,718281 ...

Esse texto foi elaborado a partir do livio de Eli Maor, e a historia de um nimero.
Tradugdio Jorge Calife. Essa obra foi publicada em 2003, pela Editora Record.

Resolva os exercicios no caderno.

1. Emqual obra/trabalho de Napier aparece a constante matematicae=2,718281..2

2. Noano de 1585, como Napier ficou conhecido na Escocia?

3. Qualfoi a descoberta, realizada por Napier, que o tormou um matemaético internacional-

mente famoso? Em que anoisso aconteceu?
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Progressdo geométrica
e logaritmos

No inicio deste capitulo, vimos como calcular
os montantes mensais de um capital (C) aplicado a
juros compostos a uma taxa fixa mensal (7).

Observe novamente a sequéncia formada pe-
los montantes ao longo de n meses (ou t meses):

M =C.(1+1)

de razdo: (1+1)
apos n meses
M,=C-(1+iy

Resolva os exercicios
no caderno.

Questoes e reflexoes

Respostas no Manual do Professor. o
1. Como vocé define uma progressao geométrica?

2. Considerando que a, = 2" representa o termo
geral de uma progressao geométrica. Qual é a razdo
dessa sequéncia?

Assim, como 05 montantes estdo em progres-
sao geométrica, poderiamos obté-los utilizando a
férmula do termo geral da progressao geomeétrica.
Considerando que o primeiro termo dessa sequén-
cia corresponde ao montante M, e arazao é (1 + 1),
temos:

a =a, -q""' (termo geral da PG)

n 1

M =M -+
€ Como M1 =C-(1+))temos:
Mn:CvU +1)-(1 +ﬂ”'1=Mn:C- (1+0n

Existem situagoes relacionadas a juros nas quais
precisaremos determinar o tempo de aplicacdo de
uma quantia. Nesses casos, utilizaremos o conheci-
mento de logaritmos.

Analise a seguir cada um dos exemplos.

Exemplo:

Expresse o tempo (n) de uma aplicacdo em
funcao do montante (M ) e da taxa de aplicacdo (/)
nesse mesmo tempo, isto é, obtenha (n) na férmula
do montante.

* Como a calculadora nos fornece logaritmo

na base 10, observando propriedades dos
logaritmos podemos isolar (n), isto é:
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M, =C-(1+i)"
L)

log,,M, =log,, [C-(1+1)"]
L

log,,M, =log,, C+log,,(1+1)"
L

log,, M, =log,, C+n-log,,(141)
L(v)

log,, M, —log,, C=n-log,,(1+1)
L)

log,,M, —log,, C _
log,,(1+1)

Observe que, utilizando uma calculadora,
podemaos determinar o tempo (n) de aplica-
cdo, conhecendo o montante, o capital ini-
cial e a taxa de aplicacao.

Resolva os exercicios
Respostas no Manual do Professor.
1. Explique cada uma das passagens de (1) a (V)
nos calculos do exemplo anterior.

2. Como a calculadora fornece logaritmo na base e,
abtenha, no exemplo, o tempo (n) de aplicacao
utilizando apenas logaritmo na base e.

/

Exemplo:

Um capital (C) foi aplicado a uma taxa fixa men-
sal de 2% na modalidade de juros compostos. Apos
guantos meses 0 montante correspondera ao dobro
do capital aplicado?

e [stabelecemos a condicao de que o montan-
te sera igual ao dobro do capital (C), isto é:

M, =C-(1+i)

2-C=C-(1+0,02)
2=102

e Aplicando logaritmo na base 10 nos dois mem-
bros dessa igualdade e utilizando uma calcula-
dora para obter os valores dos logaritmos, temos:

log,, 2=log,, 1,02
log,, 2=t -log,, 1,02
0,30103=t-0,0086 =t =35



Portanto, o capital duplicard em aproxima-
damente 35 meses a uma taxa fixa de 2% na
modalidade de juros compostos.

Equivaléncia de taxas

Nas situagoes envolvendo juros compostos gue
estudamos até aqui, vimos que a taxa (i) e o tempo
(f) estavam na mesma unidade de tempo. Entao, se a
taxa (i) for mensal, o tempo (1) serd em meses, e, se a
taxa (i) for anual, o tempo () serd em anos.

Vamos considerar agora exemplos relacionan-
do unidades de tempo diferentes para a taxa (i) e o
periodo de tempo (f).

Exemplo:

Um investimento a juros compostos rende 2%
ao més. Qual é a taxa anual correspondente?

o (alculamos o montante em funcdo do capi-
tal investido (C) a uma taxa mensal de 2%. Ao
fim de 12 meses (1 ano), temos:

M, =C-(1+i)
M, =C-(1+0,02
M, =C-1,02"

d calculadora: 102" = 1,268
M, =C-1,268

J12

Note que o capital esta multiplicado por
1,268, isto & aumentou 26,8%.

Portanto, essa € a taxa anual correspondente.

¢ QOutra maneira de fazer esse célculo é con-
siderar que i_representa a taxa anual e/, a
taxa mensal. Assim, aplicando a férmula para
o montante, teremos apds 1 ano (12 meses)
a seguinte igualdade:
C-(14i) =C-(1+i )"

(1+i,) = (1+0,02)"

1+i,=102"

147, =1,268 =/, =0,268 = 26,8%

Exemplo:

Analisemos uma aplicacao a juros compostos e
a uma taxa fixa anual de 20%. Qual é a taxa mensal
fixa correspondente?

¢ (alculamos o montante em fungao do capi-
tal investido (C), a uma taxa anual de 20%. Ao
fim de 1 ano, temos:

M, =C-(+i)
M, =C- (1+0,20)’
M, =C-1,20

e (Considerando esse mesmo montante resul-
tante da aplicacdo mensal do mesmo capital
(C), aumataxa (/) fixa e desconhecida, temos,
ao fim de 12 meses:

M, =C-(1+i)

1,20-C=C-(14i)"

1,20=(141)"

20=1+i

\ calculadora: WZLOBB
1,0153=1+i=i=0,0153=/=1,53%

Portanto, a taxa mensal fixa correspondente
&, aproximadamente, 1,53%.

Compras a prazo e
financiamentos

As compras a prazo e os financiamentos uti-
lizados para comprar exigem do consumidor um
cuidado especial: 0s juros que sao cobrados. Nesse
sentido, a0 compreender comao esses juros sao cal-
culados, cabe ao consumidor, nao podendo comprar
a vista, pesquisar quais sao as melhores condicoes de
pagamento, procurando as menores taxas possiveis.

Vamos considerar a sequir duas situagdes en-
volvendo compras a prazo e financiamentos. Discuta
es5as situagdes com seus colegas e o professor:

12 situacao (calculo do valor a vista):

Lucas comprou um computador em 3 parcelas
iguais, sem entrada, no valor de R$ 800,00 cada parcela. A
loja informou que os juros compostos que estavam sendo
financiados nessa compra a prazo eram de 4% ao més.

Como podemos determinar o prego a vista des-
se computador?

e Vamos utilizar um esguema em que 0s nu-
meros 1, 2 e 3 representam os meses de pa-
gamento das parcelas de R$ 800,00:
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800 800 800

. A 4 A Observacao:

I I I I Na situagao analisada, os valores V,, V, e V, representam
0 ! = 3 os valores atuais (tempo zero) das parcelas. Também é
I—., pivGiTiants da conpes comum dizer que sdo os valores presentes das parcelas.

¢ (onsiderando que o pagamento da primei-

ra prestacao, isto &, 800 reais, corresponde
ao montante do valor V, apés 1 més a juros
compostos de 4%, temos:

M, =C-(1+i)
800=V,-(1+0,04)’
800

g
1,04

Considerando que o pagamento da segun-
da prestacao, isto €, 800 reais, corresponde
ao montante do valorV, ap6s 2 meses a juros
compostos de 4%, temos:

M, =C-(1+4)"
800=V, -(1+0,04)

800
1,042 7

Considerando que o pagamento da terceira
prestacao, isto &, 800 reais, corresponde ao
montante do valor V, apés 3 meses a juros
compostos de 4%, temos:

M, =C-(1+i)
800=V, -(1+0,04)°

800
1,04

Assim, para saber o valor (V) a vista do com-
putador, temos:

V=V, +V, +V,
800 ~ 800 800
V= + = %
104 104 1,04
V=769,23+739,64+711,20
V=2220,07

Portanto, o valor a vista desse computador é
R$ 2.220,07.
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22 situacao (calculo do valor das parcelas):

Um automével zero quildmetro foi anuncia-
do nas seguintes condicoes de pagamento: a vista,
R$ 70.000,00, ou a prazo, em 36 parcelas iguais,
sem entrada, com juros compostos mensais de
1%. Como podemos descobrir o valor de cada
parcela?

Novamente, utilizaremos um esguema em
gue 0s numeros 1, 2, 3, ... e 36 representam 0s
meses de pagamentos das parcelas fixas no va-
lor V:

A" v
I ]
0 1
|—) momento da compra

¢ (Considerando que o pagamento da primeira
parcela, isto é, V reais, corresponde ao mon-

NP <

g1r=<

[#4]

tante de um capital V, (valor a vista) ap6s
1 més a juros compostos de 1%, temos:

M, =C-(14i)
V=V,-(1+0,01)’
Vv _y

1,01 !

e (onsiderando gue o pagamento da segunda
parcela, isto &, V reais, corresponde ao mon-
tante de um capital V, (valor a vista) apos
2 meses a juros compostos de 1%, temos:

M, =C-(1+7)
V=V, -(140,01)’

V —_—
1or 7
¢ (Considerando que o pagamento da terceira
parcela, isto &,V reais, corresponde ao mon-
tante de um capital V, (valor a vista) apos
3 meses a juros compostos de 1%, temos:



M, =C-(1+i)
V=Y,-(1+0,01)’
v

R
e 2

¢ Analogamente, calculamos os demais valo-
res até chegarmos na 362 parcela:

M, =C-(1+i)
V=V, -(1+0,01)*
v

N
o =

e Como sabemos o preco a vista do automao-
vel, podemos agora calcular o valor (V) de
cada parcela:

V,+V, +V, +..+V,, = 70000
LA A %
1,00 1,0F 107 7 1,070

1 1 1 1
V- +—
1,01~ 1,01

e
1,07 1,01
Nesta ultima expressag, a adicao indicada entre
parénteses corresponde a soma dos termos de uma
anq_a1
qg-—1

progressao geométrica, cuja relagao é S, =

Exercicios resolvidos

Entao, podemos escrever:

1 1 1
1,07 1,01 1,01
V| ]‘ : =70000
S
L 1,01
1-101%
e 2
V- 1101 =70000
1,01
1-1,07° 1-1,01
V| ——=— [=70000- !
1,01 1,01
e J P
V- W]:mmo-(hl,m)

Utilizando uma calculadora,  temos
1,01 =1,431. Substituindo na expressao apresenta-

da na linha anterior:
1-1,431
1,431
V-(—O_BO])Z—?OD =V =2325,58

szooo-(—o,m}

Portanto, o valor de cada parcela é R$ 2.325,58
Observacao:

Na situagdo apresentada, os valores V, V, V;, ..V,
representam os valores futuros das parcelas.

1. Um capital foi aplicado a uma taxa de juros compostos de
3% aomés.Qual é o tempo necessario para que esse capital
dobre de valor? (Utilize log 2 = 0,301 e log 1,03 = 0013)

M=C(1+if=2C=C(1+0,03)=2=1,03

Aplicando log nos dois membros dessa igualda-
de, temos:

log 2 0,301
log2=1log1,03' = t= Ll
log 1,03 0,013
Portanto, em aproximadamente 23 meses, esse
capital vai duplicar.

=2315

2. Gustavo aplicou RS 100.000,00 em agoes com ren-
tabilidade de 1% ao més, na modalidade de juros
compostos. Depois de n meses, Gustavo resgatou RS
150.000,00. Considerando que nao houve depdsito
nem retirada nessa aplicacao, calcule o valor de n.
(Utilize log 1,5 = 0,1761 e log 1,01 = 0,0043))
M=C(1+i{)"=150000= 100000 (1 +0,01) =
1.5=1,01¢

Aplicando log nos dois membros dessa igualda-
de, temos:

log1,5 01761
log1,01 00043

Logo, o valor de n é aproximadamente 41.

log1,5=l0og 1,01'=>t= = 40,95

3. Roberto decidiu investir RS 1.000,00 em um tipo de
acao de risco com valorizagcao mensal de 8% ao
més, até obter um montante de R$ 4.000,00. Por
guanto tempo € necessario que esse dinheiro figue
investido? (Utilize log 2 = 0,30 e log 3 = 0,48))
M=C(1+i)'=4000=1000(1+0,08)= 4=1,08

Aplicando log nos dois membros dessa igualda-
de, temos:

log4 log 22 B
log 1,08 ~ log 108 —log 100

logd=log1,08'=t=

2log2 N 2-030 B
log3 +log2’—log10° =~ 3-048+2-030—2 —
_ 0680 _ ..

0,04

Sendo assim, é necessario que esse dinheiro fi-
que investido por, aproximadamente, 15 meses.
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Exercicios propostos

Resolva os exercicios no caderno.

Qual é o tempo minimo necessario para gue um
capital C aplicado a uma taxa de juros compostos de
20% ao ano dobre de valor? (Utilize as aproximacoes
log,,2=030elog, 1,2=0,08)

Aproximadamente 3 dnos e 9 meses.
m apartamento foi comprado por R$ 150.000,00.

Considerando que o valor de mercado desse aparta-
mento aumenta 12% ao ano, apos quanto tempo esse
valor serd igual a R$ 300,000,007 (Utilize log,,2 = 0,30e
log,, 1,12 = 0,05) Apreximadamente 6 anos.

Em que prazo um capital de R$ 3.000,00 acumula um
montante de R$ 13.950,00 a uma taxa efetiva de 15%
ao més? (Utilize log 4,65 = 0,667 e log 0,061
Aproximadamente 11 meses.

Um capital foi aplicado a uma taxa de 3% ao ano.
Quanto tempo demora para que esse capital triplique
de valor? (Utilize log 3 = 0477 e log 1,03 = 0,013)
Aproximadamente 37 meses.

Uma pessoa fez um empréstimo no valor de
RS 40.000,00 e quitou essa divida com um Unico pa-
gamento de R$ 48.760,00. Quantos meses essa pessoa
demorou para pagar se a divida aumentava 2% ao
més? (Utilize log 1,219 = 0,0860 e log 1,02 = 0,0086)
Aproximadamente 10 meses.

Quanto tempo & necessdrio para resgatar

R$ 50.000,00 de uma aplicagao de RS 25.000,00 com

10.

rendimento de 4% ao més? (Utilize log 2 = 0,301 e
log 13 = 1,114) Aproximadamente 18 meses.

Felipe empresta R$ 4.000,00 para Ricardo, com juros
de 10% ao més. Apds x meses o valor da divida é
R$ 6.440,00. Se ndo houve nenhum pagamento, calcule

ovalorde x. (Utilize log 1,61 =0207elog 1,1 =0,041)
Aproximadamente 5 meses.
Ricardo tem um total de R$ 2.000,00. Ele pretende

fazer uma viagem daqui a 12 meses que custa
R$ 3.000,00. Se Ricardo aplicar os R$ 2.000,00 em
acdes com rendimento de 3,5% ao més, ele terd
o dinheiro necessdrio para fazer essa viagem?
(Utilize log 1,035 =0,015elog 1,5 =0,176) ™

Um capital de RS 100.000,00 é depositado em uma
poupanca com rendimento de 0,6% ao més. Sem
considerar movimentagées e impostos, quantos
meses sa0 necessarios para gue o montante seja

R$ 200,000,007 (Utilize log 2 = 0,3010e log 1,006 = 0,0026)

Aproximadamente 116 meses.
Elabore um problema de Matemética Financeira

envolvendo os seguintes dados: C = RS 10.000,00 e
t =6 meses. Depois, trogue com um colega para que
cada um resolva o problema gque o outre criou.
Resposta pessoal.

Algumas conclusoes

Pense possiveis respostas para as questdes a seguir. Essas questdes abrangem o estudo de Matematica Financeira. Caso

sinta alguma dificuldade, sugerimos que retome os conceitos principais estudados até aqui.

Questoes:

1. Quando & que duas razdes numeéricas correspondem a uma proporcao?

2.Qual é a condigao para que duas grandezas sejam diretamente proporcionais?

3. Qual é a condicao para que duas grandezas sejam inversamente proporcionais?

4. O dobro de um nUmero, percentualmente, representa quanto por cento a mais que esse nimero?

5. Multiplicar um ndmero por 0,23 é o mesmo que calcular quanto por cento desse ndmero?

6. Dois aumentos sucessivos de 10% correspondem a um Unico aumento de quanto por cento?

7. Em qual modalidade de juros os montantes crescem em progressao aritmética? E em progressao geométrica?

8. Qual é a relagao matematica que permite calcular o montante (M) de um capital (C), que foi aplicado a uma taxa de /%,
na modalidade de juros compostes, ac longo de t meses?

9. Uma taxa mensal fixa de 1% a juros compostos equivale a uma taxa anual de 12%?

10. Em qual modalidade de juros o montante é calculado sempre sobre o capital inicial?

Troque ideias com seus colegas e o professor. Comente suas respostas e ouga as de seus colegas. Juntos, facam uma lista

das dificuldades que tiveram e descubram os assuntos gue precisam ser retomados.
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Vestibulares e Enem

Resolva os exercicios no caderno.

1. (UFPE) O professor Cldudio prestou um servico de consultoria

nado més, tenha sido de RS 3.000,00.

pedagdbaica. Sabendo-se que sobre o valor bruto a receber
incidiram os descontos de 11% do INSS (Instituto Nacional de
Seguridade Nacional)e 7 5% do IRPF (imposto de Renda Pessoa
Fisica), e que o valor descontado de INSS foi de R$ 105,00 a mais
gue o IRPF, qual o valor liquido recebido por Claudio?

a) 2.295 reais. d) 2.555 reais.
2445 reais. e) 2.895 reais.

c) 2.505 reais.

. (Unicamp-SP) A figura abaixo exibe, em porcentagem, a
previsdo da oferta de energia no Brasil e 2030, segundo

Para efeito do célculo progressivo do imposto, deve-
-se considerar esse valor formado por trés parcelas:
R$ 1.900,00, R$ 200,00 e R$ 200,00.

O imposto de renda, em reais, que deve ser pago nesse
més sobre o ganho total é aproximadamente igual a:

a) 55
(b) 98
) 128
d) 180

o Plano Nacional de Energia.
Biitras forites 4. (Uerj) Umindice deinflagio de 25% em um determinado

; S
renovaveis ngt?,fm g periodo de tempo indica que, em média, os precos au-
; ’7 g mentaram 25% nesse perfodo. Um trabalhador que antes
hidraulica —j : 155 b ; y
| \ o podia comprar uma quantidade x de produtos, com a
: petréleo e inflagdo e sem aumento salarial, s poderd comprar agora
derivados

uma quantidade y dos mesmos produtos, sendo y < x.

Com ainflacao de 259, a perda do poder de compra desse

ﬂgc.!::tncs; trabalhador & de:
_ 20
Ienl-;:;eﬁ:véo ,ﬁ;fr; uranio b) 30%
<) 50%
d) 80%

Segundo o plane, em 2030, a oferta total de energia do
pals ird atingir 557 milhdes de tep (toneladas equivalentes
de petréleg). Nesse caso, podemos prever que a parcela
oriunda de fontes renovéveis, indicada em azul na figura,
equivalerd a:

a) 178,240 milhoes de tep.
b) 297,995 milhdes de tep.
¢) 353,138 milhdes de tep.
259,562 milhdes de tep.

5. (Uerj) Na compra de um fogao, os clientes podem optar
por uma das seguintes formas de pagamento:

- & vista, no valor de R$ 860,00;
« em duas parcelas fixas de RS 460,00, sendo a primeira
paga no ato da compra e a segunda 30 dias depois.

A taxa de juros mensal para pagamentos nao efetuados
no ato da compra é de:

3. (Uerj) No Brasil, o imposto de renda deve ser pago de a) 10%
acordo com o ganho mensal dos contribuintes, com b) 12%
base em uma tabela de descontos percentuais. Esses

B : (<) 15%
descontos incidem, progressivamente, sobre cada parcela
do valor total do ganho, denominadas base de célculo, d) 18%

de acordo com a tabela a sequir. N o
6. (Uece) Duas grandezas positivas x e y sao inversamente

proporcionais se existe uma correspondéncia bijetiva
entre os valores de x e 0s valores de y e um ndmero cons-

Base de calculo aproximada

Desconto (%)

(RE)

até 1500,00 isento tante positiva k tal que, se o valor y é o correspondente
de 1900,01 até 2.800,00 75 do valor x entdo y - x = k. Nestas condigdes, se o valor
de 280001 até 3.750.00 150 ¥y = 6 é 0 correspondente ao valor x = 25, entao o valor
— o : d lorx =156
de 3.750,01 até 4.665,00 25 ¥R ae e =
acima de 4.665,00 275 8
b) 10
Segundo a tabela, um ganho mensal de R$ 2.100,00
corresponde a R$ 15,00 de imposto. @ 12
Admita um contribuinte cujo ganho total, em determi- d) 14
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Vestibulares e Enem

F

10.

(Ufes) Um supermercado vende dois tipos de sabao liqui-
do para lavagem de roupas: 0 sabao C, mais concentrado,
e 0 sabdo D, mais diluido. Para cada lavagem de roupas
com o sabae C, Sofia gasta 30 mE do produto; usando o
sabao D, ela gasta 100 mé. O sabdo C é vendido apenas
em vasilhames de 600 m&, custando 12 reais cada vasi-
Ihame. O sabdo D é vendido apenas em vasilhames de
3 litros, custando 24 reais cada vasilhame. Na compra de n
vasilhames do sabao D, o supermercado da um desconto
de 3n% no pre¢o de cada vasilhame desse sabao, quando
1 << n =<10. Quando n > 10, esse desconto é de 30%.
Sofia resolve comprar n vasilhames do sabao D. Calcule:

a) guantos centavos de reais Sofia gastaria com o sabao
C egr% Ec]:ada lavagem de roupas, se 0 comprasse;

b) o valor minimo de n para que Sofia gaste menos reais
com o sabdo D do que com o sabdo C, em cada lava-
gem de roupas; n=9

¢} o nidmero maximo de vasilhames do sabao D que
Sofia pode comprar com 128 reais. n=6

(Unicamp-SP) A tabela abaixo informa alguns valores
nutricionais para a mesma quantidade de dois alimentos,
AeB.

Alimento A B
Quantidade 20q 20g
Valor energético 60 keal 80 keal
Saédio 10 mg 20mg
Proteina 69 1g

Considere duas porgdes isocaldricas (de mesmo valor
energético) dos alimentos A e B. A razdo entre a quanti-
dade de proteina em A e a quantidade de proteina em B

éigual a:
OF

a) 4. b) 6
(FGV-5P) Sendo x y e z nimeros reais tais que o 7
z

d) 10

x_
i=3, o valor de X éigual a:
y -z
5 4 3 5 7
a) = b) — o = d = =
4 3 2 3 3

(PUC-SP) Trés irmas — Jasmim, Flora e Gardénia — reser-
varam para as compras de Natal as quantias de 600 reais,
360 reais e 120 dolares, respectivamente. Antes de sair as
compras, as trés fizeram o seguinte acordo: o total de reais
reservados por Jasmim e Flora seria igualmente dividido
entre as trés, enquanto que, os ddlares reservados por
Gardénia seriam totalmente repassados a Jasmim e Flora
em partes proporcionais as quantias que cada uma delas
tinha inicialmente.

Considerando que o acordo foi cumprido, quantos dolares
Jasmim recebeu a mais do que Flora? Alternativa c.
a) 20 c) 30

b) 25 d) 35 e) 40

11.

12.

Adilson Secco

c=14cm

13.

(Uema) Uma empresa fabricante de suco que envasava
o produto em frascos de vidro passou a fazer o envasa-
mento em um novo vasilhame plastico com capacidade

de % do frasco anterior.

Alanchonete revendedora enche de suco um copo com

capacidade de % do frasco de vidro.

A guantidade de copos de suco (inteiro + fracao) que a
lanchonete obtém com um frasco do novo vasilhame é
igual a

a) 1copoe 3
b) 2 copose —
c) 2copose

3copose

e) 3copose

L
W Lo e W] =

(Enem) Um pesquisador, ao explorar uma floresta, foto-
grafou uma caneta de 16,8 cm de comprimento ao lado
de uma pegada. O comprimento da caneta (c), a largura
(L) e o comprimento (C), da pegada, na fotografia, estao
indicados no esquema.

caneta

Alargura e o comprimento reais da pegada, em centime-
tros, s3o, respectivamente, iguais a

a) 49e756.

b) 86e98.

c) 142e 154

264 € 408.

e) 27,5e425.

(Enem) A insulina é utilizada no tratamento de pacientes
com diabetes para o controle glicémico. Para facilitar sua
aplicagao, foi desenvolvida uma“caneta’na qual pode ser
inserido um refil contendo 3 me deinsulina, como mostra
aimagem.



14.

15.

Para controle das aplicagges, definiu-se a unidade de
insulina como 0,01 me. Antes de cada aplicagao, € neces-

sario descartar 2 unidades de insulina, de forma a retirar
possiveis bolhas de ar.

A um paciente foram prescritas duas aplicagcdes didrias:
10 unidades de insulina pela manha e 10 & noite.

Qual o nimero méximo de aplicagdes por refil que o
paciente poderé utilizar com a dosagem prescrita?

@) 25

b) 15
c) 13
d) 12
e) 8

(PUC-RJ) Os sécios de uma empresa decidem dividir o lu-
crode um determinado periodo, pelos seus trés gerentes,
de modo que cada um receba uma parte diretamente
proporcional ao seu tempo de servico.

Sabendo que o lucro que seré dividido € de R$ 18.500,00
eque o tempo de servigo de cada um deles &, respectiva-
mente 5, 7 e 8 anos, podemos afirmar que o mais antigo
na empresa recebera:

a) R$4.625,00
b) R$5.125,00
¢) R$ 647500
(d) RS 7.400,00
e) R$9.250,00

(FGV-5P) Um investidor aplicou certa quantia, em reais, a
taxa de juro composto de 1% ao més. Neste problema,
desprezando qualquer tipo de correcdo monetaria devido
a inflagao, responda as perguntas a seguir.

a) Neste investimento, apds 2 meses, seriz possivel
resgatar o valor aplicado com lucro de R$ 4.200,00.
Calcule o valor inicialmente aplicado. R$ 200.000,00

b) Mo investimento indicado, é possivel resgatar um
montante de 4 vezes o capital inicialmente apli-
cado em 139,3 meses. Caso o célculo fosse feito
adotando-se log 2 = 0,301 e log 202 = 2,305, que
sdo logaritmos com apenas 3 casas decimais de
aproximagao, seria obtido um valor aproxima-
do de t anos. Chamando de E =t — 139,3 ao erro

Radu Razvan /Shu tters tock,.com

cometido no célculo devido ao uso de apenas
3 casas decimais de aproximagao nos logaritmos in-
dicados, calcule E. 11,2 meses.

16. (UERJ — R2016) No ano letivo de 2014, em uma turma

17.

de 40 alunos, 60% eram meninas. Nessa turma, ao final
do ano, todas as meninas foram aprovadas e alguns me-
ninos foram reprovados. Em 2015, nenhum aluno novo
foi matriculado, e todos os aprovados confirmaram suas
rmatriculas. Com essa nova composicdo, em 2015, aturma
passou a ter 20% de meninos. O ndmero de meninos
aprovados em 2014 foi igual a:

a)4
b) 5

@6

d)8

(FGV-SP) Dos animais de uma fazenda, 40% sao bois, 30%
sdo vacas, e 0s demais sdo caprinos. Se o dono da fazenda
vende 30% dos bois e 70% das vacas, o total de animais
da fazenda se reduz em:

a) 30%
(b))33%
c) 45%
d) 60%
e) 66%

N\pesario N

{Unifesp) O carro modelo flex de Cldudia, que estava
com o tanque vazio, foi totalmente abastecido com
20% de gasolina comum e 80% de etanol. Quando
o tangue estava com o combustivel em 40% de sua
capacidade, Cldudia retornou ao posto para reabaste-
cimento e completou o tangque apenas com gasolina
comum.

a) Apds o reabastecimento, qual a porcentagem de
gasolina comum no tanque? 68%

b) No primeiro abastecimento, o preco do litro de
gasolina comum no posto superava o de eta-
nol em 50% e, na ocasido do reabastecimento,
apenas em 40%. Sabe-se que houve 10% de au-
mento no preco do litro de etanol, do primeiro
para o segundo abastecimento, o que fez com
que o preco da gasolina comum superasse o
do etanol em R$ 0,704 na ocasiao do reabas-
tecimento. Calcule o prego do litro de gasolina
comum na ocasiao do primeiro abastecimento.
RS 240

Juros compostos Capitulo 3 -



EXPLORANDO HABILIDADES E COMPETENCIAS

Respostas no Manual do Professor.

O juro simples possui um valor fixo a ser cobrado
por periodo proporcional ao valor que foi emprestado.
Quando o empréstimo nao é pago, o valor devido
aumenta linearmente.

Os juros compostos, entretanto, sio calculados ndo
s6 em relacao ao valor emprestado como também em
relacdo ao tempo que se demora para quitar a divida. Esse

Assim, quando vocé combina um valor de juros
mensais, ao fim de 1 més o valor da divida é o valor
emprestado mais o valor dos juros daquele més. Se
ao fim de um més nao for feito nenhum pagamento,
o més seguinte 0s juros serdo maiores, ja que sio
calculados proporcionalmente ao valor total devido.

Veja abaixo alguns exemplos de simulacoes de

tipo de juros é o mais utilizado em transagdes financeiras.

transacoes financeiras envolvendo juros:

Exemplo 1:

Neste exemplo, estamos comparando o acréscimo mensal sobre um capital de
R$ 1.000,00. No grafico, a linha vermelha representa o valor mensal devido quando o
calculo é feito com juro simples. A linha azul representa esse valor quando o calculo é
feito com juros compostos.

Més | Valor com juros compostos Valor com juro simples

0 R$ 100000 R$ 1.000,00
1 R$ 1.010,00 RS 1.010,00
2 R$ 1.020,10 RS 1.020,00
3 RS 1.030,30 RS 103000
4 RS 1.040,60 RS 1.040,00
5 RS 1.051,01 RS 1.050,00
6 RS 1061,52 RS 1.060,00
7 RS 1.072,14 RS 1.070,00
8 RS 1.082,86 RS 1.080,00
9 R$ 1093,69 RS 1.090,00
10 RS 110462 RS 1100,00
1 R$ 111567 R$ 1110,00
12 RS 1.126,83 RS 112000
jl montante
§ R$ 1.140,00
% R$ 1.120,00
" R$110000|
RS 1080,00
RS 1060,00
RS 1040,00
RS 1020,00
R$ 1000,00
R$ 980,00 +—————1—1—1—1— R 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 N 12 13 meses

- Unidade 1 Matematica Financeira



Grafico: © DAE

Exemplo 2:
Este outro exemplo € similar ao anterior, mas com uma taxa de juros
maior. No grafico, a linha vermelha ainda representa o calculo feito com

juro simples. A linha amarela representa esse valor quando o clculo é feito

i Valor com Valor com
COIMm Juros compostos. juros juro
Meés | composto simples
0 R$ 1.00000 | RS% 1.000,00
A montante

R$ 1.900,00 1 RS 1.050,00 R$ 1.050,00
R$ 1.800,00 2 R$ 110250 | R$1.10000
RS 170000 / 3 R$ 1.157.63 R$ 1.150,00
RS 1600,00 / 4 | R$121551 | RS1.20000
R$ 150000 5 R$ 1.276,28 RS 1.250,00
RS 1400,00 6 RS 1.340,10 R% 1.300,00
RS 1300,00 el 7 | re1a0710 | R 135000
R$ 1200,00 8 RS 147746 R$ 140000
9 R% 155133 R$ 1.450,00

R$ 1.100,00
10 RS 1.628,89 R% 1.500,00

R$ 1.000,00
RS 900,00 1 R$ 1.710,34 RS 1.550,00
001 2 3 4 5 6 7 8 8 10 M 12 13 meses 12 | R$179586 | RS 160000

Questoes e investigacoes

Com base nos graficos e nas tabelas, respon-

da as questoes.

i 1

2.

Qual é ataxade juros aplicada noexemplo 17 Eno
exemplo 2?

Para interpretar as tabelas, considere que a linha
zero € 0 momento presente, a linha 1 é o valor
devidoapés 1 periodo e assim por diante. Consi-
derando periodos mensais, no caso do exemplo
2, podemos supor que uma pessoa gue tenha
utilizado um empréstimo de R$ 1.000,00 no dia
5 de marco, a juros compostos, deverd pagar
R$ 1.795,86 no mesmo dia do ano seqguinte. Su-
ponha entdo que uma pessoa exatamente nessa
situacdo pague um valor de R$ 1.000,00 apds 9
periodos. Nesse caso, quanto ela deverd pagar
no dia 5 de margo do ano seguinte?

Com base na tabela do exemplo 1, elabore duas
questoes similares a questao anterior: uma
questdo deve envolver Juro simples e outra,

Resolva os exercicios no caderno.

juros compostos. Depois, resolva as questoes
elaboradas por vocé.

. Considere a seguinte situagao: uma pessoa pegou

emprestado do banco um valor de R$ 1.000,00
a uma taxa de juros compostos de 5% ao més.
Apo6s um més, recebe um valor de R$ 2.000,00
gue ela pode aplicar a uma taxa de 1% ao més.
Ela precisa escolher entre trés maneiras diferentes
de utilizar esse dinheiro:

a) Pagar o empréstimo (com os juros de 1 més)
e aplicar o restante.

b) Aplicar o valor e pagar o empréstimo depois
de 2 meses (com os juros de 3 meses).

c) Pagar metade do valor devido, aplicar o
restante e, ap6s 1 més, terminar de pagar o
empréstimo.

Em qual das trés opcoes a pessoa terminara o
terceiro més com mais dinheiro?

Juros compostos Capitulo 3 -



UNIDADE TRIGONOMETRIA

A busca pelo desconhecido e
a necessidade de desvendar
nosso mundo parecem ser
os grandes motivadores para
o desenvolvimento tanto

da Astronomia como da
Trigonometria.

yiKeystone Brasil

Embora a Trigonometria tenha
suas raizes no calculo de
distancias inacessiveis, ela
esta intimamente ligada aos
fendmenos periodicos. Nesta
unidade, ampliamos nosso
conhecimento desta érea téao
importante para a Matematica:
a Trigonometria.

Colegao particular/Look and Learn/The Bridgeman Art Lib

Hiparco de Niceia
(190 a.C-120aC)no
Observatorio de
Alexandria.
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cAPITULO

Vocé ja estudou as chamadas razées tri-
gonomeétricas seno, cosseno e tangente de um
angulo agudo em um triangulo retangulo.

B
o
A G
W= medida do cateto oposto ac angulo a
medida do cateto adjacente ao angulo
medida do cateto oposto ao angulo o
sena =

medida da hipotenusa

cos a = medida do cateto adjacente ao angulo a
medida da hipotenusa

Note 0 que acontece guando temos uma
circunferéncia de raio (r) unitario e com centro na
arigem do sistema de coordenadas cartesianas.
Ao localizar nessa circunferéncia um ponto P (a, b)
e considerar o vt
triangulo retéan-
gulo destacado,
temos:

Pia b
b
1 b
/ Y
o o N _ﬁa
a X a

Nesse triangulo retangulo, vamos consi-
derar as razdes trigonomeatricas seno e cosseno
para ¢ &ngulo agudo «

b
e sena = 1_: b= sen a (A ordenada do

ponto P é o valor do seno do angulo a)

a
e CcOsa =—=>a = cos «a (A abcissa do
1

ponto P é o valor do cosseno do angulo a)

- Unidade 2 Trigonometria

TRIGONOMETRIA NA
CIRCUNFERENCIA

Portanto, o ponto P tem coordenadas
P(cos a, sen a).

Esse procedimento de relacionar as coor-
denadas dos pontos de uma circunferéncia de
raio unitario, cujo centro é a origem do siste-
ma de coordenadas cartesianas, com o seno e
0 cosseno dos respectivos angulos, permitira,
como veremaos, estudar as razoes trigonome-
tricas como fungdes trigonomeétricas. Iniciamos
esse estudo neste capitulo.

Arcos e dngulos

Na circunferéncia representada a seguir,
0s pontos A e B estao delimitando duas partes.
Cada uma dessas duas partes, incluindo os dois
pontos, € denominada arco da circunferéncia.

A

—» Arco AB ou AB

—  » ArcoABoulB

Caso os pontas A e B coincidam, também
teremos dois arcos AB: um arco nulo e outro
arco de uma volta.

Observacoes:

1. Quando os dois pantos A e B sao distintos,
eles determinam dois arcos AB. Para diferen-
ciar um do outro, consideramos um ponto
em cada um deles, conforme é indicado na
figura a sequir.

A

——» Arco AQB ou AOB

Figuras: © DAE



2. Neste nosso estudo, vamaos indicar um arco
apenas pelos dois pontos extremos e, quan-
do isso acontecer, estaremos nos referindo
ao menor dos arcos com extremidades nes-
ses pontos.

A todo arco em uma circunferéncia po-
demos associar um angulo com o vértice no
centro dessa circunferéncia. Para determinar
esse angulo, que denominamos angulo central,
tracamos as semirretas OA e OB ou (O_B e ﬁ}

A

= Arco AB

» Angulo central AOB

A medida de um arco de uma circunfe-
réncia é a medida do &ngulo central correspon-
dente. Assim, de acordo com a figura anterior,
podemos representar:

e medida do angulo central —*
— med(ACB) =«

¢ medida do arco AB— med(ﬁ._é) —a

Note, por exemplo, que a figura a sequir é
formada por trés circunferéncias concéntricas.
Em cada uma dessas circunferéncias, foi mar-
cado um arco cuja medida é a, isto €, 0s trés
arcos correspondem ao mesmo angulo central
de medida a. Dizemos que os arcos AB, CD e EF
sdo de mesma medida.

Contudo, o que vai diferenciar esses arcos
€ o comprimento. Sao trés arcos de compri-
mentos diferentes. O comprimento de um arco
€ uma medida linear do arco, isto &, utilizamos
as unidades de medida de comprimento, como
centimetro, metro, entre outras.

Imagine um arco sendo estendido (retifi-
cado) até que possamos obter um segmento
de reta, como sugere afigura a sequir. A medida
desse segmento sera o comprimento do arco.

A
A

Comprimento de um arco

Vamos recordar como obter o compri-
mento de um arco.

»

Uma circunferéncia ¢ um arco de uma
volta cujo comprimento pode ser obtido pela
formula € = 2mr, na qual representa o raio da
circunferéncia e ™ o namero irracional corres-
pondente 4 aproximacao racional 3,14.

n,
e

\

5 Circunferéncia retificada
| C

Com base no comprimento de uma cir-
cunferéncia, podemos obter o comprimento
de um arco, desde que saibamos a medida em
grau do angulo central correspondente.

.
.

Utilizando proporcoes, podemos obter a
medida do comprimento de um arco (£), co-
nhecendo a medida do angulo central (a) e a
medida do raio da circunferéncia (r). A propor-
Ca0 € a razao entre a medida do comprimento
da circunferéncia completa (27r).

Trigonometria na circunferéncia Capitulo 4 -
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De acordo com essas figuras, temos a seguinte
pProporgao:
¢ 2w
o 360°

Essa relacao pode ser utilizada para o calculo do
comprimento de um arco com base na medida, dada
em graus, do angulo central correspondente.

Respostas no Manual do Professor.
Resolva os exercicios

Questdes e reflexdes no caderno.

1. Ao se duplicar a medida de um angulo central
em uma circunferéncia, 0 que ocorre com o com-
primento do arco?

2.Considerando  duas circunferéncias concéntricas
(uma de raio r e outra de raio 2r), com um angulo
central de medida 30° e os comprimentos dos arcos
correspondentes & medida desse dngulo central,
responda: A medida do comprimento de um arco
€ o dobro da medida do comprimento do outro?

rd

Outra unidade de medida
de angulo

Além do grau, existe outra unidade de medida
de angulo muito utilizada: o radiano. Essa unidade
pode ser compreendida com base no comprimento
de uma circunferéncia de raio r, isto &

1 rad

1 rad

1 rad 0,28 rad

1 rad
1 rad

Se considerarmos a aproximacdo m® = 3,14 o
comprimento da circunferéncia serd, aproximada-
mente, 6,28 - r. E como se o arco correspondente
a uma volta completa fosse dividido em 6 arcos de

- Unidade 2 Trigonometria

Figuras: © DAE

comprimento igual a re mais 1 arco de comprimento
igual a 0,28 - r (ver figura anterior):

C=2nmn-r
C=2-314-r
C=628"r

C=6-r+028-r

Aos arcos anteriores de mesmo comprimento
(r) associa-se um angulo central que corresponde a
unidade de medida conhecida como 1 radiano (que
representamos como 1 rad). O pedacinho que falta
para completar o angulo central de uma volta inteira
tem medida 0,28 radiano, aproximadamente.

Um arco de medida 1 radiano
(1 rad) corresponde a um arco cujo
comprimento é igual ao raio da circun-
feréncia que o contém.

1 rad

Vamos obter uma relacdo entre as unidades
grau e radiano. Assim, como em uma valta completa
o angulo central € 360°, temos que, em radianos, a
medida desse dngulo serd 2 m rad. Além disso, temaos
alguns angulos de forma imediata correspondentes
aos arcos em vermelho:

Arco de &t rad
ou 1807

Arco de 2 rad
ou 360°

Arco de g rad

3n
Arco de > rad

ou 90° ou 270°



Usar a unidade de medida radiano tem uma
vantagem que vocé pode constatar por meio da
compreensao do que € 1 radiano em uma circunfe-
réncia de raio r, obtendo, por exemplo, outros arcos.

énhgqﬁ?;ccl:?zgg'al Comprimento do arco
1 rad T-r
2rad 2:r
3rad 3-r
4 rad 4.r
« rad o-r

A Ultima linha dessa tabela sugere outro proce-
dimento que permite obter o comprimento € de um
arco cuja medida do angulo central é « rad, isto é:

£=o-r

ou
a=

&
;

Note que esse resultado também poderia ser
obtido por meio da seguinte proporcao:

Angulo central Comprimento do arco

2mrad 2nr
a rad £
e P et
o { r
Observacao:

Essa relacao pode ser interpretada da sequin-
te maneira: 0 comprimento de um arco e a medida
do raio da circunferéncia correspondente, na mesma
unidade de comprimento, sao diretamente propor-
cionais. A constante de proporcionalidade é o valor
numeérico da medida, em radianos, do angulo central
correspondente.

Exemplo:

As circunferéncias representadas a  se-
guir sao concéntricas, com raios medindo 2 cm,
3cm, 4 cm, 5cm e 6 cm. Considerando que o angulo

. - n .
central é igual a =, vamos representar os compri-
3

mentos dos arcos indicados por x, y, z, te v.

Figura: © DAE

e Como os comprimentos dos arcos sdo pro-
porcionais as medidas dos raios das circun-
feréncias as quais esses raios pertencem € a
constante de proporcionalidade € a medida
do angulo central em radianos, temos:

comprimentodo arco _ 2n

medida do raio 3
X y z t v 2m
2 3 4 5 6 3
X 2n 41
—=—=x=—0amn

2 3
122_1T=y:2]'[cm
3 3
zZ 2n
—=_=Z=—Cm
4 3

r 2m 1
—=—=f=——am
5 3
v 2n
—=—=v=4ncm
6 3

Para transformar a medida de um arco de ra-
dianos para grau e vice-versa, utilizamos a seguinte
relacao:

180°=mrad

A unidade de medida radiano também é muito
utilizada na disciplina de Fisica. Faca uma pesquisa
sobre 0s significados de deslocamento angular, ve-
locidade angular e aceleracao angular. Anote em seu
caderno o resultado da pesquisa e troque ideias com
a turma.

Trigonometria na circunferéncia Capitulo 4 -



Circunferéncia trigonométrica

Consideremos uma circunferéncia de centro na
origem do plano cartesiano e raio unitario, conforme
a representacao abaixo.

¥

+

.

Al1,00 *

A partir do ponto A(1, 0), convencionamos que
qualguer arco no sentido anti-harario sera positivo.
Como consequéncia, qualquer arco no sentido hora-
rio sera negafivo.

Os eixos cartesianos dividem a circunferéncia
trigonomeétrica em guatro partes congruentes. Essas
partes sao denominadas quadrantes, que sao indi-
cados por 12 Q (primeiro quadrante), 22 Q (segundo
quadrante), 32 Q (terceiro quadrante) e 42 Q (quarto
quadrante), a partir do ponto de origem dos arcos, e
sdo considerados no sentido positivo.

A

w
v
90° | B E
H
2
20 1=a
A A i
180° 360°  x
30 420
270° | B

- Unidade 2 Trigonometria

SN
m

320 420

Observacées:

1. Os pontos A, B, A'e B'que pertencem aos ei-
x0s coordenados. Desse modo, vamos con-
siderar que eles nao pertencem a nenhum
quadrante.

2.Como a circunferéncia trigonométrica tem
raio unitario, a medida de qualquer arco, em
radiano, é numericamente igual ao compri-
mento desse arco.

3. Qualquer ponto P(x, y) que pertenca a circun-
feréncia trigonométrica terd suas coordena-
das variando conforme as desigualdades:

—1=x<le—-1<y=<]
Exemplo:

Vamos considerar nos itens abaixo as extremida-
des de alguns arcos na circunferéncia trigonomeétrica.

a) Arco de 65

P Extremidade no 1= 0




Extremidade no 22 Q

Y

¥

Sabemos que, em uma circunferéncia, um arco
tem duas extremidades. Como uma delas é sempre
a origem, para facilitar a identificacao, quando citar-
mos a extremidade de um arco, estaremos nos refe-
rindo a extremidade que nao é a origem do arco.

Arcos congruos

le

Figuras: @& DAE

Considere um arco em uma circunferéncia tri-
gonométrica com origem no ponto A e a outra ex-
tremidade no ponto P Existem infinitos arcos que
podemos considerar nessa circunferéncia tendo os
pontos A e P como suas extremidades. Pode-se dar
um numero inteiro de voltas em qualquer um dos
dois sentidos (horéario ou anti-horério). Desde que
inicie no ponto A e finalize no pontao P teremos arcos

com as mesmas extremidades e diferenciados ape-
nas em relacdo ao nimero de voltas da circunferén-
cia. Esses arcos sao chamados arcos congruos.

Exemplo:

Vamos considerar o arco de medida 120°
na circunferéncia trigonométrica, tendo como
origem o ponto A e a outra extremidade como
o ponto P.

* Note gque todos os arcos da tabela a seguir

tém origem no ponto A e a outra extremida-
de no ponto P,

Arcos no sentido Arcos no sentido

horario

anti-horario

120° = 120° + 0 - 360° 1200 = 120° + 0 - 360°

480° = 120° + 1 - 360° —2400 = 120° + (1) - 360°

8400 = 120° + 2 - 360° —600° = 120° + (—2) - 360°

12000 = 120°+ 3 - 360° | —960° = 120° + (—3) - 360°

15600 = 120° + 4 - 360° | —1320° = 120° + (—4) - 360°

Se escolhermos dois arcos guaisquer dos que
estao indicados na tabela, eles serdo diferentes em
relacdo ao numero de voltas dadas na circunferéncia,

mesmo tendo as mesmas extremidades.
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Observacées:

1. Para um arco de medida «°, todos os arcos con-
gruos a ele podem ser representados pela expres-
sdo a° + k - 360°, com ke Z . Para um arco de me-
dida « rad, todos os arcos congruos a ele podem
ser representados pela expressao « + k + 2w, com

keZ.

2. Quando k = 0, obtemas nessas expressoes 0 arco
de medida a (em graus ou em radianos). Se esse
arco étalque 0° < @° < 360° ou 0 < a < 2m, dize-
mos que € a primeira determinacao positiva.

Exemplos:

1. Observe como podemos obter a primeira deter-
minacao positiva do arco de medida 1500e.

¢ Vamos dividir a medida 1 500° por 3602

15000 | 360°

—1440° 4

60° |—> ndmero de voltas

primeira determinacao

positiva
Pelo algoritmo da divisao, temos:
1500° = 4 - 360° + 60°

Exercicios resolvidos

Ou seja: o quociente indica o ndmero de voltas,
e o resto representa a primeira determinacao positiva.

2. Agora vamos obter a primeira determinacao posi-

57
tiva do arco de medida ?n rad.

¢ (Como a medida do arco esta em radianos, de-
vemos dividi-la por 2. Para facilitar, conside-

12 ; ;
ramos 21t=?1t. Assim, deixamos os deno-

minadores iguais na divisao. Efetuamaos, entao:

571 12n
S 6

48m 4
6 L Numero de voltas
ETEL
6 2
L+ Primeira determinacao

positiva
* Pelo algoritmo da divisao, temos que:

S7n_,.12n , on

6 6 6

Ou seja: 0 quociente indica o nimero de voltas
e o resto representa a primeira determinacao positiva.

a) 210° b) 780°
2 180_n_ 210t 7r

== rad
210 x 180 6

180 = 780 13m
) —=—=x= =—rad
780 x 180 3

a) 2—“rald
3

b) 9—“rad
2

2n 3 2
a) —rad=—-mrad=—-180"=120°
3 3 3

9 9 9
b) 2% rad=2- nrad=—-180°=810°
2 2 2

1. Transforme para radianos as seguintes medidas:

2. Transforme para graus as seguintes medidas:

3. Calcule o comprimento do menor arco determinado por
um angulo de 120° em uma circunferéncia de raio 5 cm.

Primeiro, vamos descobrir quanto é 120°, em radiano:

180 _n_ _120x_2n

- R rad
120 x 180 3

Seja x a medida procurada do comprimento do arco,

entao:
2 10w
¥x= —5=—"
3 3

r . 101
Portanto, a medida desse arco é Tcml ;

4. Escreva a expressao geral de todos os arcos que sao
congruos a:

a) 235°

7
b) 2E rad
5

a) A expressao geral de todos os arcos que sao con-
gruosa 235°é 235° + k- 360°, comk € Z.
b) A expressao geral de todos os arcos que sao con-
n - I 2
gruosa?rade ? + k-2 comke Z.
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Exercicios propostos
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HISTORIA DA MATEMATICA

Jrientacoes e respostas no Manual do Professor

Empregamos as unidades grau (°) e radiano (rad) para medir arcos ou angulos. Mas
como teriam surgido essas unidades de medida? A utilizacao dessas unidades é recente
na histéria da Matematica?

Por que ha 360° numa revolucao completa? Nao ha nenhuma razao para isso, a
nao ser, razoes histéricas. Mesmo estas devem acabar levando a hipéteses e estas a me-
Tos “porque sim”, como sempre acontece quando continuamos a perguntar “por qué?”
e “onde?” em cada passo de uma investigacao retrospectiva, no tempo ou na logica.
Facamos uma revisao breve da historia de 360°.

Sol \

i,
Adilson Secco

'//Ilugagao sem escalas;

cores-fantasia.

Os babilonios antigos, tendo se estabelecido (entre 4000 a.C. — 3000 a.C.) para
drenar pantanos, cultivar campos, construir cidades e trocar bens, interessaram-se
pela Astronomia por si mesma, pela sua relacao com os conceitos religiosos e por
suas conexdes com o calendario, as estacdes e a época do plantio. Desenvolveram
também um sistema numeérico de base 60, usando a ideia de valor posicional para
fracdes e para numeros inteiros (a ideia da separatriz decimal e casas a sua direita re-
presentando décimos, centésimos etc. s entrou em nosso sistema de numeracao indo-
-ardbico por volta de 1585 d.C. — mais de quatro milénios depois!). Ninguém sabe por
que os babilénios escolheram 60, embora haja muitas teorias interessantes a respeito.
E possivel até que o uso de 60 tenha sido decorréncia da facilidade de se dividir um
circulo em seis partes iguais usando seu raio como corda. Talvez a fonte original de
60 seja % de 360. A ideia de 360 partes em um circulo poderia ter resultado de uma
estimativa ligeiramente erronea de 360 dias num ano. Todavia, parece provavel que
o sistema sexagesimal moderno tenha precedido a divisao do circulo em 360 partes
— certamente precede a subdivisio de cada parte em 60 subpartes. Seja como for,
independentemente de que o anterior tenha sido 60 ou 360, os babilonios estudaram
Astronomia e usaram um sistema numeérico sexagesimal em que as fragoes eram escritas
como denominadores de poténcias de 60, empregando até certo ponto a mesma nogao
posicional com que escrevemos fracoes decimais.

46
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Assim, quando a civilizacdo grega, através
do comércio e da conquista, absorveu parcial-
mente a cultura babilonica, adotou suas fracoes
sexagesimais junto com sua Astronomia, Hip-
sicles (c. 180 a.C.) foi o primeiro astrénomo
grego a dividir o circulo do zodiaco em 360
partes, seguindo os caldeus, que o haviam
dividido em 12 secoes, cada uma com 30 (e

as vezes 60) partes. Nem Hipsicles nem os cal-
deus usaram essa divisdo para outros circulos.
Essa generalizacdo deve-se, aparentemente, ao
astronomo Hiparco (c. 150 a.C.).

Ptolomeu (c. 125 d.C.), o famoso astréno-
mo e gedgrafo grego, fez um uso genérico das
fragoes sexagesimais em todo tipo de célculo e
nio apenas na medida de angulos. Segundo ele
dizia, fazia isso para evitar o uso de “fracoes”,
indicio de que a ideia completa de fracoes
conforme é ensinada nas escolas elementares
de hoje nao era clara para esse génio grego,
mas que ele apreciava a eficiéncia da nogao
posicional em calculos que as envolvessem.

Mas ele usava uma aritmética decimal nao posicional para os inteiros, e nao
usava [racoes sexagesimais para medir o tempo. Esta tltima ideia foi introduzida
por seu comentador, Teon de Alexandria (c. 390 d.C.).

As fracoes sexagesimais babilonicas usadas em traducoes arabes do grego,
de Ptolomeu, eram chamadas pelos tradutores “primeiras menores partes” para
sexagésimos, “segundas menores partes” para sexagésimos de sexagésimos, e assim
por diante. As primeiras traducoes europeias se faziam em latim, que era a lingua
internacional dos intelectuais. Em latim essas frases tornaram-se partes minutae
primae e partes minutae secundae, das quais derivam as palavras “minuto” e “segundo”.

JONES, Phillip 5. Topicos de histéria do Matemdtica para use em sala de aula — Trigonometria,
Sdo Paulo: Editora Atual, 1992, p. 33-34.

Em sua opiniao, qual é a melhor hipétese para o surgimento da utilizacao da
circunferéncia dividida em 360 partes: o calendario dos babilénios, de 360 dias, ou
o sistema sexagesimal? Discuta com seus colegas a esse respeito. Que tal pesquisar
um pouco mais?

'QU ESTﬁES Resolva os exercicios no caderno.
De acordo com o texto, responda:

1. Quais s3o 0s motivos que levaram os babilénios a se interessarer pelo estudo da Astronomia?

2. Qual era o tipo de aritmética decimal que Ptolomeu usava para medir o tempo?

Ptolomeu (c. 90 a.C. —c. 168 a.C).

Colegdo wrtlwlar!hok and-Lnrn.fEIgarCuJIal:tIomeha Bridgeman ArtLibraryKeystone Brasil
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Seno e cosseno de um arco

Agora que sabemos o que é uma circunferéncia
trigonométrica, vamos indicar um arco de medida «
na circunferéncia com extremidade no ponto P(g, b)
conforme indicado a sequir.

A
Y

Considerando as razoes trigonometricas seno e
cosseno de um angulo agudo no triangulo retangu-

lo, temos:
medida do cateto oposto ao dngulo a
® sena= -
hipotenusa
PQ b
sena=—=—=b=sen«a
medida do cateto adjacente ao angulo «
* Cosa= :
hipotenusa
0] a
cosa= 30

—Tﬁlﬂ':COS{l

Com base nessas duas ideias, estudamos seno
e cosseno na circunferéncia trigonométrica. Associa-
mos a cada arco um valor para o seno e um valor
para o cosseno. Esses dois valores sao as coordena-
das da extremidade do arco (ponto P). A abscissa sera
0 cosseno do arco, e a ordenada, o seno do arco:

v h
— : Plx, v)
1,7 |

2 sena |
g o L lA
g 0 cosa x
E“

cose =X,

L——» Abscissa do ponto P
sena =y

L——» Ordenada do ponto P

- Unidade 2 Trigonometria

A seguir, observe o que ocorre com o0 seno e o
cosseno quando fazemos o arco percorrer a circunfe-
réncia trigonométrica.

Razdo trigonométrica seno

.,
]
=

N

A=P

— senP=send=0

e Arco variando no 12 quadrante:

sena X

sen a

dADWARYEN

R
sen90°=senr;~——l



¢ Arco variando no 22 quadrante:

seno

SV

sSeno

y =

» sen 180° =sena =0

p X
j ;
e Arco variando no 32 quadrante;
y
& X
sena
P
Vi
| ‘\ x
s5en o
- I
g P
E

Y
\ x n
S sen 7P =sen—=—1
A 2
sena
P

¢ Arco variando no 42 quadrante:
Vi
/ﬂf x'
s A
sen o
(T
p

Resolva os exercicios

Questoes e reflexdes no caderno.

Respostas no Manual do Professor.

Observando a variagao de um arco « na
primeira volta na circunferéncia trigonométrica,
responda:

1. Entre quais valores varia o sen a?

: T
2. Aumentando um arco a no intervalo [03) s
gue ocorre com o valor de sen a?

3. Em quais quadrantes, quando se aumenta o
valor de «, 0 valor de sen a diminui?

4, Em quais quadrantes o seno é positivo? Eem
quais & negativo?

OBSERVACAO

Como o seno é uma ordenada, entdo o sinal do seno é o
sinal da ordenada do ponto correspondente a
extremidade do arco.
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Razdo trigonomeétrica

¥ E
cosseno
v Y

cm90°=c05§=t]

L/

e Arco variando no 22 quadrante:

—* cos0°=cos0=1

>

¢ Arco variando no 12 guadrante:

i
|
|
]
1
i
(

-

AN

=

/\ "c
=]
AR < e <
>
Y
-

(

¥

.
=

A

ah
L\

g P
COS o &

cos 18P =cosn=—1

Figuras: @ DAE
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Figuras: @ DAE

<

¢ Arco variando no 32 quadrante:

F -

COS o

NI

N

w

=]

Y =

=]

]/

il b

Resolva os exercicios

Questoes e reflexdes no caderna.

Respostas no Manual do Professor. o
Observando a variacdo de um arco a na primeira

volta na circunferéncia trigonométrica, responda:
1. Entre quais valores varia o cos a?

T
2. Aumentando um arco e no intervalo {OE) 0

que ocorre com o valor de cos a?

3. Em quais quadrantes, quando se aumenta o
valor de «, 0 valor de cos a aumenta?

4. Em quais quadrantes o cosseno é positivo? Eem
quais é negativo?

/

cos 270°

¢ Arco variando no 4° quadrante:

-
N

3n
=cs—=10
2

-\] COS o

1/

=

-
N

OBSERVACAO:

Como o cosseno @ uma abscissa, entao o sinal do cosseno
€ o sinal da abscissa do ponto correspondente a
extremidade do arco.

Resumindo o gue vimos anteriormente, além
dos sinais nos quadrantes de seno e cosseng, temos:

Qe

90° | 180° | 270°

sen

0

1 0 —1 —lT=sena=1]

cos

1

0 —1 0 —lT=cosaa=1

Simetria no estudo do seno e
do cosseno na circunferéncia
trigonométrica

Quando estudamos a Trigonometria no triangu-
lo retdngulo, no volume 1 desta colecao, vimos a razao
Seno e a razao cosseno para 0s arcos de 309,450 e 60° (ar-
Cos notaveis). Ao assodiarmos 0 seno e o cosseno de um
arco numa drcunferéncia trigonométrica com as coor-
denadas da extremidade desse arco, podemos também
ampliar o cdlculo dessas razdes trigonométricas (seno e
cosseno) desses arcos notaveis. Assim, & possivel relacio-
na-los com outros arcos nos demais quadrantes como
sugere a figura a seguir:
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senoc

Note que as linhas tracejadas estao indicando
retangulos com centro na origem do sistema de
coordenadas cartesianas. Assim, por exemplo, obser-
vando o retdngulo com vértices nas extremidades
dos arcos de 309, 1509, 210° e 330°, temos:

W3

c0s150° =—cos 300 =——

2
B
P

1
5en150°=5en30°=5

sen2109=—sen309=—— cos210°=—cos30°=—

N

sen330°=—sen30°=—— (0c330°=cos30°0=_""

1
2
1
2

Portanto, podemos expressar 0 seno e o cosse-
no dos arcos de 1509, 2109 e 330° em funcdo do seno
e do cosseno do arco de 309

Agui é importante observar que foi possivel
relacionar o seno e o cosseno de arcos com extre-
midades no 22, no 32 e no 42 quadrantes em fungao
das mesmas razoes trigonométricas de arcos do 12
guadrante. Dizemos que foram feitas reduges ao
12 quadrante. Esse procedimento é justificavel pelas
simetrias das coordenadas de pontos no 22 no 32e

- Unidade 2 Trigonometria

COsseno

no 42 quadrantes em relacao ao 12 quadrante. Para
compreender melhor isso, vamos considerar a sequir,
separadamente, um arco genérico com extremida-
des no 22 no 32 e no 42 quadrantes para ‘reduzir” ao
12 quadrante.

e Arcos com extremidade no 22 quadrante

Observe na circunferéncia trigonométrica re-
presentada a seqguir gue as abscissas dos pontos P
e Q 530 opostas enquanto as ordenadas sao iguais:

GRAU

sen (180°-x) = sen x

cos (180° - x) =-cos x

Figuras: & DAE




Se o arco x estivesse em radianos, teriamos:

sen(m —x) =senxecos(m —x) = — cosx

e Arcos com extremidade no 32 quadrante

Observe na circunferéncia trigonométrica re-
presentada a seguir gue as abscissas dos pontos P e
Q sao opostas, assim como as ordenadas:

5en

sen (180° + x) = —sen x

cos (180° + x) = —cos x

Se o arco x estivesse em radianos, teriamos:

sen(m+x)= —senxecos(m+x)=— cosx

s Arcos com extremidade no 42 quadrante

Observe na circunferéncia trigonométrica re-
presentada a seguir que as abscissas dos pontos P e
Q sdo iguais, enquanto suas ordenadas sao opostas:

sen (3607 —x) =sen x

cos (360° - x)=—-cos x

Figuras: € DAE

Se o arco x estivesse em radianos, teriamos:

sen(2m — x) = —senxecos (2m — x) = cos x

Observacao:

Se considerarmos na circunferéncia trigonomeé-
trica dois arcos opostos, isto &, um arco de medida x
(arco AB) e outro arco de medida —x (arco AB), pode-
mos constatar que, de acordo com as figuras a seguir,
05 5en0s 530 OpOstos, € 0S COSSenos Sao iguais.

cos|—x) =cos x

sen(—x] = —senx

Note que os arcos de medidas x e —x tém o
mesmo comprimento. Como os pontos B e B' tém
a mesma abscissa, eles possuem o mesmo valor do
cosseno e, analogamente, como esses pontos tém
ordenadas opostas, eles tém senos opostos.

Funcao seno e funcdao cosseno

Vocé j& ouviu falar em movimento harménico
simples?

Em Fisica, existem situacoes envolvendo feno-
menos periddicos, isto &, fendmenos que tém mo-
vimentos que se repetem sob certas condigoes. Um
tipo de movimento periddico é o chamado movi-
mento harménico simples (MHS). Vamos considerar
a seguinte situacao:

Umcorpodemassa Mestapresoaextremidade
de uma mola. A outra extremidade estd presa
a uma parede, como sugere a figura a seguir. O
ponto 0 indica a posicao de equilibrio. Se compri-
mirmos essa mola até a posicao -A e a soltarmos,
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uma forga restauradora fard com que essa mola se
deslogue para a direita passando pela posicao de
equilibrio e chegando até o ponto indicado pela
posicao A. Considerando condicoes ideals, esse
corpo vai se deslocar periodicamente da posicao
A até a posicao —A.

Figuras: @ DAE

A (4] A

Para determinar a posicdo x desse corpo em
funcéo do tempo ¢, utilizamos a seguinte relagdo ma-
tematica:

x()=A-cos(w-t+ @)

Note que, na situagao apresentada, a posigao
do corpo ¢ dada em funcio do tempo t e esta rela-
cionada ao cosseno de um arco.

Movimentos que sao periodicos podem ser
descritos por meio de uma funcao trigonométrica.

Agora, vamos compreender como sdo as fun-
¢oes trigonométricas seno e cosseno.

Funcdo seno

Vimos que, para cada arco ou angulo x, pode-
mos associar um valor de seno. Logo, para cada x real

(considere x em radiano) podemos associar outro nu-
mero real dado por sen x:

O esbogo do gréfico dessa funcao pode ser fei-
to por meio do seno de diversos arcos na primeira
volta na circunferéncia trigonométrica. Vocé podera
utilizar uma calculadora para verificar os valores dos
Senos.

Assim, utilizando algumas vezes aproximacoes,
podemos obter as coordenadas de alguns desses
pontos. Como exemplo:

x=£—)y=sen£=l=0,5
6 6 2
x=£—)}*=$€n£=£’="0,7
4 4 2
x=£—)y=sen£=£50.9
3 3 2

Atribuindo outros valores para x no intervalo
[0,27], obtendo os valores em correspondéncia para
y e localizando esses pontas no plano cartesianc ob-
termos o grafico da fungao seno.

Y

Como a fungao seno é definida no conjunto
dos numeros reais, a curva correspondente (chama-
da senoide) a esse gréfico pode ser estendida para ar-
cos negativos (determinacdes negativas) e também

- Unidade 2 Trigonometria
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para arcos maiores que 2x (determinagdes positivas
além da primeira volta). Se assim considerarmos, a
funcao . R — R, definida por fix) = sen x, terd o se-
guinte gréfico:



1N\

Note, com base no grafico acima, que a funcao
repete seus valores de modo periddico a cada volta
na circunferéncia, isto é:

[—4m — 27 — 22 volta no sentido negativo.
[—2m; 0] = 12 volta no sentido negativo.
[0; 21t] — 12 volta no sentido positivo.

[2m; 4] — 22 volta no sentido positivo.

Assim, podemaos escrever que:

~=sen(x—4mn) =sen (x-2m) =sen(x) =
=sen (x+ 2w = sen (x +4m) = ..

para qualguer arco real x que considerarmos. Dize-
mos que essa funcdo é periddica de periodo 2m, ou
seja, repete-se de 2T em 2.

Podemos, assim, resumir algumas ideias impaor-
tantes sobre a fungao seno:

e Fungdo periddica: a fungao seno é
periédica de periodo P = 2m.
e Dominio: como para qualquer arco

real x associamos sen x, temos que o
dominio é real, isto &, D(f) = R.

e Imagem: o conjunto imagem é for-
mado pelos valores possiveis para
senx, isto & Im(f)=[—1, 1.

¢ Funcao impar: a fungao seno é impar,
pois sen (—x) = —sen x.

Observacées:

1. Com base no gréafico da funcdo seno construido
anteriormente, temos:

0

kg

. A
i Som \:_/4«

Figura: & DAE

12qua- | 2°qua- | 32qua- | 4°2qua-

drante | drante | drante | drante
Sinal do

- + - -
seno
Variacdo decres- decres-
crescente crescente

do seno cente cente

2. O intervalo [—1, 1], que é o conjunto imagem da
funcao seno, também pode ser representado por
—I=ssenx=<1.

Funcao cosseno

Vimos que, para cada arco ou angulo x, pode-
mos associar um valor de cosseno. Logo, para cada
x real (considere x em radianos) podemaos associar
outro numero real dado por cos x:
%

Denominamos de funcao cosseno a fungac
f.R - R que associa a cada numero real x o nd-
mero real cos , isto &, fix) = cos x.

O esboco do gréfico dessa funcao pode ser fei-
to por meio do cossena de diversos arcos na primeira
volta na circunferéncia trigonométrica. Vocé podera
utilizar uma calculadora para verificar os valores dos
cossenos. Assim, utilizando algumas vezes aproxima-
coes, podemos obter as coordenadas de alguns des-
ses pontos. Como exemplo:

x=——)y:c05—=750,9

x=——)y=c052=§50,7
1

x=——)y:cos—=5=0,5

Atribuindo outros valores para x no intervalo
[0,27], obtendo os valores em correspondéncia para
y e localizando esses pontos no plano cartesiano ob-
termos o gréafico da funcao cosseno.
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Como a fungao cosseno € definida no con- gativas) e também para arcos maiores que 27 (de-
junto dos nimeros reais, a curva correspondente terminagoes positivas além da primeira volta). Se
(chamada cossenoide) a esse gréfico pode ser es- assim considerarmos, a funcao f. R — R, definida por
tendida para arcos negativos (determinacdes ne- | f(x) = cosx, terd o seguinte gréfico:
A
¥
—tn N/ 2" N1/ 0 : 2w N1/ o v
o DTS NS
Note, com base no gréfico acima, que a funcao Pademos assim resumir algumas ideias impor-
repete seus valores de modo periddico a cada volta tantes sobre a fungao cosseno:

na circunferéncia, isto é:

‘ _ e Funcao periddica: a funcao cosseno é
[—4m; —2r] — 22 volta no sentido negativo. periédica de periodo P = 2r.

[—2m; 0] = 12 volta no sentido negativo.

¢ Dominio: como para qualquer arco
real x associamos cos X, temos que o
[2m; 4m] = 22 volta no sentido positivo. dominio é real, isto &, D(f) = R.

[0; 2] — 12 volta no sentido positivo.

e Imagem: o conjunto imagem é for-
mado pelos valores possiveis para

.. = C0s (x — 4m) = cos (x — 2m) = cos (x) = cos x, isto &, Im(f) =[—1, 1].
= cos (x+ 2m) = cos (x+ 4m) = ...

Assim, podemaos escrever que:

e Funcao par: a funcao cosseno € par,

para qualquer arco real x que considerarmaos. Dize- DOIs COS (—X) = COs X.

mos que essa funcao é periddica de periodo 2m, ou
seja, repete-se de 2w em 2m.
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Observacées:

1. Com base no gréfico da funcéo cosseno construi-
do anteriormente, temos:

Sinal do
+ == - +
cosseno
Variacdodo | decres- decres-
crescente | crescente
cosseno cente cente

2. Note que a cossenoide nada mais & que a senoide

deslocada g unidade para a direita.

Funcoes envolvendo seno
e cosseno

Com base no conhecimento das funcoes tri-
gonomeétricas seno e cosseno, podemos tambeém
analisar o comportamento de outras fungdes que
envolvem essas duas. Essa analise é Util para a com-
preensao de fendmenos periédicos que relacio-
nam, de alguma maneira, essas funcoes. Vejamos
alguns exemplos:

1.Conhecendo o gréfico da fungao fix) = sen x,
vamaos esbocar, na primeira volta, o grafico da fun-
caoglx) = 3 + senx.

e Utilizando os valores de x correspondentes as ex-
tremidades dos arcos gue dividem os quadrantes,
podemos construir a seguinte tabela:

X sen x 3 +senx
0 3
& L 4
2
b 0 3
3n
— —1 2
2
2 0 3

e (Com esses valores e conhecendo o gréfico da
funcdo f(x) = sen x, podemos ter uma ideia do
grafico da funcdo g(x) = 3 + sen x.

4T gl

.

Resolva os exercicios

Questoes e reflexoes no caderno.

Respostas no Manual do Professor

1. Comparando os gréficos das fungdes fix) = sen x
e glx) = 3 + sen x, essas funcdes tém o mesmo
periodo?

2. Se sobrepormos esses dois graficos, eles coin-
cidirao?
3. Sem atribuir valores a x, como vocé pode obter

o gréfico da fungdo g com base no gréfico da
funcao f?

g

2. Conhecendo o gréfico da fungdo fix) = cos x,
vamos esbocar, na primeira volta, o grafico da
funcao g(x) = 2 cos x.

e Utilizando os valores de x correspondentes as ex-
tremidades dos arcos que dividern os quadrantes,
podemaos construir a sequinte tabela:

X COS X 2-cosx
1 2

& 0 0

2

b8 —1 —2
3in
o 0 0

Z

n 1 2

e Com esses valores e conhecendo o gréfico da
funcao fix) = cos x, podemos ter uma ideia do
gréfico da funcao g(x) = 2 cos x.

v A

xy

Figuras: @ DAE

Trigonometria na circunferéncia Capitulo 4 -



Resolva os exercicios

S = =
D\ Questdes e reflexdes no caderno.

e
v
4

Respostas no Manual do Professor.

1. Comparando os gréficos das fungdes fix) = cos x
e glx) = 2cos x, essas fungdes tém o mesmo
periodo?

2. Se sobrepormos esses dois gréficos, eles coin-
cidirao?

3. Essas duas fungdes tém o mesmo conjunto
imagem?

]

Observe que, quando temos uma fungao de-
finida no conjunto dos nimeros reais na forma
fix) =a+ b -sen (mx + n) ou na forma f(x) =
=g + b- cos (mx + n), pode-se verificar e demons-
trar (nao faremos aqui tal demonstragao) que os
ndmeros reais a, b, m e n de alguma maneira estao
relacionados aos graficos dessas funcées, em que:

e g, b — indicam alteracdo no conjunto ima-
gem da funcao;

* m— o periodo da fungao pode ser calculado

n
porp= H

e n —» esta relacionado ao deslocamento hori-
zontal da curva.

Sugerimos, ainda nesta pagina, uma atividade ex-
ploratéria que envolve a construcdo gréfica de diversas
fungoes com a utilizacao da ferramenta Winplot (ou ou-
tra ferramenta que vocé tenha acesso). Essa ferramenta
ja foi utilizada em atividades propostas noVolume 1 des-
ta colecdo na obtengao de gréficos de outras fungoes.

EXPLORANDO Orientacoes e respostas no M

Para que vocé possa perceber melhor o
comportamento gréfico de diversas funcaes tri-
gonométricas relacionadas a funcao seno e a
funcéo cosseno, sugerimos realizar as seguintes
atividades utilizando a ferramenta Winplot.

1. Construa, em um mesmo plano cartesia-
no, os graficos das fungoes fix) = sen x e

- Unidade 2 Trigonometria

Aplicacoes da funcdo seno e da
funcado cosseno

Apresentamas a seguir duas situacoes para exem-
plificar a utilizacdo do estudo de fungdes trigonométricas.
Analise detalhadamente cada uma dessas situacoes.

13 situacao

Uma particula realiza movimento harmdnico
simples e sua posicao x, em centimetro, em funcao
do tempo t, em segundo, é dada por:

x(f) =0,2+cos E-r +E
2 )

Vamos determinar a elongagao maxima e o pe-
riodo de repeticac do movimento dessa particula.

e Para determinar a elongacao maxima, basta de-
terminar a maior imagem da fungao. lsso ocorre
para o maior valor assumido pelo cosseno:

x(t) =O,2-c05£-t +E
2 2

deos E-H—E 1
2 2

X(Dmasimo =0,2 1= X (1)1 44me =0,2 €M

¢ O periodo de repeticdo pode ser determina-
do pelo periodo da funcao correspondente:

=—=p=45
s

2

Portanto, a elongacao maximaeé 0,2cmeo
periodo é 4 s.

anual do Professor

Resolva os exercicios no caderno.

g = sen(x+§) . Depois, responda:
a) Se os dois gréficos forem sobrepostos, o
gue é possivel concluir sabre as curvas?

b) Como vocé explica o gréfico da funcdo g
com base no gréfico da funcao f?



Figura: & DAE

c) Essas duas fungbes tém o mesmo
conjunto imagem? E o perfodo dessas
duas fungdes é o mesmo?

2. Construa, em um mesmo plano cartesia-
no, os gréficos das funcdes f(x) = cos x e
g(x) = cos (4x). Depois, responda:

a) Essas duas fungées tém o mesmo
conjunto imagem? E o periodo dessas
duas funcées € o mesmo?

b) As curvas obtidas sao iguais?

3. Construa, em um mesmo plano cartesia-
no, os graficos das funcoes fix) = sen x e
g(x) = 3 sen x. Depois, responda:

a) Essas funcoes tém o mesmo periodo?
Qual é o conjunto imagem de cada
uma dessas fungoes?

22 situacao

A energia elétrica é resultante do movimento
ordenado dos elétrons. Esse movimento ordenado é
conhecido como corrente elétrica. Em uma corren-
te alternada, a intensidade da corrente é periddica.
Considere que essa corrente (i), em ampéres (A), seja
representada em fungao do tempo f, em segundo,
conforme representado no gréafico a seguir:

tisl

Observando a funcéo i(t) = a - cos (m - 1), na qual
ae m sao nUmeros reais positivas, vamos determinar
a lei de formacéo dessa funcao e a frequéncia dessa
corrente, isto é, 0 nimero de ondas por segundo.

e Pelo grafico temos que o méximo dessa fun-
cao éigual a 8 e ocarre, por exemplo, quando
t = 0. Desse modo, temos:

b) Para quais valores de x, essas duas fun-
¢cOes tém a mesma imagem?

. Construa, em um mesmo plano cartesia-

no, os graficos das fungdes f{x) = cos (2x) e

glx) = —3 + cos (2x). Depois, responda:

a) Como vocé explica o grafico da funcao
g em funcao do gréfico da funcao f?

b) Essas fungoes tém o mesmo periodo?
Qual é o conjunto imagem de cada
uma dessas funcoes?

. Expligue:

a)como obter o gréfico da funcao
flx) = - cos x em funcao do gréfico da
fungéo glx) = cos x.

b) como obter o gréfico da funcao
flx) = —sen x em fungédo do gréfico da
funcao g(x) = sen x.

i(t)=a-cos(m-t)
i(0)=a-cos(m-0)
8=a-1=a=8

Observando no gréfico que o periodo dessa

S 1 .
funcao é igual a = podemas determinar o

valor de m utilizando a férmula do célculo do
periodo da fungao:

_x
&

1

60 |m|

|m=120m=m=120m(m>0)

A frequéncia (f) dessa corrente (frequéncia,
em Fisica, é o inverso de periodo) é dada por:

fro:
p

1
D
60
Portanto,aleideformacaoéi(f)=8- cos(120m-1)
e a frequéncia dessa corrente € 60 hertz (ou
60 Hz).

f=—=f=60hertz
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Exercicios resolvidos

1. Determine o valor da expressac

sen (37“] — 3 cos (180°)

I= 35én(90°]+cc:5(21t]
_1-3(=)_—1+3_2_1
. 3«1+1 341 4 2

2. Construa os gréficos das fungdes trigonométricas a sequir. Depois, determine o periodo, méaximo, minimo e o conjunto
imagem de cada uma delas.

a) fx) = =1+ 3sen(x) b) glx) =2 — 2 cos ()
a) Maximo da funcao f: [£]= =143 sen[E] = b) Maximo da funcio g: [ E]: P 2.:05[3.3_”)=
2 2 ¥ 2
=—1+4+3-1=2 . s DR T
Minimodafuncéof | — | =—1+3sen| — | = . B
2 3 Minimoda funcdo g:g(0) =2 —2cos(2-0) =
=-1+3(-1)=—-4 =2-2-:-1=0
. - 2n ; i 2n
Periodo da funcio f; p=W=2n Periodo da funcdo g:p= ﬂ =n
Im(f)=[-4, 2] Im(g) =0, 4]

.............................

Figuras: © DAE

Exercicios pI'OpOStOS Resolva os exercicios no caderno.

1. Calcule o valor de: N 5. Na figura a seguir, o vértice B do tridngulo OAB € a ex-

3
a) sen (1500 % ¢ cos (6757 2 tremidade de um arco de medida = rad.
V2 dycos(-3540% > 3

2

A
b) cos (25657 137 13w B
e) sen| ? +cos T 1 ‘E /
2. Calcule o valor de: _ a}T e 18 -
1w )
a) sen(1980°) 0 c) S 3+43 A
sen[ 2 ) ! b) 3 uc o A
b) cos (1350°%) O d)cos(18m) | g E_ﬁ »
3. Determine para quais valores reais de x existe 8 tal que: 6 8 )

a) sene=[ ) b) cosﬁ=(—] :
5 3 a) Calcule a drea do triangulo OAB.

b) Calcule o perimetro do tridangulo OAB.
c) Calcule a drea pintada de vermelho.

4. Determine para quais valores reais de x existe T € I, 2a[
talquesena=2x—3. 33 1=x=6

1&;{%5 bl—4=x=2

- Unidade 2 Trigonometria




b1 aw
6. Considere a sequéncia definida por a, =I'n+§ na

qual n & um ndmero natural nao nulo. Caleule o valor
desen (a, ). B

2

7. Nestafigura, estao representados os arcos de medidas
1 radiano, 3 radianos e 5 radianos.
Analise as afirmagdes e decida se cada uma delas
é verdadeira ou falsa. Anote as respostas em seu

caderno. &
ajsen3d<senlV .P
b)cos5>cos1F "I':
cjsen3<sens5 f 0 _:t\ *

disen5>cos5F

elsenl>cos1V

8. Na circunferéncia trigonométrica a seguir, o ponto P
é a extremidade de um arco de medida a.

a) Quais sdo as medidas dos segmentos OA e PAem

funcao do angulo a? Respostas no

b) Qual é a medida do segmento OP? Manual do

Professor
¢) Prove que sen’a + cos’a = 1. fofessor

9. O limite da soma dos infinitos termos de uma pro-

gressao geométrica € igual a u=1;‘

em que

a' é o primeiro termo e g € a razdo da progressao

geométrica. Além disso, esse limite so existe se

—1 < g < 1. Assim, calcule o valor da expressao

T e T O DO [ R
6 12 24 3 9 27 2

Resposta no Manual do Professor.
10. Indique as medidas de dois arcos o e B do 22 qua-

drante de tal maneira que sen & = sen B.
Resposta possivel: =291 e B = 100°,
11. Qual é o periodo e o conjunto imagem de cada uma
das fungoes a sequir?

a) f[x)=—4+3-5en(%+-rr]

b) f[x)=l— CDS(4X) a) Periodo 4 e Im(f) =[-7 =11
o f(x)=2- sen(z—x—i] b) Periodoge Im(f)=[0,21.

- c) Perfodo 3_rc e lmif)=[=2 2]

12. Qual é o valor minimo de cada uma das fungoes a
seguir? E qual é o valor maximo?

a) Os valores minimo e maximo sao,

respectivamente, iguaisase 9.

a) flx)=7— 2sen (3%

13.

14.

i -

16.

17.

B) Os valores minimo e

b) fiX) = —1 + 3 cos (x — &) maximo sao, respectivamente,
4 jguaisa-de 2
c) f(x}= c} Os valores minimo e maximo

1—3 COS{X] 530, respectivamente, iquais a
-lel

Qual é o valor maximo e qual € o valor minimo da

funcdo definida por f{x) = 1 + 3 cos? (x)?

Valor minimo é 1; valor maximo é 4.

B

i
g

e

fud E Zmx
2 2
Observe um periodo completo do gréfico da funcao
f=A+ B sen(C-x), com A, BeC constantes reais.
a) Qual é o periodo da fungao f? a) Perlodo: 2n
b) Qual é o conjunto imagem da funcéo 7
b ]Jm(u‘}; [0 4

o A ungio f

podesertpor f(x)=2— 2 - sen (x)?
Justifique sua resposta, © ) =2-2-sen (4

No gréfico a sequir, esta representado um periodo
completo da fungdo f, definida por f(x)=3- sen[g}

Cada vez que escolhemos um ponto P pertencente
ao grdfico da fungao e nao pertencente ao eixo das
abscissas, é determinado um triangulo OAP.

¥k

Figuras: & DAE

a) Qual é a medida da altura maxima do tridngulo
OAP? a) 3 uc

b) Qual é ab}ééea maxima do triangulo OAP?
T U.d.
Ha uma relagac que permite calcular o trabalho

de uma for¢ca F no deslocamento d de um corpo
T=F-d-cos 8, conforme ilustrado abaixo:

a) Nessa relacdo, qual € o valor do angulo 8 para se
ter o maior valor possivel para T? 0°

b) Obtenha o trabalho realizado em um percurso de
5m,sendo@=60°eF=10N. T=258"-m

Elabore uma situagao semelhante a atividade anterior,
relacionando a Fisica com a Matemtica. Depois, troque
com um colega para que cada um resolva a situagao
que o outro criou. Resposta pessoal
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CAPITULO

Quando definimos sena e cosseno de um
arco em uma circunferéncia trigonomeétrica,
vimos que a todo arco corresponde um valor
para 0 seno e outro valor para o cosseno. No
plano cartesiang, esses valores sao as coorde-
nadas do ponto correspondente a extremidade
do arco.

Observe a sequir um triangulo retangulo
de hipotenusa medindo 1 e os catetos sendo o
seno e o cosseno do dngulo x:

................ Plcos x, sen x)

sentido
pOSitivo
sen x

COS X A x

Aplicando o teorema de Pitagoras nesse
triangulo, temos:

¥ =(sen x)* +(cos x)*
Usenx)? =sen’x e (cos x)> =cos’x

1=sen’x 4+ cos® x

\—' relagdo trigonométrica

Para qualquer arco real x, vale
a relacdo trigonométrica:

sen?x + costx = 1

Essa relacao permite que, conhecendo
uma das duas razdes trigonométricas (seno ou
Cosseno) e o quadrante a que pertence o arco x,

- Unidade 2 Trigonometria

RELACOES TRIGONOMETRICAS

determinemos a outra razao trigonométrica. Tal
relacdo é conhecida por relagcao fundamental
da Trigonometria.

OBSERVACAO:

Além da relacao fundamental da Trigonometria,
existern outras relacdes trigonométricas que
veremos neste capitulo. Antes, observaremos a
ideia geométrica de tangente de um arco na
circunferéncia trigonométrica.

A tangente de um arco na

- ~ -
circunferencia
AT
Vo r
P',*'J
g x
1
A =
0 cosx O ;
2
@
g
El eixo das
N tangenies

Na circunferéncia trigonomeétrica, marca-
mos um arco AP de medida x. Ligamos a extre-
midade desse arco ao centro da circunferéncia
e prolongamos esse segmento até encontrar
0 eixo das tangentes no ponto T (o eixo das
tangentes € paralelo ac eixo das ordenadas,
passando pela origem A dos arcos), conforme
indicado na figura acima. O segmento orienta-
do AT se estiver para cima do eixo das abscissas
sera positivo, mas se estiver para baixo do eixo
das abscissas sera negativo. No segmento AT, A
€ a origem do arco. O segmento AT representa
a tangente do arco x.



Observando que os tridngulos retangulos
OPQ e OTA sao semelhantes, temos:

AT _OA

QP 0OQ

tgx = 1 :’tgx:senx (cosx #0)
senx  CoSX cosx

Essa relacdo trigonométrica também po-
deria ser obtida aplicando a tangente de um
angulo agudo no triangulo retangulo OPQ, mas
a interpretagao geométrica da tangente apre-
sentada na figura acima nos permite observar o
comportamento da tangente quando O arco x
varia ao longo da circunferéncia trigonométrica.

Agora, observe a seguir, ndo apenas 0s
valores que a tangente assume, como também
0s sinais em cada guadrante e 0s arcos para 0s
quais a tangente nao é definida.

«x=0 d

e Para arcos do 12 quadrante (posicées P, P,
eP):

TN
>

Figuras: & DAE

: b
A medida que xaumenta, para 0 < x <—,
2

aumenta o valor da tangente. Além disso, para x
no 12 quadrante, a tangente & positiva.

m
* x=—

2 ¥

ig % nao & definida

¢ Para arcos do 2@ quadrante (posicoes P, P,
e P):
3

Ti
" T
A medida que x aumenta, para E<x<n,

aumenta o valor da tangente. Note que
AT, < AT, < AT,. Além disso, para x no
29 quadrante, a tangente € negativa.

* X=T by

Y
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Resolva os exercicios

Questaes e reflexdes SEERe De modo geral, seja x um arco com extremida-

de no 12 quadrante, temos:

1. Aumentando-se as medidas dos arcos no 3% qua-

S rth S DB Cois ST * Arco com extremidade no 22 quadrante.

2. E correto dizer que se 0 arco no 3° quadrante se
aproxima de 270° a tangente tende ao infinito?

Agx
3. E no 4°quadrante, aumentando-se as medidas

dos arcos, o que ocorre com a tangente?

» 10— X = —1tgx
Observacdes:

1. Conhecendo o sinal de sen x e o sinal de cos x,
o sinal da tg x é determinado utilizando a relagao

"W gl — X
sen x
tgx =———
Cos X
2.No caso de tg L0 g 3n de acordo com as Note que os arcos de medidas x e T — x, indi-
2 2

cados na figura acima, tém extremidades em pontos

ilustragbes anteriores, a reta contendo o segmento o i ;
simétricos em relacao ao eixo das ordenadas.

gue liga o centro da circunferéncia trigonométrica a

- « ‘ i ]
extremidade do arco é paralela ao eixo das tangen- * Arco com extremidade no 3¢ quadrante.
tes. Desse modo, ndo existe a tangente. Além disso,
observe que o cosseno desses dois arcos se anula. | 1g x

No capitulo anterior, vimos que podemas cal-
cular o seno e o cosseno de um arco com extremi-
dade no 22 quadrante, no 32 quadrante ou no 42

» tg(n+ x} =tg x
quadrante em fungao das mesmas razoes seno e
cosseno de um arco do 12 quadrante. Na figura a
seguir, observe os valores das tangentes de alguns
arcos notaveis.
N Nesse caso, as extremidades dos arcos xe + x

540 pontos simétricos em relacao a origem do siste-
ma de coordenadas cartesianas.

e Arco com extremidade no 42 quadrante.

» tg (Zn — x) = —tg x

\r‘[g 2a— %

Agora, 05 arcos x e 2 — x tém extremidades em
& pontos simétricos em relacao ao eixo das abscissas.

Figuras: & DAE
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Outras razodes trigonométricas

Até aqui vimos as razoes trigonomeétricas seno,
cosseno e tangente na circunferéncia. Além disso, ob-
tivemos duas relacoes trigonométricas impartantes:

sen’ x+cos?x =1

e

tgx = 20X (cosx#O)
COS X

Agora, veremos, também na circunferéncia tri-
gonomeétrica, as razoes trigonomeétricas cotangente,
cossecante e secante.

A cotangente de um arco na
circunferéencia

P

eixo das

-~ cotangentes

Na circunferéncia trigonométrica, marcamos
um arco AP de medida x. Ligamos a extremidade des-
se arco ao centro da circunferéncia e prolongamos
esse segmento até encontrar o eixo das cotangen-
tes no ponto S (o eixo das cotangentes é paralelo ao
eixo das abscissas, passando pelo ponto R), conforme
indicado na figura acima. O segmento orientado RS
se estiver para a direita do eixo das ordenadas sera
positivo, mas se estiver para a esquerda do eixo das
ordenadas serd negativo. O segmento RS representa
a cotangente do arco x.

Observando que os tridngulos ORS e OPQ sao
semelhantes, temos:

RS OR

0Q PQ

Lt L=:' cotgx = cosX (senx #0)
COSX  senx senx

Observacoes:

1. Para os valores em que a cotangente e a tangente
sao definidas, podemos dizer que uma é o inverso
da outra. Além disso, essas razoes trigonomeétricas
tm 05 mesmos sinais nos quadrantes.

2. Nao faremos a analise da cotangente dos arcos ao
longo de uma volta na circunferéncia. Para o cal-
culo da cotangente de um arco, podemos utilizar,
como acima observado, os valores do cosseno e
do seno desse arco.

A cossecante de um arco na
circunferéncia

Marcamos o arco AP de medida x na circunfe-
réncia trigonométrica. Tracamos uma reta tangencian-
do a circunferéncia no ponto P até encontrar o eixo
das ordenadas, que é também o eixo das cossecantes,
no ponto U, conforme indicado na figura a seguir. O
segmento orientado OU se estiver para cima do eixo
das abscissas sera positivo, mas se estiver para baixo
do eixo das abscissas sera negativo. O segmento OU
representa a cossecante do arco de medida x.

A

et Y eixo das

L n, R 11~ d s e~ S
cossecantes
U A
L
;
B, P
coss5ec x 1 ‘\\‘
. !
\\
senix -

Figuras: @ DAE

Observando que os triangulos OUP e OPQ sao
semelhantes, temos:

ou_op

OP PQ

COsSSecx 1 1

————=—— = (0SSeCX = —— (senx#ﬂ}
1 senx senx
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Observacoes:

1. Para os arcos em que é definida, a cossecante
de um arco pode ser compreendida como o in-
verso do seno desse mesmo arco. Além disso,
cossecante e seno tém 0s mesmaos Sinais nos
guadrantes.

2.Nao faremos a anélise da cossecante dos arcos
ao longo de uma volta na circunferéncia. Para o
célculo da cossecante de um arco, podemos uti-
lizar, como acima observado, os valores do seno
desse arco.

A secante de um arco na
circunferéncia

Marcamos o arco AP de medida x na circunfe-
réncia trigonométrica. Tracamos uma reta tangen-
ciando a circunferéncia no ponto P até encontrar
o eixo das abscissas, que é também o eixo das se-
cantes, no panto V, conforme indicado na figura a
seguir. O segmento orientado OV se estiver para a
direita do eixo das ordenadas sera positivo, mas se
estiver para a esquerda do eixo das ordenadas sera
negativo. O segmento OV representa a secante do
arco de medida x.

R
P
148 eixo das
' secantes
X . v
0 COS X (o] 5eC X “\_

Figura: @ DAE

Utilizando a semelhanca entre os tridangulos
OPV e OPQ, temos:

ov_op
OP 0Q

o 1 = secx = (cosx #0)
1 COsX COsX

- Unidade 2 Trigonometria

Observacoes:

1. Para os arcos em que é definida, a secante de um
arco pode ser compreendida como o inverso do
cosseno desse mesmo arco. Além disso, secante
€ COosSeno tém os mesmos sinais nos quadrantes.

2. Nao faremos a andlise da secante dos arcos ao lon-
go de uma volta na circunferéncia. Para o calculo da
secante de um arco, podemos utilizar, como acima
observado, os valores do cosseno desse arco.

As relagoes apresentadas até agui séo conheci-
das como relagdes trigonométricas. Resumimos no
quadro a sequir essas relagdes para um arco x, consi-
derando as condicoes de existéncias, sdo:

Exemplo:

Vamos obter outras duas relagcdes trigonométri-
cas denominadas relagoes decorrentes. As duas sao
obtidas com base na relacao fundamental da Trigo-
nometria. Observe.

¢ Dividimos a relagdo fundamental
sen? x+ cos? x = 1 por cos® x (cos x # 0);
sen’ x i cos’x _ 1
cos’x  cos'x cos'x

tg’ x+1=sec’ x = sec’ x =1+1g’ x
¢ Dividimos a relacao fundamental
sen? x+ cos’ x = 1 por sen® x (sen x # Q):

sen2x+c052x_ 1
sen®x  sen’x  sen’x

1+ cotg® x = cossec? x = cossec’ x = 1+ cotg’ x

Equacoes trigonométricas

Assim como existem equagdes polinomiais,
equagdes exponenciais e equagdes logaritmicas, por
exemplo, também existem equacbes trigonométri-
cas. Sao exemplos de equacdes trigpnométricas:



e sen(x)=—1
s C0os (4x) =05
e sen(x) - cos(x) =0
e fgix—4tgx+3=0

Um problema a ser enfrentado na resolugao
de uma equacao trigonométrica é que, quando esse
tipo de equacao admite mais de uma solucao, preci-
samos generalizar suas solucoes. Essa generalizacao
requer a compreensao de que, ao encontrar uma so-
lucdo ou mais na primeira volta da circunferéncia tri-

gonométrica, temos infinitos outros arcos conNgruos
gue também sao solucoes.

Exemplo:

Consideremos a equacao sen x = 1 e observe-
mos suas solugdes.
e A principio, pensando na primeira volta, indica-

i K i
mos o arco de medida > como solucéo:

i
2

e Porém, existem infinitos outros arcos que também
sao solucbes dessa equacao. Por exemplo, todos
0s arcos a seguir tém extremidade no mesmo
ponto indicado na figura acima; portanto, tam-
bém sao solugbes dessa equacao:

£+2n;£—21t;£+4x;£—4x;£+6n;£—6n
2 2 2 2 2 2

* \/amos representar a expressao geral de todos os
arcos congruos aquele da primeira volta. Dessa
forma, podemos dizer que todas as solugées da
equacao dada sao da forma:

=g+k*2n(comk € Z)

Antes de considerar outros exemplos de equa-
cOes trigonométricas, & importante que vocé obser-
ve as seguintes generalizagbes para determinados
arcos indicados na circunferéncia trigonométrica:

o
)
A

¥

£

AN N
@\

(=]

|

ARV

N

(5]
E]

(=]

T | -T

A seguir, observe como podemos obter as solu-
coes de algumas equacdes trigonométricas relacio-
nadas a seno, cosseno ou tangente de arcos.

Exemplos:

1.Vamos obter todas as solugdes da equacao trigo-
nomeétrica cos (x) = 1.

Figuras: © DAE
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e Na primeira volta da circunferéncia, localizamos as
extremidades dos arcos que satisfazem tal equa-
¢ao, como na figura anterior.

e Generalizamos as infinitas solugdes dessa equacao:
x=k:2n (comkeZ)

2. Considere a equacgdo trigonométrica sen (2x) = 1.
Vamos obter uma expressao que forneca todas as
solugcGes dessa equacao e, depois, escrever as so-
lucdes gue pertencem ao intervalo [0, 2mw].

e |ocalizamos na circunferéncia a extremidade do
arco 2x tal que sen (2x) = 1.

E.

i
2

. . T .

e Arcos que tém extremidade em . sao da forma
n ; E

5 +k- 21 Dessa maneira, temos a expressao de

todas as solugoes:
2x = %—P k-2m

X:g-i-k"ﬂ: (com k € Z)

e (Como k é um numero inteiro, com base na expres-
sao anterior, atribuimos valores a k para obter as
solucdes no intervalo [0, 2]

k=0-x=2+4+0-mx=1

4 4
.1<=1—:’)(:E+1-1c=:'x=5—?t

4 4

4 9
kz?_—)x=E+2'n=)x:;(foradomtervalo)

Assim, existem duas solucGes para essa equa-

i ) " m_ 5m
¢ac no intervalo considerado: 0 e—

Observacao:

Por causa da diversidade de tipos de equagdes
e maneiras de representar as solu¢oes, muitas vezes

- Unidade 2 Trigonometria

nos deparamos com a dificuldade em generalizar
tais solucoes. Com o objetivo de facilitar essa tarefa,
apresentamos trés casos envolvendo as razées seno,
cosseno ou tangente. Em cada caso, apresentamos
um exemplo.

12 caso: equacdo na incognita x da forma
sen x = sen 0.

Se as extremidades dos arcos de medida x e
6 sdo simétricas em relacdo ao eixo das ordenadas,
como sugere a figura acima, temas que as solugoes
desse tipo de equacao podem ser dadas por:
x=0+k-2n
ou
X=T—0+k-2n (comkEZ)

Exemplos:
z 1
Vamos resolver a equagao senx = —.
2
e Nesse caso, as extremnidades dos arcos na circun-

feréncia trigonomeétrica sao 0s pontos representa-
dos na circunferéncia a seguir.

Flguras: © DAE

e As solucdes dessa equacao sao representadas
por:
T
=—+k-2n
6

ou

x=5?n+k'2:r: (comkEZ)



29 caso: equacao na incognita x da forma cos x = cos .

b

2n— 8

Se as extremidades dos arcos de medida x e
0 sao simétricas em relacac ao eixo das abscissas,
como sugere a figura acima, temos que as solugdes
desse tipo de equacao podem ser dadas por:

x=0+k-2n
ou
x=—0+k2n (comk EZ)
Porém, essas duas expressoes podem ser resu-
midas em uma expressao apenas:
x=%0+k-2n (comk EZ)
Exemplo:

2

Vamaos resclver a equagao cos x =— —.
2
e Nesse caso, as extremidades dos arcos na circun-

feréncia trigonométrica sao os pontos representa-
dos na circunferéncia a seguir.

h

e (Obtendo as sclugcoes na primeira volta:

n_3
- no 22 quadrante, temos T — — = —ﬂ:;
4 4
51
- no 32 quadrante, temos 1t + % = i

* Assolucbes dessa equacao sao representadas por:
3
x=2F k-2
4
ou
3r
X=— :‘I‘k -2m (comk EZ)

Resumindo essas duas expressoes em uma ex-
pressao apenas, temaos:

x=i%+k-21‘r (comkEZ]

32 caso: equacgao na incognita x da forma
tgx=1tg 6.

eixo das
»~ tangencial

Y

Se as extremidades dos arcos de medida x e 0
530 simétricas em relacdo ao centro da circunferén-
cia, como sugere a figura acima, temos gue as solu-
cOes desse tipo de equacao podem ser dadas por:

x=0+k-2m
ou
X=0+m+k-21 (comkEZ)

Nesse caso, essas duas expressoes também po-
dem ser representadas por uma so:

x=k-n(c0mkEZ)

Exemplo:
3
Vamos resolver a equagao tgx = ?

e Nesse caso, as extremidades dos arcos na circun-
feréncia trigonométrica sao 0s pontos representa-
dos na circunferéncia a seguir.

4

Flguras: & DAE

* As solucbes dessa equacao sao representadas por:
x=C4k-om
6
ou
T
x:?+k-2n (comk €2)

Resumindo essas duas expressoes em uma ex-
pressao apenas, temos:

x=g+k-x(c0mkEZ)

Relagbes trigonométricas Capitulo 5 -



Exercicios resolvidos

tgx+cotgx
SeC X

1. Simplifique a expressao, comsenx #0e
cosx # 0.

sen’ (x)+cos® (x)
cos(x)-sen(x)

sen{x}+cos(x}
tg{x}+cotg(x}=c05(x} sen(x) _

sec(x) 1 1
cos(x) cos(x)
1
= -cos(x)= = cossec(x)
cos(x)-sen(x) sen(x)
Assim, w=cossec{x}.

sec(x)

2. Resolva as sequintes equagdes trigonométricas:

a)

Lad

S
—:x=§+x-zn

sen(x) (com kE€Z)ou

]
i

2
x=?n+k‘2n(comkEZ]
.
S=[xEH|x=%+k-2;t aux=‘3—n+k-2ﬁ,comkEZ]

b)

2 :
CGS{XF%:}x:Ef*k'En (comk EZ)ou

x=7?n+k-2;rt{c0rr“.f<EZ)

3 T /n
a) senx=—— S=[xER|x=z+k‘2noux=T+k‘2n,comkEZI
c)
b) cosx= _2 o n
2 tc_;(x}=\.-'3:x=E+k-n(comkEZ]
o tgx= 3 5= xER|x=%—k-mcomkEZ}
. 2 . 13 - 13 5
1. Entao, sen x = Ty ax= = secx = - COSSBC X = 5 ecotgx = 7
- 3 "lﬁ \IE = \.I_ 1
2 logo, senx = , DOsx = L seC xr =+/10, cossec x = ecotgxy=—.
: 10 3 =4
Exercicios pFDPOStOS Resolva os exercicios no cademno.
5 3n - " - soons VB .
1. Secosx= _EE m<x<—, calcule os valores de 9. Considerando a equagao trigonométrica senx = o
sen x, tg X, SEC X, COSSEC X & COtg X. a) determine as solugdes dessa equacao no intervalo
[0, 2m].
2. Setgx=3el<x< E,calcule os valores de sen x,
2 b) escreva a expressao gue representa todas as solu-
COS X, SeC x, cossecx e colg x. ¢Oes dessa equagao: Respostas no Manual do Professor.
K— k
3. Calculeovalor de ktal que sen x=x=—— ecosx= — : _ _ 2
k=4 9 ) 8 10. Qual é onlmerode solugdes da equacao cosx = —,
4. Simplifique a expressao [1 +tg” x] - [1 — sen’? x], com no intervalo [0, 4x]? Nointervalo [04.x], essa equagao
cosx#0. 1 apresenta quatro solucoes.
. . ; . 11. Determine as solugoes para o t =1ne
5. Mostre que é verdadeira a igualdade trigonométri- . = 65 ¥ it 4 sdteac 0]
2—sen?—2cos x intervalo [-%, 27t]. Resposta no Manual do Professor.
ca, naqual ———=1—cosx =1-cosx,
1—cosx 12. Calcule a soma das raizes da equacio
com cos x# 1. Resposta no Manual do Professor. 2-sen?(x) —3-sen () + 1 =0 no intervalo [0, 27].
6. Sesenx=me cosx=n,calcule,em funciodemen, Resposta o Mantial do Professoc o e
ovalorde [senx+cosx® 1 +2-m-n 13. Qual éa menor raiz positiva da equagao 81 =97
7. Sabendoquetg®x—4-secx+5=0,calcule o valor de 14. Considere as fungoes flx) =3xe g(x) = -1 + 2 - cos (¥).
1
COSX. cosx = 5 a) Determine a funcao glfix)). glflx) =—1 + 2 cos (3x)
=, : 3 = 2r 2
8. Aexpressao SOSECH T & aqyjivalente a cotgn x, para b} Resolva a equacio gifl) =1, 5={X SR ke 7
S8CX — CO5X
cos x# 0, cos x # +1 e sen x = 0. Calcule o valor de n. 15. Considerando 2-sen’ ()— 10- sen (x)-cos () + 8- cos’ () =0,
n=3 calcule os possiveis valores para tg ().

- Unidade 2 Trigonometria
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TRANSFORMAGOES
TRIGONOMETRICAS

No levantamento topogréfico de uma area, era
necessario demarcar uma regiao na forma triangular
como sugere a figura abaixo. Chegou-se a conclusao
de gque era possivel obter diretamente no local as
medidas de dois dos lados e do angulo entre eles.
Havia uma dificuldade de acesso para obter a me-
dida aproximada do terceiro lado: parte de um lago
estava dentro dessa regiao.

100 m

Figu ras; @ DAE

©
@
3

Utilizando a lei dos cossenos, assunto estuda-
do no volume 1 desta colecao, e uma calculadora, foi
possivel obter a medida desconhecida. Consideran-
do x a medida desconhecida, temos:

x* =932+ 100> — 2+ 93+ 100 - cos 105°
x* = 8649 + 10000 — 18600 - cos 105°
1 calculadora: cos 1050 = — 0,2588

x> = 18649 — 18600 - (— 0,2588)

x? = 2346268 = x= 153,18 m

Portanto, a medida do terceiro lado dessa re-
giao triangular &, aproximadamente, 153,18 m.

Note gque, no cdlculo acima, apareceu o cos-
seno do arco 105¢ Como esse arco corresponde a
soma do arco de 45° com o arco de 60°, com base
no conhecimento do seno e do cosseno desses dois
arcos podemos determinar cos 105° por meio de
uma relacao trigonométrica que envolve a adicao de
arcos. Veremos a seguir.

CAPITULO

Formulas para adicdo e
subtracao de arcos

Vamos retomar o calculo da distancia en-
tre dois pontos de um plano cartesiano conheci-
das suas coordenadas. Assim, considere, no pla-
no cartesiano representado a seguir, 0s pontos
Alx,, y,) e Blx, yp).

Y

A distancia d entre os pontos A e B, indicada
no tridngulo retdngulo acima, corresponde a3 me-

dida da hipotenusa em que os catetos tém medi-
das ACz‘xB—xA‘eBC=|yE—yA|. Utilizando o teore-
ma de Pitagoras:

d* =(AC)’ +(Bc)’

d* =(xg =x,|) +{ya —y.)
& =(xy =x,) +{ya =r.)

d=y(xa=xs} Hya=ya)

Vamos utilizar a relacédo que fornece a distan-
cia entre dois pontos quaisquer de um plano car-
tesiano em funcao das coordenadas desse pontos
para obter a férmula do cosseno da diferenca de
dois arcos.

Transformacoes trigonométricas  Capitulo 6 -



Cosseno da diferenca de dois arcos

Na circunferéncia trigonométrica abaixo, va-
mos considerar dois arcos de medidas a e B, cujas
extremidades estdo indicadas pelos pontos P e Q,
respectivamente.

Como a circunferéncia é trigonométrica, esses
pontos tém as seguintes coordenadas:

P(cosa, sena)eQ(cosp, senB)

Vamos indicar, nessa mesma circunferéncia, o
ponto R correspondente a extremidade do arco de
medida igual & diferenca entre as medidas dos arcos
AP e AQ, isto é:

Figuras: © DAE
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Observando que os arcos QP e AR sdo de
mesma medida, as coordenadas do ponto R sao
dadas por:

R[ cos(a—P),sen(e—B)]

Além disso, os segmentos QP e AR tém o mes-
mo comprimento. Assim, considerando a distancia
entre dois pontos, as coordenadas dos pontos P,Q e
R e também o ponto A(1, 0), temos:

d.=d,

AR QP

Calculando separadamente essas distancias:

. dmz\lll—cos(a —B)]" +[0-sen(a—B)]"
A “—‘JI—Zcos(a —B)+cos’ (a—B)+sen’(«—P)
=TTl
d =+J2—2cos(a —B)

° dW=J(cosu —cosB)’ + (senc—senp)’

dy = cOS’a—2cos - COSB+C0s B+ sen’a—2sena senB+sen’B

e

e =\’ccsza+senza+ os” B+5en’ —2cos o-cosB—2sena-senf
i i

o = JE —2cosocosP —2sena-sen

Como tais distancias sao iguais, fazemos:

J2—2cos(n —B)=y/2—2cosa-cosB—2sena-senf

Elevando ao quadrado os dois membros dessa
igualdade, podemos escrever:

2—2cosla—PB)=2—2cosa-cosPB—2sena-senp

—2cos(la—B)=—2cosa-cosP—2sena-senP

cos (@ — B) =cosa - cos B — sena - sen B

Cosseno da soma de dois arcos

Utilizando a relacdo anterior para o cosseno da
diferenca de dois arcos, podemos obter outra relacao
trigonométrica para o cosseno da soma de dois arcos:



cos(a+B)=cos[ a—(—B)]

1 férmula anterior

cos(a+B)=cos a-cosp(—P)+sena-sen(—p)
L cos(—B)=cos Besen(—B)=—senp

cos(a+B)=cos a-cosp+sena-(—senp)

cos(a+B)=cos a-cosB—sena-senp

Exemplo:

Vamos retornar a situagao apresentada no inicio
deste capitulo e calcular cosseno de 105° com base
nos valores de cosseno e seno dos arcos 45° e 60°:

cos 105° =cos (45°+60°)
cos 1059= cos45°:cos60° — sen 45°-sen60e

21 2 03 NPENS

105e="v— — — . = =cosl0se=
cos 105 53 > cos 4

Seno da diferenca de dois arcos

A relacado que permite calcular o seno da dife-
renga de dois arcos pode ser obtida considerando
inicialmente arcos complementares na circunferén-
Cia trigonomeétrica:

£

Figura: @ DAE

Observando o triangulo ORP, temos que:

b4 cateto oposta  cos
sen| ——=0 - = =cosh
2 hipotenusa 1

sen

T cateto adjacente  sen®
os|——0 F— = =
hipotenusa 1

m 5
Note que 0s arcos 0 e 5 6 sdo complemen-

tares. Desse modo temos que, se dois arcos sao com-

plementares, o seno de um deles é igual ao cosseno
do outro.

Com base nesse resultado podemos obter a
relacdo trigonométrica correspondente ao seno da
diferenca de dois arcos de medidas a e 3

sen (a—pB)=cos :g—(“ _B):|

(]

sen(a—pB)=cos g—a) - cosB—sen [g—m] - senf

sen (¢ —B)=cos

e

L cos [g—a)=senue sen (g—u)=0’}5a

sen(a—B)=sena-cosB—cosa-sen B

sen(a—B)=sena-cos B—sen B-cos «

Seno da soma de dois arcos

A relacao que permite calcular o seno da soma dos
arcos de medidas a e B pode ser obtida com base
na relagao anterior, isto é:

sen (o + B) = senfa — (—B)]

senfa + B) =sena-cos(—B) —sen(—P) - cosa
lLcos(—B)=cosBesen(—B)= —senB

sen(a +B) =sena-cosP — (—senB) - cos a

sen(a +PB)=sena - cosP +senP - cosa

Tangente da soma e tangente da
diferenca de dois arcos

Vamos obter, com base nas ideias anteriores, as
relagoes que permitem calcular a tangente da soma
e a tangente da diferenca de dois arcos de medidas
aef.
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e Soma dos arcos:

_sen(a+B)
T )
3 (a-l—[?.)z senocosPB+senB-cosa

cosa-cospP—sena-senp

Dividindo o ndmerador e o denominador da
fracao por cos a - cos B, temos:

sena-cosP+senB-cosa

B cosa-cosf
9 (a+B} ~ cos a-cosPB—sena-senf
oS aCos B
sena-cos B 4 5en B-cos a
9 (a+B}: cosa-cosf3  cos a-cosfB
cosa-cosp  sena-senf3
cosa-cosfd  cosa-cosf

EXPLORANDO

Utilize uma calculadora e, com o auxilio
de um colega, explore a relagao da tangente da

soma de arcos.

1. Elabore uma tabela em seu caderno, como a
sugerida a seguir, atribuindo valores em grau
para os angulos A, B e C internos de um trian-
gulo nao retangulo.

sena +5enB
cosa  CosfP

+ — At S i
9(a+h) ]_sena'senB
cosa cosf3
_ tga+tgp
tg(aJrB)_l—tga-th

Deixamos para vocé demonstrar a férmula da
tangente da diferenca de dois arcos.

%
A tangente da soma e a tangente da diferen-
ca de dois arcos de medidas a e B sao dadas por:

tgl(_n_r +{3] =I_E:;a—t§gﬁﬁ e

Blasplsrs e

Resolva os exercicios no caderno.

igA tgB tgC
1= tridngulo ¢ ¢ ¢
22 triangulo L ] 4
3% triangulo L ¢ ¢
42 trigngulo L ¢ &

3.Para cada um dos triangulos acima, calcule
para preencher a tabela a seguir:

A B @
12 triangulo '3 ¢ 'Y tgA+tgB+tgC| tgA-tgB-tgC
12 tridngulo L 4 ¢
22 tridngulo L 4 \4 ¢
22 triangulo 4 L
Ftriangulo ¢ ¢ ¢ 32 triangulo # ¢
42 triangulo 4 ¢ & 42 triangulo & ¢

2. Faca outra tabela em seu caderno, conforme
sugerido a seguir, com os valores das corres-
pondentes tangentes dos angulos presentes
na tabela anterior. Utilize uma calculadora.

- Unidade 2 Trigonometria

4, Comparando os valores de tgA+tgB +tgC
etg A -9 B - tg C, qual conclusao vocé obteve?

5. Demanstre que, se A + B + C = 180° com
A, B e C angulos diferentes de 90°, tem-se
tgA+tgB+tgC=tgA-tgB-tgC



Formulas de duplicacdo
de arcos

Apos obtermos as férmulas de seno, cosseno e
tangente da soma e da diferenca de arcos, podemos
também estabelecer relacdes que expressam essas
mesmas razoes trigonomeétricas para o dobro de um
arco em funcao do proprio arco. Sao as chamadas
férmulas de duplicacao de arcos.

Seno do dobro de um arco

Na férmula do seno da soma de dois arcos de
medidas a e B, vamos substituir essas medidas por
X, 0U seja:

5en(a+B)zsenm -cos B+sen B-cosa
sen(x+x]=senx *Cosx+senx - Cosx

sen(2x)=2-senx- cosx

Exemplos:

Sao exemplos da aplicacao da relacao trigono-
meétrica do seno do dobro de um arco:

-sen(90°)=2-sen(45°) -cos (45°)

-sen(2n)=2-senm-cosm

450 450
-5en(45°}:2-sen( > )-cos[ > )

sen(a)=2:sen( 3 ) cos( &

-sen(4x)=2-sen(2x) -cos(2x)

Cosseno do dobro
de um arco

Na férmula do cosseno da soma de dois arcos
de medidas « e B, vamos substituir essas medidas
por x, oU seja:

cos(a+B)=cosa - cosp—sena-senf
cos (X +x)=Cosx * COSX —Senx - senx

Cos (2x)zcos2 x —sen’ x

Exemplos:

Sao exemplos da aplicacdo da relacdo trigono-
meétrica do cosseno do dobro de um arco:

- c0s(90°) = cos’ (45°) — sen’ (459)
- Cos (2m) =cos’ (m) —sen’ ()

- cos (4x) = cos’ (2x) — sen’ (2x)

st (3] 3)

Observacao:

Duas outras relacdes podem ser obtidas para
o cosseno do dobra de um arco. Basta observar a
relacdo fundamental da Trigonometria e a relacdo
cos (2x)= cos® x —sen’x, isto é:

cos(2x)=cos’ x —sen’ x
cos(2x)=1— sen’ x —sen’ x =
= cos (2x) =1 — 2sen’
cos(2x)= cos’ x—(l —cos’ x) =

= cos(Zx) =2c05% x—1

Tangente do dobro
de um arco

Na férmula da tangente da soma de dois arcos
de medidas a e B, vamos substituir essas medidas
por x, ou seja:

tga+1tgp
tg(a+B) = P —— e
gx+1gx
tg(x+x)=.| —tgx-tgx
2-1gx
tg (2x) =————
9 (24) 1—1tgx’x
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Exemplos:
2

(senB—cosB)’ m[ly

Sao exemplos da aplicacao da relacao trigono-

métrica da tangente do dobro de um arco:

1
sen’B—2- senP - cos B+cosZB=Z

. Le]
tg(600)= 21980
1—1g°(309°) 1
1—sen(2p)=—
(28)=+
2-tg(m
1—tg°(m) —sen(2B)=—==sen(2B)==
4 4
- tg(6x)= 2-1g9(3x)
1—1tg%(3x) Nesse procedimento, fizemos aparecer duas re-

lacGes importantes: a relacao fundamental da Trigo-
nometria e também a relacdo que fornece o dobro
do arco.

2. Utilizando as férmulas de duplicacdo de

arcos, podemos obter a férmula que permite
calcular o seno do triplo de um arco em fun-
Aplicacoes das formulas de ¢ao do seno desse arco.

duphcagao de arcos e Expressamos o arco 360 como a soma dos arcos

O quadro a seguir resume as trés formulas de 26 e 0 e utilizamos a formula do seno da soma de
duplicacao de arcos: dois arcos, ou seja:

sen(30)=sen (20 +6)

sen (39) =sen (29) ccosB+senB - cos20

e Substituindo sen (20) = 2sen 0 cos 0 e cos (20) =
= cos’0 — sen’ B na igualdade acima, temos:

sen(38)=2-senB-cosB-cos8 +senB- (cosEB—senzﬂ)

Apresentamos a seguir exemplos da utili-
zacao dessas formulas. Procure observa-los com sen{36}=2-sen9-c0529 + sen@-cos20 —send
atencao e troque ideias com seus colegas a respeito

dos resultados. ) ) )
e Pelarelacido fundamental da Trigonometria, pode-

Exemplos: mos substituir cos’® por 1— sen?@:

1.Vamos calcular sen (2B) considerando que sen(3ﬂ)=2-sen9-(l—senz B) + sen{)-(l—sen2 B) —sen’d
senB—cosP= %

sen(38)=2-sen§—2- sen’d +sen®—sen’® —sen’d
e Um procedimento para obter o valor de

sen (2B) € elevar ao quadrado a igualdade
fornecida, ou seja:

- Unidade 2 Trigonometria

sen(30)=3-senf—4-sen’d



Exercicios resolvidos

1.

Sesen(x)== cos(y)—— 0{x<3e£{y<2¢r
calcule: 22
a) cos (x) e sen (y).

b)sen(x—y)ecos (x+ ).

J

artmi—{ 2) sy
a) cos (x)=1 []3] c.cos(x) 13e

::en“{y]:l—(%]2 ~sen(y)=—

|

b) sen(x—y)=sen(x)-cos(y)—sen(y)-cos(x)=
.53 4112 _63
RE [_E}E_E
cos(x+y)=cos(x)-cos(y)—sen(x)-sen(y)=
=E.§_£.{_ 56
135 13 3, 65
Setg (a) =7 etg (b) = 2, calcule o valor de tg (@ - b).

s {o=—b)= tgla)-tg(b) 7-2 5 1
. 1+tg(a)tg(b) 1+7:2 15 3

Considere a funcao g definida por

I

g(x)=— cos(x)+— sen(x).

a) Determine o periodo e o conjunto imagem da
funcao g.

b) Calcule os valores de Q(E) e g[E)
6 2
a) g(x}=sen(g) . cos{x)+cos[g] - sen(x)

-6

p=—=2melm(g)=[-11]

Figura: & DAE

4. Sesen(18°)=

5. Otriangulo ABC é isésceles de base BC e cos(B)=§ )

oA
(el

]—m
] L

—1
, calcule o valor de cos (36°).

L»u|=l L.u|::]

cos (36°)=cos(2-18°)
cos(369)=1-2-sen’ (18°)

J5-1 ]

4

cos{36°}=1—2-[

cos{36°}=1—2‘[¥‘;{5¥|]
cos{36°}=1—( 3_:{5]
cos{36°}=]+4ﬁ"l’g

Calcule o valor de cos (o).
A

B B

[=)
=}

@]

a+2B=180°..a=180°"—2B
cos(o)=cos(180°—2B)
cos(a)=—cos(2B)
cos{u}=~[2~cos:’{ﬁ}—1]
cos(a)=—2.cos*(B)+1

cos(a)=—2- s L +l=—2Ai+l=i=l
Bl 16 6 8

5
O T4

= —>cos[15°)=\' y

s x"l-l"_:‘ 3
Exercicios propostos o

Resolva os exercicios no caderno.

Calcule os valores de sen (15°) e cos (15°).
Calcule o valor de tg (15%). 2—+3

Setg()=3etglx+y) =13 calcu!euvalordetg(yj
sen(a+b)+sen(a—b)

Simplifique a expressao
y_ri) (a? i 5 cos(a +b)+cos(a—b)
Calcule o valor de x em cada expressdo:

a) x=sen 25°-cos 5° +sen 5° - cos 25° x=5
b) x=cos61°- cos 29°—sen 61°-sen 29° x=0

Utilizando as férmulas para adicdo e subtracao de arcos,
prove que:

sen (x+y)-sen (x—y) =sen’ x—sen’y
Considere a fungdo f(leﬁnida

f(x)=sen(3x) - cos| 7 [+sen| 7 |- cos (3x).

a) Determine o periodo e o conjunto imagemn da funcao f.
b) Calcule os valores de f(0) e f| = |. B

Resposta no Manual do Professor.
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8. Na figura a sequir, os tridngulos ABC e ABD s3o retan-

gulos em A, e D é o ponto médio de AC. Calcule o B
valor de tg ().
w
c :
1 2
3
D 13. Qual é o maior valor que a funcao f definida por
f(x)=10*="tr==t) pode assumir? 100
4 7 (x) i
14. Setg (x) + cotg (x) = 10, calcule o valor de sen (2x).
Al 5 o B sen (2x)=—
15. Caiculeoaalor da expressao | sen st +cos s
9. Calcule o valor aproximado do maédulo da resultante 12 el Al ]

R correspondente as aplicagoes de duas forgas F1 e
F2, ambas de médulo 6, que formam um angulo de
medida 75° no ponto em que sao aplicadas. R =5521

16. Considere a fung¢do f definida por

fl) =2 - cos* (x) - 2- sen* (x).

a) Determine o periodo e o conjunto imagem da
10. Se SEH(X)=%E 0<X{g' calcule os valores de funcao f. Resposta no Manual do Prafessor.

en {24 e cosil sen(lx}:%ecos@x):%. b) Esboce o gréfico da funcao f no intervalo [0, 2]

17. Qual éoconjuntoimagem dafuncao fdefinida por f{x) =

11. Setg(W)= % calcule: =10-sen (x) - cos (x)? Im(f) = [-5, 5]
== 3
a) g0 wR0=7 e
b tg @x) 1 (4”:_5 19. Crie uma equacao trigonométrica em que apareca
sen 2. Entregue essa equacao para um colega resolver,
12. Notridngulo retangulo da figura abaixo, caleule o valor Vocé deverd resolver a equacao elaborada pelo seu
de sen (2a) — sen (2B). sen (Za)=sen (2B} =0 colega. Resposta pessoal.

Algumas conclusoes .
Resolva os exercicios no caderno.

Pense possiveis respostas as questdes a seguir. Essas questdes abrangem o estudo de Trigonometria. Caso sinta algu-
ma dificuldade para responder, sugerimos que retome os conceitos principais que foram estudados até aqui.

Questdes:
1. Quiais sdo as unidades de medida de arcos que foram abordadas nesta Unidade?
2. Como vocé define um arco de 1 radiano?

3. Qual é a definicao de seno na circunferéncia trigonométrica? Qual é a definicao de cosseno na circunferéncia
trigonométrica?

4, Em quais quadrantes da circunferéncia trigonométrica o seno e o cosseno tém o mesmo sinal?

5. Qual é o valor maximo e qual é o valor minimo do seno e do cosseno de um arco na circunferéncia trigonométrica?
6. O que sdo arcos cdngruos?

7. Conhecendo o valor da tangente de um arco, como podemos obter o valor da secante desse arco?

8. Quais sao as formulas do seno, do cosseno e da tangente da soma de dois arcos? E da diferenca de dois arcos?

9. Quiais as férmulas do seno, do cosseno e da tangente do dobro de um arco em fungao do arco?

10. As funcbes trigonomeétricas seno e cosseno sao periodicas? Explique.

Troque ideias com os seus colegas e o professor. Comente suas respostas e ouga as de seus colegas. Juntos, facam uma
lista das dificuldades que tiveram e descubram os assuntos que precisam ser retomados.

- Unidade 2 Trigonometria




Vestibulares e Enem

Resolva os exercicios no caderno.

1

(FGV-5P) Um edificio comercial tem 48 salas, distribuidas
em 8 andares, conforme indica a figura. O edificio foi feito
em um terreno cuja inclinacao em relagao a horizontal
mede a graus. A altura de cada sala é 3 m, a extensao
10 m e a altura da pilastra de sustentagao, gue mantém
o edificio na horizontal, é 6 m.

4o 0,0698 0,9976 0,0699
5° 0,0872 09962 0,0875
60 0,1045 09945 0,1051
7° 0,1219 0,9925 01228
8o 01392 0,9903 0,1405
10m

[3m

Usando os dados da tabela, a melhor aproximacao inteira
para o &

a) 40 () 6° e) 8
b) 50 d) 70

3
{Uern) Considerando gue 5en’u=z com 0° <a< 90°

entdo o valor da expressao (cog o +sena ' g aé&
2

a) 1 c) \E

® 3 a9 23

3. (PUC-RJ ) Sabendo que ﬁ{x{% = sen(x)=—%

& correto afirmar que sen (2x) é

2 V3 42
a) —3 g 5 T
b) —1 a L

6 27

(Enem) Segundo o Instituto Brasileiro de Geografia e
Estatistica (IBGE), produtos sazonais sac aqueles que
apresentam ciclos bem definidos de produgao, consumo
e preco. Resumidamente, existem épocas do ano em
gue a sua disponibilidade nos mercados varejistas ora
& escassa, com pregos elevados, ora é abundante, com
precos mais baixos, o que ocorre no més de producao
méxima da safra.

A partir de umna série histérica, observou-se gue o prego
P em reais, do quilograma de um certo produto sazonal

pode ser descrito pela fungao P(x)=8+5 COS[!D«'&— T )

em que x representa o més do ano, sendo x = 1 associado
20 més de janeiro, x = 2 ao més de fevereiro, e assim su-
cessivamente, até x = 12 associado ao més de dezembro.

Disponivel em: <www.ibge.gov.br>.
Acesso em: 2 ago. 2012 (adaptado).

Na safra, o més de producdo méaxima desse produto é
a) janeiro. €) outubro.

b) abril. (d)julho.

@) junho.

. (Fuvest-SP) Uma das primeiras estimativas do raio da Terra

& atribuida a Eratdstenes, estudioso grego gue viveu,
aproximadamente, entre 275 a.C. e 195 a.C. Sabendo que
em Assua, cidade localizada no sul do Egito, ao meio-dia
do solsticio de verdo, um bastao vertical no apresentava
sombra, Eratdstenes decidiu investigar o que ocorreria,
nas mesmas condicoes, em Alexandria, cidade no norte
do Egito. O estudioso observou que, em Alexandria, ao
meio-dia do solsticio de verao, um bastao vertical apresen-
tava sombra e determinou o angulo 0 entre as direcoes do
bastdo e de incidéncia dos raios de sol. O valor do raio da
Terra, obtido a partir de 0 e da distancia entre Alexandria e
Assua foi de, aproximadamente, 7500 km.

raios 3

desol "+ "
iy
P

Figuras: © DAE

0O més em que foram realizadas as observacoes e o valor
aproximado de 8 sao

(Note e adote: distancia estimada por Eratdstenes entre
Assud e Alexandria = 900 km; t = 3)

@) junho; 7°. d) dezembro; 23°.

b} dezembro; 7°. e) junho; 0,3°

c) junho; 23°.

. (Uerj) O raio de uma roda-gigante de centro C mede

CA = CB = 10m. Do centro C ao plano horizontal do chio,
h& uma distancia de 11 m. Os pontos A e B, situados no
mesmo plano vertical, ACB, pertencem & circunferéncia
dessa roda e distarn, respectivamente, 16 m e 395 m do
plano do chao. Observe o esquema e a tabela:
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Figuras: & DAE

Vestibulares e Enem

i 4
[graus} sen f

150 0,259
300 0,500
450 0,707
609 0,866

Amedida, em graus, mais préxima do menor angulo ACB
corresponde a:
@ 75

a) 45
b) 60 d) 105

. (UFSM-RS) Cerca de 24,3% da populacao brasileira é hi-

pertensa, quadro que pode ser agravado pelo consumo
excessivo de sal. A variagdo da pressao sanguinea P (em
mmHg) de um certo individuo € expressa em funcao do
tempo por

P(t)=100— 20::05(8;:)

em quet é dado em segundos. Cada periodo dessa fungao
representa um batimento cardiaco.
Analise as afirmativas:

I. A frequéncia cardiaca desse individuo é de 80 bati-
mentos por minuto.

Il. A pressao em t = 2 segundos é de 110 mmHg.
IlI. A amplitude da funcao P(1) é de 30 mmHg.

Esta(ao) correta(s):

a) apenas|. d) apenas Il e lll.
(b)apenaslell. el liell

c) apenas L.

. (Unicamp-SP) A figura abaixo exibe um circulo de raio r

que tangencia internamente um setor circular de raio R e
angulo central 8. Respostas ne Manual do Prafessor.

10.

a) Para 8 = 60°, determine a razdo entre as areas do cir-
culo e do setor circular.

b) Determine o valor de cos 8 no caso em que R = 4r.

(Unesp-SP — 2015) A figura representa a vista superior
do tampo plano e horizontal de uma mesa de bilhar
retangular ABCD, com cacapasem A, B,Ce D.Oponto P,
localizado em AB, representa a posicao de uma bola de
bilhar, sendo PB=1,5 m e PA=1,2 m. Ap6s uma tacada na
bola, ela se desloca em linha reta colidindo com BC no
ponto T, sendo a medida do angulo PTB igual a 60°. Apés
essa colisdo, a bola segue, em trajetoria reta, diretamente
até acacapaD.

C D__

o~ ™,

largura do
tampo da mesa

Adilson Secco
w

~
E]

! 15m
Nas condices descritas e adotando 321,73, a largura
do tampo da mesa, em metros, € prdxima de:

(@) 242 c) 228 e) 2,56
b) 2,08 d) 2,00
(UFSC) A tabela abaixo apresenta a previsao do compor-

tamento das marés para o dia 7/8/14 no Porto de Itajai,
em 5anta Catarina.

Hora Altura (m)

00:38 08
06:02 0,1
12:02 10
19:47 03

Dispenivel em: <www.marmil br/dhnichm/box-previsao-mare/
tabuas>. Acesso em: 15 ago. 2014,

Em relagao ao assunto e & tabela acima, € CORRETO

afirmar que:

01) A partir da conjugacao da forga gravitacional entre
os corpos do sistema Lua-Sol-Terra e da rotagao da
Terra em torno de seu eixo, é possivel inferir que o
movimento das marés é periédico e, como tal, pode
ser representado por meio de uma fungao trigono-
métrica, seno ou cosseno.

02) O periodo médio do comportamento das marés, no
dia 7/8/14, é de, aproximadamente, 6,38 h.

04) A amplitude da fungdo trigonométrica que repre-

senta o movimento das marés, segundo os dados
da tabela, é de, aproximadamente, 045 m.



11.

Figuras: @ DAE

12.

2w ) . 2¢x
08) O periodo da funcao y=sen4[5x+?J é Fi

16) Sesen x= g . entdo o valor da expressao

_sec’x—1
tg’x+1

3
32) Sabendo que sen x =§ ecosy =% com

o<x<Ze 3—“{y<2n,entéo cos (x+y)=E .
2 2 65

01 +02 +04 =07
(FGV-SP) Na figura, ABCD representa uma placa em forma
de trapézio isosceles de dngulo da base medindo 60°. A
placa esté fixada em uma parede por AD e PA representa
uma corda perfeitamente esticada, inicialmente perpen-
dicular 4 parede.

A L] e p
20 cm B
10cm
20 em i
60°
M
D

Nesse dispositivo, o ponto P serd girado em sentido ho-
rario, mantendo-se no plano da placa, e de forma que a
corda figue sempre esticada ao maximo. O giro termina
quando P atinge M, que & o ponto médio de CD .

Nas condigdes descritas, o percurso total realizado por P,
em cm, serd igual a:

@) 20= q 157 e) 9m
3

p) 40w d) 107
3

(Uepa) A ornamentagao de carrocerias de veiculos
& uma tradicdo antiga que se inicia com o uso de
transportes de carga motorizados no Brasil. A tradicao
de decorar carrocerias particulariza e traz personali-
dade a cada veiculo por meio de cores, grafismos e
elementos visuais pertinentes a cada cultura onde
estao inseridos. Um dos moldes utilizados para pintar,
fabricado em chapa metélica galvanizada e desenho
cortado a laser, estd representado na figura 1 a sequir.
Inserindo um sistemna cartesiano ortogonal na figura 1,
obtém-se a figura 2, em que estdo representadas as
fungoes trigonométricasf, f, f, e f, Nessas condigoes
e considerando qgue a lei de formacdo de cada uma

das fungdes representadas na figura 2 s3o do tipo
y=f(x)=a+b-sen(cx+d) com g, b, c e d nimeros
reais, & correto afirmar que:

k' = TR
2V

Figura 1. Moldes

¥, =i

Figura 2: Moldes no sistema cartesiano

a) y=f(x) =3+sen(x+2)
b) y=f,(x) =3+sen(x—2)
) y=f,(x) =—3+sen(x—2)
@y=f,(x) =—3—sen(x—2)
e) y=f(x) =3—sen(x—2)

NDESAFIO_Q

(Insper-SP) A figura mostra o gréfico da fungao f, dada
pela lei

fix) = (sen x + cos x)* — (sen x — cos x)*
AT

e

O valor de g, indicado no eixo das abscissas, & igual a:

5m 3n n
%1 I s
b) an d) on
9 6
Alternativa a.
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O maior acelerador de particulas do mundo, o
Grande Caolisor de Hadrons (LHC, na sigla em inglés),
conseguiu o primeiro vislumbre do bdson de Higgs
em acao. Também conhecido como Particula de
Deus, o bdson de Higgs é uma particula crucial no es-
tudo da fisica quantica a ciéncia que estuda as coisas
menores do que 0 dtomo.

Por mais de 50 anos, essa particula foi a peca que
faltava para completar a teoria do Modelo Padrao da
fisica, derivado do trabalho de Albert Einstein e seus
sucessores no comeco do século 20, e que abriu ca-
minho para a fisica moderna. O experimento Atlas, do
LHC, foi um dos detectores que ajudaram a descobrir
a existéncia do boson de Higgs em 2012

[.]

Segundo a teoria, o boson de Higgs deu massa a
matéria expelida pelo Big Bang ha 14 bilhdes de anos,
0 gue permitiu o surgimento de tudo o que existe no
cosmos. Segundo Peter Higgs, que sugeriu a existén-
cia do boson de Higgs, todas as particulas nao pos-
suiam massa e eram iguais logo apos a grande explo-
sao que deu origem ao universo.

Unidade 2 Trigonometria

Bdoson de Higgs é visto em acao pela primeira vez

@ 2013 CERN, for the benefitof the CMS Collaboration

Deteccdo do bdson

de Higgs em agdo no
maior acelerador de
rarticulas do mundo,

o LHC (Large Hadron
Collider). Foto de 2012

Conforme o cosmos esfriou, um campo de forga
invisivel, o campo de Higgs, se formou com seus res-
pectivas bosons (um tipo de particula subatdmica).
Esse campo permanece no cosmaos e qualquer parti-
cula que interaja com ele recebe uma massa atraves
dos bésons. Quanto mais interagem, mais pesadas se
tornam. As particulas que nao interagem permane-
cem sem massa. Portanto, as particulas s6 consegui-
ram ganhar massa devido ao boson de Higgs.

O boson de Higgs foi idealizado, portanto, para
explicar como algumas particulas portadoras de for-
¢ca como os bosons W tém massa, enguanto outras
nao, como o foton. Quando tentaram calcular guantas
vezes 0s basons W precisam interagir uns com os ou-
tros para conseguir massa, os resultados foram fisica-
mente impossiveis sem a presenca do béson de Higgs.

O LHC funciona ao colidir prétons em velocidades
proximas a da luz. De vez em quando, um desses pro-
tons emite um bdson W. Logao, analisar a interacao de
bésons W é uma forma de testar como o Higgs trabalha.

DARAYA, Vanessa. Bdson de Higgs € visto em a¢do pela primeira vez.

Exame.com, 21 jul. 2014, Disponivel em: <httpfexame.abril.com.br/

tecnologia/noticias/boson-de-higgs-e-visto-em-acao-pela-primeira-vez>.
Acesso em: 24 fev. 2016.




O LHC é um acelerador de particulas com 27 km de extensao enterrado 100 metros por debai-
xo da terra, com quatro detectores de particulas (Atlas, Alice, CMS e LHCb) com mais ou menos
12 500 toneladas cada um. Um acelerador de particulas é basicamente um tubo circular grande o suficiente
para que as particulas possarn girar até atingirem a velocidade desejada. Pesquise mais a respeito do LHC
O que significa essa sigla? Onde o LHC esta situado? Quando o LHC foi construida? Quem construiu o LHC?

@ 2008-2016 CERN/M aximilien Brice

LHCE- 2 74t

Vista aérea do European Organization for Nuclear Research (CERN), onde esta o LHC. Foto de 2008.

Sabendo a extensao do LHC e considerando 1t = 3, qual sera aproximadamente o tamanho do raio do LHC?

Seja x 0 angulo central referente ao arco percorrido por uma particula entre os detectores Alice e Atlas. Utilize
a lei do cosseno para encontrar, em funcao de x, a distancia em linha reta entre esses dois detectores.

Considere que uma particula parte do detector CMS em sentido anti-horario, como na figura abaixo.
Esboce o gréfico da funcao que relaciona a distancia entre essa particula e a reta t, tangente ao colisor
no ponto CMS, e calcule o dngulo percorrido pela particula.

=
/"/ particula
| \
f
f
! |
II\ = | distancia a ser calculada
/ )
/ £
)
/ B
== t 2

Encontre uma funcao trigonométrica dos senos que modele o gréafico esbogado na resposta do item
anterior.

Encontre uma funcao trigonométrica dos cossenos que modele esse mesmao gréfico.

Encontre uma funcao genérica que modele esse movimenta para um acelerador de particulas de raio n.
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DETERMINANTES E
SISTEMAS LINEARES

MATRIZES

UNIDADE

A computacao grafica

representa um recurso

largamente utilizado ndo
apenas em projetos de

construcoes, mas também na

producdo de filmes. Matrizes

‘e vetores estdo ligados a esse

recurso grafico.

Nesta Unidade, estudaremos
um pouco sobre matrizes,
determinantes e sistemas

lineares.
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CAPITULO

7z

Os profissionais que trabalham na Bolsa
de Valores consultam diariamente indices eco-
némicos, decisdes politicas que afetam os in-
vestimentos, graficos que indicam tendéncias,
tabelas contendo valores etc.

As informacdes podem ser organizadas
de maneiras diferentes. Uma das formas utiliza-
das com mais frequéncia € a apresentacao de
dados, principalmente os numéricos, em tabe-
las. Basta olharmos os jornais, as revistas ou até
mesmo um calendario, onde os dias de um més
estao dispostos em linhas e também em colu-
nas, que registram os dias da semana.

Observe a situacao a seguir.

A regiao Norte de um pais tem 05 aero-
portos A, B e C, enquanto a regidao Sul desse
mesmo pais tem os aeroportos D, Ee F O
esqguema a seguir ilustra a rede de conexoes
entre os aeroportos dessas duas regides. Os
numeros indicam a quantidade de linhas aé-
reas que ha na rota de um aeroporto ao outro.
Na outra figura ha cinco tabelas, mas apenas
uma representa corretamente o que é mos-
trado no esquema. Observe.

Figuras: © DAE

=
~_
IR
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_
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} MATRIZES E DETERMINANTES

Respostas no Manual do
Questoes e reflexoes Professor.

1. Oquesignifica o nimero 4 nalinha que liga
os aeroportos Be E?

2. Se uma pessoa estd no aeroporto A da
regido Norte e deseja ir para o aeroporto
F da regido 5ul, quantas possibilidades de
escolha de uma linha aérea ela tera?

3. Qual é a Unica tabela correta?

"

Na Matematica, matrizes sao tabelas for-
madas por linhas e colunas. Quando uma matriz
tem o mesmo numero de linhas e de colunas,
associamos a ela um numero chamado deter-
minante. Neste capitulo e no préximo, além de
matrizes e determinantes, estudaremos a reso-
lucdo de sistemas de equacoes lineares.

Conceitos iniciais de
matrizes

Ao participar de uma gincana de Ciéncias
Exatas, Leandro elaborou uma tabela de duas
entradas (disciplina e média por etapa), forma-
da pelos resultados das avaliacbes realizadas
em quatro etapas:

12etapa | 22etapa | 3% etapa | 42 etapa

Matematica 95 8.0 50 75
Fisica 75 8.0 8,5 10,0
Quimica 6,5 10,0 95 85

Consultando as informacbes da tabela,
verificamos gue Leandro obteve nota 10 na
22 etapa da avaliacao de Quimica. Essa nota
também esta presente na linha das notas de Fi-
sica, na coluna, referente a 42 etapa.
podemaos constatar que, entre todas as avalia-
coes, o menor resultado € 5. Esse resultado estd
na primeira linha e na terceira coluna (32 etapa
de Matematica).




Ao citarmos os exemplos anteriores, conside-
ramos apenas a tabela formada pelos valores, isto é:

95 8,0 50 75
75 80 8,5 10,0
65 \ 100 95 85

As linhas (filas na horizontal) referem-se aos re-
sultados das disciplinas, e as colunas (filas na vertical)
indicam as notas correspondentes as avaliagoes rea-
lizadas em cada etapa.

Essa mesma tabela poderia ser representada da
seguinte maneira:

95 80 50 75
75 80 85 100
65 100 95 85

ou

85 80 50 75
75 80 85 100
6> 100 95 85

Uma tabela desse tipo, em que os nimeros es-
tao dispostos em linhas e colunas, recebe o nome de
matriz. Os elementos de uma matriz sempre apare-
cem entre parénteses ou entre colchetes, como indi-
cado acima.

Nesse exemplo, temos uma matriz formada por
3 linhas e 4 colunas, ou, de uma forma mais simples,
matriz 3 - 4 (lemos: matriz trés por quatro).

w 'ﬂemw@smmmﬁnhasenm |

Observagdes:

1. Cada um dos m X n numeros reais que
formam a matriz ¢ denominado elemento
dessa matriz.

2. Podemos nos referir a uma matriz m X n das
seguintes maneiras: matrizdo tipom X nou
matriz de ordem m X n. Essas duas maneiras
serdo utilizadas indistintamente aqui.

Exemplo:

Sao exemplos de matriz:

21 4
Matriz de ordem 3-2—| 5 0,2
9 2

Matriz de ordem 2+ 2 — ? 2]——)

ro de colunas
Matriz de ordem 2 -3 — 10 1 JE
4 5 0

matriz coluna: formada
por apenas 1 coluna

Matriz de ordem 3-1—=| 5 |—
25

Matriz de ordem 1 -4—)[ 2 8 33 1 ]_matrizlir;hT]: farmada por
apenas 1 linha

As matrizes quadradas 1-1,2-2,3-3,..0u
n - n sao ditas matrizes quadradas de ordem 1, de or-
dem 2, de ordem 3, .. ou de ordem n, respectivamente.

Representacdo de uma matriz

A representacao de uma matriz genérica ocor-
rerd da seguinte forma: para indicar uma matriz, uti-
lizamos uma letra mailscula; para indicar cada um
dos elementos de uma matriz, utilizamos uma letra
minuscula acompanhada por um indice que indica
a linha e a coluna ocupada por esse elemento na
matriz (localizacao do elemento). O indice é com-
posto por dois nimeros: o primeiro indica a linha
e 0 segundo, a coluna em que podemos localizar o
elemento na matriz.

Exemplo:

Vamos representar uma matriz genérica A de
ordem 4 - 3:

e Temos 12 elementos nessa matriz (4 linhas
por 3 colunas).

ﬂ1 1 ai 2 aﬂ
a a a
2 22 23
A=
aBI GZZ 033
a a a

e Assim, por exemplo, a,, € o elemento loca-
lizado na 12 linha e na 12 coluna. Ja o ele-
mento a,, esta localizado na 42 linha e na
22 coluna.

Matrizes e Determinantes Capitulo 7 -

matriz quadrada: nimero
de linhas igual ao ndme-



De modo geral, uma matriz A do tipom * n
(formada por m linhas e n colunas) pode ser
indicada da seguinte forma:

a‘l 1 al2 al 3 f"m
all aD aZ] a!n
A= a}'l a_’.2 633 aBn
aﬁl! am 2 am 3 GFM
ou
a‘l 1 012 01 3 a\n
2 g] 2 g] 3 a?n
A= n a} 2 a} 3 a3n
am'l am! arni amn

A representacao abreviada permite também

construir certas matrizes a partir de uma lei de for-
magao que relaciona seus elementos. Nesse tipo de
notacgao, i e j sdo ndmeros inteiros positivos que in-
dicam a posicdo do elemento a na matriz A, isto &,
indicam a linha e a coluna, respectivamente, em que

podemos localizar esse elemento.

Exemplo:

Vamos obter a matriz A = (Gy)m cujos elemen-
tos satisfazem a relacao:

. =

{."+2j, parai# |
i

2i—j, parai=j

- Unidade 3 Matrizes, Determinantes e Sistemas Lineares

e FEscrevemos a matriz quadrada A de ordem 3
da seguinte maneira:

Gy gy G
A=| ay gy ay

aBI 032

e Conforme a lei de formacao dada, temos:
a,=2-1-1=1 g,=2+2-1=4 a,=3+2-1=5

a,=142-2=5 @,=2-2-2=2 a,=3+2-2=7
a,=1+2-3=7 a,=2+2-3=8 a,=2-3-3=3

Portanto, a matriz procurada é:

-
Il
(UL -
~N ko
w00~

Igualdade de matrizes

Quando duas matrizes sao iguais?

Como uma matriz é uma tabela formada por
elementos (numeros reais) dispostos em linhas e
colunas, duas condi¢oes devem ser verificadas para
que duas matrizes sejam iguais: devem ter a mesma
ordem e, além disso, os elementos correspondentes
(situados na mesma posicao) também devem ser
iguais.

Assim, por exemplo, vamos considerar as ma-
trizesAeB:

a=| XV Z | = 10 012
r:oos ot T 5 7
Note que essas duas matrizes sao de mesma
ordem. Assim, para que a igualdade entre elas seja

verificada, basta que os elementos correspondentes
sejam iguais, ou seja:

¥ )
J

A=

I
~ kg
ws]
Il
—
—

= = X
-
_-'u-.c)




Matrizes especiais

Matriz linha é aquela que possui apenas uma
linha e matriz coluna é agquela que possui apenas
uma coluna. Vimos que existem matrizes quadra-
das, isto &, matrizes em que o ndmero de linhas é
igual ao nimero de colunas. Existem outras ma-
trizes que, devido as suas caracteristicas, recebem
denominagdes especiais:

Exemplo:

Matriz transposta

Considere as matrizes A e B:

Vamos verificar a igualdade entre as matrizes A
e B, considerando que A=1(a)),, , tal que g,=i—je

- 0 =1 —2 | 0 3 e s
1 0 -1 A=| -8 1 eB=[ 5 _1 _2]
9 -2

* [nicialmente, precisamos determinar os ele-

mentos da matriz da forma: Enquanto a matriz A é do tipo 3 - 2, a matriz

B é do tipo 2 - 3. Observe que os elementos da
Ao Gn Gy G 12 linha da matriz A sdo os elementos da 12 colu-

dy Gy dy na da matriz B, os elementos da 22 linha da matriz
A sdo os elementos da 22 coluna da matriz B e, fi-
nalmente, os elementos da 32 linha da matriz A sdo
os mesmos elementos da 32 coluna da matriz B.
Nesse caso, dizemos que uma matriz é a transposta
da outra.

Conforme a lei de formacgao dada:
a,=1-1=0 a,=2-1=1
a,=1-2=-1 @,=2—2=0
a,=1-3=—2 a,=2-3=—1
Dada uma matriz A do tipo m x n,
denomina-se transposta de A (repre-
sentamos por AY) a matriz do tipo nx m,
que é obtida trocando-se ordenadamente
as linhas pelas colunas da matriz A.

Assim, temos que:

0 -1 =2

A=l 1 o

e Comparando os elementos corresponden-
tes dessas duas matrizes, concluimos que
elas sao iguais.

Observacao:

Quando todos os elementos de uma matriz sao
iguais a zero, dizemos que ela é nula.

Exemplo:

Amatriznula O, , € tal que:

04, =

o O o
o O o

e Matriz triangular e matriz diagonal

Quando temos uma matriz quadrada A de
ordem n, os elementos a,, d,, dyy .. G
formam a diagonal principal dessa matriz.
Além disso, temos elementos que formam a
diagonal secundaria de uma matriz quadra-
da. Observe a seguir:

nn

diagonal secundéria

diagonal principal
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Exemplo:

Vamos destacar os elementos da diagonal prin-
cipal e os elementos da diagonal secundaria da ma-
triz A dada por:

1=

I
=
B~
e O 0

s Flementos da diagonal principal: 2, 7 e 8.

» Elementos da diagonal secundaria: 1,7 e 9.

Observacées:

1. Os elementos a, que formam a diagonal
principal da matriz sdo tais que os dois nu-
meros que indicam suas posi¢oes sao iguais,
isto &, i=].

2. Ja os elementos que compdem a diagonal
secundéria satisfazem a seguinte condigdo
em relacdo aos seus indices: i+j=n+1.

Considere agora as duas matrizes quadradas A
e B dadas por:

Conforme destacado, todos os elementos de A
que estao abaixo da diagonal principal sao nulos. Ja
na matriz B os elementos que estao acima da diago-
nal principal sdo todos nulos.

Observagoes:

1. Utilizando simbolos, dizemos que uma ma-
triz quadrada A= @),,,¢étria ngular quando
ai=0para:'>jouj<j,

- Unidade 3 Matrizes, Determinantes e Sistemas Lineares

2. Quando todos os elementos acima e abai-
x0 da diagonal principal de uma matriz
quadrada sao nulos, ela é chamada matriz
diagonal.

Sao exemplos de matriz diagonal:

= = Respostas no Manual
Questoes e reflexdes do Professor.

1. Toda matriz que é diagonal é também triangular?

2. Utllizando simbolos, qual é a relacdo entre os
indices dos elementos da matriz A= [aijﬂ” para
que ela represente uma matriz diagonal?

e Matriz identidade

Considere as matrizes quadradas A e B:

Como todos os elementos situados acima e
também abaixo da diagonal principal sdo nulos, es-
sas duas matrizes sao diagonais. Observe que todos
os elementos dessas duas matrizes que estdo na
diagonal principal sao iguais a 1. Matrizes diagonais
com essas caracteristicas recebem a denominacao
de matrizes identidades.

Representamos uma matriz identidade de or-

dem n por /. Assim, temos as seguintes matrizes
identidades:



I,=(1) = matriz identidade de ordem 1

l, = (I) ? J—} matriz identidade de ordem 2
1.0 0
L= 0 1 0 [— matrizidentidade de ordem 3
0 01
1000
l, = O e e — matriz identidade de ordem 4
0010
0 0 01

Exercicios resolvidos

100 0
010 -0
L= 0 0 1 .. 0 |—matrzidentidade de ordem n
:on 3 .0
0 00 « 1
Observacao:

Uma matriz identidade de ordem n qualquer
pode ter seus elementos representados pela seguin-
te lei de formacéo:

1, sei=]j
a. =
Y0, sei#j

1. Oselementos de uma matrizA=(g), .sdotaisquea=2 .
x3 [] T+
a) Qual & o numero de elementos da matriz A?
b} Escreva a matriz A.

a) O nimero de elementos da matrizAé4-3=12.

Gy Gy Oy 2x1+412x1+2 2x1+43
by ac| % %2 % || 2x2412x2422x2+43 |_

a, a, a, 2x3 +12x3 +2 2x3 +3
R 2x4+12x4 +2 2x4 +3
345

|se7

17809
910 11

2. Determine os valores de x, y e z sabendo que a matriz

x—2 0 énula.
2x+y—z y+3

=1 @ (oo
2x+y—z y+3 | L 0 0
x—2=0,.x=1

y+3=0., .y=-3
2x+y—2=0—>2x24(3)—2z=0 2=

3. UmamatrizA= (aij)3x4 ¢ definida por
" i+j,sei=j
i i-joseinj
a) Escrevaa matriz A.
b) Escreva a matriz transposta da matriz A.

4y, G 03 4ay 2l =3 =3 =3
a)A=| Gy 4y a8y 4y [=f 1 4 1 2
Oy Gy Gy G 2 1 6 =
zZ 3 2
=1 1
b) A=
= =] B
=3 =2 ==t
1. 2 5 3
4. Considereamatrizquadrada M = 0 7 12
10 -17 4 23
0 6 -8 9

a) Calcule a soma de todos os elementos da terceira
coluna da matriz M.

b} Qual & a soma de todos os elementos da terceira
linha da matriz M%7

a) A soma dos elementos da terceira coluna da ma-
trizM é 5+ (1) +4+(-8)=0.

b) Basta somar os elementos da terceira coluna da
matriz M, ou seja, 5+ (-1) +4 +(-8) =0.

Exercicios propostos

Resolva os exercicios no caderno.

1. Considere a matriz A, conforme abaixo:

1 -4 2 ¢ 3
5
2 1
A=| 7 |
3:32
5 8 -3 6 0

2) Qual é o numero de linhas da matriz A? 2
b) Qual é o nimero de colunas da matriz A? 5

c) O elemento da terceira linha e da terceira coluna é
racional ou irracional? —/= éirracional.

d) O elemento da segunda linha e da quarta coluna é
racional ou irracional? ;—é racional.
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2. NamatrizB= G :;] calcule o valordea,,—a,, 4

3. Oselementos de uma matriz M = (mi) .3 590 tais que:

il,sei<j
M =

: 2,sei=j

i+jsei>j

a) Qual é o nimera de elementos da matriz M?
b) Escreva a matriz M.

¢) Caleule a soma dos elementos da segunda coluna
da matriz M. Respostas no Manual do Professor.

4. Obtenha os valores de x e y sabendo que as matrizes

[x+y 5](75)_. 5y dep=d
1 x—ye—1 1) s80iguais. x=dey=3

5. Determine os valores de x, y e zque satisfazem a equacao

1 1
£+ +2|=| 0 |x=0y=0ez=0
= 3

6. O croqui abaixo mostra as rodovias que ligam cinco

cidades guaisquer de uma regiao.

Assim, construa a matriz correspondente a cada uma
das figuras a sequir: Resposta no Manual do Professor

a) | by |
% 2
4
3 3

8. Com relacdo aoexercicio anterior, represente urna figura

que esteja associada a matriz:
Resposta no Manual
1 1 1 0] doProfessor.
1 16 3
10 1 1
EE B
9. Elabore um croqui parecido com o da atividade que
mostra a ligagdo entre as cidades, porém relacionando
seis cidades. Construa entao uma matriz D = (diJh :
conforme as mesmas condigoes estabelecidas naquela

atividade. Resposta pessoal.

10. Denomina-se traco de uma matriz quadrada a soma
dos elementos da diagonal principal. Calcule o traco
da matriz A = (g)),, , em que seus elementos 5o tais

g quea, =2+ 31. 30,

*]

i S

E 11. ConsidereamatrizA=(2 7 6|
—51 6 3

Construa uma matrizD=(d), . satisfazendo as seguin-
tes condigoes:

a) Escreva a matriz transposta da matriz A,
b) O que é possivel observar com relagao a matriz A
e sua transposta? Resposta no Manual do Professor.

12. Observe a seguinte definicao: “Uma matriz M € deno-
minada simétrica se M =M™

. di= 0, se nao existir uma rodovia que ligue as cida- =2
desiej. a) Verifique seamatrizA=(—3 2 4|ésimétrica.
- d;=1, se existir uma rodovia que ligue as cidades i e j S B =

0u se i =/. Resposta no Manual do Professor

b) Calcule s valores de x e y sabendo que a matriz

7. Dados n pontos em um plano, numerados de 1 a n, =l
podemos associar uma matriz A = {a.y)nxntais que seus B=|x 3 0|ésimétrica.x==2ey=7
elementos satisfazem as regras a seguir: 7 O 5

=% existir um segmento que une os pontosiej
ousej=j.

- d,;=0, se ndo existir um segmento que une os pontos ie.

13. Elabore em seu caderno uma matriz quadrada de
32ordem que seja simétrica. Depois, apresente-a aos
colegas. Resposta pessoal.

Adicao de matrizes

Apds caracterizar e observar tipos diferentes de matrizes, vamos
agora ver como podemos efetuar a adicdo de duas matrizes de mesma
ordem. Ao iniciar esta unidade abordamos um exemplo de matriz a par-
tir de uma tabela contendo os resultados das avaliacoes da participacao
de Leandro em uma gincana escolar de Ciéncias Exatas:
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Leandro

Matematica 95 80 50 75
Fisica 75 80 85 10,0
Quimica 6,5 10,0 95 85

4 matriz A correspondente aos valores dessa tabela

95 80 50 75
A=| 75 80 85 100
6,5 10,0 9,5 85

Vamos considerar que Julia também participou
dessa gincana, representando a mesma escola, e que
as notas obtidas por ela estao representadas na tabe-
la e na matriz B:

Matematica 6,5 70 80 9,5
Fisica 75 8.5 85 90
Quimica 10,0 10,0 85 95

1 matriz B correspondente aos valores dessa tabela

65 7,0 80 95
75 85 85 90
10,0 10,0 85 9,5

B

Se o regulamento da gincana diz que o re-
sultado por escola é fornecido pela soma das no-
tas de seus dois participantes, podemos elaborar
a seguinte tabela:

Leandro + Julia

Matematica 16,0 150 13,0 170
Fisica 15,0 16,5 170 19,0
Quimica 16,5 200 180 180

Procedemos da mesma forma com as matrizes a
seguir, que apresentam os dados das tabelas. Observe.

95+6,5 80+70 50+80 7,5+9,5
75+7,5 80+85 85+85 10,0+9,0
6,5+10,0 10,0410,0 9,5+8,5 8,5+9,5

A+B=

16,0 150 13,0 13,0
A+B=| 150 16,5 17,0 19,0
16,5 20,0 18,0 18,0

L
O que acabamos de fazer foi a adigao entre

duas matrizes de mesma ordem.

Utilizando simbolos, podemos escrever:

Se A= (G&J eB= (baJ sao matrizes de mesma or-
demm X n,asomaA+BéamatrizC= (CI.JJ, de ordem
m X n,talquecﬁzay-’rbrcom I1sismel<jsn

Exemplo:

Dadas as matrizes

2 -7 8
A=| 0 |B=| 5 |[eC=| 3
1 4 7

vamos obter a matriz X correspondente a soma das
trés matrizes dadas.
e Adicionamos os elementos correspondentes
dessas trés matrizes.

X=A+B+C

[ > =7 8
X=| o |+ 5 |+ 3

| 1 4 7

[ 24(-7)+8 3
X=|  0+5+3 |=X=| 8

| 1+447 12

Subtracao de matrizes

Quando a soma de duas matrizes de mesma
ordem é a matriz nula, dizemos que elas sao opos-
tas. Nesse caso, os elementos correspondentes
também sdo opostos. Temos, assim, o conceito de
matriz oposta:
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A adicao de uma matriz com o oposto de outra
matriz nos sugere como podemos efetuar a subtra-

¢do entre matrizes de mesma ordem, ou seja:

Em simbolos:

SeA= (aj) eB= (b')J sdo matrizes de mesma or-
dem m X n, a diferenca A — B é a matrizC = (CZ) de
ordem m X n, tal que: c*_r:a#—bﬁ, coml<i<me

I=j=n
Exemplo:

Vamos determinar os valores de x, y e z para que

a igualdade a seguir seja verificada:

2 5 X 6 1 -1
y 8 || -3 1 [=| 10 7
1 =z 7 —9 —6 1

» Note que no primeiro membro da igualdade
temos a diferenga entre matrizes. Como a di-
ferenca entre elas é a soma da primeira com
a oposta da segunda, podemos escrever

essa mesma igualdade da seguinte forma:

2 5 -x =b 1 =1
y 8 |4 3 =1 |=| 10 7
1 z -7 9 -6 1

» Adicionando as duas matrizes, obtemos a se-

guinte igualdade:
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[ 2-x 5-6 | [ 1 =1
y+3 8-1 |=| 10 7
1-7 z+49 | =5 1 |

[ 2—x -1 17 I
y+3 7 |=| 10 7
-6 z+49 i =

¢ Comoos elementos correspondentes devem ser
iguais, conforme igualdade de matrizes, temos:

2—=x=1= x=1
y+3=10=2y=7
Z+9=1=z7z=-8

Observacao:

Existem outros resultados da adicdo de matri-
zes que sao conhecidos como propriedades. Vocé
pode constatar a validade de tais propriedades por
meio de exemplos. Assim, dadas as matrizes A, Be C
de mesma ordem, valem as propriedades:

e comutativa:A+B=B+A
e associativa: (A+B)+C=A+(B+0Q)

e clemento neutro (a matriz O é a matriz nula
de mesma ordem que a matriz A): A+ O =
=0+A=A

e elemento oposto (a matriz —A & a matriz
oposta de A e O a matriz nula de mesma or-
dem): A+ (-A)=(-A)+A=0

Como as propriedades bésicas da adicao e da
subtragdo de matrizes sao andlogas as propriedades
da adicdo e subtracdo de nlumeros reais, ao efetuar
uma dessas operagdes com matrizes de mesma or-
dem, observamos o mesmo procedimento adotado
para 0s numeros reais. Assim, por exemplo, observe
as duas equacbes a seguir (uma relacionada a matriz
e outra com numeros reais):

12equacdo:x—7=9

Para resolver essa equacao, isolamos x no pri-
meiro membro da igualdade:

x=7=9

X=7+7=9+7

x+0=16=>x=16



22 equacao: X — A =B, sendo X, A e B matrizes
quadradas de ordem 2.

Para resolver essa equacao, isolamos a matriz X
no primeiro membro da igualdade:

X—A=B
X—A+A=B+A
X+0=B+A=>X=B+A

A equacao envolvendo matrizes acima é cha-
mada equacao matricial.

Multiplicacao por um
numero real

Para compreender como podemos multiplicar
uma matriz A por um ndmero real k, vamos considerar o

caso particular de gue esse numero seja natural, isto €, a
partir da adicao de uma matriz A com ela mesma k vezes.

Assim, wvamos  considerar a matriz

| 4 21
e @ £ B e obter a matriz resultante da

adicao A + A + A adicionando os elementos corres-
pondentes, isto é:

A hiAm| HAEE 24242 414
—3—3—3 5+5+5 6+6+6

3-4 32 31

A+A+A=
3:(-3) 35 36

Note que obter o resultado da adicao A+ A+ A
€ o mesmo que calcular 3 - A, isto é multiplicar todos
os elementos da matriz dada por 3:

3-4 32 31 4 2 1
3-A= =3-
3-(-3) 3-5 3-6 -3 5 6
Nesse exemplo, multiplicamas uma matriz por
um numero natural. Se o numero for real, a ideia é a
mesma, isto &, multiplicamos todos os elementos da
matriz pelo correspondente ndmero real.
%
Dado um nimero real k e uma matriz A, de
ordem m X n, a matriz que se obtém multiplican-
do por k todos os elementos de A é a matrizk - A,
de mesma ordem.

Usando a notacao de matrizes, podemos escrever:

Se A = (aq) € uma matriz de ordem m X ne
ke IR entaok-AéamatrizB= (b) de ordemm X n,
talque b,=k-g,coml<is=melsjs<n.

Exemplo:
1 0 3
Sendo as matrizes A=| 2 2 1 o
S
31 0
B=| 4 1 -1 [, vamos determinar uma matriz X,
0 5 6

de mesma ordem dessas duas matrizes, que safisfaz a
equacao matricial 2X+ A+ 3B =0, considerando que
O é a matriz nula de ordem 3.

e Substituimos as matrizes na igualdade:

IX+A+38=0

BEXER 31 0o|lf[ooo
X+ 2 2 1 1+3]1 4 1 =1 |=l0 0 0
| 2 1 4 05 6] |00 0
[ 1 03] 9 3 of[ooo
2X+ 2 2 1 1+112 3 =3 1I|=l00 0
| 214 [0 18|00 o0
(10 3 3 00 0

X+ 14 5 4 |=l 0 0 0

| 2 16 2 00 0

e (Como o resultado da adicao é a matriz nula,
entaoc a matriz 2X deve ser a matriz oposta
da matriz, ou seja:

10 3 3
X=-| 14 5 —2
-2 16 22
=f) =% i3
X=|-14 -5 2
2 =16 =22

e A matriz que aparece no segundo membro
da igualdade € o dobro da matriz X. Dessa
forma, devemos dividir seus elementos por 2

(que é o mesmo que multiplicar por %} para

obter a matriz X:
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Sendo r e s dois ndmeros reais e A e B duas

-10 -3 -3 . i ;
1 matrizes de mesma ordem, verifique, por meio de
X=_+f —14 =5 2 exemplos (vocé devera elaborar), a veracidade das
2 =l =i seguintes igualdades:
I 3 3] (r+s)-A=r-A+s-A
_5 Eienty A
2 (Mr-(A+B)=r-A+r-B
. .3 3 ) (es)- A=r-(s- A)
2
1 -8 —11 Apresente 0s exemplos elaborados acima para

0s demais colegas.

Exercicios resolvidos

1. Dadas as matrizes 2. Com relacaoas matrizes anteriores, obtenha o elemento
£ 50 g ¢,,damatrizC=3A—-48,
A—[—3 6 3}2 Temos que:c,,;=3-a,,—4-b,,=¢,,=3-3-4-2=1.
2 40 52
3 DadasasmatrizesA:( . _4]e8=[ 0 2],obtenha
i B 1 3 —3 1
B=| 0 —4 2| obtenhaamatrizA+B. amatriz C=A'—2A - 38"
1 -3 -4 ¥
=2 4 -2 -4 0 -3
- . C= o |—-2x —3x =
1+(-2) —2+1 2+(=2) = =4 .0 -4 3 1 3 2 1
A+B=| 340 6+(-4) 3+2 = -3 2 5 .
oo B 0d) 5 2 g TRV -4 =0 ] 8- 2 18

EXEI'CiCiDS pI‘OpDStDS Resolva os exercicios no caderno.

. -1 4 5 =2 3 7
1. Dadas as matrizes A= e B= " B= , responda:
2 SO [ 30 ] [ -2 4 ] =
obtenha: Respostas no Manual do Professor. a) Qual é a matriz A7
al amatrizA+B; b) a matriz A—B. )
) ) - b) Qual é a matriz B?
2. Aindacom relacao as matrizes A e B do exercicio anterior, ¢) Qual & a matriz A+ B?
obtenha a matriz 2A + 3B. -
Respostas no Manual do Professor. d) Qual é a matriz A + B?
3. Escreva, em seu caderno, se cada uma das afirmacoes e) Qual &a matriz (A +B)?

ir é verdadeira ou falsa.
9 U E Reitato aliong f) Qualé relagio entre (A + B} e A'+B?

Y a) Sendo A e B matrizes de mesma ordem, A + B = Respostss Ao Mantal do Profssor,

=B+A Lsei<
V b) Sendo A, Be C matrizes de mesma ordem, A+ (B+ 0= 5. Umamatriz A=(a), ,édefinidapora,= {2, sei= j

=A+B+C a) Escrevaamatriz A. 3sei>j
f ¢) Sendo A e B matrizes de mesma ordem, A — B =

b) Escreva a matrizA+2-A'=3 -, emqguel,éa
=B-A matriz identidade de ordem 3.

Fd) Se A+B=0, em que O é a matriz nula da mes- Respostas no Manual do Professor.
ma ordem que as matrizes A e B, entao B é a matriz

: 6. Determine os valores de m e de n de modo que:
transposta da matriz A.

Ve Se A+B=0,em que O é a matriz nula da mes- [ AEVR ]+[ 6 9 }={ am 8 ]
ma ordem que as matrizes A e B, entdo B é a matriz -3 2’“?3 =" =5 -2 p
oposta da matriz A. m=5en=13

3 g 7. Os alunos de uma escola foram classificados, por sexo,
4. Com relacao as matrizes A= e

5 4 pelo nivel de ensino e se tinham ou nao habito de leitura.
Os resultados estao apresentados nas tabelas a sequir:
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Ensino Fundamental

Mant.ém habito 738 256
de leitura

Nao mantém

habito de leitura W 2

Mantém habito

de leitura 295 325
Nao mantém

habito de leitura 235 195

a) Qual & o nimero total de alunos do sexo masculino
dessa escola? a) 210

b) Qual € o nimero total de alunos dessa escola que
mantém o habito de leitura? b) 1114

c) Escreva uma matriz de ordem 2 que mostre os
alunos da escola divididos por sexo e pelo habito
ou nao de leitura, independentemente do nivel
de ensino. Resposta no Manual do Professor.

8. Dadas as matrizes

1 5 3 =

A=[ 47 2 ]eB= 8 1
s =l

determine a matriz X, de modo que (X +B)'=A.

Resposta no Manual do Professor.
Observacao: 5e A =B, entao A'=B.

9. Obtenhaamatriz X naequacao 2X+A—B=3C emque:

=25 35—
A“{s 4 0 }B_[4.1 7 ]
eC= 1;] _; ; . Resposta no Manual

1 do Professor.

10. Resolva o sistema de equagdes a seguir, no gual Xe'Y
530 matrizes. Resposta no Manual do Professor.

2x+3v=[" ‘6]
13 21

-2 -2
X—Y=

11. Se os elementos da matriz X sao ndmeros naturais,
determine as solugoes da equagao matricial

X+ x = [1 s . Resposta no Manual do Professor.
6

Multiplicacao de matrizes

Entre as operacdes relacionadas as matrizes, &
a multiplicacao que desperta mais interesse em Ma-
temadtica Superior, quando do estudo da Algebra Li-
near. Neste momento, o estudo de matrizes é restrito
as conceituacdes e aos procedimentos. Em outras
palavras, podemos dizer que estamos fornecendo
uma ferramenta de aplicacéo posterior.

Partindo de uma situacao, vamos multiplicar
duas matrizes.

Nas duas tabelas a sequir temos as médias de
um aluno em determinado curso de Ciéncias Exatas
e 0s pesos dessas médias conforme o bimestre:

bimestre bimestre bimes
Matema- 6 7 4 8
tica
Fisica 5 6 9
Quimica a8 8 7 6

Pesos por bimestre

12 bimestre 1

22 bimestre

2
32 bimestre 3
42 himestre ‘ 4

Vamos calcular o total de pontos obtidos em
cada uma das disciplinas ao longo dos quatro bimes-
tres, conforme pesos estabelecidos:

s Matemadtica > 6-1+7-2+4-3+8-4=64
o Fisica—5-14+6-24+9:3+7-4=72
s Quimica—8-1+8-2+7-3+6-4=69

As duas tabelas acima podem ser associadas a
duas matrizes, que representaremos por A e B. A ma-
triz A(3 - 4) é formada pelas médias bimestrais, j& a
matriz B(4 - 1) é formada pelos pesos dos bimestres.

1=

Il
o o O
0o o~
~NoO A
O~ oo

(we)

Il
Bow b=
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Como na matriz A cada linha apresenta as mé-
dias de uma disciplina em cada bimestre, e a matriz B
contém uma coluna formada pelos pesos, para saber
guantos pontos foram obtidos em cada disciplina no
final dos quatro bimestres multiplicamos as notas
pelos correspondentes pesos e adicionamos os re-
sultados. Essa ideia sugere o seguinte esquema:

6 147:2+4-3+8-4

6 7 4 8 ;

56 9 7 |X =| 51+6-24+9-34+7-4
3

8 87 6 4 8:1+8-2+7-3+6-4
5 AB

Note que, ao proceder desse modo, obtivernos uma
matriz formada pelos totais de pontos. Essa matriz é cha-
mada matriz produto de A por B, e é representada por AB:

Na situagao apresentada, os elementos da ma-
triz AB foram calculados da seguinte maneira: cada
elemento de uma linha da matriz A foi multiplicado
pelo correspondente elemento da coluna da matriz
B, e os produtos obtidos, para cada linha e coluna,
foram adicionados. A ordem da matriz AB€3 -1, ou
seja, 3 linhas da matriz A e 1 coluna da matriz B.

Dadas as matrizes A = (a#}m i
Bi= (b,)nxp, o produto AB é a matriz
C = (G, 18l que cada elemento ¢,
¢ calculado multiplicando-se ordena-
damente os elementos da linha j, da
matriz A, pelos elementos da coluna k
da matriz B, e adicionando-se os pro-
dutos obtidos. Em simbolos, temos:

=a,: bM+aE . !!)2k+.cr‘3 . b“+.‘.+

a, b,
para todo i € {1, 2, 3, .., m} e todo
ke1,2,3,..p}

Observacées:

1. Para obter o produto é necesséario observar
que o numero de colunas da primeira ma-
triz deve ser igual ao ndmero de linhas da
segunda matriz.
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2. Note também que a matriz correspondente
ao produto possui 0 nimero de linhas da
primeira matriz e o nimero de colunas da

segunda matriz.
Exemplo:

Vamos multiplicar as matrizes

3 -1 =2 Bl
A= pelamatrizB=| 4 -1
0 5 2 0 3

¢ Dispomos lado a lado as matrizes e multi-
plicamos ordenadamente 0s elementos de
uma linha da matriz A pelos correspondentes

nas colunas da matriz B, isto &:

- L1 o
3 -1 -

B=l o . 2}- 4

- 0 3

[3- (< 1)+ (1) -4+ (=2)-0 3:0+(=1)+(=1)+(-2)3
AB=

[0-(—=1)+5-4+2-0 0-0+5-(-1)+2-3
ag=| ~/ ‘5]

| 20 1

e (Observe o que ocorre quando invertemos a

ordem das matrizes na multiplicagao:

[ o
BA=| 4 1|3 1 2

o 3 0 5 2

~1:340:0  —1-(=1)40-5 (=1)+(-2)+0-2

BA=| 4-3+(=1)-0 4-(=)+(=1)-5 4-(=2)+(~1)-2

[ 0-343:0  0-(-D43-5  0-(-2)+3-2
EREE
BA=| 12 -9 -10
0 15 6

-

Assim, comparando as matrizes AB e BA, nesse

exemplo, observamos que elas sio diferentes.



Questoes e reflexdes

Respostas no Manual do Professor.

1. Elabore uma matriz quadrada A de 22 ordem.
Depois, obtenha os produtos A - e | - A Eles sao
iquais?

2. DadasasmatrizesA, ,eB, ,oprodutoA-Bexiste?

Qual é a ordem da matriz A - B?

3. DadasasmatrizesA_ eB

.40 produto A - Bexiste?

z

Propriedades do produto
de duas matrizes

Na multiplicagdo entre matrizes podem ser ob-
servadas algumas propriedades que ndo serao de-
monstradas aqui e estao condicionadas a existéncia
das operagoes indicadas.

Vocé pode constatar essas propriedades por
meio de exemplos. Sugerimos que vocé elabore ma-
trizes A, Be C, para as quais as operagdes acima sejam
validas, e observe a veracidade dessas propriedades.

Além dessas propriedades, devemos considerar
um importante resultado restrito a multiplicacao de
matrizes quadradas de mesma ordem

Observacao:

Sendo B a matriz inversa da matriz A, escreve-
mos: B=A"".

Exemplo:

Vamosverificarseasmatrizes A = [ i _g ]e

B= 3 2 s30 matrizes inversas
4 3 ’
¢ (Calculamos o produto A - B.

[ 3 = 3 2
A-B = 3

—3-3+(-2)-4 3:2+(-2)-3
(-4)-3+3-4 (-4)-2+3-3

=:A-B:|:] N ]=|2
0 1

e Calculamos o produto B - A.

i 32]-[ 3-2]
43 ([~ 3

A-B=

33+ 2:(-4) 3+(-2)+23
43+ 3(-4) 44-2)+33

:B'A: ! G ] = 12
0 1

B-A=

Comparando os dois resultados concluimaos
que A-B=B-A=I, Sendo assim, as matrizes Ae B
530 inversas entre si.

Exemplo:

O célculo envolvendo matriz inversa permi-
te resolver certas equagOes matriciais. Assim, por
exemplo, vamos considerar que as matrizes qua-
dradas A e B de mesma ordem n, na equagdo
A - X =B, sejam duas matrizes quadradas invertiveis (ad-
mitem inversas). Para obter a matriz X, multiplicamos a
esquerda os dois membros pela matriz inversa A",

A-X=B
A -(A-X)=A"-B

e Propriedade associativa
(A7 -A) - X=A"-B
| -X=A"-B
X=A"1-B

Nessa equagao matricial, a matriz X, também
quadrada de ordem n, é dada por A™' - B.
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EXPLORANDO

Se vocé tem acesso a alguma planilha ele-
tronica, pode efetuar a multiplicacao de matrizes
com esse importante recurso. Como exemplo,
vamos mostrar como pode obter o produto das
matrizes A e B dadas por:

S 410
A=| -1 4 -1 |eB=| 1 2 2

G0 2 ) 4 1 3
Acompanhe as etapas:

12 etapa — Depois de abrir a planilha eletro-
nica, represente as matrizes A e B, deixando espa-
¢o de pelo menos uma coluna entre elas.

2 -4 4 -1 1 2 2
3 5 b o 4 1 3

- — 1

»

-

]

o

m

-

&

z
Figuras: & DAE

22 etapa — Escolha, com o cursor, uma célula
vazia (observe que escolhemos na ilustragcao ante-
rior a célula F4). Pressione "fx"e digite “MATRIZ MULT
em “Procure por uma funcao”. A sequir, clique "OK"

[am—r—— T
Brocure par uma Aonchs

LR 1

Du 1rkoDNs L pabegare: . FATa endsao. w |
Sewoone wes tundio

o

[T T e——

skl SR DN
b oo
AR, o Qi

Exercicios resolvidos

32etapa—Na nova tela, vocé deverd especificar
as células correspondentes aos elementos das duas
matrizes. No nosso exemplo, deverd digitar "A1:C3"
para a primeira matriz (observe que imediatamente
a0 lado do espaco que vocé digitou aparece {1.0-2-
1.4.<<1;5.2.0}, correspondente aos elementosda 12 da
22 e da 32linha da matriz A) e“F1:H3"para a segunda
matriz (no quadro ao lado aparecera {4.1.0;1.2.2;4.1.3},
correspondente aos elementos da 13 da 22 e da 32
linha da matriz B. Observe a ilustragao a seguir:

Argumentos da fungio X

MATRE MULT
Mt at:c) W - nazwasae T
Masz?  Frug B = mumazay — LI

= AL EAREELEH
Retoma s matriz prodebs de s mairizes, wm watriz cem o meino ndmers de linhar qus a et ¢ de
calunas que 3 matiiz:

Maiizi &3 & deve pessur o

Fesultads da fdrmula = 4
[T [ |
Elementos da matrizA <+——

Elementos da matrizB «+———
Elementos da matrizAB <*——

Note que nessa tela, imediatamente apds
digitar o Ultimo elemento da matriz B, aparece-
ra abaixo desses elementos a linha contendo
'={<4.<1.<6;<4.6.52294}). Esses sao os ele-
mentos da matriz produto. Se vocé clicar em “OK"
na planilha, aparecera “<4" na célula em branco
que voceé selecionou antes de pressionar “fx’”

1. Utilize a planilha eletrénica e faga multiplica-
cOes entre matrizes.

2. Verifigue, com a planilha eletrénica, se as
multiplicagbes que vocé ja efetuou em seu
caderno ou propostas no livro estao corretas.

1. Dadas as matrizes
1. 2
A=| 3 4 eB=[2 4
5 6 1 3
a) amatrizA - B;

6 ],obtenha
5

b) a matriz B - A.

4 10 16
10 24 38

o
—
-
H
o)
Il
Ln Lt —
N
bt
—
— hJ
TR
W
S
Il

o ]

=N
v ]
x
::;
,"'__'_“-
&
[T
oo
i
x

2. Indigue se cada uma das afirmacdes a seguir é verda-
deira ou falsa, sendo A e B duas matrizes quadradas
de mesma ordem.

a) A-B=B-A

b) (A+BP+A2+2-A-B+B

) (A—ByY=A"-2-A-B+B

d) (A+B)-(A-B)=A"-B

e) (A+B)-(A—B)=A"-A-B+B-A-F

a) Falsa.

b) Falsa. (A+B)'=(A+B)- (A+B)=A’+ AB+BA+B*
c)Falsa. (A—B)’=(A—B)-(A—B)=A"— AB—BA +B*
d) Falsa.(A+B)- (A—B)=A?—AB+BA—B*

e) Verdadeira.
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Exercicios propostos

Resolva os exercicios no caderno.

1. MarqueV se a afirmacao for verdadeira e F se for falsa.

a) E possivel efetuar o produto de uma matriz do tipo
3 + 4 por outra matriz do tipo 4 - 5.

b) O produto de uma matriz do tipo 2 - 3 por outra ma-
triz do tipo 3 - 2 é uma matriz quadrada de ordem 2.

) S6 é possivel efetuar o produto de matrizes que se-
jam do mesmo tipo. V, /.

2. MarqueV se a afirmacao for verdadeira e F se for falsa.
a) Sendo as matrizes A=(a5J“, B ={I:-i)h_c eC= {CJ;}C. d,

temosque (A+B):C=A-(B: 0. v
b) Sendoas matrizes A=(a), ,.B=(b), eC=(c), .
temos que (A+B) - C=A-C+B-C ¥
1 1
3. Considere as matrizes A=( ! i } B:[ ]
. -z 3 =385
eC= 0 2 |
a) Obtenha a matriz A - B.
b) Obtenha a matriz A - C.
¢) Dadas trés matrizes nao nulas A, B e C, diga se a
afirmacao a seguir & verdadeira ou falsa.
Resposta no Manual do
“SeA-B=A-CentaoB=C" orofessor
3
4, Considere as matrizes A= PR B=
6 12
-4 =8
a) Obtenha a matriz A - B.
b) Dadas duas matrizes ndo nulas A e B, diga se a afir-
macao a seguir é verdadeira ou falsa.
*Se A+ B=0, onde O éa matriz nula,entao A=0 ouB=0"
Resposta no Manual do Professor.
5. Considere as matrizes A= (@)),,,eB=(b), .
il sei+j=4
definidas pora,=2i+3jeb=y = :
- 2 Jlsei+j#4
Se a matriz C = A x B, calcule o elemento da segunda
linha e da terceira coluna da matriz C.
Resposta no Manual do-Professor. ) .

6. Lucas resolveu fazer as compras dos ingredientes que
necessitava para preparar lasanhas para sua familia.
Pesquisou os precos desses ingredientes em trés su-
permercados, montando a tabela a seguir:

A R$800 [R$1200 |R$350  |R$2500 |R$ 24,00
B R$850 [R$1300 (R$400 |R$24,00 |R$22,00
& R$750 |R$1400 |R$350 R$ 22,00 | R$ 23,00

Ele previu que seriam necessarios 2 quilogramas de massa,
1 quilograma de carne moida, 4 caixas de creme de leite,
1 guilograma de presunto e 1 quilograma de queijo. Os
precos dos ingredientes, em reais, nos trés supermerca-

dos

e as quantidades necessdrias de cada um dos ingre-

dientes podem ser organizados em duas matrizes, P e Q.

p=

10.

17.

2
8,00 12,00 3,50 25,00 24,00 1
8,50 13,00 4,00 24,00 22,00 |eQ=|4
7,50 14,00 3,50 22,00 23,00 1

1

a) Obtenha a matriz C, que indica o custo total dos ingre-
dientes necessarios em cada um dos supermercados.
b) Qual é o preco médio dos ingredientes gue Lucas
precisa comprar para preparar as lasanhas, conside-

rando os trés supermercados? b) RS 20,33
Respostas no Manual do

Dada a matriz A= ( 10 ] Pc'acié"ﬁfé’:“
2 A SE
b) A%
c) A%

d) A",em que n € um numero natural diferente de zero.
Respostas no Manual do Professor
Qual das matrizes a seguir € a matriz inversa da matriz

9
(>3) @7 3)
b)[ j; j] d}[ _i _f]

Sendo A a matriz do exercicio anterior, considere a
equacdo A - X=B.Uma das maneiras para determinar a
matriz X, gue e solucdo da equacao, é multiplicar os dois
membros da igualdade A - X=B pela matriz inversa de
A, como vimos anteriormente. A partir desse procedi-

mento, determine a matriz X, tal que B= [ = }

() 2

Se A e B sao matrizes invertiveis de mesma ordem,
obtenha a matriz X em cada uma das equacoes a seguir:
a) A-X=B; d)B-X-A=B;

b) X-A=B; e} A7 -X=B.

¢} A-X-B=l Respostas noManual do Professor.

Resposta no Manual do Professor.

Elabore trés matrizes A, B e C quadradas de ordem 2.
A seqguir, obtenha as sequintes matrizes:
a) (A-B)-CeA-(B-C;

b) A-B+CQeA-B+A-C
c) (A+B)-CeA-C+B-C Resposta pessoal.
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Determinantes de matrizes

A cada matriz quadrada podemos associar um
numero real denominado determinante da matriz.
Assim, sendo A uma matriz quadrada, representare-
mos por |A| oudet(A) o determinante dessa matriz.

2 A
matriz quadrada > numero real

Antes de mostrar como obter o determinante de
uma matriz quadrada, vamos, por meio de um siste-
ma de duas equacdes com duas incégnitas, obser-
var as matrizes correspondentes. Assim, considere as
matrizes A, B e X, tais que:

Nessas matrizes, considere ainda que a, b, ¢, d, e
e f representam numeros reais conhecidos, ac passo
que as letras x e y sdo incégnitas que precisamos de-
terminar, de tal maneira que:

A-X=B
ab |l x|_|e
c d ¥ f
Os valores de x e y indicados acima sao obtidos

a partir da resolugdo de um sistema de equagdes,
conforme estudado no Ensino Fundamental.

Tais valores sao:

X_ed—bf o _af—ec
“ad—bc " ad—be

Observacao:

O denominador dessas duas fracbes, como
veremos mais adiante, &€ o numero real correspon-

c d
J& os numeradores dessas duas fragdes correspon-
dem aos determinantes de duas matrizes associadas
ao sistema.

dente ao determinante da matriz A:[ a b ]

- Unidade 3 Matrizes, Determinantes e Sistemas Lineares

e Determinante de uma matriz de ordem 1

Exemplo:
Na matriz B = (—10), temos que:
det(B)=-10

Observacao:

O determinante de uma matriz é representa-
do por duas barras verticais no lugar dos parén-
teses ou colchetes que normalmente utilizamos
para representar uma matriz. Embora seja o mes-
mo simbolo de médulo de um nimero, é empre-
gado de forma diferente.

e Determinante de uma matriz de ordem 2

Normalmente utilizamos um esquema para ob-
ter esse determinante:

% / —dy " dy
a9<a12

Fa
a2'l aZZ +a“ . aZZ

Assim, como sugere o esquema, para calcular o
determinante de uma matriz de ordem 2, adiciona-
mos o produto dos elementos da diagonal principal
com o oposto do produto dos elementos da diago-
nal secundaria da matriz.



Exemplo:

Vamos calcular o determinante da matriz

~(33)

e Conforme definicao, temos que:
2 -3
9 -5
det(T) = 2:(-5) — 9-(-3)

det(l) = =10+ 27 = det(l) = 17

det(T) =

¢ Determinante de uma matriz de ordem 3

Normalmente, para o célculo do determinante de
ordem 3, utilizamos um esquema pratico conhecido
como regra de Sarrus. Nesse procedimento, devemos
repetira 12e a 22 coluna a direita da matriz; depois, como
sugere 0 esquema a seguir, devemos manter o sinal do
produto da diagonal principal e de todas as diagonais
paralelas a ela, e trocar o sinal do produto da diagonal
secunddria e de todas as diagonais paralelas a ela:

B =03 "0y Oy
- Ty 0y 4y

o Tyt 0y 0y

+0,5* 0,0y,
+d,,° 03 Ay

+0,,°0,;° 053

Exemplo: 9 g i
Vamos calcularodeter-  —| 4 ¢ 3
minante e da matriz. 105

e De acordo com a regra de Sarrus, repetimos
a 12e a 22 coluna & direita da 32 coluna e mul-
tiplicamos os elementos correspondentes:

— > ()
- O
~ =40

det(V)=0+6+0+0+0-40
det(V)=-34

Determinante de uma
matriz de ordem superior a 3

Até aqui, vimos como calcular o determinante
de uma matriz quadrada até ordem 3. Para calcular
o determinante de uma matriz quadrada de ordem
maior que 3, vamos conceituar o cofator de um ele-
mento de uma matriz.

Exemplo:

011 012 013
Vamos, a partirda matrizA =| a, @, a5 |
ai! 032 033
genérica de ordem 3, indicar os cofatores de alguns
de seus elementos.

e Cofator do elemento g, :

C|1=(_1)H'Dn=1 %
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e Cofator do elemento a,:
3+1
Gy = (_1) 'D31 =1

e (Cofator do elemento : EE

243 an O
3 =(-1)""Dp=-1"
3 0
Exemplo: 5 5 0)
Dada a matriz M=| =3 1 5 |, vamos
1 6 3

obter os cofatores ¢, ¢,; e ¢,

= (—1)2”' ? 2 =1- (2'3 - 1-0) =0¢,=6
*Gy = (_])M' _13 ; =1 (—3'6 - 1-1) = ¢, =-19
“c, = (1) _23 (5} =-1-(25+30) = ¢;, =-10

Um procedimento para o célculo do determi-
nante de uma matriz quadrada de ordem igual ou
maior que dois envolve o conceito de cofator. E o
teorema de Laplace (1749-1827), que apresentare-
mos sem demonstracao.

Teorema de Laplace

Considere a matriz A= [GI;J qua-
drada de ordem n, n = 2. O deter-
minante dessa matriz é igual a soma
dos produtos dos elementos de uma
linha ou de uma coluna qualquer da
matriz A pelos respectivos cofatores.

Exemplo:

Vamos considerar a matriz

a a a

n 12 13
A=| a, a, a, |genéricadeordem3e,
GSI GJZ 633

utilizando o teorema de Laplace, mostrar como
calcular o determinante dessa matriz.

- Unidade 3 Matrizes, Determinantes e Sistemas Lineares

e FEscolhemos, por exemplo, a 12 linha dessa ma-
triz. De acordo com o teorema de Laplace, o

determinante de A pode ser calculado por:
dEI(A} = 0yy°Gy + 057Gy + Gi3°Cs
a, a
det(A) = a,(-1)" | 2 P |+
032 033

w2 | Oy Oy w3 | Oy dy

+a,-(-)

+a,5°(-)

a3l 013 a31 aSZ

e Se escolhermos a 32 coluna dessa matriz, o
determinante de A pode ser calculado, se-

gundo o teorema de Laplace, por:
det(A) = G,3°C,3 + 055°Cyy + G5"Cyy

w3 | Oy Oy

det(A) = a,;+(-1) +
a31 03\2
s | Gy a s | Gy a
+ 923.{_.'} + A 1" 12 e GBB' (_]) + A i3 12
031 a32 aE'l 012

Observacao:

Pelo exemplo, seguindo o teorema de Laplace,
para o célculo do determinante de ordem 3, precisa-

mos calcular 3 determinantes de ordem 2.
Exemplo:

Vamos calcular o determinante da matriz

7 -1 0
M=] 3 2 4 |utlizandooteorema de Laplace.
0 0 2

¢ (Como na 3% linha da matriz existem 2 elemen-
tos nulos, o cdlculo do determinante de M serd
facilitado se escolhermos essa linha (bastard
calcular um determinante de ordem 2):
det(M) = 0G5, +0-¢y, +2+ ¢4
det(M) = 2-¢,,
7 i
3 2
det(M) = 2-1-(14 + 3) = det(M) = 34

det(M) = 2-(=1)""-




Observacoes:

1. O célculo do determinante da matriz

a” tj1|2 G‘B 014
a, 4, d, @a
21 22 23 24
A= , de ordem 4,
a3'| 032 633 034
@y O 0% Tu

41 42 43

pode ser feito a partir de 4 determinantes de
ordem 3. Basta escolher 1 linha ou 1 coluna
e aplicar o teorema de Laplace.

2. Nao abordaremos aqui determinantes de
matrizes de ordem maior que 4.

Respostas no Manual

Questoes e reflexoes

A Denfocer
do Professor.

L

¥ 1. Em relacdo ao exemplo, expligue como seria
calcular o determinante da matriz A utilizando o
teorema de Laplace para a 22 linha.

2. Eparaa 2% coluna, como seria o calculo do deter-
rninante utilizando o teorema de Laplace?

EXPLORANDO Orientagdes e respostas no Manual do Professor.

Assim como vocé conseguiu obter o produto
de matrizes, vocé também pode utilizar a planitha
eletronica para calcular os determinantes. Ao en-
trar na planilha eletronica, escolha a funcéo "MA-
TRIZ.DETERM"e, em seguida, informe os elementos
da matriz quadrada cujo determinante deseja cal-
cular. Vamos exemplificar destacando alguns pas-
s0s no calculo do determinante da matriz:

2 4
3 6

12 etapa — Digite os elementos da matriz Ae
cologue o cursor numa célula em branco.

A=

Arguive Layout da Pagina

Calar N I S v - A

Area de Transf... & Fonte
AS - x  k
A ] C D E |
i 2 5 9;
2 3 6 g
-
3 w

22 etapa — Cligue em “fx" e digite "MATRIZ.
DETERM" no campo “Procure por uma funcao’

Aperte o botao “Ir’, sequido de "OK".

Inserir fungla ; § X
| Brocure por uma funcle;
MATRIZDETERM Ir

n3 nafetrang oma pabegonie | Recemendads i)
| galaciont s Pundi:
O e | |

A
Faima & detteminante de uma matri,

L e

Aldiiabit slilansis

32 etapa — No campo "Matriz', digite "A1:B2",
correspondente as células da planilha em que
aparecem os elementos da matriz. Nessa mesma
tela, aparece o determinante.

| Argumentos da fungla 7 x
WMATRIZ DETERM
Matriz |ar8d ] = pana

| Retomna o detesminante de uma metriz.

MSTT ¢ UMa MET PURETICE G0 UM eSO NUmERS de linhas & de colins, |
um intervalo de céluls ou uma constante de matriz. |

| Rasuitade da téemuta = 0

| Adwids yobe ¢3ia lyncig

= Cowir

Determinantes da matrizAB =-—— —

1. Explore essa ferramenta calculando os determinantes
de matrizes quadradas que vocé elaborar.

2. Retome os determinantes que vocé ja calculou ao
longo deste capitulo e confira alguns resultados
utilizando a ferramenta eletrénica mencionada.
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Propriedades dos
determinantes

O célculo de determinantes pode ser simplifica-
do por meio do canhecimento de algumas proprie-
dades que apresentamos a seguir. As demonstragoes
dessas propriedades foram omitidas. Entretanto, com
base no teorema de Laplace ou na regra de Sarrus,
procuramos justificd-los por meio de determinantes
de matrizes genéricas de ordem 3.

Para justificar essa propriedade, considere, por

a1'| 0 a13
exemplo, a matriz A=| a, 0 ay,
a3'| 0 l933

, em que

a segunda coluna tem todos os elementos iguais a
zero. Assim, pelo teorema de Laplace, considerando
a segunda coluna, temos:

det(A) = 0-c,, +0-Cy, +0-Cy,

det(A) =0
Exemplo: -2 4 10
; ; 2 3 51
Considerandoa matrizM = ,
0 00
4 1 1 2

conforme o teorema de Laplace, seu determinante é
igual a zero.

e Observando que todos os elementos da 32
linha sdo iguais a zero, vem:
det(M) = 0-¢3 +0-C3, +0-C5, +0°¢y,
det(M) =0

Vamos considerar a matriz

GN aIZ a‘]}
A=| a, a, a, |[emquealtea3li
GH aIZ GB

- Unidade 3 Matrizes, Determinantes e Sistemas Lineares

nhas tém os elementos correspondentes iguais.
Assim, de acordo com a regra de Sarrus, temos:

det(A) = Gy 0y Oy + G050y + 0y 0705 —
"0y Gy — Gy Ayy Gy — 045705370,
det(A) =0

Observacgéo:

Fizemos a verificacdo para a matriz quadrada de
ordem 3, porém essa propriedade é vélida para ma-
trizquadrada de qualquer ordem. Essa mesma obser-
vacao é valida para as outras propriedades a sequir.

Vamos considerar a matriz

A=| a, a, a, |,emquealiea3?

ka'i! JII‘{al2 kali.

linhas tém os elementos correspondentes propor-
cionais. Assim, segundo a regra de Sarrus, temos:

det(A) = a,;" 0y kay, + a,,°0,," ka,, + ay0ka,yayy —
_kan'azz'au
det(A) =0

- 021'012'ka13 = kau' U3y

Vamos considerar as matrizes A e B a sequir:

a‘l'l at! G'EB a'il kau at!.
A=| a, a, a, |eB=| a, ka, a5,
C]I3I 032 C.'l33 631 kaaz ﬂ33

Observe que a 22 coluna da matriz B tem os ele-
mentos da 22 coluna da matriz A multiplicados por
k. Calculando os determinantes dessas duas matrizes
pela regra de Sarrus, temos:



det(A) = 0,;° 05yt Qyy + Gy5° Gy O3y + Gyy* O3° Gy

03y Uy Oyy — Oy yy" Ay — d3y7 U3t dyy
det(B) = a,,-ka,," a,, + ka,,~ G,5* Gy, + G, kG, G5

—03y" KOy, Gy — 0y KO,y 33 — Kayy Gy Oy,
det(B) = k- det(A)

Exemplo:

Considere as matrizes quadradas

3 5 2 3 5 2
M= 1 7 6 |eP= 1 7 6
4 =2 1 12 -6 3

As duas primeiras linhas das matrizes sdo iguais.
A 32linha da matriz P tem os elementos correspon-
dentes iguais aos elementos da 32 linha de M multi-

plicados por 3, entao:

det(P)=3-det(M)

B e e,
Se todos os elementos de uma matriz qua-
drada de ordem n sio multiplicados por um mes-
mo ndmero real k, seu determinante fica multipli-
N

Consideremos as matrizes A e B, tais que os ele-
mentos da matriz B foram obtidos da matriz A multi-

plicando-os por k:

EJ‘|1 012 013 kail kaIE ka'IS
A=| a, a, a, |eB=| ka, ka, kay
GSI EJI32 a33 kaﬂ kail kaﬁ

e Vamos calcular o determinante da matriz A

pela regra de Sarrus:

det(A)=ayy"Gy; "G33 + 05" Uy3° 031+ 0503, Gy

=317y 7013 = 0y "0y 33 — d3p "0y "0y

e Agora, também pela regra de Sarrus, calcula-

mos o determinante da matriz B:

det(B) = ka,,*ka,, *ka,, + ka,,ka,,-ka,, +
+kay, *kay, *ka,; — ka,,ka,, ka,,

—kay, 'kau 'kaas — Kay, Ky 'kan

det(B) = k*+(a,,"0,,°033) + k¥ (0,050, ) +
K '(Gm "dy, '013} - K '(asl'azz '013)

-k '(au ay, '933) -k '(932 "0y '011)

det(B) = k*-det(A)

Exemplo:

Considerando que A é uma matriz quadrada de
ordem 2, tal que seu determinante é igual a 10, va-
mos calcular o determinante da matrizB=5 - A.

¢ Como a matriz B é obtida a partir da matriz
A, multiplicando-se todos os seus elementos

por 5, conforme propriedade apresentada,
temos:

det(B)=det(5- A)
det(B) =57 - det(A)

det(B) =25-10 = det(B) =250

Respostas no Manual
Questoes e reflextes it

Verifique, por meio de exemplos, as seguintes
propriedades dos determinantes:

1. Sendo Auma matriz quadrada e At a matriz trans-
posta, descubra a relagao que existe entre det(AY)
e det(A). A que conclusao vocé conseguiu chegar?

2. Sendol uma matrizidentidade de ordem n, mos-
tre que det(IM = 1.

Teorema de Binet

Sendo A e B duas matrizes quadra-
das de mesma ordemn e A - B a matriz cor-
respondente ao produto das duas matri-
zes, entdo det(A - B) = det(A) - det(B).
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Exemplo:

Vamaos considerar as matrizes A = [ ; i ] e
B= [ ;1 ; ]para verificar a validade do teorema

de Binet.

¢ Calculamos os determinantes das matrizes A
e B. Depois, multiplicamos esses resultados:
det(A) =1-4 = 23 = det(A) = =2
det(B) = =18 — 41 = det(A) = =12
det(A)-det(B) = =2-(=12) = det(A)-det(B) = 24 ()

e Obtemos a matriz A - B e calculamos seu de-

terminante:
A-B= T 3 g =11 _
2 4 4 8
I(=0)+34 11+3-8

2:(=1)+4-4 21448
wpama] 11 &
14 34
det(A-B) = 11-34 — 14-25 = det(A-B) = 24 (Il)

Comparando () e (), concluimos que
det(A - B) = det(A) - det(B).

Exercicios resolvidos

* Vimos gue, se A é uma matriz quadrada de
ordem n, A™" € sua matriz inversa e | é a ma-

triz identidade de ordem n, entao:
AT A=
e Pelo teorema de Binet, temos:
AT-A = I
det(A™-A) = det(l,)

=1y, — -1 = 1
det(A™)-det(A) = 1= det(A™) detA)

Observacoes:

1. Para uma matriz quadrada A, tem-se que, se
det(A) = 0, a matriz A admite uma Unica in-
versa A™'. Neste caso, dizemos que a matriz
A éinvertivel.

2. Para uma matriz quadrada A, tem-se que,
se det(A) =0, a matriz A ndo admite inversa.
Neste caso, dizemos que a matriz A no é
invertivel.

1. Obtenha o determinante da matriz

1 0 -1
M=l 2 3 4 |
-1 0 5
| |
det(M)=] 2 3 4 |=15-3=12
=5 & 5

2. Determine os valores de x que satisfazem a equagao

e 351
x+1 x 3 x|
X [ S
x+1 x 3 x

x?—3x—3=5x—3
x'—8x=0..x=00ux=8
S={0: 8}

3. UmamatrizA=(a,), , é definida por

i+j,sei<j
a;= Zisei=j
2jsei>j

a) Escreva a matriz A,

b) Obtenha o determinante da matriz A utilizando a

regra de Sarrus.

c) Obtenha o0 mesmo determinante da matriz A utili-

zando o teorema de Laplace.

dy G dy 2 3 4
a)A=| a, a4, dy |=] 2 4 5
dy 4y dg 2 46

b)det(A)=48+30+32-32-36—-40=2
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¢) Utilizando a regra de Laplace na primeira linha da Calcule o valor de:
matriz, temos: a) det(2A);
dEt{A1=an.Cn+a:z' Ep Gy b] de’[_{—A]:
R 4 5 T . & 5 Ty . 2 4 1
2T g PR 5 T g c) det[i'_.ﬂ],
A)=2-1-(24=20)+3-(=1)-(12=10)+ 4-1-
Z:::A::g_ﬁL 0)+3-(=1)-(12=10)+ 0 i letioh) = P ol =88=64
det(A)=2 b)det(—-A)=(-1F -det(A)=-1-B=—
1 1y 1
4. Odeterminante de uma matriz A de ordem 3 é igual a 8. E}dE{E'A}=(E) 'M{A}=§'8= /

Exercicios propostos
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> i b 15. O célculo do determinante de algumas matrizes nao
11.Considerandoque | d e f |=10, calcule: precisa ser necessariamente feito utilizando as regras estu-
' . Pt ' dadas, pois apresenta resultados imediatos. Um exemplo
9 & quando estamos diante de matrizes triangulares.
a)zo b)40 )80
E b & a 95 e 20 b ¢ a) Calcule o determinante das matrizes
2d 2e 2f 2d 4de 2f 2d 2e 2f RSl = 1 8 0 2 0 0
g h i g 2h i 2g 2h 2 A= 0 3 4 [B=| 3 2 0 [eC=| 0 -1 O
0 0 5 9 & 5 0 0 -3
;
NEE det(A) =30, det(B) = 10 e det(Cy=6.
13 5 3 utilizando a regra de Sarrus.
% Dfdas fs ey & =[ 2 4 ]e i i 3 I b) O que vocé observou no célculo dos determinan-
ca]cule o valor de detlA - Bj 3 5 tes das matrizes A, B e C? Escreva uma propriedade
: que permita calcular o determinante de uma matriz
13. Responda as sequintes questdes com relagdo as matrizes triangular qualguer.
Lo 1 =2 3 16. Denomina-se matriz de Vandermonde ou matriz das
= _i 3 jefm 5 i & poténcias toda matriz quadrada do tipo:
= 4 =
a) Existe o determinante da matriz A? Nao. 1 1 Il
b) Existe o determinante da matriz B? Nao. G & g o G
2 2 4 e X
c) Existe o determinante da matriz A - B? Sim v=| (@ (@) (a) (a,)
d) Existe o determinante da matriz B - A?5im. : ! : : :
&) E possivel que exista o determinante do produto de @ )y el (@)
duas matrizes sem que existam os determinantes de
cada urna das matrizes que compem o produto? Assim, o determinante de uma matrizde Vandermonde,
Sirm. i .
14. Duas matrizes quadradas de ordem 3 sao tais que denotado pos ceilV), & igual
det{A) =5 e det(B) = 15. Entdo, calcule o valor dos se- {g,—a)-la,—a) -(a;—a): () (@.—a)-la-a)-
guintes determinantes: A —a)s()-da—a )
a) det(2A); 40 c) det(2- A - B). 24 Obtenha o determinante da sequinte matriz de Van-
b) det(B); 15 dermonde: =

HISTORIA DA MATEMATICA

Orientacoes e respostas no Manual do Professor

Pelos meados do século XIX os matema- Cayley foi também um dos primeiros a estu-
ticos alemaes estavam de cabeca e ombros dar matrizes, outro exemplo da preocupagao
acima dos de outras nacionalidades no que britdnica com forma e estrutura em algebra.

se referia a anélise e 8 geometria, com as uni-

versidades de Eerll—rn e Gottingen na lideranca sobre a teoria das transformacaes. Se, por exem-
e com a Pubhcat;ao centrada no Jf?urnal de plo, aplicamos apés a transformacio
Crelle. A algebra, por outro lado, foi durante {XT=GX+by

T1

Essa obra proveio de uma memoria de 1858

algum tempo quase um monopdlio britani-
co, com Trinity College, Cambridge, a frente
e o Cambridge Mathematical Journal como

y'=cx+dy

uma outra transformagao

principal veiculo de publicagado. Peacock e De P {x" = uE Y

Morgan eram ambos de Trinity, como também y'=0+Dy!

Cayley, que contribuiu fortemente tanto para o resultado (que aparecera ja antes, por exem-
a algebra quanto para a geometria, especial- plo nas Disquisitiones arithimeticae de Gauss em
mente quanto ao uso de determinantes; mas 1801) é equivalente a transformagdo composta
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| 2

s x"=(Aa+Bc)x+(Ab+Bd)y,
y"=(Ca+Dc)x+(Cb+Dd)y

Se, de outro lado, invertermos a ordem de T1 e T2,
de modo que T2 é a transformacao

x'=Ax+By
y'=Cx+Dy

eT1 é a transformacao,

2 _[n(n+3}_1]: (n=1)(n=2)

2 2

entao, essas duas aplicagoes sucessivamente equi-
valem a transformacao Unica

T x"=(aA+bC)x+(aB+bD)y,
y"'=(cA+dC)x+(cB+dD)y

A troca da ordem das transformacoes em geral pro-
duz um resultado diferente. Expresso na linguagem
das matrizes,

a b | | A B |_| aA+bC aB+bD

c d Cc D A+dC B+dD
mas,

A B | | a b |_| Aa+Bc Ab+Bd

Cc D c d Ca+Dc Cd+Dd
Como as matrizes sao iguais se, e somente se, todos
os elementos correspondentes sao iguais, € clara

que mais uma vez estamos diante de um exempla
de multiplicacao nao comutativa.

A definicdo da multiplicacdo de matriz € a indi-
cada acima, e a soma de duas matrizes (de iguais di-
mensoes) é definida como a matriz obtida somando
os elementos correspondentes das matrizes.

Assim,
B |_[ atA b+B
D c+C d+D }

[5)(2

A multiplicacdo de uma matriz por um escalar
K é definida pela equacao

fetzs

A matriz 10
0 1

que é usualmente denotada por |, deixa toda matriz
guadrada de sequnda ordem invariavelmente por mul-
tiplicacao; por isso é chamada de matriz identidade para
multiplicagdo. A Unica que deixa outra matriz invariavel-
mente por adicao é evidentemente a matriz zero (nula)

(52)

que € portanto a matriz identidade da adigao. Com
essas definicoes, podemos pensar nas operagoes so-
bre matrizes como nas de uma “algebra’, passo que
foi dado por Cayley e pelos matematicos america-
nos Benjamin Pierce (1809-1880) e seu filho Charles
S. Pierce (1839-1914). Os Pierces desempenharam
na Ameérica algo do papel que Hamilton, Grassmann
e Cayley tinham tido na Europa.

ry S

0 estudo da dlgebra de matrizes e outras nao comu-
tativas foram em toda parte um dos principais fato-
res no desenvolvimento de uma visao cada vez mais
abstrata da algebra, especialmente no século XX.

BOYER, Carl Benjamin. Histéria da Matemditica. 3. ed.
Sao Paulo: Edgard Bliicher, 2010.

I QUESTOES

Orientagoes e respostas no Manual do Professor

De acordo com o texto:

1. Quais sao as contribuicoes matematicas asso-
ciadas a Arthur Cayley?

2. Quais sao os elementos que compéem uma
matriz quadrada de segunda ordem, que deixa
todas as outras matrizes de segunda ordem
invariavelmente por multiplicacéo?

3. Quais os elementos gue compdem uma matriz
quadrada de segunda ordem que deixa todas
as outras matrizes de segunda ordem invaria-
velmente por adicao?
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CAPITULO

8
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Modelo de uma cadeia de dtomos.

Vocé ja trabalhou com equacdes em
Quimica?

Ao escrever uma equacdo quimica, é
fundamental observar se a quantidade de 3to-
mos presentes em cada elemento quimico é a
mesma em ambos os lados da equacao. Para
efetuar o balanceamento, colocamos o “coefi-
ciente estequiométrico” (nimero inteiro) antes
dos simbolos que representam 05 COMPOSLos.
Apenas para exemplificar, vamos considerar a
seguinte equacao guimica:

Como desejamos "balancear’, temos de
obter quatro coeficientes estequiométricos na
equacao. Representando esses coeficientes por
X, ¥, Ze w, temos:

Como o numero de atomos de cada ele-
mento devera ser o mesmo nos dois lados da
equacao quimica, entao:

o elemento C (carbono):. 6x =z
s clemento H (hidrogénio): 6x = 2w

e clemento O (oxigénio): 2y =27+ w

- Unidade 3 Matrizes, Determinantes e Sistemas Lineares

} SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

Chegamos a trés equacoes que devem
ser verificadas simultaneamente, isto €, chega-
mos a um sistema formado por trés equagoes
de guatro incognitas:

Hx'=.7
bx = 2w
2y =22+ w

Neste capitulo vamos estudar a resolugéo
de sistemas de equagdes lineares. Depois, vol-
taremos ao sistema apresentado acima, obten-
do sua solugdo. Precisamos compreender ini-
cialmente algumas nogdes sobre o que é uma
equacao linear, um sistema de equacoes linea-
res e também o que significa solucao de uma
equacao e solucdo de um sistema de equacoes
lineares.

Equacoes e sistemas de
equacoes lineares

As trés equagdes obtidas na situacao so-
bre o balanceamento sdo exemplos de equa-
coes lineares, cada uma delas formada por duas
ou trés incognitas:

e equacao linear nas incognitasxe z. bx =z

* equacao linear nas incognitas x e w: 6x = 2w

* equacao linear nas incognitas y, Ze w:
y=27+w—»

t&m&@@m@ﬁmmjft
aX, + @), + G + ..+ A X, = b




Exemplo:

Na equacao linear 4x — 2y + z— w =0, temos:
* incognitas: x, y,Ze w
s coeficientes: 4,—2, 1 e =1
* termo independente: 0
Observacao:

Em uma equacao linear, os expoentes de
todas as incognitas sao sempre iguais a 1. Além
disso, em uma equacao linear nao temos termo
misto, ou seja, aquele que contém o produto
de duas incognitas.

Exemplo:

As equacoes 2¢ —7y+9z=1exy—3w=9
nao sao equacoes lineares.

Solucao de uma equacao linear
O que é solucao de uma equacao?

Por meio de exemplos, vamaos compreender
o que significa solucao de uma equacao linear.

1. Dada a equacao x — 3y = 6 (equacao -
near com duas incognitas), vamos verificar se os
pares ordenados (3, —1) e (4, 5) sao solugoes. Con-
sideraremos qgue o 12elemento do par ordenado
representa a 12 incégnita, enguanto o 22 elemen-
to representa a 22 incognita. Assim, a ordem dos
elementos nos pares ordenados segue a ordem
alfabética das incognitas, e ndo a ordem em que
as incognitas aparecem na equagao.

e Para verificar se (3, —1) é solucao da equacao,
substituimos x por 3 e y par —1:

x—3y=6
lx=3ey=-
3-3-(1)=6

6 = 6 — sentenca verdadeira = (3, —1) é
solucao

¢ Para verificar se (4, 5) € solucdo da equacao,
substituimos x por 4 e y por 5:

x—3y=6
lx=4ey=5
4-3-5=6

—11# 6= (4, 5) nao é solucao

2. Dada aequacao 4x—2y+z=10 (equa-
cao linear com trés incégnitas), vamos verificar
se as ternas ordenadas (1, 2, 10) e (5,—1,—4) sao
solugdes. Consideraremos que o 12 elemento
da terna ordenada representa a 12 incognita, o
22elemento representa a 22incégnita e o 32 ele-
mento, a 32 incognita.

e Para verificar se (1, 2, 10) é solugdo da
equacao, substituimos x por 1, y por 2
ezpor 10:

dx=2y+7z=10
lx=1y=2ez=10
4:-1-2-2410=10

10 = 10 —» sentenca verdadeira =
= (1,2, 10) é solucao

® Para verificar se (5, -1, —4) é solucado da
equacao, substituimos x por 5, y por —1

ezpor—4
dx—2y+z=10
Ix=5y=-lez=—4

4-5-2-(-1)=4=10

18 # 10 = (5,—1,—4) nao é solucao

ﬁenlﬁngaa,u,-l-agfiv a;:\ﬁ +a,,a;n bfer
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Sistemas de equacoes
lineares

Retomando a situagao apresentada no inicio do
capitulo sobre o balanceamento estequiomeétrico,
deparamos com trés equacoes lineares, que devem
ser verificadas simultaneamente:

bx =2z
bx = 2w
2y =2Z2+w

Dizemos que essas trés equagoes formam um
sistema de equacoes lineares. Nessa situacao, o siste-
ma é formado por trés equagdes lineares com quatro
incognitas.

axrta x +ax . tax =h

(o 200 0 S I e e 100 i SUOIE s 1 i o
S QX + AXy + 0¥y + ...+ d, x, = by
Gt ask b a b ha v i=h

Denomina-se sistema linear m x n
0 conjunto S de m equacoes lineares
em n incognitas, que pode ser represen-
tado por:x,, x,, x,, ..., x_asincégnitas; a,,
a,da,, ... a_ oscoeficientes reais;e b,,
b, b, ..., b, os nimeros reais que repre-
sentam os termos independentes das
incognitas.

Observacao:

Quando todos os termos independentes das
incognitas sao nulos, o sistema é chamado sistema
linear homogéneo.

Veja a sequir exemplos de sistemas lineares:

4x+3y=9
9x+2y=0

e Osistema élinear 2 x 2, isto é, formado por 2
equacgoes com 2 incognitas (x e y).

- Unidade 3 Matrizes, Determinantes e Sistemas Lineares

Xx=y+4z=1
b) 12x+9y—3z=10
3Ix+y+9z7=-2

¢ Osistema é linear 3 x 3, isto &, formado por 3
equacoes com 3 incagnitas (x, y e 2).

X=2y+z=0
c 3x+y—-z=0

e (O sistema é linear 2 X 3 e homogéneo, isto
¢ formado por 2 equagdes com 3 incognitas
(x, ye2z).

Assim como falamos em solugdo de uma equa-
cao linear, também temos de abordar a solucao de
um sistema de equacdes lineares. Observe o exem-
plo a seguir.

Observacao:
Considerando o sistema de equacgoes lineares

{2x—3y27

, vamos verificar se o par ordenado
3x—-2y=8

(2,—1) é solugdo desse sistema.

e (Checamos se (2, —1) é solucao da 12equacao
substituindo x por 2 e y por —1:
2x—-3y=7
lx=2e y=-1
2:2=-3-(-1)=7
7 =7 — sentenca verdadeira = (2, 1) é
solugao.

o \erificamos se (2, —1) é solucao da 22 equacao
substituindo x por 2 e y por —1:
3x=2y=28
Ix=2ey=-1
3:2-2-(-1)=8

8 = 8 — sentenca verdadeira = (2, —-1) é
solugao.

Como o par ordenado é solucao das duas
equacoes, dizemos que é solucao do correspon-
dente sistema de equacodes lineares.



Assim, pelo que vimos até aqui, resolver um sis-
tema de equacdes lineares formado por m equacoes
com n incognitas consiste em obter a sequéncia
(o, o, o ..., ) que € solucao de cada uma das
equacoes que formam o sistema.

Ao longo do Ensino Fundamental estudamos
a resolucéo de sistemas formados por duas equa-
¢des com duas incognitas, que retomaremos nestes
exemplos, observando os procedimentos gue nor-
malmente sao utilizados:
x—y=10

1. Vamos resolver o sistema linear
x+y=2

¢ Utilizando o método da adicao, temos:

x—y=10
x+y =2
2x =12
x=6

o Substituindo na primeira equacao (poderia
ser na segunda), vem:
6-y=10
y=-4

Portanto, o sistema admite uma solugao re-
presentada pelo par ordenado (6, —4). Podemos
dizer que o conjunto solucao desse sistema €
S={(6, -4}

Observacao:

Como esse sistema admite apenas uma solu-
¢ao, dizemos que o sistema é possivel e determinado.
x—y=10
2. Vamos resolver o sistema linear
{x— y=2
o Para utilizar o método da adicao, multiplica-
mos a segunda equagao, membro a mem-
bro, por —1 e depois adicionamos as duas
equacoes:

x—y=10
S y=—32
0=28

Como a "igualdade” obtida é absurda, dizemos
que o sistema dado nao apresenta solucao. Assim,
nao existe um par ordenado gue verifica simultanea-
mente essas duas equacoes.

Observacao:
Como esse sistema nao admite solugao, dize-

mos que ele é impossivel. Nesse caso, o conjunto so-
lugdo é o conjunto vazio.

3. Vamos resolver o sistema linear
x—y=2
—3x+3y=—6
¢ Para utilizar o método da adigao, multiplica-
mos a primeira equagao, membro a mem-

bro, por 3 e depois adicionamos as equagdes
obtidas:

3x—3y=6
—3x+3y=-6
0=0

Como a igualdade representa numericamente
uma identidade, dizemos gue o sistema dado apre-
senta infinitas solucdes. Note que, para obter solucées
desse sistema, podemos atribuir valores a uma das in-
cognitas e obter o valor correspondente para a outra:

e Parax=0, temos, substituindo na 12 equagao

dada:
X—y=2
dx=0
0-y=2

y=-2=(0,-2) é solucao.

e Para x =2, temos, substituindo na 12 equacao

dada:
Xx—y=2
Ix=2
2—-y=2

y=0=(2,0) é solucao.
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e Para x = -2, temos, substituindo na 12 equa-
cao dada:

x—y=2
Lx==2
y=—4=(-2,—4) é solucéo.
e Para x = a (a representa um nimero real

qualquer), temos, substituindo na 12 equa-
cao dada:

Xx—y=2

Lx=o

e—y=2

y==2+0= (0, -2 + o) é solugao.

Observacoes:

1. Como esse sistema admite infinitas solugoes,
ele é possivel e indeterminado.

2. As solugOes desse sistema podem ser repre-
sentadas por (o, —2 + a), sendo a um nu-
mero real qualguer.

Questoes e reflexoes

Nos exemplos apresentados utilizamos o método
da adicdo para resolver um sistema linear. Que

outro método poderia ser utilizado?
Respostas no Manual do Professor.

Embora tenhamos apresentado apenas trés
exemplos envolvendo a resolucdo de sistemas for-
mados por duas equacdes lineares com duas incog-
nitas, podemos dizer que os sistemas de equacdes
lineares, quanto as suas solugoes, podem ser classi-
ficados em:
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Escalonamento

Para resolver um sistema formado por duas
equacgoes lineares com duas incognitas, em geral utili-
zamos o método da adicao, podendo até usar outros
métodos (comparagao, substituicao). Vamos observar
agora um procedimento simples para a resolucao de
equacoes lineares; o método do escalonamento.

Inicialmente precisamos compreender, por
meio de exemplos, o que significa um sistema linear
escalonado, para entao entender como o chamado
escalonamento é feito para a resolucao de sistemas.

e Considere o sistema S:

x—2y=9
3y =1

Note que nesse sisterna a primeira equacao
tem as incégnitas x e y, enquanto a segunda tem
apenas a incognita y. Para resolver esse sistema, bas-
taria determinar o valor de y na sequnda equacaoe, a
partir dele, retornar a primeira para obter o valor de x.

e Considere o sistema S

x—=2y+4z=0
S, - 2y—3z=8
5z=10

Temos nesse sistema as trés incognitas (x, ye z) na
12equacao, duas incagnitas (y e z) na 22 equagdo e apenas
aincoégnita zna 3¢ equacao. Podemos dizer que‘de cima
para baixo"nesse sistema, o nimero de coeficientes nulos,
antes do 12 coeficiente ndo nulo, aumenta de equacao
para equacao. Na 22 equacao, o coeficiente dex é nulo e
na 3? equacao, os coeficientes dex e ysao nulos.

Questoes e reflexoes

Observando o sistema S,, explique como vocé

poderia resolvé-lo da forma como ele esta.
Respostas no Manual do Professor.

Considere o sistema 5;:

S5x—y+2z=0
5 = 3y -9z =1
0z=0



Note que, também nesse sistema, o nimero de
coeficientes nulos, antes do 12 coeficiente nao
nulo, aumenta de eguagao para equagao, con-
siderando "de cima para baixo”

Um sistema de equagoes lineares
é dito escalonado quando:

e todas as equacbes apresentam as in-
cognitas em uma mesma ordem;

e 0 numero de coeficientes nulos
gue precedem o primeiro nao nulo
de cada equacao aumenta de uma
eguacao para outra.

Existem ainda alguns cuidados sobre esse pro-
cedimento, que seraoc citados quando maostrarmos
efetivamente como resolver um sistema de equagoes
lineares pelo método dao escalonamento.

A importancia de considerar um sistema de
equacoes lineares na forma escalonada estd no fato
de facilitar a sua resolucao, pois a cada equacao que
compoe o correspondente sistema o numero de in-
cognitas envolvidas diminui. A palavra "escalonado”
nos remete a interpretacao relacionada a “forma de
escada’ Observe, por exemplo, as equacdes do sistema
S, mencionado anteriormente:

2x—-—y+4z=20
2y—-3z=28
52 =10

Para saber como escalonar um sistema de equa-
¢oes lineares, devemos compreender o conceito de
equivaléncia de sistemas. E por meio desse conceito
gue podemos transformar um sistema dado néo es-
calonado em outro sistema escalonado que tenha a
mesma solucao.

%
Dois sistemas de equacoes lineares sao ditos
equivalentes quando possuem a mesma solucao.

Exemplo:

Os sistemas lineares abaixo sao eguivalentes,
pois ambos admitem apenas o par crdenado (13, 7)
como solucao:

x+y=20 Zx—y=19

X—y=06 x—2y=~1

Assim, precisamos transformar sistemas linea-
res em sistemas lineares escalonados equivalentes,
j& que sua resolucao fica simplificada. Devemos co-
nhecer procedimentos que nos auxiliem nessa trans-
formacao. Apresentamos agora, sem demonstrar, os
sequintes procedimentos:

Para obter um sistema equivalen-
te a um sistema de equagdes lineares,
podem ser efetuadas quaisquer das se-
guintes transformacoes:

|. Trocar a posicao de duas equagdes no
sistemna.

Il. Multiplicar os dois membros de uma
equacao qualquer do sistema por um
numero real diferente de zero.

IIl. Multiplicar uma equacao por um nu-
mero real diferente de zero e adicionar
o resultado a outra equacao do sistema.

Exemplo:

Em cada caso a seguir, os sistemas lineares S, e
S, sao equivalentes:

2x+3y+4z=7
a §,—
X=-y=z=15

x—y—z=15
S, —
2x+3y+4z=7

¢ Podemos obter S, a partir de 5, trocando a
posicao das duas equacoes:

2x—3y+4z=7
b) S,— e
x+y—z=15

2x=3y+4z=7
2 T |3x -2y +3z=22
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e Para obter S, a partir de 5, mantemos a
12 equacgao e substituimos a 22 equagao
pela soma da 12 com a 22 equacao.
2x=3y+4z=7
QS — Y
X+y—-2z=15
2x =3y +4z=7
, =
IXx+2y—2z=282

e Para obter S, a partir de 5, mantemos a
12 equacao e substituimos a 22 equacao pela
soma da 12 com a 22 equacao multiplicada,
membro a membro, por 5.

Essas trés operacoes, observadas nos exemplos
anteriores, permitem obter sistemas lineares nao es-
calonados em sistemas lineares escalonados, para
entao resolvé-los.

Observacao:

E possivel que, ao escalonarmos um sistema li-
near, a ultima equacao apresente todos os coeficien-
tes das incognitas nulos. Assim, temos duas possibi-
lidades:

¢ Termo independente das incégnitas nulo —
o sistema apresenta infinitas solucdes (sistema
possivel e indeterminado).

¢ Termo independente das incégnitas nao nulo —
o sistema nao apresenta solucao (sistema impos-
sivel).

Cada uma dessas duas possibilidades devera
ser devidamente interpretada para que possamos
tirar conclusées a respeito das soluges do sistema.
Analise cada um dos seguintes exemplos:

1. Vamos escalonar e resolver o sistema
Xty+z=2
3x—-2y—-z=4
2x=2y+z=1

* Mantemos a 12 equacao. Substituimos a 22
equacao pela soma dela com a 12 equacdo
multiplicada por —3. Substituimaos a 3¢ equacao
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X+y+7z

pela soma dela com a 12 equacao multiplica-
da por —2. Eliminamaos assim o termo em x nas
duas ultimas equacoes:

X+y+z=2 -« (=3) - (=2)
Ax—-2y—z=4 ns
x—=-2vy+z=1 = +

x+y+z=2
S5y —4z=-2
—4y—z=-3

Nesse novo sistema equivalente, mantemos
as duas primeiras equacoes. Para anular o
coeficiente de y na 32 equacao, multiplica-
mos a 22 equacao por —4, a terceira por 5 e
adicionamaos essas duas equacoes obtidas. O
resultado é a nova 32 equacao. Observe:

X+y+z=2

=Sy —-47==-2 «+— . (—4)]+

—y-z==3 +—— . (3

nn
|
[

=5y — 4z
11z

-7

Como o sistema obtido € equivalente ao dado
e esta escalonado, para resolvé-lo obtemos na
ordem os valores de z, de y e, finalmente, de x:

112:—7::.22-1
11

Substituimos esse resultado na 22 equacao:



Portanto, o sistema apresentado é passivel e
determinado. O conjunto solucao é

1910 7
11711 1
2. Vamos escalonar e resolver o sistema

X+2y—22=5
X=y+z=2
2x+y—z=7

¢ Mantemos a 12 equagao. Substituimos a
22 equacéao pela soma dela com a 12 equa-
cao multiplicada por —1. Substituimos a
32equacao pela soma dela com a 12 equa-
cdo multiplicada por =2. Eliminamos assim
o termo em x nas duas ultimas equacoes:

[ x+2y-22=5 s =N © (-2)
+

x+y—z=7 = +

4 X=y+z=2

[ x+2y—22=5
1 =3y+3z=-3

=3y +3z=-3

o Nesse novo sistema equivalente, mantemos
as duas primeiras equagdes. Para anular o
coeficiente de y na 32 equacao, substituimos
a 32 equacao pela soma dela com a 22 equacgao
multiplicada por —1:

[ x+2y—-2z=5
—3 3y +3z=-3 - (—Hj

-3y +3z=-3

' X+2y—27=5

i -3y +3z=-3

0z=0

X+2y—2z=5

1
I
(¥}

-3y + 3z

e Abandonamos a 3?2 equacao, j& que todos
os coeficientes e o termo independente sao
nulos. Assim, o sistema equivalente escalo-
nado € formado por duas eguacoes e trés
incégnitas. Para resolvé-lo, podemos substi-
tuir z por o, que estaria representando um
numero real qualquer.

X+2y—-20=5 x+2y =5+2a
ou

—3y+30=-3 =3y =-3-3a

e Podemos obter y em funcdo de a:
—3y=-3-3a
3y=34+3a=y=1+«
e Substituindo na 12 equacao, temos:
X+2y=5+2a
X+2-(1+a)=5+ 2w
X¥+24+2a=5+20=>x=3
Portanto, o sistema apresentado € possivel e
indeterminado, isto &, apresenta infinitas solucoes
da forma {(3,1 + &, &)}, sendo o um numero real.

Atribuindo valores a o, obtemos solucdes para o
sistema.

Questoes e reflexoes

1. Atribua valores para oL e obtenha solu¢des para o
sistema do exemplo.

2. Qual é o valor de o para que o sisterna apresente
como solucdo uma terna ordenada cuja soma é
igual a 107
Respostas no Manual do Professor. /

3.Vamos escalonar e resolver o sistema:

x=2y+3z=2
Ax—y+4z=1
2x+3y—2z=5

e Mantemos a 12 eguacao. Substituimos a
2% equacao pela soma dela com a 12 equacao
multiplicada por —4. Substituimos a 3? equa-
¢ao pela soma dela com a 12 equacao multipli-
cada por —2. Eliminamos assim o termo em x
nas duas Ultimas equagoes:

- Xx—2y+3z=2 - (-4) - (=2)
¢ 4dx—y+4z =1 -

+

2x+3y—2z=57=

_ X—2y+3z=2
4 Jy—8z=-7
Jy—8z=1
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* Nesse novo sistema equivalente, mantemos
as duas primeiras equacoes. Para anular o
coeficiente de y na 3% equacao, substituimos
a 32 equacao pela soma dela com a 22 equa-
cao multiplicada por —1:

' X=2y+3z=2
3 7y =8z =-7 - (=1)
+
7y —8z=1
, X—2y+3z=2
1 Jy—8z=-7
0z=8

Note que a ultima equacdo ndo admite qual-
quer numero real gue multiplicado por zero resulte
8 (a ultima equacao apresenta todos os coeficientes
das incagnitas nulos e o termo independente dife-
rente de zero). Como essa equacac nao admite so-
lucéo, dizemos que o sistema € impossivel, ou seja, o
sistema nao tem solucao. Portanto, S =@.

Nesses trés exemplos, vamos observar os siste-
mas apresentados e os sistemas equivalentes apds
escalonamento:

apos escalonamento

X+y+z=2 X+y+z=2
3x-2y-z=4 5§ Sy—4z=-2
2x—=2y+z=1 Mz = =7

sistema possivel e determinado:
obtivemnos z na ditima equacéo e
voltamos as outras para obter x e y

X+2y—2z=5 X+2y—=2z=5
-3

0

X—y+z=2 -5 =3y + 3z

2X+y—z=7 0z

sistema possivel e determinado:
obtivemos uma identidade
numérica na Ultima equacao

Xx—2y+3z=2 X—2y+3z=2
dx—y+4z=1 — Jy —8z=—7

2x+3y—-2z=5 0z =8

sistema impossivel: obtivemos

uma impossibilidade numérica
na ultima equacéo
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Observacao:

Nesses exemplos, utilizamos sisternas lineares
3 % 3 (3 eguagdes com 3 incagnitas). O processo do
escalonamento de um sistema linear pode ser em-
pregado para sisternas em que o numero de equa-
coes é diferente do numero de incognitas.

Exemplo:

Vamos resolver o sistema linear formado por
3 equacoes com 4 incognitas.

X—y+z+2w =20
—2x+2y—2z2—4w =0
2X—y+z-w=1

¢ Conforme as operagoes que transformam um
sisterna linear ern outro equivalente, temos:

X—=y+z+2w=0 - (2) - (=2)
—4 =2x+2y=-2z—-4w =0 =
2xX—=y+z—w=1+ t
X=y+z+2w=20
Ly ) B0 Equacéo pode
= ser eliminada
y—z-5w=1

X—y+7Z4+2w=20
y—z-=5w=1
e Como, apos o escalonamento, o sistema
equivalente & formado por 2 equacbes com
4 incognitas, substituimos z e w por o e B,
respectivamente, representando numeros

reais. Obtemos entdo as outras duas incdég-
nitas em funcao de ore 3:

x=y+o+2=0
y—o=5=1
Isolamos y na 22 equacao e substituimos na
12 para obter x:
y—a=5=1=y=1+a+5B
x—(1+a+5B)+a+2B=0
x—1—a-5B+a+2B=0=>x=1+3B

Assim, o sistema apresenta infinitas solugoes da
forma{(1+3B, 1+ a +5B, a, B)}, com a e P reais.



Exercicios resolvidos

1. Calcule o valor de m sabendo que a terna ordenada
(1;2;3) é solugdo da equacao linear 2x+m - y—z=9.
2:-14m-2-3=9=2m=10.m=5

2. Em uma lanchonete, dois sucos e dois sanduiches
custam RS 6,40 e trés sucos e quatro sanduiches cus-
tam R$ 11,60. Se uma familia pedir cinco sucos e cinco
sanduiches, quanto ird pagar?

Sendo x e y, respectivamente, os precos do suco e
do sanduiche, temos:

2x+2y=6,40 —4x—4y=12,80(])

—¥

3x+4y—11,60 3x+4y=11,60 ()
M+
—x=-120..x=120
3x+4y=11,60—-3-1,20+4y=11,60..y=2,00

Assim, se uma familia pedir cinco sucos e cinco san-
duiches ird gastar 5 - 1,20 + 5 - 2,00 = R$ 16,00.

3. Classifigue e resolva cada um dos sistemas lineares a
sequir:

2 x+y=5 9 X+2y=1
x—y=1 —2x—4y=2

{ Xx+2y=3
b)
3x—6y=9

x+y=5
a) Lx=3ey=2
x—y-1

(sistema possivel e determinado)

5=1{(3,2)}
b{ X+2y=3 _}{ —3x-6y=-91()
3x-6y=9 3x—6y=9 (Il)

N+
0=0(sistema possivel e indeterminado)
X+2y=3: . x=3-2y
S={3-20, 0 ek

{ x+2y=1 { 2x+4y=2 ()
c) —

—2x—4y=2 —2x—4y=2(l)

(0-+(m
0=4 (sistema impossivel)
S=

4. Na vitrine de uma loja foi fixado o seguinte cartaz

Calga + camisa por R$ 130,00
Calga + bermuda por RS 160,00
Bermuda + camisa por R$ 110,00

Considerando que os valores unitarios de cada mer-
cadoria nao foram alterados quando vendidos de dois
em dois, quanto uma pessoa terd de desembolsar se
comprar uma cal¢a, uma camisa e uma bermuda?
Sendo x, y e z, respectivamente, os pre¢os unitarios
de uma calca, de uma camisa e de uma bermuda,
temos:

Xx+y=130,00(l)
x+z=160,00 (Il)
z+y=110,00 (ll)
(OE(ER(ID]
2x+ 2y +2z = 400,00
X+y+z=200,00

Assim, a pessoa precisara desembolsar R$ 200,00.

Resolva e classifique o sequinte sistema de equagoes:

x—y+3z=—7

4 y+z=3
—2z=4
X—y+3z=—7

1 y+z=3
2z=4
—2z=4'2=-2

y+z=3-3y+(-2)=3-.y=5
X—y+3z=—T—>3x-543-(-2)=—T..x=4
O sistema € possivel e determindado

S={{4, 5;_2}} x+y+z=9

Com relagao ao sistema linear ¢ 2x+y+32=20,
3x=2y+z=2

responda:

a) Qual é a forma escalonada desse sistema?

b) Qual é o conjunto solucao desse sistema?

X+y+z=9 x+y+z=9
a)y 2x+y+3z=20 — —y+z=2
3x—2y+z=2 —Sy—2z=-25
x+y+z=9
=1 —y+z=2
—7z=-35
—7z=-35:2z=5

—y+z=2—>-y+5=2.-y=3
X+y+z=9—>x+3+5=9.x=1
S={(1,3,5)}
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Exercicios propostos

1.

Resolva os exercicios no caderno.

Com relacao a equacao 3x — 2y + 52 = 13, responda:
a) A equagao € linear?

20,
b) A terna ordenada (1;—2; 1) € solugdo da equagao?

Nao.

c)A tlérna ordenada (2;—1; 1) & solucao da equacao?
Sim.

Verifigue se a terna ordenada (1; —2; 3) € solucao do

sistema de equacdes lineares a sequir: Mao.

x+2y—z2=0
2x+y+z=3
5x+3y—4z=1

Classifique cada uma das equagoes a seguir da sequinte
rmaneira: Respostas no Manual do Professor

« A equacao possui uma Unica solugao.

- A equagao possui infinitas solucdes.

+ A equacdo nao possui solugao.

a)5:x=15 RespostasnoManual do Professor.
bj0-x=0

c0-x=2

d)2+-x=0

Urna pessoa dirigiu-se ao caixa eletronico de um ban-

co para efetuar um saque de RS 60,00. O caixa opera
apenas com cédulas de R$ 5,00, R$ 10,00 e R$ 20,00.

a) Sendo x, y e z respectivamente, as quantidades
de cédulas de R$ 5,00, R§ 10,00 e RS 20,00, escreva
uma equacao que represente uma relacao entre
X yez

b) Sabendo que a pessoa recebeu duas cédulas de
R$ 20,00, escreva as possibilidades para os valores
dexey.

) Escreva todas as solucdes da equacao que repre-

senta arelacdo entre x, ye z.
Respostas no Manual do Professar.
Observe a equacao quimica a seguir:

xCa0 +yP,0, — 2Ca (PO,),

a) Escreva um sistema de equagdes que relacione os
coeficientes x,y e z.

b) Resolva o sistema obtido anteriormente em fun-
cdode z

c) Determine os menores coeficientes inteiros positi-
vos que formam a solugao do sistema e escreva a

equacao balanceada.
Respostas no Manual do Professor
Faca o balanceamento das equac6es quimicas a seguir:

a)HS5+50,00>HO+S 2H5+50 5 2HO0+35
b) FeS,+ 0, — Fe 0,450, 3FeS + B0, Fe,0,+ 650,

No sistemna escalonado a seguir, escreva se cada uma
das afirmagdes é verdadeira ou falsa:

X—2y+3z=4
y+z=5
22=06

a) O valor de z € um ndmero primo. V

b) O valor de y é um nimero impar.

c) Ovalor de x é um ndmero negativo. V/
d) Asomadex, yezéigualad.Vv

e) x+z=y\V

8. Que sistemnas a seguir estdo na forma escalonada?
Todos, exceto o ¢

X+y+z=6
a) § 2y—3z=-5
3z=9
X+2y—3z=1
b) !
y+z=2
[ Xx+y+z=5
€y y+2z=6
X43z2=7

! X+y+z+w+t=10
dl gy 2z—w+2t=—1
w—3t=2

o) x=2y+z=7
3z=-6

9. Resolva e classifique o seguinte sistema de equages:
Sistermna
possivel e
indeterminado.

x—y+2z=5
y—z=1

10. Uma pessoa foi até uma agéncia bancéria trocar um

chegue no valor de R$ 200,00. No momento em que
ela foi atendida, s¢ existiam cédulas de R$ 10,00,
R$ 20,00 e R$ 50,00 disponiveis. Sabendo que a pessoa
recebeu exatamente oito cédulas, as equagoes que
representam as relagoes entrex, y e zformam o sistema

X+y+z=8
10x+ 20y + 50z =200

a) Escreva o sisterna anterior apos dividir a segunda
equacao por 10.

b) Multipligue a primeira equacao por —1, adicione a
segunda equacao e escreva a equagao obtida no
lugar da segunda eqguacao.

c) Escreva o conjunto solugao do sistema em fungio
da varidvel z.

d) Encontre todas as solucoes do sistema.
Respostas no Manual do Professor

- Unidade 3 Matrizes, Determinantes e Sistemas Lineares




Matrizes e sistemas lineares

Um sistema de equagoes lineares pode, como
ja foi dito nesta unidade, ser representado por meio
de um produto de matrizes. Assim, por exemplo, va-
mos considerar o sistema:

2x-3y+4z=1
—Xx—y+2z=0
X=9y+3z=5

Com esse sistema, formamos as matrizes A, X
eB:

\

2 3 4 matriz dos coeficientes das
-1 2= incoégnitas das equagoes
1. =9; .3
( x
y | — matriz das incognitas das equacoes
\ Z
(4
_ matriz dos termos independentes das
0| equacoes
5

Assim, o sistema linear podera ser representado

por meio do produto de matrizes:
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A-X=B
ou
2 3 4 X 1
-1 -1 2 y |=| 0
1 -9 3 z 5
Exemplo

Vamos representar o sistema linear correspon-
dente & igualdade:

=
2 -2
1

2
1
3 4

Il
[

1
1
2

2 N W X

e Efetuamos inicialmente o produto das matri-
zes no primeiro membro da igualdade;

2x+Ty—1z4 3w
Ix+ly+2z2-2w |=

(=R ==

3x4+2y+1z+4w

* Pelaigualdade de matrizes, escrevemos o se-
guinte sistema linear homaogéneo (os termos
independentes sao todos nulos):

2X+y—z+3w=0
X+y+22-2w=0
3x+2y+z+4w=0

Regra de Cramer

Para sistemas lineares em que o numero de
eguacoes € igual ao numero de incdgnitas, existe ou-
tro procedimento, além do escalonamento, que po-
demos utilizar em determinadas situacoes para cbter
os valores de cada uma das incognitas: € a regra de
Cramer. Essa regra foi publicada em 1750 por Gabriel
Cramer (1704-1752). Retomando a situacao apresen-
tada no inicio do capitulo anterior, sua resolucao recai
no seguinte sistema linear 2 x 2:

ax+by=e
ox+dy=f

Comentamos também gue, ao resolver esse
sistema, chegariamos aos valores de x e y em funcao
dos coeficientes das incognitas e dos termos inde-
pendentes nas equagoes:

ed —bf
X=
ad—bec

ey= af —ce
ad—bec
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Esses valores poderiam ser obtidos pelo esca-
lonamento do sistema linear. Entretanto, note que o
denominador das duas fracbes acima representa o
determinante da matriz quadrada A formada pelos
coeficientes das incégnitas:

A:( i g ]:*rdet(A):ad—bc

Além disso, 0s numeradores das duas fracoes
podem ser obtidos a partir de determinantes das
matrizes A e AF. Essas duas matrizes, por sua vez, sao
formadas substituindo os coeficientes de x pelos ter-
mos independentes (matriz A) e os coeficientes de y
pelos termos independentes (matriz Ay):

A :( N z J: det(A, )=ed - bf
A :( 2 ? ]:det(A},):af—ce

Dessa forma, caso o sistema linear apresentado
seja possivel e determinado, o valor de cada uma das
incognitas podera ser obtido por

_det(A,) _|A/] _det{Ay)“M
 det(A) A © det(A) A
Observacao:

Nessas igualdades deveremos ter det(A) = 0.

De um modo geral, temos:

Se a equacao matricial A - X =8
representa um sistema linear n x n (nu-
mero de equacdes igual ao nimero de
incognitas), entao cada uma das incog-

nitas x,, x,, X,, .., x. podera ser obtida por:
AL, AL A (Al
CTAETTA A A

em que |A| é o determinante da matriz
dos coeficientes e A[| é o determinante
da matriz dos coeficientes, substituin-
do-se a i-6sima coluna pelos termos
independentes das n equagbes do
sistemna.



Exemplo:

Utilizando a regra de Cramer, vamos obter os
valores das incognitas x, y e z no sistema de equagoes

x=3y+z=-4
—x+2y—5z=15
2x+y—27=11

¢ |niciamos com o calculo do determinante
formado pelos coeficientes das incognitas:

1 -3 1
|Al=] =1 2 -5 |=—4+30-1-4+6+5=32
2 1 =2

e Calculamos entdo os determinantes

[Ad A elA:
—4 -3

|A,|=| 15 2 —5|=16+165+15-22-90—-20=s|A,|=64
n o1 -2

1T -4 1

|A,|=| -1 15 =5 |=-30+40-11-30+8+55=3[A |=32
2 1 =2
1 -3 -4

IAl=| =1 2 15 |=22-90+4+16-15-33=
2 1 N

=|A,|=-96

® Pela regra de Cramer, obtemos os valores de

X yez
x=|A'|=E=>x=2
|A| 32
Al 32
_—,.:— —1
B
z=|A’|=ﬁ=>z=—3
|A] 32

Portanto, a solucao do sistema é{(2, 1, -3)}

EXPLORANDO Orientagoes e respostas no Manual do Professor

Com o aplicativo Winplot, podemos explorar um pouco mais a inter-
pretagao geométrica da solugao de um sistema formado por equacoes li-

neares. Com o auxilio de um colega e dispondo de um computador, vamos
observar as trés possibilidades quanto a solugao de um sistema de equacoes
lineares: uma solucdo apenas, infinitas solugdes e nenhuma solucao.

X=y=3

1@ lo:
¢ 12exemplo {x+y=—'!

12 etapa — Depois de selecionar “2-dim’, em “Janela’, escolha a opgao "impli-
cita” e digite a primeira equagao. Aparecera o grafico correspondente. Em
seguida, repita a operacao digitando a segunda equacao.

-
inventirio [semnomel]

R=-y=3

o | o | o | _co |

| familia

aréfico | equaglo | nome J derivar [

| techar

Figura: © DAE

4
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T »
| e |t | i | |
gdfico | equagso | nome | denvar | oo | techar |

Exercicios resolvidos

1. Considere o seguinte sistema de equacdes lineares: 2. Resolva pela regra de Cramer o sistema apresentado
anteriormente.
{2x+_y=2
x—y=4
Y A= 11 g
Sendo A a matriz dos coeficientes, X a matriz das incég- a
nitas e B a matriz dos termos independentes, escreva 1A, |= : 3 N |A |_ 2 2|_¢
esse sistema na forma matricial. L T e i P
2 1 X 2 -6 6
A-X=B— . = Xx=—=2ey=—=-2—5={(2; -2

Sistemas de equacdes lineares Capitulo 8 -



Exercicios propostos

Resolva os exercicios no caderno.

1. Considere o seguinte sistema de equacoes lineares:
2x+y—2=—73
X—y+2z=2
—Xx+3y—4z=-+4

Escreva o sistema na forma de equagao matricial.
Resposta no Manual do Professor.

2. Resolva o sistema do exercicio anterior pela regra de
Cramer. S={(-1; 1; 2)}

3. Elabore um sistema linear formado por duas equacoes
com duas incognitas e resolva pela regra de Cramer.

Resposta pessoal x+2y—4z=1

4. Dado o sistemas3x+7y—9z=2 , determine os
2x45y—7z=-12
valores de x, y e z pela regra de Cramer. S = (21, -5; 2)}

5. Resolva cada sistema linear abaixo, representado na

forma matricial, utilizando a regra de Cramer:
Respostas no Manual do Professor.

(230 HE)
(3G M)

(33 HE)
o130 H3)

Para saber se um sisterna n x n € possivel e determi-
nado, basta calcular o determinante des coeficientes
e verificar se ele é diferente de zero.

Verifigue se os sistemas a seguir tém selugao dnica.

) x=3y=7
—2x+y=1 a) O sistema tem
solugao unica.
{—2){ e b) O sistema nao tem
4x—8y=5 solucdo Unica.
x+y—z=1 c) O sisterna tem
{ solugao tnica.
c) 2x—y+z=2 .
= d) O sistena tem

solucao Unica.
(x—y+z-—w=2

X—27+43w

4dx+37—2w=-1

d) 1

—3x+5z+/w=2

Algumas conclusoes

Procure responder ou mesmao pensar a respeito de possiveis respostas para algumas questdes envolvendo o estudo

de matrizes, determinantes e sistemas lineares desta unidade. Caso sinta alguma dificuldade, sugerimos que retome os con-

ceitos principais:

1. O que significa uma matriz 2 x 37

2. Qual é a condicdo necessaria para que possamos adicionar duas matrizes?

3. [ possivel multiplicar uma matriz de ordem 4 x 3 por uma matriz 3 x 2?

4. O que é matriz identidade?

5. Toda matriz guadrada admite determinante?

6. Seduas linhas de uma matriz quadrada de ordem 3 forem iguais, qual sera o valor do determinante?

7. 5e uma matriz quadrada A de ordem 3 tem determinante igual a 5, qual é o valor do determinante da matriz 2A7

8. O que significa sistema linear possivel e determinado?

9. Quantas solugdes admite um sistema linear possivel e indeterminado?

10. Ao escalonar um sistema formado por trés equagdes com as incognitas x, y e z, a Ultima equagao resultouem k- =10,
sendo k um ndmero real. Qual é o valor de k para gue o sistema seja impossivel?

Trogue ideias com os colegas a respeito das respostas para as guestoes acima. Depois, registre as dificuldades que encon-

trou e gs assuntos que devem ser retomados.
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Vestibulares e Enem

Resolva os exercicios no caderno.

1.

(UEL-PR) Uma reserva florestal foi dividida em quadrantes
de 1 m?de area cada um. Com o objetivo de saber quantas
samambaias havia na reserva, o nimero delas foi contado
por quadrante da seguinte forma:

Numero de samambaias Namero de
por quadrante quadrantes
] = 5

1 12

2 7

Aa=| 3 Ba=| 16

4 14

5 6
= 6 B = 3 o

O elemento a; da matriz A corresponde ao elemento b,
da matriz B, por exemplo, 8 quadrantes contém 0 (zero)
samambaia, 12 quadrantes contém 1 samambaia.

Assinale a alternativa que apresenta, corretamente, a
operacao efetuada entre as matrizes A e B, que resulta
no numero total de samambaias existentes na reserva
florestal.

(a)A'xB
b) Bt x A"
c)AxB
d) A"+ B
e)A+B

(Uema) Uma matriz A(m x n) é uma tabela retangular
formada por m x n ndmeros reais (59, dispostos em
m linhas e n colunas. O produto de duas matrizes
A .=l@eB =(0B)éumamatrizC _ =(c)em
gue o elemento ¢, é obtido da multiplicagao ordenada
dos elementos da linha J, da matriz A, pelos elementos da
colunaj,da matriz B, e somando os elementos resultantes
das multiplicagdes. A soma de matrizes é comutativa, ou
seja, A+B=B+A

Faca a multiplicacao das matrizes A e B e verifique se esse
produto é comutativo, ou seja: AXB=Bx A

T .2 .3 o 1 =2
A=l 0 1 2 |eB=| 1 -2 3
0 0 1 0 1 0

Resposta no Manual do Professor.

(Enem) Um aluno registrou as notas bimestrais de al-
gumas de suas disciplinas numa tabela. Ele observou
gue as entradas numéricas da tabela formavam uma
matriz 4 x 4, e que poderia calcular as médias anuais
dessas disciplinas usando produto de matrizes. Todas
as provas possuiam o mesmo peso, e a tabela que ele
conseguiu é mostrada a sequir.

Matematica 59 6,2 45 55
Portugués 6,6 FA 6,5 84
Geografia 86 6,8 78 9,0

Historia 6,2 56 59 77

4.

Para obter essas médias, ele multiplicou a matriz obtida
a partir da tabela por:

1
J

3
2
' 1
ay L3131 d) |2
(2222 ]
2
= 1
b [111 1] :
(4 4 4 4 s
_l_
: 4
; L
o} : 4
1
[ 4
)
_4-
(UFSC) Se a terna (a, b, c) é solugdo do sistema
X+2y+2=9
2x+y—z=3 , entdo calcule o valor numérico
3x—y-2z=-4

dela+b+c). 06

. (Unicamp-SP) Considere o sistermna linear nas varidveis x,y e z

X+2y+32=20
7x+8y—mz=26,

Onde m é um numero real. Sejam a < b < ¢ ndmeros
inteiros consecutivos tais que (x, y, 2) = (a, b, ¢} € uma
solucdo desse sistema. O valor de m é igual a:

@3 b) 2 91

(Uern) Pedro e André possuem, juntos, 20 cartdes
coleciondveis. Em uma disputa entre ambos, em que
fizeram apostas com seus cartdes, Pedro quadriplicou
seu numero de cartdes, enquanto André ficou com ape-

d) 0

2 2 u ;o
nas = do nimero de cartdes que possuia inicialmente.
3

Dessa forma, o nimero de cartdes gue Pedro ganhou
na disputa foi:

b) 10 12 d) 14

Sistemas de equacdes lineares Capitulo 8 -



Vestibulares e Enem

10.

11.

. (Unicamp-SP) Considere a matriz A=[ =

. (Enem) Na afericdo de um novo seméforo, os tempos sao

ajustados de modo que, em cada ciclo completo (verde-
-amarelo-vermelho), a luz amarela permaneca acesa por
5 segundos, e o tempo em gue a luz verde permanega

acesa seja igual a — do tempo em que a luz vermelha
fique acesa. A luz verde fica acesa, em cada ciclo, durante X
segundos e cada ciclo dura Y segundos.

Qual a expressdo que representa a relacdo entre X e Y?
a) 5X-3Y+15=0

5X—2Y+10=0

c) 3X-3Y+15=0

d) 3X—-2Y+15=0

e) 3X-2Y+10=0

. (Fuvest-SP) Em uma transformacio quimica, ha conser-

vagdo de massa e dos elementos quimicos envolvidos,

o que pode ser expresso em termos dos coeficientes e

indices nas equacoes quimicas, iesPostas ne Manual

do Professor.

a) Escreva um sistema linear que represente as relagoes
entre os coeficientes x, y, z e w na equagao quimica
XxCH , +y0,— 2C0, + wH.O.

b) Encontre todas as solucoes do sistema em que x, y, 2
e w 530 inteiros positivos.

5 ? ],ondea
e b sdo numeros reais. Se A’ = A e A é invertivel, entao:
a)a=1eb=1

(b)a=1e b=0

c)a=0e b=0

d)a=0e b=1

(Udesc) Considerando que A € uma matriz quadrada

de ordem 3 e invertivel, se det(3A) = det(A2), entdo
det(A) é igual a:

a) 9 d) 6
b) 0 (€)27
o 3

(Unesp) Em uma floricultura, os precos dos bugués de
flores se diferenciam pelo tipo e pela quantidade de flores
usadas em sua montagem. Quatro desses buqués estao
representados na figura a seguir, sendo que trés deles
estdo com s respectivos pregos.

[Rs 12,90

|R$1210|  [R$ 1460

Adilson Seceo

12.

13.

De acordo com a representacao, nessa floricultura o
bugué 4, sem prego indicado, custa:

R$ 15,30 d) R$ 17,00
b) R$ 16,20 €) R$ 15,50
c) R814,80

(Uepa) A produgdo na atividade agricola exige escolhas
racionais e utilizagdo eficiente dos fatores produtivos. Para
administrar com eficiéncia e eficdcia uma unidade pro-
dutiva agricola € imprescindivel o dominio da tecnologia
e do conhecimento dos resultados dos gastos com os
insumos e servicos em cada fase produtiva da lavoura. Um
agricultor decidiu diversificar a plantagao nas trés fazendas
gue possui plantando feijdo, milho e soja. A quantidade
de sacos de 60 kg produzidos com as colheitas de feijao,
milho e soja por fazenda e a receita total obtida em cada
uma das fazendas estao registradas no quadro abaixo.

Quantidade de sacos Receita

de 60 kg produzidos total por

fazenda

(em RS)
A 1.200 800 | 1.500 | 206.000,00
B 800 600 | 1.200 | 151.000,00
C 1.500 | 1.000 | 2000 | 265.000,00

Tomando por base as informagdes contidas no quadro,
esse agricultor vendeu o saco de milho por:

(@))Rs 25,00 d) R$ 6500

b) R$ 40,00 e) R$ 80,00

c) R$ 60,00

(Uece) Para cada inteiro positivo n, defina a matriz

M, =[ (]) ': ] A soma dos elementos da matriz pro-
dutoP=M MM, .M, é-

a) 229 (c) 233

b) 231 d) 235

\Esario §

(Unesp) Considere a equagao matricial A + BX =
=X+ 2C, cuja incognita € a matriz X e todas as matrizes
530 quadradas de ordem n. A condicio necessaria e sufi-
ciente para que esta equacao tenha solucao Unica é que:
a) B—1# 0, onde | & a matriz identidade de ordem n
e O é a matriz nula de ordem n.
b} B seja invertivel.
c) B= 0, onde O é amatriz nula de ordem n.

B — | seja invertivel, onde | é a matriz identidade
de ordem n.

e) AeCsejam invertiveis.



EXPLORANDO HABILIDADES E COMPETENCIAS

Respostas no Manual do Professor.

Transformacoes no plano

Ampliar ou reduzir figuras no plano, girar, mover
em alguma direcao. Esses sdo 0os movimentos mais
simples que se pode fazer com uma imagem na tela
do computador. Por tras da tela, no entanto, ha uma
operagao matricial ocorrendo na programacao de
acordo com cada um desses movimentos.

Considere por exemplo o tridgngulo abaixo:

4

Graficos: © DAE

Questoes e investigacoes

Ele ¢ formado pelas coordenadas (0,0); (1,2);
(4,2). Na forma de matriz, podemos dizer que esse
00
tridngulo ¢ representadopor T=|1 2 |.
42

Para fazé-lo girar x graus em torno da origem,
basta multiplicar sua representacao matricial pela

COsSX senx

matriz M = [ ] Assim, se quisermos

—SENX COSX

rotacionar esse triangulo em 90°, bastara realizar o
seguinte produto:

o [0 1] Y
-1 0| |
4 2 -2 4

1. Desenhe em um plano cartesiano o triangulo original que aparece no livro e o tridngulo rotacionado

obtido pelo produto acima.

2. Calcule as coordenadas dos vértices de um tridangulo que seja produzido pela rotacdo de 60° do

triangulo original.

3. Paraampliar ou reduzir o triangulo em questao, basta multiplicar sua forma matricial por um nimero
real positivo. Sabendo disso, determine as coordenadas de um tridngulo cujas arestas sejam o triplo
das arestas dadas e de outro cujas arestas representem 30% das arestas dadas.

4. Paradeslocar o triangulo em alguma direcao, basta somar o
mesmo par ordenado a cada um dos pares que determinam

seu veértice. Veja o deslocamento abaixo:

5. Que matriz foi somada a matriz do triangulo original para

gerar o novo triangulo?

Encontre o seno e o cosseno do anguloque transformapor
rotaco ao redor da origem o segmento AB de extremida- T X
des A=(2;1,5) e B =(4;3) no segmento CD de extremidades ' .0 i 1 i

C=1(02,5)eD=(05).

{{{{{{{

6. Considere o trio ordenado (x, y, 2) como a representacdo de um ponto no espaco. Determine os
valores de x, y e zde modo que esse ponto seja transformado no ponto (1,1,1) pela matriz M definida

abaixo:
13 0

[5 2} ol i = =l i
5 0 3
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As formas geométricas
podem ser observadas em
construgdes. Algumas vezes,
o antigo e o moderno estao,
lado a lado representando
nossa evolucao.

TTstudio/Shutterstock.com

Na presente unidade,
ampliamos o conhecimento

a respeito de Geometria, seu
modelo axiomatico e também
seus aspectos métricos.

Museu do Louvre, Paris, Franca.
Um dois maiores museus do
mundo com mais de 8 milhdes de
visitantes por ano. Foto de 2015.







CAPITULO

Textos de historia da Matematica cos-
tumam associar o inicio da Geometria a ne-
cessidade de demarcacoes de terras apos as
enchentes no Rio Nilo. Dificil é indicar quem
teria sido o primeiro a pensar matematica-
mente, ou seja, qual personagem pode ser
considerado o grande marco para o surgi-
mento da Matematica. Gregos, como Tales
e Pitagoras, sao citados como responsaveis
por importantes teorias. Ambos, por volta
do ano 600 a.C, apresentaram conhecimen-
tos geomeétricos de forma mais organizada
e sistematizada. Cerca de 300 anos depois,
outro nome surge nesse cenario: Euclides de
Alexandria. O legado de Euclides estd forte-
mente relacionado a forma como organizou
nao apenas seu proprio conhecimento como
também o de seus antepassados. Ao longo
dessa unidade, conheceremos um pouco

mais sobre Euclides.

Neste capitulo, estudaremos a Geome-
tria de Posicao. Assim, vamos conhecer um
pouco mais as ideias que acabaram dando
sustentacao a geometria de Euclides.

Leia atentamente o texto a sequir, ela-
borado com o objetivo de situar-lhe em rela-

¢ao a algumas ideias importantes.

Primeiras nocoes

Antes de apresentar alguns postulados
e teoremas dessa teoria axiomadtica, vamos
retomar algumas ideias ja vistas no Ensino
Fundamental a respeito de Geometria. Sao
ideias sobre a posi¢ao entre um ponto e uma
reta e também entre retas de um plano.

- Unidade 4 Geometria espacial

GEOMETRIA ESPACIAL DE POSICAO

Posicoes relativas de pontos e
retas no plano

As posicoes entre pontos, entre ponto
e reta ou entre retas, quando estudadas no
plano, fazem parte da Geometria de Posicao
no Plano.

Relacao entre um ponto e uma reta

r

B

Temos duas possibilidades: o ponto
pertence ou o ponto Nao pertence a
reta. Na representacao acima, temos:

e O ponto A pertenceareta: AEr.

e () ponto B naoc pertence a reta: B & r.

Relagao entre trés pontos

c

Temos duas possibilidades: trés pontos

530 ou nao colineares. Na representa-
¢ao acima, temos:

e (s pontos A, B e C sao colineares (existe
uma reta que passa pelos trés pontos).
¢ Os pontos D, E e F nao sao colineares
(nao existe uma reta que passa pelos
trés pontos).
Observacao:

Dois pontos distintos sao sempre colineares, isto
€, sempre existe uma reta que passa por eles.



Relacao entre duas retas de um plano 2. No estudo da Geometria Euclidiana, vamos,
Temas trés possibilidades: duas retas podem sempre que possivel, utilizar mo_delos pe?ra
ter apenas um ponto em comum; duas retas representar elementos geométricos, a fim
podem ter infinitos pontos em comum, ou de facilitar a compreensao das definicoes,
duas retas ndo tém ponto em comum dos postulados e também dos teoremas.

Além disso, utilizaremos, quando necessario,

/ as notagoes da teoria dos conjuntos.

P 5 s

> 3. Os postulados, teoremas e definigoes abor-
5
t

A

dados a sequir serdao enumerados para que
possamos melhor identificd-los.

4. As relagGes vistas anteriormente serao con-

/ sideradas conhecidas na teoria a seguir. As-

sim, por exemplo, qguando consideramaos o

angulo entre duas retas concorrentes, que-

‘\, remos dizer o menor dos dngulos formados.
q Nocoes primitivas

Inicialmente, consideramos os seguintes ele-
mentos basicos:

e Asretas re s tém apenas um ponto em co-
mum. Sdo ditas concorrentes:

rAs =P} * ponto.
e As retas t e u tém infinitos pontos em co- & reia:
mum. S3o ditas coincidentes: e plano.
Nu=t=u Esses elementos sdo considerados primitivos,
e Asretas p e g N30 t&m pontos em comum, isto &, ne_ao sao deﬁnl_dos, Mesmo que nao se;afn da-
Sao ditas paralelas: das q_ual_squer deﬁ_nlgoes deles, temos a nogao_fio
gue significam. Indicaremos pontos por letras maids-
pNq={2} culas (A, B, C, ..), retas por letras minusculas (r, s, 1, .), e
planos por letras gregas mintsculas (a, B, y).
Observacoes:
1. Quando duas retas distintas sao concorren- - B
~ is f ontos
tes e formam um angulo reto, séo ditas per- A
L]
pendiculares. L)
r
r
3
5
t
Retas
a 2
o
Plano =
As retas re s sao perpendiculares. =

Representamos por:r L s

Geometria espacial de posicdo Capitulo 9 -



A seguir, apresentamaos as primeiras definicoes:

e Definicdo 1:
Espaco é o conjunto formado por
todos os pontos.

e Definicao 2:
Figura geométrica é qualquer con-
junto nao vazio de pontos.

» Definicdo 3:
Duas ou mais figuras sao ditas copla-
nares se todos 0s seus pontos perten-
cem ao mesmo plano.

Agora apresentamos algumas propriedades re-
lacionadas aos elementos primitivos. Sao as chama-
das proposicoes primitivas ou postulados.

Postulado 1:

Numa reta e fora dela existern tantos pon-
tos quantos quisermos.

Observe que 0 modelo indica apenas alguns pon-
tos que pertencem e outros que nao pertencem a refa.

Postulado 2:

Num plano e fora dele existem tantos pon-
tos quantos quisermos.

w D
2 ; E
9 .
g
& . A .C
i .B
e |
F i
i

Observe que o modelo indica apenas alguns
pontos que pertencem e outros que nao pertencem
ao plano.

- Unidade 4 Geometria espacial

Questoes e reflexoes

Os postulados 1 e 2 sao ditos postulados da
existéncia. Em sua opiniao, qual o motivo dessa
denominacao?

Postulado 3:

Dois pontos distintos do espaco determi-
nam uma unica reta.

Bo =0 A

Esse postulado pode ser reformulado da se-
guinte maneira: por dois pontos distintos do espago,
passa uma unica reta. Note que, quando dizemaos que
a reta r, conforme modelo a sequir, fica determinada
por dois pontos distintos A e B, isso significa que existe
uma Unica reta que passa pelos pontos A e B.

A reta r, representada acima, também pode ser
representada por AB ou BA (lemas: reta AB ou reta BA).

Postulado 4:

Dados trés pontos distintos nao colineares
do espaco, existe um Unico plano que 0s cantém.

Esse postulado também pode ser assim enuncia-
do: trés pontos ndo colineares determinam um Unico
plano. Também poderiamos dizer que "por trés pontos
distintos nao colineares passa um Unico plana” Observe
a representacao a seguir:

Observacao:

Os postulados 3 e 4 sdo conhecidos como postula-
dos da determinacéo.



Exemplo:

O tripé, como ilustrado ao lado, é
um exemplo da necessidade de uti-
lizacgdo de uma superficie plana.

Figuras: @ DAE

Como trés pontos distintos
nao colineares determi-
nam um Unico plano,
temos que a estru-
tura formada pelo
tripé fornece uma estabilidade necesséria para o apoio
de cameras fotogréficas ou filmadoras.

Respostas no Manual

Questoes e reflexoes do Professor.

Em sua opinido, qual £ o motivo de uma mesa com
quatro pés geralmente balangar e uma com trés
pés ndo balangar?

Postulado 5:

Se uma reta possui dois pontos distintos
num plang, ela esta contida nesse plano.

ABca

Aea eBea

Esse postulado é conhecido como postulado
dainclusao e também pode ser assim enunciado: se
uma reta tem dois pontos distintos num plano, entao
todos 0s seus pontos pertencem ao plano.

Postulado 6:

Por um ponto passa uma Unica reta paralela
a uma reta dada.

Aer A es, eséparalelaar (i//s).

Em outras palavras, esse postulado pode ser
enunciado como: por um ponto fora de uma reta
dada passa uma Unica reta paralela a reta dada.

Antes de enunciar o postulado sobre a inter-
secac de planos, devemos considerar a seguinte
definicao:

e Definicao 4:

Dois planos distintos que tém um
ponto em comum sao chamados
planos secantes.

Postulado 7:

Se dois planos distintos tém em comum
um ponto, entao eles tém pelo menos outro
ponto em comum.

Veremos adiante, por meio de um teorema, que,
se dois planos t8m um ponto em comum, sua interse-
Cao sera uma reta, coma sugere a figura acima.

Observacao:

Apresentamos algumas definicbes e também alguns
postulados. Apresentaremos a seguir outras defini-
¢bes e alguns teoremas para gue possamos com-
preender um pouco mais sobre a determinacao de
planos, as posicoes relativas de dois planos, as posi-
coOes relativas de uma reta e um plano e outras pro-
priedades importantes.

Geometria espacial de posicdo Capitulo 9 -



Planos: determinacao e
posicoes relativas

No postulado 4, vimos que por trés pontos dis-
tintos nao colineares passa um unico plano. Observe
na ilustracao a sequir que, a partir dos pontos A,Be C,
nao alinhados, podemos obter o plano a:

B

-
o

Existemn outras trés maneiras de determinar um
plano, conforme os seguintes teoremas:

Teorema 1:

Uma reta e um ponto nao pertencente a
ela determinam um Unico plano.

e Demonstracao:

. Vamos considerar a reta r e 0 ponto A
nao pertencente ar:

"A

Il. Pelo postulado 1, podemos considerar
os pontos distintos B e C pertencentes a
retar.

lll. Como os pontos A, B e Csao distintos e
nao colineares, pelo postulado 4 existe
um Unico plano a determinado por A,
B e C. Pelo postulado 5, podemos con-
cluir que a reta r esta contida em a, ja

que os pontos Be C pertencem aretar
e ao plano a.

- Unidade 4 Geometria espacial

Figuras: @ DAE

for/

Partanto, o € o Unico plano que contém a reta
re o ponto A.

Questoes e reflexoes

1. Discuta com seus colegas a demonstracdo do
teorema 1, examinando as passagens |, [l e lIl.

Respostas no Manual
do Professor.

2. Em sua opiniao, os desenhos ilustrativos nessa
demonstracao podem ser eliminados?

Teorema 2:

Duas retas concorrentes determinam um
tnico plano.

Omitiremos a demonstracao. Observe, entre-

tanto, o que sugerem as ilustracoes a seguir:

/ﬂ

/

Teorema 3:

Duas retas paralelas determinam um Unico
plano.

Omitiremos a demonstracao desse teorema,
entretanto, observe o que ilustracio a seguir sugere.

r




Figuras: © DAE

Veremos agora as posicoes relativas entre dois
planos. Uma das posicdes ja foi mencionada na de-
finicdo de planos secantes (ver definicdo 4). Porém,
dois planos também podem ser paralelos.

s Definicao 5:

Dois planos distintos sao paralelos
quando ndo tém ponto em comum.

Na ilustracao a seguir, os planos distintos a e
sao paralelos: @ N B = J. Nao existe ponto em co-
mum.

anp=E

Observacao:

Se dois planos no espaco tém todos os pontos
em comum, sao denominados planos coinciden-
tes. Assim, se « e 3 sdo planos coincidentes, tem-se:
aNB=a=4

Teorema 4:

Se dois planos distintos tém um ponto em
comum, entao a intersecao desses planos é uma
Unica reta que passa por aquele ponto.

Nao faremos a demonstracdo desse teorema.
Entretanto, como sugere a figura anterior, a reta que
passa por A e B é a que representa a interseccao des-
ses dois planos secantes. Observe-a.

Planos e retas: posicoes
relativas

Veremaos as posicoes relativas entre uma reta e
um plano. Conforme o postulado 5 (postulado da
inclusao), uma possibilidade € a reta estar contida
no plano:

Se a reta r e o plano o tém em comum dois
pontos distintos, a reta esta contida no plano: r C a
ourNa=r

Existem ainda duas outras possibilidades que
sao apresentadas por definicao:

e Definicao 6:

Se uma reta e um plano tém em co-
mum um udnico ponto, dizemos que
areta e o plano sio secantes.

O ponto A (onde a reta "fura”o plano) é dito tra-
co da reta r no plano a. Assim, temos: r M e = {A}.

Geometria espacial de posicdo Capitulo 9 -



* Definicdo 7:

Se uma reta e um plano nao tém ne- /
nhum ponto em comum, dizemos 2

que eles sao paralelos.

Y

A
\

Figuras: © DAE

lll. Vamos supor que a reta r e o plano a
tenham em comum o ponto A. Como r
esta contida em B, temos que o ponto A
também pertence ao plano . Assim, o
ponto A pertence aos planas a e B, ou

De acordo com a ilustracao, a reta r e 0 pla-
nNo @ Nao possuem pontos em comum, ou seja:

rMa=4g seja, pertence a interseccao desses dois
Essas sao as posicoes relativas entre reta e pla- planos: pertence a reta s.
no: reta contida no plano; reta e plano secantes; e IV. Essa Gltima conclusio é absurda, pois

reta e plano paralelos. Existemn duas propriedades
dessas posicoes relativas que podem ser resumidas
nos teoremas 5 e 6.

entra em contradicdo com o fato de r
e s serem paralelas (item ). Essa contra-
dicao ocorreu ac supor que a reta r e
o plano a tinham em comum o ponto
Teorema 5: A (item lll). Isso significa que r e & nao
podem ter ponto em comum, ou seja, r

Se uma reta nao esta contida em um plano ]
e paralela a a..

e é paralela a uma reta do plano, entao ela é pa-

ralela ao plano.
Teorema 6:

Se um plano contém duas retas concorren-

@ A0: v
Demonstracao: tes, ambas paralelas a um outro plano, entao es-

I. Conforme enunciado do teorema, va- ses planos sao paralelos.
mos considerar que a reta r nao esta
contida no plano a, que a reta r € parale- Nao faremos a demonstragao desse tearema.
laauma retase que areta s esta contida Observe, conforme ilustragdo abaixo, que esse
no plano a. teorema permite verificar o paralelismo entre dois

planos.

/

Il. Como as retas r e s sao paralelas, elas
determinam, conforme o teorema 3,
um plano B. Além disso, tem-se que
aNB=s
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Retas: posicoes relativas

Ao iniciar este capitulo, retomamos as posicoes
relativas entre duas retas de um plano: concorrentes
(quando apresentam um ponto em comum), coinci-
dentes (quando tém infinitos pontos em comum) ou
paralelas (quando ndo apresentam pontos em co-
mum). Nessas trés possibilidades, as retas analisadas
sao coplanares. Entretanto, existe outra possibilidade:

s Definicao 8:

Se duas retas nao tém nenhum pon-
to em comum e ndo existe plano
que as contenha, elas sao ditas retas
reversas.

Existem diversas propriedades envolvendo retas
e planos e suas posigoes relativas que nao foram
mencionadas anteriormente. Em algumas delas,
que apresentaremaos a seguir coma propriedades
(tecremas), vocé pode construir modelos (desenhos,
representacoes) para verificar a validade. Pode, por
exemplo, utilizar um lapis para representar uma reta
e a superficie da carteira para representar um plano.

Junto com mais alguns colegas, procure ela-
borar representacdes para explicar a turma cada
uma das seguintes propriedades:

1. Seuma reta € paralela a um plang, entaoela é
paralela a infinitas retas contidas no plano.

2. Seuma reta € paralela a um plano, entao ela €
reversa com infinitas retas desse plano.

Perpendicularismo

Ao considerar duas retas concorrentes, sabe-
mos que elas formam quatro angulos (dois a dois
congruentes, pois saoc opostos pelo vértice), como
ilustra a figura a sequir.

Figuras: & DAE

Respostas no Manual

do Professor.

Questoes e reflexoes

. Seduas retas ndo tém nenhum ponto em comum,
entao elas sao paralelas?

2. Se duas retas sao reversas, entao elas ndo tém
nenhum ponto em comum?

EXPLORANDO Resolva os exercicios no caderno.

3.

7.

Orientagdes e res

no Manual o

Se uma reta é secante com um plano, entao ela
€ concorrente com infinitas retas desse plano.

Se uma reta € secante com um plano, entao ela
€ reversa com infinitas retas desse plano.

Se uma reta esta contida num plano, entao ela
é paralela ou concorrente com infinitas retas
desse plano.

Se dois planos distintos sdo paralelos, entao
toda reta contida em um deles é paralela ao
outro plano.

Se um plano intercepta dois planos paralelos,
entao as intersecgoes serdo retas paralelas.
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Sobre esses angulos, existem as seguintes defi-
nicoes (ja vistas no Ensino Fundamental):

e Quando esses quatro angulos sio congruentes,
cada um deles é denominado angulo reto, e as
retas sao chamadas retas perpendiculares.

s Se as retas concorrentes nao sao perpendicu-
lares, dizemos que elas sao retas obliquas.

Anteriormente, abordamos retas reversas (de-
finicao 8). Agora precisamos definir o dngulo entre
duas retas reversas.

e Definicao 9:

O angulo entre duas retas reversas
é o angulo formado por duas retas
concorrentes, paralelas as retas dadas.

Para compreender melhor essa definicao, consi-
dere um ponto A qualquer e as retas r' paralela a reta
re s'paralela a reta s, ambas passando pelo ponto A.

y 4
//\//B/
B
. 4

No plano v, paralelo aos planos a e B, 0 angulo
r'As’ corresponde ao dngulo entre as retas reversas r
e 5. E importante observar que podemos considerar
o &ngulo entre duas retas reversas como o angulo
formado por uma delas e uma reta concorrente que
seja paralela a outra reta.

Figuras: © DAE

Observe, na figura a seguir, que o angulo formado
pelas retas reversas r e s, que contém duas arestas de
um cubo, é reto. Dizemos que tais retas sao ortogonais.

—

1]
oo
=

5
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e Definicao 10:

Quando duas retas sao reversas e for-
mam um anguloreto, sdo denominadas
retas ortogonais.

Perpendicularismo: reta e plano

Vimos quando uma reta e um plano sao secan-
tes. Agora vamos definir guando uma reta é perpen-
dicular a um plano.

e Definicdo 11:

Quando uma reta é secante a um pla-
no num ponto e perpendicular a todas
as retas do plano que passam por esse
ponto, dizemos que a reta é perpendi-
cular ao plano.

Utilizamos a representacao a sequir a fim de
compreender melhor essa definicao:

A

Y

i

Na representacao acima, a reta r é perpendi-
cular ao plano «, pois é perpendicular a todas as
retas do plano que passam pelo ponto P (ponto
de intersecao da reta r com o plano). O teorema
a seguir, gue nao demonstraremos, estabelece de
forma mais simples quando uma reta € perpendi-
culara um plano.

Teorema 7:

Se uma reta é perpendicular a duas retas
concorrentes de um plano, entao ela é perpen-
dicular ao plano.



t Observacoes:

A reta s, correspondente a interseccao dos dois
planos, € perpendiculararetar.

» Definicao 12

Se dois planos sao secantes e nao
perpendiculares, sdo ditos obliquos.

Conforme o teorema, a reta t é perpendicular
as retas concarrentes r e s contidas no plano a. Dessa

: : _ Optamos por ndo enunciar alguns teoremas
forma, podemos dizer que a reta t é perpendicular

decorrentes desse estudo por julgarmos suficien-

ao plano a. te, para 0 nosso objetivo, o que foi apresentado
até aqui. Existem diversas propriedades que rela-

Observacao: cionam planos e retas que foram omitidos e que

Outra definicao pode ser considerada: Se uma podem ser compreendidos por meio de modelos
reta e um plano sdo secantes e a reta nao é perpen- (ilustragoes).
dicular ao plano, dizemos que a reta é obliqua ao

Exemplos:

plano.

1. Quando uma reta é perpendicular a um pla-
no, todos os planos que a contém sao per-

Perpendlculurlsmoz plunos pendiculares ac plano inicial.

E quando dois planos sao perpendiculares?

‘Quando dois planos sdo secantes e um deles
contém uma reta perpendicular ao outro, dizemos
que os planos sao perpendiculares.

Figuras: & DAE

Na representagao acima, a reta r é perpen-
dicular ao plano a. Além dos planos B e v,
gue sao perpendiculares ao plano a, pode-
riamos construir tantos planos quantos de-
Y sejassemos contendo a reta r e sendo per-
pendiculares ao plano o.

2. Se dois planos a e B se intersectam segun-
do uma retar e se y é outro plano perpendi-
cular a cada um dos planos « e B, entédo y é
perpendicular a reta r.

Note, na ilustracao, que a reta r, contida no pla-
no «, é perpendicular ao plano B. Conforme defini-
cao, dizemos que os dois plancs sao perpendiculares.
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plano, a distancia entre duas retas paralelas, entre
duas retas reversas, a distancia entre um plano e uma
reta paralela ao plano e a distancia entre dois planos.
Iniciamos com o conceito de projecao ortogonal.

Figuras: & DAE

¢ Projecao ortogonal de um ponto sobre
um plano

Quando uma reta é perpendicular a um pla-
no, a intersecao da reta com o plano é um
ponto. Esse ponto é conhecido como pé da
reta perpendicular ao plano.

Observacao: Na representacao acima, temos que:

Considerando, no exemplo anterior, que s pla-
nos a e B sao perpendiculares; que o plano vy é outro
plano perpendicular a cada um dos planos a e B; e
que, além disso, trés eixos orientados nas intersec-
¢oOes, dois a dois, desses planos, teremos a ideia do
sistema de coordenadas tridimensionais:

e Definicao 13:

Projecdo ortogonal de um ponto sobre
um plano é o pé da perpendicular ao
plano conduzida pelo ponto.

e e § P
| fEa e .
: ! y
i //E
i "__'
X - r
/ z Y
e P'é aprojecao ortogonal do ponto P sobre o
Note que o espaco fica dividido em 8 partes plano de projecdo a indicado.
(octantes). Cada ponto do espaco sera localizado por e A retar, que contém os pontos P e P) é per-
trés coordenadas (x, y, 2). pendicular ao plano a e “fura” o plano no

ponto P’

Projecoes ortogonais e

distdnci ¢ Projecdo ortogonal de uma figura sobre
1stancias um plano

No Volume 1 desta colecao, vimos aspectos da
Geometria Plana e também apresentamas algumas
ideias da Geometria Analitica. Ainda nesta unidade,
vamos abordar problemas meétricos da Geometria bre um plano é o conjunto das proje-
Espacial. Antes, precisamos compreender como cal- ¢oes ortogonais dos pontos da figura
cular a distancia entre dois pontos quaisquer, a dis- sobre esse plano.
tancia de um ponto a uma reta, de um ponto a um

- Unidade 4 Geometria espacial

e Definicao 14

Projecéo ortogonal de uma figura so-




Figuras: & DAE

:

.
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Na representacac acima, consideramos apenas
alguns pontos e suas projecoes.

Projecdao ortogonal de uma reta sobre
um plano

Existem dois casos a considerar na projecao
ortogonal de uma reta sobre um plano, con-
forme definicao a sequir.

® Definicdo 15:

I. Se a reta r é perpendicular ao plano a,
sua projecao ortogonal sobre o plano é
o ponto em que r “fura”o plano.

Il. Se aretarnao é perpendicular ao pla-
no a, sua projecao ortogonal sobre
o plano é a interseccao de @ com o
plano B, perpendicular a &, conduzi-
do porr.

Representamaos a seguir 0s dois casos dessa de-

finicao.

O ponto P é a projecao ortogonal da reta r so-
bre o plano a.

A reta r’'é a projecao ortogonal da reta r sobre
o plano a. Observe que o plano B é perpendicular
ao plano a.

Respostas no Manual

Questoes e reflexoes do Professor.

Observando a definicio de projecao ortogonal de uma
reta sobre um plano, nos dois casos, responda:

1. Como vocé define a projecaoc ortogonal de um
segmento de reta AB, perpendicular ao plano o,
sobre o plano a?

2. E se o segmento AB nao for perpendicular ao
plano e, como vocé define a projecao ortogonal
desse segmento sobre o plano a? /

Distdncias

As definicoes a sequir relacionam o conceito de
distancia com os elementos ponto, reta e plano. Em-
bora sejam sete definicoes, elas sao importantes para
0 estudo de Geometria Espacial Métrica.

¢ Distdncia entre dois pontos

e Definicao 16:

A distancia entre dois pontos distintos
A e B é a medida do segmento AB em
uma dada unidade de comprimento.
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S

Representamos a medida de AB por d,  OUAB.

Observacao:

Caso os dois pontos sejam coincidentes, a dis-
tancia entre eles é igual a zero.

* Distancia de um ponto a umareta

¢ Definicao 17:

Dados um ponto P e uma reta r, pode-
mos tracar uma reta que passa por P e
¢ perpendicular a r no ponto P’ A dis-
tancia do ponto P a reta r € a distancia
entre os pontos P e P’

Podemos dizer que a disténcia de um ponto
a uma reta é a menor das distancias do ponto aos
pontos da reta. Conforme ilustracao acima, a distan-
cia do ponto P a reta r é igual ao comprimento do
segmento PP, em que P'é a projecdo ortogonal de
Psobre aretar.

" Respostas no Manual

[ - - S
O\ Questoes e reflexoes do Professor.

o
"
|

E possivel que a distancia entre um ponto e uma
’ reta seja igual a zero? Justifique sua resposta.

- Unidade 4 Geometria espacial

¢ Distdncia de um ponto a um plano

» Definicao 18:

Dados um ponto P e um plano a, po-
demos determinar P, gue é a projecao
ortogonal de P sobre o plano a. A dis-
tancia do ponto P ao plano a € a dis-
tancia entre os pontos P e P’

@
p
-
S

=

]

Aqui podemos dizer que a distancia de um
ponto a um plano é a menor das distancias do ponto
aos pontos do plano, ou seja, a distancia do ponto P
ao ponto P’'que corresponde a sua projecao ortogo-
nal sobre o plano.

Observacao:

Caso o ponto P pertenga ao plano, a distancia
dele ao plano serd igual a zero.

¢ Distdncia entre retas paralelas

e Definicao 19:

Dadas duas retas re s, paralelas entre si,
a distancia entre essas retas € a distan-
cia de um ponto P qualquer de uma
delas até a outra.

o
Assim, para determinar a distancia entre duas
retas que sao paralelas, consideramos um ponto de

uma das retas e, a sequir, calculamos a distancia des-
se ponto a outra reta.



¢ Distancia entre reta e plano

¢ Definicao 20:

A distancia entre um plano a e uma reta
r, paralela a a, € a distancia entre um
ponto qualquer P da reta r ao plano a.

Dessa forma, para obter a distancia entre um
plano e uma reta paralela ao plano, devemos cansi-
derar um ponto P da reta e, a seguir, determinar a
distancia dele ao ponto P'correspondente a projecao
ortogonal do ponto P ao plano.

\J

Figuras: @ DAE
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® Definicdo 21:

A distancia entre dois planos a e
B paralelos é a distancia de um
ponto P qualguer de um deles ao
outro plano.

e

o Distancia entre dois planos paralelos

Note, conforme ilustracdo, que podemos con-
siderar um ponto P pertencente ao planc B e, em
seqguida, calcular a distancia desse ponto ao plano a.

Observacao:

1. Quando temos dois planos coincidentes, a distan-
cia entre eles é igual a zero.

2. Na Geometria Plana, vimos o teorema de Tales
sobre retas paralelas. Se considerarmos um feixe
de planos paralelos, como sugerido na figura a se-
guir, podemos enunciar o seguinte teorema:

Um feixe de planos paralelos determina seg-
mentos de medidas proporcionais sobre duas retas
secantes quaisguer aos planos.

e Observe, na representacao acima, gue as re-
tas secantes sao r e 5. Tracando a reta s’ para-
lela a 5, pelo teorema de Tales, temos:

AB BC AC

AE' EF AF
e (Como AE'=DE, F'F=EF e AF'= DF, na propor-
¢ao anterior, temos:

A8 _ BC _ AC

DE EF DF

¢ Distancia entre retas reversas

o Definicao 22:

A distancia entre duas retas reversas
€ a distancia de um ponto qualquer
de uma delas ao plano que passa pela
outra e é paralelo a primeira.
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Na figura anterior, a distancia entre as retas
reversas r e s representadas pode ser a distancia do
ponto P a sua projecac ortogonal sobre o plano 8
indicado, ou pode ser a distancia do ponto Q a sua
projecao ortogonal Q' sobre o plano B.

Respostas no Manual

. Questoes e reflexoes do Professor

E possivel definir a distancia entre duas retas rever-
sas como distancia de ponto a reta? Justifique sua
resposta.

HISTORIA DA MATEMATICA

A geometria de posicao, também chamada
de geometria Euclidiana, é um dos mais antigos
legados culturais da humanidade e representa a
primeira ideia de geometria.

De cardter sensitivo e essencialmente per-
ceptivo, a geometria, palavra cujo significado eti-
moldgico é dado por geo = terra e metria = medir,
vai além da intencao de “medir as coisas da terra’,
sugerida pelo proprio significado da palavra. Ela
traz em si uma conexao bastante ampla com be-
leza, estética, harmonia, arte, contemplacao e um
invejavel aspecto pratico na resolucao de proble-
mas do cotidiano.

Esse conjunto de aspectos fascinou a hu-
manidade desde os seus primordios. As grandes
culturas da antiguidade, sem excecdo, deram a
geometria uma conotacao quase divina.

“O céu deve ser necessariamente esférico, pois
a esfera, sendo gerada pela rotacdo do circulo €, de
todos os corpos, 0 mais perfeito.”

(Aristoteles, 384-322 a.C)

A geometria espacial chega ao apice na an-
tiguidade com os denominados Gedmetras Ale-
xandrinos. Arquimedes, com seus estudos sobre
as esferas e o dilindro, e Euclides, com seu livro
denominado de Os Elementos, onde sistematizava
todos os conhecimentos acumulados até entao
pelo seu povo, fornecendo desta forma ordena-
cao por meio de uma linguagem cientifica.

A preciosa obra Os Elementos, que estabelece
0s principios da geometria até os dias atuais, é re-
verenciada por todos os grandes sabios. Bertrand
Russel, o Ultimo dos considerados grandes sabios,
escreveu a seguinte frase;

- Unidade 4 Geometria espacial

Colegdo particularfLook and Learn/Elgar Collection/The Bridgeaman Art Library Keystone Brasil

Os Elementos, de Euclides, é certamente um dos
maiores livros jd escritos.

Euclides de
Alexandria
{ (360aC-295aC)

0 que impressiona é a época em que a obra
fol escrita, e as imensas dificuldades de toda a
ordem para escrevé-la. Euclides foi quem organi-
zou e sistematizou as descobertas geométricas,
aritméticas e algébricas de seus predecessores. A
obra conta com um conjunto impressionante de
13 livros e 465 proposicoes. A sua consisténcia é
tao forte que ja justificou mais de mil edicoes des-
de a invengao da imprensa e tem sido frequente-
mente considerada responsavel por uma influén-
cia sobre a mente humana, maior que gualguer
outro livro, em todos 0s tempos, excecao da Biblia.

No primeiro livio de Os Elementos, consta
uma das primeiras proposicoes:

Ponto é aquilo que néo tem partes.
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Esta proposicao se conclui no livro Xlll, com
a construgao dos poliedros regulares. A geometria
de posicao esta fundamentada nos primeiros li-
vros desta obra.

Pitdgoras de Samos, discipulo de Thales
de Mileto, foi responsavel pelo estudo da geo-
metria (forma) com a aritmética (nimero). Na
Geometria Espacial, trabalhou em especial com
o tetraedro, o cubo, o dodecaedro e a esfera. A
*harmonia das esferas” era para os pitagoricos a
arigem de tudo.

Para Platdao, a explicacdo de tudo, como
tudo existia, estava nos cinco sdlidos perfeitos: o
cubo (terra), o tetraedro (fogo), o octaedro (ar), o
icosaedro (dgua) e o dodecaedro (elemento que

permearia todo o Universo).

Busto de
Platéo (c.
427 aC-
c347aC)

Os interesses pelos poliedros e o estudo da
Geometria Espacial, que era o assunto preferido
entre matematicos e fildsofos gregos, parecem ter
ficado adormecidos por mais de mil anos (Idade
das Trevas) até despertar novamente o interesse
dos pensadores durante os séculos que se segui-
ram ao “Renascimento ltaliano”.

Durante o periode denominado historica-
mente de “Renascimento” ocorreu o resgate ao
estudo de toda ciéncia adormecida até aquele

momento. Diversos matematicos, como Leonar-
do Fibonacci (1170-1240), retomam os estudos
sobre Geometria Espacial e, em 1220, escreve a
“Practica Geometriae” uma colecao sobre Trigo-
nometria e Geometria (abordagem nas teorias
de Fuclides e um analogo tridimensional do
teorema de Pitdgoras).

Em 1615, Joannes Kepler (1571-1630) rotula
o"Steometria” (stereo — volume/metria — medida),
o célculo de volume. A palavra volume vern de vo-
lumen, que é a propriedade de um barril (vinho,
azeite etc.) de rolar com facilidade.

Para o filésofo e matematico Gottfriend Wi-
Iheim Leibniz (1646-1716), por exemplo:

*Deus é o gedbmetra onipotente para quem o
mundo é um imenso problema matemadtico”

Reunindo ideias de diversos pensadores,
podemos descrever a geometria como sendo a
linguagem pela qual o homem tenta traduzir e
sistematizar o mundo fisico em gue vive.

Historicamente, a matematica tem dois ber-
cos importantes: A [ndia, de onde vem a &lgebra,
e a Grécia Antiga, de onde vem a geometria. E
importante salientar que essas “duas areas da
matematica” surgiram separadas até o século XV,
guando o filésofo e matematico francés René Des-
cartes (1596-1650), considerado o “pai da filosofia
moderna’, reuniu as duas areas correntes, naquilo
que mais tarde denotou-se Geometria Analitica.

Fonte de pesquisa: <http//profclaytonpalmanetspa.
com.br/MATEMATICATSERIE/geometriaeuclidiana.pdf>
e <httpy//fasciniormatematico blogspot.com.br/2010/08/

historia-da-geometria-espacial html>.
Acesso em: 6 fev. 2016.

P QUESTOES
De acordo com o texto, responda:

Resolva os exercicios no caderno.

1. Quais gedbmetras levaram o estudo da geometria
espacial ao dpice na Antiguidade?

2. Qual era a explicacao de tudo, de como tudo existia,
para Platao?

3. Qual foi o matematico responsavel por unir as areas
da édlgebra a da geometria?
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Exercicios resolvidos

1. Observe o cubo da figura.

T

a) Represente o cubo e a
intercsecdo do plano & s
gue contém os pontos
B, CeHcom o cubo.

P
=

b) O ponto E pertence ao
plano que contém os

- r

pontos B, Ce H? A B

O
.

¢} O centro do cubo pertence ao plano que contém
os pontos B, Ce H?

H G
E \F

“"
a)
A B

b) Sim, pois os pontos B, C, E e H sao coplanares.

¢) Sim. Basta observar que o centro do cubo é a in-
terseccao dos segmentos BH e CE, e ambos estao
no plano que passa por B, Ce H.

Quantos planos distintos passam por:

a) Um ponto?

b) Dois pontos distintos?

c) Trés pontos distintos nao alinhados?

d) Quatro pontos distintos, dos quais trés quaisquer
nunca estao alinhados?

a) Infinitos.
b) Infinitos.
¢) Um dnico plano.

d) Um unico plano se os pontos forem coplanares
ou nenhum se os pontos nao forem coplanares.

Considere o cubo representado na figura a sequir:
H G
S vl
E H F
D’E C
il
A B

Verifigue se as afirmagoes sao verdadeiras ou falsas.

a) A reta que passa pelos pontos A e B é paralela ao
plano determinado pelos pontos C, De H.

b) A reta que passa pelos pontos B e F é perpendicu-
lar ao plano determinado pelos pontos A, Be C.

¢} Aretaque passa pelos pontos F e G é reversa a reta
que passa pelos pontos Ae D.

Figuras: © DAE

d) A reta que passa pelos pontos A e B € ortogonal 3
reta que passa pelos pontos Ce G.

e) Areta que passa pelos pontos F e H é ortogonal a
reta que passa pelos pontos Ae C.

a) Verdadeira.

b) Verdadeira.

c) Falsa, pois as retas sao paralelas.

d) Verdadeira.

e) Verdadeira.

Responda:

a) Duas retas re s, que sdo distintas e ortogonais a
uma terceira reta t, sdo sempre paralelas entre si?

b) Se um plano o contém uma reta perpendicular a
um plano B, entdo o plano Bcontém uma reta per-
pendicular ao plano a?

a) Nao. As retas podem ser paralelas, reversas ou
concorrentes entre si.

b) Sim, pois os dois planos sao perpendiculares entre si.

Duas retas reversas, re s, 530 projetadas ortogonalmente
sobre um mesmo plano de projecao. Quais as possiveis
posigdes relativas das projecoes de re ssobre esse plano?

As projecOes ortogonais de duas retas reversas sobre um
plano podem ser duas retas paralelas, duas retas concor-
rentes ou uma reta e um ponto nao pertencentes aela.

O desenho a seguir representa um solido geométrico
denominado tronco de pirdmide. Os planos a e B sdo
paralelos. Conforme indicagdes no desenho, calcule a
distancia entre esses dois planos.

Considere a figura a seguir.

d 6 cm
] o
Temos que:
sen6l® = i
6
NER
2 6
d =33 cm

Assim, a distancia entre os planos é de 33 em.
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Far Resolva os exercicios no caderno.
Exercicios propostos

1.

5.

Indique, em seu caderno, as afirmacdes que sao ver-
dadeiras e aquelas que sdo falsas.

a) Os trés vértices de um tridngulo sdo coplanares. V

b) A interseccao de dois planos pode ser formada
apenas por um ponto. £

c) Ainterseccao de dois planos pode ser formada por
infinitos pontos. v
Responda:

a) Podem trés pontos distintos pertencer a uma mes-
ma reta? Justifigue sua resposta utilizando um dos

stulados ou um dos teoremas.
im, conforme o postulado 2. “ .
b) Trés pontos distintos quaisquer sao sempre coli-

neares?
Nao, ;

<) Quantas retas ficam determinadas por trés pontos
distintos nao alinhados? Trés.

d) Quantos planos ficam determinados por quatro
ponitos distintos nao coplanares? Quatro.

e} Por uma reta passam quantos planos? Infinitas.
Respostas no Manual do Professor. )
Indique, em seu caderno, quais das afirmagdes a sequir

sdo verdadeiras e quais sao falsas:
a) Trés pontos distintos colineares sdo coplanares. v

b) Por trés pontos distintos nao alinhados passa um
dnico plano. v

c) Dois pontos distintos determinam um unico plano.
d) ‘Por um ponto passa uma Unica reta.

e} Dois pontos sao sempre coplanares. v

f) Trés pontos distintos nao podem ser colineares.

g) Uma reta que tem um ponto sobre um plano esta
contida nesse plano. F

h) Uma reta contida num plano tem um nico ponto
que pertence a esse plano. f

Indique, em seu caderno, quais afirmacoes a seguir

podem garantir a determinacao de um plano:

. Trés pontos distintos nao alinhados.

[l. Uma reta e um ponto nao pertencente a ela.

lIl. Duas retas concorrentes entre si.

IV. Duas retas distintas e paralelas entre si.

As quatro afirmagdes garantem a determinagac de um plano.

Na representacao a seguir, a reta r “fura”o plane ano
ponto P. Como podem ser as interseccoes do plano o
com os planos que contém a reta r?

N

Figuras: © DAE

A interseccao de qualguer plano
gue contém a reta rcom o plano o
€ umareta que passa pelo ponto P

6.

Considere que os planos ote ftém em comum trés
pontos distintos e nao colineares. Qual a posicao rela-
tiva desses dois planos? Coincidentes.

Quantos planos ficam determinados por quatro pontos
do espaco? Em seu caderno, justifique sua resposta
por meio de ilustracdes ou utilizando postulados e
teoremas jé estudados. Respostas no Manual do Professor

Indigue, em seu caderno, se as afirmacoes a seguir
sao verdadeiras ou falsas. Caso necessdrio, consulte
0s enunciados dos teoremas, dos postulados e das
definicoes dadas.

I. Uma reta é paralela a um plano se, e somente se,
ela € paralela a uma reta do plano.

II. Dados dois planos secantes, uma reta de um deles
é paralela ao outro se, e somente sg, ela € paralela
a reta de interseccao dos dois planos. V

Ill. Se um plano e corta (intersecta) o plano Bsegun-
do a reta s, entao ele corta qualquer plano paralelo
a Psegundo uma reta paralelaa s. v

IV. Uma reta que nao € paralela a um plano esté con-
tida nesse plano. F

V. Se ace Bsao planos secantes, existe reta contida
em o.que é paralelaa B.v

VI. Dadas duas retas reversas r e s, existe um plano
que contém re é paraleloas. v

A figura a sequir representa um paralelepipedo. ldentifi-
que se as retas indicadas sao paralelas, perpendiculares
OU reversas:

a) ABe GH. Paralelas.

b) BH e EH. Perpendiculares
c) FGe CD. Reversas

d) EH e AB. Reversas.

e) GH e DC. Paralelas.

f) DF e AD. Perpendiculares.

Geometria espacial de posicao
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Arranjo feito por computador mostrando uma estrutura formada
com atomos de carbono.

E comum falarmos de formas geométricas asso-
ciadas a objetos e a construg¢des. Entretanto, estruturas
moleculares sao exemplos interessantes empregados
para descrever ligacoes quimicas.

Observe, por exemplo, a ilustracao acima, que
representa um arranjo espacial de substandia simples
de carbono — um arranjo geodésica de atomas de car-
bono. A estrutura ilustrada € formada por hexadgonos e
pentagonos.

Converse com seu professor de Quimica sobre
outras estruturas espaciais e pesquise um pouco
mais a respeito. Essa pesquisa podera ser apresenta-
da para a turma toda.

Ao longo do Ensino Fundamental sao estuda-
das formas geométricas nao planas, denominadas
solidos geométricos. Entre essas formas, normalmen-
te encontramos:

| e —

cubo

paralelepipedo

Figuras: @ DAE

CAPITULO

POLIEDROS

tetrasdro octaedro

prisma

pirdmide

Esses sao alguns exemplos de sélidos que, de-
vido as suas caracteristicas, sao definidos como po-
liedros.

I EEEEEEEE—
Poliedros sao solidos geométricos cujas su-
perficies sao formadas apenas por poligonos planos.

Observacao:

Em cada um desses poliedros é possivel encontrar e
indicar vértices, arestas e faces. Sao os elementos de
um poliedro.

Exemplo:

Considere o seguinte poliedro.

—— face

R '““\\

aresta

Re
N Questoes e reflexoes do |

1. Pesquise o significado da palavra poliedro.

2. No poliedro representado acima, quantos sao os
vértices? E as faces? E as arestas?

Poliedros Capitulo 10 -



E claro que, além dos poliedros, vocé ja conhe-
ce alguns corpos redondos. Como exemplos, obser-
ve as ilustracoes:

Flguras: & DAE

N4

cilindro cone esfera

Nesta unidade, nao abordaremos os corpos
redondos. Nosso estudo sera restrito aos principais
poliedros, deixando para o préximo volume o estudo
de cilindros, cones e esferas.

Nocao de poliedro

Em cada poliedro, como vimos, as faces sao su-
perficies planas poligonais que limitam o poliedro.
Duas faces quaisquer ndo estao no mesmo plano. As
arestas limitam as faces e sdo formadas na intersec-
cao de dois, e somente dois, poligonos. Os pontos
de intersecao de trés ou mais arestas de um poliedro
530 05 vertices,

Quando vocé estudou poligonos, viu gue suas
denominacdes sao dadas a partir do ndmero de
angulos (ou de lados). Os poliedros tém as denomi-
nagdes dadas a partir do nimero de faces. Observe
alguns exemplos:

Numero de faces Nome do poliedro

poligono convexo

poligono nao convexo

Em relacdo aos poliedros, também ha duas de-
nominacées: convexo e nao convexo. Um poliedro
é convexo gquando o segmento que liga dois de seus
pontos esta sempre contido nele. J& no poliedro nao
Cconvexo, iss0 Nao ocorre:

m

s

1
]
|
>
|
)
|

poliedro convexo

poliedro ndo convexo

Embora em alguns exemplos e exercicios possa-
mos trabalhar com poliedros ndo convexos, Nosso estu-
do estara direcionado para os poliedros convexos.

O matemdtico suico Leonhard Euler (1707-

4 (tetra Tetraedro .
=gl -1783), ao estudar os chamados poliedros convexos,
5 (penta) Pentaedro descobriu uma relacdo matemaética envolvendo o
6 (hexa) Hexaedro numero de vértices, faces e arestas. Antes de apre-
sentarmos formalmente essa descoberta feita por
8 (octa) Octaedro i )
Euler, observe os poliedros a sequir:
10 (deca) Decaedro
12 (dodeca) Daodecaedro
20 (icosa) lcosaedro

Na Geometria Plana, existern duas denomina-
¢Oes para poligonos: convexos e nac convexos. Uma
forma de caracterizar um poligono convexo é obser-
vando se o segmento formado a partir de dois pon-
tos internos quaisquer sempre é interno ao poligono.
Isso nao ocorre quando o poligono € nao convexo:

- Unidade 4 Geometria espacial




= r Resolva os exercicios
Questoes e reflexdes no caderno.
1. Conte o nimero de faces, arestas e vértices em
cada um desses poliedros e organize as informa-
¢oes em uma tabela,

2. Para cada poliedro, compare a soma do numero
de faces e de vértices com o ndmero de arestas.
A que conclusdo vocé chegou?

Respostas no Manual do Professor. /

Nao faremos a demonstracdo dessa relacao
matematica obtida por Euler. A seguir, apresentamos
alguns exemplos que permitem conhecer um pouco
mais sobre essa relacao.

Vamos verificar se a relacao de Euler, apresen-
tada anteriormente, vale para o poliedro nao con-
vexo, representado a seguir (o poliedro tem uma
parte “oca”):

o Observando o poliedro representado, temos
por contagem que:

F=16V=16eA=32

e Arelacao de Euler, para esse poliedro, nao é
verificada:

V+HF#A+2
16+16#32+2

No exemplo anterior, o poliedro era ndo con-
vexo. Vamos agora observar a relagdo de Euler para

outro poliedro também ndo convexo, conforme re-
presentado a seguir:

¢ Fmbora o poliedro seja ndo convexo, a rela-
¢éo de Euler é verificada, pois:

V+HF=A+2
7+7=12+2

Observacao:
Todo poliedro convexo satisfaz a relacao de Fuler.

Porém, nem todo poliedro que satisfaz a relagdo de
Euler é convexo.

Poliedros regulares

Abaixo estao representados cinco poliedros:

hexaedro regular

icosaedro regular
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Podemos organizar em uma tabela algumas ca-
racteristicas quantitativas desses poliedros:

e e
» L) L) c
e - "o -
Tetraedro 3 3
Hexaedro 4 3
Octaedro 3 4
Dodecaedro 5 3
lcosaedro 3 5

Se construissemos modelos utilizando cartoli-
na e depois fizéssemos uma planificacao de cada um
desses poliedros, teriamos:

Figuras: @ DAE

planificagdo do cubo

&
.‘. _

planificagdo do dodecaedro

planificagao do icosaedro

Note que cada face de um mesmo poliedro
estd representada por um mesmo poligono regular
(superficie poligonal regular). Esses poliedros sao di-
tos regulares.

- Unidade 4 Geometria espacial

H& uma propriedade (teorema) sobre po-
liedros convexos regulares (também conhecidos

como poliedros de Platao), cujo enunciado pode ser
assim escrito:

Existem apenas cinco classes de poliedros
regulares convexos.

\Vamos fazer a demonstracao dessa propriedade.

e Vamos considerar um poliedro regular com
F faces, V vértices e A arestas. Sendo n o nu-
mera de lados de cada face e p o nimero
de arestas que concorrem em cada vértice,
temos:

2 . A = f}= F = p . V
e Podemos, a partir dessas relagoes, expressar

0 numero de arestas e 0 numero de vértices
em funcao do numero de faces, isto é:

fr-F n-F
A= eV =
2 p
e Substituindo essas expressoes na relacao de
Euler, temos:
V+F=A+2
-F F
T sy
p
2 mp-F42-p=F  m-p-F+ 4-p
2p 2p

2nF + 2pF = npF + 4p
2nkF + 2pF — npF = 4p
F(2n+ 2p —np) = 4p

s Nessa ultima igualdade, como F, p e n séo
numeros naturais, precisamos garantir que
também sera natural nao nulo o numero
correspondente ao denominador da fragao.

- 4p
T 2n42p-np ®



n=3->F
n=4—->F
n=5—=F

Assim, temos:

n+2p—np =0

2n>np —2p

2n = pln—2)
>

2 #

Lembrando que p é o nimero de arestas
gue concorrem em cada vértice, entao p =3
(nao existe paliedro em gue concorrem por
vértice menos que 3 arestas). Assim, retor-
nando a desigualdade anterior, temos:

>p=3
n—2 %

O que acarreta em:

2n
=3

>3

Observando o denominador da fracao, tere-
mos que n — 221, ou seja, n = 3. Resolven-
do a inequacao, vem:

2n

n—2
2n>3n—6
—h > —6

=3

n<e6

Comon=3en<6entdo3 =n<6.Assim, te-
remos trés valores naturais paramn=3;n=4
e n = 5 Vamos analisar essas possibilidades
substituindo esses valores em (I) e observan-
do que p é um nudmero natural que representa
a quantidade de arestas que concorrem em

cada vértice:
y p =3 — F = 4 (tetraedro)
:6‘0 — p =4 — F = 8 (octaedro)
P p =5 — F = 20 (icosaedro)
4
m P, — p =3 — F = 6 (hexaedro)
8§—2p
4p
=——— 5 p=3—>F =12 (dodecaedro)
10 —3p

Portanto, teremos apenas 5 poliedros que
sao requlares.

Classes de poliedros

Vamos considerar agora classes de poliedros
que possuem 4 faces (tetraedros), 6 faces (hexae-
dros), 8 faces (octaedros), 12 faces (dodecaedros) ou
20 faces (icosaedros), mas gue nao sejam necessaria-
mente regulares, tendo cada face o mesmo ndmero
de arestas. Poderiamos construir a seguinte tabela:

Ne de arestas que

Poliedros concorrem por
vértice
Tetraedros 4 3
Hexaedros 6 3
Octaedros 8 4
Dodecaedros 12 3
lcosaedros 20 5
Exemplo:

Vamos considerar a classe dos hexaedros, isto &,
aqueles poliedros que tém exatamente 6 faces, con-
forme quatro modelos representados a seguir:

Figuras: © DAE

Observando que esses poliedros tém, cada
um, 6 faces (F = 6) e 4 arestas por face (n = 4), ndo
precisamos fazer contagem direto na figura para de-
terminar os elementos que estao faltando. Assim, po-
demos determinar A (ndmero de arestas):

2A=nF
ZA=4-6=2A=12

Na relacao de Euler, podemos agora obter V
(ndmero de vértices):

VHF=A+2
V+6=12+2=V=328
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Além disso, se quisermos determinar o ndmero
total de arestas que concorrem em cada vértice, bas-
ta determinar p na igualdade:

pV = nF
p:8=4-6=p=3

Soma das medidas dos dngulos

Ja que as faces dos poliedros sao poligonos,
também podemos determinar a soma das medidas
dos angulos das faces desses poligonos. Vamos con-
siderar como exemplo o seguinte poliedro:

e AN

Observando esse poliedro, € possivel dizer que
ele tem 16 faces: 5 triangulares, 6 quadrangulares e
5 pentagonais. No Volume 1 desta colecao, empre-
gamos uma relacado matematica para determinar a
soma das medidas dos angulos internos de um poli-
gono convexo (n € o numero de lados do poligeno):

S =(n—2)-180°

Figuras: & DAE

Para determinar a soma das medidas dos angu-
los internos de todas as faces do poliedro, calculamos
inicialmente a sarma dessas medidas em cada face:

¢ Triangular:
n= 3—>5F3= (3—2)-180°=180°
e Quadrangular:
n :4—)SF4: (4—2)-180°=360°
* Pentagonal:
n= 5—>5FS: (5—2)-180°=540°
Portanto, a soma das medidas dos angulos de
todas as faces do poliedro convexo é:
5,255 ¥85. F5-5
3 4 5
5,=5-180°+46-360°+ 5-540°
S,=5760°
Ha uma maneira diferente de chegar a essa
medida. Retornando ao poliedro representado, po-

- Unidade 4 Geometria espacial

demos, por contagem, verificar que sao 18 vértices.
Essa informacdo pode ser utilizada para estabelecer
a soma das medidas dos angulos de todas as faces
do poliedro. Basta conhecer a sequinte propriedade:

A soma das medidas de todos os &ngu-
los internos das faces de um poliedro
convexo (S, ) é dada pela expressao:

S = (V—2)-360°

em que V é o nimero total de vértices
desse poliedro.

e Demonstracac:

Considereros n,, n,, n,, .., N 0s numeros de lados
dos poligonos das faces 1, 2, 3, .., F de um polie-
dro convexo (numeramos as faces do poliedro).
Adicionando os nimeros de lados dos poligonos
gue compdem as faces do poliedro, obtemos
como soma 2A (cada lado é uma aresta que estd

a0 mesmo tempo em duas faces):
(I T i e G o s O ()

e Vamos calcular a soma das medidas de to-
dos os angulos internos dos poligonos que
representam as faces dos poliedros utilizan-
doarelacdoS=(n— 2)-180%

S,=(n, —2)-180°+ (n,— 2)- 180° +

+ (fly=2) 180 bk (-2 < 180°
o=n+n,+n,+un~2-2-2,-2)-1807
5.=(m+n+nt. n—-2-F-180°(D)

s Substituindo (1) em (1)
S;=(RA—2-F)-180°
5.=(A—F)-360°

¢ Utilizando da relacao de Euler que
A —F =V — 2, essa igualdade fica:
S,=(A—F)-360°
5,=(V—2)-360°

Retornando ao exemplo, podemos agora cal-

cular mais rapidamente a soma das medidas dos
angulos das faces do poliedro correspondente subs-
tituinde apenas o numero de vértices na relacac que
acabamos de demonstrar, isto é:

5.=(V—2)-360°

5, =(18 —2)-360°=S, = 5760°



Exercicios resolvidos

Em um poliedro convexo, o numero de vértices é igual a

p ;
? do ndmero de arestas, e o nimero de faces é igual

a % do ndmero de vértices. Determine a quantidade de

arestas, de vértices e de faces do poliedro.

Sendo V a quantidade de vértices, A a de arestase F
a de faces, temos que:

=S

3

- 4 3 2
"u'TF=A—r2—>£ A+%=A+2—}

V=8

A soma das medidas dos dngulos internos das faces
de um poliedro convexo reqular é igual a 1 440°. Sa-
bendo que suas faces sdo triangulares, determine o
numero de arestas e o de faces desse poliedro e faca
um desenho dele.

Sendo V a quantidade de vértices, Aade arestase F
a de faces, temos que:

1440°=(V-2) - 360°

4=V-2-V=6 ¢ :

2A=3F v
, , 3F

VTF=A—.2—>5+F=T+2=7

= F =28

Logo, A=12.

O poliedro regular é o octaedro.

Em um poliedro convexo, formado apenas por faces

triangulares e guadrangulares, o nimero de faces

quadrangulares, de faces triangulares e o total de faces

formam, nessa ordem, uma progressao aritmética.

Sabe-se ainda que o numero de vértices do poliedro
& 8. Calcule o numero de arestas desse poliedro.

Sendo x, y e x + y, respectivamente, os niimeros de
faces quadrangulares, triangulares e o total de faces,
V a quantidade de vértices, A a de arestas e F a de
faces, temos que:

Do yix+y)PADy —x=x+y—y. .y=2x
2A=4-x+3-y>2A=4-x+3-2x ~. A=5x
V+F=A+2238+x+2x=5x+2 .. x=3
A=5x=5-3=15

EXEI‘CiCiOS propostﬂs Resolva os exercicios no caderno.

1.

Figuras: @ DAE

Diga se cada um dos poliedros a seguir é convexo ou
nio convexo. a) O poliedro @ convexo.
b) O poliedro ndo é convexo.

) b

Um poliedro convexo possui 8 faces e 18 arestas. Qual
é o niimero de vértices desse poliedro? 12

O tetraedro truncado é um poliedro convexo formado
por 4 faces triangulares e 4 faces hexagonais, conforme
sugere a figura,

Calcule o numero de vértices do tetraedro truncado. 12

Um paoliedro convexo possui uma face pentagonal, 5
faces quadrangulares e 5 faces triangulares.

a) Calcule o nimero de vértices desse poliedro.

b) Faca uma figura de um poliedro gue satisfaca as

condicoes do enunciado.
Respostas no Manual do Professor. .
Apds fazer algumas observagdes a respeito das quan-

tidades de arestas, vértices e faces de um poliedro
convexo, um aluno escreveu em seu caderno a con-
clusdo: "Em um poliedro convexo, quando o ndmero
de vértices € igual ao nimero de faces, o nimero de
arestas é par”. Utilizando a relacao de Euler, diga se a
conclusao obtida pelo aluno é verdadeira ou se fol mera
coincidéncia dos casos observados. Verdadeira.

Uma piramide quadrangular regular é formada por uma
base quadrangular e quatro faces laterais triangulares.
Assim, calcule
0s nimeros de
faces, arestas e
vértices de uma
piramide regu-
lar que possui
12 faces laterais
triangulares. Sao
13 faces, 24 arestas
e 13 vértices,
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7.

9.

10.

11.

12.

Umn poliedro convexo apresenta apenas faces triangu-
lares e quadrangulares. Sabe-se que o poliedro tem 8
vértices e que o nimero de faces triangulares € igual
ao dobro do nimero de faces quadrangulares. Calcule:

a) a soma das medidas dos angulos internos das fa-
ces desse poliedro. 2 160°

b) o ndmero de arestas desse poliedro. 15

Um poliedro convexo possui 32 vértices e é formado
apenas por faces triangulares, quadrangulares e octo-
gaonais. Os numeros de faces octogonais, quadrangu-
lares e triangulares s3o diretamente proporcionais aos
numeros 2, 5 e 8, respectivamente. Calcule o ndmero
de arestas desse poliedro. 60

Um poliedro convexo possui 20 arestas e é formado
apenas por faces triangulares e uma face quadrangular.
Seccionando-o por um plano, destaca-se dele um novo
poliedro convexo que possui uma face quadrangular a
maise quatro faces triangulares a menos que o poliedro
original. Calcule o nimero de vértices e de arestas do
novo poliedro. S3o & vértices e 16 arestas

Monte em seu caderno uma tabela que contenha as
seguintes informagoes sobre os poliedros regulares:
nome, formato das faces, nimero de faces, nimero

de arestas & niimero de vértices. Resposta no Manual
do professor

Quando os vértices de umn poliedro sdo os centros das
faces de outro poliedro, estes sao chamados duais ou
conjugados. Assim, o hexaedro regular e o octaedro
regular sao duais.

.J..r.\\.........-

)

Figuras: © DAE

a) Qual relacdo vocé observa entre o numero de vér-
tices de um e o nimero de faces do outro, se dois
poliedros sao duais? Sao iquais.

b) Existe um poliedro regular que é dual dele mesmo.
Qual é esse poliedro? O tetasdio

Calcule a soma das medidas dos angulos internos das
faces de cada um dos poliedros regulares representa-
dos nas figuras a seguir:

a) Tetraedro regular. b) Hexaedro regular.

¢) Octaedro regular. &) Icosaedro regular.

d) Dodecaedro regular.

c) 1440°
d) 6 480°

e} 3600°

13. Diagenal de um poliedro é um segmento de reta que
une dois vértices nao pertencentes a mesma face. Por
exemplo, no poliedro da figura a sequir, o segmento
AB é uma de suas diagonais.

| T

Desse modo, obtenha o ndmero total de diagonais do:
a) tetraedro regular. Zero,

b) hexaedro regular. Quatro,

c) octaedro regular. Trés

14. Um poliedro convexo é formado por 224 faces trian-
gulares, como mostra a figura a seguir.

a) Calcule o nimero de arestas desse poliedro. 336
b) Caleule o nimero de vértices desse poliedro. 114

15. Afigura a seguir representa um poliedro estrelado.

Junto com um cole-
g3, pesquise sobre os
poliedros estrelados.
Invente um problema
e apresente-o para os
demais colegas da tur-
ma resolverem.

Resposta pessoal.
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Ao observar a fotografia de um edificio, como
a indicada a seguir, constatamos que sua forma geo-
métrica lembra um poliedro. Assim, enquanto o edi-
ficio € uma forma real, o poliedro ao lado representa
uma forma idealizada.

Rubens Chaves / Pulsar Imagens

Um prédio pode se assemelhar a estrutura de um poliedro.
Edificio do BNDES, Rio de Janeiro, RJ. Foto de 2012,

O poliedro representado é formado por 6 fa-
ces, 8 vértices e 12 arestas. Veremos, a seguir, que tal
poliedro é denominado prisma. Nosso interesse em
estudar o prisma esta relacionado com medidas tais
como drea e volume.

Prismas e seus elementos

Nas duas figuras a seguir, 0s planos paralelos o
e B sao interceptados por uma reta r. No plano a, te-
mos representado um poligono.

figura | /

Flguras: @ DAE

CAPIiTULO
PRISMAS < 1 1

figura Il /

A figura geométrica formada pela reuniao de
todos 0s segmentos de reta paralelos a reta dada r,
com uma extremidade num ponto pertencente ao
poligono do plano « e a outra extremidade no plano
B, denomina-se prisma, conforme a figura Il.

Um prisma é um poliedro que possui duas
faces congruentes e paralelas (os dois poligonos
que estao nos planos o e B) e, além disso, as outras
faces sao paralelogramos cujos lados sao obtidos
ligando-se os vértices correspondentes das duas
faces paralelas.

No prisma obtido, temos os seguintes elementos:

aresta >
lateral

: -

aresta da base face lateral

e Bases:sao os poligonos convexas congruen-
tes situados nos planos paralelos.

¢ Arestas da base: 530 0s lados dos poligonos
que formam as bases.

¢ Arestas laterais: s3o 0s segmentos AA, BB,
CC! DD'e EE, todos paralelos entre si.
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¢ Faces laterais: s0 0s paralelogramos AA'B'B,
BB'C'C, CC'D'D, DD'E'E e EEAA.

o Altura: ¢ a distancia entre dois planos para-
lelos (distancia entre as bases do prisma).

Podemos classificar um prisma conforme certas

caracteristicas, por exemplo:

e Quanto ao nimero de arestas da base:
como as bases de um prisma sao poligonos
congruentes, podemos conceber quantos
prismas quisermos conforme imaginemos
suas bases. Como exemplo, temos:

R

Figuras: @ DAE

e )

prisma triangular prisma quadrangular

T S,

prisma hexagonal

prisma pentagonal

¢ Quanto a inclinacdo das arestas laterais:
se as arestas laterais sdo perpendiculares aos
planos das bases, temos um prisma reto. Se,
porém, as arestas laterais sdo nao perpendi-
culares (obliguas) aos planos das bases, te-
mos um prisma obliquo. Exemplificando:

prisma reto

prisma obliguo

-

¢ Paralelepipedo: é um prisma cujas bases
sao paralelogramos.

paralelogramo

paralelogramo

¢ Paralelepipedo reto: quando as bases sédo
paralelogramos e as faces laterais sio re-
tangulos, dizemos que o paralelepipedo é
reto.

paralelogramo
x

/

T
!

- i BB ——— retangulo
i
&

i F:l/

¢ Paralelepipedo retangulo ou bloco retan-
gular ou retorretangulo: quando as bases e
as faces laterais sao retangulos.

retangulo

= 7o

T B¢ —s retangulo

e Cubo: quando as bases e as faces laterais sao
quadrados.

guadrado

-

—— quadrado

Sdo dadas denominacoes diferentes para os
prismas quadrangulares, conforme suas caracteristi-
cas. Assim, de interesse para 0 nosso estudo, temaos:

- Unidade 4 Geometria espacial

Observacao:

Podemos dizer que um cubo é um caso parti-
cular de um paralelepipedo retorretangulo.



Prisma regular

Ha um caso particular de prisma reto que de-
vemos considerar. Quando, num prisma reto, 0s po-
ligonos das bases sao regulares, temos o prisma re-
gular. Pelo fato de o prisma ser reto, as faces laterais
serao formadas por retangulos congruentes.

Figuras: & DAE

bases: \

poligonos
regulares

v

face lateral:
retangulo

No prisma acima (denominado prisma reto he-
xagonal reqular), as seis faces laterais sdo retangulos
congruentes, e as duas bases sao hexdgonos regulares.
Sao exemplos de prismas regulares:

PR ]

prisma triangular
(base: tridngulo equilatero)

prisma guadrangular
(base: quadrado)

cubo: (hexaedro)
(base: quadrado)

prisma pentagonal
(base: pentagono regular)

Quando as bases de um prisma reto
sao poligonos regulares ele & deno-
minado prisma regular.

Area da superficie de um
prisma

villarejo/Shutterstock.com

Imagine que um fabricante de embalagens lan-
ce no mercado, por ocasido de uma data comemo-
rativa, uma embalagem como a sugerida na imagem
acima. Ha um custo de material que deve ser obtido
para o calculo do valor de venda. Para saber qual é
esse custo, € necessario, entre outros, calcular a drea
total dessa embalagem, ou seja, quanto de material
sera utilizado para sua confeccao.

A embalagem mostrada tem a forma de um
prisma. Logo, precisaremos saber calcular a area de
um prisma.

Considerando como exemplo um prisma regular
hexagonal, a figura a seguir representa o prisma de al-
tura h e medida da aresta da base g, e sua planificacao:
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Nesse prisma, como em qualquer outro, quan- 2. Considere um prisma hexagonal regular em

do pensamos no célculo das dreas, devemos pensar que a altura é igual a 8 cm e a medida da
nos poligonos das bases, na superficie lateral (reu- aresta da base é igual a 2 cm. Vamos calcular
nido das faces laterais) e também na superficie total a area total desse prisma.

(reunido das bases com a superficie lateral):

o Areada base (A,): drea de um dos poligonos
das bases;

e Area lateral (A): soma das dreas das faces la-
terais;

o Area total (A): soma da édrea lateral e das
areas das bases.

A drea total de um prisma, simboli-
zada por A, pode ser calculada pela
relacao:

A=A+2-A,

emque A, € aarea de cada base e A,
é area lateral.

Exemplos:

1. Vamos calcular a érea total do prisma regular
conforme representado na figura a sequir,
em que a aresta da base mede 3 cm e a altu-
ra éigual a 6 cm.

Figuras: © DAE

e Utilizando a relacao que estabelece a area de
um hexagono reqgular de lado a, temos:

L
¢ Area de cada base (drea de um quadrado): b 4
A,=3=9->A =9cm? Ab=6‘¥=bAb:6\f§cm2
e Area lateral (4rea de 4 retangulos 6 cm por o Area lateral:
3cm): A =6-a-h

AL=4'(6-3)=?2—)AL=72CH'11 &36'2'8=)AL296CH12

o Areatotal:
R e (alculo da &rea total (considerando V3 =1,73):
= ALy
=A +2-A
A=72+2-9—A =90 cm? i °
A=9+2-6V3

Portanto, a area total desse prisma € igual a
90 em. A =96+2076=A =116,76 cm?
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Exercicios resolvidos

1. A base de um prisma reto € um losango cujos lados
medem 10 cm e um dos angulos internos mede 60°,
como mostra a figura.

10V3 =
= 3 cm = 10V 3 cm. Assim, a area lateral é

igual a4- 10 V3em? + 400V 3em? = 500V 3cm?

) A,=2-50V3cm? +400V3cm?

L
i @ 2. Calcule a drea total de um prisma triangular regular
' g cujas arestas sio todas iguais a x.
ok iam ) © Esse prisma & formado por 2 tridngulos equiliteros e
sn“ | 3 QI:JadI"adDS, todos com medida do lado igual a x cm.
el Assim: = =
~ 10em i i xtV3 e RENVE 6 - x*
Se a medida da altura do prisma é igual a medida da o 4 R i 2 o 2
maior diagonal de cada uma das bases, calcule: 2(V3+6) "
a) aarea de cada uma das bases. A =2 v, b
b) a area lateral. 3. Uma caixa de bombons tem o formato de prisma
) aarea total hexagonal regular, cuja aresta da base mede 3 cm e
a) Podemos dividir esse losango em dois triangulos a aresta lateral mede 4 cm. Calcule a area total desse
equildteros cujos lados medem 10 cm. Assim, a area prisma.
Procurac ‘__E_Eg”ai & A area do hexagono regular da base é igual a 6 ve-
A=3.10 v3 = A =503 cm? zes a drea de um triangulo equildtero, ambos com
aresta medindo 3 cm. A drea lateral € igual a 6 retan-
b) A medida da maior diagonal do losango € igual gulos. Logor _ _
a duas vezes a medida da altura de um triangulo - xV3 it x¥* V3 + 6-x°
equilatero cujos lados medem 10 cm, ou seja, el 4 2
B3 x(V3+e) -
2
Exercicios propostos Resolva os exercicios no caderno.

1. Em um prisma hexagonal regular, as arestas da base a) Calcule a drea do triangulo ABC. £V/3 ¢
medem 2V3cm, e a drea total € igual 156V3cm?. b) Calcule a drea total de um prisma cuja altura mede
Determine a medida da altura desse prisma. 10 cm 10 cm e cuja base seja o tridngulo ABC_

- M (12V3 + 180)cm?

2. As bases de um prisma reto sao triangulos retangulos 5. A drea de um tridngulo também pode ser calculada
cujos catetos medem 5 cm e 12 cm. A medida da altura 1
é igual & medida das hipotenusas dos triangulos das pela seguinte férmula: S = a-b-sen(a), sendo e
bases. Calcule a area total desse prisma. 450 e ‘ B ;

‘ _ amedida do dngulo formado pelos lados cujas medidas

3. Emumprisma pentagonalreqular, a medida das arestas sdo a e b. Considere o tridngulo EFG da figura
das bases & 10 cm, e a altura mede 8 cm. Calcule a drea G
lateral desse prisma. 400 ¢’

4. A érea de um tridngulo qualquer pode ser calculada 25w
pela férmula:

=Vp-lp-a)-o-b)-(p— E
S=Vp-lp-a):p-b-p-9 10 cm
em gue p é o semiperimetro de tridngule cujos lados ; s
: Sk a) Caleule a drea do tridngulo EFG. 5V 32 cmy
medem a, b e ¢. Considere o triangulo ABC da figura: )i Calcilie a dica o S
: b) Calcule a area lateral de um prisma cuja base é o
A~ triangulo EFG e cuja altura mede 12 cm. _
A _ : (120 + 24V3 + 24V3cm?
yd . 6. Para construir uma caixa sem tampa, uma pessoa dis-
i = ded folha de papeldo com formato retangular,
i ~ poe deumafolnadepa co Ratoetanguiar,
vk cujas dimensoes sao 100 cm de comprimento e 80cm
- de largura. Em cada um dos cantos dessa folha serao
i gom 8 recortados guadrados cujos lados medem xcm, como
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mostra a figura. Em sequida, dobra-se na drea tracejada
e colam-se as arestas comuns com uma fita.

100 cm

Figuras: @ DAE
=

80cm

a) Qual serd a drea da superficie externa da caixa se
x=20cm? &) 6400 cm’

b) Qual deverd ser o valor de x para que a area da su-

perficie externa da caixa seja igual a 7 100 cm??
b) 15cm
7. Em um prisma hexagonal regular, cuja altura mede
15 cm, a area lateral é igual ao dobro da drea de cada

uma das bases. Calcule a drea total desse prisma.
1800V 3cm?
8. Umchocolate é comercializado no farmato de prismas

retos trapezoidais, conforme mostra a figura.

1.5 cm

4.5¢cm
Supondo que esses chocolates sejam envolvidos com
papel aluminio de modo que nao haja sobra de
material, qual é a drea de papel utilizada em cada
chocolate? 122 ¢’

9. Afigura mostra um prisma reto cujas bases sao hexa-
gonas Convexos.

s

a) Qual é a soma das medidas dos angulos internos
das faces do prisma hexagonal representado na
figura? 3600°

b) Qual é o nimero de diagonais desse prisma? 15

10. Para confeccionar uma caixa para presentes, uma

pessoa utilizou o seguinte material.

4 dm

1dm

S5cm

1dm
Respostas no I"."’I.’}I"Iqm do Professor.
Utilizando cola para unir convenientemente as faces
laterais e as bases, constréi-se uma caixa com o formato
de um prisma hexagonal regular. Para confeccionar a
tampa, serao utilizadas abas com 5 ¢m de largura.

a) Faca um desenho para representar a caixa apos ser
montada.
b) Calcule a drea da quantidade de material utilizada

para confeccionar a caixa. (Utilize a aproximagio
V3 =1730 =3219cn7

Paralelepipedo e cubo

Petlia Roman/Shutterstock

exemplos de prismas cujas formas sao parecidas com
objetos diversos. Assim, vamos detalhar as relacoes
que permitem calcular ndo apenas a drea de suas su-
perficies, como também as relacoes métricas envol-
vendo as medidas das arestas e diagonais.

- Unidade 4 Geometria espacial
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Calculo da area total do
paralelepipedo retdngulo e do cubo
A area total do paralelepipedo reto-retdngulo

pode ser determinada pela soma das dreas dos seis
retangulos (suas faces), conforme planificacdo a seguir.

a s
e C




A =ab+ab+ ac + ac + bc + bc
A, = 2ab + 2ac + 2bc
A, = 2(ab + ac + bc)

Observando gue o cubo é um paralelepipedo
reto com as trés dimensées iguais, podemos deter-
minar a area total considerando a soma das areas de
seis quadrados:

Figuras: © DAE

A=d+a+d+d+a+ad
A =6

Calculo da diagonal do
paralelepipedo retdngulo e do cubo

Na figura a seguir, o paralelepipedo retangulo
representado tem dimensdes a, b e ¢. Nesse parale-
lepipedo, vamos considerar como d a medida da dia-
gonal do paralelepipedo e x a medida da diagonal de
uma das faces do paralelepipedo:

Observando o tridngulo retdngulo (I) na face do
paralelepipedo e aplicando o teorema de Pitagoras,
femos:

X=a+b ()

Ja no tridngulo retangulo (Il), também pelo teo-

rema de Pitdgoras, podemos escrever:

d=x+c i)

Substituindo (1) em (II):
=+ +=2>d=Ve+t?+c

Como o cubo é um caso particular do parale-
lepipedo retangulo, na figura a seguir poderiamos
inicialmente obter a medida da diagonal x da face e
depois obter a medida da diagonal do cubo. Porém,
basta considerar a férmula da diagonal do paralelepi-
pedo, em que as trés arestas tém a mesma medida
a, ou seja:

d=Va+b+2

d=Va+a+ad
d=V3& =>d=aV3

Exemplos:

1. Dado um paralelepipedo reto de arestas me-
dindo 10 cm, 8 cm e 6 cm, vamos calcular a
medida da diagonal e a 4rea total desse sélido.

Prismas Capitulo 11 -



o (alculo da medida da diagonal:
d=Va@+b+2
d=V10+8+6
d=Vv200 =d=10V2cm

o (dlculo da érea total:

A = 2(ab + ac + bc)
A, =2-(10-8+10-6+8-6)
A =376 cm?

2. Considerando o cubo de aresta medindo
2V3 cm, conforme indicado na figura, va-
mos determinar as medidas da diagonal do
cubo e também da éarea total desse cubo.

Exercicios resolvidos

2/3cm

Figuras: @ DAE

2J3cm

24/3cm

¢ (élculo da medida da diagonal do cubo:
d=aVv3
d=2V3V3 =d=6cm
(Célculo da area total:
A =6d’
A=6-V3)Y = A=72cm?

1. Adreatotal de um cubo aumenta 96 cm? ao aumentar
em 2 ¢m suas arestas. Qual € a medida da aresta do
cubo antes do aumento?

Sendo x a medida da aresta antes do aumento, temos:

6-x+2=6X+9%=x+4x+4=x"+16..
L Xx=3cm

Assim, a medida da aresta do cubo antes do aumen-
toéde3cm.

2. No cubo da figura, as arestas medem 10 cm. Calcule:

Ay

10 cm

a) a medida das diagonais das faces.

b) a medida das diagonais do cubo.

a) A diagonal d da face de um cubo de lado x € dada
pord=xV2 _ Assim,d=10V2cm.

b) A di.‘ggonal D de um cubo de lado x € dada por
D=xV3.Assim,D=10V3 cm.

3. Asdimensdes de um paralelepipedo retingulo sao, em
metros, expressas por trés nimeros pares consecutivos.
Se a drea total desse paralelepipedo é igual a 376 m?,
calcule a medida de suas diagonais.

Sendo x — 2, x & x + 2 as dimensoes do paralelepipe-
do, temos:

376 =2 [(x—2): x+ (x+ 2Mx + 2) + x(x + 2)] =
—188=3x"—4-5x*=64_ . x=8m

Se x = 8, entdo as arestas medirdo (8 — 2)cm,8cme
(8 +2)cm,istoé,6cm,8Bcme 10 cm.

Assim, temos:
d = 6* + 8 + 10
d = /200

d=10y2 o = 1042 cm

. Considere que a medida da diagonal do cubo, confor-

me representada na figura a sequir, seja D unidades de
comprimento. Obtenha uma expressao que fornecaa
area total A_desse cubo em fungao da diagonal D.

o 5| b

« Inicialmente vamos obter a medida da aresta a de
um cubo em fungao de sua diagonal D:

D=a3
D —
i a
- Agora expressamos a drea em funcao da da dia-
gonal:

A =6-a’
D
A =6 |—
‘ [ﬁI
D2
At =6'F =>A! =2D‘2
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EXEI'CiCiOS pI‘OPOStOS Resolva os exercicios no caderno.

1. Seasomadas medidas das arestas de um cubo é igual
a 96 cm, quais as medidas das diagonais das faces
desse cubo? 8V 2 cm

2. Em um cubo, as diagonais das faces medem 4 dm.
Calcule:
a) amedida das diagonais desse cubo. V& dm
b) a érea total desse cubo. 48

3. Em um paralelepipedo retangulo, as dimensoes sao
10 cm, 6 cm e 4 cm. Calcule:

Figuras: & DAE
(=]
El

10cm 23/ 38eam

a) amedida das diagonais do paralelepipedo.
b) a drea total do paralelepipedo. b) 245 e’

asEeinEsaean

e ~ 2.3em

3JZcm

4. As dimensdes de um paralelepipedo retangulo sao

2V3cm 3V3 cm e x. Determine o valor de x sabendo

que as diagonais desse paralelepipedo medem 6 cm.
Vbecm
5. Em um paralelepipedo retangulo, as dimensdes sao

abec

a) Sendo D a medida das diagonais do paralelepipe-
do, expresse D’ em funcdodea bec.

e
b) Sendo S a érea total do paralelepipedo, expresse S

emfuncaodea, bec. S=2ab+ 2ac + Jbe

c) Desenvolva a expressao (a+b+c)f
é+vl~c ¥ +'c2+2ab + 2ac + 2bc

d) Escreva (a + b = c} em fungio de D?e S.
fo+b+cf=02+5

Se aumentarmos a medida das arestas de um cubo
em 20%, qual serd o aumento percentual:

a) da medida das diagonais desse cubo? 20%

b) da area total desse cubo? 442

Um cubo cujas arestas medem 2V3cm e um para-
lelepipedo retangulo cujas dimensdes sao dadas, em
cm, por trés nimeros diretamente proporcionais a 2,
3 e 4, tém a mesma drea total. Calcule:
a) a drea total do cubo. 212 e’ _ _
2\-"6_0’11r 3VE cm
ed4yVb6cm
c) a medida das diagonais do paralelepipedo.

V174 cm
Um cubo, cujas arestas medem 30 cm, foi pintado de
vermelho e, em sequida, cortado em cubos menares,
cujas arestas medem 10 cm, como mostra a figura.

b) as dimensdes do paralelepipedo.

a) Qual é o nimero total de cubos menores que fo-
ram obtidos? 27

b) Quantos cubos menores tém apenas uma face
pintada de vermelho? &

<) Quantos cubos menores tém exatamente duas fa-
ces pintadas de vermelho? 1>

d) Quantos cubos menores tém exatamente trés fa-
ces pintadas de vermelha? &

Com base na figura a seguir, invente e resolva um
problema relacionando um prisma regular de base

quadrada e um cubo. Resposta pessoal.
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Exemplo de uma sala de aula.

1. As salas de aula geralmente tém a forma de um
grande paralelepipedo retangulo. Com o auxilio de
uma trena, obtenha, em sua sala de aula, as medidas:

a) do comprimento.
b) da largura.
¢} da altura.

Volume do prisma

Uma piscina sera construida em um terreno
plano. Para ter uma boa ideia de como sera a piscina,
na ilustracao abaixo evidenciamos a vista superior e
o "corte”feito no terreno.

Figuras: & DAE
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EXPLORANDO Resolva os exercicios no caderno.

Junto com alguns colegas, explore o que foi
estudado a respeito do paralelepipedo retangulo,
conforme os seguintes itens:

chuekstock/Shutterstoek.com

Orientagdes e respostas no Manual do Professor.

2. Calcule a area total de sua sala de aula.

3. Considere que as paredes e o teto de sua sala de aula
deverao ser pintados. Quantos metros quadrados se-
rao pintados? Nao esqueca de excluir janelas e portas.

4. Aturma decidiu construir um aqudrio na sala de aula.
Ele terd o formato de um paralelepipedo reto-retan-
gulo. Decida as medidas do aquério e calcule a drea
do vidro que serd utilizado.

Obs.: pesquise sobre os cuidados que devem ser
tomados em relacao a construgdo de um agqudrio e
apresente-os a classe.

A i

e T

Discovod/Shutierstock.com

Modelo de aquario para a atividade proposta.

Com as medidas indicadas, teremos de calcular
aproximadamente o volume de terra que sera retirado
e também a capacidade dessa piscina. Para tanto, preci-
samos saber como calcular o volume de um prisma, isto
&, medir 0'espaco”que um prisma ocupa.

Assim como ocorreu com medidas lineares
(comprimentos) e medidas de superficies (&reas),
também para medir o espaco (volume) ocupado por
um objeto estabelecemos uma unidade de compa-
racao. A unidade utilizada & um cubo unitario.

Se utilizarmos o cubo como unidade de medi-
da de volume, podemos obter o volume do solido
(paralelepipedo retangulo) representado a seguir:




Comparando o cubo com o paralelepipedo,
podemos dizer que se a unidade de volume do cubo
é U, entao o volume V do paralelepipedo represen-
tado sera

V=24U

Assim, teremos, para cada unidade de comprimen-
to, uma unidade correspondente de volume, ou seja:

e Um cubo de 1 cm de aresta tem 1 cm?® de
volume.

o Um cubo de 1 dm de aresta tem 1 dm? de
volume.

e Um cubo de 1 m de aresta tem 1 m? de vo-
lume.

Podemos dizer que o volume de um sdélido qual-
quer sera 0 numero que expressa a quantidade de ve-
zes que o solido considerado contém o cubo unitario.
Como nem sempre deparamos com sdlidos que te-
nham formas “requlares’, determinar o niimero de vezes
gue eles contém o cubao unitario ndo é evidente. Neces-
sitamos, entao, estabelecer férmulas para o célculo do
volume de determinados sélidos geométricos.

Considerando que um cubo unitario tem volu-
me 1 e representando esse fato porV(1, 1, 1) =1, va-
mos abter o volume de paralelepipedos retangulos.
Note que qualquer paralelepipedo retangulo tem
trés medidas: comprimento (a), largura (b) e altura (c).
Representaremos esse volume por V(a, b, ).

Observe que o volume de um paralelepipedo
reto é proporcional a cada uma de suas dimensoes.
Isso significa que, mantendo fixas duas de suas di-
mensoes e multiplicando a outra dimensao por um

numero natural ndo nulo n, o volume também serd
multiplicado por n.

Vamos analisar alguns exemplos.

1. Nailustracdo a seguir, vamos considerar, por
exemplo, um bloco retangular de medidas
a, b e c. Fixando as medidas a e b, enquanto
multiplicamos ¢ por 4, teremos outro bloco
retangular a direita.

(i)

Pela figura, podemos dizer que o volume do
solido | é proporcional ao velume do solido
Il. A razdo de proporgéo é 4:

V(g,b,4c) _
Vg, b, c)
Vi(a,b,c) = 4-V(a,b,c)

Assim, o sélido Il tem volume 4 vezes o volu-
me do sdlido |.

2. Agora, vamos considerar um bloco retangu-
lar | de medidas g, b e c em gue fixamos as
medidas a e ¢ e multiplicamos a medida b
por 2. Obtemos, assim, o bloco retangular lll.

(1

a

¢ Conforme a ilustracdo, podemos dizer que o
volume do sélido Il é proporcional ao volu-
me do sélido |. A razdo de proporcao é 2:

Vi(a, 2b, 4¢) — >
V(a, b, c)
Via, 2b,c) = 2-V(a, b, c)

Assim, o salido Il tem volume 2 vezes o volu-
me do sdlido .
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3. Conforme ilustracdo a seguir, vamos consi- O gue observamos nesses exemplos, de forma

derar o bloco retangular | de medidas a, b e intuitiva, para nimeros naturais também vale
¢ e o bloco IV, cujas medidas sdo 3a, b e c. quando as medidas das arestas sao represen-
Fixamos b e ¢, e multiplicamos a por 3: tadas por nuimeros reais. Podemaos utilizar o ra-

ciocinio exemplificado para calcular o volume
de um paralelepipedo retangular em funcéo
de um cubo unitério. Assim, sendo a, b e c as
medidas das arestas de um paralelepipedo re-
™ tangular, temos que seu volume é:

Vig,b,c)=V(a-1,b,¢)
V(g b,o=a-VQ,bc=a -V(1,b-1,0

b
3a Vg, b,o=a-V(1,b- 1,0
* Podemos dizer que o volume do sélido IV é Vig b,dd=a b-V(1,1,¢0
proporcional ao volume do sélido I. A razao Vig,bd=a-b-V(1,1,c-1)
de proporcao é 3: Via.bd=a-b-c-V{,1,1)
V3a,b,4c) _
Via.b.c) 0 volume de um paralelepipedo re-
VB3a,b,0) = 3-V(a,b,0) tangular é o produto das medidas reais
4. A partir do bloco retangular | de medidas pomlvasdeﬁuagamﬁtagEmﬁmbebs,
a, b e ¢, construimos um bloco retangular V iindn\fevﬁiwneﬁﬁ,ﬁ?ecaS Ui
cujas arestas tém medidas multiplicadas res- S _tE e
pectivamente por 3, 2 e 4, conforme figura: V=a-b-c

Como ovolume do cubo unitdrioé 1, temos que:
V(g bco=a-b-c-V(1,1,1)
Vg bo=a-b-c-1=Vigbd=a-b-c

Observacgoes:

Flguras: © DAE

1. Considerando como base, por exemplo, a face do
paralelepipedo retangular que tem medidas a e
b,sendo A, = a - b a drea dessa base, a medida c
representarad a altura h do sélido. Assim, podemaos
escrever:

3a

O volume do sélido V é o volume do sélido |
multiplicado por 24, ou seja:

V(3a, 2b, 4c) = 3 - V(a, 2b, 4¢)

V=a-b-c

V=(a-b)-c—>V=A—-h

Dessa forma, podemos dizer que o volume de um
ViBa, 20, aep=3-2-Ma, 6, 5) paralelepipedo retangular é o produto da drea da
V(3a,26,4c) =3-2-4-(a,b,0) base pela medida da altura. Esse resultado serd
V(3a, 2b,4c) = 24 - V(a, b, 4c) utilizado para determinar o volume de um prisma.
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2. Como um cubo é um paralelepipedo retan-
gular em que as arestas tém medidas iguais,
temos gue:

Figuras: © DAE

V=a-b-c

V=grg-a=V=d

O volume de um cubo cuja aresta mede g é
o cubo da medida dessa aresta. Dai utilizar-

mMos a expressao "ao cubo” para a poténcia
de exponente trés.

Vamos calcular agora o volume de terra que
deve ser retirado do solo para fazer a piscina, confor-
me situacao apresentada anteriormente.

e Como o "buraco” tem a forma de um para-
lelepipedo retangular, vamos calcular seu
volume a partir das medidas das arestas:

V=a-b-c
V=43m):-(95m): (1,5m)
V=61275m3

Observacao:

Considerando que um recipiente oco que
ocupa um espaco de 1 m? tem capacidade de
1000 litros, podemos dizer que a capacidade
maxima do “buraco” (piscina a ser construida)
no exemplo anterior € de 61 275 litros.

Volume do prisma e principio
de Cavalieri

Embora o principio de Cavalieri envolva con-
ceitos mais avancados sobre medidas, ele sera (til
aqui para compreender como obter o volume de um
prisma a partir do volume de um paralelepipedo re-
tangulo visto anteriormente. Antes de formalizar esse
principio, vamos considerar duas pilhas de cartas de
baralho, como sugerem as ilustracoes a sequir.

Ora, as duas pilhas sao formadas por cartas de
mesmo tamanho, e cada pilha tem a mesma quanti-
dade de cartas. O que muda de uma pilha para outra
& a forma de empilhar as cartas. Intuitivamente acre-
ditamos gue as duas pilhas de cartas ocupam o mes-
Mo espaco, isto & tém o mesmo volume. Além disso,
se imaginarmos um plano horizontal seccionando as
duas pilhas, as intersecoes desse plano com as pilhas
serao formadas por retangulos de mesma area (rea
de uma carta). Esse tipo de raciocinio leva ao princi-
pio de Cavalieri. Adotaremos esse principio sem de-
maonstragao.

Vamos imaginar outra situagac que permitira,
mais uma vez de forma intuitiva, compreender o que
diz esse importante principic gue enunciaremos a
seqguir.

Consideremos gue os dois sélidos geométricos
A e B, representados a seguir, estejam apoiados em
um mesmo plano horizontal «. Vamos supor agora
que esses dois sélidos sejam cortados por um plano
paralelo ao plano a. A esse plano paralelo chamare-

mos plano B.

Se qualquer plano B paralelo ao plano a
“cortar” os dois solidos em secbes de mesma area,
os dois solidos terao o mesmo volume. Chegamaos
ao principio enunciado pelo italiano Bonaventu-
ra Cavalieri (1598-1647), conhecido por principio
de Cavalieri:
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Sao dados dois sélidos e um plano.
Se qualquer plano paralelo ao pla-
no dado secciona os dois solidos
segundo superficies de mesma area
(superficies equivalentes), entdo esses
solidos tém o mesmo volume (sélidos
equivalentes).

Note que esse principio exige que as areas se-
jam iguais qualquer gue seja o plano paralelo ao pla-
no dado seccionando os sélidos. Decorre disso que
as bases desses dois solidos devem ter a mesma area
e também que esses dois solidos precisam ter a mes-
ma altura.

Utilizando o principio de Cavalieri e o volume
de um paralelepipedo retangulo, podemos agora
obter o volume de um prisma. Assim, consideremos
a seguir um prisma e um paralelepipedo retangulo
de mesma altura h e bases com a mesma area A, (as
bases contidas no plano a).

-~

Todo plano horizontal B, paralelo ao plano «,
que secciona esses dois sélidos, determina no pris-
ma uma secao de érea S, que € igual a area de sua
base, e no paralelepipedo uma secdo de drea S, que
éigual a drea de sua base.

B i o .
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Como as areas das bases do prisma e do parale-
lepipedo sao iguais, temos também que:

Assim, pelo principio de Cavalieri, os dois séli-
dos tém o mesmo volume:

Neste capitulo, fizemos a observacao de que o
volume de um paralelepipedo retangulo € a érea da
base multiplicada pela altura. Logo:

Exemplos:

1. Vamos calcular o volume de um prisma re-
gular hexagonal, sabendo que sua altura é
8 cm e que a aresta de sua base mede 4 cm.

8cm

7 4em
4cm

¢ (dlculo da drea da base (drea de um hexago-
no regular):

2
A —g. O3

= A = 243 cm?



o Calculo do volume: tura h desse prisma por meio da razéo trigo-
nométrica seno de um a&ngulo agudo num
V=A -h

triangulo retdngulo:
V, =243 -8 =V =192/3 cm?

2. Na figura a seguir, temos representado um
prisma guadrangular obliquo. Vamos cal-
cular o volume desse prisma, considerando
que a base & um retangulo.

Figuras: © DAE

cateto oposto
nefe=——F——
- hipotenusa
V3 ok
T = E = h = 5\/3_0"[1

e (alculo do volume, observando que a érea
da base é a &rea de um retangulo:

e Como o angulo que o prisma forma com o V=A-h
plano da base tem medida 60° e a aresta la- .
teral mede 10 cm, podemos determinar a al- V,=(65):5V3=h=150V3 cm

Exercicios resolvidos

1. Calcule o volume de um cubo cuja &rea total é igual a
150 dm?.

Sendo x a medida das arestas do cubo, temos:
6-x°=150=>x’=25 . x=5dm

Vevso= 5°= Veueo =125 dm’

2. Em um prisma hexagonal regular, a drea de cada face
lateral é igual 2 metade da drea de cada uma das bases.

Se a altura do prisma mede 9 cm, calcule seu volume. Obtenha o volume desse prisma. (Utilize a aproximagao
Sendo x a medida das arestas da base, temos: V3 =173)
Sendo h a medida da altura do prisma, temos:
1 6-x2-3
x'9=3*—4 —)X£=¥2.
25°=200=H'".H=15
X =43 em o ‘
il i 0O hexagono da base pode ser dividido em 6 trian-
- 64 : _ [ ilateros de lado 10 cm. Assim:
Vi ™ z .9V = 64843 cm? gulos equilateros de lado 10 cm. Assim:
10243
4. Emum prisma hexagonal regular, as maiores diagonais Vorsun = 6° o 15 = 225043 = 38925
medem 25 c¢m, e as maiores diagonais das bases me- v = 38925cm’
dermn 20 cm, como mostra a figura. FREMA
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Exercicios propostos
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CAPITULO

12

Nas duas ilustracdes a seguir, temos pira-
mides construidas em épocas e em locais dife-
rentes: € o contraste entre 0 antigo e 0 novo.
Foram erguidas também com objetivos com-
pletamente diferentes.

Necrépole de Gizé (Gizé, Egito), onde estdo localizadas
as pirdmides de Quéops, Quéfren e Miguerinos,
construidas por volta de 2700 a.C. Foto de 2015.

Piramide do Louvre (Paris, Franga), construida em 1989.
Foto de 2015.

Considerando, por exemplo, a piramide
de Quéaps, quais sao suas dimensoes? Qual é
o volume ocupado por essa piramide? Qual a
area total da piramide francesa?

Para responder a essas e outras possiveis
questoes relacionadas as construcoes dessas
piramides, vamos estudar os poliedros denomi-
nados piramides.

Observe, a seguir, a representacao de al-
gumas piramides:

- Unidade 4 Geometria espacial

} PIRAMIDES

Reberthard ing /A lamy/Fotoarena

Sean Heu/Shutterstack.com

piramide triangular  pirdmide quadrada  piramide hexagonal

Veremos em seguida como obter uma
piramide, quais sdo suas caracteristicas e seus
elementos. Assim como ocorreu com o prisma,
0 Nosso interesse maior esta na determinagao

das areas e do volume de uma piramide.

Piramide e seus elementos

Na figura a seguir, temos um poligono
convexo ABCDEF de seis lados num plano a e
um ponto V fora desse plano.

Flguras: © DAE

Para obter uma piramide, precisamos to-
mar segmentos de reta, todos com uma extre-
midade no ponto V e outra extremidade nos
pontos do poligono (regido poligonal). A reu-
niao de todos os possiveis segmentos assim
construidos é um solido geométrico denomi-
nado piramide.

Note que a piramide, como citado ante-
riormente, € um poliedro. Esse poliedro possui
uma face contida no plano a (base da pira-
mide) e outras faces, que sao tridngulos cujos
lados sao obtidos ligando-se o ponto V com
vértices pertencentes ao poligono (linha poli-
gonal) contido em a.



Vamos identificar numa piramide alguns
de seus elementos:

Figuras: & DAE

aresta lateral

face lateral

base aresta da base

e Base: € o poligono convexo situado no
plano a.

e Veértice: ¢ 0 ponto V nao pertencente
ao plano a.

¢ Arestas da base: séo os lados do poli-
gono que forma a base.

e Arestas laterais: sao os segmentos AV,
BV, CV, DV, EV e FV.

¢ Faces laterais: sao os tridngulos VAR,
VBC, VCD, VDE, VEF e VFA.

e Altura: é a distancia do vértice da pira-
mide ao plano da base.

Assim como 0s prismas, as piramides
também podem ser designadas com base em
certas caracteristicas, tais como o poligono que
forma a base. Observe os exemplos:

piramide pentagonal

piramide octogonal

Observacao:

Como a base de uma pirdmide é um poligono,
podemos conceber quantos poligonos quiser-
mos conforme imaginemos sua base.

Pirdmides regulares

Se o poligono da base de uma piramide
€ um poligono convexo regular (medidas das
arestas iguais) e as arestas laterais sdo con-
gruentes entre si, a piramide é denominada pi-
ramide regular.

Sao exemplos de piramides regulares:

pirdmide
triangular regular

v pirdmide
quadrangular regular

piramide
hexagonal regular

Sao caracteristicas de uma piramide regular:

e Asfaces laterais séo triangulos isdsceles
congruentes.

* A projecado ortogonal do vértice sobre
o plano da base € o centro do poligono

da base.
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O nosso estudo concentra-se em piramides
regulares. Por isso destacamos a seguir, em uma pi-
ramide regular, alguns elementos importantes que
auxiliarao no célculo da 4rea e do volume de pira-
mides:

h (altura da pirdmide): segmento que liga o
vértice da piramide ao centro do poligono
da base.

r (apdtema da base da piramide): segmen-
to que liga o centro do poligono da base
com o ponto médio da aresta da base (raio
da circunferéncia inscrita ao poligono da
base).

a, (ap6tema da pirdmide): segmento que
liga o vértice da piramide ao ponto médio da
aresta da base (altura do tridangulo isosceles
correspondente 3 face lateral).

a, (aresta lateral da piramide): medida do
segmento que liga o vértice da piramide ao
vértice do poligono da base.

a (aresta da base da piramide): lado do poli-
gono da base da pirdmide.

R: raio da circunferéncia que circunscreve o
poligono da base.

Em qualquer uma das pirdmides regulares
destacadas anteriormente, podemos obter rela-
¢Oes métricas entre as medidas de alguns desses
elementos. Para facilitar a visualizacdo dessas re-
lagbes, vamos considerar uma piramide regular
em que destacamos quatro triangulos retangulos.
Nesses tridangulos retangulos, considerando o teo-
rema de Pitdgoras, obtemos relacbes métricas en-
volvendo os elementos citados.
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2

Exemplo:

Numa piramide quadrangular regular, o lado da
base mede 6 cm e a altura 4 cm. Vamos calcular
a medida do apotema da pirdmide e também a
medida da aresta lateral dessa piramide.

6em

e A altura, 0 apotema da base e o apdtema da pi-
ramide formam um triangulo retdngulo, tal que:

a’=r+h

al
P

62
(—] +4* =a =5cm
2 P

e A aresta lateral, o ap6tema da piramide e a

metade da medida da aresta da base for-
mam um triangulo retangulo, tal que:

2
a
aL’ = (—] + a?
2 P

6 2
af=(3] +5 — g =34 cm
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Area da superficie deuma
pirdmide

Como podemos calcular a érea da superficie de
uma piramide?

Se planificarmos um modelo de uma pirdmide,
compreenderemos mais facilmente como é formada
a superficie total e como calcular sua érea:

planificagao

Exercicios resolvidos

o Areada base (A): drea do poligono da base
(regido poligonal).

e Area lateral (A): soma das éreas das faces
laterais.

¢ Area total (A): soma da érea lateral com a
area da base.

A area total da superficie de uma pira-
mide, representada por A, pode ser cal-
culada pela relagao:

A=A TA
emque A ¢éadreadabasee A éadrea
lateral da piramide.

1. Emuma pirdmide quadrangular regular, a drea da base
¢ igual a 64 cm? e a altura mede 3 m.

a) Faga um desenho que represente essa piramide.
b) Calcule a medida do apdtema da pirdmide.
c) Calcule a &rea total da piramide.

b) Sendo x a medida das arestas da base e ao apoé-
tema da piramide, temos:

XX=64 .. x=8m

(apP =324+ 42 - a, =5m

8:5
oA =64+4‘—2

A =144 m?

t

2. Uma pirdmide é construida a partir de um cubo cujas
arestas medem 5«.5 m, de modo que sua base coin-
cide com uma das faces do cubo e o vértice é o centro
da face oposta a base. Observe a figura.

Obtenha a area lateral da piramide.
Sendo ao apétema da piramide, temos:

jo2
52 50
— 2 I =
() = (52 + [ 5 ) - (a,) 50 + %
250 5,10
=¥ (ﬂp:lz = g —will= M
4 g 2
1 5110
A =4-—:5/2- = 25./20
2 2
A, = 505 m?

3. Uma das faces de um tetraedro regular esté inscrita
em uma circunferéncia de raio 2 m. Calcule a rea total
desse tetrasdro.

Sendo x a medida das arestas do tetraedro, temos:

Como as faces do tetraedro sao tridngulos equila-

3 : 8 2
teros, o raio da circunferéncia é igual a ; da altura
do tridngulo equilatero. Assim:

2 oy 8
3 2 J3

x=2{3m

Logo:

PPl CF

Tatal 4

A =123 m?

Tatal
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Exercicios propostos

1

Resolva os exercicios no caderno.

Em uma pirdmide quadrangular regular, o apdtema
mede 13 cm e as arestas da base medemn 10 ¢cm, como
mostra a figura.

Figuras: & DAE

D cm

Obtenha a medida da altura dessa pirdmide. 12 cm

. Dapdtema da base de uma piramide triangular regular

mede 243 metros. Se a altura da piramide mede 12
metros, calcule:

a) amedida das arestas laterais. &v3m
b) a medida do ap6tema da piramide. 2./39m

. Calcule a drea lateral e a medida da altura de uma

pirdmide hexagonal regular cuja planificacao esta
representada na figura.

A drea lateral é 12\.1'211:1'n2 /
eaalturad 3 cm. ;

A piramide de Quéops, também conhecida como a
Grande Piramide, € a maior das trés pirdmides de Gizé.

Joana Kri sefAlamyFotoarena

Uma réplica dessa piramide, tal que sua altura mede
74 cm e as arestas da base quadrada medem 114 cm, foi
construida emisopor. Deseja-se pintar externamente a
base e as faces laterais dessa réplica. Qual a area total
a ser pintada? (Utilize a aproximacio +/349 = 18,7)

Aproximadamente 34 314 cm’,

. Na figura, as arestas do tetraedro regular medem 12

cm. Determine:

10.

a) a medida da altura do tetraedro regular. 446 cm
b) a drea total do tetraedro regular. 144,53 cm?

Na figura, as arestas do oc-

taedre regular medem 5 cm.

Calcule: o5

a) adreatotal desse octaedro.

b) a distancia entre dois vér- ~_ [
tices nao consecutivos do ~
octaedro. 542 cm

Em uma pirdmide quadrangular, todas as arestas me-
dem 8 metros, como mostra a figura a seguir.

Calcule a razao entre as medidas do ap6tema e da
altura da piramide. u'r_ﬁ

Calcule a érea total dfe uma piramide quadrangular
regular cujas arestas da base medem 12 metros e as
faces laterais formam com o plano da base um dngulo
de 45°. (Utilize a aproximagao v2 = 1,41)

Aproximadamente 347,04 m?

Na piramide ABCDE da
figura a sequir, o segmen-
to CE € perpendicular ao
plano que contém a base
ABCD.

Se a base ABCD & um
quadrado cujos lados
medem 2 metros e CE =

CA, calcules A)BE=2J3meAE = 4m
a) as medidas dos segmentos BE e AE.

b) a medida do dngulo BAE (utilize a lei dos cossen&s%ba
c) a area total da piramide (utilize as aproximagoes

V2 = 1413 =173).
) Aproximadamente 16,56 m”.
Elabore um problema sobre a drea total de uma pirami-

de em que a base é um hexagono regular. Em sequida,
apresente-o a um colega para que ele possa resolver,

e resolva o problema elaborado por ele.
Resposta pessoal.
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Volume da pirdmide

O célculo do valume de uma piramide pode ser
efetuado a partir do volume de um prisma de mesma
base, como veremos adiante. Antes, vamos observar
um resultado importante que obtemos quando sec-
cionamos uma pirdmide por um plano paralelo ao
plano da base. Observe a figura:

e
>

O plano B, paralelo ao plano « que contém a
base, determina uma secao, um poligono semelhan-
te ao poligono correspondente a base da piramide.
Além disso, o plano B divide a pirdamide em dois soli-
dos geométricos: um tronco de piramide (formado
pelas bases de dreas A_e A)) e uma piramide menor
(de base A,). Se considerarmos as duas piramides (a
de altura H e a de altura h), podemos dizer que sao
semelhantes. Se a razao de semelhanca entre as me-

; ; . < 5 ;
didas lineares ¢ — , entao a razao entre as areas das
H

bases dessas duas piramides é:

2
i T (E)
A H
Como nosso objetivo é calcular o volume de
uma pirdmide, vamos considerar duas etapas. Ini-
cialmente, vamos considerar o principio de Cavalieri

para duas piramides de mesma altura H e de bases
equivalentes (mesma area), como ilustrado a sequir:

O plano B, paralelo ao plano «, determina nas
duas piramides secoes equivalentes. Como vimos
anteriormente, podemaos escrever:

i = (ﬂ]z a A"z = [ﬁ]l
A, H Ay, H

Comparando esses dois resultados, € imediato que:

Assim, conforme principio de Cavalieri, temos
que os volumes das duas piramides saa iguais, isto é:

Com base nesse resultado, precisamos agora
estabelecer como calcular o volume de uma pirami-
de. Faremos isso com a decomposi¢do de um prisma
de base triangular (ja sabemos como calcular o volu-
me de um prisma) em trés piramides, como sugere a
ilustragao a seguir:

F F F

piramide | piramide 1| pirémide Il

Vamos comparar duas a duas essas piramides
(destacadas em verde):

e Comparando as piramides | e lll:

Na piramide |, temos que a base é o tridngulo
DEF e a altura h é a mesma altura do prisma
dado. Ja na piramide lll, consideramos como
base o tridngulo ABC e a altura h também é
a mesma altura do prisma. Como as areas
das bases dessas duas piramides sao iguais
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e, além disso, possuem a mesma altura, di-
zemos que os volumes também sdo iguais,
isto é:

V=V

e Comparando as piramides Il e [lII:

Exemplos:

Na piramide I, temos que a base € o trian-
gulo ADE, enquanto na pirdmide lll tomamos
como base o triangulo ABE. Note que cada
um desses dois tridngulos tem como area a
metade da drea do retangulo ABED, isto &, 0s
dois triangulos tém mesma base. Além dis-
50, a altura dessas duas piramides, conforme

1. Vamos calcular o volume aproximado da
piramide de Quéops, considerando gue a
base é um quadrado cuja medida da aresta
€ aproximadamente 230 m, e a altura, apro-
ximadamente 147 m.

bases consideradas, é a distancia do ponto C » Como pirdmide tem base quadrada, vamos
ao plano que contém o retangulo ABED, ou utilizar a férmula vista anteriormente para
seja, as duas piramides também possuem a calcular o volume:
mesma altura. Portanto, tendo mesma area 1
da base e mesma altura, possuem volumes V= 3 A -h
iguais, isto é: :
V=—-ah
VII = V!I 3
¢ Assim, pelo que vimos até aqui, e conside- V= A 2302 - 147 = V = 2592 100 m3
rando que V é o volume do prisma, podemos 3
escrever que:
R _ 2. Na piramide representada a sequir, a area
V! - Vn - VIII e V| +V:| +V|||_ L

da base é igual a 36 cm?, e a drea da secéo
indicada, feita a 3 cm da base (paralela ao
plano da base), é 9 cm?. Vamos determinar o
volume dessa piramide.

Portanto, podemos dizer que o volume de
uma piramide de base triangular € igual a um ter-
¢o do volume de um prisma de mesma base e
de mesma altura. Para uma pirdmide qualquer, o
volume pode ser obtido de acordo com o princi-
pio de Cavalieri. Assim, dada uma piramide qual-
quer, devemos considerar uma pirdmide triangular
que tenha base equivalente e mesma altura da pi-
ramide dada.

3cm
&
=]
]
£
e Como as duas piramides sao semelhantes,
podemos escrever:
2
A _(h
A H
H—3Y
Conforme o principio de Cavalieri, pode- 2 (—]
mos dizer que a piramide dada tem o mesmo 36 H
volume da piramide triangular. Isso sugere o se- g H=3 =y, e
guinte resultado: 2 H
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e (Calculando o volume V, obtemos:

‘A -h

b

<
I

1
3
1

3-36‘6:V:72cm3

Quando secionamos uma piramide por um
plano paralelo a base, nao contendo o vér-

As duas piramides sao semelhantes (a menor
& uma "copia” reduzida da maior). Para calcular, por
exemplo, o volume do tranco, basta subtrair do volu-
me da piramide maior o volume da piramide menor:

tIoOnNCo pirdrnide rmaior pirdrnide menor

Questoes e reflexdes

tice, ela fica dividida em dois sélidos: uma
piramide (o sélido que contém o vértice) e
outro sélido que contém a base da piramide,
denominado tronco de piramide.

Figuras: @ DAE

Considerando a figura abaixo, as bases das duas

H,
piramides paralelas e H_ = k (constante de

proporcionalidade), responda:
1. Em funcdo de k, qual € a razdo entre as dreas das

bases dessas piramides, isto &,

2. E arazao entre os volumes dessas piramides, isto

1

AE?

1

L]

e

HISTORIA DA MATEMATICA

Quando estudamos Geometria, normalmente associamos o0 nome de
Euclides de Alexandria. Entretanto, dois outros nomes devem ser destacados
também: Arquimedes e Apoldnio. O texta abaixa permite a vocé ter uma
ideia da importancia desses trés personagens gregos.

Oirie

lagoes e resposta

Os trés gedmetras gregos mais importantes da antiguidade foram
Fuclides (c. 300 a.C)), Arquimedes (287 — 212 a.C) e Apoldnio (c. 225 a.C).
Néo é exagero dizer que quase tudo o que se fez de significativo em
geometria, até os dias de hoje, e ainda hoje, tem sua semente original
em algum trabalho desses trés grandes eruditos.

Os trés foram escritores prolificos. Assim, embora os Elementos se-
jam de longe seu trabalho mais importante — e na verdade a obra de
geometria mais importante de toda a histéria -, Euclides escreveu varios
outros tratados de geometria, sendo que temos algum conhecimento a
respeito de cerca de oito deles.

Cerca de dez tratados matematicos de Arquimedes sobreviveram
até nossos dias, e ha vestigios de varios trabalhos seus gue se perderam.
Dos que restaram, trés sao sobre geometria plana e dois sobre geometria

Bridgeman ArtLibraryKeystone Brasil

Gemaeldegalerie Alie Melster, Dresden, Alemanha/The

Arquimedes (287 a.C-212 a.C)
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a Andnimo (escola inglesa).

solida. Esses trabalhos ndo séo
compilacoes de realizacoes de
predecessores, mas Ccriacoes
altamente originais, marcan-
do Arguimedes como um dos
maiores matematicos de todos
0s tempos, e certamente o maior da
Antiguidade. Num de seus trabalhos de-
dicado a geometria plana, Arquimedes inau-
gurou o classico método dos perimetros para calcular,
e achou que & esta situado entre 223/71 e 22/7, ou que,
com duas casas decimais, T é dado par 3,14. Esse pro-
cedimento de Arguimedes foi o ponto de partida da
longa histéria da busca de aproximacoes cada vez mais
acuradas para o valor de w, alcancando-se, em 1967, a
fantastica aproximacao de 500000 casas decimais®. Em
seus outros trabalhos de geometria plana, Arquimedes
antecipou alguns dos métodos do célculo integral.

o,
B
&
o
=
)
=
a
=
2
=
=
=
a
@
3
o
a
3
&
a
a
=
~
&

Em um de seus trabalhos de geometria solida
encontramos, pela primeira vez, as formulas corretas
para as areas da superficie esférica e da calota esférica
e para os volumes da esfera e do segmento esférico
de uma base.

Ha uma suposicao geométrica explicitamente
enunciada por Arquimedes no seu trabalho Sobre a
esfera e o cilindro que merece mencao especial: € um
dos cinco postulados geométricos assumidos no ini-
cio do trabalho, que se tornou conhecido como "axio-
ma de Arquimedes” Um enunciado simples do pos-
tulado é: Dados dois segmentos de reta ndo iquais, hd
sempre algum multiplo do menor que supera o maior.
Em alguns tratamentos modernos da geometria,
este axioma faz parte da base postulacional para in-
troduzir o conceito de continuidade. E interessante

P QUESTOES

Resolva os exercicios no caderno.

De acordo com o texto:

1. Pesquise o significado de "escritores prolificos”

Apolénio de Tiana, século XIX. Litografia.

notar o fato de que no fim do século XIX e inicio do
século XX foram construidos sistemas geométricos
que negam o axioma de Arquimedes, dando origem
assim as chamadas geometrias nao arquimedianas.

Embora Apolénio tenha sido um astronomo de
méritos, e embora tenha escrito sobre vérios temas
da matematica, sua fama se deve principalmente a
Seccoes conicas, uma obra extraordinaria e monu-
mental gragas a qual adquiriu 0 cognome, entre seus
contemporaneos, de "o grande gedmetra’ Sec¢des
cbnicas é um estudo exaustivo a respeito dessas cur-
vas, que supera completamente todos os trabalhos
anteriores sobre o assunto. Foi Apolénio que criou 0s
termos “elipse’, “pardbola” e "hipérbole”. Devido a co-
mentarios posteriores, temos conhecimento do con-
telido de seis outros trabalhos sobre geometria de
Apolonio. Um deles ocupa-se da construcao, com ré-
gua e compasso, de um circulo tangente a trés circu-
los dados; esse problema instigante é conhecido hoje
como "o problema de Apoldnio”. Em outro trabalho
encontramos o chamado circulo de Apolénio, que
hoje faz parte dos cursos superiores de geometria.

Com a morte de Apoldnio, a época de ouro da
geometria grega chegou ao fim. Os gedmetras meno-
res que se seguiram pouco mais fizeram do que preen-
cher detalhes e talvez desenvolver independentemen-
te certas teorias cujos germes ja estavam contidos nos
trabalhos dos trés grandes predecessores.

‘Hoje ja temos aproximacdes de mais de 1000 000 de casa
decimais.

EVES, Howarde. Tdpicos de Histdria da Matemdtica para
uso em sala de aula: Geometria. Tradugao de Hygino H.
Domingues. Sao Paulo: Atual, 1992.p. 10e 11.

2. Qualdas curvas de Apolénio representa também o gréfico de funcao quadrética estudado no Volume 1 desta colecao?

3. Qual dos nimeros 22/7 ou 223/71 esta mais proximo do nimero irracional?

- Unidade 4 Geometria espacial



Figuras: ©DAE

Exercicios resolvidos

1. Obtenha o volume de uma pirdmide quadrangular
regular cujas arestas das bases medem 5 metros e a
altura mede 12 metros.

vm=%'5’-12
=100m*

V¥ piramide

2. Atenda de um circo é formada por um prisma hexa-
gonal regular e por uma pirdmide também hexagonal

1 6-20043
5 &
= 9000~3 + 2000v3 = 11000+3 =
=11000-19 030 m*

Portanto, o volume V é aproximadamente 19030
metros clbicos.

Ovolume de um tetraedro regular é iguala 18v2 em?.
Determine a medida das arestas desse tetraedro.

v 10 =

=ﬂ.15+

regular, como mostra a figura. Sejam x e h a medida das arestas e a medida da altu-
ra do tetraedro, respectivamente. Assim:
A 2
x*=hm+ & x3 ax=p+ X
3 2 3
x+/6
soh= P cm
T I Y
st 3 4 3 12
As arestas da base medem 20 metros, a altura do pris- Assim,
ma mede 15 metros, e a altura total da tenda mede 2
25 metros. Qual é o volume interno da tenda? (Utilize =182 = x* = 216 . x'= 6am,
a aproximacao V3 =1,73). 12
A aresta do tetraedro mede 6 cm. g

Exercicios propostos
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5. Abasede uma pirdmide é um tridngulo retangulo cujos

catetos medem 15 cm e 20 cm. Qual é o volume dessa
piramide, sabendo que a medida de sua altura € igual
ao dobro da medida da altura relativa & hipotenusa do
triangulo da base? 1200 cm’

Qual é o volume de um octaedro regular cujas arestas
medem 3\[3_ dm? 7.6 dm®

Uma piramide triangular regular, cujas arestas da base
medem 12 ¢m, e um prisma regular, cuja base é um
hexagono regular com lados de medida 8 cm, sao
equivalentes. Calcule a razao entre as alturas do prisma
e da pirdmide, nessa ordem. %

Para enfeitar uma estante, uma pessoa adquiriu uma
réplica da pirdamide de Quéops, feita com ferro macico.
Os lados do quadrado da base tém medida 14 cm, e
a altura mede 9 cm. Se a densidade do ferro € igual a
7.9 gfem?, qual a massa aproximada dessa réplica da

9. Uma pirdmide foi cortada de modo que as bases
ficassem paralelas e a uma distancia de 5 cm uma da
outra. A aresta da base maior mede 6 cm e a aresta da
base menor mede 2 cm. Calcule o volume da piramide
13543 em?

antes de ser cortada.

Figuras: & DAE

10. Invente um problema envolvendo volumes de uma

pirdmide e de um cubo, conforme figura abaixo:
Resposta pessoal.

piramide? 4 645,2 gramas.

1z
2.
3.
4.
5.
6.
7.

8.
9.

Algumas conclusoes

Procure responder ou mesmo pensar a respeito de possiveis respostas para algumas questdes envolvendo o estudo de
Geometria nesta unidade. Caso sinta alguma dificuldade em obter respostas, sugerimos retomar os conceitos principais:

Quais sdo os chamados entes primitivos da geometria euclidiana?
Como vocé diferencia postulado de teorema?

Quais elementos compdem um poliedro?

Num poliedro convexo, qual € a chamada relacao de Euler?

O que caracteriza um prisma regular?

Como vocé calcula a area lateral de um prisma?

Qual a relacdo matematica que permite obter a area total de um prisma?
Como voceé calcula o volume de um prisma?

Considerando um paralelepipedo retangular e um cubo, quais as férmulas que permitem calcular a drea total e o vo-
lume desses solidos?

10.Quais as relagbes matematicas que permitem obter a drea total e o volume de uma piramide?

Troque ideias com seus colegas a respeito das respostas para essas questdes. Em seguida, liste as dificuldades encontradas
e 0s assuntos que devem ser retomados.

- Unidade 4 Geometria espacial



Vestibulares e Enem

1. (UERJ) Um fabricante produz embalagens de volume

igual a 8 litros no formato de um prisma reto com base
quadrada de aresta a e altura h.Visando a redu¢ao de cus-
tos, a drea superficial da embalagem € a menor possivel.
Nesse caso, o valor de a corresponde, em decimetros, 3
raiz real da sequinte equagao:

As medidas da embalagem, em decimetros, sao:
a) a=lih=2 c) a=2h=4

b) a=1;h=4 (d)a=2h=2

. {(Uemn) A peca geométrica, desenvolvida através de um
software de modelagem em trés dimensoes por um
estudante do curso de engenharia e estagidrio de uma
grande indUstria, € formada a partir de dois prismas de
base hexagonal regular e assemelha-se ao formato de
uma porca de parafuso.

Figuras: © DAE

Considerando que o lado do hexagono maior mede 8 cmy;
gue o comprimento do prisma é igual a 35 cm; e que o
lado do hexdgono menor mede 6 cm, entao o volume da
peca, de forma que se possa calcular, posteriormente, a
guantidade de matéria-prima necessaria a sua producao
em massa em determinado periodo de tempo &, em cm?:

(Considere 3 = 173)
a) 1.064 o 2127

b) 1.785 (d))2.499

. (Unesp-SP) Uma chapa retangular de aluminio, de
espessura desprezivel, possui 12 metros de largura e
comprimento desconhecido (figura 1). Para a fabricacao
de uma canaleta vazada de altura x metros sao feitas duas
dobras, ao longo do comprimento da chapa (figura 2).

Figura 1

12m

5.

Resolva os exercicios no caderno.

Se a drea da seccdo transversal (retangulo ABCD)
da canaleta fabricada & igual a 18 m?, entao a altura
dessa canaleta, em metros, € igual a

a) 3,25 d) 2,50
b) 2,75 (e) 3,00
c) 350

{(Enem) Uma fabrica de sorvetes utiliza embalagens
plasticas no formato de paralelepipedo retangular reto.
Internamente, a embalagem tem 10 cm de altura e base
de 20 cm por 10 cm. No processo de confecgdo do sor-
vete, uma mistura € colocada na embalagem no estado
liquido e, quando levada ao congelador, tem seu volume
aumentado em 25% ficando com consisténcia cremosa.
Inicialmente € colocada na embalagem uma mistura
sabor chocolate com volume de 1.000 cm? e, apds essa
mistura ficar cremosa, serd adicionada uma mistura sabor
moranga, de modo que, ao final do processo de congela-
mento, a embalagem fique completamente preenchida
com sorvete, sern transbordar. O volume méximo, em cm?,
da mistura sabor morango que deverd ser colocado na
embalagem é

a) 450
b) 500

(d) 600

(PUC-RJ) O gue acontece com o volume de um parale-
lepipedo quando aumentamos a largura e a altura em
10% e diminuimos a profundidade em 20%?

d) 750
e) 1.000

a) Nao se altera.

b) Aumenta aproximadamente 3%.
@ Diminui aproximadamente 3%.

d) Aumenta aproximadamente 8%.

e) Diminui aproximadamente 8%.

(UECE) Um poliedro convexo tem 32 faces, sendo 20
hexagonos e 12 pentagonos. O nimero de vértices deste

poligono é
(<) eo.

a) 90.
b) 72, d) 56.

(UPF-RS) O poliedro representado na figura (octaedro
truncado) € construido a partir de um octaedro regular,
cortando-se, para tal, em cada vértice, uma piramide re-
gular de base guadrangular. A soma dos dngulos internos
de todas as faces do octaedro truncado é:

a) 2160°
b) 5760°

() 79200

d) 10080°
e) 13680°
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10.

11.

Vestibulares e Enem

(Enem) Para o modelo de um troféu foi escolhido um po-
liedro P, obtido a partir de cortes nos vértices de um cubo.
Com um corte plano em cada um dos cantos do cubo,
retira-se o canto, que é um tetraedro de arestas menores
do que metade da aresta do cubo. Cada face do poliedro
P entdo, & pintada usando uma cor distinta das demais
faces. Com base nas informacgoes, qual & a quantidade de
cores que serdo utilizadas na pintura das faces do troféu?

a) 6 ()14 ) 30
b) 8 d) 24

(Uerj) Dois dados, com doze faces pentagonais cada um,
tém a forma de dodecaedros regulares. Se os dodecaedros
estdo justapostos por uma de suas faces, que coincidem
perfeitamente, formam um poliedro céncavo, conforme
ilustra a figura.

Considere o nimero de vérticesV, de faces F e de arestas
A desse poliedro concavo. A somaV + F + A éigual a:
a) 102 c) 110

b) 106 @112

(Fuvest-SP} O sélido da figura é formado pela piramide
SABCD sobre o paralelepipedo reto ABCDEFG. Sabe-se
que S pertence a reta determinada por A eEe que
AE=2cm AD=4cmeAB=5cm.

s

i
// \ G

E
A medida do segmento SA que faz com gue o volume
do sélido sejaigual a 2 dovolume da pirdmide SEFGH é

3 c) 6em
a) 2cm & 8o
b) 4cm 10cm

(Enem) © tampo de vidro de uma mesa quebrou-se e
deverd ser substituido por outro que tenha a forma de
circulo. O suporte de apoio da mesa tem o formato de
um prisma reto, de base em forma de tridngulo equildtero
com lados medindo 30 cm.

Uma loja comercializa cinco tipos de tampos de vidro
circulares com cortes ja padronizados, cujos raios medem
18 cm, 26 cm, 30 cm, 35 cm -1 e 60 cm. O proprietdrio
da mesa deseja adquirir nessa loja o tampo de menor
didmetro que seja suficiente para cobrir a base superior
do suporte da mesa.

12.

13.

(a) 18 0 30

Considere 1,7 como aproximacgao para V3. Otampoaser
escolhido serd aquele cujo raio, em centimetros, & igual a
e) 60

b) 26 d) 35

(Uerj) Um cubo de aresta EF medindo 8 dm contém agua
e estd apoiado sobre um plano a de modo que apenas

a aresta EF esteja contida nesse plano. A figura abaixo
representa o cubo com a agua.

Figuras: @ DAE

Considere que a superficie livre do liquido no interior
do cubo seja um retdngulo ABCD com érea igual a

3245 dm2.

Determine o volume total, em dm?, de dgua contida nesse
cubo. 128 dm’

(UEM-PR) Sobre as posicaes relativas entre pontos, retas

e planos no espacgo, assinale o que for correto.

@ Duas retas r e s sdo ortogonais quando sao reversas
e existe umna reta t paralela a s e perpendiculara ©

02) Se um plano a € paralelo a uma reta r, entao todas as
retas do plano a sao paralelas a r.

E possivel ter retas paralelas contidas em planos que
nao sejam paralelos.

08) Se um plano « intercepta os planos P e ¥ formando
um angulo de 90°, entdo os planos f e v sdo paralelos.

16) Considere asretasr,set Seréreversaasearetasé
concorrente a t, entao r e t sao reversas. 01 + 04 = 05

N\pesario

(UFGRS-RS) Considere a planificacao do sélido forma-
do por duas faces quadradas e por quatro trapézios
congruentes, conforme medidas indicadas na figura
representada abaixo.

O volume desse solido é
a) 1632 o) 842
d) 1642

e) 2042

3
282
T



EXPLORANDO HABILIDADES E COMPETENCIAS

As orientacoes e respostas encantram-se no Manual do Professor.

Mediana de Euler

.
§
:
H
Z

Leonhard Euler (1707-1783)

Leonhard Paul Euler, nascido em 15 de abril de
1707 na Basileia (Suica), foi dos mais importantes ma-
tematicos nao so de seu tempo como da atualidade.
No ensino médio, temos contato com suas descober-
tas em especial no campo da geometria espacial, mas
Euler era matemético e fisico e teve grandes contribui-
¢des no desenvolvimento das notagdes matematicas,
no conceito de funcao, na trigonometria e em outras
areas avancadas da matemdtica, como célculo, anélise
e teoria dos grafos, além da fisica mecanica, dinamica
e Optica, assim como na astronomia e até na musica.

Na geometria espacial, seu resultado mais co-
nhecido é a chamada Relacdo de Euler, vista nesta
unidade. Entretanto, ha ainda outro resultado geo-
métrico que leva seu nome: é a Mediana de Fuler, que
Veremos a seguir.

Mediana de Fuler é o segmento que une os
pontos medios das duas diagonais de um quadrila-

Questﬁes Resolva os exercicios no caderno.

tero. Veja, na figura, esse segmento marcado pelos
pontos PQ e de medida m..

Mediana de Euler m. =

D b e
| V\ |
m, \
b B

Figuras: @ DAE

A

No caso do trapézio (como na figura anterior),
esse segmento estd sobre a base média do quadrila-
tero. Note que a base média é o segmento MN que
liga os pontos médios dos lados nao paralelos do tra-
pézio. Sendo b a medida da base maior e b'a medida
da base menor, MN mede (b + b')/2 e a mediana de
Euler PQ mede (b - b)/2.

Para um quadrilatero ABCD qualguer de dia-
gonais AC e BD (que nao seja necessariamente um
trapézio), a férmula que fornece o valor da mediana
de Euler é:

m, = %JABE + BC? + CD? + DA* — AC? — BD?

Uma observagao interessante sobre as desco-
bertas geométricas de Fuler é que elas se aplicam tanto
a geometria plana quanto a geometria espacial.

1. Considere um trapézio isbsceles cujas bases medem 25 cm e 7 cm e os lados ndo paralelos medem
ambos 15 cm. As diagonais desse trapézio medem 20 c¢m cada. Com esses dados, utilize a férmula

m, = %JABz + BC2 + (CD? + DA? — ACZ — BD? para calcular a distancia entre os pontos médios das

diagonais.

2. Utilize a férmula mE =(b - b)/2 para calcular a mediana de Euler do trapézio no caso anterior.

3. O que se pode observar com base nos dos dois resultados anteriores?

4. Considere um retangulo de lados medindo 5 ¢cm e 12 cm. Utilize o teorema de Pitagoras para calcular a medida
das diagonais desse retangulo e, conhecendo esse valor, calcule a mediana de Euler desse retangulo.
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ANALISE

UNIDADE COMBINATORIA

A protecdo de informagoes
das pessoas e dados de
empresas presentes em
arquivos digitais exige a
utilizacao de senhas e outros
aplicativos de seguranca. Ao
elaborar uma senha, formamos
uma sequéncia de digitos.

Sergey Nivens/Shutterstock.com

Em Analise Combinataria,
estudamos o calculo do nimero
de possibilidades, tanto na
formacao de sequéncias quanto
na escolha de elementos para
formar grupos.

nhas sdo cadeados do
irtual e as inforr

estardo a salvo enguanto

estiverem protegidas por elas.






CAPITULO

13

P

Quando lancamos um dado, sdo seis os
resultados possiveis. J& quando lancamos dois
dados e estamos interessados na sequéncia
formada pelos resultados, encontramos 36 re-
sultados possiveis. Esse € um exemplo de uma
situacao gue envolve contagem.

Mega Pikel/Shutterstok.com

_! —

'7'?Y-3826

Na Andlise Combinatoria, desenvolvemaos
procedimentos e métodos de contagem para
resolver essas e outras situacoes similares. Por
exemplo, quantas sao as placas de automaveis
que podemos confeccionar no sistema de em-
placamento vigente em nosso pais?

- Unidade 5 Analise Combinatéria

Nustragoes: Dawidson Franga

PRINCIPIO FUNDAMENTAL
DA CONTAGEM

Resolva os
exercicios
no caderno.

. Respostas no Manual do Professor.
)\ Questoes e reflexoes

J 1. Na ilustragao anterior, identifica-se, por
exemplo, que a placa de um dos automo-
veis, formada por 3 letras e 4 algarismos,
tem o ndmero 3826. A Ultima letra é igual a
Y. Nao sabermos quais sao as duas primeiras
letras. Quantas s3o0 as possibilidades?

2. Janaoutra placa, conhecemos as trés letras
e os dois primeiros algarismos. Quantas sao
as possiveis placas?

Principio fundamental
da contagem

Ingvar Bjork!

Shutters tok.com

Uma situacéo simples envolvendo pro-
blemas de contagem € o de uma senha ban-
caria ou mesmo um segredo de um cadeado
de mala, como o que esta indicado acima. Ima-
gine, por exemplo, que vocé esqueceu a senha
formada por trés algarismos. Qual € o nimero
maximo de tentativas para que voceé descubra
o segredo e consiga abrir o cadeado?

Voltaremos a essa pergunta ainda neste ca-
pitulo. Vamos considerar agora duas situacoes
de contagem.

1% situacao
Lucia separou 4 camisetas lisas e 2 ber-

mudas em cima da cama para se vestir. Mas
nao tinha certeza de qual camiseta e bermuda



Filipe Rocha

utilizaria. Qual o numero total de trajes diferentes que Lucia podera ter, utilizando uma

camiseta e uma bermuda entre as que separou?

Uma forma de resolver seria formar todas as possibilidades, isto €, combinando uma
a uma, como sugerimos na tabela de duas entradas a seguir:

CAMISETAS

BERMUDAS

Pela tabela, podemos dizer que, dispondo de
4 camisetas e de 2 bermudas, o total de possibili-
dades de Licia se vestir & igual a 8. Para obter esse
resultado sem elaborar a tabela, basta calcular o re-
sultado da multiplicacdo 4 - 2, isto & multiplicar o
numero de possibilidades que Licia tem de esco-
lher uma camiseta pelo nimero de possibilidades
que ela tem de escolher uma bermuda. Para cada
camiseta que ela escolhe, hé duas possibilidades di-
ferentes de escolha de bermuda. Na situacao apre-
sentada, dizemos que o acontecimento “escolher
uma camiseta e uma bermuda” & composto de
duas etapas. Na primeira etapa deve-se escolher
uma camiseta, e na segunda, uma bermuda.
2% situagao

Marcos trabalha em um restaurante que
serve 2 tipos de entrada, 4 tipos de pratos
guentes e 2 tipos de sobremesa. Qual o nu-
mero total de possibilidades de uma pessoa
escolher, nesse restaurante, uma entrada, um
prato quente e uma sobremesa?

0 esquemna ao lado é conhecido como arvo-
re das possibilidades. Dessa forma, podemos “‘cons-

truir’ as possibilidades uma por uma. Representan-
do as entradas por E, e E,, os pratos quentes por
Q, Q, Q,eQ, eassobremesas por S, e S, temos:

5—EQ}5,
Q<Sz_' SO
Q2<S1 —E£Q5S,

E 5,—EQj5,
1 Q3<:1 :: Egs?
2 1~

Q;<21 :: 518421

2 14423

5,—=EQ}5,

Q<Sz —EQ5,
Q2<§1 :: Egzil

ES 52_.. Ezazsz
! 2437

Qi< 5,—EQ5,
Q<S1 —EQS5,
5,—EQS,

v

2 possibilidades 4 possibilidades 2 possibilidades
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Pelo esquema, temos 16 possibilidades. Também
agui nao & necessario construir essa ‘arvore”para saber
o total de possibilidades. Se existem 2 possibilidades
para escolher a entrada, 4 para a escolha do prato
guente e 2 para a sobremesa, o total de possibilidades
é o resultado da multiplicacdo 2 - 4 - 2, isto &, 16. Nessa
situacao, o acontecimento consiste em escolher uma
entrada, um prato quente e uma sobremesa.

E claro que tanio a tabela quanto a arvore das
possibilidades representam meios simples de resolver
situagoes de contagem como as apresentadas ante-
riormente. Entretanto, em determinadas situagoes,
esse procedimento de construcao das possibilidades
torna-se impraticével. O principio fundamental da
contagem permite calcular o total de possibilidades
de ocorréncia de um acontecimento composto de
duas ou mais etapas:

Se um acontecimento A, pode ocorrer de
n, maneiras distintas e, para cada uma dessas
maneiras, um acontecimento A, pode ocorrer de
n, maneiras distintas, entdo a quantidade de pos-
sibilidades de ocorréncia dos acontecimentos A,
€A, édada pelo produton, - n,,.

Observacoes:

1. O principio fundamental da contagem, em-
bora tenha sido apresentado para um acontecimento
formado por duas etapas, pode ser estendido para
gualguer nimero de etapas.

A sequir, apresentamos exemplos de situa-
¢6es em gue empregamaos o principio fundamental
da contagem, também conhecido como principio
multiplicativo.

Exemplo:

Vamos calcular a quantidade de ndmeros naturais
de trés algarismos distintos que podemos formar.

O acontecimento “escolha de trés algarismos
distintos para formar um numero natural”é compos-
to de 3 etapas: escolha do algarismo das centenas,
escolha do algarismo das dezenas e escolha do alga-
rismo das unidades.

Dezena

- Unidade 5 Anélise Combinatéria

12 etapa: escolha do algarismo da centena

Dispomaos de 10 algarismos (0,1,2, 3,4,5,6,7,8,
9). Lembre-se de que o algarismo das centenas nao
pode ser igual a zero. Temos 9 possibilidades.

23 etapa: escolha do algarismo da dezena

Como os algarismos devemn ser diferentes, o al-
garismo da dezena deve ser diferente do algarismo
da unidade. Além disso, o algarismo zero pode agora
ser escolhido. Assim, temos 9 possibilidades.

32 etapa: escolha do algarismo da unidade

Analogamente, o algarismo da unidade tem que
ser diferente do algarismo da dezena e do algarismo
da centena. Dessa forma, temos 8 possibilidades.

Pelo principio multiplicativo, sendo n o total de
numeros com trés algarismos distintos gue podemos
formar, o resultado € obtido pela multiplicacao das
quantidades de possibilidades em cada etapa:

n=9-9-8
n =648

O esquema a seguir permite analisar rapidamente

a situagao apresentada nesse exemplo:

Dezena

Possibilidades
em cada etapa.

n=9-9-8=0648

Exemplos:

1. Vamos calcular a quantidade de nimeros na-
turais formados por trés algarismos.

Agora os algarismos n&o precisam ser distintos em
cada nimero. Mesmo assim, o algarismo da centena
nao pode ser igual a zero.

Podemos dizer que o acontecimento “formar
numero natural com trés algarismos” é composto de
trés etapas:

12 etapa - escolher o algarismo da centena di-
ferente de zero:

9 possibilidades

22 etapa - escolher o algarismo da dezena:

10 possibilidades

32 etapa - escolher o algarismo da unidade:

10 possibilidades



Pelo principio multiplicativo, sendo n a quantidade
de nUmeros naturais que podemos formar, temos:
n=9-10-10

n =900
O esguema a seguir permite analisar rapidamente
a situacdo apresentada nesse exemplo:

Dezena

Possibilidades
em cada etapa.

n=9-10-10=900

2.lancamos a mesma moeda para cima quatro
vezes consecutivas. Quantas sao as sequéncias de re-
sultados possiveis quanto a cara ou coroa?

Fotos: Banco

Central do Bragil

Observe que esse acontecimento (lancamento da
moeda quatro vezes consecutivamente) é composto
de quatro etapas. Como em cada etapa podem ocorrer
apenas dois resultados (cara ou coroa), pelo principio
multiplicativo obtemos o total de sequéncias possiveis:

n=2-2-2-2=n=16
Vejamos quais sao as sequéncias possiveis, repre-
sentando cara por CA e coroa por CO:

(CA CA CA CA (CO,CA, CA,CA)
(CO,CA CO,CO)  (COCA CACO
(CA,CA CACO  (COCOCO Co
(CA, CO,CO,CO)  (COCA COCA)

(CA CA CO CA)
(CA, CA, CO, CO)

(CA CO,CA CA)
(CA, CO, CA, CO)

3.Vamos escolher uma senha com 4 letras para
poder acessar determinado programa de computa-
dor. Qual a quantidade total de senhas que podem
ser formadas?

(CO, CO, CO, CA)
(CO, CO, CA, CA)

(CO, CO, CA, CO)
(CA, CO, CO, CA)

O acontecimento “escolher 4 letras” para for-
mar uma senha é compostc de quatro etapas.
Como sao 26 letras disponiveis e nao ha restricao
quanto a repeticao, existem 26 possibilidades para

a realizacao de cada etapa. Dessa forma, sendo n
o total de possiveis senhas, utilizando o principio
multiplicativo, temos:

n=26-26-26-26

n = 456976
Resposta no Manual do Professor. e s
Questoes e reflexdes no caderno.

Retome a situacdo do cadeado do inicio do capitulo
e calcule o numero total de possiveis senhas que
podem ser formadas, isto &, o nimero maximo de
tentativas para que vocé descubra o segredo e
consiga abrir o cadeado.

Retomando o exemplo anterior, vamos desco-
brir em quantas dessas senhas pelo menos uma letra
é repetida.

« Primeiro calculamos o total de senhas em que as 4
letras sejam distintas, isto €, vamos analisar as pos-
sibilidades em cada uma das quatro etapas:

12 etapa - escolher a 12 letra da senha.
Nudmero de possibilidades: 26.

23 etapa - escolher a 22 letra da senha, conside-
rando que é diferente da primeira letra.

Numero de possibilidades: 25.

33etapa — escolher a 32 letra da senha, conside-
rando que é diferente das duas primeiras.

Niamero de possibilidades: 24.

42etapa - escolher a 42 letra da senha, conside-
rando que é diferente das trés primeiras.

Numero de possibilidades: 23.

Pelo principio multiplicativo, o total de possibi-
lidades de escolher uma senha com 4 letras distintas
dentre as 26 letras disponiveis &

26-25-24-23=358800

- Agora subtraimos esse nimero do total de possibi-
lidades de escolher uma senha com 4 letras quais-
quer contendo as repeticbes. Sendo n quantidade a
ser calculada, temos:

n=26-26+26-26—26-25-24-33
n = 456976 — 358800 =n=98176

Portanto, sdo 98176 possibilidades de termos
senhas com, pelo menos, uma repeticao de letra.
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4._Vamos calcular a quantidade de divisores na-
turais do nimero 360 a partir de sua decomposicao
em fatores primos.

- Ao decompor o numero 360 em fatores primos, en-
contramos:

360 =23-32.5'

+ Os divisores naturais do nimero 360 sao, de acor-
do com a decomposicao em fatores primos, nime-
ros da forma:

22.3b.5¢c
Osvaloresdea, becsactaisque:a €{0; 1; 2; 3},

b € {0; 1; 2} e c € {0; 1}. Podemos dizer que existem

4 possibilidades para a escolha de a, 3 possibilidades

para a escolha de b e 2 possibilidades para a escolha

de c. Logo, pelo principio multiplicativo, sendo n a

guantidade de divisores naturais de 360, entao:

n=4-3-2=n=24
O quadro a sequir contém esses 24 divisores:

20.30.50= 1| N.30.50=7 1 R2.30.650=4|73.30.50=9

20-30.5'=5|2"-3".5=10(2%-3"-5'=20|2-3"- 5= 40

P:3-5=3| 0 P 0=p |52 3. 0= 2} 3. 5=

235 =15({2-3-5=30[22-3-5 =60[2-3-5 =120

20.32.80=0|. 3. 60=18172. .50 =35|23. .50=7)

2-3.5'=4512"-32.5'=90(2-3-5'=180|22-37-5' =360

Observacao:

Existem situagdes de contagem em que o nu-
mero total de possibilidades é obtido pela adicao de
possibilidades e ndo pela multiplicacdo, denominado
principio aditivo. Vamos exempilificar!

Para ir de sua casa até o trabalho, Marcio pode ir
de onibus ou de carro. Considerando que ha 3 linhas
diferentes de énibus e que Marcio tem 2 carros, de
quantas maneiras diferentes, utilizando onibus ou
carro, ele podera ir de sua casa ao trabalho?

» Ele podera ir de dnibus ou carro (neste caso essas
possibilidades se excluem). Assim, se ele escolher
onibus, tera 3 possibilidades. Caso escolha carro, ou-
tras 2. Se n é o total de maneiras diferentes de Marcio
ir para o trabalho, entao:

n=3+2=5

Portanto, sao 5 possibilidades.

EXPLORANDO Orientagoes e respostas no Manual do Professor.

O principio multiplicativo, como vocé teve
a oportunidade de verificar em alguns exemplos,
¢ utilizado na resolucdo de problemas de con-
tagem. Uma forma interessante de perceber as
possibilidades, quando diante de um aconteci-
mento envolvendo contagem, € esbogando a
arvore das possibilidades.

Assim, por exemplo, se lancamos uma
mesma moeda duas vezes consecutivamente,
sabemos que no primeiro langcamento existem 2
resultados possiveis, e no segundo lancamento,
também 2 resultados possiveis. Ao todo temos,
pelo principio multiplicativo, 4 sequéncias resul-
tantes, conforme indicado na figura ao lado:

- Unidade 5 Analise Combinatéria

22lancamento

/ Cara # (ara, Cara

Cara \

12langamento

Coroa - (Cara, Coroa

Cara = Coroa, Cara

Coroa

Coroa - Coroa, Coroa




Vamos explorar um pouco mais esse recurso,
construindo arvores de possibilidades.

1. Elabore, junto com um colega, um pro-
blema de contagem e construa a drvore das possi-
bilidades correspondente. Apresente o problema
e a arvore das possibilidades para a sua turma.

Exercicios resolvidos

2. Pesquise uma situagao de calculo de pos-
sibilidades relacionadas a disciplina de Biologia.
Uma ideia é observar situagdes relacionadas a
Genética. Em seguida, apresente a sua turma a si-
tuagao pesquisada e, se possivel, construa a arvo-
re de possibilidades correspondente.

1. Em uma lanchonete hd 7 opgodes de frutas para o
preparo dos sucos: laranja, maracuj, limao, péssego,
manga, merango e uva. Além disso, o suco pode ser
preparado com agua ou leite, ndo ambos. Construa
primeiro uma drvore de possibilidades que mostre de
guantas maneiras uma pessoa pode pedir um suco,
escolhendo somente uma fruta. Em seguida, responda:
gual o ndmero total de sucos diferentes preparados
com apenas uma fruta que a lanchonete oferece?

Para cada fruta temos a opcao de ser preparada com
agua ou leite.

Agua
Laranja<
Leite Agua
Manga<
. Agua Leite
Maracuja <

Leite <A9U3
Morango

o < Agua Leite
Limao
Leite Agua
Uva <
i Agua Leite
Pessego<

Leite
Assim, o nimero total de maneiras de escolher o suco
é7-2=14.

2. Para acessar o programa secreto de um computador,
uma pessoa deve digitar uma senha de 7 digitos, em
gue 0s 3 primeiros sao letras distintas e 0s 4 Ultimos sd@o
algarismos distintos. Se podem ser utilizadas quaisquer
das 26 letras do alfabeto e qualquer algarismo do sis-
tema decimal, qual € o nimero maximo de tentativas
gue uma pessoa deve fazer para acessar o programa?

A pessoa tem 26 opgdes de letras para o primeiro
digito, 25 opgodes para o segundo e 24 opcdes para
o terceiro. Ja para o quarto digito a pessoa tem 10
opc¢oes de algarismos; para o quinto, 9 opgoes; para
o sexto, 8 opgoes; e para o sétimo, 7 opgoes. Assim, o
total de senhas diferentes que podem ser formadas
826-25-24-10-9-8-7 =78624000.

3. Considerando os algarismos0,1,2,3,4,5e6:

a) quantos numeros de trés algarismos distintos po-
demos formar?

b) guantos nimeros impares de trés algarismos dis-
tintos podemos formar?

¢) guantos nlmeros pares de trés algarismos distintos
podermos formar?
Um numero com 3 algarismos nao pode comegar
com 0.
a) Para a primeira opcao devemos retirar o 0, fican-
do com 6 possibilidades. Para a sequnda opcao,
devemos tirar o algarismo que foi utilizado na pri-
meira opcao, ficando com 6 possibilidades. Para a
terceira opcao, devemos tirar os algarismos que
foram utilizados na primeira e segunda opcoes, fi-
cando com 5 possibilidades. Logo,
6+ 6-5= 180 possibilidades.
b) Comecando pela restricdo para ser impar, te-
mos 3 possibilidades para a terceira opcao. Para a
primeira opcao devemos retirar o 0 e o algarismo
utilizado na terceira opcao, ficando com 5 possibi-
lidades. Para a segunda opgao, devemos tirar os al-
garismos que foram utilizados na primeira e tercei-
ra opg¢oes, ficando com 5 possibilidades. Logo,
5:5-3 =75 possibilidades.
¢) Temos que dividir em dois casos por conta do zero.
1% caso: o algarismo nao termina com 0.
Comecando pela restricdo para ser par, temos 3
possibilidades para a terceira opcao. Para a primei-
ra op¢ao devemos retirar o 0 e o algarismo utiliza-
do na terceira opcao, ficando com 5 possibilidades.
Para a segunda opcao, devemos tirar os algarismos
que foram utilizados na primeira e terceira opcoes, fi-
cando com 5 possibilidades. Logo,
5-5-3 =75 possibilidades.
2% caso: o algarismo termina com 0.
Comegando pela restricao para ser par, temos 1 pos-
sibilidade para a terceira op¢ao. Para a primeira opgao
devemos retirar o 0, ficando com 6 possibilidades.
Para a seqgunda opcao, devemos tirar os algarismos
que foram utilizados na primeira e terceira opcoes, fi-
cando com 5 possibilidades. Logo,
6-5 -1 = 30 possibilidades.

Assim, o total € 75 + 30 = 105 possibilidades.

Observe que também poderiamos chegar a esse
resultado subtraindo o total de nimeros distintos,
ou seja, 180 — 75 = 105 nlimeros pares.
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Exercicios propostos

15

2.

10.

Resolva os exercicios no caderno.

Escreva todos os ndmeros com 2 algarismos que po-

demos formar com os algarismos 1,3, 5e 6.

Resposta no Manual do Professor.

Utilizando os algarismos 2, 4, 5 e 7, escreva todos os
nidmeros com 2 algarismos distintos.

Resposta no Manual do Professor

Para fazer uma viagem, uma pessoa dispoe de 3 em-
presas de 6nibus e 4 companhias aéreas. De quantas
maneiras distintas essa pessoa pode escolher um
6nibus ou um avido para viajar? 7

Para a identificacdo da nossa turma, serd escolhida uma
entreas 26 letras do alfabeto ou um entre os 10 algarismos.
Qual o numero de possibilidades para essa escolha? 36

Quando um dado comum é lancado, temos 6 resulta-
dos possiveis: 1,2, 3,4, 5 e 6. Quantos sao os resultados
possiveis quando dois dados comuns séo langados?
Representando cada resultado por um par ordenado,

escreva o conjunto de todos os resultados possiveis.
Resposta no Manual do Professor

Com os algarismos do sistema decimal, quantos nu-
meros com quatro algarismos podem ser formados

de modo que:

a) seus algarismos sejam distintos? 4536

b} seus algarismos possam ser repetidos? 9000

€) sejarn pares e seus algarismos sejam distintos? 2 296
d) sejam impares? 4500

) sejam multiplos de 5 e seus algarismos sejam distintos?

952

Mo Brasil, as placas dos veiculos sao formadas por 3

letras, dentre as 26 do alfabeto, e 4 algarismos. Des-

considerando as placas em gue todos os algarismos

sa0 iguais a zero, como, por exemplo, AGX-0000 e

DCA-0000, responda:

a) Qual é o nimero total de placas que podem ser
confeccionadas nas quais as letras formam a se-
quéncia BIA? 2999

b) Qual é o nimero total de placas que podem ser
c;_og[gccionadas terminando com o ndmero 20147

7576
Ao dirig_ipse 30 caixa eletrénico de um banco para
retirar dinheiro, Marina percebeu que tinha esquecido
parcialmente a senha, formada por 6 algarismos. No
entanto, lembrava-se de que a senha nao tinha alga-
rismos repetidos, o primeiro algarismo era 4 e o dltimo
era um algarismo impar. Qual é o nimero maximo de
tentativas que Marina deverd fazer para digitar a senha

correta? 8400

Considere o ndmero 1500:

a) Decomponha-o em fatores primos. 1500 =2"-3 - 5°

b) Calcule o nimero de divisores positivos desse
numero. 24

¢) Calcule o numero de seus divisores positivos que
sejam multiplos de 3. 12

Um automével tem lugar para cinco pessoas, sendo 2
na frente e 3 atras, como mostra a figura a sequir.

llustragoes: Filipe Rocha

11.

Uma familia, composta por 2 adultos e 2 criangas deseja
acomodar-se no veiculo de modo que as criancas
devam, obrigatoriamente, ir no banco de tris e
qualguer um dos adultos possa dirigir. De quantas
maneiras a acomodacao pode ser feita? 12

Em um énibus, duas mocas e dois rapazes irac ocupar
os dois bancos com dois lugares cada um, como mos-
tra a figura:

Lo HAAAE

S

12.

13.

14.

-

copa

Se cada banco deve ser ocupado por um homem e
uma mulher, de quantas maneiras as 4 pessoas podem
acomodar-se? 16

Dispondo dos algarismos 1,2, 4, 7 e 9, guantos nimeros
multiplos de 3 com trés algarismos distintos podem
ser formados? 24

Um numero é denominado palindromo se tiver a
mesma leitura da esquerda para a direita e da direita
para a esguerda. Por exemplo, os ndmeros 1331 e
547 745. Qual é o total de ndmeros palindromos:

a) com trés algarismos? 90

b) com quatro algarismos? 20

) com cinco algarismos, sendo o algarismo central
igual a 37 90

Dispondo dos algarismos 1,2, 3,4 e 5, guantos nimeros
com algarismos distintos e maiores de 3000 podem
ser formados? 152
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PERMUTACOES

O principio fundamental da contagem
representa um procedimento de calculo que
permite resolver situacdes diversas. Entretan-
to, pela complexidade no préprio calculo em
algumas situagoes, precisamos ampliar esse
procedimento utilizando até uma fungao pre-
sente numa calculadora cientifica, conforme
destacado a seguir:

D Calculadora
Exibir Editar Ajuda

| d

| 0 Y 3 I | |
Lo ] [son][om ] [ [t ][ 7 ] [8 ][0 ][] %

4[]
[ Jfrmon] [ |2 J[#x][ 2 ][ 2 ][ 3 ][ -] _‘
2] [ | [ses] [oa [[205] [0 ][ [+ ][

=

Caso, por exemplo, vocé digite o nimero
10 e aperte a tecla destacada, no visor da calcu-
ladora aparecera o seguinte resultado:

Veremos neste capitulo que esse resul-
tado esta ligado aos chamados problemas de
contagem. Antes, veremos o que é permuta-
cao simples.

Facr )|
‘ HEEEEED'“

Permutacao simples

Vamos considerar 3 situagdes de contagem!
1% situacao:

Marcia, Laura, Rose, Tania e Anita, apos a
participacao na feira de ciéncias promovida pela
escola, posaram para uma fotografia, como esta

ilustrado a seguir:

Flguras: & DAE

Filipa Rocha

Tania Anita

Rose

Marcia Laura

Observando a ilustracao, imagine que as
cinco alunas mudem de lugar umas com as
outras. De guantas maneiras diferentes, consi-
derando apenas as mudangas de posicao, elas

poderiam se colocar lado a lado?

Aqui podemos considerar que o aconte-
cimento consiste de cinco etapas. Como todas
as alunas farao parte da fotografia, o que muda-
ré de uma imagem para outra € a ordem delas
lado a lado. Assim, no célculo do total de pos-
sibilidades, cada etapa corresponde as possibi-
lidades que temos de escolher a menina que
ocupard determinada posicao, isto é:

S SN S

g 2 | # | 3

12 etapa - escolha da aluna que ocupard a
12 posicao: 5 possibilidades

2% etapa - escolha da aluna que ocupara a
22 posicao: 4 possibilidades

3? etapa - escolha da aluna que ocupara a
32 posicao: 3 possibilidades

4% etapa - escolha da aluna que ocupara a
42 posicao: 2 possibilidades

5% etapa — escolha da aluna que ocuparé a
52 posicao: 1 possibilidade

Assim, pelo principio fundamental da con-
tagem, sendo n o nlmero total de possibilidades,
temos que:

n=5+4-3:2-1T=n=120

Sao 120 maneiras diferentes de posicionar,
lado a lado, as 5 alunas para uma fotografia.
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2% situacao:

Numa viagem de férias, Paulo passou uma se-
mana em um hotel. No seu quarto havia um cofre, e
ele precisou escolher uma senha com 4 digitos para
poder guardar alguns documentos importantes com
seguranca. Quando estava de saida, foi abrir o cofre
para pegar os documentos e percebeu que tinha
esquecido a senha. Sabia apenas que os algarismos
utilizados eram 2, 5, 7 e 8, mas nao lembrava a ordem.
Resolveu, entao, testar todas as sequéncias possiveis
com esses 4 algarismos. Qual o total de senhas possi-
veis com esses 4 algarismos?

Mich sel Smaolkin/Shutterstock.com

Cofre digital.

A escolha da senha consiste de quatro etapas, &,
em cada uma delas, devemos escolher um algarismo
entre os que estao no conjunto{2, 5,7, 8%

P alga rﬁmgl S
[ ]

12 etapa - escolha do 12 algarismo:
4 possibilidades

2% etapa - escolha do 22 algarismor:
3 possibilidades

32 etapa - escolha do 32 algarismor:
2 possibilidades

42 etapa - escolha do 42 algarismo:
1 possibilidade

Assim, pelo principio fundamental da conta-
gem, sendo n o numero total de possibilidades de
formar a senha com os 4 algarismos dados, temos:

n=4-3:-2-1=n=24

Sao 24 maneiras diferentes de formar uma se-
nha com os 4 algarismos dados.
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3%situacao:

Antonio, Lucas, Elias, Marcos, Pedro e Orlan-
do sao amigos e adoram defender o meio am-
biente. Sempre que podem, visitam locais dife-
rentes e, quando observam alguma agressao a
natureza, denunciam aos 6rgdos competentes.
Recentemente, resolveram criar uma pagina na
internet para informar suas aventuras. Decidiram
que o nome da pégina seria uma sigla formada
com a primeira letra do nome de cada um de-
les. Assim, qual o nimero total de possiveis siglas
com as iniciais dos nomes dos seis amigos?

Uma sigla possivel seria:

O que vai mudar de uma sigla para outra é
a ordem das letras. Assim, analogamente as duas
situacoes anteriores, temos 6 possibilidades para
a letra que deve ocupar a 12 posicao (da esquerda
para a direita), 5 possibilidades para a letra que
deve ocupar a 22 posicdo, 4 possibilidades para a
da 3% posicao, 3 possibilidades para a da 42 posi-
cao, 2 possibilidades para a da 52 posicao e 1 pos-
sibilidade para a da 62 posicao (esse raciocinio é
sempre baseado nas escolhas sucessivas das le-
tras gue vao ocupando as posi¢coes). Dessa forma,
pelo principio multiplicativo, temos:

n=6-54-3-2-1=2n=720

Sao 720 siglas diferentes. Cada sigla se diferencia
da outra pela ordem das letras.

No exemplo, formamos sequéncias com letras;
sequéncias desse tipo sao também conhecidas como
anagramas. Quando mudamos a ordem das letras que
formam uma palavra, cada agrupamento formado é
um anagrama.

As trés situacbes apresentadas constituem
exemplos de contagem que, em Analise Combina-
toria, sao denominados problemas de permutacao.
Se pesquisarmos 0 que é permutacdo, encontra-
remos o significado ligado ao ato de misturar, de
trocar de posicao.



De modo geral, podemos dizer:

Se tivermos n elementos distintos e desejarmos
calcular o nimero total de permutacdes que podemos
formar com esses n elementos, basta considerarmos
gue eles serao posicionados um ao lado do outro, em
n posicoes. A partir dessa ideia, calculamos o niimero
de possibilidades existentes para a ocupacao de cada
posicao (como se o evento tivesse n etapas):

12 posicao: n possibilidades
22 posicado: nm — 1 possibilidades
3t posicao: n — 2 possibilidades
42 posicao: n — 3 possibilidades
(n — 2)2 posicao: 3 possibilidades
(n — 1)2 posicao: 2 possibilidades
N2 posicao: 1 possibilidade

Pelo principio multiplicativo, o nimero total de
maneiras existentes é obtido multiplicando-se esses
nimeros de possibilidades nas etapas:

nn—1N-n—-2-0—3)(.)-3-2-1

Note que sdo agrupamentos ordenados (se-
quéncias) de n elementos. Assim, o que diferencia
um agrupamento do outro é a ordem de seus ele-
mentos. Tais agrupamentos sao canhecidos como
permutacoes simples.

Exemplo:

Na sala de aula, Marcos (M), Anténio (A), Pedro
(P), Jodo (J), Lucas (L) e Bruno (B) ocupam a mesma
fileira de seis lugares. Considerando que em cada
aula eles mudam de lugar entre si, quantas aulas sao
necessarias para esgotar todas as possibilidades de
0s seis amigos se acomodarem nas seis carteiras?

No esguemna a seguir apresentamos algumas pos-
sibilidades de os alunos (observe as iniciais dos nomes)
ocuparem os seis lugares.

tu1gar M M M
1"’?’ P P P
Lugar J J L
L'*’?a’ L B J
L"gm B L B

A cada disposi¢do no esquema corresponde
uma permutacio dos 6 amigos. O nimero total de
possibilidades é obtido pela permutacao simples de
6 elementos:

P.=6:5-4-3:2-1=P =720

Portanto, sao 720 permutactes. Como cada per-
mutagao corresponde a uma troca das posicdes gue
eles ocupam nos 6 lugares, em 720 aulas eles esgotam
todas as possibilidades.

Fatorial de um nimero natural

Ao calcular a permutacéo de elementos, em
situagoes diversas de contagem, como aquelas que
exemplificamos anteriormente, vocé tera de realizar
multiplicagdes tais como:

PLEF Do
P,=4-3-2-1
P.=5-4-3-2-1
P=6-5-4-3-2-1

]

P,=7:6-5-4-3-2-1
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Essas multiplicacbes podem ser muito ex-
tensas. Basta imaginar, por exemplo, o calculo do
numero total de permutacoes de 20 elementos de
um conjunto. Terlamos que escrever:

PM320-19-18-17-16- 15-14-13-12-11-

+10+9-8+7-6-5+4-3-2+1

Como tais resultados aparecem em proble-
mas de contagem, criou-se um simbolo para tor-
nar a escrita mais abreviada: é o fatorial de um
numero natural.

Observacodes:

1. Como o fatorial de um numero natural n = 2
é 0 produto dos numeros naturais de 1 a n, podemos
dizer gue o nimero total de permutagoes simples de
n elementos pode ser calculado por:
P, =n!

2. Uma consequéncia imediata da definicao de
fatorial de n é que, para qualguer nimero natural n
= 2, podemos escrever:

n=n-+{n-—1)

A partir dessa ultima observacao, vamos
compreender agora a conveniéncia de termos de-
finido 0! = 1 e 11 = 1. Se estendermos o conceito
de fatorial de n para os casos particularesn = 1 e
n = 0, a consequéncia n! = n - (n — 1)! deve ser
conservada. Assim, substituindo nessa consequén-
cia n, temos:

Paran=2

n=n-(n—1)

A=2-2—-1)

2-1=2-1l=1=1!

Dessa forma, é conveniente considerar que 11 = 1.
Paran =1

n=n-(n—1
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MN=1-0-1
1=1-0l=1=0
Assim, é conveniente considerar que 0l = 1.

No préximo capitulo veremos, por meio de si-
tuagdes envolvendo o célculo com combinacoes,
um pouco mais a respeito da conveniéncia de definir
fatorial de 1 e fatorial de zero como 1.

O célculo envolvendo o fatorial de um numero
natural permite algumas simplificagbes, conforme
apresentamos nos exemplos a seguir.

Exemplos:

341 + 35l
36!

Desenvolvemos o fatorial de 36 e o fatorial de
35 até chegar ao fatorial de 34. Em seguida, simplifi-
camos o fatorial de 34:

1. Vamos calcular o valor de

341 435! 34143534

36l 36-35-34l
341+ 35! 34111 + 35)

36! 36-35- 34
341+ 35t 1435 =34!+35!_ 1

36! 36-35 36! 35

_ (=11 1
2. Vamos resolver a equacdo —— = —,
(n+1) 6

Inicialmente desenvolvemos o fatorial de n + 1
até chegar ao fatorial de n — 1:

(n—1) ml
n+1)-n-(n—1)0 6

1 1
(n+1)-n 6

Resolvemos a equacao correspondente:

(n+1)-n==6
n=-3
m+n—6=0=
n=2
Observando que s6 definimos o fatorial de um
numero natural, concluimos que apenas n = 2 é so-

lucdo da equacao.



Outras situacoes com
permutacdao

No célculo envolvendo contagem, a utilizacao do
conceito de fatorial de um numero natural sera Util.

A seguir, apresentamos exemplos de problemas
de contagem envolvendo permuta¢ao, porém com
certas restricoes. Sao situacoes de contagem que ne-
cessitam de mais cuidado guando de sua resolucao.
Embora a teoria para a resolugao seja a mesma estuda-
da até aqui, sugerimos uma leitura cuidadosa de cada
exemplo e uma discussao dos procedimentos adota-
dos, caso necessario, com seus colegas.

Exemplo:

Vamos calcular o total de anagramas formados
com as letras da palavra ATOR que:
a) iniciem pela letra A;
b) iniciem por uma consoante.

a) Como todos 0s anagramas devem iniciar com a
letra A, fixamos a letra A na primeira posicao; assim,
as outras 3 letras deverao ocupar as trés posicoes res-

tantes. Sendo n o total de resultados possiveis, temaos:
=i,
n=3=3-2-1=n=6

Portanto, sdo 6 anagramas que iniciam pela letra A.

b) Como devem iniciar por uma consoante, exis-
tem duas possibilidades para a 12 posicao. Uma
dessas consoantes ocupara essa posicao, e a outra,
com as duas vogais, ocupard uma das trés posi-
¢coes restantes:

ou

Sendo n o total de anagramas, temos:
ﬂ=2-P3

n=2-3l

n=2-3-2-1=n=12

Exemplos:

1. Considerando o conjunto A = {3,4,5, 6, 7, 8},
vamos formar nimeros com 6 algarismos distintos,

utilizando os elementos desse conjunto. Assim, quan-
tos desses numeros sao pares?

Como os niimeros deverao ser pares, o algaris-
mo da unidade devera ser 4, 6 ou 8. Escolhendo um
deles para ser o algarismo das unidades, os demais
deverao ser‘permutados’; isto é:

I.I.I
= =

Sendo n o total de numeros que podemos for-
mar, entao:

ft=J3= P

n=3-5!

n=3-5-4-3-2-1=n=360

Partanto, sao 360 nimeros que pademos formar
de acordo com as condigoes estabelecidas.

2. Numa festa de final de ano, os amigos Maria,
Joana, Carla, Pedro e André posaram lado a lado para
uma fotografia. Vamos calcular o niimero de maneiras
possiveis de eles se posicionarem conforme as se-
guintes condigoes:

Filipe Rocha

Joana Carla Maria André

a) os dois meninos devem ficar sempre um ao lado
do outro;

b) as trés meninas devem ficar sempre uma ao lado
da outra.

a) Como os dois meninos devem ficar sempre juntos, va-
mos considerd-los como se fossem uma pessoa sé. Dessa
forma, teriamos quatro”pessoas’ para permutar (M, J, C, PA):
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P, =4l

Note que Pedro e André podem permutar suas
posicoes entre si (André e Pedro ou Pedro e André):

P, =2l
Sendo n o nimero total de possibilidades,
temos:
a=P,P,
n=()- @)

n=2-24=n=48
Portanto, sdo 48 possibilidades.

b) Como as trés meninas devem ficar sempre juntas,
vamos considera-las como se fossem uma pessoa so.

Exercicios resolvidos

Dessa forma, teriamos trés “pessoas’ para permutar
(MJC, P, A):

p.=3l

3
Note que as trés meninas podem permutar suas
posicoes entre si e continuarao juntas:

P,=3l

Sendo n o nimero total de possibilidades, temos:
IE=P Ry

n=(3h-3H

n=6:-6=n=36

Portanto, sao 36 possibilidades.

1. Com relagao a palavra ALUNOS, calcule:
a) onudmero total de anagramas.

b) o ndmero total de anagramas que comecam pela
letra A.

¢} o numero total de anagramas que tém as vogais
juntas.

d) o nimero total de anagramas gue tém as vogais
juntas e em ordem alfabética.

e) onumero total de anagramas que t&m as vogais em
ordern alfabética.

a)Ps=6l =720
b)

Fixando a letra A no comeco, sobram 5! maneiras de
reorganizar as demais letras. Assim,

5! =120.

)

AUO

Considerando as vogais como um “bloquinho’, sao
4! maneiras de reorganizar o bloguinho mais as trés
consoantes, e 3! maneiras de reorganizar as letras
dentro do“bloquinho”. Assim,

41.31 = 144,
d)

AOU

Considerando as vogais como um “bloguinho” sao
4! maneiras de reorganizar o bloquinho mais as trés
consoantes, e nao apenas 1 maneira de organizar as

letras dentro do "bloguinho” em ordem alfabética.
Assim,

41.11=24,
e)

De todos os anagramas da palavra ALUNQS, pode-
mos fixar as consoantes em determinada posicao
e permutar entre as vogais, montando assim gru-
pos de 6 (3!) anagramas. Dos 6 anagramas de cada
grupo, apenas em um anagrama as vogais apare-

cem em ordem alfabética. Assim,
P 6:5-4-3l

—t=————=120
3! 3l
_ nl-{n+ 2)
2. Resolvaaequagdo —————— =
(n—1-(n+ 1)
L+ (n+ 2)!
e - =35—

(n—1-(n+ 1)
nn—1Mm+2)-(n+1)
(n—1+(n+ 1)
nin+2)=35—=nm+2n—35=0

-.n=5oun = —7(nao convém)

Logo,n=>5.
i 5 nl (= 1) :
3. Considereaexpressaox(n) = T Determine
o valor de x (2017). (n+1)!

Observando o produto notdvel no numerador des-
sa fracdo e considerando que o denominador pode
ser escrito em funcao do fatorial de n, temos:

_ nn=1)
o Lo
i nl{n+1)-(n—1)
(n+1)-n

x(nNN=n-—-1)
x(2017) = 2017 — 1 —=x (2017) = 2016
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Exercicios propostos

15

Resolva os exercicios no caderno.

Calcule o nimero de permutacdes que podem ser
feitas com:

a) 4elementos. 24
b) 5elementos. 120
¢} 6elementos. 720

Com as letras da palavra JURD, forme todas as sequén-
cias possiveis, considerando que todas as letras devem

aparecer em cada sequéncia.
Resposta no Manual da Professor.

Considere 10 algarismos distintos para criar senhas.

a) Qual é o nimero total de senhas possiveis de serem
formadas? 3628800

b) Des*sa%II senhas, guantas iniciam com o algarismo 27

¢) Dototal de senhas possiveis, quantas terminarm com
o algarismo zero? 362 830

d) Do total de senhas possiveis, quantas comegam com
um algarismo par? 1814400

e} Quantas senhas comegam com um algarismo impar?

1814400
Calcule o valor de: |
a) 51120 c) 4+ 6! e) i}‘h
744 7
b) 10! 3628800 d) 71— 5! 4920 f) ]—2!22
10! 3!

Indigque, em seu caderno, se cada uma das afirmagdes
a sequir é verdadeira ou falsa.

a) ol=1v

b) (m + n)l = m! + nl, em que m e n s3o nimeros
naturais.

c) {(m—-n)! = m!-nl, em que m e n sao nimeros na-
turgisem=n.r

d) (m n}l =m! - nl, e que m e n sao nUmeros naturais.
e)l 3 (Y n-(n+1)-h+D=(n+ 2V

Simplifique as seguintes expressoes:

gl 100! + 101!
a ﬁn’ +n c) T 10200
=2l 1

b)

(n—1)

n=—"1
Resolva a equacao (n — 5)! = 5040. 12

Calcule o ndmero de anagramas das palavras:
a) aluno. 120
b) escola. 720

Considere a sequéncia dada pelo termo geral
_ =4+
n (n+ 2

Calcule o valor de a2m 2012

=2010

10.

11.

12.

13.

14.

15,

O nimero 13! pode ser escrito na forma 2™ - k, na qual
mé um numero natural e k& um ndmero natural impar.

Calcule o valorde m. m = 10

Utilizando a igualdade n - n! = (n + 1)! — n!, calcule o

valor daexpressao 2-21+3-31+ . +9-9
10l = 21 = 3628 798

Mostre que para todo n natural ndo nulo é valida a

igualdade2-4-6-(.)-2n=12"-
Resposta no:Manual do Professor.

Com relacio a palavra FELIZ, calcule:

a) o nimero total de anagramas gue comegam por

uma vogal. 48

b) o nimero total de anagramas que comegam e ter-

minam com uma consoante, 36

Umdosanagramas da palavra ESCOLA € ALECOS. Observe

que, nesse anagrama, duas vogais e duas consoantes nao

ocupam posicoes adjacentes. Assim, calcule:

a) g_)?]ﬁmero total de anagramas da palavra ESCOLA.

b) O_I‘il.:il‘nEFO total de anagramas da palavra ESCOLA que
ndo possuemn duas vogais nem duas consoantes emn

posicoes adjacentes. 72

Uma crianga formou uma fila com 10 bolas de cores

diferentes, cono mostra a figura:

Q00 000 00

16.

Em sequida, comecou a trocar uma ou mais bolas de
lugar e pensou: "Vou formar todas as filas possiveis”
Qual é o numero de filas diferentes que a crianca

poderé formar? 10! = 3628800
Com relagdo a palavra IMAGENS, calcule:

a) ondmero total de anagramas. 5040

b) o nimero total de anagramas que tém as vogais
juntas. 720
¢} o nimero total de anagramas que tém as vogais

juntas e em ordem alfabética. 120

d) o ndmero total de anagramas que tém as vogais em

ordern alfabética. 840
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Permutacdo com repeticao

Até aqui as situagoes propostas para resolugao
envolviam permutagdes com elementos distintos,
chamadas de permutacdes simples. Mas o que acon-
tece se tivermos elementos repetidos? Um exemplo
bem simples seria imaginar o célculo dos anagramas
de uma palavra que apresentasse letras iguais. A se-
guir, formamos todos os anagramas com as letras da
palavra BALA:

BLAA ABLA LABA

AALB ALAB LAAB

Pela contagem direta, chegamos & conclusao
de que sao 12 os anagramas que podem ser for-
mados com as letras da palavra BALA. Mas como
podemos chegar a essa quantidade sem construir
0s anagramas? Como a letra A aparece duas vezes
na palavra, vamos inicialmente utilizar um artificio,
colocando um asterisco numa dessas letras, e con-
siderar que elas sao distintas. Assim, teremos que
a quantidade n de anagramas da palavra "BALA*"
pode ser calculada pela permutacdo simples de
4 elementos:

n=Pp,

n=41=24

BLAA*  ABLA®  LABA*  BLA*A  A*BLA  LA*BA

AA*LB  ALAB  LAA*B  A*ALB  A*LAB  LA*AB

Como a letra A aparece 2 vezes para cada um
dos 4! anagramas formados, ha outro idéntico com
as letras A nas mesmas posi¢oes (note que as trés pri-
meiras colunas, com excecao do asterisco, sao iguais
as trés ultimas colunas). Assim, o nimero n de ana-

gramas gue formamos é:

P

n=-%
P2
4

=%

Bkl
= 4-3-2 =n=12
2!
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Vamos considerar a seguir outro exemplo para
compreender melhor como € o célculo de permutacao
que envolve elementos repetidos.

Exemplo:

Quantos anagramas podemos formar com
as letras da palavra TENET presente num curioso e
antigo quadrado magico? Observe esse quadrado
representado a seguir.

S A T ) R

R O T A S

A palavra central € um palindromo, isto &, a pa-
lavra que mantém o mesmo sentido quando é lida
de frente para tras e de trds para a frente.

Vamaos construir todos os anagramas possiveis,
conforme a sequir (discuta com seus colegas uma
maneira de construir todos 0s anagramas):

TTNEE NEETT ETTEN NETET TNEET

TENTE TEETN ENTET ETETN ETNTE

Se considerarmos que as cinco letras sao diferen-
tes, temos P, anagramas. Entretanto, as permutagoes
entre as letras iguais nao produzern novos anagramas
(2 letras T e 2 letras E). Dessa forma, dividimos P. por
P, - P, para calcular n (total de anagramas):




Exemplos:

1. Quantos sao os anagramas das letras da pa-
lavra OSSOS?

A palavra contém 5 letras, das quais duas sdo
iguais a O e trés sdo iguais a S. Assim, conforme a rela-
¢ac matematica anterior, temos:

i, Al
@6y
5-4-3
P23 = 3 L pn=10

L

Observe a seguir os 10 anagramas:

05550 S0s550 S0s0Ss S5050 05508

2. Na malha quadriculada abaixo esta represen-
tado um esquema de parte das ruas de um bairro
numa cidade planejada. Cada linha representa uma
rua, e cada quadrado, um quarteirdo. Considere que
vocé estd no ponto A e deseja ir até o ponto B, an-
dando para o norte (N) ou para o leste (L). Note que
um caminho ja esta destacado:

3

L=}

Figuras:
z
=
r
T

A

Vamos calcular a quantidade de caminhos dife-
rentes para ir de A até B, caminhando apenas para o
norte (N) e para o leste (L).

Observando a figura, concluimos que, conforme
as condigdes impostas, em qualquer caminho que es-

colhemos para fazer, temos que andar 6 "quarteirbes”
para o norte e 7 para o leste.

No caminho indicado, temos uma sequéncia
de 13 (6 + 7 = 13) "quarteirées’, que podemos re-
presentar por:

(LN, N L LN LN N, L L N, L)

Qualquer outro caminho que escolhermos fazer
sera obtido permutando esses 13 “quarteiroes’, haven-
do repeticao de 7 para leste e 6 para norte. Assim, sendo
n o nimero total de caminhos possiveis, temos:

n=Ppre

13!
n=—"©H— _
(7)) - (6)

i 13-12-11-10-9-8-71
M-6-5-4-3-2-1
13-12-11-10-9-8

6+5:4-3+2+1

=n=1716

Permutacao circular

Ha uma situacdo um pouco diferente relacionada
& permutacao conhecida como permutacao circular.
Dizemos que uma permutacao de n elementos dis-
tintos é denominada circular quando eles sao dispos-
tos em circulo em n lugares. Nesse caso, dizemos que,
nessa ‘disposicdo’, uma permutacdo se diferencia da
outra quando ndo coincidem por rotagao.

Exemplos:

1. As amigas Lucia, Maria e Joana irdo sentar-se
junto a uma mesa circular com 3 lugares. De quantas
maneiras diferentes isso podera ocorrer se conside-
rarmos que uma forma de elas se posicionarem se
diferencia da outra apenas pela rotacao?

Se pensarmos na permutacao simples de 3 ele-
mentos, teremos 3! possibilidades, indicadas a seguir:
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As trés primeiras disposicoes (indicadas por 1, 2
e 3) coincidem entre si, considerando a rotacao indi-
cada pelas setas. Também isso ocorre com as trés Ulti-
mas disposicoes (indicadas por 4, 5 e 6). Dessa forma,
se representarmos por PC, o total de permutagoes
circulares de 3 elementos, teremos:

PC=2
Observacao:

Enguanto nas permutacdes simples importam
os lugares que os elementos acupam, nas permu-
tacoes circulares interessa apenas a posicao relativa
dos elementos entre si.

Voltando ao exemplo, e considerando o sen-
tido anti-horério indicado pela seta, temos, nas trés
primeiras disposicoes, gue Lucia precede Maria, que
precede loana, que precede Lucia. Isso indica que a
posicao relativa das trés amigas & a mesma. Ja nas
trés ultimas disposicoes, Lucia precede Joana, que
precede Maria, gue precede Lucia. Novamente, aqui
a posicao relativa das trés amigas € a mesma.

B 2. Vamos conside-

. rar que as cinco criangas
estejam brincando de

¢ roda. Na figura a seguir,
elas estao indicadas pe-
las letras A, B, C, D e E.
Queremos calcular o
numero total de permu-
tacoes circulares dessas
criancgas, isto €,

PC, = 7172

Adilson Secco

Como, na permutacao circular, o que vai inte-
ressar € a posicdo relativa entre os elementos, aqui
devemos observar quem estd ao lado de quem.

- Unidade 5 Anélise Combinatéria

Assim, duas rodas serao iguais quando, em ambas,
cada crianca for ladeada pelas mesmas criangas, tan-
to a sua esquerda quanto a sua direita. Apenas para
exemplificar, as duas rodas esquematizadas a seguir
sao consideradas iguais:

Se observarmos, nas duas figuras, o sentido indi-
cado pela seta a partir da crianga A, temos que A pre-
cede B, que precede C, que precede D, que precede E,
que precede A.

Vamos, agora, descobrir quantas dessas per-
mutacdes circulares sao iguais. Se posicionassemos
essas criancas em fila (ndo circular), o total de ma-
neiras diferentes de organiza-las seria permutacao
simples de 5, isto é:

P, =5!=120

Porém, temos gue determinar quantas dessas
permutacdes simples correspondem a mesma per-
mutacdo circular. Vamos partir de uma disposicao
circular e descobrir a quantas permutacdes simples
ela corresponde:

Figuras: @ DAE

BCDEA

Coma as permutagoes circulares representa-
das sao iguais (percorra a circunferéncia num mes-
mo sentido comegando, por exemplo, pela crianca
A), dizemos que cada desenho esta representando



uma permutacao simples. Assim, cada permutacao
circular corresponde a cinco permutagoes simples
diferentes. Entao, para calcular o nimero total de
permutacdes circulares, dividimos as permutacdes
simples por 5, isto é:

P

s
PCS_;

5 5.4
PG=3="5

PC, = 4= PC, =24

Se considerarmos, analogamente, outras per-
mutagoes circulares com outros nimeros de ele-
mentos, teremos:

Permutacao circular de 6 elementos —

Exercicios resolvidos

6 65
SPC=—=—"T=5
5" 6 6

Permutacao circular de 7 elementos —

Permutacdo circular de 8 elementos —

8 _8-7
I e TD eem— I
SR =S

De modo geral, tem-se:

O numero total de permutagdes circulares
de n elementos distintos é determinado por:

PC =l-3l!=(h——7ﬂ!
n

1. Considerando os anagramas da palavra CALCULADORA:
a) quantos sao?
b) quantos tém as vogais juntas?
a)
Sao 11 letras das quais temos: duas letras C, trés le-

tras A, duas letras L, uma letra U, uma letra D, uma
letra O e uma letra R. Assim:

e, I 111088876 el
‘ 212131 2:1:2-1:3!

= 1663 200

b)

Juntando as vogais num “bloquinho’, temos para
permutar: um “bloquinho’; duas letras C, duas letras
L, uma letra D e uma letra R. Ainda ha a permutacao
dentro do “bloquinho”: trés letras A, uma letra U e
uma letra O. Assim:
pa2.p3 = 6! 5! i

By 2 202131

6:5:4+3-2:1:5-4:3

= 3600

2-1-2-1-31
2. Nas 7 vagas do estacionamento de um comércio, nas 7
vagas ha 3 carros vermelhos, 2 azuis e 2 verdes.

Adilson Secco

3. Para uma reunidao em uma empresa, dez pessoas irdo

Se levarmos em consideracao apenas a cor dos carros,

a) de guantos modos esses carros podem estar dis-
tribuidos nesse estacionamento?

b) de quantos modos esses carros podem estar dis-
tribuidos nesse estacionamento, de modo que os
carros de mesma cor estejam sempre lado a lado?

a) Levando em consideracao apenas a cor dos car-

ros, temos:
7! 7-6-5-4-3!
p223 = = =210
212131 2:3+2-1-3

b) Levando em consideracao apenas a cor dos carros,
dividindo-os em trés “bloquinhos” de cores, temos:

P=31=6

sentar-se ao redor de uma mesa redonda, entre elas o
diretor e o vice-diretor. Calcule:

a) de guantas maneiras distintas essas dez pessoas
podem sentar-se ao redor da mesg;

b) de quantas maneiras distintas essas dez pessoas
podem sentar-se ao redor da mesa de modo que
o diretor e o vice-diretor figuem lado a lado.

a) Trata-se de uma permutacao circular. Assim:
PC,,= (10 — 1)} = 9! = 362 880

b) Juntando o diretor e o vice-diretor num “bloqui-
nho’, temos 9 elementos para permutar ao redor da
mesa e dois elementos para permutar dentro do
“bloquinho”. Assim:

PC,-P,= (9 — 1)!12! = 81 2 = 80640

Permutacces Capitulo 14




Exercicios propostos

Resolva os exercicios no caderno.

1. Escreva todos os anagramas possiveis das letras da
palavra ASA. AAS, ASA, SAA

2. Considere as letras da palavra MASSA.

a) Qual ototal de anagramas que podem ser formados
com essas letras? 30

b) Desses anagramas, quarntos comecam pela letra M? &

3. Osdesenhos a sequir estao representando as permu-
tagoes circulares de quatro pessoas. Em cada um dos
desenhos estd indicado um sentido para considerar.
Assim, por exemplo, no desenho A, podemos observar
que as ordens 1-2-3-4, 2-3-4-1,3-4-1-2 e 4-1-2-3 repre-
sentam a mesma disposicao circular.

Em seu caderno, escreva para cada desenho B,C, D, E
e F as disposicoes circulares correspondentes, como

observadas no desenho A.
Resposta no Manual do Professor.

4. De gquantas maneiras podemos dispor oito pessoas
(A, B, C,D,E F Ge H) em torno de uma mesa circular,
como mostra a figura? 5040

5. Umgrupo de sete amigos, entre eles o casal de namo-
rados Bianca e Marcos, irdo se sentar ao redor de uma
mesa circular. Sabendo que os dois namorados devem
se sentar obrigatoriamente lado a lado, calcule o total
de maneiras de os amigos se acomodarem. 240

6. Qualototal de maneiras de dispor quatrorapazese trés
mocas em urna mesa circular, de modo que as mogas
fiqguem juntas? 144

7. Para realizar uma atividade, um professor selecionou
quatro meninos e quatro meninas. Em seguida, solici-
tou que eles se sentassem ao redor de um circulo, de
modo que ficassem alternadamente um menino e uma
menina. Calcule o nimero total de maneiras em que os
alunos podem se organizar para a atividade seguindo
a orientagao do professor. 144

10.

11.

12,

Uma pulseira é formada por 11 esferas justapostas e de
cores distintas, como mostra a figura. Consideramos
que duas pulseiras sao idénticas se uma delas puder
ser obtida a partir de outra por meio de uma rotacao.
Sendo assim, quantas pulseiras diferentes podem
ser obtidas?

101
T = 1814400

//f“\

Observe, na figura ao lado uma pilha
formada por blocos coloridos

a) Qual é o total de maneiras diferen-
tes de empilhar os blocos? 180

b) Qual é o total de maneiras de em-
pilhar s blocos de modo que blo-
cos de mesma cor permanegam
sempre juntos? 24

Observe o mapa de uma pequena
cidade composta por seis bairros:

Calcule o total de maneiras de pintar 0 mapa dessa
cidade, sendo dois bairros de verde, dois de azul, um
de vermelho e um de amarelo. 180

Cinco rapazes e cinco mogas desejam tirar uma fo-
tografia ocupando os cinco degraus de uma escada
de modo que em cada degrau permaneca um rapaz
e uma moga. Quantas fotografias diferentes podem
ser tiradas? Ps- Ps- (P2)F = 460800

Com os algarismos 1,2, 3,5, 7, 8 e 9, quantos ndmeros
de sete algarismos distintos podem ser formados, de
modo que os algarismos 3 e 8 sempre ocupem posi-
¢oes adjacentes e os algarismos 1 e 5 jamais ocupem
posicdes adjacentes? 960

- Unidade 5 Analise Combinatéria
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Nas situagdes de contagem (agrupamen-
tos de elementos), de um modo geral, existem
duas “atitudes intuitivas”: a de escolher e a de
misturar. Quando resolvemos até aqui situacoes
relacionadas ao principio multiplicativo ou mes-
mo aquelas apresentadas no capitulo de permu-
tagoes (simples, com repeticdo ou mesmo circu-
lar), utilizamos o procedimento de misturar.

Vamaos agora ampliar essas ideias estudan-
do também aquelas situacoes em que precisa-
mos fazer escolhas de elementos. Assim, por
exemplo, imagine que vocé pretende comprar
5 bolas de sorvete de sabores diferentes a partir
de 8 sabores disponiveis. Qual € o nimero total
de possibilidades nessa escolha?

Resposta no Manual do Professor.
Pense em como determinar o nua-
mero total de escolhas de 5 bolas
de sorvete de sabores diferentes
a partir de 8 sabores disponiveis.
Represente os sabores por letras
e faca todas as combinagdes
possiveis.

> Questdes e reflexdes

M. Unal 0zmen,
Shuttars tm-c:lu':i:-rr;II

Combinacoes simples
Considere a seguinte situacao:

Trés dos cinco jovens abaixo serao es-
colhidos para formar uma equipe de traba-
lho escolar.

Filipe Rocha

Pedro Joana Carla Maria  André

Qual é o numero total de grupos que po-
deremos formar com 3 dos 5 jovens?

Note que nem todos os elementos dispo-
niveis serdo utilizados, somente 3 dos 5. Além
disso, a ordem em que os elementos serao es-
colhidos nao € importante. Mesmo gque a or-
dem dos elementos nao faca diferenca, vamos
iniciar considerando que queremos determi-
nar, pelo principio multiplicativo, o nimero de
maneiras de essas pessoas ocuparem sucessi-
vamenie 3 posicoes (a partir dai podemos de-
terminar o numero possivel de escolhas, con-
forme pergunta):

- Numero de possibilidades para a 12 posicao: 5.

- Numero de possibilidades para a 22 posicao: 4.
- Numero de possibilidades para a 32 posicao: 3.

Entao, pelo principio multiplicativo, temaos
60 possibilidades (5 - 4 - 3 = 60).

- Como néao interessa a ordem deles e quan-
do utilizamos o principio multiplicativo
essa ordem é levada em consideracao,
significa que alguns agrupamentos foram
repetidos. Assim, por exemplo, se trés dos
jovens forem Maria, Joana e Carla, os agru-
pamentos a seguir, embora sejam iguais,
foram computados como diferentes entre
0s 60 calculados:

Maria — Carla — Joana

Joana — Carla — Maria

Carla — Maria — Joana
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- Esses 6 grupos representam a permutacao dos 3
jovens considerados (3! = 6). Assim, sendo n nume-
ro total de grupos com 3 pessoas que podemos
formar a partir dos 5 jovens, temos:

60 60

e

No quadro abaixo, temos os 10 grupos possiveis:

n 10

Joana — Carla — Pedro
Joana - Pedro — André

Maria — Joana — Pedra

Maria — Carla — Pedro

Essa situacao apresentada corresponde a ideia de
formar subconjuntos com 3 elementos a partir de 5 ele-
mentos disponiveis. Representando os jovens pelas letras
M, J, C, P e A (iniciais de seus nomes), formamaos subcon-
juntos de {M, J, C, P A} com 3 elementos em cada um:

M, J,C} M, B AL IM, J, P, {J, G, P, IM, J, A},
U, CALIMCPLUPALIMCALCPA]
Observacao:

Em Analise Combinatoria, esse tipo de agrupa-
mento em que a ordem dos elementos nao faz di-
ferenca é conhecido como combinagao. De modo
geral, dizemos que a esséncia das situacoes de com-
binagao estd na formacac de subconjuntos a partir
dos elementos de um conjunto dada.

O raciocinio que empregamos para chegar
a resposta do exemplo anterior pode também ser
empregado em outras situagées similares. Contudo,
vamos apresentar uma formula que vocé também
pode utilizar para obter a quantidade de combina-
¢bes. Embora possamos dizer que vamos escolher
objetos, para simplificar, utilizaremos a denominacao
de elementos associados aos conjuntos.

- Unidade 5 Analise Combinatéria

Assim como fizemos no exemplo anterior, va-
mos calcular inicialmente o total de possibilidades
de ocupacao de p posicoes, isto é:

p? posi-
¢ao

Numero de possibilidades para a 12 posigao: n

Numero de possibilidades para a 22 posicao:
n—1

Numero de possibilidades para a 32 posicao:
n-2

Nimero de possibilidades para a (p — 1) posicao:
n—p+2
Numero de possibilidades para a p? posicao:
n—p+1
Entéo, pelo principio multiplicativo, o nimero
de possibilidades é:
n-h—1D-0—2)-()-n—p+2-n—p+1)
Como nao interessa a ordem dos elementos e,
quando utilizamos o principio multiplicativo, essa ordem
¢ levada em consideracao, significa que alguns agrupa-
mentos com p elementos foram repetidos. Como cada
agrupamento tem p elementos, existem p! sequéncias
com esses elementos. Assim, sendo C? (lemos combina-

¢ao de n elementos p a p), 0 nimerao total de subconjun-
tos com p elementos que podemos formar é dado por
n-n—0-0—=2-()h—p+2-h—p+1)
p!
H& uma férmula um pouco mais simples que

essa. Para obté-la, multiplicamos o numerador e o de-
nominador do segundo membro por (n — p)l, isto é:

cp=n00=1)-0=2)-():(n=p+2)-(n—p+1):-(—p)

C=

ld

pln—plt
lnn=1)-(0=2-):(0—p+2-(r—p+1)-(r—pl=nl
nl




Exemplo:

Retornando ao exemplo do inicio do capitulo,
temos que escalher 3 jovens entre os 5 disponiveis.
VVamos calcular o nimero total de escolhas possiveis:

I
C= 51
31(5 — 3)
4.2
o= 543 Lo
31241

Ao efetuarmos combinagées simples de n ele-
mentos tomados p a p, estamos formando subcon-
juntos com p elementos. Assim, vejamos alguns ca-
sos particulares:

-n=p
Cp: nl
" plin—p)
dn=p
| I |
C”:n_:.n_:L:]:C”:

Isso significa que um conjunto A com n ele-
mentos admite um Unico subconjunto com n ele-
mentos (o proprio conjunto A).

+n>=pep=0

P = n!
" plin—p)
lsz
| | |
o= B jiv=
" 0l(n — o) ont 10l "

Isso significa que um conjunto A com n ele-
mentos admite um Unico subconjunto com zero ele-
mento (o conjunto ).

. n:p:O
o = nl
" plin—pk
ln:pzo
| I
= 0l o —L:1=>Cg:l

0—o0)! 00 1-1

Isso significa que um conjunto A com zero ele-
mento admite um Unico subconjunto com zero ele-
mento (o conjunto A € o proprio conjunto vazio).

Observacao:

O fatorial de zero e o fatorial de 1 foram definidos
no capitulo anterior como iguais a 1. Isso é conveniente
para o célculo do nimero de subconjuntos, por exemplo,
com qualquer nimero de elementos no subconjunto.

Exemplos:

Observe o calculo envolvendo combinacoes
simples de elementos.

1. Quantos subconjuntos admite o conjunto
A=134526"7

» Célculo do nimero de subconjuntos com zero ele-

mento:
o= 4l __4
0@ —-or  1-4
» Célculo do nimero de subconjuntos com um ele-
mento:

8

=1=C=1

v 4l _ 4-3l

TG —1) 13

= (alculo do nimero de subconjuntos com dois ele-
mentos:

=4=C =4

I 3.2l
i 4l :432‘:6=:~Ci=6
214 — 2)! 2-1-2
» (alculo do nimero de subconjuntos com trés ele-

mentos:

| - 3l
G= 4l _ 4 3‘:4:‘@:4
3l(4 — 3)! 3n
+ (alculo do nimero de subconjuntas com quatro

elementos:
Ct = 4l __ 4
£ 44— 4) 41-1
Sendo n o total de subconjuntos de A, temos que:
it G o s i s S g

n=1+4+6+4+1=n=16

=1=C‘4‘=1

2. Considere que um conjunto A tem 10 ele-
mentos. Entao, determine:

a) o numero de subconjuntos de A que pos-
suem 3 elementos;

b) o nimero de subconjuntos de A que pos-
suem 7 elementos.

a) Devemos escolher 3 elementos entre os 10
disponiveis. O total de possibilidades é:

| LG.R.T]
130: 10! = 10-9-8-7! -
3110 — 3)! 3:2:1-7
=0C,=120

Portanto, sao 120 subconjuntos com 3 elemen-
tos em cada subconjunto.

b) Devemos escolher 7 elementos entre os 10
disponiveis. O total de possibilidades é:
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| «Q:8:7l
o =10 _ 10987 _ 0,
700—7)  71-3-2-1
=0 =120

Portanto, sao 120 subconjuntos com 3 elemen-
tos em cada subconjunto.

Observacao:

Nesse exemplo, os dois resultados sdo iguais.
Isso ocorre porque, a cada vez que retiramaos 3 ele-
mentos (de um total de 10) para formar um subcon-
junto, sobram 7 elementos para formar outro sub-
conjunto agora com 7 elementos.

3. Em um departamento de uma empresa tra-
balham @ funcionarios. Destes, 5 serdo escolhidos para
participar de um congresso no final do ano. De quan-
tas formas podem ser escolhidas essas 5 pessoas?

- J& que a ordem das pessoas na escolha ndo importa,
temos um problema de combinagao. Como sao 9
pessoas disponiveis e devemos escolher 5, temos:

| «8-7-6-5l
B o D BBTES
S9—5  51-4-3-2-1

= =126

Portanto, sdo 126 possibilidades quanto a esco-
Iha de 5 funcionarios entre os 9 disponiveis.

Observacao:

Poderiamos ter obtido esse total de possibili-
dades utilizando o principio multiplicativo (observe
a sequir), ou seja, nao & necessaria a utilizacdo de for-
mula para a resolugdo de problemas de contagem
que se referem ao nimero de escolhas de elementos.

- Vamos supor gue a ordem das pessoas, inicialmen-
te, importe. Utilizando o principio multiplicativo,
vamos analisar as possibilidades de posicionar em
linha (ou fila) 5 pessoas a partir de 9 disponiveis:

42

posicao

Numero de possibilidades para a 12 posicao: 9.
Numero de possiblidades para a 22 posicao: 8.
Numero de possibilidades para a 32 posicao: 7.
Numero de possibilidades para a 4* posicao: 6.

Nimero de possibilidades para a 52 posicao: 5.

- Unidade 5 Anélise Combinatéria

Pelo principio multiplicativo, o total de manei-
ras de posicionarmos as 5 pessoas € dado por:

9-8-7-6-5

- Sabemos, porém, que a ordem na escolha das
pessoas nao importa. Assim, cada grupo de 5 ele-
mentos foi computado 5! vezes. Para determinar o
numero de formas de escolher 5 pessoas, devermnos

dividir o resultado anterior por 5!, ou seja:
9-8-7-6:5 _ 9-8-7-6-5 _

5! 524-3-2+1

126

Exemplo:

Na figura a seguir, indicamos oito pontos de uma
circunferéncia. Cada segmento que tem suas extremi-
dades numa circunferéncia representa uma corda dessa
circunferéncia.Vamos calcular quantas cordas podem ser
formadas ligando esses pontos destacados dois a dois.

A

o]
Figura: & DAE

E
- Vamos formar todas as sequéncias possiveis
com as letras A, B, C, D, E, F, G e H (que re-
presentam os pontos marcados na circunfe-
réncia), isto €, vamos calcular o nimero de
maneiras de posicionar 2 das 8 letras:

28 posicao

Numero de possibilidades para a 12 posicao: 8.
Numero de paossibilidades para a 22 posicao: 7.

Pelo principio multiplicativo, o total de maneiras
de posicionar duas letras € dado por: 8 - 7.

- Como o segmento BE é o mesmo que o seg-
mento EB, a ordem na escolha dos pontos
para formar os segmentos nao importa. As-
sim, cada grupo de dois elementos (letras
gue representam os pontos) foi computado
2! vezes. Para determinar o ndmero de ma-
neiras de formar segmentos, devemos divi-
dir o resultado anterior por 2|, isto é:



8-7 _ 87

2! 2-1
Portanto, sdo 28 cordas que podem ser formadas.

=28

- Como nao importa a ordem dos pontos es-
colhidos para formar as cordas da circunfe-
réncia, temos uma situacao de combinacao

simples, isto &,
I . 7+l
e 8l _ 8-7-8l — o8
2I8 — 2)! 2-1-6

Observacao:

O numero d de diagonais de um poligono con-
vexo com n vértices (n lados) pode ser calculado con-
siderando que devemos ligar os vértices dois a dois e,
do nuimero de resultados obtidos, subtrair o nimero
de lados. Assim, tem-se:

d=C—n

nl
2iin —2)!

Exercicios resolvidos

nn—"1+n—2)

2-1(n—2)
dam BB
2
d= n<(n—1)—2n _ " —3n
2 2
=:-d—n'( —3)
2
Exemplo:

\Vamos calcular o nimero de diagonais do octdgo-
no representado a seguir.

- Conforme relacao anterior, temos:

d=C-8
8l

218 —2)!
8-7-6l

d=———8=d=20
2-1-6

1. Quinze moradores se candidataram para as trés vagas
de sindico de um condominio. De quantos modos
diferentes essas trés vagas podem ser preenchidas?
Sao grupos de 3 pessoas dentre 15. Assim:

- 15! - 15:14-13- 12
5123 124321
Sao 455 maneiras diferentes de escolher os 3 sindicos.

= 455

2. Na escola onde Bruna estuda, 12 equipes distintas dis-
putam guatro vagas para uma competicao interescolar,
sendo que Bruna participa de uma das equipes.

a) De quantos modos diferentes essas quatro vagas
podem ser preenchidas?

b) De guantos modos diferentes essas quatro vagas
podem ser preenchidas, se uma das equipes é a de
que Bruna participa?

a) Sao grupos de 4 equipes dentre 12. Assim:
2 12! 12-11-10:9-8!
& = = = 495
8! 4! 814-3-21

Sao 495 maneiras diferentes de essas 4 eguipes
serem escolhidas.

b) Se uma equipe ja ocupa uma das quatro vagas,
sobram 3 vagas para as outras 11 equipes. Assim:
Cf,= 11! - 11-10-9-8! —165

8! 3! 813-2-1
Sao 165 maneiras diferentes de essas 4 equipes
serem escolhidas, sendo que uma dessas equipes

é a de que Bruna participa.

3. Em um plano foram marcados 7 pontos, 3 a 3, nao
colineares. Qual é o nimero total de retas distintas que
podem ser determinadas com esses 7 pontos?

Para determinar uma reta € necessario escolher dois
pontos, independentemente da ordem. Assim:
C= Lo __...;.._. =21
2 512! 5121
Logo, é possivel determinar ao todo 21 retas.

EXEI'CiCiOS propostos Resolva os exercicios no caderno.

opgoes:

tas saladas distintas ela podera preparar? 20

1. Para preparar uma deliciosa salada de frutas, Ana dispoe das sequintes

a) Se Anaescolher exatamente 3 das 6 opgdes de frutas disponiveis, quan-

b) Se Anaescolher exatamente 4 das 6 opgoes de frutas disponiveis, sendo
que 1 delas € manga, quantas saladas distintas ela podera preparar? 1o

Fotos: Maks Narodenko/Shutterstock.com; Valantyn VolkowShutterstock.com; Michael JayBerlin/Shutterstock.com;
Maks Narodenko/Shutterstock.com; Abramowva Elena/Shutterstock.com; Sergio33/Shutterstock.com
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2.

Figuras: @ DAE

De um grupo de 5 rapazes e 4 mogas, serd formada uma
comissao com exatamente 3 rapazes e 2 mocas. Qual
é o nimero total de comissoes diferentes que podem
ser formadas? 60

Em uma circunferéncia, sao marcados 11 pontos, como
mostra a figura.

(L

Escolhendo 3 ou mais pontos, dentre os 11 pontos, e
unindo-os convenientemente, formam-se poligonos
convexos. Observe alguns exemplos:

a) onumero total de triangulos que podem ser formados.

Assim, calcule;

165
b) o namero total de hexdgonos convexos gue po-
dem ser formados. 462

c) onumero total de poligonos convexos que podem
ser formados. 1951

Um professor de Matemética dispoe de 8 questoes de
Geometria e 6 de Algebra. Qual o nimero de provas
diferentes com 8 questdes que esse professor poderd
elaborar, de modo gue nelas constem pelo menos
2 questdes de Geometria e 2 questaes de Algebra?

2954

Urm campeonato de futebol é disputado por 20 equipes,

que jogam entre si duas vezes (primeiro e sequndo turnos).

a) Qual o nimero total de jogos disputados por cada
uma das 20 equipes? 32

b) Qual o ndmero total de jogos disputados no cam-
peonato? S50

Considere o conjunto X ={1; 2; 3;4; 5; 6; 7; 81.

a) Qual o nimero de subconjuntos de X com 3 elementos?

b) Qual o nimero de subconjuntos de X com no mé-
ximo 3 elementos? 93

¢} Qual o nimero de subconjuntos de X com pelo
menos 6 elementos? 37

Em uma escola lecionam 18 professores, sendo 10 do
sexo masculino e 8 do sexo feminino. Um grupo com 5

professores sera formado para acompanhar os alunos

do terceiro ano na viagem de formatura.

a) Qual é o nimero total de grupos distintos que po-
dem ser formados com, pelo menos, 3 professores
do sexo masculino? 5292

b) Qual é o nimero total de grupos distintos que po-
dem ser formados com, no maximo, 2 professores

do sexo masculine? 3275

Considere o conjunto A=1{1; 2; 5; 8, 10; 14; 17; 18; 20}
De quantas maneiras podemos escolher 3 elementos
desse conjunto de modo gue:

a) asoma dos 3 nimeros seja par? 38
b) a soma dos 3 numeros seja impar? 46

Emuma reta rsao marcados6 pontos e em uma reta s, paralela
a reta 1, s30 marcados 10 pontos, como mostra a figura:

10.

11.

12,

a) Calcule o ndmero total de triangulos que podem ser
formados com vértices nos pontos das retasre s.
BAY

b) Calcule o nimero total de quadrildteros que podem
ser formados com vértices nos pontos das retasre s.

675
De quantas maneiras um grupo de 12 pessoas pode ser
dividido em 3 grupos menores, todos com 4 pessoas?
5775
Umn torneio de volei de praia sera disputado por 8 duplas
no sistema mata-mata, ou seja, a cada jogo a dupla

perdedora é eliminada do torneio.

Muzsy/Shu tter stock.com

a) De quantas maneiras pode ser organizada a pri-
meira rodada do torneio? 105

b) Qual o nimerao total de jogos que serao disputados
no torneio? 7

Em um hospital trabalham 9 médicos e 12 enfermeiros.
Uma comissao de 2 médicos e 3 enfermeiros deve ser
formada. Sabendo gque existem 2 médicos que nao se
relacionam bem e nao podem fazer parte da mesma
comissdo, calcule o ndmero total de comissdes gue
podem ser formadas. 7700
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Combinacoes e arranjos

Vimos até aqui diversos exemplos ligados a contagens e escolhas. Agora vamos consi-
derar outros que ampliam a forma como procedemos no célculo. Analise a situacéo a seguir!

Situacao:

Na ilustracao abaixo, sete pessoas estao presentes num encontro de final de ano. Con-
siderando que quatro dessas pesscas ocuparao quatro cadeiras em linha, gueremos deter-

minar o numero de maneiras de isso ocorrer.

eladora/Shutterstok.com

+ O cdlculo do nimero de maneiras de posicionar qua-
tro dessas sete pessoas nas cadeiras pode ser pensa-
do em duas etapas. Primeiro calculamos o nimero de
maneiras de escolher quatro dessas sete pessoas, isto €:

Ci= 7! __ 7
47 — 4)! 41-3l

+ Agora que temos o nimero de maneiras de esco-
Iher as quatro pessoas, precisamos calcular o nu-
mero de maneiras de posiciona-las em fila, isto é:

1®posicao | 22 posicao 3% posicao 43 posicao
Para cada grupo de gquatro pessoas que esco-
lhemos, o numero de maneiras de posiciona-las lado

a lado (ou em fila) é P, = 4l

Como sao duas etapas para realizar esse evento
(escolhemos quatro pessoas e as posicionamos nas
cadeiras), o nimero total de maneiras de isso ocorrer é
o produto do numero de formas de realizar cada uma
dessas etapas. Se n representa esse numero, temaos:

n=(C-F)

1
n= L - 4!
4! -3l
7!
n=—
3
B o (P |
oo TOBEGAIY et

3l

Portanto, existem 840 maneiras diferentes de
posicionar quatro de sete pessoas nas cadeiras colo-
cadas lado a lado.

Kostsov/Shutterstok.com

» Outra maneira de resolver seria pensar em calcular
o nimero de formas diferentes de posicionar essas
pessoas em guatro posigdes, utilizando apenas o
principio multiplicativo.

12posicado | 22posicao | 3#posicao | 42 posicao

Nuamero de possibilidades para a 12 posicao: 7.
Niamero de possibilidades para a 22 posicao: 6.
Niamero de possibilidades para a 32 posicao: 5.
Numero de possibilidades para a 42 posicao: 4.

Assim, pelo principic multiplicativo, sendo n o nu-
mero total de maneiras de posicionar essas quatro pes-
soas nas cadeiras, chegamos ao mesmo resultado, isto &

n=7+6-5-4=840
Observacao:

As situagOes de contagem em gue a ordem ou
posicao dos elementos interessam sao denominadas
arranjos simples. Tais situacdes podem ser resolvidas
por meio do principio multiplicativo.

Quando dispomos de n elementos de um con-
junto e formamos sequéncias (interessa a ordem desses
elementos) de p desses elementos, cada uma dessas se-
guéncias é conhecida como arranjo simples (os elemen-
fos sao distintos). Para calcular o total desses arranjos,
obtemos primeiro o total de possibilidades de ocupacao
das p posicoes, isto €&

Numero de possibilidades para a 12 posicao: n
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Ndmero de possibilidades para a 22 posicao:
n—1
Numero de possibilidades para a 32 posicao:
n—2
Numero de possibilidades para a (p — 1)? posicao:
n—p+2
Namero de possibilidades para a p® posicao:
n—p+1
Entéo, pelo principio multiplicativo, o nimero

total de arranjos simples desses p elementos, que re-
presentamos por AP, é:

A=n-n—1)-—2)-C)-h—p+2-h—p+1)
Multiplicando e dividindo o segundo mem-
bro dessa igualdade por (n — p)!

(n—p)!
p=n-(n—1)-(n—2)()-(h—p+2)-(h—p+1)——
A=n-(n—1)-(n—2)-()-(h—p+2-lh—p )(n_p)!
pp= 0= 00—=2)-()-l0—p+2)-0—p+1)-(0—p)

n

(n—p)!
n-(=1-0~2-()-(—p+2-l—p+1)-(—p)=nl

n!
(n—p)

Aﬂ:

Observacao:
n!
— e
p'-(nh—p)
entéo podemos dizer que: A’ = - P

Considerando que C? =

Exemplo:

Considere que a senha de acesso a um banco
pela internet seja composta por uma sequéncia de 3
letras distintas (entre as 26 disponiveis) seguida por
uma sequéncia de 4 algarismos distintos. Qual é o to-
tal de senhas que podem ser assim elaboradas?

Devermnos determinar o nimero de sequéncias
formadas por 3 letras distintas e 4 algarismos distin-
tos, nesta ordem:

letra | letra | letra | algarismo | algarismo | algarismo | algarismo
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Dessa forma, sendo n o numero total de possi-
bilidades de formar essa senha, temos que:

n= A - Ay
__ 2 10
26—3) (10— 4y
_ 26-25-24-23)  10-9-8-7-6
231 6!

n=26-25-24-10-9-8-7=n=78624000

Combinacoes condicionadas

Existem situacoes de contagem, envolvendo
escolha de elementos, que sdo especiais. Nelas sao
impostas restricoes ou condicoes de formacdo conhe-
cidas como combinagoes condicionadas. Vamos consi-
derar a sequir uma situacao em gue sao solicitados qua-
tro agrupamentos conforme condigoes estabelecidas.

Situacao:

Um grupo de 20 alunaos de uma turma do Ensi-
no Médio esta reunido para tomar algumas decisoes
em nome da turma. Sdo 15 meninas e 5 meninos. De
quantas maneiras eles podem formar uma comissao
de 10 alunos de modo que:

a) nenhum membro da comissao seja menino?
b,

¢) tenha exatamente um Menino Na comissao’?

)
)

todos os meninos participem da comissao?

d) pelo menos um membro da comissao seja menino?

Cada um desses itens representa uma situagao
diferente de escolha contendo uma restricao (condi-
cao). Ao formar comissdes de alunos, nao interessa
a ordem deles na comissao, a menos que sejam es-
tipulados, por exemplo, cargos na comissao. Sendo
assim, fazemos apenas escolhas, isto é, combinamos.

a) Como nenhum membro da comissao sera meni-
no, escolhemos 10 meninas entre as 15 presentes:

o= 15! _15-14-13-12-11-10!
i — - =

101 (15 — 10)! 10t:5:4-3- 21
$C12=3UO3

Portanto, sao 3003 possibilidades de formar
£5538 COMISSao.

b) Como todos os 5 meninos devem participar
da comissao, precisaremos escolher 5 entre as
15 meninas:



5! 15!
Cg.c‘lljsz . =
SI(6—=5) 5115 -5
St 15-14-13-12-11-10!
5t-0 5:+4:3-2-1-10

=2C- -G, =3003

Portanto, sdo 3003 possibilidades de formar
€558 COmMissao.

c) Agora a comissao tera 1 menino e 9 meninas. As-
sim, precisamos escolher T menino entre os 5 e,
depois, escolher @ meninas entre as 15:

. 5! 15!
S e o wns
=1 9l(15—9)

5-4  15-14-13-12-11-10-9!
N4  9-6-5-4-3-2-1

=Cl-C, = 25025

Portanto, sdo 25025 possibilidades de formar
essa comissao.

d) Como a comissao tera, pelo menas, um menino,

Exercicios resolvidos

temos as seguintes possibilidades:
1 menino e 9 meninas: C} - C,
2 meninos e 8 meninas: C - C&
3 meninos e 7 meninas: C - C,
4 meninos e 6 meninas: C; - C,
5 meninos e 5 meninas: C - G,
Como escolhemos 1 menino e 9 meninas, ou 2

meninos e 8 meninas, ou .., 5 meninos e 5 meninas, o
resultado serd dado pela seguinte soma:

Cé'@s+C§'G135+Q'C$5+C;°C?5+C55'C?5

Entretanto, ha outra maneira de chegar a esse
resultado. Se guisermos que pelo menas um mem-
bro da comissao seja menino, 0 que nao interessa é
formar comissoes que sé tenham meninas. Assim, do
total de comissdes que podemos formar com 10 alu-
nos a partir dos 20 disponiveis, retiramos aquelas co-
missoes em que os 10 alunos sejam meninas, isto e

-

1. Cinco amigos decidiram fazer uma viagem em 1 carro
com 5 lugares. De quantos modos diferentes eles po-
dem se acomodar nos 5 lugares do carro:

a) setodos podem dirigir?

b) se apenas 3 podem dirigir?

a) Como cada acomodacao no carro caracteriza um
modo diferente, temos que:

Logo, sao 120 maneiras diferentes.

b) Temos que escolher 1 dentre os 3 para dirigir e os
outros 4 para ocupar os outros 4 lugares. Assim:
3! 41 31 4
N
33— 4—-4 20 0
Logo, sao 72 maneiras diferentes.

2. Em 1 empresa com 400 funciondrios, 10 mulheres e
20 homens se candidataram para formar 1 comissao
de 5 pessoas que ird representar os funciondrios em
assembileias no sindicato.

a) Quantas comissoes distintas podem ser formadas?

b) Quantas comissdes distintas podem ser formadas,
tendo cada comissao 2 mulheres e 3 homens?

¢} Quantas comissoes distintas podem ser formadas
com pelo menos 1 mulher?

a) Sao comissoes de 5 pessoas dentre 30. Assim:
cs = 300 _ 30-29-28-27-26-25!
W 2515] 2515-4-3-2-1

= 142506
Sdo 142506 maneiras diferentes de formar essa
comissao com 5 funcionarios dentre os trinta.

b) Sao 2 vagas dentre as 10 mulheres e 3 vagas den-
tre os 20 homens. Assim:

o g M 30 ABSSm
0t gl 17131 812-1
20-19-18-17!

iaa.y S0 51500

Sado 51300 maneiras diferentes de formar essa co-
missao com 5 funciondrios dentre os 30, sendo 2
mulheres e 3 homens.

c) O total de comissoes com pelo menos 1 mulher &
igual ao total de comissées menos o total de co-
missoes formadas apenas por homens. Assim:

o =30 20
W T; o a5151  1515!
20-19-18-17-16- 15!
~ 1515:4:3-2-1

=142506—

=142506—15504=127002

Sao 127002 maneiras diferentes de formar essa
comissao com 5 funcionarios dentre os 30, com
pelo menos 1 mulher.
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Exercicios propostos

Resolva os exercicios no caderno.

1. Dispondo dos algarismos 1,2,3,4,5,6, 7 e 9, calcule:

a) aquantidade total de nimeros com quatro algaris-
mos distintos que podem ser formados. 1650

b) a quantidade total de numeros pares com quatro
algarismos distintos que podem ser formados. 20

¢} aquantidade total de nimeros multiplos de cinco
com guatro algarismos distintos que podem ser
formados. 210

2. Nafinal de uma prova de natagao, trés dos 8 nadadores
sao brasileiros.

a) Quantos sao os resultados possiveis para os 3 pri-
meiros colocados da prova? 336

b} Quantos sdo os resultados possiveis para os 3 pri-
meiros colocados da prova, de modo gue, pelo me-
nos, um brasileiro esteja entre eles? 276

3. Asplacasdos veiculos sdo formadas por 3 letras seguidas
de 4 algarismos.

BXZ-3826

a) Caleule o nimero total de placas que podem ser for-
madas por 3 letras distintas (escolhidas entre as 26
letras do alfabeto) e 4 algarismos distintos.

b) Caleule o nimero total de placas que podem ser
formadas pelas letras AVN, nessa ordemn, e por qua-

tro algarismos distintos.
Respostas no Manual do Professor.
4. Cinco amigos vao ao cinema. Ao chegarem a sala em

gue o filme serd exibido, percebem que em apenas
uma fileira existern lugares consecutivos em quanti-
dade suficiente para que todos se acomodem. Como
nac querem sentar em lugares separados, decidem
gue vao ocupar aguela fila. Sabendo que sao 7 lugares
consecutivos disponivels, calcule de quantas maneiras
0s 5 amigos podem se acomodar sem gue haja uma ou

mais poltronas vazias entre 2 amigos quaisquer.
360

5. Emuma cidade, os niimeros de telefones sao formados
por 8 algarismos, sendo os quatro primeiros formam o

prefixo.

Dawldson Franga

a) Calcule o numero total de telefones cujo prefixo é
3027 e em que todos os oito algarismos sao distin-
tos entre si. 260

b) Calcule o ndmero total de telefones cujo prefixo é
3232 e em que os Ultimos quatro algarismos, in-
dependentemente dos algarismos do prefixo, sao
distintos entre si. 5040

6. Para organizar a formatura, uma turma de estudantes
do curso de Matemaética resolveu criar uma comissao,
formada por um presidente, um vice-presidente, um

10.

11.

12.

secretario e um tesoureiro. Dos 53 alunos da turma, ape-
nas 15 se candidataram para fazer parte da comissao.
Se aescolha serd feita por sorteio, de quantas maneiras
diferentes a comissao pode ser formada? 22760

A uma festa, compareceram 120 pessoas.

a) Qual € o nimero maximo de apertos de mao dis-
tintos possiveis? 7 140

b) Sabendo que 20% das pessoas nao se conhecem e
supondo gue elas nao se cumprimentem, qual é o
numero méximo de apertos de mao possiveis? 6864

Adiretoria de uma empresa é formada pelo presidente
e 10 outros membros.

a) Dequantas maneiras podemos escolher 4 pessoas da
;Iirgtoria. de modo gue o presidente esteja presente?

b) De quantas maneiras podemos escolher 4 pessoas
da diretoria, de modo que o presidente nao esteja
presente? 210

Em um grupo de 10 pessoas, 4 serdo sorteadas para
receber prémios distintos: 1 viagem para uma cidade
brasileira a ser definida posteriormente, 1 televisao,
1 aparelho de DVD e um telefone celular. Qual o ndmero

total de maneiras de o sorteio ser realizado?

5040

Na figura a seguir, observa-se o "mapa’ de um pequeno
pafs, dividido em 5 regides, denominadas A, B,C, De k.

Figuras: @ DAE

Para colorir 0 "mapa’, dispoe-se de 7 cores distintas. Além

disso, regides fronteiricas ndo podem ter uma mesma cor.

a) Qual o total de maneiras de colorir o mapa de ma-
geijr_g gue as 5 regides tenham cores distintas?

b

—

Quial o total de maneiras de colorir o mapa de modo
gue apenas as regioes A e E tenham a mesma cor?
B4

¢) Qual o total de maneiras de colorir o mapa de
modo que tanto as regides A e E quanto as regides
B e D tenham a mesma cor? 210

Dezbolas sdo numeradas de 1 a 10, como mostra a figura.

De guantas maneiras podemos distribuir essas 10 bolas
em 2 caixas distintas, de modo que nenhuma caixa
fique vazia? 1022

Se x, y e z sac numeros naturais, qual o nimero de
solugdes da equagaox +y + z = 87 45
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BINOMIO DE NEWTON

Existem situacoes em que a Algebra e a
Geometria estao relacionadas. Assim, por exem-
plo, observe na ilustracao a seguir um cubo de
aresta medindo a + b e a direita dois cubos e
seis paralelepipedos retangulos obtidos a partir
do cuboinicial.

o, B

Adilson Secco

a’b

« Ovolume do cubo a esquerda pode ser
dado pela expressao:

(@ + b

« Adicionando os volumes dos seis pa-
ralelepipedos retdngulos & direita e os
dois cubos, temos:

a;+ab+ab+ab+tabl+abi+abi+b=
= a*+3a’b + 3ab’ + b?

Como os volumes sao iguais, temos a se-
guinte igualdade algébrica:

(@ + b)}= a®+3a’b+ 3ab?+ b}

Esse resultado é o cubo da soma de um
bindmio.

Neste capfitulo iremos ampliar nosso conhe-
cimento sobre poténcias envolvendo binémios.

Propriedades das
combinacoes

Ao obter o nimero de combinaces em si-
tuacoes de contagem, existem alguns resultados
gue poderiam ser determinados sem efetuar cal-
culos. Bastaria conhecer algumas das proprieda-
des relacionadas as combinacoes. Apresentare-
mos essas propriedades a partir de situacoes de
contagem tendo em vista o “tridangulo de Pascal”

formado pelos chamados “nimeros combinato-
rios” (também conhecidos como “ndmeros bino-
miais”ou "coeficientes binominais”).

Triangulo de Pascal

¢ 1
ada) 11

C‘JCLCi Calcul_andn:fas '

: o L 3(:0!‘1“11‘)”“!3(;0&5

QGG 13 3 9
acega 146 4 1
C‘;‘C; CéCgC‘;C? 151010 51
CgC;CéC:C;CZC: ‘1 615 20 15 61

Para facilitar a compreensao dos resul-
tados, vamos apresentar seis situacoes rela-
cionadas a formacao de subconjuntos de um
conjunto dado. A primeira, a terceira e a quinta
situacoes sao exemplos diretos do célculo de
numero de subconjuntos, enquanto a segunda,
aquarta e a sexta situagoes sao aqui apresenta-
das para que possamos generalizar resultados.

1% situacao:

Considere o conjunto A={a, b, c,d, e, f, gl.
Vamos calcular a quantidade de subconjuntos
de A que tenham exatamente:

a) 5 elementos.

b) 2 elementos.

- Estamos diante de um problema de escolha
de elementos (combinacao):

a) Escolheremos 5 elementos dentre os 7
disponiveis. Assim, o nimero de possibili-
dades de isso ocorrer é:

7 7-6-5l
C= = =21
75-@7-5  5-2-1

b) Escolheremos 2 elementos dentre os 7
disponiveis. Assim, o nimero de possibili-
dades de isso ocorrer é:
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7! 7-6-5!

= = =21
7 N7 -2) 2-1-5
Observacao:

Os dois resultados sao iguais. A justificativa para
essa igualdade estd no fato de que, para cada sub-
conjunto de 5 elementos, dos 7 disponiveis, havera
um subconjunto com 2 elementos. Assim, vale a

igualdade:

2% situacao:
Considere o conjunto A formado por n elemen-
tos. Sendo p um ndmero natural tal que p =< n, vamos

calcular a quantidade de subconjuntos de A que te-

nham exatamente:

a) p elementos.
b) n - p elementos.
- Estamos diante de um problema de escolha de ele-

mentos (combinacao).

a) Escolheremos p elementos dentre n elementos.
Assim, o nimero de possibilidades de isso ocorrer é:
{(PF= n—l

" pl-(n—p)
b) Escolheremos n - p elementos dentre n elementos.
Assim, o numero de possibilidades de isso ocorrer é:

R n! _ n!
" (n=p)-n—(—pl (n—p)! - p!

Observacao:

Os dois resultados séo iguais. A justificativa esta
no fato de que, para cada subconjunto de p elementos
dos n elementos disponiveis, havera um subconjunto

com n - p elementos. Assim, vale a igualdade:

Ehe il Zag g [p+(n—p)=n]
n : C"”—P
emque npENen=p.
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Resolva os exercicios
Respostas no Manual do Professor.
Retorne ao triangulo de Pascal e observe que os
numeros combinatdrios equidistantes dos extre-
mos sao iguais. Assim, qual o valor de k, para que
C=Cf sendok=2?

3% situacao:

Considere o conjunto A={a, b, ¢, d, e, f, g}.Vamos
calcular a quantidade total de subconjuntos de A que
podem ser formados.

« Vamos escolher elementos para formar sub-
conjuntos de A que tenham:

|
0 elemento: Cg = L =]
o7 — 0
7!
lelemento: (! = ———— =7
7 17 — 1)
71
(= = =
2 elementos: C? 17 =) 21
71
3 elementos: G = ————— =35
31 (7 — 3)
7!
4elementos:C; = ———— =35
4 (7 —4)
I
5 elementos: C2 = S - =]
z 51(7 — 5)!
I
6 elementos: C& = — =:7
¢ 6l (7 — 6)!
7!
7 elementos:(l = ———— =1
) NGT =7

- Como queremos o total n de subconjuntos, temos:
¥ 1 O ey Sl W B o O B S
n=1+7+21+35+35+21 +7+ 1
n=128

Partanto, sao 128 subconjuntos que podem ser

formados a partir dos 7 elementos do conjunto A.

Outra maneira de calcular a gquantidade de
subconjuntos € considerar que existem 2 possibili-
dades para cada elemento do conjunto A em relacao
a qualquer subconjunto formado: pertencer ou ndo
pertencer ao subconjunto. Assim, sendo B um dos
subconjuntos do conjunto A, e considerando cada
elemento de A, temos:

a € Bou a & B = 2 possibilidades



b€ Boub & B= 2 possibilidades
c € Bouc & B = 2 possibilidades
d € Boud & B = 2 possibilidades
eEBoue & B= 2 possibilidades
feBouf&B= 2 possibilidades

g E Boug & B = 2 possibilidades

Pelo principio multiplicativo, o total n de sub-
conjuntos de A é:

fr=i2is e 200
n=2=128

Assim, comparando os dois resultados obtidos,
temos a seguinte igualdade:

CHeFereFB¥aeFerE =F

4% situacao:

Considere o conjunto A formado por n elemen-
tos. Vamos calcular a quantidade de subconjuntos
gue admite o conjunto A,

« Podemos formar subconjuntos com 0 elemento,
ou com 1 elemento, ou com 2 elementos, ou ...,
com n —1 elementos ou com n elementos. Assim,

o total de subconjuntos, utilizando combinagoes é:
B o B S O Gl R
n n n n n

« Qutra maneira de calcular é considerar que exis-
tem duas possibilidades para cada elemento do
conjunto A em relacdo a qualquer subconjunto
formado: pertencer ou ndo pertencer ao subcon-
junto. Pelo principio multiplicativo, considerando
os n elementos de A, temos:

2-2-2(.)-2=2

\_v_l
nelermentos

Como sao duas maneiras de obter o mesmo
resultado, temos:

CO+C+C+ C-'+Cr=2n

—
Demodogerat,vateapmpﬁedadedama
dosnﬁmems comb

c;+c'+c=+ Q*wc; - 2"
emque n€N.

5% situacao:

Considere o conjunto A={a, b, ¢, d, e, f, g}. Vamas
calcular a quantidade total de subconjuntos de A com:

a) 5 elementos;

b) 5 elementos, sendo b pertencente a todos esses
subconjuntos.

c) 5 elementos, sendo b nao pertencente a esses
subconjuntos.

a) Devernos escalher 5 elementas entre 7 disponiveis:

c=— '
7517 -5

Sao 21 subconjuntos de A com 5 elementos em
cada um.

b) Devemos escolher apenas 4 elementos (o elemento
b ja foi escolhido) entre 6 disponiveis (tiramos o
elemento b). Assim, temos:

6!
Cl=C=—-—"" =15
7= 416 —4)!

Sao 15 subconjuntos de A com 5 elementaos
em cada um, visto gue em cada um deles figura o
elemento b.

c) Devemos escolher apenas 5 elementos entre 6
disponiveis (0 elemento b nao podera ser escolhido),
ou seja:

Sao 6 subconjuntos de A com 5 elementos em
cada um, visto que em nenhum deles figura o ele-
mento b.

Observacao:

Note gue, se adicionarmos os resultados dos
itens b e ¢, chegaremos ao valor obtido no item a.
A justificativa estd no fato de que no item a temos
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todos os subconjuntos de A com 5 elementos. Con-
siderando qualguer um desses subconjuntos, temos
duas possibilidades para o elemento b: pertencer ou
nao pertencer. Se adicionarmos o nimero de sub-
conjuntos a que b pertence com o nimero de sub-
conjuntos a que b nao pertence, teremos o total de
subconjuntos calculado no primeiro item, isto &

CrE=0C

6 situacao:

Considere que um conjunto A tenha exatamen-
te n elementos, sendo k um deles. Vamos calcular o
numero total de subconjuntos de A com:

a) p elementos (p < n).

b) p elementos, visto que o elemento k figura em todos
esses subconjuntos.

c) p elementos, visto que o elemento k ndo figura em
gualquer desses subconjuntos.

a) Como devemos escolher p elementos de n, o nu-
mero de maneiras de isso ocorrer &:

Ce

n
b) Como k deve ser um dos p elementos, escolhere-
mos outros p — 1 elementos dentre os restantes n — 1
disponiveis:

Cn -1

n—1
¢) Como k nao pode ser escolhido, deveremos esco-
lher p elementos entre os n = 1 elementos disponiveis:

e

n—1
Adicionando o total de subconjuntos de p ele-
mentos a que o elemento k pertence com o total
de subconjuntos de p elementes acs quais kK nao
pertence, resultara no total de subconjuntos com p
elementos do conjunto A, ou seja:

- Unidade 5 Analise Combinatéria

Algebricamente, podemos comprovar esse
resultado:

(n— 1)

G TG o —p -

__=1

p![(n—1) — pl!

) =) (n— 1)
o T - T Hn—p-
Cp-1 R = T *

n-=1 (p_
(n—1)
plp—Dn—p—1)

(n—1)p+ (@ —1n—p)

NMa—-ph—p— 1

+

p=1 o =

I e s Y
. (h—=Np+{—pl

Cp 1 +Cp =

nm1 T et plp—1n—p)(n—p— 1)

nin—1)

Cp_1 +Cp =

n=l n=l pp—1MWhnh—-ph—p— 1)

C""“ 4+ CP :n—!=cp—l 4+ (P =(r
1 n—1 pl{n_p)[ 1 n—1 n

Como afirmamos anteriormente, essa relagao
permite construir mais facilmente o tridngulo de
Pascal formado pelos nimeros combinatérios, con-
forme vocé podera observar pela indicacéo a seguir:

& 1

Gaq 11

sl &G 121
Qaca 1331
Qceac 14 6 41
ca@doe 150710 5 1

(ol e aduto; 16B20661

No triangulo, a soma de dois nimeras combi-
natorios consecutivos de uma mesma linha resulta-
ra no numero combinatoério da linha seguinte que
esta na mesma coluna do segundo dos numeros
somados (aquele da direita). Assim, na figura, por
exemplo temos:

C2 + C3 C3



Exercicios resolvidos

1. Resolva a equacao CfS=C;‘;2_ Logo, Joao tem 255 maneiras diferentes de escolher
Hé duas possibilidades: C3,=C*, ou C,= C'2. Assim: quantas e quais camisetas levar dentre as 8 camisetas.
ErL= IR =I0=hE=I0uE=] 3. Sabendo que (7 = xe (° %1 = y vamos obter, em
2. Antes de viajar, Jodao deve escolher quantas camisetas funcao de x e de y, o valor de Cfn+ 1
entre 8 distintas deve colocar na mala. Se ele vai levar i z ; -
= : ; : Conforme relacao de Stifel para a linha m do trian-
no minimo uma camiseta, de guantas maneiras dife- s il b LG ¢
rentes pode escolher essas camisetas para por na mala? O L R o b
Joao deve escolher 1,2, 3,4, ... 7 ou 8 camisetas. Substituimos nessa relacao os dados apresentados
Bk emfuncdodexedey: x+ 2 71=y
. 4 e — Vo
2 3 5 B 7 B 38 _ 0 —
GO+ +CH O+ C+ 0= —1C= m
=28_ 1 =255 Portanto, a respostaem funcaodexedeyéy — x.
EXEI'CiCiDS propostos Resolva os exercicios no caderno.
1. Considere o conjunto A={a;b;c;d; e f, g; h; i}. 7. No salao de um clube, existemn 10 lustres presos ao
a) Qual é o niimero de subconjuntos de A que t&m teto. Dependendo do evento e da regido do saldo
exatamente 3 elementos? 84 onde é necessaria uma maior iluminagao, sdo acesos
b) E o total de subconjuntos de A com 6 elementos? i mfmmo4g s Mé..KIIT‘IF) : IUS"E_S Qual £ o nimero
54 total de maneiras de iluminar o saldo desse clube? 237
¢} Qual é o nimero de subconjuntos de A gue tem : )
exatamente 4 elementos? 126 8. No tridngulo de Pascal representado a seguir, obser-
; vamos algumas das suas linhas.
d) E o total de subconjuntos de A com 5 elementos? 9 * Aty
126 i o
e) Qual é o total de subconjuntos que admite o con- Linha 0: Cg
junto A7 512 Linha1:C¢ C!
2. Indigue, em seu caderno, se cada uma das afirmacoes Linha2:C? C!
a seguir é verdadeira ou falsa. ;
linha3:C2 C! & 4
a) =126V
b) G, =GV Linha4:C C! G G C
0 C+C=Cy Escreva, em fungao de n, a soma de todos os elementos
1 2 3 10— 910 — ; daslinhasnn+len+2 7-2
d) € 0 -+ A G = D= 100
e} SeCG= C entdox = 2F . Resolvaaequacao G+ Cg* = €& x=30ux=10
3. Calcule a soma das solucoes da equagao 10. Hauma notacdo abreviada da soma dos elementosde
qs = (3;1 .5 uma linha completa do tridangulo de Pascal. Observe:
. . o
4. Considere que um conjunto A tem 11 elementos. IC=C +C +C +()+C +C 0 =20
a) Calcule o nimero de subconjuntos com exata- =0
mente trés elementos. 165 (Lernos: somatdrio de todas as combinactes de 10
b) Calcule o nimero total de subconjuntos do con- tomados k a k em que k varia de 0 a 10)
junto A. 2048 Calcule o valor de x em cada uma das seguintes
igualdades:
5. Daniel faz parte de um grupo de estudos formado por 9 2 2046
. " 1
10 pessoas. De quantas maneiras podem ser escolhi- a) 3 €t =i b) 2 C*, = X409
das pelo menos 4 pessoas desse grupo, de modo que -l £
Daniel seja uma delas? « T ; : .
RIS E) & 11. Uma pizzaria oferece oito sabores diferentes de pizzas do-
6. Para realizar uma pesquisa, um professor observou ces. Uma pessoa, podendo nao escolher nenhuma pizza
que, se quisesse escolher 8 alunos de uma turma, teria ou até oito pizzas, poderd fazé-lo de quantas maneiras?
o mesmo nimero de possibilidades caso desejasse 256
po 3 ) 12. A partir de 9 pessoas, quantos grupos & possivel
escolher 12 alunos da mesma turma. Qual é o nimero
sl e shurcs tessa Yinma? 20 formar de modo que todos os grupos tenham no
s minimo uma pessoa? 511
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HISTORIA DA MATEMATICA

Agora vamos abordar alguns dos nomes ligados ao Talvez a denominacdo para o que entendemos como
triangulo aritmético ou, como é mais conhecido, Bindmio de Newton pudesse ser também Bindmio
Triangulo de Pascal. Também falaremos sobre o fa- de Khayyam, ou outro nome. O fato é que Khayyam,
moso Bindmio de Newton. além do triangulo numérico, ja mencionado, tam-
O Tridngulo de Blaise Pascal (1623-1662) poderia ser bém te_ria se debru_t;ado_sobre o desenvolvimento da
chamado de Triangulo de Chu Shi-kie (c. 1303). Esse poténcia de um bindmio. Outro nome que aparece
gol pela Europa Oriental. Observando as datas em (1486-1567), que sugeriu uma forma interessante de
gue viveram os dois personagens citados, constata- desenvolver a expressao (x + a)", sendo n um ndme-
mos a diferenca de trés séculos. Em 1303, Chu Shi-kie ro natural:
teria desenhado a figura abaixo. x4+ a=x+a)

i@ 3 B X3 <& 2| -xta

35§ g X+ ax

%% 3 +ax+da

322 3 X + 2ax + &= (x + a)

n

Welsh,

x+a
+ @+ 20+ @
¥+ 3a¢ +3ax = tay

x+a

Blaise Pascal . .
(1623-1662). 4 gj_ 7 wiaﬁlwwM 1 308 +3a° + aPx

: ‘ + @ + 309 + 3¢+ @

kel i i X + 4ad + 60 + 4dx + @ = (x + a)*
x+a

Nos circulos aparecem algarismas chineses que indicam X+ daxt + 6a>¢ + 4a’ + a'x
o0s numeros presentes no chamado Trigngulo de Pascal. + ot + 428 + 6 + Adix + o
Hé ainda outras referéncias que indicam que o matemé— %+ 500 + 10620 + 1000 + 50 + & = (X + aF
tico persa Omar Khayyam (c. 1048-1122), portanto, dois
séculos antes de Shi-kie, detinha tal conhecimento. A ex- Nao se pode negar que Isaac Newton (1642-1727) te-
plicacao esta no fato de Omar Khayyam ter sido o desco- nha seu nome ligado ao desenvolvimento da poténcia
bridor do Teorema Bindmio, como aponta Lancelot Ho- de um binémio, porém, outros personagens também
gben. Alias, esse autor diz textualmente que“na realidade, deram suas contribuicoes.
a série do Triangulo de Pascal é obra de Omar Khayyam' Constatamos, assim, que o conhecimento pode
E dificil afirmar quem foi de fato o descobridor ou ser desenvolvido por personagens diferentes, em
mesmo o inventor de algo. Em relacao a denomi- épocas e locais diferentes. A historia da Matematica
nacao mais utilizada - Triangulo de Pascal —, talvez a testemunha diversos exemplos desse tipo, nio apenas

‘consagracan’deva-se aofato de Blaise Pascal ter estu-
dado muito mais a fundo a disposicdo dos elementos
no triangulo, bem como provado suas propriedades. : :

, X : Texto elaborado de HOGBEN, Lancelot. Maravilhas da Matemdtica.
QOutros nomes também sao normalmente ligados ao Sao Paulo: Globo, 1946.
triangulo, entre eles o do italiano Niccolo Fontana Tar-
taglia (c. 1449-1557). Ha ainda quem diga da existén-
cia de referéncias anteriores a Cristo.

em relagdo ao triangulo aritmético ou a forma como
um binémio ¢ desenvolvido.

As fontes de consultas utilizadas pelos proprios his-
toriadores, por mais fidedignas que possam ser
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consideradas, também contém suas limitagoes,
principalmente no que se refere a registros. Ao fi-

cia (x + a). Continuando o procedimento de Stifel,
desenvolva em seu caderno as seguintes poténcias:

nal do texto ha um procedimento atribuido a Mi-
chael Stifel para desenvolver expressoes da forma
(x + a)". Mencionamos como calcular até a potén-

e x+af
s X+a)

'QUESTGES Resolva os exercicios no cademo.
De acordo com o texto, responda:
1. A qual matemético poderia ser atribuida a construgao do triangulo de Pascal?

2. A qual matematico poderia ser atribuida a descoberta do Bindmio de Newton?

Formula do desenvolvimento de um binomio

Agora que ja vimos as propriedades dos nimeros combinatérios, vamos obter poténcias
de bindmios.

Na histéria da Matematica, diversos personagens em €pocas diferentes também pen-
saram em modos de desenvolver os termos da poténcia de um bindmio. Nomes como Pas-
cal, Stifel, Stevin e Newton, de alguma forma, deram suas contribuigoes.

Ha uma relacaoc matematica (nao demonstraremos aqui) que permite obter o desenvolvimento
da poténdia n-ésima do bindmio x + a. Ela é conhecida como férmula do bindémio de Newton:

Sendo n um numero natural, tem-se que:
Krgpr=C0r +Clav = S W= . Cm 2o H

Vimos que os ndmeros combinatorios do triangulo de Pascal podem ser obtidos rapida-
mente considerando alguns resultados:
G
aa
GGG
GGGEG
SASTEASS
GG GGG
Gl GGG GG

1
21
331
4 6 4 1
510 10 51
615 20 15 6 1

PR Rt T S JTI  RE (

Observe agora os exemplos de desenvolvimento de poténcias de alguns binémios, consi-
derando os resultados anteriores:

x+ar=C0x+Cax'+Ca
k+ar=1*+2ax+1a

Respostas no Manual do Professor. Resolva os exercicios
Questoes e reflexoes e Cacemo.

1. Aodesenvolver a poténcia (x + a)f, quantos serdo
os termos?

e+ ap=C+ Ca+ Caxd+Ca

e+ aP=1¢4+3a'x*+3a%" + 14

+ap =+ Clod+ Qi+ Caw + Cia
x+aP=1x+4a' + 6a22 + 4a3'+ 1a*

2. Quais s30 esses termos?
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Exemplos:
A seguir alguns exemplos do desenvolvimento de poténcias naturais de alguns binémios.
2x + 1) = C2x)* + CL(1)(2° + C)A2)* + CO)P(2x) + C)*
2 + 1) = 1016x)* + 4(1)(8x3) + 6(1)(4x) + 4(1)(2) + 1(1)
2+ 1P =16 + 323+ 242 + 8¢ + 1
y—2F=+(2F =CQF + Q2 ++ Q2P + G2 + Q2 + (2P
iy — 2)° = 1y + 5(=2)y* + 10(4)y® + 10(—8)y*> + 5(16)y' + 1(—32)
(y — 2)* =y — 10y* + 40y° — 80y* + 80y — 32
Bem, agora que ja vimos a férmula do desenvolvimento da poténcia de um bindmio,

vamos observar que podemos utiliza-la para fazer aproximacoes em célculos com numeros
decimais. Por exemplo, imagine que vocé tenha que calcular a seguinte poténcia: 0,9957.

(
(

—

Considerando apenas os dois primeiros termos do desenvolvimento do bindmio
(1 — 0,005)7 (os demais termos, caso queira calcular, serdo muito proximos de zero), temos
uma boa aproximacao da poténcia:

0,9957 = (1 — 0,005

09957 = C%(1) + C}(—0,005)" - (1)®

0,9957 = 1(1) + 7(—0,005) - (1)

0,995 = 0,965

Caso vocé queira conferir, utilize uma calculadora cientifica. Dependendo do modelo
da calculadora, ela fornecerd o valor, com nove casas decimais, como sendo 0,965520646.

Sem a calculadora, utilizando os dois primeiros termos do desenvolvimento da poténcia,
chegamos a uma boa aproximacao, vocé nao acha?

Ja mostramos anteriormente que a soma dos numeros combinatérios de uma linha
completa do trizngulo de Pascal é uma poténcia natural de base 2, isto é:

C+C+C+.+C"+C0=2"
Utilizando a férmula do desenvolvimento de um binémio, também podemos obter esse
mesmo resultado:
[X+ﬂ) Coxn_'_(:]al n—l+c2 2 n—2+ +Cn—20n-2 2+Cn—1an-l I_I_Cn n
Ix=a=1
(1+) =T+ ™+ QP 1 A O T T R O
2"=Cl+C+C+.+ T+
#
Formula do termo geral

Agora vamos examinar uma situacdo um pouco diferente. Digamos que temos de
desenvolver a poténcia a seguir, mas desejamos apenas saber gual é o quinto termo,
considerando poténcias decrescentes de x em (2x + 1)'3.

Serd que precisamos desenvolver todo esse bindmio para descobrir gual € o quinto ter-
mo? Outra questao: quantos sao os termos desse desenvolvimento?

Vimos que:
n 0 1.1 1 2 2 2 2 2 2 1 1.1
(x+a)" =Cx"+Cla'x™'+Ca’x™ +.+C2ad™x* +C'a™'x' +Ca"
Note que, no sequndo membro dessa igualdade, da esquerda para a direita, as potén-
cias de x sao decrescentes, enquanto as poténcias de a sao crescentes. Se considerarmaos,
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na ordem em que aparecem, as denominagoes desses termos 2o AN N O O SIS possivel

constatar a existéncia de n + 1 termos, isto €,
(x+a)"=Cx"+ Clax™ +Ca*x" +.+Cka*x" *+ .+ g™ 'x +Ca"
—_— —

T T T T T To+t

n+1'

» Otermodeordem k + 1, destacado acima, pode ser utilizado como termo geral do desenvolvimen-
to. Isso significa que, a medida que atribuimos valores a k, obtemos termos do desenvolvimento.

Observacao:

Como (x + a)" = (g + x)", vamos convencionar gue o desenvolvimento é efetuado confor-
me poténcias decrescentes de x (ou da expressao que estiver no lugar de x).

Exemplo:
Vamos retornar a poténcia (2x + 1) e determinar o quinto termo.

« Como queremos o 5% termo, fazemos k = 4 na férmula do termo geral:

_rk ok nk
Toy=Ca -x

k=4
Ton= C143 -1 '(2)()]3_4
13! 9 .9 9
c=——— 127" =T, =366080%
41(13-4)!

Portanto, o quinto termo do desenvolvimento é 366 080x*
Observacao:

Soma dos coeficientes — Caso vocé queira determinar a soma dos coeficientes numéricos do
desenvolvimento de um bindmio, ndo é necessario fazer o desenvolvimento completo. Basta observar
que, a0 substituir as variaveis no bindmio pelo nimero 1, obtemos a soma dos coeficientes.

Exemplo:

Obtenha a soma dos coeficientes numeéricos do desenvolvimento do bindmio (3x + y)*

« Vamos desenvolver o bindmio e obter a soma dos coeficientes numéricos:
Bx+y)' =C-y*-(3x) +Coy"-(3x)*+C-y2-(3x) +C3-y-(3%) +C - y*-(3x)°
(3x+y)' =1-1-81:x* +4.y-27-x* +6-y>.9- x> +4-y* 3. x +1.y* 1
(3){+y)4:EH-;{“+108-y-x3+54-y2-){2+12-y3-x+l-y‘1
Soma dos coeficientes: 81 + 108 + 54 + 12 + 1 = 256

« Agora, observe o que acontece guando substituimos as varidveis por 1:
(3x+y) =81-x* +108-y - x* +54-y> - x? +12-y* - x +1.y*
dx =y=1
(3-1+1) =811 +108-1- P+54- - P +12.¥ - 141-1*
4° =81+108+54+12+1

Assimn, bastaria substituir no primeiro membro da igualdade as variaveis pelo nimero 1, ou seja:
Soma dos coeficientes = (3 - 1 + 1)* = 4* = 256
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Exercicios resolvidos

do Professor.

1Y 2. Calcule ocoeficiente do termo em x* no desenvolvimento
1. Com relagdo ao desenvolvimento do bindmio | +— |, o
; X
determine: do bindmio [‘J;:‘ - %) .
b) o sexto termo. x
d) o termo independente de x. TP =C,- [F] [\.f_)“ o
_ 1Y _ 1 _ 1 » =-E
a}T5 — C?o_ [?J’ g (les = 252 'F'Xlo = 252 - F Tp+1 = Cr:j —p -x 2
P 1Y 2110 — X3 P 13-p
b)TpT1=Cm-(FJ (X] g i -_-CP_ 2°F Jf_i- 2
T =(F .x .02 L =
p+1 10 p 13 s p
: 3 =Cnn_xzo—5p g 3 =4—>—2p+39—3p=M4..p=3—
ptl 1
20-5p=0.p=4—T =C -x=210 =T,=C,-2-x*=2288x'
Exercicios propostos Resolva os exercicios no caderno.
1. Obtenlla todos 0s termos do deservolimento de (y — 2)* desenvolvimento da poténcia de um binémio, obtenha
==y =6y +12y=8 nace :
L%nhzando o procedimento estudado sobre o desenvolvi- ApraGiacoe. Pl
mentados termos da poténcia de um bindmio, desenvolva: a) 1,02% = (1 + 0,02)* b) 197¢= (2 — 0,03}
Respostas no Manual do Professor. 1,075=13 1,675= 58,24
a) Bm—1¢ (\E — 2)3 7. Em relacdo ao desenvolvimento de (2x + )" responda:
b) @m + 1)* d) (ﬁ 4 3)3 a) Quantos 530 0s termos? 14
i i ? R 107 - x13
3. Desenvolva os seguintes bindmios: 0} Qv £ B IO IeOTi 8 192 X
a} (X L 3}3 b} (X o4 2}')4 C} Qa St 3b}5 C} Qual [=Xs) ﬂ]ﬂmo termo? },11
Respostas no Manual do Professor. d) Oual & 6 oitavo terma? 109824 - 7 - 3
4. Calcule asoma dos coeficientes do desenvolvimento dos }Q : simo .
seguintes bindmios: 1 8. Determine o termo médio do desenvolvimento do
I
a) (2x+ yp 243 ) (—-x?— =
2 2 7] 16 binémio x1+~— LTO -8
b) (3x — 4yy -1 Vx
5. Resolva o sistema de equagdes a seguir: 9. Calcule a soma dos coeficientes numéricos do desen-
8¢ — 122 + Bxy2 — * = 64 volvimento do bindmio (2x + 3y)* 625
x=ley=—2
3x+y=1 10. Calculando o respectivo coeficiente, determine o termo
1 Resposta no Manual
6. Utilizando apenas os dois primeiros termos do em x° do binémio (xﬂ e = )E "

Procure responder ou mesmo pensar a respeito de
possiveis respostas para algumas questdes envolvendo
o estudo de andlise combinatoria e binbmio de Newton
nesta unidade. Caso sinta alguma dificuldade em obter
respostas, sugerimos retomar os conceitos principais:

1. Como vocé compreende o principio funda-
mental da contagem?

2. Qual é osignificado da palavra permutar?

3. O que significa fazer permutacao simples de
6 elementos, por exemplo?

4. Como vocé define o fatorial de um ndmero?
A gque conjunto numérico restringimos o fa-
torial de um numero?

5. Como podemos calcular o ndmero de sub-
conjuntos com 3 elementos de um conjunto

Analise Combinatdria

Resolva os exercicios no caderno.

Algumas conclusoes

que possui 7 elementos?

6. Como vocé explica arranjos simples de 7
elementos tomados 4 a 4?

7. E o ndmero de combinagées simples de 7
elementos tomados 4 a 47

8. Explique como formar o triangulo de Pascal.

9. Qual é a férmula do termo geral do desenval-
vimento da poténcia natural de um bindmio?

10. E necessario desenvolver a poténcia de um
bindmio para sabermos o nimero de termos
e a soma dos coeficientes? Explique.

Troque ideias com seus colegas a respeito das
respostas para essas questoes. Apos, liste as dificuldades
encontradas e os assuntos que devem ser retomados.




Vestibulares e Enem

Resolva os exercicios no caderno.

. (UEG-GO) Numa lanchonete o lanche é composto por trés
partes: pao, molho e recheio. Se essa lanchonete oferece
aos seus clientes duas opgoes de pao, trés de molho e
guatro de recheio, a quantidade de lanches distintos que
ela pode oferecer é de

a) 9 b) 12 ) 18 d)24

. (Uerj) Uma crianca ganhou seis picolés de trés sabores
diferentes: baunilha, morango e chocolate, representa-
dos, respectivamente, pelas letras B, M e C. De segunda
a sabado, a crianga consome um Unico picolé por dia,
formando uma sequéncia de consumao dos sabores. Ob-
serve estas sequéncias, que correspondem a diferentes
modos de consumo: (B, B, M, C, M, ) ou (B, M, M, C, B,
Cou (C, M, M,B,B, QO

O ndmero total de modos distintos de consumir os picolés
equivale a:

a) 6 (b) %0 c) 180 d) 720

. (PUC-RS) Um fotografo foi contratado para tirar fotos
de uma familia composta por pai, mae e quatro filhos.
Organizou as pessoas lado a lado e colocou os filhos
entre os pais. Mantida essa configuracdo, o nimero de
formas em que poderao se posicionar para a foto é

a) 4 c) 24 () 48

b) 6 d) 36

. (UFRGS-RS) Considere a configuragdo dos nimeros dis-
postos nas colunas e linhas abaixo.

6. (Enem) Uma familia composta por sete pessoas adultas,
apos decidir o itinerdrio de sua viagem, consultou o site
de uma empresa aérea e constatou que o voo para a data
escolhida estava quase lotado. Na figura, disponibilizada
pelo site, as poltronas ocupadas estao marcadas com X e as
Unicas poltronas disponiveis s3o as mostradas em branco.

-

Coluna 0
Coluna 1
Coluna 2
Coluna 3
Coluna 4
Coluna 5
Coluna 6
Coluna 7

Linha 0

p—

Linha 1 1 1

Linha 2 1 2 1_
Limha3 |1 |3 |3 |1

Lnhad | 1|4 |64/

Linha5 | 1 | 5 |10| 10| 5 |1
Linha6 | 1 | 6 |15|20|15| 6 | 1

Linha7 | 1 |7 |21|35|35|21 | 7 -I

O nimero localizado na linha 15 e na coluna 13 &

a) 15 105 e) 455

b) 91 d) 120

. (PUC-RJ) A guantidade de anagramas da palavra CON-
CURSO &

a) 2520 (c) 10080 e) 40320

b) 5040 d) 20160

O numero de formas distintas de se acomodar a familia
nesse voo é calculado por:

9! 514
@7 Q 7! & X
| 1
b) - mixm
7% 21 21

. (UPE) A vendedora de roupas estd arrumando os cabides

da vitrine de uma loja. Ela deve pendurar 5 camisas, 3
bermudas e 2 casacos na vitrine, de modo que cada pega
figue uma do lado da outra sem sobreposi¢ao.

Quantas sao as disposicoes possiveis nessa arrumacao, de
modo que as pe¢as de um mesmo tipo figuem sempre
juntas, lado a lado na vitrine?

a) 30

b) 120

c) 1440

d) 4320

(e)) 8640

8. (Enem) Um cliente de uma videolocadora tem o habito

de alugar dois filmes por vez. Quando os devolve, sem-
pre pega outros dois filmes e assim sucessivamente. Ele
soube que a videolocadora recebeu alguns lancamentos,
sendo 8 filmes de acao, 5 de comédia e 3de drama e, por
isso, estabeleceu uma estratégia para ver todos esses
16 langamentos. Inicialmente alugard, em cada vez, um
filme de acdo e um de comédia. Quando se esgotarem
as possibilidades de comédia, o cliente alugara um filme
de acdo e um de drama, até que todos os lancamentos
sejam vistos e sem que nenhum seja repetido. De quan-
tas formas distintas a estratégia desse cliente poderéa ser
posta ern prética?

| | |
a) 20 X 81 + (31 d) w;ﬁ
16!
()8t x 5! x 3! &
8l X 5! x 3!
g =222
28
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9.

10.

11.

12.

Vestibulares e Enem

(Uece) A turma K do Curso de Administragdo da UECE &
formada por 36 alunos, sendo 22 mulheres e 14 homens.
O ndmero de comissdes que podem ser formadas com
alunos desta turma, tendo cada comissao trés componentes
e sendo assegurada a participacao de representantes dos
dois sexos em cada comissdo, é

5236.

b) 6532
c) 3562
d) 2635,

(Ufam) Em uma praca hd 10 bancos vazios, sendo 5
deles de frente para um chafariz e 5 voltados para a rua.
Chegaram a sua praca exatamente 10 amigos e todos
resolveram sentar nos 10 bancos nas seguintes condi-
¢oes: 4 deles querem sentar de frente parza o chafariz,
3 deles querem ver o movimento da rua e os demais
nao tém preferéncia. Nestas condigdes, a quantidade
de formas diferentes que os 10 amigos podem sentar
nos 10 bancos da praca é:

a) 4320
b) 7200
c) 43000

d))43200

e 10!

(Uern) A soma dos algarismos do termo independente de
x no desenvolvimento do bindmio de Newton é&:

a) 3 (b)) 4 Q)6 d) 7

(Uerj) Um painel de iluminacdo possui nove secdes distin-
tas, e cada uma delas acende uma luz de cor vermelha ou
azul. A cada segundo, s3o acesas, ao acaso, duas secoes
de uma mesma cor e uma terceira de outra cor, enguanto
as seis demais permanecem apagadas. Observe guatro
diferentes possibilidades de iluminacao do painel:

o vy

O tempo minimo necessario para a ocorréncia de todas
as possibilidades distintas de iluminagao do painel, apds
seu acionamento, & igual a x minutos e y segundos, sendo
y << 60.

13.

14.

Os valores respectivos de x e y sdo:
a) 4e12

(b)) 8e24

c) 25e12

d) 50e24

{Uepa) Um jovem descobriu que o aplicativo de seu
celular edita fotos, possibilitando diversas formas de
composicao, dentre elas, aplicar texturas, aplicar mol-
duras e mudar a cor da foto. Considerando que esse
aplicativo dispde de 5 modelos de texturas, 6 tipos de
molduras e 4 possibilidades de mudar a cor da foto, o
numero de maneiras que esse jovem pode fazer uma
composicao com 4 fotos distintas, utilizando apenas
0s recursos citados, para publica-las nas redes sociais,
conforme ilustracdo abaixo, é:

24 X 120

b) 120%

c) 24 X120

d) 4 X 120.

e) 120.

(Uece) Um conjunto X é formado por exatamente seis
nlmeros reais positivos e seis nuimeros reais negativos.
De guantas formas diferentes podemos escolher quatro

elementos de X, de modo que o produto destes elemen-
tos seja um ndmero positivo?

a) 245.
b) 225.
c) 235.

255.

\PESAFIO

(IME-RJ) Um professor d& um teste surpresa para uma
turma de 9 alunos, e diz que o teste pode ser feito
sozinho ou em grupos de 2 alunos. De quantas formas
a turma pode se organizar para fazer o teste? (Por
exemplo, uma turma de 3 alunos pode se organizar de
4 formas e uma turma de 4 alunos pode se organizar
de 10 formas) — 520



al do Frofessor

RESpostas no iviant

Os numeros de telefone

Alexandre Graham Bell nasceu em 3 de marco
de 1847, em Edimburgo. Conta a histéria que, em
1876, com entao 29 anos, Graham Bell vivenciava a
seguinte situacao:

Alexandre Graham Bell apela para seu auxiliar
falando junto ao transmissor do aparelho a que se de-
dicava: “Senhor Watson, venha ca. Preciso do senhor”.
Ao que Thomas August Watson, o eletricista ajudante,
responde: “Senhor Bell, ouvi cada palavra que o senhor
disse, distintamente”. No dia 14 de fevereiro de 1876,
Graham Bell solicita o registro de patente do seu invento,
duas horas antes de Elisha Gray, que pesquisava sobre
0 mesmo assunto ao mesmo tempo que Bell. Obtida a
patente, Bell e Watson retornam a trabalhar com afinco
no transmissor de inducéo, aperfeicoando-o, tendo em
mente a Exposicio do Centenario da Independéncia dos
Estados Unidos naquele mesmo ano. A Exposicao do
Centenario ¢ aberta no dia 4 de julho com a participacao
de milhares de pessoas, entre elas personalidades de fama
internacional, inclusive o imperador do Brasil, D. Pedro IL

Texto extraido do site: MINISTERIO DAS COMUNICAGOES. <www.me.gov.
br/fcomponent/content/article/dd-historia-das-comunicacoes/22463-historia-
da-telefonia>. Acesso em: 22 maio 2016. Adaptado

Em 2002, exatamente 80 anos apos sua morte, a
conquista de Graham Bell foi revogada. O italiano Anto-
nio Meucci foi entao reconhecido pelo Congresso dos
Estados Unidos como o verdadeiro inventor do aparelho,
tendo vendido seu protétipo a Graham Bell em 1870.

Apenas um ano apds o aparelho ter sido paten-
teado, chega ao Brasil a primeira empresa de telefonia,
ligando o Paldcio da Boa Vista (entdo residéncia de
D. Pedro I} as casas dos ministros da Corte. Na época
havia poucas linhas e, para fazer um telefonema, era
preciso solicitar que uma atendente completasse a li-

Respostas no Manual do Pro

1. Nadécadade 1990 havia em tornode 150 milhoes
de pessoas no Brasil. Cerca de 12% dessas pes-
soas tinham telefone. Se nessa época os prefixos
existentes iam do 2 ao 7, guantos digitos eram
necessarios para atender todas as linhas?

2. Em 2012, 0 nono digito foi incluido em todos os
celulares com DDD 11, acrescentando um 9 na
frente dos nimeros. Até o fim de 2016 a Anatel
espera ter implementado o nono digito em to-
dos os celulares do pais. [sso aumenta o numero

gacao, unindo a linha do emissor a linha do receptor da
ligacao. Para tal, a atendente tinha acesso ao nome de
todas as pessoas que possuiam um telefone, ndo sen-
do preciso associa-las a um nimero.

Com o sucesso da invencao, o trabalho das tele-
fonistas ficava gradativamente mais complexo, sendo
preciso obter urna maneira de as ligacoes serem conec-
tadas diretamente, por meio de algum codigo.

Surgiram assim os primeiros ndmeros de telefo-
ne, como forma de identificar o emissor e o receptor da
ligacdo. Em 1970, o Brasil j& possuia em torno de 9 mil
linhas telefénicas, com 5 digitos cada linha.

No final de 2015 j& existiam cerca de 43 milhoes
de telefones fixos no Brasil, além de algo em torno de
283 milhoes de telefones celulares. O aumento do nu-
mero de linhas mdveis nao sé fez com que o nimero
de linhas fixas diminuisse como aumentou muito o nu-
mero de linhas instaladas, mas sem uso. E por isso que
os nimeros de celulares possuem 9 digitos, enquanto
os telefones fixos possuem apenas 8.

pd'bum-’Prisma;Lar_
. /n,

Alexander Graham Bell
(1847-1922) faz uma
ligac&o entre Nova York e
Chicago em 1892.

Resolva os exercicios no caderno.

HESS0

de linhas disponiveis porque o primeiro nimero
tinha de ser 7, 8 ou 9. Com essa alteracao, o pri-
meiro nimero serd 9 e o segundo pode passar
a ser qualquer um, entre 0 e 9. Quantas linhas a
mais ficardo disponiveis com a mudanca?

3. Quantos numeros de nove digitos comecando
com 9 podem ser formados sem digitos repeti-
dos? Quantos numeros de nove digitos come-
cando com 9 podem ser formados em que o zero
apareca exatamente 4 vezes?

Bindmio de Newton Capitulo 16 -



UNIDADE

A concepcao de Matematica
para muitos esta ligada a ideia
de exatidao.

Palavras como
“provavelmente”,
“aproximadamente” mostram
uma realidade diferente da
utilizacdo da Matematica em
nosso cotidiano.

Tendo como origem os
jogos de azar, o estudo

da Probabilidade esta
intimamente ligado ao de
Estatistica. Nesta unidade,
veremos nogoes importantes
desses dois ramos do
conhecimento.

Quando se langa a sorte sobre o jogo
as pessoas acreditam num resultado
favorédvel e isso intrigava os mateméticos

que sabiam gue existia um célculo
envolvendo esses tipos de jogos.

Khong thamfShutterstock. com

PROBABILIDADEE
ESTATISTICA







Qual é o meio de transporte mais seguro:
automovel ou aviao?

Fssa nao é uma pergunta simples de ser
respondida. As empresas que trabalham com
seguros, com base em dados coletados a respei-
to dos acidentes acontecidos, podem responder
melhor a esse tipo de guestao. Estatisticamente
chegam & conclusdo daquele que provavel-
mente seria o tipo de transporte mais seguro.
Provavelmente, pois nao ha certeza do que pode
acontecer.

H& um ramo da Matematica, denomina-
do teoria das probabilidades, que estuda os
experimentos ou fenémenos aleatorios. Esses
fendmenos, quando repetidos sob as mesmas
condicbes, produzem resultados geralmente
diferentes, por isso sdo denominados aleatorios.

Nesta unidade, veremos a teoria das pro-
babilidades. Ela teve origem nos chamados jo-
gos de azar e hoje tem suas aplicacdes em Esta-
tistica e Biologia, por exemplo.

- Unidade & Probabilidade e Estatistica

Atstock Productions/Shutterstock.com

INTRODUCAO A TEORIA DAS
PROBABILIDADES

IDEIAS INICIAIS

Vamos considerar, de maneira intuitiva,
algumas situacdes para que possamos iniciar o
estudo de probabilidade. No proximo capitulo,
veremos como utilizar a teoria das probabilida-
des para avaliar as ocorréncias de alguns expe-
rimentos.

12 situacao:
1123 ]|4]|56]|6|72]|8]|83
M12|13|14|16(16 |17 | 18] 19
21 (22123 |24|25|26 |27 28|29
31(32|33(34|35(|36|37|38|39
41 (42|43 |44 |45 (46|47 |48 |49
51|52 |53|54|55|56|57|58|59
61|62 |63 |64|65|66|67|68|69
717217374 75|76 |77|78|79
81(82/83(84|85|86|87|88|89
91 (92193 |94|95|096 |97 9899

10
20
30
40
50
60
70
80
90
100

Uma cartela foi confeccionada contendo
todos os nimeros naturais de 1 a 100, conforme
representacao acima.

Apenas um numero dessa cartela sera sor-
teado. Assim, responda:

a) E mais provavel quem ser sorteado:
Marta, que escolheu um ndmero par, ou Lucas,
gue escolheu um numero impar?

b) Suponha que vocé apostou com um co-
lega que o resultado desse sorteio serda um nu-
mero multiplo de 3. Seu colega disse que sera
um numero multiplo de 5. Quem tem mais pos-
sibilidade de acertar: vocé ou seu colega?

Comentarios:

a) Nessa situacao, como, na cartela, a quan-
tidade de nimeros impares é igual a quantida-
de de nimeros pares, tanto Marta quanto Lucas
tém iguais possibilidades: sdo 50 nimeros pares
e 50 nimeros impares.



Figuras: ©DAE

b) Em relacéo ao fato de o numero sortea-
do ser multiplo de 3 ou de 5, ndo se sabe qual re-
sultado ocorrera para esse sorteio; porém, exis-
tem mais nimeros miiltiplos de 3 do que de 5.
Entao, 1 € mais provavel ocorrer, como resultado
desse sorteio, um numero que seja multiplo de
3 ou um gue seja multiplo de 57

22 situacao:
Regiao |
Regiao Il

Regido Il

A figura acima representa um “alvo” for-
mado por apenas trés retangulos que dividem
a figura em trés regides coloridas. Imagine que
vocé tenha lancado um dardo e saiba que ele
atingiu internamente um dos trés retangulos.
Responda:

a) Em qual das regides coloridas é mais
provavel que o dardo tenha atingido o alvo?

b) Em qual das reqgides coloridas do alvo
€ menos provavel gue o dardo tenha atingido?

Comentarios:

As duas perguntas acima podem ser res-
pondidas observando as areas dessas figuras
planas, isto &, as areas que poderiam ser atingi-
das. E mais provavel, considerando que o dar-
do de fato atingiu internamente a figura, que o
encontremos na superficie que tenha a maior
area. Assim, devemos avaliar essas dreas antes
de responder as questbes. Com o auxilio de
uma régua, vocé pode obter as medidas des-
ses retdngulos e calcular as dreas das regides
[ 1TellL

PKpix/Shutterstock.com

32situacao:

Marcos, ao abrir uma conta em um ban-
co, elaborou uma senha eletronica formada por
seis digitos (algarismos). O gerente orientou-o a
nao utilizar a data de nascimento (dia/més/ano),
por ser considerada uma senha de facil obten-
¢ao por outras pessoas. Mesmo assim, Marcos
acabou utilizando a data de seu nascimento:
21/04/76. Uma pessoa mal-intencionada, que
nao conhece a senha de Marcos, mas sabe o
ano de seu nascimento, procura descobri-la por
tentativas. Responda:

Serd mais provavel essa pessoa descobrir a
senha de Marcos se, além do ano de nascimen-
to, ela conhecer o dia de nascimento ou o més
de nascimento dele?

Comentarios:

Os profissionais que trabalham em institui-
¢oes financeiras, como em bancos, por exemplo,
sempre orientam seus clientes em relagao aos
cuidados para nao utilizar datas de nascimento,

Introducéo a teoria das probabilidades Capitulo 17 -




numeros de telefones, algarismos repetidos e ndme-
ros de documentos pessoais na formacao de senhas.
Normalmente, ha uma crientacao para que os clien-
tes troquem as senhas ap6s determinados periodos.
Em relacao a questao anterior, basta considerar que,
dependendo do més, que varia de 28 a 31 dias, e 05
numeros correspondentes aos meses sao apenas 12.

As trés situacoes apresentadas estao relacionadas
a um importante ramo da Matematica chamado de
Probabilidade. Ao analisar essas situagdes, intuitiva-
mente, vocé deve ter elaborado respostas &s perguntas
gue foram apresentadas. Além disso, o conhecimento
sobre Andlise Combinatoria permite a vocé, em algu-
mas situacdes, avaliar o nimero de possibilidades de
ocorréncia de determinado acontecimento, como ve-
remos mais adiante ainda nesta unidade.

As situagoes apresentadas fazem parte do que
denominamos fendmenos aleatdrios. Sao experimen-
tos que, embora possam ser repetidos muitas vezes e
sob condicOes idénticas, nao apresentam 0s mesmaos
resultados de ocorréncia. Outro exemplo é o do lanca-
mento de uma moeda perfeita e a verificacdo do resul-
tado: cara ou coroa.

O resultado & imprevisivel. Nao podemos deter-
minar qual serd o resultado antes de ele ocarrer. O in-
teresse em estudar tais fendmenos estd justamente
no fato de nao sabermos qual serd o resultado. As-
sim, buscamos os resultados provaveis e, entao, estu-
damos as probabilidades.

Exemplo:

A figura a seqguir representa uma roleta conten-
do 12 ndmeros colocados nos circulos azuis e uma
seta movel. A seta gira de tal forma que sempre para
indicando um dos 12 numeros. Ela nao para entre

- Unidade 6 Probabilidade e Estatistica

Dawidson Franga

dois niimeros. Considere que Licia escolheu quatro
desses numeros (5, 7, 10 e 11) e Antdnio escolheu
outros cinco nimeros (2, 3, 8,9 e 12). E mais provavel
que Lucia acerte ou que Antdnio acerte o nimero no
qual a seta vai parar?

Adllson Secco

+ Como Anténio escolheu mais ndmeros que
Licia, € mais provavel que ele acerte. Isso nao
significa que ele acertara.

Essa situacao é considerada como exemplo de
experimento aleatorio.

Note que esse tipo de experimento (ou fend-
meno) tem as sequintes caracteristicas:

+ podemos repeti-lo varias vezes nas mesmas
condic¢oes;

» conhecemos o conjunto de todos 0s possi-
veis resultados;

- nao é possivel sabermos qual serd o resultado
antes de ocorrer.

Respostas no Manual
Questoes e reflexdes do Professor.

1. Cite outros exemplos de fendmenos aleatdrios.

2. Lance uma mesma moeda 50 vezes e anote,
em seu caderno, os resultados. E correto dizer
que 50% desses resultados foi cara e os outros
50%, coroa?

/

ESPACO AMOSTRAL
E EVENTO

O estudo de um experimento aleatdrio passa
pela compreensao de dois conceitos: o de espaco
amostral e o de evento.



Em um experimento aleatdrio, o conjunto formado
por todos os resultados possiveis é denominado
espag¢o amostral.

Qualquer subconjunto do espaco amostral é
chamado de evento.

Observacgoes:

1. Estudaremos agui 0s experimentos em gue
0 espaco amostral é finito.

2. O conjunto correspondente ao espago amos-
tral é indicado pela letra grega maitiscula )
(lemos: dmega). J& o conjunto corresponden-
te a0 evento serd representado por uma le-
tra maitscula de nosso alfabeto.

A seguir, apresentamos alguns exemplos de ex-
perimentos aleatérios observando o espago amos-
tral e também alguns eventos.

1. Vamos considerar o experimento em que ha
o lancamento de dois dados, um vermelho
e outro azul, e observacao dos nimeros das
faces voltadas para cima.

Elena SchweitzeDreamstima,com

- Espaco amostral:

Q={(1,1,00,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),
(2,1,(2,2),(2,3),(2,4).(2,5),(2,6),
(3,1.(3,2).(3,3).(3,4),(3,5),(3,6),
(4,1),(4,2),(4,3),(4,4),(4,5),(4,6),
(5:1,(5,2),(5,3),(5,4),(5,5), (5, 6),
(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)}

O espaco amostral € formado por pares ordena-
dos nos quais consideramos que o primeiro nimero
de cada par é o resultado da face voltada para cima
do dado vermelho, enquanto o sequndo numero de
cada par indica o resultado da face voltada para cima

do dado azul. Neste exemplo, indicamos o nimero
de elementos do espaco amostral por n(€2) € iqual a
36, ou seja, n(€2) = 36.

« Exemplos de eventos:

Evento A — A soma dos resultados nos dois da-
dos éigual a 2.

A={(1,1)}

n(A) =1 — O evento é formado por 1 resultado
apenas (resultado que interessa).

Evento B — A soma dos resultados nos dois da-
dos éigual a 4.

B={(13), 22,31}
n(B) =3 — O evento é formado por 3 resultados.

Evento C — A soma dos resultados nos dois da-
dos éiguala 7.

C=1{(16),(25),34),(43),(52), (6,1)}

n(C) = 6 — O evento é formado por 6 re-

sultados.

Evento D - Os resultados nos dois dados sao
sempre nimeros impares.

D={(1,1,(1,3), (1,5, (31),33),3,5), (51),(5,3),
(5,5}

n(D) = 9 — O evento é formado por 9 re-

sultados.

Evento E — A soma dos resultados nos dois da-
dos é menor que 13.

E = Q, pois a soma dos resultados sempre € um
ndmero menor que 13.

n(E) = 36 — O evento € formado por 36 resul-
tados.

Evento F — A soma dos resultados nos dois da-
dos é menor que 1.

F = &, pois a soma dos resultados nunca é um
ndmerc menor que 1.

n(F) = 0 — O evento ndo possui resultado que
interessa.
Observagdes:

1. O evento E é o proprio espaco amostral ).
Nesse caso, dizemos que é um evento
certo.
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O evento F & um conjunto vazio (&). Nesse
caso, dizemos que é um evento impossivel.

2. Consideremos o experimento em que 15
bolas de mesmo tamanho sdo numeradas
de 1 a 15 e colocadas dentro de uma caixa.
Uma bola sera retirada aleatoriamente entre
as 15 existentes na caixa. Vamos analisar o
espaco amostral e alguns eventos.

Adilson Secoo

- Espaco amostral:
0={1,2,3,4,56,7,8,9,10,11,12,13,14,15}
n()=15

+ Eventos:

Evento A - ocorréncia de uma bola que tenha
um numero multiplo de 3.

A={3,6,9,12,15}

n(A)=5

Evento B - ocorréncia de uma bola que tenha
um numero que nao é multiplo de 3.

B={1,2,4,57,8,10,11,13,14}

n(B)=10

Observacao:

O evento A é o complementar do evento Bem
relacdo ao espago amostral {2, assim como o even-
to B é o complementar do evento A em relacao ao
espaco amostral ). Dizemos que sao dois eventos
complementares.

3. Vamos considerar o experimento em que
uma seta moével é girada até que pare apon-
tando para um dos 20 ndmeros que estao
indicados, conforme sugere a figura a sequir.
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Adilson Secco

@ (3]
[16) @)
15) O
[14) o
®@ 90
Q00
+ Espaco amostral:
0={,23,4,56,7,8910,11,12,13,14,15,16,
17,18,19,20}
n(Q)=20

- Eventos:
Evento A — ocorréncia do resultado que seja um

ndmero natural primo.

A={2,3,57,11,13,17,19}
n(A)=8

Evento B - ocorréncia do resultado que seja um

nudmero natural maltiplo de 4.
B={4,8,12,16,20}

n(B)=5

Evento C - ocorréncia do resultado que seja um

ndmero natural multiplo de 5.
C={5,10,15,20}

n(C)=4

Evento D - ocorréncia do resultado que seja

um ndmero natural multiplo de 4 ou de 5.
D={4,5,8,10,12,15,16, 20}

n(D)=8

Evento E - ocorréncia do resultado que seja um
numero natural maltiplo de 4 e multiplo de 5.
E={20}

n(E)=1

Observacoes:

1. Quando a interseccao de dois eventos € um
conjunto vazio, dizemos que sao eventos
mutuamente exclusivos.

2. Note que o evento D € a uniao dos eventos
B e C. Assim, escrevemos: D=BUC

3. Note que o evento E € a interseccao dos
eventos B e C. Assim, escrevemos: E=BNC



Exercicios resolvidos

1. Duas moedas sdo langadas ao mesmo tempo e, ao
cairem, suas faces voltadas para cima sdo observadas.

a) Escreva o espaco amostral desse experimento.

b) Escreva o evento em que as faces voltadas para
cima sao iguais.

) Escreva o evento em que as faces voltadas para
cima sao distintas.

Representando a face cara por “Ca" e a face coroa
por“Co” temos:

a) {(Ca, Co), (Co, Ca), (Ca, Ca), (Co, Ca)}

b) {{Ca, Ca), (Co, Co)}

c) {(Ca, Co), (Co, Ca)}

2. Um dado comum, cujas faces sdo numeradasde 1 a6,
é langado e observa-se o nimero da face voltada para
cima.

a) Escreva o espaco amostral desse experimento.

b) Escreva o evento: o nimero da face voltada para
cima & par.

¢} Escreva o evento: o nimero da face voltada para
cima € primo.

a) O espaco amostral é o conjunto formado pelos

resultados possiveis do experimento, isto é:

{1,2,3,4.5,6}.

b) O evento sera formado por todos os resultados

pares:

{2,4,6}.

¢} Como o evento deve ser formado apenas pelos

resultados com numeros primos, temos:

{2,3, 5}

Adilson Secco

3. Em um jogo de domind convencional, hd 28 pecas
como as representadas a seguir. Cada peca contém
uma linha que a divide em duas extremidades. Em
cada extremidade, ha um numero de 0 (representado
pelo branco) a 6 (representado por peguenos circulos

pretos).
e [P P N I
:::0..1 ......0. - ° J
-::o.lo.. b o.
feelet |
Ea

a) Escreva o evento em gue pelo menos um dos dois
numeros da peca é 3.

b) Escreva o evento em que apenas um dos dois nu-
meros da peca é 3.

c) Escreva o evento em que os dois ndmeros da peca
530 pares.

a){(3,0),(3,1),(3,2),(3,3),(3,4), (3, 5), (3, 6]}

b){(3,0), (3,1), (3, 2), 3, 4), (3, 5), (3, 6)}

<) {(0, 0), (0, 2), (0, 4), (0, 6), (2, 2), (2, 4), (2, 6), (4, 4),

(4,6), (6, 6)}

Exercicios propostos

Resolva os exercicios no caderno.

1. Experimente lancar uma moeda 10 vezes. Anote em seu
caderno os resultados e responda:

a) guantas vezes resultou cara?
b) quantas vezes resultou coroa?

) Agora, compare suas respostas com as de seus co-
legas e verifique se é verdade que em torno de 50%
das vezes saiu cara e em torno de 50% das vezes
5alu coroa. Respostas pessoais.

2. Seuma pessoa de suaturmaescolar for sorteada, € mais
provdvel ser uma pessoa:
a) do sexo masculine ou do sexo feminino?
b) que faz aniversério no primeiro ou no segundo se-
mestre deste ano? Respostas pessoais.

3. Paraosorteio de um prémio,um nimero serd escolhido
a0 acaso entre todos os nlimeros naturais de 1 a 100.
Trés amigos apostaram que:

= amigo 1 - vai sair um ndmera maior que 95;
= amigo 2 — vai sair um ndmero com 1 algarismo;

= amigo 3 — vai sair um nimero com 2 algarismos.
Qual dos amigos tem:
a) menos possibilidade de ganhar? © amigo 1.

b) mais possibilidade de ganhar? 0 amige 3.

4. Odesenhoabaixorepresenta as ramificagoes de determi-
nado jogo. Uma bolinha entra pelo ponto indicado por
A e sal, necessariamente, por um dos pontos (B, C ou D).

|
N
A
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a) Qual é o ponto de saida mais provavel? Ou quais sao 9. Considere gue um dado serd langcado em cima de uma
05 pontos de saida mais provaveis? mesa e serd observado o nimero indicado na face oposta
aquela em contato com a mesa. Elabore uma pergunta

b) Qual é o ponto de saida menos provavel? Ou quais
relacionada ao resultado que ocorrerd. Resposta pessoal

sao 0s pontos de saida menos provaveis?
Respostas no Manual do Professor.

5. Considere que um experimento é chamado de aleatdrio
quando, repetido sob as mesmas condicoes, apresenta,
resultados geralmente diferentes entre os resultados
possiveis. Escreva, em seu caderno, dois exemplos de

experimentos aleatdrios. Apresente-os para seus colegas.
Resposta pessoal.

6. Observe abaixo o desenho de uma roleta numérica. Uma
seta fixada no centro deverd girar até parar. Com relacao
aonumero parao quaI aseta apontaré a0 parar, responda: a) Escreva o evento em gue a soma dos numeros das

Do faces voltadas para cima é 5.

10. Dois dados comuns sdo langados e observam-se os
nimeros de suas faces voltadas para cima. Observando
o espaco amostral, faca o que se pede.
Respostas no Manual do Professor.
(Consulte o exemplo dos dados, vermelho e azul, apre-
sentado neste capitulo))

41/,

a2

\ AN/

b) Escrevaoeventoem que pelo menos um dos nime-
ros das faces voltadas para cima é um ndmero primo.

c) Escreva o evento em gue a soma dos ndmeros das
faces voltadas para cima € maior que 9.

Dawidson Franga

1Y

11. Um dado e uma moeda sao lancados. Registra-se a face
voltada para cima na moeda e o nimero da face voltada
para cima no dado. Respostas no Manual do Professor.

a) Emais provavel que o resultado seja um nimero im-
par ou um numero multiplo de 37

b) E mais provavel que o resultado seja um nimero

multiplo de 5 ou um divisor de 20?
Respostas no Manual do Professor
7. Escreva uma frase ou apresente um exemplo ligado ao
significado de: Respostas pessoais.

)
0

a) Escreva o evento em que se observa a face coroa na
moeda e um ndmero multiplo de 4 no dado.

b) Escreva o evento em que se observa a face cara na

a) Potico provavel, S D@ acborio com as regioes, temos moeda e um ndmero miultiplo de 3 no dado.
b) it vl na regiao preta, 100 pontos; na
miito provavel.. | S o s
Smarela. S0 pani v anyl 3 ¢) Escreva o evento em que se observa a face coroa na
c) certo. pantos; na vermelha, 20 pontos; na

. moeda e um ndmero par no dado.

d) impossivel_ alaranjada, 10 pontos; na verde: 5

pantos. Justificativa pessoal

8. Um alvo circular tem seis cores, como mostra a ima- | 12. Considere que um experimento é composto de duas
gem. Do centro para a extremidade as cores sao preta, etapas: primeiro, uma moeda ¢ lancada e, em seguida,
amarela, azul, vermelha, alaranjada e verde. Note que as um dado é lancado. Respostas no Manual do Professor
faixas coloridas tém a mesma largura e sao limitadas por
circunferéncias. Cada competidor de tiro ao alvo langa a) Escreva o espago amostral correspondente a esse
10 flechas e paga R$10,00 para competir. Vocé é o res- experimento.
ponsavel pela competicao e devera pagar a metade da
quantia total recebida para o ganhador, ou sejg, aquele
que obtiver mais pontos conforme a regido que acertar
no alvo. Se vocé tivesse de atribuir 100, 50, 30, 20, 10 e
5 pontos para 0s acertos nas regides, como faria isso?

Justifique suas escolhas.

b) Escreva todos os elementos do evento: sair cara na
moeda e resultar um ndmero impar no dado.

cl Escreva todos os elementos do evento: sair coroa na
moeda e resultar um ndmero multiplode 5 no dado.

13. De um baralho de 52 cartas, uma € extraida ao acaso.

Escreva o numero de elementos de cada evento.
Respostas no Manual do Professor

Filipe Rocha

a) Evento A:a carta retirada € o ndmero 8.
b) Evento B: a carta retirada é de paus.

c) Evento C a carta retirada € um ds de copas ou de
espadas.
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CALCULO DE PROBABILIDADES <

A partir deste capitulo, veremaos como avaliar me-
lhor a ocorréncia de resultados em fendmenos desse
tipo. Como vimos, nao conseguimos prever o resultado
de um experimento aleatério. Entao, o desejavel € que
possamos ao menos efetuar afirmacoes relacionadas a
probabilidade de ccorréndia,

Exemplo:

No lancamento de um dado, vamos observar a
face voltada para cima. Considerando que o evento
A seja sair um resultado multiplo de 3, queremos res-
ponder a seguinte pergunta:

Qual é a probabilidade de esse evento ocorrer?

Ja vimos o que € espaco amostral e também o
gue € evento. Precisamos agora compreender o que
probabilidade. Estudaremos aqui os experimentos em
gue o espaco amostral é finito.

PROBABILIDADE
EM ESPAGO
AMOSTRAL FINITO

Utilizando o experimento em que ha lancamento
de um dado e observacio do nimero da face voltada
para cima, vamaos atribuir um ndmero real que repre-
sente a probabilidade de cada ocorréncia de uma face
(evento que chamamos elementar) ser o resultado do
experimento. Como sao seis faces numeradas, temaos:

- Espaco amostral:
0={1,223 4,5 6} = n(ﬂ)sé
- BEventos elementares:

Evento {1} - ocorréncia da face 1 — probabili-
dade p,
Evento {2} - ocorréncia da face 2 — probabili-
dade p,

Evento {3} - ocorréncia da face 3 — probabili-
dade p,

CAPITULO

18

Evento {4} - ocorréncia da face 4 — probabili-
dadep,

Evento {5} - ocorréncia da face 5 — probabili-
dade p,

Evento {6} - ocorréncia da face 6 — probabili-
dade p,

Os numeros p., P, P, P, P, € p, podem ser es-
colhidos de maneiras diferentes; porém, & conveniente
gue sejam nUmeros Nao negativos e, além disso, como
a uniao desses eventos elementares corresponde ao
espago amostral, seria interessante que a soma desses
valores resultasse 1 (ou 100%, por exemplo). Assim,
considerando que o dado é equilibrado (ndo "viciado"),
cada face tem probabilidade igual de ocorréncia. Des-
se modo:

Pi=P,=P:s=P,=Ps=Ds
e
Py+D; +Ps+py+Ps+pg =1

Concluimos, entao, que cada uma das faces
tem “uma possibilidade em seis” de ocorrer, isto é,
cada evento elementar desse espaco amostral tem

% de probabilidade de ocorrer.

Utilizamos esse exemplo de experimento para
dar uma ideia do que vem a ser probabilidade. De
maodo geral, temos:
-

Seja Q={a,,a,, a,, .. a, }um espaco amostral finito

‘de um experimento aleatério.

Os nimeros p,, p,, p,, - P, a0 as probabilida-
des de ocorréncias dos eventos elementares
{a}.{a,}-{a} —{a} . respectivamente,
desde que:

- os nimeros p,, p,, p,, . P, Sejam nao negativos;
* PP +p3 +-+Pn =1,
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Observacao:

Outra maneira de definir: seja i € {1,2,3,..,n} va-
mos considerar o evento elementar {a,}. A cada um
desses eventos associamos um numero real p, que
¢ chamado probabilidade de ocorréncia do evento
{g} talque O=p,<le p+p,+p;+.+p,=1.

Exemplo:

Considere o experimento em que ha lanca-
mento de uma moeda de 1 real. Vamos calcular a
probabilidade de ocorréncia de cada face.

- Espaco amostral:
Q) ={cara,coroa}

- Eventos elementares:

Evento A - ocorréncia de face cara.
A = {cara} — probabilidade p(A)
Evento B - ocorréncia de face coroa.
B ={coroa} — praobabilidade p(B)

Como cada face tem a mesma probabilidade

de ocorrer, isto €, p(A) = p(B) e p(A) + p(B) = 1 entao,
1

temos p(A):p(B)=7 :

Observacao:

Em um momento de Questges e reflexdes do
capitulo anterior, sugerimos a vocé que lancasse
uma mesma moeda 50 vezes e anotasse no caderno
os resultados. Digamos que os resultados obtidos fo-

= 28
ram 28 caras e 22 coroas. Nesse caso, as razoes 5

22
e representam, respectivamente, as frequéncias

relativas correspondentes ac evento {cara} e ao even-
to {coroa}. Observa-se que, a medida que se aumen-
ta o numero de lancamentos, as frequéncias relativas
de ocorréncias de cara e de coroa ficam cada vez
mais proximas entre si. Dizemos que as frequéncias

1
relativas tendem a ficar igual a ?=O,5=50%.

PROBABILIDADE DE
UM EVENTO

Vimos até aqui o célculo da probabilidade de
ocorréncia de um evento elementar em um espaco
amostral finito.
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Mas quando esse evento nao for elementar,
isto &, quando o evento for um subconjunto qual-
guer do espaco amostral, como podemos calcular a
probabilidade?

Para procurar a resposta para essa pergunta, va-
mos retomar o exemplo da roleta com 20 nimeros.

Exemplo:

Vamos considerar 0 experimento em que uma
seta mével é girada até que pare apontando para um
dos 20 numeros que estao indicados, conforme su-
gere a figura apresentada num exemplo do capitulo
anterior.Vamos calcular a probabilidade de ocorréncia
de um ndmero primo.

+ Espaco amostral:

0={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14,
15,16,17,18,19, 20}

n(ﬂ]z 20
« BEvento:

Evento A - ocorréncia do resultado que sejaum
ndmero natural primo.

A={2,3,5,7,11,13,17,19}

n(A)=8

O evento A é formado por eventos elementa-
o 1
res e cada um tem a mesma probabilidade o0 de

ocorréncia.

_____________________________________________9
Dizemos que um espaco amostral é equiprovavel
quando todos os eventos elementares, desse es-
Ppaco, tém a mesma probabilidade de ocorréncia.

Podemos considerar que:

p(A)=p({2,3,57,11,13,17,19})
p(A)=p({2})+p(3})+p({5})+p ({7} +
+p ({1 )+ p(113)+p(17})+p(119})

1, 9, 9,8,48,17

pA)s—+ —+—F—F+—+—+
20 20 20 20 20 20



Assim, nesse experimento, a probabilidade de
ocorréncia do evento A pode ser determinada por:

(A)— n(A) _ ndmero de elementos de A
n(€2) numerode elementos def)

De modo geral, se A é um evento qualquer de um
espago amostral equiprovavel finito (), a probabi-
lidade p(A) de ocorréncia desse evento é:

L]

Observe que o célculo de probabilidades
em um espaco amostral finito equiprovavel é,
em geral, feito de uma maneira simples. Assim,
vejamos um espaco amostral com n eventos ele-
mentares:

» Espaco amostral:

Q={a,aq,,q,,.,a,} (conjunto com n elemen-
tos)

Seja p a probabilidade de ocorréncia de cada
evento elementar, temaos:

p({al}) ({02 ) ({03 }} _p({an }}:p

Considerando que a soma das probabilidades
elementares éigual a 1

p({a})+p({a.})+p({a;})+-+p({a,})=1
p+p+p+..+p=1

L]

n-p=1=p=%

Como cada evento elementar tem a probabi-
) 1 _ )
lidade —, entao, considerando um evento A com-
n

posto de k eventos elementares (k<n), a probabili-
dade de ocorréncia de A é:

Observacao:

A probabilidade de ocorréncia de um evento A

pode ser também escrita da sequinte maneira:

(A)= n(A) _ _nimero de casos favoraveis ao evento A
n( !l) numero total de casos possiveis
do espaco amostral

Propriedades da probabilidade
Considerando ) um espaco amostral finito e
equiprovavel, correspondente a um experimento

aleatorio, sao validas as propriedades seguintes.
Propriedade 1:
A probabilidade de ocorréncia de um evento A

igual ao préprio espaco amostral ) éigual a 1.

N (A) _n(Q)
PA=a) " (@)

mos gue o evento e certo.

—=1— Neste caso, dize-

Propriedade 2:

A probabilidade de ocorréncia de um evento A

igual ao conjunto vazio é zero.

n(A]:n(@): 0
(@) (@) Q)

=0 — Neste

p(A)=
caso, dizemos que o evento € impossivel.

Propriedade 3:

A probabilidade de ocorréncia de um evento A

qualquer do espaco amostral () é tal que:

0<p(A) <1

Justificativa:
Como A é um subconjunto de (), temos
n(@)<n(A)<n(Q) . Dividindo todos os termos des-

sa desigualdade por n(£2)>0, temos:

n(@) . n(A) - ()
n()  n(Q) n(Q)
p(D)<p(A)<p(Q)=0<p(A)
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Observacgao:

Na propriedade 3, o menor valor da probabili-
dade do evento A é igual a zero (evento impossivel)
e o maior valor € 1 {evento certo). Também € comum
indicarmos a probabilidade utilizando a porcenta-
gem. Assim, podemos dizer que um evento A tem
probabilidade de ocorréncia p(A) tal que:

0%< p(A)<100%
Propriedade 4:

A probabilidade de ocorréncia de um evento A
adicionada a probabilidade de ocorréncia do evento

A (complementar de A em relacao ao espaco amos-
tral Q) éigual a 1, isto &

p(Ay+p(A)=1
Justificativa:

Pela teoria dos conjuntos temos AUA=( e
ANA=@  como sugere o diagrama a seguir:

Q0

Figura: ©DAE

Assim, podemos escrever:
n(A)+n(A)=n(Q)

Dividindo, membro a membro por n(£})>0,
temos:

n(a)  n(@ _n(Q)
n(€2) n(Q) (@)

Observacao:

= p(A)+p(A)=1

A propriedade 4 pode ser assim interpretada: a
probabilidade de ocorrer um evento A adicionada a
probabilidade de nao ocorrer esse evento A é certa.

A seqguir, apresentamos alguns exemplos de
probabilidades.

1. No lancamento de um dado, vamos calcular
a probabilidade de obter um nimero impar.

- Espaco amostral:

0={1,2,3,4,56} = n()=6

- Unidade 6 Probabilidade e Estatistica

- Evento A:
A=1{1,3,5—= n(A)=3

» Célculo da probabilidade de ocorréncia do
evento A:
n(A)

n(Q)

p(A)=

p(A):%:O,S:SO%

2. De um baralho com 52 cartas (13 cartas de
cada naipe: ouros, espadas, copas e paus),

retiramos uma carta.

Angelo Gilardelli/Dreamstime.com

Vamos calcular a probabilidade de essa carta ser:

a) uma carta do naipe ouros (evento A).
b) um valete (evento B).

a) Como queremos determinar a probabilida-
de de a carta retirada ser uma carta de ouros,
calculamaos o quociente entre o nimero de
situagoes favordveis (numero de cartas de
ouros) e o numero de resultados possiveis
(niimero total de cartas do baralho), ou seja:

n(A) numero de cartas de ouros

n(€2) numero total de cartas do baralho
131
52 4
b) Como no baralho sao apenas 4 cartas
de cada naipe, existem 4 valetes. Desse
modo, temos:

p(A)

®) n(B) numero de cartas valete
Pl n(€}) " numero total de cartas do baralho
4 ]
B = —=—
PB) 52 13

[ - = Resposta no Manual
Questoes e reflexoes A BraiEAE ok

Considere que a probabilidade de chover hoje, em
certa cidade, seja igual a 0,75. Qual é a probabilidade
de nao chover nessa cidade?




Exercicios resolvidos

1. Em uma caixa, foram colocadas bolas. Cada bola
foi identificada com um nidmero do conjunto
X =1{13,16,19, ., 1 210} Considerando que todas as
bolas tém a mesma chance de serem sorteadas e
que os numeros do conjunto x formam uma PA, qual

Logo, a probabilidade pedida é:

_80 1

P=200"5

Respostas no Manual do Professor.

é a probabilidade de uma bola identificada com um 2. Considere o conjurito Mformado por todos 0s nuimeros
nuimero mdltiplo de 5 ser sorteada? :mpares_de trés aigar:smc_:s_ Qual é a probabilidade de
) ) ser selecionado desse conjunto um elementoque tenha
Se;a N o rjumero de bL:J|ElS que foram colocadas na trés algarismos distintos?
caixa, entdo, pela relacao de termo geral da PA, te-
mMos: M ={101, 103, 105, .., 999}
1210=13+(N-1)-3N=400 Seja N o numero de elementos do conjunto M, en-
Os nimeros que sao multiplos de 5 e fazem parte do tdo, pela relacdo de termo geral da PA, temos:
corle‘mto X tém de ser multiplos de 3 e de 5, ou seja, 999 =101+ (N-1)-2 N=450
miltiplos de 15.
Concluimos que o primeiro multiplo de 5 no conjun- O total C!E pumeros impares formados por trés alga-
to X € 25 e o tiltimo & 1210. rismos distintos é:
Assim, os multiplos de 5 que fazem parte do conjun- 8.8-5=320
to X, formam o conjunto Y = {25, 40, 55, .., 1210}.
) . 5 B Portanto, a probabilidade pedida é:
Seja M o ndmero de elementos do conjunto Y, entao,
pela relacao de termo geral da PA, temos: 320 32
1210=25+(M-1)-15M =80 450 45
Exercicios propostos Resolva os exercicios no caderno.
1. Em uma urna, foram colocadas 1000 bolas iden- 3. Um baralho é composto de 52 cartas distribuidas em
tificadas pelos numeros naturais de 1 a 1000. Se 4 naipes: espadas (#), paus (&), copas (w) e ouros (#).
sortearmos, aleatoriamente, uma bola dessa urna, Cada naipe é composta de 13 cartas. Sabe-se ainda que
qual é a probabilidade de gue o ndmero registrado 4 cartas sao reis, um de cada naipe. Uma carta do ba-
na bola seja multiplo de 77 14,2% ralho é retirada ao acaso, entao, qual € a probabilidade
. - de essa carta ser:
2. Considere gue as figuras | e |l representem ramifica- Gl a) 2 b) 2
¢oes de um canal construido para separar as dguas a) de copas? 8 1
de determinado ponto de uma hidrelétrica. Uma b) um rei?
bola de isopor foi co!ocada no ponto A e seguiu 4. Em uma turma de segundo ano do Ensino Médio,
a correnteza no Sentldo dOS entro_nhcamentos de 25 alunos Séo do Sex0 masculino e 20 Séo do Sex0
mesmo tamanho. Calcule a probabilidade de essa feminino. Ao escolher um aluno dessa turma como
bola, em cada uma das situagoes (figuras | e Il), representante, qual é a probabilidade de ele ser do
chegar ao ponto B, considerando que as ramifica- sexo masculino? = 55,56%
coes foram construidas com as mesmas medidas
em cada caso. 5. Dois dados comuns séo lancados e os numeros das
faces voltadas para cima sao observados.
= o a) L al Qual é a probabilidade de que nos dois dados o
g 36 numero da face voltada para cima seja 67
g b) % b) Qual é a probabilidade de que a soma dos nime-
=
= ros das faces voltadas para cima nos dois dados
oL sejaiguala7?
12
¢) Qual é a probabilidade de que a soma dos niime-
ros das faces voltadas para cima nos dois dados
seja igual ou superior a 77
6. A previsdo do tempo para amanha, em determinada
B B c B C BEE regido, indica que a probabilidade de chover & 40%e a
Figura | Figura Il probabilidade de fazer frio é 70%. Entao, responda:

Calculo de probabilidades Capitulo 18




Filipe Rocha

a) Qual é a probabilidade de nao chover nessa regiao?

b) Qual é a probabilidade de nao fazer frio?
b) 30%
7. Uma roleta é dividida em oito regides numeradas de 1

a 8, como mostra a figura abaixo.

Figura: ©DAE

Girando o ponteiro aleatoriamente e sabendo que a
probabilidade de o ponteiro apontar para qualguer
regiao, ao parar, é a mesma, calcule:

a) % a) a probabilidade de o ponteiro apontar para uma
regiao numerada com um ndmero impar.
1
b) 5 b) a probabilidade de o ponteiro apontar para uma

regido numerada com um ndmero primo.

8. Dispondodosalgarismos 1,2, 3,4 e 5, formam-se todos
os nimeros de trés algarismos distintos, e escreve-se
cada um desses niimeros em um cartao. Todos esses
cartoes sao colocados em uma caixa e dela € retirado
um cartao, ao acaso. Calcule a probabilidade de o nd-
%%-Er)o escrito no cartao retirado ser multiplo de 3.

9. Um casal planeja ter trés filhos. Calcule a probabilidade
de que:
a) os trés filhos sejam do mesmo sexo. 25%
b) exatamente dois filhos sejam do sexo masculino.
10. Em uma urna, foram colocadas bolas identificadas com
os nuimeros do conjunto {1,3, 5, .., 1999}
a) Qual € o nimero total de bolas dessa urna? 1000
b) Retirando uma bola ao acaso da urna, qual é a pro-
babilidade de o nimero da bola ser multiplo de 37
b) 33,3%
11. Emuma caixa, sao colocadas N bolas numeradasde 1a N,

c a) Se trés bolas forem retiradas simultaneamente des-
4~ sa caixa, qual é a probabilidade de que os ntimeros
nelas marcados sejam consecutivos?

b) 20%
b) Se N =8, qual é o valor percentual dessa probabili-
dade?

APLICACOES DE
PROBABILIDADES

Agora que ja conhecemos o que vem a ser a
probabilidade de ocorréncia de um evento em um
espaco amostral finito, vamos considerar alguns
exemplos nos quais, no calculo de nimero de situa-
¢oes favoraveis (nUmero de elementos do evento) e
também do nimero de resultados possiveis (nime-
ro de elementos do espaco amostral), utilizaremos
procedimentos estudados em Analise Combinatoria.

Leia os exemplos a seguir e troque ideias com
seus colegas a respeito dos procedimentos utilizados
nos calculos das probabilidades correspondentes.

1. Escolha de pessoas em um grupo

- Unidade 6 Probabilidade e Estatistica

Um grupo de alunos € formado por 4 meninos
e 5 meninas. Maria e Roberto fazem parte desse gru-
po. Queremos escolher aleatoriamente 3 dos 9 alu-
nos. Qual é a probabilidade de que Maria e Roberto
estejam entre os 3 alunos escolhidos?

+ Numero de resultados possiveis (nimero de
elementos do espaco amostral):

Calculamos o nimero de escolhas de 3 ele-
mentos entre 9 disponiveis, ou seja:

n(Q)=C;

n(Q)= 9!

319-3)! ==t

- Numero de situacoes favoraveis (nimero de
elementos do evento A):

Como queremos calcular a probabilidade de
gue 2 dos 3 alunos escolhidos sejam Maria e Roberto,
basta escolher 1 aluno entre os 7 restantes:

n(A)=C;
n(A)

7!
= =
7 -1

n(A)=7



- Célculo da probabilidade de ocorréncia do

evento A:
n(A)
A 4
p(A) T
.
e Ay =
A e LT

2. Ganhar em determinada modalidade de
loteria

A

=

Uma pessoa faz uma aposta simples em deter-
minada modalidade de loteria, isto &, ela escolhe 6
entre 60 numeros. Qual é a probabilidade de os 6 nu-
meros escolhidos pela pessoa serem sorteados?

= Numero de resultados possiveis (nimero de

elementos do espaco amostral):

Como serdo sorteados 6 dos 60 nimeros, o total
de maneiras de isso ocorrer é o nimero de combina-
¢oes possiveis desses 60 nimeros tomados 6 a 6, isto €,
o numero total de senas possiveis de serem formadas:

n(Q)=C;
n(£Y)

60!

Z—aj(ﬁo—ﬁ)! = n(€1)=50063860

- Numero de situacbes favoraveis (nimero de
elementos do evento A);

Note que, em uma aposta simples, a pessoa es-
colhe 6 nimeros, isto &, ela participa com apenas 1
sena. Entao:

n(A)=C¢
6!
n(A)=—————=>n(A)=1
61(6—6)!
- Célculo da probabilidade de ocorréncia do
evento A:

n(A)
(A)=
pR=TE
a
piby=Ce p(A)=—

== = TR
C, 50063860 50063 860

Pedro Paulo Ferreira/Fotoarena

Resolva os exercicios

Respostas no Manual do Professor.

1. Considere que uma pessoa escolheu 7 dezenas
(aposta ndo simples). Com quantas senas ela
esta concorrendo?

2. Quantas vezes o valor da aposta simples essa
pessoa pagaria pelas 7 dezenas jogadas?

3. Qual é a probabilidade de essa pessoa ganhar
apostando 7 dezenas?

3. Ganhar na loteria esportiva

Uma pessoa faz uma aposta simples na loteria
esportiva, isto é, para cada um dos 14 jogos ela marca
no cartao 1 resultado entre 3 resultados: coluna um
(se vencer o time indicado nessa coluna), coluna do
meio (se o resultado do jogo for empate) ou coluna
dois (se vencer o time indicado nessa coluna). Além
disso, essa pessoa podera escolher, em um dos 14
jogos, mais um palpite (um duplo). Qual é a probabi-
lidade de essa pessoa ganhar?

- Numero de resultados possiveis (nimero de

elementos do espagco amastral):

Como, para cada um dos jogos existem 3 pos-
sibilidades de resultado (coluna um, coluna do meio,
coluna dois), pelo principio multiplicativo, temos:

n()=3-3-3-3-3-3-3-3-3-3-3-3-3-3
n(Q)=3" =n(0)=4782969

- Numero de situacoes favoraveis (nimero de
elementos do evento A):

Note que a pessoa escolheu um resultado para
cada jogo. Assim, ela ganhara se der exatamente um
unico resultado: aguele escolhido. Como, em um dos
jogos, essa pessoa escolheu um palpite duplo, entao,
ela estard participando com duas situagoes favoraveis:

n(A)=2

- Célculo da probabilidade de ocorréncia do
evento A:

Calculo de probabilidades Capitulo 18 -
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_ n(A)
p(A)= Q)

2 2
PR= = P A= oee

4, Probabilidade geométrica: segmento

Vamos considerar que um segmento RS de
comprimento £ e seja parte de outro segmento AB
de comprimento L. Se escolhermos, ao acaso, um
ponto P qualguer pertencente ao segmento AB, po-
demos calcular a probabilidade de esse ponto esco-
Ihido pertencer ao segmento RS. Para tanto, vamos
admitir que essa probabilidade seja proporcional
aos comprimentos dos dois segmentos, nao depen-
dendo da posicao em que ele se encontra.

>

s f
TR

Nesse sentido, pademos dizer que a probabilida-
de serd a propria constante de proporcionalidade entre

os comprimentos dos segmentos RS e AB, nessa ordem:

== RS s
(RS)=——=p(RS)=—=c
e A8 P L

(c: constante de proporcionalidade)

Exercicios resolvidos

5. Probabilidade geométrica: superficie

Vamos considerar agora que uma superficie
plana A seja parte de outra superficie S. Se escolher-
mos, ao acaso, um ponto P qualquer pertencente a
superficie S, podemos calcular a probabilidade de
esse ponto escolhido pertencer a superficie A. Para
tanto, de maneira analoga ao segmento, vamos ad-
mitir gue essa probabilidade seja proporcional as
areas das duas superficies, ndo dependendo da posi-
¢ao em que ele se encontra.

L]
Figuras: ©DAE

Assim, podemos dizer gue a probabilidade ser
a propria constante de proporcionalidade entre a
area de A e adeS, nessa ordem:

areade A
A —_—— ==
p( ) areadeS

(k: constante de proporcionalidade)

k

1. Jodo vai comprar uma passagem para viajar de énibus.
O 6nibus tem 46 lugares, como mostra a figura.

Adison Secco

Sabendo que todos os lugares estao disponiveis, qual
¢ a probabilidade de Jodo escolher aleatoriamente um
lugar e ir sentado ao lado da janela?

Dos 46 lugares, 23 sao ao lado da janela.

Logo, a probabilidade pedida é:

2. No estojo de Sofia, ha 3 canetas pretas, 4 canetas azuis
e 2 canetas vermelhas.

Robert Babozynski/
Shutterstock.com

Se Sofia retirar, ao mesmo tempo, 2 canetas desse
estojo, qual é a probabilidade de que as duas cane-
tas retiradas sejam da mesma cor?

O total de maneiras de retirar 2 canetas desse estojo
& obtido por:

2=36

O total de maneiras de retirar 2 canetas desse estojo
que sejam da mesma cor, pode ser calculado de trés
modos:

-2 canetas pretas — C; =36

- 2 canetas azuis — Cj =36

- 2 canetas vermelhas — C2=36

Entao, a probabilidade pedida é:

3 36 18

3+6+1 10 5
p= =—=

- Unidade & Probabilidade e Estatistica



Exercicios propostos

Resolva os exercicios no caderno.

1. Emuma escola, uma pesquisa procurava revelar quan-
tos alunos estavam matriculados em algum curso de
idioma. Os resultados foram os sequintes:

|

=7
|' Inglés | 500 |
! Francés | 100 |
[ Inglés e francés | 20 |
‘" Nenhum dos dois | 220 |

Escolhendo, ao acaso, um dos alunos que participaram
dessa pesquisa, calcule a probabilidade de que esse

aluno esteja matriculado em apenas um dos dois cursos.
70%:
2. Emuma caixa, foram colocadas 50 bolinhas numeradas

de 1 a50.

a) = 2 a) Seretirarmos uma bola dessa caixa, qual é a probabi-
lidade de que o nimero nela marcado seja primo?

b)= 2 b) Se retirarmos, simultaneamente, duas bolas dessa
35 caixa, qual é a probabilidade de que os dois nime-
ros nelas marcados sejam primos?

3. O conjunto A é formado por todos os divisores
naturais do ndmero 60. Sorteando um dos elementos
do conjunto A, qual € a probabilidade de que o ndmero
sorteada seja mltiplo de 37 50%

4. Emum grupo de 10 pessoas, serd formada uma comis-
sdo constituida de 4 pessoas.

a) Qual é o nimero total de comissdes que podem
ser formadas? 210

b} Se Paulo faz parte desse grupo, qual é a probabili-
dade de que ele faca parte da comissao formada?

40%

5. Em uma moeda viciada, a probabilidade de a face
voltada para cima ser coroa é o triplo da probabilidade
de ser cara. Qual é a distribuicao das probabilidades de
ocorréncias das faces cara e coroa?

]
Ncara) = —;
F d 2

Banco Central
do Brasil

plcoroa) = i
4

6. Em uma escola, a distribuicao dos alunos do Ensino
Meédio por idade (em anos completos) é representada
no gréfico a seguir:

paimens +
de alunos

120,

Grificos: DDAE
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10.

11.

12.

a) Qual é o ndmero de alunos gue estudam no Ensino
Médio dessa escola? 340

b) Escolhendo um aluno aleatoriamente, qual é a pro-
babilidade de ele ter, pelo menos, 16 anos?

Em uma urna, sao colocadas 100 bolas numeradas da
seguinte maneira: as duas primeiras com o ndmero 1,
as duas seguintes com o ndmero 2 e, assim, sucessi-
vamente, até as duas Ultimas, com o nlmero 50. Qual
é a probabilidade de que duas bolas da urna sejam
sorteadas de tal modo que os nimeros nelas marcados
sejam iguais?

Em um dado "viciado’, a probabilidade de um ndmero
sair na face voltada para cima é diretamente proporcio-
nal a esse numero.

a) Qual é a probabilidade de o nimero da face volta-
da para cima ser igual a 57

b) Qual é a probabilidade de o niimero da face volta-
da para cima ser primo?

Ao escolher, aleatoriamente, trés vértices de um cubo,
gual é a probabilidade de eles pertencerem a uma
mesma face?

Figuras: ®DAE

e e R

Cada um dos anagramas da palavra ALUNO foi escrito
em um pedaco de papel. Em seguida, todos os papéis
foram colocados em uma caixa. Calcule a probabilidade
de se retirar um papel dessa caixa e o anagrama nele
escrito: a) 30%

is 1
a) apresentar as vogais juntas. b} —
b) apresentar as vogais em ordem alfabética. ~ ©

Em um grupo de 50 pessoas, 30 sao mulheres. Se,
nesse grupo, 5 sao homens casados e 10 sao mulheres
solteiras, qual é a probabilidade de uma mulher casada
ser escolhida nesse grupo? 40%

Um tabuleiro € dividido em células brancas e pretas,
como mostra a figura.

Flguras: ©DAE

Escolhendao trés células aleatoriamente, qual & a proba-
bilidade de que elas tenham a mesma cor? 20%
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Normalmente, quando adicionamos ou
multiplicamos as probabilidades de ocorrén-
cias de eventos de um espaco amostral, pode-
mos estar também trabalhando com a unido
de eventos, com a interseccao de eventos, com
eventos gue sao independentes ou com even-
tos que sao mutuamente exclusivos. Assim, este
capitulo estd intimamente ligado ao que foi es-
tudado na teoria dos conjuntos.

PROBABILIDADE
DA UNIAO E DA
INTERSECCAO

Vamos considerar a seguinte situacao:

Filipe Rocha

Em uma urna, estao colocadas 20 bolas
de mesmo tamanho numeradas de 1 a 20. Uma
bola sera retirada aleatoriamente dessa urna.
Vamos considerar quatro eventos:

Evento A - a bola retirada contém um
numero que € multiplo de 2.

Evento B - a bola retirada contém um
ndmero que € multiplo de 3.

Evento A M B (evento A e evento B) - a
bola retirada contém um nidmero que é multiplo
de2ede3.

Evento A w B (evento A ou evento B) - a
bola retirada contém um numero que & multiplo
de2oude 3.

Vamos calcular a probabilidade de ocor-
réncia de cada um desses eventos.

- Unidade 6 Probabilidade e Estatistica

ADICAO E MULTIPLICAGAO DE
PROBABILIDADES

+ O espaco amostral para os quatro eventos
& 0 mesmo, isto &:

0={1,23,4,56,78,910,11,12,13,14,

15,16,17,18,19,20} — n(£2)=20

- Calculando a probabilidade de ocorréncia
do evento A:
AZ{Z, 4,6,8, 10,12,]4,]6,18,20}
—n(A)=10
P(A) = n(A)
n(€2)
_ 10
20

p(A)

« Calculando a probabilidade de ocorréncia
do evento B:

B={3,6,9,12,15,18} —n(B)=6

n(B)
B)=
p(B) Q)
6
p(B)——20

- Calculando a probabilidade de ocorréncia
doevento AN B:

Inicialmente, vamos determinar o conjunto
interseccao, ou seja, o conjunto formado pelos
numeros do espaco amostral que sao simultanea-
mente multiplos de 2 e de 3:

ANB={6,12,18}— n(ANB)=3

n(AMB)
ANB)=———
pl ) T

3
PANB="7

- (alculando a probabilidade de ocorréncia
doevento A U B:

Nesse caso, vamos determinar os elementos
do conjunto uniao, ou seja, o conjunto formado
pelos nimeros do espaco amostral que sao mul-
tiplos de 2 ou multiplos de 3:



AUB={2,3,4,6,8,9,10,12,14,15,16,18,20} —
— n(AUB)=13

_ n(AUB)

p(AUB)_T(m
13
AUB=
p(AU B %

Agora, observe que poderiamos determi-
nar as probabilidades de ocorréncias dos even-
tos AN Be A U Butilizando o diagrama de Venn.
No diagrama a seguir, observe nao apenas esses
eventos como também o espaco amostral:

Figuras: © DAE

Na unido dos conjuntos finitos A e B, vale
a seguinte relacao estudada na Teoria dos Con-
juntos:

n(AUB) = n(A) + n(B) — (ANB)

Dividindo os dois membros dessa relagao
pelo ndmero de elementos do espago amostral
considerado, obtemos:

(AUB) _ n(A) n(B) _n(AnB)
ny nlQ) n(Q) nigy)

p(AUB) = p(A) + p(B) - p(ANB)

Assim, de um modo geral, temos:

Retornando a situacdo anterior, temos:

P(AUB) = p(A) + p(B) - p(ANB)

. 106 3 213
p(AUB) = e = p(AUB) =
Observacao:

Quando ANB= &, temos p(AUB) =
=p(A) + p(B) .

Neste caso, dizemos que os eventos Ae B

sao mutuamente exclusivos.

Exemplos:

1. Atabela abaixo foi elaborada com base
em um levantamento feito em deter-
minado municipio. Foram consultadas
1000 pessoas que deveriam indicar o
tipo de canal de televisao que habitual-
mente assistem:

Tipo de canal Niimero de pessoas

A 580

B 430
AeB 130
Nenhum 120

Considere que, apos o levantamento, um
pesquisador contratado por um dos tipos de
canais resolva fazer uma entrevista com uma
pessoa escolhida ao acaso entre as 1 000 con-
sultadas. Qual é a probabilidade de essa pessoa
habitualmente assistir:

a) ao tipo de canal A ou ao tipo de canal B?
b) a nenhum dos dois tipos de canal?

- Representando os dados da tabela por
meio de um diagrama, temos:

0

A B

430 — 130

120

Entao, temos:

Adicdo e multiplicacédo de probabilidades Capitulo 19 -



- no espago amostral = n(£2)=1000

-no evento A — n(A)=580

-no evento B — n(B)=430

-no evento ANB — n(ANB)=130

-no evento X (nenhum tipo de canal) —
n(X)=120

a) Calculando a probabilidade de a pessoa es-
colhida assistir ao tipo de canal A ou ao tipo
de canal B:

P(AUB) = p(A) + p(B) - p(ANB)
580 , 430 130

PAUB) =<560 * 7000 ~ 7000 =
880
= p(AUB) =000 = 88%

b) Calculando a probabilidade de a pessoa es-
colhida nao assistir a nenhum dos dois tipos

de canais:
n(X)
X)=
p(X) Q)
120
= X)=12%
p(X) 1000 =X

2. Em um baralho normal, hd 52 cartas (13
cartas de cada naipe: ouros, espadas, copas
e paus). Uma carta sera retirada, aleatoria-
mente, desse baralho. Vamos determinar a
probabilidade de a carta retirada ser uma
dama ou um rei.

» Espaco amostral:

n(Q)=52 — Formado por 52 elementos, isto
€, o nimero de maneiras de escolhermos 1 carta
aleatoriamente.

- Unidade 6 Probabilidade e Estatistica

- Eventos:

Evento A — ocorréncia de a carta retirada ser
uma dama — 4 possibilidades

n(A)=4

Evento B - ocorréncia de a carta retirada ser um
rei — 4 possibilidades

n(B)=4

+ Como queremos calcular a probabilidade de
a carta retirada do baralho ser uma dama ou
um rei, queremas calcular a probabilidade de
ocorrer o evento AUB . Note que os even-
tos A e B sao mutuamente exclusivos, pois
ANB=3. Portanto:

P(AUB)=P(A)+ p(B)— p(ANB)
p(auB)=2 + & 0
52 52 52
g8 2
=pAUB)=—=—
HALE) 52 13

3. O servico meteorologico da regidgo Sul do
Brasil informou que, para este fim de semana,
a probabilidade de chover é 70%, a de fazer
frio é 60% e a de chover e fazer frio é 50%. Va-
mos calcular a probabilidade de que no fim

de semana, nos estados da regiao Sul:
a) nao chova. ¢) chova ou faca frio.

b) ndo faca frio.  d) ndo chova e néo faca frio.

a) Os eventos ‘chover” (evento A) e “nao chover”
(evento A) sdo complementares. De acordo
com o enunciado, temaos:

p(A+p(A)=1
0,7+p(A)=1
p(A=03=p(A)=30%

b) Os eventos “fazer frio” (evento B) e “nao fazer
frio" (evento B) sdo complementares. Con-
forme informacdes do enunciado, temos:
p(B)+p(B)=1
0,6+p(B)=1
p(B)=0,4= p(B)=40%

) Queremos calcular a probabilidade correspon-
dente ao evento A U B (chover ou fazer frio).



Exercicios resolvidos

Segundo o enunciado, temos:
p(A M B)=50% (ou 0,5)

Entao:

p(A U B) =p(A) + p(B) - p(A N B)
p(AUB)=07+06-05

p(A UB)=08= p(AUB)=280%

d) O evento“ndo chover e ndo fazer frio" & com-
plementar do evento “chover ou fazer frio”
Assim, temos que:

p(ANB)+p(AUB)=1
p(ANB)+0,8=1
p(ANB)=0,2= p(ANB)=20%

Observacao:

Ao estudar a Teoria dos Conjuntos, no volume
1 desta Colecao, vimos gue uma das leis de Morgan
afirma que o complementar da unido de dois conjun-
tos é igual a interseccao dos complementares desses
dois conjuntos. Assim, sejam (AUB) e (AU B) dois
conjuntos complementares em relagdo ao espago
amostral €, temos:

(ANB)+(AUB)=0Q

L Lei de Morgan
(ANB)+(AUB)=Q

Portanto, podemos afirmar que:
p (ANB)+p(AUB)=1

1. Considere um conjunto formado por todos os anagra-
mas da palavra ESCOLA.

a) Qual é o nimero total de elementos desse conjunto?

b) Escolhendo um dos elementos desse conjunto,
qual é a probabilidade de que o anagrama comece
com a letra C7

c) Escolhendo um dos elementos desse conjunto,
qual é a probabilidade de que o anagrama termine
com a letra O?

d) Escolhendo um dos elementos desse conjunto,
qual € a probabilidade de que o anagrama comece
com a letra C e termine com a letra O?

a) Anagramas da palavra ESCOLA:

P,=6!=720

Portanto, o numero total de elementos desse con-

junto & 720.

b) Anagramas da palavra ESCOLA gue comecam

femaletp ¢
Logo, a probabilidade pedida é:
120 1

P 706
c) Anagramas da palavra ESCOLA que terminam com
aletra O:
P,=5!=120
Assim, a probabilidade pedida é:

_120 1

720 6
d) Anagramas da palavra ESCOLA que comecam
com a letra C e terminam com a letra O:
P,=41=24
Entéo, a probabilidade pedida é:
i 120+120-24 L 216 = 3

720 720 10

2. Uma urna contém 50 bolinhas, cada uma com um nud-
mero de 1 a 50. Retira-se aleatoriamente uma bolinha
e observa-se seu numero. Qual é a probabilidade de
esse NUMmero ser:

a) um multiplo de 47

b) um multiplo de 57

c) um multiplo de 4 ou 5?
a) Mdltiplos de 4 entre 1 e 50:
A=1{4,812,..,48}

Seja N o numero de elementos do conjunto A, entao,
pela relacao de termo geral da PA, temos:

48=4+(N-1)-4N=12
Portanto, a probabilidade pedida é:
12 6
% =
b) Multiplos de 5 entre 1 e 50:
B=1{5,10,15, ... 50}
Seja N o nimero de elementos do conjunto B, entao,
pela relacao de termo geral da PA, temos:
50=5+(N-1):5 N=10
Entdo, a probabilidade pedida é:

<) Um multiplo de 4 e 5 é um multiplo de 20. Sao
apenas 2 multiplos de 20 entre 1 e 50 que € a inter-
seccao entre os multiplos de 4 e os de 5.

Assim, a probabilidade da uniao entre os multiplos
dedeosde5é:
p_12+m—2 20 2

50 50 5
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Exercicios propostos

1.

Resolva os exercicios no caderno.

Em uma caixa hé 25 bolas: 10 sao verdes e estao nume-
radas de 1a 10; 5 sao vermelhas e estao numeradas de
1 a 5; 10 sao azuis e estdo numeradas de 1 a 10.

a) Quantas bolas dessa caixa estdao numeradas com
urn numero par? 12

b) Se retirarmos uma bola dessa caixa, qual é a proba-
bilidade de que ela seja azul ou verde? 50%

) Seretirarmos uma bola dessa caixa, qual é a proba-
bilidade de que ela seja verde ou numerada com
um numero par? 68%

Se dois dados, nao “viciados', sdo lancados e os
ndmeros de suas faces voltadas para cima sao
observados, qual é a probabilidade de que a soma

desses nimeros:
a) sejaiguala 7?7 b)
b) sejaiguala 10? o

)
1

12 -
¢) sejaiguala 7 ouigual a 107
Se um dado e uma moeda, ndo "viciados', forem langa-
dos simultaneamente e observarmos o nimero da face
voltada para cima no dado e a face voltada para cima
na moeda, gual é a probabilidade de que:

a) aface voltada para cima na moeda seja‘cara”? 50%

b) o ndmero da face voltada para cima no dado seja
primo? 50%

c) a face voltada para cima na moeda seja “cara”ou o
nimero da face voltada para cima no dado seja pri-
me? 75%

Em uma universidade, foi realizada com os calouros
uma pesquisa a respeito da popularidade dos dois
maiores jornais da cidade. Essa pesquisa revelou
que, dos 1 250 novos académicos, 550 afirmaram
ler o jornal A, 280 afirmaram ler o jornal B e 80
afirmaram ler ambos os jornais. Se escolhermos
um calouro dessa universidade, ac acaso, qual é a
probabilidade de ele:

a) nao ser leitor de nenhum desses jornais? 40%

b] ser leitor de, pelo menos, um dos dois jornais? 60%

Considere que uma pesquisa foi feita entre os pre-
sidentes de clubes de futebol, jogadores, técnicos
e imprensa esportiva sobre a possibilidade de o
campeonato brasileiro de futebol sequir (SIM) ou
nao seguir (NAQ) o calendério do campeonato
europeu (comecar e terminar na mesma época).
A tabela abaixo contém dados incompletos dessa
pesquisa.(Considere gue cada pesguisado disse
sim ou nao.)

a) Copie e complete, em seu caderno, esta tabela:

Presidentes de |\
chibesdofumsbel |20 é% 80
Jogadores 77| 18% 500
Técnicos 32% |\ 74| 50
| Imprensa esportiva | 98% jﬁ}/// _ 100

10.

11.

b) Qual é a probabilidade de uma pessoa escolhida ao
acaso entre os entrevistados ter dito sim? E de ter
dito nao? Respostas no Manual do Professor

Em um grupo com 10 pessoas, 5 tém olhos verdes, 7
tém cabelos castanhos e 3 tém olhos verdes e cabelos
castanhos. Escolhendo uma pessoa desse grupo, qual
& a probabilidade de ela ter olhos verdes ou cabelos
castanhos? o0%

Em um experimento aleatdrio, a probabilidade de

: 1
ocorrer 0 evento A € igual a —, de ocorrer o evento
2
x 5 ;
B é igual a - e de ocorrer o evento A M B é igual

1
Chy Calcule a probabilidade de ocorrer o evento

AUBi
"8

Escolhende um ndmero natural de 1a 100, qual é a
probabilidade de que ele seja um guadrado perfeito
ou um cubo perfeita? 12%

Considere o conjunto formado por todos os anagramas
da palavra BRASIL.

a) Qual é o nimero total de elementos desse conjunto?

b) Escolhendo um dos elementos desse conjunto,
1 qual é a probabilidade de que o anagrama comece
5 com a letra B?

c) Escolhende um dos elementos desse conjunto,
1 qual é a probabilidade de que o anagrama termine
6 coma letra L?

d) Escolhendo um dos elementos desse conjunto,
qual € a probabilidade de que 0 anagrama comece
com a letra B ou termine com a letra L? 30%

A direcao de uma escola decidiu que sortearia 3 dos
10 melhores alunos do Ensino Médio para ganhar uma
viagem no fim do ano letivo. Se Douglas e Julia, que
s30 iIrmaos, estao entre os 10 melhores alunos, calcule
a probabilidade de que:

a) Douglas esteja entre 0s 3 sorteados. 0%

b) Douglas ou Julia estejam entre 0s 3 sorteados. 18

<) nem Douglas nem Julia estejam entre os 3 sor-
teados.

15
Elabore um problema gue envolva uniao de probabili-
dades. Resolva-o e apresente-o a turma. Besposta pessoa
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PROBABILIDADE
CONDICIONAL

Agora que ja vimos diversas situagoes referen-
tes a adicao de probabilidades em experimentos
aleatorios, precisamos observar outro tipo de calculo
probabilistico chamado probabilidade condicional.
Para isso, vamaos considerar a seguinte situacao:

Em uma comunidade com 200 pessoas adul-
tas, das quais 120 sao mulheres e 80 sdo homens, foi
feito um levantamento a respeito da necessidade de
destinar um espago para a construgao de um campo
de futebol. Cada homem e cada mulher votaram sim
(concordando) ou nao (discordando). Apos a pesqui-
sa, foi divulgado o resultado, conforme a seguinte
tabela:

Mulheres 45 75 120
Homens 74 6 80
Total 119 81 200

Como a maioria votou sim, decidiram que uma
dessas pessoas seria escolhida como representante
da comunidade junto a empresa que construiria o
campo de futebol. Vamos calcular a probabilidade de
ocorréncia do:

a) evento A — pessoa escalhida ser hamem.

b) evento B - pessoa escolhida ter votado sim.

c) evento A M B - pessoa escolhida ser homem
e ter votado sim.

d) evento A | B - pessoa escolhida ser homem
dado que tenha votado sim.

a) Seja n(€)) o numero de resultados possiveis
na escolha de uma pessoa dessa comunida-
de, temos n(£)) = 200. Além disso, sabemos
que n(A) = 80 (numero de homens da comu-
nidade). Portanto:

_n(A)
(@)
80

(A)=—22_~0,40 =5 p(A)=40%
P 200 i

b) Seja n(€)) o nimero de resultados possiveis
na escolha de uma pessoa dessa comunida-

de, temos n(£)) = 200. Além disso, sabemos

que n(B) = 119 (ndmero de pessoas que vo-
taram sim). Portanto:

n(B)
n(€2)

119
B)=——=0,595= p(B)=59,5%
p(®) =50 p(B)

pB)=

) Seja n()) o numero de resultados possiveis
na escolha de uma pessoa dessa comunida-
de, temos n(€)) = 200. Além disso, sabemos
gue n(ANB)=74 (numero de homens que
votaram sim). Portanto:

n(ANB)
AMBy=

pl ) Q)

p(AﬂB}=%=O,37=>p(AﬂB}=37%

d) Vamos representar por n({)) o niimero de re-
sultados possiveis na escolha de uma pessoa
da comunidade gue tenha votado sim. Desse
modo, temos n({)) = 119. Note que o espaco
amostral mudou. Representando por n(A | B)
o numero de possibilidades de escolha de um
homem da comunidade dado que tenha vo-

tado sim, temos n(A | B) = 74. Portanto:
p(a|8) = 1AL

n(’)
plA | B):%E 062 = p(A | B) = 62%

VVamos analisar o que aconteceu no item d da
situacdo acima.

Ha outra maneira de calcular a probabilidade
de escolha de um homem da comunidade dado que
tenha votado sim. Observe o calculo:

p(A|B) = 74 _ nlANB)

119 n(B)
7

p{A|B)=£: p(ANB)
119 p(B)
200
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Denominamos p(A | B) a probabilidade condi-

cional de A em relacao a B:

Exemplo:

Existem casais que, ao constituir uma familia,
fazem o planejamento de quantos filhos desejam ter.
Vamos considerar que um desses casais planejou ter
trés filhos. Qual é a probabilidade de que sejam trés
meninas, considerando que o primeiro filho é menina?

- Espaco amostral {):

Representando por m (menina) e por r (meni-
no), temos as sequintes possibilidades para o nasci-
mento dos trés filhos:

_{(m, m,m),(m,m,r),(m,r,m),(r,m,m),(r,r, r},}
L rm)(r,m, 0, (m,r,n)
n(£))=8

Note que esse nlimero de elementos do espa-
¢o amostral poderia ser obtido pelo principio multi-
plicativo. Considerando que, para cada nascimento,
existem 2 possibilidades (menina ou meninao), para

05 trés nascimentos, temos:
n())=2-2.2=8

- Eventos:

Evento A - ocorréncia de o casal ter trés filhas
meninas.

A={(m,m,m)}—n(A)=1
nA) 1

p(A)= ORI

Evento B — ocorréncia de o primeiro filho do ca-
sal ser menina.

B={(m,m,m),(m,m,r),(m,r,m),(m,r,r}—nB)=4

o B}
pB)= )8

- Unidade & Probabilidade e Estatistica

Evento ANB - ocorréncia de o casal ter trés
filhas meninas e o primeiro filho do casal ser menina.

ANB={(m,mm)}— n(ANB)=1
n(ANB) 1

ANB)=—— "7 =
p(ANB) PO 5

+ Vamos calcular a probabilidade de ocorrén-
cia do evento A | B: os trés filhos do casal séo
meninas, considerando que o primeiro filho
& menina.

p(ANB)

AlB)=
p(A|B) e

p(A[B)=

Observacao:

Poderiamos calcular esse resultado utilizando a
multiplicacdo de probabilidades: como j& sabemos
gue o primeiro filho ¢ menina, temos de calcular a
probabilidade de segundo ser menina e o terceiro
também ser menina. Isto &, bastaria fazer:

%- %= & (multiplicacao de probabilidades)

PROBABILIDADE

DE EVENTOS
INDEPENDENTES

Vimos anteriormente que: dados dois eventos
A e B do espago amastral ) finito e ndo vazio, a pro-
babilidade condicional do evento A, sabendo que
ocorreu o evento B, indicada por p(A|B) é:

p(ANB)

K [y SR
p(A|B) 6)

Dessa igualdade, obtemos:

P(ANB) = p(B) - p(A | B)



Podemos interpretar a igualdade obtida da se-
guinte maneira:

A probabilidade de ocorrer a interseccéo dos even-
tos A e B (ocorréncia simultineade Ae B, ANB)
pode ser calculada pelo produto da probabilidade
de ocorrer um deles (evento B) pela probabilidade
de ocorrer o outro (evento A), considerando que o
primeiro ja ocorreu (evento (A|B)):
P(ANB)=p(B)-p(A[B)
Vamaos considerar duas situacoes envolvendo a
multiplicacao de probabilidades.
12 situacao:

Em uma pequena urna, foram colocadas 14 fi-
chas de mesmas dimensoes, das quais 5 sao verme-
lhas e 9 sao verdes. Uma dessas fichas é retirada da
urna e, em seguida, sem reposicao, uma nova ficha
é extraida.

Q%@%Q@%Q:O

Vamos calcular a probabilidade:;

Adilson Secco

a) de a primeira ficha retirada ser verde.

b) de a sequnda ficha retirada ser verde, con-
siderando que a primeira ficha retirada tam-
bém tenha sido verde.

C) de a primeira e a sequnda fichas retiradas se-
rem verdes.

a) De um total de 14 fichas, 9 sdo verdes. Des-
se modo, para que a primeira ficha retirada
seja verde, existem 9 situacbes favordveis
em um total de 14 resultados possiveis. As-
sim, representando essa probabilidade por

p(A), temos:
n(A) 9
A e Eee—
PA) n(Q) 14

b) A probabilidade de a segunda ficha retirada
ser verde estd condicionada ao fato de que
a primeira ficha retirada também tenha sido
verde (de acordo com o enunciado, sem re-
posicao). Assim, seja p(B | A) a probabilidade

de a segunda ficha retirada ser verde dado
que a primeira ficha retirada também tenha
sido dessa cor. Existem, agora, 8 situagoes
favoraveis em um total de 13 resultados pos-
siveis (0 espaco amostral mudou). Portanto:

_nBlA)_ 8

B|A
PE|A n(’) 13

¢) Precisamos calcular a probabilidade de ocor-
réncia de ambas as fichas retiradas serem
verdes, isto &, devem-se verificar o primeiro e
o segundo eventos sucessivamente. Utilizan-
do o principio multiplicativo, vamos calcular
o numero de elementos do espaco amostral
e o nimero de elementos do evento:

Numero de resultados possiveis (retirada da pri-
meira ficha e, sem reposicao, da sequnda ficha):
n()=14-13

Numero de situacbes favoraveis (retirada da
primeira ficha verde e, sem reposicao, da se-
gunda ficha também verde):

n(ANB)=9-8

-

-

Calculo da probabilidade de ocorrer A e B,
isto &, de ocorrer AUB:

n(ANB)
ANB)=———=
Pl n(€)
9.8 9 8
ANB)= =— .= —p(A)-p(B|A
2 14-13 14 13 pIA)- PIB| A
Observacao:

Na situacao apresentada acima, a probabilida-
de de ocorréncia de a ficha ser verde na sequnda reti-
rada (evento B) & afetada pela ocorréncia de que a fi-
cha tenha sido verde na primeira retirada (evento A).

Vamas considerar, agora, em relagao a situagao
anterior, que a retirada & com reposicao da primeira
ficha retirada.

22 situacao:

Em uma pequena urna, foram colocadas 14 fi-
chas de mesmas dimensdes, das quais 5 sdo verme-
lhas e 9 sdo verdes. Uma dessas fichas é retirada da
urna e, em seguida, com reposicao da primeira ficha
retirada, uma nova ficha é extraida. Vamos calcular a
probabilidade de a primeira e a sequnda fichas se-
rem verdes.
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- Eventos:
Evento A — a primeira ficha retirada € verde.

Neste caso, existem 9 situagoes favoréveis (9 fi-
chas verdes: nimero de elementos do evento A) em
um total de 14 resultados possiveis (14 fichas: nume-
ro de elementos do espaco amostral). Entao:

nA) _ 9

n(Q) 14

Evento B - a segunda ficha retirada é verde.

Como houve reposicdo da primeira ficha reti-
rada, existem 9 situagoes favoraveis (9 fichas verdes:
numero de elementos do evento B) em um total de
14 resultados possiveis (14 fichas: nimero de ele-
mentos do espaco amostral). Portanto:

nB _ 9
Q) 14

pB)=

Evento A M B - a primeira e a segunda fichas
retiradas sao verdes.

Pelo principio multiplicative, temos:

- numero de situagoes favoraveis
—-nANB=9-9

- ndmero de situacdes possiveis — n({)) =14 - 14

Assim, temos:

Ang)=MANB)
p(ANB) )
p(AnB)=—22_= 2.2 _pp).p(8)

14.14 14 14

Observacgaor

Nessa situacao que acabamos de ver, a ocor-
réncia do evento B nao é afetada pela ocorréncia do
evento A. Logo:

p(B| A= p(B)

Assim, podemos escrever:

p(AﬂB):p{A}-p(B| A)=p(A)- p(B)

Nesse caso, dizemos que os eventos A e B sao
independentes.

- Unidade 6 Probabilidade e Estatistica

Respostas, no
> Questoes e reflexoes Manual do Professar.

Qual & a interpretacao que voceé faz para dois
eventos A e B de um mesmo espago amostral fini-
to e ndo vazio, tais que p(AN B)# p(A)- p(B)?

Observacao:

Se os eventos A, A, A A, de um espaco
amostral ) finito e ndo vazio, forem independentes,
vale a relacao:

p(ANANAN.NA)=

=p(A)-P(A,)-p(A)--p(A,)

Exemplo:

Vamos considerar que um casal planeja ter trés
filhos. Seja o evento A ocorréncia de pelos menos
dois filhos do sexo masculino e seja o evento B ocor-
réncia de pelos menos um filho de cada sexo). Os
eventos A e B sao independentes?

- Espaco amostral ():

Representando por m (sexo masculino) e por f
(sexo feminino), temos para o nascimento dos trés
filhos:

Q={(m, m,m),(m, m,f),(m,{m),(fm,m),

(EEA)(EEm) (Em,F),(m,f )}
n(Q)=8

« BEventos:

Evento A — ocorréncia de pelo menos dois fi-
lhos do sexo masculino.

A={(m m,m),(m,m,f),(m,f,m),(f m,m)}—n(A)=4

Evento B — ocarréncia de pelo menos um filho
de cada sexo.

{cm,m, £),(m, £.m), (f. m, m), (£.£,m),

}—} nB) =6
(f,m,f),(m,ff)




Evento ANB - ocorréncia de pelo menos dois
filhos do sexo masculino e pelo menos um filho de
cada sexo.

AN B={(m,m,f),(m,f,m),(f,m,m)} = n(ANB)=3

p(;\ng)zm=i
n(€) 8
Os eventos A e B sao independentes. Obser-
vando as probabilidades obtidas:

p(ANB)=p(A)- p(B)

Observacao:

Uma consequéncia importante do conceito de
probabilidade de ocorréncia de um evento em um
espaco amostral é a chamada probabilidade com-
plementar. Quando, em um experimento aleatorio,
consideramos dois resultados apenas, 0 sucesso e 0
fracasso (ocorrer o evento ou nao ocorrer o evento,
respectivamente), e realizamos esse experimento n
vezes em tentativas independentes (o resultado da
ocorréncia de um evento ndo interfere no resultado
da ocorréncia do outro evento), logo:

- evento A - sucesso (ocorrer o evento A);
-evento A —fracasso (ndo ocorrer o evento A).

Se cansiderarmos p a probabilidade de sucesso
em cada tentativa, entdo a probabilidade q do fracas-
so serd g = 1 — p. A probabilidade de obter k suces-
s0s em n tentativas pode ser calculada pela relagao
matematica:

p =Ct-p*-q*oup=Ct-pc-(1-p)*

Nessa relacao, devemos considerarque 0<k<n.
Além disso, observe que essa formula esta relaciona-
da com a férmula do termo geral do desenvolvimen-
to das poténcias naturais de um binémio.

Exemplo:

Em uma prova ha 10 questoes. Sao testes com
5 alternativas em cada um, e apenas uma das alter-
nativas € a correta. Vamos calcular a probabilidade
de um aluno “chutar” todas as respostas e acertar
7 questoes.

+ Probabilidade de acertar cada questao “chu-
tando™

s
5

+ Probabilidade de errar cada questao:

+ Probabilidade de acertar 7 das 10 questoes:

3]

Exemplo:

Suponha que um casal que estudou genética
analisou seus antecedentes e descobriu que a proba-
bilidade de ter um filho de olhos azuis € 7/8. Se esse
casal planejou ter 5 filhos, qual a probabilidade de
exatamente 3 deles terem olhos azuis?

Vamos considerar que A representa o evento
"o filho ter olhos azuis” e A o evento ‘o filho nao ter
olhos azuis"

- Probabilidade de um filho ter olhos azuis:

Probabilidade de um filho nao ter olhos azuis:

=l
8

+ Sendo p a probabilidade do casal ter exata-
mente 3 dos 5 filhos com olhos azuis é:

()

- Observando que C; =10,

q=(A)

7 ¥
[ET =06/0e (EJ = 0,016 teremos que a

probabilidade anterior é:
p=0670-0,016
p=0,1072 - p=10,72%
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Exercicios resolvidos

1.

Dois dados nao "viciados” foram langados. Qual é a
probabilidade de que a soma dos nimeros das faces
voltadas para cima tenha sido igual a 8 ou igual a 4,
sabendo que essa soma nao foi igual a 67

Como a soma nao foi igual a 6, ndo ocorreram os pa-
res(1,5),(2,4),(3,3), (4, 2) e (5, 7).

Para que a soma seja igual a 8 ou igual a 4, devem
ocorrer um dos seguintes pares:

(2,6),(3,5),(4,4),(5,3).(6,2),(1,3),(2,2),3,1)

Logo, a probabilidade de que a soma dos nimeros
das faces voltadas para cima tenha sido igual a 8 ou
igual a 4, sabendo que essa soma nao foi igual a 6, é:

8 8

36-5 31

Da turma do primeiro ano de Engenharia de uma
universidade, 20 alunos foram reprovados em Célculo
Diferencial e Integral, 15 alunos foram reprovados em
Geometria Analitica e 5 alunos foram reprovados nessas
duas disciplinas. Se um aluno dos reprovados do primei-
ro ano de Engenharia dessa universidade for escolhido
aleatoriamente, calcule a probabilidade de ele:

a) ter reprovado em Geometria Analitica, sabendo
que foi reprovado em Célculo Diferencial e Integral.

b) nao ter reprovado em Célculo Diferencial e Inte-
gral, sabendo que foi reprovado em Geometria
Analitica.

O numero total de alunos reprovados € igual a:
20+15-5=30
Sejam os eventos:

- evento G — ocorréncia de o aluno ter sido reprovado
em Geometria Analitica;

= evento CD - ocorréncia de o aluno ter sido reprovado
em Calculo Diferencial e Integral;

- evento CD - ocorréncia de o aluno ndo ter sido
reprovado em Célculo Diferencial e Integral.

Entao:
( ) -
G,/ \_plGelD) 30 1 _ _
a]p(/CD)-ip(CD) == =0 25=25%
30
p(CDeq) 2
na(@) 128 B _w_2
/G~ pG) 15 15 3
30

Em uma loja, dos 10 aparelhos de som que estao no
estoque, 2 apresentam defeito. Se duas pessoas com-
prarem aparelhos de som nessa loja, qual é a probabi-
lidade de que:

a) os 2 aparelhos apresentem defeito?
b) pelo menos 1 dos aparelhos apresente defeito?

2 defeituosos
8 nao defeituosos

a) p(2 defeituosos) —

b) p(pelo menos 1 defeituoso) —
2. 8 8 2 2

109 109 10
— _— = e

def. nac nao  def def.

def. def.
1 _16+16+2 34 17
9 90 90 45

=%

ot

Exercicios propostos

1
2

3

Resolva os exercicios no caderno.

Dois dados nao “viciados" foram langados simulta-
neamente. Verificou-se que a soma dos nimeros
das faces voltadas para cima foi igual a 7. Qual é a
probabilidade de que em pelo menos um dos dados
tenha ocorrido um ndmero primo na face voltada
para cima?

Ern um baralho comum, as 52 cartas sao divididas
erm 4 naipes: paus, ouros, copas e espadas. Sabe-se
que, das 13 cartas de cada naipe, 3 sao figuras. Con-
siderando que duas cartas de um baralho comum
sdo escolhidas ao acaso, calcule a probabilidade de:

a) aprimeira e a sequnda carta serem figuras. e
221

ol

b) a segunda carta ser uma figura, sabendo gue a
primeira carta escolhida também tenha sido uma
figura. g

51
Trés moedas nao “viciadas” foram lancadas sucessiva-
mente. Sabendo que as faces voltadas para cima nas
trés moedas nao foram iguais, calcule a probabilidade de
que nas duas primeiras moedas a face voltada paracima
tenha sido ‘cara”e na terceira moeda tenha sido“coroa”

A probabilidade de um atirador A errar o alvo é igual
a 9%, e a probabilidade de o atirador B errar o mesmo
alvo é igual a 11%. Um tiro foi dado e houve erro.
Qual € a probabilidade de esse tiro ter sido dado pelo
atirador A? 45%

- Unidade & Probabilidade e Estatistica
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Estatisticas apontam gue um time de futebol, guando
joga "em casa’, vence 80% dos jogos quando nao esta
chovendo no momento da partida e 50% dos jogos
guando esta chovendo. Considere que a probabilidade
de chover durante uma partida do campeonato na cida-
de natal desse time & igual a 20% e que ele vai disputar

0 préximo jogo ‘em casa’.

a) Qual é a probabilidade de que no momento da
préxima partida esteja chovendo e o time venca o
Jogg? 109

b) Qual é a probabilidade de que no momento da
proxima partida ndo esteja chovendo e o time
venca o jogo? 4%

¢) Considerando gue o time venceu a partida, qual é
a probabilidade de que tenha chovido durante
0 jogo?

Em um pequeno pais, onde sao consumidas muitas
comidas ricas em gordura, 55% das pessoas sao
do sexo masculino, 50% das pessoas sao obesas
e 60% das mulheres nao sao obesas. Escolhendo,
aleatoriamente, uma pessoa desse pals, calcule a
probabilidade de a pessoa:

a) serobesa e do sexo feminino. 1z9%

b) ser obesa, sabendo que & do sexo masculino.

c) serdo sexo feminino, sabendo que é obesa. 6%
Trés dados nao"viciados"foram langados e os ndimeros
das faces voltadas para cima foram somados. Sabendo
que a soma dos trés nimeros foi igual a 10, qual é a

probabilidade de que os trés niimeros tenham sido
primos?

Um hospital divulgou as trés doencas que oferecem
maior risco de morte. Os percentuais de morte entre as
pessoas que contraem cada uma das trés doengas sao:

« doenca A — 80%;
- doenca B — 75%;

Jorge Silva/Reuters/Latinstock
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- doenca C — 60%.

Sabe-se ainda que entre as pessoas que chegam ao
hospital com uma das doencas— A, B ou C— 30% sao
portadoras da doenca A, 20% sdo portadoras da doenca
B e 50% sao portadoras da doenca C. Assim, sabendo
que um paciente obteve a cura, qual é a probabilidade

de que tivesse a doenca C?

=
2
o

Um exame laboratorial fornece resultado positivo em
90% dos casos em que o paciente realmente tem certa
doenga. Iss0 significa que em 10% dos casos ocorre
um falso negativo. Ja entre os pacientes que nao tém
a doenca, apenas 1% dos casos aponta o resultado
positivo. Se, em uma populacao, 5% das pessoas tém
essa doenga, gqual é a probabilidade de:

a) uma pessoa ser escolhida ao acase nessa popula-

¢ao, submetida ao exame e o resultado ser positi-

Vo? 545%

b) que uma pessoa dessa populacdo tenha a doenga,

109

10.

11.

33
65

sabendo que o resultado do exame foi positivo?

Os aproveitamentos dos trés melhores cobradores de
pénaltis de um time de futebol sao iguais a 90%, 80%
e 75%. Se, em um joqgo, a decisao terminar empatada
e for decidida nas cobrancas de penalidades méximas,
qual é a probabilidade de que: 549

a) ostrés jogadores convertam suas cobrancas?

b) os trés jogadores nao convertam suas cobrancas?
0,5%
c) pelo menos um dos trés jogadores converta sua

cobranga? 995%

Dois amigos, Joao e Pedro, decidiram jogar dois dados
para ver gquem conseguia a maior pontuacao. Com-
binaram gue Pedro venceria caso o niimero da face
voltada para cima em seu dado fosse igual ou superior
ao numero da face voltada para cima no dado de Joao.
Quais sao as probabilidades de cada um deles vencer
0 jogo? Resposta no Manual do Professor

Em uma urna, foram colocadas 100 bolas numeradas
de 1 a 100. Se duas bolas forem sorteadas dessa urna,
sem reposicao, qual é a probabilidade de que a soma
dos ndmeros nelas marcados seja igual a 1007

Em uma turma de segundo ano do Ensino Médio
estudam 40 alunos, dos quais 55% sao meninos. Es-
colhendo, ao acaso, dois alunos dessa turma, qual é a
probabilidade de que eles sejam de sexos diferentes?

Adicdo e multiplicagcéo de probabilidades Capitulo 19
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Filipe Rocha

Todos os dias uma quantidade imensa
de informacées é transmitida para as pessoas.
Grande parte delas tem como origem pesqui-
sas e estudos estatisticos. Indices de inflacao,

de emprego e desemprego sao analisados e
divulgados pela midia escrita e falada. No Bra-
sil, existe um érgao responsavel pela producao
das informacoes oficiais a respeito dos diversos
indices: o Instituto Brasileiro de Geografia e Esta-
tistica (IBGE).

“Vivemos na era da informacao!

Talvez vocé ja tenha escutado essa frase,
pois é notavel que, a cada dia, a imprensa, de
modo geral, veicula informacbes diversas pro-
venientes de pesquisas estatisticas nas varias
areas do conhecimento, como: econdmicas,
sociais, educacionais, a respeito de seguran-
ca publica, entre outras. Muitas decisdes sao
tomadas com base em dados de pesquisas

estatisticas.

Filipe Rocha
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Ao iniciar o estudo da teoria das probabi-
lidades, no inicio desta Unidade, fizemos a se-
guinte pergunta:

Qual é o meio de transporte mais seguro:
automovel ou avido?

Enfatizamos que nao era e nao € uma
pergunta simples de ser respondida, mas cer-
tamente € uma pergunta que interessa para as
empresas que trabalham com seguros. Pode-
MOs apresentar uma resposta a essa pergunta,
em termos de probabilidade, porém com base
em dados coletados a respeito de acidentes
ocorridos com esses meios de transporte. Para
i5s0, entra em acao outra area do conhecimen-
to: a Estatistica.

Neste e no préximo capitulo, abordaremos
algumas ideias importantes a respeito dessa
drea do conhecimento.

IDEIAS INICIAIS

A densidade demogréfica média da po-
pulacdo brasileira, conforme dados do Ultimo
levantamento feito no Censo 2010, era 2243
habitantes por quildbmetro quadrado. A cada
dez anos, essas informacoes sao atualizadas por
meio de coletas de dados. Assim, em 2020 tere-
mos um novo Censo populacional.



Esses dados sao obtidos por levantamen-
tos estatisticos. O Instituto Brasileiro de Geogra-
fia e Estatistica (IBGE) colhe tais informacoes,
processa, analisa e produz resumos para divul-
gacao. Esses resumos, por sua vez, sao elabora-
dos com recursos graficos que permitem nao
apenas fornecer ao leitor as principais ideias da
pesquisa, mas também chamar a atencao para
aspectos comparativos, que permitem conhe-
cer um pouco mais a nossa realidade.

A origem da palavra estatistica vem do
latim, derivando de status, cujo significado esta
relacionado com estado, situacao. De modo um
pouco mais amplo, podemos dizer que:

.
A Estatistica é um ramo da Matematica
constituido de um conjunto de técnicas
e métodos de pesquisa que, entre outros
tépicos, envolve:

- o planejamento do experimento a ser

- & olatt iniAiCs dédados:

- ainferéncia, o processamento e a anélise
das informagoes. '

Pesquisa, populacao e
amostra
Vocé ja participou de alguma pesquisa?

Ja pensou em elaborar uma para conhe-
cer um pouco mais os habitos de seus amigos,
o comportamento das pessoas, o esporte prefe-
rido delas?

ALYEA

Filipe Rocha

Imagine uma pesquisa feita para identifi-
car o esporte preferido da populacao brasileira.
Serd que o futebol € o esporte favorito dos bra-
sileiros? Como podemos saber a resposta? Uma
pesqguisa precisa ser feita para termos uma ideia
dessa resposta.

Existem diversas situagbes em que uma
pesquisa se faz necessaria. Dois conceitos aqui
sao importantes: populacao e amostra. Vamos
analisar alguns exemplos.

1. Eleicdo do representante estudantil da
escola

Nesse caso, a populacdo é formada por to-
dos os alunos matriculados na escola. Logo, para
escolher quem sera o representante estudantil,
a populacao é formada por pessoas que pos-
suem, em comum, as caracteristicas: sao alunos
e estao matriculados na carrespondente escola.
Cada aluno com essas caracteristicas constitui
um elemento da populagao.

2. Eleicdo do presidente do Brasil

Aqui, a populacédo é formada por todos os
brasileiros que estao habilitados para votar. Note
gue, neste exemplo, nao basta ser brasileiro para
votar. E necessédrio que, legalmente, esteja em
condicdes de votar.

3. Controle de qualidade de um produto

Uma fabrica de carrinhos de bebé deseja
observar a qualidade dos carrinhos que produz.
Nesse caso, dizemos que a populagao da pesquisa
& formada por todos os carrinhos que sao produzi-
dos por essa fabrica. Cada carrinho representa um
elemento da populacao estatistica a ser observada.

E se desejarmos descobrir qual é o passa-
tempo favorito das pessoas que vivem no Brasil?
Nesse caso, a populacao estatistica € a populacao
brasileira. Evidenternente, ndo vamos perguntar a
todos os brasileiros, um a um, a respeito do passa-
tempo favorito. Entao, como podemos fazer?

Introducdo a Estatistica Capitulo 20 -



Filipe Rocha

Populacgao

E ai que a Estatistica utiliza a chamada amostra,
ou seja, um grupo de brasileiros que nos permite ter
uma ideia representativa da populacao como um
todo, pelo menos de maneira aproximada. Por moti-
vos de ordem pratica, gue estao relacionados as limi-
tacoes de recursos financeiros ou mesmo de tempo,
a Estatistica utiliza amostras. Podemos dizer que a
amostra em uma pesqguisa & uma espécie de “redu-
¢ao da populacao’, porém essa parte da populacao
tem de ser representativa.

Exemplo:
Intencao de votos na escolha de um presidente

Na disputa do cargo de presidente, por exem-
plo, pesquisas estatisticas a respeito da intencao de
votos sao realizadas periodicamente ao longo dos
dias que antecedem a eleicdo. Elas sao feitas com
base em uma amostra da populacao.

As pessoas geralmente dizem que nunca parti-
ciparam de uma pesquisa referente, por exemplo, a
intencao de votos na escolha do presidente brasilei-
ro, mas isto ocorre porque a probabilidade de vocé
participar de uma pesquisa dessa € muito pequena,
pois a populacao brasileira é composta de cerca de
200 milhées de habitantes, e uma amostra para uma
pesquisa pode ter, digamos, 2 500 pessoas.

Nessas pesquisas, existem critérios estatisticos que
sao utilizados para garantir que todo o eleitorado bra-
sileiro esteja representado dentro das amaostras. Quan-
do bem definidos esses critérios, é possivel, com uma
amostra de 2 500 pessoas, produzir resultados com mar-
gem de erro de, por exemplo, no maximo dois pontos
percentuais para mais ou para menos.

A nossa finalidade agui ndo é levar vocé a fazer
pesquisas, observando amostras de populacdes pes-
quisadas, mas fornecer elementos que permitam a

- Unidade 6 Probabilidade e Estatistica

vOCeé ser critico diante de uma pesquisa cujos dados sao
divulgados, por exemplo, em jornal ou revista.

‘ Respostas no Manual
A\ Questoes e reflexdes do Professor.

1. Considere que em uma escola ha 400 alunos,
dos quais 100 sdo meninos e 300 sdo meni-
nas. Se vocé fosse pesquisar dessa populagao
apenas uma amostra correspondente a 10% do
total de alunos (40 alunos) seria correto formar
essa amostra com 20 meninos e 20 meninas?

2. Além do sexo, que outra informacao seria
interessante, por exemplo, para pesquisar o
programa de TV favorito entre os alunos dessa
escola?

Variaveis estatisticas

Vamos considerar que vocé é o responsavel
pelo projeto de um novo carro que sera lancado no
mercado no ano que vem.

Dawidson Franga

A indUstria em que vocé trabalha encomenda
uma pesquisa para consultar o futuro consumidor
guanto a preferéncia de cor do carro, a quantidade
de portas, ao tamanho do porta-malas, a poténcia do
motor, ao tipo de combustivel, ao valor do carro etc.

Todas essas informacoes a serem obtidas junto
aos consumidores sao exemplos do que chamamaos
variaveis de uma pesquisa. De outra maneira, dize-
mos que, quando um pesquisador faz um estudo
de uma populacao, seu interesse é direcionado para
determinado aspecto (caracteristica ou propriedade)
que, de certo modo, é comum aos individuos que
compédem essa populacio. E a varidvel da pesquisa.

Sao dois os tipos de varidveis: qualitativas e
quantitativas.

A variavel qualitativa ¢ aquela, como a propria
denominagdo indica, que exprime atributo ou
qualidade dos individuos pesquisados.



Sao exemplos de varidvel qualitativa: sexo, cor
de cabelo, cor dos olhos, nacionalidade, grau de ins-
trucao, entre outros. Note que, nesse tipo de variavel,
05 dados nao sao NUMEricos.

Observacao:

Uma variavel qualitativa pode ser dita ordinal,
guando existe uma ordem nos dados, ou simples-
mente nominal, quando isso nao acontece. Um
exemplo de varidvel qualitativa ordinal seria o grau
de instrucao de uma pessoa. Ja um exemplo de va-
riavel qualitativa nominal seria a cor dos olhos de
uma pessoa.

A vartivel auanetativa € souela doie s Besor
denominacao indica, que exprime quantidade.

Sao exemplos de varidvel quantitativa: idade,
altura, massa, quantidade de irmaos, salario mensal,
guantidade de filhos, entre outros.

Observacao:

Uma varidvel quantitativa pode ser classificada
em discreta ou continua.

As variaveis sao discretas quando podem assu-
mir um conjunto enumerdvel de valores geralmente
obtidos por meio de contagem (nUmeros inteiros).
Nuamero de filhos é um exemplo de varidvel quanti-
tativa discreta.

As waridveis sao continuas quando os valo-
res sao obtidos por meio de mensuracao (numeros
reais). A altura de uma pessoa € um exemplo de va-
riavel quantitativa continua.

Quando vocé estudou 0s conjuntos NUMEricos
no volume 1 desta colecgao, viu que todo nimero

que é inteiro & também real. Assim, por exemplo, se
a massa de uma pessoa em uma pesquisa (varidvel
continua) é 75 kg (variavel expressa por meio de um
ndmero inteiro), ela pode também ser considerada
variavel quantitativa discreta.

Na Estatistica, porém, prefere-se fazer a distin-
cao entre variavel quantitativa discreta (aquela obtida
por meio de uma contagem) e variavel quantitativa
continua (aquela obtida por meio de uma medicao).

FREQUENCIA
ABSOLUTAE
FREQUENCIA
RELATIVA

Quantas horas vocé dorme diariamente?

Suponha que uma pesquisa entre 50 alunos do
Ensino Médio, com idades entre 15 e 17 anos, foi feita
para verificar a quantidade de horas inteiras de sono,
em média, que cada aluno dormia por noite.

O resultado dessa pesquisa foi, inicialmente, re-
presentado em uma tabela. As quantidades de horas
inteiras de sono, por noite, eram simplesmente ano-
tadas a medida que os alunos forneciam esse valor:

6 7 8 -+ 8 6 5 7 8 6
4 8 8 10| 6 7 7 9
7 6 (10|10 4 7 0] 8 6 7
5 8 9 0| 7 7 9 8
7 6 8 6 7 7 5 5 6 8

Para gue tenhamos uma melhor ideia dessas
informacoes, podemos elaborar outra tabela conten-
do as frequéncias absolutas e as frequéncias relativas.

Introducdo a Estatistica Capitulo 20 -
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Assim, podemos construir a seguinte tabela:

- 6%
5 10%
6 18%
7 15 30%
8 10 20%
9 6%
10 5 10%
Observacgoes:

1. A frequéncia relativa de um evento, apre-
sentada na forma decimal ou porcentagem,
pode ser associada a probabilidade de ocor-
rer esse evento.

2. Atabela que exibe a varidvel e suas frequén-
cias, absoluta e relativa, € denominada tabe-
la de frequéncias.

Resposta no Manual
Questoes e reflexoes do Professor.

Considere que um dos 50 alunos pesquisados, de
acordo com a tabela anterior, seja escolhido aleatoria-
mente. Qual € a probabilidade de o aluno escolhido
dormir em média 10 horas inteiras de sono por noite?

Existem situagdes em que uma varidvel apresenta
muitos valores diferentes. Isso torna invidvel colocar na
tabela uma linha para cada valor. Vamos exemplificar.

Considere que, na pesquisa anterior, entre os 50

alunos do Ensino Médio, foi observado a altura de cada
um deles, obtendo-se os seguintes valores em metros:

154|156 | 1,58 | 1,74 | 185 | 1,80 | 1,64 | 166 | 1,76 | 1,77
181 | 168 | 167 | 177 | 162 | 163 | 161 | 1,59 | 1,68 | 1,79
169|157 1183 [ 172|173 [ 165|190 | 191 | 1,88 | 1,87
172 | 153 | 155 [ 162 | 160 | 1,70 | 149 | 1,82 | 1,79 | 1,64
163 | 166 | 1,77 [ 171 | 1,51 | 1,B1 | 1,76 | 149 | 165 | 1.66

- Unidade & Probabilidade e Estatistica

Uma maneira de organizar esses valores é agru-
pando-os em intervalos (classes). Para tanto, proce-
demos da seguinte maneira (utilizando os dados da
tabela anterior):

- Calculamos a diferenca entre a maior e a me-
nor altura. Obtemos assim a amplitude total:

19T m=-149m=042m
« Escolhemos o numero de classes: neste

exemplo, utilizaremos 5 classes para distribuir
as alturas.

+ Dividimos a amplitude total pelo nimero de
classes, otendo assim a amplitude de cada
classe (algumas vezes, faz-se necessario rea-
lizar arredondamentos):

(0,42m):5=0,084 m — Vamos arredondar

para 0,09 m.

- Elaboramos a tabela de frequéncias obten-
do as classes, a partir da menor altura 1,49 m
com a adicao de 0,09. Convencionamos que
cada classe € um intervalo fechado a esquer-
da e aberto a direita (representado por 3 ):

12classe: 1,49+ 1,58 (fizemos: 1,49 + 0,09 =

1,58)
2aclasse: 158167 (fizemos: 1,58 + 0,09 =
1,67)

32classe: 1,67+ 176 (fizemos: 1,67 + 0,09 =
1,76)

42 classe: 1,76+ 1,85 (fizemos: 1,76 + 0,09 =
1,85)

52classe: 1,85+>194 (fizemos: 1,85 + 0,09 =
1,94)

Para elaborar a tabela de frequéncias, conta-

mos o numero de alturas em cada classe, obtendo
assim a frequéncia absoluta de cada classe.

1,49+ 1,58 8 16%
1,581>1,67 15 30%
1,67+ 1,76 10 20%
1,76+>1,85 12 24%
1,851>1,94 5 10%




Exercicios resolvidos

1. Observe alguns tipos de varidveis.

Cor dos olhos Programa de TV preferido

Tempo de estudo fora da

Numero de irmaos
escola

Altura de uma pessoa Més de aniversario

Distancia de uma casa até

Nornetat nige o ponto de énibus

Se & portador de necessi-

R ——" Quantidade de filhos

Dia da semana preferido

Classifique essas varidveis em quantitativa (discreta ou
continua) ou qualitativa (nominal ou ordinal).
Variaveis quantitativas discretas: nimero de irmaos e
guantidade de filhos.

Variaveis quantitativas continuas: altura de uma pes-
soa, tempo de estudo fora da escola e distancia de
uma casa até o ponto de 6nibus.

Variaveis qualitativas ordinais: més de aniversario e

2. Emuma escola com 400 alunos, foi feita uma pesquisa
para verificar qual era o esporte favorito dos alunos. Os
resultados estdo expressos na tabela a seguir.

Futebol X 38,75%
Basquete 74 A%

Volei v 22,75%
Handebol 56 B%
Natacao z C%

Determine os valoresde x, y,z, k, A, B, Ce D.
k =400

56
B= 400 100 =14; 18,5%

A= 2% 100=185;14%
400

dia da semana preferido. D =100;100%
Varidveis qualitativas nominais: cor dos olhos, nome z=400-155-74-91-56=24
da mae, se & portado‘r de necessidades especiais e C= 24 -100=6: 6%
programa de TV preferido. 400
EI{EI‘CiCiDS pI‘DPDStOS Resolva os exercicios no caderno.
1. No momento da inscricao para um concurso vestibular, Maior parte no turno noturno.

o candidato deve preencher um questiondrio socioe-
‘condmico. Observe a seguir algumas das perguntas.
a) Qual é seu sexo?

Maseulino.  varjavers quantitativas: ¢, d, i, j.
Feminino.  Varidveis qualitativas: a, b, f, g, h.

b) Qual é seu estado civil?
Solteiro(a).
Casado(a).
Separadof(a).
Vilivo(a).

c) Quantas pessoas moram em sua casa?

d) Quantos anos vocé levou para concluir o Ensino
Fundamental?

&) Quantos anos vocé levou para concluir o Ensino
Médio?

f) Em que turno vocé cursou, ou estd cursando, o En-
sino Médio?
Diurno.
Noturno.
Maior parte no turno diurno.

g) Sua casa é propria ou alugada?

h) Vocé possui computador em casa?

i) Sevocé respondeu sim & pergunta anterior, quantos?

j) Quantas horas semanais, em média, vocé “navega”
na internet?

Todas as perguntas determinam uma varidvel. Classifi-
que essas variaveis em gquantitativas ou gualitativas.
2. Na questao anterior, vocé classificou cada uma das
varidveis em quantitativas ou qualitativas.
a) Quais varidveis c}uamitativas sao discretas?
Variaveis quantitativas discretas: scé L
b) Quais varidveis quantitativas sao continuas?
Variaveis quantitativas continuas: d, e, .
3. Emuma cidade, sabe-se que a populagao formada por
30 400 pessoas est dividida da seguinte maneira:
= 16 720 sao mulheres;
- 3 344 s3o0 mulheres com formacao superior;
« 3 648 s30 homens com formagao superior.
Utilizando a técnica de amostragem estratificada, se esco-
Ihermos uma amostra com 500 pessoas para representar a
populacaodessacidade,quantaspessoasaamostradeveter:
a) do sexo masculino? 225
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b) do sexo feminino com formacgao superior? 55

¢) do sexo masculino com formacgao nao superior? 165

Uma pesquisa foi realizada para avaliar o preco
médio de uma didria para um casal, o nimero de
estrelas e a quantidade de quartos dos hotéis de
uma pequena cidade. O resultado € apresentado
na tabela a sequir:

RS 90,00

RS 110,00

RS 140,00

OlMN|mwm|>
(% I I - S R VS
L
n

RS 190,00

a) Quais sdo as varidveis da tabela anterior?

b) Classifigue as varidveis em gualitativas ou quantita-
tivas. Respostas no Manual do Professor,

c) Classifique as varidveis quantitativas em discretas
ou continuas.

Em uma eleicao para governador de um Estado, as
pesquisas, mesmo que tenham uma margem pe-
quena de erro, nao conseguem prever o resultado
da eleicao.

Filipe Rocha

Vocé concorda ou discorda dessa afirmacao? Apresente

sua resposta para a turma, justificando-a.
Resposta pessoal.
Um dado € lancado 60 vezes e a quantidade de vezes

que cada uma das faces saiu voltada para cima estd
apresentada na tabela a seguir:

a) Qual é a frequéncia absoluta da face 37 15

b) Qual é a frequéncia relativa da face 27 20%

c) Qual é a frequéncia relativa de uma face [m%%rg@

A tabela a sequir mostra o resultado de uma pesquisa

realizada com 500 casais de uma cidade sobre a quan-
tidade de filhos que pensavam em ter.

Nenhum
Um
Dois X 52%
Trés 65 %
Mais que trés v D%
Ainda nao 5 10%
sabemos
Total 500 E%

a) Determine os valores de x, y e z (frequéncias abso-
lutas) indicados na tabela. x= 260, y=25e =50

b) Quais sao os valores correspondentes a A, B,C, D e
E indicados na coluna de frequéncia relativa?
A=4%, B=16%, C=13%, D="5%¢e E= 100%.

8. Os200alunos do terceiro ano de Ensino Médio de uma
escola, quando questionados a respeito da dreaemque
desejavam ingressar na universidade, responderam da
seguinte maneira:

- biolégica — 96
- tecnolégica —» 60
« humanistica —» 44

Qual é a porcentagem de alunos do terceiro ano dessa
escola gue:

a) pretende ingressar na drea humanistica? 2og;

b) nao pretende ingressar na drea biolégica? 52%

9. Asalturas dos jogadores de uma selecao de vélei estao
apresentadas a sequir;

1,90 m 192 m 209 m 180 m 1,90 m
1,84 m 202m 1,96 m 204m 211 m
192m 197 m 205m 203 m 209m

a) Avaridvel "altura”é discreta ou continua?
Essa raliév 2| é continua, Pt
é::} Qual é a frequéncia relativa das alturas inferiores a
— 200m?
) Qual é a frequéncia absoluta das alturas superiores
a2,00 m? £ 7 (alturas superiores a 2,00 m).

10. Em um dia de grande movimento bancario, os tempos
de espera de 50 clientes, em minutos, foram registrados
por um funcionario: Respostas no Manual do Professor.

15=17=-23=-12=-15= 9=21 =14=19-=10
12=23=21=20=-28=-22=-17=19=18=20
B-M0-4-23-2-15-16-15-1T-19
17-21-25-19-24-19-12-15-20-1
B=13=18=20=17=26=25=21=15-=20

a) Qual é a amplitude total dessa distribuicdo de
dados?

b) Construa uma tabela de frequéncias absolutas e
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frequéncias relativas, agrupando os dados em clas-
ses de amplitude 5 minutos.

11. No fim de 2014, as duas maiores montadoras de auto-
moveis de uma cidade divulgaram as quantidades de
automdveis produzidos e vendidos nos dois tiltimos
anos:

300000
100 000

A 200000
B 50000

Em seguida, cada montadora langou uma propaganda:

= Montadora A: No ano de 2014, o aumento de nossas
vendas, em relagdo ao ano anterior, foi o dobro do
aumento de nossa maior concorrente.

= Montadora B: No ana de 2014, o aumento de nossas
vendas, em relacdo ao ano anterior, foi o dobro do
aumento de nossa maior concorrente.

Como as propagandas das duas montadoras foram
iguais, é natural imaginarmos que uma delas esta
‘equivocada. Discuta com seus colegas as sequintes
questdes: Respostas no Manual do Professor.

a) A montadora A tem razao em fazer essa propagan-
da? Justifique.

b) A montadora B tem razao em fazer essa propagan-
da? Justifique.

<) Quais sdo as diferencas entre os argumentos utiliza-
dos pelas duas montadoras para fazer as propagan-
das?

12. Adistribuicdo das idades de 2 000 alunos de uma escola
é dada pela tabela a seguir:

| sm

Total 2000 E%

a) Escreva, em seu caderno, os valores das frequéncias

relativas indicadas na tabela sletrasde Aaté E.
A=23%, B=45%, C = 26%, D=6%e £ = 100%.
b) Qual é o nimero de alunos dessa escola gue tém

idade igual ou superior a 13 anos? &40 J

ORGANIZANDO
DADOS EM
GRAFICOS

MUMERDS DA MICROCEFALIA EM 2015
Cases suspelios aumeniam 6% em uma semana e aiingem 14 Estados*

Editoria de Arte/Folhapress
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POR ANO NO PALS =
Al na costaminegi po-
winue el provecos surty
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Fonte: Folha de 5.Paulo, 2 dez. 2015. Caderno Cotidiano, p. 2.

Os jornais apresentam informagoes contendo
dados estatisticos por meio de gréficos e esquemas
diversos. Observe, por exemple, uma noticia do nu-
mero de casos de microcefalia no ano de 2015 no

Brasil. Essa informacao foi extraida do jornal Folha de
S.Paulo, em 2 de dezembro 2015, no Caderno Coti-
diano, na pagina 2.

Nesse caso, os circulos azuis estao sendo utili-
zados para destacar o niumero de casos por estado.
Quanto maior é o circulo, maior € o nimero de casos.
Além disso, segmentos sdo empregados para evi-
denciar a evolugcao do niimero de casos registrados
desde 2010 até 2015.

No Ensino Fundamental, vocé j& observou a
utilizagdo de graficos estatisticos. Os mais utilizados
sao: gréafico de colunas, grafico de barras, grafico de
setores e grafico de linhas.

A representacao de informacdes em gréficos
permite uma analise direta dos dados, além de for-
necer uma visao de conjunto bem mais rapida.

Vejamos alguns exemplos da utilizagdo desse
importante recurso no tratamento das informagoes.

Exemplo:

E comum a utilizacdo de mais de um tipo de
grafico em uma mesma reportagem. No jornal Folha
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de S.Paulo, em 7 de dezembro de 2015, na pagina
A15, dois gréficos foram empregados para abordar a

INADIMPLENCIA SO DEVE CAIR EM 2017

inadimpléncia dos brasileiros: um gréfico de colunas
e um grafico de barras.

Com recessdo na economia e menor concessdo de crédito, tendéncia é de alta

Nimero de pessoas (CPFs)

B Valores das dividas
inadimplentes, em milhdes

somadas, em bilhdes de R$

2349

EIfl 2180 2196 2186 |

M14 2159

30 Iuﬂ 2012 31.dez2012 30 jun. 2013 31.dez.2013 30 jun2014 31.dez.2014 31.mar.2015 3U|url 015 JEI am 2015

Fonte: Folha de 5.Paulo, 7 dez. 2015, p. A15.

Observe que no gréafico de colunas, & esquerda,
duas grandezas sao analisadas em periodos de 30 de ju-
nho de 2012 até 30 de agosto de 2015: ndmero de pes-
soas (CPFs) inadimplentes, em milhées, e valores das di-
vidas somadas, em bilhoes de RS. Ja o gréfico de barras,
a direita, apresenta os motivos, conforme pesquisa feita
com 8 288 consumidores, gue levam a inadimpléncia.

Respostas no Manual
Questoes e reflexoes do Professor.

1. O que é inadimpléncia?

2. Segundo os motivos da inadimpléncia, quantas
das pessoas pesquisadas indicam que ela ocor-
re por causa da perda de emprego?

Observacao:

No gréfico de colunas, os retangulos tém a mes-
ma largura (horizontal) e as alturas (vertical) sao pro-
porcionais as frequéncias relativas ou as frequéncias
absolutas das variaveis. Caso o grafico seja de barras,
os retangulos tém a mesma altura (vertical) e as lar-
guras (horizontal) sdo proporcionais as frequéncias
relativas ou as frequéncias absolutas das varidveis.

Exemplo:

Qual é a maior preocupacao dos pais em rela-
¢do ao futuro de seus filhos?

Em uma comunidade com 200 pessoas adultas,
cada pessoa escolheu um e apenas um entre os cinco
itens apontados. O resultado aparece na tabela a seguir.

- Unidade & Probabilidade e Estatistica

A CRISE E 05 DEVEDORES
Maotivos do descontrole das dividas, segundo
pesquisa com 8,288 consumidores, em %

Perda de emprego I
Descontrole financeiro  E— 17
Esquecimento de pagar [ ] 7
Empréstimo do nome para terceiros || 7
Despesas extras com produtes e servigos [l 7
Fraude [ 5
Alta da inflagio/precos = 5
Diminwicao da renda pessoal efou familiar 1 5
Atraso no recebimento de salarios | 3
Doenga ou morte na familia | | 3
Outros** [ | 15

Saude 42 21%
Seguranca 30 15%
Educacao 80 40%
Emprego 30 15%
Casamento 18 9%

. Educacao

B saide

= Emprego
Casamento

i Seguranca

21%

Observacao:

Em um gréfico de setores, o circulo é dividido em
setores circulares cujas medidas dos angulos sao pro-
porcionais as frequéncias correspondentes a cada setor.

Histogramas

Como ja abordamos alguns gréficos estatisticos
conhecidos, vamos agora considerar o histograma.

Histograma é uma representacao gréfica pareci-
da com o gréfico de colunas e gue, geralmente, é uti-
lizada quando os valores assumidos por uma varidvel
guantitativa estao agrupados em classes.

Editoria de Arte/Folhap ress
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No histograma, os retangulos que formam o gra-
fico sdo contiguos, ou seja, os retangulos estdo lado a
lado e encostam-se. A base de cada retangulo corres-
ponde a um segmento cujas extremidades correspon-
dem aos valores extremos da classe. Além disso, a altura
do retdngulo é proporcional a frequéncia da classe con-
siderada (frequéncia relativa ou frequéncia absoluta).

Para exempilificar, vamos construir o histograma
conforme dados sobre as alturas de 50 alunos do Ensino
Médio, conforme tabela a seguir. Observe que essas al-
turas estao divididas em cinco classes na tabela a seqguir:

(em classes) ‘absolula () relativa (f)
1,49+ 1,58 8 16%
1,585 1,67 15 30%
1,671,76 10 20%
1,76+ 1,85 12 24%
1,851 1,94 5 10%

EXPLORANDO

Utilizando planilhas eletrénicas, podemaos
elaborar tabelas e gréficos diversos. Assim, por
exemplo, podemos, com base nos dados de uma
pesquisa eleitoral, construir uma tabela e, depois,
um gréfico de setores, como ilustrado a sequir.

n PR WSERR LTUTDAPAEMA  RMRMULAS  DAps  RREED EKEO
= X Recrin e -Ir & B # leAz Avdermaticarenie
Copim -
L P e Pl b ol o- & - e
e g Tantmince 5! Teres "
an 1 I

2 cantioarn 5
# CANDDATD &
4 NDECISOS 1
5 o oRNA &

wm

Eleicoes
@ Candidato A

@ Candidato B
@ Indecisos

Nao opinaram

Figuras: ® DAE

= Frequéncia
— Linha

149158 158-1.67 167-1.76 1.76-1.85 1.85-1.94

Observacao:

Os pontos médios das bases dos retangulos
do histograma coincidem com os pontos médios
dos intervalos das classes. Como no gréafico acima,
0s segmentos que ligam em sequéncia os pontaos
médios das bases superiores formam um gréfico
de segmentos que é denominado poligono do
histograma.

Existe um gréafico estatistico chamado picto-
rama, gue nao mencionamos aqui. Pesquise um
exemplo da utilizacdo desse gréfico e apresente-o

a turma.

Em duplas ou em pequenos grupos, reali-
zem as atividades abaixo:

1. Construam uma tabela com dados a res-
peito das alturas e massas dos alunos da
turma.

2. Pesquisem em revistas e jornais informa-
coes que possam ser utilizadas na cons-
trucao de algum tipo de grafico estatisti-
co. Depois, construam o grafico com base
nessas informacoes. Nao se esquecam de
dar um titulo para o gréfico construido e
de registrar a fonte dos dados pesquisa-
dos.

3. Elaborem e realizem uma pesquisa na
escola. Apos a realizacao dessa pesquisa,
os dados devemn ser apresentados, em
tabelas e graficos estatisticos, para toda
a turma.
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Exercicios resolvidos

1. (UFG-GO) O gréfico a sequir apresenta os dez paises
com a rmaior taxa de mortalidade decorrente do uso
de drogas.

Maorte causadas por uso de drogas

lihas Seychelles
Rissia
Finalandia
Canada _

Iranda _
Cazaquistao
Australia

El Salvador
Estiinia

Islandia

Graficos: © DAE

taxa de mortalidade (a cada milhdo de pessoas)

Na tabela a seguir encontra-se o numero estimado de
mortes causadas por uso de drogas por continente.

Africa 36 435

Ameérica do Norte 47 813
América Latina e Caribe 4756

Asia 104 116

Europa 15 469
Oceania 1957

Fonte: World Drug Reporter 2013 — UNODC (United Natlons Office on
Drugs and Crime).

Sabendo que a populacdo da Islandia é de 320 137
habitantes, determine o percentual aproximado de
mortes desse pais em relacdo ao nimero de mortes
estimadas para o continente europeu.

Seja x o numero de mortes na Islandia, temos:

1000000 2207 R
320137 X

x=70,65

Portanto, o percentual aproximado de mortes des-
se pais em relacdo ao nimero de mortes estimadas
para o continente europeu é:

70,65
15 469

=0,457%

2. (Unicamp-SP) A pizza é sem dulvida, o alimento preferi-
do de muitos paulistas. Estima-se que o consumo didrio
no Brasil seja de 1,5 milhdo de pizzas, sendo o Estado
de S3o Paulo responsavel por 53% desse consumo. O
grafico a sequir exibe a preferéncia do consumidor
paulista ern relacao aos tipos de pizza.

Bl MOZARELA
[ CALABRESA
[ MARGUERITA
[ OUTRAS

23%

25%

a) Se nao for considerado o consumo do Estado de
Sao Paulo, quantas pizzas sado consumidas diaria-
mente no Brasil?

b) Quantas pizzas de mozarela e de calabresa sao con-
sumidas diariamente no Estado de Sao Paulo?

a) De 1,5 milhao de pizzas consumidas diariamente
no Brasil, desconsideramos 53% consumidos no Es-
tado de Sao Paulo. Entao:

(1-0,53)-1,5-10° =705 000

Logo, se nao for considerado o consumo do Estado
de Sao Paulo, sao consumidas diariamente no Brasil
705 000 pizzas.

b) Pizzas de mozarela consumidas diariamente no
Estado de Sao Paulo:

0,53:0,35-1,5-10°=278 250

Pizzas de calabresa consumidas diariamente no Esta-
do de Sao Paulo:

053-025-1,5-106=198 750

Logo, sao consumidas diariamente no Estado de Sao
Paulo 278 250 pizzas de mozarela e 198 750 pizzas
de calabresa.

(FGV-SP) Um bidlogo inicia o cultivo de trés popula-
¢oes de bactérias (A, B e C) no mesmo dia. Os gréficos
seguintes mostram a evolugdo do ndmero de bactérias
ao longo dos dias.

o 12000 10000
& 10000 @
gg 8000 L
- a0
SE i segn 3000 390 o
g 1000 1200 1500 IPDE_FF.____,._._.—I"
2y g
o
dia
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A partir da informacao dos gréficos, responda:
a) Em que dia o numero de bactérias da populagdo C
ultrapassou o da populagao A?

b) Qual foi a porcentagem de aumento da populagao
de bactérias B, entre o final do dia 2 e o final do dia
6?

<) Qual foi a porcentagem de aumento da populacao
total de bactérias (coldnias A, B e C somadas) entre
ofinal do dia 2 e o final do dia 57

a) Observe a populacao de bactérias C:

Populacao de bactérias C
Dia Quantidade de bactérias
10
100
1000
10000

B fpa | —

Entdo, no quarto dia, o nimero de bactérias da po-

pulacdo C ultrapassou o da populacio A.

b) Variacao pedida:

910 _ 96
26

Entao, 1 500% foi a porcentagem de aumento da po-

pulacdo de bactérias B, entre o final do dia 2 e o final
do dia 6.

-100% = 1500%

¢) Resultado pedido:

2500+2° + 10° — (1200+ 2° + 10%)
1200+ 2° +10°
1030121364
% 1364
=7452,20%

-100% =

-100%

Entdo, aproximadamente 7 452,20% foi a porcenta-
gem de aumento da populacao total de bactérias
(colénias A, B e C somadas) entre o finaldodia2 e o
final do dia 5.

Exercicios propostos

T

Resolva os exercicios no caderno.

O gréfico abaixo mostra o rendimento médio mensal, real, de todos os trabalhos de pessoas com idade de 10 anos ou

mais de idade.

R$

10507 4011 1003

1000 +

1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007

Analise cada afirmacao a seguir e indique, em seu caderno, V caso seja verdadeira ou F caso seja falsa.
I. O maior rendimenta médio mensal real ocorreu no ano de 1997.v
Il. De 2004 a 2007 o rendimento médio mensal real sempre aumentou.V
lll. De 2006 a 2007 o aumento percentual do rendimento médio mensal real foi, aproximadamente, 3%.V
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HISTORIA DA MATEMATICA

Orientacoes e respostas no Manual do Professor.

Uma possivel definicao de Estatistica & a ciéncia encarregada
de recolher, analisar e interpretar dados relativos a um conjunto de
elementos. Mas como teria iniciado essa ciéncia?

O texto a seguir procura tracar alguns possiveis marcos da his-
toria da Estatistica. Utilizamos como referéncia o livro publicado ori-
ginalmente em espanhol, Encuestas y precios, do autor Andrés Nortes
Checa, da colecao Matematicas: cultura y aprendizaje, volume 28,
Editorial Sintesis, ano de 1995.

As primeiras noticias sao da época em gue as sociedades
primitivas comecaram a se organizar: houve, em algum momen-
to, a necessidade de tomadas de decisdes que solicitavam dos
governantes o conhecimento numeérico a respeito dos recursos
disponiveis e também da quantidade de habitantes. Entao, tudo
leva a acreditar gue as primeiras estatisticas nasceram dessas ne-
cessidades: governantes de grandes civilizagbes querendo obter
informacGes sabre bens e como eles estavam distribuidos na po-
pulacdo existente.

Nimataliah/akg-images/Latinstock

Museu Arqueclogico Macional da Népoles. Foto:

Um marco importante para a Geometria esta ligado ao fato
das frequentes inundacoes do rio Nilo. Demarcagoes de terras que
exigiam conhecimentos geométricos eram necessdrias toda vez Herddoto (484 a.C ~ 425 a.C.)
que as aguas retornavam ao leito normal. Pode-se, entao, inferir dai que
também havia a necessidade de, frequentemente, se fazer registros (sempre
atualizados) dos bens da populacéo. Isso configura o que hoje podemos
chamar de censo.

Também é de conhecimento que entre os antigos romanos havia a
pratica de cobranca de impostos. Ora, como eram cobrados tais impostos?
E bem provavel que existisse algum censo sobre populacoes e também so-
bre os bens gue possuiam. Tudo indica que Herédoto, considerado o pai da
Historia, mencionou a existéncia de dados sobre um levantamento feito por
volta de 3050 a.C.

Nesse levantamento, procurava-se sondar a rigueza da populacao
egipcia, tendo como finalidade maior averiguar que recursos humanos e
econdmicos estavam disponiveis para a construgao das piramides. Na Chi-
na, em 2238 a.C, também se realizou um censo geral de todo império, or-
denado pelo imperador Yao.

Poderiamos considerar como primeira fase da Estatistica aquela voltada
ao estudo, por parte dos governantes, visando ao conhecimento das caracte-
risticas da populacao e dos bens que possuiam, bem provavelmente visando
a adequacao de leis para a cobranca de impostos. Em uma sequnda fase, tam-
bém os levantamentos eram feitos buscando o conhecimento mais detalhado

4
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da populacao, porém os objetivos eram miais variados: satide publica, nimero de
nascimentos, nimero de mortes, sondagens sobre comércios. Nessa fase sao citados
dois personagens ingleses do século XVII: John Graunt e William Petty.

ystone Brasil

Colegdo Particular, Foto: The Bridgeman Art Library’

William Petty (1623-1687).

Eles procuraram estabelecer leis quantitativas que pudessem de
alguma maneira, explicar fendmenos sociais e politicos. Graunt é acla-
mado como precursor da Estatistica, pois coletou dados demograficos
reunidos em pardquias de Londres e, com base em estudos, chegou ao
estabelecimento de leis demogréficas. Graunt fez estimativas sobre a
populacao, ndo apenas de Londres, mas de outras cidades. Petty foi seu
discipulo. Uma terceira fase do desenvolvimento da Estatistica esta atre-
lada ao desenvolvimento do célculo das probabilidades, ainda no século
XVII. A ligacao entre Estatistica e as probabilidades permitiu o inicio da
chamada inferéncia estatistica. Fermat (1601-1665), Pascal (1623-1662) e
Huygens (1629-1695) sao personagens importantes dessa fase.

Gottfried Achenwall (1719 -1772) foi professor de uma universidade
alema. Ele introduziu a palavra "estatistica”com significado ligado as coisas
do Estado. Para ele, a Estatistica ocupava-se com os fendmenos que favo-
recem ou podem favarecer ou defender a prosperidade do Estado.

Trés nomes importantes sao relacionados a quarta fase do desen-
volvimento da Estatistica, agora no século XIX. Sao eles: Ronald Fisher
(1890-1962), Karl Pearson (1857-1936) e Francis Galton (1822-1911).

- Unidade 6 Probabilidade e Estatistica



Eles promoveram um grande avanco em relacao as fases anteriores. Deve-se a
Pearson a chamada “inferéncia estatistica”; a Galton deve-se a ‘regressao esta-
tistica"”; e a Fischer, a “teoria da investigacao” Atualmente, podemos dizer que
a Estatistica nao se limita ao estudo da demografia e da economia. Seu campo
de atuacao estd na andlise de dados em areas como Biologia, Medicina, Fisica,
Psicologia, comércio, industria, meteorologia, educagao, entre outras. E claro
gue neste texto temos apenas alguns nomes e algumas etapas que marcaram
o desenvolvimento da Estatistica.

'QU ESTOES FResolva os exercicios no cademno.
De acordo com o texto, responda:
1. O gue mencionavam os dados feitos por Herédoto?

2. Quais foram os levantamentos mais detalhados da populacao do sécu-
lo XVII?

3. Quem foram os dois personagens que procuraram estabelecer leis
quantitativas que pudessem de alguma maneira explicar fendbmenos
sociais e politicos?

Algumas conclusoes

Pense possiveis respostas as questoes a seguir. Essas questes abrangem o estudo de
Probabilidade e Estatistica. Caso sinta alguma dificuldade para responder, sugerimos que
retome 0s conceitos principais que foram estudados até aqui.

Questdes:

1. Como calculamos a probabilidade de ocorréncia de um evento aleatorio em um
espaco amostral?

2. Qual é o valor da probabilidade de um evento certo? Qual é o valor da probabilida-
de de um evento impossivel?

3. Oque sdo eventos mutuamente exclusivos?

4, Qual é a relagdo matemadtica que permite calcular a probatbilidade de ocorréncia
da unido dos eventos A e B?

Quando dois eventos A e B sao independentes?
O que é frequéncia absoluta?
E frequéncia relativa?

Qual é a diferenca entre gréfico de coluna e grafico de barra?

L R T R

Qual é o dngulo de um setor circular de um grafico de setores que corresponde a
25% do circulo?

10. Qual grafico estatistico vocé utilizaria para analisar o lucro de uma empresa ao
longo do primeiro semestre de um ano?

Troque ideias com seus colegas e o professor. Comente suas respostas e ouga as de
seus colegas. Juntos, fagam uma lista das dificuldades que tiveram e descubram os assuntos
que precisam ser retornados.
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Resolva os exercicios no caderno.

1.

b 5

(Uerj) Os consumidores de uma loja podem concorrer a
brindes ao fazerem compras acima de RS 100,00. Para isso,
recebem um cartdo de raspar no qual estao registradas
23 letras do alfabeto em cinco linhas. Ao consumidor é
informado que cada linha dispde as seguintes letras, em
qualquer ordem:

-linha 1-{A,B,C,D,EL
-linha 2—{F, G, H, 1 J}
-linha 3 —{L, M, N, O, P},
-linha4—{Q,R,S T, Uk
-linha 5 -{V, X, Z}

Observe um exemplo desses cartdes, com as letras ainda
visiveis:

O®EO®O
©E®OW
OIOIGIVIG)
OOROVO
® V@

Para que um consumidor ganhasse um secador, teria de

raspar o cartao exatamente nas letras dessa palavra, como
indicado abaixo:

Figuras: @ DAE

OO
00000
of X X X
O JOX X
00

Considere um consumidor gue receba um cartao para
concorrer a um ventilador.

Se ele raspar as letras corretas em cada linha para formar

a palavra VENTILADCR, a probabilidade de que ele seja

premiado corresponde a:

oy L §— T

15000 20000
1 1

18 000 25000
(Unifesp) Um tabuleiro de xadrez possui 64 casas quadra-

das. Duas dessas casas formam uma dupla de casas con-
tiguas se estio lado a lado, compartilhando exatamente

um de seus lados. Veja dois exemplos de duplas de casas
contiguas nos tabuleiros.

Dispdem-se de duas pecas, uma na forma ©, e outra na
forma @, sendo que cada uma cobre exatamente uma
casa do tabuleiro.

a) De quantas maneiras diferentes € possivel colocar as
pecas © e @ em duplas de casas contiguas de um
tabuleiro de xadrez? 224

b) Considere as 64 casas de um tabuleiro de xadrez
como sendo os elementos de uma matriz A = ("Qs-g-
Coloca-se a peca ©, ao acaso, em uma casa qualguer
do tabuleiro tal que i = j. Em seguida, a peca ® serd
colocada, também ao acaso, em uma casa qualquer
do tabuleiro que esteja desocupada. Na situacao
descrita, calcule a probabilidade de que as pegas @ e
@ tenham sido colocadas em duplas de casas conti-

guas do tabuleiro. E

. (UFRGS-RS) Escolhe-se aleatoriamente um numero for-

mado somente por algarismos pares distintos, maior do
que 200 e menor do que 500. Assinale a alternativa que
indica a melhor aproximacao para a probabilidade de que
esse numero seja divisivel por 6.

a) 20%
b) 24%
c) 30%
d) 34%

(e))50%

. (UEMG) Em uma empresa, foi feita uma pré-selecaoc para

sorteio de uma viagem. Esta pré-selecao se iniciou comn
adistribuicao, entre os funcionérios, de fichas numeradas
de 12a23.Em sequida, foram selecionados os funcionarios
com as fichas numeradas, com as seguintes regras:

- Fichas com um algarismo: o algarismo tem que ser
primo;

- Fichas com dois algarismos: a soma dos algarismos
devera ser um numero primo.

Apos essa pré-selecdo, Glorinha foi classificada para o
sorteio.

A probabilidade de Glorinha ganhar essa viagem no
sorteio & de, aproximadamente:

a) 7%. b) 8%. (©)9%. d) 10%



5. (Udesc) Em uma associacao serdo eleitos um presidente,
um tesoureiro e dois revisores. Cada membro vota em um
candidato para presidente, um para tesoureiro e um para
revisor. Supondo gue haja 4 candidatos para presidente,
3 para tesoureiro e 6 para revisor, entdo a probabilidade
de todos os candidatos de um eleitor qualquer, que nao
anulou nem votou em branco, serem eleitos é de:

@) g L "

36 180 72
b) L d) L
360 %0

6. (Enem) Em uma central de atendimento, cem pessoas
receberam senhas numeradas de 1 até 100. Uma das
senhas é sorteada ao acaso. Qual € a probabilidade de a
senha sorteada ser um ndmero de 1 a 207

a) @ﬂ e) JEa

100 100 100
b) 19 d) 21
100 100

7. (IME-RJ) O time de futebol "X"ird participar de um cam-
peonato no qual ndo sdo permitidos empates. Em 80%
dos jogos, "X" é o favorito. A probabilidade de "X" ser o
vencedor do jogo quando ele é o favorito € 0,9. Quando
*X"nao € o favorito, a probabilidade de ele ser o vencedor
€ 0,02. Em um determinado jogo de“Y"contra "X" o time
“X"foi o vencedor. Qual a probabilidade de “X"ter sido o
favorito nesse jogo?

a) 080 @180/18]
b) 0,98 d) 179/181

e) 170/181

8. (Uerj) Cada uma das 28 pegas do jogo de dominé con-
vencional, ilustradas abaixo, contém dois nimeros, de
zero a seis, indicados por pequenos circulos ou, no caso
do zero, por sua auséncia.

e bl "l e[ [ )
i']l..*k. .][. .| . '[ . ]
._3][..c| = ][. ol ]

Figuras: © DAE

J
)

Admita um novo tipo de domind, semelhante ao conven-
cional, no qual os dois nimeros de cada peca variem de
zero a dez Observe o desenho de uma dessas pegas:

esee .
eees 22
Considere que uma peca seja retirada ao acaso do novo

domind. Calcule a probabilidade de essa peca apresentar
um ndmero seis ou um ndmero nove.

9. (Fuvest-SP) De um baralho de 28 cartas, sete de cada
naipe, Luis recebe cinco cartas: duas de ouros, uma de
espadas, uma de copas e uma de paus. Ele mantém
consigo as duas cartas de ouros e troca as demais por
trés cartas escolhidas ao acaso dentre as 23 cartas que
tinham ficado no baralho. A probabilidade de, ao final,
Luis consequir cinco cartas de ouros é:

1 C 10 52
a) —— e
: 130 1771 ] 8117

420 7117

10. (Enem) Em uma escola, a probabilidade de um aluno
compreender e falar inglés & de 30%. Trés alunos dessa
escola, que estdo em fase final de selegao de intercam-
bio, aguardam, em uma sala, serem chamados para
uma entrevista. Mas, ao invés de chamé-los um a um, o
entrevistador entra na sala e faz, oralmente, uma pergunta
eminglés que pode ser respondida por qualguer um dos
alunos.

A probabilidade de o entrevistador ser entendido e ter
sua pergunta oralmente respondida em inglés é:

a) 23,7% o) 44,1% e) 90,0%

b) 30,0% (d))6s.7%

11. (Unesp-SP) Um dado viciado, que serd langado uma dnica
vez, possui seis faces, numeradas de 1 a6. Atabela a seguir
fornece a probabilidade de ocorréncia de cada face.

probabilidade
de ocorréncia
da face

B3 3 1 1 1
5 10 | 10 | 10 | 20 | 20

Sendo X o evento“sair um ndrmero impar”e Y um evento
cuja probabilidade de ocorréncia seja 20%, calcule a
probabilidade de ocorréncia de X e escreva uma possivel
descricio do eventoY. Respostas no Manual do Professor.

12. (UEG-GO) Na figura a seguir, vé-se o gréfico comparativo
entre a quantidade de chuva esperada e a quantidade
de chuva registrada no sistema de Captacao de Agua
Cantareira.

Média esparada para o mas

Grafico: & DAE

Fonte: Sabesp

*medicdo até 27/01/2015
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De acordo com o gréfico, o més em que ocorreu a maior
diferenca entre o volume de chuva esperada e o volume
de chuva registrada foi no més de:

a) dezembro de 2013,
aneiro de 2014.

c) mar¢o de 2014.

d) janeiro de 2015.

13. (UFRGS-RS) O gréfico abaixo apresenta a evolugdo da
emissao de didxido de carbono ao longo dos anos.

g Emissoes por queima de combustivel fossil
8 Veja a evolugao das emissbes globais de didxido de carbono ao longo dos anos
g Em bilhdes de toneladas de CO,
2 40
T e s

20 0l 2 N

18
. - B1.
.r"'-_'-

40 /:'.-s:.'-._'- AR

15

10

B0 70 B0 80 0o 05 06107 0808110111 12113

Com base nos dados do gréfico, assinale a alternativa
correta.

a) Aolongo do periodo, a emissao de diéxido de carbo-
no apresentou crescimento constante.

b) Em relacao aos anos 80, os anos 90 apresentaram
emissdo de didxido de carbono 30% maior.

c) O ano de 2009 zpresentou menor valor de emissao
de didxido de carbono da primeira década do século
XX

d) De 2000 a 2013, houve crescimento percentual de
11,7% na emissao de didxido de carbono.

r'n relacdo a 2000, o ano de 2013 apresentou
emissao de didxido de carbono aproximadamente
50% maior.

14. (Enem) O polimero de PET (Politereftalato de Etileno) é
um dos plasticos mais reciclados em todo o mundo de-
vido a sua extensa gama de aplicagoes, entre elas, fibras
téxteis, tapetes, embalagens, filmes e cordas. Os gréficos
mostram o destino do PET reciclado no Brasil, sendo que,
no ano de 2010, o total de PET reciclado foi de 282 kton
(quilotoneladas).

PET RECICLADO - 2010
Usos Finais Usos Finais Téxteis

Qutros Taxtais  Cerdas / Cordas :
378%  Monofilementos ecxioe b

ﬁ‘

MNéo tecidos
& Alguidicas 43%

15.

16.

mﬂpos{a no Manual do Professor.

De acordo com os gréficos, a quantidade de embalagens
PET recicladas destinadas a produgao de tecidos e malhas,
em kton, é mais aproxirmada de;

a) 16,0.

b) 22,9.

(0 )320.

d) 846.

e) 106,6.

(FGV SP) Em uma rifa, sdo vendidos 100 bilhetes com
ndmeros diferentes, sendo que 5 deles estdo premiados.

Se uma pessoa adquire 2 bilhetes, a probabilidade de que
ganhe ao menos um dos prémios é de:

a)—1

b) 47
495

g 19
198

d) _16_

165
97
ota

(MACK SP) Se um dado honesto € arremessado 4 vezes,
a probabilidade de obtermos, pelo menos, 3 resultados
iguais &
a) 5_
36
12
b R
) 108
c} 5_
54

@
72

e) 15
216

(Unesp-SP) Renato e Alice fazem parte de um grupo
de 8 pessoas que serdo colocadas, ao acaso, em
fila. Calcule a probabilidade de haver exatamente
4 pessoas entre Renato e Alice na fila que serd
formada.

Generalize uma formula para o célculo da probabilida-
de do problema descrito acima com o mesmo grupo
de "8 pessoas’, trocando "4 pessoas’ por ‘m pessoas’,
em gue 1= m=6 - A probabilidade devera ser dada
em funcao de m.



André Horta/Fotoarena

EXPLORANDO HABILIDADES E COMPETENCIAS

Respostas no Manual do Professar

A Medicina e a Biologia sao ciéncias cujos re-
sultados e afirmacoes sdo comumente baseados em
estatisticas. A confiabilidade de um exame que de-
tecta um virus, por exemplo, depende de uma pes-
quisa amostral na qual é calculada a porcentagem
de vezes que 0 exame acerta o resultado, ou seja, a
porcentagem de vezes que o exame acusa um re-
sultado positivo para uma pessoa que possui 0 virus
e um resultado negativo para uma pessoa gue nao
possui o virus.

Da mesma maneira, quando a comunidade
cientifica faz uma afirmacao do tipo “fumar causa
cancer de laringe’, essa conclusao é baseada na ob-
servacao estatistica de que os casos de cancer de la-
ringe representam uma variavel que se relaciona de
modo dependente com a varidvel fumante ou nao
fumante. Isso ndo significa que todo o mundo que
fuma teréd cancer de laringe nem que todo o mundo
gue desenvolve cancer de laringe foi fumante, mas
quer dizer que as duas variaveis sao ligadas.

Um caso cldssico de como a Estatistica auxilia
na orientagao das politicas publicas relacionadas a
salde dos cidadaos é a orientacao em relacdo a va-
cinacao. Veja na matéria abaixo como a Estatistica €
usada nessa situagao.

O perigo de nao vacinar as criangas

(-]

Antes de ser erradicada com o uso macico de
vacinas, no final dos anos 1970, a variola matou 300
milhoes de pessoas, contando apenas o século XX. O
sarampo, uma doenca altamente contagiosa, foi res-
ponsavel por cerca de 2,6 milhoes de mortes por ano,
antes de 1980, época em que comegaram as intensas
campanhas de vacinacio. Ja os casos de poliomielite,
doenca que pode causar paralisia infantil, apresenta-
ram uma queda de 99% desde 1988, quando, mais
uma vez, a prevencdo com vacina teve inicio. Criadas
em 1796, pelo médico britanico Edward Jenner, as
vacinas deram inicio a uma revolucio na medicina
preventiva — tornando possivel evitar a ocorréncia de
doencas letais e contagiosas. Ha quem, no entanto,
na contramao de todas as evidéncias cientificas, opte
por nao vacinar seus filhos. [...]

“O que estamos percebendo é que ha um au-
mento, mesmo que pequeno, no numero de pais
que buscam médicos que orientam a nio vacinar a
crianga”, diz Eitan Berezin, presidente do Departa-
mento Cientifico Infeccioso da Sociedade Brasileira
de Pediatria (SBP). [...]

“Os riscos de a crianca desenvolver uma compli-
cacao séria em funcio da vacina sao muito menores
do que os de ela contrair a doenga. Nao ha nem com-
paracao. E isso ndo € algo que eu acho ou acredito, é
um fato comprovado cientificamente”, diz o pediatra
americano Paul Offit, um dos maiores especialistas
no assunto. [...]

As vacinas que costumeiramente sio mais des-
cartadas sao a de sarampo, difteria, hepatite B
e da gripe. “Desde a década de 1970 os casos
dessas doencas sao muito baixos. Esses pais
nunca tiveram de lidar, de temer essas doen-
¢as, entdo deixam de vacinar acreditando que
o filho néo corre riscos”, diz Edécio Cunha
Neto, diretor do Laboratério de Investigagdo
Médica de Imunologia Clinica e Alergia da
USE [..]

Crianga sendo vacinada em Campanha
Nacional de Vacinacdo. Rio de Janeiro, RJ.
Foto de 2015.
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Ha dentro dos programas de vacinacao o que se
costuma chamar de imunidade de rebanho. A ideia é
que quando voce vacina, no minimo, 95% das criancas
de uma comunidade, todas ficam protegidas. Nesses 5%
restantes, explicam os especialistas, estariam aquelas que
por algum motivo ndo podem tomar vacina. No grupo
estao, segundo Renato Kfouri, presidente da Sociedade
Brasileira de Imunizacoes (Shim), criancas com cancer,
aids, com insuficiéncia renal ou com outras doencas

Orientagoes e respostas no Manual do Professor.

1. Considere que uma pesquisa a respeito dos efeitos
colaterais de um medicamento tenha sido feita com
800 voluntarios, dentre os quais metade ingeria o me-
dicamento 3 vezes ao dia e a outra metade ingeria o
rnedicamento 4 vezes ao dia. Com base nessa pesquisa,
observou-se que, dentre as 315 pessoas que tiveram
dor de cabeca durante o tratamento, 211 estavam
ingerindo 0 medicamento 4 vezes ao dia. Desse modo,
pode-se concluir que a probabilidade de uma pessoa
nao ter dor de cabeca ingerindo o medicamento 3
vezes ao dia é de quantos por cento?

2. Determinado antibiético é vendido em cartelas com 10
comprimidos em cada uma. Um estudo a respeito do
periodo de tratamento com esse antibidticoconcluiu que
apenas 1% das pessoasfazem otratamento completode
10dias, ingerindo 2 comprimidos por dia; concluiu ainda
que 30% das pessoas utilizam corretamente o remédio
apenas até parar os sintomas da doenca apos 3 dias de
tratamento, 50% utilizam corretamente oremeédioapenas
até terminara primeira cartela, parandoapds S diasde trata-
mento,eorestante fazotratamento durante uma semana.
Responda as questdes abaixo a respeito de um grupo
de pessoas que estejam fazendo tratamento com esse
antibidtico:

a) Qual é a guantidade modal de comprimidos
ingeridos por esse grupo?

b) Qual é a média de comprimidos ingeridos por
pessoa?

¢) Escolhendo uma pessoa desse grupo aleatoria-
mente, qual é a probabilidade de que ela tenha
ingerido mais de 10 comprimidos?

d) Escolhendo uma pessoa desse grupo aleatoria-
mente, qual é a probabilidade de que ela tenha
ingerido menos de 15 comprimidos?

- Unidade & Probabilidade e Estatistica

cronicas que comprometem o sistema imunologico.
“Elas se protegem quando ha a garantia de que as outras
criangas ndo vao transmitir a doenca para elas. Vacinar
o filho é mais do que uma acéo individual”, diz. |...]
Se a crianca nio € vacinada, [...] obviamente se
torna suscetivel a doenga — e pode se tornar um potencial
agente de transmissdo e até mesmo iniciar um surto.

YARAK, Aretha. O perigo de ndo vacinar as criancas. Veja.com. 11 mar.
2012. Disponivel em: <http:/fveja.abril.com.br/noticia/saudelo-perigo-de
-nac-vacinar-as-criancas>. Acesso em: 9 mar. 2016.

Resolva os exercicios no caderno.

3. Leia este trecho da ratéria apresentada ante-
riormente:

“Os riscos de a crianca desenvolver uma complica-
¢do séria em funcdo da vacina sdo muito menores do que
os de ela contrair a doenca. Nao ha nem comparacio.
E isso ndo é algo que eu acho ou acredito, é um fato
comprovado cientificamente”, diz o pediatra americano
Paul Offit, um dos maiores especialistas no assunto.

YARAK, Aretha. O perigo de ndo vacinar as criangas. Vejo.com. 11 mar.
2012. Disponivel em: <http:ffveja.abril.com_br/neticia/saudef/o-perige-de
-nao-vacinar-as-criancas>. Acesso em: 9 mar. 2016.

O gue vocé acha que o pediatra quis dizer com "um fato
comprovado cientificamente”?

4. Suponha gue determinada doenga transmissivel por
contato tenha um grau de contdgio de 25% para ndo
vacinados, ou seja, uma pessoa doente transmite o
virus para 25% das pessoas nao vacinadas com guem
ela tem contato. Suponha também que o estagio
de transmissdo se da apenas nos 3 primeiros dias do
ciclo viral e que qualquer pessoa doente restrinja seu
contato social a uma média de 20 pessoas por dia.
Considerando que n% € a porcentagem de pessoas
que tomou a vacing, calcule a probabilidade de que o
virus se espalhe progressivamente em cada caso:

a) para n= 70%.
b) para n = 80%.

) para n = 90%.

5. Considera-se que a imunidade de um rebanho
& efetiva quando a porcentagem de pessoas
vacinadas reduz a probabilidade de haver uma
epidemia para menos de 1%. Nesse caso, qual é
a porcentagem de pessoas que devem se vacinar
para garantir a imunidade de um rebanho?
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APRESENTACAO

Procuramos neste manual ndo apenas abordar nossas concepcées a
respeito do ensino e aprendizagem da disciplina de Matematica, mas também
dar subsidios para auxiliar o professor na utilizagdo dos trés livios como um
instrumento importante em sala de aula. Pensamos em fornecer, além das
ideias gerais sobre os contetidos e seus objetivos, contribuices a respeito da
necessidade de reflexao sobre 0s assuntos que fazem parte do Ensino Médio.
Essas reflexdes também levam em conta a avaliacao e seu impartante papel
dentro do processo como um todo. Sabemos, como professores, da urgéncia
de adotar cada vez mais uma atitude reflexiva sobre nosso trabalho em sala
de aula. Essa postura permite conduzir o aluno a uma formacao matematica
desejavel nesse estagio da escolarizacao.

Um livro didatico pode, por exemplo, incluir momentos que permitam
a utilizacao de calculadoras e recursos no computador, mas é necessario que
tanto a escola guanto o docente invistam tempo e se organizem para que
isso seja possivel. O cotidiano de um professor de Ensino Médio exige, entre
outras coisas, estar “antenado’ ndo apenas aos contelidos que devem ser
trabalhados mas também com a realidade dos alunos. O mundo dos ado-
lescentes é cercado pela midia e pelas tecnologias, que, para eles, o tornam
muito mais “vivo”. Se para nés, em algumas ocasides, arrastar um mouse pode
representar um grande avanco, para nossos alunos ja é algo trivial. Aos poucos,
aquela cena de um professor com um livro em uma das maos e um toco de
giz na outra deve sofrer transformagoes. Nao que o livro ou o giz devam ser
abandonados, mas o personagem que os segura precisa realmente buscar
formas de envolver os alunos, de convencé-los da necessidade de ter uma
boa formacdo matemadtica para, entre outras coisas, compreender melhor
esse espetacular mundo das tecnologias.

Esperamos dar alguma contribuicdo a vocé, professor. Propomos talvez
mais perguntas do que respostas, por entendermos que, por meio das interroga-
cOes, somos levados a reflexdes e a novas duvidas decorrentes dessas reflexdes.
Respostas serdo dadas, outras questées serdo levantadas. E o processo que nos
move. £ a forma como podemos evoluir. Esperamos que a leitura deste manual
possa, de alguma forma, contribuir. Bom trabalho!
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1. 0 Ensino Medio - diretrizes

A Educacéo Basica, formada pela Educacao Infantil, pelo Ensino Fundamental e pelo Ensino Médio, esta
fundamentada na Lei de Diretrizes e Bases da Educacéo Nacional. O conhecimento dessas diretrizes é desejavel
e necessario a todos aqueles que, de alguma maneira, atuam na Educacdo Basica. Apontaremos a seguir, resu-
midamente, algumas dessas ideias norteadoras e comentarios para motivar sua discussao.

Finalidades do Ensino Médio
Para o Ensino Médio, etapa final da Educacao Bésica, apontam-se as sequintes finalidades:

[ — a consolidacao e o aprofundamento dos conhecimentos adquiridos no Ensino Fundamental, pos-
sibilitando o prosseguimento de estudos;

[1 — a preparagio basica para o trabalho e a cidadania do educando, para continuar aprendendo, de modo
a ser capaz de se adaptar com [lexibilidade a novas condicées de ocupacao ou aperfeicoamento posteriores;

I - 0 aprimoramento do educando como pessoa humana, incluindo a formacéo ética e o desenvolvimento
da autonomia intelectual e do pensamento critico;

[V —a compreensao dos fundamentos cientifico-tecnologicos dos processos produtivos, relacionando
a teoria com a pritica, no ensino de cada disciplina.

BRASIL. Ministério da Educacao. Lei de Diretrizes e Bases da Educacdo Nacional (LDB). Lei n. 9.394, de 20 dez. 1996. Brasilia, DF, p. 169.
Disponivel em: <hup/fwwwplanalio.govbr/ccivil_03/leis1 9394 hims. Acesso em: 14 abr. 2016.

Comentario

Ao ingressar no Ensino Médio, o aluno j& adquiriu diversos conhecimentos sobre nimeros, tratamento
da informacéo, Geometria e Algebra. Assim, as retomadas sao naturalmente feitas visando ao aprofunda-
mento e a consolidacao desse aprendizado. O trabalho, por exemplo, no campo numérico exigird do aluno
uma boa compreensao do nimero real (racional ou irracional) para que possa ser feita uma ampliacdo com
os nimeros complexos.

O estudo de situacées do cotidiano auxilia na compreensao da relacao entre teoria e pratica. Assim, o
trabalho com medidas, Geometria e tratamento da informacao pode ser direcionado nesse sentido. Além
disso, 0 uso da calculadora e do computador possibilita que o aluno explore ferramentas para desenvolver
conhecimentos em Matematica.

Desafios do Ensino Médio

Aidentidade e a diversificacdo no Ensino Médio sdo citadas na Lei de Diretrizes e Bases da Educacao Nacio-
nal como desafios a serem enfrentados:

Um dos principais desafios da educacido consiste no estabelecimento do significado do Ensino
Médio, que, em sua representacao social e realidade, ainda nao respondeu aos objetivos que possam
superar a visao dualista de que é mera passagem para a Educacdo Superior ou para a insercao na
vida econdmico-produtiva. Esta superacao significa uma formacéo integral que cumpra as multiplas
finalidades da Educacdo Basica e, em especial, do Ensino Médio, completando a escolaridade comum
necessaria a todos os cidaddos. Busca-se uma escola que nao se limite ao interesse imediato, pragma-
tico e utilitario, mas, sim, uma formacao com base unitaria, viabilizando a apropriacao do conheci-
mento e desenvolvimento de métodos que permitam a organizacdo do pensamento e das [ormas de
compreensio das relacdes sociais e produtivas, que articule trabalho, ciéncia, tecnologia e cultura na
perspectiva da emancipacao humana.

LDB, p. 170.



Comentario

Quando nés, professores, somos questionados pelos alunos “Para que serve estudar Geometria de
Posicdo?" (ou outro contetido), ndo podemaos dar a resposta pragmatica “Cai no vestibular” O estudo desse
tema, por exemplo, transcende em muito esse objetivo. O contato do aluno com o conhecimento do mé-
todo axiomatico permite ampliar seu poder de argumentacao diante de situacdes nao necessariamente
referentes a Matemética. Diversas profissdes, como a de advogado, exigem argumentacoes irrefutdveis e
sem falhas.

Do mesmo modo, conhecer Matematica Financeira e Estatistica permite nao apenas resolver proble-
mas colocados na forma de exercicios na disciplina de Matematica. A tomada de decisdes em diversas pro-
fissdes exige a analise profunda de informacdes estatisticas e de projecdes financeiras que normalmente
sdo apresentadas por meio de gréficos. Mesmo na vida particular, essa tomada de decisdes pode afetar o
bolso das pessoas: a compra parcelada de um carro, por exemplo. Quais 530 0s juros embutidos?

Avaliacdo no Ensino Médio

Trés sdo as dimensdes basicas de avaliacdo conforme as Diretrizes Curriculares Nacionais Gerais para a
Educacao Basica: avaliacdo da aprendizagem, avaliacao institucional interna e externa e avaliacdo de redes
de Educacdo Bésica. Observe a seguir cada uma dessas dimensdes.

A avaliacao da aprendizagem, que conforme a LDB pode ser adotada com vistas a promocao, ace-
leracao de estudos e classificacao, deve ser desenvolvida pela escola refletindo a proposta expressa em
seu projeto politico-pedagogico. Importante observar que a avaliacdo da aprendizagem deve assumir
carater educativo, viabilizando ao estudante a condicao de analisar seu percurso e, ao professor e a
escola, identificar dificuldades e potencialidades individuais e coletivas.

A avaliacdo institucional interna é realizada a partir da proposta pedagégica da escola, assim como
do seu plano de trabalho, que devem ser avaliados sistematicamente, de maneira que a instituicao
possa analisar seus avancos e localizar aspectos que merecem reorientacio.

A avaliacao de redes de ensino é responsabilidade do Estado, seja realizada pela Uniao, seja pelos
demais entes lederados. Em ambito nacional, no Ensino Médio, ela esta contemplada no Sistema de
Avaliacdo da Educacao Basica (SAEB), que informa sobre os resultados de aprendizagem estruturados
no campo da Lingua Portuguesa e da Matematica, lembrando-se o Indice de Desenvolvimento da
Educacido Basica (IDEB), que mede a qualidade de cada escola e rede, com base no desempenho do
estudante em avaliacdes do Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Anisio Teixeira (INEP) e em
taxas de aprovagio.

BRASIL. Ministério da Educacdo. Diretrizes Curriculares Nacionais Gerais para a Educacdo Basica. Brasilia, DE, 4 maio 2011.
Disponivel em: <htrp:/fportal. mec.govbr/docman/abril.. /15548-d-c-n-educacao-basica-nova-pdf>.
Acesso em: 15 abr. 2016,

Comentario

Temos nesse contexto o Exame Nacional do Ensino Médio (Enem), que, desde seu surgimento, vem pas-
sando por transformacées gradativas e assumindo funcdes diferentes que visam a democratizacio do ensino.
Atualmente, por exemplo, a pontuacio obtida no Enem pode ser utilizada como forma de ingresso em institui-
coes de Ensino Superior das seguintes formas:

» Pelo sistema de selecdo unificada (Sisu) como fase Unica;
» Como primeira fase no processo de ingresso;
» Compondo com o vestibular tradicional o processo de ingresso;

* Para ocupacéo de vagas remanescentes do vestibular.
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As mudancas estabelecidas a partir de 2009 no Enem estao também relacionadas a vérios fatores.
Um deles é a necessidade de reformulagao do curriculo do Ensino Médio (observando-se a Base Comum
Nacional Curricular). Outro é proporcionar uma melhor qualidade no Ensino Médio brasileiro, pois esse
exame avalia o desenvolvimento de certas competéncias e habilidades dos alunos ndo de forma isolada,
mas de forma conjunta.

0 Exame Nacional do Ensino Médio

O Enem é composto de uma redacdo e de 180 questdes e é realizado em dois dias. Essas questdes estdo
divididas em guatro dreas do conhecimento (45 questdes para cada area):

» Linguagens, Codigos e suas Tecnologias;

» Matemética e suas Tecnolagias;

-

Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias;
= (Ciéncias Humanas e suas Tecnologias.

As questdes sao elaboradas como base na Matriz de Referéncia (difundida pelo MEC), em que séo
descritas as competéncias e habilidades desejaveis para um aluno no fim do Ensino Médio. Elas estao fun-
damentadas em cinco eixos cognitivos comuns as quatro areas do conhecimento:

I. Dominar linguagens (DL): dominar a norma culta da Lingua Portuguesa e fazer uso das linguagens
matematica, artistica e cientifica e das linguas espanhola e inglesa.

I1. Compreender fenomenos (CF): construir e aplicar conceitos das varias areas do conhecimento para
a compreensdo de fendmenos naturais, de processos historico-geograficos, da producao tecnologica e das
manifestacoes artisticas.

111. Enfrentar situacoes-problema (SP): selecionar, organizar, relacionar, interpretar dados e informacaes
representados de diferentes formas, para tomar decisoes e enfrentar situacdes-problema.

IV. Construir argumentacdo (CA): relacionar informacoes, representadas em diferentes formas, e conhe-
cimentos disponiveis em situacdes concretas, para construir argumentacio consistente.

V. Elaborar propostas (EP): recorrer aos conhecimentos desenvolvidos na escola para elaboracao de
propostas de intervencao solidaria na realidade, respeitando os valores humanos e considerando a diver-
sidade sociocultural.

BRASIL. Ministério da Educacao. Matriz de Referéncia do ENEM 2009. Disponivel em: <http:/portal mec govbr/dmdocuments/
matriz_referencia_novoenems, Acesso em: 15 abr. 2016.

Comentario

A teoria dos conjuntos, por exemplo, é uma parte dos assuntos abordados no Ensino Médio em que a lin-
guagem matematica se faz presente. A simbologia empregada na Matematica representa uma simplificacdo na
escrita, mas ¢ dotada de significados importantes. Quando escrevemos y = f(x), por exemplo, estamaos indican-
do que a varidvel y depende da varidvel x, ou, conforme o contexto, que a grandeza representada por y é uma
funcédo da grandeza representada por x.

E desejavel que o aluno, ao enfrentar uma situacao-problema, compreenda inicialmente o que é proposto
e, a seguir, tenha o habito de elaborar mentalmente um plano para buscar uma solucdo. Essas sao apenas duas
etapas importantes na resolucdo de problemas gue levam o aluno a enfrentar situacdes novas, além de tornar
as aulas muito mais motivadoras.



A formacdo do professor

SaoinUmeras as preocupacoes em relacdo a formacao do professor. Existern problemas crénicos e reco-
nhecidos naformacao desse profissional que acabam refletindo em seu desempenho em sala de aula. Nesse
sentido,muitasescolastomaminiciativas promovendodiscussdes,criandogruposdeestudoseatéincentivan-
do professores a ingressar em cursos de formacao continuada promovidos em suas comunidades. Conforme
as Diretrizes Curriculares Nacionais Gerais para a Educacao Basica, "¢ necessario repensar a formacao dos
professores para que possam enfrentar as novas e diversificadas tarefas que |hes sao confiadas na sala de
aula e além dela"

Essas preocupacdes ja faziam parte do projeto de lei que propunha o Il Plano Nacional de Educacéo,
para o decénio 2011-2020. Nele sdo previstos, entre suas diretrizes, a valorizacdo do professor, incluindo
também o fortalecimento da formacao inicial e continuada dos docentes. Sobre essa valorizacao, desta-
cam-se as seguintes metas:

* Meta 15: Garantir, em regime de colaboracio entre a Unido, os Estados, o Distrito Federal e os
Municipios, que todos os professores da Educacao Basica possuam formacio especifica de nivel superior,
obtida em curso de licenciatura na drea de conhecimento em que atuam.

* Meta 16: Formar 50% dos professores da Educacdo Béasica em nivel de pos-graduacao lato e stricto
sensu, garantir a todos formacao continuada em sua drea de atuacao.

* Meta 17: Valorizar o magistério publico da Educacao Basica a fim de aproximar o rendimento médio
do profissional do magistério com mais de onze anos de escolaridade do rendimento médio dos demais
profissionais com escolaridade equivalente.

* Meta 18: Assegurar, no prazo de dois anos, a existéncia de planos de carreira para os profissionais
do magistério em todos os sistemas de ensino.
BRASILIA. Ministério da Educagio. Plano Nacional de Educacio 2011-2020. Disponivel em:<htip://portal. mec.govbr/

index_php?option=com_docmané&view=downloadé&zalias=7116-pl-pne-2011-2020&Ttemid=30192>.
Acesso em: 16 abr. 2016

Comentario

Sabemos que a escola carrega enormes preocupacoes ligadas a reformulacdes e atualizacées. Exa-
tamente neste ponto é que compreendemos se encontrar uma das oportunidades de contribuir para a
formacdo continuada dos professores. Como existem essas preocupacoes quanto as constantes e necessa-
rias atualizacdes, o docente, fazendo parte do chamado “projeto educativo da escold’, naturalmente acaba
se envolvendo com diversas questoes ligadas ao seu papel: discussoes sobre problemas de aprendiza-
gem, comportamentos, elaboracdo de programas de cursos, de projetos diversos implantados pela escola,
entre outras.

Além da formacéo continua do professor realizada na propria escola, hé outras possibilidades. Entre
elas, destacamos a formacao realizada presencialmente em faculdades e universidades e agquela efetuada
por meio da educacao a distancia. Esta ultima, em crescimento em nosso pais, exige supartes de comu-
nicacao, como acesso a internet e as plataformas utilizadas para os cursos. O procedimento desse tipo
de formacao baseia-se geralmente na articulacao entre as atividades a distancia (videoconferéncias) e as
atividades presenciais.

No que diz respeito a questao social, cada vez mais o professor tem de conviver com os interesses de
alunos e pais no dia a dia da escola e saber administra-los. Se considerarmos o ponto de vista da escola,
é exigida do professor a participacao ativa ndo apenas nas definicées dos rumos politicos e pedagdgicos
da instituicdo como também no gerenciamento de projetos de trabalho. Olhando pelo lado pessoal, o
professor é continuamente solicitado a participar de discussdes coletivas com seus colegas, além de preo-
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cupar-se com aquelas tarefas didrias que sua profissao exige. Desse modo, a escola é para o professor fonte
primordial de questdes para pesquisa.

Assim, cada vez mais o docente pode encontrar condicdes para obter o aprofundamento tedrico ne-
cessario para enfrentar e resolver as questdes encontradas no dmbito escolar. Tanto as instituicoes de
formacdo presencial ou a distancia quanto a midia social vém oferecendo oportunidades de participacdo
em grupos de estudos na drea de Educacdo Matematica.

Procure, em sua cidade, centros, geralmente ligados as universidades, que promovem cursos de pos-
-graduacao e encontros para debater a educacdo. Além disso, existem revistas e boletins de Educacéo
Matematica que podem ser assinados pela propria escola. No fim deste manual, sugerimos algumas refe-
réncias sobre formacao docente.

2. A area de Matematica no Ensino Médio

Quiais sao os principais objetivos da Matematica na Educacao Basica? E os objetivos da Matematica no
Ensino Médio? Essas perguntas exigem urma profunda reflexdo sobre o que entendemos ser a Matematica,
nosso objeto de estudo.

Reflexoes sobre a Matematica
O que é Matematica? Como ensina-la? O que ensinar?

Keith Devlin, professor do Departamento de Matemética da Universidade Stanford, é conhecido no Brasil
por seus livros interessantes sobre o tema. Entre eles, dois se destacam: O gene da Matemdtica € O instinto mate-
madtico. Neste Ultimo, encontramaos uma reflexao interessante em um de seus capitulas, cujo titulo é O que é
Matematica?. Reproduzimos parte dessa reflexdo a seguir.

Os nameros surgiram logo que nossos antepassados reconheceram que conjuntos de, por exemplo,
trés bois, trés lancas e trés mulheres tinham algo em comum: o carater triplice. O padrao em questao é de
numerosidade, isto ¢, tamanho de um conjunto. Os nimeros propriamente ditos sao objetos inventados
para descrever esses padroes: o nimero 1 descreve o padrao da unidade, 2 descreve a duplicidade, e assim
por diante.

Uma vez que vocé tem numeros, pode ver padroes entre esses niimeros, por exemplo, 2 +3 =5, e
assim surge a Aritmética. Padroes de forma, importantes na designacao de quem possui tal ou qual pedaco
de terra ou na construcio de edificios, deram origem a Geometria, uma palavra que deriva da expressao
grega para “medicdo terrestre”. Quando combina padroes de forma com padroes de nimeros, vocé obtém
a Trigonometria.

No século XVII, Isaac Newton, na Inglaterra, e Gottlried Leibniz, na Alemanha, inventaram de forma inde-
pendente o calculo diferencial e integral, o estudo dos padrées de movimento continuo e suas variacoes. Antes
do calculo, a Matematica se restringia essencialmente a padrdes estaticos: contagem, medicdo e descricdo de
forma. Com a introducdo de técnicas para lidar com movimentos e variacdes, os matematicos puderam estudar
o deslocamento dos planetas e de corpos em queda livre na Terra, o funcionamento de maquinas, o fluxo de
liquidos, a expansao de gases, forcas fisicas como o magnetismo e a eletricidade, o voo, o crescimento das plantas
¢ animais, a disseminacao de epidemias, a lutuacao dos lucros, e assim por diante.

Aproximadamente na mesma época em que Newton e Leibniz estavam inventando o célculo, os mate-
maticos franceses Pierre de Fermat (1601-1665) e Blaise Pascal (1623-1662) trocaram uma série de cartas
nas quais desenvolveram os fundamentos da area da Matematica conhecida como teoria da probabilidade,
que estuda padroes que surgem quando vocé repete um evento aleatério muitas vezes, como o lancamento



de moedas ou dados. (O trabalho deles era totalmente motivado pelo desejo de seus ricos protetores de
melhorar o desempenho nas mesas de apostas europeias.)

A atual tecnologia computacional surgiu do estudo dos padroes do pensamento logico, a area da Ma-
tematica conhecida com logica formal.
DEVLIN, Keith. O instinto matematico. Traducdo de Michelle Dysman. Rio de Janeiro: Record, 2009. p. 36-37.

Compreendemos, assim como esse autor, que a Matemdtica trata de padrdes. Também a Matematica
gue ensinamos nas escolas esté repleta de padrdes e, além disso, intimamente relacionada a outros temas.
Essa € uma visdo do que podemos considerar como sendo a Matematica.

Morris Kline é o autor do livro (em espanhol) Matemditicas para los estudiantes de humanidades (Matematica
para os estudantes de humanidades). O primeiro capitulo dessa obra tem um titulo, no minimo, intrigante:
“Por que estudar Matematicas?". Nao vamos aqui discutir o plural por ele empregado ao referir-se a “mate-
maticas’, mas observar uma interessante reflexdo que ele promove sobre sua importancia. Em determinada
parte desse capitulo, Kline afirma:

O tema tem muitas facetas ou, como alguém diria, tantas cabecas como a hidra mitolégica. E
possivel considerar as matematicas como linguagem, como classe particular de estrutura logica, como
corpo de conhecimentos sobre o nimero e 0 espaco, como série de métodos para extrair conclusoes,
com a esséncia do nosso conhecimento do mundo [isico ou como mera atividade intelectual divertida.
Mas seria muito dificil descrever com exatidao cada um desses aspectos em poucas palavras.

KLINE, Morris. Matemdticas para los estudiantes de humanidades. Fondo de Cultura Econémica de Espana, 1992, p. 13. (Tradugio nossa.}

Um pouco mais adiante no texto de Kline, ha algumas ideias que podemos utilizar como ponto de partida
para refletir sabre a importancia da Matematica:

Dessas reflexdes se chega a conclusao de que os sentidos, a medicio e a experimentacio, para nio
considerar sendo trés formas diferentes de adquirir conhecimento, sdo insuficientes em muitas situacoes.
A razdo é essencial. O advogado, o médico, o cientista e o engenheiro se valem da razio todos os dias
para chegar a conhecimentos que de outra maneira seriam inacessiveis ou que somente seriam obtidos a
custo em excesso elevado e enorme gasto de energia. As matematicas, mais que nenhuma outra atividade
humana, dependem do raciocinio para produzir conhecimentos.

KLINE. p. 13.

Ao citarmos dois autores relacionados as pesquisas e a histéria dessa ciéncia, pretendemos evidenciar
a grande dificuldade em definirmos Matemética ou em delinearmos essa disciplina no Ensino Médio. Se
concordamos que a Matemética trabalha com padroes, também aceitamos que a partir desses padroes é
essencial o entendimento e o estabelecimento das correspondentes relacdes, papel fundamental na ela-
boracao do conhecimento matematico.

Apenas como exercicio mental, sugerimos que vocé, caro professor, defina segundo seu ponto de vista
o que é Matematica. Registre essa definicdo no inicio de um periodo letiva. No inicio do préximo periodo
letivo, faca 0 mesmo e compare essas definicoes. E bem provavel que sejam distintas, pois os estudos
transformam nosso conhecimento e nossas concepgoes.

Objetivos da Matemadtica na Educacdo Basica

Em 2015, um documento resultante de um profundo estudo de especialistas foi apresentado a socieda-
de para uma etapa de discussoes: a Base Nacional Comum Curricular. E a base para a renovacao e também o
aprimoramento da Educacdo Basica como um todo.

Na drea de Matematica para a Educacao Basica, destaca-se seu papel fundamental e a forma como
seu conhecimento deve ser considerado:
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A Matematica assume um papel fundamental para o pleno acesso dos sujeitos a cidadania. Em
uma sociedade cada vez mais baseada no desenvolvimento tecnolégico, os conhecimentos matematicos
tornam-se imprescindiveis para as diversas acdes humanas, das mais simples as mais complexas, tais
como compreensdo de dados em graficos, realizacdo de estimativas e percepcao do espaco que nos
cerca, entre outras.

O desenvolvimento desta area do conhecimento, a Matematica, foi e continua sendo por meio das
relacdes que o homem estabelece com a sociedade em que vive. O conhecimento matematico € fruto
da busca, pelo ser humano, de respostas a problemas que a sociedade lhe apresenta em suas praticas
sociais. A Matematica nao ¢, e nio pode ser vista pela escola, como um aglomerado de conceitos antigos
e definitivos a serem transmitidos ao/a estudante. Ao contrario, no processo escolar, é sempre funda-
mental que ele/a seja provado/a a construir e a atribuir significado aos conhecimentos matematicos.

Dessa forma, a Matematica pode ser vista como uma fonte de modelos para os fenémenos que nos
cercam. Esses modelos compreendem nao somente os conceitos, mas as relacoes entre eles, procedi-
mentos e representacoes de diversas ordens.

BRASIL. Ministério da Educacao. Base Nacional Comum Curricular. (Proposta preliminar para consulta publica). Brasilia, DE,

16 set. 2015. p. 127. Disponivel em: <htip://basenacionalcomum. mec_gov.br/documentos/BNCC-APRESENTACAQ pdf-.
Acesso em: 14 abr. 2016.

Um pouco mais adiante, nesse mesmo documento, aponta-se a apropriacao do conhecimento ma-
tematico como condicdo fundamental para que o alunc da Educacdo Basica possa atingir plenamente a
cidadania. Para tanto, é necessério o desenvolvimento de uma forma de raciocinar. A partir dai sdo apon-
tados os seguintes objetivos gerais da drea de Matematica para a Educacao Basica:

s Estabelecer conexaes entre os eixos da Matematica e entre esta e outras areas do saber.

* Resolver problemas, criando estratégias proprias para sua resolucio, desenvolvendo imaginacio e
criatividade.

* Raciocinar, fazer abstracoes com base em situacoes concretas, generalizar, organizar e representar.
* Comunicar-se, utilizando as diversas formas de linguagens empregadas em Matematica.

e Utilizar a argumentacao matematica apoiada em virios tipos de raciocinio.

Base Nacional Comum Curricular, 2015. p. 129.

Objetivos da Matematica no Ensino Médio

De acordo com a Base Nacional Comum Curricular (ainda em estudo), temos preocupagdes bem
atuais com essa fase da Educacao Basica:

O Ensino Médio caracteriza-se como a tltima etapa da Educacdo Basica. Nao ¢ uma etapa isolada e
independente das anteriores, mas, sim, uma etapa complementar, que deve oferecer condices ao estudante
para ampliar e consolidar as aprendizagens do Ensino Fundamental e desenvolver novas capacidades de
interpretar e refletir sobre diferentes contextos. Para isso, no ambito da escola, é necessario rever e redi-
mensionar o curriculo, de modo que a Matematica ao ser apresentada ao estudante evidencie sua relevancia
social e cultural e seu papel no desenvolvimento histérico da ciéncia.

Base Nacional Comum Curricular, 2015, p. 149.
Em nossa sociedade, temos uma diversidade de situacoes em que o conhecimento matemético é neces-

sério: como um importante instrumento para lidar com situacées cotidianas; como apoio a outras areas do
conhecimento; como uma maneira de conduzir o desenvolvimento de habilidades do pensamento.



Durante os trés anos que compreendem o Ensino Médio, a Matematica representa uma parte do co-
nhecimento humano extremamente importante ndo apenas para ler e interpretar nossa realidade mas
também para ampliar e construir uma visdao de mundo. Nao podemos nos esquecer de que estamos for-
mando alunos que se encontram em processo de escolha profissional.

Além do caréter instrumental, a Matemdtica que é abordada nessa importante etapa da escolarizacdo
coloca-se como uma ciéncia com caracteristicas proprias e linguagem especifica. Entretanto, tem uma
funcao de integrar outras areas do conhecimento, como as demais Ciéncias da natureza. Nesse sentido,
devemos ter como preocupacao a utilizacdo de contextos diversos quando da abordagem de conteldos
dessa disciplina.

A Matemaitica do Ensino Médio deve priorizar conceitos e procedimentos que possibilitem o
estabelecimento de conexdes tanto entre diversas ideias matemaiticas, como com outras areas do
conhecimento, atentando para suas aplicacoes sociais. O estudo das [uncoes, por exemplo, deve
priorizar aspectos relacionados a variacao entre grandezas, permitindo que o/a estudante desenvolva
eletivamente o pensamento [uncional, em substituicio as habilidades relativas a simples manutencao
simbolico-algébrica, normalmente privilegiada pela escola.

Base Nacional Comum Curricular, 2015. p. 150.

Ao aprenderem a Matemdtica contextualizada e integrada, sempre que possivel, com outras dreas do
conhecimento ou até mesmo com questdes do cotidiano, os alunos desenvolvem habilidades essenciais
para a estruturacdo do pensamento, que os auxiliam cada vez mais na busca pela compreensao e inter-
pretacao de situacdes diversas. Desenvolvem também o habito de argumentar e a capacidade de analisar
e tomar decises.

Compreendemos a necessidade do saber matematico na formacao de habilidades de pensamento
e como instrumento essencial em outras dreas do conhecimento. Acreditamos ainda que a formacéo do
jovem pode ocorrer levando em conta a dimenséo historica do proprio conhecimento matematico, além,
é claro, dos contextos necessarios para aprender Matematica.

Com o acesso cotidiano relativamente facil as tecnologias diversas, espera-se que a disciplina de Ma-
tematica, o professor e o aluno sejam inseridos em tais importantes recursos:

O trabalho com a Matematica no Ensino Médio pode ser enriquecido por meio de propostas
pautadas no uso de recursos tecnologicos como instrumentos que visem auxiliar na aprendizagem
e na realizacdo de projetos, sem anular o esforco da atividade compreensiva. Ha diversos softwares
disponiveis na Internet que se aplicam ao estudo das construgoes geomeétricas ou das [uncoes. Ha,
ainda, planilhas eletronicas que auxiliam na organizacio de dados e na elaboracio de tabelas e gralicos.

Para tanto, é necessario que a escola possibilite aos/as estudantes o acesso, de modo ético e res-
ponsavel, a softwares e sites de pesquisa. A producio rapida e excessiva de informacdes na sociedade
atual requer um eficiente pensamento analitico para compreender pesquisas de opinido, indices eco-
némicos, doencas, problemas ambientais, entre outros.

Base Nacional Comum Curricular, 2015. p. 150-151.

Resumindo o que abordamos até aqui sobre o Ensino Médio, precisamos construir uma Matematica
em sala de aula que proporcione a nossos alunos uma visdo dela como uma ferramenta util para resolver
problemas diversos de sua vida cotidiana e, na mesma medida, uma visdo da Matemética como uma cién-
cia logicamente estruturada.

Sendo assim, apresentamos 0s objetivos gerais da drea de Matemética no Ensino Médio extraidos da
Base Nacional Comum Curricular:
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+ Aplicar conhecimentos matematicos em situacoes diversas, na compreensao das demais ciéncias,
de modo a consolidar uma formacao cientifica geral;

* Expressar-se oral, escrita e graficamente, valorizando a precisao da linguagem, na comunicacao
de ideias e na argumentacdo matematica;

* Compreender a Matematica como ciéncia, com sua linguagem propria e estrutura logico-dedutiva;

« Estabelecer relacdes entre conceitos matematicos de um mesmo campo e entre os diferentes eixos
(Geometria, Grandezas e Medidas, Estatistica e Probabilidade, Numeros e Operagdes, Algebra e Fungées),
bem como entre a Matemadtica e outras areas do conhecimento;

« Desenvolver a autoestima e a perseveranca na busca de solugoes, trabalhando coletivamente, respei-
tando o modo de pensar dos/as colegas e aprendendo com eles/as;

* Analisar criticamente os usos da Matematica em diferentes praticas sociais e fendmenos naturais,
para atuar e intervir na sociedade;

* Recorrer as lecnologias digitais para descrever e representar matematicamente situacoes e fenémenos
da realidade, em especial aqueles relacionados ao mundo do trabalho.

Base Nacional Comum Curricular, 2015. p. 151-152.

Note que a Base Nacional Comum Curricular ja indica como eixos para a Matemética no Ensino Médio:
Geometria; Grandezas e Medidas; Estatistica e Probabilidade; Numeros e Operacdes; Algebra e Funcoes.

O Enem e a Matematica

Apresentamos a seguir as sete competéncias e as 30 habilidades elencadas na Matriz de Referéncia
para a prova de Matematica e suas Tecnologias. Embaora sejam habilidades diferentes (H1 até H30), pode-
mos encontrar em guestdes e situacdes diversas mais de uma habilidade envolvida. Citamos, apds cada
competéncia, um exemplo de questdo do préprio Enem, com resolucio e comentdrios.

Competéncia de drea 1 - Construir significados para os nimeros naturais, inteiros, racionais e reais.

H1 - Reconhecer, no contexto social, diferentes significados e representacées dos nimeros e operagdes —
naturais, inteiros, racionais ou reais.

H2 - Identificar padrdes numéricos ou principios de contagem.
H3 - Resolver situacdo-problema envolvendo conhecimentos numéricos.

H4 - Avaliar a razoabilidade de um resultado numérico na construcdo de argumentos sobre afirmacoes
quantitativas.

H5 - Avaliar propostas de intervengdo na realidade utilizando conhecimentos numéricos.

Competéncia de area 2 - Utilizar o conhecimento geométrico para realizar a leitura e a representacao da
realidade e agir sobre ela.

H6 - Interpretar a localizacdo e a movimentacao de pessoas/objetos no espaco tridimensional e sua repre-
sentacao no espaco bidimensional.

H7 - Identificar caracteristicas de figuras planas ou espaciais.



H8 - Resolver situagao-problema que envolva conhecimentos geométricos de espago e forma.

H9 - Utilizar conhecimentos geométricos de espaco e forma na selecdo de argumentos propostos como
solugdo de problemas do cotidiano.

Competéncia de area 3 - Construir nocoes de grandezas e medidas para a compreensao da realidade e
a solucdo de problemas do cotidiano.

H10 - |dentificar relacdes entre grandezas e unidades de medida.

H11 - Utilizar a nocéo de escalas na leitura de representacao de situacao do cotidiano.
H12 - Resolver situagao-problema que envolva medidas de grandezas.

H13 - Avaliar o resultado de uma medicao na construcao de um argumento consistente.

H14 - Avaliar proposta de intervencao na realidade utilizando conhecimentos geométricos relacionados a
grandezas e medidas.

Competéncia de area 4 — Construir nocdes de variacdo de grandezas para a compreensao da realidade e
a solugao de problemas do cotidiano.

H15 - |dentificar a relacdo de dependéncia entre grandezas.

H16 - Resolver situacio-problema envolvendo a variacdo de grandezas, direta ou inversamente propor-
cionais.

H17 - Analisar informacoes envolvendo a variacao de grandezas como recurso para a constru¢ao de argumentacao.
H18 - Avaliar propostas de intervencao na realidade envolvendo variacao de grandezas.

Competéncia de area 5 - Modelar e resolver problemas que envolvem varidveis socioecondmicas ou téc-
nico-cientificas, usando representacdes algébricas.

H19 - Identificar representacdes algébricas que expressem a relacao entre grandezas.

H20 - Interpretar grafico cartesiano que represente relacoes entre grandezas.

H21 - Resolver situacdo-problema cuja modelagem envolva conhecimentos algébricos.

H22 - Utilizar conhecimentos algébricos/geométricos como recurso para a construcdo de argumentacio.
H23 - Avaliar propostas de intervencao na realidade utilizando conhecimentos algébricos.

Competéncia de area 6 - Interpretar informacoes de natureza cientifica e social obtidas da leitura de gréa-
ficos e tabelas, realizando previsdo de tendéncia, extrapolacao, interpolacdo e interpretacao.

H24 - Utilizar informagdes expressas em graficos ou tabelas para fazer inferéncias.
H25 - Resolver problema com dados apresentados em tabelas ou gréficos.

H26 - Analisar informacdes expressas em graficos ou tabelas como recurso para a construcao de ar-
gumentos.
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Competéncia de area 7 - Compreender o carater aleatdrio e nao deterministico dos fenémenos
naturais e sociais e utilizar instrumentos adequados para medidas, determinacdo de amostras e célculos
de probabilidade para interpretar informacdes de varidveis apresentadas em uma distribuicdo estatistica.

H27 -Calcular medidas de tendéncia central ou de dispersao de um conjunto de dados expressos em uma
tabela de frequéncias de dados agrupados (ndo em classes) ou em gréficos.

H28 - Resolver situacdo-problema que envolva conhecimentos de estatistica e probabilidade.
H29 - Utilizar conhecimentos de estatistica e probabilidade como recurso para a construcao de argumentacao.

H30 - Avaliar propostas de intervencao na realidade utilizando conhecimentos de estatistica e proba-
bilidade.

Com a implantacao da Base Nacional Comum Curricular, & necessario que, como professores, tenha-
mos uma postura reflexiva permanente sobre os contelddos trabalhados, de tal forma que possamos as-
sociar e elencar as competéncias e habilidades que estdo sendo trabalhadas. Essa deve ser uma dindmica
presente em nossas aulas, para que também o aluno passe, de maneira clara e objetiva, a compreender
cada vez mais a Matriz de Referéncia do Enem.

3. Uma colecdo de livros de Matematica no Ensino Médio

Professor, agora que ja abordamos as principais referéncias nacionais sobre o Ensino Médio, vamos
procurar inserir nossa colecao de Matematica nesse importante estdgio da escolarizacdo. Observaremos a
seguir a estrutura desse material de apoio na formacao desses jovens ao longo dos trés anos.

De modo geral, a abordagem gue acreditamos ser adequada para o ensino da Matemética deve
considerar a necessidade de contextos, observando aplicagdes, sempre gue possivel. A apresentacdo pre-
matura de conceitos, por meio de uma estéril cadeia de definicdes e propriedades, nem sempre deve ser
o caminho percorrido. Entendemos que o raciocinio dedutivo deve ser trabalhado e valorizado, porém de
forma gradativa. E desejavel que demonstracoes sejam feitas sempre que auxiliem na construcio do co-
nhecimento matematico. Dependendo do conteldo, paedemos sugerir verificacGes empiricas de determi-
nadas propriedades ou demonstracdes (de natureza dedutiva) de outras propriedades, levando em conta
o nivel de interesse e de compreensdo dos alunos.

Resumindo, na metodolegia de ensino em que nos baseamas, o aluno deve ser participativo na cons-
tru¢do do conhecimento, resolvendo e discutindo situagdes propostas. Deve ser continuamente incenti-
vado a explorar determinados temas, a utilizar ferramentas como a calculadora e o computador em in-
vestigagoes que sdo conduzidas no desenvolvimento de alguns conteldos, sempre que isso for possivel.
Nao queremos, com isso, deixar de lado as chamadas sistematizacdes necessarias na consolidacao dos co-
nhecimentos adquiridos. Comao professores, devemos interferir construtivamente por meio de indagacoes
que instiguern os alunos. Se assim procedemos, também devemos saber escutar as conclusoes, suposicoes
e dificuldades que esses mesmos alunos ativos exponham.

Distribuicao dos contetidos

Os conteldos que tradicionalmente compdem o Ensino Médio estao divididos em trés volumes. Nesta
colecdo, cada volume, por sua vez, esta dividido em unidades subdivididas em capitulos. Nos quadros a seguir
ha a descricdo correspondente a essa distribuicio, conforme nossa escolha.



12 ANO
Capitulo 1 — Ndmeros reais
Capitulo 2 - Nogdes basicas de conjuntos
Capitulo 3 — Operagoes entre conjuntos

Capitulo 4 — Figuras geométricas planas
Capitulo 5 - Semelhanca de figuras planas
Capitulo 6 — Areas de figuras planas

Capitulo 7 — Relacao de dependéncia entre grandezas
Capitulo 8 - Introdugao & Geometria Analitica
Capitulo 9 - Fungao afim

Capitulo 10 - Func¢ao quadratica

Capitulo 11 - Trigonometria no tridngulo retangulo
Capitulo 12 - Trigonometria em um triangulo qualquer

Capitulo 13 — Potenciagao nos reais
Capitulo 14 - Fungao exponencial
Capitulo 15 - Logaritmos

Capitulo 16 — Funcao logaritmica

Capitulo 17 - Sequéncias
Capitulo 18 - Progressao aritmética
Capitulo 19 - Progressao geométrica

No Volume 1, a Unidade 2 representa uma retomada dos principais tépicos de Geometria Plana estuda-
dos no Ensino Fundamental. Escolhemos incluir tal assunto nesse volume, pois, no seguinte, além da chama-

da Geometria de Posicao, desenvolvernos topicos de Geometria Espacial.
22 ANO

Capitulo 1 — Proporcao e porcentagem

Capitulo 2 - Juros simples

Capitulo 3 — Juros compostos

Capitulo 4 — Trigonometria na circunferéncia
Capitulo 5 — Relagoes trigonométricas
Capitulo 6 — Transformagdes trigonométricas

Capitulo 7 — Matrizes e determinantes
Capitulo 8 - Sistemas de equacdes lineares

Capitulo 9 — Geometria Espacial de Posi¢ao
Capitulo 10 - Poliedros

Capitulo 11 — Prismas

Capitulo 12 - Piramides

Capitulo 13 - Principio fundamental da contagem
Capitulo 14 — Permutacoes
Capitulo 15 — Combinacdes e arranjos

Capitulo 16 - Bindmio de Newton

Capitulo 17 — Introdugdo a teoria das probabilidades
Capitulo 18 — Clculo de probabilidades

Capitulo 19 — Adicao e multiplicagdo de probabilidades
Capitulo 20 - Introdugdo & Estatistica

Capitulo 21 — Medidas de tendéncia central
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Tradicionalmente, o estudo da Geometria Espacial é desenvolvido apenas no Volume 2. Optamos,
porém, por deixar para o Volume 3 parte desse tema: cilindros, cones e esferas. Assim, esse importante
assunto da Matematica do Ensino Médio ndo é esgotado em apenas um ano.

Introduzimos também no Volume 2 o estudo da Estatistica até medidas de tendéncia central. Entretanto,
no inicio do Volume 3, fazemos uma retomada e ampliamos com as medidas de dispersao.

32 ANO
Capitulo 1 — Medidas de tendéncia central (retomada)
Capitulo 2 — Medidas de dispersao
Capitulo 3 - Probabilidades e Estatistica

Capitulo 4 — Coordenadas cartesianas
Capitulo 5 — A reta no plano cartesiano
Capitulo 6 — Distancia, area e angulo

Capitulo 7 — A circunferéncia no plano cartesiano

Capitulo 8 - Cilindros
Capitulo 9 — Cones
Capitulo 10 — Esferas

Capitulo 11 = O conjunto dos nimeros complexos
Capitulo 12 — Operagoes na forma algébrica
Capitulo 13 — Forma trigonométrica

Capitulo 14 — Operagdes na forma trigonométrica

Capitulo 15 — Polindémios
Capitulo 16 — Operagdes com polinémios
Capitulo 17 — Equagoes algébricas

Capitulo 18 - Teoremas e relagdes

Capitulo 19 - Elipse
Capitulo 20 - Hipérbole
Capitulo 21 — Parabola

Nao incluimos o estudo de limites e derivadas porque o consideramos adequado a etapa posterior ao En-
sino Médio. Sdo conhecimentos abordados na disciplina de Célculo Diferencial e Integral, presentes em alguns
cursos de graduacao, sendo por isso mais restrites ao Ensino Superior.

Estrutura das unidades em cada volume

Vimos que cada um dos trés volumes contém seis unidades, subdivididas em capitulos. Vamos descrever
agora como cada unidade estd estruturada, da abertura ao fechamento. Para facilitar, utilizamos algumas ilus-
tracoes retiradas dos volumes da colecao.

Desenvolvimento dos contetidos

De modo geral, podemos dizer que cada capitulo € iniciado com alguma situacdo-problema, um exem-
plo que desencadeia os conteldos. As situacdes apresentadas ou os exemplos dados referem-se a contextos
variados, que podemn se relacionar a prépria Matematica e seus conteddos, ao cotidiano ou até mesmo a
outra disciplina.




Para o desenvolvimento dos conteldos, utilizamos algumas se¢des que devem auxiliar o trabalho do pro-
fessor e dos alunos nesse sentido. Sao elas:

Questoes e reflexdes

E desejével que o aluno tenha uma postura reflexiva e participativa no desenvolvimento do contetido
trabalhado. Assim, uma forma de envolvé-lo é fazendo perguntas diversas, que podem, evidentemente, ser
ampliadas pelo professor. Algumas vezes, tais perguntas sdo colocadas ao longo da teoria para sondar o co-
nhecimento prévio do aluno, verificar sua compreensao e potencializar suas reflexées. Em outros momentos,
as perguntas propostas tém o carater de verificacdo imediata em meio a exemplos que foram desenvolvidos,
conduzindo o aluno a alguma resolucéo.

Com essas questoes esperamaos respostas que também devem ser analisadas pelo professor como sonda-
gem de aprendizagem, fornecendo indicios de compreensao ou de dlvidas, esperadas na construcao do co-
nhecimento. Embora tais respostas ou sugestdes de respostas estejam no Manual do Professor, elas objetivam
muito mais a opiniao e o envolvimento do aluno do que qualquer preocupacao com exatidao.

Exercicios resolvidos

Como os capitulos apresentam subdivisdes, propomos diversos exemplos e exercicios resolvidos. Os exemn-
plos estao distribuidos ao longo do capitulo e servem de apoio ao desenvolvimento do conteddo, articulando
a teoria com a resolucdo. Os exercicios resolvidos, por outro lado, constituem exemplos de como solucionar
problermnas matematicos que dizem respeito aquele conteldo, passo a passo.

Diante dos exercicios resolvidos e dos exemplos, sugerimos que o professor ora reproduza os passos da
resolucdo na lousa, ora promaova discussées, orientando o aluno a acompanhar no préprio livro as resolucdes.
Essa maneira de observar exemplos e exercicios resolvidos cria o hébito desejavel de ‘caminhar por si s&', de
refletir sobre como fazer e de buscar a compreensao de forma independente.

Exercicios propostos

A aprendizagem de conceitos matemdticos ocorre gquando os alunos conseguem estabelecer relagées
entre contelidos e sdo capazes de compreendé-los. Para que isso ocorra e haja seguranca ao fazer Mate-
matica, é necessaria a fixacao de certos procedimentos e a manipulacao das relaces estabelecidas. Esse é
um dos objetivos de tais exercicios. Eles devem ser encaminhados tao logo as explicagdes dos conteudos
correspondentes sejam dadas. De acordo com a escolha do professor, podem ser propostos para resolu-
cdo individual em sala de aula ou em duplas. E fundamental também que sejam devidamente corrigidos
na aula, como forma de verificacdo das ideias basicas desenvolvidas. E necessario observar as duvidas
levantadas pelos alunos, pois sdo elementos que permitem ao professor fazer, eventualmente, retomadas
necessdrias ou acrescentar mais exemplos e exercicios.

Como desejamos o desenvolvimento da autonomia dos alunos, sempre é recomendavel que exerci-
cios sejam selecionados como “tarefa” a ser executada fora da sala de aula. Indicamos, entéo, que a verifi-
cacéao de procedimentos e exercicios ocorra também entre os proprios alunos.

Por vezes, ha mais exercicios relativos a determinados assuntos. Isso ocorre pela caracteristica do tema,
gue pode ter uma guantidade maior de conceitos e procedimentos exigidos para sua compreensio e
desenvolvimento.

Geralmente, as Ultimas atividades exigem do aluno algo mais que uma simples fixacdo. Nao sdo ati-
vidades com grau elevado de complexidade, mas foram elaboradas procurando articulacdo com outros
assuntos j& estudados ou questionando os alunos de forma um pouco diferenciada em relacdo as primei-
ras atividades. O objetivo é propor situacoes diferentes para valorizar a busca de estratégias de resolucao.
Algumas vezes, os alunos deverao, por exemplo, elaborar enunciados com base em determinadas condicdes.
O intuito é conduzir o aluno a observar como é a estrutura do enunciado de uma situacao-problema e as
relacées entre seus dados.
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Observacao

Dificuldades sao esperadas e devem ser utilizadas para promover debates em sala de aula. A discussao
coletiva dessas atividades e sua resolucio, observando formas diferentes de procedimentos e impressdes dos
alunos sobre como pensaram, devem ser valorizadas e conduzidas pelo professor.

Exercicios de vestibulares e Enem

Os alunos do Ensino Médio tém diversas expectativas que precisam ser levadas em consideracdo em
sua formagdo. Uma delas € a legitima preocupacdo com o ingresso em uma universidade brasileira. Para
tanto, é necessario que, desde o 12ano desse estdgio da escolarizacao, eles tenham o habito de enfrentar
situacdes presentes em questdes de vestibular. Isso ndo quer dizer que a grande motivacao do ensino aqui
proposto seja o vestibular em si, e sim que essa é uma de suas finalidades.

No fim de cada unidade apresentamos uma diversidade de questdes retiradas de exames de vestibular
que envolvem os contetdos trabalhados. Geralmente ndo sac de imediata resolucao, por isso considera-
mos importante que algumas delas sejam resolvidas coletivamente em sala de aula. Qutras, a critério do
professor, podem ser encaminhadas ou sugeridas aos alunos como autoavaliacdo. Aquelas com grau de
complexidade maior na resolucdo podem ser utilizadas como componente da propria avaliacao (em forma
de trabalho em pequenos grupos). No fim do Manual do Professor, essas questdes estao resolvidas.

Como o Enem também é uma preocupacdo de nossos alunos, incluimos questées que ja fizeram parte

desse importante exame brasileiro. Elas aparecem em meio as de vestibular. Mencionamos no Manual do
Professor a habilidade (ou as habilidades) exigida na questao.

Sugerimos ao professor que, ao corrigir ou verificar coletivamente tais questdes, as habilidades corres-
pondentes sejam identificadas e comentadas para a turma toda. E um trabalho simples, mas fundamental
para a formacao e preparacao do aluno para o Enem: habitué-lo a observar as habilidades que estdo sendo
exigidas dele.

No fechamento da unidade também apresentamos sugestdes do trabalho com habilidades e compe-
téncias, além das questdes do Enem.

Todas as unidades trazem no fim uma questao desafiadora (a Ultima da unidade). Embora o caréter de
desafio possa ser considerado subjetivo de aluno para aluno, geralmente a questdo escolhida exige um
conhecimenta da parte tedrica com maior profundidade ou apresenta uma complexidade maior em sua
resolucdo.

O desafio pode ser ampliado pelo professor, caso queira, e em conformidade com a turma. Atual-
mente, com as facilidades de acesso as informacoes e sites especializados de busca, € possivel acessar néo
apenas outras questoes de vestibular e do proprio Enem mas também questdes das Olimpiadas Brasileiras
de Matematica (OBMs) e das Olimpiadas Brasileiras de Matematica da Escola Publica (OBMEPs).

Explorando

Em alguns momentos, ao longo da colecdo, propomos atividades com caracteristicas bern diferentes
dos Exercicios Propostos ou dos Exercicios de Vestibulares e Enem. No Explorando, as atividades objetivam,
entre outras coisas, como o proprio nome da secao indica, explorar determinado contelldo ou situagao.
Compreendemos que a formacao de nossos alunos no Ensino Médio precisa cada vez mais ser conduzida
no sentido de valorizar e potencializar o aspecto investigativo. Além disso, as ferramentas computacionais
e a calculadora representam meios presentes no cotidiano de nossos alunos que nao podem ficar distan-
tes da sala de aula.

O uso da calculadora, de instrumentos geométricos ou de ferramentas computacionais é sugerido em
algumas dessas atividades. Assim, é preciso que haja, caso tais atividades sejam desenvolvidas em sala de aula,
como sugerimos, uma prévia organizacao, solicitando que os alunos tragam os instrumentos necessarios ou
que a prépria escola os disponibilize.



Observacoes

1. A calculadora pode ser empregada como instrumento, além das atividades sugeridas nesta secao.
Por exernplo, existem exercicios em que o célculo numérico é apenas auxiliar. Nesses casos, 0 uso da
calculadora acaba liberando mais tempo para que o aluno possa refletir sobre o exercicio e os resultados
encontrados.

2. O computador faz parte do cotidiano do aluno. E um aliado importante a ser trazido para a sala
de aula ndo apenas pelo interesse do alunc mas também por seu emprego na construcao de gréficos, na
elaboracdo de tabelas e na construcao de planilhas. Nao sdo somente gréficos estatisticos, mas graficos de
funcées e gréficos de curvas diversas, como elipse, hipérbole e parabola.

3. Para a construcao de gréficos, sugerimos dois aplicativos importantes e de acesso gratuito: Winplot
e Geogebra.

Embaora o nimero de atividades do Explorando seja relativamente pequeno, elas podem ser amplia-
das pelo professor juntamente com as ideias criativas que os alunos apresentam quando estdo diante de
ferramentas computacionais, por exemplo. Uma investigacao matematica muitas vezes comeca com uma
simples pergunta que o professor faz a turma ou até mesmo com uma curiosidade observada por um
aluno. Nesse tipo de atividade, o envolvimento do aluno ocorre de forma imediata. Nosso papel, como
professores, é estimular a curiosidade para que o aspecto investigativo faca parte do aprendizado.

Textos na Matematica

Com base no livro Letramento no Brasil: habilidades matematicas, tivemnos a ideia de elaborar atividades
nesta colecao didatica que representassem um convite a leitura de textos. Compreendemos que a Mate-
matica ndo pode ser resumida, de modo tacanho, a busca de solucdes de questdes e de problemas. Como
atividade humana que €, precisa também ser compreendida por sua histdria, pela identificacao de perso-
nagens responsaveis por descobertas que a transformaram e pelas dificuldades encontradas nas buscas de
explicacoes convincentes para determinada teoria.

Ao realizarmos um trabalho com textos da historia da Matemaética estamos, de certa maneira, pro-
cedendo a uma contextualizacao sociocultural. Nosso objetivo é, entdo, compreender o conhecimento
cientifico como resultado de uma construcdo humana dentro de um processo histérico e social.

Apresentamos pelo menos um texto em cada unidade. Entretanto, conforme referéncias apresentadas
no fim deste manual, outros também podem ser analisados e encaminhados pelo professor para leitura e
andlise de seus alunos.

Os textos que envolvem personagens da historia da Matematica sdo geralmente muito bem aceitos e
comentados pelos alunos. E importante dizer-lhes que determinados personagens recebem inteiramente
o crédito de um feito, ao passo que outros que também deram contribuicoes permanecem no anonimato
ou desconhecidos. Sabemos também que alguns nao tiveram o merecimento devido, enquanto para ou-
tros o reconhecimento foi tardio.

Algumas dessas trajetdrias de vida e/ou de superacao sao exemplos importantes para o conhecimento
e a reflexdo de nossos alunos. Como ndo se emocionar com a precocidade de Gauss e com a producédo
Matematica intensa de Euler, apesar de sua cequeira? Como néo ficar triste diante do fim prematuro de
um potencial extraordindrio como o de Galois? Nossos alunos precisam também ver esse outro lado dessa
atividade que denominamos Matematica.

Os textos versam nao apenas sobre a histéria da Matemaética e de personagens mas também sobre a
histéria dos contetidos. Por vezes, utilizamos a forma textual para abordar explicacbes necessarias para a
compreensao de conteudos diversos.

No fim de alguns textos elencamos questdes ou sugestdes de atividades que podem ser utilizadas
para verificar a compreensao do texto ou para potencializar ampliaces a critério do professor e dos pré-
prios alunos.
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Observacao

Recomendamos, no fim do livro do aluno, algumas obras interessantissimas para leitura. Sao referéncias
que abordam a histéria da Matematica e algumas vezes de seus personagens, numa linguagem bem atraente.
Sugerimos que os alunos leiam pelo menos um desses livros ac longo do ane. Talvez até essa leitura possa fazer
parte de uma atividade de avaliacdo: por exemplo, depois de ler o livro, o aluno apresenta, de forma resumida,
as ideias principais contidas nele.

Algumas conclusdes

As unidades desta colecdo contém grandes temas subdivididos em outros. Esses temas sao desenvol-
vidos em sala de aula durante determinado tempo, ocupando, muitas vezes, semanas. Assim, é aceitavel
e esperado, por exemplo, que nossos alunos apresentem dificuldades em relagdo ao dominio do que foi
abordado. Mesmo que eles resolvam os exercicios propostos e participem ativamente das aulas, é natural
e necessario que facam retomadas e resumos dos principais conceitos e ideias trabalhadas na unidade.

Assim, como uma espécie de roteiro, propomos uma reflexao sobre o que foi desenvolvido na unidade
voltada ao conteldo. Tal reflexao é conduzida por meio de dez questdes que podem ser ampliadas pelo pro-
fessor. Ao procurar a resposta para cada uma dessas questdes, o aluno é remetido diretamente a verificacao da
aprendizagem. Nao é necessario gue ele apresente para a turma as respostas para tais questoes, pois estamos
diante de uma autoavaliacdo sobre o entendimento ou nao do objeto de estudo.

Sugerimos que esse cardter de autoavaliacdo seja motivado pelo professor e utilizado como uma reflexdo
sobre as ideias principais que compdem o assunto estudado. Essa pode também ser uma maneira de criar o
habito de fazer resumos e retomadas de conteldos.

Fechamento da unidade

Ja abordamos neste manual as competéncias e habilidades do Enem. Sugerimos um trabalho ao longo do
desenvolvimento dos contetdos visando & compreensdo das habilidades presentes na Matriz de Referéncia.
Propusemos também questdes nos Exercicios de Vestibulares e Enem que ja fizeram parte desse exame. Mas
podemaos ir um pouco além.

Como fechamento da unidade, a secao que aqui apresentamos cumpre com o objetivo de ampliar o tra-
balho visando ao Enem. E o desenvolvimento das habilidades sendo realizado em um contexto diferente. Pro-
pomos a leitura de um texto de cunho formativo relacionado as Ciéncias, podendo também estar ligado a arte,
modelagem matematica, inclusao social ou histéria da Matematica; enfim, procuramos diversificar. Depois da
leitura de cada um desses textos, alguns questionamentos sao sugeridos.

E importante que se compreenda que nao se trata de uma leitura complementar ou de uma atividade que
possa ser descartada. Ela esta estruturada com a finalidade de proporcionar aos alunos um trabalho um pouco
diferente em sua formacao. Sugerimos que tais atividades facam parte da avaliacao do aluno, como um compo-
nente de desenvolvimento de habilidades e de compreensédo de texto. Nesse sentido, o encaminhamento em
duplas ou trios seria o recomendado.

As respostas ou sugestoes de respostas as guestdes sdo apresentadas no Manual do Professor.

Componentes e personagens na construcdao do conhecimento

O livro didatico de Matemdtica é apenas um instrumento que apresenta os temas e fornece alguns pos-
siveis caminhos a serem seguidos para o desenvolvimento dos conteddos nele inseridos. A maneira como
ele é trabalhado dia a dia em sala de aula, como é manipulado pelo aluno em seus estudos e pelo professor
ao organizar seu trabalho e ao propor formas de avaliagdo sdo componentes decisivos para a construcao do
conhecimento. E uma verdadeira engrenagem que precisa ser montada para que funcione:



AVALIAGAO

N

PROFESSOR

Figura: & DAE

Assim, precisamos analisar coma relacionar esses componentes e personagens!

Professor, aluno e atitudes

Como este € um manual destinado ao professor, propomos algumas reflexdes para que a construcao do
conhecimento resulte numa aprendizagem significativa para o aluno. Entendemos que outros topicos pode-
riam aqui ser incorporados pelo docente durante sua atividade. O que temos a seguir € uma proposta para
analise e discussao.

¢ O livro didatico de Matematica é uma referéncia; entretanto, o papel do professor é fundamental.
Sua postura deve estar ligada a ideia de facilitador, orientador e incentivador da aprendizagem. Sempre que
possivel, ele deve instigar o aluno e valorizar sua autonomia. Ao aluno, cabe o papel ativo na construcio

do conhecimento.

Ao considerarmos que o papel do aluno deve ser ativo, certamente teremos uma exigéncia bem maior do
professor, que devera saber ouvir e discutir impressées vindas do aluno. Na sala de aula, é recomendavel que as
carteiras ndo estejam sempre distribuidas em filas. As discussoes devem colocar o aluno lado a lado, para que
ele aprenda a ouvir e a defender seus argumentos.
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Nesta colecao, esses momentos podem ocorrer diante do que chamamos Questoes e reflexdes, apos a
leitura de um Texto na Matematica, com a verificacdo de respostas e procedimentos quando de Exercicios
propostos, na abertura e no fechamento da unidade e também no Explorando. Cabe ao professor, com sua
experiéncia, administrar o encaminhamento de tais atividades.

* Os conceitos matemdticos precisam, sempre que possivel, ser inicialmente trabalhados de forma
intuitiva, por meio de exemplos e boas questdes. Somente depois ¢ que serdo formalizados.

Quando abordamos as primeiras ideias de Geometria Analitica, nds, professores, podemos questionar os
alunos sobre o que é necessério saber para localizar um ponto na superficie terrestre. Apenas nesse questio-
namento acabamos envolvendo ndo apenas o aluno mas também outra drea do conhecimento: a Geografia.

Qutro exemplo seria o primeiro contato dos alunos com o tema fungdes. Podemos salicitar a eles que in-
formem a relacdo entre o nimero do calgado que utilizam e o tamanho dos seus pés. Estamos aqui diante do
conceito de funcdes.

* Vivenciar, sempre que possivel, alguns contetidos desenvolvidos.

Quando iniciamos o estudo de probabilidades, por exemplo, podemos levar para a sala de aula moedas,
dados, cartas de baralho, roletas, volantes de loteria esportiva, resultados da Mega-Sena e outros jogos conhe-
cidos, propondo questdes diversas.

Se 0 assunto é fungdo quadratica, podem-se levar para a sala de aula pedacos de barbante com 20 metros
de comprimento e solicitar que os alunos construam no chdo, utilizando esses fios, alguns retangulos com 20
metros de perimetro. Depois, pergunta-se a eles, por exemplo: Quais sao as medidas dos lados desses retan-
gulos e quais sdo suas respectivas areas? Em seguida, eles devern descobrir as medidas dos lados do retangulo
que apresenta a maior area possivel.

e Utilizar instrumentos tecnologicos, mesmo que para verificacao de resultados.

Independentemente do livro didatico, que ja sugere atividades nesse sentido, proponha outras com
a utilizacado de calculadoras. Quando o assunto estudado &, por exemplo, nimeros irracionais, podemos
pedir aos alunos que investiguem certas raizes quadradas com a calculadora, elevando os resultados ao
quadrado para verificarem entdo o que ocorre.

Se o assunto é Trigonometria, além dos exercicios e atividades propostos no livro devemos estimular os
alunos a sondar os valores das razdes trigopnométricas com o auxilio da calculadora.

Se o tema é Estatistica, podemos encaminhar atividades coletivas de construcdo de tabelas e gréfi-
cos, por exemplo, com o auxilio de planilhas eletrénicas. Nossos alunos estao inseridos numa sociedade
em gue o computador é de uso diario. Talvez tenham dificuldades para construir os gréaficos, dai o cara-
ter investigativo e o direcionamento para o trabalho em grupo, em que as trocas auxiliam na superacéo
das dificuldades esperadas.

* Propor leituras sobre a historia da Matematica, os personagens, 0s assuntos.

Em Textos na Matemdtica, propomos momentos de leitura. Mais uma vez, além desses textos, outros po-
dem ser selecionados e pesquisados pelo professor, que também pode solicitar que os proprios alunos pesqui-
sem a respeito. Se estiverem, por exemplo, trabalhando com Geometria Planga, eles podem pesquisar textos em
livros de histdria da Matematica sobre os ndmeros figurados ou sobre o método da exaustéo.

« Incentivar a curiosidade e o espirito de pesquisa dos alunos.

Boas questdes feitas por noés, professores, durante o desenvolvimento dos contetidos despertam
nos alunos a curiosidade. Se, por exemplo, estivermos abordando o plano cartesiano e citarmos Descar-
tes e Fermat, podemos solicitar que facam uma pesquisa sobre o Ultimo teorema de Fermat.



Outro exemplo: ao abordarmos a progressao geomeétrica, podemos questionar os alunos sobre fractais
e como obté-los. Uma simples pesquisa na internet serd suficiente para que eles deparem com imagens fan-
tasticas geradas por computador tendo como base a teoria dos fractais.

* Desaliar a capacidade resolutiva dos alunos.

Bons desafios geram boas e diferentes estratégias de resolucao. Muitas vezes, a forma como trabalha-
rmos em sala de aula, mesmo sem querer, estd viciada em procedimentos-padrio de resolucdo. Nao é raro
depararmos com raciocinios muitas vezes inimagindveis de nossos alunos. Como professores, ndo pode-
mos, independentemente dos contelidos estudados no livro didatico, deixar de lado desafios ludicos que
provoquemn positivamente os alunos, envolvendo-os cada vez mais. As sugestdes, dadas anteriormente
neste manual, de utilizar questdes da OBM e da OBMEP representam essa valorizacdo.

+ Estimular os alunos a observar o aspecto logico-dedutivo da Matematica.

No Ensino Médio, é necessario que enfatizemos em nossas aulas, sempre que possivel, que as “ver-
dades” matematicas necessitam de demonstracoes. Isso ndo precisa ficar restrito 8 Geometria, como
tradicionalmente ocorre.

Assim, no estudo das equacbes algébricas, por exemplo, a demonstracdo do teorema das raizes imaginarias,
acompanhando o gue o livro propde e discutindo rapidamente as passagens, deve merecer atencao dos alunos.

No estudo de logaritmaos, as propriedades operatadrias podem e devem ser justificadas passo a passo por
meio das propriedades conhecidas de potenciacéo.

« A Matematica e a cidadania devem caminhar juntas.

Entendemos que o ambiente da sala de aula deve ser concebido como uma comunidade ativa. Cada
aluno carrega uma historia de vida, algumas vezes feita de dificuldades e superacdes, outras totalmente
descompromissada e até alheia ao ambiente em construcao. Cada pessca tem suas proprias caracteristi-
cas. Somos diferentes fisicamente, temos gostos musicais diferentes, encaramos a vida de modo diferente,
nossas atitudes diante de uma situacdo que a vida nos impoe nao sao as mesmas. As pessoas tém expec-
tativas e sonhos que devem ser respeitados.

A Matemética representa uma ciéncia historicamente construida e necessita de um ambiente de sala
de aula adequado para que seja desenvolvida e auxilie a formacao do aluno como cidadao. Nesse sentido,
nossas aulas ndo podem estar ao largo dos acontecimentos e questdes sociais envolvendo aluno, escola
e comunidade como um todo.

As informacoes e noticias fazem parte do cotidiano e nos sao repassadas por meio de linguagens ma-
teméticas. Porcentagens, graficos e tabelas inundam a midia e precisam de conhecimentos matematicos
para uma analise critica, desejdvel em todo cidadao. A modelagem matematica, por exemplo, estd pre-
sente em diversas areas da atividade humana. A Matematica, portanto, precisa ser conduzida em nossas
aulas como um instrumento importante para a interpretacdao do mundo em sua diversidade de contextos.

Quando procuramos em nossas aulas propiciar a criacdo de estratégias diferentes diante da aborda-
gem de um assunto ou levamos o aluno a comprovar resultados, a justificar e a construir argumentos s6-
lidos, favorecendo sua criatividade e desenvolvendo um trabalho coletivo que respeite opinides diversas
das suas, estamos formando um cidadao critico.

Além desses procedimentos e atitudes que sugerimos acima - alguns dos quais possivelmente ja
presentes na rotina dos professores —, outros poderiam aqui ser elencados. Sao procedimentos que nao
exigem de nds, professores, grandes mudancas, mas alguns cuidados, algumas atitudes que certamente
trazem um maior envolvimento dos alunos, uma aula muito mais dindmica, em que eles sdo convidados a
fazer Matematica, em vez de simplesmente assistirem a alguém encenando Matematica.
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Professor, aluno e avaliacao

Durante muito tempo, a avaliacao dos alunos tinha a finalidade de medir seu desempenho. Por meic da
atribuicdo de notas, sua natureza era classificatdria. Nesse sentido, ela era utilizada para promover ou ndo o
aluno para a série seguinte. Atualmente entendemos que a avaliacdo nio pode ser reduzida a esse fim. E claro
gue essa maneira de pensar a avaliacdo esta ligada ao contexto histérico em que era empregada. Sendo assim,
vamos examinar diferentes ideias sobre a avaliacdo.

Usaremos como referéncia o livro Avaliacdo e Fducacdo Matemdtica, de Paulo Abrantes, para observar dife-
rentes concepcoes de avaliacao assumidas ao longo do tempo. Caso o professor gueira, no fim deste manual
recomendamos outras abras para o estudo do tema.

Avaliacao como medida

Considerando o ensino associado a transmisséo de conhecimentos (o professor falando e escrevendo
no quadro), a aprendizagem ¢ interpretada como a capacidade que o aluno possui de reproduzir o que lhe
foi passado. Temos ai uma concepgio de aprendizagem fortemente ligada 2 memorizacao. Nesse caso, a
énfase é no resultado, e diferentes formas de aprender nao sao levadas em consideracao. Essa perspectiva
de avaliacao, denominada avaliacao como medida, pressupoe que se pode medir e exprimir por meio de
uma nota a aprendizagem do aluno. Essa nota (medida), por sua vez, ¢ comparada & média das notas da
turma a qual o aluno pertence, classificando-o em relacao a sua turma.

A avaliacdo como medida ocorre apos certo numero de aulas ou certa quantidade de conteudos
desenvolvidos. Caso o aluno tenha uma nota baixa, a responsabilidade de modo geral recai sobre ele
mesmo. Imediatamente sao levantadas justificativas para tal desempenho: falta de interesse do aluno,
pouca capacidade de entendimento, dentre outras. Nessa perspectiva de avaliacao, a parcela de res-
ponsabilidade do professor praticamente nio ¢ considerada. Essa ¢ uma perspectiva danosa a formacao
dos alunos, pois a avaliacdo nio permite compreender o modo como o aluno entendeu determinado
contetido, o que inviabiliza ajustes no modo de ensinar.

ABRANTES, Paulo. Avaliacdo ¢ Educacdao Matemadtica. Rio de Janeiro: MEM/USU-Gepem, [19952]. p. 11-12.

(Reflexdes em Educacio Matematica).

Avaliacao como distancia

Associar a avaliacao a uma medida levou, a certa altura, a uma preocupacio com o rigor e a
objetividade. Procuravam-se instrumentos que medissem os conhecimentos dos alunos de um modo
“rigoroso” e independente da subjetividade da pessoa que decide, nomeadamente do professor.

[-.]

Uma das consequéncias, em termos de avaliacio, era deixar de considerar o modelo do professor
e tomar como referéncia um conjunto de objetivos previamente definidos. As questoes dos testes eram
preparadas com base em matrizes de objetivos-contetdos, isto ¢, tabelas de duas entradas nas quais uma
das dimensoes continha uma sequéncia dos topicos do programa e a outra se referia aos niveis do dominio
cognitivo da taxonomia de Bloom. O resultado da avaliacao passava a ser encarado como uma medida de
distincia entre a resposta do aluno e o objetivo.

ABRANTES, [1993?]. p. 12.

Essa forma de avaliar ficou conhecida como avaliagao por objetivos, que surgiu tendo como preo-
cupacao o rigor e a objetividade, ista é, procuravam-se instrumentos que medissem as conhecimentos
dos alunos mais rigorosamente, independentemente da subjetividade do professor. Com base na avalia-
cao por objetivos, duas novas formas de avaliacdo apareceram: avaliacdo de diagnéstico e avaliacao
formativa.

A avaliacdo de diagndstico (expressao usada por Paulo Abrantes) tinha como finalidade verificar se
o aluno tinha ou ndo os pré-requisitos necessdrios para aprender os préximos tépicos do programa.



Quanto a avaliacao formativa, ela ocorria durante o processo de ensino e aprendizagem e tinha como
meta detectar se os alunos estavam ou nao prontos para “atingir os objetivos” que tinham sido previa-
mente estabelecidos. Se o resultado apontasse que eles ndo estavam prontos, atividades de remediacéo
(recuperacao) lhes eram encaminhadas. Nessa forma de avaliar, curtos periodos de ensino eram seguidos
por momentos formais de avaliacao. Tanto a avaliacao formativa como a de diagndstico estao ligadas a
avaliacao como distancia.

Avaliacao como interpretacao

De acordo com uma nova visao de aprendizagem, ndo ¢ importante apenas a correcao ou incorre¢ao
das respostas do aluno numa dada prova de avaliacao mas também os processos que o levam a produ-
zir essas respostas. Mais do que controlar, a funcao do prolessor ¢ interpretar, identificar problemas,
gerar hipoteses explicativas. Mais do que medir o desvio em relagio a comportamentos previamente
determinados, importa compreender as razoes do erro. O erro € uma fonte de informacio essencial e
nio algo a ser tratado de um modo contabilistico ou que apenas se pretende evitar enquanto “com-
portamento observavel”. Se estamos doentes, nao ficamos satisfeitos com um tratamento imediato que
esconda os sintomas; queremos descobrir as causas da doenca.

ABRANTES, [19957]. p. 14.

Conforme a citagdo acima sugere, a avaliacdo como interpretagdo é continua, ocorrendo durante
o processo de ensino e aprendizagem, e tem uma estreita ligacdo com esse processo. A preocupacao
principal nessa perspectiva de avaliar ndo é a medida que indica a distancia em relacdo ao modelo
estabelecido pelo professor ou ditado por aqueles comportamentos previamente estabelecidos como
corretos ou esperados.

Acreditamos cada vez mais na avaliacdo como interpretacao, por considera-la muito mais que uma
simples medida. Por meio dela, podemos, como professares, obter indicios do desenvolvimento do
aluno na aquisicao e no dominio de conceitos e procedimentos matematicos. A avaliacao, desse modo,
nao pode se resumir a uma prova — uma so forma de avaliar. Aspectos como participacdo durante as
aulas, colaboracao nas atividades, comportamentos e posicionamentos nas atividades em grupo, quan-
do devidamente observados, podem fornecer fortes indicios sobre o real desenvolvimento dos alunos.
Acreditamos em uma avaliacdo em que o objetivo central esteja ligado a dimensao educativa.

Ndo é apenas o aluno que estad sendo avaliado. Mais que tudo isso, o ensino organizado por nos,
professores, também estd sendo avaliado. Resumindo, a forma de avaliacdo que concebemos inclui:

» momentos diferentes de avaliacao (ndo apenas uma prova);

» formas diversas de avaliar (individualmente, em grupo, coletivamente};

= varios instrumentos (provas dissertativas, testes, pesquisas, comentarios sobre leituras etc));
» autoavaliacdo do aluno (o que permite reconhecer possiveis dificuldades a serem sanadas);

= observacges continuas dos alunos no processo como um todo (atitudes, intervencoes orais, desen-
volvimento de pequenas tarefas etc);

= discussao com os alunos sobre as formas de avaliacao que serdo consideradas.

Discutir anteriormente com os alunos as formas de avaliacao reforca a participacao deles. Problemas
do cotidiano da sala de aula, como a indisciplina, também devem ser colocados para a turma nesse
momento como parte de um processo. As chamadas “regras do jogo" devem ser claras e cumpridas
pelas duas partes, sob pena de surgirem incoeréncias e um desenvolvimento do trabalho bem aquém
do desejével.

Manual do Professor

25




Falamos acima da necessidade de autoavaliacdo. Naturalmente, é preciso que 0s alunos saibam fazé-la.
No fim de cada unidade da colecéo, sugerimos em Algumas conclusdes questoes que podem ser utilizadas
para verificar conceitos principais trabalhados. Além disso, propomos a seguir outras questdes relaciona-
das a esse tipo de avaliacao, e ndo apenas a assimilacdo de conteldos.

Em relacao as minhas atitudes
1. Nas atividades individuais gue foram propostas para eu realizar, como me situo?

( ) Realizei com empenho.
( ) Poderia ter me empenhado mais.
( ) Simplesmente ndo tomei conhecimenta.

( ) Outro:

2. Nas atividades em grupo que foram propostas, como foi meu comportamento?

( ) Participei ativamente.
( ) Poderia ter me envolvido mais.
( ) Em nada contribuf para a realizacdo da atividade.

( ) Qutro:

3. Quando em sala de aula, diante de uma duvida, de que maneira me classifico como aluno?

( ) Procuro questionar.
( ) Deixo para depois, pois acredito que naturalmente essa divida sera sanada.
( ) Omito-me, pois perguntar em sala de aula so atrapalha.

( ) Outro:

4, Quando em sala de aula um colega emite urmna opinido, de que modo me posiciono?

( ) Simplesmente me omito.
{ ) Acho que a opinido dele nao deve ser considerada.
( ) Procuro refletir sobre a opinido dele e, as vezes, emito a minha.

( ) Outro:

5. Emrelacio aquelas questdes mais dificeis que sdo propostas como forma de desafio, qual é meu compor-
tamento?

( ) Nao tenho a minima curiosidade de resolver.
( ) Gosto de buscar a solucdo, mesmae que nao consiga.

( ) Procuro identificar minhas dificuldades para eliminé-las, retomando contetido ja estudado ou soli-
citando ajuda do professor.

( ) Outro:

Observacao: Outras questdes podem ser elaboradas e acrescentadas tanto pelo professor quanto
pelos alunos. Fornecemos aqui apenas algumas sugestées.




Em relagao aos contetdos trabalhados
1. Quando o professor deu explicagdes, como me comportei?

( ) Nao prestei total atencao as explicagdes dadas.
( ) Poderia ter prestado rnais atencao e participado fazendo mais perguntas.

( ) Prestei muita atencao e participei emitindo opinides e fazendo perguntas pertinentes.

{ ) QOutro:
2. Sobre a dificuldade de compreensao dos contelidos, como os classifico?

( ) O contetdo é muito dificil.

( ) O conteudo é facil, mas tenho dificuldade em compreender.

( ) O conteudo é facil e ndo apresento dificuldade em compreender.

( ) Qutro:

3. Quais foram os exercicios em que nao apresentei dificuldades para resolver e fiz individualmente
sem nenhuma ajuda?

4. Quais foram os exercicios que resolvi com o auxilio de um colega ou outra pessoa?

5. De quais assuntos da unidade necessito fazer alguma retomada?

Observacao: Outras questées podem ser elencadas pelo professor e pelos alunos.

E claro que essa autoavaliacdo deve ser um instrumento muito bem discutido. Mencionamos ape-
nas algumas das possiveis questdes para compor esse processo. Outras podem se mostrar também
interessantes. Nao temos duvida em afirmar que os professores se encontram em melhor posicao para
verificar aprendizagens e julgar o progresso dos alunos quando contam com a contribuicdo destes
para a composicao do resultado final do processo de avaliacao.

Com essas consideracdes, queremos pontuar que existem diferentes formas de avaliar e que nao
podemos deixar de pensar e discutir a avaliacao.

No inicio desta discussdo sobre a avaliacao, apresentamos textos de Paulo Abrantes. Em seu estudo,
ele utilizou uma pesquisa realizada por um grupo de pesquisadores, traduzida para a lingua portuguesa
coma Noermas para a avaliacdo em Matemdtica escolar. Segundo o documento, pensar em mudangas na
avaliacdo nao deve excluir a necessidade de outras mudancas interligadas:

* Quanto aos contetdos. A mudanca deve seguir em direcdo a uma variedade rica de tdpicos ma-
temaéticos e situacoes problematicas.
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+ Quanto a aprendizagem. A mudanca a ser planejada deve caminhar em direcdo a problemas de inves-
tigacdo, deixando para tras a repeticao e a memorizacao.

+ Quanto ao ensino. A direcao desejada é aquela em gue o papel do professor deixa de ser o de simples
‘dizer" e passa a ser o de “questionar e ouvir”.

* Quanto a avaliacdo. A mudanca na visdo de avaliacdo deve se voltar a um sisterna baseado em evidéncias
provenientes de fontes multiplas, abandonando a confianca nos resultados de um teste Unico, e ao re-
conhecimento dos julgamentos profissionais dos professores, deixando para tras o uso exclusivo de evidén-
cias de origem externa.

Mencionamos esses topicos para que nossa perspectiva de avaliacdo contemple conteudos, apren-
dizagem e ensino. S&do necessarias profundas e frequentes discussdes a respeito de avaliacdo que nao
podem ficar restritas a um momento, a uma forma ou apenas ao conteudo.

4. Referéncias

Dividimos as referéncias em tépicos com o objetivo de facilitar possiveis e recomendaveis pesquisas.
Algumas destas obras poderiam pertencer a mais de um tdpico. Sao leituras que certamente remeterac o
professor a outras referéncias. Além disso, nos sites de busca podemos conhecer outras obras. Diversos sao
05 grupos em nosso pais pesquisando o ensino e a aprendizagem da Matemética. Teses de doutorado e
dissertacoes de mestrado também sdo encontradas facilmente.

Ainda que nosso trabalho como professor demande uma boa carga horéria semanal, precisamos cada
vez mais refletir sobre o que fazemos. Isso pode ser feito com a leitura critica do que outras pessoas estao
produzindo sobre avaliacdo em Matematica, histéria da Matemética e, de modo geral, ensinc e aprendiza-
gem da Matematica.

Boa leitural

Avaliacao
Embora neste manual ja tenhamos abordado o assunto, a avaliacdo emn Matemdtica precisa ser continuamente

discutida e estudada. Elencamos a sequir algumas referéncias, incluindo a obra de Abrantes citada anteriormente,
um trabalho interessantissimo que gerou varias pesquisas.

ABRANTES, Paulo. Avaliacdo e Educagdo Matemdtica. Rio de Janeiro: MEM/USU-Gepem, [19957]. (Reflexdes
em Educagdo Matematica). Disponivel em: <www.ime.usp.br/~iole/GEN5711/Avalia%E7%E30%20e%20Educa
Matem%E1tica%20Paulo%20Abrantes.pdf>. Acesso em: 16 fev. 2016.

BALLESTER, Margarida et al. Avaliacdo como apoio d aprendizagem. Porto Alegre: Artmed, 2003. (Ino-
vacao Pedagdqgica).

MORAES, Cesar Augusto do Prado. Avaliacdo em Matemdtica: pontos de vista dos sujeitos envolvidos na
Educacdo Basica. Jundiai/SP: Pacto Editorial, 2012.

PERRENOUD, P. et al. As competéncias para ensinar no século XXI: a formacédo de professores e o desa-
fio da avaliacdo. Sao Paulo: Artmed, 2002.

SANTOS, Vania Maria Pereira dos (Coord./Org.). Avaliacéo de aprendizagem e raciocinio em Matemdti-
ca: métodos alternativos — Projeto Fundao. Rio de Janeiro: Instituto de Matematica (UFRJ), 1997.

VALENTE, Wagner Rodrigues (Org.). Avaliagdo em Matemdtica: histdria e perspectivas atuais. Campinas/SP:
Papirus, 2008.



Sugestao inicial: Avaliacdo em Matemadtica: histdria e perspectivas atuais

Sinopse extraida do livro:

O livro percorre o trajeto seguido pela avaliacdo escolar em Matematica no pais desde os tempos do
Brasil Império até os mais recentes exames promovidos por orgios oficiais.

Os resultados de pesquisas deste grupo de autores permitem ao leitor conhecer os processos e as
modificacées ao longo do tempo dos exames preparatorios — ritual de passagem que faz parte da histéria
de nosso ultimo século. A obra também faz uma reflexao sobre as praticas pedagogicas evidenciadas
pelas provas de admissao no ensino secundario, desde a época de sua instituicdo até sua extingdo na
década de 1970. Além disso, traz uma analise das concepcoes docentes a respeito desse tema — causa de
tanta controvérsia entre professores e alunos — e, finalmente, discute exames como Saeb, Enem, Provao
e Sinaes, apontando novas perspectivas para a avaliagao escolar em Matematica.

Formacao do professor

A formacao do professor passa, antes de qualquer coisa, por seu interesse em participar continuamen-
te de discussdes. Ela ndo pode ser resumida a leitura de uma ou outra obra, de um ou outro artigo. Precisa
ser discutida. Sabemos da dificuldade, muitas vezes, da participacao em encontros de discussido sobre
nossa profissao, sobre a Matematica escolar, seu ensino e aprendizagem. Por isso, uma motivacao para
ampliacées futuras de estudos pode estar nestas leituras:

ALMEIDA, Maria Isabel de. O sindicato comao instancia formadora dos professores: novas contribuicoes ao de-
senvolvimento profissional. Tese (Doutorado) - FE-USP. Sao Paulo, 1999.

CURY, Helena Noronha. Formacgdo de professores de Matemdtica: uma visdo multifacetada. Porto Ale-
gre: EDIPUCRS, 2001.

CURY, Helena Noronha; VIANNA, Carlos Roberto (Orgs.). Formacdo de professores de Matemdtica: refle-
x6es e propostas. Santa Cruz do Sul/RS: IPR, 2012,

FIORENTINI, Dario (Org.). Formacdo de professores de Matemdtica: explorando novas caminhos com
outros olhares. Campinas/SP: Mercado de Letras, 2003.

LIMA, Maria Socorro Lucena. A formacdo continua do professor nos caminhos e descaminhos do desen-
volvimento profissional. Tese (Doutorado) — FE-USP. Sao Paulo, 2001.

Sugestao inicial: Formacédo de professores de Matemdtica: explorando novos caminhos com
outros olhares

Sinopse extraida do livro:

Os educadores matematicos constituem um dos grupos profissionais que mais procuram se
aventurar por novos caminhos e com outros olhares em relacdo a formacdo do professor, aos seus
saberes e a sua pratica docente.

O leitor vera, nesta obra, que a tentativa de utilizar as tecnologias de informacao e comunicacio
na formacao de professores e no ensino de Matematica, em um ambiente de trabalho reflexivo e
investigativo, pode trazer mudancas profundas a formacio e a cultura docente.

As reflexoes e estudos deste livro, produzidos sob a concepcao da [ormacao docente como um
processo continuo, sempre inconcluso e mediado por praticas reflexivas e investigativas, trazem
subsidios teoricos e priticos a formacao inicial do professor de Matematica e ao desenvolvimento
de seu conhecimento profissional.
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Préxima sugestao: Formacdo de professores de Matemdtica: reflexdes e propostas

Sinopse extraida do livro:

Neste livro, docentes de cursos de formacao de professores de Matematica, de instituigdes publicas
e particulares, de varias regioes do Brasil, expoem suas praticas na docéncia e suas ideias sobre o que
pode ser [eito para modificar os curriculos de Licenciatura em Matematica. A diversidade de disci-
plinas e de metodologias abordadas pode contribuir para o aproflundamento dos debates que ja vém
sendo desenvolvidos, em documentos oficiais ou em f[éruns de licenciaturas, sobre as reformulacoes

curriculares nessa area.

Historia da Matematica

As obras abaixo listadas representam fontes de consulta. Nao ha necessidade de uma leitura ininter-
rupta. Assim, por exemplo, quando iniciamos determinado assunto, é interessante buscar nestas fontes
algumn texto que possa ser utilizado em sala de aula ndo apenas como apoio, mas também como forma de
levar o aluno & compreensdo da Matematica como uma ciéncia historicamente construida.

BOYER, Carl B. Histdria da Matemdtica. 2. ed. Tradugdo de Elza F. Gomide. Sdo Paulo: Edgard Bllcher/
Edusp, 1996.

COLECAQ Tépicos de Histdria da Matematica para Uso em Sala de Aula. Varios autores. Sao Paulo: Atual, 1993.

EVES, Howard. Introducdo a histdria da Matemdtica. Traducdo de Hygino H. Domingues. Campinas/SP:
Editora da Unicamp, 2004.

HOGBEN, Lancelot. Maravilhas da Matemdtica. Porto Alegre: Globo, 1958.

IFRAH, Georges. Histdria universal dos algarismos: a inteligéncia dos homens contada pelos nimeros e
pelo calculo. Rio de Janeiro: Nova Fronteira, 1997. Tomos 1 e 2.

Sugestao de consulta: Introducdo a histéria da Matemdtica

Sinopse extraida do livro:

Nesta obra classica, Howard Eves narra a historia da Matematica desde a Antiguidade até os
tempos modernos. Este livro é um verdadeiro curso de Matematica, detendo-se no exame de obras
importantes — sem se limitar as pequenas historias, notas biograficas e amenidades. Alguns capitulos
sdo introduzidos por panoramas culturais da época abordada. Uma das obras mais completas da area
da histéria da Matematica, pode ser utilizada por estudantes e professores tanto de Matematica quanto
de Historia ou Educacio.

Conhecimentos matematicos
CARACA, Bento de Jesus. Conceitos fundamentais de Matemdtica. Lisboa: Sa da Costa, 1951.

COLECAQ do Professor de Matemética. Varios autores. Rio de Janeiro: Sociedade Brasileira de Matema-
tica (SBM), 2006. 12 volumes.

COURANT, Richard; ROBBINS, Herbert. O que é Matemdtica? Rio de Janeiro: Ciéncia Moderna, 2000.
DIEUDONNE, Jean. A formacdo da Matemdtica contempordnea. Lisboa: Publicacées Dom Quixote, 1990.

HERSH, Reuben; DAVIS, Philip J. A experiéncia matemdtica. Traducao de Jodo Bosco Pitombeira. Rio de
Janeiro: Francisco Alves, 1986.

LIMA, Elon Lages et al. A Matemditica do Ensino Médio. Rio de Janeiro: Sociedade Brasileira de Matematica (SBM),
2006. 3 volumes. (Colecao do Professor de Matematica).



Sugestao de estudos: A experiéncia matemdtica
Sinopse extraida do livro:
Em quatro milénios, uma grande quantidade de material, conhecido como Matematica, evoluiu

e tornou-se ligado, de varias maneiras, a nossa vida diaria. Qual ¢ a natureza da Matematica? Qual o

seu significado? Quais as suas preocupacoes? Qual a sua metodologia? Como ¢ criada e usada?

Bem significativamente, foram [eitas poucas tentativas por pesquisadores matematicos para escrever so-
bre sua ciéncia de uma maneira interessante e compreensivel pelo publico em geral. Reconhecendo que sua
propria fascinacao com o significado e objetivo da Matemitica é ainda mais forte do que sua fascinacao com a
producao real de Matematica, os autores oferecem uma viagem pessoal estimulante desta ciéncia e examinam
o complexo de fatores que determina sua estrutura e aplicagdes.

Observacao

Essa obra engloba conhecimentos matematicos, além de histéria e filosofia da Matematica.

Outras leituras sobre a Matematica

As indicacoes a seguir representam leituras intrigantes e curiosas sobre conteldos, emprego pratico
da Matematica e aspectos da histéria dessa ciéncia. A linguagem adotada pelos autores, algumas vezes,
segue a dos romances de ficcao. Alguns desses livros nao sao indicados apenas para nds, professores, mas
também para nossos alunaos.

ALDER, Ken. A medida de todas as coisas: a odisseia de sete anos e o erro encoberto que transforma-
ram o mundo. Rio de Janeiro: Objetiva, 2003.

ATALAY, Bulent. A Matemdtica e @ Mona Lisa: a confluéncia da arte com a ciéncia. Traducao de Méario
Vilela. Sdo Paulo: Mercuryo, 2007.

BARDI, Jason Sacrates. A guerra do cdlculo. Traducao de Aluizio Pestana da Costa. Rio de Janeiro:
Record, 2008.

BELLOS, Alex. Alex no Pais dos Nimeros: uma viagem ao mundo maravilhoso da Matematica. Tradu-
cédo de Berilo Vargas e Claudio Carina. Sdo Paulo: Companhia das Letras, 2011.

BENNETT, Deborah J. Aleatoriedade. Traducao de Waldéa Barcellos. Sdo Paulo: Martins Fontes, 2003.

BERLINSKI, David. O advento do algoritmo: a ideia que governa o mundo. Traducédo de Leila Ferreira
de Souza Mendes. Sdo Paulo: Globo, 2002.

BESSON, Jean-Louis (Org.). A ilusdo das estatisticas. Tradugdo de Emir Sader. Sao Paulo: Editora Unesp, 1995.
DEVLIN, Keith. O instinte matemdtico. Traducao de Michelle Dysman. Rio de Janeiro: Record, 2009.
. O gene da Matemdtica. Traducdo de Sergio Moraes Rego. Rio de Janeiro: Record, 2004.

DEWDNEY, A. K. 20 000 léguas matemditicas: um passeio pelo misterioso mundo dos nimeros. Tradu-
cao de Vera Ribeiro. Rio de Janeiro: Jorge Zahar, 2000.

ELLENBERG, Jordan. O poder do pensamento matemdtico: a ciéncia de como néo estar errado. Tradugéo de
George Schlesinger. Rio de Janeiro: Zahar, 2015.

ENZENSBERGER, Hans Magnus. O diabo dos numeros. Traducao de Sérgio Tellaroli. Sao Paulo: Compa-
nhia das Letras, 1997.

GARBI, Gilberto G. O romance das equacgdes algébricas. Sdo Paulo: Makron Books, 1997.
GRANGER, Gilles Gaston. O irracional. Traducao de Alvaro Lorencini. Sdo Paulo: Editora Unesp, 2002.
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GUEDJ, Denis. O teorema do papagaio. Traducao de Eduardo Brandao. Sao Paulo: Companhia das Letras,
1999,

KAPLAN, Robert. O nada que existe: uma histdria natural do zero. Tradugao de Laura Neves. Rio de Ja-
neiro: Rocco, 2001.

LIVIO, Mario. Razdo durea: a histéria de fi, um namero surpreendente. Tradugao de Marco Shinobu Mat-
sumura. Rio de Janeiro: Recard, 2006.

MAOR, Eli. e: a hist6ria de um ndmero. Traducao de Jorge Calife. Rio de Janeiro: Record, 2003.
MLODINOW, Leonard. A janela de Euclides: a historia da Geometria — Das linhas paralelas ao hiperespa-
co. Traducao de Enézio de Almeida. Sao Paulo: Geracao Editorial, 2004,

SINGH, Simon. O dltimo teorema de Fermat: a historia do enigma que confundiu as maiores mentes do
mundo durante 358 anos. Traducdo de Jorge Luiz Calife. 2. ed. Rio de Janeiro: Record, 1998.

Sugestao inicial: O poder do pensamento matemdtico: a ciéncia de como nao estar errado

Sinopse extraida do livro:

“Quando sera que eu vou usar isso?” Essa ¢ a classica pergunta de nove entre dez alunos as voltas
com cilculos, formulas e equacoes. Para muitos, de fato, a Matematica que aprendemos na escola ¢ algo
totalmente abstrato, muito distante do mundo pratico e real. O matematico Jordan Ellenberg nos mostra,
porém, que a Matematica esta em todo lugar e se relaciona com questdes do nosso cotidiano. Munidos dos
instrumentos matematicos adequados, podemos saber o verdadeiro significado de informacées que antes
consideravamos inquestionaveis.

[...]

Com rigor e irreveréncia, Ellenberg aborda os mais variados assuntos para explicar de modo simples
e claro os conceitos mais complicados. Nada escapa desse amplo mosaico: o resultado das eleicoes presi-
denciais, o futuro da obesidade, a pintura renascentista italiana, o que o Facebook sabe (e o que ele nao
sabe) a seu respeito e até mesmo a existéncia de Deus.

Ensino e aprendizagem da Matemadtica

Acreditamos que estas referéncias também podem ser utilizadas para a formacdo do professor de
Matematica. Indicamos obras de pesquisadores preocupados com o ensino e a aprendizagem dessa dis-
ciplina, relacionadas & drea denominada Educacdo Matematica. Em cada um destes livros outras obras séo
indicadas sobre assuntos diversos voltados a essa drea de pesquisa

BICUDO, Maria Aparecida Viggiani (Org.). Pesquisa em Educacdo Matemdtica: concepcdes e perspecti-
vas. S&o Paulo: Editora Unesp, 1999,

BORBA, Marcelo de Carvalho; PENTEADO, Mirian Godoy. Informdtica e Educacdo Matemdtica. Belo Hori-
zonte: Auténtica, 2001. (Tendéncia em Educacao Matemaética).

BRITO, Mércia Regina Ferreira (Org.). Solucdo de problemas e Matemditica escolar. Campinas/SP: Alinea, 2006.

CHEVALLARD, Yves; BOSCH, Marianna; GASCON, Josep. Estudar Matemditicas: o elo perdido entre o en-
sino e a aprendizagem. Traducéo de Daisy Vaz de Moraes. Porto Alegre: Artmed, 2001.

D’AMBROSIO, Ubiratan. Da realidade a acdo: reflexdes sobre Educacdo Matematica. Sao Paulo: Sum-
mus/Campinas/SP: Unicamp, 1986.

FIORENTINI, Dario; MIORIM, Maria Angela (Orgs.). Por trds da porta, que Matemdtica acontece? Campi-
nas/SP: FE-Unicamp/Cempem, 2003.



FONSECA, Maria da Conceicao Ferreira Reis (Org.). Letramento no Brasil: habilidades matematicas. Sao
Paulo: Global, 2004.

FOSSA, John A. (Org.). Facetas do diamante: ensaios sobre Educacao Matemética e histéria da Matema-
tica. Rio Claro/SP: Editora da SBHMat, 2000.

GIARDINETTO, José R. Boettger. Matematica escolar e Matemdtica da vida cotidiana. Campinas/SP: Au-
tores Associados, 1999. (Polémicas do Nosso Tempao).

MATOS, José Manuel: SERRAZINA, Maria de Lurdes. Diddctica da Matemdtica. Lisboa: Universidade
Aberta, 1996.

POLYA, George. A arte de resolver problemas. Traducao de Heitor Lisboa de Aradjo. Rio de Janeiro: Inter-
ciéncia, 1995.

PONTE, Joao Pedro da; BROCARDO, Joana; OLIVEIRA, Hélia. Investigacdes matemdticas na sala de aula.
Belo Horizonte: Auténtica, 2003. (Tendéncias em Educacao Matematica).

Sugestao inicial: Investigacées matemadticas na sala de aula
Sinopse extraida do livro:

No Dicionario Aurélio, investigar significa: fazer diligéncias para achar, pesquisar, indagar, inquirir, exa-
minar com atencdo, esquadrinhar. E o que trata este livro, onde os autores, todos portugueses, abordam as
investigacdes matemdticas e sua importancia no ensino e no aprendizado de professores e alunos.

Diversos estudos em educacdo mostram que investigar constitui uma poderosa forma de cons-
truir conhecimento, e em numerosas experiéncias ja empreendidas com o trabalho investigativo os
alunos tém mostrado um grande entusiasmo pela Matematica. Desse modo, investigar nao representa
obrigatoriamente trabalhar com problemas dificeis. Significa, pelo contrario, trabalhar com questoes
que nos interpelam e que se apresentam no inicio de modo confuso, mas que procuramos clarificar
e estudar de modo organizado.

Sitesrecomendados

Indicamos a sequir alguns enderecos eletranicos que podem ser utilizados pelos professores em sua formacéo
continuada, no estudo da érea de Educacdo Matemaética, para verificar as pesquisas voltadas a histéria da Matema-
tica e as reflexdes sobre conteldos e procedimentos.

<www.mathema.com.br>: diversas sugestoes e reflexdes envolvendo o ensino da Matematica.
<www.obmep.org.br>: provas resolvidas da Olimpiada Brasileira de Matemndtica das Escolas Publicas.
<www.obm.org.br>: provas resolvidas da Olimpiada Brasileira de Matermatica.
<www.edumatec.mat.ufrgs.br>: atividades com uso de tecnologias de informatica.

<www.sbem.org.br>: acesso a grupos de trabalhos e pesquisas, e calendario sobre eventos da Sociedade
Brasileira de Educacido Matematica (Sbem).

<www.cabri.com: acesso a uma comunidade virtual sobre a utilizacdo do Cabri na Geometria.
<www.shembrasil.org.br>: acesso a Educacdo Matematica em Revista.
<www.rbhm.orgbr>: acesso a Revista Brasileira de Histdria da Matematica (RBHM).

<http://revistas.pucsp.br/femp>: acesso a Educacdo Matemdtica Pesquisa — Revista do Programa de Estudos
Pés-Graduados em Educacao Matematica da PUC-SP.

Acessos em: 19 mai. 2016.
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5. Uma reflexao sobre o ensino e a aprendizagem

O professor Ubiratan D'’Ambrosio é conhecido por sua intensa dedicacao as questdes voltadas ao en-
sino e a aprendizagem de Matematica. Alguns de seus artigos falam sobre a questao da formacdo do pro-

fessor. No artigo "Formacao de professores: o comentarista critico e o animador cultural” (procure acessar),
ele escreveu:

O professor do [uturo sera valorizado pela sua acao como animador cultural e comentarista critico.

O professor que vé sua missao como ensinador de um contetudo disciplinar tem seus dias contados
e rapidamente sera substituido por um video ou um CD-ROM ou alguma nova peca de tecnologia
ainda em desenvolvimento.

D'AMBROSIO, Ubiratan. Formacao de professores: o comentarista critico e 0 animador cultural.
Disponivel em: <https:/fsites google. com/site/etnomath/14>. Acesso em: 16 fev. 2016.

Nesse mesmo artigo, Ubiratan D'’Ambrosio faz uma extensa e importante reflexao sobre a formacao do
professor. Ja no inicio, podemos encontrar um pegueno texto escrito por Helen Buckley, que reproduzimos
como um ponto de partida para agueles que querem refletir mais sobre nossa profissao:

Era uma vez um menino bastante pequeno que contrastava com a escola bastante grande. Uma manha,
a professora disse:

— Hoje nos iremos fazer um desenho.

“Que bom!”, pensou o menininho. Ele gostava de desenhar ledes, tigres, galinhas, vacas, trens e barcos...
Pegou a sua caixa de lapis de cor e comecou a desenhar. A professora entio disse:

— Esperem, ainda ndo € hora de comecar! — Ela esperou até que todos estivessem prontos.

— Agora — disse a professora — nos iremos desenhar {lores.

E o menininho comecou a desenhar bonitas flores com seus lapis rosa, laranja e azul. A professora disse:

— Esperem! Vou mostrar como [azer. — E a flor era vermelha com caule verde. — Assim — disse a pro-
fessora — agora vocés podem comecar.

O menininho olhou para a flor da professora, entio olhou para a sua flor. Gostou mais da sua flor, mas
nio podia dizer isso... virou o papel e desenhou uma flor igual a da professora. Era vermelha com caule verde.

Num outro dia, quando o menininho estava em aula ao ar livre, a professora disse:
— Hoje nos iremos fazer alguma coisa com o barro.
“Que bom!”, pensou o menininho.

Ele gostava de trabalhar com barro. Podia fazer com ele todos os tipos de coisas: elefantes, camundon-
gos, carros e caminhoes. Comecou a juntar e amassar a sua bola de barro.

Entio, a professora disse:

— Esperem! Nio ¢ hora de comecar! — Ela esperou até que todos estivessem prontos. — Agora — disse
a professora — nos iremos fazer um prato.

“Que bom!”, pensou o menininho. Ele gostava de fazer pratos de todas as formas e tamanhos.
A professora disse:

— Esperem! Vou mostrar como se faz. Assim, agora vocés podem comecar.



E o prato era um prato fundo. O menininho olhou para o prato da professora, olhou para o préprio
prato e gostou mais do seu, mas ele nao podia dizer isso. Amassou seu barro numa grande bola novamente
e fez um prato fundo, igual ao da professora.

E muito cedo o menininho aprendeu a esperar e a olhar e a [azer as coisas exatamente como a pro-
fessora. E muito cedo ele nio fazia mais coisas por si proprio. Entdo aconteceu que o menininho teve que
mudar de escola. Essa escola era ainda maior que a primeira.

Um dia a professora disse:
— Hoje nos vamos fazer um desenho.

“Que bom!”, pensou o menininho e esperou que a professora dissesse o que fazer. Ela nao disse. Apenas
andava pela sala.

Entdo veio até o menininho e disse:

— Vocé nao quer desenhar?

- Sim, e 0 que € que nos vamos fazer?
— Eu ndo sei, até que voce o faca.

— Como eu posso fazé-lo?

— Da maneira que vocé gostar.

— E de que cor?

— Se todo mundo fizer o mesmo desenho e usar as mesmas cores, como eu posso saber o desenho de
cada um?

— Eu ndo sei... — E entdo, o menininho comecou a desenhar uma flor vermelha com caule verde...

InD’AMBROSIO, Ubiratan. Formagao de professores: o comentarista critico e o animador cultural.
Disponivel em: <https:fsites.google comisite/etnomath/1 4. Acesso em: 16 fev. 2016.

Boas reflexdes diante dessa atividade humana cuja grande finalidade é formar um cidadao com autonomia.

Suryara Bernard]
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Parte Especifica - volume 2

Abordaremos aqui os contelidos que compdem o Volume 2 desta colecdo de Matemética para o Ensino
Meédio, descrevendo como estao articulados os capitulos na unidade, as secoes e também como compreende-
mos as possibilidades de encaminhamento de seus contelidos. Algumas vezes, falaremos dos objetivos a serem
conquistados nessa proposta; outras, faremos observagdes de carater pratico, apontando sugestdes e alertando
para cuidados a serem tomados quando de certos desenvolvimentos tedricos.

Unidade 1 - Matematica Financeira

1. Proporcao e Resolver situagdes-problema relacionadas ao célculo
porcentagem com proporgoes e porcentagem.
Compreender o calculo de juro simples e a determina-
2. Jurosimples ¢ao de montante gerado por aplicagao financeira nessa

modalidade.

Estabelecer a férmula do célculo do montante gerado
3. Juros compostos | por uma aplicagao financeira na modalidade de juros
COMPOSLOS.

Nao é objeto aqui fazer um estudo completo a respeito de Matematica Financeira, mas levar aos alunos
algumas ideias basicas que permitirdo que eles conhecam um pouco mais a respeito de porcentagem, de juro
simples e também de juros compostos. Se 0s conceitos correspondentes forem bem assimilados, o aluno pode-
ré tomar decisoes nas situacdes mais comuns do dia a dia que se referirem a questdes financeiras sobre compra
ou venda. Além dissg, o estudo aqui proposto permite também que o aluno estabeleca algumas conexdes com
assuntos estudados no livro anterior, como funcéo afim e progressao geométrica.

Sabemos gue medidas tomadas por um governo num pais distante do nosso acabam, de alguma forma,
afetando nossa economia. Sendo assim, neste estdgio da escolarizacao, é desejavel que os alunos tenham al-
gum conhecimento sobre Matematica Financeira. Alguns artigos de jornal ou revista que abordem questdes
econdmicas podem ser trazidos para a sala de aula. A leitura desses artigos, sequida de pequenas discussoes em
classe, representa uma forma de envolvé-los em aspectos relevantes da Matematica Financeira.

Esse € um procedimento que ndo precisa estar relacionado apenas com o tempo do desenvolvimento
desta unidade, podendo ser feito, por exemple, uma ou duas vezes a cada final de més.

Capitulo 1- Proporc¢do e porcentagem

Os assuntos Proporgdo e Porcentagem sao trabalhados nos dltimos quatre anos do Ensino Fundamental.
No 12ano desta colecdo, trabalhamaos com proporcédo ao abordar semelhanca de figuras planas. O capitulo esta
dividido em trés topicos. No primeiro, iniciamos com uma situacao de escalas de temperaturas. Como podemos
converter uma temperatura apresentada em Celsius para a escala Fahrenheit? Normalmente, apenas a férmula
é apresentada ao aluno. Entendemos que essa férmula pode ser obtida por meio de uma propor¢ao entre as
“diferencas” de temperaturas, colocando lado a lado dois termémetros (um em cada escala), como sugerimos
numa ilustracao. Esse é um contexto que permite um trabalho interdisciplinar com Fisica.

Logo apds essa situacdo, retomamos algumas ideias a respeito de proporcao. Os exemplos apresentados
devem ser devidamente discutidos com a turma. Sao divisdes de valores em partes direta e inversamente pro-
porcionais. Nesse ultimo caso, ha um exemplo hipotético de divisdo de lucros numa sociedade, conforme as
quantias investidas pelos sécios individualmente.



No segundo tdpico, procedemos com uma rapida retomada do célculo de porcentagem. Espera-se que
os alunos nao apresentem quaisquer dificuldades, entretanto devem ser incentivados no enfrentamento das
situactes e exemplos propostos, pois tal assunto é extremamente pratico e utilizado no cotidiano.

No terceiro topico, a exigéncia serd maior, mas representa algo pratico, que acaba envolvendo mais os
alunos. Procuramos aqui conduzir situacdes referentes a aumentos e a descontos. Consideramos importante
dedicar um pouco mais de tempo discutindo com os alunos os exemplos propostos.

Observacoes e sugestdes:

+ Na disciplina de Fisica, héd uma preocupacao muito grande, em diversos momentos, de relacionar grandezas
que sao dependentes e algumas diretamente proporcionais e outras inversamente proporcionais. Deve-se
deixar bem claro ao aluno que duas grandezas sdo consideradas diretamente proporcionais quando o quo-
ciente de valores correspondentes for constante. Se o produto de valores correspondentes for constante,
as grandezas sao ditas inversamente proporcionais. Deve-se, entretanto, alertar o aluno de que existem
grandezas que nao sao nem diretamente e muito menaos inversamente proporcionais.

= Assim, pode-se pedir aos alunos que busquem exemplos da Fisica que envolvem grandezas diretamente
proporcionais ou grandezas inversamente proporcionais. Os exemplos podem ser compartilhados,
conforme resultado da busca dos alunos, com a turma toda.

» Por meio de exemplos simples, comente com os alunos que, quando precisarem calcular mentalmente
certos percentuais, saibam inicialmente guanto € 1% e depois facam multiplicagcdes correspondentes.
Se precisamos calcular, por exemplo, 4% de determinado valor, obtemos 1% dividindo o valor por 100 e,
entdo, multiplicamos o resultado por 4.

Questoes e reflexdes

Pagina 10
1. Basta substituir F por 75 na propor¢ao apresentada no livro do aluno para obter o valor aproximado de 23,89 °C.
2. Basta substituir C por 25 na propor¢ao apresentada no livro do aluno para obter o valor de 77 °F

Como as duas temperaturas terdo o mesmo valor, substituimos F por C (ou C por F) na proporcao estabele-
cida, obtendo o valor —40 nas duas escalas.

Explorando

L4 *
Pagina 12
Entendemos que a questdo envolvendo escalas de temperaturas, no inicio do capitulo, deve ser explo-
radade maneira a permitir que os proprios alunos compreendam que podem elaborar escalas. Assim como
existe a relacdo entre temperaturas nas escalas Celsius e Fahrenheit, também ha entre as escalas Celsius e
Kelvin. Portanto, temos duas atividades exploratdrias.

1. Os alunos deverdo obter a relacdo que permite converter temperatura da escala Celsius para a escala
Kelvin e vice-versa. Nessa atividade, a resposta esperada é a relagdo matematica:

C-0 _ K-273
100-0 373 —273

2. Nesta atividade, os alunos deverao inventar uma escala. A resposta dependerda dos valores que eles atribuirdo
as temperaturas correspondentes ao zero e ao 100 da escala Celsius.

Capitulo 2 — Juro simples

O capitulo sobre juro simples, além de ser de facil compreensao, permite um trabalho mais répido do que
os outros dois que compdem a presente unidade. Entendemos que a relacao que permite obter o juro sim-
ples aplicado a um capital apds algum tempao deva ser explicada aos alunos conforme fizemos neste capitulo.
Da mesma forma, o calculo do montante.
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Procuramos estabelecer relacoes entre assuntos diferentes: ao calcular os montantes obtidos por
uma aplicacdo financeira na modalidade de juro simples ao longo de alguns periodos iguais e consecuti-
vos de aplicacédo, obtemos valores que formam uma progressao aritmética. Essas conexdes entre assun-
tos diversos contribuem nao somente para o estabelecimento das relacoes existentes, como também
ampliam o conhecimento de cada assunto individualmente.

Assim, os alunos constatam que, por meio da férmula do termo geral da progressao aritmética,
podem obter os montantes. A razdo dessa progressao aritmética é o valor dos juros em cada periodo
de aplicacdo. Outra conexao importante € relacionar juro simples com funcao afim. Por meio de um
exemplo, mostramos que juro simples ao longo de periodos consecutivos pode ser obtido por meio de
funcao afim. Analogamente, temos os montantes sendo determinados também por funcao afim.

Observacoes e sugestoes:
» Devemos ter o cuidado, ao falar de juros, de alertar os alunos de que tanto a taxa guanto o tempo
de aplicacdao devem se referir 8 mesma unidade de tempo. Assim, se falamos de uma taxa de 2%,
precisamos deixar claro se € 2% ao més, 2% ao ano, e assim por diante.

» Consideramos importante evidenciar aos alunos que a modalidade juro simples, numa transacao
financeira, & muito rara de ser utilizada. O comum é o emprego dos chamados juros compostos
(juro sobre juro), conforme abordado no proximo capitulo.

» Qutro cuidado: ao relacionarmos fungao afim com juro simples, é importante alertar os alunos
de que nos exemplos dados os graficos ndo sao retas, mas pontos alinhados (lembre-se de que o
dominio ndo é o conjunto dos numeros reais, por isso o grafico nao é uma reta).

» Uma atividade de pesquisa pode ser encaminhada: buscar exemplos da utilizacdo de juro simples.
QOutra seria propor aos alunos que simulem uma situacao de empréstimo estabelecendo a quan-
tia a ser emprestada, o tempo de empréstimo e também a taxa de empréstimo. Assim, poderiam
obter uma planilha contendo os montantes ao longo dos meses, conforme prazo estabelecido.

Questoes e reflexdoes

Pagina 20

1. Resposta pessoal. Progressao aritmética € uma sequéncia em que cada termo, a partir do segundo, € o seu
antecessor adicionado a uma constante.

2. Arazdo da progresséo aritmética é igual a 7. Sugira aos alunos que atribuam os valores 1 e 2 para n, obtendo os
dois primeiros termos da sequéncia. Assim, 0 segundo terrmo menos o primeiro é a razdo da sequéncia.

Capitulo 3 - juros compostos

Neste capitulo, é necessario dedicar um pouco mais de tempo para sua conclusdo. Ao final do En-
sino Médio, diversos dos nossos alunos ingressam no mercado de trabalho. Questdes relacionadas ao
célculo de inflacao, de aplicacoes financeiras comecam a fazer parte de seu cotidiano. Assim, o capitulo
aborda um assunto muito proximo as necessidades do aluno. Entendemos que, durante o desenvolvi-
mento do capitulo, a calculadaora deva ser utilizada. Além de facilitar os calculos propostos, ela represen-
ta um instrumento que os alunos utilizardo cada vez mais.

0O assunto Progressao geométrica representa aqui uma importante conexao. Por isso, ao iniciarmos
o capitulo, propomos uma situacdo sobre um empréstimo de R$ 50.000,00 na modalidade de juros com-
postos (juro sobre juro). Apresentamos os montantes ao final de cinco meses (solicite aos alunos que
observem esses valores e, com o auxilio de calculadora, verifiquem se estdo corretos). Esses montantes
formam uma progressao geométrica de razao 1,02.

Se a situacao apresentada for devidamente esclarecida, podemos conduzir os alunos & compreen-
sdo (e a deducdo) da relacdo matematica que permite calcular o montante M gerado pela aplicacéo
de um capital €, na modalidade de juros compostos, a uma taxa fixa mensal i ao longo de t meses de
aplicacao, isto é M,=C- (1 + /)~



Nas explicacdes dadas, utilizamos a unidade de tempo meses, por ser mais comum. Eimportante co-
mentar com os alunos que essa mesma relacdo é valida se considerarmos tanto a taxa quanto o periodo
de aplicacdo em outra unidade de tempo (desde que a taxa e o periodo se refiram a mesma unidade).

Observacoes e sugestdes:

» Uma ideia para iniciar o presente capitulo seria proceder com uma retomada do assunto Progressao
geomeétrica, principalmente no que diz respeito a definicao dessa sequéncia, a obtencao da férmula do
termo geral e a apresentacao de alguns exemplos (ver Volume 1 desta colecao).

» Pade-se, como parte da avaliacao, sugerir aos alunos que elaborem exemplos de aplicacao de juros com-
postos. Esses exemplos podem estar relacionados a empréstimos, transacoes financeiras etc.

« Apds a leitura do texto da Histéria da Matemaética, presente no capitulo, incentive os alunos a obter va-
lores cada vez mais préximos para o ndmero irracional utilizando a calculadora. Isso pode ser feito a partir

. i .
da expressao [1 + — | atribuindo-se valores cada vez maiores para x. Como exemplo, temos:
X

10
[1 + i ) = 2,5937425
10
1 100
(’l + e ) = 2,7048138
RN
[T + 1000 ) = 2,7169239

= Ao abordar o tépico "Progressdo Geomeétrica e Logaritmos" é importante dedicar um pouco da aula para
falar da definicdo de logaritmo e também das propriedades operatdrias estudadas no volume 1 desta
colecao, isto é:

log,(AB) = log, A +log,B
Iogag = IogaA - IogaB
log, A" = n-log, A

Questoes e reflexdes
Pagina 26

1. Resposta pessoal. Progressao geométrica € uma sequéncia de termos nao nulos em que, a partir do segundo,
cada termo é o antecessor multiplicado por uma constante.

2. Arazao da sequéncia é igual a 2.

Pagina 26

1. Possiveis explicagdes:
() Aplicamos logaritmos aos dois membros da igualdade.
(1) Utilizamos a propriedade: log, (A - B) = log, A + log,B.
() Utilizamos a propriedade:log, A" = n - log, A.

(IV) Deixarnos o termo que contém a incégnita n no segundo membro da igualdade.

(V) Isolamos no segundo membro dessa igualdade a incégnita n.
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2. Aplicando logaritmo na base e nos dois membros da igualdade, isto é:
M= C(1+i)
log,M = Iog,_.[C(i + F')"]
log,M = log, C + log, (1+ i)
log,M —log,C = n-log,(1+i)

logoM =log,C _
log, (1+1)

Textos na Matemdatica

Pagina 25
Sugestao de encaminhamento:
Leitura em duplas, com discussdes das respostas para as questdes apresentadas ao final do texto.

O texto aborda o contexto do surgimento do nimero e = 2,718... a partir de ideias referentes ao calculo
de juros compostos. Ao longo do Ensino Médio, a utilizacdo desse ndmero irracional fica restrita ao célculo
de logaritmos com a base “e’, mas, no Ensino Superior, seu emprego ¢ muito amplo. Na disciplina de Quimica,
existem situacdes envolvendo radicatividade que empregam, de alguma forma, esse numero. Nesse sentido,
recomendamos ao professor de Matemdtica que trogue algumas ideias com o professor de Quimica sobre a
possibilidade de encaminhar algumas atividades evidenciando sua utilizacdo.

Respostas
1. A constante matematica e= 2,718281 .. aparece na sequnda edicdo da obra/trabalho Mirifici logarithmorum canonis
descriptio.

2. Napier ficou conhecido em toda a Escdcia pela invencdo de maquinas destinadas a guerra. Eram engenhos
utilizados para arremessar bolas de ferro a certas disténcias e com precisdes excelentes para a época. Isso
parece ter sido motivo de arrependimento, pois estava dando a seus patricios o poder de destruicao.

3. Napier tornou-se internacionalmente famoso como matemético no ano de 1590, pela descoberta dos logaritmos.

Explorando habilidades e competéncias
Sugestao de encaminhamento:

A leitura do texto e a elaboracdo das respostas para as questdes encaminhadas podem ser feitas em duplas,
para reforcar a troca de informacées entre os alunos.

Respostas das questdes encaminhadas

1. 1% e 5%

2. Apds 9 periodos (ou seja, em 5 de dezembro), o valor devido sera de R$ 1.551,33. Pagando R$1.000,00, a
divida cai para R$ 551,33. Aplicando a esse capital juros compostos de 5% em um periodo t = 3, temos
M =551,33 - (1,05)° = R$ 638,23.

3. Resposta pessoal.

4. Resposta pessoal. Uma possivel fonte:

<www.infomoney.com.br/educacao/quias/noticia/525726/como-bancos-determinam-taxa-juro-emprestimo:.
Acesso em: 22 maio 2016.

5. Situacao A:
Apos 1 més, ela tem R$ 2.000,00 e deve R$ 1.050,00. Pagando esse valor, restam R$ 950,00 para a aplicagao. Apds
mais dois meses, esses R$ 950,00 serdo RS 969,09.
Situacao B:
Ap6s 1 més, ela tern R$ 2.000,00 e deve R$ 1.050,00. Apds mais dois meses, os R$ 2.000,00 serdo R$ 2.040,20 e
o0s R$ 1.050,00 serdo R$ 1.157,62. Pagando a divida, a pessoa ficard com R$ 882,58.



Situagao C;

Apds 1 més, ela tem R$ 2.000,00 e deve R$ 1.050,00. Pagando metade desse valor (R$ 525,00), restam
R$ 1.475,00 para a aplicacdo. Apos mais 1 més, a divida de R$ 525,00 serd de R$ 551,25 e o valor aplicado terd
atingido R$ 1.489,75. Quitando a divida, restardo R$ 938,50 que, apos o ultimo més, terdo atingido R$ 947,88.

(A melhoropcdoéaA)

Unidade 2 - Trigonometria

Identificar medidas de arcos na circunferéncia trigonométrica,
observando as unidades graus e radianos; compreender as

razdes seno e cosseno de uma arco qualquer na circunferéncia
trigonométrica; utilizar as fungoes trigonométricas seno e cosseno
para compreensao de fendmenos periddicos.

4. Trigonometria na
circunferéncia

Obter, a partir das razoes seno e cosseno, as relagdes trigonometricas
tangente, cotangente, secante e cossecante para urm mesmo arco na
circunferéncia trigonométrica.

5. Relacbes
trigonométricas

6. Transformagdes | Resolver situagoes relacionadas as razdes trigonométricas seno,
trigonométricas | cosseno e tangente da adicao, da subtracao e da duplicagdo de arcos.

O primeiro contato que os alunos tém com Trigonometria, normalmente antes de ingressar no En-
sino Médio, esta ligado ao estudo de métodos para resolucdo de tridangulos, isto é, para o cdlculo de
distancias inacessiveis. Nesta colecéo, fizemos esse estudo no primeiro volume. A ampliacao que é feita
em relacdo a esse estudo passa para a Trigonometria da chamada circunferéncia trigonométrica, onde
sdo definidas as razdes seno e cosseno. A partir dai, chega-se talvez a parte principal, em que as funcdes
trigonométricas sdo objetos de estudo.

Capitulo 4 — Trigonometria na circunferéncia

A Trigonometria na circunferéncia trigonométrica amplia o que é estudado no tridngulo retangulo.
Ja no inicio do capitulo, deve-se esclarecer que, ac considerarmos uma circunferéncia de raio unitério,
com o centro coincidindo com a origem do plano cartesiano, as coordenadas de qualquer ponto per-
tencente a essa circunferéncia sdo dadas a partir de valores de cosseno e seno. Para que essa ideia seja
devidamente compreendida, € importante ligar com o que foi estudado na Trigonometria no tridngulo
retangulo (dai o tridngulo retangulo destacado, em que a hipotenusa tem medida unitaria e os catetos
tém suas medidas representadas pelos valores de seno e cosseno do angulo com vértice no centro da
circunferéncia). E importante comentar com os alunos que o procedimento de relacionar as coordenadas
dos pontos de uma circunferéncia de raio unitario, cujo centro é na origem do sistema de coordenadas
cartesianas, com o seno e o cosseno dos respectivos angulos, permitird, como veremos mais adiante,
estudar as razdes trigonomeétricas com funcdes trigonomeétricas.

A unidade de medida radiano é entao apresentada como relacionada a medida do comprimento do
arco correspondente, isto é, “um arco de medida 1 radiano (1 rad) corresponde a um arco cujo compri-
mento retificado é igual ao raio da circunferéncia que o contém”

A énfase que julgamos ser dada ao capitulo € o estudo das fungdes seno e cosseno. A ideia é valo-
rizar um pouco mais as caracteristicas dos graficos dessas funcdes, pois elas sao utilizadas na descricdo
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de certos fendémenos periddicos (exemplo: movimento harménico simples). Aqui, podem-se também
desenvolver atividades em parceria com a disciplina de Fisica; atividades que envolvam, de alguma
maneira, as funcdes trigonométricas. E importante que o professor de Fisica descreva algum fenémeno
periddico relacionado as fungoes trigonométricas. O estabelecimento dos valores extremos (maximo ou
minimo) assumidos em fendmenos periddicos auxilia o aluno a compreender o significado de conjunto
imagem de uma funcao trigonométrica. Além disso, o intervalo de repeticdo desses movimentos estd
ligado diretamente ao periodo da funcao trigonométrica que é empregada para descrevé-lo.

Apos a devida compreensao das funcdes flx) = sen x e flx) = cos x, sdo observadas algumas caracteris-
ticas importantes dessas fungdes, como periodo, dominio, imagem, paridade, variacdo e sinal nos quadran-
tes. Ja no final do capitulo, ampliamos o estudo dessas funcées comentando que existem fendmenos que
podem ser descritos por meio de funcdes da forma fix)==a + b - sen(mx + n) ou f(x) =a + b - cos{mx + n).
E importante aqui chamar a atencao dos alunos sobre os significados dos nimeros reais @, b, m e n quanto
aos graficos dessas funcées, principalmente em relacao ao valor de m, que esta relacionado ao periodo de
repeticdo da curva correspondente, quando representada no plano cartesiano.

Observacoes e sugestoes:
» QOradiano pode ser compreendido como uma constante de proporcionalidade: o quociente entre o com-

primento de um arco e a medida do raio da correspondente circunferéncia (na mesma unidade) equivale
ao valor numérico do arco correspondente em radianos.

» Um cuidado a ser tomado: os alunos confundem medida de arco com comprimento de arco. Quando
falamos de um arco de medida 30°, devemos enfatizar que marcamos na circunferéncia um arco que

corresponde a um angulo central de 30°. Se quisermaos calcular seu comprimento, dizemas comprimento
do arco de 30°.

» Uma atividade de avaliacdo (ou como parte da avaliacao) pode ser sugerir aos alunos que investiguem
exemplos de aplicacées das funcdes seno e cosseno (talvez a turma possa ser dividida em equipes); en-
tao, cada equipe apresenta para a turma o resultado da pesquisa.

» A construcao dos gréficos das funcoes seno e cosseno, como apresentada no livro do aluno, permite
um trabalho interessante com os alunos. Em duplas e utilizando papel quadriculado (o melhor seria mili-
metrado), esses graficos podem ser construidos pelos alunos. Sugerimos que, para determinar as razoes
seno e cosseno, os alunos utilizem calculadoras.

Questaoes e reflexdes

Pagina 40
1. Duplica também.
2. S5im.

Pagina 49

1. Variade -1 até 1.

2. O valor do seno aumenta.

3. No 2@ guadrante e no 32 quadrante.

4. Positivo no 12 quadrante e no 29 quadrante; negativo no 32 quadrante e no 42 quadrante.

Padgina 51

1. Varia de -1 até 1.

2. O valor do cosseno diminui.

3. No 3¢ quadrante e no 42 quadrante.

4. Positivo no 12 quadrante e no 4¢ quadrante; negativo no 22 quadrante e no 32 quadrante.



Pagina 57

1. Sim.

2. Sim.

3. Deslocando o gréfico da funcao f trés unidades para cima.

Pagina 58

1. Sim.

2. Nao.

3. Néo. O conjunto imagem da funcao fé o intervalo [-1, 1], e o da funcdo g é o intervalo [-2, 2].

Histdria da Matemadatica
Pagina 46
Sugestdo de encaminhamento:

Leitura em dupla, com discussdo coletiva para as questdes propostas ao final do texto.

O texto refere-se a Histdria da Matemadtica, particularmente a ideia que teria levado a criacdo da unidade
grau para medida de angulo.

Respostas as questdes propostas:
1. Interessaram-se pela Astronomia por si mesma, pela sua relacdo com os conceitos religiosos e por suas cone-
x6es com o calendario, as estacdes e a época do plantio.

2. Ptolomeu usava uma aritmeética decimal ndo posicional para os inteiros e ndo usava as fracdes sexagesimais
dos babilbnicos para medir o tempo.

Explorando
Pagina 58
Sugestao de encaminamento:

Em pequenos grupos, com a utilizacdo da ferramenta Winplot.

Entendemos que a atividade sugerida deva fazer parte da avaliacao. A utilizacao da ferramenta Winplot per-
ritird ao aluno observar comportamentos graficos das fungdes trigonométricas no computador, percebendo
suas caracteristicas, como imagem e periodicidade. As respostas para essas atividades deverdo ser amplamente
discutidas com a turma.

A seguir estdo algumas sugestdes de respastas esperadas para as cinco atividades sugeridas.

Pagina 65
1. a) Hauma diferenca entre eles no deslocamento na horizontal de g unidades.
b) E o grafico que pode ser obtido a partir do grafico da funcio f deslocando-o T unidades para a
3

esquerda.
¢) Tém o mesmo conjunta imagem; tém o mesmo periodo.
2. a) Tém o mesmo conjunto imagem; nao tém o mesma periodo.
b) Nao.
3. a) Tém o mesmo periodo; Nao tém o mesmo conjunto imagem.
b) Para os valores de x que anulam essas fungoes.
4. a) E o grafico que pode ser obtido a partir do gréfico da funcio f deslocando-o 3 unidades para baixo.
b) Tém o mesma periodo; ndo tém o mesmao conjunto imagem.
5. a) Basta‘rebater”simetricamente o grafico da funcdo fem torno do eixo x.
b) Basta “rebater”simetricamente o grfico da funcdo fem torno do eixo x.
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Capitulo 5 — Relacoes trigonométricas

O contetido deste capitulo pode ser dividido em trés partes. Na primeira delas, procuramos levar o
aluno a observar o significado de tangente de um arco na circunferéncia trigonométrica e relaciona-la
com seno e cossenc desse mesmo arco. Assim como foi feito com seno e cosseno, aqui também ob-
servamaos a tangente assumindo valores diferentes ao longo de uma volta completa na circunferéncia.

Na segunda parte do capitulo, procuramos apresentar cotangente, cossecante e secante de um arco
na circunferéncia trigonométrica. Essas relacdes sdo obtidas por meio de semelhanca entre triangulos
retangulos. Utilizando o teorema de Pitagoras para triangulo retangulo, obtemos a chamada “relacdo
fundamental’, isto é: sen? x + cos? x = 1. Os exemplos apresentados apds a obtencao dessas relagcoes
devem ser discutidos com a turma, pois evidenciam como podemos calcular as razdes trigonométricas
a partir de algumas informacdes. Num desses exemplos, apresentamos a deducao de duas relacées tri-
gonométricas decorrentes das anteriores.

Na terceira parte do capitulo, propomos o estudo de equacdes trigonométricas. Destacamos aqui
algumas generalizacdes de arcos que sao utilizadas para apresentar solugdes de equacdes. O assunto
nao deve ser valorizado em demasia. Para que os alunos compreendam o que representam certas ge-
neralizacdes, é importante que sejam conduzidos a atribuir valores para o nimero inteiro k que aparece
nas relacdes que representam arcos genéricos.

Observacoes e sugestoes:
= O estudo das relacdes trigonométricas presentes neste capitulo deve ser conduzido a partir de exem-
plos numéricos e também com discussdes das demonstragdes presentes. Nao podemos resumir esse
estudo & apresentacao de férmulas sem discussdes ou justificativas e exercicios a serem feitos.

= Os sinais nos quadrantes das razdes trigonométricas tangente, cotangente, secante e cossecante po-
dem ser obtidos a partir dos sinais correspondentes de seno e cosseno, conforme relagdes obtidas.

Questoes e reflexoes
Pagina 64
1. Aumentando-se as medidas dos arcos no 3¢ quadrante o valor da tangente aumenta.

2. 5im

3. Atangente tarsnbém aumenta.

Capitulo 6 - Transformacgoes trigonométricas

As férmulas para a adicdo e subtracdo de arcos sao tradicionalmente apresentadas aos alunos sem que
haja qualquer explicacao sobre como chegar a elas. Procuramos aqui, mesmo gue possa representar um tra-
balho a mais, justificar tais relacdes. Uma forma de comecar a fazer isso é utilizar a distancia entre dois pontos
situados num plano cartesiano, conhecidas as suas coordenadas, conforme apresentamos no Volume 1 desta
colecdo, quando fizemos uma introducao & Geometria Analitica, no estudo de funcdes. Depois, marcamaos
na circunferéncia trigonométrica dois pontos, P e Q, correspondentes as extremidades de dois arcos (arco
AP e arco AQ). Utilizando a relacdo que permite obter a distancia entre dois pontos, chegamos a relacao
trigonométrica cos(a — B) = cos a cos B + sen asen B. E dessa relacdo que encaminhamos no livro do aluno
o procedimento para obter as demais relacoes trigonométricas para seno, cosseno e tangente da adicao e
também da subtracdo de arcos.

A seguir, neste capitulo, obtemos as relagdes seno, cosseno e tangente do dobro de um arco. Essas relacoes
devem ser explicadas para os alunos a partir das relagdes trigonométricas para a adi¢do de dois arcos obtidas
anteriormente. Por exemplo: o seno do dobro de um arco de medida x pode ser obtido da relacao que permite
calcular o seno da adicao de dois arcos. Para tanto, fazemos esses dois arcos serem iguais a x. A mesma observa-
cao vale para o cosseno e a tangente do dobro de um arco de medida x.

Observacoes e sugestoes:

= Sugerimos aos alunos que elaborem um quadro com as relagdes trigonométricas para a adicdo e a sub-
tracdo de arcos. Isso permitird observar semelhancas e diferencas entre as relacbes demonstradas, isto é:



sen (e + PB) =sena cos B+ cosa sen B
sen(ee—PB)=senacos P -coswsenf
cos (a+ B) =cosa cos B-senasen B
cos (- B)=cosacos B+ senasen
tgla+PB)=tga+tgB/1-tgatgp
tgla-p)=tga-tgh/1+tgatgp

Como sugerimos que as farmulas presentes neste capitulo sejam demonstradas, é preciso destinar um
tempo maior para o desenvolvimento adequado dos assuntos aqui presentes.

» Caso as relagoes trigonométricas presentes no capitulo sejam devidamente demonstradas, como sugeri-
mos, podern-se conduzir atividades comao parte da avaliacao fornecendo algumas formulas para os alunos.

» Qutras atividades também podem ser realizadas com o auxilio da calculadora. Uma ideia seria retomar a
lei dos senos e a lei dos cossenos envolvendo arcos, tais como 75° (30° + 459).

* Oriente os alunos a fazerem a circunferéncia trigonométrica e a marcarem nela dois arcos opostos. Assim,
poderdo observar diretamente que 0s senos s30 opostos e 0s cossenos sao iguais, isto é

cos (-x) = cos x e sen (-x) = —sen x.
Explorando habilidades e competéncias

Pagina 82
Sugestao de encaminhamento:

Em pequenos grupos, para a leitura e discussdo das questoes propostas. Sugerimas que essa atividade faca
parte da avaliacdo desta unidade.
Respostas para as questoes sugeridas
1. Respostas pessoais, que dependem da pesquisa feita. Sugestdo de resposta:

A construcdo do Grande Colisor de Hadrons (em inglés: Large Hadron Collider - LHC) iniciou-se em 1998,
envolvendo a colaboracio de mais de 100 paises. E um ttnel de 27 km de circunferéncia, com custo aproxi-
mado de 7,5 bilhdes de euros em 2010. Em 20 de marco de 2010 ocorreu a primeira colisdo entre protons.

perimetro
2n

2. Raio =

Raio = % = Raio = 4,5km

D?=452+452-2.45-45-cosx

D?=20,25 +20,25-2 - 20,25 - cos x

D?=40,5 - 40,5 - cos x

D?=405 (1 —cos x)

D=.,/40,5 (1 = cosx)
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4. No inicio do movimento, a distancia em km serd 0; apds 90°, sera do tamanho do raio (4,5 km); e, apods 180°,
serd do tamanho do didmetro (9 km). Entdo comecara a diminuir. O gréfico ficara assim:

A

1 T g Rt St e et e

Figuras: © DAE

45km--------— o~

0 km

90° 180° 270° 360°

5. A fungéo seno comum tem 2 unidades de amplitude. Para que figue com 9 unidades, é preciso multiplicar a
funcao por 4,5. Além disso, para que a reta média ndo esteja no 0 e sim na abscissa 4,5, é preciso somar 4,5 a
funcao.

Para terminar, a funcdo seno tem abscissa média quando a ordenada é zero. Nesse ponto, a resposta passa a
ser multipla. Para que essa ordenada tenha abscissa minima, é preciso deslocar a funcao 90° (ou ) rad) para

a direita ou 270° para a esquerda, ou ainda outros valores multiplos de 360° somados a esses dois. Assim, a
funcao que buscamos é dada por:

flx)=4,5+4,5 -sen [x + (270° + k - 360°%)] , para todo k inteiro ou

fix)=45+45-sen[x +( %Tn + 2 k- m)], para todo k inteiro.

Qualquer valor de k escolhido pelos alunos resultard em uma resposta correta. Note que, para k=-1, temos
a funcao deslocada 90° para a direita. Note também que o periodo dessa funcao é o mesmo periodo da

funcao seno, de modo que nao é preciso multiplicar x par nenhum valor.

Ha ainda a possibilidade de trabalhar com a funcao oposta da funcdo seno. Nesse caso, a funcao precisaria
se deslocar 90° para a esquerda ou 270° para a direita:

flx)=4,5-45-sen [x+ (90° + k - 360%)], para todo k inteiro.

6. Como na questao anterior, serd preciso somar e multiplicar a funcao original por 4,5. Além disso, néo sera
preciso mexer no periodo. O que muda, nesse caso, € que a funcdo cosseno tem abscissa méaxima quando a
ordenada é zero. Assim, temos de deslocar a funcao 180° para a esquerda ou para a direita:

flx)=4,5+4,5 - cos [x + (180° + k - 360°)], para todo k inteiro ou

fly=45+45-cos [x+ (n + 2k - m)], para todo kinteiro.

Hé ainda a possibilidade de trabalhar comn a funcdo oposta da funcio cosseno. Nesse caso, a funcdo ndo
precisaria se deslocar horizontalmente, ja que a abscissa oposta da maxima € a minima:

fix)=45-45-cosx

7. Usando a mais simples das funcdes anteriores, temos: f{x) = n-n - cos x



Unidade 3 - Matrizes, Determinantes e Sistemas Lineares

Identificar matrizes; efetuar adicao e subtracao de
matrizes de mesma ordem; multiplicar nimero real por
uma matriz; compreender a multiplicagco de matrizes;
obter o determinante de uma matriz quadrada utilizando
propriedades e regras correspondentes.

7. Matrizes e de-
terminantes

8. Sistemas de Resolver e discutir as possibilidades de solugées
equacoes de sistemas de equagdes lineares pelo método do
lineares escalonamento.

Os capitulos que compdem a presente unidade representam a introducdo de uma disciplina conhecida-
como Algebra linear, que é estudada com profundidade em alguns cursos superiores (em Engenharia, por
exemplo). Hd quem defenda a exclusdo de tais assuntos do Ensino Médio, porém, acreditamos que seu desen-
volvimento aqui, da forma como propomos, amplia substancialmente o conhecimento algébrico e o numérico.
O primeiro capitulo desta unidade representam uma novidade para o aluno: Matrizes e determinantes. Embora
existam aplicacoes desses dois assuntos (quando da disciplina de Algebra linear no Ensino Superior), no Ensino
Meédio, eles normalmente sdo considerados como associados a resolucdo de sisternas lineares (segundo capi-
tulo desta unidade).

Propomas que matrizes e determinantes tenham a abordagem mais informativa, exigindo dos alunos mais
manipulacdo do que aplicacdo. J& o capitulo sobre Sistemas lineares, embora se estabeleca alguma conexao
com os dois primeiros, permite um trabalho mais pratico, em que o procedimento do escalonamento deva ser
rmais valorizado.

Capitulo 7 - Matrizes e determinantes

Iniciamos o capitulo por meio de uma situacdo envolvendo uma tabela de dupla entrada. Essa tabela é for-
mada pelos resultados de uma hipotética gincana. A ideia € conduzir os alunos a observaremn que, ao dispormos
valores em linhas e colunas, estamos diante de uma matriz. Nesta primeira parte do capitulo, além de concei-
tuarmos matriz, também observamos a igualdade entre duas matrizes, falamos da representacio de matrizes e
abordamos algumas matrizes especiais: matriz transposta, matriz triangular, matriz diagonal e matriz identidade.
Enfatizamos as matrizes quadradas.

Em seguida, tratamos de adicdo e subtracao de matrizes, além da multiplicacdo de um nidmero por uma
ratriz. Adicionamos ou subtraimos matrizes de mesma ordem, adicionando ou subtraindo elementos que se
localizam numa mesma posicdo em cada uma das matrizes que estdo sendo adicionadas ou subtraidas. Ja a
multiplicacdo de uma matriz por um numero real é obtida multiplicando cada elemento da matriz por esse nu-
mero real. Embora possamos multiplicar uma matriz por um namero real, julgamos mais significativo apresentar
essa multiplicacdo a partir da adicao de matrizes iguais. Assim, por exemplo, se A é uma matriz, entao A+A+A
também pode ser obtida fazendo a adicao dos elementos correspondentes (ou multiplicamos cada elemento
da matriz A por 3). Em seguida, é importante ampliar essa ideia comentando com os alunos que "dado um nu-
mero real k e uma matriz A, de ordem m x n, a matriz que se obtém multiplicando por k todos os elementos de
A é a matriz k A, de mesma ordem.

Neste capitulo ainda definimos a multiplicagdo de matrizes. Utilizamos um exernplo interessante para os
alunos: apresentamos uma matriz (denominamos de matriz A), formada pelas médias conseguidas por um
aluno durante os 4 bimestres em 3 disciplinas, e outra matriz (denominamos de matriz B), formada pelos pesos
por bimestre, Assim, teremos um exemplo significativo para conduzir o conceito de multiplicacdo de matrizes.
Esse é um exemplo que deve ser encaminhado com a turma. Sua compreensao permite conduzir os alunos ao
entendimento de multiplicacdo entre matrizes. Acreditamos que as propriedades da multiplicacdo de matrizes
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devamn ser conduzidas por meio de exemplos. Um cuidado a ser tomado em relagao a multiplicagdo de matri-
zes: dizemos que, se o produto entre dois numeros reais € igual a zero, necessariamente um dos fatores, pelo
menos, devera ser zero. Entretanto, quando multiplicamos matrizes, podemos ter o produto de duas matrizes
nao nulas de mesma ordem resultando uma matriz nula. Assim, é interessante incentivar os alunos a elabora-
rem duas matrizes ndo nulas cujo produto seja uma matriz nula.

Abordamos entao o estudo de Determinantes. Inicialmente apresentamos o determinante a partir da resolucao
de um sistema de equagdes lineares (sistema 2x2, que é do conhecimento do aluno ja no Ensino Fundamental).
A partir dai, procuramos mostrar como o determinante de uma matriz quadrada pode ser calculado. Assim, apre-
sentamos o procedimento para o calculo do determinante de uma matriz quadrada de 12 ordem, de urmna matriz
quadrada de 22 ordem e a chamada regra de Sarrus, para o determinante de uma matriz quadrada de 32 ordem.

Em sequida, estudamos o determinante de uma matriz de ordem superior a trés. Como optamos pelo
procedimento conhecido por teorema de Laplace, iniciamos com o cofator de um elementc de uma matriz
quadrada. O objetivo maior agui é o determinante de uma matriz de 42 ordem, embora o teorema de Laplace
possa ser ampliado para outras ordens maiores que quatro.

Na parte final do capitulo, tratamaos das propriedades dos determinantes. Embora algumas dessas proprie-
dades sejam justificadas a partir do teorema de Laplace, entendemos que os exemplos utilizados para conduzir
os alunos a compreensao desses resultados (propriedades) sejam suficientes. Essas propriedades objetivam,
caso os alunos compreendam adequadamente, facilitar o célculo de alguns determinantes. Ao abordar matrizes
inversas, nao recomendamos exageros em exemplos manipulativos. Neste estagio, € importante que os alunos
conhecam como proceder para obter a matriz inversa, e saibam que a inversa de uma matriz quadrada A é outra
matriz quadrada de mesma ordem que, multiplicada pela matriz A, tem como resultado a matriz identidade de
mesma ordem.

Observacoes e sugestoes:

+ Um cuidado: E importante chamar a atencdo dos alunos para o fato de que, ao escrevermos um elemen-
to genérico de uma matriz, a ordem dos dois ndmeros existentes no indice deve ser respeitada. Assim,
Ag™ Ay

» QOutro cuidado: Adicionamos e subtraimos duas matrizes que sao de mesma ordem, porém, na multi-
plicacdo de matrizes existem restricoes. E importante conduzir os alunos a observar quando podemos
definir a multiplicacdo entre duas matrizes.

« Relacionando Arte com Matematica, pode-se solicitar aos alunos que pesquisem alguma informacéo a
respeito do trabalho feito por Albrecht Direr. Quais sdo os elementos aparecem na obra Melancolia? Qual
é o contexto histdrico em que essa obra foi elaborada? Aqui pode-se até fazer uma atividade em parceria
com a disciplina de Histdria.

* Um cuidado a ser tomado: Chamar a atencao dos alunos para o fato de que, dada uma matriz quadrada A,
o determinante de uma matriz A podera ser representado por det(A) ou |A| (o cuidado é que essa Ultima
maneira nao € modulo de A).

Questoes e reflexdes

Pagina 86
1. Indica a quantidade de linhas aéreas voando na rota do aeroporto B ao aeroporto E.
2. Considerando que ele queira ir direto de A até F, ele tera 3 possibilidades.

3. Das tabelas apresentadas (chamaremos essas tabelas de matrizes), apenas aquela do item IV tem as informa-
¢Oes corretas.

Pagina 90
1. Sim.

2. Podemos escrever g, = 0, se i T



Pagina 99
1. Resposta pessoal.

2. Sim, o produto existe. A ordem da matriz resultante é 5 X 3 (cinco linhas por trés colunas)
3. Nao.

Pagina 105
1. Assim como exemplificado, deve-se fazer:
det{A) = @, - C;; + G5y - €y + oy - Coy

2. Assim como exemplificado, deve-se fazer:
det(A)=a, ¢, + 0y - Cp+ 0y, - Gy

Pagina 107

1. Os determinantes sao iguais.

2. Néo é necessario fazer uma demonstracao. Entretanto, observando o teorema de Laplace, pode-se chegar a
conclusao de que o determinante de uma matriz identidade de ordem n éigual a 1.

Explorando

Padgina 100
Sugestao de encaminhamento:
Em duplas, com a troca de resultados e conclusées obtidas.

As planilhas eletronicas existentes nos computadores permitem que facamos, por exemplo, o produto en-
trematrizes. Nesse sentido, encaminhamos uma atividade de investigacao que exigira do aluno a interpretacao
das instrucoes dadas em trés etapas de como obter o produto de duas matrizes e também investigar outros
exemplos. Sugerimos duas atividades exploratérias com a utilizacao de planilha eletronica.

Como os alunos deverdo elaborar matrizes e efetuar as multiplicacoes, as respostas sao pessoais.

Pode-se ampliar essas atividades sugerindo que os proprios alunos elaborem outras matrizes e efetuem a
multiplicacado com o uso da planilha eletrénica.

Pagina 105
Sugestao de encaminhamento:
Em duplas, com a troca de resultados e conclusdes obtidas.

Temos aqui mais uma situacao de exploracao das planilhas eletrénicas neste capitulo. A partir de um exem-
plo explicativo, sugerimos gue os alunos explorem tal ferramenta, calculando determinantes de diversas ma-
trizes, como indicam as duas atividades aqui sugeridas no livro do aluno. E importante que os alunos sejam
incentivados a observar as instrucdes de como calcular os determinantes com o recurso eletrénico para que,
depois, possam fazer as atividades sugeridas. As respostas das atividades sao pessoais, pois exigem a elaboragao
de matrizes para o calculo de determinantes.

Historia da Matematica
Pagina 110
Sugestao de encaminhamento:

Em grupos, para a leitura e obtencao das respostas para as questdes propostas no final do texto.

O texto aborda alguns aspectos da histdria da Matematica a respeito das matrizes associadas a chamada
teoria das transformagoes. Destague é dado ao trabalho de Arthur Cayley e suas contribuicdes. Além desse
personagem, também contribuicées importantes foram apresentadas por Benjamin Pierce e Charles S. Pierce.
Embora a leitura contenha trechos sobre transformagdes (a teoria das transformacoes), o que pode representar
um pouco de dificuldade na compreensdo, a énfase deve ser, para o aluno, o contexto sobre matrizes, sua teoria
e personagens envolvidos.
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Respostas das questoes propostas ao final:
1. Cayley contribuiu fortemente tanto para a Algebra quanto para a Geometria, especialmente quanto ao uso
de determinantes, mas Cayley foi também um dos primeiros a estudar matrizes.

2. E a matriz identidade para multiplicacdo, dada por:

(o ?)

3. E a matriz zero (nula) para multiplicacdo, dada por:
00
00

Capitulo 8 — Sistemas de equacdes lineares

Iniciamos o capitulo com um exemplo interessante de “balanceamento” de uma equagdo quimica. A ideia
é evidenciar aos alunos a presenca de equacdes lineares também na disciplina de Quimica. Sugerimos que essa
introducao seja feita em parceria com essa disciplina, permitindo, assim, que seja devidamente compreendida
pelos alunos. A situagdo aqui apresentada tem o objetivo de envolver os alunos na busca de procedimentos
para a resolucao de um sistema de equacdes lineares. A partir dai, o capitulo pode ser dividido em trés partes.

Na primeira parte, conceituamos equacdes lineares e solucdo de uma equacao linear. Depois, apresenta-
mos o que é um sistema de equacoes lineares e suas solucdes. Nessa primeira parte, utilizamos exemplos de
sistemas de equacoes lineares 2 X 2, isto é, sistemas formados por duas equacdes com duas incdgnitas. A ideia
é retomar o que os alunos sabem sobre a resolucdo de tais sistemas (normalmente trabalhado no Ensino Fun-
damental). Ao final dessa primeira parte, mostramos as possibilidades, quanto a solucdo, de um sistema linear:
sisterna possivel (admite solucdo); sistema impossivel (ndo admite solucdo). No caso de um sistema ser possivel,
existem dois casos a considerar: possivel e determinado (solugao Unica) e possivel e indeterminado (infinitas
solugdes). A apresentacao dessas possibilidades deve ser bemn discutida, pois fica mais evidente para os alunos
a partir de sistemas lineares formados por duas equacdes com duas incégnitas. A partir dessa compreensao,
utilizamos essas ideias para um sistema linear com mais equacdes e mais incognitas.

Na segunda parte do capitulo, abordamos o método do escalonamento para resolucao de um sistema
linear. Iniciamos apresentando um sistema escalonado. O importante, ao iniciar essa sequnda parte, é levar os
alunos a compreensao de que um sistema de equacbes lineares na forma escalonada permite certa facilidade
quanto a resolucao.

E fundamental que os alunos compreendam o conceito de equivaléncia de sistemas lineares. Além disso,
o entendimento sobre as trés "operacoes elementares’, que transformam um sistema linear em outro equiva-
lente, facilita bastante o escalonamento: trocar a posicao de duas equacdes; multiplicar uma equacao por um
numero real diferente de zero; multiplicar uma equacdo por um numero real diferente de zero e adicionar o
resultado a outra equacio. E oportuno apresentar varios exemplos. Chamamos a atencio para o fato de que,
quando do escalonamento de um sistemna linear, a Ultima equacao pode apresentar todos os coeficientes das
incégnitas nulos. O cuidado estd em observar que existem duas possibilidades: termo independente nulo (o
sistemna apresentara infinitas solugdes) e termo independente ndo nulo (o sistema serd impossivel, isto &, nao
apresenta solucao).

A terceira parte do capitulo é destinada ao estabelecimento de conexao entre matrizes, determinantes e
sistemas lineares. Apresentamos a conhecida regra de Cramer, para a obtencao da solucao de sistema linear em
que o nimero de equacées seja igual ao nimero de incognitas. E importante mencionar que essa regra deve
ser empregada quando estamos diante de um sistema linear gue é possivel e determinado, tendo o nimero de
incagnitas igual ao nuimero de equacdes. Como ha essa restricao, os alunos devem ser incentivados a utilizaro
escalonamento como procedimento mais sequro e abrangente.



Observacdes e sugestoes:
= Ja que iniciamos o capitulo observando um exemplo de "balanceamento” numa equacao quimica, seria
interessante um trabalho em parceria com a disciplina de Quimica, podendo fazer parte da avaliacao.

« Eimportante enfatizar que, para sistemas lineares em que o niimero de equacdes seja igual ao nimero de
incognitas, a regra de Cramer mostra-se extremarnente trabalhosa quando, por exemplo, nos depararmos
com um sisterna formado por nequacdes com n incégnitas, sendo n um nimero maior que trés. Nesses ca-
sos, mesmo que utilizemos programas de computador, o método do escalonamento € o mais empregado.

Questoes e reflexoes

Pagina 116

Resposta pessoal. Espera-se que, pelo menos, os alunos falem da existéncia do método da substituicao na
resolucao de sistemas de equacdes lineares com duas equacdes e duas incdgnitas.

Pagina 116

Resposta pessoal. Espera-se que os alunos observem gue podemos determinar z na terceira equacao, subs-
tituir esse resultado na sequnda equacdo e determinar y. Assim, tendo y e z, substituimos na primeira equacao
para determinar x.

Pagina 119
1. Resposta pessoal que depende do valor atribuido a o
2. Bastafazer a0 = 3.

Explorando

Paginas 125 e 127
Sugestao de encaminhamento:
Em duplas, com a apresentacao dos resultados para a turma.

Com o auxilio de um aplicativo ja mencionado anteriormente, sugerimos uma atividade exploratéria de
construcdo geométrica envolvendo sistemas lineares com duas equacdes e duas incégnitas. Inicialmente serd
necessario que os alunos interpretem as instrugoes feitas no livro do aluno, para entéo realizar o que se pede:

1. Procure inicialmente construir os trés gréficos exemplificados utilizando um aplicativo para construir gréficos.

2. Elabore uma explicagao sobre os trés resultados gréficos, relacionando com a resolucao dos sistemas apre-
sentados.

3. Elabare outros sisteras de equacoes lineares formadaos por duas equacdes e duas incégnitas e, utilizando o
aplicativo, obtenha a interpretacao geométrica das solucdes desses sistemas.

Embora as respostas sejam pessoais, espera-se que no item 1 os alunos reproduzam os exemplos no compu-
tador. Ja no item 2, espera-se que expliquem que um sisterna formado por duas equacdes lineares com 2 incog-
nitas pode ser possivel e determinado (solucao é interpretada como o ponto de encontro de duas retas), pode ser
impossivel (quando duas retas sdo paralelas) e também pode ser possivel e indeterminado (as retas correspon-
dentes sao coincidentes, havendo infinitos pontos em comum). No item 3, a ideia & que os alunos elaborem seus
sistemas lineares e verifiquem, por meio da ferramenta, as correspondentes interpretacoes geométricas.

Essa atividade exploratoria pode ser componente da avaliacdo a respeito de sistemas lineares.

Explorando habilidades e competéncias

Paginas 131

Tansformacdes no plano
Sugestao de encaminhamento:
Em pequenos grupos, com leitura do texto e apresentacdo das respostas para as questdes propostas.
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Respostas das questdes propostas:

Pagina 91
AY
1; ¥
o
.
2
0 0
1 3
0 0 5 g 1-243 3+2
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s | 215 || cosx senx | [0 25
a4 3 —serx cosx | | 0 5

Resolvendo o sistema, temos:
2cosx-15senx=0
2senx+15cosx=25
4cosx-3senx=0

4senx+3cosx=5

0,6
0,6



Note que as equacoes 1 e 3 sao multiplas uma da outra, assim como as equacoes 2 e 4. Resolvendo apenas
as equacdes 3 e 4, temos:

4cosx=3senx

cos x=0,75sen x

4senx+3cosx=4senx+3(075senx)=4senx+ 2,25senx=6,25senx=5
5

senx=——=0
6,25 s

cosx=075-08=06

Resolvendo o sistema:

x+5z=1

Ix+y=1

-y+3z=1
Isolando x na equacao |, temosx=1-5z
Somando as equacoes ll e lll, temos 3x + 3z=1.
Substituindo x na nova equacao, temos

1
3-15z+3z=1.logo,z= ~
Comox=1-5z temosx=g.

Por fim, substituindo x na segunda equacao, temos

Unidade 4 - Geometria Espacial

Compreender as nogoes primitivas da Geometria de posicao
observando as ideias referentes ao método axiomatico;
identificar as posicoes relativas entre retas, entre retas e

9. Geometria espacial
planos e entre planos no espago; compreender como

de posicao : : : ’
poslia obter a distancia entre dois pontos, entre duas retas nao
concorrentes, entre ponto e reta, entre ponto e plano, entre
reta e plano.
Caracterizar e identificar poliedros convexos; compreender
: relacoes entre numero de faces, de vértices e de
10. Poliedros ¢ S‘

arestas de um poliedro; calcular a soma das medidas dos
angulos das faces de um poliedro convexo.

Caracterizar prismas e compreender relacdes que permitam
11. Prismas calcular dreas de prismas (da base, lateral e total) e calcular
volumes de prismas.

Caracterizar piramides e compreender relagoes que
12. Piramides permitam calcular dreas de prismas (da base, lateral e total) e
calcular volumes de pirdmides.

Manual do Professor




No Volume 1 desta colecao destinamos uma unidade para o trabalho com tédpicos de Geometria Plana,
normalmente desenvolvidos ao longo dos anos finais do Ensino Fundamental. Aqui, o objetivo principal serd o
estudo de Geometria Espacial.

Um nome fortemente ligado a Geometria € Euclides de Alexandria. Seu legado principal parece ter sido o
de organizar o conhecimento que havia em sua época. Além disso, sua importancia também estad no chamado
método axiomatico utilizado na Geometria, que aqui serd observado principalmente no capitulo inicial.

A unidade esté dividida em quatro capitulos, sendo que os dois Ultimos representam a chamada Geome-
tria Métrica com o célculo de areas e volumes dos sdlidos geométricos prismas e piramides. Observamos que,
tradicionalmente, o estudo de cilindros, cones e esferas é realizado no segundo ano do Ensino Médio. Optamos
por deixar esses topicos para o terceiro ano, isto €, no Volume 3 desta colecdo. Justificamos essa escolha por
acreditarmos que existe a necessidade de ndo concentrarmos a Geometria Espacial num ano apenas desse
estdgio da escolarizacao.

Capitulo 9 - Geometria Espacial de posicao

Logo de inicio, as primeiras nocoes sao dadas para que os alunos compreendam a chamada formulacdo
axiornatica: ponto, reta e plano sao elementos basicos, isto é, sao elementos considerados primitivos, pelo fato
de nao serem definidos. E importante comentar com os alunos que o fato de nio definirmos tais elementos ndo
significa gue nao tenhamos quaisquer nogdes intuitivas sobre o que representam. Também é fundamental que,
nesse inicio das chamadas "nocdes primitivas’, os alunos compreendam que, a partir daqueles elementos primi-
tivos, temos as chamadas propriedades fundamentais que representam o ponto de partida: sdo os postulados
(axiomas). Sao propriedades tidas como verdadeiras e que nao exigem justificativas, mas estao de acordo com
nossa intuicdo. Estabelecidos os elementos primitivos e os postulados, outros fatos (propriedades), denomina-
dos tearemas, sao justificados (e demonstrados com a utilizacdo das regras de raciocinio logico).

Ao apresentarmos para os alunos um postulado, a ideia é que eles compreendam que o enunciado de
um deve ser uma “verdade” evidente e que represente algo “gue a nossa intuicao aceite como tal”. Os teoremas
devem ser compreendidos de uma forma diferente, algo que precisa ser “justificado” considerando os “entes
primitivos’, as "definicdes” apresentadas e também os “postulados” enunciados. Procuramos demonstrar alguns
poucos tearemas. Nesse sentido, seria oportuno que o encaminhamento dessas demonstragoes fosse discutido
com os alunos.

Neste estdgio da escolarizacao, os alunos possuem ideias bem claras a respeito do que vem a ser paralelis-
mo e perpendicularismo. Sao ideias que j& foram estudadas no Ensino Fundamental e aqui sdo ampliadas.
As demonstracées de vérios teoremas sdo aqui omitidas por considerarmos exagero conduzi-las.

Organizamos entao as posicoes relativas entre duas retas distintas: concorrentes, paralelas ou reversas. Aqui
cabe uma observacio importante sobre o fato de falarmos em posicdes relativas entre duas retas "distintas”. Ao
destacar o termo “distintas’, queremos evitar possiveis confusdes que possam ser feitas com as chamadas retas
“‘coincidentes’ (duas retas que tenham mais de um ponto em comum s&o obrigatoriamente coincidentes, isto &,
a mesma reta). A mesma observacao deve ser feita sobre as posicoes relativas entre planos.

Dedicamos parte do capitulo para abordar perpendicularismo de reta e plano. Novamente é importante
lembrar que os alunos ja sabem o que significam retas perpendiculares. Mesmo assim, iniciamos essa parte
retomando essas ideias para entdo abordarmos perpendicularismo de reta e plano. O modelo de um cubo é
interessante para que o aluno observe, a partir dos prolongamentos das arestas, retas paralelas e retas que sao
reversas. Entendemos que a utilizagdo de modelos represente um apoic importante para a compreensao das
posicoes relativas aqui estudadas.

O célculo de distancias em Geometria, de certa forma, ndo representa novidade para os alunos. Entretanto,
julgamos que a parte final deste capitulo é fundamental como ligacdo para a chamada Geometria métrica. Nao
calculamaos distancias aqui, mas dizermos como podemos calculd-las. Qual é a distancia entre dois pontas? Qual é a
distancia de um ponto a uma reta? Qual é a distancia de um ponto a um plano? Ou a distancia entre duas retas pa-
ralelas? E entre duas retas reversas? E se uma reta é paralela a um plano, como determinar a distancia dessa reta ao
plano? Essas sdo questdes que procuramos examinar ao longo deste capitulo. Iniciamos pelo conceito de projecao
ortogonal de um ponto sobre um plano. A partir dai, desencadeamaos outras ideias sobre projecoes ortogonais: de



uma figura sobre um plano; de uma reta sobre um plano; de um segmento sobre um plano. Essas ideias, embora
simples, precisam ser devidamente encaminhadas.

Por meio de definicdes, abordamos distancia entre dois pontos, distancia de um ponto a uma reta, distdncia
de um ponto a um plano, distancia entre duas retas paralelas, distancia entre reta e plano paralelos, distancia
entre dois planos paralelos e distancia entre duas retas reversas. Cada uma dessas definicdes é sequida de uma
ilustracdo e uma explicacao.

Entendemos ser este um capitulo que estabelece uma ponte entre a Geometria de posicao e a Geometria
métrica. Alertamos para a necessidade de o professor destinar um bom tempo para esse trabalho, sempre que
possivel, apoiado em modelos e exemplos.

Observacoes e sugestoes

» As ilustragdes existentes podem ser apoiadas em modelos reais, desde gue se tomem alguns cuidados:
se utilizarmos um |apis para ‘representar” uma reta, € importante deixar claro que devemos imaginar esse
l&pis sern espessura e com comprimento nao limitado.

» Apds a apresentacao dos postulados e teoremas para os alunos, podem-se conduzir discussoes rapidas
sobre o que eles compreenderam dos enunciados.

= Uma sugestao para promover uma articulacdo entre Arte e Matemadtica seria propor aos alunos um tra-
balho de pesquisa nesse sentido: pesquisar artistas que utilizam elementos geométricos em suas obras.

» Uma pergunta interessante pode ser feita quando do inicio do trabalho com distancias: Qual é a distan-
cia entre a posicao em que o aluno estd sentado e a parede da sala de aula? A resposta ndo é simples,
pois existe mais de uma distancia. Assim, € preciso esclarecer que, quando queremas uma distancia,
normalmente queremnos saber a menar das distancias.

» A Geometria de posicdo, estudada neste capitulo, permite uma avaliacdo mais voltada a participacéo
dos alunos no trabalho em sala de aula, sem a necessidade de cobrancas quanto & memorizaciao de
contetidos. Uma alternativa interessante seria propor que a turma fosse dividida em trés grupos, no maxi-
mo, e cada equipe ficasse encarregada de explicar acs outros dois grupos partes dos assuntos.

Questoes e Reflexoes
Padgina 136
Resposta pessoal. E sobre a existéncia de pontos numa reta e fora dela, num plano e fora dele.

Pagina 137

Resposta pessoal. Comente com os alunos que trés pontos distintos e ndo colineares determinam um tnico
plano. Quatro pontos ndo colineares, poderiam, dependendo de suas posicoes, determinar mais de um plano.

Pagina 138

1. Resposta pessoal.

2. Resposta pessoal. Os desenhos sao auxiliares, ajudam-nos a visualizar as relacoes.
Pagina 141

1. Nao. Elas podem ser reversas.

2, S5im.

Pagina 145
1. A projecao ortogonal serd um ponto.
2. A projecao ortogonal serd um segmento, com comprimento menor que o do segmento dado.

Pagina 146

Sim. Basta que o ponto pertenca a reta.
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Padgina 148

Sim. Podemos tracar a reta perpendicular simultdnea as duas retas reversas. Basta considerarmos o ponto
numa das retas reversas que esteja nessa perpendicular. A distancia desse ponto a outra reta reversa representa
a distancia entre as duas retas.

Explorando

Pagina 141
Sugestao de encaminhamento:
Atividade para pequenos grupos, com a apresentacao coletiva dos resultados.

O presente capitulo é extenso e muito tedrico para os alunos. Exigird deles uma abstracao muito grande.
Nesse sentido sugerimos essa atividade de exploracao de representacdes. Apresentamos propriedades geomé-
tricas que podem ser estudadas a partir da construcdo de modelos. Os alunos deverdo analisar cada uma das
propriedades e explicd-las, por meio de recursos que eles elaborarem, para os demais alunos.

E uma forma de tornar o assunto um pouco mais envolvente e significativo.
Histéria da Matematica

Padgina 148
Sugestao de encaminhamento:
Leitura em duplas, com a discussao coletiva das respostas das questdes propostas ao final do texto.

O texto descreve de maneira resumida parte da histéria da chamada Geometria Euclidiana. E importante dizer
para os alunos que Euclides organizou o conhecimento de Geometria até sua época. A obra de Euclides representa
um marco para a historia da Matematica. Neste texto os alunos irdo observar concepcdes e trabalhos de outros
personagens chegando até o trabalho de René Descartes com a Geometria Analitica. Comente com os alunos que a
Geometria Analitica tambeém teve outros personagens importantes. Um deles, que ndo aparece no texto, é Fermat.

Respostas das questoes apresentadas

1. Arquirmedes, comn seus estudos sobre as esferas e o cilindro, e Euclides, com seu livro Os Elementos, onde siste-
matizava todos os conhecimentos acumulados até entao pelo seu povo, fornecendo dessa forma ordenacéo
através de uma linguagem cientifica.

2. Para Platdo, a explicacao de tudo; como tudo existial Estava nos cinco solidos perfeitos: o cubo (terra), o tetraedro
(fogo), 0 octaedro (ar), o icosaedro (dgua) e o dodecaedro (elemento que permearia todo o Universo).

3. As"duas areas da matematica” surgiram separadas até o século XV, quando o filésofo e matematico francés
René Descartes (1596-1650), considerado o*pai da filosofia moderna’, reuniu as duas areas correntes, naquilo
gue mais tarde denoctou-se Geometria Analitica.

Capitulo 10 - Poliedros

Uma forma de iniciar este capitulo seria buscar o significado do termo “poliedro” e comparé-lo com o sig-
nificado do termo “poligono”. Qutra é como procedemos no livio do aluno, ou seja, observando a utilizacdo de
formas geométricas na estrutura molecular.

E importante ressaltar aos alunos que, quando utilizamos o termo “sélidos” geométricos, estamos nos re-
ferindo a forma geométrica espacial. Essa denominacao é feita até mesmo quando estamos diante de uma
caixa de papeldo em forma de paralelepipedo. Dizemos que tal caixa € um sélido geométrico conhecido como
paralelepipedo, mas sabemos que é uma caixa oca. Para exemplificar, damos seis exemplos de poliedros que
provavelmente sdo de conhecimento dos alunos: cubo, paralelepipedo, piramide, tetraedro, octaedro e prisma.
Logo apds apresentarmos os elementos que compdem esses sélidos geométricos, definimos entdo poliedro
convexo. Enquanto um poligono é denominado a partir do nimero de lados (ou de angulos), um poliedro é no-
rmeado a partir do nimero de faces que possui. Logo a sequir, fizemos uma analogia entre poligono convexo e
poliedro convexo, entre poligono nao convexo e poliedro ndo convexo. As ilustracdes permitem diferenciar um
do outro. Somos favoraveis a que os alunos sejam conduzidos a essa observacao tendo os modelos em maos.



Apresentamos, sem demonstrar, a relacao de Euler sobre o nimero de vértices, o niumero de faces e o na-
mero de arestas de um poliedro. Apresentamos exemnplos sobre a relagdo de Euler que devemn ser amplamente
discutidos com a turma.

Abordamos entdo os poliedros regulares (tetraedro, hexaedro, octaedro, dodecaedro e icosaedro). Eviden-
ciamos as planificacoes desses sélidos geométricos que podem, evidentemente, ser utilizadas para a cons-
trucdo de modelos. Ha uma demonstracdo ndo muito simples a respeito da existéncia de apenas 5 poliedros
regulares. Essa demonstracao exige o conhecimento de propriedades observaveis em poliedros convexos re-
gulares: “cada aresta é comum a duas faces’, “em cada vértice concorre 0 mesmo numero de arestas’. Apds a
demonstracdo, falamaos das classes dos poliedros. Embora isso pareca inutil, consideramos que esclarece os alu-
nos sobre o fato de que nao temos apenas o cubo como exemplo de hexaedro; o préprio paralelepipedo é um
hexaedro. A partir dessas observacoes, apresentamos e demonstramos uma relacdo que permite obter a soma
das medidas dos angulos das faces de um poliedro convexo conhecendo apenas a quantidade de vértices. Essa
é uma demonstracao importante e que deve ser discutida com os alunos, pois permite nao apenas observar
como chegar a relacao correspondente, como estabelece uma conexao importante com a soma dos angulos
internos de um poligono convexo.

Observacdes e sugestdes

= Devemos ter um cuidado ao apresentar a relacdo de Euler: todo poliedro convexo satisfaz a relacao de Eu-
ler, porém nem todo poliedro que satisfaz a relacdo de Euler é convexo. Em nosso estudao, ndo abordamaos
enfaticamente os poliedros nao convexos, mas € um cuidado que devemos ter.

* Ha uma atividade interessante para compor a avaliacao: a construcao, em equipes, de modelos dos cinco
poliedros regulares, conforme planificagdes encontradas no Livro do Aluno que devern ser ampliadas.

» Caso conheca algum marceneiro na comunidade, investigue a possibilidade de construir em madeira
modelos dos cinco poliedros regulares para serem utilizados em sala de aula como referéncia.

Questoes e Reflexoes

Pagina 153
1. Resposta pessoal. Poliedro significa "vérias faces”
2. S3o 12 vértices, 8 faces e 18 arestas.

Pagina 155

1. Tabela:
Poliedro Faces Arestas Vértices
Hexaedro 6 12 8
Octaedro 8 12 6
Piramide 5 8 5

2. Resposta pessoal. A soma do numero de faces com o nimero de vértices é 2 a mais gque o numero de arestas.

Capitulo 11 - Prismas

Este é um capitulo fundamental no que se refere & compreensao do calculo de areas e de volumes de s6-
lidos geométricos. Procuramos inicialmente caracterizar prismas, observando seus elementos, como podemos
defini-los a partir de ideias estudadas em Geometria de posicao e também como classificé-los quanto ao nu-
mero de arestas de suas bases e quanto a inclinacdo das arestas laterais. Logo apos, identificamos os chamados
prismas regulares. Mesmo que tenhamos falado de diversos prismas regulares, geralmente nosso estudo se
limita ao estudo do prisma triangular, do prisma quadrangular e do prisma hexagonal.

Temos, entao, a partir dessas ideias iniciais, o inicio da Geometria métrica pelo calculo da superficie de um
prisma. O célculo da drea da base, da drea lateral e também da drea total de um prisma fica mais bem com-
preendido a partir de planificacdes. Apresentamos exemplos sobre o calculo das dreas de prismas. Sdo exem-
plos importantes que permitermn uma boa discussdo junto aos alunos. Sugerimos que, a partir desses exemplos,
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o professor retome com os alunos os procedimentos para o célculo das dreas dos quadrados (bases do prisma
quadrangular regular), dos triangulos equilateros (bases do prisma triangular regular) e também dos hexagonos
(bases do prisma hexagonal regular).

Dois prismas sdo estudados: o cubo e o paralelepipedo. Apresentamos a relacao que permite calcular a drea
total de um paralelepipedo observando sua planificacao. Ja a férmula da érea total do cubo pode ser obtida
considerando um paralelepipedo em que as trés dimensdes sdo iguais. Além de considerarmos aqui o célculo
das areas das superficies do cubo e do paralelepipedo, também observamaos algumas relacées métricas exis-
tentes entre as medidas das diagonais e as medidas das arestas desses dois sdlidos. Novamente poderiamos
estabelecer a relacdo da medida da diagonal do cubo a partir da diagonal do paralelepipedo, considerando
apenas gue as arestas tém a mesma medida (no livro do aluno fizemos de outra forma).

A partir de uma situacdo apresentada, iniciamos entao o estudo do volume de um prisma. Explicamos que
utilizamos o cubo de medida de aresta unitaric como unidade de volume. Mostramos entdo como podemaos
chegar ao volume de um paralelepipedo. Embora existam ilustracdes e explicagdes que permitem compreen-
der como chegar ao volume do paralelepipedo, entendemos que ha a necessidade de nosso acompanhamen-
to e de nossa interferéncia, como professaores, no desenvolvimento desse tépico até chegar a conclusdo da
relacdo que permite o célculo do volume do sélido em questao.

No final do capitulo, mostramos como obter o volume de um prisma qualquer a partir do velurme de um
paralelepipedo. A explicacao esta atrelada ao chamado Principio de Cavalieri, que & “emprestado” aqui sem
ser demonstrado. A compreensao intuitiva desse principio permitird ao aluno compreender como podemos
calcular o volume de um prisma. Recomendamos que as explicacdes apresentadas sobre esse principio sejam
lidas e discutidas com os alunos. Ao estabelecermos, no final, que o volume de um prisma qualquer € o produto
da drea de sua base por sua altura, estarernos prontos para calcular, ainda pelo mesmo principio, o volume de
outros solidos geométricos. Dal a sua importancia.

Observacoes e sugestoes
» No capitulo anterior, sugerimos a construcao de modelos de alguns poliedros. Aqui, para a compreensao
a respeito do célculo da area da superficie de um prisma, sugerimos a construcdo das planificacdes dos
trés principais prismas regulares: o triangular, o quadrangular e o hexagonal. Talvez essa construgao pu-
desse fazer parte de uma avaliacao, dividindo a turma em grupos.

» Os alunos normalmente identificam o cubo e o paralelepipedo como sélidos que néo sao prismas. Deve-
mos chamar a atencao deles que sdo dois exemplos particulares de prismas de grande utilidade.

» Um cuidado: 0s alunos normalmente confundem diagonal do cubo com diagonal da face do cubo. Da
mesma forma: diagonal do paralelepipedo com diagonal de uma das faces do paralelepipedo.

Explorando

Padgina 170
Sugestao de encaminhamento:
Em grupos, com discussao coletiva das respostas encontradas.

Propomaos uma atividade de exploracéo para ser realizada em equipe. Nela temos quatro itens, cujas respos-
tas dependerdo das medidas obtidas pelos alunos ou das medidas que eles deverao indicar. As trés primeiras
questdes estdo relacionadas com a propria sala de aula. Assim, as respostas poderdo ser confrontadas pelas
equipes. Na atividade 4, sugerimos aos alunos que simulem a construcao de um aquério. As medidas deverao
ser elaboradas por eles. Os alunos devem pesquisar o que € necessario para tal construcdo. Essa é uma atividade
que pode ser conduzida como parte da avaliacdo.

Capitulo 12 — Piramides

Duas construcdes em forma de piramides abrem o capitulo. Sdo duas construgdes contrastantes, mas re-
presentam a mesma forma geométrica: piramides quadrangulares. Assim como ocorreu no estudo de prismas,
trés tipos de piramides sao destacados aqui: a de base quadrada, a de base triangular e a de base hexagonal.
Embora sejam facilmente identificadas pelos alunos, as pirdamides apresentam normalmente um grau de dificul-
dade maior na compreensdo quando comparadas ao estudo de prismas. Essa dificuldade pode ser observada
no calculo da drea da superficie.



O capitulo esta dividido em duas partes. Na primeira parte, apds algumas ideias introdutérias, iniciamos evi-
denciando como obtemos uma pirdmide e gquais sdo seus elementos. Classificamos, entdo, as piramides quanto
ao numero de arestas da base e observamos as chamadas pirdmides regulares. E importante destacar que,
numa pirdmide regular, a base é um poligono regular e as faces laterais serdo tridangulos isosceles congruentes.
Destacamos os elementos de uma piramide regular. E importante que as relacbes métricas entre apotema
da pirdmide, apStema da base da piramide, altura da pirdmide, aresta lateral da pirdmide e aresta da base da
piramide sejam amplamente discutidas. As relagcdes métricas sao estabelecidas de forma imediata por meio de
triangulos retangulos.

Logo a sequir, apresentamos, utilizando a planificacdo de uma pirdmide hexagonal, o procedimento para o
célculo da érea total de uma piramide, ou seja: a drea total é a drea lateral adicionada a area da base da piramide.
Um exemplo é apresentado para que o aluno compreenda como proceder.

Na segunda parte do capitulo, temos novamente o Principio de Cavalieri, para estabelecer o volume de
uma piramide a partir de um prisma de mesma base. Novamente sera necessario que nds, professores, facamos
o acompanhamento das explicagdes até chegar a conclusao de que o volume de uma pirdmide de mesma base
e mesma altura de um prisma é um terco do volume do prisma. Procuramos conduzir explicagoes e ilustracoes
que facilitassem a compreensao, entretanto existem detalhes que precisam ser bermn compreendidos pelos alu-
nos. Um desses detalhes é quando dividimos o prisma de base triangular em trés piramides de base triangular.
Nem sempre € imediato, a partir de ilustracdes, a compreensao de que as trés piramides possuem o mesmo
volume. Dai a necessidade da interferéncia do professor, reforcando as explicacdes do livro.

Observacoes e sugestoes

= No capitulo anterior, sugerimos a construcao de modelos de alguns prismas. Aqui, para a compreensao a
respeito do calculo da drea da superficie de uma piramide, sugerimos a construcao das planificacées das
trés principais piramides regulares: a triangular, a quadrangular e a hexagonal.

= Assim como ocorreu no calculo da drea da superficie de um prisma, no célculo das areas totais das prin-
cipais piramides requlares, os alunos deverao saber como obter a drea de um quadrado, de um tridangulo
equildtero e de um hexageno regular.

= Fizernos uma opcao em nao apresentar a Geometria aqui estudada como uma relacao de férmulas se-
guida de exemplos numéricos. Sendo assim, o encaminhamento exige de nés, professores, uma atengao
maior em relacéo as dividas que evidentemente sdo esperadas por parte dos alunos.

» Uma atividade interessante que pode ser utilizada como componente da avaliacao seria uma pesquisa a
respeito da pirdmide do Louvre: data da construcae, arquiteto responsavel, presidente francés que enco-
mendou, material utilizado, medidas como altura, lado da base. Além disso, pode-se solicitar que calculem
a area lateral e o volume ocupado pela construcao.

Questoes e Reflexoes

Pagina 185

1. A razio entre as areas serd k’.

2. A razio entre os volumes sera k°.
Historia da Matematica

Pdgina 185
Sugestao de encaminhamento:
Leitura e resolucao das atividades sugeridas em duplas. Discussao coletiva das respostas.
Respostas para as questoes
1. Resposta pessoal, mas esta ligado a ideia de fecundo.

2. E a parabola. Comente com os alunos que essas conicas serdo estudadas no volume 3 desta colecio.
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Explorando habilidades e competéncias
Pdgina 191
Sugestao de encaminhamento:

Em grupos, com discussao coletiva das respostas.
Respostas das questdes sugeridas
Pagina 155

1. me= %stz +72 +15 +152 =207 = 207 =

1 18
=324 = =
2 2

mg=9cm
2 me (B57) - 18
2 2

mg=9cm

3. Como os resultados sdo iguais, é possivel supor que ambas as férmulas servem para todos os trapézios.

4. D=v5 +12 =13

1
me= Ev’sz + 5 +12 +122 =13 =13% =0

Unidade 5 - Andlise combinatoria

13. Principio fundamental da | Compreender e utilizar o principio fundamental da contagem
contagem para resolver situacdes de contagem.

Compreender situacoes de permutacdes a partir do principio
fundamental da contagem; utilizar o fatorial de um nimero
14. Permutacoes natural para célculo envolvendo permutagoes simples;
calcular o nimero de permutacdes com elementos distintos e
permutagdes com repeticdo de elementos.

Identificar combinagdes simples a ideia de escolher; resolver
15. Combinacoes e arranjos situa¢es relacionadas a combinacao; obter arranjos simples a
partir de combinacdo e permutacdo simples.

Obter os termos do desenvolvimento da poténcia natural de

um bindmio; utilizar a férmula do termo geral para a obtencao
16. Bindmio de Newton de um termo qualguer do desenvolvimento da poténcia de um
bindmio; compreender as relagdes entre 0s nimeros binomiais e
o tridngulo de Pascal.




Analise combinatdria é um assunto ligado ao célculo das possibilidades de realizacdo de determinado
evento. No lancamento de um dado e a posterior observacao do resultado obtido em sua face superior, num
simples “cara ou coroa’, no nimero de formas diferentes que pedemos escalher duas pessoas num grupo de
10, no preenchimento de um cartdo de loteria esportiva etc, estamos diante de exemplos que, se utilizarmos o
conhecimento desta unidade, poderemaos compreender um pouco mais.

O estudo aqui esté dividido em quatro capitulos. Ele se mostrard interessante para os alunos se, como
professores, nds os motivarmos, trazendo dados para a sala de aula, cartdes de algum jogo de loteria, e
tantos outros atrativos que podem ser utilizados conforme nossa criatividade. Tradicionalmente, o ensino
de Andlise Combinatoria é conduzido levando os alunos a utilizarem férmulas desprovidas de compreen-
sdo. Assim, diante de um problema qualquer de contagem, o aluno normalmente langa a pergunta: ©
problema é de arranjo, de permutacao ou de combinacdo? Nao podemos concordar com esse comporta-
mento. Somos favoraveis a conduzir os alunos, ao longo do desenvolvimento dos trés primeiros capitulos
da unidade, a compreender que os problemas de contagem envolvem duas “operacdes” basicas: escolher
e misturar. Se isso for devidamente compreendido, acreditamos que os alunos entenderdo o que é Andlise
Combinatéria.

Capitulo 13 - Principio Fundamental Da Contagem

Iniciamos o capitulo conduzindo uma questao para o aluno sobre o segredo de um cadeado. Essa é
uma forma de envolver o aluno. E importante dar um tempo para que eles possam responder a questio
proposta. Ao longo do capitulo, tal situacdo é retomada. Logo apds, abordamos e resolvemos duas situa-
cdes que permitirdo compreender, de forma intuitiva, estratégias para o calculo do nimero de possibilida-
des para realizar determinado evento. Na primeira, a observacao de uma tabela de dupla entrada evidencia
o numero total de possibilidades de uma moca utilizar uma camiseta (a partir de 4 diferentes) e uma
bermuda (dispondo de 2 diferentes). Na segunda situacao, a construgdo da chamada arvore das possibili-
dades. Esses dois procedimentos (poderiamos chamar também de esquemas) permitem uma compreen-
sdo e a visualizacdo do motivo pelo qual, em certas situacoes de contagem, devemos utilizar o chamado
principio multiplicativo, conforme estudaremos. E importante, entretanto, que, apos as discussdes desses
dois exemplos, seja feito o comentério de que existem situacdes de contagem em que nao multiplicamos
para calcular, mas adicionamos (apresentamos mais adiante, ainda neste capitulo, um exemplo).

Apds apresentarmos o principio multiplicativo, conduzimos alguns exemplos que devem ser discutidos
com a turma, para verificar a compreensao da utilizacdo de tal estratégia de contagem. Além disso, nos
exercicios propostos, recomendamos que o encaminhamento seja feito em duplas e as duvidas sejam cole-
tivamente discutidas.

Observacoes e sugestoes

» Em algumas situacdes de contagem, principalmente aquelas que envolvem a construcao de nu-
meros, & importante alertar os alunos para que observern bem o enunciado. Assim, por exemplo,
podemos pedir aos alunos que descubram quantos ndmeros naturais com trés algarismos podemos
formar. Outra possibilidade seria solicitar a eles que descubram quantos nimeros naturais com trés
algarismos distintos podemos formar.

« Qutra forma de iniciar o capitulo seria propor uma pesquisa sobre o atual sistema de emplacamento
de veiculos no nosso pafs. Algumas perguntas podem ser entao abordadas: Quantas placas pode-
riam ser confeccionadas com as letras AAA? Quantas placas podem ser confeccionadas tendo o
nimero 12347

Questoes e Reflexdes
Pagina 196

1. O total de possibilidades é 26 - 26 = 676.
2. O total de possibilidades é 10 - 10 = 100.

Manual do Professor 61



Pagina 199
O total de senhas do cadeadoé 10 - 10 - 10 = 1000.

Explorando
Pagina 200

Sugestao de encaminhamento:

Em duplas, com discussdes coletivas dos resultados obtidos.

Logo apaés alguns exemplos de situacdes de cantagem, sugerimos gue o principio multiplicativo seja ex-
plorado a partir da arvore das possibilidades. Assim, os alunos deverdo elaborar uma situacdo de contagem e,
com as informacdes correspondentes, deverao construir a arvore das possibilidades e apresentar para a turma.
Sugerimos também uma conexdo com a disciplina de Biologia, particularmente em relacdo a Genética, por
meio de uma pesquisa. Seria interessante que o professor de Biologia comentasse com os alunos algum exem-
plo de célculo de possibilidades envolvendo anomalias quando do nascimento de criancas em que um dos
elementos do casal possui essa anomalia. Em seguida, a pesquisa deve ser encaminhada para que os alunos a
apresentem posteriormente a turma.

Capitulo 14 — Permutacoes

Este capitulo encontra-se dividido em quatro partes: permutacao simples, fatorial de um nimero natural,
permutacdo com repeticdo e permutacao circular. Na primeira parte, retomamos o principio multiplicativo por
meio de trés diferentes situacdes de contagem. A partir dai, definimos o que vem a ser permutacao, isto é,
“dado um conjunto com n elementos, denomina-se permutacao desses n elementos qualquer sequéncia de
n elementos na qual aparecam todos os elementos do conjunto’. Talvez mais importante aqui, para o aluno, seja
compreender que o significado de “permutar” estd ligado ao ato de “misturar’, de “trocar de posicao” O célculo
do nlmero de permutacoes simples de n elementos é efetuado a partir do principio multiplicativo. Para facilitar
a representacao de permutacdes simples de n elementos, utilizamos P,,

Iniciamaos a sequnda parte do capitulo observando um simbolo da Matemaética que é utilizado para sim-
plificar. No lugar de escrevermos Ps=5-4 -3 -2 - 1, utilizamos a notacao Ps = 5! (lemos: fatorial de 5), isto é,
51=5.4.3.2.1 Estamos diante de uma simplificacdo, e & assim que devemos passar para os nossos alunos.
O fatorial de um nimero natural maior que 1 é definido como o produto desse ndmero natural pelos seus
antecedentes até a unidade. E o fatorial de 17 E o fatorial de zero? Fizemos observacdes a esse respeito para
justificar que 0l =1 e 11 = 1. Além disso, existem “vantagens” em convencionar tais valores: elas aparecem no
proximo capitulo, quando abordamos problemas de contagem que sao classificados por problemas de com-
binacdes. Neste capitulo, € importante gue os alunos aprendam a utilizar o fatorial de um ndmero natural para
simplificar.

Nas duas Ultimas partes do capitulo tratamos de problemas sobre “permutacdo com repeticao”e as cha-
madas “permutacdes circulares” Aqui, utilizamos exemplos que permitem a compreensao dos procedimen-
tos de célculo nos dois tipos diferentes de permutagdes. No caso de permutagdo com repeticao, um exem-
plo interessante é o de formacdo de anagramas das letras de uma palavra (letras repetidas). E interessante
permitir aos alunos, dependendo da quantidade de letras da palavra, construir os anagramas. No caso de
permutacao circular, posicionar quatro amigos ao redor de uma mesa circular em que a diferenca entre uma
e outra forma de posicionar estad em observar quem estd a nossa direita e & nossa esquerda. Nao considera-
rmos adequado que os problemas de permutacao com repeticdo e também os de permutacéo circular sejam
resolvidos apenas “empregando” as férmulas. Dai a necessidade de compreendé-las.



Observacdes e sugestoes

= As situacdes que sdo aqui apresentadas como problemas de permutacao podem ser solucionadas por
meio do principio multiplicativo.

» Para que os alunos compreendam adequadamente os problemas de permutacdo simples, permuta-
cao com repeticao e permutacao circular, sugerimos que eles elaborem dois exemplos de cada tipo
de permutacdo e proponham para resolucao de outro colega. Ao elaborar tais situacdes, entendemos
que os alunos observardo em seus enunciados as diferencas que caracterizam cada um desses casos
de permutacao.

« Alguns dos exercicios propostos ao longo do capitulo podem ser utilizados para compor parcialmente a
avaliacdo. Uma estratégia seria propor que a resolucao fosse realizada em duplas.

« Enecessario valorizar as estratégias utilizadas pelos alunos quando da resolucao dos exercicios e conferén-
cia dos resultados obtidos.

Capitulo 15 - Combinacdes e Arranjos

Se o significado do termo "permutar” estiver relacionado ao de “misturar”, de “trocar de posicao’, qual
sera o significado de “combinar”? Para iniciar este capitulo, comentamos a existéncia de duas “atitudes
intuitivas” relacionadas a problemas de contagem. Uma ja foi estudada, que & *misturar” (sdo aquelas si-
tuagdes de contagem estudadas no capitulo anterior: permutagdes), e a outra, que serd abordada neste
capitulo, é“escolher”.

Este capitulo é mais extenso e estd dividido em trés partes. Inicialmente, propomos uma situacao
simples de escolha de 5 bolas de sorvete de sabores diferentes a partir de 8 sabores disponiveis. Aqui é
importante deixar que os alunos discutam tal situacdo, para que seja possivel observar seus conhecimen-
tos previos.

Iniciamos a primeira parte do capitulo utilizando, passo a passo, uma situacdo para levar os alunos
a observar as possibilidades de escolha de uma comissao de 3 jovens a partir de 5 jovens disponiveis.
0 encaminhamento proposto para resolver tal situacdo inicia utilizando-se o principio multiplicativo. E af
que surge a grande diferenca. Quando escolhemos trés pessoas, por exemplo, para compor um grupo, a
ordem delas nao interessa. Assim, devemnos deixar claro para os alunos que, se escrevemos ABC, é diferente
de BCA, entretanto, quando temos {A; B; C} € o mesmo que {B; C; A}. Dai a importancia de dizer aos alunos
gue, ao procedermos assim para obter todas as maneiras de contar as possibilidades na escolha de 3 das 5
criancas, alguns desses agrupamentos foram repetidos. Por esse motivo, precisaremos dividir por 31, como
mencionamos no livro do aluno. Logo apos esse exemplo, ampliamos esse raciocinio para a escolha de p
elementos dispondo de n elementos. Assim, chegaremos a relacdo matematica para o célculo do nimero
de combinacdes de n elementos tomados p a p.

Quando abordamos o fatorial de um numero natural, adotamos que 08 =1 e que 11 = 1. Uma boa jus-
tificativa é apresentada aqui quando associamos o fato de efetuar combinacdes de n elementos tomados
pap com o de estar formando subconjuntos de pelermentos. Assim, sabemos que, se um conjunto tem n
elementos, podemos formar 1 subconjunto dele com exatamente n elementos. Por meio da relacao obtida
para a combinacédo, concluiremos que:

] ] |
=—" =L - _adotando0i=1)
ni(n=n)l  nlo!l  nN

Analogamente, sabemos que um conjunto com n elementos admite apenas 1 subconjunto com 0 (zero)
elemento (& o conjunto vazio). Utilizando a relacdo de combinacao, temos:

o n! n! n!
= = . I | =
5 Ol(n - 0)! AT 1(adotando que 0! = 1)
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Considerando, portanto, 0! = 1, o nimero de subconjuntos de um conjunto pode ser obtido com qualquer
numero de elementos no subconjunto. A partir dai, nessa primeira parte do capitulo, conduzimos outros exem-
plos a serem discutidos com os alunos. Sdo exemplos importantes no sentido de permitir uma compreensédo do
que é combinar e como calcular o nimero de combinacoes.

Na segunda parte do capitulo, Combinacoes e Arranjos, para reforcar a parte inicial, observamos outras
situacoes. Numa delas, explicamos o que sdo arranjos simples de n elementos tomados p a p, e até relacionamos
arranjos com permutacao e também com combinacao. Nao consideramos fundamental em contagem consi-
derar arranjos simples como mais um caso de problemas de contagem. Entendemos que possa ser conduzido
a partir de permutacao e de combinacao.

Na parte final do capitulo, abordamos situacoes de contagem com restricdes. Tradicionalmente, essas si-
tuacoes também sdo conhecidas por combinacées condicionadas. Nas situacoes apresentadas, é fundamental
a interferéncia do professor explicando como proceder no calculo para observar os elementos que figuram ou
os elementos que nao figuram na formacéao de grupos de contagem.

Questoes e Reflexoes

Pagina 215

Pense em como determinar o ndmero total de escolhas de 5 bolas de sorvete de sabores diferentes a partir
de 8 sabores disponiveis. Represente os sabores por letras e faca todas as combinagoes possiveis.

Observacoes e sugestoes

= Como os alunos ja viram problemas de contagem sobre permutagdes, hd uma necessidade em desta-
car, ja nos primeiros exemplos de combinacoes, que a ordem nos agrupamentos Ndo interessa Nessas
situacoes. Dai € fundamental associarmos o fato de combinar, por exemplo, 5 elementos 3 a 3 com o de
formar subconjuntos com 3 elementos a partir de um conjunto que tem 5 elementos.

= Como no capitulo inteiro ha um bom nidmero de exercicios, parte pode ser conduzida para compor algu-
ma atividade avaliativa, talvez até em duplas.

« Eimportante que os alunos elaborem situacoes de contagem envolvendo combinacdes. Uma atividade
interessante é dividir a turma em pegquenos grupos. Cada grupo deverd elaborar e resolver para os demais
algumas situacoes de contagem que possam envolver permutacao, combinacdo e arranjo.

Capitulo 16 — Binomio de Newton

Iniciamos o capitulo com uma situacdo geométrica envolvendo o volume de um cubo dividido em
cubos e paralelepipedos. A ideia é levar o aluno a abservar o cubo da soma de um binémio. Logo apds,
iniciamos a primeira parte do capitulo com as chamadas propriedades das combinacées. Como fizemos
questdo de associar as combinacdes com a formacdo de subconjuntos, aproveitamos aqui para explorar
resultados importantes referentes ao calculo combinatdrio. A partir do chamado tridngulo de Pascal ou
simplesmente “triangulo dos nimeros combinatérios”, apresentamos e justificamos trés importantes pro-
priedades: a das igualdades complementares (que é tradicionalmente conhecida como taxas complemen-
tares); a soma dos numeros combinatdrios de uma linha completa do tridngulo de Pascal; a relagcdo entre
numeros combinatdrios, que permite expressar a soma de dois consecutivos desses ndmeros de uma linha
do tridngulo de Pascal em funcgado de outro nimero da linha imediatamente seguinte (tradicionalmente, é
conhecido como relacao de Stifel). Nessa parte, as justificativas dessas propriedades sdo feitas observando
o célculo combinatdrio relacionado a determinacdo do nimero de subconjuntos de um conjunto dado,
conhecendo-se o numero de elementos que ele possui e quantos elementos formardo os corresponden-
tes subconjuntos. Aqui as atividades poderdo ser encaminhadas para a resolucdo individual, desde que
observem as respostas apresentadas.

Para iniciar a segunda parte do capitulo (Férmula do desenvolvimento de um binémio), nos valemos
de parte da histdria da Maternatica. Apresentamos entdo o procedimento de como desenvolver poténcias
naturais de um binémio e, a sequir, utilizamos exemplos. Relacionamos entdo o desenvolvimento da po-
téncia de um bindmio com o triangulo de Pascal. Isso facilita um pouco o célculo, evitando a necessidade



de se obterem os coeficientes numéricos dos termos de um bindmio a partir de combinagdes. Apods apre-
sentarmos alguns exemplos, enfatizamos a utilizacdo de um binémio para o calculo de poténcias naturais
por meio de aproximacoes e demonstramos uma relacao matematica gue permite chegar ao numero total
de subconjuntos de um conjunto A dado, formado por n elementos, isto &, 2", Essa é uma situacio que foi
apresentada no volume 1 quando do estudo de Conjuntos.

A férmula do termo geral é apresentada no final do capitulo. Ela deve ser compreendida como um proce-
dimento que permite chegar a determinado termo do desenvolvimento sem a necessidade de obter um a um
tais termos.

Observacoes e sugestoes
= Antes de apresentar a formula do termo geral, pergunte aos alunos sobre a quantidade de termos
existentes no desenvolvimento de um binémio. Por exemplo: quantos termos existem ao todo no desen-
volvimento de (x - m)'?? Qutra pergunta a ser conduzida: Qual é o 5% termo desse desenvolvimento em
poténcias decrescentes de x7 Somente entao apresente a férmula do termo geral.

* As ideias principais presentes no desenvolvimento de um bindmio estdo relacionadas as propriedades
apresentadas na parte inicial deste capitulo, quando falamos das propriedades das combinacdes. Isso é
fundamental para a compreenséao do assunto.

Questoes e Reflexoes

Pagina 226
Ovalorde k é 4.

Padgina 231
1. Sao 7 termos.
2. O desenvolvimento é:

Ix® + 6x°a + 15x*a” + 20x*a® + 15x°a* + 6xa® + 1a°. Cada uma dessas parcelas representa um termo des-
se desenvolvimento.

Histéria da Matemdtica

Pagina 230
Sugestao de encaminhamento:

Leitura e resolucao das atividades em pequenos grupos.

O texto aborda a histéria dos nimeros binomiais, do triangulo de Pascal e dos procedimentos utilizados
para o desenvalvimento da poténcia natural de um binémio.

Antes das duas questdes propostas, os alunos deverao obter dois bindmios, conforme abaixo.
X+5a + 1003 + 10a’ + 5a'x+a® =(x+a)P - x+a
X+ 5ax® + 10a%¢ + 10a%¢3 + 5a*? + a’x
+ ax® + 5a%¢ + 10a33 +10a** + 5a°x + a®
X+ 60+ 156 + 200353 + 15a* + 6’ +a® = (x+af -x+a
X+ 608 + 15a5E + 2003 + 15a%C + 6a5¢ + a®x + ax® + 6a%¢ + 15a3¢ + 20a%¢3 + 15a°x + 6a®x + @’
X+ 7axe + 21a%° + 35a3¢ + 35a%3 + 21 + 7a%% +a’ = (x + a)

Respostas das questoes

1. O triangulo de Blaise Pascal poderia ser chamado de triangulo de Chu Shi-kie, matematico que foi contem-
poraneo da expansao mongol pela Europa Oriental.

2. O que entendemos como “bindmio de Newton” poderia ser chamado também "bindémio de Khayyam’, ou
outro nome. O fato é que Khayyam, além do triangulo numérico, que citamas anteriormente, também teria
se debrucado sobre o desenvolvimento da poténcia de um binémio.
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Explorando habilidades e competéncias

Pagina 237

Sugestao de encaminhamento:

Em duplas, com a discussao coletiva das respostas para as questdes apresentadas.

Respostas

1. 12% de 90 milhdes = 0,12 - 90 = 10,8 —10,8 milhdes de linhas. Como s6 ha 6 possibilidades para o primeiro
digito, com 6 digitos teriamos 6 - 10° = 600000 — 600000 linhas. Com 7 digitos, 6000000 de linhas. Para os

10,8 milhdes de linhas ja eram necessérios 7 digitos.

2. Comecando apenas com 7, 8 ou 9 e tendo 8 digitos, o nimero de linhas era 3 - 107, ou seja, 30 milhoes. Ao
acrescentar o 9 no primeiro digito e permitindo que qualquer outro seja usado no segundo, passamos a ter
1- 108 linhas, ou seja, 100 milhdes. O aumento foi de 70 milhdes de linhas disponiveis.

3. Onimeroé:1-9-8-7-6-5-4.-3.2=91=362880

O primeiro digito serd 9. Restam 8 digitos a serem preenchidos. Destes, 4 serdo zeros. Os outros 4 serdo
diferentes de zero. Colocando os zeros nas posicdes, temos uma combinagao de 8 elementos 4 a 4, Gy, =70 —
— 70 possibilidades. Para preencher as quatro casas restantes, temos (excluindo o zero) 9 = 6561 — 6561pos-

sibilidades. Ao todo, temos 459 270 possibilidades.

Unidade 6 -

Probabilidades e Estatistica

17. Introducdo a
teoria das
probabilidades

Compreender, de forma intuitiva, o que sdo eventos, espaco
amostral, situacoes favoraveis e resultados possiveis quando da
ocorréncia de um experimento aleatdrio.

18. Célculode
probabilidades

Calcular a probabilidade de ocorréncia de um evento em um
experimento aleatério; compreender e empregar propriedades
relativas ao célculo de probabilidades.

19. Adicaoe
multiplicacdo de
probabilidades

Resolver situagdes referentes ao calculo de probabilidades
observando a utilizagdo de adicao de probabilidades em
eventos e também a multiplicacao de probabilidades.

20. Introducao a
Estatistica

Reconhecer a utilizacao de Estatistica em situagdes diversas;
representar os dados de uma pesquisa por meio de gréficos
e tabelas; interpretar informacgdes presentes em gréficos
estatisticos.




Historicamente, a teoria das probabilidades tem sua origem nos chamados jogos de azar. Nessa introducao,
é importante chamar a atencdo dos alunos para o fato de que a ocorréncia do resultado numa Mega-Sena re-
presenta um experimento aleatdrio, isto é, ndo sabemos de anterao qual serd o resultado.

A unidade esta dividida em quatro capitulos. No primeiro, apresentamos as ideias iniciais que permitirdo
uma compreensao mais intuitiva de probabilidade. Nos dois seguintes, objetivamos o calculo das proba-
bilidades de ocorréncias de eventos. Para o final da unidade, abordamos os tépicos iniciais de Estatistica. E
importante observar que, ja no inicio do Volume 3 desta colecao, ampliaremos o estudo de estatistica com o
célculo de medidas de tendéncia central e também de medidas de dispersao.

Capitulo 17 - Introducdo a Teoria das Probabilidades

Qual o meio de transporte mais seguro: um aviao ou um automavel? Essa é uma pergunta que precisa ser
respondida a partir de dados estatisticos sobre os acidentes terrestres e aéreos existentes. Além disso, confor-
me essas informacodes, temos de calcular a probabilidade da ocorréncia de um acidente. Duas areas importan-
tes do conhecimento aqui, nesta situacao inicial, aparecem: probabilidade e estatistica.

Este capitulo estd dividido em duas partes. Na primeira, ndo abordamos o conceito formal de probabili-
dade, mas conduzimos situacoes (com explicacdes) que permitem nao apenas observar ideias intuitivas de
probabilidades que os alunos j& trazem em suas bagagens de vida, como também envolvé-los no assunto. Sao
situacoes interessantes e simples.

Conceitos como espaco amostral e evento sdo abordados na sequnda parte. Também aqui sdo con-
duzidas explicagdes sobre 0 que vem a ser evento certo e evento impossivel. Embora nessa parte os
alunos nao sejam exigidos em célculo de probabilidades (deixamos para os proximaos capitulos), temos
aqui uma importante conexao com a teoria dos conjuntos estudada no volume 1 desta colecao. Utiliza-
rmos conjunto para falar de espaco amostral. Qualquer subconjunto de um espaco amostral pode estar
relacionado a um evento. Também aqui podemaos falar de eventos complementares (ocorrer um evento
e ndo ocorrer esse evento) pensando novamente em conjuntos. Num exemplo, antes das atividades
gue sao propostas, também abordamos unido e interseccao de conjuntos relacionados com unido e
interseccao, respectivamente, de eventos. Todas essas ideias sdo utilizadas quando do calculo de proba-
bilidades no préximo capitulo.

Observacoes e sugestoes

» Este & um capitulo de introducao. As primeiras nocdes sao aqui apresentadas. Nao é necessario fazer
calculos de probabilidades, embaora alguns alunos ja apresentem resultados numéricos a medida que
exemplos sao dados.

» Uma atividade alternativa de avaliacao poderia ser encaminhada para execugao em grupos. Pesquisar
probabilidades de ocorréncia de acidentes aéreos, de acidentes de carro, de acidentes de trem, de um
cometa atingir a Terra etc. Sdo algumas ideias que podem ser ampliadas.

Questoes e Reflexoes

Padgina 242
1. Resposta pessoal. Sorteios de prémios, por exemplo.
2 Sim.
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Capitulo 18 - Cdlculo de Probabilidades

A partir das ideias desenvolvidas no capitulo anterior sobre espaco amostral e eventos, trataremosago-
ra do célculo de probabilidades de ocorréncia de eventos em experimentos aleatérios. Iniciamos com um
exemplo bem simples sobre o lancamento de um dado. Cada uma das faces tem a mesma probabilidade de
ocorréncia, e podemos dizer que a ocorréncia de cada uma dessas faces é chamada de evento elementar. A
unido desses eventos elementares corresponde ao espaco amostral. A partir dessas ideias, conduzimos o ca-
pitulo para que os alunos compreendam gue a soma das probabilidades de ocorréncia de todos os eventos
elementares € 100% (ou 1). Assim, chegamas & ideia de probabilidade de um evento elementar num espaco
amostral finito. Logo a seguir, ampliamos nosso estudo para conceituar probabilidade de evento. Esse € um
rmomento importante. Exemplos e explicagdes apresentadas permitirdo a compreensao do calculo de proba-
bilidades de ocorréncia de eventos.

Trés observacdes devem ser discutidas com os alunos (propriedades): a probabilidade de ocorréncia de um
evento igual ao préprio espaco amostral; a probabilidade de um evento igual ao conjunto vazio; e a variacdo
da probabilidade de 0 a 1 para um evento qualquer de um espaco amostral. Para efeitos de célculos, podemos
conceituar a probabilidade de ocorréncia de um evento A num espaco amostral como o quociente entre o
numero de casos favoraveis ao evento A e o nimero de casos possiveis do espaco amostral.

Apresentamos, entao, exemplos que devem ser amplamente discutidos. Esses exemplos auxiliardo os alu-
nos na compreensao de procedimentos a serem adotados quando do célculo de probabilidades. Esse é um mo-
mento em que devemos ter muito cuidado na conducao do processo em sala de aula. A ndo compreensao das
resolucdes dessas situacdes propostas certamente serd sentida na Ultima parte deste capitulo e provavelmente
no préximo capitulo. Sendo assim, estratégias de conduzir exercicios para resolucdo em grupos e correcao co-
letiva permitem diminuir essas dificuldades.

Na ultima parte desse capitulo, fazemos uma conexdo importante entre duas unidades desse livro: Analise
Combinatdria e Probabilidades. Apresentamaos exemplos em que os cdlculos do numero de situacoes favoré-
veis para a ocorréncia de um evento e os célculos do nimero de resultados possiveis (niimero de elementos
do espaco amostral) sao realizados com o auxilio do que foi estudado em Analise Combinatdria (permutacoes,
combinagdes, principio multiplicativo). Nessas situagdes, teros o célculo da probabilidade quando da escolha
de pessoas num grupo, a probabilidade de ganhar na Mega-Sena, probabilidade de ganhar na Loteria Esportiva
(retomando, nessas duas ultimas situacdes, as questdes observadas na introducao da unidade) e também a
probabilidade relacionada & Geometria.

Observacoes e sugestdes

« Como ao longo deste capitulo retomamos a situacao apresentada no inicio da unidade sobre Me-
ga-Sena e Loteria Esportiva, seria interessante trazer para sala de aula "volantes” desses dois jogos.
No verso desses volantes, podem ser observadas as probabilidades que um apostador tem ao fazer
os jogos. Aqui uma atividade interessante seria que os alunos, utilizando o célculo combinatério,
chegassem as probabilidades indicadas. Talvez um trabalho em equipe dentro da sala de aula e com
o auxilio de calculadora represente uma boa e motivadora atividade.

» Um cuidado: se temos 5 pessoas em um grupo e queremos calcular a probabilidade de que duas
dessas pessoas sejam escolhidas, o ndmero de situacbes possivel, isto &, o nimero de elementos do
espaco amostral ndo é 5, mas o numero de ‘combinacoes dessas 5 pessoas tomadas 2 a 2"

» Comente com os alunos que, quando dizemos que a probabilidade de ocorrer "cara" no lancamento
de uma moeda é de 50%, isso ndo significa que, lancando duas vezes a moeda, tenhamos cara em
uma e coroa na outra. A ideia é que, se lancarmos muitas vezes essa moeda, quanto mais vezes fizer-
maos isso, mais proximo de 50% estard a ocorréncia da face "cara”.



Questoes e reflexoes
Pagina 250

0,25

Padgina 253

Considere que a probabilidade de chover hoje,em certa cidade, seja igual a 0,75. Qual é a probabilidade de
nao chover nessa cidade?

1. Onimero de senasé: C; = 7.

2. E 7 vezes o valor da aposta simples.

6

3. A probabilidade é p = C—7

6
60

Capitulo 19 - Adi¢do e multiplicagdo de Probabilidades

Este é um capitulo que exigira muito mais nao apenas do aluno, mas também do professor. Trabalhamos
agui com a probabilidade de unido de eventos, probabilidade de interseccao de eventos, probabilidade
condicional e independéncia de eventos. Também temos aqui conexdes importantes a serem feitas com
a teoria dos conjuntos. Dividimos o capitulo em trés partes. Para desenvolver cada uma delas, utilizamos
exemplos ilustrativos.

A primeira parte é iniciada com o célculo da probabilidade de ocorréncia da unido de dois eventos.
A utilizacdo de diagramas da teoria dos conjuntos auxilia na compreensao. Além disso, a relacao sobre o
numero de elementos da unido de dois conjuntos, isto é, n(Aw B)=n(A)+n(B) -n(A NB), conduzarelacao
p(A U B) = p(A) + p(B) - p(A n B) (probabilidade da unido de dois eventos), conforme explicamos no
livro do aluno. Apresentamos exemplos que devem ser discutidos com a turma. Em sequida, também
utilizando relacdes entre conjuntos, chegamos a relacido 1= p(A) + p(A) (a probabilidade de ocorrer um
evento adicionada a probabilidade de esse evento nao ocorrer ¢ igual a probabilidade do evento certo,
isto &, 100%).

A probabilidade condicional estd na segunda parte deste capitulo. Utilizamos exemplos que julgamos
serem adequados para levar os alunos a compreenderem a probabilidade condicional, mesmo assim, es-
ses exemplos precisam ser devidamente discutidos. Nessa discussado, sera importante observar as relagoes
entre probabilidades e a teoria dos conjuntos.

A terceira parte do capitulo trata da independéncia de eventos. Duas situacées sao utilizadas no Livro
do Aluno objetivando conduzir os alunos aos conceitos de eventos dependentes e eventos indepen-
dentes. A partir dessas situacoes, dizemos que dois eventos consecutivos A e B, nessa ordem, sao ditos
independentes quando a ocorréncia de B nao ¢ afetada pela ocorréncia do evento A. Esses eventos seriam
considerados dependentes quando a ocorréncia de B é afetada pela ocorréncia do evento A. Logo apos
a discussdo das duas situacdes, ha um exemplo que auxilia na compreenséo do que vem a ser eventos
independentes. No exemplo, um casal planeja ter 3 filhos. Consideramos entdo que o evento A consiste
da ocorréncia de pelo menos dois filhos do sexo masculino, e o evento B, de pelo menos um filho de cada
sexo. Mostramaos gue os eventos A e B sao independentes.

No final do capitulo fizemos uma observacao importante a respeito do célculo envolvendo distribui-
cao binomial. Esse & um exemplo que necessita ser amplamente discutido com a turma.
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Observacdes e sugestoes

« Antes de iniciar o capitulo, seria prudente uma retomada répida de algumas ideias importantes sobre a
teoria dos conjuntos estudada no primeiro livro desta cole¢cdo. Uma trata do nlimero de elementos da
unido de dois conjuntos e outra, do complementar de um conjunto A em relacdo ao universo U.

= Atividades de pesquisa envolvendo as disciplinas de Matematica e Biologia no assunto probabilidade
podem ser encaminhadas. Isso levard o aluno a chamada distribuicdo binomial. Uma ideia é o calculo da
probabilidade relacionada a heranca genética.

Questoes e reflexdes

Pagina 264

Resposta pessoal. Depende da interpretacdo do aluno.

Capitulo 20 - Introducao a Estatistica

Embora tenhamos aqui uma introducdo a Estatistica, consideramos que este capitulo é fundarmental
para levar os alunos a observarem a importancia desse ramo do conhecimento. Além de conceituarmos
Estatistica (“parte da Matematica constituido de um conjunto de técnicas e métodos de pesquisa que, entre
outros tapicos, envolve o planejamento do experimento a ser realizado, a coleta quantificada de dados, a
inferéncia e o processamento e analise das informacoes”), também trabalharemos com gréficos, que sao
empregados como forma de apresentar os dados resultantes de uma pesquisa, por exemplo, de forma
atraente para o leitor. Os gréficos estatisticos que aqui sdo trabalhados, em sua maioria, ndo representam
novidade para os alunos.

O capitulo esta dividido em trés partes. Na primeira, buscamos conduzir nocoes basicas para Estatistica.
Inicialmente, duas ideias importantes numa pesquisa: populacdo e amostra. Por meio de exemplos, e algumas
explicacoes, procuramos caracterizar a populacio e a amostra. E importante que, numa pesquisa de opinido
sobre o que os brasileiros pensam, os alunos compreendam a impaossibilidade de colher a opinido de todos
(distadncia, custo etc.). Sendo assim, é necessario que a pesquisa seja feita em um grupo de pessoas. Esse grupo
deve ser representativo. Se o objetivo € fazer uma pesquisa sobre o tipo de programa de televisao preferido,
e escolhermos somente os jovens que estdo no 32 ano do Ensino Fundamental, ndo teremos uma “amostra”
representativa da populacéo.

Na segunda parte do capitulo, estudamos frequéncia absoluta e frequéncia relativa, que sao os dados numé-
ricos presentes em pesquisas e, geralmente, indicados por meio de tabelas. Apresentamos uma tabela contendo
informacdes sobre uma situacao hipotética relacionada a quantidade de horas inteiras de sono entre 50 alunos
do Ensino Médio, com idades de 15 a 17 anos. A partir dai, abordamaos frequéncia absoluta e frequéncia relativa.

Como podemos arganizar os dados de uma pesquisa? Nesta terceira parte do capitulo, procuramos apresentar
os chamados gréficos estatisticos. Para tanto, utilizamos exemplos extraidos de revistas e jornais. 5do exemplos
contendo informacdes diferentes e atuais, representadas por meio de gréaficos. Apds cada exemplo, algumas
observacgdes foram feitas para que os alunos observem como ler as informacoes apresentadas. Por meio desses
exemplos, especificamos alguns dos principais tipos de gréfico: colunas ou barras, poligonal ou de linha e gréfico
de setores. Falamos, ainda, em histogramas.

Muitos dos nossos alunos dominam ferramentas computacionais para a construcdo de gréficos estatisticos.
Seria extrernamente proveitoso que atividades nesse sentido fossem encaminhadas, até mesmao para compor
parte da avaliacdo. Caso na escola haja um laboratdrio de informatica, a construcao de diversos graficos estatis-
ticos poderia ser planejada pelo professor junto aos alunos, em computadores.

Observacoes e sugestoes

= Umaideia, ac final da primeira parte do capitulo, que pode compor parte da avaliacdo da unidade: os alu-
nos, em equipe, deverdo realizar uma pesquisa em sua comunidade. Devemn definir qual o tema, a forma
como fardo a pesquisa, como serd a amostra da populacéo e, no final, apresentar o resultado da pesquisa.



» A terceira parte do capitulo, sobre graficos, pode ter seu encaminhamento iniciado de forma um pouco
diferente do que estd proposto no livro: solicite, com certa antecedéncia, que os alunos tragam para a
sala de aula diversos graficos que encontrarem em revistas ou jornais. A partir desses graficos, pode-se,
entdo, conduzir o contetdo proposto.

» Utilizando os gréficos que os alunos trouxeram (item anterior desse quadro), proponha que organizem
gréficos diferentes, com o auxilio de planilhas eletrénicas, porém, com os mesmos dados contidos nos
anteriores.

Uma sugestao de atividade para ser feita em duplas: solicite que pesquisem o que é pictograma e apresen-
tern exemplo da utilizacdo desse tipo de gréfico estatistico.

Questoes e reflexoes

Pagina 270
1. Ndo. A amostra nao seria representativa, pois temos % da populacéo formada por meninos e % por meni-

nas, confarme apresentado.

2. Resposta pessoal.

Pagina 272
A probabilidade seria de 10% (5 alunos em 50)

Pagina 276
1. Resposta pessoal. Nao pagar em dig, isto é, estar atrasado com os pagamentos.

2. Aproximadamente 2 155 pessoas (269 de 8 288 pessoas pesquisadas).
Historia da Matematica

Padgina 281
Sugestao de encaminhamento:
Leitura individual, com discussao coletiva do texto e das questdes propostas no final.

O texto trata de marcos importantes da histdria da Estatistica. A ideia & que os alunos percebam que a es-
tatistica tem sua origermn no levantamento de dados populacicnais.

Respostas para as questoes

1. Herédoto mencionou um levantamento feito por volta de 3050 a.C. no gual se procurava sondar a riqueza
da populacéo egipcia, tendo como finalidade maior averiguar que recursos humanos e econdmicos estavam
disponiveis para a construcao das piramides.

2. Em uma segunda fase, também os levantamentos eram feitos buscando o conhecimento mais detalhado da
populacao, porém os abjetivos eram variados: satide publica, ndimero de nascimentos, nimero de mortes,
sondagens sobre comércios.

3. John Graunt e William Petty, no século XVII.
Explorando habilidades e competéncias
Pagina 286

Sugestao de encaminhamento:

Em duplas, com a discussdo coletiva das respostas. Pode-se utilizar essa atividade como parte integrante
da avaliacao.
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Respostas das questdes propostas

1. Organizando os dados do problema em uma tabela de dupla entrada, temos:

3xaodia 400
4 x ao dia 211 400
TOTAL 315 800

Completando a tabela, temos:

3xaodia |[315-211=104 | 400-104=29 400
4 x ao dia 211 400-211=189 400
TOTAL 315 296 + 189 =485 800

Verificando: 315 + 485 = 800.

A probabilidade de escolher uma pessoa que nao tenha dor tomando o medicamento trés vezes ao dia é de

2% _ 374,
800

2. Para auxiliar na anélise das respostas, pode-se fazer uma tabela com os dados do enunciado:

3 6 30%
5 10 50%
7 14 10%
10 20 10%




a) O ndmero de comprimidas tomados que aparece com maior frequéncia é 10.

b) Supondo um total de 10 pessoas, temos 3 tomando 6 comprimidos (18 comprimidos), 5 tomando 10

(50 comprimidos), 1 tomando 14 (14 comprimidos) e 1 tomando 20 (20 comprimidos). Ao todo, temas
(18 + 50 + 14 + 20) comprimidos para 10 pessoas, 0 que da uma média de % = 10,2 comprimidos
por pessoa.

c) A probabilidade de uma pessoa tomar 14 ou 20 comprimidos é de 20%.

d) A probabilidade de uma pessoa tomar 6, 10 ou 14 comprimidos é de 90%.

3. Respostas pessoais. Espera-se que os alunos percebam que a probabilidade e a estatistica trabalham com ané-
lise de riscos de modo cientifico e seus resultados sao tidos como fatos e ndo apenas como “opinides”.

4, a) Em 3 dias, o doente terd contato com 60 pessoas. Se 70% das pessoas sao vacinadas, temos 42 vacinadas e
18 ndo vacinadas. Se o virus é transmitido para 25% das pessoas ndo vacinadas, teremos 4,5 pessoas conta-

giadas nesse periodo. Assim, a probabilidade de haver uma epidemia é de ‘;g =7 5%.

b) De modo geral, temos (100 - n)- % é o numero de pessoas nao vacinadas. 25% vinte e cinco por
cento (ou %) desse nimero é o total de pessoas contaminadas. Dividindo o resultado por 60, temos a
probabilidade de haver epidemia.

Para n = 80, temos:

20- L 12— o del2=3—> Ao 5% de probabilidade de haver epidemia.
100 4 60

c) Para n=90, temos:

10- % =6— % de6=15—> 1)_’—3 = 2,5% de probabilidade de haver epidemia.
5. Generalizando a questao anterior, temos:
x = (60 - n% de 60) é o nimero de pessoas Nao vacinadas.
y=25% de x é o numero de pessoas contagiadas.
Deseja-se ter y < 1% de 60, ou seja, y < 0,6.
Resolvendo a inequacao:
025x<06
06
0,25
Xx<24
60(1 = n%) < 2,4
2,4
60
n% >1-0,04=096
n > 56%

1 -n%

Logo, pelo menos 96% da populacdo deve ser vacinada para garantir a imunidade do rebanho.
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RESOLUCOES DOS EXERCICIOS PROPOSTOS

UNIDADE 1 - MATEMATICA
FINANCEIRA

CAPITULO 1 -PROPORCAOE
PORCENTAGEM
Pagina 14

x 7 7
L —=—=4x=14 -, x=—
L8 2 4 . . 2

X;” T
<) K o =2 = x?=5x=—-6 =
3 x=5
= x?=5x+6=0 . x=20ux=3
x y 48 48 2
2. —=—=—=kﬁ—=k i k=—
T 72 3
b) i—i.- x—2el=i—4
3 3 12 3
=3y=24,y=

3. Os valores de x e y sdo proporcionais a 3 e 4, respecti-
vamente. Assim, temos infinitas possibilidades, como
x=6ey=8oux=18ey= 24

7 O I P2 x=2k,y=3k e z=7k

2 3 7
X+y+z=060=2k+3k+7k=60 . k=5
3x—y+2z=3-2k-3k+2-7k=17k=17-5=85

k k k
5. _2_ _3_ 7_k . — -— -
x-2=y-3=z-7= x-z,y—Bez—_/_

kK k k
X+y+z=82=—+—+—=82=
2 3 7

= 2k+14k+6k=82-42 . k=84

3x—y+2z=3-i—i+2-i=
2 3 7
_ 63k —14k+12% _ 6k _ 61-84 _
- 42 T4 0 a4 7
6 -LuP Vg ook Begiey=i
P A

o+P+y=180°=2k+3k+7k=180° .. k=15°
y=7k=7-15°=105°

7. Sendo E, P e M, respectivamente, a quantidade de en-
fermeiros, a quantidade de pacientes e a quantidade
de médicos, temos:

E !

=—=P=6E
P 6
M_3 _u*x
E 10 10
P 6 10
= ==
10

Sa0 20 pacientes para cada médico.
8. a} i=£=_
3 4
b 15
—=— .. a=9cm e b=12cm
4 5

b 5cm _i
) T5em 3

3am+4cm+5acm  _ 12am 1
9cm+12cm+15cm  36cm 3

=X 2 ko x=25ky=28k e z=32k
%5 28 32

X+y+2z=R$170000,00=
= 25k + 28k +32k =R$ 170.000,00 .. k=R$2.000,00
x = R$ 50.000,00 (filho com 25 anos)
¥ = R$ 56.000,00 (filho com 28 anos)
z = R$ 64.000,00 (filho com 32 anos)
10. a) 0,25 1200 = 300
b) 0,12-150=18
) 0,05 - 800 = 40
d) 0,70 - 2500 = 1750
e) 0,375-3000= 1125
11. a) 250- 1,20 = 300
b) 800 - 0,80 = 640
¢) 1500 1,45 = 2175
d) 2000 - 0,78 = 1560

12. a) Uma pessoa que recebeu R$ 22.400,00 em 2015,
de acordo com a tabela, estd isenta de pagar im-
posto.
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b) Uma pessoa que recebeu RS 35.500,00 em 2015,
deve pagar o imposto:

0,15 - R$ 35.500,00 — R$ 4.198,26 = R$ 1.126,74

Pagina 17

1.

2.

3.

ok

9.

O novo salario de Pedro € igual a:

R$ 1.200,00 - 1,12 = R$ 1.344,00

O valor do carro apds um ano serd igual a:

0,90 - R$ 30.000,00 = R$ 27.000,00

O valor do apartamento apds um ano serd igual a:
1,12 - R$ 150.000,00 = R$ 168.000,00

Se um valor P sofrer um aumento de 20% sequido de
um desconto de 109, passara a valer:
P-120-090=FP-108

Assim, um aumento de 20% seguido de um desconto
de 10% é equivalente a um Unico aumento de 8%, ou

seja, x = 8.

Se um valor P sofrer dois descontos sucessivas, um de
20% e outro de 30%, passara a valer:
P-080-070=P-056

Assim, dois descontos sucessivos, um de 20% e outro
de 30%, equivalem a um Unico desconto de 44%, ou

seja, x = 44,
3
Nessa promocao, paga-se apenas Y =075 = 75%

do valor total, ou seja, o desconto sobre cada unidade
vendida é igual a 25%.

a) O valor serd menor, pois:
x+1,10-090=099-x<x
b) Como 0,99x = 99% de x, a diferenca é 1 ponto
percentual.
Os valores pagos pelo televisor e pelo aparelho de
DVD foram, respectivamente, iguais a:
0,84 - R$ 1.000,00 = R$ 840,00 e 0,90 - R$ 200,00 =
= R$ 180,00
1.020,00

Como pagou um total de R$ 1.02000e ———— =
1.200,00

= 0,85, o desconto total da compra foi de 15%.

a) Se a medida do raio aumentar em 30%, o compri-
mento serd igual a:
2n-130-10em=130-2n-10cm
Como 2rt - 10 cm € o comprimento inicial, entdo o
aumento sera igual a 30%.

b) Aumentando a medida do raio em 30%, a area
serd igual a:

t-(130-10%ecm? =130 -n- 10%cm? =
=169 10 cm?

Comom - 107 cm? é a 4rea inicial, entdo o aumento
serd igual a 69%.

CAPITULO 2 - JURO SIMPLES

Pagina 20
1.12-15% = 18%
2. O valor que Jodo deverd pagar é

R$ 800,00 - (1 + 0,01 - 12) = R$ 896,00

3. 1= R$ 3.000,00 - 0,025 - 8 = R$ 600,00

. M =R$65000- (1 + 0,018 -
. R$10.750,00 = R$10.00000 - (1 +i-15) =

10) = R$ 767,00

=1075=1+i-15..1=0005=05%

. R$2.43432=C- (1 + 0,008 - 36) .~. C= R$ 1.890,00

204

. ——=6,8 (meses)
30

M = R$ 5.000,00 - (1 + 0,012 - 6,8) = R$ 5.408,00

M=3:-C=2C-1+004:-0)=3-C=

=14+004-t=3 . t=50(meses)

9. Resposta pessoal.
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C-(1+i-5)=R$537,50
{C-(T+i-8}=R$560,DO =
_, R$537,50 _ R$560,00

1+5i 1+ 8i

=R$537,50+i-R$4.300,00=
=R$560,00+i-R$2.800,00 ... i=0,015=1,5%
C-(1+i-8)=R$560,00=C-(1+0,015-8)=
=R$ 560,00 .. C=R$500,00

{C-(1+0,02-x)=R$3,'[00,00 =

C-[1+0,02- (x +5)]=R$3350,00
C+0,02- x-C=R$3.100,00

:’{cm,oz-x-c +0,02-5-C=R$3350,00

C+0,02-x-C+0,02-5-C=R$3.350,00=
=R$3.100,00+0,1-C=R$3.350,00 .. C=R$2.500,00
C-(1+0,02-x)=R$3.100,00 =
=5R$2.500,00-(1+0,02- x)=R$ 3.100,00 ... x=12



3. R$ 800,00 — R$ 450,00 = R$ 350,00

R$35000-(1 +i-2)=R$406,00 ..i= 0,08 = 8%
4, Sendo x, 2x e (R$ 11.000,00 = 3x) os trés capitais apli-

cados, temos:

X+ (1 +002-24) + 2x - (1 + 0024 + 30) +
+ (R$11.000,00 — 3x) - (1 + 0018 - 20) = R$ 1664000 =

= 1,48x + 3,44x + R$ 14.960,00 — 4,08x = R$ 16.640,00

-~ x = RS 2.000,00

Assim, os capitais sdo iguais a R$ 2.000,00, R$ 4.000,00

e R$ 5.000,00.

5. R$5.000,00 - (1 + 0,02 - 12) = R$ 6.200,00
R$ 3.000,00 - (1 + 0,01 - 12) = R$ 3.360,00
R$ 7.000,00 - (1 + 0,04 - 12) = R$ 10.360,00

Assim, o montante resgatado por Maria Eduarda foi

igual a R$ 19.920,00.

6. Sendo a, = 1020 a divida apds o 18 més, entdo a divi-

da apos o 242 més sera:
Gy =a,+ 23-r= 1020+ 23 - 20 = 1480

Assim, apds 24 meses, Marina devera pagar RS 1.480,00.

7. R$ 250,00 (entrada)
R$ 400,00 (2 meses)
R$ 600,00 (a vista)

a) 600 — 250 = 350

} R$ 650,00

Montante pago (2 meses) = R$ 400,00
Juros de R$ 50,00
50=350-i-2—=i= 007 = 7%aomés
25
b) 50:350-ﬁ-r
t = 57 (meses)
t =6 (meses)

8. Resposta pessoal.
CAPITULO 3 - JUROS COMPOSTOS
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1. M = R$ 10.000,00 - (1 + 0,02 = R$ 10.612,08

2. M = R$40.00000- (1 + 00168 =
= R$ 40.000,00 - 1,1354 =R$ 45.416,00

3. M=R$2.000,00- (1 + 0,01)%=R$2.000,00-1,8167 =

= R$ 363340
4.R$ 1098500 = C- (1 + 030) - C = R$ 5000,00

. R$8240,00 = R$800000-(1 + HN=1+i= 1,03

S =003 =3%

LC-(1+ 0250 = C-244140625>2 - C

Assirm, o montante sera maior que o dobro do capital
inicial aplicado.

- +P=1331-C=21+i=1,10i=010=

= 10%

. R$22.000,00 - (1 + 0,01)" = R$ 22.000,00 - 1,1268 =

= R$ 24.789,60

Assirn, em 12 meses, Pedro ndo conseguira comprar
o carro de Paulo.

.C-(14020-3)+R$ 230400 = C- (1 + 020 =

= 1,60-C+ R$2304,00= 1,728 - C.. C= R$18.000,00

10. Sendo 10x o valor do IPTU, a vista, o contribuinte pa-

gara:
10x-093=93-x

Sem o desconto, cada parcela € igual a x. Além disso,
o saldo restante terd um rendimento de 0,6% aoc més.
Assim, o saldo atualizado do contribuinte ao longo
de cada més esta representado na tabela a seguir.

1 93:x—x=83-x

2 83-x+1006 —x = 735 x
3 735-x+-1006 —x = 640-x
4 640 -x-1006 —x = 544 - x
5 544 -x- 1,006 — x = 447 - x
6 447 - x-1006 —x = 350 x
7 350-x+1,006 —x = 252-x
8 252-x-1006 —x = 154 -x
9 154-x-1,006 —x = 055-x
10 055-x-1006 —x = —045-x

Assim, como o ultimo valor é negativo, é vantagem,
financeiramente, pagar a vista. Para facilitar os cél-
culos, seria mais simples atribuir um valor qualquer
para o IPTU.

Pagina 30
1.C- (1 4+ 0200 =2-C= (1,200 = 2 = log,, (1,20)=

=log,; 2 = n - 0,08 = 0,30 .. n = 3,75 (anos); aproxi-
madamente 3 (anos) e 9 (meses)
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2. R$ 150.000,00 - (1 + 0,12)" = R$ 300.000,00 =
=(112)"=2=10g,,(1,12)" = log,, 2 =
=n-005=030..n=6(anos)

e

13950=3000(1+0,15)" = 4,65=115"=
o log 4,65 _ 0,667
log1,15 0,061
Aproximadamente 11 meses.

=10,93

4. 3C=C(1+0,03) =3=103'=
- log 3 _ 0477
log103 — 0,013
Aproximadamente 37 meses.

=36,69

5. 48760=4000001+0,02)' =1219=102"=

.2 log1219 _ 00860 _
log1,02 ~ 0,0086

Aproximadamente 10 meses.

10

6. 50000=25000(1+0,04)' = 2=1,04' =

- log2 _ log 2 B
log104  log104—log100

_ log2 _ log2 _
" log2® +log13-log10’ ~ 3log2+log13-2log10
_ 0301

0017 ~

Aproximadamente 18 meses.

7. 6440=4000(1+0,) = 161=11"=
i log161 _ 0,207
log11 0,041

Aproximadamente 5 meses.

=5,05

8. 3000=2000(1+0,035)' =15=1035"=
log15 0,176

== =
log1035 0,015
Loge, Ricardo terd o dinheiro para a viagem.

=1173

9. 200000=100000(1+0,006)' = 2=1,006"' =
_ log2 _ 03010

" log1,006 _ 0,0026
Aproximadamente 116 meses.

=11577

10. Resposta pessoal.

VESTIBULARES E ENEM
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1. Alternativa b.

Seja x o valor bruto que o professor Claudio recebeu
pela consultoria. Temos:

0,11 - x = 0075 - x + 105 < x = R$ 3.000,00
Total de descontos:

(0,11 + 0,075) - 3000 = 555

Logo, o valor liquido que o professor Claudio recebeu
foi:

R$ 3.000,00 — R$ 555,00 = RS 2.445,00

. Alternativa d.

Total dos percentuais indicados em cinza:
9,1% + 13,5% + 18,5% + 5,5% = 46,6%
Logo:

0,466 - 557 000 000 = 259 562 000

Ou seja:

259,562 milhdes de tep

. Alternativa b.

O imposto é calculado sobre o valor que excede
dentro de cada faixa. Por isso, um ganho mensal de
R$ 2.100,00 paga:

(R$2.100,00 — R$ 1.900,00) - 7,5% = R$ 15,00
No caso das trés parcelas, temos os seguintes impostos:
R$ 1.900,00 — Isento

R$ 900,00 - 7,5% = R$ 67,50
R$ 200,00 - 15% = R$ 30,00
Total: R$ 67,50 + R$ 30,00 = R$ 97,50 = R$ 98,00

. Alternativa a.

Como antes ele comprava X produtos e depois do
aumento de 25% na inflagao ele s pode comprar Y,

temos X = 1,25Y.

Logo:
1,25¥ =Y 1
L = =2
1,25Y 5 e
. Alternativa c.

Como a primeira parcela é paga a vista, apenas so-
bre R$ 860,00 — R$ 460,00 = R$ 400,00 é gue rende
R$ 460,00 — R$ 400,00 = R$ 60,00 de juros. Logo:

60 o15=15%
400

6. Alternativa b.

Temos:

y-x=k=6-25=k=k=150



Logo, quando x = 15, y terd valor igual a 10.

30
7. a) Sofia gastaria o 12=0,6, ou seja, R$ 0,60 em

cada lavagerm com o sabdo C.

b) Sofia gasta -24=0,8, ou seja, R$ 0,80 em

0
3000
cada lavagem com o sabdo D. Como na compra
de n vasilhames, com 1 < n = 10, 0 mercado
oferece um desconto de 3n%, entdao R$ 0,80 -
- (1 = 0,03n) é o valor gasto com cada lavagem
com o sabao D, em funcdo do nimero de vasilha-
mes comprados.

Logo, para que Sofia gaste menos reais com o sa-
bio D do que com o sabdo C, em cada lavagem
de roupas, temos:

0,80« (1 —0,03n) <06 =n>8333..
Ou seja, o valor minimo de n é 9.

¢) Temos:

24n(1 — 0,03n) < 128=>36n* — 1200n + 6400 >0
Resolvendo a inequacao, encontramos:

n{%zﬁj ou n}%s?_ﬁ,?

Como 1 < n =< 10, o maior n possivel é 6.

8. Alternativa c.

Seja c a constante de proporcionalidade entre os va-
lores energéticos dos alimentos. Temos:

4
60-c=80:>c=?

Logo, a razdo entre a quantidade de proteinaem A e
a quantidade de proteina em B com as duas porcoes
isocaldricas é:

4.
3

1

=8

9. Alternativa e.
Temos y = 7ze x = 3y. Assim:

X=y _3y=2y 1 y 7

y—-z 7z-z 3 z 3
10. Alternativa c.

Sendo J e F a quantia em ddlares recebida por Jas-
mim e Flora, respectivamente, temos:

J _F J4F 120 _ 1

600 360 600+360 960 8

=F=45

Logo, Jasmim recebeu 75 — 45 = 30 dolares a mais
que Flora.

11. Alternativa d.

SejaV o volume do frasco de vidro. Temos:

2V
= volume do frasco de plastico — )
Vv
«volume do copo — 3
El
3 10 9 1

ety — e
numero de copos v CY
5

. 1
Logo, séo 3 copose —.
12. Alternativa d.

Sendo x e y, respectivamente, a largura e o compri-
mento reais da pegada. Temos:
14 22 34
168 x y

=x=264 e y=40,8

Logo, a largura é 26,4 cm e o comprimento é 40,8 cm.

13. Alternativa a.

Como sao descartadas 2 unidades toda vez que sao
usadas, séo utilizadas 12 unidades em cada aplica-
cao. Logo:
2 =25
12:0,01

14. Alternativa d.

18500
5+7+8

-8=7400

Loego, o mais antigo na empresa recebera R$ 7.400,00.

15. a) Seja C o valor inicialmente aplicado. Temos:

4020
0,0201

C+4020=C-(1+0,01¥ =C =200000

Logo, o valor inicialmente aplicado é R$ 200.000,00.
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b) Seja o montante igual a 4C, temos:

4C=C-(1+0,01)} & 22 =(1,01)
& log 2’ =log(1,01)

101

< 2:log2=t-log| —

o2=r-oo( 17 |
& t-(log101-log10’)=2-log 2

< t-(log202—-log2-2-log10)=2-log2

(o 20301
= 2,305-0,301-2
0,301
=i=
0,002
=1=150,5

Logo:

E= 1505 - 1393 = 11,2 (meses)
16. Alternativa c.
Turmaem 2014

Meninas: 24 (60%)
Meninos: 16 (40%)

Turma em 2015, sendo x meninos reprovados

Meninas: 24
40 — x )
Meninos: 16 — x (20%)

%{40—1’):16—){

40 — x = 80 = 5x

4x = 40

x=10

Portanto, o numero de meninos aprovados em 2014
foig,istoé, 16-10=6.

17. Alternativa b.

Vamos considerar que A representa o nimero de
animais, B o ndmero de bois, V o ndmero de vacas
e C o nuimero de caprinos. Conforme enunciado,
temos

40
B=—-A
100
s T oy
100
30
€= A
100

Calculando B'e V' os nimeros de bois e vacas que
foram vendidos, respectivamente, obtemos:

g =30 ﬂ.,ﬂ: 12 A 5 12%deA
100 \ 100 100
C-=£.[£.A]=A-A — 21% de A
100 \100 100
Portanto, a reducdo de animais & 33%, isto é,
12%+21%=33%.

Desafio

a) Seja V o volume do tanque cheio. Apds o primei-
ro abastecimento, ha no tanque 02V de gasolina
e 08V de etanol. Com o tanque em 40% de sua
capacidade, hé 04 - 02V = 0,08V de gasolina e
04 - 08V = 0,32V de etanol. Como foi adicionado
0,6V de gasolina, o total de combustivel no tanque é
0,08V + 0,6V = 0,68V, 0u seja, 68% de sua capacidade.

b) Sejam:
* preco inicial da gasolina — gy
= preco inicial do etanol — ¢,
* preco atual da gasolina — g;

= preco atual do etanol — ¢
De acordo com o enunciado, temos:

g,=15-¢, (N
gr= 14 - e (")
e,=11-e, (1)

gr=e;+0,704 (V)
Igualando () e (IV), temos e; = 1,76. Substituindo
e: = 1,76 em (lll), temos e, = 1,6.

Substituindo e; = 1,6 em (1), temos g, = 2,40.

Logo, o preco da gasolina comum na ocasido do pri-
meiro abastecimento era R$ 2,40

UNIDADE 2 -
TRIGONOMETRIA

CAPITULO 4 - TRIGONOMETRIA NA
CIRCUNFERENCIA
Pagina 45

1. a) 360° 2mrad
1500 X



5m
360°-x=150°- 2w . x = ? rad

b) 360° 21 rad
240° X
4m
360° - x=240°-2m . x = T rad
c) 3e0° 2n rad
300° X
51
360°: x=300°-2n - x = %y rad
2. a) 360° 2m rad

2
X = rad
3

21c-x=360°-2Tn - x=120°

b) 360° 27 rad

7—“ rad

2n-x=360°-%“.—.x=210°

c) 3e0° 27 rad

—1 Ix rad
6

2K-x=360°-% sox=330°

3. y = 90° + 60° — 255° + 135° = 3(°
4, 360° 2:-n-R
60° 41
60°-2--R=360°-4n...R=12cm
5. a) 780° — 60° = 720° = 2 - 360° (Sim; os arcos sdo
cdNgruos.)
b) 330° — 30° = 300° (Nao; os arcos nao sao con-
gruos.)

7 =
c) T—T=4n=2-2ﬂ: (Sim; os arcos sao con-

gruos.)

121 Tt lin ~ L
d) =5 = ?=T (Nao; os arcos nao sao con-

gruos.)

621 . B2m  2m

05 arcos sao coOngruos.)
6.a) x=30°+ k- 360°(kEL)

b) x = [%+k-2n] rad k€ Z)

c) 1140°| 360°
3

60°
x=60°+ k-360°(keZ)

19t _16m  3m

— +
4 4 4
X = [?;—I+k-21t] rad (ke Z)

7. a) 2360°| 360°
200° 6
Assim, a expressdo geral de todos os arcos con-
gruos é:

x=200°+ k- 360° ke )
b) k=0-—x=200°+ 0 - 360° = 200°
€) k=21 —x=200°+ (21) - 360° = 2160°
d) 4340°=200°+ k- 360° . k= 1152

Assim, 0s arcos nao sao coNgruos.

291 24n S5t

8.a) ——=—_" %
3 3 3
Assim, a expressao geral de todos os arcos con-
gruos é:

S5t
X = T +k-2nkel)

b) k=0—>x=5Tn+0-2n=5anad

c) k=- T—)x:STE+(—T)-2J'|:=— %rad

ol 5
BB kb k=iBcE
3 3

Sim, os arcos sao congruos.

9. Quando se passam 40 minutos, a medida do arco des-
crito pelo ponteiro é igual a:
8 - 30° = 240°
Assim, sendo x o comprimento do arco correspon-
dente, temos:
360°____2-m-15
240° ___ x
x=20n=20-314=628cm

10. A medida do arco cuja extremidade é o vértice C do
quadrado é:

75% + 180° = 255°
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Assim, a expressao geral de todos os seus arcos con-
grues é:

x = 255° + k- 360° (k € Z)

Paginas 60 e 61

1. a) sen (1500°) = sen (609
b) cos (2565°) = cos (45°) =
€) cos (>675° = cos (>315° = cos (45°) = %

1
d) cos (= 3540 = cos (> 300°) = cos (60°) = o

2. a) sen(1980°% = sen (180°) =0
b) cos (1350° = cos (2709 =0

[Hn] [3::]
c) sen] — |=sen| — [==1
2 2

d) cos(18n) = cos (0) =1

2%
3.8) —1<ssenf=sl-o—-1= : e

=S—5sSXx—-7s5=232sXx=s12,.1=5xs56

x+1
b) -1=cosf=s1-o-1= . < T3
S-3<x+1<3.-4<x<6

4 —1=sseno<0—-=2-1=x—3<0—22=2x<3 ..
A

Sl=Ex< —.
S

3

1 T 1 1
5. a) Sm=?-cos—-sen%=?-? 5

= % unidades de area.

b) me=l+%+%=

unidades de com-

3+43
2
primento.

NEREE JRVE]

__—__?unidades de

1
) S pemes = z n-* ==

area.

6. a]6=1-16+1=4n+£—>
4 3 3

- 5en[a15)=sen[4n+%]= sen[i]=£

3 2

7. a) Verdadeira.
b) Falsa.
c) Falsa.
d) Falsa.
e) Verdadeira.
8.a) CA=cosaePA=sena
b) OP =1
c) (OP)y = (OA) + (PAY — 12 = (cos a)* + (sen a)? .-
ssenfo+ cosfa =1

=Cos £-2 +sen ii =l+1=i
6 3 2 2 2

10. Resposta possivel: o0 = 91°e B = 100°

11. a) P=2Tn=41c e Im()=[=7, 1]
b
b) P=2% = suntn=[n2
E. '
21
c) P= =3n e Im(f)=[-2, 2]

2
3
12. a) Os valores minimo e maximo sao, respectiva-

mente, iguaisa 5e 9.

b) Os valores minimo e maximo sao, respectiva-
mente, iquaisa —4e 2.

¢) Os valores minimo e maximo sao, respectiva-
mente, iguaisa —2e 1.

13. Valor minimo: 1 +3-0=1
Valor méximo: 1+ 3-1=4

14.a) P=2n
b) Im(f) = [0, 4]

c) Observe que f(0) = 2,



T 3n
f[?]_o,f(n)_z,f[T]_4,f(2:rc)—2.

Assim, a funcao f pode ser definida por:
flg=2—2-sen(x
15. a) A medida maxima da altura do triangulo é
3 -1 = 3 unidades de comprimento.

Pk 4
1
2

1
maxima do triangulo OAP éigual a 5 4m-3=67

=4n. Aarea

b) O periodo da funcéo éigual a

unidades de area.

16. a) Fazendo 6 = (° (a forca na horizontal), temos:

T=F-d-cos0°
T=F-d-1
T=F-d

b) T=F-d-cos8
T=(10N) - (5m) - cos 60°
1
T=50-— - N'm
2

T=25N-m
17. Resposta pessoal. Neste caso, é importante solicitar
ao professor de Fisica que auxilie os alunos.

CAPITULO 5 - RELAGOES
TRIGONOMETRICAS

Pagina 70

T (-1 ORI
1. sen’(x)=1 [ 13]—>sen (x)

144 12
=—— . sen(x)= ——
169 13
n
3 12
tg(x)= _i ?
13
1 13
Se‘.’:()&')—_i ——?
13
(0= 3=
cossec | x)= 12 - o
13

5
cos(x) T3 5
cotg(x)= = =—
g sen(x) _ 12 12
13

2Zosect () =1 +1tg’ () =sec?(x) =1+ 32 . sec(x) =

= 1o

cos(x)= e V10
Tsec(x) V10 10
_sen(x) _sen(x) . _ 310
tg(X}_—cos(x} _)3_—J1_0 ¥ sen(x]——m
10
i | 10 1o
cossec (x)= = = -
i e T T
10
NiT)
B ) = cos(x)_) o _1
sen (x) 310 3
10
2 2
3. sen’ (x)+cos’ (x}:i—{ k2_1] +[%] =1-

k=1 k* 3
+a=i—)k +16k—80=0 ~. k=4 ou

k=— 20(n3o convém)
4.1 + tg° (0] - 1 = sen’ ()] = sec (x) - cos’ (x) =

1
= ——-cos” (x)=1
cos” (x)

2=sen’ (x)=2-cos(x) _ 2=[1=cos’ (x)]=2-cos(x)

1=cos(x) 1=cos(x)

3 2
_ 1+cos” (x)=2-cos(x) _ [1=cos(x)] =1=cos(x)
1—-cos(x) 1-cos(x)

6. [sen (x) + cos (]* = sen® (x) + 2 - sen (x) - cos (x) +
+ o) =1+2-m-n
7.t1g7 () —4-secx) +5=0
sect () —1—4-sec(x)+5=0
sect(X) —4-sec(x) +4=0
[sec(x) — 2P =0

sec(x) —2=0 =~ sec(x) =2 - cos(x) = %
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1

—sen
cossec(x)—sen(x) _  sen(x) b0
sec (x)—cos(x) —cos(x)
cos (x)
1—sen’(x)
_sen(x)  cos’(x) cos(x)
T 1=cos’(x)  sen(x) sen’(x)
cos(x)
cos? (x)
= e 9 W
Assim:
n=3
V3
9.a) SexE[0;2n] esen (x) = - entdo:
J(=J'I:-E-£=4—Tlt u
3 3
3 3
5={4_ﬂ;5_r=}
3 3
xeR|x=——+k-2m ou
b) 5=

x=STn+k-2ﬂ:,keZ

10. cos(x}:%—u:%+k-2n(kel) ou
x=7T"+k-zn(kez;

7
k:O—)x:1 ou x=—TC
4 4

om 15
k=l—)X=T ou x=——

Assim, no intervalo [0, 4mt] a equacao apresenta qua-

tro solugdes.

11. tg(x):t—)x=%+k-n(kel)

k==1ox=- L.
k=0—>x=—

4

5
k=1—)x=—n

12, 2-sen*(x) = 3-sen()+1=20

13.

14.

— (=3 (-3 -4-2:1 341
3:2 T4

s

sen(x)=

s sen(x)=1ou SEH(X):%

I
Sex€E[0;2n]esen (x) = 1, entdox = 5

1 n
Sex €[0; 2n] e sen (x) = 3 entao x = ? ou

Y= —.
6

Assim, a soma das raizes da equacao no intervalo
considerado é:
n nm 5t 3m

e gl T

2 6 6 2

1
81““‘*+“’=9—>cos(4x+11:}=?—>4x+11:=
== +k-2
=3 T ou
B e e el e
X+ = 3 T—x= P > ou
= 2 + k 1l(kEZ
S 2 )

Assim, a menor raiz positiva da equacao é:
X=1+D i:i
2 6
Logo:
5={1}
6
a) gftd) = =1+ 2-cos{fix)) = =1+ 2-cos(3x)

b) gift)) =1—>—=-1+2-cos(3x) =1 —>cos(3x) =
2n
=1—=3x=k:2n . x=k- g ke Z)

Lego:

5={xeR|x=k-2T’“,kez}



15. 2-sen?(x) — 10 sen(x) - cos(x) + 8- cos’ (x) =0
2-%en?(x) — 2 -sen(x) - cos(x) — 8 - sen (x) -
ccos()+ 8cos’(=0
2-sen(x) - [sen(x) — cos(x)] — 8- cos(x) - [sen(x) —
—cos(¥] =10
[sen(x) —cos(X)]-E2-sen(x) —8-cos(x)] =0
sen(x) — cos(x) = 0—sen(x) =cos(x) . tgx) =
=1 ou
2-sen(x) — 8-cos(x)=0—sen(x) =4 - cos(x) ..
~Ltgl) =4

CAPITULO 6- TRANSFORMACOES
TRIGONOMETRICAS

Paginas 77 e 78

1. sen (15% = sen (45° — 30°) = sen 45° - cos 30° —
— sen 30°- cos 45° =

B B4 i _E-B

2 2 2 2 4

cos (159 = cos (45° — 30% = cos 45° - cos 30° +
+ sen 45° - sen 30° =

_J§_J§+J§.1_JE+J5
T2 T2 T2 2 4

19(60°)—tg(45°) _
14 1tg(60°)-1g(45°)
V-1 (B0 (=43) _ —4+23 o o
T3 (443) (=43 -2

tg(x)+1tg(y)
1—19(x)-tg(y)

2. tg (15°) = tg (60° — 45°) =

3. tg(x+y)=13—> =13—

3+1tg(y)

— = =133+t =
1=3-ta(y) 9

1
=13=39-tg(y) .~ tg(yl=:

_ sen(a)-cos(b)+sen(b)-cos(a)+sen(a)-cos(b)—

.a) x=sen(25°+ 5% =sen30° s x =

~ cos {a)-cos(b)—sen(a)-sen(b)+ cos(a)-cos(b)+

—sen(b)-cos(a)
+sen(a)-sen(b)

_ 2-sen(a)-cos(b)
B 2-cos(a)-cos(b)

_ sen(a)
)= cos(a)
y=tg(a)

1
2
b) x = cos (61° + 299 = cos 9 - x =0

.sen(x+y)-sen(x —y) =

=(senx-cosy+ seny- cosx) - (senx - cosy —
—seny-cosx) =

=sen?x - cos’y — sen’y - cos’x =
=sen?x- (1 —sen?y) —seny- (1 —sen’x) =
=sen’x —sen’x - seny — sen?y + sen’y - sen’x =

=sen?x — sen?y

. a) flx) = sen (3x+%]

P=2——2Tnelm(ﬂ=[—1;1]

3

b) f(0) = sen [3-0+1)=£ e
4 2

f B =sen 3-1+1 =0
4 4 4

4 1 8
i ¢ =—=—cet +y)l=—=1
g(x) T glx +y) .

_ _9o+19ly)
= - )
1
7‘”9(}’)
Flme—a———y
-—1g(y)

1 1
= 1=-—-t = —+t -
5 gly) 5 gly)

13 1
- —=—-t st =iz
253 aly) - tg(y) 3

. Neste caso, € importante cbservar a relacéo entre os

maodulos da resultante e das forgas, isto é:

R’ =F; +F; + 2FF, cosa
R?=6"+6"+2-6-6-c0s75°
RE=72+4+72-cos75° ()
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cos 75° = cos (45°+ 30°)
€os 75°= cos 45° cos 30° — sen 45° sen 30°

J6 -2
4

cos75°%=

)

Substituindo (1) em (1):

W=n+n{

=2

J6=2,45

J2=1,41
2.45-141

W;n+n{4———q

R?=90,72 ->R=9,52N

2
3 4
. : == — En =—=
10. cos® (x) (5] cos(x) :
3 4 24
2x)=2- ; =2. 2. =
sen(2x)=2-sen(x)-cos(x) Al
cos (2x)=cos’ (x)=sen’ (x)=
At [3y 7
s 5)7 25
5.1
tg(x) 2 1

2.
. it 2 = = — =
11. a) tg(2x) s

o1 A
_1_3
4
2-9(2x) }%_
X
1 —
EE)
sl P B
3 =D 7

12. Sendo b e ¢ as medidas dos catetos do tridngulo re-

tangulo e sendo a a medida da hipotenusa, temos:

b ' C
senol=—, cosot = —,senf=—e
a a a
b
cosp=—
a

sen(2o) = sen(2P)=2-seno-coso —2-senf-cosP =

5.8 5 555 5
a a a a

13. f(x) = 10* . enld .cosld) = 102 . 2. senld) . o5l =
=]Oz.sen(2:t)

Como o valor maximo de sen (2x) é 1, o valor méaxi-

mo da funcao f é:
10°-1 =100

14. tg(x)+cotg(x) = 10
sen(x) | cos(x) _
cos(x)  sen(x)

(

sen’(x)+cos’(x)
cos(x)-sen(x)
1
cos(x)-sen(x)
1=10-cos(x)-sen(x)

1=5-2-sen(x)-cos(x)

10

sen(2x) = %

= (=) (2)]-

16. f(x) = 2 - [cos?(x) + sen?(x)] - [cos?(x) — sen?(x)]
fd =2-1- cos(2x)

flx) = 2 - cos(2x)

R R



g

-
-
>

[+

14 //

S E]
~

Figuras: & DAE

1%
\

27

-1

. %

17.f) =5-2-sen(x) - cos (x) = 5 - sen (2x)
Im(f) = [-5, 5]
18. cos (30) = cos (20 + 0)

cos (30) = cos 20 + cos 6 — sen 0 - sen 20

cos (30) = (2cos?@ — 1) - cosB — sen B + 2sen B cos O
cos (30) = 2cos?0 — cos B — 2(1 — cos?0) - cos O
cos (30) = 2cos®0 — cosB — 2cos 0 + 2 cos*O

cos (30) = 4cos*0 — 3cos B
19. Resposta pessoal.

Vestibulares e Enem
Paginas 79 e 81

1. Alternativa c.
Considerando a transversal passando por duas para-

lelas, temos:
s 60 m 2
10m
E—|
T3m
Bm 2
6
tga=— = 10,1
60

De acordo com a tabela, o arco cuja tangente mais se
aproxima de 0,10 é 6°.

2. Alternativa b.
Pela relacdo fundamental, temos:

sen‘o + cos’a = 1

%+coszcz=l —cos’a = %—)COS& = %—)0‘. = 60°

Substituindo o = 60° na expressao dada, temos:

60°
[cos 5 +sen 60“]- tg 60° — (cos 30° + sen 60°) - tg 60°

{£+%J : \5—1»72'42'\@ = (v3)=3

2

3. Alternativa e.

22
3

i , 8
cosx=1l—-|——| =cos x=—=cosx=— ——
3 9

Assim:
sen2x=2senx - cOs X

sen2x=2- [—i] i [-&J s TR
3 3 9

4. Alternativa d.

A producio ocorre quando o preco € minimo, ou seja,
quando:

(=5*)
cos =-]
6

Assim:
[ T —T
cos
6

= x=7+12k(kel)

b
=n+2kn=

) = cos(m+2km)= Ro=

Portanto, para k = 0, temos x = 7, entao, o més de
producao méaxima é julho.

5. Alternativa a.

Como podemaos considerar os raios de sol paralelos,
entao o angulo central (formado por Assua, o centro
da Terra e Alexandria) também é 0.

Assim:

900

e e
7500

=012rad = 7°

I

Assua e Alexandria estdo situadas no Hemisfério Nor-
te, onde o solsticio de verao ocorre no més de junho.
Logo, as observacoes foram realizadas em junho.

6. Alternativa

A

] x=16-11=5

lv=11-3_95=7,05
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sena=3=0,5:>a=30°
10

7,05 5
senf = W:O,?OS::BEJJS

Logo, ACB = 75°

7. Alternativa b.

[l Verdadeira. Frequéncia do batimento por sequndo:

n _is
EL
3

Em um minuto:

60

N 80 (batimentos por minuto)

4
[Il] Verdadeira. Pois:

P(2)=100—20 - cos%‘g]:

=100-20 - cosmTﬂ] 2

f
=100-20 - cos[41|:+4;’—nn =

(1
=100-20 - ——] —

=110mmHg

[ Falsa. A amplitude da funcao é 20 mmHag.

8. a) Considere a figura:

Grafieos: ©DAE

A B
Como o circulo centrado em O é tangente ao se-

tor circular, entdo o segmento AC ¢ bissetriz do
angulo 0. Para 8 = 60° temos OAB=30°. Como

sen 30° =;:> AQ=2r, temos:
AQ

AC=A0+0C=2r+r=73r

Logo:
o ow 6 2
a3’  on® 9 3
6 6

b) ParaR = 4r, temos:

0 OB r 1
enl —|j=——=—=—
[2] AO 3 3

Pela relacdo do arco duplo do cosseno, temos:

cosB=1-2sen’ [%]

2
cosf =1-2- 3 =i
3 9

9. Alternativa a.
A largura do tampo da mesa é dada por BT + TC.
Do triangulo PBT, temos que:

15 1,5
tgel° = = = BT = —
BT 1,73

= 0,87

Supondo que o angulo de incidéncia (PTB ) é igual
ao angulo de reflexao (DTC ), temos no triangulo
DTC que:

tg60° = &7 = TC= 27 = 156
TC 173

Logo, BT+TC = 087 + 156 = 243

10. 01) Correta. As funcgdes seno e cosseno sao pe-
rigdicas.

02) Carreta. O periode médio é dado por:

(06:02—00:38)+(12:02-06:02) +(19:47-12:02) _
- =

_19:09
I

= 6,38h

04) Correta. A amplitude é aproximadamente igual a:
1-0,1

= 0,45m

08) Incorreta. O periodo da funcéo

8n
y= sen[mx +T] é:



16) Incorreta. Usando a relacao tg® x + 1 = sec? x,

temos:
sec’x—=1  sec’x—1
tg’ x+1 sec? x
sec’ x 1

sec’x  sec’x

1—cos’® x

]
&
=
>

32) Incorreta. Utilizando a relacao fundamental, temos
3 4 12
senx = T cosx = ~ seny = =3 e
cosy = % Assim:

cos (X + y)=C0OsX COsy — senx seny

56
65
11. Alternativa a.
Considere a figura:
A P :
30° ;e
60° |
i =
M i -
)
[
60° ;
'
’
’.‘
C ¥a
M .
#
60° .. L
{ sl s
N

Como a corda AP permanece sempre esticada, a mes-
ma percorre trés arcos de raios diferentes até o ponto
P atingir o ponto M. Observe que:

AP =AB +BC+ CM =20+ 10 + 10 = 40 cm,
BQ=20cme(CN=10cm

Assim:

—~ = — T b3 T 50r
PO+QON+NM=—-40+—-20+—10=——-cm
6 3 3 3

12. Alternativa d.

O periodo de f, é igual a 21t Logo, temos |d=1.
Como nas alternativas s6 ha valores positivos para a

varidvel ¢, temos ¢ = 1.

O conjunto imagem de f; é o intervalo [2; 4]. Desse
modo, temos uma variacao de 2 unidades (1 para
cima e 1 para baixo), assim |b| =1.

2+4
Temos ainda a= 1 =3. Assim:

f(x)=3+[1]-sen(x +d)

Como o ponto [2+ : ;4] pertence a f;, temos:

4=3+|1| -sen[2+%+d}:>1=|1|-sen[2+%+d]

Considerando [1|=1, temos SEH[%+ 2kn]= 1, para
k € Z, e assim:

%+2kn=2+%+d:d=2kn—2

Parak = 0,temosd = —2.

Portanto, segue gque fi(x) = 3 + senlx — 2), com
XE[22+ 2n].

Observe:

£(x) = f,(—x) e assim f,(x) = 3 + sen (—x — 2).

f(x) = —f(x) e assim f{x) = 23 — sen (—x — 2).
filx) = —fi(x) e assim filx) = 23 — sen (x — 2).

Assim, a alternativa correta é a d.

Desafio
Alternativa a.

Usando a fatoracao da diferenca de quadrados, temos:
fx) = (sen x + cosx)* — (senx — cos x)*

= [(senx + cos x)? + (senx — cos x)]
[(senx + cos x)? — (sen x — cos x)7]

= (1 + 2senxcosx + 1 — 2sen x COS x)

(1 + 2senxcosx — 1 + 2sen x cos x)
=4 - 2sen x cos x

= 4sen 2x
Assim:

1
2=4sen2x=sen2x = ?
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Como o valor de a corresponde ao segundo mo-
mento positivo em que f é igual a 2, 2x deve ser

igual ao segundo momento positivo em que o seno

éigual a % ou seja:

5 5n
2X=——=2 X =—
6 12
Assim:
_om
12

UNIDADE 3 - MATRIZES,
DETERMINANTES E
SISTEMAS LINEARES

CAPITULO 7- MATRIZES E
DETERMINANTES

Pagina 91
1.a) 3
b) 5
€) =3 éirracional.
1 ;
d) — éracional.
2
2.a,—ap=—-1—(-5=4

3. a) 9elementos.

my My, My 2 £ B
b) M=| m, m, m, |=| 241 2 2* |=
My, My My 341 3+2 2
2 11
= 3 2 8
4 5 2

¢) A soma dos elementos da seqgunda coluna é igual

al+2+5=8

X+y=7
4. { Y Lx=4ey=3
x—y=1

. D=

111
7.a) A= 1 11

C+y +2 0 [=2x+y*+7=0

-3 =3
Sox=0,y=0¢ez=0

O = O = =
REPQEENNEES o TR
=D
- b i b
gy =y

o =

b) A:[

.,.JH.;.,,.‘,...
R o T
R . T

(e QO o QO e

8. Existern vérias figuras possiveis que podem ser asso-

ciadas a matriz. A seguir, s3o apresentadas duas delas:

2

Graficos: © DAE

9. Resposta pessoal.



10. A=| g,

2:1+3-1
= 2-2+3-1
2:34+341

5 8 N1

1 022 a?_’.‘ T

ay 4y Ay

2-1+3-2 2-1+3-3
2:2+3-2 2-2+3-3
2:343-2 2:3+43-3

=l 7 10 13
9 12 15

Assim, o traco da matriz é igual a:

5+10+15=30

-1 2 -5
11.a) A'=| 2 7 6
-5 6 3

b) A matriz A é igual a sua transposta.

12. a) A rmatriz A ndo é simétrica, pois:

0 -3 5
Al=| =3 2 4 |[#A
-5 4 -1
1 =2 vy
b) B=B'—=| x 3 0 |=
£ B 5
1
= -2 0 X=—2Ey 7
y 0

13. Resposta pessoal.

Pagina 96
145 4+(=

1. a) A+B=[ = =0 ]:( 4

243 740 5

b) A-B=

-1 4 5 -2
2. 2A+BB=2-[ 5 ¥ ]+3{ T J:
(13 2
13 14

3. a) Verdadeira.

—1=5 4-(=2) [ -6 6
%35 By |l 9

b) Verdadeira.
c) Falsa.

d) Falsa.Se A + B

matriz A.

e) Verdadeira.

4. a} At=|: 15 jl
-1 4
3 =2
os2 3]

g Arap=]| &3

6 8

2 1 1

5.a) A=[ 3 2 1

332

b) A+2:-A'-3-l,=
11

=321 |+2
332
$ 72
=l 5 %7
55 3

n+1 -1
6. +
[ -3 2m—3]
_ 4m 8
| -5 n-=2

n+7 8
=5 2m+1
n+7=4m
_>
2Zm+1=n-2

7.a) 238 + 42 + 295

b) 238 + 256 + 295 + 325=1114

238 256 |
4]
42 2

8. (X+B)=A—=X+B=A">

<§ T
SX+| 8 1 |=
0 -1 |

= 0, entdo a matriz B é oposta a

d}A+B[4 5]
38

em[ ]

] f) (A+B)' =A"+B'

2 33 100
12 3 [=-3 010 |=
1 1 2 001

(£2)-( .2

n—4am=-7

S m=5e n=13
—n+2m=-3
+ 235 = 810

[ 205 325 ] [ 533 s81
| 235 195 277 217

1 4 3 1

5 7 X=| =3 6

i -3 2 -3 3
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9. 2X+A-B=
2X=3C-A

x=3.| 10 3 6
7 1

9

3C
+B

. a b
11. Seja X=
& [d]

e

2a
b+c¢

2a=10 .. a=52d=6 ..

b+c=4-

b+c 1
2d |

(b=0e c=4
b=1ec=3
b=2ec=2
b=3ec=1

.b=4 ec=0

Pagina 101

1. a) Verdadeira. O resultado da multiplicacdo é uma

matriz do tipo 3 X 5.
b) Verdadeira.
¢) Falsa.

2. a) Verdadeira. Na multiplicacdo de matrizes é validaa

propriedade associativa.

b) Verdadeira.

3. a) A-B:[ 12 ]( 11 ]:[ -5 7 J
2 4 )| =3 3 ~10 14

i A_C={ 12 )[ -5 3 ]={ -5 7 ]
2 4 0 2 -10 14

c) Falsa. Basta observar o que ocorreu nositensaeb

desta atividade.

J_h(ij] .2 A.B{i 2][_&4 ng g]

b) Falsa. Basta observar o item a desta atividade.

5. Vamos considerar apenas a 22 linha e g 32 coluna da

matriz A e B respectivamente.

4 A=| 2-2+3-1 2.2+3-2 2-2+3-3 |=
6
= 7 10 13
\
P 1
B= 32 =l L 9
33 . 27

C,=7-1+10-9+13-27=448



6.a) C=P-Q

[ 8,00 1200 350 2500 24,00
8,50 13,00 4,00 24,00 22,00
7,50 14,00 350 22,00 23,00

M
I

—_ = N

[ 8,00-2412,00- 14 3,50- 4+ 25,0014 24,00-1
C=| 8,50-2+13,00-1+ 4,004 +24,00- 1+ 22,00-1
7,50-2+14,00-1+ 3,50 4 + 22,001+ 23,001

16,00+12,00+ 14,00 + 25,00 + 24,00
C=| 17,00+13,00+16,00+ 24,00+ 22,00 |=
15,00+14,00+14,00+ 22,00+ 23,00

91,00
=C=| 92,00
88,00

b)
_91+92+8
3

Myegos =R$ 90,33

5 4 A2=[1 0]
6 1

b A 10
9 1
g aef 1O
12 1
[ 1 o
d) A= 3-n 1 ]

8. Alternativa €.

12| a b |_ 0
3 5 c d 1
a+2c b+2d 10
3a+5c 3b+5d 0 1

|
-
{

1
0

.a=-5ec=3
3a+5c= 0
b+2d=0

.b=2ed =+
3b+5d=1" ¢

>
I

OB HG)

10. a) A-X=B->AT-A-X=A"-B>

|- X=AT-B .. X=A"-B
b) X-A=B—=X-A-A'=B-AT>
S X 1=B-A" X=B-A"

0 AXB=1->A"-A-X-B-B'=A"-1-B">

S1-X-1=A"-B15 X=A-B

d) BXA=B—B'-B-X-A-A'=B"-B-AT>
SleXel=1-A L X = A

e Al - X=BoA-Al-X=A-Bol-X=
=A-B .. X=A-B

11. Resposta pessoal.

Paginas 109 e 110
1. a) 7[=7
by =10 =~
<) e bl s e
—1 e =
d | _5 =(=1)(=5)=(=2)(=7)=5-14= =9

w @ 1 P B2 | 5 3
a,, 0y, D2 EEED 3 6

detA)=2-6—-3:3=12-9=3

3.a) ‘ sEnlx), =eostx) =sen’ (x)+cos’ (x)=1
cos(x)  sen(x)
b) | cos(x) sen(x)

=cos(x)-cos(y)—

sen(y) cos(y)

—sen(x)-sen(y)=cos(x+y)

¢ | sen(x) 2 cos(x)
0 1 0 =sen(x)-cos(y)—
sen(y) -2 cos(y)

—cos(x)-sen(y)=sen(x—y)

Manual do Professor




4 g
1 1 1]=0>—-4"+2-2"+8"2-4"=0—>
0o 2 -

(2 =32 +2-2=0-2") =3-(2"V+2-2" =0

=mom’=3m’+2m=0—

—=m-(m*=3m+2)=0 .. m=0 ou m=1, ou m=2

m=0—2"=0 .. ndoexiste x

m=1—=2"=1. x=0

m=2—22"=2_/ x=1

5={0;1

5. A+k-B=] 2 B k] 1 0 |=
4 -6 01
—2+k -8
1 4 -6+k
det(A + k- B) = 0 — (=2 + k) « (=6 + k) —

—(=8) (=) =0k —8=20=0 - k=10

ou k=-=2

6. a) det(A) | x 1 2
x x+3 =1 |=x'+3x+1-8x+
-1 -4 1
+2X+6—x—4x=x" —8x+7
b) O valor de x, para o qual o determinante da ma-
triz assume o valor minimo, corresponde a abscis-
sa do vértice da pardbola que representa a fun-
¢do definida por fix) = x* — 8x + 7, ou seja, se
(-8)

T
¢) O valor minimo do determinante é igual a:

£-8-4+7=-9

-1 3
7. Co=(=1"*" 5 3 =—]-(-7)=7
T <3
- Ty2*3, =_1- —_
C,y=(-1) & 4 1-(4)=—4
se| =% 0
Cyy=(=1)"""- 5 3 =1(-6)=—6

3 4 60
—] 2 3 0 o
=1-C,, =1(-1 .
5 3 1) ==
0 -5 1
3 4 6
3 % | =558
5 =3 1
bl | o0 210 0
8 500 e
=2-C,, =2-(-1)***-
=3 4 F 0 w=200
2 4 4 2
0 -1 0
8 5 0|=21(56)=112
-3 =1 7
| 2 5 -3 1
2 7 4 4
0 4 3 o|7%Cat3Ca=
1 5 -1 6
D =3 1
=—4-(=P*2 =2 4 -1 |+
1 -1 6
7 5 1
+3(=DT 2 1 1=
15 6

=—4-(=1)-(11)+3-1-66 = 242

%1 1 1 1
-1 2 3 -4
L Sl =a-C,+bC,+cCyy+d-C,, =
4 3 22 1
11 11
=a-(-0*"| 2 3 —4|+b(=0°{ =1 3 —4 |+
= 4 =2 1
111 11 1
+e(=10° =1 2 =4 |+d(={ =1 2 3|=
4 =3 1 S R

=a- 1110+ b-(=1)-(=30) + c-1-(-30) + d-(-1)-10=
=10a+30b—-30c-10d

10. a) A primeira e a terceira linhas sao iguais.
b) Asegunda coluna é nula.



¢) A primeira e a terceira linhas sao proporcionais.
11. a)

a b ¢ a b c
2d 2e 2f |=2-|d e f |=2-10=20
g h i g h i
b) | ¢ 2 ¢ a b
2d 4e 2 |=2-2-|d e f|=4-10=
g 2h i g h i
|2 2 2 a b c
2d 2e 2f |=2-2-2-|d e [ |=8-10=80
2g 2h 2i g h i

12. det(A - B) = det(A) - det(B) 5

V3 £+i 1:| 2 = =D

=[1-4—3-2]-[T =

13. a) Nao, pois a matriz A nao é quadrada.

b) Néo, pois a matriz B ndo é quadrada.
c) Sim, pois a matriz A - B é quadrada.

d) Sim, pois a matriz B - A é quadrada.

e) Sim, conforme se pode abservar nos itens desta
atividade.

14. a) det(2A) = 2° - det(A) = 8- 5 = 40
b) det(B) = det(B) = 15

) det2 - A - B) = 2 - det(A-") - det(B) =
1
= 15 =
5
15.a) | 5 1 100
03 4|=303 2 ol=10;
00 5 57 5
2 0 0
0 -1 0]|=6
0 0 =3

b) O determinante de uma matriz triangular é igual
ao produto dos elementos da diagonal principal.
16. Utilizando a propriedade para o célculo da matriz de
Vandermonde, temos:
detA) = 4—-5):-B—=5-B—-9H=(=1)-(-2)-
(—1)=-2

CAPiTl.!_LO 8 —SISTEMAS DE
EQUACOES LINEARES

Paginas 122 e 123

1. a) Sim.
b) Nao,pois:3-1—2-(=2)+5-1=3+4+5% 13
€) Sim,poisi3:2—2(—1)+5-1=6+2+5=13

2. A terna ordenada nao é solucao, pois ndo verifica to-
das as equagdes simultaneamente.

3. a) A equacao possui uma Unica solucao (x = 3).
b) A equacdo possui infinitas solucdes.
¢) Aequacao nio possui solucao.

d) A equacdo possui uma Unica solugdo (x = 0).

4, a) 5x + 10y + 20z = 60
b) z=2—=5+ 10y + 20-2 =60—
=5+ 10y=20 .. x+2y=4
y=0=2x=4 y=1loax=2y=2=2x=0(
€ z=0-25+10y=60—>x+ 2y=12
y=0—=2x=12y=1=2x=10y=2-23x=8§
y=3-ox=gy=4-ox=4 y=53x=2
y=6—-x=10
z=1-5%+10y+20-1=60—>x+2y=28
y=0=2x=8y=1lox=06y=2—2x=4
y=3-2x=2Ly=4—2x=0
z=2-35%+ 10y +20:-2=60—0x+2y=4
y=02x=4y=1ox=2y=2=2x=0
z=325+10y+20-3=60-x+2y=0
y=0-x=0;
(0;0;3),(4;0;2);(2;1,2);,(0; 2; 2);
402304 2 10:(6:%1: (8, 0,1);
(0;6;0);(2;5;0);(4;4;0);(6; 3;0);
(8;2;0);(10;1,0);(12;0;0)

x=3z
5.a) {Xx+5y=8z
2y=7z
b) S ={(3z2z2}
 x=3y=1lez=1:
3Ca0 + P,0, — Ca,(PO,),

Manual do Professor




6. a) xH,S + ySO, = 2H,0 + wS

25=27

Xt+ty=w x=z,y=i,z+i=w w=3—z
2 2

2y=z

z=2=x=2y=lew=3
2H,5 + 50, = 2H,0 + 35
b) xFeS, + yO, — zFe 0, + wS0,
x=3z

2x=w
2y=4z+2w

X X 8x
S Z=— w=2x2y=4 | — |+2-2x - y=—
3 4 [3} 4 3

¥x=393z=1l,w=6ey=28

3FeS, + 80, — Fe,0, + 650,

x=2y+3z=4
7. sy+z=5
27=6
27z=6 . 2z=3

y+z=5-3y+3=5 . .y=2
X—2y+3z=4—>5x—2-2+3-3=4 - x=-1
a) Verdadeira.
b) Falsa.
¢) Verdadeira.
d) Verdadeira.
e) Verdadeira.
8. a) Esta.
b) Esta.
¢) Nao esta.
d) Esta.
e) Esta.
0. {x—y+2z=5
y—z=1
y—z=1.,y=1+:z
X—y+2Zz=5-3x—(1+2+2z2=5. .x=6—2
O sisterna é possivel e indeterminado.

S={6—ol+oo))aceER

16 x+y+z=8
o T

y+4z=12
y+4z=12 -. y=12— 4z

X+y+z =8
b)

X+y+z=8-ox+12—-42+2z=8 ..
SLox=—4+4 3z
S={(—4+3212—-4z2},z€{2;3]
dz=2-ox=2ey=4
z=3-x=5ey=0

S=1{(2;4;2);(50;3)}

x—y+z=8 xX—y+z=8
11. a) {2x+y+z=9 -1 3y—z=-7 =
—3x+y+2z==-2 —2y+57=22
x—y+z=8
=4 3y=z==7
13)! =—13
By=-13 » y=—1
P=id= SN —2=T Ld=d
X—y+z=8-3x—(—1)+4=8 .. x=3
O sistema € possivel e determinado.
5=1{3-1;4)}
X=2y+z=1 x=2y+z=1
b) {2x+y—-z=2 — S5y—3z=0—
x+3y—-2z=1 5y—3z=0
x=2y+ z=1
— 5y—3z=0
0=0
3z

5 —32':0 S Y=—
y ¥ 5

3z z
x=2y+ z=1—>x-2- e +z=1. x=1+?

O sistema é possivel e indeterminado.

S={[1+i;3—z;2)},zeR
5" 5

X+y+3z==5
=5y=5z=14 —
—5y—5z=15

X+y+3z=-5
€) {2x=3y+z=4 —
3x—2y+4z=0



X+y+3z=-5
=4 =5y=5z=14
0=1

O sistema é impossivel.
S=0
12. a) Osisterna é possivel e determinado se a # 0.
b) O sistema é possivel e indeterminadosea = 0e
b=0.
c) Osistema éimpossivel sea = 0eb#0.
13. a) Resposta pessoal.

b) Resposta pessoal.

c) Resposta pessoal.

Pagina 128

Wi 3§ =f ¥, 3
1 =1 2 ||y ls] 2
-1 3 —4 z —~4

2. Seja A a matriz dos coeficientes, temos:

2 1 - -3 1 -
A=| 1 =1 2|=—4|A|=] 2 -1 2|=4
-1 3 -4 -4 3 -4

2 =3 -
Al=| 1 2 2]=-4
-1 -4 —4
2 1 -3
Al=| 1 -1 2 . .
-1 3 —4 A4
Bl w o
=—1.}’“ y‘ =2 ez [A .
Al -4 A -4

1 2 -4 1 —4

4 |Al=| 3 7 =9 |==2JAl=| 3 7 =9 |=-42
2 57 -2 § -7
11 -4 12 1

Al=| 3 3 -9|=12/A)=[3 7 3|=-4
y QT 2 5 =2

x=£=21,y=£= —6,2=i=2
-2 -2 -2
S ={(21; —6; 2)}
.a) |D|=-19,[D,|= -76,]D,| = -38 = x= ||[[);||
) D,| -
=£=4r}/=ﬁ=ﬁ=2
-19 Ip| ~-19
b) |D|='l'|, D, =6,‘Dy‘=7:>
= X= |Dx| =£ = ‘Dy‘ =i
[/ R > I B
9 |p|=11|D,/=0.|D,|=0=x= L] =0 .y
D 1
ol _o
= Tt T
Jo12
d) [D]=2,[p,|=12|D,|= -8=x= o~z
b _-s
=6 =—y=—_

. a) Seja D a matriz dos coeficientes, temos:

1 =3

" = =5%0 .. Sistema tem solucdo

pl=

unica.
b) Seja D a matriz dos coeficientes, temos:

-2 4

P 4 =g

=0 .. Nao tem solucéo Unica.

¢) Seja D a matriz dos coeficientes, temos:

T 1 -

Dl=| 2 =1 1|=-3#0 .. Sistema tem solu-
1 0 1
¢do Unica.

d) Seja D a matriz dos coeficientes, temos:

pl=| ' 9 72 3 |=162%0 - Sistema
4 0 3 =2
0§ 'Y

tem solucao Unica.
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Vestibulares e Enem
Paginas 129 a 130

1. Alternativa a.

Para calcular o nimero total de samambaias existen-
tes na reserva florestal, basta calcular:

0:-8+1-124+2:-7+3-16+4-14+5-6+6-3
A operacdo que representa essa conta & dada por
At X B.

2. Fazendo as multiplicacdes, temos:

1 2 3 0o 1 =2
AXB=|l0 12|11 -2 3 |=
0 01 0 1
2 0 4
=l 1 0 3
0 10
e
0o 1 =2 1 23
BXxA=| 1 =2 3 01 2 |=
0 1 0 0 0 1
0 10
=l 1 0 2
g 1 &

Como as matrizes resultantes das multiplicacbes sao
diferentes, o produto ndo é comutativo.

3. A media anual de cada matéria é a soma das notas
dividida por 4. Para obter essas médias, ele deve mul-

tiplicar cada linha da matriz obtida por uma matriz
v 1 - :
coluna com valores iguais a EE Logo, a unica matriz

que possibilita esta condicao é a da alternativa e.

4. Seja A a matriz dos coeficientes. Temos:

1 2 1
Al=| 2 1 1 |=-6,|A]=
3 = -3
9 2 1
=l & |
4 -1 =2

3 =4 =2
1 2 9
=| 2 1 3 |=-12
3 -1 4
Assim
A -
X= |Ax| _iz']‘y:u:ﬁ:
Al -6 A -6
=3p 7= |AZ| =£=2
Al -6
Portanto:

a+b+c=1+3+2=6

. Alternativa a.

Como g, b e ¢ sd0 ndmeros inteiros consecutivos e
a < b < ¢, podemos escrever as sequintes relacoes:
b=a+lec=a+2

Substituindo na primeira equacao, temos:
a+2-@+1)+3-@a+2)=20=2a=2

Assim, a terna (x; y; 2) é igual a (2; 3; 4) e, portanto,
temos:

7:2+4+8-3—=—m-4=26(queimplicaemm = 3.

. Alternativa a.

Sendo p e g, respectivamente, a quantidade inicial de
cartées de Pedro e a quantidade inicial de cartdes de
André, temos:

p+a=20
2
4p+—a=20
g 3
a=20—-p
2
4p+?[20—p)=20—)12p+40—2p=60—)
— 10p=20—p=2

Coma, inicialmente, Pedro possuia 2 cartdes e, apos
a disputa, ele quadriplicou essa quantidade, entao

Pedro ficou com 8 cartdes; ele ganhou 6 cartdes du-
rante a disputa.

. Alternativa b.

Seja Z o tempo que a luz vermelha fica acesa. Logo:



O )
3 2

Como cada ciclo dura Y segundos, temos:

Y=5+X+Y=>Y=5+X+%:>5X—2Y+10=O

8. a) Seja A“:[ Xz ]
y w

Temos:

moptepad = 2N X 2l 19 e
4 8 y w 0 1
2x+3y=1 2z4+3w=0
e
4x+8y=0 4z+8w=1

b) Resolvendo os sistemas, temos:

3
2 Rk i
A= b
S
2
Assim:
3
)
ReATigate] 2 ¢ Ls =
3 8 1
-1 _=
2
1
oy
= 2
5 7

O resultado pedido é:

11

o
5 7
9. Alternativa b.
Como A é invertivel:
det(A) # 0 = g #0=a20

10. Alternativa e.
Das propriedades de determinantes, temos:
det(3A) = det(A?) = 37 - det(A) — det(A) - det(A) =
0= det(A)E27 — det(A)l = 0
Logo:
det(A) = 0 (Nao convém, pois A & inversivel.)
ou
det(A) = 27
11. Alternativa a.

De acordo com as figuras, podemos montar o se-
guinte sistema:

2x+y+2z=1290
X+y+2z=1210=x=32,y=41e z=24
2x+2y=14,60

De acordo com o sistema montado, queremos o
valor de:
X+y+22=2-32+41+2-24=153
O preco do buqué quatro é R$ 15,30.
12. Alternativa a.
Sejam f, m e s, respectivamente, o preco do saco de

60 kg de feijao, o preco do saco de 60 kg de milho e o
preco do saco de 60 kg de soja. Temos:

1200f + 800m + 15005 = 206 000
800f +600m +1200s=151000
1500f + 1000m + 2 0005 = 265000 =
=f=80,m=25¢e 5=60

Logo, o saco de milho foi vendido por R$ 25,00.

13. Alternativa c.

Escrevendo o produto das primeiras matrizes:
MM, T2 13
01 0 1 0 1
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M, -M, -M, = 13 )f13)_ (16

0 1 0 1 0 1

1 6 1 4 1 10
M. -M,-M,-M, = . =
toe “[01][0T][0 1}

Sendo g; os elementos da matriz M,, é possivel ob-
servar que ha um padrao: os elementos a,,, a;, € dy,
se mantém iguais ao se multiplicar as n primeiras
matrizes. J4 o elemento a,, do produto das n primei-
ras matrizes corresponde a soma dos n primeiros
nldmeros naturais diferente do zero. Assim, na matriz

Ba,éigualasomal +2+3+ 4+ .+ 21,0u
seja, uma PA de 21 elementos e razdo 1. A soma de
todos os elementos desta PA é dada por:

S=[H:_2l]-21=231

Logo, a matriz P é igual a:

p= 1T 231
0 1

E a soma de seus elementos é:

1+231+0+1=233

Desafio

Alternativa d.

A+ BX=X+2C

BX=X+2C—-A

BX=X=2C—-A

X(B — 1) = 2C — A (léa matriz identidade de ordem n)
Multiplicando os dois lados por (B = I)™":
X=@2C-A-B-)"

Portanto, sera necessario que B — | seja invertivel.

UNIDADE 4 - GEOMETRIA
ESPACIAL

b) Falsa, pois a interseccao de dois planos ou é vazia
ou e uma reta.

¢) Verdadeira.

. a) Sim, conforme o postulado 2, existem infinitos

pontos pertencentes a uma reta. Assim, os trés
pontos considerados poderiam pertencer a essa
reta.

b

S

N&o, pois, de acordo com o postulado 2, ha infi-
nitos pontos pertencentes a uma reta e infinitos
pontos ndo pertencentes a reta. Assim, poderia-
mos considerar A, B e C como pontos nao perten-
centes simultaneamente & mesma reta.

c) Sendo A, Be Ctrés pontos naa alinhados, temos uma
reta que passa pelos pontos A e B, outra pelos pon-
tos A e Ce uma terceira que passa pelos pontos Be C.

d

—

Sendo A, B, C e D quatro pontos nao coplanares, te-
mos um plano determinado pelos pontos A,Be C,
outro pelos pontos A, B e D, outro pelos pontos A, C
e D e um quarto determinado pelos pontos B, Ce D.

e) Dada uma reta, existem infinitos planos que a con-
tém.

. a) Verdadeira.

b) Verdadeira.

¢) Falsa, pois dois pontos distintos determinam uma
reta e por uma reta passam infinitos planos.

d) Falsa, pois por um ponto passam infinitas retas.
e) Verdadeira.

f) Falsa, pois trés pontos distintos podem pertencer
a uma mesma reta.

g) Falsa, pois a reta pode ter um Uinico ponto em co-
mum com o plano.

h) Falsa, pois se a reta estd contida no plano, todos os
seus pontos pertencem a esse plano.

. As gquatro afirmacdes garantem a determinacao de

um plano.

CAPiTULQ 9 - GEOMETRIA ESPACIAL
DE POSICAO

Paginas 151 e 152

5. Alinterseccdo de qualquer plano que contém a reta r
com o plano a é uma reta que passa pelo ponto P

6. Se dois planos tém em comum trés pontos nao co-
1. a) Verdadeira, pois os trés vértices de um triangulo
sd0 pontos nao colineares.

lineares, entdo os planos sdo coincidentes, ou seja,

trata-se do mesmo plano.



7. Existern trés casos.

Primeiro caso: os pontos sao coplanares e nao coli-
neares.

»
Graficos: © DAE

Fica determinado um Unico plano.

Segundo caso: 0s pontos sao colineares.

LY 7.
/

Existem infinitos planos que contém os quatro pontos.

Terceira caso: 0s pontos nao sao coplanares.

Ficam determinados quatro planos: ABC, ABD, ACD e
BCD.

8. |. Falsa, pois se uma reta é paralela a um plano, é pa-
ralela a uma reta do plano, mas se uma reta é paralela
a urna reta de um plano, ndo necessariamente ela é
paralela ao plano (pode estar contida no plano).
II. Verdadeira.
IIl. Verdadeira.
IV. Falsa, pois a reta pode ser concorrente com o plano.
V. Verdadeira.
V. Verdadeira.

9. a) Paralelas.

b) Perpendiculares.
c) Reversas.
d) Reversas.
e) Paralelas.

f) Perpendiculares.
10. Resposta pessoal.

11. Um Unico plano.
12. Um tdnico plano.

13. Infinitos. Todos os planos que contém a reta r sdo
perpendiculares ao plano —.

14. Um dos vértices é a origem, ou seja, o ponto (0; 0; 0).
Os outros vértices da base inferior sdo os pontos (5;
1;0), (5;0; 0) e (0; 1; 0). Os vértices da base superior
sao os pontos (0; 0; 2), (5;0;2),(5;1; 2) e (0; 1; 2).

15.

5cm
Pe——0Q

; 5cm s
pe—2 49

CAPITULO 10 - POLIEDROS
Paginas 159 e 160

1. a) O poliedro é convexo.
b) O poliedro nado é convexo.
2V+F=A+223V+8=18+2 . V=12

3. O poliedro apresenta 4 faces triangulares e 4 faces
hexagonais, ou seja, um total de 8 faces. Sendo A eV,
respectivamente, a quantidade de arestas e a quanti-
dade de vértices, temos:

2A=3-4+6-4 .. A=18
V+F=A+23V+8=18+2 V=12
4, a) O numero total de faces do poliedro é:

1+5+5=11

Sendo A eV, respectivamente, a quantidade de ares-
tas e a quantidade de vértices, temos:

2A=5-1+4-5+3-5 - A=20
V+F=A+2-2V+11=20+2 . V=11
b)

......
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5. SeV = F temos:

V+HE=A+25V+V=A+25A=2V=-2 -
LA=2-(V=1).

Assim, independentemente do numero de vértices
do poliedro, o ndmero de arestas é par. Logo, a con-
clusdo do aluno é verdadeira.

Uma piramide regular que possui 12 faces laterais
triangulares, apresenta 13 faces no total, sendo uma
delas com 12 lados. Como essa pirdmide é um polie-
dro convexo, sendo A e V, respectivamente, a quanti-
dade de arestas e a quantidade de vértices, temos:
2A=3-12+12-1.A=24
V+F=A+2V+13=24+2. V=13

Sendo 2x e x, respectivamente, o nimero de faces trian-
gulares e o nimero de faces quadrangulares, temos:

F=2x+x=3
JA=3-2x+4-x—>A=5x
V+F=A+258+3x=5x+2.x=3

Assim, o poliedro apresenta 6 faces triangulares e
3 faces quadrangulares.

a) A somna das medidas dos dngulos internos das fa-
ces do poliedro é igual a:

Se=(V—2-360°=5 =
= 2160°

b) A=5x=5-3=15

8 — 2) - 360° =

8. Sendo 2k, 5k e 8k, respectivamente, o nimero de fa-

ces octogonais, 0 numero de faces quadrangulares e
o numero de faces triangulares, temos:

F = 2k + 5k + 8k = 15k
2A=8-2k+4-5k+3-8k.. A= 30k
V+F=A+2—532+4+15%=30k+2 k=2
A=30k=30-2=060

9. Sendo x o numero de faces triangulares, temos:

F=x+1
2A=3:x+4-1.40=3x+4..x=12
V+F=A+22V+12+1=20+2.V=9

Se o novo poliedro possui uma face quadrangular a
mais e quatro faces triangulares a menos que o origi-
nal, entdo o novo poliedro possui 2 faces quadrangu-
lares e 8 faces triangulares.

Sendo A’e V', respectivamente, o nimero de arestas e
o numero de vértices do novo poliedro, temos:

2N=4-2+3-8.A=16

V+2+8=A+25V+10=16+2. V=8

11.

12.

13.

14.

15.

TR Triangular 4 6 4
regular

Hexaedro Quad ool 12 8
Aeilat uadrangular

Rctaedng Triangular 8 12 6
reqular

Dode-

caedro Pentagonal 12 30 20
regular

lcosaedro | penaar |20 30 12
regular

a) Saoiguais

b) O tetraedro.

a) (4 —2)-360°=720°

b) (8 — 2) - 360° = 2160°

c) (6 — 2) - 360° = 1440°

d) (20 — 2) - 360° = 6480°

e) (12 — 2) - 360° = 3600°

a) O tetraedro regular ndo possui diagonal alguma.

b) O hexaedro regular possui quatro diagonais.
¢) O octaedro regular possui trés diagonais.

a) 2A=3-224 . A=336
b) V+F=A+25V+224=336+2.V=114
Resposta pessoal.



CAPITULO 11 - PRISMAS
Paginas 165 e 166

1. Seja h a medida da altura do prisma, temos:
2
156\5:2-@-»6-2«/541
156=36+12h . h=10cm

2. Seja x a medida das hipotenusas das bases, temos:

x'=52+12% - x=13cm

5mm=2-2i-5-12+5-13+12-13+T3-13=450cm2

3. Sy =5-(10-8)=400cm?

3+7+8

a.a) P= 9cm

Susc =4/9-(9-3):(9-7)-(9-8)=1/9-6-2-1=6+/3 cm’
b) S =2-633+3-10+7-10+8-10 =
= (12+/3 +180)cm?

5. a) SEG=§-10-2J§-sen3o°=sJ§cm2

b) Sendo x a medida do lado FG, temos, pela lei dos

COSSenaos:

X2 =107 +(24/3) -2-10-24/3 -cos 30°
x> =100+12-60

x*=52 - x=2J13cm

Summa, =10-12+24/3.124+ 2413 12=
=(120+24+/3 +24/13)em’

6.a) 10080 — 4-20°=6400cm’
b) 100:80—4:x=7100—==225 . x=15cm
7. Seja x a medida das arestas das bases do prisma, temos:

Siatenar =2 Spase
_6-x2-«f§
4

6-x-15=2

30=xy3 . x=103cm

6-(10v3)° /3
%QTAL=2'$+6']UJ§'15

Srora. = 180043 cm?

8. Seja x a medida das alturas dos trapézios das bases,

temos:

i
2.52=x2+( 4'5;'5 ) sox=2cm

45+15
S =2-['T]-2+4,5-10+2,5-10+2,5-TO+
+15-10=122cm?

9.a) 6-360°+ 2-180°- (6 — 2) = 3600°
b) De cada vértice superior, pode-se tracar uma dia-
gonal com 3 vértices inferiores. Logo, como sao 6
vértices superiores, o total de diagonais é:
6-3=18
10. a)

Figuras: @ DAE

4 dm

b) Sygry =6-1-4+2- +6-1-0,5=

6-1 -3
4
=24+3.173+3=3219dm?

Pagina 169
1. Seja x a medida das arestas do cubo, temos:
12x=96 -. x=8cm

Assim, as diagonais das faces do cubo medem

8@ cm.

2. Seja x a medida das arestas do cubo, temos:

x\2=4 - x=242dm
a) D=22-y3=2/6dm
b) Siom =6-(232)? =48dm?
3.a) d=m=@=2\fﬁcm
b) Siop =2-(10-4410-6+4-6)=248 cm’
4. 6= 23 +3V27 +x* >
X=*chm

= 36=12+18+x" ..
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5.a) D=yfa’+b’+C - D =d +b’+C
b) S=2-(ab+ ac + bc) = 2ab + 2ac + 2bc
c) +b+cP=a>+2a-b+c)+(b+c?
la+b+c)=a>+ 2ab+ 2ac+ b2+ 2bc + &2
la+b+cl=a’+ b2+ 2+ 2ab+ 2ac + 2bc
d @+b+c*=D*+5

6. a) Como a medida das diagonais é proporcional a
medida das arestas, 0 aumento percentual da me-
dida das diagonais também sera 20%.

b) Como (1,20 = 1,44, o aumento percentual da
area total do cubo serd 44%.
7.8) Sy =6-(213) =312cm?
b) 312 =2 - (2k - 3k + 2k - 4k + 3k - 4k) . k=
=4/6 cm
Assim, as dimensdes do paralelepipedo sao 246 cm,
BJE cme 46 cm.

0 d=y(2v6) +(3V6) +(4v6) =
=./24+54+9 =174 cm

8. a) A quantidade de cubos menores éigual a 3* = 27.

b) A quantidade de cubos com apenas uma face
pintada de vermelho € 6, pois as faces centrais de
cada uma das faces do cubo sio as Unicas com
apenas uma face pintada.

¢) A quantidade de cubos com exatamente duas fa-
ces pintadas de vermelho é igual a:

4-3=12

d) A guantidade de cubos com exatamente trés fa-
ces pintadas de vermelho é igual a:
4:2=28

9. Resposta pessoal.

Paginas 176 e 177
1 Vissias="% 10-15=0600
VospateLerino = 600 cm?
2. Seja x a medida das arestas do cubo, temos:
(105/5)? = x> +(3x)* =100-5=10x* =
S x=50 . x=5/2
Srom =6-(54/2)* =6-25-2=300 unidades de 4rea

Voo =(542)°=125-24/2=2502  unidades de
volume

. a) Possuem o mesmo volume.

b) Vaso = Vewawepme =200 = 1050+ x =~ x=
=16cm

€ Siope = 2-(10-50 + 10 - 16 + 50 - 16) =
= 2920cm?

. Seja h a medida da altura da d4gua no paralelepipedo,

temos:

30-30-20=20-10-h..h=90cm

a) Falsa, pois a dgua atingird 90% da altura total do
paralelepipedo.

b) Falsa.

¢) Verdadeira.

. Sejam x, x e y as dimensoes do paralelepipedo, temos:

2-(xrx+x-y+x-y)=210->+ 2y = 105()

X+x+y=18—=y=18— 2x(ll)

Substituindo (1) em (1), temos:

X+ 2y =105—2 + 2x- (18 — 22) = 105> — 23* +

36x—105=0—2xX—12x+35=0..x=50u

x=17

x=5dm—y=38dm

x=7dm—=y=4dm

a) As dimensdes do paralelepipedo podem ser
5*dm, 5dme8dmou7dm,7dme4dm.

b) O volume do paralelepipedo pode ser igual a:

5.5-8=200(200dm)ou7-7-4=19%
(196 dm?)

. a} chm = 53 =125 Cm3

Veasareepepo = 2 4+ 6 = 48 cm’

Assim, o volume do cubo é maior que o volume
do paralelepipedo reto.

b) Seja x a medida das arestas do cubo, temos:

¥=2-4-82x=64. .x=4cm

. Sejam x — r, x e x + r as dimensdes do paralelepipe-

do, temos:

X—r+x+x+r=27..x=9m
2:00-0-9+0©@—nN-9+N+9-(9+ 1) =454
243 —-rF=227->r=16. .r=40ur=24

Assim, as dimensdes do paralelepipedo sdo 5 m,



8.

o

9me 13meseuvolume éiguala5-9- 13 = 585;
portanto:

585 m’
H
3
E H
) I
A
XD? =12+ x2
XH2 = XD2 + P XH =12+ + 12 . XH=

=J2+.1r2
XC =124 (2= xP ~ XC= [5—dx+x°

X=X XHo2+ ¥ =5—4x+ x4 =3

3
X=— =075m
4

Seja x a medida das arestas do cubo, temos:

x+x+x«ﬁ+x\5=4+4\5
X-2+242)=2-2+242) = x=2m

Vg =2>=8m’

10. Resposta pessoal.

11

12.

13.

. Seja x a medida das arestas das bases do prisma, te-

maos:

x2=1042 . x=10cm
Vigua =107 -20=2000

Portanto:

2 000 cm?

a) Sy =6-

2043
4

=600/3 cm?

b) h=¥=10ﬁcm

©) Voagua =6004/3-104/3=18000
Portanto:
18 000 cm?
O volume de dgua na piscina é igual a:
10-6+1,5 =90 m*— 90000 litros

Assim, se, para cada 1000 litros de dgua, adicionam-
-se 10 gramas de cloro, a massa de cloro para tratar
toda a piscina é igual a:

14.

90 - 10 = 900 gramas = 0,9 kg
Sejam x e y, respectivamente, a medida das arestas
das bases e a medida da altura do prisma, temos:

4-x-y=1600 .. x-y=400cm?

¥ +y=10000—=x x+y=10000—x - 400 =
= 10000

Sx=25cmey=16cm

a) Spae = 257 = 625 cm?

b) Siom. = 1600 + 2 - 625 = 2850 cm

CAPITULO 12 - PIRAMIDES
Pagina 182

1.

@) Sioma =8-

Seja h a medida da altura da pirdmide, temos:
133=52+h—oh=144 . h=12cm

.a) (g, =12 +(4V3) >(q,)’ =192 . a,=8/3m

b) (g, =122 +(2V3)* > (a,) =156 .. a,=23/39m

. Seja h a medida da altura da pirdmide, temos:

55=4+h - h=3cm

52=(a )+ 22 .. a,= 21 cm

4.421
2

Sisreaa, =6 =12421cm?

. (8, =74*+57* . a,=5\/349=5-18,7=935cm

=34314cm?

Stomc =114 +£I--7‘I 14'293‘5

. Seja R a medida do raio da circunferéncia circunscrita

a base, temos:

R=%-#=4J§cm

a) 122=(437 +h . h=4/6cm

12243
4

b) S, =4- =144/3 cm?’

523
4
b) A distadncia entre dois vértices ndo consecutivos
do octaedro regular € igual & medida da diago-
nal de um quadrado cujos lados medem 5 cm, ou

seja, d = 542 cm.

=503 cm’

. Como as faces laterais sdo triangulos equilateros, a

medida do apdtema da piramide é iqual a:
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Seja h a medida da altura da piramide, temos:
(43Y =h* +47 - h=4V2cm

Assirn, a razdo entre as medidas do apdtema e da al-

tura da piramide é igual a:

3 3 Vi B
a2 2 22

8. Seja h a medida da altura da pirdmide, temos:

tg45°=i s h=6éme cos45°=i—>
6 a,

—>—ﬁ =i ap=6«ﬁm
2 a,
Smm=122+4-#;TMHM-1,«‘-11;347,04m2

9.a) AC=CE= 22m
(BE) = (BC)* + (CE - (BEY = 22 +
+(242) -~ BE=2yBm
(AE)2 = (ACP + (CE)* — (AER =
= (227 +(2V2) - AE=4m
b) (BE) = (AB)? + (AE)? — 2 - (AB) - (AE) - cos (BAE)
(2\3Y =2>+4% -2.2-4-cos (BAE)

cos (BAE)= % .. BAE=60°

242 . 222
J_+ J_+
2 2
R e e e
Sace Scoe

Q) Sigm = 2,2, +
Suase

+ %-2-4-5en60°+%-2-4- sen 60°

N v

Saae Sane

+%-2-4-$en60°

Sape

Seora. =4+ 242+ 242423+ 23=

=4+42+44324+4.141+4.173=16,56m’

106

10. Resposta pessoal.

Paginas 187 e 188

1. Seja h a medida da altura da pirdmide, temos:

2
(3J§)2=h2+[%-$J —27=h+3 - h=2J6dm

2
63 26 =618=6-3v2 =182 dm’

v=_\.
3 4

2 AV=AD=2-6cm=12cm
1 6.6
VM=?T‘E-12=216J§cm3

3. Seja x a medida das arestas da pirdmide, temos:

V)
4

=93 - x=6dm

a) Como todas as arestas da piramide sdo congruen-

tes, as arestas da base medem 6 dm.

b) Seja h a medida da altura da pirdmide, temos:

2
6 = +(¥] ~ h=3J3dm

o) mene=%'62 -3v2=36v2dm’

4. a) Ovolume do tetraedro é igual a:

1 ab = a-b-c W
Tl g unidades devolume
b) V= 356 a5

5. Sejam x e h, respectivamente, a medida da hipote-
nusa e a medida da altura relativa a hipotenusa do
triangulo retangulo da base, temos:
=15+ 20 - x=25cm
15-20=25-h . h=12cm

1 1520

vV =— .2-12=1200cm?

6. O volume de um octaedro regular ¢ igual ao dobro
do volume de uma pirdamide cuja base é um quadra-
do com lados medindo 3+3m. Seja h a medida da

altura de cada piramide, temos:



(3«/5}2=h2+[@] >

- 27=h2+% - h= %m

3J6

1 6
vmm=2-?(3\/§)2-7=2?~/€m3

7. Vorsma = Voramoe

6-8243 1 12243
f'hpnﬁ.\u:?' 4 Frduane
hoasn _ 1243 _ 1

hPIRAMIDE - 96\6 _E
8. O volume da réplica é igual a:

%-142-9=588cm3

Sendo m a massa da réplica, temos:

d=£—)m=d-v—)m=7,9-588=4645.2 gramas
v

9. Seja H a altura da pirdmide antes do corte, temos:

, 6°\3
6
Amsamon . H - 4 -
A gemenon \ H=5 . 23
4

2
=[ HHS ] —9H-57=H 5 3H-5)=H->

1 &3 15
Voriae =56 :/_-7=135J§cm3

10. Resposta pessoal.

Vestibulares e Enem
Paginas 189 e 190

1. Alternativa d.
Pela equacao dada, temos:

4a—%=0—>4a3—32=0—>4a3=32—>
a

— a’=8—a=2dm

Como 1 litro = 1 decimetro cabico, o volume da em-
balagem é igual a 8 dm>. Assim:

8=ad’-h=8=2-h=h=2dm

. Alternativa d.

O volume da peca é dado por:

VPEO\ = VPRISMA HEXAGOMAL MAIOR — VPWSMA HEXAGONAL MENOR

2 2
Voeea = 6-#-35—6- 6;5 .35=

=1470\3 =2 499 cm’

. Alternativa e.

(12— 2)x=18=X¥—6x+9..x=3m

. Alternativa c.

Seja V o volume maximo de mistura sabor morango
que pode ser acrescentado a de chocolate na emba-
lagem. Temos:

125-(1000+V)=20-10-10 .V = 600 cm®
Portanto, o maximo que pode ser colocado sao
600 cm? da mistura sabor morango.

. Alternativa c.

Sejam x, y e z as medidas iniciais do paralelepipedo.
Temos:

Vinan = Xy 2

Ve = 1LIx- 1,1y 082=0968 - x-y+ 7z

Assim, apos as alteracoes, haverd, uma reducdo de
0,032 - Via- Logo, diminui aproximadamente 3%.

. Alternativa c.

Sejam:

F —— numero de faces

A —— numero de arestas
V —— numero de vértices

Assirm:

A 20-6+12-5 =90
2

Logo:

V+F=A+2-2V+32=90+2..V=60

. Alternativa c.

O octaedro possui 8 faces e 6 vértices. Ao retirar uma pi-
ramide regular de base quadrangular de cada vértice do
octaedro, obtermos um octaedro truncado com 14 faces

8-6+6-4 _
— =

(8 hexagonais e 6 quadrangulares) e 36

arestas. Pelas relacdo de Euler, temos:

V+HF=A+25V+14=36+23V=24
Portanto, a resposta é:

360°- (24 — 2) = 7 920°
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8. Alternativa €.

O cubo tem 6 faces e 8 vértices. Ao fazer os cortes nos
vértices do cubo, o nimero de faces do novo sdlido,
apos todos os cortes, é:

6 + 8 = 14 (faces)

Portanto, sao necesséarias 14 cores diferentes.

9. Alternativa d.
No dodecaedro regular, sao:

« 12 faces pentagonais;
12-5
2
V+ F=A+2=3V+ 12 =
=V = 20 vértices.

=30 arestas;

04 2=

No poliedro concavo formado, sdo:
+12 + 12 — 2 = 22 faces;
+30 + 30 — 5 =55 arestas;
+ 20 + 20 — 5 = 35 vértices.
Logo, a soma pedida é igual a:
V+F+A=35+22+55=112
10. Alternativa e.
Seja x a medida do segmento SA, temos:

4

VPREP.M + VPIRAMIDESABCD = ? : VPRMIDESEFG—

Assim:

2--4-5+i-.4-5-x=i i 4.5 (x+2)=
3 3 3

=>2+%= i x=10cm

11. Alternativa a.

Seja r o raio do circulo circunscrito ao tridangulo equi-
latero de lado 30 cm, temos:

% #—‘IOJE"Wcm

Portanto, dentre os tampos disponiveis, o proprieta-
rio deverd escolher o tampo de raio igual a 18 cm.
12. Seja x a medida dos segmentos AD e BC. Temos:
x-8= 325 .. x= 45dm
Seja y a medida dos segmentos AE e BF. Temos:
(457 =82 +y? - y=4dm
Portanto, o volume do liquido é:

V= N 8=128dm?
2
13. (01) Correto.

(02) Incorreto. Existem retas reversas a reta r que

pertencem ao plano o.
(04) Correto.

(08) Incorreto. Os planos B e y podem ser secantes

entre si.

(16) Incorreto. As retas re t podemn ser concorrentes.

Desafio

Alternativa b.

O solido descrito é um tronco de piramide.

Figuras: @ DAE

Seja m a altura dos trapézios laterais do tronco. Te-

mos:

2=m+12:m= 3u

Seja h a altura do tronco. Temos:

(V3P = +P = h=y2u

Seja H a altura da pirémide completa (tronco de pi-

ramide mais a pirdmide cuja base é o quadrado de

lado 2). Temos:

Avswon [ H_ Y _ 4 ((H )
Agenenon | H=2 2 | H-v2
i H . H= 2\5u

H-2

Assim, o volume do tronco de piramide é:

VTMO = VHRAMDE COMPLETA — VPIRAMIDEm =

1 1 282
:vmﬁ?f-z\/i—?zz-ﬁ:—ftﬁ



UNIDADE 5 - ANALISE
COMBINATORIA

CAPITULO 13- PRINCIPIO
FUNDAMENTAL DA CONTAGEM
Pagina 202

1. 11,13,15, 16, 31, 33, 35, 36, 51, 53, 55, 56,61, 63,65 e
66.

2.24,25,27,42,45,47,52,54,57,72,74 e 75.

3. Como a pessoa vai escolher uma empresa de énibus
ou uma companhia aérea, o total de possibilidades é:
3+4=7

4. Corno serd escolhido um algarismo do sistema decimal
ou uma letra do alfabeto, o total de possibilidades é:
26+ 10=36

5. O nudmero de resultados possiveis é igual a:
6-6=36

[(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6)

2,1.(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6)

) 3,10,(3,2),(3,3),(3,4),(3,5),3,0) |

4,1),(4,2),(4,3),(4,4),(4,5),(4,6)
5.1,(5,2),(5,3),(54),(5,5),(5,6)
6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)

o,

6.a) [[[][][]

9 9 8 7
N=9.9.8.7=4536

b 1O

9 10 10 10
N=9-10-10-10=9000

o UM eu LM

9 8 7 1 8 8 7 4
N=G6.8-7-1+8-8-7-4=2296

¢ 00O

91010 5
N=9.10-10-5=4500
e LIl ou [JLIL1[S]

9 8 7 1 8 8 71
N=9.-8-7-1+8-8-7-1=952

7. a) O numero total de placas é igual a:
10:-10-10-10—1=9999
b) O numero total de placas é igual a:

26+-26-26=17576

e. [ 1UOOO

87655
N=8-7-6-5-5=8400
9.a) 1500=2%-3-5
b) Os divisores positivos de + 1500 sdo os numeros
daforma29-3%-5ccomae [{0,1,2}, be [{0, 1}e
c € {0, 1,2, 3} Assim, o nimero de divisores posi-
tivos de 1500 é igual a:
3-2-4=24
¢) Para gue um divisor positivo de 1500 seja multiplo
de 3, esse divisor devera conter o fator 3 em sua
decomposicao. Assim, o numero de possibilidades
éigual a:
3-1-4=12
10. Podemos escolher o motorista de duas maneiras
distintas e o “carona” de apenas uma maneira. Além
disso, a primeira crianca pode escolher seu lugar de
trés maneiras distintas e a outra crianca, de duas
maneiras distintas. Assim, o numero total de manei-
ras de acomodar as pessoas € igual a:
N=2-1-3-2=12
11.

12 22

3 | 4

Escolhe-se um homem para sentar na 12 posicao (2)
e escolhe-se uma mulher para sentar na 22 posicao
(2 - 2), restando um homem para a 32 posicao
(2-2-1)eumamulherparaa4?posicao (2-2-1-1).
O homem pode trocar de lugar com a mulher na pri-
meira fileira (2 - 2 - 1- 1 - 2) e o homem pode trocar
de lugar com a mulher na seqgunda fileira (2 - 2 - 1 -
-1-2-2).logo:

N=2:-2:1-1-2-2=16

12. Um ndmero é multiplo de 3 se a soma de seus alga-
rismos € um numero multiplo de 3. Assim, temos as

seguintes possibilidades: 1,2e9;1,4e 7,2, 4e9;0u
2,7e9.
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Assim, a quantidade de nidmeros que podem ser
formados é:

3:2-1)-4=24

13.a) [J[][]

910 1
N=9.10-1=90

b) L1

9 10 1 1
N=9.10-1-1=90

o JUBUN

910 11
N=9-10-1-1=90

s U0 o OUOOH

3432 54 3 21
N=3-4.3-2+5-4-3-2-1=72+120=192

CAPITULO 14 - PERMUTACOES
Pagina 209
l.a) P,=4-3-2-1=24
b) Ps=5-4-3-2-1=120
Q) Pg=6-5-4:3-2-1=720
2. JURO, JUOR, JORU, JOUR, JROU, JRUO, UJOR, UJRO,

URJO, URQJ, UORJ, UOJR, ROJU, ROUJ, RUJO, RUOJ,
RIUQ, RJOU, ORJU, ORUJ, OJUR, OJRU, OUJR, OURL

33,9 N=P,=10:9-8:7-6-5-4-3-2:1=
= 3628800

b)

N=F, =362880

o LIGIEIEI BRI I (of

N=F, =362880

d)
N=5-P,=1814 400

&)
N=5-P,=1814 400

4.a)5!=5-4-3-2-1=120

b) 100=10-9-8-7-6-5-4-3-2-1= 3628800

Q4+6l=4-3-2-1+6-5-4-3-2-1=744

d 71 —-51=7-6-5-4-3-2:1—-5-4-3:2-1=
=4920

9 _9-8.7
77

1 -11-101
f 12! _ 12-11-101 —»
10131 10!-3-2-1

5. a) Verdadeira.
b) Falsa.
c) Falsa.
d) Falsa.
e) Verdadeira.

Para verificar que os itens b, ¢ e d sdo falsos, basta subs-
tituir as letras m e n por nUmeros naturais como 4 e 6,
obtendo, assim, contraexemplos.

(n+N! _ (n+N)-n-(n=-N!

(n=1 (n=1)!

(n=2) (=20 1
B) "0 T (n=0-(n=-21  n-1

=(n+10)-n=n"+n

1001+1011 _ 100-99!+101-100-99! _

991 99! -
_ 991-(100+101-100)
- 99!

c)

=10200

7.0 —5 =500 —51=1-2-3-4-
567N =95=7=-n=-5=7 -.n=12

8.a) P.=5/=5-4-3-2-1=120
b) Ps=6!=6-5-4-3-2-1=720

g (n® =4)-(n+1)! _ (n+2)-(n=2)-(n+1)
" (n+2)! (n+2)-(n+1)!
Gy, =2012-2=2010

!
=n-2

10. 131=13-12-11-10-9-8-7-6-5-4-3-2-1
131=13:2%-3:11+2:5:9:2%.7.2-3.5.
»2%-3-2-1
133=13:3-11:5:9-7:-3:5-3.:20
Assim:
m=10

11.2-21+3-31+ . +9-91=(31—=2) + (4 = 3) +
+ (5! —4)+ .+ (10l —9) = 101 — 2| = 3628 798

12. 2-4:.6-(.)-2n=(2-1)-(2-2)-(2-3)-(.)- 2n=
=2.2.2-(.)-2-1-2-3.()-n=2"-n

e

AveRs



13. a) D D D D 7. Fixando os quatro meninos ao redor do circulo, pode-

mos distribuir as meninas de P, = 4| = 24 maneiras
N=2-P,=2-4=48 ikl : 4 :
possiveis. Como os meninos podem se acomodar de
b) D D D D D PC, = (4 — 1)l = 3| = 6 maneiras possiveis ao redor
N=3:P,-2=6:31=36 ; ; :
3 do circulo, o nimero total de maneiras de os alunos
14. a) P, =6!=720 se organizarem para a atividade é igual a:

b) [c] [V] [c] VI [c] [V] ou [V [c] [V] [c] V] [c] 24-6=144

=P, -R,-2=31-3l-2=
M=l el 8. Note que, no caso das pulseiras, cada montagem é

15. N =Py, = 10! = 3628 800 contada duas vezes porque a pulseira pode ser vista
16.a) P, =7=5040 “pela frente” ou “por tras” Observe o exemplo:

b) [Ag] [][1[1[] :

N=F -P,=5!-31=720
Assim:

Figura ©DAE

o [ael ] 0

N=P, =5!=120

P, 7 7-6-5-4-3
d) N=L=—1=1""_""= _3g4
P, 3l 3l

Pagina 214
1. AAS, ASA, SAA

51 5-4-3-21
= =30

F.5 a} P:’2= =
21-21 21-241

by Il (][]
s A 432
ST gl

3. B— 1-2-4-3, 2-4-3-1,4-3-1-2 e 3-1-2-4

C—> 1-3-4-2,3-4-2-1,4-2-1-3 e 2-1-3-4
D— 1-3-2-4,3-2-4-1, 2-4-1-3 e 4-1-3-2
E—1-4-2-3,4-2-3-1,2-3-1-4e 3-1-4-2
F— 1-4-3-2,4-3-2-1,3=2-1-4 ¢ 2-1-4-3

4 N=PG=B8-1)=7"=5040

n

Considerando que o casal de namorados & uma so
pessoa e que podem permutar entre si, o nimero de
maneiras de as pessoas se acomodarem ao redor da
mesa é igual a:

PG -Po=(6—1)-21=50-21=120-2= 240

6. As mogas podem permutar entre si, bem como os ra- PC 10!
- i : : — L =—=1814400
pazes. Assim, o nimero total de maneiras de dispor as 2 2

sete pessoas ao redor da mesa € igual a:

6 6:5-4-3-2
PC, Py P,=(2— 1)+ 314l = 144 9.a) N=p?=—2 _
S N NP = T

=180
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b) N=P,=4!=24
] -5-4-3-21
10. N=P>? = 6! _ 6-5-4-3-2! g
21-21 20-2-1
11. Os cinco rapazes podem trocar de lugar entre si,
bem como as cinco mocas. Além disso, cada casal
pode trocar de lugar entre si. Assim, o nimero de
fotografias distintas que podem ser tiradas é igual a:

P+ Ps - (P)S = 120 - 120 - 25 = 460 800
12. B

N, =P, -P,=6!-21=1440

[9]

N, =P, -P, -P, =51-21-21=480

Assim, a quantidade de ndmeros em que os algaris-
mos 3 e 8 sempre ocupam posicoes adjacentes e os

algarismos 1 e 5 nunca ocupam posicées adjacen-
tes é igual a:

1440 — 480 = 960

CAPITULO 15 - COMBINACOES E
ARRANJOS

Paginas 219 e 220

6  6:5:4:3
N=C3= = =20
L $T 3131 31.3.2-1

b) Se uma das frutas for a manga, restara escolher as
outras trés frutas dentre as cinco opcdes disponi-

veis, ou seja:
5! 5-4-3

N=g;= =
R T

=10

2. N=C}-C1=10-6=60 (comissdes distintas)

3. a) N=C} =165 (triangulos)
b) N=C},=462 (hexagonos convexos)
o N=C, +C +C,+C+C, +C,+C +C +C) =

=1981 (poligonos convexos)

4. Seja G uma questao de Geometria e seja A uma ques-
tao de Algebra. Temos as seguintes possibilidades:
GGAAAAAA — C2-C8=28-1=28
GGGAAAAA - C-C: =56-6=336
GGGGAAAA — C; -C:=70-15=1050
GGGGGAAA - C;-C} =56-20=1120
GGGGGGAA — (g -C; =28-15=420

Assim, o nimero de provas diferentes é igual a:

28 + 336 + 1050 + 1120 + 420 = 2954

Poderiamos calcular também pelo complementar:
total de provas que podem ser montadas menos total
das que nao nos interessam. Assim:

8 -C-C-C3=3003-48-1=2954
5. a) Cada equipe disputa 19 jogos em cada turno. As-

sim, o nimero total de jogos disputados por cada
uma das equipes durante o campeonato € igual a:

19-2 =38
b) O nidmero total de jogos do campeonato é igual a:
2-C =2-190=380

6.a) N=C}=56 (subconjuntos)
b) N=C}+C,+C, +C;=1+8+28+56=93
{(subcanjuntos)
¢) N=Ci+C,+C5=28+8+1=37 (subconjuntos)

10masculino
8 feminino

a) N=C,-CG+C-C+C,-Co =
=120-28+210-8+252-1=5292 (grupos)
b) N=C% -G +Cl-Ci+C4-Co=
=1-56+10-70+45-56=3276 (grupos)
8. a) Para que a soma seja par, devemos escolher trés

ndmeros pares ou dois nimeros impares e um nu-
Mero par, ou seja:

C+C,-Cl=20+6-3=38

b) Para que a soma seja impar, devemos escolher
trés numeros impares ou dois nuimeros pares e
um numero impar, ou seja:

C+C-C=143-15=46

9.a) N=C}-C;,+C;-C},=6-45+15-10=420
(tridangulos)

b) N=C.-C;, =15-45=675 (quadrildteros)
10. Como os grupos tém o mesmo ndmero de pessoas,
devemos dividir o resultado por 3! para ndo consi-
derar a mesma divisdo vérias vezes, ou seja:

CoiGCy 'Cf S 5775

11. a) Uma dupla pode escolher seu adversario de
7 maneiras distintas. Em sequida, outra dupla pode
escolher seu adversario de 5 maneiras distintas.
Assim, seguindo esse raciocinio, o nimero de ma-
neiras de organizar a primeira rodada é igual a:



7-5-3-1=105

QOutra maneira seria dividir o grupo de 8 duplas

erm 4 grupos com 2 duplas em cada um, ou seja:

GG GG
41

=105

b) Na primeira rodada, teremaos 4 jogos. Na segunda
fase, 2 jogos e, na final, 1 jogo. Assim, o niimero
total de jogos é igual a:

4+2+1=7

12. N=(C2 -1)-C%, =(36-1)-220=7700

S —

COMISSHgs

e 0% dois
Juntos

(comissoes distintas)
Pagina 224
1.a) N=C}-P,=70-24=1680
b) N=3-C}-P,=3-35-6=630
¢) N=C;-P,=35-6=210

3brasileiros
Sestrangeiros

a) N=C;-P,=56-6=336 (resultados possiveis)
b) N=336- Ci-P, =336-10-6=276
[

odos
elrangeiros

(resultados possiveis)
3.a) N=C,,-P,-C},-P,=2600-6-210-24 =
= 78624000 (placas distintas)
b) N=C;,-P,=210-24=5040 (placas distintas)
4, Como os amigos querem sentar de modo que nao
figuem uma ou mais poltronas vazias entre dois ami-
gos quaisquer, entdo existem 3 possibilidades para

escolher as poltronas. Assim, o nimero total de ma-
neiras de os amigos se acomadarem é igual a:

3:-Ps=3-120= 360

5.a) [3] o] ] 7] [T 10

N=C}_,P,=15:24=360

10-4 T4

b B2 B L1

N=C%-P,=210-24=5040

6. N=C;;-P,=1365-24=32760 (comissoes distintas)

4

7.a) N=C’,,=7140 (apertos de mao)
by 1 {24néoseconhecem
96 se conhecem
N=7140-C2, =7140-276 =6 864
(apertos de mao)

8. a) Se o presidente estiver presente, basta escolher os
outros trés membros dentre as 10 pessoas restan-
tes, ou seja:

C}, =120 (comissoes distintas)

b) Se o presidente nao estiver presente, devemos es-
colher os quatro membros dentre as 10 pessoas
restantes, ou seja:

(=210 (comissdes distintas)

9. Como os prémios sao distintos, a ordem da escolha é

relevante, ou seja:

C},-P,=210-24=5040 (maneiras distintas)

10. a) N=C}-P,=21-120=2520 (maneiras distintas)

b) N=C;-P,=35-24=840 (maneiras distintas)
€) N=C;-P,=35-6=210 (maneiras distintas)

11. A primeira caixa pode ter 1 ou 2, ou 3, ou 4, ou 5,

ou 6, ou 7, ou 8, ou 9 bolas. As demais bolas serdo

colocadas na segunda caixa. Assim, o ndmero de
maneiras de fazer a distribuicdo € igual a:

G+ +C, +CHL+C+C +CL + G +C,=1022

12. Observe a seguir dois exemplos de solucdes da
equagao.

[T BB L ] 245+
L L B L -4 +0+4

Observe gue para representar uma solucao basta
escolher dois espacos dentre os 10 possiveis para
inserir os sinais de +. Assim, o numero total de solu-
coes formadas por nimeros naturais é igual a:

Cl=45
CAPIiTULO 16 - BINOMIO DE NEWTON

Pagina 229

1.a) N=C;=84 (subconjuntos)
b) N=C5=84 (subconjuntos)
€) N=C; =126 (subconjuntos)

d) N=C;=126 (subconjuntos)
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7.

e) N=C3+Cy+C +C+C; +C, +C§ +C, (subcon-
juntos)

a) Verdadeira.
Co=126

b) Verdadeira.
C=C, pois3+8=11

c) Verdadeira.
G+C=C=C

d) Falsa.

Co+Cp+C+..+Co=2"-C =1024-1=1023

e) Falsa.
G=C*"">53=x+1.x=20u3+x+1=
=8. x=4

4 Iy 5
Cy=C3 —=4=3x-1. x=? ou4+3x-1=
=13.'.x=£—)50 i+£ 5
3 3 3

a) N=C} =165 (subconjuntos)
b) N=2"=2048 (subconjuntos)

Considerando que Daniel ¢ uma das pessoas, basta
escolher as outras trés pessoas dentre as nove restan-
tes, ou seja:

Q+C+.+C=2-C-C-C =466

Sendo N o nimero de alunos da turma, temos:
Ch=C] —>8+12=N .. N=20

N=Ch+C +Clo+Clo+Ch =

=210+ 252+ 210+ 120+ 45= 837 (possibilidades)

Soma=20+ 20t PH2=n 4 P D4 . P =

=2 (1+2+23=7-2"

Czsg +C:g+3 =C§n

Cusg + C:;S =C?9 = C?g

C:;3=C169

X+3=6 . x=30ux+34+6=19 . x=10

10
10.a) Y, Ch=C,+C+.+C0=2"-C0-C}1=2046

k=1

12
b) Y Cl=C+C),+.+C3=2"=4096

k=0

8
1. Y k=22 =256

k=0

9
12. ¥ G =2"=1=51

k=1

Pagina 234

1L (y-20=G-(2°-y +c3 (-2} 4+
+C 2Py +C (<20
(y-2=11y*+3(2- y2+3-4-y+1-(—8}-1
(y=-2P=y’ -6y’ +12y-8

2.a) Bm-0'=C-1"-Gm)" +C,- 1)'-Gm)* +

+C =1 -CBm)P +C (=12 -Bm) + C - (<1*-(3m)°

(B3m=1*=8Im* -108m* +54m* = 12m+

b) m+1)*=C2-(1°-(2m)* +C. -()'-(2m)* +
+C2-(2-2mP +C - (1P -2m) + C2- () -(2m)°
Cm+10*=16m* +32m* + 24m* +8m+1

0 (V2-2P=C-(2°-(V2P +C,-(2) (V2P +
+C-(-2)° -w”)+c3 (<2)*-(+2)
(TP =T <124120 -8=14:5 =20

d) (V3+37=C-(3°- (V3P +C-(3)-(V3) +
+C- (3P (V3)+C- (3P (V3
(B3+3P =3V3+27+ 2743 +27=54+3043

a) + 33 =3+ 92+ 27+ 27

b) (x + 2y)* = x* + 878y + 24X + 3207 + 16y
) (2a + 3b)° = 3245 + 240a*b + 720a°b* +
1080a%6* + 810ab* + 24365

. Para calcular a soma dos coeficientes do desenvolvi-

mento de um bindmio, basta substituir as variaveis da
base por um.

a) 2+ 1)5=3%=243
b) 3-1—4-1=(=1=-1

PR N A N
2 [?1_1] _[ 2]_16

{8;(3 —12x°y+6xy" -y’ =64 5 {(Zx—yf =

3x+y=1 3x+y=1
2x=-y=4
{ Y Lx=ley=-2
3x+y=1
6. a) 1,02 =(140,02)" Cfs-(0,02)°-1‘5+C:5-(0.02)‘-1”



102" =(14+0,02)° =1-1-1415-0,02-1
102" =(1+0,02)* =140,3=13

b) 1,97° =(2-0,03)° =C2 -(-0,03)° - 2° + C}, - (-0,03)"- 2

1975 =(2-0,03°=1-1-64 +6-(-0,03)- 32
197° =(2-0,03)° =64 - 5,76 = 58,24
7. a) O desenvolvimento do bindémio apresenta 14

termaos.

b) T=C-y°-(2x)*=1-1-2"-x"*=8192.x"

9 T =Ciry® (20" =1-y"1=y"

d) T,=C,-y -(2x)°=1716-y" -64-x° =
=109824-y" - x°

4
1 1
8. Tszcg{f] '(X2)4=70'?'X3=70'X6

9. A soma dos coeficientes € igual a:

(2-1+3-1)=5=625

p
1 -
10. Tp+1=C§5'[y—2] '()(3)‘1s d

75=3p=9 . p=22
i 32
T:rs:C;:'[_z] ()=
Y

2300x°
TB=7X

44

¥

Vestibulares e Enem

Paginas 235 e 236
1. Alternativa d.
A quantidade de lanches distintos é:

2:3:4=124
2. Alternativa b.
Considerando que sdo dois picolés de cada sabor, temos:
(2.2,2) - el -
‘ 21-21.21
3. Alternativa e.

Para posicionar os pais, temos 2 opcdes dentre a
2 possiveis.

Para posicionar os filhos, temos 4 posicoes das 4 que
sobraram. Assim:

. Alternativa e.

. Alternativa b.

. Alternativa a.

| | I |
Ai-A:: 2! 47=ii=48
(2=-2)1 (4-4) o o

. Alternativa c.

Trata-se do triangulo de Pascal. Logo, o nimero loca-
lizado é dado por:

a_ 151 15-14-13

£ = =105
213! 2-1-131
. Alternativa c.
8-7-6-5-4-3-21
Pi? = ——————=10080
2121

. Alternativa a.

Das 9 poltronas vazias, a familia deve escolher 7.
Como a ordem importa, temos:

9l 9l

A? = =
Sog=7n 2

Formando 3 “blogquinhos™: um com 5 camisas, outro

com 3 bermudas e outro com 2 casacos, temos a per-
mutacdo dos 3 bloguinhos e a permutacao das rou-
pas dentra dos bloguinhos. Assim:

Py PsPy-P,=31-50-31-2 = 8640

Cada vez que vai a locadora o cliente escolhe dois
filmes de grupos diferentes. De acordo com o enun-
ciado, temos:

85 F 4 FF-2-4) v353 2525 I+ 1=
=8l-50-3l

Podemos calcular o que interessa retirando do total
de comissdes com 3 alunos as comissoes formadas
apenas por homens ou mulheres. Assim:

- total de comissoes que podem ser formadas com 3
36!
REEE
« total de comissdes que podem ser formadas com 3

221
193
- total de comissdes que podem ser formadas com 3
s _ 14
AR TTETR

7140

3
alunos i

mulheres — C3,= 1540

homens — C
Logo:

7140 — 1540 — 364 = 5236 (comissdes em que ha
pelo menos um homem e uma mulher)
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10. Alternativa d.

11.

12.

13.

Dos 5 bancos de frente para o chafariz, 4 deles serdo

!
ocupados por 4 pessoas: Af = %: 120

Dos 5 bancos voltados para a rua, 3 deles serdo ocu-

|
pados por 3 pessoas: Al= §= 60
Os outros 3 bancos serdo ocupados por 3 pessoas:
3
Ay=—=6
o

Logo, existem:

120 - 60 - 6 = 43200 (maneiras diferentes)
Alternativa b.

Utilizando a relacdo do termo de um binémio,
temos:

8-p
2 8l
—_rel = e o8-p 2p-8
Ton=G [x] X' = B PAEY (

Para que o termo seja independente de x, devemaos
ter:
2p—8=0=>p=4
O termo independente de x &
8l 23_4=8-7-6-5

T — .2*=1120
41.(8 - 4)! 432

Logo, a soma dos algarismos é:
1+1+2+0=4
Alternativa b.

Duas vermelhas e uma azul:
1 I
o DLW Y K.
7121 6l
Duas azuis e uma vermelha:

9 7
l=— . =36.7=252
7121 6l

4
O total de maneiras é:

252 + 252 = 504

Como cada uma acende em 1 segundo, temos 504
segundos que € igual a 8 minutos e 24 sequndos.
Logo,x=8ey= 24

Alternativa a.

Considerando que ele sempre vai usar 1 tipo de textu-
ra, 1 tipo de moldura e 1 tipo de cor para cada foto, hé:

5+ 6+ 4 = 120 (maneiras diferentes de alterar cada foto)

Como sao 4 fotos distintas, temos:
P, =120°=24-120°
14. Alternativad.

Para que o produto dos quatro ndmeros escolhidos
do conjunto X seja positivo, so existem trés possibi-
lidades:

» 0s quatro numeros escolhidos sao positivos —

6!
Ci=——=15
2141

« 0s quatro nimeros escolhidos sao negativos —

s_ 6

°T a4
-dois nimeras escolhidos sdo positivos e dois sdo ne-

6! o

: 3ol = =

gativos — (- (= TR =15-15=225

Logo, sao:

15 + 15 + 225 = 255 (maneiras distintas de esco-
Iher quatro elementos de X de modo que o produto
destes elementos seja um ndimero positivo)

Desafio
Temos as sequintes possibilidades:
huma dupl =2
»nenhuma dupla — Co=—/ =
1 dupla — =2 _3
" HEHEe T T
9 7
2.2 7121 512
- 2 duplas —» 5 = 5 =
3621 _ 5.0
2
2.2
-3duplas—>%=
9 71 5l
71205120 321 36-21-10
- = =1260
31
. 2 2 2
+ 4 duplas— 5 C?4IC-" G

o908 71 5 3
7120 s 3 A
41

36.21.10-3

=————=945
24




Logo, sao:
14+ 36+ 378 + 1260 + 945 = — 620 (maneiras
diferentes)

UNIDADE 6 - PROBABILIDADES E
ESTATISTICA

CAPITULO 17 -INTRODUCAO A TEORIA
DAS PROBABILIDADES

Pagina 245

1. Respostas pessoais.
2. Respostas pessoais.
3. a) Oamigo 1.

b) Oamigo 3.
4, A saida mais provavel é a B, com 50% de probabilida-

de. As saidas menos provaveis séo C e D, com 25% de
probabilidade cada uma.

5. Resposta pessoal.

6. a) Os numeros imparesde 1a20s301,3,5,7,9,11,
13,15,17 e 19.
Os numeros multiplos de 3530 3,6,9,12, 15 e 18.
Assim, & mais provéavel que o resultado seja um
ndmero impar.

b) Osnumeros multiplosde 5de 1a20s305,10,15e 20.
Os nlimeros que sdo divisores de 20s30 1,2,4,5,10e 20.
Assim, & mais provavel que o resultado seja um
divisor de 20.

7. Resposta pessoal.
8. Deacordo com as regides, temos: na regiao preta, 100 pon-
tos; na amarela, 50 pontos; na azul, 30 pontos; na vermelha,

20 pontos; na alaranjada, 10 pontos; na verde, 5 pontos.

9. Resposta pessoal.
10. a) {(1,4),(2,3),3,2), (4, 1)}

(1,2),(1,3).(1.5),(21),(2,2).(2,3).(2, 4),(2,5),(2, 6),
b) 1(3:1.(3,2),(3,3),(3,4),(3,5).(3,6).(4,2),(4,3),(4,5)
(5.1),(5,2).(5,3).(5,4),(5,5),(5,6),(6,2),(6,3),(6,5)

) {(4,6),(5,5),(5,6),(6,4),6,5),(6,6)}
11. a) {(Co, 4)}
b) {(Ca, 3), (Ca, 6)}
) {(Co, 2), (Co,4), (Co, 6)}
12, {(Ca, 1),(Ca,2),(Ca, 3),(Ca, 4), (G, 5),(Ca, 6) }
(Ca,1),(Ca, 2),(Ca, 3),(Ca, 4),(Ca,5),(Ca,6)

b) {(Ca, 1), (Ca, 3), (Ca, 5%
) {(Co, 5)}

13. a) Qevento A é composto por 4 elementaos.
b) Oevento B é composto por 13 elementos.

¢) Oevento C é composto por 2 elementos.

CAPITULO 18 - CALCULO DE
PROBABILIDADES

Paginas 251 e 252

1. Os ndmeros de + a 1000 multiplos de 7 sao: 7, 14,

21, ..,994.
Sendo n a quantidade de multiplos de 7, temos:
994 =7+ (n—1)-7 . n=142
Assim, a probabilidade de o nimero registrado na
bola ser multiplo de 7 é igual a:
142
1000

=14,2%

1
2. Na primeira figura, a probabilidade é igual a = e na

1
segunda figura, a probabilidade é iqual a =

3. a) plco as}—ﬁ-L

el AT
4 1

b j|=—=—

) plrei) e

5 =£=i§55,56%
25+20 45 9
8}

5. O espaco amostral do experimento é:

4, p(masculino) =

[(11),(1;2),(1;3),(1;4), (1, 5), (1; 6)
(2;1,(2;2),(2:3),(2;4),(2;,5),(2;6)
(3:1,(3;2),(3;3),(3;4),(3;5).(3;6)
141, (4:2),(4:3),(4; 4),(4:5), (4 6)
(5;1),(5;2),(5;3),(5; 4),(5;5),(5; 6)
(6:1),(6:2),(6: 3),(6;4),(6:5),(6:6) |

1
a) p(dois nimeros6) = ——
) bl ) %

6 1

b) p(soma7) =—=—

) p( ) %
¢) plsoma=7) = Bz
4 T3 12

6. a) A probabilidade de ndo chover é igual a:
100% — 40% = 60%
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b) A probabilidade de nao fazer frio é igual a:
100% — 70% = 30%
1

4
7. a) ndmeros impares: 1,3, 5, 7 — plimpar) =§= 5
4

1
b) numeros primos: 2, 3, 5, 7 — p(primo) = Ty

8. Para que o numero seja multiplo de 3, devernos utili-
zaros algarismos 1,2e3;1,3e5;2,3e4,0u3,4e5.
Assirn, a probabilidade de o nimero escrito no cartao

ser multiplo de 3 é igual a:

4P _4321_2 ...
5.4-3  5.4.3 5

9. Sendo M um filho do sexo masculino e F um filho do

sexo feminino, o espaco amostral é:

(M; M; M), (F; F; F), (M; M; F), (M; F; M),
(F; M; M), (F; F; M), (F; M F), (MG F; ),

2 1
a) p(mesmo sexo) = E = : =25%

3
b) p(2 filhos do sexo masculino) =E=37'5%

10. a) Sendo N o numero de bolas da urna, temos:

1999 =+ 1(N—=1)-2 .~ N=1000

b) Os ndmeros mdltiplos de 3 s3o 3,9, 15, ..., 1995,
Sendo k o ndmero de bolas marcadas com nime-
ros multiplos de 3, temos:
1995 =3+ (k—=1):-6 .. k=333
Assim, a probabilidade de o ndmero da bola ser
multiplo de 3 é:

333
——=33,3%
1000

11. a) O nimero total de maneiras de retirar trés bolas
da urna é igual a:

N-(N=1)-(N-2)

3 —
Cu= 3l

As possibilidades para retirar trés bolas com ndme-
ros consecutivos sao:

12,3
2,3,4
3,4,5 +N — 2 possibilidades

N-2,N-1,N]

Assim, a probabilidade de que os numeros nelas
marcados sejam consecutivos € igual a:
N-2 3-2-1 6
N-(N=1)-(N=2) Ea
3l

"N-N-1)-(N-2) N -N

b) SeN = 6, temos:

BBl om
6°=-6 30 5
Pagina 255
1.
Inglés Francés
Nenhum
500 - 20 = 480

Graficos: © DAE

O numero total de alunos da escola é igual a:

480 + 20 + 80 + 220 = 800
Assirn, a probabilidade de que o aluno sorteado es-
teja matriculado em apenas um dos dois idiomas é
igual a:
480+ 80 =ﬂ=70%
800 800

2. a) Os numeros primosde 1a50sd0 2, 3,5,7,11,13,
17,19, 23,29, 31, 37, 41, 43 e 47. Assim, a probabi-
lidade de o nimero ser primo é igual a:

15 3
—=—=30%
50 10

Cs _ 1514 _ 3

€%,  50-49 35

3.A=11,2273,45,61012 15, 20, 30,60}

b) p(2 primos) =

Assim, a probabilidade de sortear um numero do

conjunto A que seja miltiplo de 3 é igual a:



6 1
— =—=50%
12 2

4. a) O numero total de comissdes que podem ser for-

madas é:
Cé =210
b) p(Paulo fazer parte) = & —&—40%
Lt Pt =510 210

5 {p(Ca) + p(co) =1 iy p(Ca)+ p(CO): 1=

p(Co)=3-p(Ca)

— p(Ca)+3-p(Ca)=1 .- p(Ca):% — p(Co)= %

6. a) O numero de alunos é igual a:
80+ 120+ 88 + 40 + 12 = 340

88+40+12 140 _ 7
340 340 17
7. O nimero total de maneiras de sortear duas bolas da

b) plidade = 16) =

urna e:
Crp =4 950

O numero total de maneiras de sortear duas bolas
com numeros iguais é 50.

Assim, a probabilidade da urna de modo que os nu-
meros nelas marcados sejam iguais é igual a:

50 1

4950 99

8. Sendo k a probabilidade de o ndmero sorteado ser 1,
temos:

p(1) + p(2) + p(3) + p(4) + p(5) + p(6) = 1
k+ 2k + 3k + 4k + Sk + 6k =1
21k =1

e l_5.
a) pl3) =Sk =3"57=
b) p(primo) = p(2) + p(3) + p(5) = 2k + 3k + 5k =
1 10
= =10i—=—0
T 21 21
9. O numero total de maneiras de escolher trés vértices
quaisquer do cubo é igual a:

=56

O numero total de maneiras de escolher trés vértices
pertencentes a uma mesma face é formado por to-
dos os conjuntos em que os trés vértices pertencem
a uma mesma face, nas seis faces. Portanto:

6-C;=6-4=24

Assirn, a probabilidade de que os vértices escolhidos
pertencam a uma mesma face é igual a:

ot 3
56 7
10. a) O numero total de anagramas da palavra ALUNO &
P;=51=120
O numero total de anagramas que apresentam as
vogais juntas é:
P;-P;=231-31=36

Assim, a probabilidade de retirar um papel dessa
caixa e 0 anagrama nele escrito apresentar as vo-
gais juntas é igual a:

36 3

e =30%
120 10

b) O nudmero total de anagramas que apresentam as
vogais em ordem alfabética é:

|
L
P, 3

Assim, a probabilidade de retirar um papel dessa
caixa e 0 anagrama nele escrito apresentar as vo-
gais em ordem alfabética é iqual a:

20 1

120 6

11. O nimero de mulheres casadas no grupo é:

30—-10=20
Assim, a probabilidade de escolhermos uma mulher
casada no grupo é igual a:

20 _2

50 5

12. O ndmero total de maneiras de escolher trés células
éigual a:
C, =560

O numero total de maneiras de escolher trés células
de uma mesma cor é igual a:

2-C;=2-56=112
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Assim, a probabilidade de que as trés células esco-
Ihidas tenham a mesma cor é igual a:

112 1
——=—=20%
560 5
CAPIiTULO 19 - ADICAO E
MULTIPLICACAO DE PROBABILIDADES

Pagina 260

1. a) Existem 5 bolas verdes numeradas com numero
par, 2 bolas vermelhas numeradas com ndmero
par e 5 bolas azuis numeradas com numero par.

Assim, o total de bolas é 12

10+10 =£=i=0,30=80%
25 25 5

10+12-5 17
=—=—=0,68=68%
¢) plverde ou par) > >

b) plazul ou verde)=

2. Espaco amostral:

(L1,(12),(;3), (1, 4),(1,5),(1;6)
(2;10,(2;2),(2;3),(2;4),(2;5),(2;6)
(3;1,(3;2),(3;3),(3;4),(3;5),(3;6)
1(4:1,(4;2),(4;3),(4; 4), (4;5), (4;6) [
(5;1),(5; 2),(5; 3),(5; 4),(5;5),(5; 6)
(6;1,(6;2),(6;3),(6; 4),(6;5),(6; 6)

6 1
a soma=7/)=—=—
) o ) b

3 1
b =10 =—=—
) p(soma ) % 13

643 9 1

36 36 4

¢) p(soma = 7ousoma = 10) =

3. Espaco amostral:

(Ca;1),(Ca; 2),(Ca; 3), (Ca; 4), (Ca; 5), (Ca; 6)
(Co: 1), (Co; 2),(Co; 3),(Co; 4), (Co; 5),(Co; 6)

6 1
a) plcara) =—=—=0,50=50%
) plcara) 55

6 1
b rimo) =—=—=0,50="50%
) p(primo) g

¢) plcara ou primo)

i S WS R
B 1 4

4. Sendo x o numero de alunos que nao leem jornal

algum, temos:
550 — 80 + 80 + 280 — 80 + x = 1250
x =500

00
a) p(nao ler jornal algum) = =0,40=40%
) ol Joral algum) = "
b) p(ler pelomenosumdosjornais) = 100% — 40% =

= 60%
5. a)

Presidentes
de clubes de 25% 75% 80
futebol

Jogadores 82% 18% 500
Técnicos 32% 68% 50
Imprensa
esportiva 98% 2% 100

Dados ficticios

b) Sendo p a probabilidade de a pessoa ter dito sim,
temos:
0,25-80+0,82-500+0,32-50+0,98-100
= 80+ 500+50+100 -
_ 544 272
T 730 365

A probabilidade de a pessoa ter dito ndo é o com-
plementar, isto é:

272 93

365 365

6. p(olhos verdes ou cabelos castanhos)

5+7-3 9
=7=—=0’%=
10 10 0%



7. p(AwB) = p(A) + p(B) = p(AnB) =
_1,3_1_443-2_5

2 8 4 8 8

8. Os nimeros quadrados perfeitos de 1 a 100 sdo 1, 4,
9,16, 25, 36, 49, 64, 81 e 100.
Os niimeros cubos perfeitos sdo 1, 8, 27 e 64.

Assim, a probabilidade de que o nimero sorteado
seja um quadrado ou um cubo perfeito é igual a:

10+4-2 12

100 100

=0,12=12%

9.a) Pb=06l=720

) E Pk _120_1
) plcomecar com a letra B) 720 720 6

| | _ R _120_1
¢) p(terminar com aletra L) 720 720 6

d) p(comecarcomaletraBouterminarcomaletral)=
P+P-P, _ 216
720 720

=0,30=30%

10. O nimero de maneiras de escolher trés alunos den-
tre 0s 10 é igual a:

=120

7 36 3
a) p(Douglas) =—2X-=——=—=0,30=30%
) pRauges) 1

b) p(Douglas ou Julia)
_G+G-C, _36+36-8 _ 64 _ 8
7538 120

T120 15

¢) pinem Douglas nem Julia) = 1 — p(Douglas ou

7
Jlig) =1-—=——
Julia) 1515
11. Resposta pessoal.
Paginas 266 e 267

1. Se a soma dos dois nimeros for 7, entdo o espaco
amostral sera:

{(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),5,2), (6, 1)}

Assim, a probabilidade de que pelo menos em um
dos dados tenha ocorrido um nimero primo na face
voltada para cima é igual a:

2. No baralho, 12 cartas sao figuras e 40 cartas nao sao
figuras.

12 1 1
a) p(2 figuras) =§'E=E

b) Considerando que a primeira carta é uma figura,
das 51 cartas restantes 11 sdo figuras. Logo, a pro-
babilidade pedida é igual a:

il
51

3. Se as faces voltadas para cima nas trés moedas nao
forem iguais, 0 espaco amostral sera:

{(Ca, Ca, Co), (Ca, Co, Ca), (Co, Ca, Ca), (Co, Co, Ca),
(Co, Ca, Co), (Ca, Co, Col}

Assim, a probabilidade de que, nas duas primeiras
moedas, a face voltada para cima tenha sido cara e na

terceira moeda a face voltada para cima tenha sido
coroa éigual a:

1

6

4. A probabilidade de o tiro ter sido dado pelo atirador
A sabendo que ocorreu um erro € igual:

9%
o =0,45=45%
9%+11%  20%

20 50 10
.a) p=————=——=0,10=1
3-2) P=T00 00 - 100 v
80 80
=———=0,64=64%
b) P 100 100
c) plchovido/venceu)
20 _ 50
100 100

20 50 _ 80 &
100 100 ~ 100 100

1000 _ 1000 _ 5

T 00046400 7400 37

32% obesos

55% masculino ~
23%ndo obesos

6. 100%
18% obesas

45% feminino )
60% - 45% = 27% nao obesas

a) A probabilidade de a pessoa ser obesa e do sexo
feminino é igual a 18%.
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b) A probabilidade de a pessoa ser obesa, sabendo

qéje & do sexo feminino é igual a:
2% 32

55% 55
c) A probabilidade de a pessoa ser do sexo feminino,
sabendo que é obesa é igual a:
18% 18

———=—=0,36=36%
32%+18% 50

7. Se asoma dos trés niimeros for 10, teremos as seguin-
tes possibilidades de ocorréncia:

(1,3,6)>P, =6
(1,4,5 5P, =6
2,2,6)>P;=3
(2,3,5>P, =6
2,44 —>Pi=3
(3,349—-P =3

Assirn, a probabilidade de que os trés nimeros te-
nham sido primaos é igual a:

O 2
279
8. A probabilidade de um paciente obter a cura é igual a:
030-020+0,20-025+0,50-040=006+ 0,05+
+ 020 =031
Assim, a probabilidade de um paciente ter tido a
doenca C sabendo que obteve a cura € igual a:

020 _ 20

031 31
9. a) pl(positivo) = 0,05 - 0,90 + 0,95 - 0,01 =
e et et —— e !
plD)  pipostivo) plD)  plpositvo)
= 0,045 + 0,0095 = 0,0545 = 5,45%
4,5% _ 450 _ 90
545% 545 109

b) p(D/positivo) =

10. a) p=090-080-0,75= 054 = 54%
b) p=0,10-0.20 - 0,25 = 0,005 = 0,5%
c) A probabilidade de que pelo menos um dos jo-
gadores converta sua cobranca é igual a 100%

menos a probabilidade de que nenhum dos jo-
gadores converta sua cobranca, ou seja:
p=1—0,005= 0995 = 995%

11. Se Jodo obtiver o numero 1, Pedro poderd obter

qualquer nimero de 1 a 6. Se Joao obtiver o nu-

mero 2, Pedro precisard obter um ndmero de 2 a 6

e assim sucessivamente. Assim, a probabilidade de
Pedro vencer o jogo é igual a:

Consequentemente, a probabilidade de Joao ven-
cer o jogo é igual a:

7 5
e

12 12

12. A soma ¢ igual a 100 para 49 pares de ndimeros sor-

teados:

{1,99} {2, 98}, {3, 97} .. {49, 51}

22meninos
13. 40alunos )
18 meninas

plsexos diferentes)

_2 18 18 2 2218 33
T 40 39 40 39  40-39 65

CAPITULO 20 - INTRODUGAO A
ESTATISTICA

Paginas 271 as 273
1. Varidveis quantitativas: ¢, d, e, d, i
Varidveis qualitativas: a, b, f, g, h
2. a) Discretas: ¢,
b) Continuas:d, e, j

16 720mulheres

3. 30400
13680 homens

500 X
30400 13680

a)

- x=225 (homens)



500 X
b = ~o x=55 (mulheres com for-
) 30400 3344 (mulheres co
macao superior)
500 X

Sex=165

9 30400  13680-3648
{homens com formacao nao superior)

4. a) Nome do hotel, preco médio da didria, ndmero de
estrelas e quantidade de quartos.

b) Qualitativa: nome do hotel; quantitativas: preco
meédio da diéria, nimero de estrelas e quantidade
de quartos.

¢) Discretas: nimero de estrelas e quantidade de
quartos; continua: preco médio da diaria.

5. Resposta pessoal.
6.a) 15

12
—=0,2=20%
b) 60

9] w=0’5=50%

7.a) x=052-500=260;z= 0,10 500 = 50 e
y = 500 — 20 — 80 — 260 — 65 — 50 = 25

20
b) A=——-100=4

500

B=—29_.100=16
500

c=-_.100=13
500

D=_2_.100=5
500

E =100

44
8 a) = 022 = 200
A S

60+ 44
b) ———=0,52=52%
200

9. a) A variavel é continua.

oy
) 75

¢) Alturas superioresa 200 m — 7.
10. a) A amplitude éigual a:

28 — 9 = 19 (minutos)

b)

[5;14] 10 20%
[14;19] 16 32%
[19; 24] 19 38%
[24; 29] 5 10%

Dados ficticios

11. a) Se analisarmos os crescimentos absolutos, temos:

» a montadora A vendeu 100 000 veiculos a mais
em 2014 que em 2013,

-enquanto a montadora B vendeu apenas
50 000 veiculos a mais em 2014 que em 2013.

Assim, 0 aumento nas vendas da montadora A foi
o dobro do aumento nas vendas da montadora B.

b) Se analisarmos os crescimentos relativos, temos:

—

« a montadora A vendeu 50% mais veiculos em
2014 que em 2013,

- enquanto a montadora B vendeu 100% mais
veiculos em 2014 que em 2013.

Assim, 0 aumento nas vendas da montadora B
foi o dobro do aumento nas vendas da monta-
dora A.

¢) Enquanto a montadora A utilizou os crescimen-
tos absolutos, a montadora B utilizou os cresci-
mentos relativos ou percentuais.
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460

12. a) A= 100=23
a) A= 5 000
B=—200 . 100=45
2000
=22 100=26
2000
p=—2 100=6
2000
E =100

b) 502 + 120 = 640

Paginas 277 a 278

1. Analisando os dados do gréfico, temos:

v
(v

(mv
960

—=1,030
632

((N%

ﬂEO,QSO
1011

(VIF

831
2002 para 2003 [@E 0,924] € maior a perda per-

932
centual que de 1998 para 1999 [E = 0.929]‘

Flguras: © DAE

3.
A Frequéncia
BO= === mmm - e
204--------~
15 ---———-—-}-——-F—c
04----
et [ | SalérioR9)
0 500 1500 2500 3500 4500 5500 =
4, a) Na quinta-feira, foram vendidos:
5+10 = (50 copos)
b) Durante toda a semana foram vendidos:
5+4+3+5+5+7+7)-10= 360 (copos)
c) Sim, pois:

360
(5+7+7)-!O=190‘;~T

5. Analisando o gréfico, temos:

nv

nv

(v

6.a) e b)

350
320

185

85
40

5e—l L

A Frequéncia

Idade {anos)

-

0

1% 25 35 45 5B5 65 75 B85

c) O percentual é igual a:

340

—-100=34%

1000

r



maiores que 200 e menores que 500:
2:4-3=24
Numeros divisiveis por 6 sdo numeros que sao divi-

Vestibulares e Enem
Paginas 282 a 284

1. Alternativa a.

Para formar a palavra VENTILADOR, o consumidor
deve acertar:

- as letras E, A e D na primeira linha;
- a letra | na segunda linha;

» as letras N, L e O na terceira linha;
- as letras T e R na quarta linha;

- aletra V na quinta linha.

Calculando as probabilidades de cada linha, temos:
3 2
Linha 1 = letras {E, A, D} = o
1
Linha 2 = letra{l} — o

Linha3 — letras {N,LLO} = —-—-— BT

. 2
Linha 4 — letras {T, R} — z 0" 1o

1
Linha 5 — letra {V} —= T

Assim, a probabilidade de que o consumidor acerte
todas as letras da palavra VENTILADOR é:

T 1. 1 1 1 1

2. a) Podemos dividir em dois casos: as duas pecas estao

na horizontal ou as duas pecas estao na vertical.

Duas pecas na horizontal: escolhe-se uma linha
(8 maneiras), escolhe-se duas contiguas (7 ma-
neiras) e permuta-se as duas pecas (2! maneiras).
Assim, sao:

8+ 7 -2l =112 (maneiras distintas)

Duas pecas na vertical: o resultado € andlogo ao
da horizontal.

Portanto, sao:
112 + 112 = 224 (maneiras)
b

—

Para as casas a,, & ag existem duas casas conti-
guas, enquanto para as outras 6 casas do tipo j = j
ha 4 casas contiguas. Desse modo, a probabilida-
de pedida é dada por:

2 2 6 4 28 1

_————— ==
8 63 8 63 504 18

3. Alternatica e.

Ndmeros formados por algarismos pares distintos

siveis por 2 e por 3. Como 0s numeros considerados

sao pares, resta ver quais sao divisiveis por 3, ou seja,

quais sao os nimeros cuja a soma dos algarismos é

divisivel por 3. Assim, ternos os seguintes numeros:

204, 240, 246, 264, 402, 420, 426, 462, 408, 480, 468 e

486. Portanto, a probabilidade pedida sera dada por:
12 1

P= = =
24 2

. Altenativa c.

Glorinha possui urma ficha cujo ndmero pertence ao
conjunto{2,3,5,7,11,12, 14,16, 20, 21, 23}.

Assim, a probabilidade pedida € dada por:

]—T]-TOO%EQ%

. Altenativa a.

Escolha do presidente (4 maneiras); escolha do tesou-
reiro (3 maneiras); escolha dos 2 revisores (Cé =15
maneiras). Logo, pelo principio multiplicativo, a elei-
Cao possui:

4 -3+ 15= 180 (resultados possiveis)

Para que todos os escolhidos de um membro sejam
eleitos, seu voto deve acertar:

« a escolha do presidente (1 maneira);
« a escolha do tesoureiro (1 maneira);
- um dentre os dois revisores (escolhendo um tesou-

reiro T, por exemplo, podem ser formadas 5 duplas
que contémT,).

Portanto, a probabilidade pedida é:

P:—S =L
180 36

. Altenativa c.

A probabilidade pedida é igual a:
"
100

. Altenativa c.

Sejam os eventos:

A — otime X é favorito.

B — o time X vence o jogo.
Temos:
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P(AAB 0,8-0,9
PB)  08-0,9+0,2-0,02
_ 072 _ 180
T 0724 181

8. Pecas do novo domind que possuem o 10: 11 pecgas.
Pecas do novo domind que possuem o 9: 10 pecas.
Pecas do novo domind que possuem o 8: 9 pegas.

Pecas do novo domind que possuerm o 0: + pega.
Assim, o total de pecas distintas do novo domind é:

(11+ 111
H+10+9+..,+1=f=

Temos 11 pecas com 0 9 e mais 10 pecas com o6 (sao
11 pegas com o 6 menos a que ja foi contada com as
pecas que contém o 9), totalizando 21 pecas.

Portanto, a probabilidade pedida sera dada por:
W
66 22
9. Alternativa c

Das 23 cartas que restam no baralho, 5 cartas sdo de
ouros. Assim, a probabilidade pedida é dada por:
AL c3§ __10
G, 17N

10. Alternativa d.

Pelo menos um dos trés alunos deve compreender
e falar inglés para que a pergunta seja respondida.
Pela probabilidade complementar, temos:
1—07-0707 = 657%
11. A probabilidade de sair um niimero impar serd dada
por:
1.3

P(x)=—+—+
T

b M OB ey
20 20 100

Seja o evento Y: sair um numero menor que 5.
Assim, a probabilidade de Y é:
1 3 3 1 9 %0

Py)=—+ —+—F—=—=
) 5 110 10 10 10 100

12. Alternativa b.

Por inspecao, a maior diferenca ocorreu em janeiro
de 2014.

13. Alternativa e.
14. Alternativa c.

15.

16.

Do total reciclado, 37,8% vao para téxtil e desses,
30% para tecidos e malhas. Logo, o resultado pedi-

do é dado por:
0378-03 - 282=320kton
Alternativa e.

Vamos determinar a probabilidade de essa pessoa
nao ganhar nenhum dos prémios (ndo ganhar o pri-

meiro e ndo ganhar o segundo):

a0
P= 700 99

Célculo da probabilidade de ganhar ac menos 1 dos

prémios:
p=i-p
=, 2
100 99
_100-99-95-95
100 - 99
_o0 9
P= 500 ~ P~ 90
Alternativa d.

Célculo do ndmero de resultados possiveis de um
dado honesto 4 vezes pelo principio multiplicativo:
6-6-6-6=6"=129

Calculo do numero de trés resultados iguais e um
diferente, também pelo principio multiplicativo:

4.6-5=120

Observe que os resultados sao da forma (xx,xy) e
suas permutacoes, sendo x e y distintos e perten-
centes ao conjunto {1,2,3,4,5,6}. Assim, com 4 resul-
tados iguais existem 6 resultados possiveis que vao
de (1,1,1,1) até (6,6,6,6).

Portanto, a probabilidade de pelo menos 3 dos 4

lancamentos ter resultados iguais é

12046
T 129%

p=ﬁz,p=i

129 72



Desafio
Observe o quadro

3 R_ _ _A_ _ 4
4 R_ _ _ _Al_ _ 3
m R__ . Al _ . _ 7—m

Ha duas maneiras de permutar Renato e Alice (2!).
As 6 pessoas restantes podem permutar entre elas de lugar na fila (6! maneiras).
Ha 7 — m maneiras de posicionar Renato e Alice e m pessoas entre os dois.
Como ha 8! maneiras de permutar todos na fila sem restricoes, a probabilidade pedida é dada por:
P 2-6!-(7-m) _7-m
8l 28

Param = 4, temos:
7-4
P= = —3
28 28
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