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PROVA DE MATEMATICA

01) (ITA-91) Conddere as afirmacies:

I- Se f: ABA é uma fungdo par e gA®A uma fungio
qualquer, entdo a composi ¢ao gof € uma fungdo par.

- Se f:y A® Avé uma,funggo .par e-g A® A-uma fungio
impar, entdo a composicao fog € uma fungéopar.

- Se f: A A é uma fungdo impar € inversivel entio f ™
A® A éumafuncio impar.

Entdo:

a) Apenasadirmacdo | éfdsg;

b) Apenas as afirmagles| ell sho fasas,

¢) Apenas adfirmaco |11 é verdadeira;

d) Todas as &firmagdes sfo fa sas;

e nda

Resolugdo

0] Para bdo x real, tem-se que g(f(-x)) = g (f(x)), pois
f:R ® R é uma fungdo par. Logo, gof € uma
funcdo PAR.

Comoa> 1, temsequex =log, (y++/y% +1)
Sendo f* ainversadef, temse que ™ (y)= log, (y ++y? +1)

Portanto, f1(x)= loga (X ++/x2 +1), parax1 R

(1)
Afirmacdo Judtificativa

SL: ™ x, xT R, f(g(-x) = f(-g(x)) g:R® R é uma fungéo impar
2" x, xT R, f(g(x) = f(g(x)) f:R® R é uma fungdo par
S3 " x, xd Ref(g(=x)) =f(a(x) das sentencas S1 eS2

Logo, fog € uma fungao PAR

(1) Paratodo par (x, y) em R?, segue que:

Afirmacdo Judtificativa

SL L) =y0 fy)= x fléafuncioinversadef
fy)=x0 fey)=x f € uma funco impar
SBfE)=x0 f1x=-y f1 éafungdo inversa de f
S4: L (x) = - 1 (x) das sentencas S1 e S3

Portanto f* éuma func&o fmpar.
Asafirmagbesl, Il elll sGo VERDADEIRAS.

02) (ITA-91) Sgama 1A, a>1ef: A® A definida por f(x) =

aX-aX

. A funcdo inversadef é dadapor:

a) log(X - M),parax>l
b) log(-x + e +1 ), parax1 A
o) log{x + 2 +1), parax 1 A
d) log(-x + M), parax <-1

€) nda

Resolugéo

X - X
y=f(q = %b d ‘oy-a*=0

Multiplicando por a", temrse que (&) - 2ya* - 1=0

y+fay?+a

Segueque a* = >

a'= y+yfyZ+loua=y- y?+1

Como & >0 paratodox real, segueque & = y+ y2 +1

03) (ITA-91) S4aA® A definida por:
TeX sex£0

f(})=ix*- 1,se0<x<1
lInx,sex31

i
Se D é um subconjunto ndo vezio de A td que f: D® A é
injetora, ent&o:
aD=Aef(D)=[1, +¥[
b)D=1-¥,1]Ele, +[ e f(D)=]1, *¥[
D=[0,+[ e f(D)=]1, +¥[
dD=[0,¢ ef(D)=[-1,1
e nda
Notaggo: f(D) = {y T A:y = f(x), x T D} eln x denota o
logaritmo neperiano de x.
Observagao: estaquestéo pode ser resolvida graficamente.

Resolugéo
Segue o grafico da fungéo

leX sex£0
f(x):1|'x2 -1, se0<x<1

%Inx,sex31

Pelo gréfico, pode-se concdluir que exisse uma infinidade de
conjuntosD, D1 R, taisque: f: D® R sgainjeora.

Seguem alguns exemplos

D=]¥ 0 ef(D)=]01]

D=[1€ ef(D)=[01]

D=]¥ (O ef(D)=]-1+¥[

D = }¥,1] e f(D) = }1+¥[, mencionada na alternativa B é
um exemplo interessante, mas ndo congditui uma condicdo
necesséria, como € exigido no enunciado.

04) (ITA-9)-Sgamw.= a+ bicomb * 0Oea b cTA O
conjunto” dos~nimeros” complexos z-—que  verificam™ a" equacdo
wz+ wz +c=0, decreve

@) Um par deretasparaéeas.

b) Umacircunferéncia

¢) Umadipse

d) Umaretacom coeficiente angular m =

ol|lo

e nda
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Resolucéo

Sgaz=x+yi, {xy}1 Rei?=-1

(a+bi)(x + i) + (ai -bi)(x -yi) +¢c=0

ax +ayi + bxi-by+ax-ayi-xi -by+c=0

2ax - 2by+c=0\ y=abx+cd2b

Assm, descreve uma reta com coeficiente angular m=alb.

05) (ITA91) Sez=cost+isent,onde0<t<),etdo
1tz

podemos dfirmar quew = i edado por:
a)i cotg% b)i th 0)i coigt
ditgt e nda

Resolucéo

1+(2cosz—- 1) (ZSen%cos )

:1+cost+isent %
1- (1 2%en? t) |(23eancos%)

1- cost-isent

_j2 214 1 L
i©.2c0s 2+|251enzcos2

\ w= =
2sen” S +i2sen Soos5
2icos%(sen -|oost)
= f \ W—lcotg2
2sent(senL-icost )

$

06) (ITA-91) Os vaores de m de modo que a equagio X - 6¢
- mPx + 30 = 0 tenha duas de suas raizes somando um, s2o;

ao0 b) V3 e3 ole-l
d)2e-2 €) nda
Resolucéo

Sgam x1.x2 exs asraizes desta equagao.

Do enunciado: x1 +x =1 |

Pelasrdagbesde Girard: X1 +x +x3 =6 I
Subgtituindo | em |1, temos

1+x3=6\ x3=5

Dai:5%-6.5°-nf.5+30=0\ 5m°=5\ m=loum=-1

07) (ITA-91) Sga S o conjunto de todes as raizes da equacio
123 - 165 - 3x + 4 =0 . Podemos afirmar que:

a8Si ]-1,00 E0,1[ E 1,2

b)Si ]-2,1 E 10,1 E 13,4

0 Sl [0,4

dsi -2, E 11,2 E 13,4

e nda

Resolugéo

12¢%-16x* - 3x +4=0
4¢3 - 4)-(3x-4)=0

(3% - A)(@x - 1) =0

Dai: 3x-4=0\/ x=4/3

Qu

4¢-1=0\ x=120ux=-12

Assim: S={4/31/2,-1/2}

Como: -1/2T J-1,0\ /2T 1-1,0\ 431 11,7
Entdo ST ]-1,0 E 01 E 11,2

08) (ITA-91) Conddere as afirmagles:
I- A equagdo 3x¢-10x% +10x - 3 = 0 s admite raizesresis.

www.estudemais.com.br

11- Toda equacéo reciproca admite um ndmero par de raizes.
- As raizes da equacio X* + 4¢ - 4x - 16 =
exatamente o dobro dasraizesdex® + 2¢ -x - 2=0.

Entéo:

a) Apenas| éverdadeira

b) Apenas|| éfdsa

c) Apenas|ll éverdadeira

d) Todas s2o verdadeiras.

e nda

0. Séo

Resolucao

| - Obsrve que 1 é raiz da equagdo reciproca 3x
10x - 3=0.

Pelo dispositivo pratico de Briot-Ruffini, segue que
x-DEE--7x+3)=0

Observeque-1 éraiz da equacio 3x° - 7x? - 7x + 3=0.
Aplicando, de novo, o dispositivo de Briot-Ruffini,

(x- D)(x + 1)(33¢ - 10x +3) =0

Como o discriminante da expressdo A% - 10x + 3 é positivo,
conclui-se que a equagdo dada b admite raizesreais.

Il - x+1=0¢éuma equagdo reciproca (de 12 egpécie) e ndo
posui um numero par de raizes Portanto, a afirmagdo
"Toda equacdo reciproca admite um ndmero par de raizes'
EFALSA.

Outro exemplo é a equacio reciproca 3 - B - 7x +3 =0
encontrada noitemacima.

Il - Sgam a b e g as raizes da equacio ¥ + 2x* -x - 2=0.
Observequeasral'zesdatransformadamultiplicativa

X0 +zaa<o

gEz e2z

4108 +

O 5-0g02a; D e2g

e2g

3 2
QQ_Q - 39(_9_ =00 X 4+X X o-p

e2ﬂ e2g e21za 8 2 2

O x3+4x2- 4x-16=0
Portanto, apenasa afirmacéo (11) éfalsa.

A=[21/2] E

09) (ITA91) Se A = {xT A: p +x+1 £p+2x -3},
entéo temos:.

a)A:[-Z,El] E [4,+¥]

b)A=[5 .4

0A=[-3,1]
dA=]-¥,-3 E [1+]
e nda

Resolucéo

O discriminante da expressao 0X +x+1é D=
X2 +Xx+1>0, paratodo x real.
Conclui-se dai-que paratodo x I-R:

X2 +2x =33 ¢ +x+1 0 PpC+2-3[3 x* +x+1
0 ¥+ -33 ¥ +x+1ou

X +2x-33 -x-x-1

0 x3 40u2¢+3%-2£0

U x3 40u-2£ x£ 12

Portanto, A={xT R\x2 4ou 2 £ x£ 1/2}

[4+¥ [

-4 e, portanto,

g
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10) (ITA-91) Na divisio de P(x) = ax® + 2¢ + a + 8¢ -
32x + apor x - 1, obtevese o quociente Q(x) = b + bt +
b + hx + b eoresto -6 Ssheseque (bs, by, b, h) é
uma progressdo geométrica de razdo q > 0 e g ' 1. Podemos
dirmar:

L

abs+a=10 b)bs+a4=6 ) bs+hy=12
d) b+ b1 =16 e nda
Resolucéo
Do enunciado temos (Briot-Ruffini)
1 |& 2 & 8 -2 &
by bs b, b1 by 6
Entéo:
ib,=a; ® |
1b3=b,+2® II

ib, =bg+a, =b, +a, +2® Il

fb, =b, +8=b, +a,+10® IV
DelllelV:b1-b2=8

DelV:ibs+as=hp-2

Por outro lado: (bs, bs, bz, bn) P.G. derazioq>0eq?® 1
b, +2

=g\ b

4=_

by
Dai: — =q\
b g-1

4 by
3 2
ainda by =b,.q° :% eb,=b,q? :%
Como by - b» = 8, temos
29°-29° _g 20°(9-9)
g-1 -1
convem)

=8\ g=2o0u q=-2(ndo

2
Assim: b22%28eb4+a4:b2-2:6.

*

¢

11) (ITA-91) Numa progressSo geométrica de razdo g, sshese
que

I- 0 produto do logaritmo natura do primeiro termo a pelo
logaritmo natural darazéo é 24.

II- a soma do logaritmo naturd do segundo termo com o
logaritmo natural do terceiro termo € 26.

Seln g éum nimero inteiro entéo o termo gerd 2nvae:

a2 péM e  d) et ¢gnda
Notacdo: In qdenota o logaritmo natura (ou neperianc) deq

Resolugéo

i 24

rlnalng=24\ Ing=——® |

Il 11 nq q Ina,
¥|n(a1.q)+|n(a1.q2):26\ 2na, +3Ng=26® 1|
Subgtituindo | em I1'temos:

|24 =26\ 2(1nay)- 261N, +72=0
1

\ (Ina;)?- 13 na, +36 =0

2lna, +3.

Ina; =9 elnqg= %4 (N&o convém pais | ng €inteiro)

ou
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Ina, =4 e Inq:%:G
Asim: a; =€’ eq=¢€"

Logo:

an:aéj’.-dlz.l\ an:e4.(e6)n -1
a,=e"’

4 6n-6
=e

enb=d

L

12) (ITA-91) O conjunto dos ndmeros reas que vetificam a
inequaczo 3logx+ lag (2x+ 3)° < 3log 2, édadopor:
a{x1 Aix>0 b){x1 A:1 £x£ 3}

o {xT /:\:0<x£51} d){x1 /:\:El£x<1}

e nda
Notacdo: loga denota o logaritimo de a nabese 10

Resolucéo
Comx > 0tem-se que:
3logx + log(2x+3)° £ 3log2 0
U 3logx + 3log(2x+3) £ 3log2
logx + log(2x+3) £ log2
log[x (2x+3)] £ log2ex >0
22 +3x £ 2ex>0

22 +3x-2£ 0ex>0
2EXE 12ex>0
0<x £ 12

(@) [ N e ot N o o I e N

conjunto~dos: nimercs -reais -que. verificam a inequagdo
dadaé {x1 R|0<x £ 1/2}.

¢

1

=

Qo7

_ &
13)(ITA-91) SdamA= & & @ eB=
k=0 &0

I Qo

g

n-1
[ ]uk.
k

0

=
I}

0
SelnB-InA :Ing entdonéigud a

a5 b6 o7 d) 8 e nda

Resolucéo

n
A=3 (n)3“=@+3)"=4"=4"14e
k=0
no—l
B=g (n-1,)11¢ = @+11)" =12"*
k=0

6561
Sl nB-1nA=In
6561

, entéo:

I nB/A)=1In

B _ 6561, 12™1 6561
4 . 4T1h 4

\ —
A
3" t=gse1l 3" i=F\ n-1=8\ n=9

\

¢

14) (ITA-91) Uma escola possui 18 professores sendo 7 de
Maemética, 3 de Fidca e 4 de Quimica De quantas maneiras
podemos formar comissdes de 12 professores de modo que
cada uma contenha exatamente 5 professores de Matemdica,
com no minimo 2 de Fisicae no méximo 2 de Quimica?

a) 875 b) 1877 c) 1995

d) 2877 e nda

*
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Resolucio B=M-M!
Sejam entéo: B'=(M -M")!
i 7 Matemética (M) Bi:MI-(M[)t
I = B =M-M
3 Fisica (F ;
18 profres:' o ® ComoM'=M",
i4 Quimica (Q) B'=M!-M
4 Demais disciplinas (D) ComoM - M*=B,B'= B
Do enunciado temos as seguintes possibilidades Logo, amatrizB eanti-smerica
17) (ITA-91)-Considere 0 Sstema:
/ 2F< 1Q74D® CrCo2 G Cua =252 IX+z+w=0
2Q-3D® Gy Go G2 Gy3=1512 ® ':IX +hy +k2w = 1
oM 0Q-4D® Cys. s Cap. Caa= 21 pxrkrdzrw =1
\ 3F< 1Q-3D® G Gz Gy G43=36 ) Xz ek =2 .
2Q0-2D® G5 G5 Cup. Cipa=756 Podemos afirmar que (P) € possivel e determinado quando:
akto bkt 1 okt -1
252 + 1512 + 21 + 336 + 756 = 2877 dktOek®-1 enda
Asim podemos formar 2877 comissies,
Resolucéo
15) (ITA-91) Sdam m e n nimeros reds com M 1 n e & Peo teorema de Cramer, (P) € posivel e determinado, 2 e
matrizes: somentese:
_ 16 PSET) 1 0 1 1
A= T, B= T 2
g 55 0 1 Lk 0 -k
Para que a matriz mA + nB sga néo inversivdl é necessiio 1 0 k+1 1
que 1 0 1 k
8 men sgam positivos.
b) m e sgjam negativos. Desenvolvendo pela 22 ‘coluna, temos que
¢) m e n tenham sinai's contrarios. 11
dyn’=7nf. k(1221 k+1 1.2 0p k®k-D20\ k?0ek?1l
e nda 1 1
Resolugao ‘18 ITA-91) Se 1) é soluczo dos sitemar
Para que amatrizmA + nB sgando inversive, devemoster: ) ( _‘) (x, Y.z, 1) € soluggo dos sistemar
det (MA +nB) =0 Ix-y+2z-1t=0
A + 1B (=% 1u+ &1 I é€m-n m+ny }3x+y+3z+t:o
nB =ma 1+ Na 1= 8 ¢ T
& 51 &0 1 & 3m 5meny Px-y-z-s=0
2m-n m+n Qual das dternativas abaixo é verdadeira?
‘ 3 5+ =0 ax+y+z+textemomesmnosnd.
m m+n b)x+y+z+tettemomesmosnd.
(2m-n)(5m+2n)-3m(m+n)=0 x+y+z+teytenomesmosna.
7nt-6mn -n" =0 d) X +y + z + t ez tem sinais contrarios.
o 6n +4/36n2 +28n2 gnda
14 Resolugdo

Assm: m=n (n&o convém) ou m= -n/7
Logo men tém snais contrarios.

4 IX-y+2z-t = 0% 1
16) (ITA-91) S§an M e B matrizes quadradas de ordem n tais :,3)( +y+3z+t=0 -

que M - M = B. Sebendo que M' = M " podemos afirmar

Sendo (x,y,zt) uma solucdo do sistema,

que {x-y—z-Et:O

a) B? éamatriznula b) B =~2l. ;

©) B ésmérica d) B é anti-smétrica iX-y+2z-t=0@ I

e nda I

Notagdess M' e M™ denotam, respectivamente a matriz 10x+4y - 3Z+4t=0® Il

transposta de M e a matriz inversa de M. Por | denotamos a 1 At
matriz identidede de ordem n., {Ox+dy- - &4=0P z=- @1l
Resolucéo

Nas condigdes do enunciado, temos que:
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Substituindo 111 em 11 4y-3€e_4tg+4¢:o\ y=-2t
e3 g

Subgtituindo 111 ell em|:

x- (- 2t)+2€ﬁ9-t—0\ x—%

O conjunto solugao do sigema &

1 a5t -4 o.- AU
—| - 2t, —, 15 t1.Cy

9 AW)Y g
Oomentarlo:

Como as aternativas a, b, ¢ e d mencionam "snais' da
omax+y+z+tedexouyouzout, das sdo falsas, pois
ndo se define sinal de um ndimero complexo.

Mesmo que 0 enunciado afirmasse que (X, y, z t) € uma
quadra de nUumeros reais, ainda assim, a alternativa correta
seria E, pois a quadra (0, 0, 0, Q é solugdo do sstema e nédo
e define sinal para o nimero zero.

19) (ITA-91) Um trigdngulo ABC edtd inscrito num circulo de
réio 2v3. Sgiam a b e c os lados opostos aos angulos A, B e
C respectivamente. Sabendo que a = 243 e (ABC) é uma
progressdo aritmética, podemos afirmar que:

9C=4J/3 e A=30° D) C=3y3 e A=30°

cB=6 e C=8% dB=3 e C=9

e nda

Resolucéo

(A, B, C) éuma PA. Sendor suarazdo, podemos ecrever:
B-r,B,B+r)

Peloteoremaangular de Tales:

A+B+C=180° I

B-r+B+B+r=180°

3B=180°\ B=6°

Como o triangulo ABC eda inscrito num circulo de raio

R :2\/§,temospeloteore'nadossaflos
b

a c

= =2R =443
FnA senB &nC M
Sendoa:Z«/_ temos
2«/_ =43
senA

senA = 1/2, logo A = 30° ou 150°(n&o convém)
Segue-sedel que C=90°
Logo,

*

a-1

20) (ITA91) Se af Aooma>0ea'csen—+1 efa no
a

primeiro quadrante, entdo o vaor de tg [ac sen a—+i + actg
a
1 44
&
2;}a ]
) a+l b) ala 9 2ada
2/a 3a+1 3a+1

*
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2
d) Sail e nda
Resolugdo
a-1 1
Fazendo a=acen——- e b=acg——, queremos
a+1 2/a
determinar tg(@a +b). Assm:
lena :Ll(0<a<p/2 doenunciado)
J[ a+l
Itgb_i ~pl2<b<pl2
\Ja
Pdardagéofundammtal:
Y - (e - o203 heasg
cosa = \/ (a+1y (at1y ’\J(a+l)2 a+ (po )
sena a-1
tga = \ tga =
B osa 2n/a
a- 1 1 a-1+1
tga +tgb 2J_ 2fa _ 2ya
to@+ b)_ gatgb\ tg@+b)= -1 1 4a-a+tl
2J5 2\/a 4a
= 48.2 = 28.—\/5
2Ja(:+]) _3a+l
L

21) (ITA-91) Sgam a e b condantes reais postivas. Paa que
a egquacéo cos3x+(a - 1)ooszx- (@ + b)cosx + b = 0 tenhas

duasraizesreaisdistintasnointervao [0, % ] devemoster:

a0<bc<a-1 b)O<b<a+1 c¢)Ja<b<a+2
dat+tl<b<a+2 ¢nda

Resolucéo

cos’x+ a coéx - coX - acos< - bcosk + b=0
008’ (Cosx - 1) + a cosx(cosx - 1) - b(cosx- 1) =0
(cosx - 1)(cos’x +acosx -b) =0

cox=1\ x=0(paisxT [0, p/2])

ou

|

1 -a++a®+4b

Icosx =
]IZ 2
cos® X +acosX - b=0jou
i
i -a- Ya? +4b
Tcosx :f

Sendo.a > 0, b >0.e o produto das raizes da equagdo._do 2°
grau na variavel cosx negativo, temosque:

_ ’ 2
O<a+++4b <1\ 0<-a+ya®+4b <2\

\ a<+a®+4b <a+2\ a’<a’®+4b<a’+4a+ 4\
\ 0<4b<4(a+l)\ O<b<a+l

g

22) (ITA-91) Conddere a regid ao plano catedano Xxy
definido pela desigualdade: X + ¥ - 2x + 4y + 4 < 0. Quando
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p

eda regido rodar um angulo de 3 radianos em torno da reta y

+Xx+1=0, dairadgerar um Slido cujo volume éigud a

Ap 2p P 4p
a 3 b) 3 0 3 d) 5 e nda
Resolugéo
A desigualdade % +- -2 + 4y + 4 AY

£ 0 é equivalente a(x - D>+ (v +2)° e
representa no plano xy um circulo de

centroC=(1-2 eraioR=1.
Ardadeequagdoy + x + 1 = 0 pasa
pdo centro dese circulo, jA que o
par ordenado (1,-2) \veifica a
equacao.

Girando o circulo de p/3 rad em
torno da reta obtemos um Silido
formado por duas cunhas esféricas
opostas peo didmero. Essas cunhas
s30 congruentes e portanto tem o
mesmo volume.

Sda V o0 voume de uma ddas
Devemoster:

2prad - 4/3p1° (volume da esfera)
p/3rad-V

Portanto V = 2p/9

Logo, 0 volume do sdlido gerado é2V, ou s3a, 4p/o.

23) (ITA-91) As aedas da base de uma pirdmide triangular
reguar medem | com e a faces laeas s tridngulos
retangulos. O volume desta piramide &
a £|3cm3 b) £| m® 0 £|3cm3

6 24

Y2 3cm3 e nda
d) 5 em ) n.d.
Resolucéo

Uma pirdmide triangular regular cujas faces laterais sfo
trigngulos retangulos é um tetraedro tri-retangular cuja face
oposta ao triedro tri-retingulo € um tridngulo eqiilatero de
ladol.
Célculodeh:
Naface AVC, temos.

h2+h2 =12\ h?=P2\ h= %

Célculo da &rea dabase BVC:
B =12n =1%/4 B
Célculo do volume da pirdmide:

V=13Bh= 1314 %\ V= g 13cm®

*

24) (ITA-91) Sda r a mediariz do segmento de reta de
extremos M = ((4, 6) e N = (8, 2. Sga R o rao da
dreunferéncia com centro na origem e que tangencia a reta r.

Entéo:

www.estudemais.com.br

dR= @ e nda
Resolucéo

Sendo:

P o ponto médio do segmento MN;

m, ocoeficiente angular daretar;

ms 0 coeficiente angular de MN;

Qaorigem dossemae

R a medida do raio da circunferéncia de centro O e tangente
arear, temos que

P(2,4)em=- i: - 3 (r perpendicular MN)
S

Logo, aequagdodarear &

y+4=-3x-2\ ()3Xx+y-2=0

Assm, devemos Te:

25) (ITA-91) Sda C a drounferéncia dada pda equacio X +
y2+2x+6y +9=0 SeP=(a, b) éo ponto en C mais
préximo daorigem, entéo:

a)a:-% e 4p’+24b+15=0

ba=-1

J10

—-=1"e b=
10

d)a:-l-@ e
10

e 40°+24b+33=0
¢a=

b=3a

Resolucdo

CxXe+y +2X+6y+9=00uC: (x+1)°+(y+3)°=1
(centrodeC: (-1;-3) eraiodeC: 1)
GréaficodeC

O ponto de C mais proximo da
origegm O edd na intersegdio de C
comaretaOC. Temos

oc= yJ(0+1)? +(0+3)? =10
oP=410-1

Tracando por P e C 0s sgmentos ¥
PA e CB paraldos ao eixo dos X,

resulta os tridngulos OPA e OCB c
semelhantes (1° caso). Logo,

OP_PA J_1|a|\|a\|1—
oc, B Jo. -1

e

oA _PA

AY

Xy

Dw

ol _Jal, oy
V=B =

OB CB
Sendo P(a,b) ponto do 3° quadrante, resulta
00
1- £—\ —£ -leb=3a
10 4 10

¢



