MATEMATICA

Funcao Composta e Funcao Inversa

FUNCAO BIJETORA |@@.

Uma funcdo f: A — B é bijetora se, e somente se, essa fungdo
atende as seguintes condigdes.

i)  Asuaimagem (Im) é igual ao seu contradominio (CD)
(f é sobrejetora).

Observe que, ao representarmos simbolicamente uma
fungdo f na forma f: A — B, o conjunto A é o dominio
da fungdo, e o conjunto B é o contradominio da funcgdo.
Portanto, a condigdo € satisfeita se, e somente se,
Im = B.

ii) Para quaisquer elementos x, e x, do dominio A, com
X, # X,, tem-se f(x,) = f(x,) (f é injetora).
Em outras palavras, cada elemento da imagem
deve estar relacionado com um Unico elemento do
dominio. Logo, uma funcdo sera bijetora quando for
sobrejetora e injetora.

Exemplos:

19) Em forma de diagrama

f:A—>B
A B

Verificando a condigdo i, temos que:
Dominio: D = A = {9, 16, 25, 36}
Contradominio: CD =B = {3, 4, 5, 6}
Imagem: Im = {3, 4, 5, 6}

Logo, CD = Im.

Verificando a condigao ii:

Podemos observar que cada elemento da imagem
esta relacionado com um Unico elemento do dominio.

29) Em forma de grafico
f: [3, 10] —» [5, 18]
y A
18
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A 10

Verificando a condicdo i, temos que:
Dominio: D = [3, 10]
Contradominio: CD = [5, 18]

Imagem (projegdo do grafico no eixo das ordenadas):
Im =[5, 18]

Logo, CD = Im.
Verificando a condigao ii:

Podemos observar que cada elemento da imagem
esta relacionado com um Unico elemento do dominio.
Para tal verificacdo, basta tracarmos linhas paralelas
ao eixo das abscissas, a partir da imagem. Cada uma
dessas linhas deve interceptar a curva em um Unico
ponto, para que a condigdo seja satisfeita.

FUNCAO INVERSA ﬁgl

Considere o diagrama a seguir:

f:A>B

f-:B->A

No diagrama, esta indicada uma fungéo f que associa a cada
elemento de A a sua imagem em B. A fungdo inversa de f,
indicada por f-1, é a fungdo que associa a cada elemento de B
o elemento de A associado a B por f.

Observe que f deve ser uma fungdo bijetora.
Uma fungdo bijetora f: A — B é inversivel, e sua inversa

é a fungdo f-1: B —» A se, e somente se, para todo
(x,y) efe (y, x) e fl.
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Frente A Modulo 10

Calculo da funcao inversa - regra
pratica
i) Trocar x pory ey por X.

i) Isolar o novoy.

Exemplos:

Determinar a fungao inversa das seguintes fungoes.
19) f(x) = 3x

(trocar x pory ey por x): x = 3y

. X
(isolaronovo y): y = 3

Assim, indicamos na forma f-* (x) =

w|x

29) f(x) = :—;;, para X # -2

(trocar x por y e y por x):

x=Y-1

SYy-1=xy+2X=>y-Xxy=2x+1
y+2

(isolar o novo y):

2X+1
1-x '

y(1-X)=2x+ 1=y = parax # 1

Assim, indicamos na forma f-*(x) = 21X +x1 .

OBSERVAGAO

e Os graficos da fungdo f de sua inversa f-! sdo simétricos
em relacdo a bissetriz dos quadrantes impares.

Exemplo:

X
Esbogando os graficos das fungbes f(x) = 3x e f-1(x) = 3em

um mesmo sistema de eixos e considerando f: R —» R, temos:

y
f
6_ ,,,,,,,
5.1 i Bissetriz dos
E .~‘quadrantes
4+ ! " impares
3T
2+ ,E, j/: ’i ,,,,,,,,,,, ./f—l
R
01 2 3 4 56 x
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EXERCICIO RESOLVIDO

01. (UFV-MG) Seja f a fungdo real, tal que f(2x - 9) = x,
para todo x real. A igualdade f(c) = f-!(c) se verifica
para c igual a:

A) 5. C) 3. E) 1.
B) 7. D) 9.
Resolucéao:

Calculo de f(c):

Fazendo 2x - 9 = k, temos x = . Portanto, temos

k+9
2
X+9

que f(k) = . Logo, podemos dizer que f(x) =

k+9
2
Entdo, para x = c, temos f(c) = S+ 2,

Calculo de f-1(c):

x+9.

Temos f(x) =
Trocando x por y e y por x, temos:

X = L;g >y=2x-9=f*x)=2x-9

Logo, para x = ¢, temos f-!(c) = 2c - 9.

Fazendo f(c) = f-(c), obtemos:

C;9=2c—9:4c—18=c+9:>3c=27:>c=9

FUNCAO COMPOSTA ﬁgl

Sejam as fungbes f e g, tal que f: A > B e g: B> C,
conforme a figura a seguir:

A

h:A—>C

Considere uma fungdo h: A — C que produz os mesmos
resultados que as fungdes f e g aplicadas em sequéncia,
ou seja, que relaciona cada elemento de A com o
correspondente elemento de C sem passar pelo conjunto B.
Tal fungdo h é denominada fungdo composta de f e g.



Denotamos a fungdo composta h(x) por g(f(x)) ou g o f(x).

Como exemplo, considere os conjuntos A, B e C
representados a seguir e sejam as fungdes f: A —> B e
g: B » C, tais que f(x) = x + 3 e g(x) = x2 - 1. Vamos
descobrir a expressdo matematica da fungdo g(f(x)),
que relaciona os elementos de A com os elementos de C.
f:A—>B

Para calcular a expressao da fungdo g(f(x)), devemos
substituir o x na expressao de g(x) por f(x).
Assim, como g(x) = x?> - 1, temos:
g(f(x)) = f(x)* - 1
Mas, f(x) = x + 3. Portanto, temos:
g(f(x)) =g(x+3)=(x+3)2-1=x24+46x+9-1
Assim, g(f(x)) = x2 + 6x + 8.
Observe que essa expressdo realmente relaciona os
elementos de A com os elementos de C.
1, temos g(f(1)) =12+ 6.1+ 8 = 15.
2, temos g(f(2)) =22+ 6.2 + 8 = 24.
. Para x = 3, temos g(f(3)) =32+ 6.3 + 8 = 35.
. Para x = 4, temos g(f(4)) =42+ 6.4 + 8 = 48.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

02. Sejam as fungdes f: R > R e g: R —» R tais que
f(x) = 2x + 3 e g(x) = x - 2. Calcular:
A) f(a(2))
Resolugao:
f(9(2)) = f(0) = 3
B) fogeg(l)
Resolugao:
fogog(l) =f(g(9(1))) = f(g(-1)) = f(-3) = -3
Q) fg(x))
Resolugao:
f(g(x)) =2g(x) + 3 =2(x-2)+3=2x-1
D) g~ f(x)
Resolugao:
gof(x) =g(f(x)) =f(x)-2=2x+3-2=2x+1

. Para x

. Para x

03.

04.

05.

06.

Funcao Composta e Funcao Inversa

Considere as fungdes f(x) = 4x + 11 e f(g(x)) = 6x - 10.
Determinar a expressao de g(x).

Resolugéo:

Pela definigdo de fungdo composta, temos que
f(g(x)) = 4g(x) + 11. Igualando esse resultado com a
expressao fornecida, temos:

4g(x) + 11 = 6x - 10 = 4g(x) = 6x - 21 = g(x) = 2X =21

4
Sejam as fungdes h(x) = 5x - 3 e t(h(x)) = 15x + 32.
Determinar a expressao de t(x).
Resolugao:

t(h(x)) = 15x + 32 = t(5x - 3) = 15x + 32 (I)

Vamos denotar 5x — 3 por k. Assim, temos:

<
5x-3=kox= K*3 I%
Substituindo na expressdo (I), temos: <z(
t(k)=15.(k;3]+32:t(k)=3k+9+32: E
t(k) = 3k + 41 s

Dai, se a expressdo vale para k, também vale para x,
ou seja, t(x) = 3x + 41.

(UFU-MG) Seja f uma funcdo real de variavel real definida
{x +1,sex>0
por f(x) =
f(f(—x)), sex <0
Entdo, f(-1) é igual a
A) 0. c) 2.
B) 1. D) -1.
Resolugéao:
Para x = -1, temos f(-1) = f(f(1)).
Mas f(1) =1+ 1= f(1) = 2.
Logo, f(-1) = f(2).
Mas f(2) =2 + 1 = f(2) = 3.
Logo, f(-1) = 3.

E) 3.

(Mackenzie-SP) O grafico a seguir representa uma fungdo
definida em R por y = f(x).

, Ol

N
SV} S
x

O valor de f(2) + f(f(-5)) € igual a

A) -2. C) 0. E) 2.
B) -1. D) 1.
Resolugéo:

Pelo gréfico, verificamos que f(2) = -3.
Além disso, f(-5) = 5.

Logo, f(f(-5)) = f(5) = 3.

Portanto, f(2) + f(f(-5)) = -3 + 3 = 0.
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EXERCiC|OS DE o 05. (UECE-2020) A fungdo f: R - {-1} - R - {1}, definida
APRENDIZAGEM ®Bem°“ui Play OLR por f(x)=$ é invertivel. Considerando-se g sua

inversa, o valor positivo de k, para o qual f(k) + g(k) = /3,

g}i (IFMA) Considere as fungdes afins f(x) e p(x), ¢ igual a
definidas de reais em reais, em que f(x) = 2x + 4 e A) 3.3.
p(x) = 6x — 2m, sendo m uma constante real. O valor
~ , B) 24/3.
de m para que p(f(x)) = f(p(x)) €
A) -7. Q) 5. E) -10. C) 3.
1
= . 3
B) 3 D) 7 D) g
02. (EFOA-MG) A figura a seguir representa o grafico de uma ?52_ (UPF-RS-2018) Um estudo das condicdes ambientais
X NM
fungéo f. de um municipio do Rio Grande do Sul indica que
y o a taxa média de mondxido de carbono (CO) no ar
5 sera de C(P) = 0,2P - 1 partes por milhdo (ppm)
quando a populagdao for P milhares de habitantes.
Sabe-se que, em t anos, a populagdo desse municipio
\ sera dada pela relagédo P(t) = 50 + 0,05t2. O nivel de
N [o) \ X mondxido de carbono, em fungdo do tempo t, é dado por:
A) C(t) =9 + 0,01¢?
O total de elementos x tais que f(f(x)) = 2 é B) C(t) = 0,2(49 + 0,05t?)
A) 2. C) 0. E) 1. C) C(t) =9 + 0,05t
B) 4. D) 3. D) C(t) = 0,1(1 + 0,05t?) - 1

. » E) C(t) = 10 + 0,95¢%2
03. (IFCE) Seja f: ]1, +o[ ¢ R —» R uma funcdo dada

BHJE

por f(x)zil_ A expressdo da fungdo composta 8(3- (UERN) Considerando as fungdes f(x) = 3x - 2 e

o X_l . g(x) = -2x + 1, o valor de k, com k < R tal que

= + :
g(x) = f(f(x+1)) é @ fa(k)) ! = 1 ¢
A o= D) g(x) = x - 1 A) 3. ) -1.
B) 2. D) -5.
X X+1
B X) = E X) =
) 99 X — ) o) x-1 (B)J§7. (UECE) A funcdo real de varidvel real definida por
C) gx)=x+1 f(x)= X +§ é invertivel. Se f! é sua inversa, entdo,
X7

o valor de [f(0) + f1(0) + f1(-1)]2 é

grafica estd parcialmente ilustrada na figura a A) 1. € 9.

@ seguir. Sendo g o g a fungdo composta de g com g, B) 4. D) 16.
entdo o valor de (g - g)(-2) é

v EXERCICIOS CI—=~T™
! PROPOSTOS

01. (FGV-SP) Dada a funcdo f(x) = x2 + 3, qual o valor da

expressdo f(X+h)—f(x) »
h

-5/ -4 -2 0 2 3 X
\/ \/ A

912"})(' (UPF-RS) Considere a fungao real g, cuja representagdo @

B) 2x + 1
C) 2x-h
A) 0. C) 2. E) -5. D) 2x -1
B) 4. D) -2. E) 2x + h
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02.
PITS
©
03.

04.
WWMA

05.
TKXJ

06

HLLI

(UECE-2017) A fungdo real de variavel real definida

2x+3 1 .. 7 .
or f(x) = ara x=-— € invertivel. Sua inversa
POr 09 = Zvt P 4
ax+b
g pode ser expressa na forma g(x) = od’ em que

a, b, c e d sdo numeros inteiros.

Nessas condicBes, a somaa + b + ¢ + d € um nimero
inteiro multiplo de

A) 6. B) 5.

C) 4. D) 3.

(CEFET-MG) Dadas as fungdes f(x) = 2x - 1 e
g(x) = x> + 3x + ¢, o maior valor inteiro de c tal que a
equacao g(f(x)) = 0 apresente raizes reais é

A) 1. B) 2. C) 3. D) 4.

(ESPM-SP) Sejam f e g fungdes reais, tal que
f(2x + 1) =2x +4eg(x + 1) = 2x - 1 para todo x € R.
Podemos afirmar que a fungédo f - g(x) é igual a:

A) 2x -1 C) 3x+1 E) x-3

B) x+2 D) 2x

(ACAFE-SC) O grafico a seguir representa a fungdo real
f(x), definida no intervalo [-1, 6].

y
4----

6 X

Considerando a fungao h(x) = f(x - 2), entdo, o valor da
expressdo dada por f(h(3)) + h(f(4)) é igual a
A) 7. B) -2. C) 5. D) -1.
(IFCE) Se R é o conjunto dos numeros reais,

5 e x> +1 o .
a fungao f: R —» R dada por f(x) = 2"~ possui inversa:

SRNCE

B) f(x) = ==
C) fi(x)=32x+1
D) f'(x)=32x-1

E) f‘1(x): 3x+1

07.
AOHS

©

08.
N35N

09.

(ESPM-SP) A figura a seguir representa o grafico
cartesiano da fungao f(x).
YA

. .
.

3

Sabendo-se que f(1) = 2, o valor de f [f(n)] é

A) 1.  B) % 0 %. D) 2.  E)

N[ U

(UFSM-RS) Os praticantes de exercicios fisicos se
preocupam com o conforto dos calgados utilizados em
cada modalidade. O mais comum é o ténis, que é utilizado
em corridas, caminhadas, etc. A numeragao para esses
calgados é diferente em varios paises, porém existe
uma forma para converter essa numeragao de acordo
com os tamanhos. Assim, a fungdo g(x) :g converte a

numeragéo dos ténis fabricados no Brasil para a dos ténis
fabricados nos Estados Unidos, e a fungdo f(x) = 40x + 1
converte a numeragdo dos ténis fabricados nos Estados
Unidos para a dos ténis fabricados na Coreia. A fungdo h
que converte a numeragdo dos ténis brasileiros para a
dos ténis coreanos é:

1

A) h(x):?x+g

D) h(x)= %

B) h(x)=%x+1 E) h(x)=

2x +1
5
o) h(x):?x+1

(UFJF-MG) A seguir, encontram-se representados os

graficos das fungdes f: R >R e g: R > R.

y y = f(x) y
4+4---- Ammmmeree ZEEEE 4
I >
e
€N .
0 i 2 3 x 0

Sabendo que f possui inversa f!:
fogofi(2)é

R — R, o valor de

A) 0. D) 3.
B) 1. E) 4.
c) 2.

Bernoulli Sistema de Ensino
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medulo 10 [

SECAO ENEM

01.

02.

A figura a seguir indica as trajetorias de dois robds,
Sojourner e Opportunity, utilizados pela Agéncia Espacial
Americana no projeto de exploragdo cientifica do planeta
Marte. Considere que os dois robés tenham partido,
simultaneamente, de pontos distintos da superficie de
Marte, com a mesma velocidade e em trajetoria retilinea,
em uma missdo de exploragdo. Cada um dos robos é
controlado por um operador na Terra.

Ponto de
partida
(Rob6
Sojourner)

Norte

,- Nordeste

Ponto de
partida
(Robd
Opportunity)

Oeste

O// Leste

" Sudoeste sul

Sabe-se que o rob6 Sojourner intercepta a linha norte-sul
a4 km ao norte do ponto de referéncia O, e intercepta a linha
leste-oeste a 2 km a oeste desse mesmo ponto de referéncia.
Considerando-se que a trajetdéria do robé Opportunity
seja simétrica a trajetdria do rob6é Sojourner em relagédo
a linha sudoeste-nordeste, e que ndo ocorram imprevistos
que atrasem os robds, pode-se afirmar que eles vao se
encontrar a, aproximadamente,

(Considere: /2 = 1,4)

A) 1,4 km do ponto O.

B) 2,8 km do ponto O.

C) 4,2 km do ponto O.

D) 5,6 km do ponto O.

E) 7,0 km do ponto O.

Uma das etapas da implementagdo de uma rotina de
programacao de computadores consiste na determinagao
de um parametro ¢. Esse parametro é obtido da
seguinte forma:

e Um dado de entrada x é inserido no programa.

e Multiplica-se x por 8.

e Adiciona-se 11 ao resultado anterior.

26 Colecao 6V

Em uma etapa subsequente, o programador calcula
um parametro o, utilizando o valor de ¢ calculado
anteriormente, do seguinte modo:

¢ Adiciona-se 13 ao valor de ¢.
e Eleva-se o valor obtido ao quadrado.

Um programador decidiu determinar o parametro ¢ em uma
Unica etapa, a partir do dado de entrada x. A expressdo
matematica correspondente a essa operagao é:

A) o = 64(x* + 6X + 9)
B) o = 64(x2+ 11x + 13)
C) o=64(x*+9)

D) o = 64(x?> - 3x + 12)
E) o = 64(4x% + 6x + 9)
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