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APRESENTACAO

Ol3,

Na aula passada, estudamos alguns tépicos de geometria plana. Vimos o que é a geometria
Euclidiana e também conceitos de retas, angulos e triangulos. Nessa aula, estudaremos o teorema
de Tales e usaremos esse teorema para provar semelhanca de triangulos. Também veremos como
calcular as cevianas de um triangulo qualquer e quais os pontos notaveis de um triangulo.

Tente se acostumar a “enxergar” quando dois tridngulos sdo semelhantes. Isso sera util
para resolver as questdes de geometria plana da prova.

Caso tenha alguma duvida entre em contato conosco através do férum de duvidas do
Estratégia ou se preferir:

(0o

@ /profvictorso
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1. LUGAR GEOMETRICO

Lugar geométrico é o conjunto de pontos de um plano com uma determinada propriedade.
Vamos estudar os principais:

Prof. VictorSo

1.1. CIRCUNFERENCIA

Circunferéncia é o lugar geométrico dos pontos P de um plano que distam R de um ponto
fixo 0. Sejam A, a,0 e R, a circunferéncia, o plano, o centro e o raio, respectivamente. Em
simbolos, o LG da circunferéncia pode ser escrito como:

A={p € a|OP = R}

A

1.2. MEDIATRIZ

Mediatriz é o lugar geométrico dos pontos de um plano que equidistam das extremidades
de um segmento.
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1.3. BISSETRIZ

E o lugar geométrico dos pontos de um plano que equidistam de duas retas concorrentes.
Consequentemente, esse LG divide o menor angulo entre as retas concorrentes em duas partes
iguais.

1.4. PAR DE RETAS PARALELAS

E o lugar geométrico dos pontos que equidistam d de uma reta.

1.5. ARCO CAPAZ

E o lugar geométrico dos pontos que “enxergam” o segmento AB sob um angulo « dado.

AULA 08 — GEOMETRIA PLANA Il 6
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P

Todos os pontos P pertencentes a regidao vermelha da circunferéncia sdao pontos do arco
capaz. Perceba que quando P = A4 ou P = B, temos que os segmentos de reta AA' e BB’
tangenciam a circunferéncia nos pontos A e B, respectivamente. Nesses pontos, eles também
enxergam o segmento AB sob um angulo a.

Outro ponto a se notar é que toda reta tangente a uma circunferéncia forma um angulo
reto com o segmento de reta que liga o ponto de tangéncia ao centro da circunferéncia.

A
.'\9) INDO MAIS

FUNDO!

Podemos encontrar uma relagao entre @ e o menor arco de AB.

Sabemos que o angulo do centro da circunferéncia é igual ao angulo formado pelo arco

AB.

AULA 08 — GEOMETRIA PLANA Il 7
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0 = AB
Podemos tracar o segmento de reta que liga o ponto P ao centro 0. Como OP = 0A =
OB, formamos dois tridngulos isésceles OPA e OPB:

Perceba que APB = a = f + y. Analisando o centro da circunferéncia, vemos que:
6 + 180° — 24 + 180° — 2y = 360°

0=28+v)
0 =2a

a:

N D

—

B
La=—
2

>

Além desse caso, temos outros dois:

P pode estar localizado no interior da circunferéncia ou P pode estar no exterior da
circunferéncia.

Para o caso de P interno a circunferéncia:

AULA 08 — GEOMETRIA PLANA Il 8
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Nesse caso, podemos tracar um segmento de reta paralelo ao segmento BD e que passe
por C:

Como EC//BD, temos ECA = BPA e a medida dos arcos BE e CD s3o iguais. Assim,
podemos ver que:

—_

AB + BE

“=T
AB + CD

.'.aZT

Para o caso de P externo a circunferéncia:

AULA 08 — GEOMETRIA PLANA Il 9
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B

Vamos construir o segmento de reta CE paralelo ao segmento AD:

2. TEOREMA DE TALES

O Teorema de Tales afirma que dado um feixe de retas paralelas, os segmentos de retas
transversais a estas retas sao proporcionais entre si.

Sejam as retas ry//1,//r5//...//7r;, e k € R, entdo:

AULA 08 — GEOMETRIA PLANA Il 10
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| [CR

s

Tn—-1

Tp—1 Yn—1

¥ _%_ _%a

= = =k
Y1 Y2 Yn-1

t; e t, sdo as retas transversais ao feixe de retas paralelas.
Demonstragao:

Devemos dividir em dois casos:

Caso 1) Os segmentos AB e BC sdo comensuraveis

Se AB e BC sao comensuraveis, podemos escrever a medida desses segmentos como
multiplos de um segmento de unidade u. Entdo, paraa, 8 € N*eu € R%:

AULA 08 — GEOMETRIA PLANA Il 11
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™

XU /
.
; 2

= T3

Caso 2) Os segmentos AB e BC sao incomensuraveis

Se AB e BC sao incomensuraveis, ndo podemos escrever ambos como multiplos de um
segmento de unidade. Entdo, tomando um segmento de medida u que caiba § vezes em BC,
temos:

BC=p"u
Como AB e BC s3o incomensuraveis, temos que existe @ € N* tal que:

a-u<AB < (a+1)-u

AULA 08 — GEOMETRIA PLANA Il 12
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(x+ 1)u { ou [ (x + 1)’
L] rz
Pu { Bu’
C
T3

Analogamente para A'B' e B'C":
B'C' = ﬁ “u’
a-u <AB <(a+1)-u
'B’ < a+1
B'C’ p
A'B’ c (a a+ 1)
"BC  \B B
Podemos escolher as unidades de medidas u e u' muito préximas de zero e, assim, o
multiplo S tenderia ao infinito. Consequentemente:
A'B" AB A'B’
uu 202505 —->=-
B,C, BC B,C,

o

(n

“<
B

3l &
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3. SEMELHANGA DE TRIANGULOS

Dois triangulos sao semelhantes se, e somente se, os angulos internos sao congruentes e
os lados opostos a esses angulos congruentes sao proporcionais entre si. Usamos o simbolo ~
para indicar que dois triangulos sao semelhantes.

A

Prof. VictorSo

B a C B

A=A ,B=B',Cc=C

AABC~AA'B'C' & ja b C

Definimos k como a razdo de semelhanca dos triangulos semelhantes.

3.1. TEOREMA FUNDAMENTAL

Dado o seguinte triangulo ABC e a reta r que passa por ele nos pontos D e E, temos:

A

AULA 08 — GEOMETRIA PLANA Il 14
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|r//BC & AADE~AABC

Se a reta r for paralela a um dos lados de um triangulo ABC, o AADE que ele determina é
semelhante ao AABC.

Demonstragao:

Como r é paralelo ao lado BC, temos B=DE=CeAéum angulo comum aos AABC e
AADE.

Vamos construir a reta paralela s ao lado AB:
A

Aplicando o Teorema de Tales nas retas paralelas 7 e AB:
AD AE
AB  AC
Aplicando o Teorema de Tales nas retas paralelas s e AB:
AE BF
AC BC
Como BDEF é um paralelogramo, temos BF = DE, desse modo:
AD AE DE
AB _ AC BC
Portanto, os lados correspondentes dos triangulos sao proporcionais e os angulos internos
sdao ordenadamente congruentes. Logo, sao semelhantes.

3.2. CRITERIOS DE SEMELHANCA

3.2.1. AA (DOIS ANGULOS CONGRUENTES)

Se dois triangulos tiverem dois angulos congruentes, eles serdao semelhantes.

AULA 08 — GEOMETRIA PLANA Il 15
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A A’
B c B’ c’

{A =A" o AABC~AA'B'C
B=8

Prof. VictorSo

Demonstragao:
Supondo que AB > A'B’, podemos construir um tridngulo ADE no tridngulo ABC tal que

D=BeAD = A'B':
A.ﬂ'
/4\0;

A
A
B

Pelo critério de congruéncia ALA, podemos afirmar que AADE = AA'B'C’.

C B’

Como B = B’ = D, temos que DE//BC, portanto, AABC ~AADE.
Como AADE = AA'B'C’, temos AABC~AA'B'C’. Logo, s3o semelhantes.

3.2.2. LAL (LADO-ANGULO-LADO)

Se dois triangulos tiverem dois lados proporcionais e o angulo compreendido entre eles for
congruente, entao esses triangulos sdao semelhantes.

AULA 08 — GEOMETRIA PLANA Il 16
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ﬁ\l a >

A/
b = AABC~AA'B'C’
b’

Demonstragao:

Supondo AB > A'B’, vamos tracar o segmento de reta DE no triangulo ABC tal que AD =
A'B'e AE = A'C'":

C!

B C

Pelo Teorema de Tales, como 5 = 5, temos que DE//BC.Entdo,D = BeFE = C.

~ —~

Usando o critério de congruéncia LAL, temos AADE = AA'B'C'. Logo,D =B’ e £ = C'.

N A,

Portanto, pelo critério de semelhanca AA, podemos ver que A = A
AABC~AA'B'C'.

e B =B’ implica

3.2.3. LLL (LADO-LADO-LADO)

Se dois triangulos tiverem os lados correspondentes proporcionais entre si, entao eles sao
semelhantes.

AULA 08 — GEOMETRIA PLANA Il 17
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A
¢ b
B a c B’
a b c
—=—=—>= AABC~AA'B'C’
a b
Demonstragao:

Supondo que AB > A'B’, podemos tracar o segmento de reta DE, tal que AD = A'B’ e
AE = A'C":

B

Usando o Teorema de Tales:

Sul el

Entdo:

Da hipdtese, temos:

AULA 08 — GEOMETRIA PLANA Il 18
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Portanto:
a =x
AADE = AA'B'C’
~ AABC~AA'B'C’

3.3. PROPRIEDADES

As seguintes propriedades decorrem da semelhanca de tridngulos.

3.3.1. BASE MEDIA

Seja ABC, um triangulo qualquer. Se M é o ponto médio do lado AB e N é o ponto médio
do lado AC, temos:

A

B C
Pelo Teorema de Tales, sendo AM = MB e AN = NC:

ﬂ = ﬂ = MN//BC
MB NC
Desse modo:
M=BeN=C
Pelo critério de semelhanca AA, temos:
AAMN~AABC

A razdo de proporgao entre eles é 1/2:
AM AN MN 1

AB ~ AC _ BC 2
Se BC é a base do triangulo ABC, entao MN é chamado de base média do triangulo ABC.

AULA 08 — GEOMETRIA PLANA Il 19
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Tomando-se P, o ponto médio do lado BC e formando o triangulo MNP, encontramos:

A

B C

Vimos que MN é paralelo ao lado BC, analogamente, para os outros lados, podemos
provar que NP//AB e MP//AC. Entdo, o tridangulo MNP é semelhante ao tridangulo ABC e possui
razdo iguala 1/2.

3.3.2. RAZAO DE PROPORCAO

Se arazdo de proporc¢ao de dois triangulos é k, entdo a razdo entre seus elementos lineares
correspondentes é k. Assim, a razdo entre:

-suas alturas é k;

-suas medianas é k;

-seus perimetros é k;

-0s raios das circunferéncias inscritas é k;

-0s raios das circunferéncias circunscritas é k;
-dois elementos lineares e homdlogos é k.

Chamamos de perimetro a soma de todos os lados de um triangulo, entdo para um
triangulo ABC:

AULA 08 — GEOMETRIA PLANA Il 20
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B a C

2p=a+b+c
p é o semiperimetro do triangulo ABC e 2p é o seu perimetro.

Uma circunferéncia inscrita em um triangulo é uma circunferéncia que tangencia
internamente os lados do triangulo:

B C

D, E, F sdao os pontos de tangéncia da circunferéncia inscrita ao triangulo ABC.
T € o raio da circunferéncia inscrita.

Perceba que os segmentos de reta que ligam o centro da circunferéncia aos pontos de
tangéncia sempre formam um angulo reto.

Uma circunferéncia circunscrita a um triangulo é uma circunferéncia que passa por todos
os vértices do triangulo:

AULA 08 — GEOMETRIA PLANA Il 21



; Estratégia

Prof. VictorSo

Militares

R é o raio da circunferéncia circunscrita.

Dizemos que dois elementos sao homdlogos quando ambos sdao correspondentes um ao
outro. Por exemplo, tomando-se dois triangulos semelhantes, podemos afirmar que os lados

opostos aos angulos congruentes sao homadlogos.

/]
HORA DE
PRATICAR!
Exercicios de Fixagao
113. Sendo 1, s, t retas paralelas. Calcule o valor de x:
a)
- \
T 2
S
3 4
t
b)
-] \
3 x
-]
4 x+3
t
c)

AULA 08 — GEOMETRIA PLANA Il
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€T
_‘_,.4
8
—_ —
T
Resolugao:
a)

Pelo teorema de Tales, temos:

b)

AULA 08 — GEOMETRIA PLANA Il
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4 T+ 3

3 X

4 x+3
3x+9 = 4x

x=9

X 8

x+6  x
x? =8x+ 48
x?—8x—48=0
x=(4i\/a)
x=418
x=12ou—4
x =12
Gabarito:a) x =3/2 b)x =9 ¢)x =12

AULA 08 — GEOMETRIA PLANA Il
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114. Sendo MN//BC, calcule o valor de x na figura abaixo:

A
a, 3
M N
8 5
B c
Resolugao:

Aplicando o teorema de Tales:

Gabarito: x = 24/5

115. Calcule o valor de x:

 *

] - 15 []
Resolugao:
20_x
10 15
x =30

Gabarito: x = 30

116. Sendo MN//BC, calcule o valor de x na figura abaixo:

AULA 08 — GEOMETRIA PLANA Il
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A
2
I
M
3
T+ 4
B C
Resolugao:
Como MN//BC, temos que AAMN~AABC:
AN _ AC
MN  BC
2 _ 243
x  x+4
2x + 8 = 5x
8
X =-
3
Gabarito: x = 8/3
117. (CGTMG/2015) Na figura a seguir, as retas r,s,t e w sdo paralelas e, a,b e ¢

representam medidas dos segmentos tais que a + b + ¢ = 100.

r
18 a
s

24

o~

33 c

w

Conforme esses dados, os valores de a, b e ¢ sao, respectivamente, iguais a

a) 24, 32 e 44.

AULA 08 — GEOMETRIA PLANA Il
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b) 24, 36 e 40.
c) 26, 30 e 44.
d) 26, 34 e 40.
Resolugao:

Pelo teorema de Tales, temos:

(&5}

B 2 CS

18 _ 24 _ 33 _ 18424433
a T ¢ a+b+c
18 _ 24 _33_ 75
a b ¢ 100
18 _24_33_3
a b T4
=>a=24
= b =32
=>c=44
Gabarito: “a”.
118. (UERJ/2019) Os triangulos A, B,C,, A,B,C,, A;B3C5, ilustrados abaixo, possuem

perimetros p;,p,, D3, respectivamente. Os vértices desses triangulos, a partir do
segundo, sao os pontos médios dos lados do triangulo anterior.

A

As

By

L -

Ay C,
Admita que A;B; = B,C; =7 e A,C; = 4.
Assim, (py, p,, p3) define a seguinte progressio:
a) aritmética de razao —8.

b) aritmética de razdo —6.

c) geométrica de razao 1/2.

d) geométrica de razao 1/4.

Resolugao:

AULA 08 — GEOMETRIA PLANA Il
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Como os vértices dos triangulos internos sao os pontos médios de outros triangulos,
temos que cada tridngulo tera razdo igual a 1/2 do triangulo externo. Desse modo, temos:

p=7+7+4=18

P §=9

P2 =5 =73

_P2_79
Ps =75 =73
Portanto, a sequéncia (py, p,, p3) € uma PG de razdo 1/2.

Gabarito: “c”.

119. (IFCE/2016) O triangulo ABC tem lados medindo 8 cm, 10 cm e 16 cm, enquanto
o triangulo DEF, semelhante a ABC, tem perimetro 204 cm. O maior e o menor dos
lados de DEF medem, respectivamente,

a)64cme 32 cm.
b) 60 cm e 48 cm.
c)48 cme 24 cm.
d) 96 cm e 48 cm.
e) 96 cm e 64 cm.
Resolugao:

O enunciado nos diz que os triangulos ABC e DEF sao semelhantes, logo, os lados e os
seus perimetros possuem a mesma razdo de proporg¢do. Vamos calcular o perimetro pypc
do AABC:

pABC=8+1O+16=34

Vamos calcular a razdo de proporg¢ao entre os triangulos:

paBc _ 34 1

PDEF 204 6

Logo, a razdo de proporgao entre os triangulos é 1/6. Os lados do tridangulo DEF sdo
dados por:

8cm = 48 cm

10cm = 60 cm

16 cm = 96 cm
Portanto, o maior lado € 96 cm e o menor é 48 cm.

Gabarito: “d”.

120. No tridngulo ABC, BD é mediana relativa ao lado AC e os angulos BAC e DBC
s30 iguais. Se 0 angulo BDA = 45°, calcule x.

AULA 08 — GEOMETRIA PLANA Il
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A D C

Resolugao:

Perceba que os tridngulos ABC e BDC sao semelhantes, veja:

A

Pelo critério de semelhanca AA:

BAC = DBC e ABC = BDC = AMBC~ABDC

A

Fazendo a razao de semelhancga:

AC _ BC
BC  DC

Q=%=>a=\/§b

a
Aplicando a lei dos senos no triangulo ABC:

a 2b
senx sen(135°)

\V2b 2b

senx sen(135°)

AULA 08 — GEOMETRIA PLANA Il
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Gabarito: x = 30°

4. PONTOS NOTAVEIS NO TRIANGULO

4.1. INCENTRO E EX-INCENTRO

4.1.1. INCENTRO

As bissetrizes internas de um tridangulo encontram-se em um unico ponto. A este ponto
denominamos incentro do triangulo.

B

I é o incentro e este equidista dos lados do triangulo:
IT1 = ITZ = IT3

Por esse ponto, podemos desenhar uma circunferéncia a qual chamamos de circunferéncia
inscrita.

AULA 08 — GEOMETRIA PLANA Il 30
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B Ty C
Demonstragao:

Seja I o ponto onde BI e CI se interceptam no triangulo ABC.

B Tl C

Tracando-se o segmento que liga o ponto I aos lados do triangulo, temos pelo critério de
congruéncia LAA, que AT,BI = AT;BI (Bl =BI,IBT, = IBT;,IT,B =IT;B) e AT,CI =
T,CI (CI = CLICT, = ICT,,IT,C = IT,C). Assim:

AT,BI = AT;BI = IT, = IT,
AT, CI =T,CI = IT, =IT,
Logo:
IT, = IT;

Desse modo, podemos afirmar que a bissetriz do vértice A também intercepta o ponto |
do tridangulo ABC.

4.1.2. EX-INCENTRO

Chamamos de ex-incentro ao ponto que é interceptado por uma bissetriz interna e duas
bissetrizes externas. Esse ponto também equidista dos lados do triangulo e dos prolongamentos
dos lados adjacentes:
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I, é o ex-incentro do triangulo ABC em relagao ao lado AC.

A demonstracdo da unicidade desse ponto é andloga ao caso do incentro.

4.2. CIRCUNCENTRO

As mediatrizes de cada um dos lados de um triangulo se encontram em um Unico ponto
chamado de circuncentro. Este ponto equidista dos vértices do triangulo.

A

O é o circuncentro do triangulo ABC.

Como o circuncentro equidista dos vértices do triangulo, este ponto é o centro de uma
circunferéncia que passa pelos vértices desse triangulo.

AULA 08 — GEOMETRIA PLANA Il 32



£ rd .
¥ Estratégia Prof. Victor So

Militares

Demonstragao:

Como a mediatriz é o segmento perpendicular ao ponto médio de outro segmento, temos
pelo critério de congruéncia LAL:

BM, = CM,, BM,0 = CM,0,M,0 = M,0 = ABM,0 = ACM,0 = OB = 0C
BM, = AM,,BM,0 = AM,0,M,0 = M,0 = ABM.0 = AAM,0 = OB = 0A
= 0C = 04

Portanto, a mediatriz de AC também se encontra no ponto O.

4.3. BARICENTRO

As trés medianas de um triangulo interceptam-se num Unico ponto chamado de baricentro.
A

G é o baricentro do triangulo ABC.
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Demonstragao:

Seja X o ponto onde BM, e C M5 se interceptam:

A

.
==
ke

B C

Tomando-se os pontos médios D e E dos segmentos BX e CX, respectivamente, temos:

A

Do triangulo ABC:

AM; AM, 1

AB ~ AC 2
Pelo teorema de Tales, podemos afirmar que M, M5 é paralelo ao segmento BC e possui a
mesma razao de proporc¢ao:

BC
MyM; = —-
Do triangulo XBC:
XD XE 1
XB XC 2
Assim, pelo teorema de Tales, DE também é paralelo ao lado BC com razao de proporg¢ao
1/2:
BC
DE = >
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Como M,M; = DE e M,M5//DE, temos que M,M;DE é um paralelogramo.
A

DM, e EM; sdo as diagonais do paralelogramo e:
XM; = XE = CX = 2XM,;
XD = XM, = BX = 2XM,

Tomando-se Y o ponto de encontro das medianas AM; e BM, e usando a mesma ideia
acima, temos:

A

B
M;M,FD é paralelogramo= DY =YM, e FY =YM,
= AY = 2Y M,
= BY = 2YM,

Portanto, como BX = 2XM, e BY = 2YM,, temos X =Y. Logo, as medianas do triangulo
ABC se encontram no mesmo ponto. A esse ponto denominamos de baricentro.

Perceba que uma propriedade do baricentro é que ela divide as medianas na razao de 2/1:
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AG = 2GM,
BG = 2GM,
CG = 2GM;
4.4. ORTOCENTRO

As trés alturas de um triangulo interceptam-se num Unico ponto chamado de ortocentro.

A

5l

B H, C

H é o ortocentro do triangulo ABC.
Demonstragao:

Vamos construir os segmentos de retas paralelos aos lados do triangulo:
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XY//BC
YZ//AB
XZ//AC
Como XY//BC e XZ//AC, temos que AXBC é um paralelogramo. Assim, podemos afirmar:
AX = BCeBX = AC
XY//BC eYZ//AB, entdao AYCB é paralelogramo:
AY =BCeCY = AB
YZ//AB e XZ//AC, entdo ABZC é paralelogramo:
CZ =ABeBZ = AC
Desse modo, concluimos:

AX =AY,BX =BZ,CZ =CY

XY//BC e AH, L BC = AH, L XY
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XZ//AC e BH, L AC = BH, 1 XZ
YZ//AB e CHs; L AB = CH; LYZ

Portanto, os segmentos AH;, BH, e CH; sao mediatrizes do triangulo XYZ. Logo, eles se
encontram em um Unico ponto H.

H é circuncentro do triangulo XYZ e ortocentro do triangulo ABC.

4.5. PONTOS NOTAVEIS NO TRIANGULO EQUILATERO

O triangulo equilatero é um triangulo que possui o baricentro, incentro, circuncentro e
ortocentro coincidentes!

Como todos os angulos internos do triangulo equilatero sdao de 60°, temos que se o lado
do triangulo mede L, entdo sua altura mede:

V3
h = L sen(60°) = —

Além disso, o ponto O é incentro e baricentro, logo:
A0 =20M
Se r é o raio da circunferéncia inscrita, temos:
OM =ON =r
AO =2r=> AN+ ON =2r=>AN+r=2r ~ AN =r
Portanto: AN = ON = OM =r.

M e 3 1h 1LV3
rErEzheT =T

Da mesma forma, note que A0 = R é o raio da circunferéncia circunscrita, logo:
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A0 =ReOM =—=AM =R =h=>R=-h

5. TRIANGULOS QUAISQUER

5.1. TEOREMA DOS SENOS

a b c
2R

sendA senB senC

A lei dos senos afirma que a razao entre cada lado do triangulo e o seno do angulo oposto
é igual a 2R, sendo R o raio da circunferéncia que a circunscreve.

Demonstragao:
Vamos provar para os dois casos possiveis: triangulo acutangulo e triangulo obtusangulo.
Seja ABC um triangulo acutangulo representado pela seguinte figura:

A

Podemos tracar um tridngulo A'BC tal que A’ seja a o ponto da interseccdo da reta que
passa pelo centro da circunferéncia:
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Perceba que o tridngulo A'BC é retangulo em C, essa é uma propriedade do tridngulo
inscrito em uma circunferéncia. Ainda pela figura, como os dngulos A e A’ enxergam a mesma

corda BC, podemos afirmar que elas s3o iguais, entdo, A = A’. Aplicando o seno no tridngulo
A'BC, encontramos:

A =—
sen R
A=do-—2 —op
I = = =
senA

Usando a mesma ideia, podemos provar para os outros lados.

Se o triangulo fosse obtusangulo, teriamos:
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O ponto A enxerga o segmento BC sob um angulo «, sabemos da propriedade do arco
capaz que o segmento de reta tangente ao ponto B também enxergara BC sob o mesmo angulo
a. Desse modo:

B e

Analisando os dngulos internos do tridngulo A'BC, podemos ver que:
B =90°—y
Mas:
a=90°+pF=>L=a-90°
=290°—y =a—90°
=y =180° -«

B e

Analisando o tridngulo A'BC, vemos que o seno do vértice A’ é dado por:
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Como a = 4, temos:

Podemos provar analogamente para os outros vértices do triangulo ABC e concluir:

a b c

send senB senC

5.2. TEOREMA DOS COSSENOS

Seja ABC um triangulo qualquer e a, b, ¢ sdo seus lados. A lei dos cossenos afirma que:

a? = b? + ¢ — 2bc cosA
b? = a? + ¢®> — 2ac cosB
c’> = a? + b?> — 2ab cosC

Demonstragao:

Devemos dividir em dois casos, um para o triangulo com angulo agudo e outro para o
triangulo com angulo obtuso.

1) Considere o tridngulo ABC dado pela figura abaixo:

C

- : -

Podemos ver que o triangulo ADC é retangulo, entdao podemos aplicar o Teorema de
Pitagoras:

b? = h* +n? (I)
Analogamente para o triangulo ADB:

c2=m?*+h% (II)
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Também, de acordo com a figura, temos:
n=a—-m (III)

De (II), temos h? = ¢? — m?. Substituindo (II) e (III) em (I), obtemos:

b? = c?2 —m? + (a — m)?

b? = ¢?> —m? + a® — 2am + m?

b? =a*+c*—2am (IV)

Observando o triangulo ADB, podemos escrever a seguinte relacao:
m = c cosB

Substituindo em (IV'), obtemos a lei dos cossenos:

b? = a® + ¢ — 2ac cosB

Os outros lados podem ser provados usando a mesma ideia.

2) Seja ABC um triangulo dado pela figura abaixo:

B

h

Os triangulos BAD e BCD sao retangulos, desse modo, podemos escrever:
c2=m?+h?>h?>=c>-m? (I
a’> =n*+h% (1)
Observando o triangulo BCD, temos a seguinte relagdo:
n=m+b ()
Substituindo (I11) e (I) em (II), obtemos:
a? = (m+ b)* + c* —m?
a? =m? + 2bm + b%* + c* —m?
a* =b*+c?+2bm (IV)
No triangulo BAD, temos:
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m=ccos(m—A) = —ccosA
Substituindo essa identidade em (IV):
a? = b? + c? — 2bccos A

Os outros lados podem ser provados usando a mesma ideia.

5.3. RELACAO DE STEWART

PRESTEMAIS _,

ATENCAO!!

A relacao de Stewart é uma ferramenta muito util na resolucao de questdes envolvendo
triangulos.

Dado um triangulo ABC, temos:

a

lax? + amn = b*m + c?n|

Demonstragao:

Aplicando o teorema dos cossenos nos triangulos ABD e ABC, encontramos:
x?=c?>+m?—2cmcosp (I)
b? = c% + a* — 2accosf (II)

De (II), temos:

c?+a*—b?

ccospf = a

Substituindo em (I):
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ac? + m?a — mc? — ma® + mb?
c?(a—m) +ma(m —a) + b*m
Sabemos que n = a — m, desse modo:

ax? = c’>n+ma(—n) + b’>m

Lax? 4+ amn = b*>m+ c*n

Prof. VictorSo

5.4. TEOREMA DAS BISSETRIZES

5.4.1. TEOREMA DA BISSETRIZ INTERNA

A

Demonstragao:

Vamos tracar um segmento de reta paralelo a bissetriz AM e que passa pelo

prolongamento do lado AC:
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C

Como EB é paralelo a AM, temos pela propriedade do paralelismo:
y=a
0=p

AM é bissetriz do triangulo ABC no vértice 4, entdo a = f.

Logo, y = 0 e, assim, AAEB é isosceles com AE = AB = c:

E

B M C

Aplicando o teorema de Tales, encontramos:

b n
c m
c b
"m n
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5.4.2. TEOREMA DA BISSETRIZ EXTERNA

Demonstragao:

Vamos construir o segmento de reta CE tal que E pertenca a reta AB e CE//AN:

Como EC//AN, temos:

0=«

Y=P
AN é bissetriz externa, entdo a = f. Portanto:
y = 60 = AAEC éis6sceles com AE = AC
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Aplicando o teorema de Tales, temos:

R

c
b

< b
“y "

5.5. TEOREMA DE MENELAUS

Esse teorema é conhecido como teorema da colinearidade, pois caso os pontos MNP

satisfacam essa relagdao, podemos afirmar que esses pontos sdao colineares. MP é a reta de
Menelaus.

Demonstragao:

Vamos prolongar o segmento MP até o ponto D tal que AD seja paralelo ao segmento MC.
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AADN~ABMN Ab _MB AD = MB AN
~ 5—=—> = L
AN NB NB

AAPD~ACPM ab _ Mc AD = PA Mc
~ =S —_— — —_
PA CP CcP

Igualando as relagdes, obtemos:

VB AN o4 MC
NB CcP
_MB CP AN

. —_ =1
MC PA NB
Um modo de decorar o teorema de Menelaus é notar os pontos de colinearidade M, N, P:

M B C

O bizu é saber que cada razdo do teorema terd sempre um ponto de colinearidade.

—>
Podemos comecar pelo ponto M. Esse ponto pertence a reta BC. Inicialmente, escrevemos o
segmento do vértice mais préoximo do ponto M e dividimos com o mais afastado:

MB
MC
Perceba que o denominador para no ponto C. A proxima razao comegara por esse ponto e
deve possuir o ponto de colinearidade P que pertence ao lado AC:

MB CP
MC PA
O dultimo denominador terminou no ponto A, assim, a proxima razao deve iniciar nesse
ponto e deve possuir o Ultimo ponto de colinearidade N:
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MB CP AN

MC PA NB

Finalmente, igualamos essa expressao a 1:
MB CP AN

MC PA NB
@ ESQUEMATIZANDO

A
( P
3 MB CP AN

......... ; MC PANB
M B
5.6. TEOREMA DE CEVA
A
Z Y
B X C
AZ BX CY B
ZB XC YA

Esse teorema é conhecido como o teorema da concorréncia, pois caso os pontos X,Y,Z
satisfacam essa relacdo, podemos afirmar que esses pontos se encontram em um mesmo ponto.
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Demonstragao:
Vamos usar o teorema de Menelaus para provar o teorema de Ceva.

Seja CDZ os pontos de colinearidade. Aplicando o teorema de Menelaus no AABX:
A

B X

CX BZ AD—l()
CB ZA DX

A

B X C

Fazendo o mesmo para o triangulo ACX e os pontos de colinearidade BDY:

BX CY AD_1 an
BC YA DX

Igualando (I) com (II):
CX BZ A'B' BX CY AD

C7 7ZA DX B YA DX
ZA BX CY

BZ CX YA
AZ BX CY

“7B XC YA
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Esse teorema é mais facil de memorizar. O bizu é comecar por um vértice e sempre incluir
0s pontos de concorréncia em cada razao:

AZ BX CY

ZB XC YA_1

5.7. CALCULO DAS CEVIANAS

Vamos deduzir as férmulas para calcular a medida das cevianas de um triangulo qualquer
em funcdo dos lados do triangulo.

5.7.1. ALTURA

a

2
h,=—\p(p - )@ -b)p -0

2
h, = E\/p(p —a)(p—-b)(p—c)

2
he =—p(p =a)p—b)(p—0)
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Demonstragao:

Considere o seguinte triangulo ABC':

A

h({

7]

I
I
I
I
B c-cosf H C

— -

a

Aplicando o teorema de Pitagoras nos triangulos AHB, temos:

AAHB = ¢?> = h2 + (ccos?0) = h, = ¢cy/1 — cos? 0
Usando a lei dos cossenos no AABC:
a’ + c? — b?

b? =c? 4+ a? —2accosf = cosO =
2ac

Substituindo o valor do cosseno na equagdo de hy:

a + c2 — hz\°
L (z—c)
Simplificando a equacao:
a + ¢z — p2\°
= lez|1 o[ —————2
ha = J€ ( 2ac )
a? + ¢z — p2\°
ha = J - <T>
a2 + c2 — h2\°
- EEH
_ a? + c? — b? N a? + c? — b?
N 2a ¢ 2a

ho— 2ac — (a? + c?) + b2\ (2ac + (a? + ¢?) — b2
a- 2a 2a
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h, = %\/(bz — (a% - 2ac + cz))((a2 + 2ac + c?) — b2)

1
ha=%\/(b —(a=0)%)((a+ c)? - b?)

1
ha=%\/(b—(a—c))(b+a—c)(a+c—b)(a+c+b)
Sabendoque2p =a+ b +c:

ha=%j(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)

2p—-2a 2p—2c 2p—-2b 2p

1
ha = 5=2'p(p - a)(p — H)p - ©)
he = PG — DG B =0

a

Podemos deduzir a férmula das outras alturas analogamente.

Essa formula também é valida para triangulos obtusangulos, basta usar a mesma ideia para
deduzi-la.

5.7.2. MEDIANA

M

|84

1
m, = E\/Z(b2 + ¢%) — a?

my, = 1\/2(a2 + ¢%) — b?
b2

1
m, = E\/Z(a2 + b?) — c?
Demonstragao:

Considere o seguinte triangulo ABC:
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M a
2
Aplicando a lei dos cossenos nos triangulos ABM e AMC, obtemos:

2

AABM = c¢?> =m? + (;) -2 (%) mg cos B (1)

AAMC = b?> =m? + (g)z -2 (%) m, cos(180° — B)
b? = m?2 + (%)2 + 2 (%) mgcos B (II)
Somando (I) e (II), temos:

1
amy = E\/Z(bz + ¢?) — a?

Podemos provar a férmula das outras medianas analogamente.

Também é valida para triangulos obtusangulos.
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5.7.3. BISSETRIZ INTERNA

Demonstragao:

Seja AABC cujos lados sdo a, b, c:

Pelo teorema da bissetriz interna, temos:

c b
m n
Usando a relagdo de Stewart:

b%,a + amn = b*m+ c*n
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Dividindo toda a equagdo por amn:

ba b &

mn an am

b, +mn b b ¢ c
mn  na ma

Substituindoi = %;

b.,+mn b (b
e ata)
b%, + mn b+c
()

biza+mn=bm-<bzc) (D

Pela figura, podemos ver que n = a — m, desse modo:

c b
—s>m=bm=>cla—m)=bm=>m(b+c) =ac

m n
Substituindo essa identidade na equacdo (I):

bi2a+mn=a-ac
oo bla = VbC —mn

Para provar a outra formula, devemos usar:
m+n=a (I)

b
“ =2 un
m n

b%a + amn = b*m + ¢*n (III)

Da equacio (II), temos:

c b b+c b c b+c b c
—_———_ = —_—— = —_ = —
m n m+n n m a n m
ab
>n =
b+ c
ac
>m=
b+ c
Substituindom en em (I11):
ac ab ac ab
bl,a+a- : = b - +c?-
ta b+c b+c b+c b+c
Como a # 0:
b%c c?b ac ab

“““"b4+c b4+c b+c b+c
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Simplificando:
b%c(b +c) + c?b(b + ¢) — a’bc
ta ™ (b +c)?

2

bc
bfa=m-(b2+bc+bc+c2—a2)

b, = \/bc((b +¢)% — a?)

b+c

b+c

1
b, = bc(b+c—a)(b+c+a)
2p—2a 2p
2
b+c

——+/bep(p — a)

bia

Analogamente, obtemos a formula para as outras bissetrizes internas.

5.7.4. BISSETRIZ EXTERNA

b., = mn — bc

b,, = ° b b
ea_|b_cl\/ C(p_ )(p—C)

po - 2
PR CECRICr

2
bec:|a_b|\/ab(p_a)(p_b)

Demonstragao:

Dados os lados a, b, ¢ do tridngulo, temos:
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n—m=a (I)
£=£ (II)
n m

b?n + amn = b2 a + c*m (III)

De (II):
c b c—b ¢ b
—_—=— D = —_ = —
n m n—-m n m
ab
= =
m c—b>b
ac
= =
n c—b

Substituindo em (I11):
b?n + amn = b%,a + c*m

b*n — c¢*m + amn = bZ,a

beqa = b* (Ca_Cb) -t (ca_bb> ta (ca—bb> (c Cicb)

b2, = —25  (b(c—b) — clc — b) + a?)

~ (c—-b)?
be (az — (b? — 2bc + CZ))

bga = 2
(c—b) TRY

b
b2, =(C_—Cb)2(a—(b—c))(a+b—c)
bc
b2, =—=(@—-b+c)(a+b—c)
(C N b)z 2p—-2b 2p—2c

2
bé, = m\/bC(P —b)(p—oc)

Também, podemos escrever a bissetriz externa de outra forma. Dividindo (III) por amn:
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b? bz, c?
am mn an
b2 C2
2 = — — —
beq = mn (am an + 1)
b?  ¢?
bea = ———+1
ea = 1T (am an )
b?  ¢?
b2, =mn+mn<———>
am an
Substituindo% = %:
, bb c b
b, = mn +mn ( —————— —>
am am
bn(b —c
bZ, = mn + bntb = ©) ()
De (II):
c
—=—>m=b=>c(n—a)=bn=—ac=n(b—c)
n m

Substituindo em (IV):
b(—ac)
a

- byg = Vmm —bc

Analogamente, obtemos as outras bissetrizes externas.

b2, = mn +

/]
A HORA DE
PRATICAR!
Exercicios de Fixagao
121. Determine a medida da mediana AM do triangulo ABC abaixo:
A
3 5
B M _C
6
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Resolugao:

Vamos usar a formula da mediana:

m, = %\/Z(b2 + ¢2) — a?

mg = -/2(52 +3%) — 62
m, =-68 — 36
my, =%-4\/E = 2v2

Gabarito: m, = 2+/2

122. Determine a medida das alturas do triangulo de lados 6,10 e 12.
Resolugao:

Usando as formulas das alturas, temos:
ha ==\plp —a)p = D) — )
hy =20 =) — D) — 0

he=2VpGo—a)p—b)p -0

Calculando o semiperimetro p:

2p=6+10+12
p =14

Calculando o valor da expressdo \/p(p —a)(p —b)(p —c),supondoquea = 6,b =10
ec=12:

Jrp —a)(p—b)(p —c) =/14(14 — 6)(14 — 10)(14 — 12) = V14-8-4-2
= JVp(p—a)p-b)(p—c) = 8V14

he =3P - -D)p-0) =2 8yTd =21
hy = 2Jplp — @ - D —©) == 8T = 22

he =3P - DG -bp -0 == 8vid =2

Gabarito: h, = %—1_4; h, = @; h, = 43ﬂ
123. Determine a medida da bissetriz interna AM e bissetriz externa AN da figura

abaixo:
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Resolugao:

AM = w/bcp(p —a)

AN = m\/bC(P —b)(p —c)

Calculando os valores:

2p=a+b+c
p=6+82+12=13
AM:E\/lz 6-13-(13 - 8)

AM =; 62-26-5
AM=3\/130

AN = —= 6|‘/12 6-(13 —12)(13 - 6)
AN = V67 2717
AN = 214
Gabarito: AM = 2\/130;AN = 2V/14
124. Se AS é bissetriz interna do tridngulo ABC, determine x e y.
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Resolugao:
Usando o teorema da bissetriz interna:
x_Y
-=35
Aplicando a relagdao de Stewart no triangulo ABC:
12214 +12-6-8=x%2-8+y%2-6 (I])

Elevando (I) ao quadrado:

Substituindo x? em (II):
9

122-144+12-6-8 =y -
16

8+ y%-6
122-14+12-6-8 =y -2+ y2-6

122-14+12-6-8 =y* (%)

y = %.25.(32.74_32.2)

y=23\/§(3-7+3-2)

28
y—8\/;
y =16

x=§y:x=12

Gabarito: x =12ey =16
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125. Deduza as formulas das medianas de um triangulo em fungao dos seus lados
a,b,c.

Resolug¢dao: Demonstragao vista na teoria.

Gabarito: Demonstragao

126. Deduza as féormulas das alturas de um tridngulo em funcdo dos seus lados a, b, c.
Resolugao: Demonstracao vista na teoria.

Gabarito: Demonstragao

127. Deduza as formulas das bissetrizes internas e externas de um triangulo em func¢ao
dos seus lados a, b, c.

Resolu¢ao: Demonstragao vista na teoria.

Gabarito: Demonstragao

128. Prove que as bissetrizes internas de dois angulos de um triangulo ndo isésceles e
a bissetriz externa do terceiro angulo cortam os lados opostos em 3 pontos colineares.

Resolugao:

Vamos supor que o triangulo ABC é representado pela figura abaixo:

M B

Aplicando o teorema da bissetriz interna no triangulo ABC:

= AB BC AN+NB BC cp BC
Bo—=—> =—=—=

AP CcpP AP CpP AP AN+NB
A AC BC AP+PC BC AN AP+PC
C —_——=— = — — =

AN BN AN BN NB BC

Usando o teorema da bissetriz externa em A:

~ AC AB AP+PC AN+NB MB AN+NB
AsZL=2g - = ME _
MC MB MC MB MC AP+PC

Para provar que M, N, P sao colineares, podemos usar o teorema de Menelaus. Assim,
devemos provar que:
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MB CP AN _
MC PA NB

Vamos calcular o valor da expressao da esquerda:

MB CP AN

MC PA NB
Substituindo cada razao pelos valores encontrados usando o teorema das bissetrizes
interna e externa, encontramos:

MB CP AN _ AN+NB BC AP+PC

MC PA NB  AP+PC AN+NB BC

=1
Portanto, os pontos M, N, P satisfazem ao teorema de Menelaus, logo, sao colineares.

Gabarito: Demonstragao

129. No triangulo retangulo ABC, P e Q estao sobre BC e AC, respectivamente, tais
que CP = CQ = 2. Pelo ponto de intersecao R de AP e BQ, uma reta é desenhada
passando também por C e cortando AB em S. O prolongamento de PQ corta ABem T.
Se a hipotenusa AB = 10 e AC = 8, encontre TS.

Resolugao:

Como ABC é retangulo com hipotenusa AB = 10 e AC = 8, temos pelo teorema de
Pitagoras BC = 6. Desenhando a figura do texto, temos:
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Portanto, TS é dado por:
TS=x+y=4+20=24
Gabarito: TS = 24

6. TRIANGULO RETANGULO

6.1. PONTOS NOTAVEIS NO TRIANGULO RETANGULO

A hipotenusa de um triangulo retangulo inscrito em uma circunferéncia possui medida
igual ao diametro da circunferéncia.

Demonstragao:
Vimos no tépico de arco capaz que A = E\C/Z. Desse modo:
BC =2A
BC = 180°

Assim, o segmento BC é a diagonal da circunferéncia. O centro dessa circunferéncia é o
ponto médio da hipotenusa do triangulo retangulo:
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=>a=2R

Para uma circunferéncia inscrita em um triangulo retangulo, temos:

C

T,,T,, T5 sao os pontos de tangéncia da circunferéncia inscrita. Vimos no tdépico de incentro
gue esses pontos de tangéncia possuem a seguinte relagao:

BT, = BT,
ATZ = AT3
CT1 == CT2

Observando a figura, podemos ver que:
a=c—r+b—-r

a+2r=b+c
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Como o triangulo ABC é retangulo com hipotenusa BC, ele é circunscritivel e a sua
hipotenusa é a diagonal da circunferéncia que a circunscreve. Seja R, o raio dessa circunferéncia.
Assim, podemos escrever:

a=2R=>2R+2r=h+c

6.2. RELACAO TRIGONOMETRICA NO TRIANGULO RETANGULO

Podemos usar a geometria plana para encontrar algumas razdes trigonométricas nao
triviais. O bizu para isso é usar a propriedade do tridngulo isdsceles. Seja o triangulo ABC dado
abaixo:

C

Vamos prolongar o segmento AB de modo a obter um triangulo isésceles com BD = BC.

C

D a B c A

Perceba que pela propriedade do angulo externo, temos BDC = BCD = B/2.

Podemos calcular as tangentes do triangulo ADC:

o)

Dividindo o lado direito da equacgao por a, temos:
b

o)1

Do triangulo ABC, podemos escrever:

Cc
a
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_ b
senfi = "
5 c
cosf} = —
a
Substituindo na equacao da tangente:
p senf
o)
2 1+ cosp

Usando essa ideia, podemos calcular o valor das razdes trigonométricas para os angulos de
15°e 22,5°.

6.2.1. 15°

Vamos construir o triangulo retangulo ABC com B = 30°. Sabemos que sen(30°) = 1/2
e cos(30°) = +/3/2:
C

30° E.
B V3 A

Prolongando o lado AB de modo a obter um triangulo isdsceles, encontramos:

C

Assim, podemos notar que:

tg(15°) = 2++3

tg(15°) =2 —+/3
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6.2.2. 22,5°

Usando a mesma ideia do item acima, temos:

Prolongando o lado AB:

D

Assim, vemos que:

tg(22,5°) =

1
V2 +1
tg(22,5°) =v2 -1

6.2.3. 36°

Nesse caso, devemos usar o seguinte triangulo isdsceles de lados AB = AC = 1:
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Note que BD é a bissetriz do triangulo ABC no vértice B.
AABC e ABCD sao isosceles.

Vamos calcular o valor da base. Usando a semelhanca de triangulos:

AABC~ABCD a5 _35¢
~ ﬁ —_— —
BC CD

Agora, podemos calcular o valor do cosseno de 36°. Como AABD é isésceles com base AB,
temos que ED é a sua mediatriz. Assim, temos:
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Do triangulo BED, podemos escrever:

cos(36°) =
cos(36°) =

cos(36°) =

cos(36°) = N
V5 +1
4
Para calcular o valor do seno, basta aplicar o teorema de Pitdgoras e encontrar o valor do
lado ED.

=~ cos(36°) =

6.2.4. 18°

Podemos calcular o valor do seno de 18° através do mesmo triangulo do item anterior:
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C

Como AABC é isésceles com base BC, temos que AH é a mediatriz do triangulo. Assim, H
€ o0 ponto médio da base BC. Desse modo:

a
sen(18°) = 2
1
V5 —1
o 2
sen(18°) = >
5-1
. sen(18°) = \/_4

7. QUESTOES NIVEL 1

1. (EEAR/2021.2)

Os segmentos AE e BD interceptam-se no ponto C e os angulos B e D s3o retos, como mostra a
figura. Sendo AB//DE, a medida de AE é

A 0.8 B
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a)6
b) 7
c)8
d)9

2. (EEAR/2021)

Uma circunferéncia de 5 cm de raio possui duas cordas AB=6 cm e BC = x cm. Se ABé perpendicular

a BC, entio x é igual a
a)8
b) 7
c)6

d)5

3. (EEAR/2021)

Considerando a figura e que sen 75° é igual a ﬁ:\/g, calcula-se quea =5 ( ) cm.
A
75°
5vV6em
60°
B a C

a)V3++2
b)1++/3
) V2
d)V3

4. (EEAR/2018)

O triangulo ABC esta inscrito na circunferéncia. Se BC = 8, a medida do raio é
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a) 42
b) 2v2
c)4
d) 2

5. (EEAR/2018)
Num tridngulo ABC, s3o dados 4 = 45°,B = 30° e AC = 6 cm. Ent3o BC = cm.
a)4V/3
b) 62
V3
C) 7

V2
d);

6. (EEAR/2018)

Na figura, se BC = 60cm, a medidade DE, em cm, é
- P TR S S STy

40 em

a) 20
b) 24
c)30
d) 32
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7. (EEAR/2017)

Seja um triangulo AABC, conforme a figura.

B C
b

Se D e E sdo pontos, respectivamente, de AB e AC, de forma que AD = 4,DB = 8,DF =
x,BC = y,ese DE//BC, entao

a)y =x + 8
b)y = x + 4
cy = 3x
dy = 2x

8. (EEAR/2017)

Seja um triangulo inscrito em uma circunferéncia de raio R. Se esse triangulo tem um angulo

medindo 30°, seu lado oposto a esse angulo mede
R

a) E

b) R

c) 2R

d)%

9. (EEAR/2017)

Conforme a figura, os triangulos ABC e CDE sao retangulos.

E
X

C . ‘

= A

SeAB = 8cm,BC = 15cme CD = 5 cm, entdo a medida de DE, em cm, é

2
a)E
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b)%
c)g
d)i

10. (EEAR/2017)

Se o perimetro do triangulo abaixo é maior que 18, o valor de x é

a)4d
b) 5
c)6

d)7

11. (EEAR/2016)

Duas cordas se cruzam num ponto distinto do centro da circunferéncia, conforme esbogo.

A partir do conceito de angulo excéntrico interior, a medida do arco x é

a) 40°
b) 70°
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c) 110°
d) 120°

12. (EEAR/2016)

Um triangulo acutangulo ABC tem a medida do angulo A igual a 30¢. Sabe-se que os lados adjacentes

ao angulo A medem v/3 cm e 4 cm. A medida, em cm, do lado oposto ao referido angulo é
a)V3

b) V7

c)5V3

d)V19 - 4v3

13. (EEAR/2015)

O ponto O é o centro da circunferéncia da figura, que tem 3m de raio e passa pelo ponto B. Se o
segmento AB forma um angulo de 30° com o raio 04, entao a medida de AB,em m, é

B

a) 6v3
b) 343
c) 642
d) 3v2

14. (EEAR/2015)

Na circunferéncia da figura, O é o seu centro e V, A e B sao trés de seus pontos.
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VIRQx 0%

B
Se x e y sdo, respectivamente, as medidas dos angulos AOB e BV A, entao sempre é correto afirmar
que
a)x = 2y.
b) y = 2x.
c)x+y=90°
d)x —y=90°.

15. (EEAR/2015)

Na figura, A e B sao pontos da circunferéncia e CD é seu didametro.

Assim, o angulo BAC mede
a) 20°.
b) 30°.
c) 50°.
d) 60°.

16. (EEAR/2013)

Considerando sen(40°) = 0, 6, o lado BC do triangulo ABC, mede, em cm, aproximadamente
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40° 30°

a) 6,11
b) 7,11
c) 8,33

d) 9,33

17. (EEAR/2013)

Prof. VictorSo

Considere as medidas indicadas na figura e que sen(70°) = 0, 9. Pela “Lei dos Senos”, obtém-se

sen(x) = ____

a)0,4
b) 0,5
c)0,6

d) 0,7

18. (EEAR/2012)

O perimetro de um triangulo equilatero de alturah=+/3é __ m.

a)3
b) 4
c)5
d)6
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19. (EEAR/2012)

Considerando +/37 = 6, o valor de x na figura é

A

3cm 4 cm

60°

X<am

a) 2,5
b) 3,5
c)4,5

d) 5,5

20. (EEAR/2011)

No triangulo, o menor valor que x pode assumir é

= oy 7 cm
60°
8 ¢cm
a)4a
b) 3
c)2
d)1

21. (EEAR/2011)

Um triangulo, inscrito em uma circunferéncia, tem um angulo de 30° oposto a um lado de 10 cm. O
diametro da circunferéncia, em cm, é

a) 10
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b) 15
c) 20

d) 25

22. (EEAR/2010)

Prof. VictorSo

Sejam AB o diametro da circunferéncia, e as retas t e t’ tangentes a ela nos pontos N e M,

respectivamente.

Ovalordex é
a) 66°.
b) 60°.
c) 55°.
d) 50°.

23. (EEAR/2010)

tl

Os lados de um triangulo obtusangulo medem 3m, 5m e 7m. A medida da proje¢ao do menor dos

lados sobre a reta que contém o lado de 5m é, em m,
a) 2,5

b) 1,5

c)2

d)1

24. (EEAR/2010)
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No tridngulo AOB, OB = 5 cm; ent3o AB, em cm, é igual a

a)6
b) 8
) 5v2
d) 6v/3

25. (EEAR/2010)

Se o tridngulo CDE é semelhante ao triangulo ABC, o valor de |a — b| é:

a) 30°
b) 45°
c) 60°

d) 90°

26. (EEAR/2009)

Na figura, MN//BC.

8 cm

18 cm

12 cm
A B

Se AB = 30cm, entio MB mede, em cm,
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a)5

b) 10
c)15
d) 20

27. (EEAR/2009)

Dois lados de um triangulo medem 6 cm e 8 cm, e formam um angulo de 60°. A medida do terceiro

lado desse triangulo, em cm, é
a)2v13

b) 3v17

c)v23

d) V29

28. (EEAR/2009)

Na figura, O é o centro da circunferéncia.

Ovalorde x é
a) 18°.
b) 20°.
c) 22°.
d) 24°.

29. (EEAR/2009)

Sejam uma circunferéncia de centro O e um ponto A exterior a ela. Considere AT um segmento
tangente a circunferéncia, em T. Se o raio da circunferéncia mede 4 cm e AT = 8v2 cm, entdo a

medida de A0, em cm, é
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a) 10.
b) 12.
c) 13.

d) 15.

30. (EEAR/2008)
Dado um tridangulo qualquer, é FALSO afirmar que
a) uma de suas alturas pode coincidir com um de seus lados.
b) suas alturas podem interceptar-se num ponto externo a ele.
c) o incentro € o centro da circunferéncia nele inscrita.

d) o circuncentro é o encontro das suas medianas.

31. (EEAR/2008)
No triangulo, cujos lados medem 5 cm, 10 cm e 6 cm, o maior angulo tem cosseno igual a
a) 110
b)
c)— g

8
d)_ﬁ

32. (EEAR/2007)

Sendo E o baricentro do tridangulo ABC,AE = 10cm,EN = 6cm,e CE = 14cm,ovalor,emcm,
dex +y + zé:

A

a) 18.
b) 20.

c) 22.
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d) 24.

33. (EEAR/2007)

Prof. VictorSo

. ~ P 2 .
Dois triangulos sdao semelhantes, e uma altura do primeiro é igual aos S de sua homdloga no

segundo. Se o perimetro do primeiro tridngulo é 140cm, entdo o perimetro do segundo, em cm, é:

a) 250.
b) 280.
c) 300.
d) 350.

34. (EEAR/2007)

Considere o triangulo ABC. Assinale a alternativa FALSA.

C

= b = c
a)senBz;ecosBz;

b)a?=b*>+c*—2-b-c-cosA
C) a _ b _ c
sen(4) sen(B)  sen(C)

d)b’=a*+c® —-2-a-c-cosB

35. (EEAR/2007)

Na figura, AB é o diametro da circunferéncia e o arco AC mede 100°.
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O valor de x é:
a) 20°.
b) 35°.
c) 45°.
d) 50°.

36. (EEAR/2007)

Na figura, AD é o diametro da circunferéncia, CAD mede 35° e BDC, 25°.

B C

A medida de ACB é
a) 30°.
b) 35°.
c) 40°.
d) 45°.

37. (EEAR/2007)
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Um tridngulo, inscrito numa circunferéncia de 10 cm de raio, determina nesta trés arcos, cujas

medidas sao 90°, 120° e 150°. A soma das medidas dos menores lados desse tridangulo, em cm, é
a) 10(v2 +v3)

b) 10(1 + v3)

c)5(vV2 ++3)

d) 5(1 +v3)

38. (EEAR/2006)
Num triangulo ABC, o dngulo BEC mede 114°. Se E é o incentro de ABC, ent3o o angulo A mede:
a) 44.
b) 48.
c) 56.

d) 58.

39. (EEAR/2006)

Num triangulo ABC, AB = BC = 5v2cm. Se R é o ponto médio de AC, e S é o ponto médio de
AB, entdo a medida de RS, em cm, é igual a:

5
a) E
5v2
b) =~
5V2
=5

5v2
d) =~

40. (EEAR/2006)

Num tridangulo ABC, a razio entre as medidas dos lados AB e AC é 2. Se A = 120°e AC = 1 cm,

ent3o o lado BC mede, em cm,
a)V7

b) V7 +1

V13

d)Vi3 -1

41. (EEAR/2005)
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Na figura, AS e AP sdo, respectivamente, bissetrizes internas e externa do triangulo AABC. Se

BS = 8meSC = 6m, entao SP mede, em m:
a) 48
b) 42
c)38
d) 32

42. (EEAR/2005)

Na figura, DE//AB. O valorde x + y é:
E:

a)12,5
b)17,5
c) 20
d) 22

43. (EEAR/2005)

Seja o triangulo ABC retangulo em B

A
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Se AD é bissetrizde 4, AB = 6 cm, e AC = 10 cm, ent3o a medida de DC, em cm, é
a)6
b) 5
c)a

d)3

44. (EEAR/2005)

A
B

B
Na figura, AB é didmetro. Se o arco agudo AC mede 70°, a medida do dngulo CAB é
a) 50°.
b) 55°.
c) 60°.
d) 65°.

45. (EEAR/2005)

Num tridngulo ABC, BC=10cm e ABC = 60°. Se esse tridngulo estd inscrito numa

semicircunferéncia e BC é seu menor lado, entdo o raio dessa semicircunferéncia mede, em cm,
a) 5.

b) 10.

c) 10/2.

d) 10/3.

46. (EEAR/2004)

Na figura, O é o centro da circunferéncia, MON = 62°, e PRQ = 65°. O angulo MAN mede
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a) 34°.
b) 36°.
c) 38°.
d) 40°.

47. (EEAR/2004)

Na figura, o lado BC do tridngulo ABC mede 12c¢m, e a altura relativa ao lado BC mede 8cm. S
FG = 3EF, entdo o perimetro do retangulo DEFG, em cm, é:

A

a) 30
b) 28
85
C)?

64
d)?

48. (EEAR/2004)

Se os dados no tridangulo ABC, retangulo em C, estao em cm, entdo o tridngulo BCD é
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a) obtusangulo.
b) retangulo.
c) isosceles.

d) equilatero.

49. (EEAR/2004)

Na figura, os angulos assinalados sao retos. Assim, necessariamente, teremos

m
y
[+
X P
r_P
a);—m
=0
c)1+1:l+l
X y m p

d) x* + y? = p% + m?

50. (EEAR/2003)

Na figura, as medidas dos lados AB, AC e BC sao, respectivamente, 40cm, 20cm e 30cm.
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B C

A bissetriz interna desse triangulo, relativa ao vértice A, encontra o lado oposto no ponto P, e a
bissetriz externa, relativa ao mesmo vértice, encontra o prolongamento do lado BC no ponto S. A

medida do segmento PS, em cm, é igual a:
a) 30
b) 35
c) 40
d) 45

51. (EEAR/2003)

Na figura os tridangulos ABC e EDC sao semelhantes.

6¢cm

D

Sabendoque AC = x —5e DE = 2x + 4,asomamed(AC) + med(CE), em cm, vale
a)10,3

b) 18

c)13

d) 23,3

52. (EEAR/2003)

Numa circunferéncia de centro C e raio 20 cm, considere a corda AB, cujo ponto médio é M. Se

CM = 10 cm, entio a medida de AB é, em cm,
a) 155

b) 20+/3

c) 15
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d) 20

53. (EEAR/2003)

Se forem indicados por m, n, e p os trés lados de um triangulo e por M, N e P, respectivamente, os
angulos opostos a esses lados, entao sendo conhecidos os lados m e n e o angulo N, qual das
formulas abaixo podera ser utilizada para calcular o valor do lado p?

aym? =n?+p?-2-n-p-cos(M)
b)n?> =m?+p?>+2-m-p-cos(M+ P)
cp?=m?+n?>-2-m-n-cos(P)

dp*=m?*+n?-2-m-n-cos(M+ N)

54. (EEAR/2003)

O triangulo ABC esta inscrito numa circunferéncia de centro O e de raio 13 cm

Sabendo que AB = 10 cm, a altura AH relativa ao lado BC mede, em cm, aproximadamente
a) 7,6

b) 8,4

c) 9,23

d) 10,8

55. (EEAR/2003)

Seja o triangulo ABC e D um ponto do lado AC. Se AD = 2 cm, AB = /3 cm, BD = DC e BAC =
30°, a medida, em cm, do lado BC é igual a

a)V3
b) V5
c) Ve
d) V7
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56. (EEAR/2003)

Prof. VictorSo

Em um tridngulo ABC, o lado AB mede 6+/3 cm e o angulo C, oposto ao lado AB, mede 60°. O raio

da circunferéncia que circunscreve o triangulo, em cm, mede
a)6

b) 12

c) 613

d) 3V6

57. (EEAR/2003)

As medidas dos lados de um tridngulo sdo iguais a4 cm, 5 cm e 6 cm. O cosseno do menor angulo

desse triangulo é igual a
1
a p—
) 8
9
b) —
16
3
c —
) 4

d)%

58. (EEAR/2003)

Se em uma circunferéncia uma corda mede 162 cm e dista 61/2 cm do centro, ent3o a medida do

raio dessa circunferéncia, em cm, é
a) 12v2

b) 10v2

c) 82

d) 62

59. (EEAR/2003)

Na figura, as cordas AB e CD sao paralelas.
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i

EC é um didmetro e P é o ponto médio da corda AD. As medidas, em graus, dos angulos ARC e
PAR s3o, respectivamente, 4x — 14° e 5x — 13°. As medidas dos angulos do tridngulo APCD s3o

a) 42°,57°,81°
b) 45°,45°,90°
c) 46°,45°,90°
d) 52°,38°,90°

60. (EEAR/2003)

Em um triangulo ABC, a bissetriz do angulo A encontra BC em D, e a circunferéncia circunscrita,
em E.Sendo AE = 9 cm e DE = 4 cm, entdo a medida EB, em cm, é

a)6
b) 5
c) 2v/5
d) 3v2

61. (EEAR/2002)

Na figura, se o angulo A é congruente ao angulo E , ent3o a relago falsa é

A
B
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a)CA-CB=CE-CD
CA-CE _ CD—CB
CE ~ CD

CA+CD _ CD
CE+CB ~ CB

b)

c)

CA-CD-DA _ (CD)3

d) =
CE-CB-EB CB

62. (EEAR/2002)

Sejam: AB o didmetro de uma circunferéncia de centro 0; AR uma corda, tal que BAR = 20° t,
paralela a AR, uma reta tangente a circunferéncia, em T. Sabendo que T e R sdo pontos da mesma
semicircunferéncia em relacdo a AB, a medida, em graus, do angulo agudo formado pelareta t e

pela corda AT é igual a
a) 25
b) 35
c) 50
d) 70

63. (EEAR/2002)

Tragam-se duas cordas de uma mesma extremidade de um didmetro de um circulo. Uma delas mede
9 cm, e sua projec¢ado sobre o diametro mede 5, 4 cm. O comprimento da outra corda, cuja proje¢ao
no diametro é de 9,6 cm mede, em cm,

a) 10
b) 12
c) 14
d) 15

64. (EEAR/2002)

Seja o pentagono ABCDE da figura, inscrito numa circunferéncia de centro 0. Se o angulo AOB =

50°, entdao x + yvale, em graus
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a) 216
b) 205
c) 180
d) 105

65. (EEAR/2002)

Sendo a um angulo agudo, o lado x do tridngulo abaixo, em cm, mede

X 6cm

3n° o

643 cm
a)6

b) 10

c) 12

d) 15

66. (EEAR/2002)

De acordo com os dados da figura, a distancia aproximada, em metros, entre os pontos Ae B é

a) 100
b) 102

c) 104
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d) 108

67. (EEAR/2002)

Dada a figura abaixo,se AB = 8 cm, CD = 4 cm e AD = 20 cm, a medida, em cm, de x é

D
X
L] L]
C B A
NG
a)—
6
b) L8
2
26
=5
3V6
d) =~

68. (EEAR/2001)

Num circulo de centro C e raio R, tomam-se dois pontos 4 e B sobre a circunferéncia do circulo.

Sendo o dngulo @ = ACB e sabendo-se que o arco AB tem comprimento R, ent3o pode-se afirmar:
a) a = 45°

b) a = 90°

c)45° < a < 50°

d)55° < a < 60°

69. (EEAR/2001)

Sejam P, Q e R pontos de uma circunferéncia de centro 0O, tais que P e Q estejam do mesmo lado
em relagdo ao diametro que passa por R. Sabendo-se que med(OﬁP) =10° e med(ROQ) =

80°, tem-se que o angulo P@O mede:
a) 20°
b) 40°
c) 50°
d) 60°

70. (ESA/2021)
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A agua utilizada em uma residéncia é captada e bombeada do rio para uma caixa d’agua localizada
a 60 m de distancia da bomba. Os angulos formados pelas dire¢oes bomba — caixa d'agua —
residéncia é de 60° e residéncia — bomba — caixa d*agua é de 75°, conforme a figura abaixo. Para
bombear dgua do mesmo ponto de captagdo, diretamente para a residéncia, quantos metros de
tubulacdo sdo necessarios? Use V6 =24

bomba

caixa d’'dgua

residéncia

a) 12,5 metros
b) 72 metros

c) 35,29 metros
d) 21,25 metros

e) 28 metros

71. (ESA/2019)

As medidas, em centimetros, dos lados de um triangulo sdo expressas por x + 1,2x e x* — 5 e estdo

em progressao aritmética, nessa ordem. Calcule o perimetro do tridngulo:
a) 18
b) 25
c) 15
d) 20

e)24

72. (ESA/2019)

Uma pequena prag¢a tem o formato triangular, as medidas dos lados desse triangulo sdo +v37m, 4m

e 3m. Qual a medida do angulo oposto ao maior lado?
a) 120°
b) 60°

c) 90°
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d) 45°

e) 150°

73. (ESA/2011)

Um terreno de forma triangular tem frentes de 20 metros e 40 metros, em ruas que formam, entre

si, um angulo de 60°. Admitindo-se \/3 = 1, 7, a medida do perimetro do terreno, em metros, é
a) 94.
b) 93.
c) 92.
d) 91.
e) 90.

74. (ESA/2007) [Adaptada]

Seja um ponto P pertencente a um dos lados de um angulo de 60°, distante 4,2 cm do vértice.

Qual é a distancia, em cm, deste ponto a bissetriz do angulo?
a)2,2
b)2,1
c)2,0
d)2,3
e)2,4

75. (ESA/2006)

O triangulo ABC retangulo em A e que ZABC > £ACD. A bissetriz interna de A intersepta o lado
BC em D. Seja HD 1 BC (H entre A e C). Nestas condigdes podemos afirmar que o angulo HBD

mede, em graus:
a)35
b) 25
c) 45
d) 65

e) 55

76. (ESA/2004)
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A soma dos lados de um tridngulo ABC é 140cm. A bissetriz interna do angulo A divide o segmento
oposto BC em dois outros segmentos: 20cm e 36cm. As medidas dos lados AB e AC sdo,
respectivamente:

a) 42cm e 42cm
b) 60cm e 24cm
c) 34cm e 50cm
d) 32cm e 52cm

e) 30cm e 54cm

77. (ESPCEX/2021)

Os lados AB, AC e BC de um triangulo ABC medem, respectivamente, 4cm, 4cm e 6cm. Entdo a
medida, em cm, da mediana relativa ao lado AB é igual a:

a) V14
b) V17
c)V18
d) V21
e) V22

78. (EsPCEx/2016)

. . . - , 25
Na figura, o raio da circunferéncia de centro O é - C(mea corda MP mede 10 cm.

P

o .
Q O

desenho ilustrativo-fora de escala
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A medida, em centimetros, do segmento PQ é
a) 22—5

b) 10

c) 5v21

d)v21

e) 2v21

79. (EsPCEx/2007)

No tridngulo ABC, a base BC mede 8 cm, o dngulo B mede 30° e o segmento AM é congruente ao
segmento MC, sendo M o ponto médio de BC. A medida, em centimetros, da altura h, relativa ao
lado BC do tridangulo ABC, é de

a)V2 cm
b) 2v2 cm
c)V3 cm
d) 2vV3 cm
e)3V3 cm

80. (EsPCEx/2005)

A agua utilizada em uma fortificacdo é captada e bombeada do rio para uma caixa d’agua localizada
a 50 m de distancia da bomba. A fortificacdo esta a 80 m de distancia da caixa d’agua e o angulo
formado pelas diregdes bomba — caixa d’agua e caixa d’agua — fortificacdo é de 60°, conforme
mostra a figura abaixo.
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bomba

fortificacao caixa d’agua

80m

Para bombear dgua do mesmo ponto de captacao, diretamente para a fortificagao, quantos metros

de tubulacdo sao necessarios?
a) 54 metros.
b) 55 metros.
c) 65 metros.
d) 70 metros.

e) 75 metros.

81. (EsPCEx/2005)

5

. . A . ~ . . ~ ~ 1
Na flgura, as circunferéncias sao tangentes entre si e seus raios estao na razao 3 Se areta r passa

pelos centros O e O’ das duas circunferéncias, e a reta s é tangente a ambas, entdo o menor dngulo

formado por essas duas retas mede
1
a) arcsen 3
1
b) arctg 5
c) 60°
d) 45°
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e) 30°

82. (Tépicos de Matematica)

Na figura ABCD é um retangulo, M é o ponto médio de CD e o triangulo ABM é equilatero. Se
AB = 15m, calcule BS.

83. (Tépicos de Matematica)

Em um quadrado ABCD, AC e BD se interceptam em E. O ponto F sobre BC é tal que os angulos
CAF e FAB s3o iguais, se AF intersecta BD em G e se EG = 24, determine CF.

A D

84. (Tdpicos de Matematica)

No triangulo ABC (obtusangulo) da figura abaixo, determine a medida b do lado AC.
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B
48
27
3a
= C
A b

85. (Topicos de Matematica)

No tridangulo ABC da figura abaixo, determine a medida do lado BC.

86. (Mack/1978)

O triangulo ABC da figura é equilatero. AM = MB = 10 e CD = 12. Calcule o valor de FC.
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87. (CN/2019)

A circunferéncia A, inscrita no triangulo retangulo ABC, tangencia a hipotenusa BC, dividindo-a em
dois segmentos de reta de medidas '‘p’ e 'q’, a partir desse ponto de tangéncia. A média geométrica

dos catetos ‘b’ e 'c’ desse tridngulo é igual a:

a) (pq)?
b) (2pq)?
) /pa
d) \/2pq

e)\/p;q

88. (CN/2017)
Analise as afirmativas a seguir.

I. Sejam a, b e ¢ lados de um triangulo, com ¢ > b > a. Pode-se afirmar que ¢? = a? + b? se, e

somente se, o tridngulo for retangulo.

Il. Se um tridngulo é retangulo, entao as bissetrizes internas dos angulos agudos formam entre si

um angulo de 45° ou 135°.

lll. O centro de um circulo circunscrito a um triangulo retangulo esta sobre um dos catetos.
IV. O baricentro de um tridngulo retangulo é equidistante dos lados do tridangulo.

Assinale a op¢ao correta.

a) Somente | e Il sdo verdadeiras.

b) Somente Il e lll sdo verdadeiras.

c) Somente | e IV sdo verdadeiras.

d) Somente |, Il e IV sdo verdadeiras.
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e) As afirmativas |, II, lll e IV sdo verdadeiras.

89. (CN/2017)

Observe a figura a seguir.

A figura a acima mostra um tridngulo isésceles ABC, com BAC = 36° e AB = AC = 1 m. A bissetriz

interna de B corta AC em D. Por D, tragam-se as distancias até AB e até BC, determinando os pontos

DF ,

. ., . DE
E e F, respectivamente. Sendo assim, é correto afirmar que o valor do produto D BFC

V5-1
a) Y

3v/5-5
4

3—5

b)

c)

4—5
e) —

90. (CN/2016)
Analise as afirmativas abaixo:
I. Todo triangulo retangulo de lados inteiros e primos entre si possui um dos lados muiltiplo de 5.

Il. Em um tridngulo retangulo, o raio do circulo inscrito é igual ao perimetro do tridangulo menos a

hipotenusa.

Ill. Ha tridangulos que nao admitem triangulo dértico, ou seja, o triangulo formado pelos pés das

alturas.

IV. O raio do circulo circunscrito a um triangulo retangulo é o dobro da hipotenusa.
Assinale a op¢ao correta.

a) Apenas as afirmativas | e lll sdo verdadeiras.

b) Apenas as afirmativas | e IV sdao verdadeiras.

c) Apenas as afirmativas | e Il sdo verdadeiras.

d) Apenas as afirmativas Il e IV sdo verdadeiras.
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e) Apenas as afirmativas lll e IV sdo verdadeiras.

91. (CN/2015)

Qual a medida da maior altura de um triangulo de lados 3,4 e 5?
a) 15—2

b) 3

c)4

d)5

20
E) ?

92. (CN/2014)

Considere que ABC é um triangulo retangulo em A, de lados AC = b e BC = a. Seja H o pé da
perpendicular tracada de A sobre BC, e M o ponto médio de AB, se os segmentos AH e CM cortam-
seem P, arazdo % seraigual a:

93. (CN/2013)

Analise as afirmativas abaixo, em rela¢do ao tridangulo ABC.

I. Seja AB = ¢, AC = b e BC = a. Se o angulo interno no vértice A é reto, entdo a? = b? + c?.
Il. Seja AB=c, AC= b e BC = a. Se a? = b? + c?, entdo o angulo interno no vértice A é reto.

Ill. Se M é ponto médio de BCe AM = BZ—C, ABC é retangulo.

IV. Se ABC é retangulo, entdo o raio do seu circulo inscrito pode ser igual a trés quartos da
hipotenusa.

Assinale a op¢do correta.
a) Apenas as afirmativas | e Il sdo verdadeiras.

b) Apenas a afirmativa | é verdadeira.
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¢) Apenas as afirmativas Il e IV sao verdadeiras.
d) Apenas as afirmativas |, Il e lll sdo verdadeiras.

e) Apenas as afirmativas ll, lll e IV sdo verdadeiras.

94. (CN/2010)

Em um tridngulo acutangulo nao equilatero, os trés pontos notaveis (ortocentro, circuncentro e
baricentro) estdo alinhados. Dado que a distancia entre o ortocentro e o circuncentro é k, pode-se

concluir que a distancia entre o circuncentro e o baricentro sera

5k

a —
) 2

4k

b) —
3

4k

c —
) 5
k

d —
) 2

k
e)g

95. (CN/2009)

Em um triangulo retangulo ABC, BD é a bissetriz interna relativa ao cateto maior AC e AH é a altura
med(BH) ,

relativa a hipotenusa BC. Se o ponto | é a intersec¢ao entre BD e AH, pode-se afirmar que med(H)

igual a:

a)

med (BC)
med(AH)
med(BC)
med(AD)
med (BC)
med(CD)
med(AD)
med (AI)
med(AD)
med(IH)

b)
c)
d)
e)

96. (CN/2008)

Um triangulo retangulo, de lados expressos por niimeros inteiros consecutivos, esta inscrito em um
triangulo equiladtero T de lado x. Se o maior cateto é paralelo a um dos lados de T, pode-se concluir

que x é aproximadamente igual a
a) 6,5

b) 7,0
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c)7,5
d) 8,0

e) 8,5

97. (CN/2008)

Prof. VictorSo

Considere um triangulo acutangulo ABC, e um ponto P coplanar com ABC. Sabendo-se que P é

equidistante das retas suportes de AB e de BC e que o angulo BPC tem medida igual a 25°, pode-se

afirmar que um dos angulos de ABC mede:

a) 25°
b) 45°
c) 50°
d) 65°

e) 85°

98. (CN/2005)

No triangulo ABC, os lados AB e AC tém a mesma medida x e a mediana BM tem a mesma medida
y do lado BC. Sendo assim, é correto afirmar que a razao 3 é um valor compreendido entre

a)lel
b)le2
c)2e3
d)3e4d

e)deb

99. (CN/2005)

Num determinado tridangulo escaleno ABC, o dngulo BAC é igual a 90°. Sabe-se que AB=c,AC=h e

(c+b)-(c—b)

BC = a. Internamente ao segmento BC, determina-se o ponto P de modo que BP = —, 0

perimetro do triangulo a APC é dado pela expressao:

2b-(a+b)
a

2c-(a+b)
a

2b-(b+c)
a

2c-(b+c)
a

a)
b)
c)

d)
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2b-(a+c)
a

e)

100. (CN/2003)

Prof. VictorSo

Quantos sao os pontos de um plano a que estao equidistantes das trés retas suportes dos lados de

um triangulo ABC contido em a?
a) Um.

b) Dois.

c) Trés.

d) Quatro.

e) Cinco.

101. (CN/1998)

Um triangulo isdsceles tem os lados congruentes medindo 5cm e base medindo 8cm. A distancia

entre seu incentro e o seu baricentro é, aproximadamente, igual a:

a)0,1cm
b) 0,3 cm
c)0,5cm
d) 0,7 cm

e)0,9cm

102. (CN/1998)

\

N

6

v

C

Na figura acima, DE é paralelo a BC e AM é bissetriz interna do triangulo ABC. Entao x + y é igual a:

a) 15
b) 20

c) 25
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GABARITO
1. B 35.a 69.c
2. a 36.a 70.B
3. b 37.a 71.e
4. a 38.b 72.a
5. b 39.d 73.a
6. b 40.a 74.b
7. c 41.a 75.c
8. b 42.c 76.¢e
9. c 43.b 77.¢e
10.b 44.b 78.¢e
11.b 45.b 79.d
12.b 46.a 80.d
13.b 47.d 81.e
14.b 48.b 82.BS =10
15.a 49.b 83.CF =48
16.c 50.c 84.h = 35
17.c 51.c 85.BC = 30
18.d 52.b 86.FC =60/11
19.c 53.b 87.d
20.b 54.c 88.a
21.c 55.a 89.b
22.a 56.a 90.a
23.b 57.c 91.c
24.c 58.b 92.a
25.3 59.d 93.d
26.b 60.a 94.¢e
27.a 61.b 95.c
28.a 62.b 96.c
29.b 63.b 97.Anulada
30.d 64.b 98.b
31.c 65.a 99.a
32.d 66.d 100. d
33.d 67.c 101. b
34.a 68.d 102. d
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RESOLUCAO

1. (EEAR/2021.2)

Os segmentos AE e BD interceptam-se no ponto C e os angulos B e D s3o retos, como mostra a
figura. Sendo AB//DE, a medida de AE é

D_ 2 E
) ;L‘.
AR - B
a)6
b) 7
c)8
d)9

Comentarios

Por semelhanca de triangulos, temos:

AC_AB_ 2 _08_ . _ 4 __
EC DE EC_ 2 "“Tos”
logo, AE = AC+EC=5+2="7.

Gabarito: B

2. (EEAR/2021)

Uma circunferéncia de 5 cm de raio possui duas cordas AB =6 cm e BC = x cm. Se ABé perpendicular
a BC, entdo x é igual a

a)8

b) 7

c)6

d)5
Comentarios

Temos a seguinte figura:
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Note que pelo fato de AB e BC serem perpendiculares, temos que o AABC é retangulo e
esta inscrito em uma circunferéncia de raio 5 cm. Com isso, temos que a hipotenusa desse
triangulo é igual ao diametro da circunferéncia. Assim, aplicando o teorema de Pitdgoras:

10%2 = 62 + x?
100 = 36 + x?
x? = 64
~x=8cm
Gabarito: A
3. (EEAR/2021)
Considerando a figura e que sen 75° é igual a \/E+\/E’ calcula-se quea =5 ( ) cm.
A
75°
5\/gcm
60°
B a C
a)V3 ++2
b)1++3
) V2
d) V3

Comentarios

Podemos aplicar a lei dos senos:
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2 5V6 ( ) V2 +6)\ 2
sen75° - sen60° -a= SJE'WZ 5\/6<—\/§> mee <T> ﬁ
2
5(2 +2vV3
=52—\/§(\/§+\/3) _5@+2%5) +2 v3) _ 5(1 +v3)
Gabarito: B

4. (EEAR/2018)

O triangulo ABC esta inscrito na circunferéncia. Se BC = 8, a medida do raio é

e N\p

45°

a) 42

b) 2v/2

c)4

d) 2
Comentario:

Considere o triangulo AOBC, sendo O o centro da circunferéncia. Como BOC é angulo
central que enxerga o mesmo arco que o inscrito BAC, temos que BOC = 90° e dai AOBC é
retangulo em 0. Logo pelo teorema de Pitdgoras OB? + 0C? = BC? = 2r? = 82 ». r = 4/2.

Gabarito: “a”.

5. (EEAR/2018)
Num triangulo ABC, s3o dados 4 = 45°,B = 30°e AC = 6 cm.EntioBC = ____cm.
a)4/3
b) 62

V3
C) 7
)2

2
Comentarios

De acordo com o enunciado, temos a seguinte figura:
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30°
X
45°
A 6 C
Usaremos a Lei dos Senos
AC _ BC
sen(B) sen(A)
6 BC
= =
sen(30°) sen(45°)
6 BC
==
/2 Vﬁyz
- 6
1
2
Gabarito: “b”
6. (EEAR/2018)
Na figura, se BC = 60cm, a medidade DE, em cm, é
- (PRI RU S S S TR Y _——-
G'[II

a) 20
b) 24
c) 30

d) 32
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Com base na seguinte figura presente no enunciado, temos

e i

40 cm

B F c

Perceba a relagao de semelhanga dos triangulos 4ABC e AAED:

A altura do triangulo AABC em ralagao a BC é 40 cm.

No triangulo AAED observe que a altura em relagdo a ED vale 40 — x

Portanto obtemos a relagdao de proporcionalidade a seguir:

hapc  Maep

BC ED

40 40—x
_ — =

60

X
2_40—x
3 x

x =120 — 3x
5x =120
x = 24

2

Portanto o valorde DE = x = 24

Gabarito: “b”.

Prof. VictorSo

7. (EEAR/2017)

Seja um triangulo 44ABC, conforme a figura.

Se D e E sao pontos, respectivamente, de AB e AC, de forma que AD = 4,DB

x,BC = y,ese DE//BC, entao

a)y =x+8
b)y = x + 4
c)y = 3x
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dy = 2x

Comentarios

De acordo com a seguinte figura presente no enunciado, obtemos uma relacao de
proporcionalidade entre os triangulos AADE e AABC:

Pela relagao de proporcionalidade:

AD DE
AB ~ BC
4 x
8+4 y
4y = 12x
y =3x

Gabarito: “c”.

8. (EEAR/2017)

Seja um triangulo inscrito em uma circunferéncia de raio R. Se esse tridngulo tem um angulo
medindo 30°, seu lado oposto a esse angulo mede

R
a) E
b) R
c) 2R
2R
d) e
Comentarios

De acordo com o enunciado, temos a seguinte figura:

AULA 08 — GEOMETRIA PLANA Il 120



Prof. VictorSo

Militares

ﬁ Estratégia

Utilizando o conceito de angulo central, obtemos:

Perceba que o triangulo que representa o angulo central é um triangulo isdsceles de 60°,
entdo os angulos adjacentes também medem 60°, caracterizando-se assim, um triangulo
equilatero.
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Portando, o lado oposto ao angulo central, também mede R.
Gabarito: “b”.

9. (EEAR/2017)

Conforme a figura, os triangulos ABC e CDE sao retangulos.

C

A
SeAB = 8cm,BC = 15cme CD = 5 cm, entdo a medida de DE, em cm, é
2
a)g
3
b)E
8
C)g
d)L

Comentarios

Perceba que os triangulos CDE e CBA sdao semelhantes.

ED AB
= ——
CD BC

x 8

> =-=—
5 15

8

=> X ==
*=3

Gabarito: “c”.

10. (EEAR/2017)
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Se o perimetro do triangulo abaixo é maior que 18, o valor de x é

a)4

b) 5

c)6

d) 7
Comentarios

Do enunciado:

7+8+x>18
=x>3 (1)
Aplicando a Lei dos Cossenos, obtemos:
(7)? =(8)>+x?>—2-x-(8)-cos(60°)

1
:o49=64+x2—16-x-(z)
=>x2—-8x+15=0
Resolvendo a equacao do segundo grau pelo método de Bhaskara, obtemos:
LB EJ(E8)?—4-(D)-(15)
2-(1)

=>x=30ux=>5

Considerando a desigualdade obtida em (1), conclui-se que o Unico resultado que satisfaz
o problema é x = 5.

Gabarito: “b”.

11. (EEAR/2016)

Duas cordas se cruzam num ponto distinto do centro da circunferéncia, conforme esbogo.
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A partir do conceito de angulo excéntrico interior, a medida do arco x é
a) 40°
b) 70°
c)110°
d) 120°
Comentario:

Sabe-se que a medida do angulo determinado por duas cordas é a média aritmética dos
arcos internos por elas determinados. Portanto,
1
60° =7 (x +50°) = x = 70°.

Gabarito: “b”.

12. (EEAR/2016)

Um tridngulo acutangulo ABC tem a medida do dngulo A igual a 30-. Sabe-se que os lados adjacentes

ao angulo A medem v/3 cm e 4 cm. A medida, em cm, do lado oposto ao referido angulo é
a)V3

b) V7

c)5V3

d)v/19 — 43

Comentarios

De acordo com o enunciado, temos a seguinte figura:
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A 4 C
Aplicando a Lei dos Cossenos, obtemos:

2 =(3) + @2 =2 (3) - (4) - cos(30°)

3
= x2=3+16—2-\/§-4-g

= x2=19-4-3=19-12=7
= x =7

Gabarito: “b”.

13. (EEAR/2015)

O ponto O é o centro da circunferéncia da figura, que tem 3m de raio e passa pelo ponto B. Se o
segmento AB forma um angulo de 30° com o raio 04, entdao a medida de AB,em m, é

B

a) 6v3
b) 343
c) 6+/2
d) 3v2

Comentario:
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Seja M o ponto médio da corda AB. Entao o triangulo AAMO é retangulo em M. Portanto,
o cosseno do angulo O0AM é dado por:

V3 . AM V3 3v3
7—c0530 —cosOAM—a:)AM—TOA—Tm
Logo AB =2 - AM = 3+/3m.

Gabarito: “b”.

14. (EEAR/2015)

Na circunferéncia da figura, O é o seu centro e V, A e B sao trés de seus pontos.

A
L g <)
B
Se x e y sdo, respectivamente, as medidas dos angulos AOB e BV A, entao sempre é correto afirmar
que
a)x = 2y.
b) y = 2x.
c)x+y=90°
d)x —y=90°

Comentario:

x é um angulo inscrito na circunferéncia que enxerga o mesmo arco que o angulo central
y, donde y = 2x.

Gabarito: “b”.

15. (EEAR/2015)

Na figura, A e B sao pontos da circunferéncia e CD é seu diametro.
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Assim, o angulo BAC mede
a) 20°.
b) 30°.
c) 50°.
d) 60°.
Comentario:

Vamos calcular o comprimento do arco agudo BC. Como ACD é angulo inscrito, o arco AD
vale o dobro, isto é, AD vale 60°. Como o segmento CD é diametro, o arco CD vale 180°. Portanto:

180°=CD =CB + BA+ AD = CB + 80° + 60° . CB = 40°.
Portanto o angulo inscrito CAB = 20°, a metade do valor do arco.

Gabarito: “a”.

16. (EEAR/2013)

Considerando sen(40°) = 0, 6, o lado BC do triangulo ABC, mede, em cm, aproximadamente

B

10 cm

a) 6,11

b) 7,11

c) 8,33

d) 9,33
Comentarios

Usando a Lei dos Senos:
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AB  BC
sen(() - sen(A)
10 BC
= =
sen(40°) sen(30°)
10 BC
0 6 1/2

BC 101 8,33
= = — -
0,6 2

Gabarito: “c”.

17. (EEAR/2013)

Considere as medidas indicadas na figura e que sen(70°) = 0,9. Pela “Lei dos Senos”, obtém-se

sen(x) = ____

a)0,4
b) 0,5
c)0,6
d) 0,7

Comentarios

B 4 C

Aplicando a Lei dos Senos, obtemos:
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ac B
sen(B) B sen(4)
6 BC
= = —~

sen(70°)  sen(A)
6 4

> — =
0,9 sen(x)

4-0,9
= sen(x) = — = 0,6

Gabarito: “c”.

18. (EEAR/2012)
O perimetro de um triangulo equilatero de alturah=+/3é __ m.
a)3
b) 4
c)5
d) 6
Comentarios

De acordo com o enunciado, temos a seguinte figura:

L

Perceba que no triangulo equildtero AABC temos no angulo B = 60° a seguinte relag3o:

h
sen(60°) = I
h V3
[ = s = — 9
sen(60°) = V3
2

Portanto, temos que a soma do valor dos lados, o perimetro, vale

P=L+L+L=3L
= P=3:2=6
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Gabarito: “d”.

19. (EEAR/2012)

Considerando v37 = 6, o valor de x na figura é

X CIn

a)2,5

b) 3,5

c)4,5

d) 5,5
Comentarios

Aplicaremos a Lei Dos Cossenos:

(4)>2 =x%24+(3)2—=2-(3) - (x) - cos (60°)

1
=>16=x2+9—6.x-(5)

16 — 9 = x? — 3x
=x>-3.-x—7=0

Resolvendo a equacdo do segundo grau pelo método de Bhaskara, obtemos:

I G GO Lt S O R )

2-(1)
3++V37
X =———
2
Mas, segundo o enunciado, devemos considerar que V37 = 6, entdo:
_ 3+6
=
= x = 4,5 ou x = —1,5 (ndo convém, pois seria uma medida negativa)
x =45

Gabarito: “c”.

20.(EEAR/2011)
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No tridngulo, o menor valor que x pode assumir é

g feay 7 cm
60°
8 ¢cm
a)4a
b)3
c)2
d)1

Comentarios
Aplicaremos a Lei Dos Cossenos:

(7)2=x*+(8)2—-2-(8) - (x) - cos (60°)

1
=>49=x2+64—16-x-<5)

49 — 64 = x? — 8x
>x2-8-x+15=0
Resolvendo a equac¢ao do segundo grau pelo método de Bhaskara, obtemos:
B8 -4 (D) (5)
2-(1)

x=50oux=3

O menor valor possivel é x = 3.

Gabarito: “b”.

21. (EEAR/2011)

Um tridngulo, inscrito em uma circunferéncia, tem um angulo de 30° oposto a um ladode 10 cm. O

diametro da circunferéncia, em cm, é
a) 10
b) 15
c) 20
d) 25
Comentarios

De acordo com o enunciado, temos a seguinte figura:
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Usaremos a Lei dos Senos
BC 4B _ AC _
sen(4) B sen(0) a sen(B) a

Em que D é o diametro da circunferéncia

2:R=D

B
— =D
sen(4)
10 10

=20

=z sen(30°) - 1/2

= D = 20cm

Gabarito: “c”.

22. (EEAR/2010)

Sejam AB o diametro da circunferéncia, e as retas t e t’ tangentes a ela nos pontos N e M,

respectivamente.
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Ovalorde x é

a) 66°.

b) 60°.

c) 55°.

d) 50°.
Comentario:

Podemos calcular quanto valem os arcos determinados pelos pontos 4, B, N e M, e a partir
deles determinar a medida do angulo externo x, dado pela seguinte férmula de subtracdao de
arcos:

1
x = (MAN — NBM)

Temos que o arco agudo AN vale o dobro do angulo inscrito ABN, isto é, AN = 100°.
Como AB é didametro, concluimos que o suplementar de AN, NB, vale NB = 180° — 100° = 80°.

Da mesma forma o arco agudo BM vale o dobro do dngulo inscrito BAM, donde BM =
34°, O suplementar vale MA = 180° — 34° = 146°.

Logo, MAN = MA + AN = 146° + 100° = 246° e NBM = NB + BM = 80° + 34° =
114°. Portanto,

1
x = > (246° — 114°) = 66°.

Gabarito: “a”.

23. (EEAR/2010)

Os lados de um triangulo obtusangulo medem 3m, 5m e 7m. A medida da proje¢ao do menor dos

lados sobre a reta que contém o lado de 5m é, em m,

a)2,5
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b) 1,5

c)2

d)1
Comentarios

De acordo com o enunciado, temos a seguinte figura:

Obs: Como propriedade, o maior lado é oposto ao maior angulo, portanto o lado oposto
ao angulo obtuso, necessariamente, é o lado de 7 cm.
Aplicaremos a Lei Dos Cossenos:
(7?2 =13)*+5)?=2-(3)(5) -cos ()
49 =9+ 25 —30-cos (0)
30 - cos(8) = —15
1
cos(@) = -3

. . _ . . . 1, .
De acordo com o ciclo trigonométrico, o angulo cujo cosseno equivale a —=¢é o angulo de
2
120°.
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6 = 120°

O angulo ACD é angulo suplementar de 8, ento:
ACD + 6 = 180°
ACD + 120° = 180°
ACD = 60°

Agora estudaremos o triangulo ACD

A

90°

D® C

Aplicando a definicdo de cosseno no angulo de 60°, obtemos:

1
cos(60°) —§=§
2:-x=3
3
X=E=1,5

Gabarito: “b”.

Prof. VictorSo

24. (EEAR/2010)

No triangulo AOB, OB = 5 cm; entdo AB, em cm, é igual a

a)6
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b) 8
c) 5v2
d) 63

Comentarios

Trata-se de uma aplicacdo direta da Lei Dos Senos:

OB B AB
sen(d)  sen(0)
5 AB
= =
sen(30°) sen(45°)
5 AB
> —=—
1
/2 \/E/Z
V2

:>E=107:5\/§

Gabarito: “c”

25. (EEAR/2010)

Se o tridngulo CDE é semelhante ao triangulo ABC, o valor de |a — b| é:

a) 30°

b) 45°

c) 60°

d) 90°
Comentarios

De acordo com figura do enunciado a seguir:
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Sabemos que o triangulo AABCé retangulo, logo

90° + 2x + x = 180°

3x =90°
x = 30°
Do enunciado que o triangulo AABC ~ ACDE, dessa semelhang¢a supomos que o angulo

a= 2x =60°

a é congruente BAC e angulo b é congruente ABC, portanto { b= 90°

Portanto |a — b| = |60° — 90°| = 30°

Gabarito: “a”.

26. (EEAR/2009)

Na figura, MN//BC.

A

Se AB = 30cm, entio MB mede, em cm,
a)5
b) 10
c) 15
d) 20
Comentarios

De acordo com figura do enunciado a seguir:
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Pela semelhan¢ca AABC ~ AAMN

x_30
12 18
x= 20cm

Sabendoque AB = 30 =x+y,comox = 20 cm, temosy = 10 cm.

y=MB=10cm

Gabarito: “b”.

27. (EEAR/2009)

Dois lados de um tridangulo medem 6 cm e 8 cm, e formam um angulo de 60°. A medida do terceiro

lado desse triangulo, em cm, é
a)2v13

b) 3v17

c)v23

d) V29

Comentarios

De acordo com o enunciado, temos a seguinte figura:

60°
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Aplicando a Lei dos Cossenos, obtemos:
x?>=(6)2+(8)2—-2-(6)-(8) - cos(60°)

, 1
= x*=36+64-2:6:83

= x2=100—48 =52
= x =+/52 = 2413

Gabarito: “a”

28. (EEAR/2009)

Na figura, O é o centro da circunferéncia.

P
O

)

Ovalorde x é
a) 18°.
b) 20°.
c) 22°.
d) 24°.
Comentario:
O angulo AOB é central e enxerga o0 mesmo arco que o angulo inscrito APB, donde

AOB = APB - 2 = 144°. Como 0A = OB = raio da circunferéncia, o AOAB é isésceles, donde
N ~ A 1
2x + 144° = OAB + OBA + AOB =180° ~ x = > (180° — 144°) = 18°.

Gabarito: “a”.

29. (EEAR/2009)

Sejam uma circunferéncia de centro O e um ponto A exterior a ela. Considere AT um segmento
tangente a circunferéncia, em T. Se o raio da circunferéncia mede 4 cm e AT = 8v2 cm, entdo a
medida de A0, em cm, é

a) 10.

b) 12.
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c) 13.
d) 15.
Comentario:

Pitdgoras no triangulo AOT, retangulo em T por ser um ponto de tangéncia.

2
A0% = AT? + OT? = (8V2) +4? =144 ~ A0 = 12.
Gabarito: “b”.

30. (EEAR/2008)

Dado um tridangulo qualquer, é FALSO afirmar que

a) uma de suas alturas pode coincidir com um de seus lados.
b) suas alturas podem interceptar-se num ponto externo a ele.
c) o incentro é o centro da circunferéncia nele inscrita.

d) o circuncentro é o encontro das suas medianas.

Comentarios

Analisando cada alternativa:

a) (V) No caso do tridngulo retangulo, a altura do cateto coincide com o outro cateto.

b) (V) Basta ser um triangulo obtusangulo para as alturas se coincidirem no exterior,
formando um triangulo com ortocentro exterior.

c) (V) Correto pela definicdo de incentro.

d) (F) O circuncentro é caracterizado pelo encontro das mediatrizes.
Gabarito: “d”.

31. (EEAR/2008)

No triangulo, cujos lados medem 5 cm, 10 cm e 6 cm, o maior angulo tem cosseno igual a
7
a —
) 10
9
b) —
20

13

C)—E

8
d) — n
Comentarios

De acordo com o enunciado, temos a seguinte figura:
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Em tridangulos, o maior angulo é oposto ao maior lado. Logo, aplicaremos a Lei Dos
Cossenos relativa ao lado de 10 cm:

(10)2 = (5)2 + (6)> — 2 - (5) - (6) - cos (8)
100 = 25+ 36 — 60 - cos (0)
60 - cos(9) = —39
13

cos(@) = — 20

Gabarito: “c”

32. (EEAR/2007)

Sendo E o baricentro do tridngulo ABC,AE = 10cm,EN = 6cm,e CE = 14cm,ovalor,emcm,
dex +y + zé:

A

a) 18.

b) 20.

c) 22.

d) 24.
Comentarios

Sabe-se que em qualquer triangulo, o baricentro divide as retas medianas na razao de 2:1,
de modo que triangulo do enunciado:

A

B M &

Portanto temos as seguintes relagdes:
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x=17, EN =12, z=5

Portanto: x +y +z = 24
Gabarito: “d”.

33. (EEAR/2007)

. ~ P 2 .
Dois triangulos sdao semelhantes, e uma altura do primeiro é igual aos < de sua homologa no

segundo. Se o perimetro do primeiro tridngulo é 140cm, entao o perimetro do segundo, em cm, é:
a) 250.
b) 280.
c) 300.

d) 350.
Comentarios

De acordo com o enunciado temos a seguinte figura:

Como os triangulos sdao semelhantes, sabemos que ha uma proporcionalidade direta entre
os seus lados, determinado pelo coeficiente de proporcionalidade. Temos que a razao de
proporc¢ao entre os dois triangulos é:

[ h 5
k = —2 = = —
L, 2h 2

5

Como o perimetro é a soma dos lados, esse também segue a proporcionalidade, portanto
P, 5

k = ——
P, 2

AULA 08 — GEOMETRIA PLANA Il 142



; Estratégia

Militares

5 5

P, = 350
Gabarito: “d”.

Prof. VictorSo

34. (EEAR/2007)

Considere o triangulo ABC. Assinale a alternativa FALSA.

C

a)senB=2ecosB=¢
a a
b)a? =b?>+c*—-2-b-c-cosA

C) a . b _ c
sen(A)  sen(B)  sen(0)

db>?=a’+c*—-2-a-c-cosB
Comentarios
a) O tridngulo n3o é retangulo de hipotenusa BC = a. FALSA
b) Aplicacdo da lei dos cossenos relativa ao lado BC. VERDADEIRA
c) Aplicagao da lei dos senos. VERDADEIRA
d) Aplicacdo da lei dos cossenos relativa ao lado AC. VERDADEIRA

Gabarito: “a”

35. (EEAR/2007)

Na figura, AB é o diametro da circunferéncia e o arco AC mede 100°.

AULA 08 — GEOMETRIA PLANA Il

143



; Estratégia

Militares

Prof. VictorSo

O valor de x é:
a) 20°.
b) 35°.
c) 45°.
d) 50°.
Comentario:
OarcoBC éo suplementar do arco AC e, portanto, mede BC = 180° — 100° = 80°.

R A . . Al A 1 =
O angulo BAC é inscrito na circunferéncia e, portanto, mede, por um lado, BAC = EBC =
40°

Por outro, BAC = 2x, donde 2x = 40° .. x = 20°.

Gabarito: “a”.

36. (EEAR/2007)

Na figura, AD é o diametro da circunferéncia, CAD mede 35° e BDC, 25°.

R C

A medida de ACB é

a) 30°.

b) 35°.

c) 40°.

d) 45°.
Comentario:

Observe as relacdes entre os arcos e os angulos inscritos na circunferéncia. Como CAD =
35° enxerga o arco CD, este mede CD = 2 - CAD = 70°. Como BDC = 25° enxerga o arco BC,
este mede BC = 2 - BDC = 50°. Logo, o arco AB, que é o suplementar do arco BD = BC + CD,

mede AB = 180° — (50° + 70°) = 60°, donde o angulo inscrito ACB = ;ZfB = 30°.

Gabarito: “a”.
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37. (EEAR/2007)

Um triangulo, inscrito numa circunferéncia de 10 cm de raio, determina nesta trés arcos, cujas

medidas sao 90°, 120° e 150°. A soma das medidas dos menores lados desse tridangulo, em cm, é
a) 10(v2 +v3)
b) 10(1 ++/3)
) 5(v2 ++/3)
d) 5(1 ++/3)
Comentario:

Sejam AABC o triangulo, a, b, c as medidas dos lados de AABC opostos respectivamente
a A, B,C.Temos que as medidas dos angulos internos valem a metade das medidas dos arcos que
eles enxergam. Sem perda de generalidade, A = 45° B = 60° C = 75°. Pela lei dos senos,

a b c
= = — = = = 2R
senA senB senC

Logo, como ao menor angulo estd associado o menor lado, a soma pedida é a + b:

V2 3
a+b=2R-(sen45°+sen6O°)=2-10-<7+7>=10(\/§+\/?—>).

Gabarito: “a”.

38. (EEAR/2006)

Num tridngulo ABC, o angulo BEC mede 114°. Se E é o incentro de ABC, ent3o o angulo A mede:
a) 44.

b) 48.

c) 56.

d) 58.
Comentarios

De acordo com o enunciado, obtemos a seguinte imagem:

Temos no ABEC arelagao 1:
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%+E+BEC = 180°
Temos no 4ABC a relagao 2:
a+f+A=180°
Multiplicando a relag¢ao 1 e subtraindo a relagao 2, tem-se:
a+ﬁ+2BEC—Aa—p—A=36O°—180°
2BEC — A = 180°
~ A=2BEC —180°
A =228°—180° = 48°
Gabarito: “b”.
39. (EEAR/2006)

Num triangulo ABC, AB = BC = 5v2cm. Se R é o ponto médio de AC, e S é o ponto médio de

AB, entdo a medida de RS, em cm, é igual a:
5
a) E
5vV2
b) =
5v2
)5
5v2
d=-

Comentarios

De acordo com o enunciado, temos a seguinte figura:

B

Perceba que o tridngulo 4ASR é semelhante ao triangulo 4ABC.
Dessa maneira descobrindo a constante de proporcionalidade entre 4ASR e AABC:
AR AS SR
~AC AB BC
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Entretanto sabemos que R e S sdao pontos médios, logo AR = RC,AS = SB, portanto

temos que:
AR AR 1

k = = =
AR+ RC 2AR 2
Portanto temos que o comprimento de RS é a metade da base BC

SR 1
" BC 2 5
1 52
= RS==- BC =—
S 2 ¢ 2
5v2
RS ==~

Gabarito: “d”.

40. (EEAR/2006)

Num tridngulo ABC, a razdo entre as medidas dos lados AB e AC é 2. Se A = 120°e AC = 1 cm,

ent3o o lado BC mede, em cm,
a)V7

b) V7 +1

) V13

d)vV13 -1

Comentarios

De acordo com o enunciado, temos a seguinte figura:

C
120° 1
B A
Do enunciado sabemos que:
AB AB _
—==2>—=2= AB=2
AC 1

Aplicando a Lei dos Cossenos

BC? = (1)>+(2)*—=2-(1) - (2) - cos(120°)
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Gabarito: “a”

41. (EEAR/2005)

B S C P

Na figura, AS e AP sdo, respectivamente, bissetrizes internas e externa do triangulo AABC. Se

BS = 8meSC = 6m, entao SP mede, em m:
a) 48
b) 42
c)38
d) 32
Comentarios

De acordo com o enunciado, temos a seguinte figura:

8 cm 6 cm

No triangulo 4ABC temos pelo teorema da bissetriz interna:

A

8 cm 6 cm
AB AC AB AC
—_—_——— — = —
BS SC 8 6
AB 8
= —=-
AC 6
No triangulo AABP temos pelo teorema da bissetriz externas:
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AB AC

BP _ CP
AB BP

= — = —
AC CP
Com as duas relagdes encontradas pelos teoremas da bissetriz interna e externa, temos:
AB 8 BP
- — = — = —
AC 6 CP

6 6
CP=§BC=§(6+8+CP)

6
CP =5 (6+8+CP)

Resolvendo a equacao:

8CP =6-14 4+ 6CP
2CP=6-14
CP =42
Assim obtemos SP = SC + CP = 42 + 6 = 48.

Gabarito: “a”.

42. (EEAR/2005)

Na figura, DE//AB. O valorde x + y é:

a)12,5

b)17,5

c) 20

d) 22
Comentarios

De acordo com o enunciado, temos a seguinte figura:
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Temos que os triangulos 4ABC e ACDE sao semelhantes, portanto, temos a constante de

proporcionalidade:

_EC _DC DE
~CA CB AB
DE 7
e k = —= —
AB 5
I = 7
5
Aplicando a relagdao de proporg¢ao para os outros dois lados, temos
_EC K= DC
"~ CA ~ CB
7 10,5 7 17,5
5 5  x
y=175 x=12,5

7
Portanto, x + y = 7,5+ 12,5 = 20.

Gabarito: “c”.

43. (EEAR/2005)

Seja o triangulo ABC retangulo em B

A

B C
D

Se AD é bissetrizde 4, AB = 6 cm, e AC = 10 cm, ent3o a medida de DC, em cm, é

a)6
b) 5
c)4
d)3

Comentarios
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Por Pitagoras, descobrimos que o lado BC = 8 cm.

Aplicaremos agora o Teorema da Bissetriz Interna.

O teorema da bissetriz interna diz que uma bissetriz interna de um triangulo divide o lado
oposto em segmentos proporcionais aos lados adjacentes. Ou seja:

10
8—x=7
= 6x=10(8—-1x)
= 6x = 80 — 10x

= 16x =80
= X = @ =5
16
DC =5cm
Gabarito: “b”
44. (EEAR/2005)
A
C
B
Na figura, AB é diametro. Se o arco agudo AC mede 70°, a medida do angulo CAB é
a) 50°.
b) 55°.
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c) 60°.
d) 65°.
Comentario:

O arco ACB é uma semicircunferéncia e, portanto, mede 180°. Logo, o arco CB é o
suplementar do arco AC, e portanto vale 180° — 70° = 110°. O angulo CAB, sendo angulo

. . . a —~ A CB
inscrito na circunferéncia, vale metade do arco que ele enxerga, CB. Portanto, CAB = 5 = 55°.

Gabarito: “b”.

45. (EEAR/2005)

Num tridngulo ABC, BC=10cm e ABC = 60°. Se esse tridngulo estd inscrito numa

semicircunferéncia e BC é seu menor lado, entdo o raio dessa semicircunferéncia mede, em cm,
a) 5.
b) 10.
c) 10V/2.
d) 10+/3.
Comentario:

Supondo que AB é o didmetro da semicircunferéncia, temos que o angulo ¢ = 90° é reto.
Temos, no triangulo AABC, retangulo em C, B =60°eBC =10 cm. Logo, calculando o cosseno
do angulo B, obtemos:

. BC 10cm
> = c0os60° = cosB = 1B = 1B
Mas, sendo AB diametro, ela vale duas vezes o raio, logo, o raio vale 10 cm.
Gabarito: “b”.

= AB = 20 cm.

46. (EEAR/2004)

Na figura, O é o centro da circunferéncia, MON = 62° e PﬁQ = 65°. 0 angulo MAN mede
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a) 34°.

b) 36°.

c) 38°.

d) 40°.
Comentario:

O arco PQ é enxergado pelo dngulo inscrito PRQ e, portanto, mede PQ =2 -PRQ =
130°.

O arco MN é enxergado pelo angulo central MON e, portanto, mede MN = MON = 62°.
PQ—-MN

O angulo PAQ enxerga os arcos PQ e MN e, portanto, mede = 34°,

Gabarito: “a”.

47. (EEAR/2004)

Na figura, o lado BC do triangulo ABC mede 12cm, e a altura relativa ao lado BC mede 8cm. Se
FG = 3EF, entdo o perimetro do retangulo DEFG, em cm, é:

A

a) 30
b) 28

85
C) ?

AULA 08 — GEOMETRIA PLANA Il 153



£ rd .
¥ Estratégia Prof. Victor So

Militares

64
d) 5
Comentarios

Perceba que o triangulo 4ABC é semelhante ao triangulo AADE, destacado na figura
seguinte:

Pela relacdao de semelhanga entre a base e a altura temos:
DE 12
8—EF 8

Porem temos FG = DE = 3EF
Logo:

8—EF 2
6EF = 24 — 3EF
9EF = 24

EF—8
3

3EF 3

Como perimetro do retangulo DEFG

64
Ppgrg = 8EF = 3

Gabarito: “d”

48. (EEAR/2004)

Se os dados no triangulo ABC, retangulo em C, estao em cm, entdo o tridngulo BCD é
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a) obtusangulo.

b) retangulo.

c) isosceles.

d) equilatero.
Comentarios

Devemos ficar sempre atentos para as proporg¢des dos valores das medidas, pois muitas
conclusdes podem ser tiradas apenas observando os valores dados.
. BC 12 1
sen(BAC) by yiak i sen(30°)
BAC =30° > ABC =60°
Aplicando a Lei dos Cossenos no triangulo BCD, obtemos:

CD? = (12)2+(6)2 —2-(12) - (6) - cos(60°)
_ 1
= BC2=144+36—2-72-(E)
= BC?>=180-72 =108
= BC = 6V3
d) FALSO. Pela definicdo de triangulo equilatero.

c) FALSO. Pela definicdo de triangulo isdsceles.

b) VERDADEIRO.

(12)? = (6vV3)" + (6)?
144 =108 + 36

Verdadeiro.
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FALSO. Pois ndo se pode ser retangulo —angulo de 90° — e obtusangulo —angulo maior que
90° - a0 mesmo tempo, pois a soma dos angulos internos seria maior do que 180°. Logo, se b) é

verdadeiro, a) é automaticamente falso.

Gabarito: “b”

49. (EEAR/2004)

Na figura, os angulos assinalados sao retos. Assim, necessariamente, teremos

m
y
=
X P

xX_ P
a);—m

x_m
b);_p
c)l 1_1.1

x y m p
d) x* + y? = p% + m?

Comentarios
C D

A X

Analisando os angulos, obtemos que:
ABC + CBD + DBE = 180°
ABC +90° + DBE = 180°
ABC + DBE = 90°

Mas, como
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ABC + ACB =90°
Entao:
ACB = DBE
Analogamente,
ABC = BDE

Redesenhando a figura:

A X
3 p E
Perceba que os triangulos ABC e EDB sao semelhantes, logo,
X m
y b

Gabarito: “b”
50. (EEAR/2003)

Na figura, as medidas dos lados AB, AC e BC sao, respectivamente, 40cm, 20cm e 30cm.

A

B C

A bissetriz interna desse triangulo, relativa ao vértice A, encontra o lado oposto no ponto P, e a
bissetriz externa, relativa ao mesmo vértice, encontra o prolongamento do lado BC no ponto S. A
medida do segmento PS, em cm, é igual a:

a) 30
b) 35
c) 40
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d) 45
Comentarios

De acordo com o enunciado, temos a seguinte figura:

o
30 cm

No triangulo AABC temos pelo teorema da bissetriz interna:

AB AC 40 20
—_— T — : _— =
BP PC BP PC

BP 40 2
_ — = — = —
PC 20 1
Como BC = BP + PC:
BC = BP + PC
30=BP + PC
30 =2PC + PC
10 = PC
No triangulo AABP temos pelo teorema da bissetriz externas:
AB AC
BS CS
BS 40 2
= — = —— = —
cS 20 1
Como BS = BC + CS
2CS = BS
2CS =BC+CS
CS = BC
CS =30

Assim obtemos
SP=SC+CP=30+10=40

Gabarito: “c”.

51. (EEAR/2003)

Na figura os tridangulos ABC e EDC sao semelhantes.
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B

10cm

D 5

Sabendoque AC = x—5eDE = 2x + 4,asomamed(AC) + med(CE), em cm, vale
a)10,3
b) 18
c)13
d) 23,3
Comentarios

De acordo com o enunciado, temos a seguinte figura:

6cm

B

10cm

D &

2x + 4

Temos que os triangulos ABC e CDE sao semelhantes, e, portanto, vale a seguinte relagao:

AC AB
CE DE
Dessa relagao obtemos a equacgao:
x—05 6
10 2x+4

(x—=5)-(x+2)=230
x?—3x—10 =30
x2—3x—40=0
(x—8)-(x+5)=0

Na qual obtemos que x = 8, portanto,

{AC=8—5=3

AC+CE =3+10
AC + CE =13

Gabarito: “c”.
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52. (EEAR/2003)

Numa circunferéncia de centro C e raio 20 cm, considere a corda AB, cujo ponto médio é M. Se
CM = 10 cm, entio a medida de AB é, em cm,

a) 155

b) 203

c) 15

d) 20
Comentarios

De acordo com o enunciado, temos a seguinte figura:

>
oy

Atente-se para o angulo a:

()_C_M_lo_l_ 30°
sena—B_C—ZO—z—sen( )
Logo a = 30°, entao podemos calcular o valor de x:

cos(a) =
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= AB =2x=20V3

Gabarito: “b”

53. (EEAR/2003)

Se forem indicados por m, n, e p os trés lados de um tridangulo e por M, N e P, respectivamente, os
angulos opostos a esses lados, entao sendo conhecidos os lados m e n e o angulo N, qual das
formulas abaixo podera ser utilizada para calcular o valor do lado p?

aym?* =n?+p?-2-n-p-cos(M)

b)n? =m? +p?+2-m-p-cos(M+ P)

p?=m?+n?—-2-m-n-cos(P)

dp?=m?+n?>-2-m-n-cos(M+N)
Comentarios

De acordo com o enunciado, temos a seguinte figura:

N

M n P

Aplicando a Lei Dos Cossenos relativo ao lado MP, temos:
n?=m?+p?—-2-m-p-cos (N)

Mas, pelas relagdes no ciclo trigonomeétrico e a propriedade da soma dos angulos internos
de um triangulo, temos que: cos(N) = — cos(180° — N) = —cos (M + P)

Logo,
n? =m?+p?>*-2-m-p-(—cos (M + P))
n?=m?+p?>+2-m-p-cos(M+ P)
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Obs: O que torna as outras alternativas falsas, é que, mesmo em posse do valor de N, ndo
poderiamos chegar diretamente no valor de cos(M), cos(P) e nem cos(M + N), sem antes
obter o valor de p. Entdo usa-las de primeira mao seria inadequado.

Gabarito: “b”

54. (EEAR/2003)

O triangulo ABC esta inscrito numa circunferéncia de centro O e de raio 13 cm

A
. A‘ .
Sabendo que AB = 10 cm, a altura AH relativa ao lado BC mede, em cm, aproximadamente
a)7,6
b) 8,4
c)9,23
d) 10,8

Comentarios

De acordo com a figura é possivel perceber que o seguimento BC passa pelo centro da
circunferéncia, isso nos passa duas informacdes:

BC = 26 cm, pois trata-se de um diametro
BAC = 90°, pois o arco definido por BC possui 180°.

Desenhando o triangulo com as novas informacdes, obtemos:

B

90°
I
H

Por Pitdgoras obtemos que AC = VBC%2 —AB?2 =  AC =V26%2—-10%2=24cm

26
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24 26

240 120
26 13

= 9,23

Gabarito: “c”

55. (EEAR/2003)

Seja o triangulo ABC e D um ponto do lado AC. Se AD = 2 cm, AB =+/3 cm, BD = DC e BAC =
30°, a medida, em cm, do lado BC é igual a

a)V3
b) V5
c) V6
d) V7

Comentarios

De acordo com o enunciado, temos a seguinte figura:

30°

A V3 B

Aplicando a definicdo de seno no triangulo ABD é possivel obter o valor de BD e descobrir
que BD =1cm. Perceba também que ADB =60° = BDC =120° . E, segundo o
enunciado, BD = €D = 1 cm. Logo, ficamos com o tridngulo BCD representado logo abaixo:
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B

Aplicando a Lei dos Cossenos, obtemos:
X=1?+1%?-2-(1 (1) -cos(120°
= x=+3
BC =13

Gabarito: “a”

56. (EEAR/2003)

Em um triangulo ABC, o lado AB mede 6+/3 cm e o angulo C, oposto ao lado AB, mede 60°. O raio

da circunferéncia que circunscreve o tridngulo, em cm, mede
a)6

b) 12

c) 613

d) 3V/6

Comentarios
Esta questdo dispensa figura. Trata-se de uma aplicacao direta da lei dos senos:

BC AB AC

— = — = — e 2 . R
sen(A) sen(C) sen(B)
Em que R é o raio da circunferéncia
AB
— = 2R
sen(C)
63 6V3
=12 = 2R

- sen(60°) - \/§/
2
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57. (EEAR/2003)

As medidas dos lados de um tridngulo sao iguais a4 cm, 5 cm e 6 cm. O cosseno do menor angulo

desse triangulo é igual a
a)%

b) =

c)%

d)<

Comentarios

De acordo com o enunciado, temos a seguinte figura:

B

A 6 C
O menor angulo é oposto ao menor lado.
Aplicando a Lei dos cossenos, obtemos
(4)? = (6)* + (5)* =2 (6) - (5) - cos ()
16 =36 + 25 — 60 - cos (a)
60 - cos(a) = 55
45 3

cos(a) = i

Gabarito: “c”

58. (EEAR/2003)

Se em uma circunferéncia uma corda mede 1612 cm e dista 61/2 cm do centro, ent3o a medida do

raio dessa circunferéncia, em cm, é

a) 122
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b) 10v2

c) 82

d) 6v2
Comentario:

Seja MN tal corda, P o seu ponto médio e O o centro da circunferéncia. Pelo teorema de
Pitagoras,

2
MN\? 162
MP? 4+ 0P? = OM? & (T) +0P? = 0M? & (T) +(6v2)" = raio? - raio
= 10v2
Gabarito: “b”.
59. (EEAR/2003)
Na figura, as cordas AB e CD sao paralelas.
E
B
R
O
4‘%. P D
i

EC é um didmetro e P é o ponto médio da corda AD. As medidas, em graus, dos angulos ARC e

PAR s3o, respectivamente, 4x — 14° e 5x — 13°. As medidas dos angulos do triangulo APCD s3o
a) 42°,57°,81°
b) 45°,45°,90°
c) 46°,45°,90°
d) 52°,38°,90°
Comentario:

Apesar de nao sermos informados, suporemos que O é o centro da circunferéncia. Como
AD é uma corda cujo ponto médio P € EC, conclui-se que APO = 90°. Logo, APOA é retangulo
em P e portanto ARC + PAR = 90° = (4x — 14°) + (5x — 13°) = 90° = x = 13°. Como os
triangulos APCD e APOA tém os trés lados respectivamente paralelos, temos APCD ~ APOA,
donde se conclui que os angulos de APCD e APOA sao iguais. Logo, os angulos sdo 90°, 4x — 14°
e 5x — 13°, isto é, 90°,38° e 52°.

Gabarito: “d”.
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60. (EEAR/2003)

Em um triangulo ABC, a bissetriz do angulo A encontra BC em D, e a circunferéncia circunscrita,

em E. Sendo AE = 9 cme DE = 4 cm, entdo a medida EB,em cm, é
a)6

b) 5

c) 2v/5

d) 3v2

Comentario:

/N

E

Como AE é a bissetriz do angulo A, temos que os angulos CAE e EAB s3o iguais e,
portanto, também sdo os arcos por eles observados, CE = EB. Observe que o angulo EBD
também observa CE, donde EBD = %E = EZ—B = EAB. Como os triangulos AAEB e ABED possuem
o angulo E em comum, e como EBD = EAB, concluimos que os tridngulos AAEB ~ ABED s3o

semelhantes pois tém todos os angulos congruentes. Portanto,

BB A bR — AR .DE=9.4:-EB=6
—_— = — ﬁ = . = . o e .
DE _ BE cm

Gabarito: “a”.

61. (EEAR/2002)

Na figura, se o angulo A é congruente ao angulo E, entdo a relagao falsa é
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B
E L
D
E
a)JCA-CB=CE-CD
CA-CE CD-CB
b) CE ~ CD
)CA+CD _ D
¢ cErce T B
CA-CD-DA cp\3
d) CE-CB-EB (E)
Comentario:

Os tridngulos AECB e AACD s3o semelhantes, pois ACD = ECB e CAD = CEB. Logo,

sendo k a constante de proporcionalidade,

CA AD CD
CE EB CB "
Temos:
CD
CA-CB=(k-CE)-<T)=CE-CD
CA+CD k-CE+k-CB CcD
CE+CB_ CE+CB_"~Ch
CA-CD-DA_(k-CE)-(k-CB)-(k-EB)_k3_(CD)3
CE -CB-EB CE -CB-EB CB
Mas
CA—-CE k-CE-CE
cE - cp k1
e
CD—-CB k-CB—CB k-1
cD  k-CB  k
Por isso, o item b so seria verdadeiro se tivéssemos
k—1 .
T=k—1..k=1

0 que ndo necessariamente é verdade.

Gabarito: “b”.

Prof. VictorSo
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62. (EEAR/2002)

Sejam: AB o didmetro de uma circunferéncia de centro 0; AR uma corda, tal que BAR = 20°%¢t,
paralela a AR, uma reta tangente a circunferéncia, em T. Sabendo que T e R s3o pontos da mesma
semicircunferéncia em relagdao a AB, a medida, em graus, do angulo agudo formado pelareta t e
pela corda AT é igual a

a) 25

b) 35

c)50

d) 70
Comentario:

O triangulo AOAT é isdsceles de base AT, visto que seus lados OA e OT valem r, o raio da
circunferéncia. Segue que OTA = OAT = OAR + RAT = BAR + RAT = OTA = BAR + RAT.

Seja A’ um ponto de t no semiplano oposto de R emrelacdoa AT.Como AR || t, os angulos
RAT e AT A’ sdo alternos internos, donde RAT = ATA'. Como T é ponto de tangéncia, segue que
OTA' é reto. Logo, 90° = OTA' = OTA + ATA' = BAR + RAT + ATA' = 20° + RAT + RAT =

RAT = % (90° — 20°) .. RAT = 35°.
O angulo pedido, entre a reta t e a corda AT é justamente RAT.

Gabarito: “b”.

63. (EEAR/2002)

Tracam-se duas cordas de uma mesma extremidade de um diametro de um circulo. Uma delas mede
9 cm, e sua projecao sobre o diametro mede 5,4 cm. O comprimento da outra corda, cuja projecao
no diametro é de 9, 6 cm mede, em cm,

a)10
b) 12
c) 14
d) 15
Comentario:
Primeiramente, vejamos o seguinte fato que ajudara na resolugao:

Seja AB o diametro de uma circunferéncia de centro 0. Seja C um ponto qualquer sobre a
circunferéncia, diferente de A e de B. Seja C' a projecdo de C sobre AB. Se | é a medida da corda
AC, p é a medida da projecdo AC' e 2r é a medida do didmetro AB, pelo teorema de Pitagoras
nos tridngulos C'AC e C'OC, temos:

C'A2+C'C*=CA2 = p*+C'Ct=1?
C'0*°+(C'C*=C0*=s (p—-r)+C'c*=r2
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Portanto, [2—p?=C'C*=r’—(p—-1r) ’=>P-p?*=r’—@p*-2rp+r?)=>1*=
2rp.
lZ
; = 2r = constante

. . . A . N 12 ,
Assim, variando o ponto C pela circunferéncia, variamos [ e p, mas a razao > se mantém

fixa. Aplicando tal fato ao problema, chamando x ao comprimento da corda cuja projecao mede
9,6 cm, temos:
(9 cm)? x?

54cm 9,6 cm wx = 12em.

Gabarito: “b”.

64. (EEAR/2002)

Seja o pentagono ABCDE da figura, inscrito numa circunferéncia de centro 0. Se o angulo AOB =

50°, entdao x + yvale, em graus

a) 216
b) 205
c) 180
d) 105

Comentario:

A medida de um angulo inscrito em uma circunferéncia é igual a metade da medida do arco
para o qual ele “olha”. Sabendo disso,

1
x ==+ (AB + BC + CD)

1
y=§-(DE+EA+AB)
Logo,
1 1 1 1 1
x+y=§-(AB+BC+CD+DE+EA)+§-AB=§-360°+E-50°=E-(360°+50°)
~x +y=205°
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Gabarito: “b”.

65. (EEAR/2002)

Sendo a um angulo agudo, o lado x do triangulo abaixo, em cm, mede

643 cm

a)6

b) 10
c)12
d) 15

Comentarios
Aplicando a Lei Dos Cossenos relativo ao lado de 6 cm
(6)2 = x% + (6\/5)2 —2-(x)-(6V3) - cos (30°)
x2—-18x+72=0
x=12o0ux =26

Suponha x = 12. Pela Lei Dos Senos.

x 12 6 X 2oa
seng sena_ sen30° 12 > sena=1 = a=90°(naoéanguloagudo)

Como o angulo a é agudo, o valor de x mais adequado é x = 6

Gabarito: “a”

66. (EEAR/2002)

De acordo com os dados da figura, a distancia aproximada, em metros, entre os pontos AeB é

a) 100
b) 102
c) 104

d) 108

Comentarios
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Note que B = 45°, queremos aplicar a lei dos senos, mas antes precisamos obter o valor
de sen(105°). Iremos aplicar a férmula do seno da soma:

sen(105°) = sen(60° + 45°) = sen(60°) - cos(45°) + sen(45°) - cos(60°) =

-(3)(2)+(2)@)

sen(105°) = —\/E(\E tD
4
Aplicando a lei dos senos
80 AB
sen(45°) - sen(105°)
sen(45°) V2
2

Utilizaremos a aproximacido v3 ~ 1,7
AB~40-(1,7+1) =108

AB ~ 108 m
Gabarito: “d”

67. (EEAR/2002)

Dada a figura abaixo,se AB = 8 cm, CD = 4 cm e AD = 20 cm, a medida, em cm, de x é

Ve
6

Ve
2

a)

b)

2v6
c)—
3
NG
2
Comentarios

Por Pitagoras, descobrimos que AC = V202 — 42 = 8+/6.

Devido a semelhanga de triangulos entre ACD e ABE:

=l &
Sl &
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Gabarito: “c”

68. (EEAR/2001)

Num circulo de centro C e raio R, tomam-se dois pontos A e B sobre a circunferéncia do circulo.

Sendo o angulo @ = ACB e sabendo-se que o arco AB tem comprimento R, ent3o pode-se afirmar:
a) a = 45°
b) ¢ = 90°
c)45° < a < 50°
d)55° < a < 60°
Comentario:

O angulo a olha para o arco 4AB. Portanto,temos AB=a-R=>R=a-R~a=1rad =
57°.
180° ~180° 180°

1rad=nrad-1rad— - ~3,14~57.

Gabarito: “d”.

69. (EEAR/2001)

Sejam P, Q e R pontos de uma circunferéncia de centro O, tais que P e Q estejam do mesmo lado
em relagdo ao didmetro que passa por R. Sabendo-se que med(ORP) = 10° e med(ROQ) =

80°, tem-se que o angulo PQO mede:
a) 20°
b) 40°
c)50°
d) 60°
Comentario:

Seja S o outro extremo do diametro que passa por R. Como med(OﬁP) = 10° e este
angulo esta inscrito na circunferéncia, temos que med(S@P) = 20°, o dobro. Como o angulo
SOP é raso, temos med(SOP) + med(P0OQ) + med(ROQ) = 180° = 20° + med(P0OQ) +
80° = 180° . med(POQ) = 80°. Olhando para o triangulo isésceles APOQ, temos que a medida
de PQO é a metade do suplementar de POQ, isto é:

180° — med(P0OQ)  180°—80°

> > = 50°.

med(PQ0) =
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Gabarito: “c”.

70. (ESA/2021)

A agua utilizada em uma residéncia é captada e bombeada do rio para uma caixa d'agua localizada
a 60 m de distancia da bomba. Os angulos formados pelas dire¢oes bomba — caixa d'agua —
residéncia é de 60° e residéncia — bomba — caixa d*agua é de 75°, conforme a figura abaixo. Para
bombear dgua do mesmo ponto de captagdo, diretamente para a residéncia, quantos metros de
tubulagdo sao necessarios? Use V6 =24

bomba

caixa d’dgua

residéncia

a) 12,5 metros
b) 72 metros

c) 35,29 metros
d) 21,25 metros

e) 28 metros

Comentarios

Para resolver essa questdo, precisamos aplicar a lei dos senos. Mas antes, perceba que o
angulo formado pelas dire¢des caixa d'dgua — residéncia — bomba é 45°, devido a soma dos
angulos internos do triangulo. Assim, temos:

bomba

residéncia

caixa d’dgua

Aplicando a lei dos senos:

X 60

sen(60°) - sen(45°)
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1 V3 1 603
=60 - 60°)  ———— =60 — — = ——
g sen(60°) sen(45°) 2 2 >
2
=>x=30/6=30-24=72m
Gabarito: B

71. (ESA/2019)

As medidas, em centimetros, dos lados de um tridangulo sdo expressas por x + 1,2x e x* — 5 e estdo

em progressao aritmética, nessa ordem. Calcule o perimetro do triangulo:
a) 18
b) 25
c) 15
d) 20
e) 24
Comentarios

Sabemos que trés termos consecutivos de uma PA podem ser escritos como (a —1,a,a +
T) e, portanto, a soma dos extremos é o dobro do termo central:

5?2 -5+x+1)=2-2x=2x*-54+x+1=4x=>x*>-3x—-4=0
=>A=3%2—-4-1-(—-4) =25
345

Sx=—""=40u—1
X 5 ou

Como x + 1 é um lado de um triangulo entdao x = 4, pois nao pode ser -1. Assim, os lados

x+1=52x=8ex*?—-5=11
Portanto, o perimetro é:
54+8+11 =24

Gabarito: “e”.

72. (ESA/2019)

Uma pequena prac¢a tem o formato triangular, as medidas dos lados desse triangulo sdao v37m, 4m

e 3m. Qual a medida do angulo oposto ao maior lado?
a) 120°

b) 60°

c) 90°

d) 45°

e) 150°
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Comentarios
Basta aplicar Lei dos cossenos usando o dngulo @ oposto ao lado maior v/37:
(V37) =42 +32-2-4-3-cosf
37=16+9 — 24 cos0 = 12 = —24cos 0

=>—=-= 0
> = cos

Como 0 esta entre 0 e 180° pois € um angulo de triangulo, entao:
6 = 120°

Gabarito: “a”.

Prof. VictorSo

73. (ESA/2011)

Um terreno de forma triangular tem frentes de 20 metros e 40 metros, em ruas que formam, entre

si, um angulo de 60°. Admitindo-se 3 = 1, 7, a medida do perimetro do terreno, em metros, é

a) 94.
b) 93.
c)92.
d) 91.
e) 90.

Comentario:

20

60°

40

Usando a leis dos cossenos, temos:
1
a? =40% +20%2—-2-40-20-cos60° = 1600 + 400 — 1600 E: 1200

~a=20V/3=20-1,7=34
Logo, o perimetro do triangulo é
P=40+20+4+a =40+ 20+ 34 = 94.
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Gabarito: “a”.

74. (ESA/2007) [Adaptada]

Seja um ponto P pertencente a um dos lados de um angulo de 60°, distante 4,2 cm do vértice.

Qual é a distancia, em cm, deste ponto a bissetriz do angulo?
a)2,2
b) 2,1
c)2,0
d)2,3
e)2,4

Comentario:

A 42
No triangulo retangulo AABP, temos:
PAB ad 30 d L_d d=21
=—% e —=—. =
sefl ap = >0 422 42 ’

Gabarito: “b”.

75. (ESA/2006)

O triangulo ABC retangulo em 4 e que ZABC > 2£ACD. A bissetriz interna de A intercepta o lado
BC em D. Seja HD L BC (H entre A e C). Nestas condi¢des podemos afirmar que o angulo HBD
mede, em graus:

a) 35
b) 25
c) 45
d) 65
e) 55

Comentarios
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Fazendo o desenho do que é descrito no enunciado:
C

A

Veja na figura o quadrilatero ADHB. Seus angulos opostos ZBAH e £HDB sao retos.
Portanto, podemos afirmar categoricamente que o quadrildtero AHDB é inscritivel em uma
circunferéncia, e mais: Por ZBAH = £HDB = 90°, o diametro dessa circunferéncia é HB. Essa
circunferéncia pode ser vista abaixo:

Por esse motivo, veja que o angulo que se pede ZHBD é o angulo inscrito que olha para o
arco HD. Entretanto veja que o angulo inscrito ZHAD = 45° também olha para o mesmo arco.
Isso implica que eles sdo iguais:

¢2HBD = £HAD = 45°

Gabarito: “c”.

76. (ESA/2004)
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A soma dos lados de um triangulo ABC é 140cm. A bissetriz interna do angulo A divide o segmento
oposto BC em dois outros segmentos: 20cm e 36cm. As medidas dos lados AB e AC sdo,
respectivamente:

a) 42cm e 42cm
b) 60cm e 24cm
c) 34cm e 50cm
d) 32cm e 52cm

e) 30cm e 54cm
Comentarios

Fazendo o desenho do triangulo e bissetriz, temos:

A

JF-

20 36

Dessa maneira, usando teorema da bissetriz interna:

4 5h=9
—_—— =
b~ 36 @

Por outro lado:
a+b+56=140=>a+b =84 = 5a+5b =420 = 14a = 420
>a=30=>b=54

Gabarito: “e”.

77. (ESPCEX/2021)

Os lados AB, AC e BC de um triangulo ABC medem, respectivamente, 4cm, 4cm e 6cm. Entdo a

medida, em cm, da mediana relativa ao lado AB é igual a:
a) V14
b) V17
c) V18
d)v21
e) V22
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Comentarios

De acordo com o enunciado, temos:

C

Para calcular o valor da mediana, podemos aplicar a relagdao de Stewart:

ax? + amn = b*m + c¢*n
Nesse caso, temosa =4,m=n=2,b = 4 ec = 6. Logo:

4> +4-2-2=42-2+4+6%-2
4x*+4-4=4-8+18-4
x*+4=8+18
x% =22
nx =422

Gabarito: E

78. (EsPCEx/2016)

. . . - , 25
Na figura, o raio da circunferéncia de centro O é - cmea corda MP mede 10 cm.

P

]
Q O

desenho ilustrativo-fora de escala

AULA 08 — GEOMETRIA PLANA Il 180



£ rd .
¥ Estratégia Prof. Victor So

Militares

A medida, em centimetros, do segmento PQ é
a) 22—5

b) 10

c) 5v21

d) V21

e) 2v21

Comentario:

M} Jul . N

X 25/2 - X 5

Vamos calcular o valor de h = PQ utilizando o teorema de Pitagoras.
No triangulo AMQP:
10%2 = h? + x?

(25)2 _p2 4 (25 )2
2) = 2

Fazendo a diferenca entre as duas equacgdes, e usando que a? —b? = (a—b) - (a + b),
temos:

- () =2 - (F-) = (10-F) 10+ D) =[x~ (F-9) (- (Z-)

5 45 25
(:>——-—=<2x—7)-7<:)—225=(4x—25)-25<:)—9=4x—25(:>4x=16

No triangulo AOQP:

wx = 4.

Retornando esse valor na primeira equagdo, temos:
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102 =h?2 + 42 < 100 = h2 + 16 < h? = 84 . h = 2/21.

Gabarito: “e”.

79. (EsPCEx/2007)

No triangulo ABC, a base BC mede 8 cm, o 4ngulo B mede 30° e o segmento AM é congruente ao
segmento MC, sendo M o ponto médio de BC. A medida, em centimetros, da altura h, relativa ao
lado BC do triangulo ABC, é de

a)V2 cm
b) 2v/2 cm
c)V3cm
d) 2/3 cm
e) 3vV3 cm

Comentario:

h

é__

A M

Sendo M o ponto médio de BC, temos que BM = MC.

Do enunciado, AM = MC. Portanto, AM = BM = AMAB é isdsceles de base AB =
MAB = MBA = 30°.

Pelo teorema do dngulo externo, temos que CMA = MAB + MBA = 30° 4+ 30° = 60°.
Como AM = MC, temos que AMAC é is6sceles de base AC = MAC = MCA = a.
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A soma dos angulos do AMAC deve ser 180° = 180° = MAC + MCA+ CMA =a + a +
60° < 2a + 60° = 180° . a = 60°. Portanto, o triangulo AMAC é equilatero.

Como BM = MC e BC mede 8 cm, temos que MC = 4 cm é o lado do tridngulo equildtero
AMAC.

i s , W3 - .
A altura de um tridngulo equildtero, dado seu lado [, é % Portanto h = AH, na figura,
vale:

h_M_Cx/§_(4cm)-\/§

> > = 2v/3 cm.

Gabarito: “d”.

80. (EsPCEx/2005)

A agua utilizada em uma fortificacao é captada e bombeada do rio para uma caixa d’agua localizada
a 50 m de distancia da bomba. A fortificacdo esta a 80 m de distancia da caixa d’agua e o angulo
formado pelas dire¢des bomba — caixa d’agua e caixa d’agua - fortificacdo é de 60°, conforme
mostra a figura abaixo.

bomba

fortificacdo caixa d’agua

80m

Para bombear agua do mesmo ponto de captac¢ao, diretamente para a fortificagdo, quantos metros
de tubulagdo sao necessarios?

a) 54 metros.
b) 55 metros.
c) 65 metros.
d) 70 metros.

e) 75 metros.
Comentario:

O resultado segue pela lei dos cossenos. Na figura a seguir, B € a bomba, C é a caixa d’agua
e F é a fortificacao.
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B
d 50
60°
’ 80 c

Pela lei dos cossenos,
d? =BC?+FC?—-2-BC-FC-cosa <= d?*> =50%2+80%2—-2-50-80-cos60°
1
= 2500 + 6400 — 8000 - 5 = 4900 .. d = v4900 = 70.

Resposta: a distancia d entre a bomba e a fortificacdo é, em linha reta, de 70 metros.
Gabarito: “d”.
81. (EsPCEx/2005)

5

. . A . ~ . . ~ ~ 1
Na flgura, as circunferéncias sao tangentes entre si e seus raios estao na razao 3 Se a reta r passa

pelos centros O e O’ das duas circunferéncias, e a reta s é tangente a ambas, entdo o menor angulo

formado por essas duas retas mede
1
a) arcsen 3
1
b) arctg 5
c) 60°
d) 45°

e) 30°

Comentario:
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Sendo a razdao entre os raios é, podemos dizer que o0 menor mede r e o0 maior mede 37.

Sejam B e C os pontos de tangéncia na reta s das circunferéncias menor e maior, respectivamente.
Seja D a projecio sobre OC de 0'. Temos 00'D = 0AC = a. Entdo:

oD 0C-DC OC—O’B_3r—r_2r_1

00 " OP+PO OP+OP 3rar ar 279730

sena =

Gabarito: “e”.

82. (Topicos de Matematica)

Na figura ABCD é um retangulo, M é o ponto médio de CD e o tridngulo ABM é equilatero. Se
AB = 15m, calcule BS.
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c B

Comentarios
Como o triangulo ABM é equilatero, temos BM = MA = AB = 15.
Além disso, dado que M é ponto médio de CD, temos DM = MC = 7,5.
Seja BS = x, entdio MS = BM — BS = 15 — «x.
Veja que os triangulos ABS e CSM sao semelhantes pelo caso AA, entdo temos:
M MC B —x 75l ar—xo3r=305x=10
BS AB X 15 2
Portanto BS = 10.
Gabarito: BS = 10

83. (Tépicos de Matematica)

Em um quadrado ABCD, AC e BD se interceptam em E. O ponto F sobre BC é tal que os angulos
CAF e FAB s3o iguais, se AF intersecta BD em G e se EG = 24, determine CF.
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Comentarios

Como AC é diagonal do quadrado, temos 2a = 45° e o AABE é retangulo em E. Dessa

forma, temos:

AABF =t il I
= = —
ge AB 0

AAEG > t EG
= = —
9% = Ea
. BF EG
— = —_—
9 =4B T Ea
AC  ABV2
Mas EA = 5 = TeEG = 24, logo:
BF 24
AB  ABV2
2
BF = 242
Além disso, de (I):
AB = BF 11
= tga )
Sabendo que:
tga + tgb
1—tgatgb
Sendoa =b = 22,5° = a, temos:
2tga
tg 45° = —————
g 1—-tg?a

tg?a + 2tga —1 =10
tga=—1i\/§
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Mas 0° < a < 90°, logo, tga > 0. Assim:

tga =2 -1

Substituindo em (I1):
242
V-1

AB =24-(2++2)=BC

Por fim:
CF = BC — BF = 24 - (2 +2) — 242

CF =48

Gabarito: CF = 48

84. (Tépicos de Matematica)

No tridangulo ABC (obtusangulo) da figura abaixo, determine a medida b do lado AC.

48

27

3a

Comentarios

Pela lei dos senos, temos que:
27 48 b b

sena sen3a sen (180 — 4a) ~ sen 4a

Mas sen 3a pode ser escrito como:
sen3a = sen a-cos2a + cosa - sen2a
sen3a=sena-(2cos?a—1) +2sena-cos®*a
= sen 3a = sen a - (4cos?>a — 1)

Substituindo sen 3a na razao encontrada acima, temos:
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27 48 27 48
= =
sena sen3a

sena sena- (4cos?a—1)
Sendo a angulo interno do triangulo, temos sen a # 0, logo:
48 16 5

4eosla—1=—=—> =—
cos? a 57 =g D cosa =<

Podemos escrever sen 4a como:
sen4a = 2sen 2a cos 2«
sen4a =4 sena-cosa-(2cos? a — 1)

Substituindo sen 4« e cos a temos:
27 b 27 b

= = =
sena senda sena 4dsena-cosa-:(2cos?a—1)
b=4-27-cosa-(2cos®*a—1)

b=4-27 > (225 1)—35
B 6 36 B

Gabarito: b = 35

Prof. VictorSo

85. (Topicos de Matematica)

No triangulo ABC da figura abaixo, determine a medida do lado BC.

A
8
10
D
E
17
10
B c
Comentarios
Perceba as seguintes relagdes:
AE. 10 10 2
AB 8417 25 5
AD 8 2
AC 20 5
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AE _AD
AB T AC
Entdo, pelo caso LAL, os triangulos ADE e ACB sao semelhantes. Portanto:
DE 2 12 2
—==—>—==-=>BC=30

B 5 BC 5
Gabarito: BC = 30

86. (Mack/1978)

O triangulo ABC da figura é equilatero. AM = MB = 10 e CD = 12. Calcule o valor de FC.

A
M
F
B c D
Comentarios
Como o triangulo ABC é equilatero, temos:
AB =BC =CA =20
Assim:
BD =BC+CD =20+12 =32
Pelo teorema de Menelaus, temos que:
BD CF AM 15 32 CF 10 1> 8CF = 3(20 — CF) FC 60
DC FA MB 12 20— CF 10 11
Gabarito: FC = %
11

87. (CN/2019)

A circunferéncia A, inscrita no triangulo retangulo ABC, tangencia a hipotenusa BC, dividindo-a em
dois segmentos de reta de medidas 'p’ e 'q’, a partir desse ponto de tangéncia. A média geométrica

dos catetos 'b’ e 'c’ desse tridngulo é igual a:

a) (pq)*®
b) (2pq)*

c)\/Pq
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d)/2pq

rq
e) / 5
Comentarios

Observe a seguinte figura:

Queremos:

Vbc

Da figura, podemos escrever:

r=c—-p=b—q=>c—b=p—q=>c*+b?—2bc=(p—q)?
Além disso, do teorema de Pitagoras:

b? +c? = (p+4q)°
Logo, temos que:
p+@?—2bc=@-q*=>@+9*- - q?*=2bc

Fatorando o lado esquerdo:

w+q+p—@Q@+q—p+q) =2bc=4pq = 2bc = bc = 2pq
Do que segue que:

VB = 7q

Gabarito: “d”.

88. (CN/2017)
Analise as afirmativas a seguir.

I. Sejam a, b e c lados de um triangulo, com ¢ > b > a. Pode-se afirmar que c¢? = a? + b? se, e
somente se, o triangulo for retangulo.

Il. Se um triangulo é retangulo, entdo as bissetrizes internas dos angulos agudos formam entre si
um angulo de 45° ou 135°.
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Ill. O centro de um circulo circunscrito a um triangulo retangulo esta sobre um dos catetos.
IV. O baricentro de um tridngulo retangulo é equidistante dos lados do tridangulo.

Assinale a op¢ao correta.

a) Somente | e Il s3o verdadeiras.

b) Somente Il e lll sdo verdadeiras.

c) Somente | e IV s3o verdadeiras.

d) Somente |, Il e IV sdo verdadeiras.

e) As afirmativas |, Il, lll e IV sdo verdadeiras.
Comentarios
Vamos analisar cada afirmativa.

l. Se um triangulo é retangulo, o teorema de Pitdgoras nos garante que c? = a? + b?.
Suponha ento, por absurdo, que ¢? = a? + b? e o tridngulo é acutangulo:

A C

Vejaque b’ < bea' <BC =a,ouseja, a’? + b'? < a? + b? = c2. Mas isso é um
absurdo, pois no tridngulo retangulo AABC’ também vale que a’? + b'? = ¢2.
Um argumento analogo funciona para um triangulo obtusangulo.
Portanto, a afirmativa é verdadeira.
Il. Observe a figura abaixo:
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A \ k:
Temos que 2 + 2a = 90 = f + a = 45°. Além disso, pela propriedade do angulo
externo f + a = y = 45°.
Logo, é verdadeira.

Do estudo da geometria plana, sabemos que o centro esta sobre a hipotenusa.
Portanto, falsa.

Observe o seguinte esquema:
A

B
C

Veja que a distancia do baricentro G ao lado AC é a medida do seguimento GF =

CE. Seja BC = a, da semelhanca entre os triangulos ADCB e AEBG, temos:

BE 2x 2

7 = a = BE = §a
Mas BE + CE = BC =>>a+CE=a=CE=%=GF =1,
Se AC = b, podemos concluir, com argumento andlogo, que a distancia do
baricentro ao lado BC vale g. Logo, se a # b, a afirmacado é falsa.

Gabarito: “a”.

89. (CN/2017)
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Observe a figura a seguir.

A figura a acima mostra um tridngulo isésceles ABC, com BAC = 36° e AB = AC = 1 m. A bissetriz

interna de B corta AC em D. Por D, tragam-se as distancias até AB e até BC, determinando os pontos
DF ,

. . . DE
E e F, respectivamente. Sendo assim, é correto afirmar que o valor do produto — or €

V5-1
a) e

3v/5-5
4

3—5

b)

c)

4—5
2

e)
Comentarios

Observe a figura abaixo:

AULA 08 — GEOMETRIA PLANA Il 194



ﬁ Estratégia

Militares

Prof. VictorSo

Nela, foram destacadas algumas relagdes provenientes da constru¢ao fornecida no
enunciado.

Os triangulos AABC e ACBD sao semelhantes pelo caso AAA. Disso, podemos escrever

que:
AC BD 1 «x 1= 0en 01
—_—_—=— 0 — = —1 — = .
CB DC x 1—-x 7+ 7T* cq

Resolvendo para x > 0, temos:

DE DF N .
Queremos T Pela congruéncia entre os triangulos AFDB, ABDE e ADEA, temos que:

DE=DF =y
1
AD=xeBF=§

Ou seja, queremos na verdade:

Por Pitagoras no ADEB, vem:

Da eq.01:
V5—1\ 3-45
x)=1—-x>x*=1- =
2 2
Ou seja:
, 3-V5 1 5-2V5
Y m T TaT T g
Logo:

y2 5-2/5 4 5-2V5 3V5-5
x.(l) 4 J5-1 5-1 4

Gabarito: “b”.

90. (CN/2016)
Analise as afirmativas abaixo:
I. Todo tridngulo retangulo de lados inteiros e primos entre si possui um dos lados muiltiplo de 5.

Il. Em um tridngulo retangulo, o raio do circulo inscrito é igual ao perimetro do tridngulo menos a

hipotenusa.
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Ill. H3 tridngulos que ndo admitem tridngulo ortico, ou seja, o triangulo formado pelos pés das

alturas.

IV. O raio do circulo circunscrito a um triangulo retangulo é o dobro da hipotenusa.
Assinale a op¢ao correta.

a) Apenas as afirmativas | e lll sdo verdadeiras.

b) Apenas as afirmativas | e IV sdo verdadeiras.

c) Apenas as afirmativas | e Il sdo verdadeiras.

d) Apenas as afirmativas Il e IV sdo verdadeiras.

e) Apenas as afirmativas lll e IV sdo verdadeiras.
Comentarios
Vamos analisar cada afirmacao.
Afirmacao I:

Verdadeira. Perceba que os restos possiveis da divisao de um quadrado perfeito por 5 sao
0,1ed4:

12=1->resto 1
22=4->resto 1
32 =9 > resto 4
4? =16 - resto 1
52 =25 - resto 0

Vamos supor que para tal triangulo ndao tenhamos lados multiplo de 5, assim, temos que
os restos possiveis serdao 1 e 4. Pelo teorema de Pitagoras:

a® = b? + c?

Da divisdo de b? e c¢? por 5, temos como possiveis restos:

b? c?
1 1
4 1
1 4
4 4

Assim, os restos possiveis de a? = b? + ¢? s3o:

b? c? a® = b? + c?
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1 1 2
4 1 0
1 4 0
4 4 3

Perceba que o primeiro e o ultimo restos nao sao valores validos da divisao por 5, e o
segundo e o terceiro mostram que o numero é divisivel por 5, o que é absurdo por hipdtese.
Portanto, concluimos que dadas as condi¢des da afirmacao, temos que um dos lados do triangulo
sempre sera multiplo de 5.

Afirmacao Il

Sejam b e c os catetos do triangulo retangulo e a sua hipotenusa. O perimetro do tridangulo
menos a hipotenusa corresponde a soma dos catetos, isto é, sendo r o raio dessa circunferéncia,
teriamos:

r=b+c

Observe a figura:

Disso, segue que

c+b—a
c—r+b—r=a=>r=T
Comparando as duas formas de calcular o raio:
c+b—a
b+c=T=>c+b=—a<0

Que é um absurdo, poisc + b > 0.

Afirmacao Il

AULA 08 — GEOMETRIA PLANA Il 197



ﬁ Estratégia

Prof. VictorSo

Militares

E verdadeira, pois o triangulo retangulo possui duas alturas com pés coincidentes, do que
nao é possivel formar um triangulo.

Afirmacao IV:
O raio do circulo circunscrito é a METADE da hipotenusa. Logo, é falsa.

Gabarito: “a”.

91. (CN/2015)

Qual a medida da maior altura de um triangulo de lados 3,4 e 5?
12

a) ?

b) 3

Comentarios
Duas das alturas ja sdo dadas pelo fato de o triangulo ser retangulo: os catetos.

Observe o esquema a seguir:

A

C 4 B

Da semelhanca entre os triangulos AABC e AADC:

AC CD BC-AC 3-4 12
a8 Bc P aB T 5 ° 5
Veja que:
12
4>3>?

Gabarito: “c”.
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92. (CN/2014)
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Considere que ABC é um triangulo retangulo em A, de lados AC = b e BC = a. Seja H o pé da

perpendicular tracada de A sobre BC, e M o ponto médio de AB, se os segmentos AH e CM cortam-

~_ AP s .
se em P, arazao PH sera |gual a:

Comentarios

Observe a figura abaixo:

Veja que, como M é ponto médio:

AM = MB AM 1
= = — =
MB

Além disso, da semelhanga entre os triangulos AABC e AAHC:

AC CH CH AC? b* BC da?

—_—_—m—_—m— = —= — ) — = —

BC AC BC BC? a* CH b?
Por fim, temos que:
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Gabarito: “a”.

93. (CN/2013)
Analise as afirmativas abaixo, em rela¢ao ao triangulo ABC.
I. Seja AB = ¢, AC = b e BC = a. Se o angulo interno no vértice A é reto, entdo a? = b? + c>.
Il. Seja AB=c, AC= b e BC = a. Se a* = b? + c?, entdo o angulo interno no vértice A é reto.
Ill. Se M é ponto médio de BCe AM = %, ABC é retangulo.
IV. Se ABC é retangulo, entao o raio do seu circulo inscrito pode ser igual a trés quartos da
hipotenusa.
Assinale a op¢ao correta.
a) Apenas as afirmativas | e Il sdo verdadeiras.
b) Apenas a afirmativa | é verdadeira.
c) Apenas as afirmativas Il e IV sdao verdadeiras.
d) Apenas as afirmativas I, Il e lll sdo verdadeiras.
e) Apenas as afirmativas I, lll e IV sao verdadeiras.
Comentarios
Vamos analisar cada afirmativa.
Afirmativa I:
Segue do préprio teorema de Pitagoras o resultado. Logo, é verdadeiro.
Afirmativa Il:
Essa é a volta do Teorema de Pitagoras, logo, verdadeiro.

Afirmativa Ill:

Do triangulo acima, temos:
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a+a+pL+p=180°=>a+ B =90°
Ou seja, 0 angulo BAC é reto. Portanto, a alternativa é verdadeira.
Afirmativa IV:

Suponha que seja possivel.

b

Observe a figura. Do teorema do bico, temos que:
AE = AD e GC =CD
Mas:

3
EB = BG ZZC
Ou seja:
3 3
AE=a—ZceGC=b—Zc

ComoAD+CD=c:>a—%c+b—%c:>a+b=§c.

Disso, temos que:

25 21
2 _ 2 — 2
(a+b)—4c = ab g ¢

Da desigualdade das médias:

a’ + b? 21
5 > a2b2=ab=§c2

Do teorema de Pitagoras:
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Que é absurdo, pois ¢ > 0. Logo, é falsa.

Gabarito: “d”.

94. (CN/2010)

Em um tridngulo acutangulo ndo equilatero, os trés pontos notaveis (ortocentro, circuncentro e
baricentro) estao alinhados. Dado que a distancia entre o ortocentro e o circuncentro é k, pode-se

concluir que a distancia entre o circuncentro e o baricentro sera
5k
a) 7
k
b) =
4k
C) ?
k
d) 5
k
E) 5
Comentarios

O resultado de que os pontos notdveis do triangulo estao alinhados é conhecido como reta
de Euler.

Sabe-se, do estudo da geometria plana, que o baricentro divide a mediana narazaode 2: 1.
Dessa forma, observe a figura abaixo:

Do enunciado:

HO =k

Além disso, do que foi dito acima:
cG
GM
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Os triangulos AHGC e AGMO sao semelhantes pelo caso LLL. Disso, temos:
CG GH
G_M=E=2:GH=ZGO

Mas:

k
GH+G0=k:ZGO+GO=k:GO=§

Gabarito: “e”.

95. (CN/2009)

Em um triangulo retangulo ABC, BD é a bissetriz interna relativa ao cateto maior AC e AH é a altura
C L. - . d .
relativa a hipotenusa BC. Se o ponto | é a intersec¢ao entre BD e AH, pode-se afirmar que %

igual a:

a)

med (BC)
med(AH)
med(BC)
med(AD)

b)

med (BC)
med(CD)

c)

med(AD)
med (AI)
med(AD)
med(IH)

d)

e)
Comentarios
Observe o esquema abaixo:

C
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Os triangulos AHIB e AABD s3o semelhantes (AA), logo:

BH BA
HI 4D
Aplicando o teorema da bissetriz interna ao triangulo AABC, temos:
BA BC
AD _ CD
Por fim:
BH BA BC
HI _AD (D

Gabarito: “c”.

96. (CN/2008)

Um triangulo retangulo, de lados expressos por nimeros inteiros consecutivos, esta inscrito em um
triangulo equilatero T de lado x. Se o maior cateto é paralelo a um dos lados de T, pode-se concluir

gue x é aproximadamente igual a
a) 6,5
b) 7,0
c)7,5
d) 8,0
e) 8,5
Comentarios

O primeiro passo é descobrir os lados do tridangulo retangulo:

Do teorema de Pitagoras:

m=1)2%+n%>=m+1)*?
n-2n+14+n’=n*+2n+1=>n>—-4n=0=>n(n—-4)=0

AULA 08 — GEOMETRIA PLANA Il 204



a E r . .

' strateqgia

” Militares 9 Prof. VictorSo
Comon # 0:

n—-4=0=>n=4

Esse tridangulo estd inscrito em outro, equilatero, de modo que seu cateto maior seja
paralelo a um dos lados deste. Disso, temos a seguinte figura:

A ———

'|'|
o

Da trigonometria aplicada a geometria, temos:

o oo _DF _ o _DF 1
o = — -_— .
an CF tan60°  ~ V3

Por simetria, CF = GB = /3.

Como o lado do triangulo vale x, temos:

x=CB=CF+FG+GB=V3+4+V3=4+2V3~746

Gabarito: “c”.

97. (CN/2008)

Considere um triangulo acutangulo ABC, e um ponto P coplanar com ABC. Sabendo-se que P é
equidistante das retas suportes de AB e de BC e que o angulo BPC tem medida igual a 25°, pode-se
afirmar que um dos angulos de ABC mede:

a) 25°

b) 45°
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c) 50°
d) 65°
e) 85°
Comentarios

Nao é possivel determinar um dos angulos desse triangulo, pois todo triangulo possui um
ponto sobre a bissetriz de um dos angulos, ou seja, o lugar geométrico dos pontos equidistantes
das retas suporte dos lados, tal que a reta PC faz um angulo de 25° com essa bissetriz, isto é, o
ponto P ndo tem nada de especial que determine um dos angulos do triangulo.

Gabarito: Anulada.

98. (CN/2005)

No triangulo ABC, os lados AB e AC tém a mesma medida x e a mediana BM tem a mesma medida
y do lado BC. Sendo assim, é correto afirmar que a razao i é um valor compreendido entre

a)0el
b)le2
c)2e3
d)3ed

e)deb

Comentarios
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y C

Os AABC e ABMC sao semelhantes pelo caso AAA, ja que eles compartilham o angulo
BCA e s3o ambos isésceles.

Dessa forma, podemos dizer que:

AB BC «x
—_—— — =
BC CM 'y

x? X
$—2=22—=\/2
y y

TR S

Sabemos que 1 < V2 < 2.
Gabarito: “b”.

99. (CN/2005)

Num determinado triangulo escaleno ABC, o angulo BAC é igual a 90°. Sabe-se que AB=c,AC=hbh e

. b)-(c—b
BC = a. Internamente ao segmento BC, determina-se o ponto P de modo que BP = %,
perimetro do tridngulo a APC é dado pela expressao:
a) 2b-(a+b)

a

b) 2c-(a+b)
a
C) 2b-(b+c)

a

d) 2c-(b+c)
a

e) 2b-(a+c)
a
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Comentarios

A situacao é representada como segue:

(c+ b)(e — b)

@

Veja que:

(c+b)(c—b)_0¢2—c2+b2 2b?
a B a a
Aplicando o teorema dos cossenos ao AAPC, temos:

2b%\° 2b?
AP2=b2+ T —2'b- TCOSIB

CP=BC—-BP =a-—

Mas:
cosf = 2
Logo:
4p*  4p*
AP? =b2+7—72b2 => AP =0b

Disso, temos que o perimetro do AAPC é dado por:

2b%? 2b(a+Db)
b+b+ =
a a

Gabarito: “a”.

100.(CN/2003)
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Quantos sao os pontos de um plano a que estao equidistantes das trés retas suportes dos lados de
um triangulo ABC contido em a?
a) Um.
b) Dois.
c) Trés.
d) Quatro.
e) Cinco.
Comentarios

Dado um triangulo qualquer, o lugar geométrico dos pontos equidistantes das retas
suportes dos lados que formam um angulo desse triangulo sao as bissetrizes internas e externas
desse angulo. Isto é, seja o angulo ABC, a bissetriz interna desse angulo é equidistante das retas
suporte de BA e BC. Veja:

c
Dessa forma, o ponto de encontro de duas bissetrizes (Incentro e Ex-incentros) sdo
equidistantes dos trés lados ao mesmo tempo.

Para cada triangulo, temos 3 Ex-incentros e 1 incentro, ou seja, 1+ 3 =4 pontos
equidistantes das retas suportes dos lados do triangulo.

Gabarito: “d”.

101.(CN/1998)
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Um triangulo isosceles tem os lados congruentes medindo 5cm e base medindo 8cm. A distancia

entre seu incentro e o seu baricentro é, aproximadamente, igual a:
a)0,1cm

b) 0,3 cm

c)0,5cm

d) 0,7 cm

e)0,9cm

Comentarios

A figura abaixo representa a situacao:

B
4 M

Como AAMC é retangulo, temos:
52 =42 + AM?> = AM =3
Do estudo da geometria plana, sabemos que:
AG =26M > GM +2GM =3=>GCM =1

Como I é o incentro do tridangulo ABC, CI é bissetriz de ACM, do que podemos aplicar o
teorema da bissetriz interna:

CM CA
W—E:AI—MI C_MzZM
Mas:
5 4
MI+AI=AM=3=>MI+ZMI=3=>MI=§
Queremos:
4 1
IG=MI—GM=§—1=§zO,3
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Gabarito: “b”.

102.(CN/1998)

/1 \

B & y C

Na figura acima, DE é paralelo a BC e AM é bissetriz interna do triangulo ABC. Entao x + y é igual a:
a) 15

b) 20

c) 25

d) 30

e) 35
Comentarios

Como DE é paralelo a BC, podemos aplicar o teorema de Tales:

AD AE 6 «x
DB EC 2 5 X7
Como AM é bissetriz interno do triangulo ABC, podemos aplicar o teorema da bissetriz
interna:
AB AC 8 20
Wzm:g=7=>y= 15
Por fim, temos que:
x+y=15+15=30

Gabarito: “d”.

8. QUESTOES NIVEL 2

103.(EN/2021)

Seja o triangulo ABC, retangulo em B, com AB = 8+/2 e BC = 6+/2. Sabendo que CD é bissetriz de
ACB, D é o centro da circunferéncia de raio BD e x é a razdo g, podemos afirmar que x é tal que
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a)0<x <0,5
b)0,5<x <1
c)1<x <15
d) 1,5<x <2

e)2<x <25

104.(EFOMM/2020)

Seja ABC um tridngulo inscrito em uma circunferéncia de centro 0. Sejam O’ e E o incentro do
triangulo ABC e o ponto médio do arco BC que nao contém o ponto A, respectivamente. Assinale
a opcdo que apresenta a relacdo entre os segmentos EB,EO’ e EC.

a)EB = EO' = EC
b) EB < EO' = EC
¢)EB > EO' > EC
d)EB = EO' > EC

e)EB < EO' <EC

105. (EFOMM/2005)

Tangenciando a reta 7 encontramos trés circunferéncias tangentes entre si. Determine a medida do

raio da circunferéncia menor, sabendo que as outras duas tém raios de medida iguala 5 cm.

AULA 08 — GEOMETRIA PLANA Il 212



ﬁ Estratégia

Militares

Prof. VictorSo

a)1,25
b) 1,50
c)1,75
d) 1,85

e)2

GABARITO

103.
104.
105.

RESOLUCAO

103.(EN/2021)

Seja o triangulo ABC, retangulo em B, com AB = 8+/2 e BC = 6+/2. Sabendo que CD é bissetriz de

= . . - . , ~ EF . .
ACB, D é o centro da circunferéncia de raio BD e x é a razdo oF podemos afirmar que x é tal que

a)0<x <0,5

b)0,5<x <1
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c)1<x <1,5

d) 1,5<x <2

e)2<x <25
Comentarios

Se BC = 6V2 e AB = 82, com o tridngulo retangulo em B, entdo temos um tridngulo
retangulo semelhante ao tridngulo 3, 4 e 5. Portanto, AC = 10+/2.

Chamando de M o ponto de tangéncia de AC na circunferéncia. Entdo MC = BC = 62
(teorema do bico) e AM = 4+/2. Se vocé ligar M ao ponto D, entdo MD é perpendicular a AC e
MD = R, em que R é o raio da circunferéncia. Dessa forma, note que CF é bissetriz de ACB.

Aplicando o teorema da bissetriz interna, temos:
AC BC
AD DB
Mas DB = R, entdo:
10vV2 62
AB—R R
5 3
8VZ—R R
R=3V2

Portanto: MD = DE = DF = DB = 3+/2. Aplicando o teorema de Pitdgoras no tridngulo
DBC, temos:

DC? = BC? + DB?
DC?=6%-2+3%-2

DC = 310
Entao:
EC =3V10 —3v2 =3v2(V5-1)
Portanto:
EF _ 6V2 _2_\/§+1_\/§+1
EC 3v2(V5-1) 5—-1 2
E - 2,2+1 _ 1
EC 2 ’
Gabarito: D

104.(EFOMM/2020)

Seja ABC um tridngulo inscrito em uma circunferéncia de centro 0. Sejam O’ e E o incentro do
triangulo ABC e o ponto médio do arco BC que nao contém o ponto A, respectivamente. Assinale

a opcdo que apresenta a relacdo entre os segmentos EB,EOQ’ e EC.
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a)EB = EO' = EC
b) EB < EO' = EC
c)EB > EO' > EC
d)EB = EO' > EC
e) EB < EO' <EC

Comentarios

Sabemos que o incentro é o ponto de encontro das bissetrizes internas do triangulo. Como
E é o ponto médio do arco BC, temos que BE = EC = BAE = EAC = a/2. Assim, 4,0' e E
estdo alinhados. Da propriedade do arco capaz, temos do arco EC:

" - a
EBC = EAC =3

Do arco BE:
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Dos angulos internos do tridngulo ABC, sabe-se que A + B + ¢ = 180°. Logo,

B z—180° ¢ A §+A = 180° G+A = C‘+A
+E_ - +E = sen > = sen 5 = sen >

No triangulo ABE temos que:
AE EB

. A A
sen(B+7) seni

Ja no triangulo ACE, temos que:
AE EC

~

. A A
sen<C+7) seni

Como sen (E + g) = sen (é + é), concluimos:
EB EC

Nf 2>,
N| 2>,

sen sen

Assim, EB = EC.
Perceba que a Unica alternativa que possui essa possibilidade é a letra “a” que é o nosso
gabarito.
Gabarito: “a”.

105.(EFOMM/2005)
Tangenciando a reta  encontramos trés circunferéncias tangentes entre si. Determine a medida do

raio da circunferéncia menor, sabendo que as outras duas tém raios de medida iguala 5 cm.

216
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a)1,25
b) 1,50
c)1,75
d) 1,85
e)2

Comentarios

Do triangulo retangulo da figura, temos por Pitagoras:
(r+5?2=52+((5-1)2
(r* + 10r + 25) = 25 + (r? — 10r + 25)
10r =25 - 10r
20r =25

25

T=E

: —5—125
..r_4_ ,

Gabarito: “a”.
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9. QUESTOES NIVEL 3

106.(ITA/2017)

Considere o tridngulo ABC, em que os segmentos AC,CB e AB medem, respectivamente,
10 cm, 15 cm e 20 cm. Seja D um ponto do segmento AB de tal modo que CD é a bissetriz do
angulo ACB e seja E um ponto do prolongamento de CD, na diregio de D, tal que DBE = DCB. A
medida, em cm, de CE é

116
3
136
3
176
3
206
3
25V6
e) 5

a)
b)

c)

d)

107.(ITA/2013)

Uma reta r tangencia uma circunferéncia num ponto B e intercepta uma reta s num ponto A
exterior a circunferéncia. A reta s passa pelo centro desta circunferéncia e a intercepta num ponto

C, tal que o angulo ABC seja obtuso. Ent3o o dngulo CAB é igual a
a) %AEC

b) ;n — 24BC

d;AEC

d)24BC -«

e) ABC —g

108.(ITA/2013)

Em um tridangulo de vértices A, B e C, a altura, a bissetriz e a mediana, relativamente ao vértice C,
dividem o angulo BCA em quatro angulos iguais. Se I é a medida do lado oposto ao vértice C,

calcule:
a) A medida da mediana em fungao de L.

b) Os angulos CAB,ABC e BCA.

109.(ITA/2011)
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Seja ABC um triangulo cujos catetos AB e BC medem 8 cm e 6 cm, respectivamente. Se D é um

ponto sobre AB e o tridngulo ADC é isésceles, a medida do segmento AD, em cm, é igual a
a)3/4

b)15/6

c)15/4

d) 25/4

e)25/2

110.(ITA/2007)

Seja C; uma circunferéncia de raio R; inscrita num triangulo equilatero de altura h. Seja C, uma
segunda circunferéncia, de raio R,, que tangencia dois lados do triangulo internamente e C;

externamente. Calcule (R; — R,)/h.

111.(ITA/2005)

Em um tridngulo retangulo, a medida da mediana relativa a hipotenusa é a média geométrica das

medidas dos catetos. Entao, o valor do cosseno de um dos angulos do tridangulo é igual a

a)4/5
b)2+5\/§
c)%\/2+\/§
d) V4 +v3

e)§\/2+\/§

112.(ITA/1998)

Seja ABC um triangulo isdsceles de base BC. Sobre o lado AC deste triangulo considere um ponto
D tal que os segmentos AD, BD e BC s3o todos congruentes entre si. A medida do angulo BAC é

igual a:
a)23°
b) 32°
c) 36°
d) 40°
e) 45°
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113.(ITA-1992)

Considere o tridngulo PQR abaixo, circunscrito a uma circunferéncia de centro O, cujos pontos de
tangéncia sao A,B e C. Sabe-se que os angulos P,Q e R estdo nessa ordem, em progressao
aritmética de razao 20°. Os angulos 1, 2, 3,4 conforme mostrado na figura abaixo medem, nesta

ordem:

,4':\

=<

a) 40°,120°,60°,50°.
b) 40°,100°,50°,40°.
c) 60°,140° 60°,40°.
d) 60°,120°,40°, 50°.

e)n.d.a.

114. (ITA-1990)

Na figura abaixo O é centro de uma circunferéncia. Sabendo-se que a reta que passa por E e F é
tangente a esta circunferéncia e que a medida dos angulos 1, 2 e 3 sao dadas, respectivamente, por
49°,18°, 34°, determinar a medida dos angulos 4,5, 6 e 7. Nas alternativas a seguir considere os

valores dados iguais as medidas de 4, 5, 6 e 7, respectivamente:
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a) 97°,78° 61°,26°.
b) 102°,79°,58° 23°.
c) 92°,79°61°,30°.
d) 97°,79°,61°,27°.
e) 97°,80°, 62°,29°.

115.(IME/2017)

Em um triangulo ABC, a medida da bissetriz interna AD é a média geométrica entre as medidas dos
segmentos BD e DC, e a medida da mediana AM é a média geométrica entre os lados AB e AC. Os
pontos D e M estdo sobre olado BC de medida a. Pede-se determinar os lados AB e AC do triangulo
ABC em fungdo de a.

116. (IME/2016)

Em um triangulo ABC, o ponto D é o pé da bissetriz relativa ao angulo A. Sabe-se que AC = AD,r =
AB/AC e que C = a. Portanto o valor de sen®a é

a)
b)

3r-1
4

3r-1
4r

117.(IME/2013)
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Seja um triangulo ABC. AH é a altura relativa de BC, com H localizado entre B e C. Seja BM a
mediana relativa de AC. Sabendo que BH = AM = 4, a soma dos possiveis valores inteiros de BM

é

a)l1
b) 13
c) 18
d) 21
e)6
GABARITO
106. e
107. b
108. a) CM =1/2 b) CAB = 67,5°,BCA = 90°,ABC = 22,5°
109. d
110. RizRs _ 2
h 9
111. c
112. c
113. a
114. d
115. AB=%§e:‘lC=Cl%EOUAB=a%§eAC=aT\/E
116. d
117. b
RESOLUCAO

106.(ITA/2017)

Considere o tridngulo ABC, em que os segmentos AC,CB e AB medem, respectivamente,
10 cm, 15 cm e 20 cm. Seja D um ponto do segmento AB de tal modo que CD é a bissetriz do
angulo ACB e seja E um ponto do prolongamento de CD, na dire¢io de D, tal que DBE = DCB. A
medida, em cm, de CE é

11V6
3
13V6
3
176
c) S

20V6
3

a)

b)

d)

AULA 08 — GEOMETRIA PLANA Il 222



;)“’ Estratégia

Prof. VictorSo

Militares

25vV6
e) -

Comentarios

Desenhando a figura da questao, obtemos:

A/ 10 C

Usando o teorema da bissetriz interna:

A 10 C

AD_BD x_20—x

E_Ezlo_ 1= = 15x =200—-10x > x =8
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Como ADC e EDB s3o opostos pelo vértice e ABE = ACD, temos que AADC = AEDB =
AEBC:

A 10 (&)

Assim, temos as seguintes razoes:

8 vy
AADC~AEDB = —==2yz= 96 (I)

y+z

10
AADC~AEBC » — =

. = 150 = yz + z% (II)

Substituindo (I) em (II):
150 =96 + z2 =z =54 = z = 3v/6
Substituindo z em (I):

96 96 16V6
Y
A medida de CE é dada por:

16v6 256
CE=y+z=—3 +3\/€=—3

Gabarito: “e”.

107. (ITA/2013)

Uma reta r tangencia uma circunferéncia num ponto B e intercepta uma reta s num ponto A
exterior a circunferéncia. A reta s passa pelo centro desta circunferéncia e a intercepta num ponto

C, tal que o angulo ABC seja obtuso. Entdo o angulo CAB é igual a
a) %AEC

b)gn— 2ABC
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d%AEC

d)24ABC -

e) ABC — ’2—‘
Comentdrios

O desenho do enunciado é dado abaixo:

Seja 0, o centro da circunferéncia. Entdo, OB L AB.

Os triangulos OBD e OBC s3o is6sceles, entdo OBD = 0DB e OCB = 0BC.

Perceba que ABD e BCD enxergam o mesmo segmento BD, logo y = B.
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Queremos calcular o valor de CAB = x. Analisando as alternativas, vemos que todas
opcdes possuem o angulo ABC. Desse modo, vamos encontrar uma relacdo entre x e ABC.

ABC=a+B+B=a+2B
Somando os angulos internos do AABC e ABCD:

x+a+p+p+pf=n=>x=n—a-—30
T T
2a+2,8=n=>a+ﬂ=5=>a=5—ﬁ
Assim, temos as seguintes relagdes:

ABC =a+28 (I)
x=nm—a-3F ()

i
a==—p8 (Il
2
Substituindo (I11) em (I):
" T . i
ABC =2 —B+2p=p=ABC—5 (V)
Substituindo (II11) em (1I):
T
x=n—(§—ﬂ)—3ﬁ
i
x=2—28 (V)
2
Substituindo (IV) em (V):
i _ T
x =E—2(ABC—E)

~

3
X = - - 2ABC

Gabarito: “b”.
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108.(ITA/2013)

Em um tridngulo de vértices A, B e C, a altura, a bissetriz e a mediana, relativamente ao vértice C,

dividem o angulo BCA em quatro angulos iguais. Se I é a medida do lado oposto ao vértice C,

calcule:

a) A medida da mediana em fungao de L.

b) Os angulos CAB,ABC e BCA.
Comentarios

Pelo enunciado, temos a seguinte figura:

a) Queremos calcular o valor de CM.

Analisando a figura, podemos ver que CH é mediatriz do triangulo ADC, pois esse
segmento é altura e bissetriz do triangulo. Desse modo, AH = HD = a. Como M é o ponto médio
do segmento AB, temos AM = MB. Entdo, se DM = b,temos MB=a+a+ b = 2a + b.

s
A H D M

Vamos aplicar o teorema da bissetriz interna nos triangulos ABC e BCD:
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Cc
AABC = — =

2a 2a+2b d

c d c b
ABCD = = s b~ d Za+b
lgualando (1) e (1I):
a b

a+b 2a+b
2a’ + ab = ab + b?

bz

a

Prof. VictorSo

Podemos tentar encontrar o valor de a. Analisando os tridangulos AHC e MHC:

AAHC = ¢ < am
= = —
9% =TH

a+b
AMH 20) =—— (U
¢ = tg@2a) =2 )
Dividindo (IV) por (III):
tg(2a +b b
gQ2a) a+b _ 1.2
tga a
2tga 1
2 —1+2
1—-tg?a tga
2=>1-tg?a)(1+2)
- 1—tg?
=1-tg*a
1++2 g
2
tg’a =1-—
g 1++2
2(V2-1)
tg?a =3 —2V2
tg?a = (V2 - 1)

Esse valor de tangente é conhecido como 45°/2, entdo:

45°
a =

= 22,5°

Assim, podemos ver que o triangulo ABC é retangulo em C. Como M é o ponto médio do
segmento AB e AABC é retangulo, temos que AABC pode ser inscrito em uma circunferéncia e

M é o seu centro. Logo, CM = AM = BM =1/2.

AULA 08 — GEOMETRIA PLANA Il

228



¥ Estratégia AT Prof. Victor Sa

Militares

CM—l
2

b) Analisando os angulos internos do triangulo, obtemos:

[l "
H a p b M 2a+b B

AAHC = B+ 22,5° +90° = 180° = f = 67,5°
AABC = B +90°+ 6 = 180° = 0 = 22,5°
~ CAB = 67,5°,BCA = 90°,ABC = 22,5°
Gabarito: a) CM = 1/2 b) CAB = 67,5°, BCA = 90°,ABC = 22,5°

109. (ITA/2011)

Seja ABC um triangulo cujos catetos AB e BC medem 8 cm e 6 cm, respectivamente. Se D é um
ponto sobre AB e o tridngulo ADC é isésceles, a medida do segmento AD, em cm, é igual a
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a)3/4

b) 15/6

c)15/4

d) 25/4

e) 25/2
Comentarios

De acordo com o enunciado, temos a seguinte figura:

A
x +
D
i
8—x
1
B 6 C

Como o ABDC é retangulo, podemos aplicar o teorema de Pitagoras:
x? = (8 — x)? + 62
x? =x%—16x+ 64+ 36

16x = 100
25
=

Gabarito: “d”.

110.(ITA/2007)

Seja C; uma circunferéncia de raio R; inscrita num triangulo equilatero de altura h. Seja C, uma
segunda circunferéncia, de raio R,, que tangencia dois lados do tridngulo internamente e C;

externamente. Calcule (R; — R;)/h.
Comentarios

Temos a seguinte figura:
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h

Pelas propriedades da circunferéncia inscrita num triangulo equilatero, temos:
h
h = 3R1 = Rl = §

h,
h2:3R2:>R2:?

Vamos escrever R; e R, em fung¢do do lado [ do triangulo equilatero ABC. Aplicando o
teorema de Pitdgoras no AAMC:

2

l
lz = (E) + hz

V3
h=—I1
2
DE é paralelo ao lado AB, entdo o tridangulo CDE também é equilatero. Como h, = g,
temos que o lado desse triangulo é é Entdo:
- \/?_)(l) _ \/§l
27 2\3/ 6
V3
>R =—1
76
V3
=> R, =—
218
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Calculando (R; — R,)/h:

. Ri-Ry 2
Gabarito: —2 ==
h 9

111. (ITA/2005)

Em um tridngulo retangulo, a medida da mediana relativa a hipotenusa é a média geométrica das

medidas dos catetos. Entao, o valor do cosseno de um dos angulos do triangulo é igual a
a)4/5
2+V3
b) 5
c) %\/ 2++3
d);V4+3

e)§\/2+\/§

Comentarios

A mediana de um triangulo retangulo relativa a hipotenusa é igual ao raio da circunferéncia
que a circunscreve, entdo:

Vamos escrever os catetos em funcao de R. Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo:
(2R)? = a? + b?
Segundo o enunciado:

R =+Vab
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Substituindo na equacgao de Pitagoras:
4ab = a® + b?
a’?—4ab+b* =0

Resolvendo a equagdao em a:

a=2b++/3b% = (2+3)b

Substituindo a na equagao de R:

R? = (2 £ V3)b?

R
b =——
V2143
b=R|2FV3
Calculando o cosseno de a:
b RV2FV3
cosa = T R

1
cosa=§ /2?\/5

Analisando as alternativas, vemos que um possivel valor de cosseno é:

1,
cosa=§ 2++/3

Gabarito: “c”.

112.(ITA/1998)

Seja ABC um triangulo isdsceles de base BC. Sobre o lado AC deste triangulo considere um ponto
D tal que os segmentos AD, BD e BC s3o todos congruentes entre si. A medida do angulo BAC é

igual a:

a)23°

b) 32°

c) 36°

d) 40°

e) 45°
Comentarios

Dos dados do enunciado, temos a seguinte figura:
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Como AD = BD = BC, temos:
ADAB é is6sceles = DAB = DBA
ABCD é isésceles = BCD = BDC
BDC é externo ao triangulo DAB = f§ = 2a
ADAB éisésceles=>a+y==>y =«

A
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Somando-se os angulos internos, encontramos:
a+2a+ 2a = 180°
5a = 180°
a = 36°

Gabarito: “c”.

113.(ITA-1992)

Considere o tridangulo PQR abaixo, circunscrito a uma circunferéncia de centro O, cujos pontos de
tangéncia s3o A, B e C. Sabe-se que os angulos P,Q e R estio nessa ordem, em progressio
aritmética de razao 20°. Os angulos 1, 2, 3,4 conforme mostrado na figura abaixo medem, nesta
ordem:

A

’ ‘
i

a) 40°,120°,60°,50°.
b) 40°,100°,50°,40°.
c) 60°,140° 60°,40°.
d) 60°,120°,40°,50°.
e)n.d.a.
Comentarios

Os angulos P, Q e R est3o, nessa ordem, em progress3o aritmética de razdo 20°. Seja P =
x, entao, temos do APQR:

P+ Q0+ R=180°=x+ (x +20°) + (x + 40°) = 180° = x = 40°
Portanto P = 40°,Q = 60° e R = 80°.

Sabendo que O é obtido do encontro das bissetrizes do triangulo, entdo o angulo 1 mede:

R
a lol=—= = 40°
angulo > >

Além disso, como B e C sdo pontos de tangéncia, temos OEQ = OCQ = 90°. Lembrando
qgue a soma dos angulos internos de um quadrilatero é 360°, temos:

AULA 08 — GEOMETRIA PLANA Il 235



-5

¥ Estratégia

Prof. VictorSo

Militares

~

angulo 2 + 90° + 90° + Q = 360° = angulo 2 = 180° — Q = 180° — 60° = 120°

O angulo 3 é dado pela metade do angulo 2, assim, ela mede:
o

= 60°

angulo 3 =
Por fim, como OBR = 90°, o angulo 4 mede:
R
angulo 4 = 90° — E = 90° — 40° = 50°

Gabarito: “a”

114.(ITA-1990)

Na figura abaixo O é centro de uma circunferéncia. Sabendo-se que a reta que passa por E e F é
tangente a esta circunferéncia e que a medida dos angulos 1, 2 e 3 sao dadas, respectivamente, por
49°,18°,34°, determinar a medida dos angulos 4,5, 6 e 7. Nas alternativas a seguir considere os

valores dados iguais as medidas de 4, 5, 6 e 7, respectivamente:

a) 97°,78°,61°,26°.
b) 102°,79°,58° 23°.
c) 92°,79° 61°,30°.
d) 97°,79°61°,27°.
e) 97°,80°, 62°,29°.
Comentarios

Nessa questdao, devemos usar a propriedade do arco capaz. Entdo, se dois pontos na
circunferéncia “enxergam” o mesmo segmento de reta, podemos afirmar que os angulos desses
pontos sdo congruentes.

Note que a soma dos angulos 1,3 e 4 é 180°. Logo, o0 angulo 4 mede:

angulo 4 = 180° — 49° — 34° = 97°
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Veja que DAB = 18°, pois “enxerga” o mesmo segmento de reta que o angulo 2. Assim, o
angulo 5 mede:

angulo 4 = angulo 5 + DAB
= angulo 5 = angulo 4 — DAB = 97° — 18° = 79°
No triangulo AEC, temos que a soma dos angulos é:
angulo 1 + angulo 2 + angulo 3 + DAB + angulo 6 = 180°
angulo 6 = 180° — (éngulo 1+ angulo 2 + angulo 3 + DAB) = 61°
= angulo 6 = 180° — (49° + 18° + 34° + 18°) = 61°
Por fim, FEC = FED = 34°, pois é igual ao valor do angulo 3. Assim, o angulo 7 é:
angulo 6 = angulo 7 + FEC
= angulo 7 = angulo 6 — FEC = 61° — 34° = 27°

Gabarito: “d”

115.(IME/2017)

Em um triangulo ABC, a medida da bissetriz interna AD é a média geométrica entre as medidas dos
segmentos BD e DC, e a medida da mediana AM é a média geométrica entre os lados AB e AC. Os
pontos D e M estao sobre o lado BC de medida a. Pede-se determinar os lados AB e AC do triangulo

ABC em fungdo de a.
Comentarios
Vamos dividir o problema em dois casos. Para cada um dos casos, temos as seguintes
figuras:
Caso 1) Bissetriz AD:

=]
|

A

Usando o teorema de Stewart, temos:
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b*m + c*n = mna + Vmn-a
b?m + c*n = 2mna (I)
Podemos escrever m e n em funcao de a, b, c usando o teorema da bissetriz interna:
c b

—=—=>cn=bm
m n

De acordo com a figura:
a=m+n=>m=a—n
cn = b(a —n)
ab
b+c

n:

Analogamente, para m:
n=a-—-m
cla—m) =bm
ac
b+c

m =
Substituindo em (I):

ac ab ac ab
bz(b+c)+cz<b+c)=2(b+c)(b+c)a

abc(b +c)  2(a®bc)

b+c  (b+c¢)?
Como b + ¢ # 0 e abc # 0, podemos simplificar:
(b + ¢)? = 2a*

a, b, c sdo os lados de um triangulo, entdoa >0eb +c > 0:

b+c=aVv2 (I
Caso 2) Mediana AM:
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Aplicando o teorema de Stewart:

b’a c*a a a
S T =77 et(be)a
b2+ 2 aZ
a+0> =—+ bc
4
0L2_b2—2bc+c2
4 2
= 2(b — ¢)?
\/—
b —c| = —— (I
Supondo que b > ¢, temos:
av2
b—c=—— (IV)
2
Somando (IV) e (1I):
av2
2b = aV2 +—2
32
h=a=Z
-

Substituindo o valor de b em (II):

3v2

=aVv2 —a—=
c=a a4

_aV2
4

AULA 08 — GEOMETRIA PLANA Il

Prof. VictorSo

239



09 - == = i
i Eitsagategla AT Prof. Victor So
Sec > b:
av?2
—bh=—0 (V
c =W
Somando (V) e (1I):
av?2
2c = a\/f + T
_ 3V2
c=a 2
3vV2
b=av2— ai
4
V2
b= a-ji—
Portanto, temos o seguinte resultado:
a2 32
AB=——¢eAC =a—
4 ¢ -
Ou
3v2 av2
AB = a'—zr— 6146'——'—27—
Gabarito: AB = %ﬁ e AC = a%iou AB = a%f e AC = %ﬁ

116. (IME/2016)

Em um triangulo ABC, o ponto D é o pé da bissetriz relativa ao angulo A. Sabe-se que AC = AD,r =
AB/AC e que C = a. Portanto o valor de sen®a é
a)Sr—l

4
b)3r—1
c)ﬂ

4r
4
d)

3r+1
e)

4r
Comentarios

3r+1
4

De acordo com o enunciado:
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O texto afirma que r = AB/AC:

—C:> =b
T—b Cc = pr

Usando o teorema da bissetriz interna:

b c cm brm n
—=—SN=—SnN=—x=rmm-=—
m n b b r

Aplicando o teorema dos senos no triangulo ACD:

m b bsenf n  bsenf senf
= >m= = —= =>n=br-
senfi sena sena r sena sena

Aplicando o teorema dos senos no AABC:
a c

sen(2B)  sena
Comoa=m+ n:
m+n c

sen(2p) ~ sena

(E 4 n) . 1 _ br
T sen(2B) sena
senfs ' (1 1) 1 br

b . —_ . =
4 sena \r sen(2f) sena

#0eb ¢02>(1+1>< senf )—1
send eor r) \2senBcosf)

r+1
T

= cosf =

Somando os angulos internos do AACD:

BH+2a=n=>F=1n—-2a
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r+1
cos(mt — 2a) =
2r
r+1
—cosQRa) =
2r
r+1
—(1 — 2sen®a) =
2r
r+1
2sen’a =
r
) 3r+1
= sen‘a =
4r

Gabarito: “d”.

117. (IME/2013)

Seja um triangulo ABC. AH é a altura relativa de BC, com H localizado entre B e C. Seja BM a
mediana relativa de AC. Sabendo que BH = AM = 4, a soma dos possiveis valores inteiros de BM
é
a)l1
b) 13
c) 18
d) 21
e)6
Comentarios

Do enunciado, temos a seguinte figura:

A

B 4 H C

Podemos tragar a reta paralela a altura AH e que passa por M:
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B 4 H N c

Perceba que os tridangulos AHC e MNC sao semelhantes, entdo:

AC HC
MC NC
HC 8
—=—=2
NC 4
HC = 2NC = HN = NC = x
A
4
M
4
B :1 H x N T C

Aplicando o teorema de Pitagoras nos AMNB e AMNC:
BM?* = MN* + (4 +x)* ()
42 = MN? + x2 (II)
Fazendo (I) — (I):
BM? — 4% = (4 + x)? — x?
BM? — 16 = 16 + 8x
BM? — 32

8
Como x é o cateto do triangulo retangulo MNC, temos:

=x (III)

0<x<4
Substituindo (III) na desigualdade acima:

BM? — 32
0<T<4
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32 < BM? < 64
Se BM =5, temos BM? = 25 ese BM = 8, BM = 64, entdo 5 < BM < 8.
Os valores inteiros possiveis para BM sao:
BM = 60uBM =7
Logo, a soma desses possiveis valores é:
S=6+7=13
Gabarito: “b”.

10. CONSIDERACOES FINAIS DA AULA

Chegamos ao final da aula.

Nessa aula, vimos como calcular as cevianas de um tridangulo qualquer e alguns teoremas
gue podem ser Uteis na resolucdao das questdes. Os teoremas de Ceva e Menelaus podem ajudar-
nos a resolver algumas questdes mais dificeis das provas. Veremos que, normalmente, as bancas
cobram questdes sobre os pontos notaveis do triangulo e o calculo das suas cevianas.

Normalmente, as questdes de geometria das provas costumam misturar figuras
geomeétricas, entao, tente aprender a trabalhar com cada uma delas.

Caso fique alguma duvida ou tenha alguma critica/sugestdo, pode entrar em contato:

(@)(@)

@ /profvictorso
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