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i FRENTE: MATEMATICA IV

Progressao Aritmética -
Definicoes e Exemplos

Uma Progressdo Aritmética (ou PA, abreviadamente) é uma
sequéncia numérica em que cada termo, a partir do segundo,
corresponde a soma do anterior com uma constante r dada,
denominada razéo da PA.

A sequéncia dos nuUmeros impares positivos, por exemplo, é
uma PA de razdo r = 2:

(1,3,5,7,9,11,13,15,..).

Diremos que uma PA é crescente quando cada termo for maior
do que aquele que o antecede. Note que isso ocorre se, e somente se,
a razao r da PA for positiva. Com efeito, indicando o enésimo termo
de uma PA por a,, temos

> 0.

a,>a _,<r=a-4a_,

n

Por outro lado, se cada termo for menor do que aquele que
0 antecede, a PA serd decrescente. Além disso, se cada termo é igual
aquele que o antecede, a PA ¢ dita constante ou estacionéria.

O Termo geral de uma PA

Teorema: Em uma PA de primeiro termo a, e razao r, tem-se que

a=a +n-"r

n

para todon>1.
Prova. Faremos inducdo sobre n. Se n = 1, temos
a,+(1-Nr=a,

e a férmula funciona nesse caso. Agora, suponha que esse resultado
seja verdadeiro para algum n > 1. Por fim, note que

dp,p=a,+r=a,+(-"Nr+r=

n+1

=a, +[(n+1)-1lr,

O que encerra a prova.
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Para calcularmos o 2018° termo da sequéncia dos numeros
impares positivos, por exemplo, basta fazermos

1+(2018—-1)x2 =1+ 4034 =4035.

A soma dos n primeiros
termos de uma PA

O teorema anterior nos permite estabelecer uma férmula
fechada simples para o célculo da soma S, dos n primeiros termos
de uma PA.

Teorema: A soma S_dos n primeiros termos de uma PA é tal que
5 - (a, +an)n.
2

Prova. Mais uma vez, faremos inducdo sobre n. Paran =1, a férmula
¢é claramente verdadeira, posto que

(a+a)x1_ 2a

2 g AT

Suponha o resultado valido para algum n > 1. Temos

(@ +a,)n

Sn+1 = Sn + anH = + an+1 =

[a)+ @y —1)]+n+2a.,
2

(& +ag)n—nr+(a +nr)+a..,
2

(a1 + Ay ) (n + 1)
2 '

_ (@ +an )N+ (a) +an.)
2
e a prova esta encerrada.

Agora, daremos uma demonstracdo direta para a férmula
obtida anteriormente, usando o conceito de nimero triangular, que
foi apresentado no exemplo 2 do material de indugdo matematica.
Repare que

Sy :En:ai :zn:[aw+(i—1)r]:
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LN+ 2@ -n+mh+1)
2 2

[2a —2r+nr+r]n _ {a+[a+(n-Drl}n _ (a,+a,)n

2 2 2

=n(a,-r)

como querfamos.

Exemplo 1: Sabe-se que os nimeros k, w e z, formam, nessa ordem,
uma PA de razdo 2. A funcdo quadratica f, de R em R, é tal que
f(k) = =2, f(w) = =14 e f(z) = —=34. Determine o coeficiente do termo
de grau 2 de f.

Solucao. Inicialmente, note que, como (k, w, z) € uma PA de razéo 2,
as seguintes igualdades sao verdadeiras:
w-k=2z-k=4;z-w=2().
Sendo f(x) = ax? + bx + ¢, para todo x € IR, obtemos o sistema:

ka+kb+c=-2
wla+wb+c=-14
Za+zb+c=-34

Calculando o determinante D da matriz incompleta desse
sistema, vem

k2 k1 1 k K
D={w? w 1|==[1 w w?|=
Z oz 1 12z 72
1 1 1
=—lk w zl=-(w-kEz-k(z-w).
k? w? 7
uma vez que
1 1 1
=k w z
k2 w? 72

é uma matriz de Vandermonde. De (I), seque-se que
D=—(2x4x2)=-16,

de modo que, pelo teorema de Cramer, o sistema anterior tem uma
Unica solucdo. Como

-2 k 1 1T k1
= =14 w 1|=(=2)|7 w 1=
k-34 z 1 17 z 1

(-2)(W+17k+7z=-17w—-z-7k) =

=17k -w)+7(z-k)+(w-2)]=

1=

()

~

(-2[17x(=2)+7x4+(=2)] = (-2)[-34 + 28 - 2] =16,

o teorema de Cramer também nos permite concluir que

MoébuLo pe EsTubpo

Exemplo 2: Seja (a
Mostre que

). Uma PA tal que a_ = 0, para todo m > 1.

1 1 1 n-1
—_—t— .+ =
did;  dds

para todo n > 2.

Solugao. Faremos inducao sobre n. Paran =2, a conclusao é imediata.
Suponha o resultado vélido para algum n > 2. Nesse caso, temos

1 1 1 1 n-1 1
—t—+..+ + = + =
a1a2 a2a3 an—1an anan+1 aWan anan+1

_(h=Dawi+a _nan—(a+nr)+a _n(a.,-r) _
A1AnAni A1Andny a1anan+1
na, _ n _(n+n-1

a1anan+1 a1an+1 aWan+1

0 que encerra a demonstracao.

Exemplo 3: Mostre que, se os lados de um tridngulo retangulo formam
uma PA de razdo r > 0, entdo o raio da circunferéncia inscrita nesse
triangulo é numericamente igual a r.

Solucao. Sejam x—r, x e X + r os lados do triangulo em questdo. Como
r>0, x+réomaiorlado, isto é, a hipotenusa do triangulo. Aplicando
o0 teorema de Pitdgoras, obtemos
X+ X=r?=x+r?=
=x =[x +1)+ k=Dl +1) = (x=1] = dxr =

= X =4r,
ja que x # 0. Assim, a area A do triangulo é dada por

x(x_r):4r><3r:6r2 0
2 2

Por outro lado,

=X x4 o 3%

A ="—xR=6rR (),
2 2

onde R ¢ o raio da circunferéncia inscrita no triangulo. Comparando
(e (), vem
6rR=6r=R=r.

Propriedades das PA's

No que segue, apresentamos duas importantes propriedades
das progressoes aritméticas. Mas, antes, vejamos a seguinte

Defini¢do: Dizemos que dois termos a e a, de uma sequéncia
numeérica finita com n > 2 termos sao equidistantes dos extremos
(1° e ultimo termos) quando

p+g=n+1.

Propriedade 1: Em uma PA finita, a soma dos extremos é igual a soma
de dois termos quaisquer equidistantes dos extremos.
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Prova. Sejam a_ e a, termos equidistantes dos extremos de uma PA
finita de razdo r com n > 3 termos. Pela férmula do termo geral,
podemos escrever
a,+a,=a, +(p-Nr+a, +(@-Nr=
=a, +{a, +[p+g-1-1t=a +fa, +[n-1l}=
=a +a.

Propriedade 2: Em uma PA de razdo r com um ndmero n > 3 impar
de termos, o termo médio é a média aritmética dos extremos.

. ., n+1
Prova. Note que o termo médio é aquele cujo indice é - Pela
férmula do termo geral, temos

(n+1 ) (n—1)
At t| ——=1|r+a+| —|r=
> 2 2

_2a+(-Dr _a+[a+tn-Dr]_a+a,
2 2 2

Observe, ainda, que, em virtude da Propriedade 1, o termo
médio é, também, igual a média aritmética de qualquer par de termos
equidistantes dos extremos.

Exemplo 4: (Professor Isaac Luis) Os numeros formados apenas por
algarismos iguais a 1 sdo chamados de repunits. Denotemos por 1, 0
k-ésimo termo da sequéncia dos repunits:

AL, 111,111,

Mostre que nao existem trés ou mais repunits em progressao
aritmética ndo constante.

Solugéo. Suponha, por absurdo, que (1_, 1 , 1p ) seja uma PA crescente,
sem perda de generalidade. Pela Propriedade 2, teriamos

1, +1

1, = Lo 2xl, =1, +1,

claramente uma impossibilidade, posto que 2 x 1_¢é um numero
constituido de n algarismos iguais a 2, e

Tn+l= 1122,
(p—-m)T's m2's

uma vez que p > m.

Exercicios

01. Considere o polinémio p(x) = a.x> + a, x* + a,x’ + a,x* - a,, em que
uma das raizes é -1. Sabendo que a,, a,, a,, a, e a, sdo nimeros
reais e formam, nesta ordem, uma progressao aritmética com
a,= 172, entao p(-2) é igual a

A) =25

B) —27

36

39

F) 40

g N

) —
) —
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02. Considere a pardbola de equacdo y = ax? + bx + ¢, que passa
pelos pontos (2,5), (-1,2) e tal que a, b e ¢ formam, nessa ordem,
uma progressao aritmética. Determine a distancia do vértice da
parabola a reta tangente a parabola no ponto (2, 5).

03. Considere as n retas
roy=mx+10,i=1.2,.,n,nx5,
em que os coeficientes m, em ordem crescente de i, formam
uma progressdo aritmética de razao q > 0. Sem, =0 e areta r,
tangencia a circunferéncia de equacao x? + y? = 25, determine o

valor de q.

04. Considere a progressao aritmética (aw, Ay, aso) de razao d. Se
3 a,=10+25d e 3" a,=4550, entdod-a, é igual a

A)3 B) 6
Q)9 D) 11
E) 14

05. Considere a matriz:

a a, as
A = O a4 a5 € M3><3(]R) 1
0 0 &

em que a, = 10, detA =-1000 e a,, a,, a,, a,, a, e a, formam,
nessa ordem, uma progressao aritmética de razao d > 0. Pode-se

: & L
afirmar que q éigual a

A) -4 B) -3
Q-2 D) -1
E) 1

06. Sejam ABCD um quadrado e E um ponto sobre AB. Considere
as areas do quadrado ABCD, do trapézio BEDC e do tridngulo
ADE. Sabendo que essas areas definem, na ordem em que estao
apresentadas, uma progressao aritmética cuja soma é 200 cm?,
a medida do segmento AE, em c¢m, é igual a

10

A) 3 B) 5

20 25
@) ? D) —
E) 10

07. Sabe-se que (x + 2y, 3x—5y, 8x—2y, 11x—7y + 22) é uma progressao
aritmética com o Ultimo termo igual a—127. Entao, o produto xyz

éigual a

A) 60 B) -30
o D) 30
E) 60

08. Seja ABCDEFGH um paralelepipedo de bases retangulares ABCD
e EFGH, em que A, B, C e D sao, respectivamente, as projecoes
ortogonais de E, F, G e H. As medidas das arestas distintas AB,
AD e AE constituem uma progressao aritmética cuja soma é 12 cm.
Sabe-se que o volume da piramide ABCF é igual a 10 cm?3. Calcule:
A) As medidas das arestas do paralelepipedo.

B) O volume e a drea total da superficie do paralelepipedo.
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09.

10.

11.

12.

13.

14.

Considere os polindmios em x € IR da forma
p(x) = x° + ay + a,x? + a,x. As raizes de p(x) = 0 constituem uma

progressao aritmética de razao % quando (a,, a,,
1.5 1.5
A) [—,0,~ — 1=
) (4 4) B) (4 14)
1 5 5 1
o(Lo-2) o (2.0)
) (4 4 ) 4" "4
1 1
R .
o (1)

Uma piramide de altura h =1 cm e volume V = 50 cm? tem como
base um poligono convexo de n lados. A partir de um dos vértices
do poligono tracam-se n — 3 diagonais que o decompdem em
n -2 triangulos cujas areas S, i =1, 2,..., n - 2, constituem uma

a,) éigual a

- G 3 -
progressdo aritmética na qual S;==cm? e S, =3 cm?. Entao,
n éigual a 2

A) 22 B) 24
Q)26 D) 28
E) 32

Uma progresséo aritmética (a,, a,, ..., a,) satisfaz a propriedade:
para cada n € IN, a soma da progressao é igual a 2n? + 5n. Nessas

condicbes, o determinante da matriz

ay d; as
dy as ag | é
a,+2 ag Q&

A) -96 B) -85
C) 63 D) 99
E) 115

Um poliedro convexo tem faces triangulares e quadrangulares.
Sabe-se que o nimero de arestas, o nimero de faces triangulares
e o numero de faces quadrangulares formam, nessa ordem, uma
progressao aritmética de razao —5. Determine o nimero de vértices
do poliedro.

Seja um triangulo ABC com lados a, b e ¢ opostos aos angulos
A, B eC, respectivamente. Os lados a, b e ¢ formam uma
progressao aritmética nessa ordem. Determine a relacao correta
entre as funcdes trigonométricas dos angulos dos vértices desse
triangulo.

A) 2sen(A + C) = senA + senC
B) 2cos(A + C) = cosA + cosC
Q) Zsen(A . C) =senA —senC
D) 2cos( A— é) = cosA - cosC
E) ZCOS(A + 6) =senA + senC

(Professor Isaac Lufs) Considere as afirmativas a seguir:

I. Seja a € R*. Se os inteiros n e m sdo tais que (a, na, ma) é
uma progressao aritmética, entdo m é impar;

Il. Nao existe progressao aritmética nao constante da forma
(a*, af, a), com a, a, B e y inteiros positivos;

lll. Se p, g e rsao primos distintos em progressao aritmética, nessa
ordem, entdo o nUmero p + r tem 4 divisores;

IV. Se a, b e ¢ sdo reais positivos e d é positivo e diferente de 1,
entdo (a, b, 0 e (log a, log b, log, c) séo progressdes aritméticas,
se, e somentese,a=b=c.

15.

Quantas dessas afirmativas sdo verdadeiras?
A1

B) 2

Q)3

D) 4

E) Todas sao falsas.

(Professor Isaac Luis) Seja T, 0 enésimo nimero triangular. Mostre
que existem infinitas ternas (T, T,, T) tais que T, T, e T_formam,
nessa ordem, uma progressao aritmética nao constante.

Gabarito
01 02 03 04 05
A * * D D
06 07 08 09 10
C A * C C
11 12 13 14 15
A 6 A D -
— Demonstracao.
voz: 32
02: 5
V3
03: T
08: A) 3cm,4cme5cm.

B) 60 cm? e 94 cm?.

SUPERVISOR/DIRETOR: MARCELO PENA — AUTOR: ISAAC LUIS
DIG.: ESTEFANIA — REV.: LICIA

FBONLINE.COM.BR
111171711717117117177

009.157 - 134993/19



