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MATEMATICA

1.1 EQUIPOLENCIA

Dois segmentos orientados sdo equipolentes quando tém a mesma medida (mddulo), a mesma direcdo e o
mesmo sentido.

a) Todos os segmentos nulos sdo equipolentes entre si.
b) Dois segmentos coincidentes sdo equipolentes.
c) Todos os segmentos equipolentes de mesma origem sdo coincidentes.

1.2. CLASSE DE EQUIVALENCIA

De acordo com esta propriedade, vemos que, dado um segmento orientado AB, é possivel construir

infinitos segmentos equipolentes a E, tendo par origem de cada um deles cada ponto do espago.

Todos estes infinitos segmentos orientados equipolentes ao segmento orientado AB e o proprio segmento
AB constituem um conjunto de segmentos equipolentes entre si.

A este conjunto damos o nome de classe de equivaléncia do segmento orientado AB
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2.1. VETOR

Representamos uma classe de equivaléncia formada por segmentos orientados equipolentes entre si por
um ente geométrico chamado vetor (vetor livre).

Entdo, quando dizemos o vetor, estamos nos referindo a todos os segmentos orientados que constituem a
classe de equivaléncia da qual o vetor é representante.

Qualquer elemento do conjunto de segmentos orientados equipolentes entre si pode ser usado para
indicar o vetor.

3. DEFINICAO

Um vetor no plano é um par ordenado de numero reais (x, y). Os nimeros x e y sdo chamados as
componentes do vetor (x, y).

y A

Existe uma correspondéncia biunivoca entre os vetores (x,y) no plano (R?) e os pontos (x ,y) no plano. Seja

o vetor P o par ordenado de numeros reais (x,,y,). Se denotarmos por P o ponto (x,,Y,), entdo o vetor

P pode ser representado geometricamente pelo segmento de reta orientado OP. Tal segmento de reta
orientado é chamado em representacao vetor posicao.

Teorema

Se OP ¢ o vetor (x,,Y,), entdo que é o modulo do vetor oP =ﬂ/xp2 +yp2 .
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Vetor nulo — E o vetor de médulo zero. |AB|=0=>AB=0

Vetor unitario — E o vetor de médulo igual a uma unidade. U vetor unitario se, e somente se, |U|=1

Versor de um vetor V ou de um eixo (e) é um vetor unitario com a mesma dire¢do e o mesmo sentido do
vetor ou do eixo.

|<l

= versor do vetor V

<l

Vetor oposto de um vetor dado AB é o vetor BA que tem o mesmo mddulo, a mesma direcdo e o sentido

contrario de AB.

5. OPERACOES COM VETORES

5.1 PRODUTO DE UM NUMERO REAL (ESCALAR) POR UM VETOR

Sejam K um numero real e v, entdo o produto K. v é um vetor que pode ter as seguintes caracteristicas:

i) possui mesmo sentido e mesma direcdo que V e médulo maior que V (isso s6 ocorre se K > 1)

%

ii) Possui mesmo sentido e mesma direcdo de v, porém de mddulo menor que v (isso s6 ocorre se

/
V

iii) possui mesma direcao e sentido diferente de v e mddulo maior que v (isso sé ocorre se K < -1).
—
k.V
P
iv) possui mesma direcdo e sentido diferente de v e médulo menor que v (isso ocorre se —=1 < K< 0).
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—

Sejam V (x1,y1) € U(x2, y2), definimos o vetor S=U+V, como §=(x1+x2,y1+y2). Note que S=l+V= V+

cl

’

ou seja, a soma vetorial é comutativa.

- Interpretacdao Geométrica: Unindo os vetores Gi+V e a partir de suas extremidades tragamos segmentos
paralelos aos vetores, temos um paralelogramo. A diagonal maior desse paralelogramo é o vetor soma.
S=u+v

A

B

<

Se considerarmos a diagonal menor BD, teremos o vetor diferenca d, que pode ser U—V ou V-U, observe:

D | @i
yd ; :ﬁ =
AV B
D | @i
I EEEL*A
U
- 7 =
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Consideremos os vetoresue v e sua representacdo grafica através de dois segmentos orientados de

mesma origem. O angulo O entre estes segmentos é definido como o angulo entre os vetores dados. As
figuras sugerem as quatro situagdes relevantes.

- u
»
u v .
0 — v
H = Oo
8 & agudo
>
v
u 0
.
u - X
u
- &)
6 e obtuso 0 = 180

7. DEFINICAO

Sejam u e v vetores e 8, o angulo entre os mesmos. O produto escalar ou produto interno de u por v é o
nimero real definido pela expressdo G-V =[d|-|[v|-cos8 .

Esta operacdo entre dois vetores U (x1y1) e V (xay2) da como resultado um nimero real (escalar) e também
é definida como: U .V =xiX2 + y1y2

Observe a seguinte situacdo:

R>a, y1)

» X
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Aplicando a lei dos cossenos, obtemos:

[ <5 - 5 2] 5 o
(x1-%2)? + (y1-y2)? = y5 +y5 +X3 +y2 =2 ‘ R):‘ ‘ OP ‘.cose
X +X5 +Y1 +Y5 =2 (XX, +Y,Y,) =X5 +Y5 +X: +yi —2 |G| | V].cos0

XX+ y1y2 = | U] | V] cos®= T.V=|T]||V| cosB

E facil perceber que para dois vetores serem perpendiculares é necessdrio e suficiente que o seu produto
escalar seja nulo. Resumindo:

Se Uu.v>0, entdo 0 é agudo

S
S

=0, entdo 6=90°

u.v
U.v<0, entdo O é obtuso, onde 6 é o anguloentre tie V.

8. INTERPRETACAO GEOMETRICA DO PRODUTO ESCALAR

Considere a situacdo abaixo:

oP é o representante do vetor i e OR é o representante do vetor v. O ponto Q é a projec3o ortogonal do
ponto P.

Do triangulo OPQ: cosO = ‘%‘ —>|OQ| :|OP|. cosH

‘@‘=|G|.cose, porém, U.V=|d| |V| cos6. Logo: ‘ﬁ‘=%
v

“"

Da relagdou.v =|u.|v|.cos 6, segue-se que podemos definir o produto interno de dois vetores como “o

produto do mddulo de um deles pela projecado algébrica do outro sobre ele”. Assim, temos:
u.v

g

Projecdo = |v|.cos 8=
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1 Representagdo de um vetor do R®:

Sejam 1=(1,0,0) j=(0,1,0) e k=(0, 0, 1), o conjunto destes vetores, {i, ], k}, forma a base ortonormal
candnica, sendo i o versor do eixo dos x, j do eixo dosy e k do eixo dos z.

Projecdes do vetor V :

X. i =projec¢ao no eixo Ox

L=

y.

—

= projegao no eixo Oy

z.k = projecdo no eixo Oz

Representac¢do do vetor v :
V=xi+y.]+z.K =(xY,2)
Mddulo do Vetor Posicao em Relagdo a Origem O dos Eixos

O médulo de OP podemos obté-lo através da diagonal do paralelepipedo

| v | =|ﬁ|=\/x2+y2+z2

L P(x) y, )
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Sejam A(XA, Yar ZA) € B(XBr Y8, ZB)

|A_B’ = \/(XB _XA)2 +(VB _yA)2 +(ZB _ZA)2

3- Expressao Cartesiana do Versor de um Vetor

<

X - - z -
= i+ y i+ k
| \/x2 +y2+7° \/x2 +y2+7° \/x2 +y2+7°

<l

|
4- CONDICAO DE PARALELISMO DE 2 VETORES
Sejam V, =x,i +y, ] +2,k e V, =x,1 +Yy,] +2,k

X _Vi_n,

X2 Y2 4
Dois vetores sdo paralelos quando suas coordenadas corrrespondentes sdao proporcionais
5- CONDIGAO DE COPLANARIDADE DE 3 VETORES

Sejam os vetores

V, =x,i +y,] +z,k
V, =X,1 +Y,] +2,k

V, =Xg1 +Ys) +25k

Trés vetores sdo coplanares se, e somente se, o determinante obtido de suas coordenadas for nulo

X z
1 1oa Condicao de coplanaridade
X, Y, Z,|=0
de 3 vetores
X3 Y3 Z3
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1. Dados os vetores V, =31 —2j+k, V,=7+3] e V; =—i —k, determine:
a) |W|, sendo W=2V, +V, -V,
b) O versor do vetor V=2V, +V, —3V,

2. Calcular o produto interno dos pares de vetores indicados.
a.u=(2,3)ev=(3,-2)

b.u=(1,2,0)ev=(0,1,2)

c.u=3i-2j+kev=-2i+k

3. Determinar o angulo entre os vetores u=(2,1)ev=(3,-1).
4. Determinar o angulo interno A do triangulo cujos vértices sdo A(2,3,1), B(3,3,0)e C(2,4,0).

5. Determinar os valores de t para que os vetores (t, -2, 1) e (t, t, -3) sejam ortogonais.
6. Determinar a projecao do vetor (1, 2, -1) sobre o vetor (2, 1, 2).

7. (EN 2010) Um paralelepipedo retangulo tem dimensdes X, y e Z expressas em unidades de
comprimento e nesta ordem, formam uma P.G. de razdo 2. Sabendo que a area total do paralelepipedo

mede 252 unidades de area, qual o dngulo formado pelos vetores Gi=(x—2,y—2,2—4) e w=(3,-2,1)?
14

a) arccos——
42

5J14
26

b) arcsen

c) arcth\/g
d) arctg— 545

N

e) arcsec——
3

11



V 4

MATEMATICA

3
,=B°—4B+3l. Se 0 numero real N=) d, é o produto
=

8. (EN 2007) Seja B=|3 —4
0 -1

e D :(dij )3

escalar dos vetores ti=(2,11,1) e w=(5,a,4), entdo o valor de tg20, onde 0 é o angulo formado entre U

e W, vale
a) _ﬁ
19
b) 1243
7
0 1743
20
5 _12J€
19
. 127
20

9. (EN 2004) Sabendo que u=2i+j—3k, u=v+w onde V é paraleloa p=3i—j e w é perpendicular a p,

podemos afirmar que ‘v—w‘ é:

b) V14

C)@

4

d) 420

G
2

e)

10. Determine a projec¢do do vetor BA sobre o vetor ﬁ, sendo os pontos A(3,2,1), B(5,0,2) e C(1, 4, 0).

11. Dados os pontos P(2, 4, 5) e Q(1, 2, 3), determine:

a) o vetor ligado PQ (vetor posi¢cdo de Q em relac3o a P)
g PG

b) o vetor W/ /PQ tal que lWl:&ﬁ

12. Determine x para que o vetor U=(x, 2, 2x) tenha mddulo 7.
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13. Seja um triangulo de vértices A(1,-1,-3), B(2,1,-2) e C(-5,2,-6), 0 comprimento da bissetriz do angulo

externo do vértice A é igual a:

a) 214
314

2

414
3
5414
4

e) s

14. Um vetor unitdrio paralelo a resultante dos vetores U=T+27+2\/§E e \7=27+3T—\/§E é:
a) 1T+]+EE
3 3

7,

b) 1T+§]+
2 6

c) 37 +5] +/2k

d) 3T+§T+3\/§E

e) 27+gf+3\/5E

15. Se o p-ésimo, g-ésimo e r-ésimo termos de uma progressao geométrica sdo os numeros positivos a, b,

c, respectivamente, entdo o angulo entre os vetores (Ioga2)7+(logb2)i+(logc2)E e

(q-r)T+(r-p)j+(p-q)k é

i1
a JE—
) 3
i1
b) —
) 2
1
c) arcsen————
Va’ +b? +¢?
i1
d) —
) 4
e) arccos

1
Va2 +b? +c?
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16. Demonstre que |ab|<|a|.|b|, Va,b (Desigualdade de Cauchy-Schwarz).

17. Demonstre vetorialmente o teorema de Pitagoras.

B

o)

ny

o

18. Prove que as diagonais de um losango sao perpendiculares.
H: AB=DC, AD=BC e |AB|=|BC|=|AD|=|DC]

T: KéxD_ézo
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3 1|

19. Demonstre vetorialmente que todo angulo inscrito num semi-circulo é reto.

A

B 1y C

H: |BD|=|DC|=|DA|=R (raios); BC=BA+AC e BD=DC
T: BAXAC=0

20. O vértice A de um triangulo acutangulo ABC é equidistante do circuncentro O e do ortocentro H do

triangulo. O valor do angulo A é:
a) 152
b) 302
c) 452
d) 602
e) 752
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GABARITO

| m— N

1.

RESPOSTA:

a)
W=87—]+3k

|Wl=+64+1+9 =474

b)

|<1

Seja i oversorde V=ii=

<l

V =8i+12j -4k
|V |=/64+144+16 =224 =[2° . 7 =414

. -8i+12j-4k 2 - 3 . 1 -

entdo U= — i+ j— k
N NN VRN

2.

RESPOSTA:

a uv=23+3.(-2)=6-6=0
b.uv=1.0+2.1+0.2=2
c.u=(3,-2,1)ev=(-2,0,1)

Dai, uv=3.(-2)+(-2).0+1.1=-5

Observemos, entdo, que, no item a, os vetores sdao ortogonais; no item b, formam um angulo agudo e no
item ¢, um angulo obtuso.
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3.
RESPOSTA:

Observemos que u.v=|u|.|v|.c059; em consequéncia, como u.v pode ser calculado através das

componentes de u e v, poderemos calcular cos 0.

uv=23+1(-1)=5
u=va+1=+5
|v|=\/9+1=\/ﬁ

5 5 1

PN ARG

Dai, cos0=

~ 5

Em consequéncia 6 = 45°.

4.
RESPOSTA:

Devemos determinar o angulo entre os vetores ABe AC.

B
A c
AB=(3-2,3-3,0-1)
=(1,0,-1)
AC=(2-2,4-3,0-1)
=(0,1,-1)

Dai, obtemos:
AB.AC=(1,0,-1).(0,1,-1)
=1.0+0.1+(-1).(-1)=1

17



|A§|=\/m=«/5
|Aa|:m:ﬁ

cos A— AB.AC _ 1 1
|A§||AE| V242 2

Logo, A=60°

5.

RESPOSTA:

Da igualdadeu.v =|u|.|v|.cos 0, segue-se que dois vetores ndo nulos sdo ortogonais exatamente quando seu

produto escalar é nulo (cos 90° = 0) .
Dai, temos:
(t-2,1).(t,t,-3)=t* —2t-3=0

Resolvendo a equagao encontrada, obtermos:

t=—1et=3
6.
RESPOSTA:

Observemos que a projecao de um valor v sobre um vetor u é igual a |v|.cos 0, onde 6 é o angulo entre os

mesmos; se0<08<90°, entdo, o valor algébrico da projecdo é positivo; caso90°<0<180°, o valor
algébrico da projecado é negativo.

Iv]

8

0 —8-0
|v|.cos8 u

Da relagéou.v:|u|.|v|.cose, segue-se que podemos definir o produto interno de dois vetores como “o

produto do médulo de um deles pela projecao algébrica do outro sobre ele”. Assim, temos:

Projecdo = |v|.cos 8= %
u

Fazendov=(1,2,-1)eu=(2,1,2), vem:
uv=12+21+(-1).2=2

u=va+1+4=9=3

Logo, a projecdo de (1, 2, -1) sobre (2, 1, 2) vale 2/3.
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7.
RESPOSTA: A
PG:x,y,z derazdao 2 = y=2x A z=4x

Storar =2(xy+xz+yz) :2(2x2 +4x +8x2):28x2 =252 x=3
Logo, i=(x-2,y-2,z-4)=(1,4,8) e w=(3,-2,1).

Sendo 0 o dngulo entre os vetores U e W, temos:

= (L48)-(3-21) =3_’8(+'8{ =\/ﬁ:>6:arccosﬁ
W Ji+16+64o+4+1 914 42 42
8.
RESPOSTA: D
7 -4 3 6
D=B>—-4B+3I= 17 4 16 4 3 = 36
-1 -8 3 -6

3
N=>d;=6+36-6=36

i=1
U-w=(2,11,1)-(5,3,4)=10+11a+4 =36 <>a=2

- -

u-w 36 4

= cosO= = =
allwl 22 4122 412 .52 +22 142 V70
3J6
, , 70 _ 54 36 2tg0 2 ;{_ 126
:>tg B=sec 9—1=E—1=E:>tg6=T:>tg29=1 26: 2:— s
(28]
4
9.
RESPOSTA: B

vlp=3i—j=v=(3k,—k,0)

U=v+wow=i-v=(2-3k,1+k,—3)

Wlp=>w-p=0=(2-3k1+k,—3)-(3,-1,0)=0<k=

1 1
:v:(é,—i,oj A w=(—,3,—3):>\7—W=(1,—z,3):>|\7—w|=\/12+(—2)2+32 =14

2 22

N |-

19
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10.

RESPOSTA:

projﬁﬁ = ﬁi (2)
|BC|

Determinemos as coordenadas dos 2 vetores:
BA=(a—b)=(3-5,2-0,1-2)=(-2,2, -1)
BC=(C-B)=(1-5,4-0,0-2)=(-4,4,-2)
(=2)(-4)+2.4+(-1)(-2) _18 _

3
J16+16+4 6

Entdo, proj&ﬁ =

11.

RESPOSTA:

a)

Determinemos a expressao cartesiana do vetor ﬁ
PQ=Q-P=(1-2)i +(2—4)j +(3-5k =

=[PQ=-7-2j-2k

b)

Determinemos i, versor de PQ, eletem méduloleé// a PQ entio W=6.
_ PQ -i-2j-2k 1. 2. 2.

u= = :__I__J__

IPQ] ~1+4+4 3 3 3

=

W=6l=-2i—-4]—4k

12.
RESPOSTA:

[G] VX2 +4+4x> =7T=> x> +4+4x* =49 =

=x*=9=x=143
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RESPOSTA:

14.
RESPOSTA: C

15.
RESPOSTA: C

16.
RESPOSTA:

Sabemos que —1<cos 8<1, logo |cos 8] <1, entdo podemos escrever |3||b||cos8|<|3a||b| (1) e como
ab=|3||b|cos B aexpressio (1) pode ser escrita |axb|<|3||b|.
Notemos que a igualdade ocorre para |cos0|=1 ou cos@==1, isto é para 6=0 ou 6=m, entdo

|ab|=|a|.|b| se, e somente se, os vetores aeb forem colineares.
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RESPOSTA:

Tomemos a=b+¢ e multipliqguemos escalarmente por ela mesma =

=3xa=(b+¢)x(b+¢)=|3[’=|b* +2bxc+|c]* e como b LEé=bxc=0 entdo |af=|b* +|c|.

18.
RESPOSTA:
Da figura tiramos:

AC=AB+BC (1)

e

DB=AB—AD ou DB=AB-BC (2)
Multiplicando escalarmente (1) e (2) =

— ACxDB = (AB+BC)x (AB—BC) =

— ACxDB =|ABJ? —|BC[
mas,porhipéteseIA—B|=|ﬁ|:>A—CxIﬁ=O

19.
RESPOSTA:

BA=BD+DA (1)

e

AC=DC-DA ou AC=BD-DA (2
Multipliguemos escalarmente (1) por (2) =
—BAXAC=|BD]? —|DAJ* ou BAxAC=R?>-R*>=
—=BAXAC=0

20.

RESPOSTA: D
Seja um sistema de eixos com origem no circuncentro. O e H sdo equidistantes de A se, e somente se,

|A—6|=|K|=|K—F||. Elevando essas equacdes ao quadrado e observando que |A|=|§|=|E|=R, onde R é o
raio do circulo circunscrito, e que H=A+B+C, temos:

R =[A—0[ =|A-H =[B+C] =(B+C)-(B+C)

Note-se que: a’ =|§—E|2 =(§—E)-(I§—E)=|§|2 +|(*Z|2 —2B-C

R? =|§|2 +|E|2 +2B-C =|_B'|2 +|E|2 +|I§|2 +|C|2 —"

RZ=4R? —a> = §=\/§

Pela Lei dos Senos: §:ZsenA = \/§
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