Estou na area, grande guerreiro, futuro oficial da Marinha, Marinha Mercante ou Aerondautica do

Brasil!

Esta é a aula 02 do nosso curso de Matematica 1 para as provas da AFA, EFOMM e ESCOLA NAVAL e
veremos hoje algumas nogdes de teoria dos numeros: estudaremos critérios de divisibilidade, a
fatoragdo em nuimeros primos e também maximo divisor comum (mdc) e minimo multiplo comum

(mmc).
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1. DIVISIBILIDADE

Neste momento inicial, nosso interesse sera em determinar quando a divisdo entre dois nimeros inteiros é exata, ou seja, quando o
resto da divisdo é 0.

Antes de mais nada, vamos a defini¢do crucial desta parte:

1.1. DEFINICAO

Dizemos que o inteiro @ é divisivel pelo inteiro b (ou ainda que & é multiplo de b ) se existe um inteiro C tal que a=Dbc.
Exemplos:

15 é multiplo de 3

33 é multiplo de 11

17 nao é multiplo de 2

Vejamos agora alguns critérios de divisibilidade importantes, que ajudam a ganhar tempo em diversos problemas:

1.2. CRITERIOS DE DIVISIBILIDADE

i) DIVISIBILIDADE POR 2:
Um ndmero é multiplo de 2 se, e somente se, seu uUltimo algarismo é par.

Resto na divis3o por 2: se o Ultimo algarismo é par, o resto é 0 e se o ultimo algarismo é impar, o resto é 1.

Exemplo: 2344 é multiplo de 2, pois 4 é par, mas 31441 n3o é multiplo de 2, pois 1 é impar. O resto de 31441 na diviso por 2 é 1.

ii) DIVISIBILIDADE POR 3:

Um ndmero é multiplo de 3 se, e somente se, a soma de seus algarismos é multipla de 3.
Resto na divis3o por 3: resto da soma dos algarismos do ndmero na divis3o por 3.

Exemplo: 3459 ¢é mdltiplo de 3, pois 3+4+5+9=21 e 2+1=3, que é multiplo de 3, mas 121 n3o é mdltiplo de 3, pois
1+2+1=4 n3ooé. Orestode 121 nadivisdopor3é 1.

iii) DIVISIBILIDADE POR 4:
Um ndmero é multiplo de 4 se, e somente se, o numero formado por seus dois Ultimos algarismos é multiplo de 4.

Resto na divisdo por 4: resto do nimero formado pelos dois ultimos algarismos na divisdo por 4.

Exemplo: 15684 é mdltiplo de 4, pois 84 é multiplo de 4, mas 14234 n3o é mdltiplo de 4, j& que 34 n3o o é. O resto de 14234
na divisio por4 é 2.

3
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iv) DIVISIBILIDADE POR 5:
Um ndmero é multiplo de 5 se, e somente se, seu ultimo algarismo é 0 ou 5.
Resto na divisdo por 5: resto do ultimo algarismo na divisao por 5.

Exemplo: 995 é multiplo de 5, pois o dltimo algarismo é 5, mas 1003 n3o é mdltiplo de 5, pois o tltimo algarismo é 3. O resto de

1003 na divisdo por 5 é 3.

v) DIVISIBILIDADE POR 8:
Um ndmero é multiplo de 8 se, e somente se, o nimero formado pelos trés ultimos algarismos é multiplo de 8.

Resto na divisdo por 8: resto do numero formado pelos trés ultimos algarismos na divisdo por 8.

Exemplo: 271824 é multiplo de 8, pois 824 ¢é multiplo de 8, mas 31442 n3o é maltiplo de 8, pois 442 =55-8+2, donde o
resto de 31442 na divisdo por 8 é 2.

vi) DIVISIBILIDADE POR 9:
Um namero é multiplo de 9 se, e somente se, a soma de seus algarismos é multipla de 9.

Resto na divisdo por 9: resto da soma dos algarismos do nimero na divisdo por 9.

Exemplo: 1233 é multiplo de 9, pois 1+2+3+3=9 ¢ multiplo de 9, mas 727 n3o é mdltiplo de 9, pois 7/+2+7=16 e
16=9-1+7 , donde o resto de 727 na divisdo por9é 7.

vii) DIVISIBILIDADE POR 10:
Um ndmero é multiplo de 10 se, e somente se, seu algarismo das unidades é 0.

Resto na divisdo por 10: o resto de um nimero na divisdo por 10 é o algarismo das unidades.

Exemplo: 880 é mdltiplo de 10, pois 880 termina em 0, mas 1003 n3o é mdltiplo de 10 e seu resto na divisdo por 10 é 3.

viii) DIVISIBILIDADE POR 11:

Um numero é multiplo de 11 se, e somente se, a diferenga entre a soma dos algarismos de ordem impar e a soma dos algarismos de
ordem par é multipla de 11.

Resto na divisdo por 11: resto da diferenga entre a soma dos algarismos de ordem impar e a soma dos algarismos de ordem par na
divisdo por 11.

Exemplo: 407 é multiplo de 11, pois 7+ 4 — 0 = 11 é multiplo de 11, mas 300 ndo é multiplo de 11, pois 0 + 3 — 0 = 3 ndo o é. Seu
resto na divisdo por 11 é 3.

ix) DIVISIBILIDADE POR 2%,
Um ndmero é multiplo de 2k se, e somente se, o numero formado pelos seus K ultimos algarismos é multiplo de 2%,

R k . - . S k
Resto na divisdo por 2" : resto do nimero formado pelos K dltimos algarismos na divisdo por 2" .
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x) DIVISIBILIDADE POR 5.
Um nimero é multiplo de 5 se, e somente se, o numero formado pelos seus K dltimos algarismos é multiplo de 5¥.

R k , - . R k
Resto na divisdo por 5" : resto do numero formado pelos K dltimos algarismos na divisdo por 5" .

xi) DIVISIBILIDADE POR 10 :
Um nimero é multiplo de 10* se, e somente se, seus K dltimos algarismos sdo zeros.

_— k . . - .
Resto na divisdo por 10" : o resto é o nimero formado pelos K dltimos algarismos.

1.3. PROPRIEDADES IMPORTANTES

i) O resto de uma soma na divis3o por um determinado numero N é igual ao resto da soma dos restos de cada parcela na divis3o

por N .
Exemplo: Calcular o resto de 123+ 441+1829 na divisdo por 5.
Basta calcular o resto de 3+1+4 =8na divisdo por 5, que é 3.

ii) O resto de um produto na divisio por um determinado nimero N é igual ao resto do produto dos restos de cada fator na

divisso por N .
Exemplo: Calcular o resto de 765-423-112 na divisdo por 11.
Basta calcular o resto de 6-5-2 =60 na divisdo por 11, que é 5.

iii) Para achar o resto de uma poténcia na divisdo por um determinado nimero N , calcula-se primeiramente o resto da base na

divisio por N e depois eleva-se esse resto ao expoente dado. Obtido esse niimero, calcula-se o resto na divisdo por N .
9 A
Exemplo: Calcular o resto de 34° na divisdo por 7.

O resto de 34 na divisdo por 7 é 6. Entdo, precisamos calcular o resto de 6° na divisdo por 7. Mas 6° =36 deixa resto 1 na

divisdo por 7. Assim, 6° deixa resto 1 na divisdo por 7 e, portanto 6° = 6° - 6" deixa resto 6 na divisio por 7.
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“lIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII..

" RESTO DE POTENCIAS:

*

Para calcular o resto de a™ na divisdo por N, primeiramente determina-se um
expoente d tal que a“ deixa resto 1 na divisio por N. Assim,sem=dq+r,0<r<d,

da*r = 3% | a" na divisdo por N. Como

o resto de a™ na divisdo por N serd o resto de a
a® deixa resto 1, a° também deixara resto 1. Dessa forma, o resto de a™ é igual ao

resto de a' na divisdo por N.
Exemplos:
1. Calcular o resto de 156 na divisdo por 11.

Como 156 deixa resto 2 na divisdo por 11, basta calcular o resto de 2°® na divisdo
por 11.

Temos que 2* deixa resto 2, 2> deixa resto 4, 2° deixa resto 8, 2* deixa resto 5, 2°
deixa resto 10, 2° deixa resto 9, 2’ deixa resto 7, 2° deixa resto 3, 2° deixa resto 6 e
2'° deixa resto 1. Assim, 2°° deixard o mesmo resto que 2%, pois 98 = 10 . 9 + 8.
Como 28 deixa resto 3, temos que 156 deixa resto 3 na divisio por 11.

2012

2. Calcular o resto de 397" na divisao por 7.

Temos que 39 deixa resto 4 na divisdo por 7. Entdo, basta calcular o resto de 4%°*

na divisdo por 7. Temos que 4' deixa resto 4, 4> deixa resto 2 e 4° deixa resto 1.
Assim, 4°°'? deixard o mesmo resto que 4%, pois 2012 = 670 . 3 + 2. Assim, 39°°*?

g I EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEENEEEEEEEEEEEEEEEEEEEN,
..lIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII“

deixa resto 2 na divisao por 7.

*

*
4 ‘Q
..IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII“

 PROBIZU
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Vejamos um exercicio resolvido:

EXERCICIO RESOLVIDO 1:

(CN 1987) O numero 583ab é divisivel por 9. O valor maximo da soma dos algarismos a e b é:
a) indeterminado

b) 20
c) 18
d 11
e) 2

RESOLUCAO:

Para que 583ab seja divisivel por 9, a soma de seus algarismos deve ser divisivel por 9. Assim, temos que
5+8+3+a+b=a+b+16 é divisivel por 9. Veja ainda que a,b <9 (pois s3o algarismos de um nimero). Desta forma, temos

que a+b é no méaximo 18. Para a+b+16 ser divisivel por 9, podemos ter a+b igual a 2 ou 11 (qualquer outro valor passaria
de 18). Entdo o valor maximo pedido é 11.

RESPOSTA: D

2. FATORACAO EM NUMEROS PRIMOS

Vejamos uma defini¢do inicialmente:

2.1. DEFINICAO

Um ndmero inteiro P é dito um ndmero primo quando possui exatamente quatro divisores inteiros: £ p,Z1. Por outro lado, um

inteiro é dito composto quando ndo é primo.

Exemplo: 2,3,5,7,11 s3o ndmeros primos, mas 6,15,21,42 s3o nimeros compostos.

OBSERVACAO

O Unico niumero primo par é o 2.

O resultado mais importante referente a nimeros primos é o chamado teorema fundamental da Aritmética:

2.2. TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARITMETICA

Todo inteiro maior do que 1 pode ser expresso de maneira tnica (a menos da ordem) como produto de fatores primos.

Exemplo: 5544 =2°.3%.7.11

7
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2.3. DIVISORES DE UM NUMERO

Os divisores de um numero inteiro N sdo todos os inteiros M tais que N é multiplo de M.

OBSERVACAO

OBSERVACAO: Se a=p,“p,”...p,, um divisor natural de a é da forma p,"p,”...p", onde
0<B, <o, para todo 1<i<k. Este fato permite, através do principio multiplicativo da Analise

Combinatdria, calcular a quantidade de divisores de um determinado ntiimero.

Exemplo: os divisores de 30 formam o conjunto {+1,42,+3,+5,46,+10,+15,+30} .

OBSERVACAO: Um niimero n é dito um quadrado perfeito se existe k< Z tal que n=Kk>. E facil
demonstrar que um numero é um quadrado perfeito se, e somente se, o expoente de cada
primo em sua fatora¢gao é um nimero par.

Um nimero n é dito um cubo perfeito se existe keZ tal que n=k*. E facil demonstrar que
um numero é um cubo perfeito se, e somente se, o expoente de cada primo em sua
fatoracao é um numero multiplo de trés.

keZ n=k™

2.4. NUMERO DE DIVISORES

Se n=p,"p,"...p, "™, 0 nimero de divisores naturais de N é dado por d(n):(al +1)(0L2 +1)---(0‘k +1). Para achar o nimero de

divisores inteiros de n, basta multiplicar d(n) por 2.

Exemplo:

Consideremos o nimero 22680=2%.3*.5.7.

O nUmero de divisores naturais é (3+1)(4+1)(1+1)(1+1) =80.

Vejamos dois exercicios resolvidos:

EXERCICIO RESOLVIDO 2:

Se P é o produto de todos os nimeros primos menores que 1000, o algarismo das unidades de P é:
a)o
b) 1
c)2
d)5
e)9



MATEMATICA

Prof. MATHEUS SECCO PROMILITARES * AFA/EFOMM/EN * MODULO 2

RESOLUCAO:

Como 2 e 5 sdo primos menores que 1000, estes dois nUmeros estardo presentes no produto P. Desta forma, P é multiplo de 10 e
assim seu algarismo das unidades é 0.

RESOLUCAO: A

EXERCICIO RESOLVIDO 3:

Seja N = 2*.3°.5° 0 numero de divisores naturais de N que sdo multiplos de 10 é:
a) 24

b) 35

c) 120

d) 144

e) 210

RESOLUCAO:

Um divisor natural genérico de N é da forma 2%.3°.5°, onde 0<a<4,0<b<5,0<c<6. Para que tal divisor seja multiplo de

10, @ e C devem ser maiores ou iguais a 1. Desta forma, ha 4 possiveis valores para a (1, 2, 3, 4), 6 possiveis valores para b
(0,1,2,3,4,5) e 6 possiveis valores para C (1,2,3,4,5,6). Assim, o total de divisores naturais de N multiplos de 10, pelo principio
multiplicativo, é 4-6-6=144 .

RESOLUCAO: D

3. MAXIMO DIVISOR COMUM (MDC)

3.1. DEFINICAO

Dados dois inteiros @ e b n3o nulos, o maximo divisor comum de @ e b (denotado por mdc(a, b)) é 0 maior inteiro positivo

que divide A e b simultaneamente.

Exemplo:

Os divisores naturais de 30 s3o: 1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30
Os divisores naturais de 12 sdo: 1, 2, 3, 4, 6, 12

Veja que o maior inteiro que aparece nas duas listas é o 6. Assim, mdc(30,12) =6.
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OBSERYACAO

Dois niumeros a e b com mdc igual 1 a sdo ditos primos entre si.

Vocé deve estar se perguntando agora: sera que existe uma maneira mais pratica de calcular o mdc de dois nimeros?? A resposta é
sim!! Vejamos agora como:

3.2. ALGORITMO DE EUCLIDES

DadosAeB (A > B), dividimos A por B, obtendo quociente (; e resto I} . Colocamos (], acima de B e I abaixo de A e ao lado de
B (I} serd agora o novo divisor e o novo dividendo é B). Feito isso, dividimos B por I}, obtendo quociente (, e resto I, . Colocamos
g, acimade I, e I, abaixode B eaoladode I (T, serdagora o novo divisor e o novo dividendo é I ). Repetimos este processo

até obter resto 0. O dltimo divisor, I, sera o mdc.

O método acima normalmente é apresentado através do dispositivo de calculo a seguir:

di1 a2 ds oee An On+1
A B r ry M1 rn
ry r rs r 0

Exemplo: Calcular mdc (665, 280).

665 | 280 | 105 | 70 35
105 | 70 | 35 0

Obtemos assim mdc (665, 280) = 35.

3.3. METODO DA DECOMPOSICAO CANONICA

. _ = . . . o O
Neste método, encontramos inicialmente a fatoragdo em primos dos numeros de interesse: a:pll-pzz-...-pn” e

b= p?l -pgz -...-pE" (alguns expoentes podem ser NULOS!).

rlnin{(xl,[}l} .p?in{az,ﬁz} o pnmin{ocn,ﬁn}

Desta forma, temos que mdc(a,b)=p , ou seja, mdc(a,b) é o produto dos fatores

primos comuns as duas decomposi¢des tomados com seus menores expoentes.

Exemplo: 665=5.7.19e280=2>.5. 7. Logo, mdc(665,280) =5 . 7 = 35.

10
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EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEENENEEEEEENEN,

Se mdc(a,b) = d, podemos escrever a=du, b =dv,
com u,v primos entre si.

4 AEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEERD

8fR FrROBIZU

4. MINIMO MULTIPLO COMUM (MM(C)
4.1. DEFINICAO

O mmc entre dois inteiros ndo-nulos @ e D é o menor inteiro positivo que é divisivel por d e b.
Exemplo:

Os multiplos positivos de 30 sdo: 30, 60, 90, 120, 150, ...

Os multiplos positivos de 12 s3o: 12, 24, 36, 48, 60, 72, ...

Veja que 60 é o menor nimero comum as duas listas. Desta forma, mmc(30, 12) = 60.

Assim como no mdc, vejamos um método de calcular o mmc entre dois nimeros.

EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEENENEEEEEEEEENEE,

O mmc de dois nimeros primos entre si é igual ao produto
entre estes numeros. Por exemplo, 3 e 5 sdao primos entre si e,
portanto, mmc (3,5) =3 x5 =15.

PROBIZU

1“

EEEEEEEEEEE
AEEEEEEEERER

4.2. METODO DA DECOMPOSICAO CANONICA

. . . . o
Tal qual no mdc, encontramos primeiramente a fatoragdo dos numeros de interesse: a=p11-p2 pPp" e

b= p?l -pgz -...-pE“ (alguns expoentes podem ser NULOS!).

11
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max{ay B1} | _max{o,,B,} max{a, B, }
1 . p2 et

Desta forma, temos que mmc(a,b)=p , ou seja, mmc(a,b) é o produto dos fatores

primos comuns e ndo-comuns as duas decomposi¢ées tomados com seus maiores expoentes.

Exemplo: 665=5.7.19e 280 = 22.5.7. Logo, mmc(665,280) = 2®.5.7.19=5320.

LR AR R RNENNRNENERNRNENNNENENNENRNNENENNENRNENENNRRENERENNENNRNENRENNENRENNERRNENENERSENRNERSENRNESRHJERBRNHJEN}}Y

O seguinte resultado é bastante util: dados inteiros a,b nao nulos,
vale que ab = mmc(a,b) . mdc(a,b)

EEEEEEEEEEENY
AEEEEEEEERER

4NN EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEED

PROBIZU

Vejamos dois exercicios resolvidos:

EXERCICIO RESOLVIDO 4:

Trés satélites artificiais giram em torno da Terra, em 6rbitas constantes. O tempo de rotagdo do primeiro é de 42 minutos, o do
segundo de 72 minutos e o do terceiro é de 126 minutos. Em dado momento, eles se alinham em um mesmo meridiano, embora em

latitudes diferentes. Eles voltardo em seguida, a passar simultaneamente pelo mesmo meridiano, depois de:

a) 15h 24min
b) 7h 48min
c) 126min

d) 8h24min

RESOLUCAO:

O primeiro satélite passa pelo meridiano a cada 42 minutos, o segundo a cada 72 minutos e o terceiro a cada 126 minutos. Desta
forma, temos o seguinte esquema para os tempos nos quais os satélites passardo por tal meridiano:

Satélite 1: 42, 84, 126, 168, ...
Satélite 2: 72, 144, 216, 288, ...
Satélite 3: 126, 252, 378, 504, ...

Veja que os tempos nos quais os satélites passam sdo os multiplos de 42, os multiplos de 72 e os multiplos de 126. Desta forma, o
primeiro tempo no qual eles passardo juntos novamente pelo meridiano é o menor nimero comum as trés listas, ou seja, € o menor
multiplo comum entre 42, 72 e 126.

Vamos calcular entdo mmc(42, 72, 126). Para isso, veja que:

12
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126=2-3.7

Para calcular o mmc, devemos tomar os fatores primos comuns e ndo comuns elevados ao MAIOR expoente, obtendo assim
mmc(42,72,126)=2°-3*-7=504.

Com isso, a cada 504 minutos, os satélites estardo juntos no meridiano. Como 504 minutos equivalem a 8h 24min, depois de 8h
24min, eles estardo juntos no meridiano.

RESPOSTA: D

EXERCICIO RESOLVIDO 5:

Se mdc(a, b) =4, mmc (a,b) =80 e a + b =36, entdo o valor numérico de 2a—b, ondea > b é:

a) 24

b) 16

c) 20

d) 36

e) 12

RESOLUCAO:

Como mdc(a,b) = 4, podemos escrever a=4ub=4v, com u e v primos entre si. Desta forma, temos que

mmc(a,b) =mmc(4u,4v)=4uv =80 <>uv =20. Além disso, a+b =36 <>4u+4v =36 <>u+v=9. Como a > b, segue que

u>veassimu=5,v=4. Daia=20,b=16¢, portanto, 2a—b =40 - 16 = 24.

RESPOSTA: A

Vamos agora para o combate???

13
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DE COMBATE

Substitua as letras y ou z de modo que o nimero:
5.2y4 seja divisivel por 3.

4y5 seja divisivel por 3.

1.2y8 seja divisivel por 3.

45y seja divisivel por 2 e 9, simultaneamente.
1.24y seja divisivel por 2 e 9, simultaneamente.
20.28y seja divisivel por 2 e 9, simultaneamente.
4y8 seja divisivel por 11.

53.9y7 seja divisivel por 11.

25.01y seja divisivel por 11.

Determine a soma dos algarismos do menor nimero da forma aabbccc que é miltiplo de 836.
14
16
18
20
22

Determine o resto da divisdo de:
(14543)*% por 3

748923%° x 637927 x 953817 x 3756 2% por 5

(CN 1994) O resto da divisio de 743" por 6, é:
1

u b W N

(CN 1978) O resto da divisdo por 5 do numero 5743%19 &:
0

2
1
4
3

14
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6. (CN 1984) O resto da divisdo por 11 do resultado da expressdo: 1211%° + 911932 .343%° , é:

a) 9

b) 1

c) 10

d 6

e)

7. (CN 2007)

I
o
o
]

No dispositivo acima, tem-se a decomposicdo tradicional em fatores primos de um numero natural N, em que a letra x esta
substituindo qualquer nimero natural diferente de N, zero e um. Sendo y o numero total de divisores naturais de N, quantos sdo os
valores possiveis para y?

a) trés

b) quatro
c) cinco
d) seis

e) sete

8. (CN 2005) Um numero natural N tem 2005 divisores positivos. O nimero de bases distintas da sua decomposi¢cdo em fatores
primos pode ser

a) um

b) cinco
c) trés

d) quatro
e) n.ra.

9. (EPCAR 2005) O nimero Y = 2° . 3° . ¢? é divisor de N = 15 . 20 . 6.. Sabendo-se gue c é primo e y admite exatamente 36
divisores, é correto afirmar que

a) ab=c

b) a+b=c
c) a<b<c
d a-b=-1

10. Uma pessoa dispde de trés pedagos de arame do mesmo tipo, cujas medidas sdo: 2400 m, 3200 m e 5600 m. Ela deseja cortar
cada pedago em tamanhos iguais, de comprimento inteiro, de forma que os tamanhos sejam os maiores possiveis. Calcule o nimero
de pedagos que serdo obtidos.

11. (EPCAr 2006) Trés alunos A, B e C participam de uma gincana e uma das tarefas é uma corrida em pista circular. Eles gastam
para esta corrida, respectivamente, 1,2 minutos, 1,5 minutos e 2 minutos para completarem uma volta na pista. Eles partem do
mesmo local e no mesmo instante. Apds algum tempo, os trés alunos se encontram pela primeira vez no local de partida.
Considerando os dados acima, assinale a alternativa correta.
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a) Na terceira vez que os trés se encontrarem, o aluno menos veloz terd completado 12 voltas.

b) O tempo que o aluno B gastou até que os trés se encontraram pela primeira vez foi de 4 minutos.

c) No momento em que os trés alunos se encontraram pela segunda vez, o aluno mais veloz gastou 15 minutos.
d) Asoma do numero de voltas que os trés alunos completaram quando se encontraram pela segunda fez foi 24.

12. Ao calcular o mdc dos nimeros A e B, ambos naturais, pelo algoritmo de Euclides, obteve-se:

2113
A|lB|[x] Tl

ylz |0
Podemos afirmar assim que:
a) A-B=27
b) A-B=47
c) A-B=55
d) A-B=53
e) A-B=77

13. (EPCAR 2001) Ao separar o total de suas figurinhas, em grupos de 12, 15 e 24, uma crian¢a observou que sobravam sempre 7
figurinhas. Se o total de suas figurinhas estd compreendido entre 240 e 360, pode-se afirmar que a soma dos algarismos
significativos desse total é:

a) 6
b) 9
c) 10
d) 13

14. (EPCAR 2005) Se o minimo multiplo comum entre os inteiros a ~16-3% (k#0) e b=2P .21 for 672, entio, pode-se concluir que
a) p édivisorde 2°.21

b) 3“¢é divisivel por 2°

c) pkémultiplo de 3

d) p-k=4k

15. (AFA 2005) Sejam p,,p,,...,p, 0s N primeiros nimeros primos, com n > 5.

X
Se X= p1p22p33 .. .pnn € Y =p,P,P;...P,, entdo o nimero total de divisores positivos de — é:

y
a) (n+1)!
b) n!
c) nl+1
d) (n-1)!
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GABARITO

—N
s

a) DIVISIBILIDADE POR 3:
Um numero é multiplo de 3 se, e somente se, a soma de seus algarismos é multipla de 3
5+ 2 +y+ 4 deve ser divisivel por 3, logo y + 11 é divisivel por 3.
Assim,y=1,40u7

b) DIVISIBILIDADE POR 3:
Um numero é multiplo de 3 se, e somente se, a soma de seus algarismos é multipla de 3
4 +vy + 5 deve ser divisivel por 3, logo y + 9 é divisivel por 3.
Assim,y=0,3,60u9

c) DIVISIBILIDADE POR 3:
Um numero é multiplo de 3 se, e somente se, a soma de seus algarismos é multipla de 3
1+2+y+8deve ser divisivel por 3, logo y + 11 é divisivel por 3.
Assim,y=1,40u7

d) DIVISIBILIDADE POR 9:
Um numero é multiplo de 9 se, e somente se, a soma de seus algarismos é multipla de 9
DIVISIBILIDADE POR 2:
Um numero é multiplo de 2 se, e somente se, seu ultimo algarismo é par
4 +5 +y deve ser divisivel por 9, logo y + 9 é divisivel por 9.
Assim,y=0o0uy=9. Comoy deve ser par, y = 0.

e) DIVISIBILIDADE POR 9:
Um numero é multiplo de 9 se, e somente se, a soma de seus algarismos é multipla de 9
DIVISIBILIDADE POR 2:
Um numero é multiplo de 2 se, e somente se, seu ultimo algarismo é par
1+2+4 +y é divisivel por 9, logo y + 7 é divisivel por 9.
Assim, y = 2, que é par, obrigando o nimero desejado a ser par.

f)  DIVISIBILIDADE POR 9:
Um numero é multiplo de 9 se, e somente se, a soma de seus algarismos é multipla de 9
DIVISIBILIDADE POR 2:
Um numero é multiplo de 2 se, e somente se, seu ultimo algarismo é par
2+0+2+8+y=y+ 14 édivisivel por 9.
Assim, y = 4, que é par, o que faz com o que o nimero desejado seja par.
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g) DIVISIBILIDADE POR 11:
Um numero é multiplo de 11 se, e somente se, a diferenga entre a soma dos algarismos de ordem impar e a soma dos
algarismos de ordem par é multipla de 11.
8+4—y=12 -y édivisivel por 11. Assim, y = 1.

h) DIVISIBILIDADE POR 11:
Um numero é multiplo de 11 se, e somente se, a diferenga entre a soma dos algarismos de ordem impar e a soma dos
algarismos de ordem par é multipla de 11.
7+9+5-3-y=18 -y édivisivel por 11. Assim,y = 7.

i)  DIVISIBILIDADE POR 11:
Um numero é multiplo de 11 se, e somente se, a diferenga entre a soma dos algarismos de ordem impar e a soma dos
algarismos de ordem par é multipla de 11.
y+0+2—-1-5=y—4édivisivel por 11. Assim, y = 7.

2.

Fatorando 836, temos 836 =4 x 11 x 19.

Para aabbccc ser multiplo de 4 e de 11, temos:
i) cc é multiplo de 4:

c=0,40u8

iij)c+c+b+a—-c—b—aémiltiplode 11:
¢ é multiplo de 11

Com isso, obtemos que ¢ =0.

Desta forma, aabb000 deve ser multiplo de 19 também, ou seja, aabb deve ser multiplo de 19. Ndo conhecemos nenhum critério de
divisibilidade para 19, mas estamos interessados no menor nimero desta forma que é divisivel por 19.

Veja agora que aabb = 1000a + 100a + 10b + b = 11(100a+b). Logo 100a + b deve ser divisivel por 19. Como 100=19 x5 + 5,
devemos ter 95a + 5a + b divisivel por 19, ou seja, 5a+b é divisivel por 19. Para termos a + b menor possivel, tomamosa=3 eb =4.

Assim, a soma dos algarismos pedidaé3+3+4+4+0+0+0=14.

RESPOSTA: A

3.
a) Soma dos algarismos de 14543:1+4 +5 + 4 + 3 =17, que deixa resto 2 na divisdo por 3. Logo devemos achar o resto de 2°* na

divisdo por 3. Veja que 2% deixa resto 1 na divis3o por 3. Dividindo 567 por 2, obtemos 567 = 2 x 283 + 1. Logo 2> = (22)283 . 2 deixa

resto 1 x 2 = 2 na divisdo por 3.

b) 74892 deixa resto 2 na divisdo por 5, 6379 deixa resto 4 na divisdo por 5, 9538 deixa resto 3 na divisdo por 5 e 3756 deixa resto

359 207 179 723
x47 " x377"x1

1 na divisdo por 5. Logo, devemos encontrar o resto de 2 na divisao por 5.

Veja que 2* = 16 deixa resto 1 na divisdo por5, 4” = 16 deixa resto 1 na divisdo por5e 3* = 81 deixa resto 1 na divis3o por 5.

18
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Assim, temos:
2% = (2% . 2’ deixa 0 mesmo resto que 2° = 8 na divis3o por 5, que é 3.
4% = (42)103 . 2 deixa resto 4 na divisdo por 5.

3" = (3%)* . 3% deixa 0 mesmo resto que 3° = 27 na divisdo por 5, que é 2.

723

1'"" = 1 deixa resto 1 na divisdo por 5.

Logo o resto buscado é o mesmo resto de 3 x 4 x 2 x 1 = 24 na divisdo por 5, que é 4.

4. 743 =123 x6+5 e assim 743 deixa resto 5 na divisdo por 6. Logo queremos o resto de 5% na divis3o por 6. Veja que 5°=25
deixa resto 1 na divisao por 6. Logo, 5% = (5°)** deixa resto 1 na divisdo por 6.

RESPOSTA: A

5. 5743 deixa resto 3 na divisdo por 5. Logo queremos o resto de 3%

na divisdao por 5.
Veja que:

3' deixa resto 3 na divis3o por 5

3% deixa resto 4 na divis3o por 5

3% deixa resto 2 na divis3o por 5

3" deixa resto 1 na divis3o por 5

9319 _ 329

Dividindo 9319 por 4, temos que 9319 =2329x4+3.Logo 3™ = (34)2 . 3% deixa 0 mesmo resto que 3*=27 na divisio por5, que é 2.

RESPOSTA: B

6. Vamos analisar cada uma das parcelas:

Para encontrarmos o resto de 1211%° por 11, primeiramente encontramos o resto de 1221 por 11. Para isso, usamos que tal resto é
o resto da diferenga entre a soma dos algarismos de ordem impar e a soma dos algarismos de ordem par na divisdo por 11, ou seja:
O resto de 1211 por 11 é igual ao resto de (1+2)-(1+1) por 11, que é 1.

Com isso, 1211%° deixa resto 1° = 1 na diviso por 11.

Para encontrarmos o resto de 9119% por 11:

Resto de 9119 por 11 = Resto de (9+1)-(1+9) por 11 =0.

Com isso, 9119 deixa resto 0 na divisdo por 11.

Assim o resto de 1211%°=9119** . 343%° por 11 éigual aorestode 1 +0. 343% = 1 na divisdo por 11, que é 1.

RESPOSTA: B
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7. Veja que pelo método da decomposigdo em primos, N possui 4 fatores primos (ndo necessariamente distintos). Assim, N pode ter
os seguintes formatos:
pars
2
par
2 2
pq
3
pq

4

p

Temos as seguintes quantidades de divisores:
(1+1)(1+1)(1+1)(21+1)=16
(2+1)(1+1)(1+1)=12
(2+1)(2+1)=9

(3+1)(1+1)=8

(4+1)=5

Assim, ha 5 possiveis valores paray.

RESPOSTA: C

o, as a,

..pn né:

8. O numero de divisores positivos de um nimero da forma plOtl ‘P,

(o, +1) (0, +1)(0y +1)-+ (o, +1)-

.p3

Entdo:
(o, +1)(o, +1)( 0ty +1)--+ (0, +1)=2005

Sabemos que:

2005 =401.5, onde 401 e 5 sdo primos.

Temos entdo, duas possibilidades:

i) o;=2004ea,=03=..=0,=0

Aqui nosso numero serd composto por uma base.
i) 0,=400,0,=4ea3=..=0,=0
Aqui nosso nimero sera composto por duas bases distintas.

RESPOSTA: A

9. TemosqueN=15.20.6= 2*.3%.5% Como y=2°. 3°. c? é divisor de N, temos que ¢ = 2, 3 ou 5, pois c é primo. Ainda, como y
possui 36 divisores, y possui 18 divisores positivos. Assim:

i)Sec=2:

v= 2@*2) 3b

Logo, (a+3)(b+1)=18.Comoa+2<3,s6 podemostera=0oua=1.

Sea=0,b=5(ndo pode, pois b é no maximo 2). Se a = 1, b ndo seria inteiro.
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Neste caso ndo ha solugdes.

ii)Sec=3:

y= 23 3b+2

Logo, (a+ 1)(b +3) =18. Como b + 2 £ 2, s6 podemos ter b = 0. Logo a =5 (ndo pode, pois a € no maximo 2)
Neste caso ndo ha solugdes.

iii) Sec=5:

y=2".3".5

Logo, (a+1)(b+1)(2+1)=18 < (a+1)(b+1)=6.Vejaque a é no maximo 3 eb é nomaximo 2.Seb=0,a=5 (ndo pode!);seb=1,
a=2;seb=2,a=1.

Assim, temosquea=2,b=1,c=50ua=1,b=20uc=5.
No primeiro caso, nenhuma das opgoes é verdadeira.
No segundo caso, C e D sdo verdadeiras.

RESPOSTA: Cou D

10. Queremos que o tamanho de todos os pedacgos seja igual. Seja x o tamanho desse pedaco.
Sabemos que x divide 2400, x divide 3200 e x divide 5600.

Com isso, x tem que ser um divisor comum de 2400, 3200 e 5600.

Como no enunciado é pedido o maior tamanho possivel, x = mdc(2400,3200,5600).

Usaremos o método da decomposi¢ao candnica para encontrar o mdc:

2400=2°.3.5

3200=2".5°

5600=2°.5".7

Com isso, x = mdc(2400,3200,5600) = 2°.5%=800

O numero de pedagos distribuidos é 2400 + 3200 + 2600
800 800 800

=3+4+7 =14 pedagos.

11. Agasta 1,2 minutos = 72 segundos para dar a volta, B gasta 1,5 minutos = 90 segundos para dar a volta e C gasta 2 minutos =

120 segundos para dar a volta.

Assim, A passa pelo local de partida em tempos multiplos de 72 segundos, B passa pelo local de partida em tempos multiplos de 90

segundos e C passa pelo local de partida em tempos multiplos de 120 segundos.

Com isso, A, B e C passam juntos no local de partida em tempos multiplos comuns a 72, 90 e 120. Fatorando 72, 90 e 120, temos:

72=2%.32
90=2-3%-5
120=2%-3-5
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Logo, mmc(72,90,120) = 2°.3%.5=360.
Assim, a cada 360 segundos = 6 minutos, A, B e C passam juntos no local de partida. Vamos analisar as alternativas:
a) Na terceira vez que os trés se encontrarem, o aluno menos veloz tera completado 12 voltas.
Na terceira vez que os trés se encontram, decorreram-se 18 minutos. C é o aluno menos veloz e percorre a pista em 2 minutos. Em
18 minutos, portanto, tera dado 9 voltas.

(FALSA)

b) O tempo que o aluno B gastou até que os trés se encontraram pela primeira vez foi de 4 minutos.
Na verdade, B gastou 6 minutos até que os trés se encontraram pela primeira vez.

(FALSA)

c) No momento em que os trés alunos se encontraram pela segunda vez, o aluno mais veloz gastou 15 minutos.
Quando os trés se encontraram pela segunda vez, decorreram-se 18 minutos.

(FALSA)

d) A soma do niimero de voltas que os trés alunos completaram quando se encontraram pela segunda vez foi 24.
Quando eles se encontraram pela segunda vez, decorreram-se 12 minutos.

Em 12 minutos, A completou 12/1,2 = 10 voltas.

Em 12 minutos, B completou 12/1,5 = 8 voltas.

Em 12 minutos, C completou 12/2 = 6 voltas.

Assim, a soma do numero de voltas é 10 + 8 + 6 = 24.

(VERDADEIRA)

RESPOSTA: D

12.

A|[B|x]11
ylz|O0
Pelo método do algoritmo de Euclides, temos:
X=y
z=11
A=2B+y
B=x+z
x=33

Llogox=y=33,B=x+z=33+11=44eA=2B+y=88+33=121.
Assim,A=121eB=44,0quenosda A—-B=77.
RESPOSTA: E
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13. Seja x o numero total de figurinhas. Pelo enunciado, sabemos que x — 7 é divisivel por 12, por 15 e por 24.

Entdo x — 7 tem que ser multiplo comum desses trés nimeros. Assim, x — 7 é multiplo de mmc(12,15,24).

Para encontrar o mmc, usaremos o método da decomposi¢do canénica:

12=2°-3

15=3.5

24=2"-3
mmc(12,15,24)=2*-3-5=120

Como o total tem que estar compreendido entre 240 e 360:

x—7=2-mmc(12,15,24)
x—7=2-120

x=247

A soma dos algarismos é 2 +4 + 7 =13.

RESPOSTA: D

14. Temosa=2*.3"eb=2".3.7 e. Como k # 0, temos que k > 1.

Logo, mmc(a,b) =24 3.7 Como 672=2°-3-7, temos que max(p,4) =5,0useja,p=5ek=1.

Analisando as alternativas:

a)

b)

c)

d)

4
RESPOSTA: D

15. X_PRPS P

O niimero de divisores positivos de X ¢ (1+1)(2+1)(3+1),.,(n—1+1)=2-3-4---n=n!

p é divisor de 2° . 21
5 é divisor de 2° . 21 (FALSO)

3* ¢ divisivel por 2°
3 é divisivel por 2° (FALSO)

pk é multiplo de 3

5 é multiplo de 3 (FALSO)

.1 (VERDADEIRO)

n__ p2p32p43 .. .pnn—l
Y PiPPRs---P,

y

RESPOSTA: B
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