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APRESENTACAO

Uma colecdo de livros destinados a formacao de conhecimentos
matematicos exige de todos os envolvidos certo grau de comprometi-
mento. Ao autor, fica a tarefa de transmissao de conteldos elencados
normalmente para o grau de ensino a que se destina, procurando
dar um encaminhamento claro, objetivo e didatico. Seu papel tam-
bém compreende a busca de procedimentos que possibilitem um
desenvolvimento adeguado das aulas a serem ministradas, tendo o
cuidado de levar em conta dois outros personagens extremamente
importantes para que o processo de ensino e aprendizagem ocorra:
professor e aluno.

Quanto a Matematica que o aguarda nas proximas paginas, ndo
posso dizer que serd um caminho com um acesso imediato e veloz.
Antes, prefiro acreditar que € uma trajetdria lenta, mas necessaria, rica
de saberes construidos ao longo de nossa evolucdo e carregada de
duvidas necessarias, de etapas a serem ultrapassadas. Nao pense na
Matematica como uma ciéncia exata, pois antes das certezas, estuda-
mos nela os acasos; antes de termaos as medidas precisas, temos as
aproximacoes, que sao muito mais reais.

A proposta de nossa colecao de Matematica para o Ensino Médio
contempla diversos aspectos importantes gue devemn ser levandos em
conta. Entre eles destacamos a necessidade de ter na matematica um
conhecimento historicamente construido, que permite desenvolver
habilidades de pensamento importantes na formacao do cidaddo. Outro
aspecto considerado também fundamental e que aqui procurou ser
levando em conta, € o de permitir um trabalho voltado a autonomia,
pois & desejavel cada vez mais pessoas que busguem e construam
conhecimentos.

Um bom trabalho!

O Autor




POLINOMIOS E EQUAGOES
Ll ALGEBRICAS
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Abertura de Unidade

Ao iniciar um tema, convida o aluno
a envolver-se no assunto. I1sso

é realizado por meio contextos
diversos, que podem ser do
cotidiano ou do desenvolvimento
histérico da Matematica, e explora
curiosidades a respeito do préprio
tema da unidade.

Explorando
Secdo que aparece
ao longo da teoria
com o objetivo de
explorar determinado

contelido ou a =
situacdo com o uso
de calculadoras
ou programas de " =
computador. l

Volume dn cilindro

A

po
'

N
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Abertura de
capitulo
E apresentado o
assunto do capitulo.
Questoes e
reflexoes
Perguntas aplicadas
ao longo do
desenvolvimento da
teoria para abordar
conhecimento
prévio e reflexdes
sobre o conteldo.

Textos na
Matematica
Nessa secdo &
utilizada a forma
textual para abordar
explicacoes
necessarias para a
compreensdo de
conteldos diversos.
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4 T e e
e RpreF e —

3 e 3 besche G e o

B 1] -
P-— P—- e
Historia da Algumas conclusoes Explorando habilidades
Matematica Similar a um roteiro, onde é e competéncias

Aqui sdo abordados a histdria
da Matematica, no decorrer do
tempo, e seus personagens.

proposta uma reflexdo sobre
o que foi desenvolvido na
unidade.

Exercicios resolvidos

Alem dos exemplos ao longo
da teoria, os exercicios servem
como estratégia para a
explorar o conteddo.

Exercicios

propostos

Exercicios para
fixacdo, no final de

cada tema.
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Situacdes elaboradas para explorar

conhecimento utilizando um
contexto diferente.

vestibalores e Enem

-

Vestibular e Enem

No final de cada unidade, exercicios
relacionados a vestibulares de todo
Brasil e guestdes do Enem.

Desafio

Exercicio relacionado a Unidade,
com nivel mais complexo.

[ Atenco |

Ndo escreva no livro. Todos os exercicios
devem ser resolvidos no caderno.
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ESTATISTICA

UNIDADE E PROBABILIDADE

Decisbes importantes sao
tomadasdiariamente, baseadas
em dados produzidos por meio
de pesquisas e estatisticas.

Nesta Unidade, ampliamos
nosso conhecimento sobre
Estatistica, obtendo medidas
de tendéncia central e
medidas de dispersao.

Natanael Ginting/Shutterstock.com







CAPITULO

1

O conhecimento nos ajuda na tomada de decisdes.

Cada vez mais, a tomada de decisoes exige
profissionais extremamente informados. O co-
nhecimento sobre a diversidade de aspectos de
determinado problema leva esses profissionais &
busca de informacdes. Quanto mais abrangen-
tes e confidveis forem tais informagdes, maior
sera a probabilidade de uma decisao a ser to-
mada obter resultado positivo. Nesse sentido, o
conhecimento sobre estatistica € fundamental.

No volume anterior desta colecao iniciamaos
o estudo de Estatistica. Agora ampliaremos nosso
conhecimento observando o calculo de medidas
de tendéncia central e medidas de dispersao.

Apresentar informacgdes em tabelas e gréfi-
cos tem como objetivo facilitar a leitura daqueles
que leem ou analisam dados de pesquisas.

- Unidade 1 Estatistica e probabilidade

Yurly Ruddy/Shu tter stock.com

MEDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL

Existern casos em gue a quantidade de
dados é muito grande e as observacoes feitas
em tabelas ou gréficos ndo sdo imediatas. Nes-
ses Casos, as vezes, queremaos ter uma ideia glo-
bal dos dados, entao, usamos as chamadas me-
didas de tendéncia central, que sao utilizadas
para representar o grupo de dados.

As medidas de tendéncia central sao: mé-
dia, moda e mediana.

Um desses termos € bastante empregado
na midia, em frases como:

« O PIB brasileiro cresceu, em média, 1%
a0 més neste trimestre.

- Existemn trés filhos, em média, por fami-
lia brasileira.

- Sete foi,em média, a nota que mais ocor-
reu no exame da Ordem dos Advogados
do Brasil.

As afirmacoes acima foram, aqui, elabora-
das apenas como exemplos. Quando aparecem
na midia escrita ou falada, sdo baseadas em da-
dos numéricos devidamente analisados. Se dis-
sermos que um carro de Formula 1, por exem-
plo, alcanca velocidade média de 300 km/h,
esse valor estd representando um conjunto de
valores obtidos.

Este capitulo sera composto de trés par-
tes, uma parte para cada uma das medidas de
tendéncia central, para que, assim, possamos
compreender melhor cada uma delas.

A seguir, iniciamos com média aritmética.

Stefano Garau/Shutterstock.com




Média aritmética
Um vendedor fez um levantamento do nime-
10 de camos vendidos na concessionaria em que tra-

balha, durante uma semana, considerando domingo
dia de folga, e apresentou os dados em uma tabela.

Segunda-feira 9
Terca-feira 10
Quarta-feira 15
Quinta-feira 12
Sexta-feira 11
Sabado 21

Vamos calcular o ndmero total de carros
vendidos durante essa semana e dividir esse re-
sultado pela guantidade de dias, isto é:

9+ 10+ 15+124+11+21 78

6 6

Pode-se afirmar que foram vendidos, em
média, 13 carros por dia nessa concessionaria.

=13

Note que, neste exemplo, em nenhum dia
foram vendidos exatamente 13 carros (até po-
deria ocorrer). Esse nimero representaria o nu-
mero total de carros vendidos por dia apenas se
tivessem sido vendidas quantidades iguais de
carros todos os dias.

- Construindo um gréfico de colunas e in-
dicando esse valor médio, observamos
que alguns valores estao acima da média,
engquanto outros estao abaixo da média.

Mirmero
de camos

21 B TS R AT N 21

Quinta-
~feira -feira

Quarta-
~feira

Segunda- Terga-
-feira -feira

Grificos: ©DAE

De modo geral, temos:

Observacgoes:

1. A soma dos valores x,, x,, x,, .., X, pode
n

ser representada por ZX; (I&-se: somatério dos
i=1

valores , em gue i € um ndmero inteiro que va-

ria de 1 até n). Assim, a média aritmética desses

valores pode também ser escrita por:

,I n
M, = i z X;
i=1
2. Existe outra observacao importante a

respeito de média aritmética que vocé pode
constatar com base no exemplo anterior. Veja:

Sabemos que o numero total de carros
vendidos nessa concessionaria nessa semana
foi 78. Como foram vendidos, em média, 13 car-
ros por dia, podemos fazer outro gréfico con-
siderando que, em todos os dias, foi vendida a
mesma guantidade de carros. Observe:

Nimeno
de carros.
vendidos

_ 9+4 10+

15-2 1241 11+2
£ ---M“-E-“

Segunda- Terga- Quarta-
-feira -feira feira

Quinta- Sexta- Sabado Dias
-feira -faira

Se, de fato, a cada dia tivessem sido ven-
didos 13 carros, o nimero total de carros ven-
didos nessa semana continuaria sendo 78. Isso
significa que os valores que excedem a média
(2 e 8) acabam compensando os valores que
faltam para chegar a média (4,3, 1 e 2).

Medidas de tendéncia central Capitulo 1 -



Exemplo:

A tabela abaixo apresenta o total de medalhas
conquistadas pelo Brasil em 18 olimpiadas mundiais,
de 1920 até 2012. Vamos calcular a média de meda-
lhas por olimpiada.

1920 Antuérpia 3
1948 Londres 1
1952 Helsinque 3
1956 Melbourne 1
1960 Roma 2
1964 Téquio 1
1968 Cidade do México 3
1972 Munique 2
1976 Montreal 2
1880 Moscou -
1984 Los Angeles 8
1988 Seul 6
1992 Barcelona 3
1996 Atlanta 15
2000 Sydney 12
2004 Atenas 10
2008 Pequim 15
2012 Londres 17
Total 108

Fonte: PIRES, Fatima. Maior nimero de medalhas na histéria das Olim-
piadas. RankBrasil recordes brasileiros, 13 ago. 2012. Disponivel em:
<http:/Aww.rankbrasil.com.br/Recordes/Materias/06br/Brasil_
Conquista_Maior_Numero_De_Medalhas_Ma_Historia_Das_
Olimpiadas>. Acesso em: 9 mar. 2016.

- Como na tabela anterior € apresentado o nu-
mero total de medalhas, basta dividir esse nu-
mero pela quantidade de olimpiadas das quais
o Brasil participou. Aqui, levamos em conta
apenas as olimpfadas em gue o Brasil ganhou
alguma medalha, excluindo, portanto, as olim-
piadas de 1924, 1932 e 1936, nas quais o Brasil
ndo ganhou medalha, e a olimpiada de 1928
da qual o Brasil ndo participou. Entao:

_ 108
? 18
Portanto, podemos dizer que o Brasil conquis-
tou, em média, 6 medalhas por olimpiada da
qual participou.

M =MA26

- Unidade 1 Estatistica e probabilidade

Resolva os exercicios

Questoes e reflexoes no caderno.

Hé& uma propriedade que vocé pode constatar em

relacdo & média aritmética de um conjunto de valo-

res de uma varidvel:

« Asoma de todas as diferencas entre cada valor e a mé-
dia aritmética, em uma mesma ordern, & igual a zero.

Verifique a validade dessa propriedade no exemplo

do total de medalhas conguistadas pelo Brasil.

Resposta no Manual do Professor.
Exemplos:

1. De um mesmo time, dois jogadores de bas-
quete que tém a mesma posigdo na quadra, nos
cinco jogos dos quais participaram, tiveram o rendi-
mento, em quantidade de pontos feitos, representa-
do na sequinte tabela:

Jogador A 9 12 16 12 1

Jogador B 8 15 13 7 10

O técnico vai escalar um desses jogadores e uti-
lizard como critério a maior média de pontos. Qual é
o jogador que serd escalado?

- Média de pontos do jogador A:
+

9+12+16+12+11 Z@:»MAZ 1

5 5

- Média de pontos do jogador B:

8+15+13+7+10 :E=>MEE 106
5 5
Logo, o jogador A sera escalado, pois ele tem a
maior média de pontos. Entretanto, isso nao significa
que o jogador B, se fosse escalado, nao pudesse con-
seguir uma quantidade maior de pontos. O critério
adotado foi simplesmente a melhor média.

M, =

M, =

2. Um estudante queria saber qual era a tem-
peratura média registrada em sua cidade durante
15 dias. Entao, observou e registrou as temperaturas
em determinado horario. Como existiam repeticoes,
construiu a tabela de frequéncias a seguir:

25
26
27
28
29
30
31

3
2
1
4
]
2
2




- Para saber a temperatura média, adicionamos as 15 temperaturas registradas e divi-
dimos a soma por 15, isto é:
25+25+25+26+26+27+28+28+28+28+29+30+ 30+ 31+ 31
15
Considerando que ha valores que se repetem, podemaos escrever:

T.=

o 3425 4+2-641-27+4-8+1-29+2-30+2-3]

.
m 15

L 75452427+ 112429+ 60+ 62
" 15

Tm=—‘“57 =T, =278

Partanto, pademos dizer que 27,8 °C € a temperatura média das temperaturas 25 °C,
26°C, 27°C,28°C,29°C,30°Ce 31 °C, com frequéncias 3,2, 1,4, 1, 2 e 2, respectivamente.

3. Em determinada escola, na qual o regime de avaliacio é bimestral, o critério adota-
do para o calculo da média anual dos alunos, em cada discipling, & par pesos:

+ 12 bimestre —» peso 1 + 32bimestre —— peso 3
+ 22bimestre — peso 2 + 4%bimestre —— pesoc 4

Considerando que as notas de um aluno, em Geografia, nos quatro bimestres, foram
7.0; 9,5 8,5 e 6,5, respectivamente, vamos calcular a média dessas notas. Como existem
pesos, dizemos que sera uma média aritmética ponderada (representamos por M), isto é:
1-70+2:954+3:854+4-65
1+24+3+4
+ Note que os pesos adotados sdo numeros inteiros, entdo, podem ser interpretados
como repeticao de notas. Assim, a nota do 12 bimestre aparece 1 vez (peso 1), a do
22 bimestre, 2 vezes (peso 2), a do 3° bimestre, 3 vezes (peso 3), e a do 42 bimestre,
4 vezes (peso 4).

70+ 190 + 255 + 260
10

M =
]

M =
P

i = 778

=M =775
(- P

Logo, a média anual desse aluno, em Geografia, é 7,75.

Observacao:

A média ponderada pode ser interpretada como um caso particular de média aritmética
em que temos a repeti¢do de valores.

Observacao:

Para valores agrupados em classes, consideramos o valor médio de cada classe, e com
base nesses valores, obtemos a média.

Medidas de tendéncia central

—



Exemplo:

Vamos considerar os dados sobre as alturas
de 50 alunos do Ensino Médio, conforme exemplo
ja apresentado no capitulo anterior. Observe como
podemos calcular a média das alturas desse grupo.

149> 1,58 8
1,58+ 1,67 15
167~ 1,76 10
1,76 — 1,85 12
1,85+ 194 5

Total 50

- Inicialmente, vamos acrescentar a essa tabela
uma nova coluna formada pelos valores mé-
dios das classes:

149+~ 1,58 8 1,535
1,58 — 1,67 15 1625
167 — 1,76 10 1,715
1,76 1,85 12 1,805
185194 5 1,895
Total 50 —

- Utilizando a frequéncia absoluta de cada classe
e o valor médio, calculamos a média M:

_8:1535+15-1625+10-1715+12-1805+5-189%
8+15+10+12+5

M

_ 1228424375+ 17,15+ 21,66+ 9475
50

M

M= _ M= 16088
50
Portanto, a média das alturas dos alunos desse
grupo é 1,6988 m.

Empregamos a média aritmética (simples ou
ponderada) como uma medida de tendéncia central.
Ao fazer isso, queremos, por meio de um valor, dar
uma ideia a respeito das caracteristicas de determi-

- Unidade 1 Estatistica e probabilidade

nado grupo de valores. Entretanto, existem situagoes
em que a média aritmética ndo € um valor adequa-
do. Veremos isto a seguir.

Moda

A utilizacdo da média aritmética pode nao ser a
mais adequada para representar ou tracar o perfil de
um grupo de valores de uma varidvel. Para que pos-
samos compreender melhor isso, vamos considerar a
seguinte situagao:

Em um restaurante, 5 amigos estao reunidos.
Antes de pedir qualguer refeicao ou bebida, eles
resolveram verificar a quantia que cada um deles
possui. Cada um tem apenas uma cédula, conforme
representado a seguir:

Fotos: Banco Central do Brasil

Vlamos calcular a média dos valores em reais das
quantias que esses amigos possuem.

- Média aritmética dos valores:

M =2+2+2+5+100
2 5
Mo=Losm =222
5

a

Entdo, em média, cada um dos cinco amigos
possui RS 22,20.

A média aritmética obtida representa o grupo
de valores. Porém, note que o valor mais frequente
entre os observados nessa situacao nao é a média
aritmética. Nessa situacao, o valor correspondente
a média nem faz parte do grupo de valores. O va-
lor mais frequente & RS 2,00. Sendo assim, esse é
o valor que melhor representa o grupo de valores.



Em Estatistica, esse valor é conhecido como moda,
representamos por M :

M, =2

Exemplos:

1. Na 382 rodada do Campeonato Brasileiro de
Futebol, série A, em 2015, houve 10 jogos, de acordo
com a tabela abaixo, que contém o placar e o nume-
ro total de gols por jogo. Vamos calcular a média de
gols por jogo e a moda.

Campeonato Brasileiro de Futebol — Série A

Coritiba-PR X VascodaGama-R) | 00X 0 0
Atlético-MG X Chapecoense-SC 3X0 3
Santos-SP X Atlético-PR 5% 1 6
Joinville-SC X Grémio-RS 0x2 2
Flamengo-RJ X Palmeiras-SP 1X2 3
Corinthians-SP X Avai-5C 1x1 2
Internacional-RS X Cruzeiro-MG 2x%0 2
Goids-GO X Sao Paulo-SP 0X1 1
Figueirense-SC X Fluminense-RJ 1X0 1
Ponte Preta-SP x Sport-PE 0x1 1

Fonte: CONFEDERACAO BRASILEIRA DE FUTEBOL. Tabela do Cam-
peonato Brasileiro de Futebol Série A 2015 (rodada 38). Disponivel em:
<http:ffwww.cbf.com.br/competicoes/brasileiro-serie-a# VuBJALV2 YdU>.

Acesso em: 9 mar. 2016

- (Célculo da média de gols (por jogo):

M _ D3 +6424 34242414141
: 10

M = 2_‘[m2"|
* 10

- Existem dois nameros de gols (por jogo) mais
frequentes: 2 gols (3 vezes) e 1 gol (3 vezes).
Entao, dizemos que existemn duas modas:

M=2 e M =1

Grafico: @ DAE

2. Dez amigas estao reunidas para comemorar 0
aniversario da mais velha da turma. No quadro a sequir,
temos as idades delas:

16anos | 17anos | 16anos | 16anos | 18anos

17anos | 17anos | 16anos | 15anos | 17 anos

Vamos calcular a média dessas idades e obter
a moda.

- Célculo da média aritmética das idades das

dez amigas:
KA = 16+17+16+16+18+17+17+16+15+17
E 10
Maz%sMamlfa,S

Existern dais valores mais frequentes (4 meninas
com 16 anos e 4 meninas com 17 anos). Temos um
grupo de valores com duas modas:

M =16 e M =17

3. Em um municipio, apds o primeiro ano
de mandato de um prefeito, houve uma pesquisa
para avaliar o desempenho da gestao dele. Foram
escolhidas, aleatoriamente, entre a populacéo,
400 pessoas. Para avaliar, cada pessoa tinha de
escolher entre: excelente, bom, regular e péssi-
mo. O resultado foi apresentado por meio do se-
guinte grafico:

250
210
200
150
100 0
60
; ! )
a
Excelente | ! ! Fe ' Pécsl !

+ Neste exemplo, a moda € o valor ‘péssimo”da
variavel considerada, pois é mais frequente,
isto é, possui o maior niimero de escolhas da
populagéo consultada.

4, \Jamos novamente considerar os dados so-
bre as alturas (divididas em classes) de 50 alunos do
Ensino Médio e obter a moda dessas alturas.

Medidas de tendéncia central Capitulo 1 -



Na tabela a sequir, observando a frequéncia de
cada classe e o valor médio, temos:

1,49 1,58 8 1,535
1,58 — 167 15 1,625
167 — 1,76 10 1,715
1,76+ 1,85 12 1,805
185+ 194 5 1,895
Total 50 E=

- A frequéncia maior, 15, indica o intervalo
1,58+ 1,67, represesentado pelo valor médio
1,625. Portanto, temos:

M, = 1,625
Observacoes:

1. Utilizamos a moda quando precisamos infor-
mar o valor da variavel que mais ocorreu.

2. A moda é empregada em pesquisas que pro-
curam sondar as preferéncias entre as pessoas. Nesse
caso, a moda podera ndo ser um valor numeérico.

3. Amoda poderd, dependendo da situacao, ser
representada por um valor (unimodal), dois valores
(bimodal), trés ou mais valores (multimodal). Entre-
tanto, pode ocorrer que ndo haja moda em uma dis-
tribuicao (amodal).

Mediana

Além da média e da moda, temos ainda outra
medida de tendéncia central: a mediana. O pré-
prio termo “mediana’ nos remete a posicao média,
segundo uma ordem. Cansidere, por exemplo, que
em um grupo de nove pessoas as alturas sejam as
seguintes:

[172m|169m|1,75m 1,68 m 1,68 m

173m|1,71 m|1,80m 165 m|

Organizando esses valores em ordem crescente
ou decrescente, o termo do meio (termo médio) serd
a mediana do grupo de valores. Neste caso, temos:

168m(168m 1,69 m 1,71 m 1,72m 1,73 m|1,75 m 1,80 m|

'

mediana

|165m

- Unidade 1 Estatistica e probabilidade

Representamos a mediana por M_. Assim, no
exemplo, temos:

M,=171m

Exemplos:

1. No quadro a sequir, estao colocados, em or-
dem crescente, as idades de 12 pessoas de uma mes-
ma familia reunidas para a comemoragao do aniver-
sario da pessoa com mais idade. Como a quantidade
é par, a mediana € calculada pela média aritmética
das idades que ocupam as posicoes centrais:

anos|anos|anos|anos anos anos anos anos|anos anos anos

Portanto, a mediana desse grupo de idades é
25 anos.

2.Vamos calcular agora a mediana do conjunto
de valores formado pelos 11 menores nimeros na-
turais primos.

- Lembrando que um numero natural é primo
quando apresenta apenas dois divisores na-
turais (o nimero 1 e o préprio ndmero).

Entdo, os 11 menores nimeros naturais primos

colocados em ordem crescente, sao:

2,3,5,7,11,13,17,19,23, 29, 31

'

M, =13

Assim, a mediana desse grupo formado por nu-
meros naturais primos & 13.



Graficos: ® DAE

3. Uma equipe de cirurgides-dentistas de um Na tabela abaixo, observando a frequéncia de
posto de saude foi visitar a comunidade de uma re- cada classe e o valor médio, temos:
gido para fazer um levantamento da quantidade de
caries das pessoas. Foram examinadas 20 pessoas, € 0
resultado observado foi organizado na tabela a sequir.

1,49+ 1,58 8 1,535
o 4 158> 167 15 1625
L 7 167 176 10 1715
2 5
3 3 1,76 —> 1,85 12 1,805
4 1 1,85 — 194 5 1,895
Vamos determinar a mediana desses valores. Total 50 -

- Como 20 pessoas foram exarninadas, coloca-

. ) Como o total de frequéncias é 50 (ndmero
mos os valores que indicam as quantidades

.. ) par), os dois valores centrais sao 0 252 valor médio e
de céries em ordem crescente, ou seja:

BOBGL LTI L2209 9548

o 262 valor médio. Considerando os valores médios
que representam as classes em ordem crescente e de

10 observacdes 10 observacoes acordo com suas frequéncias, temos:
Me=% 25%valor medio = 1,715
M.=1 262 valor médio = 1,715
Logo, amediana é 1. Logo:
4. Vamos considerar os dados sobre as alturas M =D ELAS 1,715
(divididas em classes) de 50 alunos do Ensino Médio : :
ja observados anteriormente e calcular a mediana Portanto, a mediana das alturas dos alunos desse
dessas alturas. grupo é 1,715 m.

EXPLORANDO Orientagdes e respostas no Manual do Professor.

Quando analisamos uma varidvel continua, | - amédia, a moda e a mediana sao iguais;
como a massa das pessoas pertencentes a um
grupo, dependendo dos valores das medidas de
tendéncia central (média, moda e mediana), exis-

tem as seguintes situacoes: Ma=te =Ny
e e - | Neste caso, dizemos que
- a média e a mediana sao menores que a moda; L» a distribuicao de valores
& simétrica.

Mp << Mg < Mg
: ; )

Medidas de tendéncia central Capitulo 1 -



>

- a média e a mediana sao maiores que a moda. Para explorar essas ideias, a turma podera ser
Mg < Mg < M organizada em trés grupos: A, Be C.
g —— :
=] Neste caso, dizemos que a i 4 AL
. EniiiniioRs devaioiee 5 1.0 grupo A devera pesquisar uma distribui-
s sssimcince 5 thesiin. cdo de valores que seja assimétrica a esquerda.

2.0 grupo B devera pesquisar uma distribui-
Gao de valores que seja simétrica.

3.0 grupo C deverd pesquisar uma distribui-
¢ao de valores que seja assimétrica a direita.

L S

B

Cada grupo devera apresentar para os demais
Ma Mg Mg o resultado da pesquisa feita.

Observacao:

No préximo capitulo, ampliaremos o conhecimento de Estatistica, abordando as
chamadas medidas de dispersao.

Exercicios resolvidos

1. Calcule o valor de x para que a média aritmética dos numeros 3, 4, 11 e x seja igual a 6,25.

3+4+11+x

% =625=18+x=2=2x=7

2. Atabela abaixo mostra as alturas, em centimetros, das 15 jogadoras de uma selecao feminina

de volei:
187 em 170 ecm 185 em
193 em 190 cm 184 cm
196 cm 188 cm 192 cm
169 cm 190 cm 186 cm
185cm 179cm 172cm

a) Determine a altura média das jogadoras dessa selecao.
b) Obtenha a altura mediana dessas jogadoras.
c) Quais s3o as alturas modais? Existe uma Unica moda?

172+187+170+185+193+190+ 184+ 196+ 188+ 192+ 169+ 190+ 186+ 185+ 179
15

a) M, =

Portanto, a altura média das jogadoras dessa selecdo & 184,4 cm.

b) Escrevendo as alturas em ordem crescente, temos:
169, 170,172,179, 184, 185, 185, 186, 187, 188, 190, 190, 192, 193, 196
Como sao 15 valores, a mediana € igual ao oitavo valor, ou seja, a altura mediana dessas
jogadoras é 186 cm.

c) As alturas modais sdo 185 cm e 190 cm. Por existirem duas modas, o conjunto é bimodal.

- Unidade 1 Estatistica e probabilidade



3. Em uma familia com 4 pessoas, a média aritmética das alturas é 1,67 m e a mediana é igual a
1,63 m. Calcule:

a) asoma das alturas das 4 pessoas dessa familia;
b) a média aritmética das alturas da pessoa mais baixa e da pessoa mais alta dessa familia.

a) Representando por a, b, c e d as alturas em ordem crescente, das pessoas dessa familia,
temos:
at+b+c+d
—=167,.a+b+c+d=668

Portanto, a soma das alturas é igual a 6,68 m.

a+d 668—326 342

= =——=171

2 2 2

Portanto, a média aritmética das alturas da pessoa mais baixa e da pessoa mais alta dessa

familia & 1,71 m.

b+c
b)T=1,63.‘.b+c=3,26—>

4. (UFPR) Em um levantamento feito numa sala de aula de um curso da UFPR, verificou-se que a média das
idades dos 42 alunos matriculados era de 20,5 anos. Nesse levantamento foram considerados apenas
os anos completos e desconsideradas todas as fragdes (meses, dias, etc). Passadas algumas semanas, a
coordenacao do curso verificou que um aluno havia desistido, e que a média das idades caiu para 20 anos.
Como nesse periodo nenhum dos alunos da turma fez aniversario, qual aidade do aluno que desistiu?
a) 41 anos c) 29 anos e) 37 anos
b) 25 anos d) 33 anos
Conforme dados do enunciado, considerando a média aritmética, temos:

Gk AL W

42
200542 =x + ¥+ X+ K,

20,5-

861 =x, + X, + %, + .. %,
Vamos considerar que a idade do aluno que desistiu € de y anos e a nova média de idades
caiu para 20 anos. Entao, temos:
S TR U e
42 —1
20-41=x +x +3+.-%x.—Y

2=

820 =861 —y
y = 861 — 820 = 41

Portanto, a idade do aluno que desistiu € 41 anos.

5. Um automdvel, que pode utilizar como combustivel dlcool e gasolina misturados em qualquer
propor¢ao, é abastecido com 20 litros de gasolina e 10 litros de alcool. Sabe-se que o preco do
litro de gasolina e o do litro de alcool sao, respectivamente, RS 3,60 e RS 2,40. Nessa situacao,
calcule o prego médio do litro do combustivel que foi utilizado.

Como foram utilizados 20 litros de gasolina e 10 litros de dlcool, o preco médio do litro pode
ser calculado a partir da média ponderada, com pesos correspondentes as quantidades de
litros de cada combustivel, ou seja:

_ PR TR X

Protio = pi+4
= 20-360+10-240
Proscio 20+ 10
_72+24
pmédiu ol 30
96
D= 30 - Py =320

Portanto, o preco médio € de RS 3,20 por litro de combustivel.

Medidas de tendéncia central Capitulo 1 -



Exercicios propostos

Resolva os exercicios no caderno.

1. A média aritmética das idades de 80 calouros do curso
de Engenharia de uma universidade era 18,6 anos. Um
més apos as aulas comegarem, 2 alunos desistiram do
curso. Com isso, a meédia aritmética caiu para 18,5 anos.

a) Qual é a soma das idades dos 80 calouros que in-
gressaram nessa universidade? 2 1488 anos.

b) Qual é a média aritmética da idade dos 2 alunos
que desistiram do curso? b) 22,5 anos

2. O gréfico a seguir mostra o desempenho, na prova de
Matematica, de uma turma de alunos do terceiro ano
do Ensino Médio.

HNimeno
dealunos

Graficos: © DAE

a) Qual & o numero de alunos dessa turma? a) 40

b) Calcule a média das notas dos alunos dessa turma.

b) 6,225
3. Amédia de gols assinalados por uma equipe de futebol,
nos 5 primeiros jogos de um campeonato, foi igual a 2,2.

a) Se, nos proximos 5 jogos, essa equipe assinalar mais
14 gols, qual serd a média de gols nos 10 primeiros
jogos do campeonato? 4) 2.5

b) Qual devera ser a média de gols nos proximos 10
jogos para que a média dos 15 primeiros jogos seja
igual a 2,87 b) 3,1

4. Um professor de Matemaética aplica trés provas em cada
bimestre, com pesos 1, 3 e 2, nessa ordem. Se um aluno
obteve 4,0 na primeira prova e 6,0 na segunda prova,
gue nota ele precisara tirar na terceira prova para que
sua média sejaiguala 7,0? 100

5. O histograma a seguir mostra a distribuicao dos salérios
dos funciondrios de uma empresa.

a) Qual é o nimero de funciondrios dessa empresa? 22

b) Obtenha o saldrio médio dos funciondrios dessa
empresa. RS 1750,00

A média aritmética das idades de um grupo de 200
pessoas € 41 anos. A média aritmética das idades dos
homens é 50 anos e das mulheres € 35 anos. Determine

a quantidade de homens e mulheres desse grupo.
20 homens e 120 mulheres.
O piso da sala de uma residéncia vai ser revestido com

pegas de ceramica, como mostra a figura a seguir:

Figura: & DAE

a) Considerando que o preco de cada pega clara é
RS 10,00 e o preco de cada peca escura é RS 15,00,
qual é o custo total das pecas de cerdmica necessarias
para revestir esse piso? RS 157500

b) Qual é o preco médio de cada peca? RS 12,50
Em um exame vestibular, as notas obtidas pelos 25000

candidatos na prova de Matematica estao representa-
das no grifico a sequir: Respostas no Manual do Professor.

Hoe B E: B Bs s s |70 B 1w
2%

a) Quantos candidatos obtiverarm nota igual ou supe-
riora 72 5730
b) Qual é a nota média de todos os candidatos? 4,83

Neste capitulo, vocé estudou trés medidas de tendéncia

central: média, moda e mediana. A respeito delas, respon-

da as seguintes questoes, justificando suas respostas.

a) A meédia aritmética sempre representa bem um con-
junto de valores?

b) A mediana existe tanto para dados numeéricos quan-
to para dados nominais?

c) A moda existe sempre?

d) Existe uma medida de tendéncia central mais ade-
guada ou depende do conjunto de dados que esta-
mos analisando? Respostas no Manual do Professor,

- Unidade 1 Estatistica e probabilidade




10. Em uma cidade, a temperatura média, em graus Celsius, I. A média aritmeética da distribuicdo de saldrios dessa

de cada dia foi registrada em uma tabela durante 30 dias. empresa é superior a R$ 2.000,00. | £
Il. Amediana da distribuicao de saldrios dessa empresa
25|21 |23 |20[17 |15 24|26 |28]|28 &iqual a RS 200000, Il V
23 (19|22 | 20|16 |23 |21 |23 |24 |22 lll. A moda da distribuicao de salarios dessa empresa é
25 (2319|1823 |25|19[22]23]20 igual & B> 100000 LY

V. Se um funcionario que recebe R$ 3.000,00 for de-

peraturas. ) 22.5°C empresa passard a ser igual a RS 1.800,00. 1V v
b) Qual é a temperatura modal dessa distribuicao 14. (Enem) Uma equipe de especialistas do centro me-
de valores? b)23°C teorolégico de uma cidade mediu a temperatura do

ambiente, sempre no mesmo hordrio, durante 15 dias
intercalados, a partir do primeiro dia de um més._Esse
tipo de procedimento & frequente, uma vez que 0s
dados coletados servem de referéncia para estudos
e verificagao de tendéncias climaticas ao longo dos
112(3|4|5(6]7]|8|9]|10 meses e anos. As medicoes ocorridas nesse periodo
estao indicadas no quadro:

11. Em uma turma com 40 alunos, a distribuicdo das notas
de uma prova de Matemdtica estd representada na
tabela a sequir:

211 (3(2|2]|7|10]5|4]3

1
a) Qual é a nota média dos alunos dessa turma? 6,225 3
b) Qual é a nota mediana? 7 5
c) Qual é anota modal? 7 7
12. Todos os dias, o inspetor de uma escola anota o 9 195
nimero de alunos ausentes. Ao término do periodo 11 20
de 20 dias de aula, ele calcula a média, a mediana 13 135
e a moda do conjunto de valores. Apés realizar as 15 135
anotagdes e os cdlculos, foi entregar os nimeros para 17 18
o diretor, quando percebeu que, por alguma razao, 9 o
dois niimeros estavam rasurados.
21 18,5
5 6 3 8 10 23 13,5
5 | 3| 2[4 @ = 215
27 20
5 3 4 2 g
29 16
7 3 5 4 4

Em relagdo a temperatura, os valores da média, mediana

Como o inspetor sabia que a média eraigual a 5 e gue, e moda s3o, respectivamente, iguais a:
em um dos dias, 12 alunos faltaram, conseguiu desco-
brir quais eram os nimeros rasurados. Determine vocé

a) 17°C,.17°Ce135°C.

também esses numeros. @ 17°C, 18°Ce 13,5°C.
e L SR G 9 17°C,135°Ce18°C.
tada na tabela a seguir: d) 17°C18%Ce21,5°C.
. e) 17°C,135°Ce215°C.
5 i 100000 ' 15. Utilizando informacées de jornais ou da internet, vocé
: acompanhard as temperaturas de sua cidade ao
10 1.800,00 longo de 15 dias. Utilize as informacoes das tempe-
14 2.200,00 raturas correspondentes as previsoes, escolhendo
2.500,00 a temperatura minima ou a temperatura maxima
———— durante esse periodo. Com base nessas temperaturas,
— faca o que se pede a seguir.
: 5.000,00 a) Elabore um quadro como o apresentado na ativi-
~ o _ dade anterior, A resposta vai depender das
Analise cada afirmacao a seguire indique, em seu cader- informacoes coletadas.
no, V caso seja verdadeira ou F caso seja falsa. b) Calcule a média das temperaturas desses 15 dias.

b) O célculo vai depender das informagoes do quadro
elaborado para responder ao item anterior.

Medidas de tendéncia central Capitulo 1 -
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Nimero de cestas
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|

CAPITULO

2

Muitas vezes em Estatistica, encontra-
maos casos em que as decisdes nao podem
ser tomadas levando em consideracao, ape-
nas, as medidas de tendéncia central, por
exemplo. Em outras palavras, a média arit-
mética, a moda e a mediana podem mos-
trar-se insuficientes para caracterizar um
grupo de valores. Nesses casos, € possivel
utilizar outros tipos de medidas: as medidas
de dispersao.

Considere uma situacao em que um téc-
nico de basquete esta indeciso para escalar
um dos dois jogadores que atuam na mesma
posicao. Nos ultimos seis jogos de que parti-
ciparam, eles fizeram o seguinte ndmero de
cestas de trés pontos:

Jogador A

16

Graficos: © DAE

a la-RB

20

15

Mumero de cestas

Jogo 1 Jogo 2 Jogo 3 Jogo 4 Jogo 5 Jogo 6
Jogos
Jogador B
9 s i

x 7

r 5

Jogo 1 Jogo 2 Jogo 3 Jogo 4 Jogo 5 Jogo B
Jogos

- Unidade 1 Estatistica e probabilidade

} MEDIDAS DE DISPERSAO

Um critério que o técnico pode utilizar o
da melhor média aritmética de cestas de trés
pontos por partida (representaremos por M, e
M, as médias dos jogadores A e B, respectiva-

mente):
- Jogador A
3+14+4+2+16+6
M, =
6
45
MA=?==' MA= i
» Jogador B
7+9+8+8+6+7
M, =
6
45

B

M :?=MB:?’5

Os dois jogadores tém a mesma média
de cestas de trés pontos por partida. Sendo as-
sim, estamos diante de uma situagao em que
a média aritmética nao é suficiente para o téc-
nico tomar uma decisao. Nesses casos, é possi-
vel recorrer a uma medida de dispersao. En-
tre as medidas utilizadas para aferir o grau de
dispersao de um grupo de valores estatisticos,
veremas aqui a amplitude, a variancia e o des-
vio-padrao.

Amplitude

Viocé j& ouviu falar em amplitude térmica?

Amplitude térmica nada mais é do que
a diferenca entre a temperatura maxima e a
temperatura minima. Acessamos, em 9 de
janeiro de 2016, a pagina <http://tempol.
cptec.inpe.br/cidades/tempo/227> para ve-
rificar a previsao das temperaturas na cidade
de Curitiba, no Parana. Nela, encontramaos as
seguintes informacoes:



Resolva os
exercicios

Respostas no Manual do Professor,

1. Observe a previsao do tempo para sua
cidade para os préximos trés dias e verifi-
que qual a temperatura maxima e qual a
temperatura minima.

llustragies: Dawidson Franga

2. Qual a amplitude dessas temperaturas nos
dias verificados?

3. Serd que num deserto a amplitude térmi-
. : ca é pequena ou grande? Converse com o
Amplitude A: professor de Geografia para saber mais a
A=29°C-19°C=10°C respeito e responder i questao.

7 d

Em Estatistica, o conceito de amplitude esta
ligado ao conceito de dispersao.

Amplitude A:

A=26°C-19°C=7°C Por exemplo, se tivermos de calcular a
amplitude do nimero de cestas de trés pontos
de cada um dos dois jogadores de basquete,

conforme dados vistos anteriormente, teremos:
- JogadorA: A, =16—2 = A, =14
+ JogadorB: A,=9—-6 = A =3

Note que o jogador B tem menor ampli-
tude, isto &, a diferenca entre 0 maior nimero

Amplitude A: de cestas de trés pontos e 0 menor € apenas 3.
A=290C-189C =11°C O jogador A tem maior amplitude. Maior ampli-
tude significa maior dispersao entre os valores
e menor amplitude significa menor dispersao
entre eles.

A maior amplitude do jogador A em re-
lacac ao numero de cestas de trés pontos por
partida esta indicando que ele é menos regular
que o jogador B.

/a5 a tarde

Note que o célculo da amplitude & sim-
Amplitude A: ples. A utilizacdo da amplitude como medida
A=30°C-19°C=11¢°C de dispersdo tem uma desvantagem: nao levar
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em consideracao todos os valores; ela considera ape-
nas o valor maior e o menor.

Vejamos outras medidas de dispersao.

Varidncia e desvio-padrado

Para compreender os conceitos de variancia
e desvio-padrao, vamos considerar a seguinte si-
tuacao:

Num processo seletivo para um cargo em uma
empresa, um candidato teve de realizar cinco etapas,
obtendo, em cada uma delas, as notas indicadas na
tabela abaixo. Vamos calcular a diferenga entre cada
nota e sua média aritmética.

12 10
2 8
32 6
4 2
52 9

» Célculo da média aritmética das notas nas

cinco etapas:
_10+8+6+2+9
M, = z
35

M :?=>MA=7

A

= A partir da média aritmética, vamos calcular
a diferenca entre cada nota e a média calcu-
lada. Estamos obtendo, assim, o desvio de
cada nota em relacdo a sua média:

Desvioda 12 etapa: D, =10—7=3
Desvioda 22 etapa:D, =8 — 7 =1
Desvioda 32etapa: D, =6 — 7 = —1
Desvioda 4% etapa: D, =2 —7 = —5
Desvio da 5% etapa:D, =9 —7 =2
Nessa situacao, observe que 0s desvios repre-
sentados por valores positivos sao “‘desvios para mais’,

e 0s valores negativos sao “desvios para menos”. Note
também que a soma dos desvios é zero.

Utilizando esses desvios em madulo e calculan-
do a média aritmética dos valores obtidos, teremos o
chamado desvio médio (D, ):

- Unidade 1 Estatistica e probabilidade

_ B[+ D, + B4 + D] + |B4l
M 5

~ BIFEN =1+ =5+ 2]
Mo 5

12
D E?ﬁDMZZA

M

De modo geral, podemos dizer que:

Ainda utilizando os dados da situacao ante-
rior, se, em vez de calcular a média aritmética entre
os modulos dos desvios dos valores, calcularmos a
média aritmética dos quadrados desses desvios, ob-
teremos a medida de dispersao chamada varidncia
(V), isto é:

(D) + (D)) + (D)* + (D) + (D)?
5

e e e
a 5

z?:" V=28

Dizemos que a variancia daquele grupo de va-
lores é 8.

De modo geral, podemos dizer que:

Exemplo:

Considerando que ja calculamos as médias dos
ndmeros de cestas de trés pontos, vamos retomar a
situacao envolvendo os jogadores de basquete, con-
forme as informacoes a sequir:



ﬁ 20 Jogador A @ 20 Jogador B g
w w L]
8 16 8 g
515+ 14 ' 215+ 2
2 o o
] ]
E 10 4 E 10 9
5 = 8 8
= 6 = 7 6 7
5 4 54
[—|3 2 |
0 : I 0
Jogo1l Jogo2 Jogo3 Jogo4 Jogoh Jogo 6 Jogo 1 Jogo2 Jogo3 Jogod4 Jogo5  Jogo 6
Jogos Jogos
Média de pontos: Média de pontos:
M, =75 M,=7.5

- Variancia do nimero de cestas de trés pontos do jogador A:

(3—75) +(14—=75) +(4-75)" +(2-75) +(16—=75)* +(6—75)°

V =
A 6

yu = 20.25+42,05+12,25+30,25+72,25+2,25
A 6

V=290 =900

- Variancia do nlimero de cestas de trés pontos do jogador B:

(7-75) +(9—75) +(8—75)" +(8—75)° +(6 —7,5) +(7—75)
6

_ 0,25+2,25+0,25+0,25+2,25+0,25

6

VB =

Ve

vaz% = Vg =092

Observe que o jogador A apresenta maior variancia no nimero de cestas de trés
pontos em relacao ao jogador B.
Observacoes:

1. Avariancia permite observar a dispersao dos grupos valores e compara-las: quan-
to maior a variancia, maior a dispersao.

2. No célculo da variancia, os desvios foram elevados ao quadrado. Dessa forma, nao
temos a variancia na mesma unidade dos valores da varidvel.

Ao analisar a dispersao, para facilitar a interpretacao dos dados, resolveu-se definir
desvio-padrao como a raiz quadrada da variancia. Assim, temos uma medida de disper-
sao na mesma unidade dos valores observados no conjunto de dados:
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Exemplo:

Conforme visto, vamos calcular o desvio-padrdo
do numero de cestas de trés pontos dos dois jogadores
de basquete.

- Jogador A - como j& conhecemos a variancia,
temos:

D,=VV
D,=V2992 =D =547

- Jogador B - como j3 conhecemos a variancia,
temos:

D, =VV
D, =V092 =D =09

O jogador B tem 0 menor desvio-padrao, por isso
dizemos que seu desempenho é mais regular se com-

Exercicios resolvidos

parado ao jogador A. Assim, caso o treinador opte pela
regularidade, escalard o jogador B. O jogador A tem
desvio-padrdo maior que o jogador B, isto &, € menos
regular. Entretanto note que houve um jogo em que
ele marcou 16 cestas de trés pontos. Dependendo da
situacao do time num jogo, o treinador podera optar
por escalar esse jogador. Vocé concorda?

Observacdes:

1. As vezes, é possivel, apenas a partir dos valores
da varidvel, analisar a regularidade sem ser necessério
calcular o desvio-padrao.

2. Quanto mais proximo de zero for o desvio-
-padrao, mais homogénea sera a distribuicao dos
valores da varidvel que estao sendo analisados.

3. O desvio-padrao ¢ dado na mesma unidade
da variavel; a variancia, nao.

1. Obtenha a amplitude, a varidncia e o desvio-padrao de cada conjunto de valores a seguir:

o) ;7577

2

a) 3,55, 7; b) 2;6;8;8;
a) Amplitude: 7 —3 =4
3+54+54+7
M":T:S
v_(5—3}-’-+(5—5}2+{5—5)2+(5—7)2_
- - 3 -
D,=V2
b) Amplitude:8 —2=6
2+6+8+8
Mﬁ=T=6
v=(6—2}2+{6—6}2+{6—B)1+(6—B}2=6
4
D,=V6é
¢) Amplitude: 7 —7 =0
TE+T+T AT
MA=f=7
g OB+ C-TP+T TP _
4
D,=V0 =0

2. As médias bimestrais de dois alunos, no decorrer do ano letivo, na disciplina Matemaética,
estdo apresentadas na tabela a seguir:

0

- Unidade 1 Estatistica e probabilidade



a) Qual foi a média anual do aluno A?

b) Qual foi a média anual do aluno B?

c) Sem realizar calculo algum, responda: qual aluno possui desempenho mais regular?

d) Comprove a resposta dada no item ¢ por meio do calculo do desvio-padrao das notas de

cada aluno.
5+9+4+10

a}MA=f=?
+8+7+

b}M=6 B+7 7=7

B 4
¢) 0 aluno mais regular foi B.
b}DPA=\/0—5}2+U—9P+t7—4>2+t7—m}2 -

2 =V65
DPB=\/(7—6P+{7—BPI[7—?F+ OB _ iz

O aluno B possui desempenho mais regular.

3. Hoje em dia, & comum haver fila Unica em estabelecimentos comerciais. Acredita-se que, dessa
forma, o tempo de espera é mais regular. Em uma agéncia bancéria foi realizada a experiéncia a
seqguir em dois dias consecutivos, das 10 as 11 horas:

- No primeiro dia, foi formada uma fila Unica e 10 pessoas foram selecionadas aleatoriamente.
- No segundo dia, foram formadas varias filas e 10 pessoas foram selecionadas aleatoriamente.

O tempo de espera em cada dia foi registrado em minutos:

a) Obtenha o tempo médio de espera em cada fila. Eles sao iguais?

b) Calcule os desvios-padrao dos tempos de espera em cada fila. Os valores obtidos sao iguais?
¢) Em qual dia o tempo de espera foi mais regular?

d) Com base nessa experiéncia, a opgao pela fila Unica € coerente?

44+5+6+74+3+4+6+5+7+3
10

a) Tempo médio no primeiro dia: 5

2+8+3+7+9+3+4+5+6+3 _
10

Tempo médio no segundo dia: 5

Os tempos médios de espera sao iguais.

b) Primeiro dia:

J (5—4)2 + (5—5)2+(5—6)2 + (5-7)2+ (5—3+ (5—4)2 + (5—6)% + (552 + (5—7)2 + (532

=2
10
Segundo dia:
J(5—2}2+{5—B}1+(5—3)2+{5—7)2+{5—9}2;{5—3}1+{5—4}2+{5—5)2+{5—6)2+{5—3}2 B

Os valores obtidos nao sao iguais.

c) No primeiro dia.

d) Sim, a op¢do é coerente.
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Exercicios propostos

1.

Resolva os exercicios no caderno.

Analise cada afirmacao e indigue, em seu caderno, V ou
F, conforme seja verdadeira ou falsa.

I. A amplitude de um conjunto de valores & sempre
positiva. |.F

II. Avariancia é medida na mesma unidade davaridvel. I F
lll. O desvio-padrao ndo pode ser igual a zero. (Il £
Considere o seguinte conjunto de valores: 2; 4; 6; 8. Em
seguida, calcule:
a) amédia aritmética; a) 5
b) avariancia; b) 5
¢) o desvio padrao. o) \/5
Em relagdo ao conjunto de valores da questao 2, adicione
duas unidades a cada um deles e, em seguida, responda:

I o ot

a) Qual é a média aritmética? a) P
aumentou duas unidades. A

vanancia e o desvio padrao
nao foram alterados,

b) Qual é a variancia? b) s
<) Qual é o desvio padrao? o) Vs

d) O que vocé observou nos valores da média aritméti-
ca, da variancia e do desvio padrao do novo conjunto
de valores em relacdo ao conjunto inicial?

Ainda em relacao ao conjunto de valores da questao 2,
multipligue cada um deles por 2 e, em seguida, responda:

d) A média aritmética foi
multiplicada por dois. A
wariancia fol multiplicada
por 2 e o desvio-padrao
foi multiplicado por 2.

a) Qual é a média aritmética? a) 10
b) Qual é a varidncia? b) 20
c) Qual é o desvio-padrao? <) 25

d) O gue vocé observou nos valores da média aritmeéti-
ca, da variancia e do desvio-padrao do novo conjun-
to de valores em relagcao ao conjunto inicial?

A distribuicao dos saldrios em um supermercado é apre-
sentada na tabela a seguir:

Salrio(emR$)  Nimero de funcionarios
700,00 | 10
900,00 5
1500,00 3
2000,00 2
Determine:

a) o salario médio dos funcionérios dessa empresa;
a) RS 1000,00

b) a mediana e a moda dessa distribuigéo de salarios;
b) Mediana: RS 800,00 e Moda: RS 700,0
c) o desvio médio e o desvio padrao dessa distribuicao
de salsrios. ©) Desvio médio: RS 350,00 e Desvio-padrao:
aproximadarmente RS 430,00

Grafico: @ DAE

6. O gréfico a sequir mostra a distribuicao da idade de 18
jogadores de um time de futebol.

Ndmero de jogadores

18 20 24 Idade em anos

Se forem contratados N jogadores com 20 anos, a média
nao sera alterada, mas o desvio padrao serd 3/4 do que
é Calcule o valorde N. W = 14

7. Em Estatfstica, podemos utilizar a média aritmética e o
desvio padrao para verificar a probabilidade de ocorrer

um fendmeno.

Se é representado por um valor pertencente ao intervalo
M, -2-D,, MA + 2-D,], o fenémeno € considerado
comum.

Os fendmenos representados por valores que nao perten-
cem aointervalo anterior sao considerados raros. Observe
o diagrama a seqguir:

w Fendmenaos comuns w
P e, | e

M, — 2D, M, + 2D,
Considere que a média das notas de uma turma tenha
sido 6 e o desvio padrao V2. Quatro alunos dessa turma
foram sorteados, aleatoriamente; suas notas foram 3, 5,
7,5 e 9. Utilizando o diagrama anterior, analise, de acordo
com a Estatistica, cada uma das notas e classifique o de-

sempenho desses alunos em raro ou comum.
3 1 raro; 5 comum; 7,5 :comum; 9 : raro

Realize esta atividade com um colega.

a) Procurem obter a altura, em centimetros, de 10 pes-
soas com a mesma idade (Estipulem a idade gue de-
verd ter cada pessoa).

b) Desse mesmo grupo de pessoas, obtenham o “peso’;
em guilograma.

¢} Construam uma tabela formada por duas colunas
(uma para a altura e outra para o “peso”).

d) Calculem o desvio-padrao das duas distribuicoes (al-

tura e "peso”). Qual delas & mais homogénea?
Respostas pessoais.

- Unidade 1 Estatistica e probabilidade




PROBABILIDADE E ESTATISTICA

Vocé ja participou de alguma pesquisa, seja ela
eleitoral ou sobre algum produto? E algum parente
seu, ja participou?

RIS ay AROEE ;9-0_" i0 &
i -0 ,;"" e i L}
Boar ;

nasgirkhan/Shu tteratock.com

ana 4319

Quando uma pesquisa é elaborada e colocada
em pratica, deve estar claro o conjunto da populacao
gue fara parte dela, ou seja, a amostra. A definicao da
amostra dependera do tipa de pesquisa e do obje-
to que sera pesquisado. Existern maneiras diferentes
para escolha dos individuos que constituirdo a amos-
tra. Uma das maneiras & por meio de sorteio. Assim, ja
na escolha da amostra (individuos que serac pesqui-
sado), deparamos com o carater probabilistico.

freesoulp roduction/Shutterstock.com

CAPITULO

Nao € apenas em relacao as pesquisas que Pro-
babilidade e Estatistica podem estar relacionadas de
forma direta. Um exemplo interessante dessa relacao
¢ o valor cobrado em apdlices de seguro: pessoas
diferentes contratam apadlices de seguro idénticas e
pagam valores diferentes.

Isso acontece porque as seguradoras conside-
ram diversas caracteristicas no perfil de quem esta
contratando a apolice. Se a apolice € para seguro de
vida, as seguradoras valem-se de dados estatisticos
referentes a aspectos diversos do futuro segurado.
Esses dados evidenciam que algumas pessoas repre-
sentam um risco maior para a seqguradora. Assim, a
apdlice & mais cara para essas pessoas.

Neste capitulo, procuramos recordar o concei-
to de Probabilidade observando também sua relacao
com a Estatistica.

Retomando probabilidades

Inicialmente, observe o conceito de probabili-
dade, visto no volume 2 da colegao. Nesse conceito
& necessario vocé observar, nos exemplos dados, o
que & um evento, um espaco amostral e como pode-
mos calcular a probabilidade de esse evento ocorrer.

A probabilidade de ocorréncia de um evento A
também pode ser escrita da seguinte maneira:

ndmero de casos favoraveis

(A) = n(A) _ ao evento A
P n(€}) nimero total de casos possiveis
do espaco amostral

Observe, a sequir, algumas propriedades es-
tudadas anteriormente.
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Considerando ) um espaco amostral finito e
equiprovavel, correspondente a um experimento
aleatdrio, sao validas as seguintes propriedades:

Propriedade 1

A probabilidade de ocorréncia de um evento A
igual ao préprio espaco amostral 2 é 1.

n(A) _ nl€)) _

PA=Ta) ~ @)

Nesse caso dizemos que o evento é certo.

Propriedade 2

A probabilidade de ocorréncia de um evento A
igual ao conjunto vazio é zero.

_nA) _n@) _ 0

T nl@) n€@Q)  nQ)

Nesse caso dizemos que o evento é impossivel.

p(A)

Propriedade 3

A probabilidade de ocorréncia de um evento A
qualquer do espaco amostral ) € tal que:

0<pA) <1
. Justificativa:

Como A é um subconjunto de (), temos
n(&) = n(A) = n(}). Dividindo todos os termos dessa
desigualdade por n(€)) > 0, decorre:
n(J) < NA) _ n({2)
nQ) nQ) nE)

P(2) < p(A) < p(Q) = 0 < p(A) <1

Observacao:

Na propriedade 3, o menor valor da probabi-
lidade do evento A é zero (evento impossivel) e o
maior valor é 1 (evento certo). Também é comum
indicarmos a probabilidade utilizando porcentagem.
Assim, podemos dizer que um evento A tem proba-
bilidade de ocorréncia p(A) tal que:

0% < p(A) < 100%

Propriedade 4

A probabilidade de ocorréncia de um evento A
adicionada a probabilidade de ocorréncia do evento

A (complementar de A em relacao ao espaco amos-
tral {1) é 1, isto é:

p(A) + p(A) =1

- Unidade 1 Estatistica e probabilidade

- Justificativa:

Pela teoria dos conjuntos, temos que AU A = ()
e AN A = (g, como sugere o diagrama a seguir:

Assim, podemos escrever:

n(A) + n(A) = n(Y)

Dividindo cada um dos membros por n({}) > 0,

@) ) +p(A)=1
i T = p(A) + p(A)

Essa propriedade equivale a dizer que a probabi-
lidade de ocorrer um evento A adicionada a probabili-
dade de ele nao ocorrer é certa.

A seguir, apresentamos exemplos de probabi-
lidades.

1. No lancamento de um dado, vamos calcular
a probabilidade de obter um ndmero divisivel por 3.

- Espaco amostral:
0=1{1,2,3456—-nQ) =6
» Evento:
A={3,6—=nA) =2

- Calculo da probabilidade de ocorréncia do

evento A;
A)= n(A)
p(A) ]
2 1
A)=—=—=3333%
p(A) £ =3 \

2.De um baralho com 52 cartas, retiramos 1 carta.
Vamos calcular a probabilidade de ela ser rei. (Represen-
famaos esse evento por A)



charnsitr/Shutterstock.com

- Como queremos retirar uma carta que seja
rei, calculamos o quociente entre o ndmero
de situacbes favoraveis e o nimero de resul-
tados possiveis, ou seja:

n(A) _ numero de resultados favoraveis

A)=
P(A) n({}) numero de resultados possiveis
4 1
A =l immt
p(A) 52 13

3. Uma pessoa fez uma aposta simples na Mega
Sena, isto &, escolheu exatamente 6 nimeros. Vamos
calcular a probabilidade de a pessoa nao ganhar.

» Como esta apostando um Unico cartao com
6 numeros, a probabilidade p(A) de a pessoa

ganhar é:
A)
A)= L
p(A) Q)
@ 1
p(A)= = =(0,00000002

T CS 50063860

« Utilizando a propriedade da probabilidade
complementar, sendo p(ﬁ) a probabilidade
de a pessoa nao ganhar, temos:

p(A) + p(A) =1

p(A) = 1 — 0,00000002

p(A) = 099999998

Resolva os exercicios
Questoes e reflexoes no caderno.

1. Observando o exemplo, escreva a porcentagem
correspondente & probabilidade de uma pessoa
que escolheu 6 nimeros nado ganhar na Mega Sena.

2. Como calcularcza? Respostas no Manual do Professor.

Probabilidades e Estatistica
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Leia o texto a seguir;

Em 1873 — 1874, Sir Francis Galton (primo
de Charles Darwin) projetou um dispositivo que ele
mais tarde batizou de quincunx. Essa maquina era um
engenhoso modelo fisico da teoria dos erros, a qual ele
acreditava ser aplicavel a muitos fenémenos no campo
da biologia e da fisica. Encerrada atrds de um vidro,
havia uma secdo transversal de um funil que se abria
para uma piramide de pinos dispostos a intervalos
iguais, com compartimentos verticais abaixo dos pi-
nos. Ao cair pelo funil, um certo ntimero de bolinhas
se distribuiriam, a direita e a esquerda pelos espacos
entre pinos (que representavam, na teoria de Galton,
as perturbacoes aleatorias independentes da natureza),
terminando por se acumular nos compartimentos
inferiores em pilhas que lembram uma curva normal
|...] Galton chamou esse fenémeno de lei do desvio.
Ele acreditava que as importantes influéncias que
atuavam sobre uma caracteristica herdada, tal como a
altura, eram um “exército de influéncias perturbadoras
insignificantes” (representadas pelos pinos) e que a lei
do desvio genético era puramente numeérica e seguia
universalmente a lei genérica da distribuicdo normal.
Dispositivos semelhantes ao quincunx podem ser vis-
tos em museus cientificos. Em alguns lugares eles sao
enormes, com bolas de ténis no lugar das bolinhas.

BENMETT, Débara J. Trad. Waldéa Barcellos. Aleatoriedade.
S&o Paulo: Martins Fontes, 2003. p. 117 e 118,
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.

No texto, ¢ mencionada uma curva normal.
O gue vem a ser uma curva normal de distribuicao
de frequéncias?

Dizemos que uma curva de distribuicao de va-
lores de uma variavel € normal quando apresenta o
seguinte aspecto:

Certos fendmenos com comportamento de
eventos aleatorios podem ser descritos por meio de
distribuicoes de probabilidades, tendo particular-
mente a distribuicdo normal, isto &, em forma de sing,
coma na figura anterior.

A\ .".\'u‘n‘l,‘nl'l,'l.'l,"

Exemplo: Cara ou coroa?

Vamos examinar o numero de vezes provavel
de sair cara em:

1 lancamento da moeda
2 lancamentos da moeda
3 langamentos da moeda

4 lancamentos da moeda

= Ao lancar 1 vez a moeda, podemos ter:
0 cara (se o resultado for coroa)
ou
1 cara

Como esses resultados sao equiprovéveis, o
gréfico de probabilidades, conforme demonstrado a
seguir, evidencia que as barras tém altura igual (pro-
babilidades iguais a 50%).

- Unidade 1 Estatistica e probabilidade

1 langamento

Probabilidade (%)

20

107
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[/im H
0 1
+ Ao langar 2 vezes a moeda, podemos ter:
0 cara (se os resultados forem coroa e coroa)
1 cara (se os resultados forem cara e coroa)

2 caras

Observe que a probabilidade de sair 0 cara é
25%, 1 cara é 50% e 2 caras & 25%. Assim, temos o
seguinte grafico:

60

2 langamentos

307

Probabilidade (%)

0 1 2

- Ao lancar 3 vezes a moeda, podemos ter os
totais:

0 cara (se os resultados forem 3 coroas)

1 cara (se os resultados forem 1 cara e 2 coroas)
2 caras (se os resultados forem 2 caras e 1 coroa)
3 caras

Observe que a probabilidade de sair 0 cara
e 12,5%, 1 cara é 37,5%, 2 caras € 37,5% e 3 caras é
12,5%. Assim, temos o grafico a sequir:



3 langamentos
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- Ao langar 4 vezes a moeda, podemos ter:

probabilidade (%)

0 cara (se os resultados forem 4 coroas)

1 cara (se os resultados forem 1 cara e 3 coroas)
2 caras (se os resultados forem 2 caras e 2 coroas)
3 caras (se os resultados forem 3 caras e 1 coroa)
4 caras

Observe que a probabilidade de sair 0 cara é
6,25%, 1 cara € 25%, 2 caras é 37,5%, 3 caras é 25% e 4
caras é 6,25%. Assim, temos o seguinte grafico:

40
4 lancamentos
35-
30+ ll
= 25
[]
o
o 20
g
2
=4
10
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Assim, se os lancamentos continuarem, obser-
varemos a distribuigao dessas probabilidades em for-
ma de sino (curva normal).

Graficos: © DAE

No estudo de probabilidades, devemos compreender
que, por exemplo, quando lancamos uma moeda 1 vez,
é possivel ocorrer face cara. Entretanto, ndo é garantido
que ird ocorrer face cara. Estatisticamente, quanto maior
for o niimero de langcamentos dessa moeda, o nimero
de vezes (frequéncia) da ocorréncia de cara aproxima-se
da metade do total de lancamentos.

Exemplo:

Um experimento foi realizado em duas turmas
do Ensino Médio. Nele, cada aluno deveria lancar uma
moeda 40 vezes e anotar 0 nUmero de vezes em que o
resultado fosse cara. Como tal experimento foi realizado
por 50 alunos, foram computados 2000 langamentos. A
tabela a sequir foi elaborada observando os resultados
para alguns nimeros até o total de 2000 langamentos.

40 23 57.5%
80 - 55%
160 a3 51,875%
200 98 49%
400 195 48,75%
800 410 51,25%
1200 612 51%
1600 817 51,0625%
2000 9% 49,8%

Note que, neste experimento aleatdrio, o resul-
tado cara fica préximo de 50%, oscilando para mais e
para menos conforme o ndmero de langamentos foi
sendo computado.

Exemplo:

Em planilhas eletronicas é possivel fazer simula-
¢Oes de eventos aleatorios. Utilizando um simulador
de planilha eletrénica, simulou-se o lancamento de
um dado 6000 vezes. As frequéncias de cada face
aparece na seguinte tabela:

1 994 16,57%
2 977 16,28%
3 992 16,53%
- 1058 17,63%
5 941 15,68%
6 1038 17,30%

Se, nesse mesmo simulador, analisarmos o
evento ‘ocorrer a face 3, em intervalos de 600 em
600 vezes até acumular as 6000 simulacoes, teremaos
a tabela a seqguir:

Probabilidade e estatistica Capitulo3 -



Evento Intervalo £, £ 30.00% -
600 107 17,83%
1200 209 17.42% 25.00%
| 1800 318 | 1767% 20.00% -
| 2400 410 17,08% Fo—=—T==rwe—r— .
, | 3000 502 16,73% Letels 2 ‘ 1 ‘
3600 590 16,39% ] | |
4200 689 16,40% ‘ ‘
4800 803 16,73% 5.00% ! 1
5400 889 1646% | 0.00% || ‘ ‘
| | 6000 992 16,53% | : 600 1200 1800 24003000 3600 4200 48005400 6000

— Freguéncia acumulada -=-1/6

Colocando esses valores num gréfico de seg- Portanto, a frequéncia de ocorrer a face 3 tende

mentos, em que l corresponde a aproximadamente
16,67%, temos:

ao valor correspondente da probabilidade de accorrer

essa face, isto &, %

Orientagdes e respostas no Manual do Professor.

HISTORIA DA MATEMATICA

Grafico: ® DAE

Dada a grande quantidade de informacdes
a que estamos submetidos, a Estatistica mostra-se
util e vem configurando-se como uma das habili-
dades fundamentais para quem precisa tomar de-
cisoes. Embora esteja associada ao aumento po-
pulacional e ao avango tecnoldgico, esta ciéncia,
voltada para a captacao de dados numeéricos, sua
analise, comparacao e interpretacao, € utilizada ha
milhares de anos. Leia o texto para conhecer um
pouco mais a respeito da histaria da Estatistica.

A origem da palavra Estatistica esta associada
a palavra latina status (estado). O primeiro dado
estatistico disponivel foi o de registros egipcios de
presos de guerra na data de 5000 a.C. Em 3000
a.C. existem também registros egipcios da falta de
mao-de-obra relacionada a construcao de piramides.
No ano de 2238 a.C., o Imperador da China, Yao,
ordenou que fosse feito o primeiro recenseamento
com fins agricolas e comerciais. Em 600 a.C., no
Egito, todos os individuos tinham que declarar
todos os anos ao governo de sua provincia a sua
profissao e suas fontes de rendimento. Caso nao
o fizessem, seria declarada a pena de morte. Até
mesmo o 4° livro do Velho Testamento faz referéncia
a uma instrucao dada a Moisés, para que fizesse um
levantamento dos homens de Israel que estivessem
aptos para guerrear. Usualmente, estas informacoes

- Unidade 1 Estatistica e probabilidade

eram utilizadas para a taxacao de impostos ou para
o alistamento militar. O Imperador César Augusto,
por exemplo, ordenou que se fizesse o Censo de
todo o Império Romano.

A palavra “censo” € derivada da palavra cen-
sere, que em latim significa “taxar”. Em 1085,
Guilherme, O Conquistador, solicitou um levanta-
mento estatistico da Inglaterra, que deveria conter
informacoes sobre terras, proprietarios, uso da
terra, empregados e animais. Os resultados deste
censo foram publicados em 1086 no livro intitu-
lado “Domesday Book™ e serviram de base para o
cdlculo de impostos.

Contudo, mesmo que a pritica de coletar
dados sobre colheitas, composi¢ao da populacao
humana ou de animais, impostos, etc, fosse conhe-
cida pelos egipcios, hebreus, caldeus e gregos, e se
atribuam a Aristételes cento e oitenta descricoes de
Estados, apenas no século XVII a Estatistica passou
a ser considerada disciplina autonoma, tendo como
objetivo basico a descricio dos bens do Estado.

A palavra Estatistica foi cunhada pelo acadé-
mico alemio Gottfried Achenwall (1719-1772),
que foi um notavel continuador dos estudos de
Hermann Conrig (1606-1681). A escola alema
atingiu sua maturidade com A. L. von Schlozer
(1735-1809), mas sempre com ideias diferentes



daquelas que fundamentaram a Estatistica Moder-
na. Com algum exagero, pode-se dizer que o seu
principal legado foi o termo “Staatenkunde”, que
deu origem a designacao atual. Na Enciclopédia
Britanica, o verbete “Statistics” apareceu em 1797,

Em contraposicao a natureza eminentemente
qualitativa da escola alema, na Inglaterra do século
XVII surgiram os aritméticos politicos, dentre os
quais destacam-se John Graunt (1620-1674) e
William Petty (1623-1687). Eles preocuparam-se
com o estudo numérico dos fendémenos sociais e
politicos, na busca de leis quantitativas que pudes-
sem explic-los. O estudo consistia essencialmente
de exaustivas analises de nascimentos e mortes,
realizadas através das Tabuas de Mortalidade, que
deram origem as atuais Tabuas de Mortalidade
usadas pelas companhias de seguros. Um dos
resultados mais importantes foi a constatacao de
que o percentual de nascimento de criangas do
sexo masculino (51%) é levemente superior ao do
sexo feminino (49%). Dessa forma, a escola dos
aritmeéticos politicos pode ser considerada o ber¢o
da Demografia. Um de seus mais notaveis adeptos
foi o pastor alemao Sussmilch (1707-1767), com
o qual pode-se dizer que a Estatistica aparece pela
primeira vez como meio indutivo de investigacao.

Na ultima metade do século XIX, os alemaes
Helmert (1843-1917) e Wilhelm Lexis (1837-1914),
o dinamarqués Thorvald Nicolai Thiele (1838-1910)
e o ingles Francis Ysidro Edgeworth (1845-1926)
obtiveram resultados extremamente valiosos para o
desenvolvimento da Inferéncia Estatistica, muitos
dos quais s6 foram completamente compreendidos
mais tarde. Contudo, o impulso decisivo deve-se a
Karl Pearson (1857-1936), William Sealey Gosset
(1876-1937) e, em especial, a Ronald Aylmer Fisher
(1890-1962).

Karl Pearson (1857-1936) formou-se em 1879
pela Cambridge University e inicialmente dedicou-
-se a0 estudo da evolucdo de Darwin, aplicando
o0s métodos estatisticos aos problemas biolégicos
relacionados com a evolucao e hereditariedade.
Em 1896, Pearson foi eleito membro da Royal
Society of London. Entre 1893 e 1912 escreveu
um conjunto de 18 artigos denominado Mathema-

tical Contribution to the Theory Evolution, com
contribui¢Ges extremamente importantes para o
desenvolvimento da teoria da Analise de Regressdo
e do Coeficiente de Correlacio, bem como do teste
de hipéteses de qui-quadrado.

William Sealey Gosset (1876-1937) estudou
Quimica e Matematica na New College Oxford. Em
1899 foi contratado como quimico da Cervejaria
Guiness em Dublin, desenvolvendo um trabalho
extremamente importante na area de Estatistica.
Devido a necessidade de manipular dados provenien-
tes de pequenas amostras, extraidas para melhorar
a qualidade da cerveja, Gosset derivou o teste t de
Student baseado na distribuicdo de probabilidades.

A contribuicdo de Ronald Aylmer Fisher
(1890-1962) para a Estatistica Moderna ¢, sem
duvida, a mais importante e decisiva de todas.
Formado em astronomia pela Universidade de
Cambridge em 1912, foi o fundador do célebre
Statistical Laboratory da prestigiosa Estacdo Agro-
nomica de Rothamsted, contribuindo enormemente
tanto para o desenvolvimento da Estatistica quan-
to da Genética. Ele apresentou os principios de
planejamento de experimentos, introduzindo os
conceitos de aleatorizacio e da Analise da Variancia,
procedimentos muito usados atualmente.

No principio do século XX, estabeleceu o
que a maioria aceita como a estrutura da moder-
na Estatistica Analitica, através do conceito da
verossimilhanca (likelihood, em inglés). O seu
livro intitulado “Statistical Methods for Research
Workers”, publicado pela primeira vez em 1925,
foi extremamente importante para familiarizar os
investigadores com as aplicacoes praticas dos méto-
dos estatisticos e, também, para criar a mentalidade
estatistica entre a nova geracio de cientistas. Os
trabalhos de Fisher encontram-se dispersos em
nNUMmMerosas revistas, mas suas contribuicoes mais
importantes foram reunidas em “Contributions to
Mathematical Statistics”.

Com base em: <www.ufrgs br/mat/graduacao/estatistica/
historia-da-estatistica>. Acesso em: 11 mar 2016. <www.exatas.
net/ssbec_estatistica_e_sua_historia.pdf>. Acesso em: 11 mar 2016.

Probabilidade e estatistica Capitulo 3 -
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0 advento do computador e sua evolugao,
que o torna cada vez mais eficaz, possibilitou, de
certa forma, que a Estatistica tornasse-se acessivel
a seus usuarios, pois imensas quantidades de in-
formacao, por meio de softwares, séo compiladas
em uma fragdo de segundos, processo que antes
era manual e macante, além de consumir muito
tempo. Hoje, a Estatistica € empregada nao so-
mente em trabalhos académicos, mas em jornais,
revistas e na televisdo, meios de comunicagao
que atingem grande variedade de pessoas, mui-

Exercicios resolvidos

tas leigas nesta area, que depara com gréficos, ta-
belas e outras informagoes estatisticas.
De acordo com o texto, responda:

1. Qual o primeiro dado estatistico disponivel da his-
téria?

2. Qualoestudo desenvolvido pelos aritméticos politi-
cos John Graunt e William Petty que deu origem a
um medelo utilizado atualmente por companhias
de seguros?

3. Quais as contribuices de Ronald Aylmer Fisher para
a Estatistica moderna?

1. Umaempresa fabrica 6 modelos diferentes de sapato. O gréfico
aseqguir mostra a distribuicao da producao dos pares de sapato
de acordo com o modelo.

Escolhendo um par de sapatos ao acaso, qual a probabilidade de:
a) serdo modelo C? b} nao ser do modelo C?

c) ndo ser do modelo B nem do modelo E?

a) A probabilidade & 18%.

b) A probabilidade é 100% — 18% = 82%.

c) A probabilidade & 100% — 22% — 26% = 52%.

iNDIA SERA PAIS MAIS POPULOSO DO MUNDO
Projecoes de populagao em 2015, em milhoes de habitantes

1378

131

IS 161 143 127

FETS TS

a) e ela morar na China?

Il Modelo A
I Modelo B
I Modelo C

Modelo D
Il Modelo E
I Meodelo F

2. Observe o gréfico a seguir com a projecdo dos 10 paises mais populosos do mundo em 2015.

Fonte: <httpfinsider. pro/pt/article/3362 8/ pride=true>.
Acesso em: 10 junho 2016.

De acordo com o gréfico, qual a probabilidade de escolhermos aleatoriamente uma pessoa dentre esses 10 pafses,
b) e ela morar em um pais que nao seja a China nem a [ndia?
1378

a) A probabilidade € dada por

1378+ 1311 +322+258 + 208 + 189+ 182+ 161 + 143 + 127 -

1378
= 2279 32,20%
el ) 4279-1378—1311 _ 150
b) A probabilidade & dada por = o

= 37,16%.

- Unidade 1 Estatistica e probabilidade
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Exercicios propostos

Probabilidade e estatistica Capitulo 3 -



3. Considere que o gréfico a seguir indica a distribuicao
de homens e mulheres cuja idade vaide 18 a 24 anos e
com ensino médio completo, num municipio brasileiro
no decorrer dos anos de 2013, 2014 e 2015.

Ensino Médio completo

A 20
mil

20,5
mil

Quantidade

2013 2m4a 2Ms
! mulheres - homens

De acordo com as informacdes do gréfico, qual a pro-
babilidade de escolhermos, aleatoriamente, dentre as
pessoas cuja idade vai de 18 a 24 anos e com o ensino
médio completo,

a) em 2010, no Rio de Janeiro, uma mulher? 5714%

b) em 2011, no Rio de Janeiro, um homem? 42,74%

Ano

Graficos: © DAE

4. O gréfico a seguir mostra a preferéncia dos 300 alunos
de uma escola por cada esporte; cada aluno escolheu

apenas um esporte.

Futebol
M Volei
Ml Basguete

B Natacao
M Outros

a) Quantos alunos preferem vélei? 45
b) Escolhendo um aluno ao acaso, qua € a probabilidade
de ele nao gostar de futebol? 65%

) Escolhendo um aluno ao acaso, qual a probabilidade
de ele gostar de natacao ou handebol? 22%

Algumas conclusoes

Procure responder ou ao menos pensar a respeito de possiveis respostas para algumas questges
envolvendo o estudo de medidas de tendéncia central, medidas de dispersao, Probabilidade e Estatistica.

Caso tenha alguma dificuldade para obter respostas, sugerimos retomar as conceitos principais.

1. Como pode ser calculada a média aritmética de 10 valores de uma variavel?

2. A média ponderada é um caso particular da média aritmeética? Exemplifique.

3. O que representa, num grupo de valores de uma varidvel, a medida de tendéncia central moda?

4. E a mediana, o que ela representa?

5. Observando as temperaturas de um local durante o mesmo dia, o gue significa amplitude térmica?

6. Como pode ser calculada a variancia de um grupo de valores de uma variavel?

7. Quando maior a variancia de um grupo de valores, maior a dispersao. Essa afirmagado é correta?

Explique.

8. Como calcular o desvio-padrao de um grupo de valores de uma variavel?

9. A varidncia esta na mesma unidade da varidvel? E o desvio-padrio?

10. Quando uma mesma moeda é langada 100 vezes, estatisticamente o que pode ser afirmado sobre

o resultado?

Troque ideias com seus colegas a respeito das respostas as questdes acima. Depois, liste as dificulda-
des encontradas e os assuntos que devem ser retomados.

- Unidade 1 Estatistica e probabilidade



Vestibulares e Enem

Resolva os exercicios no caderno.

1. (Enem) Cinco empresas de géneros alimenticios encon- 3. (UFSM-RS) O uso de biodiesel gera uma série de efeitos
tram-se & venda. Um empresario, almejando ampliar os ambientais, tais como a reducio da emissdo de gases do

seusinvestimentos, deseja Comprar uma dessas empresas. efeito estufa e a diminuigdo da poluicio atmosférica.
Para escolher qual delas ird comprar, analisa o lucro (em ) o o
milhdes de reais) de cada uma delas, em funcao de seus O gréfico mostra a producao de biodiesel (em milhoes

ternpos (em anos) de existéncia, decidindo comprar a de litros) em uma usina, durante o periodo de um ano.
empresa que apresente o maior lucro médio anual.

O quadro apresenta o lucro (em milhdes de reais) acu- E 12 12
mulado ao longo do tempo (em anos) de existéncia de E
cada empresa.
ot o)
8
F 24 3.0 s
G 24 2,0 E
H 25 &5
M 15 1,5 _
P 9 15 Jan. Fev. Mar. Abr. Mai. Jun. Jul. Ago. Set. Out. Nov. Dez.(més)

O empresario decidiu comprar a empresa

a) k (em milhdes de litros) sao, respectivamente, iguais a

(b)a. a) 85:10e9.
)

De acordo com os dados, a média, a mediana e a moda

H.
b) 8;9e10.
d) M.
e P c) 8,95e8.
2. (Enem PPL) Apés encerrar o periodo de vendas de 2012, 8'5" e
uma concessiondria fez um levantamento das vendas e) 8595e10.
de carros novos no ultimo semestre desse ano. Os dados
estdo expressos no grafico: 4. (UFPR) O gréfico abaixo representa a quantidade aproxi-
A Carros vendidos mada de animais adotados ao longo de cinco anos em
uma determinada cidade.
40
4 Quantidade
20 spp- de animais
450
20 4004
350
é i 300
3
5 0

Julho  Agosto Setembro Outubro Novembro Dezembro

Ao fazer a apresentacao dos dados aos funcionérios, o
gerente estipulou como meta para o més de janeiro de
2013 um volume de vendas 20% superior a média mensal 2008 2009 2010 2011 2012
de vendas do semestre anterior.

Qual foi a média anual de animais adotados, ao longo dos

Para atingir essa meta, a quantidade minima de carros que Ginco anos nessa cidade?

deveriam ser vendidos em janeiro de 2013 seria

a) 17 a) 350
b) 20 b) 380
c 21 c) 390
()24 (d)410
e) 30 e) 440
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5. (FGV-5P) A média minima para um aluno ser aprovado
em certa disciplina de uma escola é 6. A distribuicio de
frequéncias das médias dos alunos de uma classe, nessa
discipling, & dada abaixo:

Lo 15
14 4
212 4
=
=3
E 10 4 9
g2 81
E - 6 6
= 4 4
M 3 3
2 e
0
Média
A porcentagem de alunos aprovados foi:
a) 62%
b) 63%
c) 64%
d) 65%
())66%
6. (Ueba)
2,00
140
1,80
1md
1801
1,50 %
1401
1301
1204
1104
1.00
0901
080
o0q
9% I
o501
o404
030
020
0104
0,00

De acordo com o gréfico, a diferenga entre a altura mediana
ea media das alturas desses seis jogadores, em cm, & apro-
ximadamente igual a

a) 093
b) 1,01
c 1,09

()17

7. (Unifor-CE) O diretor de um curso de inglés resolve montar
as turmas fazendo uma distribuicao por idade dos alunos
do curso. O gréfico a sequir representa a quantidade de
alunos por idade.

Adlison Secco

Graficos: 8 DAE

Numero de alunos
()
1

16 17 18 19 20 21

Qual a porcentagem de alunos que ird formar uma turma
com idades de 16 e 17 anos?

a) 20%

(Enerm) A cidade de Guarulhos (SP) tem o oitavo PIB mu-
nicipal do Brasil, além do maior aeroporto da América do
Sul. Em proporgae, possui a economia que mais cresce
em industrias, conforme mostra o gréfico.

Crescimento — Industria

60,52%

Brasil Sao Paulo

(Estado)

Sao Paulo Guarulhos

(Capital)

Analisando os dados percentuais do gréfico, qual a dife-
renca entre © Maior € 0 Menor centro em crescimento
no polo das industrias?

a) 75,28
b) 64,09
(0))56,95
d) 45,76
e) 30,07
(Enem) Foi realizado um levantamento nos 200 hotéis de
uma cidade, no qual foram anotados os valores, emn reais,
das didrias para um quarto padrao de casal e a quanti-

dade de hotéis para cada valor da didria. Os valores das
didrias foram A = R$200,00; B = R$300,00; C = R5400,00



e D = R$600,00. No gréfico, as dreas representam a a) 0,25 ponto maior.

guantidade de hotéis pesquisados, em porcentagem, 1_00 ponto maior.

para cada valor da diaria. o) 1,00 ponto menor.

d) 1,25 ponto maior.
e) 2,00 pontos menor.

Texto para a questao 11:

Num restaurante localizado numa cidade do Nordeste bra-
sileiro sdo servidos diversos tipos de sobremesas, dentre as
quais sorvetes. O dono do restaurante registrou numa tabela
as temperaturas médias mensais na cidade para o horério
do jantar e a média didria de bolas de sorvete servidas como
sobremesa no periodo noturno.

O valor mediano da didria, em reais, para o quarto padrao

de casal nessa cidade, é
a) Sm'm- -_-

b) 345,00. ;
jan. 29 980
(0))350,00.
d) 375.00 fev. 30 1000
e) 400,00. mar. 28 960
10. (Enem) As notas de um professor que participou de um abr. 27 940
processo seletivo, em que a banca avaliadora era com- maio 75 900
posta por cinco membros, sao apresentadas no gréfico. -
Sabe-se que cada membro da banca atribui duas notas jun. 24 880
ao professor, uma relativa aos conhecimentos especificos jul. 23 360
da drea de atuagdo e outra, aos conhecimentos peda-
gbgicos, e que a média final do professor foi dada pela ago. 24 880
média aritmética de todas as notas atribuidas pela banca set. 24 880
avaliadora.
out. 28 960
Notas (em pontos)
nov. 30 1000
dez. 29 980

11. (Insper-SP) Para fazer seu planejamento de compras e es-
togue, o dono do restaurante precisa organizar os dados
por trimestre do ano. O gréfico que melhor representa os
totais trimestrais de bolas servidas &

a)
T 88140
=
3
@
El
8
=
I jan.-mar. abr-jun. jul-set. out.-dez.
0
Avaliador A Avaliador B Avaliador C Avaliador D Avaliador E
W Conhecimentos [ Conhecimentos 88140 82500
especificos pedagdgicos
Utilizando um novo critério, essa banca avaliadora re-
solveu descartar a maior e a menor notas atribuidas ao
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Vestibulares e Enem
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12. (Enem) O gréfico apresenta o comportamento de em-
prego formal surgido, sequndo o CAGED, no periodo de

janeiro de 2010 a outubro de 2010.

Brasil - Comportamento do Emprego Formal
no periodo de janeiro a outubro de 2010 - CAGED

i 305{088  oa1 415
IR A
300,000, 2= 212.952] 246875
200.000 ’
200.425 w
100.000 /} q]I 204804
Jan Fev Mar Abr Mai Jun Jul Ago Set Qut Nov

2010 2010 2010 2010 2010 2010 2010 2010 2010 2010 2010

Com base no gréfico, o valor da parte inteira da mediana
dos empregos formais surgidos no periodo é

a) 212952

(b))229913.

c) 240621.
d) 255 496.
e) 298 041.

13. (Enem PPL) Em uma escola, cinco atletas disputam a me-
dalha de ouro em uma competicio de salto em distancia.
Segundo o regulamento dessa competicao, a medalha
de ouro serd dada ao atleta mais regular em uma série
de trés saltos. Os resultados e as informagoes dos saltos
desses cinco atletas estao no guadro.

Figuras: © DAE

Grafico: @ DAE
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A medalha de ouro foi conquistada pelo atleta nimero
a) L

14. (Enem PPL) Para as pessoas que nao gostam de correr
grandes riscos no mercado financeiro, a aplicagdo em
caderneta de poupanca é indicada, pois, conforme a ta-
bela (periodo 2005 até 2011), a rentabilidade apresentou
peqguena variagao.

2005 70
2006 49
2007 6,4
2008 6,2
2009 72
2010 6,8
201 70

Com base nos dados da tabela, a mediana dos percentuais
de rentabilidade, no periodo observado, é igual a

a) 62

b) 6,5

<) 66

()68

e) 70

15. (UFMG) Uma pesquisa em um segmento populacional
registrou o ndmero de filhos por mulher. Em uma comu-
nidade, & época da pesquisa, foram consultadas 1 200
mulheres, revelando uma distribuicao conforme mostra

o gréfico da pagina seguinte.



Distribuicao de filhos por mulher

Observe que o gréfico informa o nimero de filhos por
mulher e a porcentagem correspondente de mulheres
com esse nimero de filhos, exceto na faixa correspon-
dente a 5 filhos.

Com essas informagoes,

a) DETERMINE o nudmero de mulheres entrevistadas
com 5 filhos. 96

b) CALCULE a média de filhos por mulher. 2,4
c) CALCULE a probabilidade de uma mulher, escolhida
ao acaso, ter 3 filhos ou mais. 43%

16. (UFRN 2013) O gréfico abaixo, publicado na revista Veja
de 13 jun. 2012, a partir dos dados da Unep, revela uma
desaceleracdo no ritmo de desmatamento das florestas.

e Mundo Brasil

1990 a 2000 2000 a 2005 2005 a 2010

. . -2,2
-28 -3
-48
-5,6
-83

Com base nesse gréfico, € correto afirmar:

a) No Brasil, de 2000 a 2010, o ritmo do desmatamento
caiu na ordem de 5,2 milhdes de hectares por ano.

MNo Brasil, de 2000 a 2010, o ritmo do desmatamento
caiu na ordem de 2,6 milhdes de hectares por ano.

¢) Durante o periodo apresentado no gréfico, a desa-
celeragao do ritmo do desmatamento no mundo foi
trés vezes maior que a desaceleracao no Brasil.

d) Na década de noventa, a desaceleracao do ritmo
do desmatamento das florestas no mundo foi
aproximadamente quatro vezes maior que a de-
saceleragao no Brasil.

Graficos: @ DAE

17. (UFRGS-RS) O gréfico e os dados a seguir mostram a pre-

cipitagdo de chuva que ocorreu nos meses de setembro,
outubro e novembro no anode 2011 e a previsao para 0s
mesmos meses em 2012. Também apresentam a média
histérica dessa precipitacao para as regides leste e sul do

estado do Rio Grande do Sul.
126
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139,5 14 104 17 100 69
Meédia Histarica Média Historica
Leste Sul
(Parto Alegre] (Chui)

Com base nesses dados, ¢ correto afirmar que

a) a previsao de chuvas para o més de novembro de
2012, na regiao leste, & exatamente 25% superior a
média histdrica da regiao.

b) a quantidade de chuvas, na regido sul, foi igual a mé-
dia histdrica da regiao, no més de setembro dos anos
de 2011 e 2012

c) a previsao de chuvas para a regido leste, no més de
outubro de 2012, & 609 da quantidade de chuvas, na
mesma regiao, no mesmo més de 2011.

a guantidade de chuvas, na regido sul, em outubro de
2011, superou a média histdrica dessa regiao em 26%.

e) a quantidade de chuvas prevista para o més de no-
vembro de 2012, na regiao leste, supera exatamente

em 150% a quantidade de chuvas da regido, no mes-
mo més, em 2011.

N\DESAFIo

(FGQV) Ao conjunto {5, 6, 10, 11} inclui-se um nimero
natural n, diferente dos quatro nimeros que com-
poem esse conjunto. Se a média aritmética dos cinco
elementos do novo conjunto é igual a sua mediana,
entao, a soma de todos os possiveis valores de n &

igual a
a) 20. <) 23. (e)2.
b) 22. d) 24.

Probabilidade e estatistica Capitulo3 -



EXPLORANDO HABILIDADES E COMPETENCIAS

Orientagbes e respostas no Manual do Professor.

Provavelmente a Estatistica € o setor da
Matematica mais utilizado em outras areas do
conhecimento. Isso porque ela nao busca resul-
tados exatos acerca de questoes logicas, mas,

oferecendo, contudo, estudos sobre as diferen-
tes maneiras como uma determinada varidvel
pode comportar-se.

Esse fator humano e inexato da Estatistica

sim, o tratamento matematico acerca de ques-
tdes humanas, analisando riscos e intervalos de
confiabilidade, sem garantir respostas exatas,

torna-a apta para dialogar com vérias areas do
conhecimento com linguagem comum, como
podemos ver no exemplo a seguir.

Estatistica na Geografia

Uma nova projecao para a populagao brasileira, divulgada nesta quinta-feira pelo IBGE, mostra
que o pais vai atingir o seu apice populacional em 2042, quando tera 228,4 milhoes de habitantes.
A partir dai, a populacdo comecga a decrescer [...]. O principal motivo para a redugio no nivel de
crescimento populacional no Brasil, ja esperada, € a queda na taxa de fecundidade, ou seja, o fato de
que as mulheres estdo tendo cada vez menos filhos. Este ano, o niimero médio de filhos por mulher é
de 1,77 — o que ja faz com que o pais esteja abaixo da chamada taxa de reposicao da populacio (que
é de 2,1 filhos por mulher). Em 2020, estima-se que seja de 1,61. Em 2030, vai chegara 1,5. [...]
Além da queda da fecundidade, ocorre no pais atualmente um processo de “envelhecimento da fe-
cundidade”, ja que estd havendo um adiamento da idade média em que a brasileira esta sendo mae:
este ano, essa idade média é 26,9 anos; vai passar a 28 anos em 2020, e a 29,3 em 2030.

IBGE projeta que Brasil vai parar de crescer em 2042. O globo. Disponivel em: <httpifoglobo globo.com/brasilfibge-projeta-que-brasil-vai-
parar-de-crescer-em-2042-9735933#xzz3zA6VNg >, Acesso em: 20 mar. 2016.

2
o
Brasil :
Populacéo total, homens e mulheres 2000-2030
240.000.000
8 180.000.000 =
& 120.000.000
60.000.000
S o ® o © 2 D & g D
&
L S S I R R S S o

— Populacao total = Homens -~ Mulheres

Fonte: <www.bge.gov.br/apps/populacao/projecao/>. Acesso em: 24 maio 2016.

- Unidade 1 Estatistica e probabilidade



Brasil

24

Taxas brutas de natalidade (TBN) e de mortalidade (TBM) 2000-203(

Grafico: © DAE
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Fonte: <www.ibge.govbr/apps/populacac/projecaos>. Acesso em: 24 maio 2016.

Considere a tabela abaixo com a frequéncia de mulheres com idade entre 20 e 40 anos que

possuem 0, 1, 2, 3,4 ou 5 filhos em uma determinada amostra.

0 157
1 208
2 219
3 195
4 84
5 47

Questoes e investigacoes

Com base nesses dados, responda as ques- 4,
toes a seguir.
1. Complete a tabela com as frequéncias relati-
vas e acumuladas, arredondando o resultado 3

para uma casa decimal e cuidando para que
o total figue em 100%.

Qual é o valor mediano de filhos por mulher?
E o valor modal?

Qual é a média de filhos por mulher nessa
amostra? Essa média estd quantos por cento
abaixo da taxa de reposicao?

Resolva os exercicios no caderno.

Escolhendo aleatoriamente uma mulher desse
grupo, qual a probabilidade de que ela tenha
uma quantidade de filhos superior a quanti-
dade tida como taxa de reposicao?

Suponha que essa pesquisa tenha sido feita
com diferentes amostras em 10 regides do
pais Nno mesmo ano em que saiu a reporta-
gem acima. Nessa pesquisa, as médias de filho
por mulher foram 1,5;1,67;1,67;1,7;1,81;1,9;
2,1; 2,2; 2,2 e a média que vocé calculou no
exercicio 3. Qual a amplitude dessas médias e
odesvio-padrao em relacdo a média brasileira
citada no texto?

Probabilidade e estatistica Capitulo 3 -



UNIDADE

Podemos localizar um ponto
na superficie da terra por
meio de duas coordenadas
geograficas: latitude e
longitude.

No plano cartesiano
associamos cada ponto a um
par ordenado. Assim, nesta
unidade estudaremos ponto,
reta e circunferéncia no plano
cartesiano. E a geometria das
coordenadas.

GEOMETRIA ANALITICA
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Circulo Polar Artica

Fonte: IBGE. Atfos Geogrdfico Escolar. Rio de Janeiro, 2012 p. 94.

Utilizamos as coordenadas geograficas
para localizar pontos na superficie terrestre.
Quando queremos localizar uma residéncia,
utilizamos o endereco. Assim, se for uma casa,
por exemplo, necessitamos do nome da rua e,
também, do nimero dessa casa na rua.

Ja vimos que podemos associar qualquer
numero real a um ponto em uma reta (a reta
dos numeros reais). Como fazemos isso? Mar-
camos, na reta, um ponto qualguer e a ele as-
sociamos o nuimero 0 (zero). Escolhemos, en-
tao, outro ponto dessa reta a direita do zero e
associamos a ele o ndmero 1.

L 4

1 —— humeros positivos

- Unidade 2 Geometria Analitica

OCEAND GLACIAL ANTARTIC P o 3240 6480 km
______ o _______::—_hn-h%!___
o= g — Tem - S0
==

Assim, o ponto representado pelo zero é a
origem, e a distancia entre a origem e o0 ponto
correspondente ao nimero 1 € a unidade de
comprimento. Pontos a direita da origem repre-
sentarao nUmeros positivos e pontos a esquerda,
numeros negativos. A reta em que fixamos a ori-
gem e estabelecemos a unidade e o sentido é de-
nominada reta numeérica ou, simplesmente, eixo.

Observe, agora, outros pontos que indi-
cam ndmeros reais na reta:
b 3 -2 1 o0 1 2 3 ¢t
1,5 03 2

Como fizemos anteriormente, dizemos
que a cada ponto da reta é associade um nu-
mero real, que pode ser chamado de abscissa
do ponto. Note que esse ndmero € a distancia
entre a origem e o ponto, acrescido de um sinal:
positivo se estiver a direita da origem, ou nega-
tivo se estiver a esquerda.

Neste capitulo estudaremos as coordena-
das cartesianas num plana.



O plano cartesiano

Ampliando a ideia de associacio de qual-
quer numero real a um ponto na reta dos ndme-
ros reais, também podemos localizar um ponto
em um plano. No entanto ndo sera suficiente in-
formar se esse ponto esta a direita ou a esquerda
da origem; precisaremos de mais informacoes.

Para localizar pontos em um plano qualquer,
tracamos duas retas perpendiculares (dois eixos),
de tal forma que as origens coincidam, isto é:

y

Os dois eixos, geralmente, sao posiciona-
dos horizontalmente (eixo das abscissas ou
eixo x) e verticalmente (eixo das ordenadas
ou eixo y). Esses dois eixas sao orientados; des-
sa forma qualquer ponto localizado & direita da
origem tera abscissa positiva, e qualguer ponto
a esquerda terd abscissa negativa. J& os pontos
acima da origem (na vertical) terao ordenadas
positivas e gualquer ponto abaixo, ordenadas
negativas. O plano, assim dividido, serd deno-
minado plano cartesiano.

Exemplo:
Observe os pontos A, B,(, D, E,F GeH
localizados no plano cartesiano a seguir:

4
j
4+F |
H
Blissiai 2 :
¥ 1
H H
G 1 -3 2 1 E
-7 -4 : 0 i3 5 x
H H
i |
' Ht-2 |
H i
i !
; S
i D
I T -
c Resolva os

exercicios no

= - cademo.
QI.IEStBES e reflexoes

Respostas no Manual do Professor.
Observando o plano cartesiano exemplifica-
do, responda as questoes abaixo:

1. Quais dos pontos representados no plano

cartesiano pertencem ao eixo das abscissas?
Quais suas coordenadas?

2. O ponto F e o ponto H estao sobre o eixo
das ordenadas. Sobre suas coordenadas, 0
que possuem em comum?

3. Considerando os pontos A, Bou D, qual deles
possui abscissa maior? E ordenada menor?

v

Como foi dito, as coordenadas de um
ponto qualquer sao representadas por um par
ordenado.

Isso significa que a ordem relativa de
a e b é importante. Observe no plano car-
tesiano a seguir, a localizacdo dos pontos
R(3; 5) e S(5; 3).

[ r—

§ R 1}

- R WA p—..-

L T

Graficos: © DAE
7 R R ——"
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Observagoes:

Figura: & DAE

1. No sistema de coordenadas cartesianas or-
togonais (dngulo reto entre os eixos), o pla-
no é dividido, pelos dois eixos coordenados,
em quatro regides, denominadas quadran-
tes. A identificacdo desses quadrantes pode
ser observada na figura acima. Note que os
sinais das coordenadas dos pontos, confor-
me os quadrantes, estao indicados na figu-
ra. Se, portanto, for considerado um ponto
genérico P(g; b), teremos, em simbolos:

- a>0eb>0= Péum ponto do primeiro
quadrante.

- a<0eb>0=Péum ponto do sequndo
quadrante.

- a<0eb< 0= Péum ponto do terceiro
quadrante.

a>0eb< 0= Péum ponto do quarto
guadrante.

2. Qualguer ponto que pertenca ao eixo das
abscissas terad ordenada zero. Sendo assim,
se a & um numero real, qualquer ponto
P(a; 0) pertence ao eixo das abscissas.

3. Qualquer ponto que pertenca ao eixo das
ordenadas terd abscissa zero. Sendo assim,
se b € um numero real, qualquer ponto
P(0; b) pertence ao eixo das ordenadas.

Distdncia entre dois pontos

Vimos que podemos associar, a cada ponto de
um plano cartesiane, um par ordenado de nimeros
reais utilizados para localizar o ponto no plano: sao as

- Unidade 2 Geometria Analitica

coordenadas do ponto. Agora veremos que, conheci-
das as coordenadas de dois pontos quaisquer no pla-
no cartesiano, padera ser obtida a distancia entre eles.

A seqguir, localizamos dois pontos Alx,; y,) e
B(x; y,) no plano cartesiano.

&
Voo mm s i s i s e

2

Grafleos: & DAE
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Utilizando o teorema de Pitdgoras no triangulo
destacado, podemos calcular a distancia du (distan-
cia do ponto A ao ponto B), isto &,

q'wzz{xz _xl)z+()’2 _}'1)2
dA,B=\j[X2_XI)2+(yI_y2)Z

Destacando apenas o triangulo retangulo re-
presentado no plano cartesiano acima e consideran-
do que Axe Ay representam a diferenca das abscissas
e a diferenca das ordenadas (variacio das abscissas e
variacao das ordenadas dos dois pontos), respectiva-
mente, também poderiamos escrever:

Ay=y,—y,

Ax=x,—x,
d, o= (A7 + (AyY

d, ,= a0’ + (ay?




Resolva os exercicios

Questoes e reflexoes no caderno.

A distancia entre os pontos A e B, conforme a fér-

+ Representamos o perimetro com 2p. Como

o perimetro do triangulo é a medida de seu
mula apresentada anteriormente, seria a mesma se " t
mudassemos a ordem das abscissas e a ordem das CONLOMO, IS
ordenadas, isto é:
2p=x!26+\f65+\f65
2 2
dAB=J(X2“X1) +{y1‘“}'z) 2p=~26+265

Resposta no Manual da Professar.

Note que, neste caso, como dois dos lados do
Exemplos: triangulo tém a mesma medida, dizemos que o trian-

gulo é isosceles.
1. Sabemos que o ponto A(m; 2) € equidistante

aos pontos P(1; 3) e Q(4; 2). Vamos determi- Coordenadas do ponto
nar o valor real de m. 3 we
] - medio de um segmento
= Se o ponto A esta na mesma distancia dos

pontos P e Q (equidistante), entdo, temos Como determinar, em Geometria, © ponto

d —d médio M de um segmento AB qualgquer desenha-

A do, por exemplo, numa folha de papel? A resolucio
J(l-m)2+(3—2]2 :\/(él-r:r})2+(2—2)2 é simples. Com o auxilio de régua e compasso, é
(1_m)z+{3_2)2 2(4_m)z+(2_2)2 possivel determinar tal ponto, como sugerimos na

figura a seguir.
1=2m+m’ +1=16—8m+m’ +0

7
em=14=m=—
3

2. Vamos calcular o perimetro do tridngulo,

cujos vértices no plano cartesiano sao 0s g
pontos P(3,-1), Q(-2,0) e R(2, 7).

- Para comecar, podemos localizar os pontos
no plano cartesiano, conforme figura a seguir:

No plano cartesiano, como poderemos obter as
y | e 1 coordenadas do ponto médio M de um segmento AB
se foremn conhecidas as coordenadas de seus extremos?

Considere que os pontos extremos desse seg-
mento tenham as coordenadas Alx,, y,) e B(x,, ). Além
disso, as coordenadas do ponto médio sao represen-
tadas por M(x,,; ¥, ), conforme mostrado a sequir:

-

a : '
bt P T B
—2 el |
T S o i N SR B g
3 °
- Para obter a medida de cada lado desse M ] M 2

triangulo, calculamos a distdncia entre os
vértices, isto &,

do=Ve2-37+ 0+ uz=.dm=w%

M emmm e mm e

dyo= V2 37+ 7+ 17=d, = V65 A, M, B,
x x; X
dy,=V2+ 27+ (7-0P=d, =65 1 m 2
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- Conforme o teorema de Tales, temos:

AM_AM,

MB  MB,

1= K =%

Xy =Xy
)(1+)(2
X=X =X =X D Xy =———

AM_AM,
MB M.},
1= Yu—N

Y= Yu

+y
YomYu=Yu—Y1=Yn =}';2—2

Portanto, chegamos a:

Exemplo:

Sabemos que os vértices de um triangulo ABC
no plano cartesiano sao representados pelos pontos
A(3;-2),B(=1; 2) e C(4; 5). Amediana AM éo segmen-
to que liga o vértice A ao ponto médio do lado BC,
oposto ao vértice A. Vamos calcular o comprimento

dessa mediana.

- T e —

- (alculo da abscissa do ponto M:
X, +X
X = 12 2
_~H4 3

= = X, =—
M M
2

- Unidade 2 Geometria Analitica

Figuras: @ DAE

- (élculo da ordenada do ponto M:

_nty
" g
_2u5_ 7
Yu > Yu >

- Como conhecemos as coordenadas dos
pontos A e M, o comprimento da mediana
sera a distancia entre esses dois pontos:

suum 23 (2

9 121 130
T W = V1o,
am=g T 2=

OBSERVACAO:

Um triangulo possui trés medianas, que se encontram em um
ponto chamado baricentro. No plano cartesiano demonstra-
-se que a abscissa do baricentro é a média aritmética das
abscissas dos vértices do triangulo e a ordenada, a média
aritmética das ordenadas de seus vértices.
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Sendo G o ponto correspondente ao baricentro
do triangulo, temos, conforme as coordenadas
dos pontos A, B e Cindicadas na figura:
X +Xx,+Xx
ORI i s

2 2
e
%=m+€+n

Demonstracoes analiticas

Por meio da Geometria Analitica, podemos
demonstrar propriedades da Geometria Plana. Essa
demonstracao de propriedades constitui o que é de-
nominada demonstragao analitica.



Exemplo:

Conforme propriedade da Geometria Plana, o
ponto meédio da hipotenusa de um triangulo retan-
gulo esta situado na mesma distancia dos trés verti-
ces do triangulo, conforme sugere a figura a seguir.

A

Figuras: & DAE

B M c
AM=BM=MC

Vamos chegar a esse resultado pela geometria
analitica. Para isso, representamaos, no plano cartesia-
no, os pontos O(0; 0), A(g; 0) e B(g; b), vértices de um
triangulo retangulo em A. O ponto médio da hipote-
nusa € M, tal que:

y B(a; b)
M
El
0(0; 0) Alg;0) X
_ Xyt X, _a+0_£
< 2 2
Yaty, b+0 b
yM=—=—=_
2 2 2

» Calculamos as distancias do ponto M aos
vértices desse triangulo:

Portanto, como as trés distancias sao iguais,
analiticamente verificamos a veracidade da proprie-
dade geométrica.

Exemplo:

Vamos provar analiticamente que, em todo pa-
ralelogramo, as diagonais intersectam-se no meio
(nos pontos médios). Para tanto, consideremos, no
plano cartesiano, o paralelogramo com vértices
A0, 0), B(a, b), Cla + c, b) e D(c, 0). Notemos, na figu-
ra abaixo, que os lados AB e DC sao paralelos, como
também os lados BC e AD.

Cla+c B

Bm e

Poatc

Al0:;0)

Temaos de mostrar que o ponto médio M da
diagonal AC tem as mesmas coordenadas
do ponto médio N da diagonal BD.

Ponto médio da diagonal AC:

X,tx. 0O+a+c a+c
M: = ::.XM —_—r
2 2 2
yaty. 0+b b
= = =% ——
Yu 2 7 T3
Logo: M ﬁ:,g
2 2

Ponto médio da diagonal BD:

Mty g4C _a+c
N T = AT
2
_Yet¥p _b+0 _ b
N 2 2 N
Logo: N ﬂ,e
2 2

Como as coordenadas dos pontos médios M
e N sao iguais, as duas diagonais intersectam-se
no meio.

Coordenadas cartesianas Capitulo 4 -



Exercicios resolvidos

1.

As coordenadas de um ponto no sistema de coorde-
nadas cartesianas sao dadas por (m + n; 2m = n) e por
(Zm + 3,9 =2n).

a) Calcule os valoresde me n.
b) Determine as coordenadas desse ponto.

m+n=2m+3 -m+n=3

s = S.m=2e n=5
2m-n=9-2n 2m+n=9

b)yim+n;2m-n)—(2+5;2-2-5) —=(7;,-1)

Assim, as coordenadas do ponto sdo (7; -1).

Dados os pontos A(2; 3) e B(6; 6) do plano cartesiano,
determine:
a) adistancia entre eles;
b) as coordenadas do ponto médio do segmento AB.
a)d, ,=V(6-27+(6-37 =

=Y16+9 =V25=5u.c

b) Seja M o ponto médio do segmento AB. Assim,

[2+6 3+6) _(,.9
3 "3 ['2

. Os vértices de um triangulo sdo os pontos M(2; 7),

N(6; 3) e a origern do sistema cartesiano.

a) Quais sao as coordenadas do ponto médio do
segmento MN?

b) Qual & a medida da mediana relativa ao lado MN?

3 (2+6;7+3

]={4:5}
2

b) O cumprimentq da mediana do tridngulo relativa
ao lado MN é Y(4- 0P +(5-0PF =V41 u.c.

Exercicios propostos

Resolva os exercicios no caderno.

1. Localize os pontos A(1; 4), B(-3; -2), C(4; -3), D(-2; 5),

E(7; 0) e F(0; — 4) em um plano cartesiano. Em seguida,
analise as afirmacdes abaixo e indique, em seu cademo,
V ou F, conforme sejam verdadeiras ou falsas.

|. O ponto C pertence ao segundo quadrante. £

IIl. O ponto B pertence ao terceiro quadrante. V

lIl. O segmento AD contém algum ponto pertencente
a0 eixo das ordenadas.

IV. Os pontos E e F pertencem, respectivamente, aos
eixos das abscissas e das ordenadas.

V. Adreado triangulo formado pelo segmento EF e pe-
los eixos coordenados € 14 unidades de 4rea. v

Determine os valores de x de mode que o ponto
P2 - 5x + 6; 5 — x) pertenca ao eixo das ordenadas. Em
sequida, para cada um dos valores encontrados para x,

determine as coordenadas do ponto, Far@ = 2= Fi0:3)
: Para x =3 =>P{0; 2)
Dois ndmeros reais a e b sdo tais quea > 0e b < 0. Deter-

mine o guadrante a que pertence cada um dos pontos a
seguir:

a) Alg; b); c) Alg; -b);

b) A(-g; b); d) A(-g;-b).

Respostas no Manual do Professor.

As coordenadas de urn ponto P s3o (kK — 6k + 5; 3k - 9).
Para quais valores de k 0 ponto P pertence ao:

a) primeiro quadrante? d) guarto quadrante?
b} sequndo quadrante? e) eixo das abscissas?

€) terceiro quadrante? f) eixo das ordenadas?

5. Nafigura, os pontos A e B sao simétricos em relagao a

retar.

Graficos: © DAE
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No plano cartesiano a seguir, as coordenadas do ponto
Ps3o (3;5).

[ i e e e e
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a) Quais sdo as coordenadas do ponto @, simétrico a 12. Na figura, estao representados os pontos A e B.
P no eixo das abscissas? Q(3; -5)

b) Quais sdo as coordenadas do ponto M, simétrico a
P no eixo das ordenadas? M(-3; 5)

ek ST ma] pae
¥ ' I [

-r..
i
|
=
i
i
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|
1
=
i
i

'
]

g
i
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[
'
-
'

¢} Quais sdo as coordenadas do ponto R, simétrico a
Q no eixo das ordenadas? Ri-2; -5)

|
|
g
i
i
L
|
|
=
i
i

'
i
4
]
i
o
i
i
-
i
i

d) Quais sao as coordenadas do ponto S, simétrico a
M no eixo das abscissas? 5(—3; -5)
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6. Um ponto P pertence ao eixo das abscissas e é equidis-
tante aos pontos A(-2; 2) e B(Z; 6).

A ordenada do

ponto P é zero,

b) Quais sao as coordenadas do ponto P? #(4: 0)

a) Qual é a ordenada do ponto P?

e e e A e g

i
1
brepmspmapmapenfany
| |

i

i
i i

i ool Shmhad m it oo Ak g me oty urted
i
1

grm e e e e e e e
1
1

1
1
=
|
|
iE

]

]

7. Qual é o valor de m para M(=3; 1) ser o ponto médio

do segmento com extremidades A(1; m) e B(-7; =2)? ___,]
m=4 HIS

8. Os pontos A(0; 0), B(1; 5) e C(5; 1) sao vértices de um T
triangulo. Quais as coordenadas do: a) Quais sao as coordenadas do ponto médio do seg-
a) ponto médio do segmento BC? (2 3) mento AB? (1; 2)
b) baricentro do tridngulo ABC? (2, 2)

b) Quais so as coordenadas dos pontos que dividem o

9. Quais sao as coordenadas do ponto simétrico a A(-1; segmento AB em quatro segmentos congruentes?
3) em relagdo a B(3; 1)? (7: 1) Gl e ita)
e FRlaiasy 13. Dados os pontos A(=1; 1), B(2; 5) e Clx; 2), determine:
10. Os vértices de um tridngulo sdo os pontos A(3; 5), a) a distdncia entre os pontos Ae B;d, =5u.¢
B(2; 3) e C(=4: 6). b) a distancia, em funcao de x, entre os pontos A e C;
a) Calcule a medida dos segmentos AB, AC e BC. =V +2x+ 20
ne Pl EQ - s Tas c) a&sténaa emfun;aodexentreosponmsBeC
b} Calcule o perimetro do tridngulo ABC. VP —dx+
EC
¢) Mostre que o tridngulo ABC é retangulo no vér- & ,?f:lor dex para R B
_ ticeB. 14. Aregido dos pontos do plano, cuja abscissa e ordenada
Respostas no Manual do Professor. 530 iguais, € uma reta denominada bissetriz dos qua-
11. Na figura, os pontos A, B e C sdo vértices de um drantes impares.
triangulo. bissetriz dos
e e quadrantes impares
a BRER X
: s s

S U

kb

Graflcos: © DAE

a) Qual éa abscissa de um ponto pertencente a bisse-
triz dos quadrantes impares e tem ordenada 57 5.

b) Quais sao as coordenadas de um ponto perten-
cente 3 bissetriz dos quadrantes {mpares tal que a
soma da abscissa e da ordenada ¢ 72 £~

'? ¥ 1
) Quais sdo as coordenadas de um ponto pertencen-
te a bissetriz dos quadrantes impares equidistante }
aos pontos (1;2) e (-2; 3)7 (2. -2)

Calcule o perimetro do tridngulo ABC e informe se ele é
escaleno, isdsceles ou equildtero. O triangulo & escaleno,

Coordenadas cartesianas Capitulo 4 -



15. A regido dos pontos do plano cuja abscissa e
ordenada sio opostas € uma reta denominada
bissetriz dos quadrantes pares.

a) Qual é a ordenada de um ponto que per-
tence a bissetriz dos quadrantes pares e
tem abscissa 37 3.

b) Qual é a soma das coordenadas de um

Grafico; © DAE

ponto qualquer pertencente a bissetriz
dos quadrantes pares? zero

¢) Quais sao as coordenadas de um ponto
pertencente 3 bissetriz dos quadrantes pares
equidistante aos pontos (1;4) e (—4; =3)7

Vi

TEXTOS DA MATEMATICA

Orientacoes e respostas no Manual do Professor
O texto a sequir fornece informacgoes sobre René

Descartes, personagem importante ndo apenas
para a Matematica como também para a Filo-
sofia. Autor do livro Discurso sobre o método de
bem conduzir a razao na busca da verdade nas
ciéncias, Descartes queria, com seu "métoda’, a
unificacao das ciéncias. Segundo ele, o0 “método”
deveria ser empregado sempre que ocorresse a
busca do conhecimento em qualguer ramo da
ciéncia. Basicamente sua ideia era pautada em: a)
aceitar somente aquilo que esteja claro em nos-
sa mente, excluindo quaisquer duvidas; b) dividir
os grandes problemas em problemas menores;
¢) argumentar partindo do simples para 0 mais
complexo; d) verificar o resultado final.

Leia o texto e conheca um pouco sobre este filo-
sofo, fisico e matematico francés, Descartes.

No dia 31 de marco de 1596, uma nobre
francesa doente com uma tosse seca, talvez indi-
cando tuberculose, deu a luz seu terceiro filho. Era
um bebé fraco, doentio. Alguns dias mais tarde, a
mae morreu. Os doutores predisseram que o bebé
morreria em seguida. Deve ter sido uma ocasido
horrivel para o pai do bebé, mas ele nao desistiu.
Nos oito anos seguintes, ele manteve a crianca em
casa, a maior parte do tempo na cama, assistido por
uma enfermeira e sob o préprio cuidado amoroso.

- Unidade 2 Geometria Analitica

A crianca viveria por 53 anos antes que a fraqueza
de seus pulmoes finalmente a derrotasse. Desse
modo, foi salvo para o mundo um dos maiores
filosofos e arquitetos da revolugdo seguinte em
Matematica, René Descartes.

Quando Descartes tinha 8
anos de idade (alguns histo-

jorary/Keys
Nﬂ b Iona 8,

riadores dizem 10), seu pai
o mandou para La Fle-
che, uma escola jesuita
nova, mas que em breve

Cobes o Pa'”ﬂw
! e g,

se tornaria famosa. O
diretor da escola per-
mitiu que o jovem Des-
cartes ficasse na cama até

mais tarde todas as manhas,

René Descartes
(1596-1650)

quando ele se sentisse pronto para
se juntar aos demais. Nao é um mau habito, se
vocé puder manté-lo, e isso Descartes fez, até os
altimos meses de sua vida. Descartes se saiu bem
na escola, mas apds ter concluido os estudos, oito
anos depois, ele ja exibia o ceticismo pelo qual
sua filosofia se tornaria famosa: ele estava con-
vencido de que tudo o que aprendera na escola
La Fleche era inutil oun estava equivocado. Apesar
dessa conclusao, seguindo a vontade de seu pai,

0&-/

4



ele passou os dois anos seguintes envolvido em

mais um aprendizado inutil, que dessa vez o
conduziu a um diploma de Direito.

Finalmente, Descartes abandonou o estudo
das letras e mudou-se para Paris. La, passou as
noites vagueando pelo circuito social. De dia, ele
ficava na cama estudando Matematica (comecando
a estudar, € claro, a tarde). Ele adorava fazer isso,
que lhe deu lucro algumas vezes, pois aplicou sua
matematica nas mesas de jogo. Apos um curto
espaco de tempo, no entanto, Paris ficou tediosa
e desinteressante para ele.

O que um jovem rapaz de meios indepen-
dentes, nos dias de Descartes, fazia a fim de viajar
e achar aventura? Ele se alistou no exército, ou
melhor, no exército do principe de Nassau. Era
realmente um exército de voluntarios: Descartes
ndo era pago por seu servico, e o principe Mau-
ricio de Nassau recebeu o que pagou.

Nao somente Descartes nunca viu uma ba-
talha, mas no ano seguinte ele se juntou as forcas
oponentes do duque da Bavaria. Isso pode parecer
muito estranho — primeiro, nao ter lutado de
um lado, depois lutar pelo outro. Mas, naquele
tempo, a guerra da Franca e da Holanda com
a monarquia hispano-austriaca estava em uma
pausa. Descartes tinha se alistado no exército
para viajar, nao por razées politicas.

Ele apreciou seus dias no exército, encon-
trando pessoas de diferentes paises e também
encontrando a solidio que desejava ardentemente
a fim de estudar Matematica e Ciéncia, além de
ponderar sobre a natureza do Universo. Suas
viagens renderam frutos quase imediatamente.

'QUESTOES Resolva os exercicios no caderno.

Um dia, em 1618, o soldado Descartes se
encontrava na pequena cidade de Breda, Holanda,
quando viu uma multidao em torno de um anun-
cio na rua. Ele vagueou pelo meio da multidao e
pediu a um espectador idoso que lhe traduzisse
o0 anuncio para o francés. Ha muitas coisas que
um antncio pode ser hoje — uma propaganda, um
sinal proibindo estacionar, um anuncio de procu-
rado pela policia. No entanto, era realmente um
tipo de anuncio que nio encontraremos hoje em
dia nas ruas: um desafio matematico ao publico.

Descartes considerou o problema e comen-
tou imediatamente que o considerava bastante
facil. Seu tradutor, talvez aborrecido, talvez se
divertindo, disse que o estranho estava blefando
e desafiou-o a resolvé-lo. Foi o que Descartes fez.
O velho, um homem chamado Issac Beeckman,
ficou impressionado — 0 que nao era uma proeza
facil, pois esse transeunte era um dos maiores
matematicos holandeses de seu tempo.

Descartes e Beeckman tornaram-se tao bons
amigos que, mais tarde, Descartes descreveu
Beeckman como “a inspiracao e o pai espiritual
de meus estudos”. Quatro meses mais tarde, foi
para Beeckman que Descartes primeiro descre-
veu o seu modo revolucionario de considerar
a Geometria. As cartas de Descartes para o seu
amigo holandés nos dois anos seguintes sao ge-
nerosamente temperadas com referéncias a sua
nova compreensio da relagdo entre os niumeros
e 0 espaco.

MLODINOW, Lecnard. A jonela de Euclides: a histdria da Geometria
— das linhas paralelas ao hiperespaco. Trad. Almeida Filho, Enézio E.
de. S3o0 Paulo: Geragdo Editorial, 2004, p. 85-87

1. Faga uma pesquisa sobre o livro Discurso sobre o método e descreva seu objetivo principal.

De acordo com o texto, responda:

2. Quais eram as reais intencées de Descartes ao alistar-se no exército?

3. Quem Descartes descreveu como “a inspiracao e o pai espiritual” de seus estudos?

Coordenadas cartesianas Capitulo 4 -



CAPITULO

Quando estudamos, noVolume 1 desta Co-
lecdo,umafuncaof.R— Rdefinidaporfix)=ax+b
(paraa, b e R), vimos que o gréfico no plano car-
tesiano € uma reta. Também vimos que existem
as seguintes possibilidades:

Fungao

crescente

Funcao
decrescente

Funcao
constante

Y

Note que cada gréfico acima é uma reta. Di-
zemos que o gréfico de qualguer funcgdo da forma
fix) =ax+ b (para a, b € R), sendo x um nimero
real, ¢ uma reta.

Neste capitulo, estudaremos a reta no pla-
no cartesiano,ampliando o que j&é conhecemaos.

Sabemos, pela geometria euclidiana, que

- Unidade 2 Geometria Analitica
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A RETA NO PLANO CARTESIANO

dois pontos distintos determinam uma reta. Na
Geometria Analitica, cada ponto é interpretado por
um par ordenado de numeros reais. A reta € inter-
pretada por uma equagac, COMo Veremos a seguir.

Resolva os exercicios
Questoes e reflexoes no caderno.

Afuncdo £ R — R, definida por fix) =ax+b
(para g, b e R), é denominada funcao afim.
Sobre essa funcao, recorde o que foi estuda-
do no Volume 1 desta Colecao, procurando
responder:

1. O que é taxa de crescimento dessa fungao?
2. Qual éacondicao paraque a fungao afim seja

crescente? E para ser decrescente? E para ser
constante?

Respostas no Manual do Professor.

Condicao de alinhamento
de trés pontos

Inicialmente vamos estabelecer a condicao
de alinhamento de trés pontas no plano cartesia-
no com base nas suas coordenadas. Consideremaos
os trés pontos A(x,, y,), Blx, y,) e Clx, y) alinhados,
isto &, pontos de uma mesma reta r representada
no plano cartesiano ortogonal.

=<
SE—

AN

Nessa figura estdo destacados dois trian-
gulos retangulos. Como sao triangulos seme-
Ihantes, temos que



AD_BD
BE CE

]

Xo=X Yo=Yy

Xy — Xy - Ys—Ys

(x2 _X1}(}’3 _h):(xs _Xz)(yz _}’1)
Xoly = XoYs — XiYa t XoYs S XaYy — KoYy — Xy + X0 )
XoYy =X Y3+ XYy = X3y T XYy = X, =0
Jﬂ(}’g—Y3)+X;(Y3—}’1)+X3(,V1—,V2)=U 0]

A igualdade (1), considerando o que vimos
noVolume 2 desta Colecao sobre determinantes,
poderia ser escrita da seguinte maneira:
hol
Y, |

¥y 1
o1

¥, 1
Y3 1

Xy +x,- +x,- =0

Ou ainda observando o teorema de Laplace
para o seguinte determinante de ordem 3:

x y 1
X, y;, 1|=0
X ¥ 1

Nesse determinante, a primeira coluna é
formada pelas abscissas dos trés pontos e a se-
gunda, pelas ordenadas.

A reciproca é verdadeira, ou seja,

Essas duas conclusées compdem a con-
dicao de alinhamento de trés pontos no plano
cartesiano de acordo com as suas coordenadas.

Exemplo:
Vamos determinar o valor de m para que os
pontos A(—2, 3), B(1,4) e C(0, m) estejam alinhados.

+ Impomos a condicdo de que o deter-
minante formado nas coordenadas
desses trés pontos seja zero, isto &,

=2 3 1
1 4 1(=0
Q0 m

-8+0+m+0-3+2m=0

11
3m=Tl=>m=§

11
Assim, se m= e os pontos A, B e C esta-

rao alinhados.

Equacao geral da reta

Como conhecemos a condigao de alinha-
mento de trés pontos, podemos obter a equagio
da reta. Sabemos que dois pontos distintos deter-
minam uma reta; dessa forma, obtemos a equacio
da reta com as coordenadas de dois pontos.

Consideremos a reta r, conforme figura a
seguir, e dois pontos A(x,, y,) e B(x, y,) perten-

centes a ela.
¥
Pixy

Grafleo: © DAE
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x x X
+ E:

Na figura, indicamos um ponto P(x, y) para
representar qualquer ponto dessa reta. Consi-

A reta no plano cartesiano Capitulo 5 -



derando que os pontos A, B e P estao alinhados (coli-
neares), conforme a condicdo de alinhamento de trés
pontos vista anteriormente, temos:

x y 1
X, y, 1(=0
X ¥, 1

1 calculando o determinante
XY, H Y, XY, XY, — XY — XY, = 0
X(}«’1 _yz} +y{x2—x]) XY, — XY, =0

1 Fazendo:y,—y,=a,x,—x,=bexy,—xy, =c

x-a+y-b+c=0
ou Esta igualdade é a
ax+by+c=0 eqguacao geral da reta

TN B 0 G AN oSl s SR G
forma ax + by + c= aﬁanbecsﬁem

tes reais e @ e b ndo sdo simull 1te nulas. Essa
equacao édenomma&oqnﬁogualdam
Observacoes:

Ocorrem 05 seguintes casos particulares da reta
no plano cartesiano e sua equagéo geral:

y

X

1. Aretaré perpendicular ac eixo das ordenadas.
Neste caso: a=0eb=0;

+ aequacaodaretasera by+c=0.

Note que, se neste caso ¢ =0, areta sera o pro-
prio eixo x.

Figuras: @ DAE
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2. Areta r é perpendicular ao eixo das abscissas.
Neste caso:

- a=0eb=0;
+ aequacao da reta sera ax + c=0.

Note que, se neste caso c =0, a reta sera o pro-
prio eixo y.

A

¥

Y

3¢

3. Areta r passa pela origem do plano carte-
siano. Neste caso:

+ az0,b#0ec=0;
+ aequacao dareta sera ax+ by =0.

Note que, guando o termo independente de
x ede ynaequacao dareta € igual a zero (c=0),
a reta passa pela origem do sistema de coorde-
nadas cartesianas ortogonais.

Exemplo:

Vamos determinar a equacao geral da reta que

passa pelos pontos A(3, — 4) e B(-5, 8).

Substituimos as coordenadas desses pontos

no seguinte determinante:

x y 1
x, ¥ 1(=0
X, ¥, 1
{
x y 1
3 -4 1|=0
-5 8 1

—4x—5y+24-20-8x—-3y=0

—12x—8y+4=0=3x+2y—-1=0
(-4



Bacm ¢ iy Marial do Prefecens S
Respostas no Manual do Professor. eI

Questoes e reflexdes no cademo.

1. Observando o exemplo, como vocé verifica se o
ponte C(7, —10) pertence & reta, ou nao, conhe-
cendo sua equagao?

2. Verifique se o ponto P(—3,5) pertence ou nao
pertence a reta de equacao geral 2x—4y—10=0.

Qual a conclusao?

Exemplo:
Vamos obter a equagao de cada reta que € suporte
dos lados do quadrilatero representado nafigura a seguir.

¥

C(3; 7) D(14; 7)

Figuras: @ DAE

A3 —2) B(14; —2)

Equacao da reta suporte do lado AB

x oy 1
3 =2 1|=0
14 -2 1

“2x+ 14y -6+ 28+ x—-3y=0=
=1ly+22=00uy+2=0

Equacao da reta suporte do lado AC

w oW x
|
]
Il
o

=2x+3y+21+6=-7x=-3y=0=
=-9%+27=00ux-3=0
Equacao da reta suporte do lado CD

1
1|=0
1

= WX
b R

X+ 14y+21-98-7x-3y=0=

=11ly-77=00uy-7=0

Fquacao da reta suporte do lado BD

x y 1
14 =2 1|=0
14 7 1

-2x+ 14y +98+28-7x-14y=0=
=-O9%+126=00ux-14=0

Interseccao de retas no
plano cartesiano

Observe a seqguir as trés possibilidades de
posicao relativa entre duas retas representadas
no plano cartesiano e a quantidade de pontos em
comum:

n

s
Concorrentes: um Paralelas: nenhum Coincidentes: infinitos
ponto em comum ponto em comum pontos em comum

A reta no plano cartesiano Capitulo 5 -



Como vimos anteriormente a equacao geral de
uma reta, vamos considerar duas retas r e s no plano

cartesiano dadas pelas seguintes equagoes:

Retar. ax+by+c,=0

Retas:ax+by+c¢,=0

A partir dos coeficientes de x e y e também
do termo independente de x e y, podemos esta-
belecer condigbes sobre a posicao relativa entre
as duas retas. Isolando o termo independente de

x e de y no sequndo membro de cada uma dessas

equagoes, formamos o seguinte sistema:

ax+by=-c,
ax+by=-c,

Vamos escalonar esse sistema:

ax+by=-c,
ax+b,y=-c,

|—> Multiplicamos a primeira equacao
por —a, e adicionamos a segun-

da equagao multiplicada por g,

ax+by=-¢
(ab,-ba)y=ac,-agq,

Note que o sistema esta escalonado.

Podemos analisar a posicao relativa dessas retas
no plano cartesiano conforme as possibilidades de
solugoes do sistema:

Sistema possivel e determinado (uma solucao)

Para que o sistema seja possivel e determina-
do, conforme o escalonamento feito anteriormente,
o coeficiente de y na segunda equacao deverd ser

diferente de zero:
ab,-ba, #0

al 1“31
ab, #ba, = —#—
P4 2

As retas dadas serao concorrentes.
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Sistema impossivel (nenhuma solucao)

Para que o sistema seja impaossivel, conforme
o escalonamento feito anteriormente, o coeficiente
de y na segunda equacao devera ser zero e o termo
independente de y na mesma equacao devera ser
diferente de zero:

a b
ab,—ba, =0= —L=—

aZ bz
e

GT C1
a,c,—ac, 70 =>—#—

GZ C}_‘

Partanto, juntando as duas condicdes, temos:

a b
s J) s
az b) Cl

Sistema possivel e indeterminado (infinitas so-
lucoes)

Para que o sistema seja possivel e indetermina-
do, conforme o escalonamento feito anteriormente,
o coeficiente de y na segunda equacao devera ser
zero e o termo independente de y na mesma equa-
cao devera ser também igual a zero:

a b
ab,—ba,=0=—L=—

a} b}
e

a ¢
a,c,—ac, =0=—=—"

GZ CZ

Portanto, juntando as duas condigoes, temaos:

lf‘-'l1 bi o J“f1
GE b} CZ
//‘
OBSERVACAO:

As condicoes estabelecidas acima permitem verificar

se duas retas representadas no plano cartesiano sao
concorrentes, paralelas ou coincidentes, examinando
apenas os coeficientes de suas equacdes na forma geral.

Resposta no Manual do Professor. Resolva os exercicios
- 4a no caderno.
Questoes e reflexoes

Dadas as retas de equacdo geral 4x+ 5y =0e
8x + 10y + k=0, qual o valor da constante real k
para que as retas sejam coincidentes?




Exercicios resolvidos

1. Verifique se os pontos A(1; 4), B(3; 8) e C(—1; 0) estdo alinhados.

T 4 1
3 &H
= @

=8-4+48-12=0

Assim os pontos esto alinhados.

2. Calcule o valor de m de modo que os pontas M(—1; —7), N(1; 3) e P(m; 8) sejam colineares.

-1-7 1
T3
m 8 1

-3-7Im+8-3m+7+8=0.m=2

3. Determine aequagdo geral da reta rrepresentada na figura abaixo. Em seguida, explique se o ponto

(1; 1) pertence a essa reta.
| e S T e T e e R e
S
A
T A4
Ry 4EENE
1 b ox
f-it Vi s |
T T
culfie]
£
E3
x y1
4 3 1
-4-2 1
3x-4dy-8+12-4y+2x =0
5x-8y+4=0
Como5-1—8-1+4=1=0,0ponto (1; 1) nao pertence a reta 5x — 8y +4=0. /

Exercicios propostos

A reta no plano cartesiano Capitulo 5 -



4. Aequacao geral de uma reta € dada por 2x + 3y — 7=0. 7. Os guatro vértices de um trapézio sao os pontos (4; 1),
Verifigue se cada um dos pontos a seguir pertence a (1;4), 3 el=21) dx+y—B8=0ey—1=0
essa reta. Respostas no Manual do Professor. a) Determine as equacoes das diagonais desse trapézio.
a) (1;2) d) (=1;2) : : i

b) Calcule o perimetro desse trapézio. (11 + 26) u.c.
b) (2;1 flIE,
)& e ( 3 '2) 8. Em qual ponto a reta determinada pelos pontos (1; 3)
< (0 e (4; —1) intersecta o eixo das abscissas? E o eixo das
5. Os vértices de um tridngulo sdo os pontos A(0; 0), ordenadas? Respostas no Manual do Professor.
B(T; 7) e C(5; 3). 9. Para determinar o ponto de interseccao de duas retas
a) Determane a equacao da reta que conteém o lado AB. concorrentes, basta resolver o sistera formado por suas
b) Determine a equacao da reta que contém a media- equagoes, pois 0 ponto comum as duas retas verifica
na relativa ao lado BC. 5x -3y =0 simultaneamente suas equacoes. Sendo assim, qual o
: d =
0 A feta que contém o lado BC passa pelo ponto (4 4)? ponto de interseccao de cada par de retas a seguir?
Sim a) x+ty—1=0ex—y—-5=0 (3-2
6. Indigue, em seu caderno, V ou F, caso as afirmacoes a .
seguir sejam verdadeiras ou falsas, respectivamente. Bl2xt y—o=Dc et Ay 1= 0CHo)
I. Areta cujaequacio é y—3 =04 paralela ao eixo das G x-2=bey-3I=tir3)
abscissas. v 10. Qual o ponto de interseccao das retas que contém as
Il. A reta cuja equacao é 2x + 3 =0 é paralela ao eixo diagonais do quadrilitero cujos vértices s3o 0s pontos
das ordenadas. v (—1;2),(0;-5), (5; 1) e (3; 4)?
: - - Resposta no Manual do Professor.
lll. A reta cuja equacao € 3x—y = 0 passa pela origem 11. Os vértices de um quadrado representado no plano
do sistema cartesiano. V cartesiano estao nos pontos A(0; 0), B(0; 5), C(5; 5) e
IV. A reta da equacao x— y— 1 = 0 passa pelo ponto D(5; 0).
©; =1).v a) Determine a medida do perimetro desse qua-
V. A drea do triangulo determinado pela reta cuja drado. 20 u.c
equagao é 2x — y —4 =0 e os eixos coordenados b) Obtenha as equagdes das retas que contém as dia-
sao 8 unidades de drea. gonais AC e BD.
Diagonal AC:x=y=0; Diagonal BD:x+y=5=0
EXPLORANDO - N o
Urienta 2 respostas no Vianual o Frofe

No Volume 1 desta Colecdo men-

CionamDS 0 '\Nl'nplot, um Soﬁ_ware que’ :.:rm Exitur | |;||:r||- Farramantas Jansla Apida Woci entrou coma .
| 1 b
dentre outras, oferece ferramentas para - B P E (J ;
* lanela ge Nge:ra & .' Janeda ne\ﬂsul.u;m ]

elaborar gréficos. Seu download é sequro
e gratuito. Similar ac Winplot, o software
GeoGebra é utilizado em escolas e uni-
versidades de diversos paises. Hd uma
verséo em portugués e seu download
também é gratuito.

+] | Sua identificacdo aparecerd
apds fazer o download.

Apds abrir a janela de Algebra,
aqui vocé escreve a equagao da | °
curva para obter sua representa- !

= e dieop ao no plano cartesiano.
Para vocé ter ideia de suas possibi- ¢ P

lidades, o GeoGebra permite fazer diver-
sas construcoes geométricas utilizando
pontos, retas, circunferéncias e outras 3
curvas. Nosso interesse principal com =
esse software é a elaboracao de gréficos
a partir de suas equagoes.

Enirada =
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Coeficiente ungular Segundo caso — Quando o = 90°

Vimos gue a equacao geral de uma reta no pla- Ay r
no cartesiano é da forma ax + by + c=0. Além dessa, =Yg 0 Infiol estl definica)

. ¢ i , A reta é perpendicular ao eixo das
existern outras formas. Veremos, também neste capi- abscissas. Ela o tem coeficiente
tulo, a chamada equacao reduzida da reta. No pla- angular.
no cartesiano, a partir da equacao reduzida obtemas, /

entre outras, informagoes do adngulo que ela forma
com o eixo das abscissas.

Antes de chegar a equacao reduzida da reta, va- ‘\ a=90°
mos examinar duas ideias importantes: inclinacao de %
uma reta e coeficiente angular. Iniciemos com uma
reta r, conforme a figura a seguir, nao paralela ao eixo

das ordenadas, formando um &ngulo o. com o eixo Terceiro caso — Quando 90° < o < 180°
das abscissas. O angulo é marcado iniciando no eixo
das abscissas no sentido anti-horario. 4 =il
O coeficiente angular
¥ sera negativo.
r
-
o
(58
/ )
o~ \\\ X

A medida do angulo @, assim considerado, é
chamada inclinacao da reta r. Além disso, tem-se o Quarto caso - Quando o = 0°

coeficiente angular da reta: e

m=tgo=0
’ Ei‘e‘hom_ina-se- coeficiente angular ou decli- 0 coe?iciente angular é zero,
vidade da reta r o nimero m que expressa a tan- A reta é perpendicular ao eixo
gente trigcmemétricade sua i‘ndihagéﬁ acom o / das ordenadas.
eixo das abscissas. Em simbolos: m = tg o.. 7

Existemn quatro possibilidades de coeficiente
angular conforme o dngulo gue a reta forma com o
eixo x no sentido positivo:

L

Primeiro caso — Quando 0° << o << 90°

\ Nos casos apresentados, pode ser observa-
Y m=tga>0

O coeficiente angular sera positivo.

/ declividade, isto é, ndao tem coeficiente angular.

Quando a inclinacao € 0° a declividade é zero,

r ou seja, o coeficiente angular é zero. Resta saber

do que, quando a inclinagao é 90° a reta nao tem

Grafleos: @ DAE

como calcular o coeficiente angular da reta nos
“ = outros dois casos, isto é, quando 0° << o < 90° e
quando 90° < o << 180°.
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Graficos: © DAE

Para esses dois casos, vamos considerar uma
reta r passando (ou determinada) pelos pontos
Alx,;y,) e Blx,; y,), conforme mostrado a seguir:

A

¥

Y27

¥+

|

» P<oa<or

No tridngulo retdngulo ABC destacado na figura
acima, temos:

m=tga="c

J AC
m=tga=y2_y‘
X=X

= 900 << o << 180°

No triangulo retangulo ABC destacado na figura
acima, temos:

* a2
m—tg(180 -U!)— AC
Lig(180°—a)=-1g9
—tgo=—22-1_
= ~(x—x,)

4 multiplicando por —1

m:tga:.'?’z — Y

X=X

A partir dos casos observados, podernos dizer que:

OBSERVACOES:

1. Pelo que foi visto até aqui, ha duas maneiras de obter o
coeficiente angular de uma reta nao paralela ao eixo y: a
partir da inclinagdo (medida do angulo o) e pelas
coordenadas de dois pontos distintos da reta.

2. Na demonstracao que apresentamos anteriormente
para o calculo do coeficiente angular da reta a partir das
coordenadas de dois de seus pontos, também é possivel
escreverm=tgo= gl A}’, com Ay e AX

x,—x, Ax
representando a variacao de y e a variacao de X,
respectivamente.

3. Na relacdo matematica acima, no numerador da fracao
pode ser utilizado ¥, — ¥, desde que, no denominador,
utilizemos X, - X..

Exemplo:

Vamos calcular o coeficiente angular da reta r
conforme os dados da figura a seguir.

My

r

No triangulo retdngulo destacado na figura,
os catetos (cada um paralelo a um dos eixos
coordenados) tém a medida indicada (séo as
variagoes de y e de x). Assim temos:

Ay
m=tgo="2
IS e

18

18

Como a tangente do dngulo é 1 e conforme in-

dicacao na figura, podemos afirmar que a inclinacéo
da reta r com o eixo das abscissas é 452,

A reta no plano cartesiano Capitulo 5 -

m="—=m=1




Coeficiente angular e
equacao geral da reta

Para obter o coeficiente angular da reta r com
equacao geral ax + by + ¢ = 0, considera-se que 0s
pontos A(x,, y,) e Blx,, y)) sao distintos da reta r, em
que x, #X,. Como esses pontos pertencem a reta, sa-
tisfazem a equacao da reta, isto &;

AEr=ax, +by, +c=0()

Ber=ax,+by,+c=0(Il)

Fazendo (I) — (II), membro a membro:

ax, +by, +c—(ax, +by, +¢)=0
ax,+by, —ax,—by, =0
a-(x,—x,)+b-(y;-y,)=0
b'(YT_}’2)=_a'(X1_X2)
=¥ a a
oy M=——

x—x, b b

Assim, o coeficiente angular da reta rde equa-
¢ao geral ax + by + c =0 pode ser obtido a partir dos

coeficientes de x e de y da equacao, ou seja:

a

m=——
b

Exemplo:

Vamos calcular o coeficiente angular da reta r
com equacao geral 4x—7y—10=0.

Observando os coeficientes de x e de y na
equacao geral, temos:

e
b
4 4
m=——=m=—
-/ 7

Equacao geral da reta por um
ponto, conhecido o coeficiente
angular

Conforme a geometria euclidiana, num plano,
infinitas retas passam por um ponto.

Considerando o plano cartesiano, conforme
consta na figura a sequir, sao indicadas algumas das
retas que passam pelo ponto P (x,, y,).

- Unidade 2 Geometria Analitica
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Cada uma das retas representadas tem uma
inclinacdo diferente. Assim, se conhecéssemos es-
pecialmente sua inclinacado, poderiamos identificar
uma dessas retas no plano. Essa observacao possi-
bilita obter a equacao de uma reta que passa pelo
ponto indicado, conhecida sua declividade.

e

Considere-se que o ponto P (x,, y,) pertence a
reta r com coeficiente angular m. Além disso, o ponto
P(x, y) representa um ponto genérico dessa reta.

Graficos: © DAE
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Pelo visto sobre coeficiente angular, é possivel
escrever:

m=iga
m= Y=Y Equacao da reta que passa
X=X, pelo ponto P (X, ¥ ) com
— coeficiente angular m.
m(x—xﬂj—y*yn

Y=Yo=m(x—x,) /

Assim, conhecendo as coordenadas de um
ponto e o coeficiente angular, pode-se determinar a
equacao da reta.



OBSERVACOES:

1. Quando a reta r for paralela ao eixo X, sabe-se que o
coeficiente angular seré zero (M = tg0¢ = 0). Dessa forma,
tem-se:

y_}’u=ﬁ‘{x_xl)}

y-y,=t=y=y

2. Quando a reta r for perpendicular ao eixo X, todos os
pontos da reta terdao a mesma abscissa. Assim ocorre:

X=X =0 =2 X=X

Exemplo:

Vamos determinar a equacao da reta gue passa
pelos pontos M(—1; 2) e N(5; 3).

Calculamos o coeficiente angular dessa reta a
partir das coordenadas desses dois pontos:

m___}’z_,'ﬁ
X, =X
3-2 1
= m=—
5—(=1) 6

Utilizando o ponto N(5; 3) na equacao da reta
por um ponto M, por exemplo:

y_.'r'n=m(’{_xa)
y=3=—-(x=5)

6
6y—18=x-5=x—-6y+13=0

Qutra maneira para obter a equacao dessa reta
é utilizar o determinante formado pelas coordenadas
dos dois pontos dados, isto é:

x y 1

x ¥ 1|=0
x2 y2 ]

x y 1
-1 2 1|=0
5 31

2x+5y=3=-10=3x+y=0=>x-6y+13=0

Equacao reduzida da reta

Agora vamos apresentar a vocé a eguagdo
reduzida da reta. Fssa equacgao tem uma vantagem
em relacdo & equacdo geral: fornecer dados
importantes a respeito nado apenas do coeficiente

angular (tangente do angulo que a reta forma com
o eixo das abscissas), como também dados do
chamado coeficiente linear.

Quando se conhece um ponto P (x,, y) de uma
reta e o seu coeficiente angular m, sua equacéao é
dada por:

Y= Yp=mb = x)

Grafico: @ DAE
=

AlD;n)

o

/

VVamos utilizar essa informacao com outra.

Considere, de forma particular, que sabemos
gue o coeficiente angular de uma reta r seja m e,
além disso, que ela passa pelo ponto A(0; n), confor-
me indicado na figura acima.

Escolhemos o ponto em gue a reta intersecta o
eixo das ordenadas. Assim, considerando a equacao

anterior, temos:
y _yg = m(X - Xo)
1 Considerando o ponto A(0; n)
y—n=m(x—0)

y—n=mx=y=mx+n

Essa forma é conhecida como equagao redu-
zida da reta. Nela, m € o coeficiente angulare n é
o coeficiente linear (ordenada do ponto em que a
reta corta o eixo das ordenadas).

A reta no plano cartesiano Capitulo 5 -



OBSERVACOES:

1. A forma reduzida de representar uma reta é importante,
pois, se 0 ponto em que a reta corta o eixo das ordenadas e o
coeficiente angular sdo conhecidos, tem-se a equacio da reta.

2. A forma reduzida expressa ¥ em funcado de X. Trata-se
da lei de formacao de uma funcao afim, representada por

y=fixy=ax+b.

Resposta no Manual do Professor.

Questoes e reflexoes

Resolva os exercicios
no caderno.

Em relagdo a funcao afim da forma y=fix) =ax + b,
o que indica o valor de a (coeficiente de x)?

Exemplo:

Varnos obter a equacao reduzida da reta repre-
sentada no plano cartesiano a seguir:

AlO; 5)

Grafico: © DAE
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Exercicios resolvidos

Calculamos o coeficiente angular da reta a par-
tir da inclinacdo indicada no gréfico:

m=1ig o

m=tg 135°

m=—tg 45°=m=-1

Como a reta intersecta o eixo das ordenadas no
ponto A(0; 5), temos o coeficiente linear n=5. Assim,

a equacao reduzida da reta &
y=mx+n

y==lx+5= y=—x+5
Exemplo:

Ainda em relacdo ao exemplo anterior, vamos
obter a equacao da reta que passa pelo mesmo pon-
to A(0; 5), mas forma com o eixo das abscissas no sen-
tido anti-horario um angulo de 60°.

Calculamos inicialmente o coeficiente angular:

m = tg 60°
m=3

Como a reta intersecta o eixo das ordenadas no
ponto A(0; 5), temos o coeficiente linear n = 5. Assim,
a equacao reduzida da reta &

y=mx +n

m= \-"§x+ 5

1. Determine o coeficiente angular de uma reta que passa
pelos pontos A(1; 7) e B(5; 4). Essa reta representa o
gréfico de fungao crescente ou decrescente?

O coeficiente angular da reta que passa pelos pontos
== =3 2
4-7 =——=— —, Assim, a reta
5—1 4 4
representa o grafico de uma funcao decrescente.

AeBéigual a

2. Uma reta r passa pelos pontos A(D; 4) e B(6; Q).
a) Qual é o coeficiente angular da reta r?
b) Escreva a equacao geral da reta r.

) Calcule a rea do triangulo determinado pela reta r
e 0s eixos coordenados.

0—-4 -4 2

am=
" 6—0 6 3

2
b) y—0=—?'{x—6) S 2%+3y—12=0

4-6
2

=l2u.a.

C) STr'i'anguln =

3. Umaretarteminclinacio de 60° e intersecta a bissetriz
dos quadrantes pares em um ponto P, cuja ordenada
éd,

a) Quais as coordenadas do ponto P?
b) Qual é a equacao geral da reta r?

c) Quais os pontos de intersecgdo da reta rcom os ei-
x0s coordenados?

a) P(—4;4)
b)y —4=tg (60°) - (x +4)
y—4=13:(x+4) . 3x—y+43=0
Ox=0—y=4+43
443 i

=0—oX=——
y 3

Assim, os pontos de interseccao da reta r com os ei-

- 43
x0s coordenados sao (0;4 +4,3) e (— # —4; 0].
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Exercicios propostos

A reta no plano cartesiano Capitulo 5




6. Determinea equacao de cada uma das retas que passam

10.

11.

12.

pelo ponto P e tém coeficiente angular m.
ajrP{1;3)em=2. Zx—=y+1=0
b)s:P(—=2;5)em=—3. 3x+y+1=0
AtP2Dem=1. x=y=0

. Uma reta passa pelo ponto P(3; 4) e tem inclinagao de

135°
a) Qual é o coeficiente angular dessa reta? -1
b) Qual é a sua equacio geral? x +y = 7=0

. Nafiguraa seguir, a retar passa pela origem do sistema

cartesiano e intersecta a reta s no ponto P

s/r
p

¥

a) Qual éaequacdodaretar? 4« — 3y =0

b) Qual é a drea do triangulo determinado pelas retas r
e s e pelo eixo das abscissas? 7

. Aeqguacao geral de umna reta é 2x;3y— 6=0. 5

= . y===x+2
a) Escrevaaequacéo reduzida dessa reta: 3

b} Quais sao seus coeficientes angular e linear?

A equacio reduzida da reta s é dada pory =3 -x- 23,

a) Qual é o coeficiente angular da reta s? m = 3

b) Qual é a sua inclinacao? 60°

¢) Quais sao as coordenadas do pontoem quearetas
intersecta o eixo das abscissas? (2;0)

Uma reta t passa pelo ponto (1; 5) e pelo pento de inter-

secaodasretasx + 2y—18=0e5x-y-2=0.

a) Qual é o coeficiente angular dessa reta? m =3

b) Qual € a sua equacdo reduzida? v = y+2=0

Uma funcdo afim é definida por flx) = 3x+ 5.
a) Quais sao os valores de f(1), f{2), 3), f{4) e A5)?

b) A sequéncia formada pelos valores obtidos ante-
riormente & uma progressao aritmética. Qual a ra-
230 dessa progressao?

¢} Qual é o coeficiente angular da reta que representa
afuncao f?

d) Qual é a relacdo entre o coeficiente angular da reta

que representa a funcao f e a razao da progressao
aritmética (1); f12); fi3); fi4); A5))?

Respostas no Manual do Professor.

13. Na figura a seguir estdo representadas as retas r, s, t

14.

Coeficiente angular: N
— — ecoeficiente linear: 2.
3

15.

e v, cujas equacdes sao, respectivamente, y = x + 3,
y=xy=2ey=7. Respostas no Manual do Professor.

/
i

a) As quatro retas limitam um guadrilitero. Quais sao
05 pontos que representam os vértices desse qua-
drilatero?

b

b) Quais sdo as equagdes reduzidas das diagonais
desse quadrilatero?

c) Qual é a drea desse quadrilitero?

O gréfico da funcao f R — R, definida por fix) = —x
+ 6, a reta de equagao x = 5 e 0s eixos coordenados
determinam um trapézio, como mostra a figura a seguir.

¥

fld=-—x+6 x=5

Figuras: © DAE

a) Quais sao os valores de fi0) e f5)? fi0) =6 (51 = 1
b) Qual é coeficiente angular da reta que representa a
funcdo f? =1

c) Qual a area do trapézio limitado pela funcao £, pela
reta x =5 e pelos eixos coordenados? 175 v a.

Considerando que a fungdo afim £ R — R, definida por
y =fx) = ax+ b, tem o gréfico passando pelos pontos
A(2; -3) e B(-1; 4), obtenha:

a) alei de formagao da fungao £

b) a equacao geral da reta correspondente ao gréfico

da fungaoﬁ Respostas no Manual do Professor,
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Paralelismo e
perpendicularidade

Neste capitulo ja observamos as posicoes relati-
vas entre duas retas no plano cartesiano. Como vimos a
forma reduzida da reta, precisamos estabelecer as con-
dicGes para que duas retas sejam paralelas (paralelismo
entre retas) examinando apenas o coeficiente angular.
Também a partir dele, chegaremos a condicao para que
duas retas sejam perpendiculares.

Paralelismo entre retas

O paralelismo entre duas retas pode ser consta-
tado quando elas sao representadas no plano carte-
siano. Dessa forma, considerem-se as retas r e s distin-

tas e paralelas, conforme a seguir:
v

Flguras: © DAE

Sendo @, = o, # 90° e considerando as
equagoes reduzidas dessas retas sendoy=mxx+n, e
y=mx+n,tem-se:

¢, =%,
Coeficientes
1q o, = g o, =m,=m, | angulares iguais

Assim, é possivel concluir que duas retas distintas,
se sao paralelas entre si e ndo perpendiculares ao eixo
x, possuem coeficiente angular igual. Reciprocamente,
pode-se demonstrar que duas retas distintas, se pos-
suem coeficiente angular igual, sdo paralelas.

.|

Duas retas distintas e nao perpendiculares

aoemxsﬁopamle}asse,esﬂmentew,seusmeﬁ—
cientes angulares forem iguais.

Exemplo:

Obtenha a equacao da reta r paralela a reta s, com
equacao y =-4x + 5, que passa pelo ponto A(2; 3).

Como r devera ser paralela a s, as duas tém o
mesmo coeficiente angular. Pela equacdo reduzida
da reta s, sabemos que seu coeficiente angular é —4
(representamos por m = —4). Assim, considerando a
equacao da reta por um ponto:

Y=y,=mlx=x)
y=3=—-4-(x-2)
Yy=3=—-4x+8=y=-4x+11

Logo, a equacao reduzidadaretaréy=-4x+11.

Perpendicularidade de duas retas

Agora, a partir dos coeficientes angulares,
vamos estabelecer uma condicao para que duas
retas do plano cartesiano sejam perpendiculares.
Inicialmente, vamos considerar duas retas que
sao perpendiculares para observar a relagao entre
seus coeficientes angulares. Assim, a seguir estdo
representadas as retas r e s com inclinagdes «, € o,
respectivamente. Além disso, observe que elas sao
perpendiculares.

Observando o tridngulo retangulo destacado,
tem-se:

o, =0, +90°
tg o, =1g (o, +90°)
& ()
sen (e, +90°)
g = cos (o, +90°)
()
sen o, Cos 90° + sen 90° cos o,
ga,= COs o, COS 90° — sen o, sen aQ°
d (i COos o,
g = —sen o
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v
ga,=

-9 a,
4 Consid]erando quetgo,=m,tgo, =m,
m =——(comm, z0em,z0)

m 1 2

2
1

Resolva os exercicios
no caderno.

Resposta no Manual do Professor.
Questoes e reflexoes

Explique cada uma das passagens (1), (II), (lll) e (IV)
dos célculos anteriores.

Demonstramos gque, se uma reta s (com coe-
ficiente angular igual a m) é perpendicular a
outra reta r (com coeficiente angular igual a m,),

1 z ; ;

m, = -— . Nao demonstraremos aqui, mas a reci-
1

proca é verdadeira, ou seja, dadas a reta s (com coefi-

ciente angular igual a m,) e a reta r (com coeficiente

) 1 ;
angular igual a m), se m, = ~—entéo as duas retas
m

sao perpendiculares entre si.

Exercicios resolvidos

Exemplo:

A reta r passa pelos pontos A(5, —2)e B(—1,0) e
é perpendicular a reta s, que contém o ponto C(4, 3).
Vamos determinar a equacao de s.

Determinamos o coeficiente angular da reta
que passa pelos pontos A e B:

mzYz_fﬁ

X3 — X
0-(-2) 1
m=——-z=m=-=
-1-5 3

Conforme condicdgo de perpendicularidade,
determinamos o coeficiente angular da reta s.

Equacao da reta s que contém o ponto C(4, 3):

y=Ya=m(x=x,)
y=3=3:(x-4)
y—3=3x—12=y=3x—9— Equacdo dareta s

1. Para qual valor positivo de k, as retas com equagdes

k-x+2y —5=0e4x+8y+ 13 =0sdo paralelas? E
possivel as retas serem coincidentes para algum valor
de k7 E concorrentes?

—L=—i =k=1
2 8

Assim, as equacbes de retas sdo x + 2y — 5=0e
13 13
4x+8y+13=4(x+2y+T)=0. Como —5# = as

retas ndao sao coincidentes independentemente do
valor de k.

Assim, para k=1 as retas sdo paralelas e ndo ha valor
de k que faca as retas serem coincidentes. Para k=1,
as retas sao concorrentes.

2. Com relagdo as retas com equagdes
(k+1)-x+lk=1)-y=2ek=-2)-x+k-y=3
a) determine o valor de k para que as retas sejam pa-
ralelas;

b) determine os valores de k para que as retas sejam
concorrentes;

c) verifique se existe valor de k para as retas serem
coincidentes.

Lo S S SN TR T SR T Y
E—1 k
=>4k=2='k=l.
&
1
]
) :2
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1 3 1
¢)Para k= '2— as equagoes das retas sao —z—x = —2—y= 2

3 1
e ?x+ Ey =3. Logo, ndo existe valor de k

para que as retas sejam coincidentes.

. Aretaté perpendicular areta de equacdox—3y+5=0
no ponto (—2; 1).
a) Qual é o coeficiente angular da reta t?

b) Qual é a equagao geral da reta 7

c) Qual € a equacao reduzida da reta {7

a) x-3y+5=0
—3y=-x-5
y:ll_,x_!.i

3 3

Assim, o coeficiente angular da reta ré igual a -3.
bl)y-1=-3-x+2)—»3x+y+5=0
Q3x+y+5=0—-y=-3x-5

. Determine a equagdo da reta que passa pelo ponto de
intersecao das retas com equagoesx+y=1lex—y=
1 e éparalela a reta de equacdo 3x -5y +1=0.

Inicialmente determinamos as coordenadas do pon-
to correspondente a intersecao das retas, isto é

x+y=11

x—y=1
2x=12
x=bey=5
(6,5)

Obtemos agora o coeficiente angular da reta, escre-
vendo-a na forma reduzida

3x-3y+5=0

3 1
Sy=—3-1=2y=—x+—
Yy y B <

A equacao da reta sera:
3
~-5=—(x-6)
Y 5
Sy—25=3x—18
3x-5y+7=0
. Observando um paralelogramo ABCD no plano carte-
siano, conhecemos trés de seus vértices A(0,1), B(7,2) e
C(10,5). Obtenha as equagdes das retas que contém os

lados AB e CD, considerando que o lado CD é paralelo
ao lado AB.

A equacao da reta gue contém o lado AB

e = T
M-

x+7y-2x=0
1
—x+7y—7=0=>y=?x+1

Como a reta que contém AB é paralela a reta que
contém CD, podemos obter a equacao da reta CD

¥=y,=m{x-x)

6. No plano cartesiano foram marcados os pontos A(3,5)

e B(9,11). Determine a equacao da reta que & perpendi-
cular a reta que contém AB e passa pelo ponto médio
de AB, isto & obtenha a equagao da reta mediatriz do
segmento AB.

Calculamos as coordenadas do ponto médio M
do segmento AB

3+9
Xy = 3 =”‘M=6
=5+11 i
M 2 M

Coeficiente angular da reta que contém AB

11-5
Myg= 9-3 =1

Coeficiente angular da reta mediatriz

Equacao da mediatriz

y-y,=m{x-x)
y-8=-1-(x-8)
y-8=-x+6=y=-x+14
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Exercicios propostos S

al do Professor,

Resolva os exercicios no caderno.

1. Verifique a posicao relativa das retas de cada um dos
pares a seguir.

a) 2x+y— 1=0ex — y+5=0Concorrentes.
b) 3x — 6y —6=0e — x+ 2y + 2 =0 Coincidentes.

€) x+2y+4=0edx—2y—1=0 Perpendiculares
[concorrentes)

d) 3x — 2y+5=0e — 3x+ 2y + 3 = 0 Paralelas

Perpendiculares

el x+1=0ey—2=0
{concorrentes)

2. As equagbes das retas que contém os lados de
um triangulo sdox+y —5=0x—y—1=0e
2% — 3y — 15 =0, Respostas no Manual do Professor.
a) Determine os vértices do triangulo.
b) Calcule o perimetro do triangulo.

¢) Verifique se o tridngulo é retangulo.

3. Em seu caderno, indigue V ou F, caso as afirmacgées
sejam verdadeiras ou falsas, respectivamente:

I. Duas retas paralelas e nao verticais tém coefi-
ciente angular igual. v

l. Duas retas com coeficiente angular igual sao pa-
ralelas. v

M1l

Duas retas paralelas tém coeficiente linear igual.
[_

IV. O produto do coeficiente angular de duas retas
perpendiculares é 1. Considere que nenhuma
das retas é vertical. F

V. Duas retas em um plano que ndo sao paralelas
sao perpendiculares. -

4. Aretaré paralela  reta com equacdo 2x+3y+1=0
e passa pelo ponto (1; 1).

a) Qual é o coeficiente angulardareta r? —- =

3

b) Qual é sua equagao geral? 2x + 2y -5=0

¢) Qual é sua equacao reduzida? y=-—x=

L | e
L | L

5. Asequacoes das retasressao dadas por 2x+ 3y + 1=
=0ex+k-y-1=0, respectivamente.

a) Qual é o valor de k para que as retas r e s sejam
paralelas? k==

b) Qual é o valor de k para que as retas r e 5 sejam

perpendiculares? , _ 2
3!

6. Determine a equacdo da reta que passa pelo ponto
deintersecgdo das retas comequagbes 2x—y—7=0e
3%+ 5y— 17 =0e é perpendicular a reta com equa-
caox+2y=5Ix-y-7=0

7. Na figura, os pontos A, B e C sao vértices de um
tridngulo.

JLV

———gm=——=—-==
1
i
i

o g
I
i
L

a) Qual é o coeficiente angular da reta que contém
o lado AB?

b) Qual é o coeficiente angular da reta que contém
a altura relativa ao lado AB?

c) Qual é a equagao da reta que contém a altura
relativa ao lado AB?

d) Qual é o coeficiente angular da reta que contém
o lado AC?

e) Qual é o coeficiente angular da reta que contém
a altura relativa ao lado AC?

f) Qual é o coeficiente angular da reta que contém
o lado BC?

g) Qual é o coeficiente angular da reta que contém

a altura relativa ao lado BC?
Respostas no Manual do Professor.

8. Denomina-se mediatriz de um segmento AB a reta
perpendicular ao segmento em seu ponto médio.
Assim, determine a equagao da mediatriz do seg-
mento cujas extremidades sao os pontos A(l; 1) e
B(59).x+2y-13=0
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Outras formas de
equacoes dareta

As duas formas de equacdes da reta apresenta-
das (a forma geral e a forma reduzida) séo as mais ufi-
lizadas em Geometria Analitica quando estudamos
as retas. Qutras duas formas de equacao serdo apre-
sentadas aqui: a equacao segmentaria e a equacao
paramétrica.

Equacao segmentaria da reta

Considere que uma reta r intersecta o eixo das
abscissas no ponto A(p, 0) e o eixo das ordenadas no

ponto B(0, g), com p = 0 e g = 0, conforme represen-
tado a seqguir:

E

\, B{0; g)

Alp; 0)

Como se conhecem dois pontos da reta, pode-
-se determinar seu coeficiente angular:

o Yah
X, — X,

m=9"0 s m=-_9
0-p p

Considerando o coeficiente linear da reta igual
a g (ordenada em que a reta intersecta o eixo y), po-
de-se obter a equacao reduzida de r:

y=mx+n

y=-Ix+g
p

Essa equacao, apds algumas operacoes, pode
ser escrita de outra forma:

- Unidade 2 Geometria Analitica

q
=——X+

y o} wrg Equacao da

o reta na forma
Py==ax+pq segmentaria
gx+py=pq
ddividindo por pg 1
£+ ﬂ: ﬁ = L+L = ‘|
PG pa pq p q

Essa forma é denominada equacao segmen-
taria da reta. Como o nome sugere, a equacao
segmentaria estad relacionada, de forma direta, aos
segmentos determinados pela reta quando intersec-
ta os eixos coordenados. Na figura a seguir estao des-
tacados 0s segmentos que a interseccao determina:

¥

“N4BI0; gl

Alp; 0)

Observacao:

Uma reta poderd ter equacdo com forma
segmentdria quando intersectar os dois eixos
coordenados em pontos distintos, isto &, a reta nao
podera passar pela origem do sistema de coordena-
das cartesianas e também nao podera ser paralela a
nenhum dos eixos coordenados.

Exemplo:

No plano cartesiano a sequir esta representa-
da a reta s. Vamos obter sua equacao geral.

¥

AlD; 3)

Figuras: & DAE
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Inicialmente podemos obter a equacac da
reta na forma segmentaria a partir dos pontos em
que intersecta os eixos coordenados:

X X

p q -3 .3

Multiplicando membro a membro por 15 (nu-
mero que ¢ multiplo dos denominadores):

15-(i+i)=15-1
3

—3x+5y=15=3x—5y+15=0

Equacoes paramétricas da reta

As trés formas de equacao da reta apresen-
tadas até aqui (geral, reduzida e segmentaria) rela-
cionam apenas x e y, isto &, sdo escritas em fungao
das coordenadas de um ponto genérico P(x; y). Nas
equacdes paramétricas, utiliza-se uma terceira va-
riavel (sera representada pela letra ), que se deno-
mina parametro. Nessa forma, x e y sado representa-
dos em funcao do pardmetro t.

Exemplo:

Consideremos que a reta r seja dada pelas se-
guintes equacdes paraméetricas:

x=9=2t
f—
y=4+5t

Exercicios resolvidos

Como estamos expressando x e yem funcao do
parametro t, para obter pontos quaisquer dessa reta,
podemos atribuir valores a t:

— (9;4) € um ponto

Xx=9—-2-0=x=9
=0
da reta

y=4+5-0=y=4

— (7;9) é um ponto

Xx=8—2-1=x=7
t=1=
da reta

y=44+5-1=y=0

s {X=9—2v(—2)=.5X=13 13 —6) ¢

=I5yt a5 =Yy~ 0% G B
um ponto
dareta

A partir das equacdes paramétricas, podemaos
obter as outras formas de equacdes da reta, elimi-
nando o parametro t. Para tanto, isolamos t nas duas
equacgoes:

x=9
x=9-2ft=——=¢

-4
y=4+5t=>yT=t

Comparando as duas equacoes obtidas, temaos:

Xx=9 y—4
-2 5
5x—45=-2y+38
5x+2y—53=0

A partir dessa equacao geral, podemos, se qui-
sermos, obter as demais formas.

1. Considere aretarde equacao 3y+4x — 2=0eo0 ponto
P(4; 6). Determine a equacao segmentaria da reta s que
é perpendicular a reta r e passa pelo ponto P,

3y+4x—2=0ay——ix+£
3 3
m]— —— aSS;m,mEE—Lﬁ
mr
=m Zin
L _i 4
3

A equacao geraldesé

y—ﬁ:-i-{x—é}:ﬂx—tlyﬂzzo

Logo,
3x —4y+12=0= —3x+4y=12=

_3_x+4_y=£ﬁi+_y_=‘|
12 12 12 —4 3

A equagao segmentdria da reta s é:
S
-4 3

2. Uma reta é definida pelas equagdes paramétricas a
seguir:

{x:S—I
y=2t+3
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a) Escreva a equacdo geral dessa reta.
b) Escreva sua equacao reduzida.
ax=5-t.t=5-x
y=2t+3
Y=2.-5-M+3.2%4+y-13=0

b)y=—2x+13

i
~

a) a equacao segmentaria da reta;

Figura: @ DAE

3. Qualéadistancia entre os pontos de intersecio dareta b) a equacio geral da reta.
cujaequagioé —— + ¥ =1 comoseixos coordenados? a) Observando os segmentos determinados
—6 8 pela reta nos eixos coordenados, temos:
L+L=1 .J.‘_-}-.l:‘[ E_+_Y_:1
-6 8 P q 4 2
X=0-5y=8 .. A(0;8) b) A partir da ‘equagdo segmentaria, pode-
mos determinar a equacao geral
y=0-Xx=—6 .. B(—6;0) LIERES SR
4 2
d,,=V(-6—0F+(0—8F =10 14
4. Mo plano cartesiano foi esbogada a seguinte reta que

passa pelos pontos (0,2) e (4,0). A partir do gréfico,
obtenha

4[%+ %}:4-1

X+2y=4=x+2y-4=0 /

Exercicios propostos
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5. Noplano cartesiano esta representada aretar, que passa
pelos pontos A(—10; 0) e B(O; 5).

A

¥

Respostas no Manual da professor. _
a) Escreva, naforma segmentaria, a equacao dessa reta.
b) A partir da equagao segmentdria, escreva sua equa-
cao reduzida.

¢) Obtenha a &rea do triangulo limitado pela reta re
pelos eixos coordenados.

6. No plano cartesiano, a reta gue divide o primeiro qua-
drante e o terceiro é chamada bissetriz dos quadrantes
impares e a reta gue divide o segundo quadrante e o
quarto é chamada bissetriz dos quadrantes pares.

a) Escreva a equacao reduzida da bissetriz dos qua-
drantes impares e a equacao reduzida da bissetriz
dos quadrantes pares.

b) Qual é o angulo formado pelas duas bissetrizes?

Respostas na Manual do Professor,

7. Na figura a sequir, o tridngulo ABC é equilatero.

Figuras: © DAE

b o

1
| T

y=3x+ EAE]
a) Qual é a equacao da reta que contém o lado AC?

b) Qual é a equacao da reta que contém a altura rela-
tivaao lado BC? ?}, 3

8. A equacao reduzida da reta r é dada por y=3x +4.
Determine os pontos pertencentes a essa reta gue
estao distantes 5 unidades do ponto com coorde-
nadas (4; 3). Respostas no Manual do Professor.

9. Uma reta passa pelos vértices das parabolas com equa-
chesy=xX—6x+5ey=—x+2+3
a) Qual é o coeficiente angular dessa reta? -4
b) Qual é sua equacao geral? 4« + y-2=0
c) Qual é sua equacao reduzida? y=-4x+8

10. Na figura a seguir, as retas r e s sdo perpendiculares.

Se a distancia da origern 4 reta r é 6, qual € a equacao
geral daretar? —3x+ 12

11. Asretasre ssao determinadas, respectivamente, pelos
pontos A e M eBe N, como mostra a figura a sequir:

¥

¥
R T

ry==3x+6
3
o —~ aX
a) Determine a equacdodasretasres. €5 y==-—-+3
b) Determine as coordenadas do ponto de intersecdo
dasretasres. (iz
3

12. AsequacOes paramétricas de duas retas r e s no plano
cartesiano sao:

_— x=3-t " x=3-k
y=2-t y=2-1

Considerando gue t e k sdo parametros reais, determine
a) aequacdoreduzidadaretar, V= é—-‘f
b) aequacdoreduzidadaretas; y=—«+5
c) oponto de interseccao das retasres. (3, 2)

13. Elabore uma equacdo da reta na forma paramétrica e
depois obtenha a equacao dessa mesma reta na forma:
a) geral;
b) reduzida;
c) segmentaria.

Em seguida, represente no plano cartesiano a reta
correspondente. Resposta pessoal.
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CAPITULO

6

} DISTANCIA, AREA E ANGULOS

Nesta unidade vimos como é possivel calcular a distancia entre dois pontos conhecendo suas
coordenadas no plano cartesiano. Vimos também gue o coeficiente angular de uma reta, escrita na
forma reduzida, nada mais é que a tangente do dngulo formado por ela com o eixo x, no sentido anti-
-horério. Veremos agora outras relagoes entre pontos e retas no plano cartesiano.

Os objetivos sao:

1. calcularadistancia de um ponto, | P | | .
o T =
conhecendo suas coordenadas, | 5 | | o
a uma reta conhecendo sua 4 | | g
equacao; . 3 2
<]
1
0 | == -
4 -3 -2 41 |0 2 3.4 5 8 8 9 10
=1
) ™~
2. obter a medida do angulo entre y

duas retas concorrentes conhe-
cendo suas equacoes;

[
P
0 . | L,
;. R e ) 7 3 4 5 628 (I
= |
-2 u
3. calcular a area de um triangulo Y |
conhecendo as coordenadas de . [ |
seus vértices. i |
=& -_____-..-_-_-‘--
3 -
1N E
1 o
| 0 e > x
Z4-3 2 1 o AN 6 8 4 10
..... | —1 L \ /H, | - L 1l
2
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Distancia de ponto areta

Considere, agora, outra situacao também
relacionada a distancia: dado um ponto P(x,, y,)
do plano cartesiano e uma reta r com equagac
ax + by + ¢ = 0, pretende-se determinar a dis-
tancia do ponto a reta, conforme indicado na
figura abaixo:

] P

Graficos: € DAE

ek assbhascscsscsanssnnnaanan

R

7

Conforme representado na figura acima,
essa distancia é a ‘'menor das distancias’, isto &,
na direcao perpendicular a reta. Esse problema
podera ser reduzido a outro mais simples: dis-
tancia entre dois pontos.

Para reduzir o problema a disténcia entre
dois pontos, & necessario obter as coordenadas
do ponto correspondente a projecaoc ortogonal
do ponto P dado naretar.

Exemplo:

Vamos determinar a distdncia do pon-
to P(Z, 6) a reta r, com equacao geral 3x + 4y - 7=0.
Para reduzir esse problema a distancia entre
dois pontos, precisaremas determinar as coor-
denadas do ponto P, correspondente a proje-
¢ao ortogonal do ponto P sobre a reta rdada.

Para isso, conforme esbocado no gréfico,
vamos determinar a equacao da reta s, perpen-
dicular a reta r. Assim, as coordenadas do ponto
P'serdo obtidas pela intersecao das duas retas,
isto &, resolveremos o sistema formado por suas
equacoes.

/

X
r:3x+4y-7=0

X8 =

Coeficiente angular da reta r;

3x+4y—-7=0
qy=—3x+7
y:-ix—kz::'m z—i
4 4 4
Coeficiente angular da reta s, perpendicu-
lararetar:

me !

m!
m =—L=.m =—

2 3 s
4

Obtemos a equacao da reta s, que contém
o ponto P(2, 6):

y=Yo=m(x—x,)
4
—=—-(x-2
y-b=-(x~2)
3y—18=4x—-8=4x-3y+10=0
Determinamos a intersecao das duas re-
tas, resolvendo o sistema formado por suas
equacoes:
Ix+4y—7=0
4x—3y+10=0
Jresolvendo, temos:
19,58
25 y 25
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Portanto, o ponto P'tem coordenadas Coeficiente angular da reta s

( 19 58] 1
ST m o PE—
25 25 T m,

Assim, a distancia do ponto a reta corresponde m, :_Lz;. m, :9
a distancia entre os pontos P e P —%

2 2
19 58
dpp= J(_E_Z) + (E_G) Obtendo a equagcaodaretas

g _ [7ereEase 23 Y= Yo=m(x—x,)
he 625 s b

Y=Y, ZE(X_ %)

Observando todas as etapas para determina- ay— ay, = bx— bx, = —bx+ay+bx, —ay, =0
1] 0 V] 0

cao da distancia do ponto a reta, conforme exem-

plo dado, constata-se tratar de uma resolugao trabalhosa. Resolvendo o sistema formado pelas equagoes
Sequindo a mesma estratégia desenvolvida no das retas re s, 530 obtidas as coordenadas do ponto P’
exemplo, procura-se obter uma relacao matematica (a resolucao do sistema nao sera demonstrada aqui).
que torne mais simples este célculo. Dessa forma:
Genericamente se consideram um ponto P(x, y,) ax+by+c=0
e uma reta r com equacao geral dada por ax + by +¢=0, —bx+ay+bx —ay. =0
1] 0
representados, a seguir, no plano cartesiano. Deve-se
: : | resolvendo o sistema
considerar que a reta s passa pelo ponto P e é per-
pendicular a reta r. Além disso, o ponto P'é a interse- = b’x, — ac — aby, gy @y, — bc — abx,
caodasretasres. @+ b @+ b
w Como foram obtidas as coordenadas do ponto
=1 le’ Y i = : i p _
?é " \p P! utiliza-se agora a férmula da distancia entre dois
=2 ()
b : pontos para calcular a distancia entre os pontos P e
: P’ ou seja:
5 4 =d
i Tax+by+c=0 i e
: d,, =Vx—x)? + (y — y. P
L (6= b= 5P + /=y,
% o *
s | substituindo xe y
[ Bx — ac— a ]
Como r e s sao perpendiculares, a partir da (d )= i =5 e —-x| +
equacao da reta r e da condicao de perpendiculari- - -
dade de retas, é possivel obter os dois coeficientes i @y, — bc — abx, 1
+ s
angulares. gy Yo
Coeficiente angular daretar. ;
b d Y = (—a? c+ by, + ax,
ax+by+c=0 =(—ag} | ————
y 2 7+ b
by=—ax—c s
a c a c+ax, +
y=——X——=m=—— +(_b}2_ _ﬂg
b b b @d+ B
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(ax, + by, + O (@ + )

(dP,) = (az_|_b2)2
, o+ by +0°
@r=—G+m
f(axn+by+c}2 |ax + by, + ¢|
d = o oz 0~ F0 0
TN @vl M Jaib

Exercicios resolvidos

Grafico: © DAE

Exemplo:

Considerando o exemplo do comego deste ca-
pitulo, vamos calcular, pela relacdo matemaética ante-
rior, a distancia do ponto P(2, 6) a reta rcom equacao
geral 3x+4y-7=0.

Observando a equacao da reta e as coordena-
das do pontos, temos:

_|ax, +by,+¢

Ja+t

3-2+4-6-7

d =" " -
SN

_|6+24—7| 23

=d, =—Uu.C
\/E P.r 5

dP,r

dP,r

1. Calcule adistancia do ponto (2; 3) a reta com equagao
3x+4y+2=0.

Seja d a distancia do ponto (2;3) areta3x + 4y + 2 =
0.Temaos que:

[3-2+4-3+2] 20

d ———
V3is 42 5
A distancia pedida é 4.

2. Os vértices de um trapézio sdo os pontos A(-4; -5),
B(4; 1), C(0;4) e D(—4; 1), como mostra a figura a seguir.

3. A distancia do ponto (3; k) a reta com equacao

a) Qual é a equacao da reta que contém o lado AB?

b) Qual é a medida da altura do trapézio?

1-(-5) 3
e 4

3
y—l--é—-(x—4}—r3x—4y—8-0
b) Seja h a medida da distancia do ponto C a reta

gue contém o lado AB. Temos que:

[3-0-4-4-8| 24
V32 4 (-4) 5

h

24
Assim, a altura do trapézioé —.
5

x—3y+ 3=0¢ 5 Determine 0s possiveis valores de k.

go|1:3-3-k+3|

=5/10 =|6-3k|
124 (-3¢

v

Assim:

510 =6-3k = k= ﬂ

ou

6+5/10

5/10 =—6+ 3k = k= —

Distancia, drea e angulos Capitulo 6 -



Exercicios propostos

Resolva os exercicios no caderno.

1. IndiqueVou F, caso as afirmagoes sejam verdadeiras ou
falsas, respectivamente.
|. A distancia de um ponto a uma reta é sempre um
nidmero positivo. F
Il. Adistancia de um ponto a uma reta pode ser nula.V/
lll. A distancia da origem do sistema cartesiano a reta
comequagao3x—4y+ 1=0é1.F
IV. A distancia do ponto (2; —5) a reta com eguacao
3x+y—1=08ézero.V
V. Adistancia de um ponto a uma reta pode ser um
numero negativo. F

2. Uma reta r passa pelos pontos (1; 2) e (3; 1).
a) Qualaequacdodaretar?x+2y-5=0
b) Qual a distancia da reta r a origem do sistema car-
tesiano? v5
3. Vamos considerar duas retas paralelas com equagoes
2x—y—1=0e 2x—y—10=0, respectivamente. Para
obter a distancia entre essas duas retas, uma maneira
& obter um ponto de uma reta (atribuindo um valor a
x e obtendo o valor correspondente de y) e calcular a
distancia desse ponto a outra reta. A (4 7)
a) Determine o ponto A pertencente a primeira reta,
considerando que a abscissa desse ponto € 4.
b) Calcule a distancia do ponto A, determinado no
9 item anterior, a segunda reta, cuja equacao foi
V5 dada.
4. Osverticesde um triangulo ABC sdo os pontos (—4;-5),
(=1; 3) e (4; 3), como mostra a figura a seguir:

Graficos: @ DAE
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a) Qual o coeficiente angular da reta que contém o
lado AB? |

b) Qual a equacao da reta que contém o lado AB?
0

T

10.

e i

c) Qual a medida da altura do triangulo ABC relativa
aolado AB? V2

Em um quadrado ABCD, o vértice A é o ponto (1; 3)
e a diagonal BD esta contida na reta com equacgao
Sx+12y+11=0.

a) Qual é a medida da diagonal desse quadrado? & u
b) Qual é a drea desse quadrado? 2 17

Calcule a distancia entre as retas com equagoes
3x+4y—1=0e3x+4y—8=0, respect[varnente.%

A distancia do ponto Pk 1) a reta com equagao 3x +
4y— 2 =0¢éigual a 4. Determine a soma dos possiveis

valoresde k. — %

Quais os pontos que pertencem a reta com equagao
y =3 e distam 5 unidades da reta com eguagao

12x—5y—4=07 (:,-31.-:(_?,-3]

Uma reta passa pelo ponto P(0; 1) e dista Jg unidades

do ponto (5; 1).

a) Escreva a equacao reduzida da reta em fungao do
coeficiente angular m. y= i+ |

b) Quais os possiveis valores para m e as correspon-

dentes equagdes de retas?
Respostas no Manual do Professor.

Considere um triangulo limitado pelos eixos coorde-
nados e a reta com equagao x+ 3y—6=0.
a) Quais as coordenadas dos vértices desse triangulo?

b) Qualamedida da altura do tridangulo em relacio ao

lado contido na reta dada? 3V10
5

Na figura a seguir, representa-se o triangulo ABC.

- Unidade 2 Geometria Analitica




a) Qual é a medida do lado AB? 10
b} Qual é o coeficiente angular da reta que contém o lado AB? 3
¢} Qual é a medida da altura do tridngulo ABC relativa ao lado AB? 151
d) Qual é a area do triangulo ABC? 37 /°
12. Observe o triangulo MNL representado no plano cartesiano abaixo:
l\y
5 - b
g
g 1
&
x
a) Elabore um problema que relacione o vértice M e a reta que passa pelos pontos L e N.
b) Elabore um problema que relacione a origem do sistema de coordenadas cartesianas e a reta que passa pelos pontos
M e N. Respostas pessoais,
flrea de um triﬁngulo E para calcular a area do triangulo?

Anteriormente foi visto como calcular a distan-
cia de um ponto a uma reta a partir das coordenadas
do ponto e da equagao da reta. Observe que, a partir
da distancia do ponto a reta, podemos calcular a al-
tura de um tridngulo, relativa a um dos lados, guando
se conhecem as coordenadas dos trés vértices.

Alx; v

Blx,: vl h

Clx; )

Conforme a figura acima, obtém-se a equacao
da reta r que contém os pontos B e C. Na sequéncia,
utilizando a relacao matematica para a distancia do
ponto a reta, encontra-se a altura h.

Da Geometria Plana, sabe-se que a drea de
um triangulo € a metade do produto da medida da
base pela medida da correspondente altura. Sendo
assim, no triangulo ABC representado anteriormen-
te, tem-se:

.d

1“

d, . distancia entre os pontos Be C

Area= -d,,

hs
2

d, ;distancia do ponto Aaretar

Essa ideia serd utilizada para estabelecer uma
forma de calcular a drea de um triangulo no plano
cartesiano, conhecendo as coordenadas de seus ver-
tices. Considerando o triangulo genérico ABC repre-
sentado antes no plano cartesiano:

- inicialmente, obtém-se a distancia entre os
vértices B(x,,y,) e C(x3,¥3):

7

dy o= \f X =x) + (v, =)

Distancia, drea e angulos Capitulo 6 -



- determina-se a equacdo da reta r que passa
pelos vértices B (x,, y,) e C(x,, y,):

x y 1
, ¥, 1|=0
X Yy ]

XYy Xy T XYy — XY, — Xy, — X,y =0
(.Vz _ya)x_i'()‘} _Xz)y+x2}’3 —X3¥,=0
JFazemos: y, —y, =a, x,—x, =b e x,y, — x,y, =c
e, entao, podemos escrever ax + by +c=0
- calcula-se a distancia do vértice A aretar:
. _|ax+by+4
e Jal+b’
Lsubstituindo a,be ¢
=‘(y2 _.Vs)xt +(X3 _xz)}"l +X,) _Xsyz‘
2 2
\j(yz _,V3) -1—()(3 _Xz)

Area do triangulo:

d

Ar

Area=%-d3£ -d,,

Area=%-\/(xg—xz)2+(y3—y2)2 .

. ‘(J"z_}/s))ﬁ+(X3_X2)71+X2y3_X3Y2|
\/(,Vz_}’s)z"'(xs_xzf

1
Area=E"(}’2_)’3))(1+(X3_x2)}’1+x2Y3_X3Y2|

1

Afea=E'|YzX1_Y3x1+X3Y1_ X2Y1+32Y3_X3y2|
1

Area=E'|x1y2+X3Y1+X2Y3_x1Y3_XZY1_XBY2|

- observando o determinante D formado pelas
coordenadas dos vértices do triangulo, tem-se:

Xon 1
Xy Yo V=X, HXay H XY — XY — XY — XY,
X3 ¥y 1

- dessa forma, pode-se dizer que a area do trian-
gulo ABC é:

Area= L
2

Ol

- Unidade 2 Geometria Analitica

Resposta no Manual do Professor. e WAL
Questoes e reflexdes caderno.

Qual conclusao podemos tirar, se o determinante D
formado a partir das coordenadas dos vértices do
triangulo ABC for zero?

Exemplos:
1. Vamos calculara area do triangulo PQR, confor-
me representado no plano cartesiano abaixo.

Grafico: © DAE

y

Calculamos inicialmente o determinante D:

X oy 1
D=l %, y, 1
Xy y3 |1
-3 3 1
D= 5 7 1
10 =21

D=-214+30-10—70—15—6=D=—-02

Célculo da érea:

Area=—-[D)|
2
Area =%-|—92| = Area=46 ua.

2. Utilizando essa relagao, podemos estabelecer,
analiticamente, a drea de um tridngulo equi-
latero com lado L. Para tanto, determinamos
os trés vértices, conforme a figura a seguir:



.ily
g
e
g (0; L) -
3 _
60° L
L3 L
L ) Cebiis
60" [ 2 2J
L
60° '
30° [ -
0(0; 0) X

Observe que consideramos um dos vértices a
origem do sistema de coordenadas cartesianas, 0 ou-
tro o ponto (0, L) e, para determinar as coordenadas do

c0s30° = ]
L

Box 3
—_— = —
2 L 2
Como temos as coordenadas dos trés vértices,

calculamos o determinante D:

Xy 1
D= x, y, 1
X3 ¥y 1

O

Il

o
NN N el

)

Il

Area do triangulo:

outro vértice, utilizamos as relagdes trigonométricas: 1
’ Area=—:|D|
sen30° == 2
L 11 243 2
1y Area=—.|-——| = Area= ua.
2 L 2
1. Caleule a area do tridngulo formado pelos pontos => 28 = |6k +4|.

A(0; 2), B(-3;5) e C(-4; 1)

o LET B
Swc= |3 5 1|=71-8-3+20+6|=
&3 3
-t G s
2 2

2. Seja T o ponto de intersecao das retas y=x+ 2 e
y=-2x+ 5. Calcule a érea do tridngulo formado pelo
ponto T e pelas intersecoes das retas com o eixo das
abscissas.

y=Xx+2
Y==2x+5
Areta y = X + 2 intersecta o eixo das abcissas no pon-

= X=ley=3

to (-2;0) e areta y=-2x + 5 intersecta o eixo das abs-

cissas no ponto [% 0]. Assim:

0 3 1
% 0 1

3. A &rea do tridngulo MNP formado pelos pontos
M{-2; 1), N(4; 0) e P(8; k) & 14 unidades de drea. Determine
0s possiveis valores de k.

-2 1
Wt | & @ 1 =14-l-]8+4k+2k-4|=
2 g K 2

. Num plano cartesiano estao indicados os pontos A(0,1)

Logo: 28=6k+4=k=40u-28=6k+4=k=-16
3

e B(3,8). Outro ponto C, de abscissa igual a 6, deverad
ser representado de tal maneira que o triangulo ABC
tenha area igual a 18 ua. Quais as possibilidades para
a ordenada desse ponto (7

Considerando a ordenada desconhecida y do ponto
C e utilizando a relacao que fornece a drea do trian-
gulo, temos:

s=2 o]
18=;—|D|=>[D|=36

01 1
36=|| 3 8 1

6 y 1
36=[0+6+3y-48-3]|
36 = [3y 45|
3y-45=36=y=27
ou

3y-45=-36=y=3

Assim, o ponto C tera coordenadas (6, 27) ou (6, 3).
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Exercicios propostos
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Angulo entre duas retas
concorrentes

Foram estudadas as posi¢Oes relativas entre
duas retas no plano cartesiano. Agora serd observado
um procedimento que permite determinar o dngu-
lo entre duas retas concorrentes obliquas aos eixos
coordenados e nao perpendiculares entre si. Serao
utilizados os coeficientes angulares das retas concor-
rentes.

Observe, no plano cartesiano a seguir, as retas
concorrentes re sformando o angulo 6.

1y

w ¥

Em relagdo as retas r e s representadas, serdo
considerados os coeficientes angulares:

m{=tg a e m5=tg o

Observando os angulos no triangulo ABC e uti-
lizando a razao trigonométrica tangente, chega-se a:

as=ar+El
B=a-a
g8 =1g(a.-a)
tgA-tgB
il Hm
1+tgA-tgB
fgo. -tgo
th= g .} g r

T+iga.-lga,

Substituindo as tangentes pelos corresponden-
tes coeficientes angulares, essa Ultima igualdade po-
dera ser expressa por:
mS i mf

gl =
4 1+m.m,

Observacoes:

1. Seasretas re sforem paralelas entre si, entdo

6 = 0°. Logo:
m-—-—m
14—mj.rnr

m.—m

=m-—m=0oum=m
5 r k3 r

1+ mm

Conforme visto nesta unidade, essa é a condicao
de paralelismo entre duas retas no plano cartesiano.

2. Seasretas re sforem perpendiculares entre
si, entdo 6 = 90°. Como a tangente ndo &
definida, ocorre que:

1

+mm =0=m=——
m,

r

Apos essas duas observagdes, & necessario con-
siderar, ainda, a situacao em que uma das duas retas
é perpendicular ao eixo das abscissas, conforme indica
a figura a sequir.

JL},-

Gréaficos: © DAE
w
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Como os B e a, sdo complementares, tem-se:
o, +6=90°
6=90°—aq,
tg 0=tg (90" —OL,]

sen (900 - Cﬂ,) _ 5en90° cosar, —sen o, cos 90°

I e: =
75 s (90°—a,) c€os90°cosar, +sen90°sena,
l-cosal, —senal, -0
tg 8= - -
0-coso, +1-senar,
coso 1 1
g 8= L=——=1g0=—
seno, tgo, ,
Se for considerado o dngulo agudo, entdo se
chega a:
1
g B =—
Exemplo:

Vamos determinar o angulo agudo P indicado
no triangulo ABC representado a seqguir, consideran-
do que a reta rtem equacao x - 2 =0 e a reta s tem
equacao 243x +2y—7=0.

g Ay
L
g r
3 \\
A
[E
o -
B E X
S

Escrevemos a equacao reduzida da reta s para
obter seu coeficiente angular:

23x+2y—7=0
2y=—23x+7

y:—ﬁx+§ =m, =—3

- Unidade 2 Geometria Analitica

Podemos, entdo, obter a medida do angulo B:

1
tgp=|—
gp ‘ms

tgp=

=
B

9p="=p=30°

Exemplo:

Vamos determinar a medida do angulo agudo
formado pelas retas r e s de equacdes 2x + 3y —1=0

ex+y-2=0, respectivamente.

Observe que inicialmente vamos determinar os
coeficientes angulares dessas retas, escrevendo-as

na forma reduzida

Retar

2x+3y-1=0
3y=-2x+1
=—ix+i=:'m——i
gty =73
Reta s:

X+y-2=0

y==x+2=m=-1

Agora podemos determinar a medida do angu-

lo agudo formado pelas duas retas

mr- ms

tg@ =
g 1+mm
r 5

tgh= 1+|-%](—n

tgﬂ'z 5

tg Bz%:}ﬂzarcrgl_;'



Exercicios resolvidos

1. Umaretarcom equagao y= 2x+5 e uma reta s formam
um angulo de 45° entre elas, como indicado na figura.
Considerando que as duas retas passam pelo ponto
A(=2; 1), determine a equacao da reta s.

Yor
£
9 A
g
s |
Iz] 3
] "-/S
/
3 Ry
X
4] ]
|
v 2 T

O coeficiente angular da reta r é 2. Seja m o coefi-
ciente angular da reta 5. Temos que:

tg450= 2= ==-1-! S

142.m ’1+2-m

Assim:
ja2=M_ omo b gy e =M Ll 3
142-m 3 1+2-m

Pelo grafico, a reta s é crescente. Logo:

o ;—-{x+2} s X=3y+5=0

Aequacao da reta s &, portanto, X -3y + 5=0.
Determine o &ngulo agudo formado pelas retas r:

y=V3ix=3/3 esy-%x—\@ .

Temosquem, =vV3em = g

Seja B 0 angulo agudo entre as retas r e 5. Temos que:

a0
thl- Vr3_ = -TB-3O"

Logo, o angulo agudo formado pelas retas r e §
mede 30°.

Exercicios propostos

Resolva os exercicios no caderno.

1. Calcule o angulo agudo formado pelas retas com
equacdes x=4 e x—y— 2 =0 e representadas na figura
a sequir; 45°

2. Considere, num plano cartesiano, um triangulo com
vértices nos pontos A(-1;-3), B(7;—3) e C(5; 5). Obtenha
os valores das tangentes dos angulos internos desse
tridngule. 1 (ABC) = 4, tg (ACB) = ~'§ e tg (BAC) = %

3. Caleule o dngulo agudo formado pelos seguintes pares
deretas: 4x—2y—1=0e3x+y—5=0.45°

4. Nafigura, areta tforma, com as retas re s, angulos iguais.
&
3

X=—

2

n

Se as equacdes de re ssdo dadas por 2x—y+ 1 =0e
2x+y+5=0,qual aequacdodareta? ,_ OUX=%

As retas re s formam, entre si, um angulo agudo o cuja
tangente é —i-ASe aretarpassa pela origem e pelo ponto

(1; 1), comum as duas retas, qual a equacao da reta s?

Determine as equacdes das retas que passam pelo
ponto (1; 5) e formam um angulo de 45° com a reta
comequacao 2x+y+ 3m0.3x-y+2-0oux+3y-16=0

Elabore um problema similar ao da atividade anterior.
A seguir, apresente o problema a um colega para que

ele o resolva determinando equacoes de retas.
Resposta pessoal.
Numa folha de papel quadriculado, represente o plano

cartesiano. Indique nele o ponto A(=3; 3), as retas de
equacoes y= 2xe y=0,5x e as bissetrizes dos angulos
formados por essas retas.

LAY
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CAPITULO

7z

Um ponto, na Geometria Analitica, é representa-
do por um par ordenado (x, y) de niumeros reais. Uma
reta qualquer é associada a uma equacao da forma
ax + by + ¢ = 0. £ uma circunferéncia, como sera que
€ representada?

AY

P

:
X

Resolva os exercicios

D Questdes e reflexdes Do.cHmeInG:

Como vocé define uma circunferéncia com
centro num ponto C e raio medindo r unida-
des de comprimento?

Resposta no Manual do Professor.

Neste capitulo, veremos que uma circunferéncia
no plano cartesiano também pode ser representada ou
assaciada a uma equacac em xe y.

Equacao reduzida de uma
circunferéncia

Observando que uma circunferéncia é o lugar
geométrico formado por todos os pontos do plano
que estao situados a mesma distancia r do centro C,
é possivel obter sua equacéo.

Sendo assim, se for considerado um ponto ge-
nérico P(x, y) pertencente a circunferéncia com raio
r e centro no ponto C(x,, y, ), ocorrera:

AY

Plx; y)

Ve fmommmrmnes

Graficos: @ DAE
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A CIRCUNFERENCIA NO PLANO
CARTESIANO

A partir da relacao que permite obter a dis-
tancia entre dois pontos, obtém-se a equacao da
circunferéncia:

o =T - -
quacao
Jix+x ) (y+y)’=r | reduzidada
(X+X );_ (y+y )2_ p circunferéncia
C ) cl! — T

.
A equacao de uma circunferéncia no plano
cartesiano, com centro no ponto C(x, y,) e
raio r, é dada por

(e-x)'+ -y =r

Exemplos:

1. Vamos determinar a equacao da circunferén-
cia com raio 3 com centro no ponto (4, 8).

Como conhecemos as coordenadas do centro e
a medida do raio da circunferéncia, temos:

=x) +y-y)'=r

(x—4) +(y-8) =32

k=4 +(y-8)°=9

2. Vamos verificar se o ponto A(2, 3) pertence
a circunferéncia do exemplo anterior,

Para que o ponto A(2, 3) pertenca a circunfe-
réncia, suas coordenadas devem verificar a equa-
¢dao, ou seja:

-4 +(y-8"=9

| substituindo x por 2 e y por 3

2-4"+3-8)"#9

Como as coordenadas do ponto nao “satisfa-
zem"a equacao, dizemos que 0 ponto nao pertence
. ~ i &2 2 2
a circunferéncia com equacédo (x—4) +(y-8) =9.

3. Vamos obter a equacéo da circunferéncia
representada no plano cartesiano a seguir:



4
{0: 5)
{(—5. 00 %
5; Q) X
2
@
g (0; —5}
&

Conforme representacéo no plano carte-
siano, temos que o raio da circunferéncia é 5 e
o centro é a origem (0, 0). Assim:

(c=x) + -y =

(x=0)' +(y—0) =52

X+ y2 =25

4. Vamos determinar a equacao de uma
circunferéncia no plano cartesiano, tal

que um didmetro tenha extremidades
nos pontos A(-4, 8) e B(2, -6).

Exercicios resolvidos

Como o centro é o ponto médio de qual-

quer diametro da circunferéncia, temos:

X, +x 442
X-= A E____ = = =1
C 2 2 C
_Yatys 8+(-6) _
= = =]
Ye 3 5 Ye

Célculo do raio (metade da medida do
diametro AB):

1
r:E' \/(XA‘XB}E"’ (yA—YB)E
r:% - J(=-2)+ (8+6)
r= % J36+19% = _—“2232

Equacao da circunferéncia:

X=x)P+ly-y)r=r

(x+ 1)+ (\/E)

x+1P+(y -1)7?=58

1.  Determine a equacao reduzida de uma circunferén-
cia com centro em (=3; 2) e raio com 7 unidades.
x-3)+(y-22=72=(x+ 3P+ (y-2°=49

2. Determine a equagdo reduzida da circunferéncia
cujos pontos A(5; 1) e B(-3; -5) sdo extremidades
de um didmetro dessa circunferéncia.

Seja o ponto C o centro da circunferéncia. Te-

54(—3) 1+(—5)
mos que C 5 = 3 J® (1;-2).

Seja r o raio da circunferéncia. Temos que:

. Aretar 2x-3y+4=0&tangente a uma circunfe-

e ———

r=d, =y (5-1+(1+2 = r=5
Logo:
x—-1Y+(y+27=25

réncia centrada em C(3; -1). Determine a equacao
reduzida dessa circunferéncia.
Seja r o raio da circunferéncia. Temos que:

2:3—3:-(-1)+4 13

r=d. = | L =b == 13
i V22 +(—3) UE]

Logo:

(=3P +(y+1P=(131 = x-3P+(y+17=13

A circunferéncia no plano cartesiano Capitulo 7 -



Exercicios propostos

Resolva os exercicios no caderno.

1. Escreva a equacdo de cada circunferéncia cujo centro
é o ponto Ce oraio mede R. Respostas no Manual do
a) C:3eR=5 Professor.
b) C(-1;2)eR=3.
c) C0;0)eR=1.
d) C(-3;-1)eR=2
e} ((5-2)eR=4
2. Determine o centro e o raio de cada uma das circunfe-
réncias cujas equacoes sao: Respostas no Manual da
Profi
a) {x—1)2+{y+2}2=1 ofessor.
b) 2+ (y—3P=25
A x-v2Y+(y-v3)=6
3. Os pontos A(1; 3) e B(5; 7) sdo as extremidades de um
didmetro de uma circunferéncia.
a) Quais sao as coordenadas do centro da circunfe-
réncia? (3; 5)
b) Qual & a medida do raio da circunferéncia? 22
) Qual é a equacio da circunferéncia? (x= 3 + (y-57=8
4. O centro de uma circunferéncia é o ponto (-1; 3).
a) Se o ponto (3; 6) pertence a circunferéncia, qual é a
medida do raio? 5
b) Escreva a equagao da circunferéncia.
(x+ 1)+ (y =3 =25
5. Nafigura a seguir, 0 quadrado estd inscrito na circunfe-
réncia cuja equacio é (x— 4+ (y— 4= 16.
1y
A
X
a) Qual é a medida do raio da circunferéncia? 4
b) Qual é a medida dos lados do quadrado? 442
c) Qual é a drea do quadrado? 32 ua.
d) Qual é a drea da regido interna a circunferéncia e
externa ao guadrado? (16 - 32) ua
6. Quais os pontos de intersecao da reta com
equacao x—y— 2 =0 e da circunferéncia com equagao
(= 3P+ (y—1P=50? (5,6) e (2 -4)

7.

Considere as circunferéncias representadas no pla-
no cartesiano pelas equacoes (x — 12+ (y— 1= 4 e
- 1P+ y-17=9 4mebm
a) Determine o comprimento de cada circunferéncia.
b) Essas circunferéncias sdo concéntricas? Sim.

c) Calcule a &rea da coroa circular limitada pelas duas
circunferéncias. srua

No plano cartesiano representado a seguir estao
indicadas uma circunferéncia com centro no ponto
(-3; -3) e tangente aos eixos coordenados e estd in-
dicada também uma reta que passa pela origem do
plano cartesiano, pelo centro dessa circunferéncia e
pelo ponto P. Respostas no Manual do Professor.
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a) Qual é a medida do raio dessa circunferéncia?

b) Obtenha a equagao da reta representada.

) Escreva a equacao da circunferéncia.

d) Obtenha as coordenadas do ponto P,

Elabore um problema relacionando as quatro circunfe-

réncias representadas a sequir. Peca a um colega que o

resolva e vocé resolverd o elaborado por ele.
Resposta pessoal.

lly

Graficos: @& DAE
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Equacao geral de uma
circunferéncia

Conforme visto, a equacao reduzida da circun-
feréncia com centro no ponto Clx y) e raio r, repre-
sentada na figura abaixo, é:

ll.y

Grafico: © DAE

Pl v

el
e

Equacdo reduzida

(x—xc)2+(y—yc)2 =r’

A equacao reduzida apresenta a soma dos qua-
drados de dois bindmios. Essa equacdo poderd ser
desenvolvida assim:

2

(x=x) +(y=y) =1
X=X X+ XE+y =2y y+yi=r

XAy =20 x =2y y+x+yi—r'=0

—:-| Equacao geral

A equagiio geral da circunferéncia com centro no
ponto Clx; y,) e raior é:
Xty -2 x=2yy +x+yE —P=0

Em Geometria Analitica, é frequente uma cir-
cunferéncia ser representada pela sua equacao geral.
Um problema que é preciso saber resolver consiste
em obter o raio e as coordenadas do centro da cir-
cunferéncia, conhecendo sua equacao geral. Antes
de esse problema ser resolvido, a equacao anterior
sera retomada, considerando algumas observacdes:

XHy =20 x =2y y+xi+yi=r'=0
F

O termo independente de x e de y na equagao
sera representado por F, isto é;

2 s S L
Xetyi—ri=k
—r*=—x-yi+F

r*=x;+yi—F
r=\x2+y:-F (r>0)

A equacao geral da circunferéncia é do 2° grau
em x e y, sendo os coeficientes de x? e y? iguais e di-
ferentes de zero. A equacao geral ndo apresenta o
termo em xy.

A partir dessas observacoes, podemos, por
comparacao, obter o centro e o raio de uma circunfe-
réncia por sua equacao geral. E preciso um cuidado:
nem sempre uma equagao do 22 grau em x e y re-
presenta uma equacao geral de uma circunferéncia.

Acompanhe os exemplos a seguir observando
como, a partir de uma equacao geral da circunferén-
cia, obtém-se as coordenadas de seu centro e a me-
dida de seu raio.

Exemplos:

1. Vamos verificar se a equacao
X2 +y? = 2x=2y=5=0representa a equUacao
geral de uma circunferéncia. Caso represente,
vamos determinar as coordenadas do centro
e do raio.

Comparando a equacao dada com a equa-
cao geral da circunferéncia, temos:

x4y’ —2x-2y—-5=0

X4yt =2x x =2y y+xi+yl—-r'=0
Coeficientes correspondentes:

=2%.==2 = X =]

_2yc =) = Ve =]

F=—5=> x +yl—1"=-5

Conforme a segunda observacao:

r=\x;+yt—F
r=\P+F=(=5) =r=+7

Portanto, a equacac apresentada é a de uma
circunferéncia com centro em C(1, 1) e raio

FZ\/?U‘C.

A circunferéncia no plano cartesiano Capitulo 7 -



2. Vamos verificarse aequacaox?+ 2 +4x—2y+
+15 =0 representa a equacao geral de uma
circunferéncia. Caso represente, vamos de-
terminar as coordenadas do centro e do raio.
Comparamos a equacao dada com a equa-
cdo geral da circunferéncia:

X +y +4x=2y+15=0

X+ =2 x =2y y+xi+yi—-r'=0
Coeficientes correspondentes:

_2XC:4 — XC:_
_zycz_z = yc:'|
F=15=s X2 #y2-r'=15

Calculando a medida do raio:

r=y\xz+yi—F
r=+(=2+17-=15

r=+/-10 =nado é umnumeroreal.

Portanto, a equacao dada nao representa uma
circunferéncia no plano cartesiano.

Nos exemplos, vimos como verificar se uma
equacao do 22grau emx e y representa uma circunfe-
réncia ou nao. Além disso, se representa uma circun-
feréncia, também vimos como obter as coordenadas
do centro e a medida do raio. Esse procedimento é o
de comparacao. Ha, entretanto, outro procedimento,
mais simples, conhecido como método de comple-
tar os quadrados.

Resolva os exercicios

Questoes e reflexdes no cademo.

Qual deverd ser o valor de k para o trindmio
| 4x? + 6x + k ser um trindmio quadrado perfeito?

Resposta no Manual do Professor.

Nesse procedimento, o objetivo & obter os qua-
drados perfeitos a partir da equacdo apresentada.
Observe os exemplos.

1. Determinar oraio e as coordenadas do centro
da circunferéncia com equacao x® + y2 —4x +
+6y-10=0.

- Unidade 2 Geometria Analitica

Precisamos obter, no primeiro membro da equa-
cao dada, dois trindmios quadrados perfeitos, um
em x e outro em y:
X4y —dx+6y-10=0
| Separamos os termos em
x dos termos em y

X=4x+y+6y=10

4 Adicionamos 4 e 9

aos dois membros

XW—dx+4+ ¥ +6y+9=10+4+9

X—dx+4+y +6y+9=23
I | 1 |

v v

trinémio trinbmio
guadrado  quadrado
perfeito perfeito
(x=2P+(y+3P=(V23)
Essa ultima equacao € a equacao reduzida da cir-
cunferéncia com centro C(2, -3) eraior=+23 uc.

2. Vamos verificar se a equacao x2 + > + x —
-6y + 10 =0 representa uma circunferéncia
no plano cartesiano.

Precisamos obter, no primeiro membro da igual-
dade correspondente a equacao, dois trindmios
quadrados perfeitos, um em x e outro em y.
X+y+x-6y+10=0
L Separamos os termos em
x dos termos em y
X4+x+yr-6y=-10
1
1l Adicionamos = €9
aos dois membros

1 1
x2+x+z+y3—6y+9:—10+1+9

)::2+x+]—+y1—6y+9:—i

| . i . p 4
trindmio trinémio
quadrado  quadrado
perfeito perfeito

] ? 3
X+— +(y=-3P=-=—
9 v=-3) 4

Observe que, apesar de termos conseguido
dois trindmios quadrados perfeitos no primeiro
membro da igualdade, nao existe nimero real r

3
tal que =—Z, Portanto, a equacao dada nao

representa uma circunferéncia.



Exercicios resolvidos

1. Qual é a equacado geral de uma circunferéncia cujo
centro é o ponto (2; 4) e o raio mede 37

x-2P+(y-4r=3?
X—4x+4+y-8y+16=9
X+ —4x-8y+11=0
2. Determine a equacao da reta que passa pelos centros

das circunferéncias com equacoes ¥ + 2 +4x+ 2y + 1=
=0ex+y -6y+8=0.

Completando os quadrados nas equacoes, temos:
X¥+y +4x+2y+1=0

L e r v e =24 1

e+ 27+ (y+1P=4

e

X+y -6y+8=0

ey -6y+3°+8=3

¥+ (y—3F=1

Assim, a reta passa pelos pontos (-2;-1) e (0; 3). Logo
b S
-2 -1 1|=0=-x-6-3x+2y=0=
g 3 1
=42y +6=0=22x-y+3=0
Aequacao dareta pedidaé2x -y +3=0.
3. Determine a equagdo de uma reta gue passa pelo centro

da circunferéncia com equacio 2+ ¥ — 2x -6y + 2 =0
e é paralela a reta com equacgado 2x + 5y -4 =0.

X+ -2x—6y+2=0
-+ 12+ P -6y+3=-2+12+3F
(x-1P+(y-3)7=8

centro (1;3)
2x+5y—4=0:>y=£-x+i.'. ."ﬂ:—£
5 5 5
Logo:
2

y-3=- x-1=2%+5-17=0

Exercicios propostos

4.0 ponto com abscissa minima & (2 = 2V

ponto com ordenada maxima é (2; - 2 + 2V3

;

Resolva os exercicios no caderno.

1. Verifique se cadauma das equacdes a sequir representa
uma circunferéncia. Em caso afirmativo, determine as
coordenadas do centro e a medida do raio.

a) e ),z_4x —6y—3=0 Centro(2; 3) e raio 4.
b) ¥+ yz_ 2x-2y+3=0 MNao é uma circunferénda.

_ n MNaoéuma circunferéndla.
Q) X+yi-bx—dy+13=0 Eoponto(3;2).

2. Qualé adrea limitada pela circunferéncia com equacao
Bty -2x-2y-8=0? e

3. Uma circunferéncia pertence ao terceiro quadrante e é
tangente aos eixos coordenados, como mostra a figura
a seguir.

'
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a) Quais sao as coordenadas do centro da circunfe-
réncia? (-4; -4)

b) Qual é a medida do seu raio? 4

c) Escreva a equacao geral da circunferéncia.
X+ By+ 8y + 16=0

4. Qual o ponto da circunferéncia com equacao x* + y* -
—4x + 4y — 4 = 0 que temn abscissa minima? E qual o
ponto tem ordenada maxima?

5. Na figura a seguir, estao representadas duas circunfe-
réncias concéntricas cujas equacdes sdo X+ y2=8 e

L+y=16.

dh
w

a) Calcule a &rea da coroa circular limitada pelas cir-
cunferéncias. &n ua.

b) Calcule o comprimento de um segmento de reta
tangente & circunferéncia menor cujas extremida-
des pertencem a circunferéncia maior. 412 Lc

6. Obtenha a equacao geral de cada circunferéncia confor-
me coordenadas do centro e medida do raio indicados.
a) Circunferéncia de centro no ponto (2; 2) e raio 3.
b) Circunferéncia de centro no ponto (-2; -2) e raio 3.
c) Circunferéncia de centro no ponto (2; -2) e raio 3.
d) Circunferéncia de centro no ponto (=2; 2) e raio 3.

Respostas no Manual do Professor.

A circunferéncia no plano cartesiano Capitulo 7 -

>



Respostas no Manual do Professor.
7. O centro de uma circunferéncia, cujo raio mede 5,

pertence a bissetriz dos quadrantes impares.

a) Sabendo que um dos pontos da circunferéncia é
(1; 0), determine as coordenadas do centro.

b) Escreva a equagao reduzida da circunferéncia.
¢} Escreva a equagao geral da circunferéncia.
8. Determine a equacao de uma reta que passa pelo centro

dacircunferéncia com equagao 3¢ + 3y* + 3x- 9y —-6=0

e é perpendicular a reta com equagdo 3x - 5y + 1 =0.
S+ 3y=2=0
9. Dois vértices opostos de um quadrado sao os pontos

(1;,-1) e (5;3). Escreva a equacao geral da circunferéncia:
a) circunscrita a esse quadrado; «” + y* =6x =2y + 2 =0
b) inscrita nesse quadrado. ¥° + y” —6x -2y + 6=0.

10. Uma circunferéncia tem centro no ponto (3; 5) e é
tangente ao eixo das abscissas.
a) Qual a medida do raio dessa circunferéncia? 5
b) Escreva sua equacao geral. * + y* - 6x - 10y + 9=0.

11. Escreva a equacao geral de uma circunferéncia A com
as seguintes caracteristicas:

«concéntrica & circunferéncia y com equagao
217+ Be—6y=0e ¥ +y +4x-3y+4=0.

- uma corda da circunferéncia v, a qual é tangente a
circunferéncia A, com comprimento 4.

12. Considere as guatro circunferéncias representadas
abaixo. Elas s3o tangentes aos eixos coordenados.

¥

Y '

Sabendo que essas quatro circunferéncias tém, todas,
o raio medindo 2, obtenha:

a) as coordenadas do centro dessas quatro circunfe-
réncias; (2, 2, (-2:2), (-2 e -2)

b) a equacao geral de cada uma delas.

Cry=dx=dy+4=0,"+y +dx=-4y +4=0,

Posicoes relativas no
plano cartesiano

Anteriormente, no Capitulo 6, foram vistas as
posicoes relativas entre duas retas, por exemplo,
no plano cartesiano. Também foram vistas as posi-
coes relativas entre um ponto e uma circunferén-
cia, entre uma reta e uma circunferéncia e entre
duas circunferéncias. Aqui, serdo enfatizadas as
posicoes relativas entre reta e circunferéncia.

Posicoes relativas entre
reta e circunferéncia

No plano cartesiano a sequir, estao repre-
sentadas trés retas (r, s e 1) e uma circunferéncia.
A reta r e a circunferéncia nao possuem pontos
em comum. Ja para a reta s e a circunferéncia, ha
um ponto em comum. Considerando areta t e a
circunferéncia, verifica-se que elas possuem dois
pontos em comum.

- Unidade 2 Geometria Analitica

2 " A 2 2 4
Y A+ Ay +4=0ex +y —dx+ Ay +4=0

Graficos: @ DAE

Sédo trés as posicoes relativas entre uma reta e
uma circunferéncia:

- (Casouma reta e uma circunferéncia nao pos-
suam pontos em comum, a reta € exterior a
circunferéncia.

- Casouma reta e uma circunferéncia possuam
apenas um ponto em comum, a reta é tan-
gente a circunferéncia.

- Casoumareta e uma circunferéncia possuam
dois pontos em comum, a reta € secante a
circunferéncia.




Como na Geometria Analitica a reta e a circun-
feréncia sdo representadas por eguacdes, pode-se
analisar, algebricamente, essas posicoes relativas con-
forme possibilidades de solucdo do seguinte sistema:

ax+by+c=0
{(x—xcﬁ y=y)=r

Resolva os exercicios

> ~ e
Questdes e reflexdes no caderno.

1. Se o sistema acima nao admitir solugao, qual a
posicao relativa entre a reta e a circunferéncia
correspondentes as equagoes?

2. Para areta e a circunferéncia serem exteriores, 0
sisterna deverd admitir quantas solugdes?

3. Se esse sistema admitir exatamente duas so-
lugdes, qual a posicao relativa entre a reta e a

circunferéncia? Respostas no Manual do Professor.

Fd
A resolucao do sistema permite ndo apenas ve-

rificar a posicao relativa como também, em caso de

o sistema admitir, obter a(s) solugcao(oes).

Exemplo:

Vamos determinar a posicao relativa entre a cir-
cunferéncia com equacdo x* + y* =5 e a reta s com
equagao y=x-1.

- Vamos resolver o sistema formado pelas duas

equacoes:
2 2
X +y =5
y=x-1

Substituimos a segunda equacao na primeira;

x> +(x=17=5

x* 4+ x> =2x+1=5
2x* =2x=4=0
x'—x—2=0
x=2= y=1

ou

x=—1= y=-2

Portanto, como encontramos dois valores
para x e dois para y, isto &, dois pontos, a
reta e a circunferéncia sao secantes. Os
pontos em comum tém coordenadas (2, 1)
e(-1,-2).

Quando o objetivo € verificar apenas as posi-
¢oes relativas entre a reta e a circunferéncia,
basta calcular a distancia do centro da circun-
feréncia e comparé-la com a medida do raio.
Sendo r o raio da circunferéncia com centro

em C, s uma reta e d.  distancia do centro a

reta s, temos as seguintes possibilidades:

+d,,=r=aretaétan
+d,, < r= areta é secante i circt

Exemplo:

Vamos determinar a posicao relativa entre a cir-
cunferéncia com equagédo (¥ - 22+ (y-42=25ea
reta s com equacao 4x+ 3y +1=0.

- Como foi dada a equacao reduzida da cir-

cunferéncia, temos a medida do raio e as
coordenadas do centro, ou seja:

(x=2f +(y-4)'=25=C(24)er=5

- Utilizando a férmula da distadncia de ponto
a reta, calculamos a distancia do centro da
circunferéncia a reta s, isto &

g ‘axg +by, +c‘

N Zor

" |4-2+3-4+41
RN FERE S
_|8+1241

d
Cs Vfég

21
de.= P de,=4,2uc
Como o raio da circunferéncia € 5 u.c, temos
que a distdncia do centro da circunferéncia a reta s
& 4,2 uc, isto é menor que o raio. Assim, a reta e a

circunferéncia sao secantes.

P
OBSERVACAO:
Existem problemas envolvendo retas tangentes a
circunferéncia. Por isso, além de saber que a distancia do
centro da circunferéncia a reta tangente € igual a medida
do raio, também é necessario lembrar que a reta
tangente é sempre perpendicular ao raio da
circunferéncia no ponto de tangéncia.
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A reta tangente for-
ma um é&ngulo reto
com o raio da circun-
feréncia no ponto de
tangéncia.

Exemplo:

Vamos cbter a equagao da reta tangente a cir-
cunferéncia com equacédo (¢ + 1) + (y - 2)2= 25 no
ponto A(2, 6).

- Como a equacao dada da circunferéncia € a

reduzida, temos C(-1, 2), isto &, conhecemos

as coordenadas do centro. Vamos determinar
o coeficiente angular da reta que contém os

pontos Ae C:
mMZYC_JVA

Xe =X

2-6 -

I S

= Utilizando a condicao de perpendicularidade
e sendo t a reta tangente a circunferéncia no
ponto A(2, 6), vamos determinar seu coefi-

ciente angular:

m =——
mﬁC
M=t mm =
1 4 4
3

- Fquacao da reta tangente:
Y=¥5= m(x—xo)
3
s wi ey
y s =2

dy—24=-"3x+6 = 3x + 4y — 30

Portanto, a equacao da reta tangente é
3x+4y-30=0

- Unidade 2 Geometria Analitica

Posicdo relativa entre ponto e
circunferéncia

Se forem considerados uma circunferéncia no
plano cartesiano e um ponto qualquer do plano,
existirao trés possibilidades de posicoes relativas:

* 0 ponto pertence a circunferéncia;
* 0 ponto é interior a circunferéncia;
* 0 ponto é externo a circunferéncia.

No plano cartesiano a seguir, temaos essas trés
possibilidades ilustradas.

Ay

¥ Gréficos: © DAE

Note que o ponto P pertence a circunferéncia,

o ponto Q é interior & circunferéncia e o ponto R é
exterior 4 circunferéncia.

Questoes e reflexoes

Resposta no Manual do Professor.

Conhecendo as coordenadas de um ponto qualguer,
as coordenadas do centro e a medida do raio de
uma circunferéncia, o que é possivel concluir sobre a
posicao relativa entre o ponto e a circunferéncia?

Exemplo:
Vamos abtera posicao relativa entre o ponto A0, 5)

e a circunferéndia de equacao X* + 2 + 2x+ 2y =2 =0
no plano cartesiano.

- Vamos escrever a equacao da circunferéncia
na forma reduzida para obter as coordenadas
do centro e a medida do raio:

X4y +2x+2y-2=0

X +2x+y +2y=2

X+ 21+ 2y +H1=2+1+1

(x+1) +(y+1) =4
{C(—L—U

3

r=2uc.



Figuras: & DAE

- (Calculando a distancia do ponto A(0Q, 5) ao
centro da circunferéncia, temos:

dyc =4/(0+1) +(5+1)

dyc= V37uc

Como a distancia do ponto A ao centro da cir-
cunferéncia é maior que a medida do raio, o ponto A

é exterior a circunferéncia.

Posicao relativa entre
circunferencia e
circunferéencia

Observando duas circunferéncias desenhadas
no mesmo plano, é possivel constatar as seguintes
posicoes relativas entre elas:

As circunferéncias
possuem 2 pontos
em comum; sao
secantes.

As circunferéncias
possuem 1 ponto
em comum: sao
tangentes
externamente.

As circunferéncias
possuem 1 ponto
em comum: sao
tangentes
internamente.

g
oF
©

As circunferéncias
nao possuem ponto
em comum: sao
disjuntas externas.

As circunferéncias
nao possuem
ponto em comum:
sao disjuntas
internas.

No caso em que ocorre tangéncia, as circunfe-
réncias podem ser tangentes internas ou externas.
Observando o caso em que sao disjuntas, também
ha duas possibilidades: as circunferéncias sao disjun-
tas internas ou externas.

Como saber quais sao as posigoes, consideran-
do que se conhecem apenas suas equacoes?

Diante das equacdes de duas circunferéncias,
deve ser formado e resolvido o sistema a partir das
equacoes das circunferéncias. Como o sistema é for-
mado por duas equagbes com duas incognitas, o
conjunto solucao podera ter:

»  duas solugbes (dois pontos em comumy): as
circunferéncias sao secantes.

+ uma solucao (um ponto em comum): as
circunferéncias sao tangentes (internas ou
externas).

- Nenhuma solucao: as circunferéncias sao
disjuntas (internas ou externas).

Tanto no caso das circunferéncias disjuntas
(nenhum ponto em comum) como no das tangen-
tes (Um ponto em comum apenas), & necessario ve-
rificar se sao internas ou externas. Se sao conhecidos
as coordenadas dos centros e seus raios, utilizando a
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distancia entre pontos, pode-se verificar se essas duas
circunferéncias sdo internas ou externas. Assim, sen-
do C,er ocentroeoraio de uma circunferéncia e £
e 1,0 centro e o raio da outra circunferéncia, tém-se
as seguintes situacOes observando a distanciad_ :

- Circunferéncias tangentes
dc, ¢, =+ — tangentes externas

. =|r,—1,| - tangentes internas

Exercicios resolvidos

- Circunferéncias disjuntas
d, ¢, >r+r, = disjuntas externas

de,c, <|r—5|— disjuntas internas

Resolva os exercicios
Questoes e reflexoes nytaderny.

Qual denominagao é dada a duas circunferéncias
que possuem o mesmo centro? Qual a posicao
relativa entre elas? Respostas no Manual do Professor.

1. Determine a posicao relativa entre a circunferéncia
(x + 1) + (y - 2)? = 8 e a reta r com equacido
3x-5y++12=0.

2 —
x+ 17+ (y-27= (2V2) — raio 2/2 e centro
1:2)
|31+ (5)-2412]

centra, r \"Im

LI 7

CEMro, r = V{ﬁ 34

Como a distancia do centro da circunferéncia € me-
et
V34
3

i - = | == . g
nor que o raio, isto &, < 2V2,areta é secante 3

circunferéncia.

2. Determine as equacoes das retas tangentes a circun-
feréncia (x + 107+ (v + 2)? = 4 e paralelas 3 reta s com
equacdo —2x+3y+9=0.

(x+17+(y+27=2">rai0 2 e centro (-1;-2)

Toda reta paralela & reta com equacao
-2x + 3y + 9 = 0 tem equagao da forma
-2x + 3y + c=0. Assim:

dll:EI'I‘.Tl:I.S = raio
—2)- (=1)+3:(-2)+c -
e i B A |=2=>[—4+c|=2v'13.
V(2)2+ 37
Logo:

—4+c=2{13 ~c=2/13+4
ou
—44+c=-2V13 -.c=-2/13+4,

Do que se conclui que as equagdes das retas tan-

gentes sdo -
2 +3y+ 213 +4=0e-2x+3- 213+
+4=0.

3. Aretarcomequacao3x+4y—24=0¢&tangente acir-
cunferéncia centrada em (1;-1). Determine a equacao
reduzida dessa circunferéncia.

raio=d

centrg, r
C3-1+4-(1)-24]
VI
Logo, a equacdo reduzida da circunferéncia é

Pe—172 4 (y+1)P2=5%

raio 3

4. Ascircunferéncias de equacoes x? + y* —Bx—2y+7=0
e x’ + ' — 6x — 4y + 9 = 0, guando representadas no
plano cartesiano, sao secantes. Vamos determinar as
coordenadas dos pontos em comum.

Os pontos em comum sao determinados pela reso-
lugao do sistema

¥+ —8Bx—2y+7=0

X+ —6x—4y+9=0

Fazendo a primeira equagao menos a segunda
equacao, membro a membro, temos:

—2x+2y-2=0
X-y+1=0=y=x+1

Substituindo a equacao obtida na equacao de uma
das circunferéncias, vem:

X+ x+1P-8x—-2x+1)+7=0
XX+ 2x+1-8x-2x-2+7=0
2 -8x+6=0
X¥—4x+3=0

x=1=y=2

x=3=y=4

Portanto, os pontos em comum sao (1,2) e (3,4)

- Unidade 2 Geometria Analitica



Exercicios propostos

1.

Indique a posicao relativa entre a reta re a circunferén-
cia A em cada uma das alternativas.

Respostas no Manual do Professor.
al Axd+y?=25en3x+4y+15=0.
b) Ai(x—2P+(y+3P=4er12x+5+17=0
o 2+ —6x—10y—-2=0erx+y+2=0
A reta com equacao x + 2y — 3 =0& tangente a circun-

feréncia cujo centro é o ponto(—l; = -l—
2

a) Qual a medida do raio da circunferéncia? ¥

b) Qual a equagao geral da circunferéncia?

4 + 4y + Bx + 4y -15=0
Considere uma circunferéncia cuja equagao € x* + y* +
+ 4x + 2y = 0. Calcule os valores para k de modo que
areta com equagao 2x — y + k=0seja:

a) tangente a circunferéncia; k=8 cuk=-2
b) secante a circunferéncia; -2 < k< 5

c) exterior a circunferéncia. k< =2 ouk > 8

Determine a equagao das retas tangentes a circunfe-

réncia com equacao x*+ y?= 16 e perpendiculares &

reta de equagao 6x +8y— 1 =04 -3y + 20=0¢
Ax=3y-20=0

Resolva os exercicios no caderno.

A equacao de uma circunferéncia é dada por (x— 3+
+(y-4ap=25.

a) Determine a equacgao das retas tangentes a essa
circunferéncia e paralelas a reta com equagao
Sx+12y—=1=0.5x+12y+2=0e5c+ 12y~ 128=0

b) Determine a equacdo da reta tangente a circunfe-
réncia no ponto (6; 8). 3x + 4y -50=0

A reta s com equacao 3x — 4y + 5 = 0 determina, na
circunferéncia com equacao (x— 2P+ (y+ 1P=25,uma
corda cujas extremidades sao os pontos Ae B.

a) Qual a distdncia do centro da circunferéncia a
retas? =

b) Qual a medida do raio da circunferéncia? 5

c) Qual o comprimento da corda, ou seja, qual a dis-
tancia entre os pontos A e B? &

Determine a posicdo relativa entre a circunferéncia
(x -3+ (y— 2’ =16 e a reta s com equagao
—Ax+y—4=0. Aretaésecante a circunferéncia.

Determine a posi¢ao relativa entre a circunferéncia
X+ (y+3)’ =4 earetarcom equacio —2x + 5y +4=0.
A reta é externa a circunferéncia.

Algumas conclusoes

Procure responder ou ao menos pensar a respeito
de possiveis respostas para algumas questdes
envolvendo ponto, reta e circunferéncia no plano
cartesiano. Caso tenha dificuldade para obter res-
postas, sugerimos retomar os conceitos principais:

1. Qual relacdo matemaética permite calcular a dis-
tancia entre dois pontos no plano cartesiano?

2. Dadas as coordenadas de dois pontos no plano
cartesiano, como determinar as coordenadas
do ponto médio?

3. Como saber se dois pontos estdo alinhados
com base em suas coordenadas?

4. Qual expressao representa a equagao geral de
uma reta?

5. Com qual expressdo é representada a equacao
reduzida?

6. O queindica o coeficiente angular de umareta?
E o coeficiente linear?

7. Como pode ser calculada a distdncia de um
ponto a uma reta no plano cartesiano?

8. Com base nas equagoes reduzidas de duas retas
concorrentes e nao perpendiculares ao eixo das
abscissas, qual relacac permite obter o angulo
entre elas?

9. Qual a equacao reduzida de uma circunferéncia
com centro no ponto (a, b) e raio r?

10. Quais as posigoes relativas entre reta e circun-
feréncia no plano cartesiano?

Trogue ideias com seus colegas a respeito das
respostas a estas questdes. Depois, liste as dificul-
dades encontradas e os assuntos que devemn ser
retomados.
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Vestibulares e Enem

Resolva os exercicios no caderno.

1. (Uema) O método analitico em Geometria € uma ferra-

menta muito utilizada em estudo de coordenadas. Para
fazer uma aplicacao desse métado, um professor lancou
o seguinte desafio aos seus alunos: Teriam de construir,em
sistema de coordenadas, a figura de um paralelogramo
ABCD, cujo ponto A estd na origem; o ponto D{5,0) e a
diagonal maior com extremidade no ponto C(9, 4).
Respostas no Manual do Professor.
Com base nas informagdes,
a) faca o esbogo da figura que representa o paralelo-
gramo em um sistema de coordenadas cartesianas.

b) determine a equacao da reta que contém a diagonal
rnaior.

(Uerj) Uma ferrovia foi planejada para conter um trecho re-
tilineo cujos pontos sdo equidistantes dos centros Ae Bde
dois municipios. Em seu projeto de construgao, utilizou-se
o plano cartesiano, com coordenadas em quildmetros, em
gue A=(1,2) e B(7, 14). Observe o gréfico:

X+ 2y-20=0
y (km) 4
2_
T T -
1 7 x {km)

Determine, utilizando esse sistema referencial, 2 equacao
da reta suporte desse trecho retilineo da ferrovia.

(UEA-AM) Num plano cartesiano, sabe-se gue os pontos
A,B(1,2) e C(2,3) pertencem a uma mesma reta, e que o
ponto A esta sobre o eixo Oy. O valor da ordenada de A é

a) 0.
b) 3.
c)-1.
d) 2.

@

4. (Enem) Nos dltimos anos, a televisao tem passado por

uma verdadeira revolugao, em termos de qualidade de
imagem, som e interatividade com o telespectador. Essa
transformagao se deve a conversao do sinal analdgico
para o sinal digital. Entretanto, muitas cidades ainda nao
contam com essa nova tecnologia. Buscando levar esses
beneficios a trés cidades, uma emissora de televisao
pretende construir uma nova torre de transmissao, que
envie sinal as antenas A, B e C, j4 existentes nessas cida-

des. As localizagoes das antenas estao representadas no

plano cartesiano:

y (km) 4
L o]
L -
B Rt e
-
10 20 30 40 50 60 70 80 90 (km)

5.

A torre deve estar situada em um local equidistante das
trés antenas.

0O local adequado para a construgao dessa torre corres-
ponde ao ponto de coordenadas

a) (65;35).

b) (53; 30).

c) (45; 35).

d) (50; 20).

@(50,- 30)

(UFPR) Uma reta passando pelo ponto P(16, -3) é tan-
gente ao circulo x* + y* = r* em um ponto Q Sabendo
que a medida do segmento PQ & 12 unidades, calcule:
a) adistancia do ponto P a origem do sistema cartesiang;

V785 u.c.
b) a medida do raio r da circunferéncia: 11 u.c.

(Enem) Devido ao aumento do fluxo de passageiros, uma
empresa de transporte coletivo urbano esta fazendo es-
tudos para a implantagao de um novo ponto de parada
em uma determinada rota. A figura mostra o percurso,
indicado pelas setas, realizado por um énibus nessa rota
e alocalizacio de dois de seus atuais pontos de parada,
representados por P e Q.

Graficos: @ DAE
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9.

Os estudos indicam que o novo ponto T deverd ser insta-
lado, nesse percurso, entre as paradas j& existentes Pe Q,
de modo que as distancias percorridas pelo dnibus entre
os pontos P e T e entre os pontos T e Q sejam iguais.

De acordo com os dados, as coordenadas do novo ponto
de parada sdo

a) (290; 20).
b) (410;0).
o (410; 20).
d) (440;0).

(©)1440; 20)

(Unicamp-5P) No plano cartesiano, a equagao
|x—y|=|x+y]|representa

a) um ponto.

b) uma reta.

c) um par de retas paralelas.

um par de retas concorrentes.

(FGV-SP) Observe as coordenadas cartesianas de cinco
pontos:

A(0,100), B(O,-100), C(10, 100), D(10,-100), E(100, Q).

Se a reta de equacao reduzida y = mx + n é tal que
mn > 0, entao, dos cinco pontos dados anteriormente,
o Unico gue certamente ndo pertence ao grafico dessa
reta é

al A
b) B.
o cC
d) D.

E.

(Enem) Um bairro de uma cidade foi planejado em uma
regido plana, com ruas paralelas e perpendiculares,
delimitando quadras de mesmo tamanho. No plano de
coordenadas cartesianas seguinte, esse bairro localiza-se
no segundo guadrante e as distancias nos eixos sdo dadas
em quildmetros.

J\_y

A reta de equagdo y = x + 4 representa o planejamento
do percurso da linha do metrd subterrdneo gue atra-
vessard o bairro e outras regides da cidade. No ponto
P =(-5, 5) localiza-se um hospital plblico. A comunidade
solicitou ao comité de planejamento que fosse prevista
uma estacao do metrd de modo que sua distancia ao
hospital, medida em linha reta, nio fosse maior gue 5 km.
Atendendo ao pedido da comunidade, o comité argu-
mentou corretamente que isso seja automaticamente
satisfeito, pois ja estava prevista a construgao de uma
estacdo no ponto

a) (5,00  d) (0,4)
® D e 26
d =21

10. (UFSM-RS) A figura mostra a localizacdo no plano carte-
siano de uma torre T de transmissao de energia.

y ﬁ
.

160 X

Duas outras torres devemn ser instaladas em posi¢oes
diferentes sobre a reta y = %x - 5, de modo que a
distancia entre cada uma dessas torres e a torre T seja

igual a 200 metros.

Os pontos de localizacao dessas torres s3o iguais a
a) (20,10) e (160, 135).
() (0.-5) e (320; 235).
¢) (0,-5) e (160, 315).
d) (-40,115) e (320; 235).
e) (-40;115) e (160,315).

11. (PUCRIJ) Sejamresas retas de equagdes y=x-2 ey =
=—§~ + -g— respectivamente, representadas no grafico

abaixo. Seja A o ponto de intersecdo das retas r e s.
Sejam B e C os pontos de intersecao de re s com o gixo
horizontal, respectivamente.

o

¥

Graficos: © DAE

Operacoes entre conjuntos Capitulo 4 -



12,

13.

14.

15.

16.

17.

Vestibulares e Enem

A drea do tridngulo ABC vale:
al 1.0 < 30 el 6,0

®)1s d) 45

(Fuvest) A equacdox’+ 2x+ V¥ + my=n,emqgue men
530 constantes, representa uma circunferéncia no plano
cartesiano. Sabe-se que aretay=—-x+ 1 contém o centro
da circunferéncia e a intersecta no ponto (-3, 4). Os valores
de m e n sao, respectivamente,

(@) -4e3 Q) -4e2 e) 2e3 .
b) 4e5 d)-2e4
(PUC-5P) Num sistema de eixos cartesianos ortogo-

nais, as intersecoes das curvas de equacoes y = x* e
x+y—2=0sd0 asextremidades de um didmetro de uma
circunferéncia cuja equagdo é

a) X+ -5x+y+2=0
b) *+y +5x+y-2=0
o X+y+x+5y+2=0
d) X+ +x+5/-2=0

x’+y1+x—5y+2=0

(Uece) Em um sistema de coordenadas cartesiano usual os
pontos P =(1,2) e Q= (4, 6) s3o vértices do tridngulo PQM.
Se o vértice M estd sobre a reta paralela ao segmento PQ
gue contém o ponto (8, 6), entao a medida da area do
triangulo POM é

a) 7u.a ¢) 9u.a

()sua d) 10u.a

(Uece) No referencial cartesiano ortogonal usual com
origem no ponto O, areta r, paralela areta y = -2x + 1
intercepta os semieixos positivos OX e O, respectiva-
mente, nos pontos P e Q formando o triangulo POQ.
Se a medida da area deste tridngulo é igual a 9 m? entao
a distancia entre os pontos Pe Q é igual a

a) V5 m. b) 4V5 m.
@3\5 m. d) 245 m.

(Uece — 2015) No referencial cartesiano ortogonal usual,
amedida da érea do quadrilitero convexo cujos vértices
530 as intersecdes de cadauma dasretasx+y—1=0e
x+y+1=0com a dircunferéncia x* + y* = 25, calculada
com base na unidade de comprimento (u. ¢) adotada no
referencial cartesiano considerado, é

a) 16 (u.c)2 c} 18 (u.c).
@ 14 (u.c) d) 20 (u.c)x
(Insper-SP - 2014) Considere, no plano cartesiano, o tridn-

gulo retangulo determinado pelos eixos coordenados e
pela reta de equacao 12x + 5y =60. A medida do raio da
circunferéncia inscrita nesse tridngulo € igual a

a) 1. d) 4
(®)2 e) 5.
c) 3.

18. (Udesc) Seja fafungdo que representa a drea do triangulo
ABC, representado na figura.

A expressdo da funcao fix), para0 < x < 4, &

f(x}:%xa—ﬁx+'|2
b) fix)=-3x+12

c) )=+ 32+ x+12
d) ()= -5 +4x+12
e) ixy=—-x*+8x—-16

\DESAFIO

. (Uerj — 2015) As baterias B, e B, de dois aparelhos
celulares apresentam, em determinado instante, res-
pectivamente, 100% e 90% da carga total. Considere
as seguintes informacgoes:

» as baterias descarregam linearmente ao longo
do tempo;

» paradescarregar por completo, B, levat horase B,
leva duas horas a mais doque B;;

» noinstante z as duas baterias possuem o mesmo
percentual de carga igual a 75%.

Observe o gréfico:
. i (% de carga)

Graficos: © DAE
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Em computacdo grafica, todos os objetos
gue aparecem na tela sdo programados com
coordenadas e equagdes de um plano cartesia-
no. Como exemplo, vamos analisar uma situagao
simples. Veja a imagem abaixo, em que esta re-
presentada a cena de um jogo:

Neste jogo, concebido para dois jogadores,
o objetivo é defender a bolinha para ela nao ul-
trapassar a barreira.

Na imagem, a bolinha acabou de bater na bar-
rainferior e esta indo em direcéo a rea dojogador B.

Adilson Seceo

sk

Qual a equacado das duas circunferéncias que
limitam os circulos da imagem?

2. Qual a distancia entre os pontos A e B?

3. Qual a posicao relativa entre a circunferéncia
central e a reta AB?

4. Seestasemovendosobrearetay=x-14
e 0 jogador adversdrio nao mover sua

Esse jogo foi desenvolvido considerando
0 centro do campo como a origem do plano
cartesiano. O circulo central tem raio 2, a bo-
linha é um circulo com raio 1 e cada barreira
& um retangulo com largura 1 e comprimen-
to 3 (todas as medidas na mesma unidade).
Na cena do jogo representada, o centro da
bolinha esta no ponto (4, -10) e o vértice in-
ferior esquerdo (assinalado na imagem) dos
retangulos A e B estao, respectivamente, nas
posicdes (15, — 9) e (-15, 3). Com base nisso,
responda as questoes abaixo.

Resolva os exercicios no caderno.

barreira, a bolinha sera rebatida ou ultra-
passara a area?

5. Suponha que a bolinha tenha sido rebatida
pelo adversario. Nesse caso, ela passard a
mover-se perpendicularmente. Qual a equa-
cao da nova trajetodria da bolinha? (Atencao:
encontre primeiro onde estara o centro da
bolinha quando ocorrer a colisao.)

A circunferéncia no plano cartesiano Capitulo 7 -
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Grandes silos sao empregados
para o armazenamento de
grdos. Neles, as formas
geométricas servem de
modelos.

Sergei Butorin/Shutterstock.com

Ampliamos, nesta Unidade,
o estudo de geometria dos
solidos abordando o cilindro,
ocone e a esfera.

\fista aérea de uma fazenda com silos de

armazenamento de milho em Novikova,
] . Foto de 2015.






CAPITULO

8

} CILINDROS

Renata Mello/Pulsar Imagens

Tangues em refinaria de petrdleo.
Duque de Caxias, Rio de Janeiro, RJ. Foto de 2014.

As formas geométricas estao presentes
nao apenas em construgoes arquitetdnicas,
como também em embalagens. Um exemplo é
a forma geomeétrica conhecida como cilindro,
utilizada para embalar alguns produtos, por
exemplo, sucos, 6leo de cozinha, achocolata-
dos e ceras.

Na embalagem desses produtos é possi-
vel obter informagoes diversas, dentre elas a ca-
pacidade do recipiente (normalmente indicada
em mililitros). Uma informacao a que, em geral,
o consumidor ndo d& importancia e é funda-
mental ao fabricante, pois relaciona-se com o
material gasto. Um problema esbocga-se aqui:
quanto de determinado material é gasto para
confeccionar tal recipiente?

Qutro exemplo sao os reservatorios de
combustivel em refinarias de petréleo, como
representado na imagem acima. Imagine que
vocé queira saber, agora, qual a capacidade de
um tangue desses. Se vocé soubesse a altura
desse tanque cilindrico e o diametro do circulo
correspondente a sua base, seria possivel deter-
minar sua capacidade.

- Unidade 3 Geometria Espacial

O primeiro exemplo relaciona-se ao calcu-
lo da area total de um cilindro e o sequndo, ao
calculo do volume de um cilindro. Neste capitu-
lo estes serao os assuntos abordados.

Cilindro e seus elementos

Nas duas figuras geométricas abaixo, os
planos paralelos o e B sdo interceptados por
uma reta r. No plano o esta representado um
circulo.

-
%
Figuras: © DAE

Figura 1

Figura 2

/

A figura geométrica formada pela reunido
de todos os segmentos de reta paralelos a reta
dada r, com uma extremidade num ponto per-
tencente ao circulo do plano o e a outra no pla-
no B, denomina-se cilindro circular ou cilindro.



Retarnando ao cilindro obtido anterior-
mente, observam-se os seguintes elementos:

!

(altura)

04 e 02580
centros das bases

eixo do cilindro

- Bases: sdo os circulos situados nos pla-
nos paralelos;

- Altura: é a distancia entre os dois pla-
nos paralelos (distancia entre as bases
do cilindro);

- Eixo: é a reta que contém os centros
dos circulos (das bases);

- Geratrizes: sao 0s segmentos para-
lelos ao eixo e cujas extremidades sdo
pontos das circunferéncias das bases.

Um cilindro pode ser classificado confor-
me a inclinacao de suas geratrizes em relacao
aos planos das bases.

Cilindro circular reto

Cilindro circular obliquo

O cilindro circular reto também é chama-
do cilindro de revolugao, pois pode ser gera-
do pela rotacao de uma superficie retangular
em torno de um de seus lados, conforme suge-
rem as ilustragdes a seguir.

e | 9

Figuras: & DAE

-

cilindro de revolugao

OBSERVACOES:

1. A interseccao de um cilindro com um plano que
contém o seu eixo € chamada secao meridiana.

2. Quando a secdo meridiana é um quadrado, o
cilindro reto também é chamado cilindro
equildtero. Nesse caso, a medida da geratriz (g) &
igual ao didmetro da base (2r), que também é igual
a altura (h) do cilindro.

Resolva os exercicios no caderno.

Respostas no

Questoes e reflexoes Manual do Professor.

1. Se a secao meridiana de um cilindro equi-
latero € um guadrado, qual a forma geo-
métrica da se¢ao meridiana de um cilindro
circular reto?

2. Eadeum cilindro obliquo?

]
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Superficie de um cilindro
circular reto

Como ja sao conhecidos seus elementos e
suas denominagdes, pode-se investigar como é de-
terminada a area da superficie total de um cilindro.
Deve-se compreender que essa superficie é formada
por duas partes planas (suas bases) e uma parte nao

plana (a superficie lateral):

Base
Planificagao
—_ Superficie lateral
< L
Base

Nesse cilindro, como em qualquer outro, quan-
do se pensa no cdlculo da éarea, também se deve
pensar nos circulos das bases, na superficie lateral
(reunido das geratrizes) e na superficie total (reuniao
entre as bases e a superficie lateral). Como aqui o in-

teresse estd no cilindro circular reto, chega-se a:

« Areade cada base (A,): area de um dos circu-

los das bases.

Abznrz

« Area lateral (A)): drea do retangulo com di-
mensoes 27tr (comprimento da circunferén-

cia da base) e h (altura do cilindro).

+ A =2mrh

« Area total (A): soma da drea lateral e das

areas das bases.

A=A +2-A,

- Unidade 3 Geometria Espacial

Figuras: & DAE

OBSERVAGAO:
No Volume 2 da Colecao a expressao At = AL +2 Ab
representava a area total de um prisma.

Exemplos:

1. Vamos considerar dois cilindros de revolu-
gao a partir de um retangulo com medidas
1,5 cm por 2,5 cm. O cilindro |, é obtido pela
rotacao desse retangulo em torno do menor
dos lados, e o cilindro Il, é obtido pela rotacao
em torno do maior desses lados, conforme
sugerem as figuras a seguir. Vamos calcular a
area total de cada um desses cilindros.

2.5¢m Cilindro |

1,6cm

AaEsas,
Sran

Cilindro 11

——

- Area total do cilindro I:

A=2mr-(n+r)
A=2-m-25-(15+ 25)
A =20mcm

. Area total do cilindro I:

A =2mr-(h+r)
A=2-m-15-25+ 15
A =12mcm

2. Considere que precisamos pintar o tanque
cilindrico representado na figura a seguir.
Sabemos que suas dimensoes sao 8 metros
dealtura e 5 metros de diametro. Além disso,
gasta-se aproximadamente 0,25 de um galdo
de tinta por metro quadrado. Precisamos sa-



ber quantos galoes de tinta serao necessarios
para pintar apenas a superficie lateral.

Figuras: © DAE

- (Calculo da &rea lateral (considerando
T = 3,14):

Exercicios resolvidos

1.

A, =2mrh

A =2-314-25-8=A =1256m?

Como precisamos de 0,25 galao por metro qua-
drado, entao o nimero (n) de galbes necessarios é

n=1256-025

n=314

Portanto, serao necessarios aproximadamen-
te 32 galdes de tinta, considerando um pouco a
mais por uma questao de garantia para que nao
falte tinta.

Obtenha a area lateral de um cilindro reto cujos raios
de cada base medem 4 cm e cuja altura mede 10 cm.

Siateral =2 T+ 4+ 10 =80 mcrm?

Em um cilindro equilatero, a altura mede 20 cm. Quais
530 a area lateral e a drea total desse cilindro?

Sendo R a medida dos raios das bases, temos que
2R=20..R=10cm
Siateral =2 -7 - 10- 20 .-, 400w cm?

Spapa =400+ 2 -m- 102 -, 6007 cm?

total

3. Os raios de cada base e a altura de um cilindro reto
medem, em cm, R e H. Sabe-se que, se aumentarmos
a medida do raio 20 cm e mantivermos a medida da
altura inalterada ou se mantivermos a medida do raio
inalterada e triplicarmos a medida da altura, os acrés-
cimos na area lateral serdo iguais. Qual o valor de R?
2:mt-(R+20)-H=2-n-R-3H
R+20=3R

2R=20
R=10cm

Exercicios propostos

Resolva os exercicios no caderno.

1. Se num cilindro reto a area lateral é numericamente

igual a drea de cada uma das bases e cada raio das
bases desse cilindro mede 50 cm, qual a érea total?
7500w cm?

Um professor de Matemética propds aos seus alunos
a seguinte atividade: construir um cilindro com carto-
lina. Para isso, um dos alunos recortou um retangulo
com dimensdes 40 crm e 20 cm, como mostra a figura.

20 cm

40 em
Se a altura do cilindro deve necessariamente medir
20 cm, por orientagao do professor, qual deverd ser
a medida dos raios dos circulos que servirao como
bases do cilindro? Indigue o resultado indicado em
funcao de m. m%“.

3. Calcule a medida de cada raio das bases e da altura
de um cilindro reto, sabendo que a drea da secdo

meridiana & 80 dm? e a drea total & 130 dm?.
Raio: 5 dm e altura; 8 dm

4. Um cilindro C, tem o raio das bases medindo R e altura
medindo H. Um cilindro C, tem o raio das bases me-

dindo 2R e altura medindo % .Calcule arazdo, nessa

ordem, entre a drea total dos cilindros C, e C,, sabendo,
ainda, que H=2R.

Cilindro 1 Cilindro 2
Raio R 2R
1
Altura H % 2

5. Calcule a medida do raie das bases de um cilindro reto
cuja altura mede 50 cm, sabendo que, aumentando a
medida dos raios 8 cm, a drea lateral do novo cilindro
serd igual a area total do cilindro original. 20cm }

4
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EXPLORANDO Orientagdes e respostas no Manual do Prafessor. Resolva os exercicios no caderno.

Uma folha de papel com formato A4 foi colada numa folha de cartolina. Em seguida, a borda
maior do papel foi colocada num palito de madeira, conforme representado nas figuras:

folha A4
g
%
<
= — 5
palito de 3
madeira
1. Explique o experimento realizado conforme indica¢ées da figura.
2. Quais as medidas de uma folha com formato A4?
3. Utilizando uma calculadora, obtenha a érea total do cilindro de revolugao obtido.
4, Elabore um texto explicativo sobre as projecoes cilindricas observando a ilustragao e o mapa a seguir:
- §
3 I = Y =
s B e 3
# uf
b @
L
\.A‘!\(‘ Ty
1 ;E:? @ 5‘33\:‘,;‘
= u,\d é’
__Lﬂ,.-—"\..r“ F . /__\_HWVH"""‘_"‘W. .
N
Fonte: IBGE. Atlas Geogrdfico Escolar. Rio de Janeiro, 2012 p. 21
Pe¢a sugestdes ao seu professor de Geografia.
g
2
g
Aumentando cada 3
vez mais o nimero de
lados da base
R
Num prisma regular, as bases sao poligonos re- proximos da circunferéncia. Dessa maneira, intuiti-
gulares. Cada vez que o nimero de lados desses po- vamente, pode-se dizer que o prisma tende a ficar
ligonos aumenta, vao sendo obtidos poligonos mais com a forma cada vez mais préxima da forma de um
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cilindro. A drea da base tende a ser a area do circulo,
e o volume pode ser assim obtido:

Vs =A, - h

cilindro

s 2 =
Vcllndm_(n. n°-h =>Vclﬁndm_n-r2-h

Como feito no célculo do volume para o pris-
ma, também pode ser feito para o cilindro. Conside-
rem-se um cilindro com altura h e érea da base A e
também um prisma com a mesma altura e a mesma
area da base:

Qualquer plano B, paralelo ao plano o, seciona
o cilindro e o prisma de tal forma que as segdes tém
area igual. Por esse motivo pode-se dizer, conforme
o principio de Cavalieri, que o volume do cilindro é
igual ao volume do prisma.

Como a area da base de um cilindro corres-
ponde a area de um circulo (A, = & - r?), pode-se
escrever:

Resolva os exercicios

Questoes e reflexoes no caderno.

Respostas no Manual do Professor.
1. O volume V de um cilindro circular reto é direta-

mente proporcional a altura?

2. Mantendo a altura de um cilindro e duplicando
a medida do raio da base, o que ocorre com o
volume?

¥ 4

Exemplos:

1. Sabemos que a densidade do ferro utiliza-
do por uma industria na fabricacdo de de-
terminado tipo de parafuso é 7,86 g/cm?.

- Unidade 3 Geometria Espacial

lustragdes: Adilson Secco

A cabega do parafuso é um prisma hexago-
nal com altura de 0,7 cm e aresta da base
de 1 cm; j& o corpo do parafuso é um ci-
lindro circular reto com altura de 8 cm
e diametro da base com 1,2 cm, como pode
ser observado na figura a seqguir. Com essas
informacées, vamos calcular quantos quilo-
gramas de ferro serao utilizados na confec-
¢ao de 100000 parafusos.

“
1ch ._

07 cm

I1 2 cm

Bcm

+ (dlculo do volume da cabeca do parafuso
(volume de um prisma hexagonal), consi-
derando V3 =3,14.

V=A,-h

La=6.-1Y3

4

vzs-ffg-a7

V=6- ‘r‘tﬂ- 0,7 =V=18165 cm?
- (Calculo do volume do corpo do parafuso
(cilindro), considerando T =3,14.

V=m-r’-h
V=314-06%-8=V=90432 cm?

- (alculo da massa de um parafuso (da Fisica,
temos que a densidade d é o quociente da
massa m pelo volume V). Assim:

m
d="

786= = m=85357242g

—

1,8165 +9,0432

- Massa necessaria para 100000 parafusos:
100000 - 85357242 g=85357242g=
=8535,7242 kg

Serao necessarias, portanto, aproximadamen-
te 8,5 toneladas de ferro para fabricar 100 000 pa-
rafusos.



2. Considere que a parte interna de um grande tangue cilindrico para armazenamento de combustivel,
como na figura a seguir, meca 20 metros de didmetro e 10 metros de altura. Vamos determinar a capa-
cidade, em litros, desse tangue.

Jorg Hackemann/S hutterstock.com

Exercicios resolvidos

+ (Célculo do volume do tangue:

V=m-r-h
lr=314
V=3,14-102-10=V=3140m?

- Comoovolume 1 m? corresponde a capacidade de
1000 litros, temos que a capacidade C do tangue é:

C=2140-1000L
C=3140000L

1. Calcule o volume de um cilindro cujos raios da base
medem 10 dm e cuja altura mede 5 dm.

v =m-10%-5

cilindro
vV =500 t dm?

cilindro

2. Em um cilindro, completamente cheio de dgua, a me-
dida da altura & 60 cm e a medida do raio das bases é
10cm. Um outro cilindro tem 50 cm de altura e raio das
bases medindo 20 cm. Se a dgua do primeiro cilindro for
despejada no sequndo, que percentual da altura total a
agua atingira?

v 102,
e AL, O

V, m-20°.60 20000 '

o percentual da altura total atingida pela dgua é 30%.

3. Sabendo que a érea lateral de um cilindro reto é 100
m’ e seu volume & 250r m®, calcule a 4rea de cada
uma de suas bases.

Sendo R a medida do raio das bases e H a medida
da altura do cilindro, temos:

2.-t-R-H=100t - R-H=50

-R*-H=250nr - R*-H=250 - R-50=250 ..
~R=5m

R-H

Sbase=ﬂ:-52

S, =251 m?

base

Exercicios propostos

Resolva os exercicios no caderno.

1. Emumcilindroreto, a altura mede H e os raios das bases
medem R.

Figura: @ DAE

a) Seamedidado raio das bases for multiplicada por 2,
o volume sera multiplicado por quanto?

b) Se a medida da altura for multiplicada por 2, o volu-
me serd multiplicado por quanto?

¢} Setanto a medida do raio das bases quanto a altura
forem multiplicados por 2, o volume serd multipli-

Respostas no Manual
cado por quanto? "=°F
HOE do Professor.

2. Osrolos de papel higiénico sdo vendidos em formato ci-
lindrico com um fure também cilindrico em seu centro.
Considere que um rolo, ainda sem uso, tem didmetro
total de 10 cm e didmetro do furo de 4,5 cm. Considere
ainda que a medida da altura do rolo é 10 cm. Calcule
o volume aproximado de papel contido em dois rolos

novos. Utilize a aproximacdo = 3,14. Aproximadamente
125208 cm?

3. Sobre um cilindro reto, sabe-se que, se a medida do
raio das bases for aumentada 50 cm e se a medida da
altura for mantida, ou se a medida do raio das bases
for mantida e se a medida da altura for multiplicada
por quatro, 0s aumentos no volume serdo iguais.
Calcule, entao, a drea de cada uma das bases do }
cilindro inicial. 2500mcm”
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4. Um cilindro equildtero e um cubo, cujas arestas medem
2V m, t8m a mesma area total. Obtenha o volume do
cilindro.  16mm’

5. Em um supermercado, um consumidor ficou em divida

sobre qual tamanho de lata cilindrica seria mais vantajoso

do ponto de vista econdmico. Na primeira embalagem, o

raio das bases e a altura medem, respectivamente, 5 cme

10 cm; na segunda, essas medidas sao, respectivamente,

4 cm e 15 em. Além disso, as duas embalagens sdo ven-

didas pelo mesmo prego. Agora responda: qual das duas
embalagens é economicamente mais vantajosa’

A primeira € mais vantajosa do panto de vista econdmico.

6. Considere gue a carroceria de um caminhao tem a forma
de um cilindro. As dimensoes aproximadas desse cilindro
sao 8 metros de comprimento e 1,50 metro de diametro
interno. Quantos caminhdes, no minimo, serao necessa-
rios para transportar 700 000 litros de combustivel? Utilize
a aproximacdo m=3,14. 50

7. Um recipiente cilindrico, cujos raios de cada base me-
dem 20 cm e cuja altura mede 50 cm, contém agua até
a metade da altura. Colocando pedras no interior desse
recipiente, o nivel da dgua sobe 2 cm. Qual o volume das
pedras colocadas no recipiente? £00x cm?

8. As calhas tém vérias utilidades, como coletar a dgua da
chuva e evitar umidade nas paredes. Considere uma
calha com formato de um semicilindro cujos raics de
cada base medem 10 cm e cujo comprimento € 2 m. Em
litros, qual volume de dgua essa calha comporta? Utilize
aaproximacaomt=3,14. Aproximadamente 31,4 litros.

9. Observe a pilha de manilhas de concreto representada
na ilustracao a sequir.

llustragbes: Adilsan Secco

As manilhas sao ocas, de modo que a medida do raio
interno & 45 cm e a do raio externo € 50 ¢cm. Sabendo
que o comprimento de cada manilha é 1 metro, calcule:

a) o volume de concreto, em dm? das 8 manilhas da
pilha. Utilize a aproximacao =3,14;

b) a medida da altura da pilha formada pelas 8 mani-
lhas. Utilize a aproximagao =1,73.
Respostas no Manual do Professor,

10. Um cilindro reto & seccionado por um plane perpendi-
cular as bases e distante 5 cm do centro destas, como
mostra a figura. Se os raios das bases do cilindro medem
13 cm, qual a drea da secdo obtida pela interseccao entre
o plano e o cilindro, cujo volume é 3380 cm®? g0 i

11. Um tanque de combustivel tem formato cilindrico e é
utilizado na posicao mostrada na figura a seguir:

50 cﬂ

A medida do raio das bases do cilindro € 1 m e o compri-
mento do tanque é 6 m. Calcule o volume de combustivel,
em litros, contido no tangue, sabendo que a altura atingi-
da é 50 cm, Utilize as aproximagdes = 3,14 e /3= 1,73,

6m

Aproximadamente 3685 L

12. Elabore um problema considerando uma manilha de ci-
mento, conforme medidas indicadas abaixo. Em seguida,
peca a um colega que o resolva.

Resposta pessoal,

13. Elabore um problema relacionando os volumes de um
paralelepipedo e um cilindro, considerando que esses
sélidos sao equivalentes. Em seguida, resolva-o e apre-
sente-o0 a turma.

Resposta pessoal.
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TEXTOS NA MATEMATICA

Apos a crise dos incomensuraveis, que pode ser situada no seio da nascente

escola pitagérica, surgiu outra grande polémica muito fértil entre os fildsofos o
pré-socraticos. Ao que tudo indica o problema da incomensurabilidade
entre magnitudes gerou algumas concepgdes polémicas acerca da
natureza do mundo fisico, como a doutrina atomistica, defendida
por Demécrito de Abdera (aproximadamente, 460 a.C.-370 a.C.),
que propunha a existéncia do infinitamente pequeno compondo o
ser das coisas.

Demdcrito é célebre hoje como proponente de uma doutrina
materialista atdmica, mas em seu tempo adquiriu também reputacao
como gedmetra. Diz-se que viajou mais que qualquer outro em seu
tempo — para Atenas, Egito, Mesopotamia, e talvez India — adquirindo
tanto conhecimento quanto possivel; mas seus proprios sucessos em mate-
matica foram tais que ele se gabava de que, nem os “estiradores de corda” do Egito
o superavam. Escreveu muitas obras de matematica, das quais nenhuma se preservou,
mas temos os titulos de algumas: Sobre os Numeros; Sobre a Geometria; Sobre tan-
gencias; Sobre Representacoes; e Sobre Irracionais.

BOYER, Carl Benjamin. Historfo do Matemdtico. Sdo Paulo: Edgard Blicher, 3°ed., 2010. P54

“Demacrito, no século V a.C., foi o primeiro matematico grego a determinar o
volume da piramide e do cone. Apesar de os egipcios ja saberem encontrar o volume
da piramide de base quadrada, o mérito de Democrito esta em ter generalizado, bem
ao estilo grego, a maneira de determinar o volume para piramides de base poligonal
qualquer. Para obter o volume do cone, bastava uma inferéncia natural obtida pelo
aumento, repetido indefinidamente, do numero de lados do poligono regular forman-
do a base da piramide. Foi, assim, o primeiro a falar de infinitesimais, pensando em
utilizar laminas circulares infinitamente finas para calcular o volume de cilindros e
cones, antecipando-se assim ao teorema de Cavalieri, nesses casos.”

Disponivel em: <http:/fwww. pucsp.br/pos/cesima/schenberg/alunos/emersonjesus/07>.html. Acesso em: 29 abr. 2016

“No século 1 d.C., Plutarco, um escritor grego e autor de um livro chamado “As
Vidas dos Homens Ilustres”. No capitulo referente a vida de Marcelo, o general romano
que comandou o saque de Siracusa, ele dedica boa parte de sua narrativa ao grande
gedmetra grego Arquimedes. Em particular, conta Plutarco que, de todas as desco-
bertas que Arquimedes fez, a que o gedmetra mais apreciava era a relacdo de areas e
volumes de um cilindro e da esfera nele contida. Mais precisamente, consideremos
uma esfera de raio R, inscrita num cilindro circular reto, de altura 2R e cuja base tem

raio R, como na figura a seguir.”

Adilson Secco

idgeman
B,E.dg Arp [iﬁra,

Demdcrito
(460 aC—-370aC)
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“... entre 0 muito que inventou parece-ime que o que mais apreciava era a demonstragio da
proporcao que ha entre o cilindro e a esfera nele contida, pelo que pediu a seus parentes que,
quando morresse, mandassem colocar sobre sua sepultura um cilindro contendo uma esfera
com uma inscri¢io da proporcio pela qual o que contém excede o contetudo.”

Plutarco

Cicero quando servia na Sicilia como questor, encontrou uma lapide com uma esfera ins-
crita num cilindro, pelo que julgou haver descoberto o timulo de Arquimedes. Cuidou entao
de restaura-lo, ja que ele se encontrava totalmente abandonado.

“Entao o volume do cilindro é 3/2 do volume da esfera, e a area total do cilindro também
€ 3/2 da drea da esfera. Ainda segundo Plutarco, Arquimedes teria pedido a seus parentes e
amigos que, quando morresse, mandassem colocar sobre sua sepultura um cilindro contendo
uma esfera, com uma inscri¢do da proporcéo referida na pagina anterior. Cicero, quando exercia
funcoes de magistrado romano na Sicilia, encontrou uma lapide contendo uma esfera inscrita
num cilindro. Como ele mesmo conta, julgou ter achado o timulo de Arquimedes e cuidou
de restaura-lo. Segundo o autor Howard Eves, ha pouco mais de vinte anos, em 1965, durante
uma escavacdo para construir um hotel em Siracusa, uma escavadeira deu com uma pedra com
a mesma figura antiga de um cilindro contendo uma esfera. Assim, o tamulo de Arquimedes
teria sido novamente encontrado nos tempos modermos. Mas desta vez faltou alguém com a
clarividéncia de um Cicero €, ao que parece, esse tumulo esta agora definitivamente perdido...”

“A relacdo de dreas e de volumes do cilindro e da esfera nele contida como descrevemos

: acima, figura como um corolario das Proposicoes 33 e 34 de um dos livros de Arqui-
gel‘“’n Art Lrhraw{k’-’yx

& e r‘t‘.!,Jea
2,

medes, intitulado “Sobre a Esfera e o Cilindro, parte I". Esse livro esta vazado em
estilo rigoroso, num encadeamento preciso de postulados, definicoes e teoremas.
Alias, esse € o estilo das demais obras de Arquimedes que chegaram até nos e
que sdo conhecidas desde a Idade Média. Tao grande ¢é a preocupacao com

o rigor e com a estruturacdo légica das demonstragoes, que o leitor sequer
percebe como o autor teria chegado a suas descobertas. Alias, isto é frequente
em Matematica, pois os caminhos da descoberta quase sempre sio diferentes
dos processos da demonstragao. Em consequéncia disso, os estudiosos das
obras de Arquimedes muitas vezes manifestaram surpresa diante de seus escritos,
sentindo-se frustrados por niao conseguirem entender como ele fez muitas de suas

Arquimedes " .
(287 aC. - 212 aC) descobertas. Houve até quem suspeitasse que ele usasse algum processo de descoberta

que propositadamente escondera da posteridade.”
Disponivel em: <www.ime usp.br/pleite/publartigos/avila/rpm10.pdf>. Acesso em 29 abr. 2016.

'QUESTGES Resolva os exercicios no caderno.
1. Apesar das muitas obras sobre matematica escritas por Demdacrito, infelizmente néo
foram preservadas. Cite o titulo de algumas.

2. No séculoV a.C,, 0 que Demdcrito determinou?

3. O que Arguimedes teria pedido a seus parentes e amigos para guando viesse a morrer?
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Conforme visto no capitulo 8, existem grandes
reservatorios com a forma de cilindro. Na agricultura,
€ comum a construcao de silos para armazenar graos
e folhagens, por exemplo, na ocasido de colheitas. Es-
sas construgdes podem apresentar uma parte com a
forma de cilindro e outra com a forma de cone.

Silos de armazenamento de graos na rodovia PR-471, Veré, PR.
Foto de 2014.

Assim como foi feito na abordagem sobre ci-
lindros, serd necessario obter relacdes que permitam
calcular area e volume de um cone, COmMo se vera a
sequir.

Cone e seus elementos

Na figura abaixo observa-se um circulo com
centro no ponto O e raio r situado num plano o, e
um ponto V fora desse plano: v

Figuras: © DAE

Mauricio Simonetti/P ulsar Imagens

CAPITULO

CONES

Para obter um cone, precisa-se tomar segmen-
tos de reta, todos com uma extremidade no ponto
V e a outra nos pontos do circulo. A reuniao de
todos os possiveis segmentos assim construidos &
um solido geométrico denominado cone circular
ou cone.

Considere-se um cone circular e a partir dele
identifiguem-se alguns elementos:

vértice ——»

altura

L raio da base

- base: é o circulo situado no plano a;

+ vértice: é o ponto V nao pertencente ao
plano o;

- raioda base: € o raio rdo circulo;

- altura: ¢ a distancia do vértice V ao plano da
base;

+ eixo: é a reta que contém o vértice Ve o
centro O do circulo da base;

- geratriz: ¢ qualquer segmento com uma
extremnidade no vértice V e outra extremi-
dade na circunferéncia da base.
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Um cone pode ser classificado, por exemplo,
conforme a inclinacéo de seu eixo em relacéo ao plano

da base;

Figuras: © DAE

cone obliguo cone circular reto

O cone circular reto também é chamado cone
de revolugao, pois pode ser gerado pela rotagao
de uma superficie com a forma de um triangulo
retangulo em torno de um de seus catetos, conforme
sugere a ilustragao a seqguir:

cone de revolugdo

OBSERVACOES:

1. Ainterseccdo de um cone com um plano que
contém o seu eixo € chamada secgao meridiana. No
cone circular reto, a seccao meridiana € um triangulo
isosceles.

2. Quando a seccao meridiana € um triangulo
equilatero, o cone circular reto é também chamado
cone equilatero. Nesse caso, a medida da geratriz é
o didmetro da base do cone, isto é, g = 2r.

- Unidade 3 Geometria Espacial

Rela¢oes métricas no cone

No cone circular reto, como esta representado
a seguir, hd uma relagcdo métrica que pode ser obtida
pelo teorema de Pitdgoras. Essa relacao considera a
geratriz, a altura e o raio da base.

e e

Superficie do cone

Considere que um modelo de cone circular
foi planificado, como sugere a figura a sequir. Para
avaliar a superficie do cone, deve-se, inicialmente,
considerar que ela esta dividida em duas partes: a
superficie lateral e a base.

Y
4
¥
II'\
\I
o - N
planificacao
/,'. \
a . g
P "._\
// B
& superficie lateral S
.-/.
e = —_— “2mr
.‘:;_:n-—-q:._—:. :
i base



No cone circular, guando se pensa no célculo da
area, deve-se considerar a drea do circulo da base e a
area da superficie lateral (reuniao das geratrizes) para,
assim, ser obtida a area da superficie total (reunido da
base com a superficie lateral):

Area de base (A,) — érea do circulo da base:
A=mrr
Area lateral (A) — area do setor circular cujo

raio € a geratriz do cone e o comprimento do arco é
o comprimento da circunferéncia da base do cone:

A = mrg. A seguir serd mostrado como obter
essa relacao.

Area total (A) — soma da rea lateral e da drea
da base:
A=A +A

Observe, a seguir, como obter a relacao que
expressa a drea lateral do cone (A, ).

Inicialmente se estabelece uma relagcao entre
a area do setor circular e o comprimento do arco

correspondente: "

setor circular

rco

Da Geometria Plana sabe-se que o compri-
mento do arco é proporcional ao comprimento
da circunferéncia correspondente gue o contém.
Assim, considerando o angulo central o. em graus,
chega-se a:

4 o 2nRa
T fu] A= o
2R 360 360

Também se sabe que a area do setor circular é
proporcional & drea do correspondente circulo que o
contém, ou seja:

A

setor o

nmR?  360°

Portanto, conforme as duas relagdes, pode-se

acrescentar que:
Agor _ @ ¢

Se1or

nR?  360° 2mR

Observando a primeira razao e a terceira desta
igualdade, chega-se ao resultado:

Ao _ €
mR*  2mR

f-R
A =TR —=A__=—
= 27R o 2(}

Pode-se, a partir dessa relacao, considerar a
planificacdo de um cone para obter a 4rea lateral:
v

superficie lateral

Figuras: © DAE

L'=]

O comprimento do arco agora é o comprimen-
to da circunferéncia correspondente & base do cone
(circunferéncia com raio ) e o raio do setor circular é
igual a geratriz do cone, isto &

€=21r e g=R
Substituindo esses resultados na expressao ()

obtida anteriormente, obtém-se a area lateral (drea
do setor destacado):

R
Mo =5
2nr-g
Aer = T Awem TG

Portanto a area lateral do cone é A, =Trg,
sendo r a medida do raio da base do cone e g a me-
dida da geratriz do cone.
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Exemplo:

Planificando um cone circular reto, obtém-se
um setor circular com raio de 10 cm e um angulo
central de 144°. Calculam-se, entao, a area lateral e a
area total do cone.

o 15m;,er‘ﬂr:ie

7

<L et

Figura: € DAE

Exercicios resolvidos

Conforme visto anteriormente, & possivel calcular
o comprimento do arco ¢ indicado na figura anterior:

14 _ o
2R 360°
4 144°
= ={=8mcm
2r-10 360°

O comprimento do arco obtido corresponde
ao comprimento da circunferéncia da base do cone.
Assim, chega-se a

Bn=2mr=r=4cm
Célculo da érea lateral do cone:
A =mrg
A =T-4-10=>A =40 cm’

Area total do cone:
A, =mr-(g+r)
A, =m-4-(10+4)= A =56mcm’

1. Calcule a drea total de um cone reto cujo raio da base
mede 5 cm e a altura mede 12 ¢cm.

Seja g a medida da geratriz do cone, temos:
g =5+125g=13cm

Logo:

S =5
S =901 cm?

i 5.5 ,=%-5-13+R-.5?

2. Adérealateralde um conereto é 15mcm? Saben-
do que a geratriz é duas unidades maior que o
raio da base, calcule a altura desse cone.

Sejamr e g, respectivamente, o raio da baseea
geratriz, temos:
5 Iateml=n: g o

g=r+2

15-t=m-r-r+2)—>rr+2r-15=0 ..
.. r=-5(nao convém)our=3

Seja h a altura do cone, temos
(3+2=3*+h* - h=4cm

3. A superficie lateral de um cone reto foi planificada e
esta representada na figura a sequir.

-

.

Oraiodo setor circular da figuramede 10cm e o dngulo
central mede 216° Calcule:

a) a medida do raio da base do cone cuja superficie
lateral esta representada na figura;

b) a drea lateral do cone.

a) Seja R a medida do raio da base do cone, r o raio
do setor circular e { o comprimento do arco (que
sera o comprimento da circunferéncia correspon-
dente ao cone), temos:

f o
2m-r 360
InR 216°
= = R=6cm
2m-10 360°

b) Observando que a geratriz do cone corresponde
ao raio do setor circular, temos:

5Ia1.er::I=T|:.g.r
5Ia1.eral=r['6'10
5 =60mcm

lateral
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Exercicios propostos

1.

Resolva os exercicios no caderno.

Em um cone reto (representado a seguir), as medidas
do raio da base e da altura sao, respectivamente, 15 cm
e 20 cm. Determine a medida da geratriz desse cone.

25em

Figuras: © DAE

Qual é a area lateral de um cone reto em gue o raio da
base mede 4 m e a altura mede 3 m?

20k m*

A &rea total de um cone reto é 70m cm’. Se a geratriz
desse cone mede 9 cm, gual é a medida do didmetro
da base?

10 em

Qual é a &rea lateral de um cone equildtero cuja altura
mede 43 m?

32nm’

Em um cone reto, a area lateral é 65ndm? e a soma das
medidas da geratriz e do raio da base é 18 dm. Calcule
a medida da altura desse cone.

12dm

Um cone equildtero e um cilindro reto tém a mesma
areatotal Se o volume do cilindro é 432em? e a medida
dos raios das bases € a metade da medida da altura, qual
éaalturado cone? 6v/6cm

Um professor pediu aos alunos que construissem um
cone reto utilizando cartolina e fita para unir a base
e a superficie lateral. Um dos alunos, para facilitar
seu trabalho, recortou um semicirculo para ser a
superficie lateral, como mostra a figura.

O raio do semicirculo media 20 cm. Em seguida, o aluno
recortou, de um outro pedaco de cartoling, um circulo
cujo raio media 10 cm, para ser a base do cone, pois
pensou “se 0 angulo do setor circular é igual a 180°
(semicirculo), o raio da base do cone também mede a
metade do raio do setor circular”. Responda:

a) O raciocinio do aluno foi correto? Sim.

b) Se o angulo do setor circular recortado fosse 1448,
qual seria a medida do raio do circulo da base? zcm

10.

11.

12

As medidas do raio da base, da altura e da geratriz de

um cone reto formam, nesta ordem, uma progressao

aritmética comrazao R.

a) Mostre que as medidas do raio da base e da geratriz
sao, respectivamente, 3R e 5R.

b) Calcule a érea total do cone, sabendo que a drea da
base & 36w m® Respostas no Manual do Professor

A medida da altura de um cone circular reto € 20 cm.
A razao entre as medidas do raio da base e da geratriz

é %Calcule:
a) a &rea da base desse cone; 2251 e

b) a drea lateral desse cone. e o

Um cone reto foi seccionado por um plano de modo a
determinar dois semicones, como mostra a figura.

O raio da base do cone mede 5 cm e a altura, 12 cm.
Calcule a drea total de cada semicone.

{45% + 60) cm’?

Em uma prova de Matemdtica, os alunos deveriam
calcular a érea total de um cone reto cujo raio da base
mede 6 cm e cuja altura mede 8 cm. Um aluno, distraido,
inverteu essas medidas, ou seja, considerou o raio da
base com medida 8 cm e a altura com medida 6 cm.
Assim, sua resposta foi x% superior & resposta que o
professor imaginava receber. Calcule o valor de x.

50

Em um cilindro reto, foi feito um furo cdnico, como
mostra a figura a seguir.

Considerando que a altura comum mede 21 ¢m, 05
raios das bases do cilindro medem 8 cm e o raio da base
do cone reto mede 3 cm, calcule a rea total aproximada
desse sélido. Utilize a aproximacao v2= 141.

Aproximadamente 51845m cm’,
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EXPLORANDO BT e .
OrientagOes e respostas no Manual do Professor.

Resolva os exercicios no caderno.

1. Vamos explorar a ideia de cone de revolugao. Desenhe um triangulo retangulo e, como sugere a
figura a seguir, imagine um cone de revolugao obtido pela rotagao do tridngulo em torno de um

dos seus catetos.

Observando as medidas do triangulo que vocé desenhou, calcule a area total do cone carrespondente.

Figuras: & DAE

2. Elabore um texto explicativo sobre as projeces conicas, comparando-as com as projegoes cilin-
dricas. Peca sugestoes ao seu professor de Geografia.

Volume do cone

Numa pirdmide regular, a base é um poligono
regular. Cada vez que o numero de lados desse
poligono aumenta, vao sendo obtidos poligonos
mais préximos de uma circunferéncia. Dessa maneira,
intuitivamente, pode-se dizer que a piramide tende a
ficar com a forma cada vez mais proxima da forma
de um cone.

aumentando cada
VEZ Mais o numero |
de lados da base |

- Unidade 3 Geometria Espacial

No volume 2 desta Colecao foi visto como cal-
cular o volume de uma pirdmide; o mesmo racioci-
nio pode ser utilizado para o calculo do volume de
um cone. Assim como foi feito anteriormente para
o calculo do Volume de um cilindro a partir do vo-
lume de um prisma, agora sera demonstrado como
calcular o volume do cone a partir do volume de
uma piramide:

Considere um cone com altura h e &rea da base
A, e uma pirdmide com a mesma altura h e a mesma
area da base A,. O plano B, paralelo ao plano o que
contém as bases, secciona o cone e a piramide,
determinando seccoes com a mesma area. Assim,
pelo principio de Cavalieri, constata-se que o volume
desses dois sélidos geométricos é igual.



2. Considere que o silo representado na ima-
gem a seguir tem as formas cilindrica e cé-
nica. Sendo 9 m o didametro das bases do ci-
lindro e do cone, 10 m a altura do cilindro e
3 m a altura do cone, vamos determinar, em
litros, a capacidade desse silo, desprezando
a espessura de suas paredes.

llustragoes: Adilson Secco

1
Voons = Vpllamlde =—A;h

e 3

Como a area da base de um cone circular corres-
ponde a drea de um circulo (mf2 ) , pode-se escrever:

Alf Ribeiro/Pulsar Imagens

Resolva os exercicios

Questoes e reflexdes no cademo.

Resposta no Manual do Professor.

Em um cone equildtero, a se¢ao meridiana é um
triangulo equiltero. Expresse o volume desse cone
em funcao apenas do raio da base.

Exempl 0Ss: Silos para armazenagem de grdos em Cascavel - PR. Foto de 2015

1. Um fabricante lanca um modelo de filtro
de café com forma de cone com 8 cm de
profundidade (altura do cone) e 8 cm de

Calculamos o volume do silo com a adicao dos
volumes do cilindro e do cone:

diametro da base. Vamos determinar a ca- Vaio = Vaiindeo  Vorne
pacidade desse filtro em mililitros. iZeh
|J 8cm _! Vﬂo:?t'rz'hcl—'_Tm
« » dras

3,14- (45723
Vﬂ053,14-(4,5}2-10+#

V,, =635,85 + 63,585 =V, = 699,435m’

v Como 1 m? corresponde a capacidade de 1000

Célculo do volume do cone considerando litros, temos:
=314
T C,, =699,435- 1000
: C 699435 lit
- itros
3,14-4°-8 silo
V=" —=V=133,97 cm’
Como o volume de 1 cm? corresponde a ca- OBSERVACAO:

: o . Um cone, quando é seccionado por um plano paralelo a
pacidade de 1 mL (mililitro), podemos dizer sua base e no qual ndo esta seu vértice, fica dividido em

que a capacidade do novo filtro é de aproxi- dois sélidos: um cone menor e outro solido denominado
madamente, 134 mililitros, tronco de cone.
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Questoes e reflexoes

tronco de cone

Resolva os exercicios no caderno.

Respostas no Manual do Professor.
Considerando a figura acima, a base de dois cones

H R
paralelose — =—=k (constante de proporcionali-
h r

dade), faca o que se pede.

1. Em fungdo de k, qual é a razdo entre a drea da base
de cada um dos cones, isto 6, ———7

CONe Menod

2. E a razao entre o volume desses cones, isto &,
ermlol

W

CONe Mmenor

?

3. Explique como pode ser calculado o volume do tron-
code cone se o volume dos dois cones for conhecido.

Exercicios resolvidos

1. Ageratrizde um cone reto mede, em decimetros, duas
unidades a mais que o raio da base e uma unidade a
mais gue a altura. Qual € o volume desse cone?

Figuras: & DAE

g=R+2—-R=g-2

g=h+1—-h=g-1

g’=h*+R?

g'=(g-1V+(g-2¢
g'=g'-2g+1+g°—4g+4

g'—6g+5=0 . g=1(ndoconvém)oug=>5
V. .= 3 -m3%-4 0 12n dm?

2. Asuperficie lateral de um cone reto é um setor circular
cujo raio mede 20 m e cujo angulo central mede 216°.
Obtenha a area lateral e o volume desse cone.

— 4.3
Sejam R e h, respectivamente, a medida do raio da ?7 = i
base e da altura do cone, temos: 5 -;e32-4

360° _2-m-20 5 _20
216°  2-m-R 3 R

200=h*+122 . h=16m

S R=12m

S =T - 12-20 .. 240mm?
V=§'ﬂ -12%.16 .. 768t m?

3. Umcone pode ser gerado a partir da rotacdo completa
de um tridngulo retangulo em torno de um dos seus
catetos.

B

al
A c

Determine a razao entre o volume dos cones gerados

pelas rotacoes do triangulo retangulo da figura anterior
em torno dos catetos AB e AC.

Seja xa medida do cateto AC, temos:
52=3+x2 - x=4cm

A razdo entre o volume dos cones gerados pelas ro-

tacoes do triangulo retangulo em torno dos catetos
AB e AC éigual a:
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Exercicios propostos

Resolva os exercicios no caderno.

1. Galcule o volume de um cone reto cujo raio da base
mede 6 cm e cuja altura mede 25 cm.

300m e’

25 cm

12 em
2. Emumcone equildtero, o perimetro da secao meridiana
& 30 cm. Caleule:
a) a medida da sua altura;
b) seu volume.
Respostas no Manual do Professor.

3. Um dos tipos de casquinha de sorvete tem formato de
cone reto, como se vé na imagem a sequir.

Calcule o volume interno de uma casquinha cujo raio
da base mede 3 cm e cuja altura mede 15 cm.

Utilize a aproximacao m=3,14.

Aproximadamente 1413 em’,

4. Um cone equildtero é equivalente a um cilindro reto.
Obtenha a 4rea lateral do cone sabendo gue o raio
das bases do cdilindro mede 6 cm e sua altura mede

16'\Ecm_

288w cm?

5. Para armazenar cereais, o proprietario de uma fazenda
adquiriu um silo formado por um cilindro reto e porum
cone reto, conforme a figura a seguir.

Figuras: & DAE

A altura da parte cilindrica mede 16 m e a altura total
mede 20 m. Além disso, o raio das bases das partes
cilindrica e cénica mede 6 m. Qual é o volume interno
desse silo?

6241 m’

6. Emumcone reto, a dreada base é numericamente igual
a terca parte da area lateral. Se a altura desse cone é
10V2cm, qual é a medida de sua geratriz?

15cm

7. Um cone é inscrito em um cubo, como mostra a figura
a seguir.

Se o volume do cubo é 729 cm?, qual é o volume do

? 243;
cone? s

8. Umrecipiente com aforma de cilindro reto esta cheio
de suco, que serd servido as criangas de uma escola.
Cada crianga receberd um copo de pléstico com for-
mato de um cone reto. Veja as ilustracoes a seguir. (As
ilustragges estao fora de proporcao.)

Cones Capitulo 9 -
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O planeta Terra tem a forma similar & de uma
esfera, pois, rigorosamente, 0s polos sao achatados.

Com base nessa comparacao, pode-se conside-
rar que o planeta é uma esfera com raio de aproxima-
damente 6370 km. Para determinar a area da super-
ficie da Terra, é preciso saber como calcular a érea de
uma esfera. Também interessa obter seu volume. Isso
serd visto neste capitulo.

Como pode ser observado na figura a seguir,
uma circunferéncia é uma linha, um circulo é uma
superficie e uma esfera é um solido.

QQ.

Resolva os exercicios

Questoes e reflexoes no caderno.

1. O gue ocorre com a medida do comprimento da
circunferéncia se a medida de seu raio for dupli-
cada?

2. Ecom o circulo, o que ocorre com a medida de

sua drea se a medida do raio for duplicada?
Respostas no Manual do professor. A

CAPITULO

ESFERAS

Esfera e seus elementos

Considere um ponte O e uma medida r.

O conjunto de todos os pontos do espaco, cuja
distancia ao ponto O é menor ou igual a r, é denomi-
nado esfera com centro O e raio r.

O conjunto de todos os pontos da esfera, cuja
distdncia ao ponto O é r, € denominado superficie
esférica com centro O e raior.

Uma maneira de obter uma esfera é pela rota-
¢do completa de um semicirculo em torno de um
eixo que contém o seu didmetro, como sugerido na
representacao abaixo.

Figuras: @ DAE

Além do centro e do raio, existem outros ele-
mentos da esfera que serdo mencionados a seguir.
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Entre esses elementos, constam: polos, equador, pa-
ralelo e meridiano.

polo 1 Py

paralelo

Figuras: © DAE

equador

meridiano
P3

polo

Polos: séo as intersecgoes da superficie esfé-
rica com o eixo;

- Equador:é umacdircunferéncia contida numa
seccao perpendicular ao eixo que passa pelo
centro da esfera;

-

Paralelo: ¢ uma circunferéncia qualquer per-
pendicular ao eixo;

Meridiano: é uma circunferéncia cujo plano
contém o eixo.

Observagoes:

1. Quando um plano secante passa pelo cen-
tro da esfera, determina uma circunferéncia
com raio igual ao raio da esfera. Assim ela é
chamada circunferéncia maxima. O circulo
correspondente é chamado circulo méaximo.

2. Distancia polar é a distancia de um ponto
qualquer de um paralelo a um dos polos.

Quando se pensa no célculo do volume
de uma esfera, deve-se encontrar um
solido geométrico que permita utilizar o
principio de Cavalieri.

- Unidade 3 Geometria Espacial

Cada ponto da superficie da esfera tem duas

distancias polares.
Py

P
2 AP, = distancia polar ao polo P,

AP_ = distancia polar ao polo P,

Volume de uma esfera

Tanto no cilindro quanto no cone, primeiro ob-
teve-se a area da superficie para entao se cbter o vo-
lume do sdlido correspondente. Na esfera ocorrera o
inverso: com base em seu volume sera obtida sua drea.

O volume da esfera pode ser obtido aplicando
o principio de Cavalieri. Quando se aplica esse prin-
cipio para estabelecer relacoes matematicas para
o célculo do volume de um prisma, constrai-se um
paralelepipedo com mesma drea da base e mesma
altura. Para o célculo do volume de um cilindro, cons-
tréi-se um prisma com mesma base e mesma altura.
Do mesmo modo, o célculo do volume de um cone
foi conduzido por meio da construgao de uma pira-
mide com mesma base e mesma altura.

Leia o texto abaixo.

Na ilustracao, estd representada uma es-
fera com raio R e centro no ponto O apoiada
num plano o. Também foi ilustrado um plano
B, paralelo ao plano a, seccionando a esfera e
determinando um circulo com raio r situado a
uma distancia x do centro dessa esfera. Deve-
-se considerar agora que o plano B muda de
posicéo. Conforme varia sua posicao (sempre
paralelamente ao plano @), a medida do raio r
também varia de acordo com a relacao (estabe-
lecida com base no teorema de Pitdgoras):



Ri=x+rour=R"-x

A drea do circulo determinado pelo plano B na
esfera pode ser calculada em funcéo de x, ou seja:

A =R
Ao =T-(R* = X7)
Assim, quando o plano B passa pelo centro

da esfera, obtém-se x=0; portanto, a area do cir-
culo maximo:

Apo =T
A =f|:-(ﬂ2 —02)=11:-R2

Para utilizar o principio de Cavalieri, é preci-
so encontrar um solido geométrico que possa ser
apoiado no planc o, de modo que qualquer pla-
no P paralelo ao plano o seccione os dois solidos
determinando seccdes com éreas iguais. Por isso,
inicialmente, deve-se encontrar uma figura plana
que tenha a drea igual a drea da sec¢do evidencia-
da antes. Essa figura plana é uma coroa circular, evi-
denciada no plano B ao lado da esfera, conforme
representado na ilustracao a seguir.

Para encontrar o solido, imagina-se o plano
assumindo outras posicoes, mas sempre paralelo
ao plano a. Observe a representacao a seguir, em
que o plano B (estdo indicadas apenas algumas
posicoes dele) varia de uma posicao bem proxima
da do plano a (no plano o o valor de x é o raio R
da esfera) até a posicao que passa pelo centro da
esfera. (O valor de x sera zero))

Resolva os exercicios

Questoes e reflexdes no caderno.

Figuras: ® DAE

Respostas no Manual do professor.
1. Vocétevedificuldade paracompreender algum tre-

chodotexto? Qual? O gue vocé nao cormpreendeu?

2. Conforme o texto, qual é a drea da seccao deter-
minada pelo plano B na esfera quando x mede a
metade do raio da esfera?

Qual sdlido geométrico pode ser utilizado
para, com base no principio de Cavalieri, deter-
minar o volume da esfera? O sélido procurado, de
fato, ndo € o formado pelos dois cones com raio e
altura R (mesma medida do raio da esfera). O pro-
curado é o cilindro equilatero; dele sao retirados
esses dois cones. O nome desse solido geométrico
¢ anticlepsidra.

Assim, pelo principio de Cavalieri, o volume
da esfera serd igual ao volume da anticlepsidra.
Portanto, chega-se a:

Vdera= anticlepsidea

meera: dmm_vcunes
s
vm=n-R2~.?_R-2-¥
2nR

vm=2na3-“T

47R’
Voo o=t
esfera 3
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Exemplos:

1. Considerando uma esfera inscrita num cilin-
dro equilatero, vamos determinar a razao en-
tre os volumes da esfera e do cilindro, nesta
ordem.

llustrago es: Adilson Secco

A altura do cilindro equildtero é igual ao dia-
metro da esfera. Além disso, a altura do cilindro
equildtero é igual ao didmetro de sua base. Dessa
forma, temos:

4
—- R
Vesfera — 3
Vigo TR -H
4
—-mR?
V&era 3 VEfEﬁ'i

2. Duas esferas de metal, com raio r e 2r, séo
fundidas para formar uma nova esfera. Como
todo o metal das duas esferas foi utilizado
(considere, portanto, que ndo ha desperdicio
nessa fundicao), qual serd o raio da nova es-
fera?

Vamos calcular:

>

T

R

- Unidade 3 Geometria Espacial

O volume da nova esfera, ja gue ndo houve des-
perdicio de metal, serd igual a soma dos volumes das
duas esferas dadas. Assim, sendo V o volume da nova
esferacomraio ReaindaV eV, o volume das esferas
dadas, temos:

R =r +87°

R*=9° =R=rifo

Observacdes:

1. Na figura a seguir, a parte retirada da esfera
(que lembra um gomo de laranja) é denomi-
nada cunha esférica.

Rotacionando um semicirculo com raio R de
um angulo o (em graus ou em radianos), obtemos
uma cunha esférica.

2. O volume da cunha esférica é proporcio-
nal a medida do angulo o indicado na fi-
gura acima. Assim, se esse angulo medir
360° (ou 27 rad), temos o volume da esfe-

ra. Portanto, o volume V__ € tal que:
Vowra _ @ _ otrad
Vesfera B 360° K 21 rad
3
o
Vo, o arad |Yem=50e @emgraus)

4__,"360° mrad 20R?
~ 7R’ Vo= =35, (ot ern radianos)



Exercicios resolvidos

aresta, estd cheio de dgua até a metade de sua capaci-
dade. Se forem acrescentadas trés esferas macicas com
raiode 1 dm cada nesse recipiente, quantos decimetros
a dgua ird subir? (Utilize a aproximacao m=3,14)

1. Qual o volume de uma esfera com 5 cm de raio? Vﬂgm it = 312,56 dm? ou 512,56 litros
- % Sr-53 Seja h a medida que a dgua subiu, temos:
10 -10 - h = 512,56 - 500 — 100h = 12,56 —
V.= 50;1 R it —h=0,1256 dm
2. Um recipiente em forma de um cubo, com 10 dm de Uma esfera cujo volume é 288r cm® esta inscrita em

um cilindro. Qual o volume desse cilindro?

Como a esfera estd inscrita no cilindro, o raio de cada
base do cilindro € igual ao raio da esfera, e a altura do
cilindro & igual ao dobro do raio da esfera. Seja R o
raio da esfera, temos:

Viina=10:10 -5

V, puainicia =200 dm? ou 500 litros % R =288 w—R = 6cm
vdguaﬂna.r=vdgua iniciar ¥ 3 Ves(ew Logo:
Vdgmﬁnd=500+3'%-n-135500+4-3,14 Voana= T8 6%+ 12

Vv =432 ntcm?

dilindro

Exercicios propostos

1. A mexerica, também conhecida como tangerina ou bergamota em determinadas regides
do Brasil, em geral tem formato aproximadamente esférico, conforme pode ser observado

Resolva os exercicios no caderno.

na imagem a seguir:

Mattika/Shu tterstock.com

Supondo que a fruta da fotografia tem a forma de uma esfera, cujo raio mede 3 cm, e &
composta por 12 gomos idénticos, calcule o volume aproximado de cada gomo. (Utilize a

aproximagac m=3,14) Aproximadamente 942 cm’.

Uma panela cilindrica, cuja altura mede 18 cm e cujos raios de cada base medem 10 cm, estd
‘completamente cheia com doce de leite. Deseja-se fazer docinhos com formato esférico e
coﬁ]diémetro de 3 cm. Qual a quantidade maxima de docinhos que poderdo ser feitos?

Um cone reto e um cilindro serdo fundidos para confeccionar uma esfera. Se a altura do cone
e a do cilindro medem 24 cm, o raio da base do cone mede 12 cm e o volume do cone e o

do cilindro sao iguais, qual a medida do raio da esfera? 12em . ’

7
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4. Em um laboratdrio € utilizado um recipiente de vidro
conhecido como balao.

y =4

\}J

Um balaoéformado por uma parte aproximadamente esfé-
rica e uma parte cilindrica. Calcule sua capacidade sabendo
que oraio da parte esférica mede 6 cm, o raio de cada base
da parte cilindrica mede 1,5 cm e a altura da parte cilindrica

mede 10 cm. (Utilize a aproximacao = 3,14)
Aproximadamente 975 mL

5. Uma esfera de metal, macica, foi fundida e o material
foi usado para fazer dois cubos, um com aresta de
8 cm e outro com aresta de 16 cm. Nao houve sobra de

material. Qual era o raio da esfera? N3
-

6. Um cilindro equildtero encontra-se cheio de dgua quan-
do uma esfera é completamente mergulhada nele e faz
transbordar certa quantidade de &gua. Sabendo que
o circulo maximo da esfera cabe de maneira justa no
cilindro, calcule o volume de dgua restante no recipiente
em funcao do volume V do cilindro. Ay

3
7. Um cilindro, cuja altura mede 20 cm e cujo raio de
cada base mede 10 c¢m, esta parcialmente cheio de
agua. Apds serem colocadas em seu interior trés

esferas idénticas, o nivel da agua subiu ia an, como
mostram as figuras.

Determine a medida do raio das trés esferas. 25 cm

8. Uma semiesfera oca, feita com gesso, cuja densidade é
2,32 g/cm? estd representada na figura a sequir.

10.

11.

Se o raio externo mede 8 cm e o interno mede 5 cm,
qual a massa aproximada, em quilogramas, dessa se-
miesfera? (Utilize a aproximacdo m=3,14)
Aproximadamente 1,88 kg.

Uma esfera estd inscrita em um cubo, como mostra a
figura a sequir.

Adrea total do cubo € 600 cm’, calcule, entdo, o volume
aproximado do interior do cubo nao ocupado pela

esfera, (Utilize a aproximagao w=3,14)
Aproximadamente 477 cm’.

Um cubo esta inscrito em uma esfera, como mostra a
figura a seguir.

Qual o volume da esfera, sabendo que as arestas do

cubo medem 8+/3dm? 2304m dm?

Em uma caixa de madesira, cuja base tem a forma de um
guadrado com lados medindo 1 m e cuja altura mede
50 cm, foi deixada uma abertura quadrada na tampa
para poderem ser colocados pequenos brinquedos. Os
lados da abertura medem 30 cm. Uma crianga tentou
colocar, pela abertura, uma bola, cujo raio mede 20 cm.
Isso nao foi possivel, pois o diametro da bola era su-
perior a medida dos lados da abertura.

e

Jlus
Adilso

No entanto, parte da bola passou pela abertura e ficou
no interior da caixa. Calcule a distancia entre o centro
da bola e o centro da abertura no momento em que a
bola ficou com o méximo de sua superficie no interior
da caixa. 5/7cm
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Area da superficie esférica

Para uma esfera, ainda é preciso determinar
uma relacdo matematica que forneca a area de sua
superficie. Aqui serd empregado um procedimento
intuitivo. Imagine uma esfera com centro no ponto
O e raio R. Se for considerada essa esfera, de forma
aproximada, como estando dividida em um numero
muito grande de “pirdmides’, como mostra a figura a
seguir (as bases dessas piramides seriam quase pla-
nas), havera uma superficie esférica também dividida
em um ndmero muito grande de poligonos (esses
poligonos seriam as bases das piramides, portanto
seriam quase planos).

Adilson Secco

Note que cada uma dessas piramides tem
como vértice o centro O da esfera. E aqui que deve
ser utilizado o procedimento intuitivo: quanto maior
o nlimero de piramides, mais proximas de poligonos
planos serao suas bases.

Além disso, a altura de cada uma dessas pirami-
des ird aproximar-se cada vez mais do raio R da esfe-
ra. De forma intuitiva, pode-se dizer que o volume da
esfera é, aproximadamente, igual & soma do volume
das piramides em que a esfera foi dividida.

Considerando os n poligonos em que a super-
ficie da esfera foi dividida e suas respectivas areas (A,,
A, A, .. A) e considerando ainda que o volume de
uma piramide é um terco da drea da base multiplica-
do pela altura, conclui-se que o volume V da esfera é:

1 1 1 1
Veswa =5 A RS Ay RE A R+ A, R

vm=%-R-(A1+A2+A3+.,.+A,,)

Como a soma da area das bases das “piramides”
consideradas tende a drea A da superficie da esfera
e como o volume da esfera é conhecido, entdo, da
igualdade anterior, temos:

2 RR=1RA
3 3

4-t-RP=A=>A=4-n-R*

Exemplos:

1. Considerando que, na linha do Equador, o
comprimento da circunferéncia da Terra é
aproximadamente 40000 km, vamos deter-
minar a drea da superficie da Terra, conside-
rando-a com forma similar a de uma esfera.

Célculo do raio da esfera correspondente a Terra:
C=2mR

20000
pi

40000=2nR =R= km

Célculo da drea da superficie da esfera corres-
pondente:

A=4.-w-R

2
20000
A=4-1t-[ ]
b

_ 1600000000
b

A

1600000000
3,14

A A =509554140 km?

1l

2.Uma embalagem cilindrica contém trés boli-
nhas de ténis com mesmo tamanho que tan-
genciam internamente a embalagem. Consi-
derando que as bolinhas, duas a duas, também
se tangenciam, determine a razao entre a area
total do cilindro e das trés bolinhas. Desconsi-
dere a espessura da embalagem.
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O raio da base do cilindro é igual ao raio de Observacoes:
cada bolinhae a a_Itura do cilindro é trés vezes o dia- 1. Se considerarmos apenas a parte da cunha
metro de uma bolinha. Assim, temos: esférica pertencente a superficie esférica, te-
mos um fuso esférico.

g Adingo 217 -(h+1)

E Abolm 3'{47':"2)

£ A 2nr-(6r +7)

§ cilindro —

T : ; = f
Ao 3:(47) L
A 14nr’
—cinde — e 2. A drea do fuso esférico é proporcional a me-
Acioras T dida do angulo o indicado na figura acima.

Assim, se 0 angulo o medir 360° (ou 27 rad),

Adingo _ 7 temos a drea da esfera. Portanto, a area A__
Koo 8 é tal que:

o

Ao _ @° _ orad
A, 360° 2mrad

onR?
Ao _ @ _orad A= % (ocem graus)

= = =
4mR?  360° 2mrad

A= 20.R* (o em radianos)

Exercicios resolvidos

1. Calcule a drea da superficie de urna esfera cujo raio
mede 4 dm.

5, =4 -4

5., = 64mdm’

2. Calcule o volume de uma esfera cuja drea de sua super-
ficie é 36m cm?.

Seja R o raio da esfera, temos:

Adrea docirculo gerado pela intersecgao do plano com

—ArR? SR
b a esfera é 9 em? Caleule a drea da superficie da esfera.

Logo: Seja r o raio do circulo gerado pela interseccao do
4 plano com a esfera, temos:
. .- . |

Veotra = 3" . In=nr—>r=3cm
Assim:R2=42+32 5 R=5cm

V.. =36ncm’
Logo:

; : § =4.m-5°
3. Um plano secciona uma esfera com raio R em uma esfera
distancia de 4 cm do seu centro. S, =100mcm’
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Exercicios propostos

1%

2.

Resolva os exercicios no caderno.

Calcule a area da superficie de uma esfera cujo raio
mede 10 cm. 400m e’

Calcule o volume de uma esfera cuja superficie tem area
de 144m cm?’. 2887 cm”

Uma esfera é seccionada por um plano que dista
6 cm do seu centro. Se a drea da sec¢do obtida é
641 cm?, quais 530 o volume e a drea de superficie
dessa esfera?

n
crm? Area: 400m cm®

4000
Volume:

3

llustragoes: Adilson Secco

Em uma esfera, a razao entre 0s nUmeros que expressam
o volume e a drea de sua superficie é 4. Calcule:

a) a medida do raio dessa esfera; 12 cm.
b) a razao entre o volume dessa esfera e o volume de

outra esfera cuja superficie tem area de 144 cm?,
8

5. De uma esfera, cujo raio mede 3 metros, foi retirada a
guarta parte, por meio de cortes perpendiculares. O
solido resultante estd representado na figura a seguir.

Respostas no Manual do
a) Calcule o volume do solide resultante. professor,

b) Calcule a drea da superficie do sélido resultante.

c) Compare o resultado obtido no item anterior com
3 area da superficie da esfera antes do corte. A que
conclusdo vocé chegou?

6. Uma esfera estd inscrita em um cubo. Qual a razdo entre

a drea da esfera e a drea do cubo? ®
&

7. Qual é aproximadamente, a drea da superficie esférica
de uma laranja com 7 cm de didmetro? (Utilize a apro-
ximacao nt=3,14) Aproximadamente 153,86 cm’

8. Para um trabalho, Frica precisa pintar oito esferas de
isopor cujo raio é 6 cm. Qual a area total a ser pintada?
1152x cm?

Algumas conclusoes

Procure responder Ou a0 menaos pensar a res-

peito de possiveis respostas para algumas questdes
envolvendo o estudo de cilindro, cone e esfera. Caso
tenha alguma dificuldade para obter respostas, sugeri-
mos retomar os conceitos principais.

1. Qual sélido de revolugao é obtide pela rotagao

de uma superficie retangularem tornodeum de
seus lados?

2. Qual a relagdo matematica que permite obter a

area total de um cilindro reto com raio da base
re altura h?

3.E qual a relagao que fornece o volume do

cilindro?

4. Explique o que é um cilindro equilatero.

5. Qual expressdo fornece a area lateral de um
cone circular com raio r, altura h e geratrizg? E
gual fornece a area total?

6. Qual expressao fornece o volume do cone cir-
cular com raio 1, altura h e geratriz g7

7. Expligue o que é um cone equilatero.

8. Qual expressao fornece a area total de uma es-
fera com raio r?

9. E o volume da esfera, é fornecido por gual expres-
sao?
10. Qual a diferenca entre cunha esférica e fuso es-
férico?

Troque ideias com seus colegas a respeito das res-
postas para as questdes acima. Depois, liste as dificuldades
encontradas e os assuntos que devemn ser retomados.
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Vestibulares e Enem

Resolva os exercicios no caderno.

1. (Enem) Para resolver o problema de abastecimento
de 4gua, foi decidida, numa reunido do condominio, a
construcao de uma nova cisterna. A cisterna atual tem
formato cilindrico, com 3 m de altura e 2 m de didmetro,
€ estimou-se que a nova cisterna devera comportar 81m?
de dgua, mantendo o formato cilindrico e a altura da
atual. Apés a inauguragao da nova cisterna a antiga sera
desativada.

Utilize 3,0 como aproximacao para 1.

Qual deve ser o aumento, em metros, no raio da cisterna
para atingir o volume desejado?

a)05 d) 3,5
b) 1,0 e) 80

@20

2. (PUC-RJ) Ovolume do sdlido gerado pela rotagao de um
quadrado de lado 3 cm em torno de um dos seus lados

€ emcm?®;

a)3m d18n
b)6m @27 x
c)Sr

3. (UE-MG) Um reservatdrio de dgua, de formato conico,
com raio da tampa circular igual a 8 metros e altura igual
a 9 metros, serd substituido por outro de forma cubica,
de aresta igual a 10 metros.

Estando o reservatorio cénico completamente cheio, ao
se transferir a dgua para o reservatdrio clbico, a altura do
nivel atingida pela dgua serd de (considere m=3).

@576 m ) 638m
b)443m d)874m
4. (PUC-RS) Uma casquinha de sorvete na forma de cone
foi colocada em um suporte com formato de um cilindro,

cujo raio da base e a altura medem a cm, conforme a
figura.

llustragbes: Adilson Secco

O volume da parte da casquinha que esta no interior do
cilindro, em cm?, é

na’ na
a) — —_—
3
2 3
b) ma o ma
3 6
3
Tta
) —
2

5.

6.

(UEG-GO) Suponha que haja laranjas no formato de uma
esfera com 6 crm de didmetro e que a quantidade de suco
que se obtém ao espremer cada laranja € 2/3 de seu volu-
me, sendo o volume dado em litros. Nessas condigoes, se
quiser obter 1 litro de suco de laranja, deve-se espremer
no minimo

Use =314

a) 13 laranjas ) 15 laranjas
(®)14 laranjas d) 16 laranjas

{Udesc) Uma bola esférica é composta por 24 faixas iguais,
como indica a figura.

Sabendo-se que o volume da bola € 2304w cm?, entao a
area da superficie de cada faixa é de:

a) 20 mcm? d) 27 mcm?
®)24 mem? e) 25 mem?

c) 28 mem?

(UEG-GO) Uma laranja com formato esférico e com
6 ¢cm de didmetro foi descascada até a sua metade.
Considerando-se esses dados, verifica-se gue a drea
total da casca retirada da laranja é de aproximadamente
(use m=3,14)

a) 48 cm? c) 74 cm?

®)57 cm? d) 95 cm?

(Unicamp-SP) Um cilindro circular reto, com raio da base
e altura iguais a R, tem a mesma area de superficie total
gue uma esfera de raio

a) R o V2R

b) V3R @R

(UFSM-RS) Uma alternativa encontrada para a melhoria

da circulagdo em grandes cidades e em rodovias é a
construcao de tlneis. A realizagao dessas obras envolve
muita ciéncia e tecnologia.

Um tdnel em formato semicircular, destinado ao transporte
rodoviario, tem as dimensdes canforme a figura a seguir.




Qual é o volume, em m3, no interior desse tinel?

a) 4800n d) 28800m
®)7200m e) 57 600m
€) 14400m

(UPF-RS) E possivel construir um dado redondo e ho-
nesto, isto é, com probabilidade 2 para cada um dos

seis valores que ele pode sortear. As marcagoes do dado
redondo sao pintadas sobre a superficie de uma esfera,
usando-se uma disposicdo andloga & do cubo conven-
cional. Dentro da esfera, encontra-se uma cavidade na
forma de um octaedro. Dentro da cavidade, coloca-se
uma peguena esfera metélica pesada, que fica solta.
Quando o dado redondo é langado, toda a estrutura
tende a se equilibrar com a pequena esfera, ocupando a
posicao de um dos seis vértices do octaedro e fazendo
com que o topo da superficie esférica apresente uma
das seis marcagoes.

Estrutura interna de um dado redondo.

({Disponivel em: <www.uff.bricdme/pdp/pdp-html/pdp-brhtmi>. Acesso
em: 10 abr. 2015).

11.

Se a esfera metélica que esta dentro da cavidade em
forma de octaedro do dado redondo tiver 6 mm de dia-
metro e for feita de chumbo, gue tem massa especifica
de 11,3 g/cm?, qual é a massa dessa esfera?

(@)04068ng d) 08136mng
b) 4,068ng e)8,1369
c) 12,2049

(UPE) Um torneiro mecanico construiu uma pega retiran-
do, de um cilindro metélico macigo, uma forma cdnica,
de acordo com a figura 01 a seguir:

Considere 04068 =3

10 em

figura 01

6
:
2
£
£

12.

13.

Qual & o volume aproximado da pe¢a em milimetros
cubicos?

@)2,16x 10

b) 7.2 x 10*

c)28x10°

d) 832 x10*

e)314x10°

(Fuvest-SP) A grafite de um lapis tem guinze centimetros
de comprimento e dois milimetros de espessura. Dentre
os valores abaixo, 0 que mais se aproxima do nimero de
atomos presentes nessa grafite &

Nota:

1) Assuma que a grafite é um cilindro circular reto, feito
de grafita pura. A espessura da grafite é o didmetro da
base do cilindro.

2) Adote os valores aproximados de:

« 2,2 g/cm? para a densidade da grafita;

- 12 g/mol para a massa molar do carbono;

- 6,0 X 107 mol~' para a constante de Avogadro
a)sx10®2

b) 1x10%

@5x%102

d)1x10%
e)5x 10%

(Enem) Uma empresa que organiza eventos de formatura
confecciona canudos de diplomas a partir de folhas de
papel quadradas. Para que tedos os canudos figuem
idénticos, cada folha é enrolada em torno de um cilindro
de madeira de didmetro d em centimetros, sem folga,
dando-se 5 voltas completas em torno de tal cilindro.
Ao final, amarra-se um cordao no meio do diploma, bem
ajustado, para gue nao ocorra o desenrolamento, como
ilustrado na figura.

ega Pixel/Shutterstock.c

Em seguida, retira-se o cilindro de madeira do meio do
papel enrolado, finalizando a confecgao do diploma.
Considere que a espessura da folha de papel original seja
desprezivel.

Qual é a medida, em centimetros, do lado da folha de
papel usado na confecgao do diploma?

a) nd

b) 2 nd

c) 4 nd

@5nd

e) 10 nd

Esferas Capitulo 10 -



Vestibulares e Enem

14. (UPE) Afigura a sequir representa a vista de cima de uma

cisterna cilindrica. Os pontos A e B indicam os locais de
abastecimento, diametralmente opostos, e o ponto X
mostra a posicdo de uma pessoa que se encontraa 6 m
deAea8mdeB.

X

Sabendo-se que a profundidade da cisterna é de 2 m,
qual a sua capacidade maxima?

(Considere k= 3)
a) 14000 litros.
b) 48000 litros.
) 100000 litros.

150000 litros.
e) 300000 litros.

15. (Uerj) Um funil, com a forma de cone circular reto, é

utilizado na passagem de 6leo para um recipiente com
a forma de cilindro circular reto. O funil e o recipiente
possuem a mesma capacidade. De acordo com o esque-
ma, os eixos dos recipientes estao contidos no segmento
TQ, perpendicular ao plano horizontal B.

Nustragies: Adilson Secco

Admita que o funil esteja completamente cheio
do bleo a ser escoado para o recipiente cilindrico vazio.
Durante o escoamento, quando o nivel do dleo estiver

H
exatamente na metade da altura do funil, —, o nivel do
2

éleo no recipiente cilindrico correspondera ao ponto K
na geratriz AB.

A posicao de K, nessa geratriz, € melhor representada por:

A b A © A d ea
K

16.

17.

18.

@)R$0,36

(UE-MG) Uma empresa de produtos de limpeza desgja
fabricar uma embalagem com tampa para seu produto.
Foram apresentados dois tipos de embalagens com
volumes iguais. A primeira € um cilindro de raio da base
igual 2 2 em e altura igual a 10 cm; e a segunda, um pa-
ralelepipedo de dimensdes iguaisa 4 cm, 5 cm e 6 cm.
O metro quadrado do material utilizado na fabricacao
das embalagens custa R$ 25,00.

Considerando-se it = 3, o valor da embalagem gue terd
O Menor custo serd

c) R$ 0,54

b) R§ 0,27 d)R$ 04

(Unifor-CE) Parte do liquido de um cilindro circular reto
que estd cheio é transferido para dois cones circulares
retos idénticos de mesmo raio e mesma altura do cilindre.
Sabendo-se que os cones ficaram totalmente cheios e que
o nivel da dgua que ficou no cilindro é de 3 m, aaltura do
cilindro é de:

a)sm @om
b)ém el 1Zm
c)8m

(Enem) Uma empresa farmacéutica produz medicamen-
tos em pilulas, cada uma na forma de um cilindro com
uma semiesfera com o mesmo raio do cilindro em cada
uma de suas extremidades. Essas pilulas sao moldadas
por uma maquina programada para que os cilindros
tenham sempre 10 mm de comprimento, adequando
0 raio de acordo com o volume desejado.

Um medicamento € produzido em pilulas com 5 mm
de raio. Para facilitar a degluticao, deseja-se produzir
esse medicamento diminuindo o raio para 4 mm e, por
consequéncia, seu volume. Isso exige a reprogramacao
da méquina que produz essas pilulas.

Use 3 como valor aproximado para m.

A reducao do volume da pilula, em milimetros cibicos,
apos a reprogramacao da maquina, serd igual a

a) 168 d) 378
b) 304 €514
c) 306

\pEsario

(ITA-SP) Uma taga em forma de cone circular reto
contém um certo volume de um liquido cuja superficie
dista h do vértice do cone. Adicionando-se um volume
idéntico de liquido na taca, a superficie do liquido, em
relacao a original, subira de

a32-h dh
b) 421 ol
7

©@@&2-h



EXPLORANDO HABILIDADES E COMPETENCIAS

O uso da geometria na probabilidade

Vimos no volume 2 desta Colecaa que os poliedros regulares existem apenas em cinco classes: tetraedros,
hexaedros (cubos), octaedros, dodecaedros e icosaedros. A regularidade desses sélidos permite que a forma de
cada um deles seja usada em dados para jogos, uma vez que tal reqularidade garante a "honestidade” do dado,
ou seja, garante que todas as suas faces tenham igual probabilidade de aparecer.

A forma do dado indica a quantidade de nimeros que aparecera:

8

2 Nome Tetraedro Hexg&bdcl;n oy Octaedro Dodecaedro
§ .

= Poliedro

E

@

N

g

®

=

FD;Q;I% gas Tridgngulo Quadrado Tridngulo Pentagono Triangulo
Face

Estrutura de um dado redondo.
N2 de faces 4 6 8 12 20

(Disponivel em: <httpJ//sosmatematica.com.sapo.ptimages/tabpeliedros.gif=. Acesso em: 26 maio 2016).
Surge disso a guestao: se uma figura regular pode ser usada para a fabricacdo de um dado, sera possivel
abter um dado honesto esférico?

A resposta é sim. Para fazer um dado esférico com os nimeros de 1 a 6, basta que dentro da esfera macica
exista uma cavidade com a forma de um octaedro e, dentro dela, deve haver um peso que sera responsavel por
fixar um dos vértices do octaedro na superficie onde for langado apés o rolamento do dado. Veja um exemplo
na figura abaixo.

Questoes e iIl‘U‘EStigﬂ(;ﬁES Respostas no Manual do Professor. Resolva os exercicios no caderno.

1. Porque odado esférico com seis faces é construido | 4. Considere um cubo com 3 cm de lado sobre o

ao redor de um octaedro? qual seré construido um dado esférico. Qual sera
o volume do solido entre a superficie esférica e a
2. O que aconteceria se, dentro da esfera, fosse colo- cavidade ctibica?

cado um cubo? E um tetraedro? ) B )
5. E possivel construir um dado esférico com os nu-

3. Considere que os dados da figura possuem merosde 1a12?2Ede 1a20?
drea superficial de aproximadamente 49,6 cm®. |

Pretende-se construir um cilindro fechado para
Tome m=3,1 e calcule:

comportar trés dados esféricos que serdo coloca-
dos um sobre o outro, sendo o primeiro com os

a) o raio da esfera; : ;
numeros de 1a4, o segundo com os nimeros de 1

b) a medida das arestas do octaedro dentro dela: a6 eoterceiro com os nimeros de 1 a 8. Se os trés

dados forem construidos sobre poliedros regulares

) o volume do solido entre a superficie esférica e com arestas de x cm, qual serd a area superficial do
a cavidade octaédrica. cilindro em fungéo de x?

Esferas Capitulo 10



UNIDADE NUMEROS COMPLEXO0S

representam uma criagdo que
tem seu berco no tedrico,
seguindo o caminho inverso.

e
e
” o 1

E
8
O caminho da descoberta E
normalmente € do pratico para 2
o tedrico. Empregados em %
- - . 2
varias areas da Engenharia, s

os numeros complexos z s . . ’O’

Nesta Unidade, ampliamos o
campo numeérico com o estudo
dos numeros complexos.

utilizados, por e:
Elétrica, onde
circuitos elétricos de corrente alternada.






CAPITULO

11

Ao longo do Ensino Fundamental, e tam-
bém do Ensino Médio, sao feitas ampliagoes
do campo numérica. Essas ampliaces sao
realizadas pela insuficiéncia dos conjuntos nu-
méricas em relacao a determinadas operacoes
aritméticas. Assim, por exemplo, sabemos que
o resultado da adicao de dois niimeros naturais
€ sempre um numero natural. Isso nao ocor-
re quando efetuamos uma subtracdo. Como
exemplo, 25 - 45 nao tem como resultado um
numero natural. Em outras palavras, o conjun-
to dos nlimeros naturais se mostra insuficiente,
sendo necessario fazer uma ampliagdo numeé-
rica. Um novo conjunto numérico é criado: o
conjunto dos niimeros inteiros. Como suge-
re o diagrama a seguir, o conjunto dos naturais
€& um subconjunto do conjunto dos inteiros.
Escrevemos: N Z.

)

Figura: © DAE

- Unidade 4 MNumeros complexos

0 CONJUNTO DOS NUMEROS
COMPLEXOS

E por meio dessa ampliacao que interpre-
tamos os resultados de certos problemas, como
os apresentados anteriormente. Até aqui foram
estudados esses dois conjuntos numMeéricos,
bem como o conjunto dos racionais, 0 conjunto
dos irracionais e o conjunto dos reais.

Resolva os exercicios no cadermo.

Questoes e reflexoes

Respostas no Manual do Professor.
Considerando o que vocé conhece sobre os
conjuntos numeéricos, responda:

1. Existe algum ndmero que, ao ser elevado
ao quadrado, resulta no praprio ndmero?
Exemplifique.

2. Quando o guadrado de um numero real é
igual a zero?

3. Qual a condicao para que o quadrado de
urm ndmero seja maior que zero?

4. Vocé conhece algum ndmero gue, guan-
do elevado ao quadrado, resulte em um
nimero negativo?

/

Normalmente, no final do Ensino Médio,
estudamos um novo conjunto que represen-
ta uma ampliacao do campo numérico: sao s
numeros complexos. O contexto histérico da
criacao desse novo conjunto € apontado como
sendo o da resolucao de equacdes algébricas.
Esse assunto ainda sera estudado neste livro.

Os nimeros complexos

Antes da criacao do conjunto dos nume-
ros complexos, no inicio do século XVI, era am-
plamente difundida a ideia de que néo existia
a raiz quadrada de nenhum numero negativo.
Na busca de solugbes de equacoes, frequente-
mente chegava-se a situagoes que envolviam
raizes quadradas de numeros negativos. Era
mencionada como exemplo, em livros de his-

toria da Matemadtica, a resolucdo da equacao
x*=15x—4.



A partir dos métodos conhecidos na épo-
ca para resolver tal equacao, chegava-se a se-
guinte igualdade:

3 3
x=N2+V=121 +¥2 - V=121
O que seria essa raiz quadrada do nu-
mero -1217

No préximo capitulo, voltaremos a essa
situacao, mostrando por meio de um texto o
gue 0s matematicos da época fizeram. Para que
voCcé possa compreender uma nava ampliacao
no campo numérico, vamos utilizar, neste mo-
mento, um contexto que conhecemos: a reso-
lu¢do de uma equacao do 22 grau.

A situacao a seguir foi extraida do livro
O romance das equagdes algébricas, o qual men-
ciona um trabalho pioneiro no manuseio da
raiz quadrada de ndmeros negativos.

Girolamo Cardano (1501 - 1578).

Colegho Particulan'The Bridgeman Art Library/Keystone Bras.ll

No livio Ars Magna, Girolamo Cardano
(1501-1576 — 0 nome do auter pode aparecer
tambeém como Hieronymus Cardanus, Geroni-
mo Cardano e Jerome Cardan) menciona que,
se alguém tentar dividir 10 em duas partes de
modo que seu produto seja 40, verificard que é
impossivel. Entretanto, Cardano resclve tal pro-
blema recorrendo a um sistema formado por
duas equagoes:

x+y=10

xy =40

Elevando ao quadrado
l a primeira equacio e

multiplicando por 4 a
sequnda, tem-se:

X2+ 2xy + y*=100

Axy =160
Fazendo a primeira
eguacdo menos a
J, segunda equacao,
membro a membro,
tem-se:
x2=2xy +y?=-60
(x-y)?=-60
x-y=+V-60 =+2N-15(l)
J' Assim, temos o sequinte
sistema:
x+y=10
x-y=%2+-15
Fazendo a primeira
equacdo mais a
,l segunda equacao,
membro a membro,
tem-se:
2x=10%2

x=5+V-15ey=5%F V-15

Ao chegar a esses “valores’, conforme
mencionado em seu livro, Cardano teria dito
tratar-se de um resultado Util, porém indatil. O
fato é que esse matemético trabalhou com a
raiz quadrada de numeros negativos como se
estivesse lidando com outro nimero qualquer.

O conjunto dos nimeros complexos Capitulo 11 -



Talvez ele tenha sido o pioneiro na manipu-
lacdo daquilo que, hoje, chamamos de nimeros
complexos.

Ao resolvermos a equacdo do 22 grau em X,
dada por x2 + 1 =0, sendo essa equacao incompleta
(falta o termo em x), somos levados a isolar a incogni-
ta no primeiro membro da igualdade, isto é:

x¥*+1=0
X =-1

Antes do aparecimento de formulas resolutivas
para equacdes do 32 grau, os matematicos, diante de
um resultado como o anterior, simplesmente diziam
gue a equacao nao podia ser resolvida. Com isso, evi-
tavam a raiz quadrada de um nlmero negativo.

Com o surgimento da férmula resolutiva os nu-
meros complexos foram admitidos. Com o objetivo de
simplificar a notagao, \/—_1 passou a ser representada
pela letra i:

i==1

Se considerarmos apenas o conjunto das nu-
meros reais, a equagao anterior nao apresenta so-
lucao. Conforme vimos anteriormente, podemos
afirmar que o conjunto dos nimeros reais se mostra
insuficiente para tal. Ampliando nosso conhecimen-
to de conjuntos numeéricos, criamos o conjunto dos
nudmeros complexos, representado por C.

Mas o que €, afinal de contas, um ndmero com-
plexo? Como podemos defini-lo?

E importante, antes, passar a definicao de nu-
mero complexo, compreender que, ao ampliarmos
0 Ccampo NUMErico com a criacao do conjunto dos
numeros complexos C, os numeros reais serao
elementos de C, isto é, RCC, conforme sugere o
diagrama:

- Unidade 4 MNumeros complexos

Figura: & DAE

Podemos definir os nimeros complexos por
meio de pares ordenados de numeros reais, confor-
me 0 quadro a seguir:

Assim, chamamos de conjunto dos ntimeros
complexos € o conjunto formado por todos os pa-
res ordenados de ndmeros reais para os quais as defi-
nicdes presentes no quadro acima sao validas.

Considerando a maneira como foi definido o
conjunto dos nimeros complexos, faremos algumas
consideracoes, por meio de exemplos, para com-
preendermos melhor tudo isso.

Exemplos:

1. NUmeros reais — Como todo numero real é
complexo, cada nimero real podera ser re-
presentado por um par ordenado em que o
segundo elemento é zero. Assim, temos:

9=(5;0)
wﬁ = (\E;O)
2. Numeros complexos nao reais — Os nume-
ros complexos nda reais serao representados

por pares ordenados em que o segundo ele-
mento é diferente de zera. Como exemplo:

(~4:9)
(0; 10)
3.Vamos determinar os valores reais de
m e n para que os ndmeros complexos
(m=3;10) e (15; n + 4) sejam iguais.
Pelaigualdade de numeros complexos, teremos:
(m=3;10)=(5;n +4)
{m—3 =15=m=18

10=n+4=n=6

Portanto,m=18en==6.



4. Jamos determinar os valores de x e y para
que a igualdade a seguir seja verdadeira:
6y =09,2)+(23)

« Adicionamos os complexos que estdao no
sequndo membro da igualdade e depois
comparamos os resultados com o comple-
X0 escrito no primeiro membro:

Gy =(92) +(23)
yY)=09+22+3)

=
ey =01;5)= {X

logo,x=11ey=>5.
5. Vamos obter o nimero complexo resultante
de (2;10) - (5; 1) + (4, 4).

Multiplicamos e, depois, efetuamos a adicao
indicada:

210-G;N)+@449=02-5-10-1;2-1+10-5)+(44)
(2105 N+ 44 =(0;52)+ 44)

(210 - (5 1)+ 4,4 =(0+4;52+4)

(2,10) - (5, 1) + (4;4) = (4;56)

Respostas no Manual do Professor.

1. Qual é oresultadode (1;0) - (1;0) - (1;0) - (1; 007

Resolva os exercicios
P Questdes e reflexdes no caderno.

2. Eoresultadode (0; 1) - (0; 1) - (0; 1) « (0: 1)7

A forma algébrica de um
nuamero complexo

Utilizaremos a seguir a definicao dada de nime-
ros complexos para chegarmos a chamada forma al-
gébrica de representar um numero desse tipo. Vocé
deve ter observado que o trabalho com os pares or-
denados ndo € muito cdmodo. Assim, com a forma
algébrica, as operagbes entre numeros complexos
sera facilitada.

Na introducao deste capitulo, dissemos que os
numeros complexos surgiram no contexto da resolu-
cao de equacdes algébricas. Mencionamos, também,
que -1 é representada pela letra j, isto &, i=v=1
Elevando ao quadrado os dois membros dessa igual-
dade, temos j* =—1.

i ¢ chamada unidade imaginé

Vamos observar agora como, a partir de pares
ordenados, obtemos esses nimeros.

Nos numeros complexos, temos agueles que
sao reais (o segundo elemento do par ordenado é
igual a zero) e os que nao sao reais (o segundo ele-
mento do par ordenado é diferente de zero). A uni-
dade imaginéria, que representaremos pela letra |,
sera o numero complexo (0; 1).

(0; 1) =i — unidade imaginaria

Utilizando a multiplicacdo de nimeros comple-
x0s (conforme estabelecido em pares ordenados),
podemos obter o quadrado da unidade imaginaria:

2=j-j
?=(0;1)-(0;1)
2=0-0-1-1:0-1+1-0)

Assim, o quadrado da unidade imaginaria é
igual a -1.

VVamos, a partir daqui, representar um numero
complexo pela letra z. Considerando que a e b sao
dois numeros reais, observe as igualdades a seguir:

z=(a:b)
Zz=(@+0:b+0)
z=(a+0:0+b)
z=(@,0+©0;6)

Observe o que ocorre quando multiplicamos o
complexo (b; 0) pela unidade imaginaria (0; 1) =1

b;0-(0;1)=(®b-0-0-1;6-140-0)
(6;0)-(0; 1)=(0;6) (W)
Substituindo (Il) em (1), temos:
z=(a;0) +(0; b)
z=(a;0)+(b;0)-(0; 1)
|} Temos: (@;0)=a, (b;0)=be (0; 1) =i

Z=a+bi

—‘—) Forma algébrica de um complexo.

O conjunto dos nimeros complexos Capitulo 11 -



Sendo assim, um numero complexo pode ser
escrito na forma de binémio, que denominamos for-
ma algébrica de um complexo.

OBSERVACAO:

No numero complexo z =a + bi, a é chamado parte
real de z, e b é chamado parte imaginaria de z.
Representamos por:

z=a+bi— =i
b=Im(2)

Exemplos:

1. Vamos observar, a partir da forma algébrica, a
parte real e a parte imaginaria de complexos.

Z=9-3f —»

Re(z) =
Im(z) =

‘KTE‘

Im(2)

§
1::

Re(z) =
Im(z)=0

Re(2)
z=5+4\3i — {
z=6 —= {
Representando o conjunto dos ndmeros reais
e 0 conjunto dos ndmeros complexos por meio de
diagramas, indicamos abaixo os nimeros dos exem-
plos anteriores:

- Unidade 4 MNumeros complexos

Flgura: @ DAE

Lembre-se de que todo numero real também
& um numero complexo, mas a reciproca nao é ver-
dadeira, pois existem numeros complexos que nao
sdo reais. No diagrama, a parte em roxo representa
o conjunto formado pelos nimeros complexos que
nao sao reais, isto é, C - R (diferenca). Tal conjunto é
chamado de conjunto dos niimeros imaginarios.
Quando a parte real de um ndmero imaginario é
nula, tal nimero sera chamado de imaginario puro.
Observe o esquema a seguir.

Nimero complexo

Nimero real
(a parte imaginaria

& igual a zero)

Numero imaginario
(a parte imagindria
é diferente de zero)

Imaginario puro
(a parte real
éigual a zero)

2. Considere o nimero complexo
z=(mM-10)+(n+6) -iem que me n sao
numeros reais. Vamos determinar os valores
de m e de n para que esse nimero complexo
possa ser:

a) real;

b) imaginério;

¢) imagindrio puro.

a) Para ser um numero real, a parte imaginaria
devera ser igual a zero, isto €

n+6=0
n=-6

Portanto, n devera ser igual a -6, e m po-
dera ser qualguer nimero real.



b) Para ser um numero imaginario, a parte
imagindria deverd ser diferente de zero,

ou seja: b

n#—o6

Portanto, n deveré ser diferente de -6 e m
podera ser qualquer ndmero real.

c) Para ser um numero imaginario puro, a
parte real deveré ser igual a zero e a parte
imaginaria, diferente de zero, isto é:

m—=10=0e n+ 620
m=10en#-6

OBSERVACAO:

Quando um numero complexo possui a parte real e a
parte imaginaria iguais a zero, entao ele é o nimero
real zero.

O plano complexo

Como qualguer nimero complexo pode ser
escrito como par ordenado, também podemas as-
sociar a cada numero complexo um ponto no plano
cartesiano e, reciprocamente, a cada ponto do pla-
no podemaos associar um numero complexo:

l

4 D 4 )

Representacao
no plano

Nimero complexo
z=a+bi=(a;b)

- Yy & =/

T

Ja sabemos que a cada par ordenado asso-
ciamos um ponto no plano cartesiano e, reciproca-
mente, a cada ponto no plano cartesiano existe, em
correspondéncia, um par ordenado. Cada nidmero
complexo z = a + bi = (a; b) associa, no plano carte-
siano, um ponto cujas coordenadas sao ae b, isto &,
um ponto P(g; b).

Plano complexo

b .................................. ? P(E, b}

A

a

O plano cartesiano que utilizamos para repre-
sentar os nimeros complexos é denominado plano
complexo ou plano de Argand-Gauss.

Exemplo:

No plano complexo abaixo, representamos os
numeros complexos z=4 -5, w=-3 + 6i, v ==-2i
eu=17.

A cada numero complexo associamos um par
ordenado:
7=4-5 & z=(4; -5)
w==3+61 & w=(-3; 6)
v=-2i @ v=(0;-2)
u=7 < u=(7;0)

Ay

=

---------- L6

Figuras: © DAE
o
~ ¥
=¥

24 v

SRS ——— 1

S 1 ERERCRS z

O ponto associado a cada numero complexo
no plano complexo € denominado afixo do niimero
complexo.

OBSERVACOES:

1. Os nameros complexos que sao reais tém seus afixos
situados no eixo das abscissas do plano complexo.
Esse eixo também é denominado eixo real.

2. Os numeros complexos que sao imaginarios puros
tém seus afixos no eixo das ordenadas do plano
complexo. Esse eixo também € denominado
eixo imaginario.

O conjunto dos nimeros complexos Capitulo 11 -



Exercicios resolvidos

1. Determine o numero complexo resultante da expressao
(G2 - (-1, 4+ [-1;0) - (6: -3)].
(3 -2) - 1 A + [-1; 0) — (6; -3 = [ - (1)
243442 CN+[-1-60- (3=
=[G+ 7 3 =05+ (7;14+3)=(-2,17)

2. Identifique a parte real e a parte imaginéria de cada
numero complexo a sequir:
a) z=2-3i
b) z=5i-4
c) z= S\/'F
d) z=-14i
e z=0
a)Re(z)=2elm(z)=-3

b)Relz) =4 elm(z)=5
IRe(z) =317 eImz)=0
d)Re(z) =0elm(z) =-14
e)Re(z2)=0elm(z)=0
3. Determine os valores reais de x e y, de modo que o
nirmero complexo z= (2x—4) + (y+ 3) - i seja:
a) real;
b) imaginario;
¢} imaginario puro.
aly+3=0. . y=-3exeER
b)y+3=0. . y=-3exER
)2x-4=0. .x=2ey# -3

Exercicios propostos

Resolva os exercicios no caderno.

1. Resolvaasequacoesasequire diga seas solucoes sao dadas
por nimeros reais ou por nUmeros complexos Nao reais.
a) ¥ o5y =0 Respostas no Manual do Professor.
b) - 10x+25=0
) ¥—4x+13=0
d) #+4=0
e) ¥ 14=0

2. IndigueV ouF, casoas afirmagdes sejam verdadeiras ou
falsas, respectivamente.

|. O ndmero complexo (3; 0) é real.

Il. O ndmero complexo (0; -2) é real. ¢
lll. Os nimeras complexos (2;-1) e (0; 5) sdo imagindrios. \/

IV. A soma dos nimeros complexos (2; —3) e (1; 3) &
um ndmero real.

V. O produto dos nimeros complexos (-1; 2) e (5; -2)
€ um nurmero imaginario.

3. Determine o ntimero complexo resultante das seguintes

operagoes: 265
a) (;4+G;1) b) (3; 5)
b) (-1;0) +(4;2) + (0;3) A 1:3)
d) (3; 0)
C} (—1- U o (3. _2) E) “3. U}l

d Z1)-(1;2+3;,-5
e) [(7;-1)+ (540 - (2, -3)

4. Obtenha os valores de a e bde modo que os nimeros
complexos (g + b; 3) e (5; a— b) sejam iguais. 7
a=

eb=1

5. Obtenha o valor de x em cada uma das equacoes:
a) k=2,7)=@87 2)x=10
b) B;A)+(-1;1)=(2x) b)x=5
Q=2

d k=12 x1)=(005)

6. Considere os nimeros complexos Z1 =i b), Z2 =lcd)
eZ,=(g f). Em cada item abaixo, obtenha os nimeros
complexos correspondentes:

a) Z,+Z, Respostas no Manual do Professor.
b)Z -5+ 7))

dZ:Z,

d) Z,-Z

3
<) A T L

7. Comparando os resultados obtidos nes itens be e da

atividade anterior, qual sua conclusao?
Os resultados s3o iguais.

8. ldentifique a parte real e a parte imagindria de cada um

dos nlimeros complexos a seguir:
Respostas no Manual do Professor. .
a) z=-3+4-+j c)Z=5~j

b) z=VZ -3 i diz—7

9. N, Z 0,1 R e C indicam o conjunto dos nimeros
naturais, inteiros, racionais, irracionais, reais e comple-
x0s, respectivamente. Reproduza o diagrama abaixo
e, apos, localize nele os ndmeros a seguir, conforme a
classificacao indicada acima.

Respostas no Manual do Professor.

2 5 T 205 -32+3i 0 i
V7 0333. 22 -1 = e 1010010001.
1-2i 1 V5 -‘} 18 3
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10. IndiqueVouF, caso as afirmacdes sejam verdadeiras ou
falsas, respectivamente. Ly

[RY

I v

Il Todo nimero inteiro € complexa.

|. Todo niimero natural é complexo.

lll. Todo nimero racional é complexo. VLV
[\V. Todo nimero irracional é complexo.
V. Todo nuimero imaginario € complexo.
V|, Todo nimero real é complexo.

VIl Todo niimero complexo é real.

VIIl. Tode nimero complexo ou € real ou é imaginario.

11. Com relagdo ao nimero complexo w = (¢ — 4) +
{x + 2) - i, indigue em seu caderno V ou F, caso as afir-
magodes sejam verdadeiras ou falsas, respectivamente.

| Existemn dois valores de x para os quais w & um ni-
mero imaginario puro. I F

Il Sex=-2, wéum nimero real. :”
lll. Se x= 2, wé um nimero imaginario puro.
Dicas:

Todo ndmero real é complexo.

Todo nimero imaginario & complexa.

Todo nirmero imaginario puro € um numero imaginario
com a parte real igual a zero.

HISTORIA DA MATEMATICA

O texto a seguir foi extraido do livro A magia
dos numeros no Universo, de Robert Osserman (tra-
ducao de Julia Barany, Sao Paulo: Mercuryo, 1997,
p. 73-74). Nele, o autor aborda a dificuldade em
relacdo a aceitacao dos numeros imaginarios. A
aprovacao dos numeros negativos, por exemplo,
também nao foi imediata.

Um dos temas recorrentes na histéria da Mate-
matica € a evolugao gradativa de um conceito novo
— desde sua rejeicao inicial por ser abstrato demais,
passando por uma aceitagao reservada de sua utili-
dade, apesar de parecer “ndo natural” e contrario a
intuicéo, até ser elevado finalmente 4 condicio de um
instrumento basico e indispensavel nas aplicacoes.
Um exemplo € o conceito de “niimeros negativos”.
Durante séculos, essa expressao foi vista como um
oximoro, uma frase contraditéria, um absurdo nu-
mérico; 0s NUMeros contam ou medem coisas — ndo
existe uma forma que tenha uma drea negativa, uma
circunferéncia com comprimento negativo, um livro
com um numero negativo de paginas. Literalmente,
durante centenas de anos, muitos esforcos foram
empregados para solucionar problemas por métodos
que evitavam o uso de numeros negativos. Apenas
muito gradativamente ficou claro que evitar seu uso
era esforco desperdicado, pois 0s niimeros negativos,
embora nio sejam interpretaveis da mesma maneira
que 0s Nimeros positivos, eram tao aceitavels quanto
0s outros e nao eram nada contraditérios.

O conceito de numero imaginario — cujo
quadrado € um numero negativo — seguiu um
padrio semelhante de rejeicdo inicial e aceitagio
gradativa. O problema era que as regras comuns
da Aritmética nos dizem que o produto de dois
numeros positivos € positivo e o produto de dois
numeros negativos € positivo também. Como
resultado, qualquer nimero multiplicado por ele
mesmo produz um numero positivo (ou zero, se
o numero original for zero), nunca um numero
negativo como —1. Acabou sendo, porém, muito
conveniente agir como se existisse um numero
cujo quadrado era —1. A letra “i” foi usada para
indicar essa nova entidade, e foi chamada de
“numero imaginario”. Ele tinha a propriedade
peculiar de que seu quadrado era -1, mas estava
sujeito a todas as regras comuns da Aritmética.
A introdugio dessa nova espécie de “nimero” foi
um ato imaginativo e arriscado, ja que havia a
possibilidade de que o uso de numeros imaginarios
se tornasse cada vez mais corriqueiro e s6 muito
mais tarde levasse a uma grave contradicao, e nesse
caso todo o trabalho anterior teria de ser descar-
tado. Por volta do século XIX, porém, quando os
sistemas numéricos foram examinados mais de
perto, tornou-se claro que “nimeros imaginarios”
nio eram nem mais nem menos “reais” do que os
“numeros reais” normais. Ambos sdo abstracoes
matematicas, € 05 “numeros reais” incluem nio

O conjunto dos nimeros complexos Capitulo 11 -
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5 Utiliza a representacao

Emprega as denominagoes

"parte real” para a e "parte
1637 René Descartes imaginaria” para b na

representagao

a+bN-1

PSHEEREGIEE ith%za aletra i para representar

Emprega a denominacao
1831 () | Carl Friedrich Gauss | "nimeros complexos” para 0s
ndmeros na forma a + bi

D& aos nimeros complexos o
tratamento de pares ordenados
de ndmeros reais

Willian Rowan
Hamilton
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OPERAGOES NA FORMA ALGEBRICA

A escolha da forma algébrica para representar
um numero complexo tem uma vantagem sobre a
forma de par ordenado: facilita o trabalho com as
operacoes. Assim, efetuar uma adicao ou subtracdo
€ analogo a executar uma adicao ou uma subtracao
de bindmios. A multiplicacao, por sua vez, é realizada
pela propriedade distributiva, também empregada
na multiplicacao de binémios.

Apenas para podermos fazer essa analogia com
os numeros complexos escritos na forma algébrica,
cbserve como procedemos para adicionar, subtrair e
multiplicar binémios. Considerando os bindmios A(x) e
B(x), definidos por Alx) =4 + 7x e B(x) =—10 + 8x, temos:

Adicao:
AX)+B(x)=(4+7x)+(-10+8x)
A(X)+B(x)=(4=10)+(7x +8x)
A(x)+B(x)=—6+15x
Subtracao:
A(x)—B(x)=(4+47x)—(-10+8x)
A(x)=B(x)=(4+10)+(7x—8x)
A(x)—B(x)=14-x
Multiplicacao:
Alx)-B(x)=(4+7x)-(—10+8x)

Alx)-B(x)=4-(—10+8x)+7x-(—10+8x)
A(x)-B(x)=—40+32x—=70x +56x"
A(x)-B(x)=—40—38x+ 56"

Adicao, subtracao e multipli-
cacdo de nimeros complexos

Analogamente, vamos efetuar a adicao, sub-
tracao e multiplicacao dos numeros complexos
zy=5-7ie z,=—4+9i:

Adicao:

2,+2,=(5=7N+=4+90)

z,+2z,=(5—-4)+(=7i+9i) Adicionamos parte real
com parte real e parte

zZi+z,=1+2 imaginaria com parte

- L——— imagin4ria.

CAPITULO

Subtragao:
2,=2,=(5=7)= (-4 +9i)
2,—2Z,=(5+4)+(-71=9)  subtraimos parte real

" F com parte real e parte
Z,—Z,=9-16i

imagindria com parte
i imagindria.
Multiplicacao:
z,-2,=(5-7i)-(—4+9i)
2,2, =5+(=4+90)=7i-(—4+9i)
7,-7, =—20+45/ + 28i —63/°

if=-1
Utilizamos a
Z] 'Zz =—20+45{+28f+63 p[opr]eﬁade
7,2, = A34+73 distributiva da

multiplicacdo em
l—; relacdo a adigdo.
Apenas para que vocé compare, observe como

seria feita a multiplicacdo dos dois niimeros complexos
acima utilizando o que vimos para pares ordenados:

2,-z,=(5-7)-(4;9)

J (a;b)-(c;d)=(ac—bd; ad+bc)

7,2, =[5-(~4)—(=7)-9; 5-9+(~7)-(~4)]
7,2, =(~20+63; 45+28)
7,-2,=(43;73) = z,-2,=43+73i

OBSERVAGOES:

1. Um pouco mais a frente, ainda neste capitulo, veremaos
como efetuar a divisao de dois nimeros complexos
escritos na forma algébrica.

2.Ja vimos a igualdade de dois nimeros complexos
representados por pares ordenados. Na forma
algébrica, dizemos que dois nimeros complexos sao
iguais quando possuem a mesma parte real e a mesma
parte imaginaria. Em simbolos, dados os nimeros
complexos z, =a, + b,iez, =a, + b,i,sendo a,, b, a,,
bz numeros reais, temaos:

=z, a,=a, e b, =b,

3. A subtracao entre dois nimeros complexos pode ser
feita considerando a adicao do primeiro numero
complexo com o oposto do segundo nimero
complexo; isto & sendo z, e z, dois nimeros
complexos, temos:
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Exemplo:

Vamaos obter os valores dos numeros reais pe g,
de tal forma que seja verdadeira a igualdade:

(14-2)-(10+7)=p+aqi

e No primeiro membro dessa igualdade, te-
mos dois numeros complexos que estao
sendo subtraidos. Assim, efetuamos essa
subtracao e depois comparamos o resultado
obtido com o nimero complexo escrito no
segundo membro:

(14-10)+ (-2i-7)=p+qi

) ) 4 =p (parte real)
4-9i=p+qgi= ' o
-9 = g (parte imaginaria)

Numeros complexos e vetores

Vimos que a cada nimeroc complexo z=a+bi,
sendo a e b nimeros reais, podemos associar um
ponto no plano complexo denominado afixo do
complexo. Também podemos associar a cada nume-
ro complexo um Unico vetor com extremidades na
origem do sistema de coordenadas cartesianas
(ponto O) e no ponto P(a; b).

YA

P(a; b)

B fmmmm e ——

=Y

0l0; oy

Essa associacao dos ndmeros complexos aos
vetores possibilita 0 emprego dos nimeros comple-
x0s no estudo de grandezas vetoriais. Assim, apenas
como exemplo, o estudo de corrente elétrica e volta-
gem passa pela utilizacdo de conhecimento de nu-
meros complexos. Essas aplicacoes sdo normalmente
desenvolvidas em nivel superior. Aqui, podemos, por
exemplo, utilizar vetores para representar a adicao de
nimeros complexos.

- Unidade 4 Numeros complexos

Exemplo:

Vamos representar, no plano complexo, os veto-
res correspondentes aos nimeros complexos u =8+ 24,
v=5+9/ e u+v (aadicao dos complexos u e v).

e Vamos obter inicialmente o nimero comple-
X0 U+v:
u+v=8+2i+5+9i

u+v=13+11

¢ localizando, no plano complexo, os afixos
dos complexos e os vetores correspondentes:
u=8+2i=u=(8;2)
v=5+9 =v=(59)
u+v=13+11 =2 u+v=>13;11)

Figuras: ©DAE

O vetor correspondente & soma dos dois nu-
meros complexos u e v, conforme o exemplo, tem
sua posicao no plano representada pela diagonal do
paralelogramo em que dois lados consecutivos estao
retratados pelos vetores correspondentes aos nime-
ros complexos u e v.

Resolva os exercicios

Questoes e reflexoes no caderno.

Respostas no Manual do Professor.

1. Se ao numero complexo z=a+bi é associado
urn vetor no plano complexo, qual é a posicao
desse vetor com o vetor gue representa o
numero complexo oposto de 27

M

Observando o paralelogramo representado
anteriormente e considerando que a posi¢ao do
vetor correspondente a soma dos complexos u
e v coincide com a diagonal do paralelogramo,
qual é a posicao do vetor correspondente a
diferenca dos complexos u e v, isto & u— 17




Exercicios resolvidos

1. Sejamz=1+2 e w=-2+i Escreva o numero com-
plexo k na forma algébrica, tal que k=2 - 2—w? + 2+ w.

k=2-z-w+z-w
k=2-(1+20-(2+F+(1+2)- (241D
k=2+4i—(4-4i+ )+ (-2 +i-4i+27)

Z-(2+5)=14-7i

7-z=14-7i
157
z=2-i

I. A soma de dois ndmeros complexos imaginrios
pode ser um nimero complexo real.

Il. A soma de dois nimeros complexos reais € um ni-
mero complexo real.

1. O produto de dois nimeros complexos imaginarios

. 5. Utilizando propriedades de potenciacao e produtos
k=2+4i-(3-4)+(4-3) notaveis, vamos determinar o nimero complexo
k=2+4i-3+4i-4-3i z=( -1
Jio U - Considerando poténcia de poténcia, podemos obter

o nimero complexo z da sequinte maneira:
2. Determine o valor de m de modo que o ndmero com- z=(1-0#
plexo z = (2 - 4i) - (m + 5i) seja imaginario puro. [ 2]4
z=|(1-i
z=(2-4i)- (m+5i) (-
G ) = z=(1-2i+3?
z=2m+10i—4mi- 20i
z=(1-2i-1*
z=2m+20+(10-4m)-i
g z=(-2i*
Para z ser imaginério puro, temos: 16
Relz)=0elm(z) # 0 ->2m+20=0 .. m=-10 o
z=16-i2-2
3. Determine o nimero complexo z, tal que z=16-(1)-(-1)=2z=16
Frzafers=laa 6. Vamos determinar o valor real de k para que o nimero
Sejaz=a + bi, temos: complexo z=(2x +1) - (1 - ki) seja um nimero real.
2-z+5-2=14-7i - Inicialmente multiplicamos o segundo membro da
2-(a+b)+5 (a+b)=14-7i igualdade escrevendo-o na forma algébrica:
2a+2bi + 50+ 5bi =14-7i z=(2k+1) - (1-ki)
7a+7bi=14-7i = -
Ja=14 fenice apnss oy z=2k—2k21+;—k{—"l}
7b=-7 z=3k+ (-2l +1)-i
Logo,z=2 i - Como esse nimero devera ser real, sua parte imagi-
naria é nula, isto é&:
4. Agora, vamos considerar a8 mesma situacdo anterior, 22 +1=0
observando que z representa uma incognita a ser de-
terminada. %=1 =
; = 1 s V2
2:2+5-2=14-7i == k=t _=
2 2
Exercicios propostos Resolva os exercicios no caderno.
1. Sendoz=3-2iew= 1+ 3j, obtenha os nimeros & um numero complexo imaginario.
complexos resultantes de: IV. O produto de dois nimeros complexos imagina-
a) Ztwz+w=4+| d)z? Z=5-12 rios puros & um nimero complexo real.
b) zZ—wz-w=2-5i 0) 274 3W 22+ 3Ww=0 4 5i V. O produto de um numero complexo real por um
Q) Z-Waw=9+7i nimero complexo imaginario pode ser um ndme-
rocomplexoreal. LV 1LV ILF MV WV
2. IndiqueV ou F, caso as afirmaces sejam verdadeiras ou
falsas, respectivamente. 3. UmamatrizA=(a,),,, édefinida por:

,ondei=\-1

atEsem=pn
o=

m-isem#%n
a) Escreva a matriz A

b) Calcule o determinante da matriz A
Respostas no Manual do Professor.
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4. Obtenha o valor de m de modo que o nimero com-
plexo z=(m+ 2i) - (2—4i):
a) sejareal;m=1
b) sejaimagindrio puro. m=-4

5. Galcule osvaloresde x ey para que os ndmeros comple-
X05Z=Xx+20)+Bx+y) -lew=2+3)+x—y+8) i
sejamiguais:ix=3ey=1

6. Umaseguénciade nimeros complexos é definida por:

Respostas no Manual do Professor.

{z1='l+f
: k=1.2,35
Zey =(1-1)- 7

a) Escreva os seis primeiros termos dessa sequéncia.
b) Quantos desses seis nimeros sao reais? Existe
algum ndmero imaginario puro?
7. Sendoz=1+i,calcule:
a) 2 o
8_r1ie 2
(1+1) {1;+f) o
(14§

siderando a propriedade de potenciacao

SR kT

" =(a ) 20

8. Sabe-se que um ndmero complexo z é tal que
2 +)=—"TF+i

a) Escreva o ndmero complexo z na forma algébrica.
Z2==3+4i

b) o valor da expressao

b) Obtenha o nimero complexo correspondente a
74 27+1, ~12-16i

9. Um nimero complexo satisfaz a igualdade
i*z+2-2=1+ 13k
a) Escreva o nimero complexo zna forma algébrica.

Z=3+5i
b) Determine o ntimero complexo w=z%:-15 + 20/

10. |lembrando que (1 —i)*=-2i, calcule:
a) (1-0* -4 b) (1-0"=32

11. Respondaem seu caderno:
Respostas no Manual do Prﬂfessoi.
a) O guadrado de um ndmero real pode resultar em

um ndmero imaginario?
b) O quadrado de um nimero imaginario pode re-
sultar em um numero real? Resposta pessoal.

¢} Qual é o resultado da multiplicacao de um nime-
ro real por 17

d) Qual é o resultado da multiplicagao de um nime-
ro imaginario por 17

12. Elabore uma sequéncia formada por nimeros com-
plexos nao reais (2, 2,; 2;; 7, 7; 7 ) tal que cada termo,
a partir do segundo, seja o dobro do termo anterior:

Resposta pessoa
13. Elabore uma segquéncia }’ormada por nimeros com-
plexos ndo reais (2,; 2, 2,; 2,; .; ) tal que cada termo,
a partir do segundo, seja o termo anterior aumentado

em 4 —i. Resposta pessoal.

O conjugado de um complexo

Ainda precisamos saber como fazer com a divi-
sao de dois nimeros complexos. Para tanto, é neces-
sario definirmos o que vem a ser conjugado de um
numero complexo.

Note que, em um numero complexo e no seu
conjugado, 0os nUmeros que representam as partes
reais sao iguais, ao passo que 0s nUmeros que repre-
sentam as partes imaginarias sao opostos.

Exemplo:

Dado o numero complexo z=7 - 2/, vamos ob-
ter o seu conjugado z e representar, num Mesmo
plano complexo,ze Z

- Unidade 4 Numeros complexos

e Comoz=7-2ientdo Z=7+2i. Assim, re-
presentando os afixos desses dois nlmeros
complexos no plano complexo, temos.

4
Ay 8
<
L z
—
T
i
A Ol az

Note que os afixos (e também os vetores que
representam esses complexos) sao simétricos em re-
lacao ao eixo real.



Resolva os exercicios

Questdes e reflexdes no caderno.

Respostas no Manual do Professor.
1. Epossivelgue o conjugado de um ndmero comple-
X0 $gja 0 proprio ndmero complexo? Exemplifique.

2. Quando o conjugado de um ndmero comple-
x0 € igual ao oposto do nimero complexo?
Exernplifique!

/

Exemplo:
Vamos obter o nimero complexo z que repre-
senta a solucao da equacao 2+5/+z=2-7.

Como nao sabemos qual é o nimero complexo
z, vamos representd-lo por z=a+bi e o conjugado
de z por a - bi. Utilizando a igualdade de complexos,
podemos determinar a parte real e a parte imagina-
ria de z

245i+z=2-2
2+5i+a+bi=2-(a—bi)
2+5i+a+bi=2a-2bi
(2+a)+(5+b)i=2a—2bi
1 igualdade de complexos
{2+a=2a

5
=Jeb=—21
Sibmedl T e g

5
Portanto, z=2- EL

Propriedades do conjugado
de um complexo

Observe a seguir algumas propriedades rela-
cionadas ao conjugado de um nimero complexo.

Apresentamos, apos cada uma, as demonstracoes
correspondentes.

Demonstracao:

Sejam dois numeros complexos z,=a+bi e
z,=c+di, para g, b, ¢ e d nimeros reais. Queremos
provar que z,+ 2, =2,+2,:

z,+2,=(a+bi)+(c+di)

z,+z,=(a+c)+(b+d)i

z,+z,=(a+c)=(b+d)i

z,+z,=a-bi+c—di

z,+2z,=(a+bi)+(c+di)

ZI+22=‘?_3+Z_2

O conjugado da soma de

—‘ dois complexos € a soma dos
conjugados desses complexos.

Demonstracao:

Sejam dois numeros complexos z,=a+bi e

Z,=c+di, para a, b, c e d numeros reais. Queremos

provar que Z,-Z, = Z,-Z, . Determinamos inicialmen-

tez}-ZE:

Zpndy=

(a+bi)-(c+di)

z,-z, =ac+adi+ bci+bdi*
z,-z,=(ac-bd)+(ad +bc)i

2,-z,=ac—bd-adi-bd
7z, z,=(ac—bd)—(ad+bc)i ()

Vamos calcular agora z,-z,:

2z,=

(a+bi)-(c+di)

72, =(a~bi)(c—di)

7,-z, =ac—adi—bci+bdi’

z,-2,=(ac—bd)—(ad+bc)i ()

Comparando () e (Il), concluimos que:

77, =

.7 O conjugado do produto de
1742

dois complexos € o produto dos
\_) conjugados desses complexos.

Operacoes na forma algébrica Capitulo 12 -



Demonstracao:

Seja o numero complexo z=a+bi paraae b
nudmeros reais. Queremos provar que Z-Z é um nu-
mera real e nao negativo.

z-z=(a+bi)-(a—bi)

z-Z=a’ —abi+abi- b’

z-z=a’+b*> a+b’eR,

Resolva os exercicios

3 7 .
Questdes e reflexdes FRSARREIS

Re?astas no Manual do Professor. )
1. Sendo a e b nimeros reais, justifique, por meio

2 2
de exemplos, que g™+ b'e R .

2. Existernoutras propriedades relacionadas ao con-
jugado de um complexo. Por meio de exemplos,
justifique as seguintes:

I. Se um complexo é igual ao seu conjugado,
entao o complexo é real.

Il Se um complexo € real, entdo é igual ao seu
conjugado.

lll. Oresultado da adigao de um complexo com o
seu conjugado sempre é um numero real.

P4

A divisao de dois complexos

Utilizaremos a propriedade 3 do conjugado de
um numero complexo para efetuar a divisdo entre
dois nimeros complexos dados. Antes, por meio de
um exemplo, vamos considerar um procedimento
de como podemos efetuar essa operagao.

Exemplo:

Dados os nimeros complexos z = 3 + 4i e
w =5 + i, vamos determinar o nimero complexo
v=x+yital que izv, isto é, queremos obter o re-
sultado da divisdo do complexo z pelo complexo w.

Isolando na igualdade o complexo z no primei-
ro membro e utilizando o conceito de igualdade de

dois complexos, temos:
Z=V-w

3+4i=(x+yi)(5+1)
34+4i=5x+xi+5yi+yi’
3+4i=(5x—y)+(x+5y)i

‘ Pelaigualdade de complexos

- Unidade 4 MNumeros complexos

{3:5x-y
4=x+5y

Resolvendo o sistema acima, encontramos

19 17 . ; .
X=—— e ¥y =—. Assim, concluimos que o nimero
26 26
complexovétalquev= 2 =1 17 Dessa forma, temos:
26 26

z _3+4i 19 17,
w5+ 26 26

O procedimento apresentado tem o inconve-
niente de recair em um sistema formado por duas
equacoes e com duas incognitas. Qutra maneira de
efetuar essa divisao é:

Assim, multiplicamos o numerador e o deno-
minador pelo complexo conjugado do denomina-
dor. Note, retornando ao exemplo anterior, que esse
procedimento é mais simples:

Z _3+4i

W 5+i

w (5+i)-(5-7)

Zz _15—3i+20i— 4
w 25—

z _19+17i

w 26

z 19 17,
—=—t—i

w 26 26
OBSERVACAO:

Assim como ocorre com cada namero real diferente de
zero, do produto de um numero complexo nao nulo pelo
seu inverso também resulta a unidade.



Exercicios resolvidos

1.

Deterrmine o numero complexo 7 tal que
4-7-3[-z=-5+09i
Sendo z =a + bi e seu conjugado 7 = a + bi,
temos:
4-7z-3i-z2=-5-9j
4-(a+bi)-3i-(a-b)=-54+9i
4a+4bi-3ai-3b=-5+9i
4a-3b=-5
4b-3a=9

~a=leb=3

Logo,z=1+3i

Dados z =2 + 3ie w =4 - 5i, escreva na forma algébrica

¥ w

S

w Z

z_ 2+43i @43) @“+5)

w 4-5 (4-5) (4+5i)

_ B+10i+12i+15%  8-15+10i+12i _
42 _ (5/)2 16+ 25
22

=——t—1

M1 M4

_4-5i  (4-5) (2-3))
z 2430 (2+3) (2-30)
_ 8-12/-10i+152  8-15-12i-10i _

22— (30)? 4+9

w

Seja m um numero real. Determine o valor de m, de
2+3i

modo que o nimero complexo z = 1-_
m —_—

a) sejareal.

b) seja imaginario puro.

g AR (2+3)) (m+i)

(m+i)

m-i  (m-i

2m+ 2i 4+ 3mi+ 37

2m -3+ (24 3m)i

m? -2 m2+ 1
a) Para z ser um numero real, temos que Im(z) = 0.

b 2
Assim:2+3m=0.. m=-—

3
b) Para z ser um imaginario puro, temos que Re(z) =
=0elm(z)=0.Assim: 2m-3=0 .. r|r1=i
2

1

5.

Exercicios propostos Respostas no Manual do Professor.

Resolva os exercicios no caderno.

IndiqueV ou F, caso as afirmacdes sejam verdadeiras ou
falsas, respectivamente.
l. Asoma de um nimero complexo e o seu conjuga-

do é um ndmero complexo real. v

Il. O produto de um numere complexo e o seu conju-
gado é um ndmero complexo real. v

lIl. © conjugado do niimero complexo z = 2 + 3i é
F—=—J 3 F

IV. O conjugado do nimero complexo z=5iéz =5i.F

V. Um ndmero complexo e o seu conjugado nunca
540 iguais.

As partes real e imaginaria de um ndmero complexo z

530, respectivamente, iguais a—3 e 2. Escreva:

a) onumero complexo z na forma algébrica.

b) o conjugado do ntimero complexo zna forma algé-

brica.

¢) onumero complexo 1

iz
Dados os numeros complexos z, =3 +iez,= 1 +, 0b-
tenha:
5

A &2z 92

Zz Z] Z.z
Responda, em relacao aos nimeros complexos da ativi-
dade anterior: Sim.

E correto afirmar gue é) =217

na forma algébrica:

7] Z
- : 1+1i

Considere o nimero complexo z = ~, sendo m

um nimero real. Entao: m-12i

a) para m= 1, escreva o nimero complexo z na forma
algébrica;

b} determine o valor de m, de modo que o nimero
complexo z seja real.

¢) determine o valor de m, de modo gue o nimero
complexo z seja imagindrio puro:

Um nimero complexo zé tal que wz+27 =12+ 2i
Escreva, na forma algébrica, o nimero complexo:
1

1 3 )
a) z b}; gl

2=4-2j
Um nimero complexozétalquez +Z = 10ez:Z = 169.
Determine os possiveis nimeros complexos gue satis-

fazem as duas equagoes anteriores:
2=5+12iouz=5~12

Dois nimeros complexos z e w satisfazem as seguintes
equacoes:
{ ZHi-w=4+6i

w+iz=4

a) Escreva a forma algébrica dos numeros complexos
zew.

b) Escreva a forma algébrica do nimero complexo 2
w

Dois numeros complexos z e w sao tais que
- w=-10ez+wW=1-i
a) Ecorreto afirmarqueZ+w = Z + w? Sim.

b) Qual é o ndmero complexo resultante de z + w?
1+i
z=-2+3je
d) Determine os nimeros complexoszew.w =3 -2

c) Edez—w?-5+5i

: z
e) Qual é o nimero complexo resultante de —7

12 5
ETRE
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CAPITULO

13

Vimos que um numero complexo z=a + bi (for-
ma algébrica) foi também definido inicialmente por
meio de um par ordenado. Como observado, as ope-
racoes de adicao, subtracdo, multiplicacao e divisao
sao realizadas mais facilmente por essa forma do que
somente por meio de pares ordenados.

A partir da representacao geométrica no plano
complexo (ou plano de Argand-Gauss), cbteremos
outra forma de expressar um numero complexo: € a
chamada forma polar ou forma trigonométrica de
um complexo.

Iniciamos cansiderando a seguinte representa-
cao no plano complexo dez=a + bi:

AY
Pla;b)

L B W tfalatatete ottt eincitateti{ntu Tt o shsimhcas:
g ; afixo do
e : ndmero
] ! complexo
L ! z=a+bi
S H

] [ >
0 a X

Resolva os exercicios no caderno.
Respostas no Manual

Questoes e reflexoes do Professor.

1. Qual é a denominacgao dos nimeros complexos
cujos afixos pertencem ao eixo imaginario?

2. Eaoeixo real?

Modulo de um numero
complexo

Além de associarmos um ponto a cada nime-
ro complexo no plano complexo, também podemos
associar uma distdncia, denominada médulo de um
numero complexo.

- Unidade 4 MNumeros complexos

} FORMA TRIGONOMETRICA

i

Considerando a distancia entre dois pontos
(conforme vimos em Geometria Analitica), vamos
obter, no plano complexo acima, o médulo do nu-
mero complexo em funcdo de suas coordenadas
(parte real e parte imaginaria):

P2| Z|=dr=o

p=| z|=(a-0)"+(b-0)’
p=|z|=w.,faz+|b2

OBSERVACAO:
0 modulo de qualquer nimero complexo, definido como
uma distancia, sempre é positivo ou igual a zero.



Exemplo:

Vamos determinar o médulo dos seguintes nu-
meros complexos:

a) z=3—4i

by z=-7

&) 2=5i

Conhecendo a parte real e a parte imaginaria

de um numero complexo, podemos calcular, a
partir da relacao anterior, 0 seu maédulo:

a) | z|=|3-4il
| 2| =32 +(—47
|z|=v25=|z|=5
b) |2[=|-7]

| z|=(=7) +0
‘z‘=m=>|z‘=7

9| 2|=]si
| z| =0 +5°
‘z‘=\/£=:-‘z|=5

OBSERVACAO:

Para qualquer numero real x, temos que‘ X ‘ = \/X_z
{essa relacdo ja foi comentada no Volume 1 desta
Colecao). Utilizando o conceito de médulo de nimero
complexo, temos:

|x|=|x+0-1| =i +07 =v/x*

Demonstraremos, a sequir, trés propriedades
importantes de modulo de niimeros complexos.

Demonstracao:

Considerando z=a+bi, sendo a e b nimeros
reais guaisquer, temos:

z-z=(a+bi)-(a—bi)
z-z=a’-b*-i*

z-Z=a +b* ()

Obtendo o quadrado do moédulo do nimero
complexo z=a + bi, temos:

‘Z‘=\J'Gz+b2
‘z‘2=(\iaz+b2)2

|z[ =a®+b ()

Comparando (I) com (I), concluimos que:

z-z=|z|}

Considerando z = a + bi, sendo @ e b nimeros
reais quaisquer, e z=ag—bi temos:

|z|=Va*+b* ()
Z|=Va" +(=b) = |z| =@ +b> )

Comparando (I) e (Il), concluimos que:
|z|=|zZ|

Forma trigonométrica Capitulo 13 -



Utilizando a propriedade 1 vista na pagina an-
ter, temos:

122, =(22,)(72z )

1 Propriedade do conjugado
|2,-2, ‘l =liges }(2_12_2)
202 =(2-2)(2-2)

‘z,-zz ‘2:‘Z1|2' ‘22‘2

Como o médulo é um nimero real positivo ou
igual a zero, extraindo a raiz quadrada em ambos 0s
membros da igualdade anterior, concluimos que:

|Z1‘Zz|=|z1|'|22|

Resolva os exercicios
Respostas no Manual do Professor.
Se 0 mdédulo de um produto de dois ndmeros
complexos € o produto de seus modulos (propriedade
3), 0 que vocé pode afirmar sobre o médulo do
quociente de dois nimeros complexos, isto &,

Zi|sendoz, # 07
22

A forma trigonométrica

Vimos gue a todo nimero complexo z = a + b,
sendo a e b nimeros reais, podemos associar um
ponto no plano complexo denominado afixo do
complexo, que é localizado a partir da parte real e
da parte imaginaria do complexo. Assim, o afixo tem
coordenadas (g b). A distdncia desse ponto a origem
é denominado médulo do complexo.

O afixo de um complexo pode também ser
localizado por coordenadas polares, sendo que o
modulo é uma de suas coordenadas. A outra coor-
denada é chamada de argumento:

Grafico: @ DAE

»e

- Unidade 4 MNumeros complexos

OBSERVACOES:

1. A exclusdo do numero complexoz=0na
definicio de argumento evita o inconveniente
de associarmos a esse numero mais de um
argumento. Assim, poderiamos ter, paraz =0,

2 ; - T
o modulo igual a zero e o argumento igual a —
3

ou o moédulo igual a zero e o argumento igual a

qualquer outro angulo no intervalo [0; 2x[ em
graus, [0,360°]

2. 0 argumento também é chamado de
argumento principal, pois consideramos apenas
a primeira volta na circunferéncia. O argumento
de um numero complexo também pode ser
representado por arg(z).

Associamos a cada ponto do plano um par
ordenado e, reciprocamente, a cada par ordenado
associamos um ponto do plano. Queremos fazer o
mesmo aqui, mas com o que chamamos de coor-
denadas polares de um numero complexo: 3
cada ponto representado no plano complexo asso-
ciaremos um par ordenado formado pelas coorde-
nadas polares e, reciprocamente, a cada par ordena-
do formado por coordenadas polares associaremos
um ponto no plano complexo que representa um
numero complexo.

Exemplo:

No plano complexo a sequir estao represen-
tados alguns numeros complexos. Construimos
algumas circunferéncias concéntricas e indicamos
alguns angulos marcados em graus a partir do
eixo X (angulo de medida zero) no sentido anti-
-horario. Vamos obter as coordenadas polares dos
pontos indicados.



1058°

138°

75"

60°

45°

195°

210°

225°

240°

Pela figura, temos:

z, = (7,159 z; = (4;1659)
z, — (8;459) zg = (6;180°)
z,— (6; 759 Z,—¥ (2; 1959
z,— (8; 90°) 2,9 — (5; 240°)
z, — (6; 1059) z,, — (6;270°)

7, — (4;,120°) Z. ¥ (7; 3459

Para localizar um numero complexo qual-
guer, ndao nulo, no plano complexo, temos até
agui duas opcoes: coordenadas retangulares
(parte real e parte imaginaria do complexo) ou
coordenadas polares (modulo e argumento do
complexo). Agora, vamos utilizar as coordenadas
polares para obter a forma polar (ou trigonométrica)
de um numero complexo.

330

as®

300°
285°

Lembrando as defini¢ées das razoes seno e cos-
seno em um angulo agudo de um tridangulo retangu-
lo, temos, para o triangulo destacado:

A

¥

Figuras: © DAE

=y

e Razao cosseno:
a
cos@=— = a=p-cos® ()
e Razao seno:

(i1

senﬂ=E = b=p-send
P
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Substituindo (l) e (Il) na forma algébrica do nu-
mero complexo z, temos:

zZ=a+bi
z=p-cosO+p-send-i

z=p-(cosB+isend)

Ap6s os exemplos a seguir, veremos como po-
demos utilizar a forma trigonométrica para efetuar
certas operagoes entre 0s numeros complexos. An-
tes de exemplificar, € importante observar que, para
obter o argumento do nimero complexo, é necessa-
rio determinar o sinal do seno e do cosseno e, entao,
precisar o quadrante correspondente ao angulo.

senﬁz—Ei

Argumento 6 —

P
a
cosB=
P
0=0<2m

Exemplo:

Vamos escrever o nimero complexo z=2 + 2i
na forma trigonométrica.

Localizamos inicialmente o afixo de z no plano
complexo, conforme sua parte real e sua parte

imaginaria:
Ay
e ol P2
g :
= :
“ p=k !
|
0 |
i >
0 2 o

- Unidade 4 MNumeros complexos

A partir da localizacao de z no plano complexo,
obtemos 0 médulo e o argumento (coordena-
das polares). Assim, temos:

p=|z|=va’+b’

Mdodulo:
p=|z|=\f22+22=p=|z|=2x/§
b 2 2
senf=—=—p=——
A t i i
rgumento:
S PR

p 242 2
Pelos sinais das razoes trigonomeétricas (ou pela
representacao no plano complexa), 8 € um angulo

do primeiro guadrante. Pelos valores das razoes trigo-
nomeétricas seno e cossena, temos:

8=45="rad
4

Logo, a forma trigonomeétrica do nimero com-
plexo z=2+2i &

7 = plcosO + isenB)

I . I
F=D (cosz+ isen —]
Resolva os exercicios

Questoes e reflexdes no caderne.

Respostas no Manual do Professor.

1. Considerando que o argurmento de um ndmero
complexo pertence ao intervalo [0,2r[, quais sao
as possibilidades de argumentos dos numeros
complexos que sdo reais?

2. E dos complexos que sao imaginarios puros?

v

Exemplos:

1. Vamos escrever a forma algébrica do numero
complexo z representado na forma trigono-
metrica, isto é:

( n . Zn]
Z=3-lcos—+isen—
3 3

Passar da forma trigonométrica para a algé-
brica exige um pouco mais de Trigonome-
tria, particularmente o conhecimento das
razées seno e cosseno de arcos. Nesse caso,
teremos de fazer a“redugéo ao primeiro qua-
drante”do arco 2?“:

2
cos?n= c05120° =—cos60® =—

[ =

N‘ﬁ:‘]w

sen%'lt: sen120° =+ senb0® =



Tendo os valores de seno e cosseno, podemaos
escrever a forma algébrica do complexo z:

z=3-|cos 2_:r"'-H'-ser|2—:lI
3 3

1 \’5] 3..3V3

z=3-|-—+i- = =

==

2 2

2.Vamos descobrir o lugar geométrico de to-
dos os pontos do plano complexo cujos mo-

dulos tém o valor 5.

Como nao dispomos da parte real nem da
parte imaginaria do complexo correspon-
dente, vamos representar tal nimero como
Z =x + yi, sendo x e y numeros reais desco-
nhecidos. Como conhecemos o médulo de

z, teremos:
|2|=[x+yi
5=|x+yil

S=Jxl+y’ = x4y’ =5

Exercicios resolvidos

Acabamos de obter a equacdo de uma cir-
cunferéncia de centro na origem do plano
complexo e raio igual a 5, conforme repre-
sentamos a seguir:
Ay

0; 8)
i E P =57

{—5;0) (5; 0)

X"

{0; —5)

Qualquer ponto pertencente a essa circunfe-
réncia corresponde a um numero complexo
cujo modulo éigual a 5.

1. No plano de Argand-Gauss da figura, os afixos dos
numeros complexos x, y, Z e w sao, respectivamente, A,
B, C e D. Sabe-se, ainda, que ABCD é um quadrado.

h Im

Figuras: @ DAE

X—Z?

Qual é a forma algébrica do nimero complexo

y-w
- Observando os afixos dos complexos no plano
complexo, temos que
x=(6,9) =649

y=(10,5)=10+5i

z={6,1)=6+i
w=(2,5)=2+5i
- Substituindo na expressao e fazendo os célcu-
los, temos:
Xx-z  6+9i-(6+)) _ 8i =
y-w  10+5-(2+5) 8w

Considere que o modulo e o argumento do nimero
complexo z 530, respectivamente, iguais a 2 V2 e 1200

a) Qual é aforma trigonométrica desse nimero com-
plexo?

b) Qual & a forma algébrica?
a) Como conhecemos o médulo e o argumento, temos:
z=p - (cos B +isen B)
z=21/2 - (cos 120° + isen 120°)
b) Transformando na forma algébrica:
z=212 - (cos 120° + isen 120°)
1 cos 120° = —cos 60° e sen 120° = sen 60°
7=22 - (~cos 60° + isen 60°)

Z=2ﬁ‘[_%+f‘ﬁjﬂl=—ﬁ+j“\fg

2
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Resolva os exercicios no caderno.

Exercicios propostos

4
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10.

11

12

13.

b) z,tal que a parte real é a metade da parte imagindria;
c) z;talgue o ponto correspondente ao nlimero complexo
no plano de Argand-Gauss esteja no eixo imagindrio;

d) z,tal que o ponto correspondente ao nimero com-
plexo no plano de Argand-Gauss esteja no eixo real.

Os afixos dos ndmeros complexos A=2 + 2/, B=2- 2i,

C=-2+2ieD=-2-2ino plano complexo indicardo os

vértices de um poligono. Sobre esse poligone, responda:

a) Qual é sua denominagao? Quadrado.

b) Qual é a medida de seu perimetro? '° Uidades de
comprimento.

¢} Qual é a medida de sua drea? 16 unidades de area
Considere no plano complexo uma circunferéncia de
centro na origem e raio medindo 3 unidades. Elabore dois
ndmeros complexos, tais que: Respostas pessoais.

a) seus afixos estejam situados na regido interna a cir-
cunferéncia.

b) seus afixos estejam situados na propria circunferéncia.
c) seus afixos estejam situados na regido externa a cir-
cunferéncia.

Determine o médulo de cada um dos seguintes nimeros
complexos:

a z=3+4i5 d) z=-77
b) z=2+V3 - iN7 @) z=-5-12i3
c) z=3i3

Obtenha o argumento correspondente para cada nimero
complexo a sequir;

ajz=1+i 45°
b)z=1-"V3i 300°
cjz=50°

d) z=-2 180°

e) z = 4j90°

f) z==3i270°

g) 2=-2-12j225°

h) z=-3+V3 -i150°

Dados os seguintes nimeros complexos na forma algé-
brica, escreva-os na forma trigonométrica ou polar:

a) z=-1+¥3 +jz=2- (cos120° + isen120%)

b) z=i 2z=1 - (c6s909+ isen900)

¢} z=-3 z=3- (cos180° + isenlB07)

Utilizando a propriedade E‘-‘ = % ,com z, # 0, calcule:
2 2
Nt
V24 2%
+2i
b) osvalores de k, para os quaisi i —|éigual a 2.
3-7l6ou-6

Considerando os numeros complexos z =4 + 3i e
w=5+ 120

a) calcule |z} e |w].|z|=5e
b) calcule |2 + |w]. 18

) caleule |z +wj.9+ 15i
d) caleule |2+ wl. \ 306
e) é verdade que |z + w| = |7 + |w|, ou seja, o médulo

da soma de dois nimeros complexos é igual 3 soma
dos modulos? Nao.

wj=13

14. Nafigura a seguir estao representados os nimeros com-
plexosz, wev.

Respostas no Manual do Professor.

Figura: © DAE

v

a) Calcule a distancia do afixo do nimero complexo z a
origem do plane de Argand-Gauss.

b) Escreva o nimero complexo z na forma trigonomé-
trica.

¢) Escreva os nimeros complexos z, w e v na forma al-
gébrica.

d) Se multiplicarmos o ndmero complexo z pela unida-
de imagindria, obteremos outro ndmero complexo?
O numero complexo obtido & igual a w, v ou a ne-
nhum deles?

e) Multiplicando o nimero complexo w pela unidade
imaginaria, qual nimero complexo obtemos: z, w, v
ou outro?

15. Represente geometricamente, no plano complexo, os
pares ordenados que satisfagam cada uma das condigoes
a seguir: Respostas no Manual do Professor.
a) x*1y?=9;
b) x*+y* <4

c) ¥ryi=1

16. Considere os nimeros complexosz=6+8ie w=8+6i
e calcule: I =10e

a) os médulos dos nimeros complexos ze w; |[w|=10

b) adistancia entre os afixos dos nimeros complexos z
ew; V2 uc

c) o cosseno do dngulo AOB, em que O é a origem e
A e B sdo os afixos dos nlimeros complexos z e w,
respectivamente. 0,96
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Vocé pode estar se perguntando: qual é o moti-
vo de escrever um numero complexo na forma trigo-
nométrica, se ja conhecemos bem aforma algébrica?

Para responder a essa pergunta vamos obser-
var como podemaos, por exemplo, elevar um nimero
complexo a alguma poténcia, quando ele é apresen-
tado na forma algébrica.

Exemplo:

Dado o nimero complexo z =1+ J3-vamos
calcular z°.

Embora possamos utilizar a férmula do desen-
volvimento da poténcia de um bindmig, vista no
volume anterior desta Colecdo, vamos empregar o
seguinte resultado:

(a+b)’ =a’+3a’b+3ab* +b*
Para calcular 28, fazemos:
= =(1 +3 i]ﬁ
2
7= [ 1+43: !)TJ
- [13+3 P3eie31 (V3] + (V3 )1
[1+3\[§:+9 i +3J§ ;]
[+3J‘ —g—a3: ;]
2 =|:—8]2===z‘5 =64
Veremos neste capitulo que, na forma trigonomeé-

trica, operacoes como multiplicacao, divisao e potencia-
cao podem ser efetuadas de maneira mais simples.

Multiplicacao e divisao na
forma trigonométrica

Varnos efetuar a multiplicacao de dois nimeros
complexos escritos na forma trigonométrica. Obser-
ve a seguir o procedimento utilizado.

- Unidade 4 MNimeros complexos

OPERAGOES NA FORMA
TRIGONOMETRICA

Exemplo:

Sendo z, zB-[cos%Hsen%) e

47 4
7,=4- (ccns— +isen ) vamos determinar o
5 5
complexo correspondente ao produto desses dois
complexos.

Note que os argumentos desses dois comple-
X0s nao sao angulos notaveis. Desse modo, se quisés-
semos transforma-los em forma algébrica, teriamaos
de utilizar uma calculadora. Vamos multiplica-los da
forma em que eles sao dados:

b1 S 1 4m 4
Z 2= 3-(-:05— + :sen—) 4- (cos—+: . sen—)
5 5 5 5

by A | o % 4n
Z2Z; =3-4‘(cos—+1 » sen—)- (c05—+r- sen—)
5 o 5 5

by # 4m 1 4 4
iz, =10 (cos—- cos— —sen—- sen—ﬁ) +
5 5 5 5

( 4n b by 4:1:)
+ j5en— Cos—+Sen— - Cos—
5 5 5 5

Da trigonometria, temos:
{ sen(A+B)=senAcosB+senBcosA

cos{A + B) =cosAcosB—senAsenB

[ m 411) _(n 4:'1:)
Z,-Z,=12-|cos| —+—|+isen|—+— ]
5 5 5 5

z,-z,=12-(cosm+isentm)

Observe:

* (O modulo corresponde ao produto dos
modulos: 12=3-4

* (O argumento corresponde a soma dos
m 4m
argumentos: t=—+ —

5

A forma trigonométrica é interessante para
efetuar nao apenas uma multiplicacao entre dois ou
mais complexos como também a divisao e a poten-
ciacdo com expoente inteiro.

A seguir, demonstraremos as relacoes para a
multiplicacéo e para a divisdo de dois nimeros com-
plexos dados na forma trigonométrica.



Demonstracao:

z,-2,=p,-(cos@,+i-sen@,) - p, - (cos®, +i-send, )
z,-2,=p,"p, (cosB,+i-send,) - (cosB, +isens,)
2,-2,=p,p,(cos8,cos8, +isend, cos8,

+isen,cos, +i’send,send, )
2,2, =Py Py [cos.(-),cc:nslli!';_,—sen(-]1sen(-]2 +

C{‘S@'rl'sz}
+i- (senﬂ1 c0592+5en82c059,):|
sen( 6,48, )

2,:2,=p, P, I:n:-:}s(ﬁ1 +0,)+isen(0,+8, )]

Pelo que acabamos de obter, podemos dizer
gue o ntimero complexo resultante da multiplicacao
de dois complexos, dados na forma trigonométrica,
é um complexo de médulo igual ao produto dos
modulos dados e de argumento igual 8 soma dos
argumentos dos complexos dados, sendo essa soma
reduzida a primeira volta, quando necessario.

Demonstracao:

4 _py (cosﬁt - :‘senﬂl)
5 p,- (cosh, + isend,)

\L Multiplicamos e dividimos pelo conju-
gado de cos8, + isenB;

2y _  py-(cos8, +isend,) - (cosl, —isenB.)
% p, - (cosl, +isend,) - (cosl, —isend,)

i o —j2
[ [cosB, cosB, + isend, cosB, - isenB,cosB, —i*send, send.]
(cosz(-}z— r'zsen{-)z}

I
Z p,
2 _ p, . lcosBcosh, + senbsenB,) + i(senB, cosh, — senB,cosb )]

z p, [cos?8, + sen?@,]

cos(@,-8,) sen(,-6,)
2y _ P . | (cosB,cosB, + senB, senB.) + i - (senb,cosB, — senb cosh,)
%L p [cos?®, + sen@.]

P e i
1

?‘ =P1 . [cos(6,-8,)+ isen (8,— 6,)]
2 2

Subtraimos os argumentos
Dividimos os médulos

Assim, o complexo resultante tera médulo igual
ao quociente dos médulos dos dois complexos da-
dos e argumento igual a diferenga dos argumentos
dos complexos dados, sendo essa diferenca reduzida
a primeira volta, guando necessario.

Exemplo:
VVamos abter o resultado da multiplicagao e da
g g L . 2T
divisdo dos complexos z=6-|cos—+i-sen— | e
L ,
w=2- (cosgﬂ - SEHEJ. A sequir, vamos representar
os resultados num mesmo plano complexo.

Multiplicagao:

L2 =P Py '[':05(91 +92) + fsen{ﬁ1 +Bz)]

. . o W, I
Z-W=6-2-|Co5 |—+—|+isen|—+—
3 6 3 6

5@ . 5m
z-w=12-|cos—+isen—
6 6

Divisao:

T |cos(8,~8,)+isen(8,—8,)]
22 p2

z 6[ (211: JI). (2112 ‘-'EI'
—=—-|cos|——— |[+isen|———
w2 3 6 3 6
g T o Tl
—=3-|cos— + isen—
el
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Localizando no planc complexo, a partir do modulo e do argumento,
os afixos dos complexos z, w, zw e —, temos:

w
Ay
s
A
‘\
\\
Ay
\\
\\
W N
LY
\\
z
Z
6 " )
3
i w.-"

w

z 12 5  2m|-2

@ & 3 1E N2

& 6

>

=

>
X

QUES tbes e reflexbes Resolva os exercicios no caderno.

Resposta no Manual do professor. ) .
Multiplicar um ndmero complexo nao nulo z pela unidade imaginaria f equivale a
rotacionar o vetor correspondente a esse nimero complexo um angulo 8 no sentido
anti-horario. Qual & a medida desse angulo?

Exercicios resolvidos

1. Dados z= 2(cos 25° +i-sen 25°) e w = 4{cos50° + Seja 8 0 argumento de w.
+i-5en50°), calcule o valor de z- w.

z-w=[3-|w|]- [cos (30°+ B) +i-sen(30° + 8)]
zw = [2 - 4] - [(cos(25° + 50°) + isen(25° + 50°%] =

= 8(cos75° + isen75°) a) {3 “|wl=3 SiM=1e8=0°
2. Umcomplexo zdividido por wéigual ai.Sabendoqueo W=
maédulo de wé 3 e que seu argumento € 70°, determine Logo,
znaforma trigonométric.:_ w = 1(cos0° + i-sen0®)
w | 3(cos70°tisen70) b){ 3M=6  w=2e0=100°
=1(cos 90°—i-sen 90°) — z=[3 - 1] - [cos (70° + 90°)] + 30°+ 0=130"
+i-sen (70°+ 90°)] = 3 (cos160° +i - sen 160°) Logo,

Logo,

z=3(cos160° +i - sen 1609 elihe. ik ¥

; ) . )3 |w=17 17
3. Seja z = 3(cos30° + isen30°). Qual deve ser o nimero — |w|= 5 e =270°
complexo w de modo que o produto z- w: 30°+ 6=300
a) tenha o mesmo médulo e argumento de z? Logo,

b) tenha o dobro do médulo de z e argumento igual
a 13077 =

) tenha modulo igual a 17 e argumento igual a 300°?

(cos270°+i - sen270°)

- Unidade 4 MNumeros complexos



Exercicios propostos

Figuras: © DAE

Resolva os exercicios no caderno.

Com relacao aos nimeros complexos z, = 2 - (cos40° +
+i-5en40°),z, =3 (c0s25° +i-5en25%) e z, =5 - (COS65° +
+ i - sen65%), indique, em seu caderno, V ou F, caso as
afirmativas sejam verdadeiras ou falsas, respectivamente.

. O médulo do nimero complexo z, -z, 6.V

Il. O argumento do ndmero complexo Z5-70 igual ao
argumento do nimero complexo 2,.

2 =2F
Jll.z1 z,=2,

IV. O argumento do ndmero complexo z, - z, - 2, & igual
al3oev

g
" ?3 =25+ (cos25° + |- sen25%). v

1
Considere os ndmeros complexos

z=V6 [cos-E +i-sen -~
3 =

ew = E CDS%+.‘-‘SEH %

e obtenha:
a) a forma trigonométrica do ndmero complexo z - w.

: ; z
b) a forma trigonométrica do nlimero complexo '
c) a forma algébrica do nlimero complexo z- w,

z
d) a forma algébrica do ndmero complexo —.
w
Respostas no Manual do Professor
A unidade imaginaria € um ndmero complexo cujo mé-
dulo éigual a 1, e 0 argumento € igual a 90°.
a) Escreva o ndmero complexo z = i na forma trigono-
métrica.
b) Escreva o nimero complexo w=—1 na forma trigo-
nometrica.
¢) Utilizando as formas trigonométricas de z e w, mostre
que =—1.
Respostas no Manual do Professor
Na figura a seguir, os vértices do hexagono regular sao os

afixos dos nimeros complexos L S o
A

O produto dos nimeros complexos z,- 2,- 2. éigual aum
dos ndmeros complexos cujos afixos sdo os vértices do
hexdgono? Em caso afirmativo, qual?

Sim. 2,-2:2.=7

No plano complexo, conforme representado a seguir,
estao indicados os afixos dos nimeros complexos z,,
7572 T4 20 Considere que esses afixos representam
vértices de um pentdgono regular inscrito na circun-
feréncia de raio unitdrio e centrada na origem.

JLV

W

Elabore um problema relacionando os nimeros com-
plexos presentes na figura. Em seguida, resolva esse
problema e apresente-o a turma.

Resposta pessoal

Dado o nimero complexo z= 5 - (cos100° + i sen100°),

escreva, na forma trigonométrica, os nimeros complexos

1 z
W=—ev=s—

z i
w=0.2(cos260° + i-sen260%) ev=>5 [cos10%+ 7. senldf)

Dois nimeros complexos z e w tém argumentos, res-

; L 11 :
pectivamente, iguais a 133% e 3—: Sabe-se, ainda, que

lz-w|= 2 3 .Escreva, entdo, o nlimero complexo z- w:
a) naforma trigonométrica;
b) naforma algébrica.

Respostas no Manual do Professor.
Um nidmero complexo & definido porz, = cos(6) +i- sen (),
0=0<2r

a) Obtenha o mddule de z, qualquer que seja a medida
do angulo B pertencente ao intervalo [0; 27[ .

b) Calcule ovalordeza"z .

B
i 7= ?
c) Everdademaﬁrmarquezal zez Z(BI +oy)
Respostas no Manual
do Professor.
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Potenciacao na forma
trigonomeétrica

Quando multiplicamos dois nimeros comple-
xo0s dados na forma trigonométrica, o resultado é
um numero complexo de médulo igual ao produto
dos médulos dos complexos dados e de argumento
igual a soma dos argumentos dos complexos dados.
E se precisarmos multiplicar mais de dois numeros
complexos, como devemos proceder?

Vamos observar um procedimento, sem de-
monstrar como podemos multiplicar n ndmeros
complexos escritos na forma trigonométrica, ou seja:

Z,=p, - (cosB, +isend,)
z,=p, " (cosB, + isend,)

z,=p, - (cosB, + isenBd,)

z,=p,  (cosO_ +isend )

O produto sera obtido pela relacao:
22, 23 2 =Py Py Pyt Prc

: [cos(&, +6,+6,+..+6,)
+isen(8, +6, +6, +...+Bnﬂ

(Multiplicamos os médulos e adicionamos os
argumentos.)
Exemplo:

Vamos multiplicar os nimeros complexosz, we
u, dados na forma trigonométrica a seguir:
T n
Z=2-|C0S— +i-sen—
4 4

T T
w=5-|cos— +/-sen—

u=15-(cosm+i-senm)

m = ) T T |
zZ-w-u=2-5-15-|cos|—+—+Tm|+isen|—+ —+T
4 2 4 2

Vi T
Z-w-u=15-|jcos— +i-sen—
4 4

- Unidade 4 MNumeros complexos

E a potenciagao de complexos?

Vamos considerar a poténcia z" em que zé
um numero complexo e n, um numero diferente de
zero. Assim, temos:

"=z.2-2-..-2
[ —
n fatores.

Conforme observacao anterior sobre a
multiplicacao de n nimeros complexos, e dado

Z:p.(cosﬁ+i5ene} na forma trigonométrica, te-
remos:

n parcelas

z"=p-p-p-u,-p-lcos(§]+9+9+A.. +'B]+
e

nfatores

+isen|B+0+0+ ..+ 0|+
npaa'cela

2 =p"-[cos(nB)+i-sen(nd) |

A relacdo anterior foi obtida pelo francés
Abraham de Moivre (1667-1754). Podemos dizer que
a poténcia de ordem n de um nimero complexo,
dado naforma trigonométrica, € o nimero complexo
cujo maédulo € igual ac modulo do nimero elevado
a ne cujo argumento do ndmero € multiplicado por
n (argumento resultante reduzido a primeira volta).

Observacao:

Esta relacdo matematica é conhecida como for-
mula de Moivre.

Exemplos:

1. Vamos utilizar a formula de Moivre para cal-
cular 2% sendo z=p -(cos® +i-senB) um
complexo nao nulo.

Substituimos n por zero na férmula de Moivre:

7" =p"-[cos(n@) + isen(nB) ]
2°=p°-[cos(0-8) + isen(0-0)]
2°=1-(cos0 + i-sen0)

2=1-(1+1-0) Z2°=1



2. Dado o numero complexo
A I+
z=2-|cos— +isen—

vamos calcular ovalorde 72+ 2% +2°.

* Na relacdo de Moivre, substituimos n por 2,
por 4 e por 6, obtendo:

2+24+2°=2"-|cos|2-Z|+i-sen[2- Z||+
6 6
| s 3 n
+2“-[cos(4-—]+i-sen(4._]]+2 -[CDS (E)E}L
6 6

+isen (6 . EH
6
7+ +7%=4. [cosg)+ i sen(gjj' +16- ‘:cos (Z?E)+

+isen (‘?ﬂ +64- [cos(m) +isen(r) |

7+ =4- l+f‘-£ +16- —l+:‘-£ -
2 2 2 2

+64-(=1+i-0)

P2 =24203-i-8483-1—-64

Py AL =704 10431

Portanto:
2+ 42°=24243.1-8+83-i-64
2+ +28=-70+1043 -]

3. Utilizando a férmula de Moivre e o quadrado
de um bindmio, vamos obter as relagdes tri-
gonométricas para seno e cosseno do dobro
de um arco.

Considere o nimero complexo z de moédulo

unitario e argumento 6, cuja forma trigonométrica é:
z=1- (cosh + isend)

Utilizando a férmula de Moivre, calculamos o

quadrado de z, ou seja:
72=12. (cos20 + isen20)
22 =c0520 + jsen20 ()
Utilizando o quadrado de um bindmio, vamos
obter o quadrado de z, isto é:
72=12. (cos + isen)
Z2=cos™+2--send + 7 senP
72 = (cos2B — sen) + 1 (Zsend - cosb)
Como as expressoes () e (I} representam o
mesmo numero complexo, temos:

0520 +isen20 = (cos’ 8 sen’d) + i - (2senBcos6)

1 Pelaigualdade de complexos
{cos 20=cos’08-sen’®
sen20=2senBcosO

Essas duas igualdades representam relagoes
trigonométricas para a duplicacao de arcos, j& estu-
dadas em Trigonometria no volume anterior desta
Colecao.

4, \Vamos utilizar a férmula de Moivre para obter
as poténcias naturais e consecutivas da uni-
dade imaginaria /. Para tanto, vamos escrever
i na forma trigonomeétrica:

y 4 . fLd T . m
i=1:|cos— +isen—| = cos—+ isen—
% 2 2) 2 2

Substituindo n na férmula de Moivre por 0, 1, 2,
3,4,5,6, ., obtemos:

b0
i*=cos|0-—|+isen g =
2 2

=cos0 +isend =1+i-0=1" =1

4 wy . T
[=cos|l-—|+isen|]-— |=
2 B

T . = . -
=C0S-— +jsen—=0+i-1=i=i
2 &

i 08 L (WP s W B
2 2

=cosm+isent=—1+ -0 =i*=—-1

i*=cos (BE)—# isen (3 : E):
2 &
3

3 3n
=C057+ fsen7=O+f-(—1}=>f =—i

i“=cos 4. +i5en(4-£)=
2 2

=cos2m+isen2n=1+i-0=i*=1

P=cos|5- = |+isen(5. X =
2 2

50 . 5m p 5 .
=cos—+isen—=0+4+/-1=/7"=i

Operacoes na forma trigonométrica Capitulo 14 -



i*= cosl6-F |+ien(6-=
2 2

=cos3m +isen3m = —1 +i-0=>i*=—1

Note que as poténcias comegam a se repetir
apos i*, pois na circunferéncia trigonométrica esta-
mos obtendo arcos coOngruos acs quatro primeiros.
E claro que vocé poderia chegar a esses resultados
sem utilizar a férmula de Moivre. Observe:

=]

=i

2=-1
P=ivP=1 =)=
=i i
P=ivf=f1=i
Bofop=jicpar]

De modo geral, paran e MN:

A= (A =17=1

il e R A

Exercicios resolvidos

pnt2=pn.2=1. (-1)=-1

',ﬂn+3=‘.=4n, ';3=-| . (‘*F’}=_-

Outra maneira de calcular uma poténcia natu-
ral da unidade imaginaria é dividir o expoente por
quatro e tomar apenas o resto da divisdo, conforme
demonstrado a sequir:

Dividindo m € N (m = 4), obtemos um quo-
ciente g e um resto r, isto é:

:n\;——)m:4q+r

Para calcular a poténcia i™, fazemos:

jMm=pq+r
im=pa. i
=7
=17

™= (r é o resto da divisdo de m por 4)

1. Sejaz=1+ V3.0 Calcule 2 e escreva o resultado na
forma trigonométrica.

z=1+V3 . i=2 (cos60° + - sen60°)
z°=2%[cos(5 - 60°) +i - sen(5 - 60°)]
25 =32(cos 300° + i - sen300°)

2. Sejaz=2(cos25%+i-sen25°). Escreva naforma algébrica
o nlmero 2°.

22 =2°[cos(9- 25%) +i- sen(9 - 25%)]
7?2 =512 (cos 225° + i - sen225°)

e = . .

2=512|-¥2 _¥2 ;|=-2562 — 2562 .i
2 2

Portanto:

2=-256V2 -25642 i

3. Determine o menor valor natural de n, diferente de
zero, de modo que (\/3_+ i)" seja urmn numero real.

(V3 +i)"=2"[cos(n- 30°) +i- sen(n - 30%)]

Para que (¥ 3+ )" seja um nimero real, devemos ter
sen(n-30°) =0.

O menor valor natural, diferente de zero, € 6, pois
sen(6- 30°) =senl180°=0.

Portanto, n =6.

4. Em relacdo ao exercicio anterior, determine o menor
valor natural de n para que o complexo W3+ seja
imagindrio puro.

Do exercicio anterior, temos:
(V3 + )" =2"[ cos(n - 30°) + isen(n - 309)]

Para que seja imagindrio puro, a parte real deverd
ser nula e a parte imaginaria, diferente de zero. As-
sim, temos:

cos(n-30°)=0

1 menorvalorden
n-30°=90°

n=3

5. Escreva a forma algébrica do ndmero complexo
A = (cosdB° + fsendB?)'0.

Utilizando a forma de potenciagao, temos

A= (cos48° + isen48°)'?

A=cos(10 - 48°) + jsen (10 - 48°) = cos480° + isen480°
1 480° = 360° + 120°

A =cos120° + isen120°

1

1 V
A =-cos60° + isen60° =2 A= = i o

w

i
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Exercicios propostos

Operacdes na forma trigonométrica Capitulo 14
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TEXTOS NA MATEMATICA

Orientagdes e respostas no Manual do Professor.

Nesta unidade vocé estudou que todo nimero complexo pode ser escrito
por meio de um par ordenado de nimeros reais. Além disso, observou a
existéncia de duas outras formas de representar um nimero complexo: a
forma algébrica e a forma trigonométrica. No texto a seguir vocé vai co-
nhecer outra maneira de representar niumeros complexos!

Propomos duas questoes para comecar: Quais sio os nimeros que
mais chamaram sua atencao ao longo desses anos de estudo, tanto no En-
sino Fundamental quanto no Ensino Médio? Quais foram os numeros mais
marcantes para o desenvolvimento da historia da Matematica?

Saber quais os numeros que chamam a atencao de uma pessoa é algo
tdo relativo quanto inutil. Alguém pode dizer que o numero 10 representa
algo extraordinario: “Vocé é dez!”. Outro pode opinar sobre o numero 13,
alegando a existéncia de “mistérios” relacionados a ele. Ha quem diga que o
numero 666 esta envolto em muito mais mistérios do que o proprio nimero
13. Seria o chamado “nimero da besta”.

Bem, essa primeira questdo de fato nada acrescenta. Buscar uma respos-
ta para ela certamente também ndo. Ja em relacdo a segunda questio, seria
necessario conhecer com muito mais profundidade a historia da Matematica
para poder ensaiar uma resposta aceitdvel. Mesmo que nio tenhamos tantos
conhecimentos a respeito desse tema, pelo que estudamos até aqui, alguns
numeros certamente representaram muito para o desenvolvimento da Ma-
tematica.

O que vocé diz sobre os nimeros presentes no quadro a seguir?
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Claro que esses nimeros tém sua importincia na Matematica. Alguém pode

afirmar que o zero nao € tao importante, pois representa a auséncia de quantidade,
mas imagine a escrita dos numeros no sistema de numeragao decimal sem o zero!

Nio é o objetivo, aqui, analisar cada um desses numeros, mas queremos
apresentar para vocé uma igualdade no minimo curiosa (ha quem diga ser a “mais
bela igualdade numérica™) que envolve esses cinco nimeros:

e™ 1=0

Sao numeros tao diferentes e estao relacionados por meio de uma simples igual-
dade. Como isso ¢ possivel? Quem foi o autor dessa relacao? Ela é de fato verdadeira?

O autor dessa relacao foi Leonhard Euler (1707-1783). Apenas para que vocé tenha
uma ideia do trabalho de Euler, no livro Introducao a historia da Matemdtica, de Howard
Eves (Editora Unicamp, 2004, p. 472), ha a seguinte frase: “Euler foi um escritor proli-
fico, sem duvida insuperavel quanto a isso na historia da Matematica; nao ha ramo da
Matematica em que seu nome ndo figure”. Euler produziu Matematica mesmo depois
de ter perdido a visdo e foi o responsavel pela seguinte férmula:

0= cosB + isenB (1)

el
Se substituirmos nessa igualdade 8 por T teremos:
€™ = cosT + isentt
e =-1+i:0
ff=-1=¢"11=0
Se na igualdade (I) multiplicarmos os dois membros por |z, obtemos:
Izl - e®= 2] - (cosO + isenB)

Note que o segundo membro da igualdade nada mais é do que a forma trigono-
meétrica de um numero complexo. Ja o primeiro membro é conhecido como a férmula
exponencial do niimero complexo z. Assim, pelo que vimos até aqui, qualquer numero
complexo z pode ser escrito por uma das seguintes formas:

z = (a; b) (par ordenado)

z=a + bi (forma algébrica)

z=|z| - (cosB + isenB) (forma trigonométrica)
z=|z| - ¢® (forma exponencial)

Poderiamos utilizar a férmula exponencial para provar certos resultados estudados.
Por exemplo, quando multiplicamos dois numeros complexos na forma trigonomeétrica,
multiplicamos os médulos e adicionamos os argumentos, isto €:

Z,°Z, =P, P, [cos(B, +6,) +isen (B, +6,)]
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Essa mesma relacdo, utilizando a forma exponencial, seria assim obtida:

21 i 22 = ('pl " Eiel) ) (p2 ) eiez)
2,°%L,= (pl 5 pz) 5 (figl ; eiel)
Z,°%,= (pl . pl} . ¢i®1 +67)
Note que essa tltima relacdo, escrita na forma exponencial, representa um niimero

complexo de médulo igual ao produto dos médulos dos complexos dados e argumento
igual 2 soma dos argumentos dos complexos dados.

'QUEST&ES Resolva os exercicios no caderno.

1. Utilizando a forma exponencial, mostre que na divisdo de dois nlimeros com-
plexos dividimos os madulos e subtraimos os argumentos.

2. Utilizando a forma exponencial, mostre que, para elevar um numero com-
plexo a um expoente natural n, elevamos o médulo a n e multiplicamos o
argumento por n.

Algumas conclusoes

Procure resolver algumas questdes envolvendo o estudo dos ndmeros complexos.
(Caso sinta dificuldade, sugerimos retomar os conceitos principais:

1. O que é a unidade imaginaria?
2. Um numero real & um ndmero complexo?

3. O conjunto formado pelos niimeros imaginarios € o subconjunto do conjunto
formado pelos ndmeros complexos?

4. Qual é a forma algébrica de um nimero complexo?

5. A parte real e a parte imaginaria de um nidmero complexo sdo numeros reais?

6. Como podemos efetuar a divisao de dois nimeros complexos escritos na forma
algébrica?

7.Qual é a forma trigonométrica de um ndmero complexo?

8. O que representa, no plano complexo, o madulo de um ndmero complexo?
E 0 argumento?
9. Como multiplicamos e dividimos dois ndmeros complexos apresentados na
forma trigonométrica?
10. Elevando um numero complexo a 102 poténcia, o que ocorre com seu modulo?
E o seu argumento?
Troque ideias com seus colegas e o professor. Comente suas respostas e ouga a
de seus colegas. Juntos, facam uma lista das dificuldades que tiveram e descubram os
assuntos que precisam ser retomados.
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Vestibulares e Enem

Resolva os exercicios no cademo.

{(Uern) Considere a igualdade 2z—7=7 + 1. E correto
afirmar que o niimero complexo z, da forma z=a + bi, é:

@1+% t:u}2+3j A1+3i d)3+2)

(Uece) Se os niimeros complexos z e westao relacionados
pelaequacdoez+wi=iesez=1 ,entdowéigual a:
O ndmero complexo i é tal que # =-1.

@i  b1-i 9= d1+i

(Unicamp-5P) O médulo do ndimero complexo
7= 1% ¢ igual a:

@V2 b0 9Vv3 an

(PAS-UEM) Em relacdo as raizes dos polinédmios
plx) =x% + 18, rix) = —x? — 9, assinale o que for correto.

01) As raizes de p(x) sao numeros reais.
02) A parte real das raizes de r(x) € o ndmero 3.

04) O produto das raizes de gl(x) € um ndmero imagina-
rio puro.

08) O modulo das raizes de g(x) JS_

16) Os argumentos das raizes de r(x) s30 @ = il e
2

3n
6 =—

2 08 + 16 =24

(Uepa) Um dos resultados importantes da produgo de
conhecimentos reside na possibilidade que temos de
fazer a interagao de multiplos saberes. O conceito de nd-
mero complexo € um bom exemplo dessa possibilidade
exploratéria da produgao cientifica, ao permitir relagdes
com élgebra, geometria plana, geometria analitica,
trigonometria, séries e aritmética. Neste sentido, consi-
dere os numeros complexos z, = 2+2-10 z,= 5-6-j
z,=—4+18-ieos nlimeros reais k, e k, tais que a soma
dos nimeras complexos k, z, e k, z, resulta no complexo
z,. Nestas condicdes, o valor de k}’é:

1

(PUC-RS) A area da figura representada no plano de

Argand-Gauss peloconjuntode pontos { z€ C:|z] <1} e
1

a) ; @n

b) 1

c}E e)2n
2

a)9 b)8 a1 d]%

(FGV-5P) Seja f uma fungao gue, a cada nimero complexo
z associa f2) = iz, i é a unidade imaginaria. Determine os
complexos zde méduloigual a4 e tais que 2} =Z,Z éo
conjugado de z. Respostas no Manual do Professor.

(PUC-SP) No plano complexo de origem O, na figura a
seguir, 0 ponto A é a imagem de um ndmero complexo
u cujo médulo é igual a 4.

10.

A Im (2)

60°

Re (=)

u
Se B € o ponto imagem do complexo V = ?; entao é
correto afirmar que:

médulo de u + v éigual a 4v2.
b) o médulo de u—véigual a 2\/2_k
) B pertence ao terceiro quadrante.
d) B pertence ao quarto quadrante.
e} o tridngulo AOB é equilétero.

(Unicamp-5P) Sejam x e y nimeros reais tais que

X+yi= 43 +4j, onde i é a unidade imaginaria. O valor
de xy € igual a:

a-2 b-1 91 @2
(UEL-PR) Leia o texto a sequir.

Na virada do século XVIII para o século XIX, um
agrimensor noruegués, Wessel (1798), e um desconhecido
matematico suigo, Argand (1806), foram, aparentemente,
os primeiros a compreender que os numeros complexos
ndo ém nada de “irreal”. 530 apenas os pontos (ou ve-
tores) do plano que se somam através da composicao de
translaces e que se multiplicam através da composicio de
rotacoes e dilatacdes (na nomenclatura atual). Mas essas
iniciativas nao tiveram repercussio enquanto nio foram
redescobertas e apadrinhadas, quase simultaneamente,
por Gauss, grande autoridade daquele tempo que, ja em
vida, era reconhecido como um dos maiores matematicos
de todos os tempos.

Adaptado de: CARNEIRO, J. P “A Geometria e o Ensino dos

Numeros Complexos™. Revista do Professor de Matematica. 2004.

11.

v.35. p.18.

Assinale a alternativa que apresenta, corretamente, uma
composi¢ao de rotacao dos pontos P(—3, 4) e Q(2, — 3)
representados pelos ndmeros complexos z=—3 + 4i e
w=2-3i

a)-18+17i d)5+7i
b) -6+ 12i @B +17i
o-6+i

(UFSM-RS) No plano complexo, o ponto z ; representa o
local de instalagdo de uma antena wireless na praga de
alimentagao de um shopping.



12,

13.

14.

_______

Os pontos z = x + yi que estdo localizados no alcance
maximo dessa antena satisfazem a equacao |z - 7| = 30.

De acordo com os dados, esses pontos pertencem a
circunferéncia dada por:
@ +y2-20-10y-775=0

b)x?+y?-900=0

A+ = 10x+ 20y -775=0

d) @ + 2 —10x+ 20y -900=0
e)x?+y? = 20— 10y-900=0

(Uece) Se x e y s3o nmeros reais nao nulos, pode-se afir-
mar corretamente gue o modulo do numero complexo
xX—iy
x+iy

@ b) 2 d) v

(UEPB) O produto dos nimeros complexos (3 — ) (x+ 2yi)
&um numero real quando o ponto Pxy) estd sobre a reta
de equacao:

2= éigual a:

o) x?+ P

a)éx+y=0 y—x:O
b)6x-y=0 e)3y+x=0
c)x+6y=0

(UEM-PR) Considere z = g + ib um ndmero complexo,
com ae breais e nao nulos, e Z =a— ib seu conjugado.
Sobre esses nimeros complexos e a sua representacao
no plano complexo, assinale o gue for correto.

01) O produto z-Z um ndmero real positivo cuja raiz
guadrada fornece a distdncia de ze de 7 até a ori-
gem.

02) O ponto do plano complexo que representa Z obti-
do do ponto que representa z fazende uma rotagao
de 180° em torno da origem.

04)Se 7 =/ entio(ZX =i
08) Se w é um numero complexo gue estd 8 mesma dis-
tancia de ze de Z entao wé um nimero real.

16) O quociente Z &um nidmero real.
z
01 +08=09

15. (UFSM-RS) Os edificios "verdes” tém sido uma nova ten-
déncia na construgao civil. Na execucao da obra desses
prédios, hd uma preocupacao toda especial com o meio
ambiente em que estao inseridos e com a correta utili-
zagdo dos recursos naturais necessarios ao seu funciona-
mento, além da correta destinacao dos residuos gerados
por essa utilizagao.

16.

A demarcacao do terreno onde sera construido um
edificio “verde” foi feita através dos pontos P,, P,, P,
e P, sendo o terreno delimitado pelas poligonais

ﬁ ﬁ ﬁ eﬁ, medidas em metros. Sabendo que

P1, PZ, P3 ep , fepresentam, respectivamente, a imagem

dos complexos 74 = 20 +40i, 2, =-15+ 50/, z,=-15-10i
5_

eZy= EZl —Izg, qual éadrea, em m?, desse terreno?

a) 1595 b) 1750 c) 1795 @1925 e) 2100

(FGV-SP) No plano Argand-Gauss estdo indicados um
quadrado ABCD e os afixos dos niimeros complexos 7,
ERZe T Toe v

lrm &
247,
1514
4 L &
........ jF ety
P
i E > Re
0 1.3 o
--------- -1
---------- e

Se oafixo do produto de Z;; por um dos outros cinco nime-
roscomplexos indicados € o centro da circunferénciainscrita
no quadrado ABCD, entdo esse nimero complexo é:

az, ®z, 9z, dz, ez

\DESAFIO

(ITA-SP) Considere a equacdoem, C, (Z-5+3i)*=1¢
asolucdo que apresenta o menor argumento principal
dentre as quatro solucdes, entao o valor |z):

AV @VaT 93V5 daE e
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EXPLORANDO HABILIDADES E COMPETENCIAS

Respostas no Manual do Professor.
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Exemplos de imagens fractais.

- Unidade 4 Numeros complexos

E uma tarefa bastante ardua investigar e tentar determinar exatamente
qual foi e como se deu a origem de um novo conhecimento. A humanidade
se desenvolve e acumula conhecimento ha séculos, movida evolutivamen-
te por sua infinita curiosidade acerca do mundo em que esta inserida. Desse
modo torna-se muito dificil mapear quando foi que determinada ideia passou
a fazer parte das questdes humanas e quem foi o primeiro a dar respostas
plausiveis para tal questao.

A histéria esta cheia de discussoes acerca de quem foi o inventor deste
ou daquele aparelho e, mais ainda, esta repleta de relatos nos quais uma mes-
ma ideia surge no mesmao periodo em pontos totalmente distintos do globo.

Com a Matemdtica ndo haveria de ser diferente. F, dentre tantos ou-
tros exemplos no contexto da Matematica, podemos citar justamente o
numero imaginario. Esse ndmero foi aparecendo aos poucos em diversos
trabalhos no final do século XVIIl, como uma forma de driblar obstaculos
gue insistiam em frear a constante busca dos pensadores por mais conhe-
cimento. Um desses obstaculos era a resolucao de equacoes do terceiro
grau para as quais a solucao era clara, mas que, pela férmula, nao poderia
ser encontrada devido as raizes quadradas dos numeros negativos.

Entretanto, como visto na abertura da unidade, problemas de ordem
geomeétrica também careciam de um ndmero como o imaginario para serem
resolvidos. As questoes a seguir mostram como a mesma ideia pode surgir de
campos diferentes, solucionando problemas diferentes, e ser identificada por
fim com o mesmo simbolo e a mesma definicdo. Sdo conceitos que se tornam
parte do acervo de ideias aceitas pela comunidade cientifica e que servem
de base para uma série de novas empreitadas na evolucao do conhecimento.

I. Nimeros complexos na Algebra

Em 1752, Bombelli utilizou o conceito da raiz de ndmeros negativos
para poder fazer uso da seguinte férmula:



Era a conhecida férmula de Cardano-Tartaglia, que permitia a resolucao prética de
equacdes de terceiro grau do tipo x° + px + g = 0. Os estudos de Bombelli baseavam-se
na tentativa de resolucdo da equacgao x* - 15x — 4 =0, para a qual ao menos uma solugao
era conhecida.

a) Utilize a férmula de Cardano e o seu conhecimento scbre niimeros complexos
para concluir que as raizes de x* - 15x- 4=0sdo daformax=Vv2+ 11i +V2-11i .

b) Calcule (2 + > e (2 - i)* e utilize esses resultados para encontrar um possivel valor
de x.

) Aplique a distributiva na operacao (x — 4)-(¢ + 4x + 1) e conclua que resolver
X’ — 15x—4 =0 € o mesmo que resolver (x—4)- ( + 4x + 1) = 0. A partir dai, resolva
a equacgdo X’ + 4x + 1 = 0 para encontrar outros possiveis valores de x.

d) Substitua os valores de x encontrados no item anterior para verificarx* = 15x-4=0
e escreva o conjunto solugdo dessa equagao.

Il. Nimeros complexos na Geometria

Sabemos que, ao multiplicar um ponto A (2,2) do plano por (=1), 0 que estamos
fazendo € girar esse ponto 180° em relacao a origem, gerando o ponto A'(-2, -2) tal que
A'=(-1)- A. Entretanto, se quisermos fazer esse ponto girar 90° até um ponto B e depois
mais 90° até A, precisamos multiplici-lo duas vezes pelo mesmo numero x. Temos, entao,
B=x-AeA'=x-B=x*A Mas, como sabemos que A'=(-1) - A, concluimos que X = -1.

Desse modo, concluimos que x = i. Foi assim que as transformages no plano, que
antes eram feitas exclusivamente por operacdes de matrizes com numeros reais, passa-
ram a ser realizadas por operagdes entre numeros complexos.

a) Com base nessa explicagao, escreva os niimeros complexos abaixo na forma polar:

Em seguida, represente graficamente os pontos z,, z, 2?2 ez,

z=(01),2=(2,2) e = (-2,-2)

z
2 - . = P
b) Observe os resultados de z, z, e Te dé uma interpretacaoc algébrica e uma geo-

métrica para esses resultados.

c) Sem fazer nenhuma operacao algébrica, represente, no mesmo plano que vocé
desenhou no item @, 0 nimero z,=z, - z.

d) Chamando de z, 0 nimero z, z, calcule (z,)% (2,)*%; ()% (z,)%. O que vocé observa
dos resultados? Por que vocé acha que isso ocorre?
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UNIDADE

A partir da observacao de
um fenémeno, buscamos
relacionar as variaveis
presentes nele. Quando
estabelecemos uma relacao
entre elas, modelamos esse
fenomeno.

blickwinkel lamy Fotoarena

Nesta unidade, ampliamos o
conhecimento sobre equactes
abordando polindmios e

equacoes algébricas.

Aurora boreal,

llhas Lofoten, Noruega.
Foto de 2015.

POLINOMIOS E EQUACOES
ALGEBRICAS






CAPITULO
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Figuras: @ DAE

Para a confeccdo de uma simples caixa de
papelao, geralmente utilizada para embalar pro-
dutos, pedemos ter derecorrer aconhecimentos
matematicos. Adiminuicaode 2 mm?, porexem-
plo, na quantidade de material que & emprega-
do na producao de uma caixa de sapatos, pode
ser considerada insignificante por nés. Entretan-
to, quando consideramos que milhdes delas se-
rao fabricadas, essa“economia’numa caixa pode
tornar-se acentuada.

Nos trés dltimos anos do Ensino Funda-
mental, aspectos importantes da Algebra foram
abordados, entre eles: expressdes algébricas,
polindmios e equagdes. Muitas vezes, nao nos
damos conta da ligacao da Algebra com outras
partes da Matematica. A titulo de exemplo, ob-
serve atentamenteasduasfigurasrepresentadas
a seguir, em que x, ¥, a e b estao representando
medidas de comprimento na mesma unidade.

Podemos obter as dreas dessas duas figu-
ras utilizando a formula do céalculo da area de
um retangulo.

Retangulo |

Retangulo Il

- Unidade 5 Polindmios e equacdes algébricas

} POLINOMIOS

Resolva os
Respostas no Manual do Professor. exercicios no

Questoes e reflexoes caderno.

1. Como expressar a drea doretangulo | como
adicao de duas expressdes?

2. Essadrea poderia ser representada por uma
50 expressao na forma de produto?

3. Comoexpressara areado retangulo llcomo
adicao de quatro expressdes?

4. Essadrea poderia ser representada por urna
50 expressao na forma de produto?

/

Neste capitulo e nos trés outros estudare-
mos polindmios e equacoes polinomiais.

Polinomio

Considere a situacao a seguir.

Uma industria de papelac lanca no mer-
cado embalagens em forma de paralelepipedo
reto, em que as dimensdes sao variaveis, con-
forme representado na figura abaixo:

" X +5

x+10

Note gue as arestas estao representadas,
em centimetros, por x, x + 5e x + 10. Assim, o
comprimento medird 5 cm a mais que a largu-
ra, que, por sua vez, tera 5 cm a mais que a al-
tura. Para cada valor real positivo de x teremaos
uma caixa com o formato de paralelepipedo
retangulo. Observe alguns valores de x e as
medidas correspondentes das arestas:



1 1 6 1
4 14 9 4
10 20 15 10
12 2 17 12
20 30 25 20

Interessa-nos descobrir aqui duas expres-
sdes: a primeira seria, em fungdo de x, a da drea
total da caixa (o que sera gasto de papelao para
revestir, desconsiderando desperdicios); a segun-
da, também em fungao de x, a que fornece o
volume ocupado pela caixa.

Lembre-se de que a area total A, e o volume
V de um paralelepipedo retangulo de arestas
medindo a, b e ¢ sdo obtidos pelas relagoes:

A =2-(ab+ ac+ bq)
=,
V = abc
Assim, podemos obter, em funcao de x, a
area total e o volume da caixa correspondente.
- Area total:
A=2-[x+10)x +5) + (x + 10)x +
+ (x + 5)x]
A =2-02+5x+10x+50 +x*+ 10x +
+ x2 4+ 5x)
B == (3x* + 30x + 50)
A = 6x" + 60x + 100
- Volume:
V = abc
V= (x+ 10){x + 5)x
V =+ 100+ 5%
V=x+ 52+ 10x + 50x
V=x+ 15 + 50x

No calculo da area total e do volume do
paralelepipedo, encontramos duas expressoes
algébricas que fornecem a area total e o volume
do paralelepipedo em funcao de x. Observando
o segundo membro de cada uma dessas igual-
dades, temos 6x? + 60x + 100 e x® + 15x2 + 50x.

Essas duas expressoes algébricas sao co-
nhecidas como expressdes polinomiais ou,
simplesmente, polindmios.

Chamamos expressao polinomial ou
polindmio na varidvel complexa x toda ex-
pressao na forma:

ata - tte et

ax gjx‘ +a,
em qué

.ah,_'ah_.j, P

a0 nUmeros complexos denomina-
dos coeficientes;

né um numero natural:

o maior expoente de x entre os ter-
mos nao nulos do polinémio é denomina-
do grau do polinémio.

Exemplos:

1. Sao exemplos de polinémios:
= 62 + 40x — 25 — polindmio do 22 grau
formado por 3 termos
« X + 4¢ — 5x + 2/3 — polinédmio do
32 grau formado por 4 termas
- O + 4ix® — 2x* + 7i = polindmio do
42 grau formado por 4 termos
« /%' — 44 — polinémio do 102 grau for-
mado por 2 termos
2. Nao sao exemplos de polinémios:
» i+ 4x—5
Ve +4xT—x+8
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Resolva os exercicios

Questoes e reflexoes no caderno.

Explique o motivo de as duas Ultimas expressoes
exemplificadas anteriormente nao serem poli-
noémios.

Retornando ao exemplo da fabricacéo de cai-
xas de papeldo em formato de paralelepipedo reto,
encontraremos as igualdades que fornecem a érea
total e o volume da caixa em funcio de x, isto é:

AI=6XZ+60x+ 100 eV = x4 15x* + 50x

Note que sdo duas funcdes cujas leis de for-
macao sao expressas por polindmios. Dizemos que
todas as fungoes f: C — C definidas por polinbmios
sao ditas fungdes polinomiais.

Toda funcdo . C — C, definida por
M=ax+ta. 'ta. xX¥r*+.+tex+
+ ax' +a, coma, # 0 e sendo x um namero
complexo qualguer, é denominada e funcao
polinomial de grau n, em que n é um ndmero
natural.

Observacodes:

1. Seograude uma funcao polinomial for zero, entao
a funcao é definida por f(x) = a,, sendo que g, # 0.

2. Como a cada funcao polinomial associamos um
unico polinbmio e, reciprocamente, a cada poli-
némio associamos uma Unica funcdo polinomial,
quando nos referirmos a um polindémio estamos
também nos referindo a funcado polinomial, e
vice-versa.

3. Cada termo de um polindmio € dito monémio.

Exemplo:

Observe alguns exemplos de polinémios:

+ f(x)=4x?— 7x+ 10— éum polindmiode grau
2 (dizemos funcao polinomial do 22 grau);

» P(x) = 47x — 15 — é um polindmio de grau 1
(ou funcao polinomial do 12 grau);

+ f(x) = 2 = € um polindmio de grau zero (ou
funcao constante);

= P(x) = 0 — & um polinébmio identicamente
nulo (também é uma fungdo constante).

- Unidade 5 Polindmios e equacoes algébricas

Figura: & DAE

Um polinémio € identicamente nulo quan-
do todos os seus coeficientes sao iguais a zero.

Observacao:

Como no polindbmio identicamente nulo todos
os coeficientes sao iguais a zero, nao se define o grau
do polindmio.

Exemplo:

Vamos determinar os valores dos niimeros reais
a, be ¢ para que o polinémio definido por
px)=@—1)x+b+4x+c—5
seja identicamente nulo.
Se o polinébmio € identicamente nulo, todos os
seus coeficientes devem ser iguais a zero. Assim, temos:
a—1=0=ag=1
b+4=0=b=—4
c—5=0=c=5
Portanto, sea=1,b = —4 e c = 5, entao o poli-
némio p(x) sera identicamente nulo.

Valor numeérico

Quando associamos a todo polindmio uma fun-
cao polinomial, a medida gue atribuimos valores a va-
riavel x obtemos valores para o polindmio. Tais valores
sao chamados de valores numéricos.

x+10

No polindmio V(x) = x* + 15x% + 50x, que re-
presenta o volume do paralelepipedo acima, vamaos
substituir x por 1:

V(1) =134+15-12450-1

V(1) =66

Dizemos que V(1) = 66 é o valor numérico que
o polindmio V(x) assume parax = 1.



O valor numérico do polinémio p(x) para
X = a é o numero que se obtém substituindo x
por a e efetuando todas as operacoes indicadas
pela expressao que define o polinémio. Represen-
tamos esse valor par pla).

Exemplos:
1. Vamos calcular o valor numérico do polindmio
Alx) = 6 + 60x + 100 parax = 10.
= Substituimos x por 10 no polindmio:
A(10)=6-10*+60-10+ 100

A(10) = 600 + 600 + 100 = A(10) = 1300
Portanto, 1300 € o valor numeérico do polinémio
Alx) parax=10.
Exemplo:
2. Dado o polinémio pi(x) = 5x* — 103 + 9x2 +
+ 6x — 18, vamos calcular o valor numérico desse
polindmio parax = -1.

- Substituindo x por —1 no polinémio, temos:
p(=1)=5-(=1)—=10- (1P +9 (1) +

+6-(—1)—18
p(—1)=5+10+9—-6—18
p(—1)=0
| |

Valor numério do polinémio p(x)
para x = =1é igual a zero.

Como o valor numérico resultou zero, dizemaos
quex = —1 éraizou zero do polindmio p(x).

Num polinémio p(x), se p(a) = 0, o nimero
complexo a é denominado raiz ou zero de p(x).

Respostas no Manual do Professor

Resolva os exercicios
Questoes e reflexoes no caderno.
1. Quais sdo o0s "zeros" do polindmio p(x) definido por
fix) = x> — 9x + 87

2. Quantos “zeros” admite um polinémio identica-
mente nulo?

Identidade de polinomios

Ha um conceito de igualdade de polinémios
ligado ao que vimos anteriormente sobre valor nu-
meérico. A fim de compreendermos como € a igual-
dade de polinédmios, vamos inicialmente considerar
dois exemplos.

Exemplo 1:

Sejam os polindmios
AX) =x+4xeB(x) = x> — 2%

- Ao calcularmos os valores numéricos des-

ses dois polindmios para x = 4, note o que
acontece:

Ald) =4+ 4 4= A@) = 32

X=4— B
Bd)=4"—2-4"=B(4) =32

Os valores numeéricos obtidos sao iguais, po-
rém os polinémios séo diferentes: enquanto
A(x) € um polinémio do 22 grau, B(x) é um
polinébmio do 32 grau.

Vejamos o que acontece quando calculamos
0s valores numeéricos desses dois palinémios
parax =3:

AB)=3+4-3=A(3)=21
B3)=3—-2-3¥=B(3)=9

Nesse exemplo, constatamos que os valores nu-
méricos sao diferentes.

X=3—

Exemplo 2:

Sejam os polinémios
AX)=x2+4x+3eBX) = (x+ 1)x+ 3).

-

Ao calcularmos os valores numéricos desses dois
polindmios parax= 10, note 0 que acontece:

= 4+ 4- ==
XZIO_}{A(I[}) 102 +4-10+3=3A(10)= 143

B(10)=(10+1)(10+3)=B(10) =143
Os valores numéricos sao iguais.
Vejamos o que acontece quando calculamos
0s valores numéricos desses dois polindmios
parax=7:
B {A{?):72+4-?+3=A(7):80
x=7=
B(7)=(7+1)-(7+3)=B(7)=80
Também chegamos a valores numéricos iguais.
Se considerarmos agora um ndmero qualquer
representado por x = a, teremaos:
Ala)=a*+4a+3
X=a-3Bl@=@+1)-@+3)=a*+3a+a+3
=Bla)=a*+4a+3
Nesse caso, dizemos que os dois polindmios
assumem valores numeéricos iguais para quais-
quer valores atribuidos a variavel x. Esses dois
polindmios sao iguais para qualquer valor de x
(polinbmios idénticos).

Polinémios Capitulo 15 -



Dois polindmios A(x) e B(x) sao iguais ou idén-
ticos se, e somente se, seus valores numeéricos forem
iguais para todo nimero complexo a. Em simbolos:

A() = B(x) < Ala) = B(a), YaEC

Observacées:

1. Utilizamos o simbolo = para indicar que dois
polindmios sdo idénticos, isto &, sdo iguais para
quaisquer valores atribuidos a variavel. O simbolo
¥ significa “para todo”

2. Qutra maneira de verificar a identidade de polind-
mios: dois polindmios sao idénticos se, e somente
se, 0s coeficientes de mesmo grau forem iguais.

Exemplo:

Utilizando a identidade de polinémios, vamos de-
terminar os valores de A, B e C para que a igualdade
de fracdes algébricas a seguir seja verdadeira:
A Bx+C 1
x—1 X+x+1 £—1

- Para compararmos essas fracoes algébricas, va-

mos reduzir o primeirc membro da igualdade a

uma fracao. Assim, teremos:

A Bx+C 1
x=1 X4+x+1 ¥-1

A +x+ 1)+ Kx—1)Bx+C) 1
x—1D+x+1) =

Exercicios resolvidos

AC+AX+A+BC+Ox—Bx—C 1
b hop =1 -1

A+Bx*+A+C—Bx+A—-C 1
B=1 3=

A+Bx+A+C—Bx+A—-C=1

- Agora temos a igualdade de polinédmios. Va-
mos determinar os valores de A, Be Cque a

tornam verdadeira.

(A+Bx+A+C—Bx+A—-C=1
A+Bx+A+C—Bx+A—-—C=1
0 0 3

A+B=0=B=—-A ()
A+C—B=0 (n
A—C=1=C=A-1(I

- Substituindo (I) e (Il em (Il), temos:
A+C—B=0
A+A—-T1—(-A)=0

3A=1
i X
A=1——> 3
RN P S
33
1 1 2
Portanto, temos A= — B = —geC = &

1. Dentreosnumeros —1,0,3, —3, i e 2i,quais sdoraizes
da fungao polinomial plx) = x*— 3x + x— 37

p—1)=(=1P—-3-(-1P+(-1)—3=-8
(—1 nao é raiz)

pl0)=0"—3-0+0— 3= —3(0ndoéraiz)
pi3)=3*—3-32+3-3=0(3¢éraiz

P—3) = (—3F — 3 - (=3P + (-3) — 3 = —60
(—3 nao é raiz)

pl=F—3-P+i—3=00(éraiz)

p2)=(2f —3- 2P +21—3=9—6i
(2i ndo é raiz)

Portanto, 3 e i sao raizes.

2. Determine os valores de m e n para que o polindmio

. Determine os valores de a, b, c e d de modo que os

pl)=2¢+m- x>+ n-x+ 12satisfacap(l) = 12e
p(—2) = 18.
p)=2-*+m-1*+n-1+12=12
p(—2)=2-(-2P+m-(—2*+n-(—2)+12=18
Entdo: (m+n= -2
4m—2n=22

polindmiospx) =(a—2) - — 42+ (5—b):x—1e

sx) = —7x* + (3c) - — 7x + 4d + 3 sejam idénticos.

Para que p(x) seja idéntico a s(x), temos de ter:
a—2=-7

WY i mbe e -Dade
5—b=—7 :
4d+3=—1
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4. Utilizando a identidade de polindmios, vamos deter-

minar os valores de A e B para que a igualdade a seguir
seja verdadeira:

Reduzindo o primeiro membro a uma fracao ape-
nas, temos

A - B _x+6
x+2 x-2 x*-4

Por identidade de polindmios:
A + B. _ x+6

x+2 x-2 x4
Alx-2)+Blx+2) _x+6
(x+2)(x—2) x4
Ax—2A+Bx+2B=x+6
(A+B)x—2A+2B=x+6
Por identidade de polinémios:
A+B=1

—-2A+2B=6

A+B=1
—A+B=3

2B=4
B=2=A=-1

Um polinémio P(x) € definido pelo seguinte determinante
1 x 2|
Plx)=|x x* 22
ot
Escreva esse polindmio na sua forma polinomial.

- Conforme regra de Sarrus, vamos calcular o deter-
minante:

1 % 9
Pi)=|x x2 x3
Fool e

PO =020+ 208 X2 — 06 X2 — 00 - ¢
PL)=X5+ X° + x5 —x5— x°— x5

P(x)=0

0 polindmio resultante é identicamente nulo.

v
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CAPITULO

16

O estuda de polinémios envelve também
as operacoes matematicas. Assim, efetuamos a
adicdo, a subtracao e a multiplicacéo entre dois
polinémios. Nosso maior interesse, porém, esta
na divisao de palindbmios. Observe, neste capitu-
lo, que tais operacdes séo feitas de forma anélo-
ga as que envolvem expressoes algébricas.

Adicao, subtracao e
multiplicacdo de polinomios

No inicio do capitulo anterior, vimos que
um polindmio é uma expressao algébrica. Dessa
forma, a adicao, a subtracao e a multiplicacdo de
polindmios sequem os mesmos procedimentos
de tais operacoes com expressoes algébricas. A
seguir, por meio de exemplos, vamos adicionar,
subtraire multiplicar polinémios. A divisao entre
dois polindmios sera também abordada neste
capitulo.

Exemplos:

1. Dadosos polindmios A(x) = 5x3 + 3x* +
+ 9% — 10eBx) =93+ 7x2 — 7x + 42, vamos
determinar o polindmio A(x) + B(x) correspon-
dente a adicao deles.

» Adicionamos os termos de mesmo grau
(termos semelhantes):
Alx) + B(x) = (5% + 3x* + 9% — 10) +
+ (93 + 7x2 — Tx + 42)
Al + Blx) = (53 + 9F) + (3 + 7% +
+ (9x — 7x) + (—10 + 42)
AQ) +Bx) =143+ 10x2 4+ 2x + 32

- Uma forma de visualizar o que foi feito
anteriormente € posicionar os termos
de mesmo grau (mondmios de mesmo
grau) um abaixo do outro e adiciona-los,
conforme o esquerna a seguir:
A)— 53+ 3+ 9% — 10
B(x) - = O34+ 7x? —T7x+ 42
Al) + Blx) — 143 + 10x2 + 2x + 32

- Unidade 5 Polindmios e equacoes algébricas

} OPERAGOES COM POLINOMIOS

A soma (resultado da adicao) de dois ou
mais polindmios é um polinédmio cujos coefi-
cientes sdo obtidos adicionando os coeficientes
dos termos que apresentam 0 Mesmo grau.

2. Vamos subtrair agora os mesmos pali-
ndmios A(x) e B(x) do exemplo anterior.

» Subtraimaos os termos de mesmo grau
(termos semelhantes):
Alx) — Bx) = (53 + 3x* + 9% — 10) —
— (D¢ + 7x*— Ix+42)
AX) =B =G —98) + (3¢ —7x) +
+ (Ox+7x)+ (—10—42)
A) —Bl) = —4x* — 4+ 16x— 52

» Poderiamos utilizar também, na subtra-
¢do, um esguema colocando os termas
de mesmo grau um embaixo do outro,
como se fizéssemos a adicdo do poling-
mio A(x) com o polinémio —B(x) (troca-
mos todos os sinais dos termos desse
polinémio).

A) — 53+ 3+ 9% — 10
—BX)—— -9 — I+ Tx—42
Al) — Blx) —» —4x® — 4% + 16x — 52
Analogamente ao que ocorre com a adi-
cao, a diferenca de dois polindmios é um poling-
mio cujos coeficientes sdo obtidos subtraindo
os coeficientes dos termos que apresentam o
mesmao grau, conforme a ordem da subtracao
dos palinémios.

3. Vamos multiplicar os polindbmios
A=2¢4+9% — 10eBx) = 4x* — 3.

- Utilizamos a propriedade distributiva da
multiplicacaoc em relacao a adicao, isto é:
AlX) - Bl) = (2¢ +9x— 10) - (4x* — 3)
AR) - Bl) =2+ (4 —3) +9x (4 —3) —
—10-(4¢—3)
Al) - B(x) = 8¢ — 653 + 36x° — 275 —
—40x* + 30
Al) - Blx) = 8¢ + 30x3 — 407 — 27x + 30



Exercicios resolvidos

- Utilizando o esquema de colocar um
polinémio embaixo do outro (deixando
espaco para os termos gue faltam para
completar o polinémio), podemos mul-

Dizemos que o produto de dois poling-
mios & um polinémio obtido pela multipli-
cacao de cada termo de um deles por todos
os termos do outro. Ao final, adicionamos os

tiplicar os termos chegando ao mesmo resultados.
resultado: Respostas no Manual do Professor. 2:::]:;30?“0
3 e - =
2 +9%—10 Questoes e reflexdes caderno,

AV

—6x3 —27x+ 30
8x5 + 36x3F — 402

8x* + 30x3 — 40x2 — 27x + 30

2. Edo polindmio Alx) - B(x)?

Observando as operacoes entre polindmios
Ax2 —3 e considerando que os polindmios A(x) e Blx)
sdo de graus 3 e 4, respectivamente, responda:

1. Qual é o grau do polindmio Alx) + B(x)?

Sejam flx) = 4 — 27 + 7x + 1 e glx) = —3x° + x* — 4. Determine a expressdo de:

a) f+g b) 2f—3g
aAfl)+g)=a—20+7x+1+ (-3 +x—4=x—xX+7x—3

b)2:fi) —3:gx) =24 — 22+ 7x+1) =3 (-3¢ +x—4)= 17 -7+ 14x + 14

O polinémio p é de grau 3 e o polindmio s é de grau 5. Determine o grau do polindmio:

a)p-s b) p?- s Qp+s d) p* + &%

Considerando que gr{p) representa o grau do polindmio p, temos:

a)grip-s)=gr(p) +gr{s) =3 +5=8

b)grip? - s*) = grlp?) +gr(s®) =2-gr(p) +3-gr(s) =2:-3+3-5= 21

¢) O grau de uma soma de polinémios de graus diferentes é igual ao grau do maior poli-

noémio. Logo, gr(p + s) = gr(s) = 5.

d)Ograudep*=5-grp) =53 =15eograude s: = 3 - gr(s) = 3 - 5 = 15. Como ndo conhe-

cemos as expressges dos polindmios p e s, ndo é possivel definir o grau do polinémio p* + ¢,

pois o polindmio resultante pode ser desde o polinémio nulo até um polindmio de grau 15.
4y — 28x — 16 _a b

Quais sao os valores de g, be ¢, de modo que ——— = — +
9 0= 2% — Bx X x—4

+

c
+ comxF0,xFdex#F =27
x+2

4¢-28%—16 _a, b , c
X — 2%t — 8Bx X x—4 x+2

42 —28x—16 _a-(x—4) - x+2)+b-x-(x+2)+c-x-(x—4)

x— 2 — Bx x:x—4):-{x+2)

A —28x—16=a-x—4)-(x+2)+b-x-(x+2)+c-x-(x—4)
Xx=0—-—-16=a-(0—4)-(0+2)..a=2

X=-2—4-(-2f-28-(-2 -16=c(-2.(-2-4)..c=7
x=4—>4-42—28-4—16=b-4-(4+2}.‘.b=—%
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Exercicios propostos

Resolva os exercicios no caderno.

1. Considere as funcdes polinomiais definidas por fix) = x* —

Obtenha os seguintes polindmios:
a) f) + hix)

b) gx) — hix)

) fix) - glx)

d) [fx) + 0] - gix)

2. Em seu caderno, indique V ou F, caso as afirmagoes
sejam verdadeiras ou falsas, respectivamente.

Respostas no Manual do Professor,

I. Asoma de dois polindmios de grau n é sempre um
polinémio de grau n.

Il. O produto de um polindmio de grau n por outro
polindémio de grau m € sempre um polindmio de
graum + n.V

lll. A soma de dois polinémios de grau n pode ser um
polindmio de grau n.

IV. O produto de dois polinbmios de grau n & sempre
um polinémioc de grau 2n. V

V. A soma de um polindmio de grau m e de outro
polindmio de grau n, com m > n, € sempre um
polindmio de grau m. v

3. Asfuncoes polinomiais f, g e h tém graus, respectiva-
mente, iguais a 2, 3 e 4. Determine o grau das seguintes
funcoes polinomiais:

a) 24 d) h—g4
b) f-g5 e) fA-g*-h*25
c (fF+ag)-h7

4. Determine osvalores de o e B, de modo que aigualdade
a sequir seja verdadeira para qualquer valor de x, tal que
XFlex*F —l.a=2ep=3

5—4 _ « 4 B

XX—x—2 x—2 x+1

— 27 +5x— 3,000 =2+ 3ehl)=—+57—x+1

5. Quaisvalores de g, be ¢ verificam a igualdade a seguir,
qualguerque sejaovalordex?a=5b=3ec=—
—8x+21=alk—=1—=2)+blx—TNx+1)+
+cx— 2+ 1)
6. O polindmio 12x* + 24x + 28 pode ser escrito como
uma dlferenc;a de dois cubos perfeitos, ou seja,

ep=
12x2+24,\*+28 (x+of — (x + BF, noquala e B sao
nuimeros reais. Sendo assim, obtenha os valoresde we B.

7. Determine os valores de A, B e C, de modo que
3x1+4x+2=i+ B - C
X e+ 1) x  x+1  (x+1p
diferentedezeroede —1.A=28=1eC=~—

para todo x

8. Determine o valor de e de modo gue a igualdade a
seguir seja verdadeira para todo x: o = 3

C+ 2+ 1P=x+a+1)- 2+ 20 -2 +4x+1
9. Afuncao polinomial definida por F(x) = 2¢ + m - x* +
+n-x+pétalqueFQ2) = 18eFlx) = —F(—x) para
todo x.
a) Determine osvaloresdem,nep.m=0n=1ep=0
b) Calcule o valorde F(1). F(1) =2
10. Existem ndmeros p e g, de modo gue a expressao
EF3x 2
p-x—6x+qg
sempre um mesmo valor.

nao depende de x, ou seja, assume

a) Determine osvaloresde peg.p=—14eg=—

b) Qual é o valor constante que a expressao assume? ——
11. Elabore, para cadaitem a seguir, polinémios do 42 grau

A(x) e B(x), de tal maneira que o polindémio:

a) AW + B() seja do 3° grau. Resposta pessoal.

b) Alx) + Blx) seja do 22 grau.

c) Alx) + Blx) sejado 12 grau.

Divisdo de polinomios

Vimos anteriormente as operacdes de adicao,
subtracao e multiplicagao de polindmios. Precisamos
agora compreender como proceder com a divisao.
Neste capitulo, além de verificarmos como efetuar
uma divisao entre polindmios, vamos também abor-
dar dois importantes teoremas: o do resto e o do fator.

Vejamos, primeiramente, alguns resultados im-
portantes da divisdo entre dois nimeros naturais a
partir de um exemplo. Observe o que acontece quando
dividimos o nimero 6789 pelo nimero 34:
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dividendo divisor

r n
6789 (34 6789 =

23 199
v

resto quociente

34-199 + 23

No exemplo, o ndmero 6789 (dividendo) esta sen-
do dividido pelo ntimero 34 (divisor). Nessa divisao, dois
outros numeros foram determinados: 199 (quociente) e
23 (resto). Observe que o resto € menor que o divisor.
Esses quatro ndmeros estao relacionados pela igualdade:

(dividendo) = (divisor) " (quociente) + resto
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estoes e reflexoes

Resolva os exercicios
no caderno.

1. Numa divisdo de nimeros qual o significado da
palavra divisivel?

2. Quando um ndmero natural é divisivel por 57

3. Ao dividir um ndmero natural por 7, quantos e
quais sdo os possiveis restos dessa divisao?

¥4

E como se faz a divisdo de polindmios?
Analogamente a divisao que efetuamos entre
dois numeros naturais, ao dividirmos um polindmio
Ax) por outro polinémio B(x), com B(x) # 0, queremos
determinar outros dois polinémios Q(x) e R(x) corres-
pondentes ao quociente e ao resto da divisao, respec-
tivamente. Esses dois polindmios deverao satisfazer
as sequintes condicoes:
A(x) — dividendo
Alx) m B(x) — divisor
Rix) Qx) Q(x) — gquociente
R(x) — resto

12 condicao: A(x) = B(x) - Q(x) + R(x)

22 condicao: o grau de R(x) ndo pode ser igual
nem maior que o grau de B(x). O polindmio R(x)
pode também ser igual a zero (polindmio iden-
ticamente nulo).

Na segunda condicao, se o resto forigual a zero
(polindmio identicamente nulo), dizemos que o po-
lindbmio dividendo é divisivel pelo polindmio divisor,
ou seja, a divisao é exata.

Divisao pelo método da chave

Observe, no exemplo a seguir, como proceder
para dividir dois polinbmios pelo método da chave.

Exemplo:

Queremos dividir o polindémio A(x) = 2x* — 5x° +
+ 7x* — 10 pelo polindémio B(x) = x* + 2x — 3. Pelo
método da chave temos de considerar um procedi-
mento que exige algumas etapas:

12 etapa: escrevemos os polindmios, dividendo
e divisor, em ordem decrescente de seus expoentes.
Quando necessario, completamos 0s termos gque
estao faltando colocando o zero como coeficiente.

22 etapa: iniciamos dividindo o termo de maior
grau do dividendo pelo termo de maior grau do divisor,
obtendo um termo do quociente da divisao.

32 etapa: multiplicamos o termo obtido na
etapa anterior pelo divisor e subtraimos esse pro-
duto do dividendo.

42 etapa: caso a diferenca obtida corresponda a
um polinbmio de grau maior ou igual ao do divisor,
ele passa a ser um novo dividendo. Dessa forma, repe-
timos o que fizemos na 22 e 32 etapas.

Observe atentamente como efetuamos a divisao
do polinémio A(x) pelo polindmio B(x). Caso necessario,

faca a verificacdo dos resultados.
|f+k—3

2 =534+ 724+ 0x— 10

— 2 — 43 + 632 2 Gk L
— 934+ 133+0x— 10
+ 93 + 18x2 — 27x quociente
da divisao

3 —27x— 10
—31x2 — 62x + 93

— 89x + 83

I—b resto da divisao

Respostas no Manual do Professar. Besoiva 08 PRETCIIOE
Questoes e reflexoes no caderno.

1. Na divisao exemplificada, qual € o quociente da
divisao do mondmio 2x* por x?7

2. Qual é o quociente da divisdo do mondmio 31x?
por x*?

No exemplo anterior, para verificar se a divisao
esta correta, podemas, a partir do divisor, do quociente
e do resto, obter o dividendo A(x):

Alx) = Blx) - Qb) + R(X)

AR) = (¢ +2x — 3) - (2¢ — 9x + 31) + (—89x + 83)

A =x (22— 9%+ 31) + 2 (¢ — 9 +31) —

—3- (27— 9%+ 31) — 8% + 83

Al = 2¢ — 93 + 31 + 4¢ — 18 + 62x —

—6x*+27x— 93 — 89x + 83

Al) = 2¢ — 5¢ + 72 — 10
L |

Resultou o dividendo da
divisdo.

Note, no exemplo, que o quociente obtido é um
polinémio do 22 grau. Ja poderiamos saber disso sem
efetuar a divisao, pois o grau do quociente & a diferenca
dos graus dos polinémios dividendo e divisor.
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Exemplos:

1. Vamosdividiro polindbmioP(x) = 3x* + 10x* —
— 9x — 25 pelo polinémio D(x) = x* — 1.

- Conforme o método da chave, temos:

3F+H102—9x—25 | x¥2—1

o e 3x+ 10
10x% — 6x — 25
—10  +10
—— 13

Assim, o quociente da divisao é o polindmio

Qx) = 3x + 10, e o resto & o polindémio R(x) =

= —6x — 15. Para verificar o resultado, pode-

mos efetuar:

P(x) = D(x) - Q(x) + R(x)

P)=(x—1)-(Bx+10)+ (—6x — 15)

P)=3x*+ 102 —3x—10—6x— 15

PO) =3x>+ 10x* — 9x — 25

2. Vamos determinar os valores dos nimeros

reais ke m,de modao que o polinémio P(x) =
=x*+ 22 + kx + m seja divisivel pelo poli-
ndmio D(x) = x> — x + 2.

= Como o polinbmio P(x) é divisivel por D(x), entao
o resto é igual a zero. Pelo método da chave, efe-
tuamos a divisdo e, ao final, utilizamos o fato de
gue o resto é o polindmio identicamente nulo:

|f—x+2

B+22+kx+m

gl gde— g x+3
383+ k—2x+m
—3x¥+3x—6

(k+1x+m—6
L (k+Ix+m—6=0

Assim, como o resto é o polinémio nulo, seus
coeficientes sao iguais a zero:

kyil=4 =k=—lem=686
m—6=0
Portanto,k=-1em =6.

Divisao pelo método dos coeficientes
a determinar

O método da chave, visto anteriormente, segue
0 processo utilizado quando dividimos um nudmero
natural por outro numero natural. Assim, por exem
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plo, quando precisamos dividir o nimero 3 783 por
13, usualmente fazemos:

3783 |13

—26 201
118
—117
13
=13
0

Em relacéo a divisao de polinémios, ha outro
processo gue é conhecido como método dos coefi-
cientes a determinar (ou método de Descartes). Nesse
procedimento empregamos o conceito de identidade
de polindmios na divisao P(x) = D{x) - Q(x) + R{x), onde
P(x) é o dividendo, D(x) o divisor, Q(x) o quociente (a ser
determinado) e R(x) o resto (também a ser obtido).

Observe, no exemplo a seguir, como empregar
esse método para dividir. Apds, experimente fazer a mes-
ma divisdo com o método da chave. Compare os dois
procedimentos para decidir qual deles & mais simples.

Exemplo:

Vamos dividiro polindmio P(x) = 4.3 — 6x? + 9x +
+ 8 pelo polindmio D{x) = x* + 4x + 3 utilizando o
método dos coeficientes a determinar.

+ Queremos determinar os polindmios Q(x) e
R(x), tais que P(x) = D{x) - Q(x) + R(x).

+ Quociente:
Como o dividendo € um polinédmio do 32 grau
e o divisor € um polinémio do 22 grau, entao
o polinémio quociente serd do 12 grau (dife-
renca dos dois). Assim, podemos representar
0 quociente por Q(x) = ax + b.

- Resto:
O resto da divisao devera ser um polinémio de
grau menor que o grau do divisor. Se o divisor
€ do 22 grau, entao o resto sera, No Maximo,
um polinbmio do 12 grau. Vamos representa-lo
por R(x) = mx+ n.

+ Substituimos naigualdade P(x) = D{x) - Q(x) +
+ R(x) os polindmios Q(x) e R(x) e, conforme a
identidade de polinbmios, vamos determinar
seus coeficientes:

PG} = D) - Ql) + RKX)
43—+ +8=02+4x+3)-(ax+ b) +
+ (mx +n)



46 —6x* + 9%+ 8=ax + b + 4ax* + 4bx +
+3ax+3b+mx+n
43 —6F+x+8=ax + (b+4ax’+ (4b+
+3a+mx+ (3b+n)

Como os polindmios sao idénticos, os coeficientes
de mesmo grau sao iguais:

4=a
—6=b+4a
9=4b+3a+m
8=3b+n

Resolvendo o sistema, obtemosa =4, b = —22,
m = 85 e n = 74. Assim, concluimos que o quociente
dadivisao éQx) = 4x — 22 e aresto é R(x) = 85x + 74.
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Questoes e reflexoes no caderno.

1. Faca a mesma divisao pelo método da chave.

2. Em sua opinido, qual é o método mais simples?

Divisao por (x 2 a)

Vimos dois procedimentos para a divisao de po-
linémios: 0 método da chave e 0 método dos coefi-
cientes a determinar. Esses dois processos sao gerais,
mas, quando efetuarmos uma divisdo de um poliné-
mio de grau maior ou igual a 1 por um polindmio do
12graudaforma (x — a), hd um procedimento que nos
permite obter o quociente e o resto da divisao de um
modo bem mais simples, conhecido por dispositivo
pratico de Briot-Ruffini. Observe o exemplo a sequir.

Para compreendermos como é esse procedi-
mento, utilizaremos a divisao do polindmio A(x) =
=4x3 — 7x* + 10x — 8 pelo polindmio D(x) = x — 3.

+ O procedimento utiliza o seguinte esquema:

I
Raiz do Coeficientes | Termo
binémio | dos termos em x | independente de
do dividendo ; x do dividendo
I
Coeficientes do | Resta
quociente :

12 passo: Como a raiz do bindmio € x = 3, colo-
camos esse numero No canto superior a esquerda no
dispositivo. Dispomos, a direita, todos os coeficientes

dos termos do dividendo em ordem decrescente do
expoente. Caso o polindmio esteja incompleto (falte
algum termo), colocamos zero como coeficiente do
termo que falta:

3 ‘ 4 =i 10 =8

22 passo: Repetimos, abaixo da linha horizontal,
o primeiro coeficiente do dividendo (neste caso é 4);
em seguida, multiplicamos esse coeficiente pela raiz
do bindmio e adicionamos o resultado ao sequndo
coefidiente do dividendo (neste caso é —7), escrevendo
o resultado imediatamente abaixo dele:

o = 10 —8
e 5
| 4-3—7=5
32 passo: O resultado obtido no 22 passo (nesse
caso € 5) &, entao, multiplicado pela raiz do binémio,
e 0 novo resultado ¢ adicionado ao 32 coeficiente do

dividendo (neste caso, 10), e tal soma € escrita imedia-
tamente abaixo dele:

+
//—\
3 \ 4 7 10 —8
\\thir#ffs 25

5:-3+10=25

- Esse procedimento é repetido até o dltimo
coeficiente do dividendo, isto é:

+
37 | a4 ~7 10 =8
“\4“th___iﬂff”;5 67

25-3—-8=67

Assim, obtemos os coeficientes do quociente da
divisao e também o resto da divisao:

3 | a4 ~J 10 —8
| 4 5 25 67
coeficientes resto

do quociente da divisdo

Quociente = Q(x) = 4x? + 5x + 25
Resto = R(x) = 67
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Observacao:

Como o divisor € um polinbmio do 12 grau, o grau
do guociente sera um grau menor que o do dividendo.
Além disso, o resto sera um polindmio de grau zero ou
serd o polindmio identicamente nulo (quando o resto
forigual a zero).

Respostas no Manual do Professor.

Questoes e reflexoes

Resolva os exercicios
no caderno.

1. Faca a mesma divisao pelo método da chave.

2. Em sua opinido, qual o método mais simples: o
dispositivo pratico ou o método da chave?

Exemplos:

1. Vamos obter o quociente e o resto da divisao
do polindmio A(x) = x* — 2x2 + 9x — 15 pelo polind-
mio do primeiro grau Bix) = x + 1.

- Observando que a raiz do divisor é igual a

—1, escrevemos a raiz no canto esquerdo do
dispositivo. A sua direita, colocamos os coefi-
cientes completos do dividendo, isto é:

-1 1 0 -2 9 —15
- Conforme vimos no exemplo, sequimos agora
o procedimento para a obtencao do resto da
divisdo e também dos coeficientes do quo-
ciente correspondente:

-1 1 0o -2 9 —i5
| 1 -1 -1 10 -25
coeficientes resto

do guociente da divisao
Portanto, temos quaciente
Q)=1-X—12=1-2+10=xX—xF~-x+10
e resto R(x) = —25.

2. Vamos obter o quociente e o resto da divi-
sao do polindmio P(x) = 2 4+ 3x* + 7x — 1 pelo
polindmio D(x) = 2x + 1.

- Note que o polinédmio divisor ndo é da forma

(x — a). Entretanto, podemaos aplicar o dispo-
sitivo pratico de Briot-Ruffini, observando que
o divisor pode ser escrito comao:
2x+1=2- (x + 1—)
2
Sendo assim, a raiz do bindmio é x = - No

canto superior a esquerda do dispositivo pratico,
colocamos esse nlimero e procedemos cOmMo Nos
exemplos anteriores:
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- Atencao!

O quociente da divisdo de P(x) por 2x + 1 ndo
é 22 + 2x + 6. Para obtermos o quociente desejado,
deveremos dividir esse resultado por 2, isto &
1

Q(X}ZE'{ZXz+2x+6)

QX =x2+x+3

O resto da divisao serd, neste caso, igual a —4,
conforme apareceu no dispositivo pratico. Vamos fazer
a verificacao desse resultado:

PO = (2x+ 1) - (& + x + 3) + (—4)
P)=2¢+2+6x+x*+x+3—4
Pl =223+ 32+ 7x— 1

Teoremas da divisao
de polinomios

Além do dispositivo visto anteriormente para a
divisao por um polindmio da forma (x-a), vamos ago-
ra conhecer dois resultados importantes: o teorema
do resto e o teorema do fator. Enunciaremos cada um
desses teoremas e,em seguida, faremos as correspon-
dentes demonstragdes.

Teorema do resto

O resto da divisao de um polinémio P(x) de grau
maior ou igual a 1 pelo binémio (x — a) é o valor
numérico desse polindmio para x = a, que indi-
camos por P(a).

Demonstracao:

- Numa divisao, o dividendo € igual ao divisor
multiplicado pelo quociente, e o resultado
adicionado ao resto. Como o divisor ¢ um
polindmio do 12 grau em x, o resto sera uma
constante. Sendo Q(x) o quociente e ra cons-
tante correspondente ao resto da divisao do
polindmio P(x) por (x — a), temos:

Pld=x—a) Q) +r



- Substituindo nessa igualdade x por g, resulta:
Pla)=(a—a)-Qla) +r
Pl@)=0-Qa) +r
Pla)=r
Portanto, o resto da divisao € igual ao valor nu-
mérico que o polindmio dividendo assume para a raiz
do bindémio do 12 grau correspondente ao divisor.

Exemplo:

Sabendo que o polindmio Alx) = 2x* — 5x +
+ mx — 7 é divisivel por (x — 1), varmos determinar
o valor do nimero real m.
- Utilizando o teorema do resto e sendo x = 1
a raiz do polinémio divisor, impomos a condi-
¢ao de que o resto seja igual a zero, isto é:
r=A(1)
O=72s 3—=5«34me] =7
0=2—-5+m—-7

m=10
Respostas no Manual do Professor. -
Resolva os exercicios
QI.IEStOES e reflextes no caderno.

1. Resolva o mesmo exemplo pelo método da chave
e pelo dispositivo pratico de Briot-Ruffini e com-
pare 0s procedimentos e resultado.

2, Qual é o procedimento mais simples?

Observacoes:

1. Como a propria denominacao dada acima, o
teorema do resto é utilizado quando estamos inte-
ressados no resto da divisao.

2. Pode-se demonstrar, analogamente, que o
resto da divisao de um polindmio P(x) de grau maior
ouigual a 1 por um polinémio da forma ax + b (a # 0)
é igual ao valor numérico desse polindmio para

b

P e s
a

Teorema de D’Alembert

Um polindomio P(x) de grau maior ou iguala 1 é
divisivel por (x — a) se, e somente se, a for raiz
de P(x).

Demonstracao:

Precisamos provar duas implicagdes:

12 Se P(x) e divisivel por (x — a), entao P(a) = 0.

- Como P(x) é divisivel por (x — @), sabemos que
o resto da divisao € igual a zero. Assim, conforme
o teorema do resto, temos:

r="P(a)
0 = Pla) = a éraizde P(x)
22 Se aéraiz de P(x), entao P(x) é divisivel por
x—a).

» Como x = g é raiz de P(x), temos que P(g) = 0.
Conforme o teorema do resto, P(a) € o resto da
divisao do polindmio por (x— a). Assim, temos:
r=P(a)
r= 0= P(x) é divisivel por (x — a)

Note que o teorema de D'Alembert é conse-

guéncia do teorema do resto.

Teorema do fator
Se k é raiz de um polindmio P(x), de graux =1,
entdo (x — k) é um fator de P(x).

Demonstracao:

- Pelo teorema do resto, a divisao do polinémio
P(x) por x — kresulta em um quociente Q(x) e
um resto P(k), de tal maneira que:

P(x) = (x — k) - Q(x) + P(k)
« Como x = ké uma raiz de P(x), entao P(k) = 0.

Assim, substituindo na igualdade anterior,
temos:

Pl) = (x — k) - Q(x) + P(k)
Pix) = (x — k) - Qx)

Portanto, (x — k) € um fator de P(x).

Como consequéncia do teorema do fator,
podemos dizer que P(x) é divisivel por (x — a) e
por (x — b), com a # b, se, e somente se, P(x) for
divisivel por (x — a) - (x — b).

Essa consequéncia ¢ dividida em duas partes.

12 parte:

Se P(x) é divisivel por (x — a) e (x — b),com a # b,
entac P(x) é divisivel por (x — a) - (x — b).

22 parte:

Se P(x) é divisivel por (x — a) - (x — b), com a # b,

entao P(x) é divisivel separadamente por (x — a) e
por (x — b).
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Observe como podemos justificar a 12 parte:

- Como P(x) é divisivel por (x — a) e por (x — b),
pelo teorema de D'Alembert, temos:

Pla=0ePb)=0 ()

» Dividindo o polinémio P(x) por (x — a) - (x — b),
resulta que o divisor € um polindmio do 22 grau.
Assim, o resto da divisao sera no maximo um
polinémio do 12 grau da forma mx + n. Repre-
sentando o quaociente dessa divisao por Q(x),
podemos escrever:

Pl)=Kx—a) x—6)Qx) + mx+ n(ll)

- Substituindo em (I} x por a e x por b, confor-
me (I), obtemos:
Pa=@—a-a@a—5b-Qa + ma+n
O=ma-+n ()
Pb)=b—a)-(b—5)-Qb)+mb+n
O=mb+n (V)

- Subtraindo, membro a membro, (IIl) e (IV), temos:
0=ma— mb

O=m:(a@—b)
da#b
m=0
. Substituindo esse resultado em (lll), obtemos:
0=0-a+n
n=20

Portanto, como dissemos que o resto da divisao
€ mx + ne mostramos que m = n = 0, entao o resto
é igual a zero, isto &, o polindbmio P(x) é divisivel por
(x—a)-(x—0b).

Exercicios resolvidos

A segunda parte da demonstracdo do teorema
do fator deixamos para voceé.

Exemplo:

Vamos determinar os valores de m e n de modo
que o polinémio P(x) = x* + 2x* + mx + n seja divisi-
vel por(x — 1) - (x — 2).

- Pela consequéncia do teorema do fator, se

P(x) é divisivel por (x — 1) - (x — 2), entao P(x)
é divisivel, separadamente, por (x — 1) e por
(x — 2). Assim, temos:

P(1)=0
BP4+2-124+m-1+n=0=2m+n=-3 ()
P@2)=0

B242-224m-24+n=0=2m+n=—16 (ll)
+ Resolvendo o sistema formado pelas equagées
(e (), obtemosm= —13en=10.
Observe que podemos chegar a esse resultado
utilizando o método da chave, como a seguir, consi-
derandoque(x —1)-(x—2)=x* — 3x + 2

B+2+mx+n Ix‘z—3x+2

—x34 32 — 2x x+5
524+ (m—2x+n
— 5+ 15— 10

m+13x+n—10

Como o polindmio é divisivel, concluimos que
o resto é o polindmio identicamente nulo. Assim,

fazemos:
+13=0=m=—
4 [@etn—T=l={T t 3=0=m=~13
n—10=0=>n=10

1. Obtenhaoquociente e o resto da divisao do polinémio
7% — 6x? + 5x — 2 pelo polindmio x* + 1.
Utilizando o método da chave, temos:

—ex*+5x—2 [x2+1

—e —Tx 7x — 6 — quociente
—6x> — 2x— 2
6x? +6

—2x+ 4 —»resto

2. Considere o polindmio Pi) = x + 2¢ 4+ 3+ _ + 100x'%,
Qual é o resto da divisdo desse polindmio pelo
binémiox — 17
Pelo teorema do resto, temos:

P(1) = resto, logo:

PN)=1+2-1"+3-1*+...+100:1"™=14+2+

1+100]

+3+...+'IOD=[ + 100 = 5050

3. O polindmio x* + 2 + a « )2 + B+ x + 2 € divisivel
pelo polindmio x> —x — 2.

a) Quais sao as raizes do polindmio x* — x — 27

b) Escreva o polindmio x¥* — x — 2 como um produto
de dois polindmios do 12 grau.

<) Quais sdo 0s valores de a e B7

ajx¥*—x—2=0

x=2oux=—1

bjx2—x—-2=x—2)-(x+1)

QPR =0-24+2+a-2+p-2+2=0
P(-1)=0—{—1*+ (1P +a-(—1P+B-(—1})+2=0
[4et + 2B =—26 |

e 53 .a=—5epf=-3
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Exercicios propostos

1

Resolva os exercicios no caderno.

Qual é o valor numérico, para x = 2, do quociente
da divisao do polindmio x* — 12x* + 41x — 30 pelo
polinémio x* — 7x + 67 Qual é o resto dessa divisao?

O quociente & igual a —3 para x = 2 e o resto da divisao € igual a zero.
2. Dividindo um polindmio f por x* + 1, obtemos o quo-

cientex’ — 1erestox + 1.
a) Obtenha o polinédmio £
b} Qual é ovalor numérico do polinémio f para x = 27

Respostas no Manual
do Professor.

¢} O ndmero —1 é uma das raizes do polindmio £
Justifique sua resposta.

Dividindo o polinémio f pelo polindémio g, obtemos o
guociente g e 0 resto r, Como Mostra 0 esquema a seguir;

Respostas no Manual
flg
r g

do Professar.
a) Se os graus de fe g s3o, respectivamente, iguais a
5e2,qual é o grau de g?
b) Se o grau de g é igual a 3, quais s3o as possibilidades
com relacdo ao grau de r?

¢} Seréo polindmio nulo, o que se pode afirmar com
relagao ao seu grau?

Dividindo-se o polindmio x* + x>+ 4 por um polindmio
f, obtemos quociente x* + x + 1 e resto 3.
a) Obtenha o polindmio £. fx) = »* — x + 1
b) Qual & o resto da divisdo do polinémio fporx + 17 3

Dizemos gue um polindmio fé divisivel pelo polinémio
g se o resto da divisao de fpor g é igual a zero.

a) Verifique se o polindmio x* — 4x* + x + 6 é divisi-
vel pelo polindmio »? — 5x + 6.

b) Determine o valor de m de modo que o polinémio
X — 23 + m - x — 3 seja divisivel pelo polinémio
¥ —x43 Respostas no Manual

do Professor.

Ao dividirmos um polindmio P pelo polindmio D,

obtemos o quociente Q e resto R.

a) Seos graus de P e D sdo iguais, respectivamente, a
10 e 4, qual é o grau de Q7

b) Qual é o quociente da divisdo do polinémio P pelo
polindmio 2D?

¢) Qual é o resto da divisao do polindmio P pelo poli-
Respostas no Manual

némio 20?7
do Professor
T
Um polinémio fé definido pelo determinante| 1 2 3x
12 %

a) Obtenha o polindémio f.
b) Qual é o valor numérico do polinémio fparax = 27
¢} O ndmero zero é uma raiz do polindémio f?

d) O ndmero 1 é uma raiz do polinémio 2

e) Qual é o resto e o guociente da divisdo do poling-
mia f pelo polinémio x* — 1?2 Respostas no Manual
do Professar.
Qual é o resto e o quociente da divisao do polinémio
x* — 33 + 5x2 — x + 7 pelo polinémiox — 27
Oquociente éx® — @+ 3+ Seoprestoé 17

10.

11.

12,

13.

14.

15.

16.

17.

18.

A seqguir, esta representada uma divisao de dois poli-
ndmios por meio do dispositivo de Briot-Ruffini.

3l 3 m
|1 6 13 n
a) Quaissao osvaloresdemen? m=—5en =40
b) Qual é o polindmio dividendo? @ + 3" — 5x + 1
¢) Qual é o polindmio divisor? « — 2

Obtenha oresto e o quociente da divisao do polindmio

2 + 5x* + x — 3 pelo binémio 2x + 3.

O quociente é iqual ax* + x — 1 e o resto é igual a zéro.

O polinémio x* — 5%* + m - x — 3 é divisivel pelo

bindmiox + 1.

a) Qual éovalordem? m= -9

b) Verifigue se o polindmio é divisivel pelo bindmio
x — 1.0 polindmio nao & divisivel porx — 1.

Qual é a relacao entre m e n, de modo que o polindmio
3x*+m-x*+ 5% + n - x— 1 sejadivisivel pelo bindmio

x—12m+n==7

Sabe-se que o polindémio 2 +a-x¥ — 1lx + b é

divisivel pelos bindmiosx — Tex — 2.

a) Quais sdo os valoresdeageb?a=—=1ecb=10

b) Qual é ovalor numéricodo polindmicplx) =a-x+b
parax =416

Um polinédmio f dividido por ¥ — 2x + 3 fornece

quociente x + 3 erestox — 2.

a) Obtenha o polindmio f.fix) = ¢ + ¥ = 2x + 7

b) Qual é o resto da divisdo do polinémio f pelo bind-
miox + 179

Comrelagaoaopolinémion '+ (n+1)-x7* 1+ 1,no
gualnéumndmeronatural maiorgue 1,assinale emseu
caderno,V ou F, caso as afirmacdes sejam verdadeiras
ou falsas, respectivamente.

I. O resto da divisao do polindmio pelo bindmio

x—1éiguala2-(n+1).V

Il. O polinédmio é divisivel pelo bindmiox + 1.V
lll. O polinémio é divisivel por x> — 1. ¢
IV. Paran = 2, o polinémio é divisivel porx — 1.7

V. Paran = 3, o polinémio é divisivel por x + 1.V

Adivisaodo polindmio 5x'® + .. + 2x + 7 pelo bindmio
X — 3 estd representada a seguir:
als .. 2 7
[ 5 .. 6 «r

Sendo r o resto dessa divisao, qual € o valor de 12 25

Os restos das divisdes de um polindmio fporx — 2 e
x — 4 sao, respectivamente, iguaisa 3 e 5.

a) Qual é o valor numérico do polinémio f parax = 27 3
b) Qual é o valor numérico do polinémio fparax = 47 5
¢} Qualéorestodadivisao do polindmio fpor.® — 6x + 87

x4+ 1
Elabore um polinédmio P(x) do 32 grau que seja divisivel
porx— 1,porx + 1 etambém por x> — 1.
Resposta pessoal.
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Flgura: @ DAE

CAPITULO

17

No primeiro capitulo desta Unidade apresen-
tamos uma situacao envolvendo uma caixa de pa-
pelao com as medidas indicadas na figura a seguir:

x+10

Vamos considerar gue as medidas acima
estejam em centimetros e que essa caixa tenha
de ser fabricada de tal modo que seu volume
corresponda a 3000 cmd. Precisamos descobrir
as medidas das arestas dessa caixa.

+ Vimos que o volume dessa caixa pode
ser representado pelo polinédmio V(x)
tal que:

VX)=x+10) - (x+5) - x
Vix) = (x +10) - (x2 + 5x)
V(x) = x¥ + 5x 4+ 10x% + 50x
V(x) = x3 + 15x2 + 50x
» Como esse volume devera ser igual a
3000 ¢m?, temos:
V(x) = 3000
x*+ 15x% + 50x = 3000
x3 4+ 15x% + 50x — 3000 = 0

l—b Equacao polinomial ou
equacao algébrica

Neste capitulo e no proximo estudaremaos
eguacoes polinomiais.

Equacao polinomial

Nos ultimos anos do Ensino Fundamental
vocé estudou equagtes polinomiais (ou equacoes
algébricas) quando resolveu equacdes do 12 e do
2@ graus, que sdo dois exemplos de equacoes
polinomiais. Nosso estudo agora é ampliado.

e 5 Polindomios e equacoes algébricas

> EQUACOES POLINOMIAIS

Denomina-se equacao polinomial ou
algébrica toda equacao que pode ser escrita
na forma:

-1 2 —
axttag. ottt baxrrtaxta =0
(coma_# 0)
em que os coeficientes a,a,_,, ... a, a, 4,
sao numeros complexos, a incégnita x assume
valor nos complexos e n, grau da equagao, é
um numero natural maior ou igual a 1.

Exemplo:
Sao denominadas de equacoes algébricas:
» x* 4 15x? 4+ 50x — 3000 = 0 — equacao

algébrica do 32 grau

» 5x? — 3x — 17 = 0 — equacao algébrica
do 22grau

cR=Dx*+H3x—1+2i=
algébrica do 42 grau

0 — equacao

» 0,3%° — 2,1x3 + 76x2 = 0 = equacao
algébrica do 52 grau

4
. —?x + 17 = 0 — equacao algébrica do
12 grau
Como nosso objetivo principal no estudo
de equacoes algébricas esta relacionado a ob-
tencao de sua solucao ou solucdes, € importante

compreendermos o que € raiz de uma equacao
e 0 que significa o conjunto solucao.

Solucdo de uma equacao:

Um ndmero complexo e € raiz (ou so-
lucao) da equacao algébrica

ax?t a7V et axtia =0
se, e somente se,

ago"+a _a" " '+.+tao’+taa+a,=0



Exemplo:

Uma solucao daequacaox? + 9 =0éx =3,
pois, substituindo x por 3i, a igualdade é satisfeita:

xX+9=0

Ix=3i

B2+9=0

97+9=0

—9+9=0

Conjunto solucao de uma equacao

Denominamos conjunto solugao (ou
conjunto verdade) de uma equacao algébri-
ca o conjunto formado por todas as raizes
da equacao.

Exemplo:

Vamos resolver a equacdox’ —4x+ 13 =0
no conjunto dos niimeros complexos e escrever
o conjunto solucao:

. Utilizando a férmula resolutiva de uma
equacao do 22 grau, temos:

—b = \Jb? — 4ac

2a
——4) = J(—4¢F —4-1-13

x:
F il
X:41J—36
2
—+ Y -
o= AEN36-(-)
2
W-1=i
oo AE6L _ [x =243
x =2 —3i

Portanto, como a equacao é do 22 grau,
admite duas solugdes. Assim, S = {2 + 3/, 2 — 3i}

Observacoes:

1. Resolvemos uma equacao do 12 grau
isolando a incognita.

2. Uma equacao do 22 grau pode ser resol-
vida utilizando a férmula resolutiva conhecida
como formula de Bhaskara.

3. Embora existam formulas resolutivas
para as equacoes do 32 e 42 graus, elas nao sao
abordadas no Ensino Médio.

4, Para uma equacao algébrica do 52 grau
ou de grau maior que 5, nao existe uma férmula
resolutiva que permita obter as solucoes.

Teorema fundamental
da Algebra e teorema
da decomposicao

Veremos como obter as raizes de equagoes
de grau maior ou igual a trés sem férmulas re-
solutivas. Existemn dois resultados fundamentais
sobre esse estudo: o teorema fundamental da
Algebra e o teorema da decomposicao.

O primeiro resultado considerado impor-
tante na histdria da Matematica é o chamado
teorema fundamental da Algebra. Esse teorema
foi obtido por Carl F. Gauss quando ainda era um
jovem talento de 20 anos de idade. Mais tarde, aos
70 anos, ele voltou a analisar esse seu resultado.

Toda equacao algébrica P(x) = 0 de
grau x (n = 1) possui pelo menos uma raiz
complexa.

Nao demonstraremos aqui tal teorema.
Note, entretanto, que o teorema nao afirma
quantas raizes admite uma equacao algébri-
ca de grau n. Ele garante a existéncia de, pelo
menos, uma raiz, mas nada podemos afirmar,
pelo menos por enguanto, sobre gquantas sao,
exatamente, as raizes de uma equacao algé-
brica de grau n.

Exemplo:
Conforme o teorema fundamental da dlge-
bra, sabemos que a equacao:
- 4x5 — 4x% + 5x — 1 = 0 admite pelo
menos uma raiz complexa;
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- x3—10x? + 9x + 13 = 0 admite pelo menos
uma raiz complexa.

O teorema a sequir fornece mais informacoes
sobre a quantidade de raizes de uma equacao algé-
brica de grau n.

Todo polinémio P() = ax" +a, _ x"~' +
+..+ax*t+tax+a,comn=1lea # 0 pode
ser decomposto num produto de n fatores do

12 grau, isto é:
PR =a,(x—x) &x—x) (x—x) .. (c—x)

A demonstracao desse resultado € feita com o
auxilio do teorema fundamental da Algebra. Para isso,
temos de demonstrar que, dade um polindmio P(x)
de grau n = 1, podemaos expressa-lo com o produto
de nfatores do 1¢ grau. \ejamos!

Demonstracao:

- Considerando o polindmio P(x) = ax" +
+a _x~'+..ax*+ax+a,degraun=1,
pelo teorema fundamental da Algebra, existe
um namero complexo x, tal que P(x,) =

- Pelo teorema de D'Alembert, temos que, se
P(x,) = 0, entao P(x) é divisivel por (x — x,).
Assim, existira um polindmio Q, (x) tal que:
PO = (x — x) - Q,0 ()

» O polinémio Q,(x) € de graun — 1 (¢ 0
guociente da divisdo de P(x) por x — X,).
Aplicando a esse polinémio o teorema funda-
mental da Algebra, existira um nimero x, tal

queQ,(x,) =0

- Novamente, pelo teorema de D'Alembert,
temos que, se Q,(x,)) = 0, entao Q, (x) é divisivel
por (x — x,). Assim, existira um polindmio Q04
tal que:
Q,() = (x — x;)) - Q,0q ()

» Substituindo (Il) em (1), temos:
PO) = (x —x) - (x—x,) - Q)

» Procedendo do mesmo modo como fizemos

até aqui, chegaremos a:

Pb=0x—x) - bx—x) - bx—x) - (..) - ,x—x)-Q ()

- Unidade 5 Polindmios e equacoes algébricas

Sendo Q, uma constante e a, o coeficiente de
x_, concluimos, pela identidade de polinémios, que

Qn =a.
Portanto, teremos:
P)=a -x—x) (x—x) (x—x)-( =x)

Assim, demonstramos gue todo pollnomlo de
grau n = 1 pode ser decomposto em n fatores do
12 grau. Se igualarmos o polindmio P(x) a zero, teremos:

Pl) =

ax—x) x—x) x—x) () k—x)=0

Sendo assim, toda equacao polinomial de grau
n tem exatamente n raizes complexas. Na igualdade
acima, as raizes sao x,, X,, X, (), x.

Observacao:

A forma fatorada do polindmio P(x) permite-nos
afirmar que o conjunto solucdo da equacao polinomial
P(x), de grau n, tem no méaximo n elementos. Afirmamos
isso porgue nao sabemos se os ndmeros complexas
X, X, Xy (), X sdo todos distintos dois a dois.

Exemplo:
Vamos considerar o polindmio P(x) = 3x* + 9x* —
— 18x— 24, cujas mizessdox, = —4.x,= —lex, =2
Podemos, pelo teorema da decomposicao, escrever:
Plx) =3x34+090x2— 18¢— 24
P)=3x+4)-x+1)-(x—
rada do polindmio)

2) — (forma fato-

Observagoes:

1. A forma fatorada de uma equacao polino-
mial, mesmo que nao contenha todos os fatores do
12 grau, auxilia na busca das sclucoes da equacao.

2. Sendo assim, diante de uma equacao algé-
brica, procure utilizar a fatoracdo. Lembrando que, se
um produto de dois ou mais fatores é igual a zero,
necessariamente pelo menos um deles é igual a
zero. Esse é um procedimento que pode ser utilizado
para a busca de solucdes de uma equacao algébrica.

Resposta no Manual do Professor. Resolva os exercicios
= = i
Questdes e reflexoes T GO

Quais sao as solugdes da equacao algébrica
| (x—2)-0—9 =07

Exemplo:

Vamos resolver a equacao polinomial x¥ — x? +
+ 5x — 5 = 0 procedendo com sua fatoracao.



- Ndao ha um mesmo termo em comum no
primeiro membro. Entretanto, utilizando a fa-
toracao por agrupamento, podemos fatorar
0s dois primeiros termos e também os dois
ultimos termos, isto é:
x2+x—1)+5-x—1)=0
4 fatoramos o termo x — 1
x—1)-*+5=0

- Como o produto € zero, temos:
x—1=0=>x=1

ou
x=+\f—_5=+ S-1) = x =50

x=—5=—\5-C1) = x =—/5-i
Paortanto, o conjunto solucao dessa equacao é

S={1,v5 i, =5 - i}.

Utilizando o dispositivo pratico de Briot-Ruffini

¥+5=0=

No exemplo anterior mostramos que o proce-
dimento de fatorar uma equacao polinomial auxilia
a obtencao das raizes. Entretanto, nem sempre isso €
tao simples. Vamos relacionar agora o procedimen-
to para o cdlculo do resto da divisao de um polinég-
mio por um bindmio do 12 grau com a resolucao de
equacoes polinomiais. Faremos isso considerando
um exemplo.

Exemplo:

Vamos admitir que x = 2 é uma das raizes da
equacao x® + x? — 4x — 4 = 0. Considerando o polind-
mio correspondente P(x) = x* + x* — 4x — 4, temos:

» Sex = 2 éraizdaeguacao (ou do polindbmio),
entao P(2) = 0. Pelo teorema de D'Alembert
ou pelo teorema do resto, sabemos que o
polindbmio P(x) é divisivel por x — 2, isto &,
O resto é zero.

- Utilizando o dispositivo de Briot-Ruffini, temos:

2 ‘ 1 1 —4 —4
| 3 2 0
quociente: x* + 3x + 2 resto: 0

« Podemos, entao, reescrever o polindmio P(x)
da seguinte forma:

PO=x—2)-x*+3x+ 2

Analogamente, a equacdo polinomial corres-
pondente podera ser escrita comao:

=22 +3x+2)=0
1 produto igual a zero
Xx—2=0=x—2

ou

=-2

X
*+3x+2=0=
X

Portanto, o conjunto solucao dessa equacao &
S={2—1,—2}

Observacao:

Note que, pelo exemplo, utilizando o dispositivo
de Briot-Ruffini, conseguimos, a partir de uma eguagao
do 32 grau e conhecendo uma de suas raizes, “abaixar”
0 grau da eguacao, recaindo em uma equacao do
22 grau.

Exemplo:

Utilizando o dispositivo pratico de Briot-Ruffini,
obteremos todas as raizes da equacao x* — 8x? +
+ 22x — 20 = 0, considerando que uma de suas raizes
éiguala 2.

+ Vamos “abaixar” o grau da equacao pelo dis-

positivo pratico, considerando que x = 2 é

uma raiz;
g | —8 22 ~20
\ ] =6 10 0
1x2 — Bx + 10

+ As duas raizes que estao faltando podem ser
obtidas resolvendo a equacao:

xX2—6x+10=0

1 férmula resolutiva

. —b = Jb? — 4ac

2a
o ——6) = J(—6)* —4-1-10
2-1
6 x\4-(—1)
7]
6 + Ji {x:3+i
= => A
2 X=3—I

Assim, o conjunto solucao da equacao dada é
S=03+i3-1i}
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Multiplicidade de uma raiz

Pelo teorema da decompaosicao, vimos gue um
polinémio P(x) de grau n = 1 pode ser fatorado como
produto de n fatores do 12 grau. Entretanto, isso nao sig-
nifica que esses fatores sao todos distintos dois a dois. Em
relacdo as raizes da correspondente equacao polinomial,
isso também nao significa que as n raizes sejam distintas.

Exemplo:

Vamaos observar as raizes da equacao P(x) = 0,
sendoP)=x—1)-x—1)-x—1)-(x+5)(x+5),
e 0 conjunto solugao da equagao.

- Como P(x) esta na forma fatorada, € imediato
dizer que as raizes sao:
x=1lx=1x=1,x=-—-5x=-5

- Nesse caso, podemos dizer que:

x = 1 = é uma raiz de multiplicidade 3 (ou
raiz tripla)
x = —5 — é uma raiz de multiplicidade 2 (ou
raiz dupla)

- Também podemos reescrever o polindmio e a
equacao correspondente da seguinte maneira:
PO)=0—1)7°-&k+5Pelk—1P -k+5°'=0
Os expoentes 3 e 2, na forma fatorada, indicam gue a equagdo

tem 3 fatores iguais a (x- 1) e 2 fatores iguais a (x + B), isto &, a
equagio possul uma raiz tripla e uma raiz dupla, respectivamente.

Se x = a é raiz de multiplicidade m (m € IN,
m = 1) de uma equagéo P(x) = 0, entdo:
Px) = (x — o)™ - Q(x), com Q(a) # 0

Observacodes:
1. Considerando que P(x) = (x — «)™ - Qlx), com
Q) # 0, concluimaos que P(x) é divisivel por (x — o)™

Exercicios resolvidos

2. Conforme o valor de m, temos:
- m=1—aéumaraiz simples;
- m = 2 — a é uma raiz de multiplicidade 2
(raiz dupla);
- m =3 — a é uma raiz de multiplicidade 3
(raiz tripla).
Exemplo:
Vamos verificar, a partir do dispositivo pratico
de Briot-Ruffini, o grau de multiplicidade da raizx = 1
da equacdo 2x° — 7x* + 22x* — 26x + 9 = (.
+ Enquanto resultar zero abaixo do termo in-
dependente de x, colocamos o nimero 1 no
canto a esquerda no dispositivo pratico:

1 2 =7 0 2 =26 9

1 L =3 =5 17 -9 0

1 2 -3 -8 5 0

1 2 -1 -9 0
2

I—b diferente de zero

Dessa forma, dizemos que x = 1 é uma raizde
multiplicidade 3.

Respostas no Manual do Professor.

Resolva os exercicios

Questoes e reflexoes no caderno,

1. Quantas raizes complexas admite uma equagao
do 52 grau?

2. Oconjunto solucdo de uma equacdodo 52 grau é
formado por quantos elementos?

3. Asequagdesx’ — 1=0e(x — 1) = 0apresentam
alguma solugdo em comum? E os conjuntos for-
mados pelas solugdes sao iguais?

1. Com relagao aequagaox® — 5x* + 5x* + 5x — 6 =0
a) verifique que os nimeros 1 e —1 s3o raizes da equacac;
b) escreva o conjunto solugio da equacio.
aAt—-51P4+512451-6=0
(1) =5-(—1P+5-(—1P+5:(-1)—6=0

by 1|1 -5 5 5 -6
-1 |1 -4 1 6 0
1 =5 6 0

xX*—5x+6=0.. x=20ux=3
S={-1:;1;2;3}

2. Obtenha os valores de m e n de modo que 2 seja uma
raiz dupla da equagdox®* — x* + m - x + n=0.

2 1 =1 m n
2 1 1 24+ m 4+2m+n
1 3 8+m 0

4+2m+n=0
8+m=0

3. Escrevaaequagdox® —x? 4+ 4x—4 = 0comoum produto
de fatores de 12 grau e determine seu conjunto solucao.

X¥=x+4x—4=0
x*x—1)+4-x—1)=0
x—1-x*+4)=0
Xx—1)-x—20)-(x+2)=0
S={1;2i; —2i}

m=—-8en=12
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Exercicios propostos

1

Resolva os exercicios no caderno.

Determine o conjunto solucdo da equagdo x* — 5x +
+ 6 = 0. Em seguida, escreva essa equagao na forma
fatorada.S =123 (x— 2)- (x—3) =0

Sabe-se que o ndmero 2 é uma das raizes da equacao

X¥*+a-x—10=0.

a) Determineovalordea.o=3

b) Escreva o conjunto solucio da equacdo. 5 = (=52

c) Reescreva a eguacao, expressando o primeiro
membro na forma fatorada. (x— 2) - (x + 5) =0

Obtenha as raizes complexasda equacaox® — 5ix +6 =0,
sendoi=+—1.6/ou =

Determine o valor de m de modo que o niimero 2 seja

raizda equagsox’ —(m+2)-x*+m-x+m+3=0.

EO;IS:ECIGI'E a equacao polinomial (x — 1)2 - (x + 2)° -

< e —3)+ (x + 7)F = 0. Assinale, em seu caderno, V

ou F, caso as afirmacdes sejam verdadeiras ou falsas,

respectivamente.

l. O grau da equacao é 10. F

Il. 3 & uma raiz de multiplicidade 1, ou seja, uma raiz
simples. v

lll. 2 é uma raiz de multiplicidade 5. ©

IV. As ralzes da equacao sao todas numeros primos. F

V. O conjunto solugao da equagao é formado por nu-
meros positivos e negativos. v

Escreva o conjunto solugdo da equacao (x> — 5x +
+ 6) « (x* — 6x + 8) = 0. Em seguida, responda:

a) Qual é o nimero de raizes da equacao? 4

b) Qual é o nimero de elementos do conjunto solugéo
daeqguacao? 3

¢} O numero de rafzes de uma equagdo é sempre igual
ao numero de elementos do conjunto solucao? Mao.

Vamos considerar duas equacdes polinomiais em x:
Equacao l: (x — 2i)* - {x + 2" =
Equacdoll: (x—2)-x+ 20 =0

Responda:
a) Asduas equagdes sao de mesmo grau? Nao.

b) Qs duas equacdes tém o mesmo nimero de rafzes?
180.
¢} As duas equagoes tm o mesmo nlimero de ele-

mentos no conjunto solucao? Sim

Uma das raizes da equagéo 6x* + 7x* — 14x — 15=0
é—1.
a) Qual é o resto da divisdo do polindmio

6x* + 7x* — 14x— 15 porx + 12 zero

b) Qual é o conjunto solucdo da equacao
6+ 7x* — 14x — 15=07¢ _ {_L._i. 3

Na figura a seguir estd representada parte do
grafico de uma fungao polinomial definida por
P)=x*+a-x*+b-x—6.

10.

11.

12.

13.

14.

Figura: @ DAE

k‘r

]1u

a) Qual é 0 COI"IJUI“IID solucao da equacao P(x) =

—6eb=11

1
b) Qua}s sac osvaloresdeae b? o =
¢) Qual é o valor de P(4)? &

Considere duas funges polinomiais fe g, que satisfazem
arelacdo fix) = glx) + x* + 3x + 2 qualquer que seja o
valor real de x. Sabendo que 2 é raiz da equagao fix) =
e —1 é raiz da equacao glx) = 0, calcule:

) A2)0 o g@+Rf—1).-12
b) g(—1);0

Qual é a multiplicidade da raiz 2 na equagao x® — 7x* +
+ 16x° — 8x? — 16x + 16 = 07 Qual & o conjunto solugao
dessa equacao? 0O numero 2 é urna raiz de multiplicidade 4

e o conjunto solucao da equacao é S = {-Z'
Aequacao polinomial x* — 2¢ +x* —x2+ 2x— 1 =0

pode serescritacomo (x — 1P-(a-x*+ b-x+ ) =0.
a) Qual é ovalor de p? 3
b) Quaissdoosvaloresdeag becla=1b=1ec=1.

¢) Qual é o numero de raizes reais da equacao
=244 3 — 2+ 2x— 1 = 07530 3 solucoes reais.

X —6

Uma funcdo polinomial édadaporp(x) = |! X X
1

, e
Respostas no Manual do Professor. 2

Sabe-se gue 2 é raiz da equacao plx) =

a) Escreva a equacao plx) = 0 na forma polinomial.
b) Escreva o conjunto solugio plx) =

Sejam as seguintes equacoes polinomiais na incognita x:
8=0
Sobre essas equagoes, indigue, em seu caderno, com

V ou F se cada afirmacao a seguir é verdadeira ou falsa,
respectivamente:

a) As duas equaces apresentam trés solugoes. V
b) Naeqguacao | as trés rafzes sao iguais. v

c) Naequacao Il as trés raizes sdo diferentes. v

d) O numero 2 é solugdo das duas equagoes. v

Equacaol (x — 2)* =0 Equacao l:x* —
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HISTORIA DA MATEMATICA

Orientacoes e respostas no Manual do Professer

A historia das equagoes polinomiais é muito
antiga. Tem-se conhecimento de que, na Babilonia,
cerca de 1800 a.C., alguns métodos de resolucio
de equacoes do 22 grau ja eram conhecidos. Assim,
o problema de encontrar as raizes de uma equacao
algébrica, isto é, de um polinémio, é alvo de estudo
de muitas pessoas ha muito tempo.

As equacoes lineares sao correspondentes
as equacoes do primeiro grau, ou seja, da forma
ax + b = 0. Segundo registro de historiadores, o
primeiro povo a lidar com essas equacoes foram os
egipcios. No Papiro de Ahmes, também conhecido
como o Papiro de Rhind, adquirido pelo escocés
Henry Rhind, em 1868, numa cidade as margens do
Rio Nilo, consta que os egipcios nao se referiam a
problemas com objetos concretos, mas ja tratavam
de incognitas em seus problemas. Um exemplo
disso € o problema 24 do Papiro de Ahmes, que
pede o valor de aha, se “aha e um sétimo de aha é
19”. Escrevendo isso na forma moderna, temos:

X %x =4

As equacoes quadraticas sao as equacoes
de grau 2, escritas na forma geral:

ax* +bx+c=0

Aritmeticamente, essas equacoes foram re-
solvidas pelos egipcios. Euclides e seus seguidores
resolveram as geometricamente e algebricamente
solucionadas pelos hindus. O matematico e escritor
arabe Al-Khwarizmi (780-850) deu regras aritmeé-
ticas, as quais demonstra por meios geométricos
essas equacoes. Foi através desse escritor que os
arabes introduziram o nome Algebra.

Os indianos trataram as quadraticas alge-
bricamente. Sridhara (750 -?) parece ter sido o
primeiro a estabelecer o “método hindu”, citado
por Bhaskara (1114-1185) na seguinte forma:
“Multiplique ambos os lados da equagao por um
nmiimero igual a quatro vezes o [coeficiente do] qua-
drado e adicione a eles um niimero igual ao quadrado
da original [coeficiente da] quantidade incognita.
[Extraia a raiz]”.

- Unidade 5 Polindmios e equacoes algébricas

Utilizando a simbologia moderna, temos que:

Dado ax?+ bx + ¢ = 0, temos, ini-
cialmente, 4a’x? + 4abx = —4aqac e entdo
4a’x* + 4abx + b* = —4ac + b?, portanto,
(2x + b)Y = P>— 4 - ac. Neste caso, a raiz negativa
era deixada de lado.

Omar Khayyam (1048-1131) tem uma regra
para a equacéo do tipo x>+ px = q.

Mais tarde, em 1500, Viéte realizou progres-
sos nos métodos algébricos, isto €, reduzia uma
quadratica geral a uma quadritica pura usando
uma sutil substituicio. Assim:

%2 + 2ax = b, fazendox =u + ze
apos z = —a, a equacao se transforma em
= m, portanto x = —a + \fg—l-_i-_b__

Harriot (1560-1621) mostra solugdes por
fatorizacdo, e, entre os métodos mais aplicados
atualmente, citamos aqueles em que o discrimi-
nante é utilizado, o qual foi introduzido por Euler
(1750) e Bezout (1775), e mais tarde aprimorado
por Sylvestre (1840) e Hesse (1844).

As equacoes cubicas sio as equacoes de
grau 3, isto €, da forma:

a’+bx*+tex+d=0

As cubicas apresentam uma histéria muito
fascinante, pois sdo equacoes que apresentavam
certo grau de dificuldade naquela época. Temos
noticia de que Arquimedes (225 a.C.) manipu-
lou uma equacdo cubica vinda de um problema
geomeétrico. Omar Khayyam, poeta e algebrista,
classificou treze casos de cubicas que ele resolveu.
Uma caracteristica que marcou esse periodo foram
os debates realizados entre grandes matematicos.

Fibonacci foi desafiado em debate a resolver a
equacao x’ + 2x* +10x = 20. Apesar de existirem
varios métodos para resolver uma equacao do 32
grau, a historia nao responde a pergunta:

“Quem propos a solugdo da equacdo do ter-
ceiro grau?”.

No comeco do século XVI, o matematico
italiano de Bolonha, Scipione Del Ferro, resolveu
cubicas da forma x* + ax = b. Del Ferro revela o



segredo desse método de resolucao a um estudante,
chamado Antonio Maria Flor. Anténio, vinte anos
mais tarde, realiza um debate com outro italiano de
nome Tartaglia. Cada um deles enviou 30 problemas
ao outro, e aquele que resolvesse 0 maior nimero
de problemas em 50 dias venceria o duelo. Tartaglia
direcionou seus esforcos as cubicas que nao conti-
nham o termo do primeiro grau. Resolvendo esse
caso, quando faltava menos de duas semanas para
o debate, ele descobriu a solucéo da ctibica em que o
termo do segundo grau nao existia. Assim, sabendo
desses dois métodos, solucionou todos os problemas
em menos de duas horas, derrotando seu oponente.

Cardano pediu o esquema a Tartaglia, como
conta o historiador Bell. Tartaglia, apos muita
insisténcia, fornece o esquema a Cardano sob
promessa de manter segredo. Embora exista muita

EXPLORANDO il

Iy
L m)
8

Vimos que existem equacgoes algébricas
em gue podemos ter raiz simples, como tam-
bém podemos ter raiz de multiplicidade 2, 3 e
assim por diante. Como podemos interpretar o
gréfico das fungoes polinomiais corresponden-
tes?

O grafico abaixo foi feito numa folha qua-
driculada e representa uma funcao polinomial
em gue o numero zero € uma raiz de multiplici-
dade 2, enquanto o nimero —3 é raiz simples.
Vocé podera novamente explorar a ferramenta
para constru¢do de gréaficos no computador

o
1

sy =l el

h

duvida quanto 2 autoria dessa férmula, Cardano
sem duvida contribuiu significativamente para o
desenvolvimento da teoria das equacoes algébricas.

ANDRADE, Celia Maria Finuzzi de. Solucéo de equacdes algeébricas:
um apanhado histdrico. Boletim da SEMAC, 06/1991y. 2, n. 2,

série II. Disponivel em: <https://repositorio.ufsc br/bitstream/
handlef123456789/9715%Marcelo_Moro PDF?sequencesi>,

Acesso em: 26 mai. 2016

'QU ESTOES Resolva os exercicios no caderno.

De acordo com o texto, responda:
1. Segundo a histéria, qual foi o primeiro povo a lidar
com equacoes lineares?

2. Qual foi o matemaético gue desenvolveu regras
aritméticas para as equacoes quadréaticas?

3. Quaisforam osfatores que levaramTartaglia a vencer
a disputa com Anténio Maria Flor sobre as equa-
¢bes clbicas da forma x* + ax = b?

para verificar graficos de funcées polinomiais
com raizes multiplas.

1. Construa o gréafico da funcao polinomial
flx) = (x — 1) Em seguida, responda: quais sao
as raizes da equacao fix) = 0?7

2. Construa o gréfico da fungao polinomial
fix) = x* - (x — 1). Depois, responda: quais sao as
raizes da equacao f(x) = 0?7

3. Construa o gréfico da fungéo polinomial
fix) = (x — 1) - (x + 1)2. Depois, responda: quais
$30 as raizes da equacao flx) = 07

et |l e g i o e

Grafico: © DAE
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P

TEOREMAS E RELACOES
ENTRE RAIZES

Como o proprio titulo do capitulo sugere, estudaremos alguns resultados
importantes dados na forma de teoremas que nos permitirdo “pesquisar” um
pouco mais sobre as solucoes de uma equacao polinomial.

Iniciamos abordando a existéncia de relagdes entre as raizes de uma
equacao polinomial e os correspondentes coeficientes. Sdo as chamadas rela-
coes de Girard. Algumas dessas relacoes normalmente sao vistas na ocasiao
do estudo de equacgées do 22 grau ainda no Ensino Fundamental. Outras sao
ampliacoes feitas para equacdes de grau maior que 2.

Albert Girard (1595-1632) viveu a maior parte de sua vida na Holanda. Além
das relacGes algébricas que apresentamos a seguir, também se interessou por Geo-
metria e Trigonometria. Em 1626, publicou um trabalho que contém o mais antigo
uso das abreviacdes de seno, tangente e secante que utilizamos atualmente.

Na ilustracdo ao lado, temos a capa de um trabalho de Girard sobre Algebra.

Relacoes de Girard

A seqguir, apresentaremos e demonstraremos algumas das relacoes entre as
raizes de uma equacao algébrica e seus coeficientes.

Equacoes do 2 grau

Dada uma equagao do 22 grau naformaax? + bx + c =
X, € x, suas raizes, temos, pelo teorema da decomposigao:

0(a # 0), sendo

ax2+bx+cza(x—xl)*(x—x2)
1 Dividindo membro a membro por a
5, 0 <3
X +EX+E=(X_X1)'(X_X2)
b &
X*t+t—=x+—=x>—(x +tx) x+x-x
a a

l Conforme identidade de polinémios

b
coeficiente de x: - —x +x)=>x +x,=—

om oo

) c
termoindependentedex:— =x, X, =X, * X, =
a

Sendo x, e x, as raizes de uma equagao ax* + bx + ¢ = 0 (a # 0), sdo
vélidas as relagoes:

X == A —E" — soma das raizes

c .
XX = — produto das raizes

- Unidade 5 Polindmios e equacoes algébricas



Equacoes do 32 grau

Dada uma equacao do 32 grau naformaad + bx? + cx+d=01(a # 0),
sendo x,, X, € X, suas raizes, temos, pelo teorema da decomposicao:

a’+btoctd=a-x—x) x—x)x—x)
1 Dividindo membro a membro por a

b c d
X3+EX2+EX+EE(X_X1)'(X_Xz)'(x_xs)

1 Desenvolvendo o segundo membro (omitimos algumas passagens)
3 b 2 ¢ 3 2
X +EX +EX+EEX — 0 X, X O X, X X X X)) XX X X

1 Conforme identidade de polindmios

b
coeficientedex?:—= —(x. +x. +x)=x +x, +x,= ——
a 1 2 3 1 2 3 a

) & L
coeflc:entedex:5=x] -x2+x]-x3+x2-x3='xl-x2+xl-x3+x2-x3=5

d d
termo independentedex:— = —x, - X, - X, =X, * X, " X; = ——
a a

Sendo x,, x, e x, as raizes de uma equagdo ax®* + bx’ + cx + d = 0(a # 0),
sao validas as relagoes:

b
X, + x, + X, = —— —> soma das raizes
- a
& -
X XX b e = 4 > soma dos produtos das raizes duas a duas

d
XXy xyg=—o produto das raizes

Analogamente podemos estabelecer as relagdes para equagdes do
42 grau em diante. Assim, para uma equacao de graundaformaa x"+a _ x"~'+
n n—1
+a _x""2+.+ax’+ax+a,=0,temse:

a

n=1

X Fx dx oot =—
2 3 n

n

. n=12
XX XXt X =
n
IR T A I R e I A I B -
1. Fa. 53 s ooty g L s a
n
i a,
. . - - = {— n
Xpt X Xyt et XX, = (1)

n
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Respostas no Manual do Professor.

E Resolva os exercicios
QI.IE stoes e reflexoes no caderno.

1. Quantas relagdes entre raizes e coeficientes
podem ser estabelecidas, conforme Girard, para
uma equacao do 42 grau?

2. E para umaequacao de grau n, sendo n = 27

A seguir, observe como podemos utilizar as re-
lacoes de Girard.

Exemplo:

Vamaos considerar que a, B e 7y sao as raizes da
equacao 2x3 + 4x? — 3x — 10 = 0. Podemos, sem
resolver a equacao, determinar os valores a seguir.

aoa+p+y

D)ap + ay + By

Qa-B-y

1 1 1
d—+—=—+—
a B v
- Observe que os trés primeiros valores podem
ser determinados imediatamente a partir
das relacoes de Girard para uma equacao do
32 grau, ou seja:

4
a)a+B+7=—3=‘a+B+T=—2

b)ﬂt[3+&'v+ﬁ“f:7=>

3
=aptay+By=—75

—=10
o) afy = —?= afy=>5

= Para calcular a soma dos inversos das raizes,
conforme ultimo item, podemos agrupar essas
fracdes numa so, obtendo assim o quociente
entre duas das rela¢des de Girard para uma

equacao do 32 grau:

1 1 1 + +
d)_+_+_=w

o By ofy

-

IS 0% 9 IS PSS I

a By 5 a B y 10
Exemplo:

Vamosresolveraequacaox®—9x?+23x—15=0,
sabendo que as trés raizes estao em progressao arit-
mética.

- Unidade 5 Polindmios e equacoes algébricas

- Se astrés raizes estao em PA,, utilizamos o se-
guinte artificio:x] il Saut 0 St B G S gl
Considerando a primeira relacao de Girard:

X, tx,tx,=——

d—r+d+0t+(=—T

3a=9=a=3 (3é&umaraiz)

- Como conhecemos uma raiz, vamos uftilizar
o dispositivo pratico para “abaixar” o grau da
equacao:

3 | —9 23 —15
K 6 5 0
1x¥* —Bx+ 5
X2—6x+5=0

l Resolvendo a eguacao pela férmula
resolutiva
x=1loux=5
Portanto, o conjunto solucao da equagao é
5=1{1,35}
Exemplo:

Vamos resolver a equacao x> — 3x — 2 = 0 sa-

bendo que ela admite uma raiz de multiplicidade

dois.

- Consideremos que as trés raizes dessa equa-
(ao sao:
X SX =apk =

» Utilizando a primeira relacao de Girard (soma
das trés raizes), temos:

x +x +x =——-
1 2 3 a
0

a+a+[3:—]—

20+ B=0=2p=—2a
+ Substituindo na terceira relacao de Girard (po-
deria ser também na segunda relacao), temos:

_d
xl-xl-xj——g
-2
fl'ﬂ'B:_T
1B = -2«
a-oa-(—2a)=2
o =—1]
a=—1=p=2

Portanto, o conjunto solucao da equacao
algébricaé S ={—1,2}. Noteque —1 éuma
raiz dupla.



Exercicios resolvidos

1. Determine o conjunto solu¢do da equagao
¥ — 5x* — 4x + 20 = 0, sabendo que a soma de
duas de suas raizes é igual a zero.

- -6 _ .,

Pelo dispositivo pratico de Briot-Ruffini, temos:

6. Considere a equacaox®— 7% +5x — 1 =0.5¢jam a, B
ey as raizes dessa equacao, calcule o valor da expressao:
(o + B+ ) + (af + ay + By)

= =

)

Sejam r, s e t as raizes da equagdo x* — 5x* — dx + 6 |1 9 54 16
+ 20 = 0, de modo que s + t = 0. Temos que: E] T8 36 0
S s e o X2+ 15 +36=0.x=—3 oux=—12
; ; i ; Logo,
Pelo dispositivo pratico de Briot-Ruffini, temos:
g ks =3 4 20 L
3 ! " iy o 3. As dimensdes de um paralelepipedo retangulo, em
X —4=0..x=2oux=—2 metros, sao dadas pelas raizes da equacio x*— 122 +
Logo: +4lx—42=0.
S={—-2;25} z
a) Qual é a area total desse paralelepipedo?
2. Determine o conjunto solucao da equacao . )
X + 9x2 — 54x — 216 = 0, sabendo que as raizes b) Qual é o volume desse paralelepipedo?
estdo em progressao geométrica. Sejam a, b e c as dimensoes do paralelepipedo, temos:
41
. m N . - e
Sejam ?, m e mq (com q sendo a razao da PG) as rai- a) 5,y =2 lab+ac+be) =2 e 82ua
zes da equacao x* + 9x? — 54x — 216 = 0, temos: b)V =abc= ! =42 u.w.
Exercicios propostos Resolva os exercicios no caderno.

1. Considere a equagdo 2x* — 7x2 + 5x + 2 = 0. Sendo 7. Sabe-sequeaequacaox® — 2x? + 9x — 18 = 0 admite

o, B e vy suas raizes, calcule: duas solugdes imagindrias:x = 3iex = — 3i.
7 Respostas no Manual do Professor.
aat+tpB+y-— o) a-Bry-l H
hotpity 2 5 1Py e foss = :
b) a-BHa-y+B-y- a) Utllizando a primeira relacao de Girard para a equa-
- ) ) ¢ao do 3° grau, obtenha a raiz que estd faltando.

2. Qual é a soma e o produto das raizes da equacao :
DAL A L E b) O item anterior poderia ser resolvido utilizando a
Asoma das raizes é igual a 2 e o produto éigual a 5. terceira relacao de Girard? Justifique.

3. Sejam m e n as raizes de uma equagao de grau 2,
escreva matematicamente cada urna das sentencas a 8. Seosnimeros2 3e5saoasraizes daequagdox’ +a -
sequir, coma no exemplo. x4+ b-x+ c = 0,determine os valores de g, be c.
Respostas no Manual do Professor. 1 a=—=10,b=3lec=—30 )
Soma dos inversos das raizes: — +—. 9. Sabe-se que as raizes da equacgao
a) Inverso da soma das raizes, X3 — 12x2 + k - x — 48 = 0 formam uma progressao
b) Soma dos quadrados das raizes. Bt
¢) Quadrado da soma das raizes. a) Qual é o conjunto solugao da equacao? & = (2, 4, 6
d) Inverso da soma dos quadrados das raizes. b) Qual é o valor de k? k = 44
&) Soma dos inversos dos quadrados das raizes.

L 10. Uma dasraizes da equagaox® —6x*+m-x+30=

4. SewaePsaoasraizesdaequacdox’ + 2x + 5 =0,calcule: = 0 éigual a soma das outras duas.

Respostas no Manual do Professor. 4 1
a) a+P ol g A a) Qual é o valorde m? m = —1
a B
b) Escreva o conjunto solucdo da equacao. & = (=2, 3,5
b) a-B d) a2+ B2 ) J} (40 da equaca ]
5. Asoma dos inversos das raizes da equaciox? — m - x + 11. Asraizesdaequacaox® — 13x* + 39x — 27 = O formam
uma progressao geometrica.
+96=0éigua|a-—§-. i -
24 a) Qual é o conjunto solucdo da equacdo? & = (1;3; 9
2=
&) Qual e oyalor dem? m =20 b) Qual é a razdo da progressao geométrica crescente?
b} Quais s3o as raizes da equacdo? 12 cu @ A razao da progressao geometrica crescente € igual a 3.
12. Os coeficientes e, B, vy e A da fungao polinomial f,

definidapor fl) =X +a-x* + B x2 +y-x+ X\
530 numeros inteiros. As raizes da equacao f(x) = 0 sao
inteiras, sendo que duas sao pares e duas sao impares.
Descubra quantos coeficientes sao pares e quantos

coeficientes sao impares, / ©9uaca0 apresenta 2
coeficientes impares e 3 coeficientes pares.
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Teorema das raizes imagindrias

Vocé j& deve ter observado que algumas equa-
¢oes admitem raizes imaginarias (complexas nao reais).
Apenas para exermplificar, vamos considerar dois exem-
plos de equacdes que apresentam raizes imaginarias.

Exemplo:

Vamaos determinar as raizes das seguintes equa-
¢bes do 22 grau:

a)2*+8=0

byx*+@2—-Nx=0

Aequacao do item a admite duas raizes imaginarias
conjugadas gue podem ser obtidas de forma imediata:

2x*+8=0

2x*= —8
x=H/—-4=H/4-(—1)=2x=2
X=——4=—4:-(—1)=x=—-2

A equacao do item b admite apenas uma raiz
imaginaria, isto é:

¥X+2—-x=0

x-x+2-10)]

X*=—4=

0

x=0

X*x+2—i)=0=
¥ ) x=—2+]

O teorema que apresentaremos e demonstra-
remaos a seguir permite conhecer um pouco mais a
respeito das raizes de uma equacao polinomial. Ele é
conhecido como teorema das raizes complexas, mas
aguelas que nao sao reais. Optamos por denomina-lo
simplesmente teorema das raizes imaginarias.

Se um numero complexo z = a + bi (com g,
b € R e b # 0) é raiz de uma equacao algébrica
com todos os coeficientes reais e de grau n > 1,
entdo o seu conjugado Z = a — bi também é raiz
dessa equacao.

Respostas no Manual do Professor

= E Resolva os exercicios
QI.IE stoes e reflexoes no caderno.

Explique:

Por que a equacdo apresentada anteriormente no item
a estd em conformidade com o tecrema, isto &, apre-
senta duas raizes imaginarias conjugadas, enguanto
a equacao mostrada no item b ndo apresenta duas
raizes imagindrias?

- Unidade 5 Polindmios e equacoes algébricas

A demonstracao do teorema apresentado utiliza
propriedades do conjugado de um ndmero complexo.

- Vamos considerar o nimero complexo z =
=a+ bi,coma b&IReb # 0eaequacao
polinomial com todos os coeficientes reais:

=1 =2 2
ax’t+a x""'+a x4+ Faxi+
Ty, =

+ Se o nUmero complexo z é raiz dessa equagao,
entao temos:

Gl _ FT dig A bk 827
n n—1 n—2
t+az+a, =0

» Membro a membro, nessa igualdade, tomamaos

0s conjugadaos, ou seja:

az"+a,_z"+a_z"+..+az +
¥ az+a,=0

No primeiro membro, conforme propriedade,
0 conjugado de uma soma & igual a soma dos
conjugados. Ja no segundo membro, o conju-
gado de zero é o proprio zero:

az'+a _z'""'+a 7"+ .. .+az*+
n n—1 n—2 2
+az+a,=0
+ Como o conjugado de um produto é o pro-
duto dos conjugados, podemaos escrever:

a-z'+a vz +a  ~zP 34 o+
n n=1 n—=2
q 7247 747 =
ta, -2 +ta,-z+a,=0
+ O conjugado de qualguer nimero real é o

préprio numero real. Assim, como todos os
coeficientes da equacao sao reais, temos:

g ztda 2TV g o 2l it e
n n—1 n—2
+a,-2+a,-z+a,=0
- Sendo o produto de fatores iguais uma potén-
cia natural, concluimos que o conjugado de
uma poténcia serd a poténcia do conjugado.
Dessa forma, obtemos:
(7 L (7= S 7)n-2
R i o R ) e SR ) i, g,
+a,-(zP+a-z+a,=0
Portanto, dessa Ultima igualdade, concluimos que
o ndmero complexo z é raiz da equagdo polinomial.

Observacoes:

1. O teorema anterior é valido quando os coefi-
cientes da equacao polinomial sao todos reais.



2. Quando um numero imaginario z = a + bi
(b # 0) é raiz de multiplicidade m de uma equacao
polinomial com todos os coeficientes reais, o nimero
imaginarioz = @ — bi também é raiz dessa equacéo e
com a mesma multiplicidade.

3. Como a ocorréncia de raizes imaginarias,
numa equacao polinomial com todos os coeficientes
reais, ocorre aos pares, temos uma consequéncia: toda
equacao de grau impar, com todos os coeficientes
reais, admite pelo menos uma raiz real.

Exemplos:

1. Considere que uma equacao polinomial de
coeficientes reais admite como raizes os nlimeros 2,
—5,2 +ie4 — 7i.Qual é o grau dessa equacaa?

- Como os coeficientes sao todos reais, a equa-
cao admite, conforme teorema das raizes ima-
ginarias e os dados acima, as seguintes raizes:
X, =2
X, ==5
x,=2+i = x,=2—i(imaginaria conjugada)
x,=4—7i = x =4+7i(imagindria conjugada)

Encontramos, portanto, 6 raizes. Dessa forma
podemos dizer que a equacdo polinomial
correspondente serd no minimo do 62 grau.
Note, ndo podemos afirmar com certeza qual
£ 0 grau exato da equacao, pois nao sabemos
se existemn outras raizes e, além disso, nada
sabemos sobre o grau de multiplicidade das
raizes que foram dadas.

2. Vamos obter todas as raizes da equacgao
X2+ 2x? + x + 2 = 0, considerando que x = j é uma
de suas raizes.

- Essa equacado pode ser resolvida a partir da
informacao dada, utilizando o dispositivo
pratico de Briot-Ruffini, considerando que
conhecemos duas raizes (a raiz imaginaria
e, pelo tearema, a sua conjugada):

P11 2 1
—i |1 2+ 2i 0
1 2 0
Ix+2

» Recaindo na equacao do 12 grau, temos que
x = —2 também é raiz. Portanto, o conjunto
solucdoé S = {j, —i, —2}.

+ Qutra maneira de resolver seria considerando
o teorema das raizes imaginarias e a primeira
relacdo de Girard, ou seja:

X X, Fx=e——
1 2 3 a

_ : 2

i+ (=)+x= T
O+x,=—2=>x,=—-2

» Um terceiro procedimento seria observando
que, se i e —i sao raizes, temos que o polindbmio
correspondente P(x) = x* + 2x? + x + 2 é di-
visivelpor(x =) - (x +N=x*—i?=x*+ 1.
Utilizando a divisao de polinémios, pelo me-
todo da chave, temos:

B +DFEx+2 |

=53 —X x+2
2x? +2
—2x? —4
0

+ Logo, considerando que o dividendo é o di-
visor multiplicado pelo quociente (o resto é
zero), temos:

POO=0x*+1)(x+2)
Igualando a zero, resolvemos a equacao cor-

respondente:
B+ 1)-(x+2)=0= X¥+H1=0=x==%j
x+2=0=x=—-2
3. Utilizando o teorema das raizes imaginarias e
as relagoes de Girard, vamos determinar os coeficientes
reais m, n e pda equacdo x* + mx? + nx + p = 0,
considerando que os nimeros 2 — ie 1 sao suas raizes.
- Como os coeficientes sio reais, se 2 — [ é raiz,
entdo 2 + i também € raiz. Dessa forma, con-
forme relacGes de Girard, temos:
12relacao:
m
X, X X = 2
2—i+2+i+1=m=m=-5
22 relacao:
XX, + XX+ XX = %
R=N-2+)ND+2—N-1+Q+i)-1=n
4—i2+2—i+2+i=n=n=9
32 relacao:

p
e _T

Q-N-2+N-1=-p
4—iP=—p=>p=-5
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Teorema das raizes racionais

Além do teorema das raizes imaginarias, visto anteriormente, outro teorema
pode auxiliar-nos na pesquisa de raizes de uma equacao polinomial. Aqui, como
enunciaremos a seguir, deve-se tomar o cuidado de observar que os coeficientes
da equacao polinomial correspondente sejam ndmeros inteiros.

Seja a equagdo polinomial de coeficientes inteiros

ax"+a _x""'+a _x""*+..+ax’+ax+a,=0coma #0.5e
o nimero racional -‘;l p E Zeq € Z* com p e q primos entre si, é raiz dessa
equagao, entdo p é divisor de a, e g é divisorde a .

Demonstracao:

- Considerando que % éraizdaequagioax"+a _x""'+a _x""i+..+

1

+ azxz + ax + a, = 0, entao:

n n—1 n—2 2
a,{%) + an_{%) + an_z(%} E R a{%) + al[%] +a,=0

+ Multiplicando membro a membro essa igualdade por g™
ap'+a,_p''qgta,_pT¢+...tapq"t+apg'+aq" =0()
- Deixamos, nessa igualdade, a,g" no segundo membro e, depois, colocamos
p em evidéncia no primeiro membro, ou seja:
p-lap"'+a _p'~qta_p"¢d+..+apg?+agq"")=—aq"
« Nessa igualdade, como todos os coeficientes sao inteiros, p e g também sao
inteiros. Temos, entao:
p-lap='+a _p'~qta _p~¢+..tapgd-*+ag)=—-ag

inteire Inteiro INteiro

Dessa forma, podemos afirmar que p é divisor de —a g". Como sabemos
gue p e q sac primos entre si (p nao pode ser divisor de g7), concluimos que
pédivisorde a .

n

- Retornando a igualdade (l), deixamos agora a p" no sequndo membro e
colocamos g em evidéncia no primeira membro:

. =] =241 =3 -3 -
i - PO il T WO s L P i - il o e e i BB
- Analogamente ao que consideramos anteriormente, temos:

q.{an_lpn—'l + Gn_gpn_qul + ‘..+Gzp2qn—3 + a1pqn—1+aoqn—1‘) — _anpn

e r s ]
inteiro inteiro inteiro

Dessa forma, podemos afirmar que g é divisor de —a_p". Como sabemos
que p e g sao primos entre si (g nao pode ser divisor de p”), concluimos que
gédivisordea,.
Observacao:

Uma consequéncia imediata do teorema das raizes racionais € sobre a exis-
téncia de raizes inteiras: Se p é uma raiz inteira daequacaoax" +a _ x"~' +
+a _x""2+ ..+ ax*+ax+ a,=0com coeficientes inteiros e a_# 0,
entao p é divisor de a;

- Unidade 5 Polindmios e equacoes algébricas



Respostas no Manual do Professor. T
Resolva os exercicios
Q_UEST.DES e reflexdes no caderno.

1. Expligue 0 gue sao numeros primos entre si.
Exemplifique!

2. Explique, a partir do teorema das rafzes racionais,
a observacao anterior sobre raizes inteiras.

Exemplo:

Vamaos determinar as raizes da equacao polino-

mial 3x3 — 2% —7x — 2 =0.

- Conforme o teorema das raizes racionais, va-
mos inicialmente obter os divisores (positivos e
negativos) do termo independente e também
do coeficiente de maior grau.

Divisores do termo independente (a,):

d(—2) = {1; —1; 2, —2} — valores possiveis
parap.

Divisores do coeficiente de maior grau (a):
d(3) ={1; —1;3; —3} — valores possiveis para q.

o p
» Obtemos, agora, os possiveis valares para a—

dividindo os divisores do termo independente
pelos divisores do coeficiente de maior grau.
Assim procedendo, chegamos aos seguintes

valores:
1 1 2 B
-1, —1,'3—, 3 2 —2,3', -3
- Verificamos, por tentativa, quais desses nlime-
ros sao raizes (conforme dispositivo prético de

Briot-Ruffini):
~1]3 —2 -7 ~2
3 -5 =2 0
32— hx—2

Se a equacac dada é do 32 grau, basta encon-
trarmos uma raiz, pois conseguimaos, com isso,
“abaixar” o grau da equacao correspondente.
Procedendo com a resolucao da equacao do
22 grau:

Exercicios resolvidos

3x2—5x—2=0
4 Férmula resolutiva

_ —=9EVP-4-3-(-2

2-3
5+49
K="
547  [¥52
Xx=—"= x:—1—
3

Portanto, o conjunto solucao dessa equacao é
1 o
5= :2, -1, —?} Temos duas raizes racionais

inteiras (divisores do termo independente de x)
e uma raiz racional nao inteira.

Exemplo:

Vamos verificar sea equacao 2x3 — 4x* + 7x—5=10
admite alguma raiz inteira.

- Conforme observacao acima, se a equacao

admitir alguma raiz inteira, serd divisor do
termo independente de x, neste caso, divi-
sor de —5. Vejamos os divisores de —5:
d(=5) ={1; —1;5 =5}

« Substituindo esses valores na equacac (pode-
riamos utilizar o dispositivo pratico de Briot-
-Ruffini), temos:
x=1=22-13-4-1247-1-5=0=
=x=1(éraiz)
x=—1=232-(—1PF—4-01P+7-(—1)—
—5#0=x= —1(nao éraiz)
x=5—232-53-4-524+7-5—-5#0=
= x = 5 (nao éraiz)
X=—5—=22-(—5PF—4-(—5°+7-(—5 —
—5#0=x= —5(nao é raiz)

Observacao:

O teorema das raizes racionais nao garante a
existéncia de raizes racionais. Note que, se elas exis-
tirem, esse teorema fornece indicativos (a partir dos
divisores do termo independente de x e dos divisores
do coeficiente de maior grau) de como vocé podera
obté-las.

1. Considere aequacao 6x®* — 7x* — 7x + 6= 0.
a) Escreva o conjunto das possiveis raizes racionais
dessa equacao.
b) Escreva o conjunto solucio dessa equacao.

1 1 1 e 3
AL T s T b £ Qi e iy
2 3 6 3 2

I+

b) Testando algumas das possiveis raizes racionais,
encontramos —1 como raiz. Logo:
495 -7 3 6
|6 —13 6 0

3 2
62— 13x+6=0. . x=—oux=—
2 3

Z..3

S=[—'I;—;—]
R |

Teoremas e relacoes entre raizes Capitulo 18 -
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2.

Uma das raizes da equagdo x* — 6x3 + 8x? — 10x —

— 25 =0¢é ondmerocomplexo 1 + 2i.

a) O ndmero complexo 1 — 2i & também raiz dessa
equagao?

b) Qual é o conjunto solugdo dessa equacao?

a) Sim, pois os coeficientes sao reais.

_(=6)
1

1+ =Mt +x =6

+ =
b}x]+x2 =X, +X,

x3+x4=4
-,
TS AR X“_T

(U208 {1 =20 ~%;- %, = =25

XX, =—5
(x. +x, =4

HE SX=—Tex, =5
X W ==3

5={1+2i1—2i;—-1;5}

Determine o conjunto solucao da equacao x® + 3x* —
— 3x3 — 9x? — 4x — 12 = 0 sabendo que i (unidade
imaginaria) € uma de suas raizes.

Comao os coeficientes do polinémio sdo reais, —i
também é raiz. Logo:

e 3 == =5 —4 —12
—i' |1 3+i —44+3F —12—4 —1& 0
1 3 —4 —12 0

Seja glx) = x* + 3x* — 4x — 12. As possiveis raizes
racionais para o polindmio g sdo: {£1; £2; £3; =4;
+6; =12}. Testando algumas das possiveis raizes ra-
cionais, encontramos 2 como raiz. Logo:

10 & -4 -4
[1 5 6 0
¥ +5x+6=0..x=—20ux=—3

Logo:
S={-3-22-i#}

4. Determine o grau minimo que deve ter uma equacao

algébrica de coeficientes reais considerando que ad-
mite i, 2 — i e 10 comao ralzes, com multiplicidade 4, 2
e 3, respectivamente.

Conforme teorema das raizes imaginarias, se a
equacao com coeficientes reais admite uma raiz
imagindria de multiplicidade m, admite também
sua conjugada com o mesme grau de multiplicida-
de. Dessa forma, temos:

x =i (multiplicidade 4) = x = —i (multiplicidade 4)

x =2 — i (multiplicidade 2) = x = 2 + i (multiplicida-
de 2)
x= 10 (multiplicidade 3)

O grau da equagao correspondente € igual ao nu-
mero total de raizes, isto &

Grau=4+4+4+24+243=15
A equacao devera ser no minimo do 15° grau.

Naequacaox® +x*+ kx+ 15=0,em que ké umnuimero
real, sabe-se 1 - 2ié uma de suas raizes. Nessas condi-
¢oes, determine o conjunto solugao dessa equacao.

Conforme relacoes de Girard e o teorema das raizes
imagindrias, temos:

_ 4
XX, +x = E

T+2i+1+2i+x,=-1

2+x3=—‘l =$x3=—3

Como temos que determinar o valor do coeficiente
k, vamos substituir x por -3, isto é

X+xX2+kx+15=0
(3P +(-3P+k(-3)+15=0
k=-1

1.

Exercicios propostos

Resolva os exercicios no caderno.

Com relagdo a equagdo 2x* — 5x* — 2x* —4x + 3 =0,

responda: Respostas no Manual de Professor.

a) Quais sdo os divisores do termo independente da
equagao?

b) Quais sao os divisores do coeficiente do termo de
maior grau da equagao?

¢) Conforme teorema, quais s30 as possiveis raizes
racionais da equacao?

Uma equacao polinomial, cujos coeficientes sdo reais,
apresenta os nlmeros complexos 5, 1 + 2ie 3 — |
como raizes.

a) Ondmerocomplexo 1 — 2ié necessariamente raiz
da equacdo? Sim.

b) O nimero complexo —3 + J & necessariamente
raiz da equagao? Nao.
¢) Qual é o menor grau possivel dessa equacao? 5

Urna equacao com coeficientes reais e de grau 3 apre-

senta coma raizes os nimeros complexos 1, 2ie —2i.

a) Escreva uma eguacao como um produto de fatores
do primeiro grau, conforme as raizes indicadas.
(x=T1)-{x=2i)-x+2})=0 ,
b) Escrevaaequacaonaformaxi+a-x2+b-x+c=0.
= +4¢—4=0 :
Resolva a equacao x* — 6x? + 21x — 26 = 0, sabendo
que o nimero complexo 2 — 3ié uma das suas raizes.
S={2—3i2+3;2 ) ; ~ )
Uma equacdo de grau 4, cujos coeficientes sao reais,
apresenta os numeros 1 + j e j como raizes.

a) Quais s3o as outras ralzes da equacao? | — je =/
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b) Escrevaaequagaonaformax* +a-x*+b-x? +
te-xtd=0x-28+32—-x+2=0

6. Quais sdo os valores reais de m e n na equacao
x*+ m - x + n = 0, sabendo que o nimero
3 + 4ié umas das suas rafzes? m=—6en=25

7. Considere o polindmio P(x) = x* + 2¢* — 3x* + 4x? +
+ a - x + B, sendo a e B dois nimeros reais.

a) Qual é o valor de P() em fun¢do de e e B, sendo i
a unidade imagindria? P(i) = =2 + B + (o + 4) - |

b} Quais sdo os valores dos ndmeros reais a e B con-
siderando que P()) = 07« = —4e 3 =2

8. Todas as raizes daequacdo 4x® — 23x* + 9 + 10=0
530 racionais. Respostas no Manual do Professor.

a) Qual é o conjunto que apresenta todas as possiveis
raizes da equacao? Sim.

b) Qual é o conjunto solugao da equagio?
9. Uma equacdo com coeficientes reais apresenta como

raizes os numeros complexos 3,2 + jie 1 — j, com
multiplicidades 2, 3 e 5, respectivamente.

a) Qual & o menor nimero de raizes reais dessa
equacgao? Duas.

b) Qual & o menor numero de raizes complexas dessa
equacao? 18

c) Qual é o grau minimo dessa equacao? 18
d) Comparando o menor nimero de raizes complexas
com o grau minimo, 0 que vocé observa? 3o iouais.
10. Umadasraizesdaequacaox® —x*+m-x+ n=0,onde
m e nsdo ndmeros reais, € o numero complexo 2 + i
a) Quais sdo as outras raizes da equagao?

(%)

b) Qualéovalordem?2—i e—
c) Qualéovalorden? n=15

11. Uma curiosidade: em uma equacao cujos coeficientes
s3o inteiros, se umn nimero da formay'a + 6, coma
e bnao negativos, & raiz da equacao, entao o ndmero
Va + b também serd. Para verificar essa afirmacao,
considere asequacesx? —4x + 1 =0ey3 - —6x +
+2/3=0
a) Ondmero 2+ 3 éraizdaequaciox® —4x + 1 =0?

Sim.

b) Ontmero2—v/3 éraizdaequagiox’ —4x+ 1 =07

Sim,
) Ontimero1 + /3 éraizdaequacao3 - x — 6x +

+2¢3 =07sim
d) Ondmero 1 -3 éraizdaequacao 3 - x> — 6x +
+ 243 = 0? Nao

12. Uma equacgao do 42 grau, cujos coeficientes sao intei-
ros, apresenta os nuimeros 5 e 1 + 2 como raizes.
Quais sdo as demais raizes dessa equacao, conforme
curiosidade apresentada na atividade anterior? Escreva
aequacdonaformax*+a-x*+b-x*+c:x+d=0
Respostas no Manual do Professor.

Algumas conclusoes

Procure responder ou mesmo pensar a respeito
de possiveis respostas para algumas questdes
envolvendo o estudo de polindmios e equagdes
polinomiais. Caso sinta alguma dificuldade em
obter respostas, sugerimos retomar os conceitos
principais.

1. Uma fungao afim e uma fungdo quadratica
sao exemplos de polindmios?

2. Quando dois polinémios de mesmo grau sdo
idénticos?

3. 0 que & um polindmio identicamente nulo?

4. Como podemos, numa divisao de polind-
mios, relacionar os polindmios dividendo, divisor,
quociente e resto?

5. Qual é o teorema do resto?

6. Uma equacao polinomial de grau n admite
quantas raizes?

7. Qual é o nimero maximo de elementos do
conjunto solucdo de uma equacgao polinomial de
grau n?

8. E possivel que uma equacao polinomial do
5% grau tenha apenas um elemento no conjunto so-
lugao? Expligue.

9. Qual é o teorema das raizes imaginarias? E
das raizes racionais?

10. O gue podemos calcular com as relagdes de
Girard, por exemplo, para uma equacao do 32 grau?

Troque ideias com seus colegas a respeito das
respostas para as questdes acima. Em seguida, liste
as dificuldades encontradas e os assuntos que devem
ser retomados.
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Vestibulares e Enem

Resolva os exercicios no caderno.

1. (FMP)Sejaf: IR — IR afungao polinomial definida por f(x)
=x—3x*+3x—9

O fato de x = 3 ser um zero da fungao fé equivalente ao
fato de o polindmio x* — 3x* + 3x — 9 ser divisivel por:

a) x*—9
b) x+3
c 3
@x—3
el x

2. (PUC-PR) Se (x — 2) é um fator do polindmio x* + kx? +
+ 12x — 8, entdo, o valor de k é igual a:
a) —3
b) 2
3
d) 6

(e) —6
3. (PUC-RJ) Sabendo que 1 é raiz do polindmio p(x) = 2x* —

— ax* — 2x, podemos afirmar que plx) é igual a:

a) x¥x — 2)

2x — Nl + 1)

) 2xx*—2)

d) x(x — N+ 1)

e) x(2x* — 2x— 1)

4. (PUC-RS) A representacao gréfica da funcdo dada por
y = flx) = ax? + bx + ¢, sendo a # 0, intercepta o eixo
das abscissas no ponto em gue x = 2. Entdo, o resto da
divisdo de fix) porx — 2 &:

a) —2
®)o
c) 2
d) —c

e) ¢

5. (UFRGS-RS)Considere ospolinamios p(x) = x*eqlx) =x2 +x.
O numero de solugdes da equagao plx) = g(x), no con-
junto dos nimeros reais, &

a) 0
b) 1
c 2

@3

e) 4

6. (UFS5J-MG@G) Considere os polindmios:

pl) =x*+ 3 — 2% — 2x + '|2,r'{x]=x+2eq(x}=%?

Sobre as raizes da equacao gx) = 0, é carreto afirmar que:

a soma de todas as raizes é iguala —1.
b) duas das raizes sdo inteiras.

) duas das raizes sdo ndmeros complexos, um localiza-
dono 12 quadrante e outro localizado no 32 quadran-
te do plano de Argand-Gauss.

d) a soma das raizes inteiras é 2.

7. (Uern) Divisor: x2 + x;

Resto: 1 — 7x;

Quociente: 8x* — 8x + 12.

Logo, o dividendo dessa operacao &
8 + 4x? + Sx + 1

b) 6 +4x* + 4x+ 3

€) B +4x? +4x+ 1

d) 6%+ 8x* + 5x + 1

8. (Uece) Se a expressao algébrica x* + 9 se escreve iden-
ticamente como alx + 1)+ b(x + 1) + condea bec
530 nlmeros reais, entdoovalordea — b+ c &

a) 9
b) 10
c) 12

@13

9. (Unesp-SP) 5abe-se que, naequacaox® +4x? +x— 6=
= 0, umna das raizes € igual a soma das outras duas. O
conjunto solugao (S) desta equagao &:

a S={-3 -2 -1}
®)S=1{-3—-2+1}
c) S={+1,+2,+3}
d) S={—1,+2+3}
) 5={-2+1,+3}
10. (UEPG-PR) Ao dividir o polindmio P(x) por x — 2, obtém-se

oquociente 2x? + 5 e o resto 3. Nessas condigdes, assinale
o que for correto. 02 + 04 = 06

01) Plx) é divisivel por x + 1.
02) P(x) € um polinémio do 32 grau.
04) PO)y= —7

08) O termo independente de x no polindmio vale 11.



11. (Unicamp-SP) Considere o polinédmio cubico
pl) = x* + + x? — ax — 3, onde a é um numero real.
Sabendo que r e —r sdo raizes reais de plx), podemos
afirmar gue p(1) é igual a:

a) 3
b) 1
o —2
—4

12. (FGV-SP) Se x* — x — 1 é umn dos fatores da fatoracao de
mx3 + nx? + 1,com m e ninteiros, entdo, n + m éigual a:
a) —2
(b) —1
c) 0
d) 1
e) 2

13. (Udesc) Um polinémio p(x) dividido por x + 1 deixa resto
16; por x — 1 deixa resto 12, e por x deixa resto —1. Sa-
bendo que o resto da divisao de pix) por (x + 1) — 1)x
édaformaax® + bx + ¢, entdo o valor numérico da soma
das raizes do polinémio ax® + bx + cé:

3
a) =
b) 2

2
@5
d) 4
e) —2

14. (Uem-pas) Seja um polinémio p(x) = (@ — 3)x* +
+ (b2 4+ %2+ (c? 4 2c — 3 + d na variavel x. Assinale
als)alternativa(s) corretals). 04 + 08 = 12
01) Paratodoa, b, c e d nimeros reais, o grau de p(x) é 3.

02) Existern valores reais para g, b, ¢ e d, de forma que
plx) seja identicamente nulo.

04) Sec= —3ouc=1,ocoeficiente de x no polindmio
plx) é nulo.

08) Seglx) = —5x*+ (b + x4 (¢ + 3 + 2d, en-
tdéoparaa=—-2b=1,¢c=3ed = 0temos que
pla) = glx).

16) Sea = —3, entdo o coeficiente de x* no polinémio
hix) = p(x) - (2x + 1) é nulo.

15. (UPF-RS) Se o polindmio Px) = x* — 22 + mx + p é
divisivel por D) = x* + 1,ovalordem —p &

a) -3 A0 @3

b} =1 d) 2

16.

17.

(Unicamp-5SP) O polindmio p(x) = x* — 2x* — 9% + 18
tem trés raizes.r, —res.

a) Determineosvaloresderes.r=3our==—3es=12
b) Calcule p(z) paraz = 1 + i, onde i & a unidade imagi-
naria. p(1 +i=7—-1i

(Uerj) Observe o gréfico da fungdo polinomial de IRem IR
definida por P(x) = 2¢* — 6x? + 3x + 2.
Respostas no Manual do Professor.

Plx) A

34

Determine o conjunto solucao da inequagao P(x) = 0.

(Unesp-SP) O polinédmio Px) = a - x* + 2 - x + b é divisivel
por x — 2 e, quando dividido por x + 3, deixa resto —45.
Nessas condigoes, os valores de a e b, respectivamente, sao:

a) le4 d) 2e16
b) 1e12 E)re—12
c) —1el2

\pESario

(Udesc) Considere o polindmio fix) = 8x* — & — 3x + 1.
Sabe-se que as raizes de f{x) sdo os primeiros termos
de uma progressao geométrica infinita, cujo primeiro
termo € a maior raiz de fix), e a soma desta progressao é
raiz do polinémio g(x) = x + a.Entdo, o resto da divisdo

de flx) por glx) &
35
@) ~37 d) —2
1
b) —5 e) —81
c) —?
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EXPLORANDO HABILIDADES E COMPETENCIAS

Imagine uma experiéncia em um laboratério de fisica nuclear onde cientistas
tentam registrar o movimento de uma particula subatdmica. Suponha que o movi-
mento da particula tenha comegado a ser registrado em algum instante (que serd
considerado como t = 0) e que tenha sido possivel identificar sua posi¢ao inicial e
nos 5 instantes seguintes, obtendo os pontos (0, 10); (1, 10); (2,18); (3, 86); (4, 430); (5,
1530).

Considere que, com esses dados, os cientistas precisem determinar em gue mo-
mento { a particula passou ou passaréd pela posicao (t, 0). Como isso pode ser feito?

Blackd ac k3 D¥iStockphoto.com

Atomos. llustracdo sem escalas; cores-fantasia.

A modelagem de problemas desse tipo (e muitos outros nas ciéncias em geral,
incluindo Engenharia, Fisica, Quimica, Economia e Desenvolvimento de sistemas)
em geral conta com os polinémios e suas raizes. A busca por férmulas que deter-
minem as raizes de um pelindmio de grau n teve inicio ha milénios e se estendeu
durante séculos, sendo permeada por intrigas e competicoes. Veja abaixo alguns
personagens dessa historia:

- As equagdes de primeiro e segundo graus eram conhecidas (e solucio-
nadas) desde o antigo Egito. Entretanto, a férmula conhecida para solu-
cionar qualquer equacao do segundo grau em sua forma geral (férmula
de Bhaskara) data do século Xll. Passaram-se mais de 300 anos até que
personagens da histdria da Matematica se debrugassem com afinco sobre



as equacoes de terceiro grau. O primeiro deles foi Scipione Del Ferro,
italiano que desenvolveu um método para solucionar qualguer equacao
do tipo x* + bx + ¢ = 0. Antes de morrer em 1526, ele revelou seu mé-
todo a Antonio de Fiore, que, em 1535, desafiou Nicollo Tartaglia em
uma competicao de resolucao de equacoes. Tartaglia conhecia nao s6 o
método de Fiore como tinha desenvolvido um préprio para equagoes do
tipo x* + ax* + ¢ = 0, ganhando a competicao. Em 1539 Tartaglia revelou
seu método a Girolamo Cardano, que jurou jamais divulga-lo. Entretanto
Cardano (cuja fama de jogador e pouco confidvel era bastante difundida)
descobriu que parte do método de Tartaglia constava de uma publicagao
péstuma de Del Ferro. Foi entdo que, em 1545, Cardano publicou Ars Mag-
na, um tratado completo sobre resolucao de equagdes do terceiro grau
de qualguer tipo, contendo ndo sé o segredo de Tartaglia como também
um método geral para solucionar a equacao de quarto grau, que havia
sido desenvolvido por Ludovico Ferrari, discipulo de Cardano. Em 1548,
indignado, Tartaglia desafiou Cardano para uma competicao matematica,
mas Cardano nao compareceu. Especula-se que Cardano tenha enviado
Ferrari em seu lugar e que Ferrari tenha vencido a disputa, ganhando o
emprego de Tartaglia.

« Em 1572, Rafael Bombelli percebe que a formula entdo conhecida como
férmula de Cardano (e mais tarde rebatizada de férmula de Cardano-Tar-
taglia) nao era prética, pois ocultava solugoes racionais em expressoes
irracionais. Para resolver tal problema Bombelli usou uma técnica algé-
brica que daria inicio aos nimeros complexos. As falhas da farmula de
Cardano foram solucionadas anos depois por Frangois de Viéte. Nos 250
anos gue se seguiram, todos os esforcos para resolver equagoes de 52
grau falharam até que, em 1799, Paolo Ruffini consequisse provar que
era impossivel determinar uma formula que gerasse as solugdes de uma
equacao desse tipo. Sua prova, entretanto, nao era satisfatoria e foi refeita
mais tarde por Niels Henrik Abel em um trabalho que serviu de base para
Evariste Gallois, que nao s6 a melhorou como a incrementou com uma
técnica que auxiliava na classificacao das equacgdes de 52 grau como solu-
cionaveis ou ndo. A histaria desse trabalho de Gallois envolve um intenso
romance: desde pequeno o francés so se interessava por matematica e
aos 12 anos ja havia superado seus professores. Tinha comportamento
rude e aparentemente pouca diddtica, pois ndo conseguia ser claro ao
explicar suas ideias brilhantes. A ma fama atrapalhava bastante sua vida
académica e quando, ao se envolver em questdes politicas relacionadas
ao nome de seu pai, acabou causando o suicidio de seu progenitor, seu
temperamento piorou bastante. Ainda assim seu trabalho mais brilhante
tinha chance de ser premiado pela Academia Francesa, ndo fosse o fato
de ter sido extraviado e nao entregue para avaliagao do concurso. Certo
de que havia sido traido, Gallois se envolve cada vez mais com os rebel-
des republicanos, deixando a matematica de lado. Sua rebeldia o levou a
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Evariste Gallois (1811-1832)

- Unidade 5 Andlise combinatéria

prisdo e, um més antes do final da sentenca, foi liberado devido a uma epi-
demia de colera. Nessa época se envolveu em uma trama de ramance com
uma mulher comprometida, o que o levou a um duelo de armas com um
atirador eximio. Na noite antes do duelo e sabendo de seu fim certo, Gallois
passa a noite escrevendo o teorema que explicaria o enigma da equacao
do 52 grau entre exclamacoes do tipo "eu nao tenho tempo”. Ele realmente
faleceu no duelo, mas foi a partir de seu trabalho que se definiu o fim da
busca: nao seria possivel encontrar uma forma definitiva para nenhuma
equagao de grau n > 4.

Sabendo que nao seria possivel definir uma férmula para encontrar as raizes
de um polindmio qualguer, a comunidade matematica se preocupou em de-
terminar ao menos os tipos de raizes que aparecem em um polindmio e assim
buscar formas de fatorar polindémios de grau n > 4 em polinédmios menores.
Foi dai que surgiu o teorema fundamental da Algebra, enunciado por Albert
Girard e demonstrado em 1746 por Jean D’Alembert e em 1799 por Carl Frie-
derich Gauss. Com posse desse teorema e das relacoes de Girard, tornou-se
possivel encontrar raizes racionais quando existentes, determinar o nimero de
raizes complexas de um polinémio e obter outras informagoes acerca do in-
tervalo onde as raizes se encontram. O desenvolvimento do célculo e dos con-
ceitos de derivada e integral permitiu que os gréaficos das funcoes polinomiais
ficassem determinados em muitos casos, auxiliando na busca geométrica das
raizes. Outro resultado tao Util quanto as relagdes de Girard na busca de solu-
¢Oes racionais para um polinémio de coeficientes inteiros foi descoberto por

Colegao Particular

Colegao Particular/The Bridgeman Art LibrarwKeystone Brasil

Jean Le Rond D'Alembert (1717-1783).



um colega de Gauss chamado Ferdinand Gotthold Max
Einsenstein. Como Gallois, Einsenstein faleceu antes dos
30 anos. Como o francés, esse alemao também foi preso
por sua ligagcao ao partido republicano, periodo em que
a saude ficou debilitada causando sua morte por tuber-
culose. Também como Gallois, teve contribuicoes ma-
tematicas em diversas areas. No campo das equacgoes
polinomiais desenvolveu um critério que ficou conheci-
do como critério de Finsenstein: dado um polinbmio de
coeficientes inteiros e S ¢ P sendo ao coeficien-
te do maior grau de x, podemos afirmar que o poliné-
mio é irredutivel no campo dos racionais (ou seja, nao
pode ser fatorado como dois polindmios racionais de
grau maior que 1) se encontrarmos um numero primo P
que seja divisor de todos os coeficientes excetuando a,
e tal que P? nao seja divisor de g,. Uma vez encontrado Carl Friedrich Gauss (1777-1855),
um primo P que satisfaca essas condicoes, classifica-se o

polindmio como irredutivel. Se P nao puder ser encon-

trado, nada podemos afirmar sobre o polindmio.

The Pushkin State Museum of Fine Arts, Moscou T he Bridgeman Art Library/Keystone Brasil

Resolva os exercicios no caderno.

Voltando ao problema inicial, como vocé o resolveria? (Nao € preciso resolvé-lo,
apenas determinar um método.)

Considere o seguinte polinémio de grau 5:

P)=x—4x*+11x> — 26x>+ 38x— 10

Esse polindmio passa por todos 0s pontos encontrados pelos cientistas
(verifigue se achar necessario) e é redutivel, ou seja, pode ser fatorado em
dois polinémios de graus menores. Quais sao 0s possiveis graus desses
dois polindmios?

Note que x = 2 + jé uma raiz de P(x) (verifique se achar necessario). Conhecendo

essa raiz, € possivel fatorar P(x) como um produto de dois palinémios Q(x) e S{x),
sendo Q(x) de grau 3 e S(x) de grau 2. Encontre esses polindmios.

Utilizando o critério de Eisenstein, verifique se Q(x) é irredutivel. Se for redutivel,
encontre as raizes de Q(x). Se for irredutivel, descreva o que isso significa
para o processo de busca das raizes.

Pela formula de Cardano, encontra-se para Q(x) a solucéo x = a4 — 32 (veri-
fique se achar necessario). Sabe-se que Q(x), por ser do terceira grau, deveria
ter trés raizes. Como é possivel encontrar as outras duas raizes?
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UNIDADE AS CONICAS

Uma antena parabdlica, a
trajet6ria de um planeta,
a sombra de um abajur
representam exemplos da
presenca de curvas especiais,
conhecidas por conicas.

DEA/ARCHIVIO J. LANGE/Getty Images

Nesta Unidade, abordaremos
o estudo em Geometria
Analitica de trés conicas:
elipse, hipérbole e parabola.

Antenas parabdlicas em Piero Fanti Space
Center, Abruzzo, Itélia. Foto de 2015,






CAPITULO

1

Adllson Secco

Unidade 6

ELIPSE

Periélio
147000000 km

Terra
12 de janeiro

Modelo de trajetoria eliptica da Terra ao redor do Sol.

Personagens dedicados e ousados, que par-
ticiparam ativamente da historia da evolucao da
humanidade, enfrentaram crencas e diversas resis-
téncias na tentativa de encontrar um modelo que
pudesse descrever os movimentos dos corpos ce-
lestes. O astrdnomo Johannes Kepler provou a va-
lidade do chamado modelo heliocéntrico, no qual
0s corpos giram em torno do Sol, indo mais além,
concluindo que as Grbitas sao elipticas.

Como a trajetoria da Terra € eliptica, nosso
planeta se aproxima e se afasta do Sol, depen-
dendo da época do ano. Na ilustragdo acima,
observe atentamente o ponto indicado em que

As conicas

Afélio

152000000 km
21 de junho

a Terra esta mais proxima do Sol e aquele em
que ela esta mais distante.

Neste capitulo, estudaremos a curva de-
nominada elipse, sua representacao no plano
cartesiano e sua eguacao.

ELIPSE E SEUS
ELEMENTOS

A curva denominada elipse pode inicial-
mente ser observada na secgao de um cone cir-
cular reto por um plano obliquo ao plano que
contém a base:

Dawidson Franga



Vamos imaginar que construimos um
cone utilizando cera, como em uma vela. Se
considerarmos o plano a (obliquo ao plano da
base do cone) seccionando esse cone, confor-
me indica a ilustracao anterior, obteremos uma

curva (borda). Essa curva da a ideia de elipse.
Viocé podera realizar uma experiéncia simples
de construgdo de uma elipse. Essa experiéncia
pode ser executada no chaoc ou em cima de
uma mesa.

EXPLORANDO B e
Orientacoes e respostas no Manual do Professor

Essa construgao pode ser feita em pequenos grupos de acordo com as instrugoes a seguir.

Figura |

Cartolina

Mesa ou chao

Adilson Secco

Caso vocé faca essa experiéncia, obtera a
curva denominada elipse. Os dois pontos fixos
representados pelos alfinetes sdo chamados de
focos da elipse. Como mantivernos sempre es-
ticado o barbante enguanto desenhavamos na
cartolina, o comprimento do barbante perma-
neceu constante. Essa distancia correspondente
ao comprimento do barbante representa uma
constante importante, que caracteriza a elipse.

De modo geral, temos:

Figura: © DAE

- Fixe uma cartolina numa superficie plana
(a mesa, por exemplo). Sobre a cartolina
prenda, com alfinetes, as extremidades de
um barbante de cerca de 50 centimetros
de comprimento. O barbante deve ficar
frouxo, como sugere a figura .

+ Com um lapis, mantendo o barbante esti-
cado (observe a figura Il), vocé poderé de-
senhar na cartolina uma curva. Note que,
para tracar essa curva, precisamos de dois
pontos fixos (os alfinetes), de tal forma que
a distancia entre eles seja menor gque o
comprimento do barbante.

Elementos da elipse

Para que possamos compreender melhor
a elipse, precisamos destacar alguns de seus
elementos. Procure identificar cada um deles no
desenho abaixo:

Elipse Capitulo 19 -



» Focos - 530 os pontos fixos representados
porF, eF,

« Distancia focal - £ a distancia entre os dois
focos: no desenho corresponde a F F, = 2c.

« Centro - £ 0 ponto O, ponto médio do seg-
mento F F..

- Eixo maior - £ 0 segmento A,A,, cujo com-
primento € 2a.

- Eixo menor -£ o segmento B,B,, cujo com-
primento é 26,

» Excentricidade - Representada pela letra

; i il
e, éarazao —.
a
Note que, na figura anterior, aparece destacado

um triangulo retdngulo. Podemos, por meio dele, ob-
ter uma relacao métrica entre as medidas dos semiei-
xos focal, maior e menor da elipse, isto é:

1. A elipse possui dois eixos de simetria: eixo
maior e eixo menor.

Observacdes:

2. A excentricidade da elipse foi apresentada
COMO a razao entre os comprimentos dos
semieixos focal e maior, logo, considerando
gue sao medidas positivas, de tal forma que
0 < ¢ < a, podemos dizer que a excentricida-
de sera um numero maior gue zero e menor
que 1,istoé 0<e< 1.

3. Conforme o valor da excentricidade, pode-
mos afirmar se ela & mais ou menos achatada.

Exemplo:

Considere as seguintes elipses em que fixamos
a medida do eixo maior e variamos a medida da dis-

NAVAAYAR
ENIANPAND

- Note que, da esquerda para direita, a distancia
focal vai diminuindo (os focos se aproximam).
Como fixamos o comprimento do eixo maior,

- Unidade 6 As conicas

Figuras: @ DAE

significa que o comprimento do eixo focal
diminui cada vez mais, isto €, dizemos que a
excentricidade se aproxima de zero.

+ Se, entretanto, olharmos da direita para a
esguerda, teremos a distancia focal aumen-
tando, ou seja, podemos dizer que a excen-
tricidade se aproxima de 1.

Resolva os exercicios

Questdes e reflexdes no caderno.

Respostas no Manual do Professar.

1. Se a excentricidade se aproxima de 1, a elipse
tende a ficar mais arredondada ou achatada? E
quando a excentricidade se aproxima de zero?

2. Imaginando os focos coincidindo ou ficando
cada vez mais proximos, que curva tenderia a
elipse? Qual seria a excentricidade?

EQUACAO REDUZIDA
DA ELIPSE

Com base na definicao de elipse vista anterior-
mente, podemos agora obter sua equacao no plano
cartesiano. Primeiro, vamos analisar o caso em que a
elipse tem seu centro coincidindo com a origem do
plano de coordenadas cartesianas.

Considere a elipse com centro no ponto O(0; 0),
as extremidades do eixo maior nos pontos A, (-a; 0) e
A(g; 0), as extremidades do eixo menor nos pontos
B,(0; b) e B,(0; -b). Além disso, 0s focos sao representa-
dos por F,(-c;0) e F (6 0), conforme ilustracao a seguir.

o
-

A0l Flco 0 Fic 0 A 01

B,i0; -1

Para obter a equacao da elipse, vamos conside-
rar um ponte P(x; y) qualquer, pertencente a curva.
Pela definicao de elipse:

PR +PR =AF+AF, | 5, erreseoin
PR +PE =AA, a constante na
PF, +PF, =2a defini¢do de

} elipse




Utilizando a formula que permite calcular a dis-
tancia entre dois pontos de um plano cartesiano a
partir de suas coordenadas, temos:

Vix+ P+ (y—0F + Vix—cP+y-0F =2¢g
Vix+ P+ +Vx-c)+y

| elevando ao quadrado:

X+ +y =4a-4aVl-cP+y +(x=*+)y
W42+ O+ P =40 —4aV x - O+ + 32 =20+ O+ )2
L reunindo termos semelhantes:
4aV(x— P+ =4a’— 4ex

1 dividindo por 4 e elevando ao quadrado:

A+ + Y = a*-2dcx+ P +x
% =20+ dC+ @y =a' - 2do+ X

1 reunindo termos semelhantes:

ax -l +ay =a-ac
Xa-A)+ay’ =d(@-c)

| observando a relacio:

ad=b+c
b+ @y =a’t’
1 dividindo por a’b*

a b
[ —

equacdo reduzida da elipse

Essa € a equagao da elipse com centro na ori-
gem do sistema de coordenadas cartesianas e focos
pertencentes ao eixo das abscissas:

yn

Figuras: © DAE

Observacao:

Podemos dizer que, se um ponto P(x, y) satisfaz
2Py
T W 8
@ b
elipse de centro na origem, de semieixos medindo
a e b, cujos focos pertencem ao eixo das abscissas.

a equacao =1, entao esse ponto pertence a

E se o eixo focal da elipse estiver no eixo das orde-
nadas e 0 centro na origem, COMOo Sera sua equacao?

0

A'|

B, X
e N
b

2a

2
Demonstra-se, analogamente, que a equagao

=+—= ;
sera 1,istoé

Observacao:

Podemos dizer que, se um ponto P(x, y) satisfaz

2
a equacao ?J:Ji + % = 1, entao esse ponto pertence a

elipse de centro na origem, de semieixos medindo
ae b, cujos focos pertencem ao eixo das ordenadas.
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Exemplos: a’+ b+
8=+ = c=V60

o . X‘j' y}
1. Dadaaequaciodaelipse -+ =1,vamos Portanto, os focos da elipse tém coordenadas
obter as coordenadas dos focos e das extre- F1(_0; V60 ] e Fz(o; _@}

midades do eixo maior. 2. Dada a equagdo 9%+ 16y2 = 144, mostrare-

»  Observando os denominadores da equagao mos que ela representa uma elipse e deter-
dada, temos que 64 > 4, isto €, 0 eixo maior da minaremos sua excentricidade.
elipse esta no eixo das ordenadas. Sendo assim:
P=64=a=8
b’=4=b=2
+ O eixo maior da elipse tem extremidades nos
pontos A,(0; 8) e A(0; -8). Ja o eixo menor
tem suas extremidades nos pontos B (2 0) e
B,(~2; 0), conforme figura a seguir:

- Na equacéo da elipse na forma reduzida, o
segundo membro da igualdade correspon-
dente € igual a 1. Dessa forma, vamos dividir
a equacao apresentada, membro a membro,
pelo ndmero 144
9x’+ 16y° = 144
1:144

2 2 2 2
9% & 16y _ 144 - X ¥

A

144 144 144 16 9

¥

- Observando a equacao na forma reduzida,
temos:
al=l6=a=4

A
F:.'l
2 }B
Y 16 PP=9=b=3
/Z’
A,

»  Célculo do comprimento do semieixo focal:
a*+ b+ &
#=3 4= c=V7

» Excentricidade:

e =

|

» Cdlculo das coordenadas dos focos, conhe- £'=
cendo-se os valoresde ae b:

s on

EXPLORANDO Orientagdes e respostas no Manual do Professor. Resolva os exercicios no caderno.

Vocé pode utilizar o GeoGebra (ou Winplot) 1. Elabore equac6es reduzidas de varias
para representar no plano cartesiano a elipse a elipses e explore o GeoGebra obtendo
partir de sua e;quar;éza Observe a seguir a elipse suas curvas no plano cartesiano.
de equacao - - % = 2. Verifique o que acontece com a elipse

quando fazemos variar apenas o valor
de b? numa equagao. Assim, por exem-
plo, descubra como ficam os graficos das

Figuras: © DAE

2 2
" o
LN oo elipses de equacdes 2= + ¥~ = 1 para
digitamos a 16 k
equacio da . l 0s seguintes valores da constante real k:

elipse: ) /_ \
Loy \/ 3. Obtenha os gréficos das elipses de equagdes

i £ N
I_,,i....m-. - 4+]_1e]+4_1.

- Unidade 6 As conicas
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Exercicios resolvidos

1. Observe a elipse representada na figura abaixo e, em
seguida, determine:
4
(0; 2)
o 0}\‘/{4: ’ '
0; =2)
a) as coordenadas dos focos da elipse;
b) adistancia focal;
c) a medida do eixo maior da elipse;
d) a medida do eixo menor da elipse.
b)2a=8 :. a=4
2b=4.-.b=2
a=b+ct—> #=24c . c=2V3
Assim, as coordenadas dos focos sao
(2V3;0)e(-2V3;0)
b)2c=2-2V3 = 4V3
c)2a=8
d)2b=4
2. Escrevaaequacaoreduzida daelipse cujo centroestd na
origem do sistema cartesiano e que passa pelos pontos
(5;0), (=5; 0) e (0; 3).
a=5eb=3
2 2 2 ]
NG AR A
5 3 25 g

. Aequacio de uma elipse & 25x° + 16y% = 400.

a) Determine a distancia focal.
b} Calcule a excentricidade.
¢) Represente a elipse em um plano cartesiano.

25x7 + 16y* =400

25x*  16y* 400 X . W
B = = =1
400 400 400 16 25
ab’=16..b=4
=25 b=5
=+

=&+ - c=3

Assim, a distancia focal éigual a 6.

b) e=S=2=0,6
a s

c)

r y
(O; 5)
(0; 3)
(—4;0) X
§

Exercicios propostos

1.

2

Resolva os exercicios no caderno.

De acordo com os dados, determine as coordenadas
dos focos da elipse, sabendo gue o eixo focal esta no
eixo das abscissas e o centro coincide com a origem do
sistema de coordenadas cartesianas.

As coordenadas das fucr:}s sdo (3;0) e (=3;0).

<Gl
“a\‘ —/A,

O eixo menor de uma elipse mede 12 e a distancia focal
mede 16, Respostas no Manual do Professar,

a) Calcule a medida do eixo maior dessa elipse.

b) Calcule a excentricidade da elipse.

<) Represente em um plano cartesiano a elipse, sa-
bendo gue seu centro esta localizado na origem
do sistema cartesiano ortogonal e o eixo maior esta
contido no eixo das abscissas.

Calcule a excentricidade de uma elipse, sabendo que
a medida do eixo maior é igual ao triplo da medida do

eixo menor. (Utilize a aproximacao 2 =141)
Aproximadamente 094 ) .
Escreva, em seu caderno, as afirmativas verdadeiras que

correspondem a uma elipse cujas coordenadas dos
focos sao F,(-6; 0) e F,(6; 0).

Elipse Capitulo 19 -




Y

. v

IV.F
LAY

-2

I. Essa elipse tem o eixo focal sobre o eixo das
abscissas.

Il. Essa elipse tem o eixo focal sobre o eixo das orde-
nadas.

lIl. Nessa elipse temos ¢ = 6.
IV. Nessa elipse temos a = 6.

V. O centro da elipse coincide com a origem do siste-
ma de coordenadas cartesianas.

Considerando as coordenadas dos vértices de uma
elipse A (0; 4) e A (0; —4), cujo centro € O(0; 0), pode-
mos afirmar que o eixo focal estd sobre qual dos eixos
cartesianos? Eixo das ordenadas.

Considere a elipse representada no plano cartesiano
abaixo, com o centro na origem, eixo maior medindo
50 cm e eixo menor medindo 40 cm.

¥
A,

A

a) Determine as coordenadas dos pontos A, A, B e B..
g(n: 25}, A{0;=25), B, (=20 0) e B (20; 0).
b} Calcule a excentricidade dessa elipse.

2=085
Em seu caderno, indique V ou F, caso as afirmagoes
sejam verdadeiras ou falsas, respectivamente.

I. A medida do eixo maior da elipse de equacao
X i

—+—=16&12
144 o4
: : =ox o
Il. O eixo menor da elipse de equagio — + — =1
estd contido no eixo das abscissas. 0
IIl. Os focos da elipse de equacio 16x% + 9y = 144 sao
os pontos (\ﬁ; 0)e (—\ﬁ; 0)
Existe um ponto pertencente a elipse de equacao
% + g: 1 cuja abscissa seja igual ao debro da ordena-
da? Em caso afirmativo, qual(is) é(sao) esse(s) ponto(s)?
Resposta no Manual do Professor.

discutir possibilidades de solucdo. Resopostas pessoais.

9. Considere a equacao da elipse a - % =1, cujo
centro coincide com a origem do sistema de coorde-

nadas cartesianas.

a) O eixo maior estd sobre qual dos eixos coordena-
dos?  Fixo das ordenadas.
b) Determine a excentricidade da elipse. .- g

10. Obtenha a equacio de uma elipse cujo centro é o
ponto (0; 0) e que passa pelos pontos de interseccao da
reta de equagdo 3x —4y= 12 com os eixos coordenados.

Além disso, calcule a excentricidade dessa elipse.
Resposta no Manual do Professor.

11. Uma elipse tem centro na origem do sistema car-
tesiano, o eixo maior contido no eixo das abscissas,

passando pelo ponto (4; V2) e sua excentricidade igual
V2
a—.
2
a) Determine a equacao da elipse. Respostas no Manual
b) Calcule a distancia focal. do Professor.
2 ¥
12. Sobre a elipse de equacdo Ll responda:
Respostas no Manual do Professor. 18 8
a) quais sao os pontos de interseccao da elipse com

0s eixos coordenados?

b) qual é a drea do quadrildtero cujos vértices s3o as
interseccoes da elipse com os eixos coordenados?

13. No plano cartesiano foi desenhada a seguinte elipse
centrada na origem.

T
N

Figuras: © DAE

a) Elabore um problema de modo a obter a equacio
dessa elipse.

b) Elabore outro problema de modo que a elipse
tenha excentricidade v/5.

Apresente esses dois problemas para a turma

EQUACAO DA ELIPSE COM CENTRO
FORA DA ORIGEM

Vimos como obter a equacao da elipse em que o centro coincide com a origem do
sistema de coordenadas cartesianas, e o eixo focal esta em um dos dois eixos coordenados.
Podemaos ampliar esse estudo, considerando o centro como outro ponto qualguer e os eixas
(maior e menor) paralelos aos eixos coordenados.

- Unidade 6 As conicas



Inicialmente, considere uma elipse em que o
centro € o ponto C(x; y,) € os eixos sao paralelos aos
eixos coordenados, como representado a seguir.

¥

P SRR
E

O s

Queremos a equacao dessa elipse.

Note que os eixos tracados com centro no pon-
to C, indicados por x'e y, formam outro sistema de
coordenadas cartesianas (referencial x'Cy'). Como a
elipse estd com centro no ponto C, podemos escre-
ver sua equacao nesse novo referencial, isto é:

Precisamos obter a equacao da elipse no sistema
xOy, entao vamos estabelecer relagdes entre as coor-
denadas de um ponto qualguer nos dois sistemas. Ob-
serve um ponto P representado nesses dois sistemas:

X

Yo

%]
=

A
A

Y

X

Analisando na figura as coordenadas do ponto
P. temos, conforme as setas coloridas:

x=xX,+x = x'=x—x, ()
y=Yoty = y'=y—y, )

Figuras: & DAE

Substituindo as equacoes (1) e () na equacao da
elipse obtida em relacéo ao referencial x'Cy, podemos
obter a equacao da elipse no referencial xQy, isto é:

12 V3
X— y— =1 equacdo reduzida
a b’ da elipse com
d substituindo (1) e (Il) centro em
2 2 C (x,: ¥, eeixo
{X_Xo) (}’_J"a) — 1 | focal paralelo ao
a’ B eixo das abscissas

Analogamente, podemaos obter a equacao da
elipse em que o eixo focal é paralelo ao eixo das or-
denadas, como indicado na figura a seguir.

¥

(P 2
X
y_z +—= 1
a b 4
equagdo
1 substituindo (1) e (I1) fjdufida da
(y-h]z N {x—xuf _ elipse com
Gz b2 = centro em
o C (xﬂ; ¥, eeixo
focal paralelo
(x—xo]z {J/‘}’u)z, : ao eixo das
= + p V=1 ordenadas
| 1
Observacoes:

1. O sistema referencial x'Cy’, conforme visto
anteriormente, corresponde a uma transla-
¢ao do sistema xOy.

2. Nas duas equacoes obtidas, caso facamos
Xy = ¥, = 0, teremos a elipse com centro
na origem do sistema de coordenadas car-
tesianas xOy.
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Exemplo:

VVamos considerar a equacao do 22 grauem x e
y, dada por x>+ 9y> = 6x — 36y + 36 = 0, e veri-
ficar se essa equacao representa ou nNao a equacao
de uma elipse.

- Utilizando trindmios quadrados perfeitos
(produtos notaveis), podemos reescrever a
equacao dada da seguinte maneira:

X+ 9y’ =6x =36y +36=0

X = 6x + 9y’ = 36y = =36

X'—6x+9- (yz— 4y) = -36

= 6x +9 -9+ 9 (y'—dy + 4 -4) = -36
(x=3)=9+9(y=2)'+9-(-4) = -36
(x=3Y+9-(y=2)'=9

(=3F | (=2 _
9 1

Portanto, a equacao é de uma elipse com
centro no ponto (3; 2) e eixo focal paralelo ao eixo
das abscissas.

Exercicios resolvidos

Observacao:

A drea da regiao limitada por uma elipse pode

ser calculada com base nas medidas dos semieixos
maior € menor:

2b

2a

Area da regido limitada pela elipse:
A=mab,

em gue a € a medida do semieixo maior e
b & a medida do semieixo menor.

Figura; & DAE

Resolva os exercicios

Questoes e reflexdes no caderno.

Respostas no Manual do Professor.

Nessa relagao para o calculo da area limitada por
uma elipse, responda: considerando que a e b tém
a mesma medida, essa expressao estaria calculando
a area de que figura plana?

1. Determine a equacao da elipse da figura a seguir.

y

| —

x
2 -1 [0 \ﬁN 12
'

Figuras: @ DAE
1
it
o\

] |1

Fr L

20=12-(-4)—=2a=16 -~.a=8
2b=1-(-5)—=2b=6..b=3

]=(4:—2}

Contio [ =214 ;ﬂ
2 2

Logo:

(x-4)  (r+2)
64 i 9
2. Determine o centro, 0s vértices e a excentricidade da
elipse 9x* —36x+4y* =0,

=1

9x*-36x+4y* =0

9(x’ —4x) + 4y’ =0

9. [(x-4x+4)-4]1+ 4/ =0
9-(x-2)"-36+4y’=0

9(x - 2)* + 4y* =36

9(x—2)’ 2
1 Ay %
36 36 36

2
(x—=2) +y_2=
4 9
Centro: (2; 0)

a=9.:a=3eb’=4..b=2
Vértices: (2;0+3)=(2;3)e(2;0-3)=(2;-3)
F=b+2 3=+ .c=5

1

e=

e=

w|&‘n|n

Portanto, as coordenadas do centro sao (2; 0), dos
vértices sao (2; 3) e (2; -3), e a excentricidade é igual

%5
3

- Unidade &8 As conicas




3. Uma elipse tem centro no ponto (2; 3), o eixo maior
(paralelo ao eixo das abscissas) mede 10 e o eixo menor
mede 8.

a) Escreva a equagao da elipse.

b) Calcule a excentricidade.

c) Represente a elipse em um plano cartesiano.
a2a=10. .a=5e2b=8..b=4

(-2 -3 _,
=T 4

(x=2)° (y-3) _
25 16

Figuras: © DAE

b=+ —=5=4+..c=3

e=—=—=06
d 3
1) L1 ™~
/ 3\
2 3
\ /
-1 -3 —ﬂﬁia 3 4 d

l

Resolva os exercicios no caderno.

Exercicios propostos
o A

1. Comrelacio aelipse de equacao T+ et
responda:
a) Quais sao as coordenadas do seu centro? (1. —2)
b) Quais sdo as coordenadas dos vértices?
(G =2)e(-8-2)
2. Uma elipse, cujos eixos s3o paralelos aos eixos coor-
denados, tem centro no ponto (3; 2) e é tangente

aos eixos coordenados. Escreva a equacao e calcule a
excentricidade. Respostas no Manual do Professor,

3. Ocentrode uma elipse € o ponto (-3; 1), um dos focos
€ o ponto (=3; 5), e o eixo menor mede 16.
a) Obtenha as coordenadas do outro foco. (—3 —3)
b) Obtenha a medida do eixo maior. E\IE
¢) Escrevaaequaciodaelipse. (¥+3) 5 =0 _

4. Determine a equacdo daelipse confor%edadossaoseguir.
Respasta no Manual do Prafessor.
- Os focos sao os pontos de coordenadas F (1, -3) e

Ef7=3).
= O centro é o ponto C(4; -3).

- Aexcentricidade da elipse é %

5. Aelipse representada a seguir tangencia os eixos coor-

denados e tem seu centro no ponto A(5; 3).
Respostas no Manual da Professor.

Y

e :

a) Determine o comprimento do eixo maior.

b) Determine o comprimento do eixo menor.
c) Escreva as coordenadas dos vértices.

d) Escreva as coordenadas dos focos.

e} Calcule a excentricidade dessa elipse.

f) Obtenha a equagao reduzida dessa elipse.

6. A equacdo do 22 grau em x e y representa a equagao
de uma elipse: 9 + 4y” — 36x + 24y + 36 =0.

Obtenha:
a) aequacao reduzida dessa elipse;

Respostas no Manual do Professor.

b) as coordenadas do centro, dos vértices e dos focos
dessa elipse;

c) aexcentricidade dessa elipse.
2 2

7. Uma elipse, cuja equagao é X—+:;—]=1 estd inscrita

144
em um retangulo, como mostra a figura a sequir:

a) Determine as dimensoes do retangulo.
Respostas no Manual do Professor. ) _
b} Calcule a drea da elipse, utilizando a aproximagao

=314
c) Calcule a drea exterior & elipse e interior ao retan-
gulo.

8. Escreva a equacao de uma elipse que tem centro coin-
cidindo com o centro da circunferéncia de equagao
$ +y* — 6x + 8y — 200 = 0, cuja medida do eixo maior,
paralelo ao eixo das abscissas, € igual a medida do
diametro dessa circunferéncia e que possui excentri-
cidadeiguala £ (x=3) " (y+4) i

225 81

9. A entrada de um tunel tem o formato de uma semie-
lipse, como mostra a figura a sequir: 5 /3 oroe

| 3m|
1Zm
Alargura do tunel é de 12 metros, e a altura méxima é
de 4 metros. Qual € a altura h do tunel em um ponto
do solo localizado a 3 metros de distancia do centro?

Elipse Capitulo 19




llustragdes: Adilson Secco

CAPITULO

20

} HIPERBOLE

Vamos imaginar que construimaos dois cones (em que os vértices coincidem) utilizando
cera ou outro material que possa ser cortado (como em uma vela). Se considerarmos agora um
planc o seccionando esses dois cones (ndo passando pelos vértices), conforme indica a ilustra-

EXPLORANDO Orientacoes e respostas no Manual

Essa construgao pode ser feita em pequenos grupos de acordo com as instrugoes a seguir.

Figura 1 Figura 2

P
- o
. IL%/
= S
N\

Inicialmente consiga uma régua
com dois furos em suas extremida-
des, um barbante de comprimento
um pouco menor que a régua, dois
alfinetes e uma cartolina.

A cartolina devera ser fixada numa
superficie plana como a de uma
mesa (ou chao).

Em uma das extremidades da ré-
gua (em um dos furos) devera ser
fixado um alfinete (F, na figura 1);
na outra extremidade (outro furo
da régua), uma ponta do barban-
te. A outra ponta do barbante de-
vera ser presa pelo outro alfinete

- Unidade 6 As conicas

cao a sequir, obternos uma curva (borda)
em cada um dos dois cones. Essas duas
curvas nos dao a ideia de uma hipérbole.

Assim como mencionamas na elip-
se, vocé podera realizar uma experiéncia
simples de construgao de uma hipérbole.
Essa experiéncia pode ser executada no
chao ou em cima de uma mesa.

do Professor.

na cartolina (F, na figura 1), de
tal maneira que o moédulo da di-
ferenca entre o comprimento do
barbante e o da régua seja menor
que a distancia entre F, e .

Utilize o lapis, como indicado na
figura 2, para tracar a curva: com a
ponta do lapis vocé devera pressio-
nar o barbante contra a régua, des-
lizando-a sobre a cartolina, manten-
do sempre esticado o barbante.

Esse procedimento devera ser repe-
tido, invertendo-se depois os pontos
de fixacao da régua na cartolina com
a outra extremidade (ver figura 3).



HIPERBOLE « Eixo real ou transverso - [ o seg-

mento AA, cujo comprimento €

E SEUS AA=2a
« Eixo imaginario ou conjugado - £
ELEMENTOS o segmento B,B, cujo comprimento &

Com base no experimento sugerido ante- B,B,=2b.
riormente, pedemos tracar a curva conhecida « Excentricidade - Representada pela
como hipérbole. Conforme essa construcao,
precisamos de dois pontos fixos (os alfinetes:
um prendendo a régua e outro prendendo uma

das extremidades do barbante), que chamare-
mos de focos da hipérbole.

- - (s
letrae € arazaoe = -

Note que, na figura anterior, aparece des-
tacado um triangulo retangulo. Podemos, com
base nele, obter uma relacdo métrica entre as
medidas dos semieixos focal, real e imaginario
da hipérbale, isto é:

Observacoes:

Agora, vamos definir uma hipérbole:

1. A hipérbole possui dois eixos de sime-
tria: eixos real e imaginario.

Para que possamos compreender melhor 2. A excentricidade da hipérbole foi apre-
a hipérbole, vamos destacar, na figura a sequir, sentada como a razao entre 0s compri-
alguns elementos. mentos dos semieixos focal e real, logo,

considerando que sao medidas positi-
vas, de tal forma que 0 < a < ¢, pode-
mos dizer que a excentricidade serd um
numero maior que 1,isto &, e> 1.

Além dos elementos observados, na cons-
i K*= trucao de uma hipérbole vamos considerar um
retangulo referéncia e suas diagonais, que

denominaremos assintotas da hipérbole:
b
B, ratinguia referéncia

» Focos - 530 0s pontos fixos representa- ;
dos por F, eF.. 3 it L5

« Distanciafocal - £ a distancia entre os
dois focos: no desenho corresponde a
FF,=2c

« Centro - E o ponto O, ponto médio do
segmento F,F,.

Figuras: © DAE
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Esse retangulo tem o centro no ponto C (centro da hipérbole) e lados paralelos (MN
e QP) ou perpendiculares (MQ e NP) ao eixo real. Note, ainda, que CN = CQ = ¢ (compri-
mento do semieixo focal). O comprimento do semieixo imaginario € tal que CB, = (B, =b.

O angulo 8 indicado é chamado de abertura da hipérbole. Em relacio a aber-
tura da hipérbole, pode ocorrer de o angulo 8 ser reto. Teremas, entao, como retangulo
de referéncia, um quadrado. Quando isso ocorrer, a curva correspondente sera chamada
de hipérbole equilatera.

= ™ Respostas no Manual
Questoes e reflexoes do Professor.

O que dizer sobre os comprimentos dos eixos real
| e imaginario, no caso da hipérbole equildtera?

Observacao:

A excentricidade de uma hipérbole fornece uma informacao importante a respeito
da“abertura’. A sequir, temos trés hipérboles em que o comprimento do eixo real € o mes-
mo. Comparando as distancias entre os focos das hipérboles, vemos que, da primeira para
a terceira, elas estao diminuindo. Assim, podemos dizer que a excentricidade da primeira
sera maior que a excentricidade da segunda, que, por sua vez, sera maior que a da terceira,
ou seja, quanto maior a excentricidade, maior sera a abertura da hipérbole.

EQUACAO REDUZIDA DA HIPERBOLE

De acordo com a definicao de hipérbole vista anteriormente, podemos agora ob-
ter sua equacao no plano cartesiano. Primeiro, vamos considerar o caso em que a hipér-
bole tem seu centro coincidindo com a origem do plano de coordenadas cartesianas.

Considere a hipérbole com centro no ponto  O(0; 0), as extremidades do eixo real nos
pontos A (-a;0)eA,(g;0),e os focos representados pelos pontos F.cc0eF(c0), conforme
ilustracao a seguir.

Figuras: © DAE



Para obter a equacao da hipérbole, vamos considerar um ponto P(x, y) qualquer

pertencente a curva. Assim, pela definicdo de hipérbole temos:

PF,- PF,| = |AF- AF)|
2g representa

‘PFF PFz‘ = ‘ArAz‘ a constante na
‘PF,— PFZ‘ :& definicdo da hipérbole

Utilizando a férmula que permite calcular a distancia entre dois pontos de um

plano cartesiano por meio de suas coordenadas, temos:

=2a

Jx 4P+ (y -0y = J(x -c)'+ (y -0y

x+¢)+(y=0)-(x-c)y+(y-0) =+2a

2 y 2 2 y 2

N+ +y?=142a+(x - ) +y’

l Elevando ao quadrado

(x+c)'+y’=4a® t4a\(x —c)+y’+ (x —c) +y’
X420+ 4y =407 +4a \J(x - )+ + X720 + 4y

1 Reunindo termos semelhantes

+4a \|(x - c)2+y2=4az—4cx

l Dividindo por 4 e elevando ao quadrado

2
a [(x -c) +y2:|= a*-2a’cx + X
axl - e+ @ +d’y =at- 20 + EX°

d  Reunindo termos semelhantes

G2XZ_C2XE +G2y2 :a4 _Gzr__z
X2(GZ_C1) +02y2 ZGE(GE_C2)

1 Multiplicando por - 1
XE(CE—GE) _azyz :GJ{Cz_az)

1 Observando arelacio: ¢ = a*+ b’
X2b2 _02}{2 :aﬂbl

4 Dividindo por a*b?

x° yz equacao reduzida
2 1 da hipérbole

Essa é a equacao da hipérbole com centro na arigem do sistema de coordenadas

w]

cartesianas e eixo focal pertencente ao eixo das abscissas:
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4 Observacao:

Podemos dizer que, se um ponto P(x, y) satisfaz

e Y L "
3 €qUaca0 -+ —--= 1, entdo esse ponto pertence
a hipérbole de centro na origem, de semieixos real e
; A 0 &, F, x imaginario medindo a e b, cujos focos pertencem ao

eixo das ordenadas.

m

Exemplo:

Vamos determinar a equacao da hipérbole re-
presentada a seguir e calcular sua excentricidade,
sendo os focos os pontos F,(5; 0) e F(-5;0), e 0s vér-
tices correspondentes as extremidades do eixo real
os pontos A,(4;0) e A, (-4; 0).

¥

N

Observacao:
Podemos dizer que, se um ponto P(x, y) satisfaz il i e i i e "
2 2
a equacao X—z - z—z = 1, entao esse ponto pertence
a

a hipérbole de centro na origem, de semieixos real e
imaginario medindo a e b, cujos focos pertencem ao
eixo das abscicsas. - Conforme informacgoes do enunciado, os focos
estao no eixo das abscissas. Além disso, temos:

Se o eixo focal da hipérbole estiver no eixo das or-

denadas e o centro na origem, comMo serd essa equagao? 29=8=4 =4

= I SiE=S

¥
+ Utilizando a relagao métrica sobre os com-
/ primentos dos semieixos real, focal e imagi-
nario, podemos determinar o comprimento

\F’
,l|
de b, isto &:
0 ! =ad+ b
n F=4+b'=b=3
§ - Conhecendo os valores de a e b, podemaos
. i escrever a equacao reduzida da hipérbole
& correspondente:
Demonstra-se, analogamente, que a equagao x* y?
A @ !
serd 5 = 5 = 1,isto é:
a 2 2 ¥y 2
X %
L Y N
3 16 9

»  Calculo da excentricidade;

L
e =

a
5
— =e =125
4
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Resolva os exercicios no caderno.

= = Respostas no Manual
QUEStDES e reflexoes do Professor.

1. Observando o retdngulo referéncia de uma hipér-
bole podemos determinar o angulo de abertura.
Como determinar o dngulo de abertura conhe-
cendo-se o valor da excentricidade da hipérbole?

2. Qual é a medida do angulo de abertura da hipérbole
do exemnplo anterior, cuja excentricidade 1,257

Exemplos:

1. Dada a equagio x? —36y> = 144, vamos
mostrar que ela representa uma hipérbole e
determinar sua excentricidade.

- A equacao da hipérbole na forma reduzida
possui 0 segundo membro da igualdade
correspondente a unidade. Assim, vamos
dividir a equacao apresentada, membro a

membro, pelo nimero 144:
x*— 36y° = 144
L +144

2 2 2 2
X___Bfly:m:))(__y_:.l
144 144 144 144 4

- Da forma reduzida da equacao da hipérbo-
le, temos:

a’=144 = g =12

=4 =b=2

Vocé pode utilizar o GeoGebra (ou Winplot)
para representar no plano cartesiano a hipérbole
de sua equacao. Observe, a seguir, a hipérbole de
equacao et =1

16 9

observe como
digitamos a
equacao da
hipérbole:

p| X'2/16—y"2/5=1

|| eormes wmwsrezeet )

- Considerando a relacao métrica, podemas
obter o comprimento do semieixo focal:

t=a+ b
=122+ 2 = c = 148

- Excentricidade:

c
g =—

a
e=%=>ez1,014

2. Vamos determinar a excentricidade de uma
hipérbole equilatera.

+ Na hipérbole equildtera, os eixos real e ima-
gindrio possuem a mesma medida. Assim,
vamos expressar a medida do semieixo fo-
cal em funcao do semieixo real (poderia ser
em funcao do semieixo imaginario):

ct=a+ b
la=5b
62 = ﬂ'z + ﬂz

cf=2a"= ¢ =a\E

» (alculando a excentricidade, vem:

EXPLORANDO -
Orientagbes e respostas no Manual do Professor Resolva os exercicios no caderno.

1. Elabore equagbes reduzidas de va-
rias hipérboles e explore o GeoGebra
obtendo suas curvas no plano carte-
siano.

2. Obtenha os gréficos das hipérboles de

equagoes:

2 2 2 &

X

e Y
4 1 1 4

3. Obtenha os graficos de duas hipérbo-
les equilateras com centro na origem:
a primeira, com o eixo focal contido no
eixo das abscissas e, a segunda, com
o eixo focal contido no eixo das orde-
nadas.
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Exercicios resolvidos

1.

Determine as coordenadas dos focos de uma hipérbole
tal que:
o eixo real mede 6 uc;
o eixo imaginario mede 8 uc;
o eixo real esta no eixo das abscissas;
o centro coincide com a origen do sistema de
coordenadas cartesianas.
2a=6- a=3e2b=8-b=4
*=3+4"".¢c=5
Assim, as coordenadas dos focos da hipérbole sao
(—5;0) e (5;0)0.
Sobre a hipérbole representada pela equacao

L - i = ldetermine:
16 9

a) adistancia focal;

b) a medida do eixo real;

c) amedida do eixo imaginario.
@=16..a=4eb*=9 .. b=3

3. lembrando que a equacao do feixe de retas por um

pontoédadapor y—y,=m - {X—XD). emquemé

o coeficiente angular da reta e (XO; y.}) é um ponto

pertencente a reta, é possivel obter as equagdes das
assintotas de uma hipérbole. Por exemplo, considere a

2 2
hipérbole de equacao yT - -XB—- =1

a) represente a hipérbole e suas assintotas em um
plano cartesiano ortogonal.

b) gual é a medida do angulo de abertura dessa hi-

pérbole?

c) quais sdo as equacdoes das assintotas?

a) i

\

r

S

x

b) Seja 8 o0 angulo de abertura dessa hipérbole:

a’=9:a=3eb’=3-b=43

ac=4+3" 6 =
s tgl = | = = - 8 = 60°
=28 6=5 B 3
A distancia focal € igual a 10.
-0 = tg30° - {(x-0 -0 =tg150° - (x - 0
b)2a=8 oy g (x }e_y g (x -0
) 2b=6 \."’5 e \."3 <
C = =— - = L
- 3 . 3
EXEI'CiCiDS propostos Resolva os exercicios no caderno.
1. Observe a hipérbole representada na figura a seguir e v
determine: \
Y . B.(0: 3)
=40} (4
B, (0;3) ~ L -
A, (—4; 0) A, (4,0
= B.(0; -3
3. Nafiguraaseguirestd representada urna hipérbole cujos
B, (0: -3 eixos real e imaginario medem, respectivamente, 6 e 8.
¥
a) as coordenadas dos focos da hipérbole; (5;0) e (-5 0) \_/
b) a distancia focal; 10 Tt
¢) amedidado eixo real: & il i a0
X w
d) a medida do eixo imaginario. & &
Al0; 3) 2
2. Emrelacdoaatividade 1, represente em seu caderno as ;

assintotas da hipérbole e calcule sua excentricidade.
e=125

|

A
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a} I(%eg)ern&jnq }as coordenadas dos focos da hipérbole.
e i =gk
b) Determine a equagao de uma elipse cujos vértices
x ; y' _ sdoosfocos da hipérbole e cujo eixo menor mede 8.
16 25
4. Determine a medida dos eixos real e imagindrio da

hipérbole que tem por coordenadas F, (5; 0), F, (-5; 0),
B] (0;4) e B, (0;—4),emqueF, eF, sioos focos e B e

B, sao as extremidades do eixo imaginario.
Efxo real 6 u.c; eixo imagindrio: 8 u.c

5. De acordo com ascoordenadas dadas, represente em um
plano cartesiano a hipérbole, sabendo que seu centro
esta localizado na origem do sistema cartesiano ortogo-
nal e o eixo real estd contido no eixo das ordenadas: F,
(0;-4),F, (0;4), A, (0;-3), e A, (0;3), em queF, eF, s30 05
focose A, e A, sdo as extremidades do eixo real.

=il

7. Verifigue se sao verdadeiras ou falsas as alternativas

que representam a hipérbole cuja equagao reduzida é

S

e A

64 36

|. O seu eixo real estd sobre o eixo das ordenadas. *

II. Essa hipérbole tem o seu eixo real sobre o eixo das
abscissas. V

IIl. Nessa hipérbole, temos b=6. V
IV. Nessa hipérbole, temos a=10. ¢

V. O centro da hipérbole coincide com a origem do
sistema de coordenadas cartesianas. v

VI. A diagonal do retangulo gue serve de base para as
assintotas da hipérbole mede 2¢. v

¥4
8. Sendo 8 a medida do angulo de abertura de uma
b
hipérbole, é valida a relacdo: tg Lg =7 /emguege
F.(0; 4) bsao, respectivamente, as medidas dos semieixos real
A0;
\_/ e imaginario. Calcule a medida do angulo de abertura
. A(0; 3) _ ) " » 23
< de uma hipérbole cuja excentricidade é igual a e
@
£ 9. A elipse de equacdo x* + 4y* = 9 e a hipérbole de
g > equagdo x* — ¥ = 4 se intersectam nos pontos A, B, C
X e D. Represente a elipse e a hipérbole em um plano
cartesiano e calcule a drea do retangulo ABCD.
AO; —3) f Spsco = 4+/5 unidades de drea.
/— _FJG‘;\M
6. Obtenha a medida do eixo real e as coordenadas dos 5
focos da hipérbole de centro na origem, definida pela
equacio ¥ ¥ _ _ Eixoreak 20uc;
100 21 focos: (=17; 0) e (11; 0).
EQUACAO DA HIPERBOLE
COM CENTRO FORA DA ’ v
ORIGEM 3
Y- TTAP W
Vimos como obter a equacaa da hipérbole em que o centro "
coincide com a origem do sistema de coordenadas cartesianas, ¢
e o eixo focal estd em um dos dois eixos coordenados. Podemos ” g A
ampliar esse estudo, considerando a hipérbole quando o centro ? c 3 F.
¢ outro ponto qualquer, e os eixos (real e imaginario) séo paralelos
aos eixos coordenados.
B, i
Inicialmente, considere uma hipérbole em que o centro :
¢ o ponto C(x; x,), e 0s eixos sao paralelos aos eixos coordena- b / X x \
dos, como representado a seguir.

Hipérbole Capitulo 20 -
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Assim como procedemaos com a elipse, 0s eixos
indicados x'e y'formam outro sistema de coordena-
das cartesianas em que o centro € o ponto C (outro
referencial). Assim, a equacao da correspondente hi-

pérbole nesse sistema é:

12 n2

X y

==

a b

Analogamente 3 elipse, podemos substituirx’'e
¥’ nessa equacao, por:

X'=x=x,
y'=y=¥

Ou seja:

i2 12
Xyt

T b?
4 substituindo (1) e (II)

(x=%)" _ (r=va)" _,
a’ b -

equacdo reduzida
da hipérbole com
centro em Clx. y,) e
eixo focal paralelo ao
eixo das abscissas.

Analogamente, podemos obter a equacao da
hipérbole em que o eixo focal é paralelo ao eixo das
ordenadas, como indicado na figura a sequir.

V A
y'a
7
BT
AI
:F‘
o X, X

A partir da equacao:

- Unidade 6 As conicas

@ b
4 substituindo (1) e (I1)

(Y_Yn)z {"‘_"n)z
a’ - b =1

equacdo reduzida
da hipérbole com
centro em Clx_; y,) &
eixo focal paralelo ao
eixo das ordenadas.

Observacdes:

1. O sistema referencial ¥Cy, conforme visto an-
teriormente, corresponde a uma translagao

do sistema xOy.

2. Nas duas equacdes obtidas, caso fagcamos
Xy = y,= 0, teremos a hipérbole com cen-
tro na origem do sistema de coordenadas

cartesianas xOy.
Exemplo:

Vamos considerar a equagao do 29 grau em x e
y, dada por x2 = 92 - 6x = 36y = 52 = 0, e verificar se
essa equacao representa ou nao a equacao de uma

hipérbole.

. Utilizando trindmios quadrados perfeitos
(produtos notaveis), podemos reescrever a

equacao dada da sequinte maneira:

32 -9y —6x-36y-52=0

X2 —6x—-9y-36y=52

X—-bx+9-9-9-()P+4y+4-4)=52

(x-32-9-9-(y+202-9-(-4)=52

(@-32-9.(y+22=52

x=32 =22 _,
25 25

9
Portanto, a equacao é de uma hipérbole com

centro no ponto (3; =2) e eixo focal paralelo ao eixo

das abscissas.



Exercicios resolvidos

1. Obtenha a equacao da hipérbole equilatera represen-
tada na figura a sequir.

E v
3 - ]
g - 2
£ 1
e | ] :
"B -7 -6-5-4-3-2-10 2 4 6§ 7 8B 9
2
3
4
5
B ~
7
I
, : g
' 10 — |
2a=6_.a=3
2b=6".b=3
Centro: (1; -3)
Logo:
(y+3°  (x=1 =
9 9

2. Determinar a equacgao da hipérbole com eixo real pa-
ralelo ao eixo das abscissas, com centro em (—1;4), eixo
real medindo 16 e distancia focal medindo 28.

Eixoreal:2a =16 -.a = 8

Distancia focal:2c = 28 ~.c = 14
C=a+ b 14=8+b . =132
Logo:

(x+1  (y-4F _
64 132

3. Determine as equacdes das assintotas da hipérbole
(x+2°  (y=2° _

1

25 4
a=25:-a=5
b*=4:-b=2

Uma das assintotas passa pelos pontos: (2; 2),
(-2-52-2)=(-7;0)e(-2+5; 2+ 2) =(3; 4). Esco-
Ihendo dois desses pontos, sua equacao é dada por:

¥ ¥ 1
7 0 1|=0..2x-5y+14=0
=& & T

A outra assintota passa pelos pontos:
(-2;2),(-2-5;24+2)=(-7:4)e(-2+5;2-2)=(3;0).
Escolhendo dois desses pontos, sua equacao é
dada por:

E ¥
7 4 1|=0.2x +5y-6=0
=2 Z
ﬁ i "
| EA | I
EEN RE
[ I~ L1
LT |
| | = J T %
-.:11 - -—9,;18’7—? =6 =5 =4 =3 =2 =1 Q0 2 L\ :
=T RS

Portanto, as equacoes das assintotas sao
2x-5y+14=0e2x+5y-6=0.

Exercicios propostos

Resolva os exercicios no caderno.

1. Obtenhaaequacaoda hipérbole representada na figura
@ sequir: Respostas no Manual do Professor.
¥

\:1 _/g

/ “h\ = )
3 K

2. Obtenha a equacdo de uma hipérbole com centro
no ponto (2; 5) e um dos vértices no ponto (5; 5), cuja

distancia focal é igual a 10.
Resposta no Manual do Pfofessor( X+9)

5 ) -7y
3. Uma hipérbole tem equacao ———— — 07 i,
Respostas no Manual do Professor. 16 20
a) Quais sao as coordenadas do centro dessa hipér-

bole?

b) Quais sdo as coordenadas dos focos dessa hipér-
bole?

) Qual é a sua distancia focal?
d) Qual é a excentricidade da hipérbole?
4, Escreva as coordenadas dos focos da hipérbole de
(y=3¢ (x+5¢°
16 48

equacao = 1 {-5;11) e (-5;=5)
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5. O centro de uma hipérbole coincide com o foco de
Respostas no Manual do Professor. 2 y;_
abscissa positiva da elipse de equacdo — + — = 1.

100 64

Além disso, um dos vértices da hipérbole coincide com

o ponto de abscissa positiva correspondente a extre-
midade do eixo maior da elipse. Considerando que a
hipérbole passa pelo ponto (0; 5):

a) quais sao as coordenadas do centro da hipérbole?
b) qual é a equagdo da hipérbole?

c) represente a hipérbole e a elipse e um mesmo
plano cartesiano.

6. A equagdo da hipérbole, representada no plano car-
Respostas no Manual do Professor.
Respostas no Manual do Professol (y—2) _ (x—3) B

tesiano a seguir, € dada por 1,

16 64
Determine:

Figuras: © DAE
-

X

-

a) as coordenadas do centro, dos vértices e dos focos
da hipérbole;

b) as equacoes das assintotas.

il 3 \

7. Quando a equacao de uma hipérbole nao se

encontra na forma canénica, ou seja, na forma
2 2 2 2
X X
y—2 = =l y—z = 1 podemos transfor-
a b a b
mar a equagdo utilizando procedimentos algébricos.
Observe o exemplo:

42— 9 =36

Dividimos, entao, a equacao por 36:

42 92 &) 2 2
S e R X

36 36 36 9 4
Utilize o procedimento descrito anteriormente para
escrever as equagdes das hipérboles na forma candnica.
a) 9 — 25y = 225 Respostas no Manual do Prafessor.

b) y-x'=4

o 2¢-3%=-6
8. Calcule adreadotridngulo determinado pelas assintotas
2 unidades de area (x=1 (y—ﬁ’
dahipérboledeequacao ——— — = leareta
4 4
deeguacaoy =—3x + 8, representadas na figura a seguir.
y=—x+2 y=—3x+8
Vs X

9. Considere, no plano cartesiano abaixo, o desenho de
umn retangulo OABC, de tal maneira que as coordenadas
do ponto B sejam (6; 4).

y

¥ =

O A

Elabore um problema de modo que o retangulo acima
represente o ‘retangulo referéncia”para uma hipérbole
nesse plano cartesiano. Resposta pessoal

HISTORIA DA MATEMATICA

Orientacoes e respostas no Manual da Professor

Na histéria da Matematica, os conceitos sao
mais importantes que a terminologia, mas a mu-
danca de nome das secgdes conicas teve signifi-
cado mais profundo do gue o usual. Durante cer-
ca de um século e meio as curvas nao tinham tido
designacoes além de descrigoes banais do modo
pelo qual tinham sido descobertas — seccoes de
cones acutangulo (oxytome), secgoes de cone re-

- Unidade 6 As conicas

tangulo (orthotome) e secgoes de cone obtusan-
gulo (amblytome). Arquimedes tinha continuado
a usar esses nomes (embora se diga que também
usou o nome ‘pardbola” como sindnimo para
seccao de cone retangulo). Foi Apolénio (talvez
sequindo sugestao de Arquimedes) quem intro-
duziu os nomes ‘elipse” e "hipérbole” para essas
curvas. Leia os textos a seguir.







:
£
2

Por—

EXPLORANDO
Orientagoes e respost

As antenas que captam sinais do espaco
(por exemplo, sinais de satélites) sao parabdlicas. O
motivo pade ser observado na ilustragao a seguir.
Como os sinais que recebemos sao muito fracos,
& necessario gue sejam captados e amplificados.
Na ilustracao abaixo, os sinais atingem a antena e
convergem para um ponto. Esse ponto, conforme
comentaremos mais adiante, € o foco da parabola.

e s \

i

Vocé ainda pode realizar uma experiéncia —

assim como foi sugerido para o caso da hipérbole e
da elipse — para desenhar uma parabola. Tenha em
mao uma cartolina, uma régua, um esquadro, um
barbante cujo comprimento corresponda a mesma
medida do cateto maior do esquadro e um alfinete.

E

Figura 1 Figura 2

- Ap6s prender a cartolina numa superfi-
cie plana (chdo ou mesa), fixe uma extre-
midade do barbante no ponto A, confor-

- Unidade 6 As conicas

} PARABOLA

Adilson Secco

d5 NO Nianua

L I ——

Qutro exemplo da presenca de curvas sao
certas construcdes, como a Ponte Juscelino Ku-
bitschek, também conhecida como Ponte JK. Si-
tuada em Brasilia, ela liga o Lago Sul, Paranca e Sao
Sebastiao a parte central do chamado Planao Piloto.

Ponte Juscelino Kubitscheck sobre o Lago
Paranoad, Brasilia, DF. Foto de 2013.

No volume 1 desta Colecao, estudamas
gue o gréfico, no plano cartesiano, de qualquer
funcdo quadrética € uma curva denominada
parabola. Agora faremos uma ampliacao desse
estudo, seguindo a mesma ideia dos dois capi-
tulos anteriores. Inicialmente, veremos como
podemos obter uma parabola.

do Professor.

me a figura 1, isto &, na extremidade do
esquadro. A outra extremidade do bar-
bante deve ser presa num ponto F.

» Pressionando o barbante contra o es-
quadro com a ponta do lapis, conforme
as figuras 1 e 2, movimente o esguadro

rente a régua (gue permane-
ce fixa).

Assim, deslocando o

\,W \9@ esquadro e mantendo o bar-

bante esticado, a ponta do
» |lapis desenhard uma parte da
parabola.

Figura 3

- Quando, nesse movimento, o esquadro
passar do ponte F (figura 2 para figura 3),
deve-se inverter a posicdo dele para
continuar o desenho.

Stefan Kolumban/Pulsar Imagens




A curva construida, conforme sugestao
anterior, ¢ uma parabela. O ponto F sera cha-
mado de foco da parabola. Se tragar uma reta
utilizando a posicao da régua que permaneceu
fixa, vocé obterd a diretriz da parabola.

Parabola e seus elementos

Na figura a seguir, sugerimos outra possibi-
lidade de construcédo: inicialmente, marcam-se
pontos que sejam equidistantes do ponto F e
da reta d, para depois liga-los por meio de uma
curva. A reta indicada pela letra d corresponde a

diretriz da parabola.
Are...

D . S— .

Observando atentamente a figura, € pos-

sivel perceber que cada ponto marcado esta si-

tuado & mesma distancia da diretriz e do foco. E
isso que caracteriza essa curval

Agora, vamos definir uma parabola:

Figuras: @ DAE

Para que possamos compreender melhor,
vamos destacar a seguir alguns dos elementos
da parabola:

« Foco - E o ponto fixo representado
por F.

« Retadiretriz-Faretad.

« Eixo de simetria - £ a reta e que passa
pelo foco F, perpendicularmente a di-
retriz.

« Vértice - F o pontoV, intersecio da pa-
rébola com o eixo de simetria.

- Parametro - [ a distancia 2p do foco
a diretriz.

Observacoes:

1. Conforme a definicdo de pardbola, se
um ponto P pertence a pardbola, ele
estara situado a mesma distancia do
foco F e da reta diretriz d. Assim, confor-
me figura, temos dy; =d,, .

2. Como o ponto V (vértice) pertence &
parabola, ele esta situado & mesma dis-
tancia do foco e da reta diretriz. Assim,
temos d; =d, =p.

Equacao reduzida
da parabola

Com base na definicdo de parébola, pode-
mos agora obter a equacao no plano cartesiano.

Parédbola Capitulo 21 -



Analise cada caso a seguir, em que o vértice € a ori-
gem do sistema de coordenadas cartesianas.

12 caso - Eixo de simetria no eixo das ordena-
das e concavidade voltada para cima.

Considere a paradbola com vértice na origem,
isto & V(0; 0), o foco no ponto F(0; p) e a reta diretriz
d dada pela equacao y+ p =0 (p é um nlmero real
positivo correspondente a metade do pardmetro).

3

{F(O; p)

O —p| Plx—p) Y

- Para obter a equacao reduzida da parabo-
la, consideramos um ponto P(x, y) qualguer
pertencente a curva. Pela definicao de pa-
rabola, sendo de a distancia do ponto P
aopontoF e dp'd a distancia do ponto P a
diretrizd (é iqual a ) temMos:

dp; =; dP.d
dye=d

¢ = Jop

1 férmulade distancia entre dois pontos

Jx=07+ (y—p)? =/(x=x)+ (y+p)

l  elevando ao quadrado, membro amembro

(x=0)"+ (y=p)'= (x=x)+ (y+p)’
X+ y =2py+ p'= 0"+ y*+ 2py+ p’

2

1
x'=4py = y= — x
Py y 4p
1 |

equacdo reduzida da parabola
com vértice na origem, foco
F(O; p) e reta diretriz y + p=0

2% caso — Eixo de simetria no eixo das ordena-
das e concavidade voltada para baixo.

Considere a paradbola com vértice na origem,
isto &, V(0; 0), o foco no ponto F(0; =p) e a reta diretriz
d dada pela equacdo y - p =0 (p é um numero real
positivo correspondente a metade do parametra).

- Unidade 6 As conicas

Figuras: © DAE

(0; p)i P'(x; p)

— >

' ’P{x
F(O; —ph ¢~ &

- Para obter a equacéo reduzida da parabola,
consideramos um ponto P(x, y) qualgquer
pertencente a curva. Pela definicao de pa-
rabola, sendo e @ distancia do ponto P ao
pontoF, e dP,d a distancia do ponto P a dire-
trizd (éigual a dp,.), temos:

o = oy
o =y
1 férmulade distancia entre dois pontos

Jx=07+ (y+p? = Jx=x7+ (y-p)?

1 elevando ao quadrado, membro amembro

(x=0)"+ (y+p)'= (x=x)"+ (y=p)’
X+y + 2py+ pi= 0"+ v =2py+ p’
x'= —dpy =y = —%xz
| — P

equacdo reduzida da parabola
com vértice na origem, foco
F{O; —p) e reta diretriz y —p=0

Resolva os exercicios no caderno.

= = Resposta no Manual
Questoes e reflexoes A Bt

Pelas equacdes reduzidas das duas parabolas,
como vocé verifica se a concavidade é voltada
para cima ou para baixo?

32 caso - Eixo de simetria no eixo das abscissas
e concavidade voltada para a direita.

Considere a parabola com vértice na origem,
isto &, V(0; 0), o foco no ponto F(p; 0), e a reta diretriz
d dada pela equacao x + p = 0 (p é um numero real
positivo correspondente a metade do parametro).



pertencente a curva. Pela definicdo de pa-
rabola, sendo d,. adistancia do ponto P ao
pontoF, e dpﬁ a distancia do ponto P a dire-

S trizd (éigual a dPP, ), temos:
(—=p: O) x ':j Ops =0yy
B d.,=d
P"{_p: y} P — T p{x ‘w BF PP

- Para obter a equacao reduzida da parabola,
consideramos um ponto Plx, y) qualquer
pertencente a curva. Pela definicdo de pa-
rabola, sendo dP,F a distancia do ponto P ao
pontoF, e ;3 distancia do ponto P a dire-

1 formula de distancia entre dois pontos

J+pP+ (y=01 = J(x=p)'+ (y=y)
l elevando ao quadrado, membro amembro

(x+pP+ (y=07= (x—pF + (y—y)’
P+ 2px + PP+ Y =X =2px + P+ O

trizd (é igualla d, ), tEMoS:

1
yz = —4px = x =__y2 equacdo reduzida da
dp; = d?d 4p pardbola com vértice na
p d ' L | I origem, foco F(—p; O) e
pr = Upp reta diretrizx —p=0

-.L formula de distancia entre dois pontos Os quadros a seguir resumem os quatro casos

de parabolas observados anteriormente:

PARABOLA

Jox=p)+ (y=01 = J(x+pP+ (y—y)

1l elevandoao quadrado, membro amembro

(x=p)+ (y—0= (x+pF + (y—y)’
= 2px + P+ y? =X+ 2px + pP+ OF

b4

yi=4px = x =iy
4p

©. =P Pix - a
L |

CONCAVIDADE

Voltada para cima
(coeficiente de x* &€ maior que zera).

equacdo reduzida da parabola
com vértice na origem, foco
Fio; 0) e reta diretriz x+ p=0

EQUAGAO
42 caso - Eixo de simetria no eixo das abscissas 1,
e concavidade voltada para a esquerda. = Ex
Considere a pardbola com vértice na origem, PARABOLA
isto &, V(0; 0), o foco no ponto F(—p; 0) e a reta diretriz .
i ; ; Ay
d dada pela equacac x — p =0 (p € um ndmero real
positivo correspondente a metade do parametro). (0; p) Pix. o) il
Y td
)
i _H"‘-\ X
FO; ot P{XN
Fl=p. 0) v
: ) x CONCAVIDADE
AP(o: v) Voltada para baixo
(coeficiente de x* € menor que zero).
EQUACAO
- Para obter a equacao reduzida da parabola, iz it o
consideramos um ponto P(x, ¥) qualquer 4P
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PARABOLA

v Fip; 0)

(=p; O

Pl=p.y) ""'—\Qx: W

CONCAVIDADE

Voltada para direita
(coeficiente de y* é maior gue zero).

EQUACAO

=1y

4p

PARABOLA

Y 4d

Fl—p. 0) v

. (; 0 x
IJ':xyZ ----- Plp; y)

CONCAVIDADE

Voltada para esquerda
(coeficiente de y? é menor gue zero).

EQUACAO

Observagdes:

Nos quatro casos vistos, chegamos as equagoes
a partir das parabolas. E importante, embora néo faca-
mos tais demonstragoes, que vocé compreenda que
as reciprocas também sac verdadeiras. Em outras pa-
lavras, dadas as equagdes, podemos obter as pardbo-
las, conforme os casos mencionados no quadro.

Exemplos:

1. Vamos obter a equacao da parabola com vér-
tice na origem do sistema de coordenadas
cartesianas, concavidade voltada para cima e
equacao da diretriz dada por y +4 =0.

- Unidade &8 As conicas

+ Conhecendo as coordenadas do vértice e a
equacao da diretriz, podemos fazer um es-
boco da parédbola correspondente:

W OF X

VID; =4} y =0

- Como 2p (pardmetro da parabola) é a dis-
tancia do foco a diretriz, p representard a
distancia da diretriz ao vértice, isto & p = 4.
Sendo a concavidade da pardbola voltada
para cima, podemos cbter sua equacao:

y=—L.x
4p

1
— X =m>y=—x
4.4 16

Il

Y

2. A partir do gréfico a sequir, vamos obter a
equacao da parabola correspondente,

=

Fi-30) Vi 0 x

Figuras: © DAE

- Como 2p é o dobro da distancia do foco ao
vértice da parabola, ¢ imediato obtermos o
valor de p a partir das coordenadas do foco
e do vértice:

p=0-(-3)=2p=3

« Assim, a equacgao da parabola com a conca-
vidade voltada para a esquerda, conforme
o gréfico, é:

X = =—-y

F 2
P = — e
4.3 ="
Observacao:
Caso seja possivel, utilize o GeoGebra para

construir os gréficos de algumas parabolas a partir
de suas equagoes.



Exercicios resolvidos

1. Represente, no plano cartesiano, uma parébola cujo
vértice é o ponto (3; 5), a concavidade é voltada para
baixo e ela passa pela origem. Represente, também, o
eixo de simetria da pardbola e escreva sua equacao.

(3.5

Figuras: @ DAE

\ %

Como a reta que representa o eixo de simetria da pa-
rabola tem x = 3 para qualquer valor de y, temos que
a equacio do eixo de simetria da parabola é x=3.

2. O eixo de simetria de uma pardbola com vértice na
origem € o eixo das abscissas. Escreva a equagao dessa
parabola sabendo que ela passa pelo ponto (—5; 54/2 ).

A equacao da parabola é do tipo:

el f

= 4p y

Logo:
1 3

=5 = —=———-|82) s 4p =1
a5 (532) = a0 =10
1

__E.yl

A eguacdo de uma pardbola com vértice na origem
do sistema cartesiano é representada por 2x*+ 5y = 0.
Determine:

a) as coordenadas do foco;
b) a equacao da reta diretriz.

2x‘+5y=0.-.y=-§ X7

a]_i——_z pv—E
4 5" 8

Assim, as coordenadas do foco da pardbola sao

¢ |

b)Aequagéodaretadiretﬁzéy=?0uy—% =4

#

Exercicios propostos
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2.

Figuras: @ DAE

Em cada uma das pardbolas do exercicio anterior, diga
se a concavidade é voltada para cima, para baixo, para

a esquerda ou para a direita.
Respostas no Manual do Professor.
Vértice, foco e equacao da reta diretriz: se conhecermos

dois desses elementos de uma pardbola, podemos
determinar o terceiro e, além disso, dizer para onde a
concavidade esta voltada. Sendo assim, responda:

a) qual é o vértice e para onde esta voltada a concavi-
dade de uma pardbola cujo foco € o ponto (0; 3) e
cuja reta diretriz tem equacao y =—37

b} gual é a equacao da reta diretriz e para onde esta
voltada a concavidade de uma parabola cujo foco
é o ponto (4; 0) e o vértice é o ponto (1;0)?

) qualéofocoe paraonde estd voltada a concavidade
de uma parabola cujo vértice é o ponto (—1; 2)e a
reta diretriz tem equagao x =17

d) qual é o vértice e para onde estd voltada a concavi-
dade de uma parabola cujo foco é o ponto (—4; -1)

e a reta diretriz tem equacgao y = 57
Respostas no Manual do Professor
Indigue, em seu caderno, V ou F, conforme as afirmagoes

a seguir sejam verdadeiras ou falsas, respectivamente.

a) A reta diretriz de uma pardbola é perpendicular ao
eixo de simetria. V

b} O foco da pardbola ndo pertence ao seu eixo de
simetria. F

¢} O ponto de encontro da pardbola com seu eixo de
simetria & o vértice da pardbola. v

d) Uma parédbola, representada no plano cartesiano,
tem seu vértice situado sempre na origem desse
sistema de coordenadas. F

e) As distdncias do vértice de uma pardbola 4 reta
diretriz e desse mesmo vértice ao correspondente
foco sao iguais. v

f) A distancia do foco ao vértice de uma pardbola é a
metade da distancia desse mesmo foco a reta dire-
triz dessa pardbola. v

Uma parébola tem vértice na origem e foco no ponto

(2;0).

Obtenha:

a) a eqyat;ao da reta diretriz dessa pardbola;

b) éeq'uagao reduzida dessa parabola. 1. e
y - 8

(2; 0)

(0; 00 X

10.

Obtenha o valor de m, para que o foco da pardboela de
equacao x* = 2my, cujo vértice coincide com a origem
do sistemna cartesiano, seja o ponto F(0; 4). m==8

Sabendo que o vértice da pardbola cuja equacao é
y* = —20x coincide com a origem do sistema de coor-
denadas cartesianas, indique:
a) em qual dos eixos cartesianos esta o foco da paré-
bols O foco da pardbola esté localizado no
* eixo das abscissas.
b) aequacaodaretadiretriz. ,—spyx-5=0

Determine os pontos de intersecao da pardbola de
equacao x* =4y e da reta de equagao dx — 4y -3 =0.
Respostas no Manual do Professor.

Determine os pontos de intersecao da parébola de
equacio y = x*e da elipse de equacio 2 5 + % =1.
Em seguida, represente em seu caderno a pardbolae a

elipse no mesmo plano cartesiano.
Respostas no Manual do Professor.

ylh

23 23]

Y

=

Represente, em um mesmo plano cartesiang, as para-
bolas correspondentes as equacoes 2 = x, y2 = —x, x> =y
e x? = —y. Em seguida, desenhe o quadrildtero formado
pelos pontos de intersecdo de duas quaisquer dessas
curvas diferentes da origem. Finalmente, calcule a drea
desse quadrilatero.
A drea do quadrilatero
Y4 {quadrado) & igual a
4 unidades de drea,

=y

Unidade 6 As conicas




Equacdo da parabola com
veértice fora da origem

Vimos como obter a equacao da parabola com
vértice na origem e eixo de simetria no eixo das abscissas
ou no eixo das ordenadas. Agora, vamos considerar a pa-
rabola com o centro em outro ponto qualquer (diferente
da origem) e o eixo de simetria paralelo a um dos eixos
coardenados. Também, aqui, teremos quatro casos.

12 caso - O eixo de simetria paralelo ao eixo y,
vértice no ponto V(x,, y,) e concavidade para cima.

¥

AN

4,4

s 7

Assim como ocorreu com a elipse e a hipér-
bole, temos aqui um referencial x'Vy' (o vértice é a
origem). Nesse referencial, a equacdo da parabola,
conforme visto anteriormente, &

1
R -

_4p

1

Y

Observando que X'=x—x, e y=y—y, temos:

= X
y .
1 2
= = — [x—x
y—Yo= 55 (r=x)
L |
equacdo reduzida da parabola
com vértice em V(x, y ) e
concavidade voltada para cima
Observacao:

E importante que vocé, por meio da equacao
e da parabola esbocada, saiba obter as coordenadas
do foco e a equacao da reta diretriz. Analisando a fi-
gura, podemos concluir gue:

coordenadas do foco — F(x,y,+p)
equacao da diretriz — y—(y,—p) =0
22 caso - O eixo de simetria paralelo ao eixo y,

vértice no ponto V(x,, y,) e concavidade para baixo.

Figuras: © DAE

Vol —

o X x X

No referencial x'Vy' (o vértice é a origem), a
equacao da parabola, conforme visto anteriormente,
&

v 1 12
=——x
g

Observandoque x'=x—x,ey'=y—y.,
temos:

y'=——x
4p
1 2
Yorlfy = e o Mk
o=~ (%)
| |
equacdo reduzida da pardbola
com vértice em Vix_ ¥ ) e
concavidade voltada para baixo
Observacao:

Par meio da equacac e da parabola esbocada, va-
mos obter as coordenadas do foco e a equacao da reta
diretriz. Analisando a figura, podemos concluir que:

coordenadas do foco — F(x,.y, —pP)
equagao da diretriz — y—(y, +p)=0

32 caso - O eixo de simetria paralelo ao eixo x, vér-

tice no ponto V(x,;¥,) € concavidade para a direita.
¥

Y

¥

Ya

No referencial x'Vy' (o vértice é a origem), a
equacao da parabola, conforme visto anteriormente,
&

, 1
s

12
4py
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Observandoque x'=x—x, e y'=y—y,_temos:

1

X=—y' 2
4p
1 2
x=xo=—(y-¥,)
4p
L |
eguacgdo reduzida da pardbola
com vértice em V(x, y,) e
concavidade voltada para a direita
Observacao:

Por meio da equacao e da pardbola esbocada, va-
mos obter as coordenadas do foco e a equacio da reta
diretriz. Analisando a figura, podemos concluir que:

coordenadas do foco — F(xaq- D, J/o)
equacéo da diretriz — x — (x,— p) = 0

42 caso — O eixo de simetria paralelo ao eixo x, vér-

tice no ponto V(x,;y,) e concavidade para a esquerda.
¥

Y’

Vof-—

No referencial x'Vy'(o vértice é a origem), a equa-
cao da parabola, conforme visto anteriormente, é:
. T .
xX'= - —
4p 4
Observandoque x'=x—x_ e y'=y -y, ,temos:
, 1

12
X = —-——
4p X
x=x,= —=(y-y,)
o 4p o

| ]
equacdo reduzida da parabola com
vértice em V(x; y ) e concavidade
voltada para a esquerda

Observacao:

Por meio da equacao e da parabola esbogada, va-
mos obter as coordenadas do foco e a equacéo da reta
diretriz. Analisando a figura, podemos concluir que:

- Unidade 6 As conicas

coordenadas do foco — F(X,, =p; ya)

equacao da diretriz = x—(x,+p) = 0

Exemplos:

1. Por meio da equacao da parabola (y — 3)? =
= 12(x + 4), vamos obter as coordenadas do

vértice, as coordenadas do foco e a equacao
da diretriz.

+  Reescrevendo a equacao dada e comparan-
do com a equacgac correspondente ao 3¢
caso, temos:

1 2
+4=—-(y-3
X g U3

1 2
X=X, = E(y—yg]

Vértice e o valor de p:

V(x,; ¥, )= V(—4; 3) = coordenadas do vértice

4dp=12=p=3

+  Como a parabola tem a concavidade volta-
da para a direita, o foco tem a mesma or-
denada gue o vértice. Ja a abscissa tem 3
unidades (valor de p) a mais que a abscissa

do vértice. Assim, podemos obter as coor-
denadas do foco:

F(—4 + 3, 3)=F(-1, 3) = coordenadas do foco

+ Adiretriz sera perpendicular ao eixo das abs-
cissas e estd situada 3 unidades & esquerda
do vértice, isto &;

x-(—4-3) =0=x+7 =0 — equacao da
reta diretriz

2. Com base no gréfico a seguir, vamos obter a

equacao reduzida da parabola.

Flguras: & DAE




Pela figura, temos que a parabola possui conca-
vidade voltada para baixoe o vértice éopontoV(-2; 4).
Dessa forma, a equacao seré:

y=¥a= _E(x_xo)

1 2
—4= ——(x+2
y 4p( )
- Como o parametro da parabola é o dobro
da distancia do vértice ao foco, temos:
2p=2-(4=2)
2p=4=p=2

- Assim, a equacao da parabola &

1 ; i ;
—4 = ——(x+2) y-4 = —— - (x+2
y 2ty =y g (x+d)

Funcdo quadratica e parabola

No volume 1 desta Colegao, quando estuda-
mos funcdes, observamos que o gréifico de qual-
quer funcdo quadritica f:R—R, definida por
y=1flx) = ax* + bx+ ¢, para g, b e c nUmeros reais, com
a = 0, é uma parabola. Numa funcao y = flx), para
cada valor de x no dominio hé apenas um valor de y
em correspondéncia. Assim, os graficos das fungdes
quadraticas sao de dois tipos: concavidade voltada
para cima ou concavidade voltada para baixo.

4

Figuras: & DAE

As coordenadas do vértice dessas parabolas
podem ser determinadas a partir das seguintes re-
lacGes:

b
¥ "
A b -dac
W= TIa - Ad

Podemos, partindo da lei de formacao da fun-
cao quadrética, obter a equacdo reduzida da para-
bola (também conhecida como férmula canénica).
Para tanto, utilizamos o procedimento de completar
o trindbmio em Xx:

y=3x—6x—10

y=3Kx—2) — 10
(& =Kk T—1)—=10
—2x+1)—3-10
=3x—1)P—-13=y+13=3(x— 17

Vamos comparar essa equagao com a equagao
correspondente ao 12 caso, obtida anteriormente;

Y=w= a-(x—x,_,)z
e

1
V== lxx)

Concluimos que:
1
a=—
4p
+ Quando g>0, a concavidade é voltada para
cima, e quando a<0, a concavidade é vol-
tada para baixo.

.

Exemplo:

Dada a funcdo quadrdtica definida por
y= 3x’— 6x-10, vamos obter as coordenadas do
vértice da correspondente pardbola e a equacao da
diretriz.

- Utilizando o procedimento de completar tri-
némio, temos:

y=3x-6x-10

y=30¢—=2%)-10
y=30=-2x+1-1)-10
y=3x—-2x+1)—-3-10
y=3x-=12=-13=2y+13=3(x-1)2
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Assim, as coordenadas do veértice sao V(1, -13).

+ A partir do valor de g (a = 3), determina-
maos p:

a=—
4p
55=L:*,»,ﬂ:)=l
4p 12

» Como a concavidade da parabola é voltada
para cima, o foco tem a mesma abscissa do

Exercicios resolvidos

vertice, e a ordenada ¢é a ordenada do verti-
ce adicionado ao valor de p:

F(L =154 i] BN F[l, _ 1
12 12
A reta diretriz é paralela ao eixo das abscis-
sas, p unidades abaixo do vértice:
1 157 _

= —13-— =y +
/ 2 7

0

1. Obtenha a equacdo da pardbola que tem eixo de sime-

tria paralelo ao eixo das abscissas, foco em (1; 5) e reta
diretrizx = 3.
2p=3-1
p=1
1+3
Vértice: (T 5] = {2:°5)

1 2
LX—2=——(y-5
2 4(}' )

Determine o vértice, o foco e a equacao da reta diretriz
da pardbolax® + 6x + 8y +1=0.
X+b6x+8y+1=20

X+ 6x +9=-8y—-1+9

(x +3)V=-8(y-1

1 ,
—(x+ 3=y -1
3 Y

Vértice: (-3; 1)
1 1
=——_ .p=2

ap 8P

Foco: (-3;1-2)=(-3;-1)

Reta diretrizy=1+2 . y=3

3. Obtenha a equacao reduzida da pardbola a seguir,
sabendo que seu foco € o ponto F(2;-2).

Figuras: @ DAE

Vértice: (-1;-2)
p=2-(-1) p=3
Logo:

]
x+1=—(y+2)
12y

i

/]

2y

=9

S5~
=

|
N}
|
SN
[
At
o
U
o
=

5 F(2; -2)

Exercicios propostos

Resolva os exercicios no caderno.

1. Uma parébola, guando representada no plano cartesia-

no, tem vértice no ponto V(3; 4) e foco no ponto F(7; 4).
Obtenha a equacan: Respostas no Manual do Professor.
a) da reta diretriz dessa parabola.

b) da parabola.

Represente, no plano cartesiano, a pardbola de equacao
(x—2P=8-(y-1)e em sequida, indique as coordenadas

do vértice, do foco e a equacao da reta diretriz.
Vértice: (2; 1). Foco: (2;3).
Equacao da reta diretriz: y==1ouy + 1 =0.

L i
y
M 5 /
3 //
2.
Bt //
0 X
5432101 2 3 456 7 8
| ISR S O (i
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3. Uma pardbola tem foco no ponto (-1; 5) e reta diretriz 0O comprimento da ponte € de 400 metros. Além disso,
deequacdox—3=0. Respostas no Manual do Professor. as hastes de ferro que sustentam os cabos medem 75
a) Quais sdo as coordenadas do vértice da parébola? metros, e 0 ponto mais baixo desses cabos estd a uma

distancia de 15 metros do solo. Qual é a altura h que

b) Qual é a equacio da pardbola? : ;
ki) €quagaodap esses cabos se encontram do solo a uma distancia de

4. Determine o vértice, o foco e a equacao da reta diretriz 1%0 metros de qualquer uma das extremidades?
" - - 30 metros
das parabolas cujas equaces sio: = 2
Res %stas no ManJuaI dquro 8501 7. Uma construcao de concreto em uma praga tem o

ajxX*+4ax—6y+22=0 formato aproximado de uma parabola, como mostra a

by -2y +4x+13=0 figura a seguir:
5. Considere as pardbolas de equacbes y = x> — 4 e
y=—x+12x+ 28

a} Determine os pontos em gue as pardbolas se inter-
sectam. (8;60)e (-20)

b) Obtenha a equagao da reta que passa pelos pontos 20m
de intersecgdo das duas pardbolas. y =&+ 12
6. Considere que 0s cabos de uma ponte tém o formato
aproximado de uma pardbola, como mostra a figura a
seguir: 20 m 2m
Calcule a distdncia em que se encontra do solo um ponto

uEa % do arco gue dista 2 metros de uma de suas extrermnidades.
P : 7.2 metros.
100m h=? 15 m 5 8. Elabore um problema envolvendo a simetria de duas
d £

pardbolas. Resposta pessoal

gumas conclusoes

Procure responder algumas questes envolvendo o estudo de elipse, hipérbole e parabola. Caso sinta alguma
dificuldade em obter respostas, sugerimos retomar os conceitos principais.

Questdes:
1. Como vocé define elipse?

Quais sao as denominagdes dos trés eixos de uma elipse?

Como calculamos a excentricidade de uma elipse?

> woN

Qual é a equacao reduzida da elipse de centro no ponto (m, n), eixo maior medindo 2a e eixo menor medin-
do 2b, sendo o eixo local paralelo ao eixo das abscissas?

Como vocé define hipérbole?
Quais sao as denominagdes dos trés eixos de uma hipérbole?
O que indica a excentricidade de uma hipérbole?

. Como vocé define parabola?

© ® N o

. O que significa pardmetro de uma parabola?
10.Quais sao as possibilidades de concavidade de uma parabola, ja estudadas?

Troque ideias com seus colegas a respeito das respostas a essas questdes. Em seguida, liste as dificuldades en-
contradas e os assuntos que devem ser retomados.
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Vestibulares e Enem

Resolva os exercicios no caderno.

1. (Unesp-SP) A figura mostra um plano cartesiano no qual

foi tragada uma elipse com eixos paralelos aos eixos
coordenados. Resposta no Manual do Professor.

6
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Valendo-se das informacgdes contidas nesta representa-
¢ao, determine a equacao reduzida da elipse.

. (Enem) Durante uma aula de Matemdtica, o professor
sugere aos alunos que seja fixado um sistema de coorde-
nadas cartesianas (x, y) e representa na lousa a descrigao
de cinco conjuntos algébricos, | IL I, IV eV, como se seque:

I. éa circunferéncia de equacdo x® + y?* = 9.

Il. & a pardbola de equagio y =—-x2 - 1, com x variando
de-Tal.

Ill. é o quadrado formado pelos vértices (-2, 1), (-1, 1),
~1,20e(-22).

IV. é 0 quadrado formado pelos vértices (1, 1),(2,1),(2, 2)
e(1,2).

V. é o ponto (0, 0).

A seguir, o professor representa corretamente os cinco
conjuntos sobre uma mesma malha quadriculada, com-
posta de quadrados com lados medindo uma unidade
de comprimento, cada, obtendo uma figura.

Qual destas figuras foi desenhada pelo professor?

a)

b)

y.il

3. (UFPB) A secretaria de infraestrutura de um municipio

contratou um arquiteto para fazer o projeto de uma praga.
Na figura a seguir, estd o esboco do projeto proposto pelo
arquiteto: uma praca em formato retangular medindo
80 m - 120 m, onde devera ser construido um jardim em
forma de elipse na parte central.



3
@
:
F

10m B
10 m 0m
A C
10m D
{“
120 m

Estdo destacados na figura os segmentos AC e BD que
sdo, respectivamente, o eixo maior e o menor da elipse,
bem como os pontos F, e F,, que sao os focos da elipse
onde deverao ser colocados dois postes de iluminagao.

Com base nessas informacges, conclui-se que a disténcia
entre os postes de iluminagao serd, aproximadamente, de:

a) 68m
b) 72m
c} 76m

@gom

e) 84m

4. (Uema)Uma familia da cidade de Cajapié — MA comprou

uma antena parabdlica e o técnico a instalou acima do
telhado. A antena projetou uma sombra na parede do
vizinho, que estd reproduzida abaixo, coberta com uma
folha quadriculada.

14
A
Ponto 'F’

2
1
0 —™ X

Y

Diretriz

Note que a figura projetada na parede é uma conica. Con-
siderando as medidas mostradas e o sistema cartesiano
contido na folha quadriculada, a equagio que representa
aconica sera:

(y=2) =7(2x+1)

b) (y+2)°=7(2x+1)
A (y—3)'=12(x+1)
d) (y-2)°= —?(2x - %)

e (y+3)'= 2 (x-1)

. (UFRN) Um arguiteto projetou, para um saldo de dimen-

sdes 22 m por 18 m, um teto de gesso em formato de
elipse com o eixo maior medindo 20 m e o eixo menor,
16 m, conforme ilustra a figura abaixo.

Pt LY S ey

ey — |

22m

O aplicador do gesso afirmou que saberia desenhar a
elipse, desde que o arquiteto informasse as posicoes
dos focos.

Para orientar o aplicador do gesso, o arguiteto informou
que, nadirecao do eixo maior, a distancia entre cada foco
e a parede mais préxima & de:

a) 3m b) 4m (9)5m d) 6m

. (FGV-SP) Sendo m o maior valor real que x pode assumir

naequacao analitica (x—2)* + 4(y +5)* =36, enomaior
valor real que y pode assumir nessa mesma equacao,
entdo, m+n éigual a:

a) 8 @5 e) 3

b) 7 d) 4

. (UEM-PR) Sobre a conica de equagdo x* +4y" =9 assi-

nale o que for correto. 01 + 02+ 04 + 16 =23

01)Trata-se de uma elipse.

02)A conica intercepta o eixo das abscissas em (3, 0) e
(=3,0).

04)Se Ae Bsao pontos da conica que ndo sdo colineares
com 0s focos D e E da conica, os tridngulos ADE e
BDE possuern o mesmo perimetro.

08)A circunferéncia centrada na origem e de raio 2
tangencia essa conica.

1
16)0 ponto [24_ . 5] pertence & conica.
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Vestibulares e Enem

Resolva os exercicios no caderno.

8. (Udesc) A drea delimitada por uma elipse cuja equagao
2 2

X

o + i—;=l é dada por A = abm. Entao, a drea da regido
situada entre as elipses de equacdes 16x” + 25y* =400
e 16x’ + 9y’ =144 &

a) 12rua.

d) 256m u.a.
e) mua.

9. (FGV-SP) No plano cartesiano, hé dois pontos Re S
pertencentes a parabola de equacdo y = x* e que estdo
alinhados com os pontos A(D, 3) e B4, 0).

A soma das abscissas dos pontos Re 5 &
a) —045
b) —055
c) —065

—0,75

e) —0.85
10. (PUC-RJ) Considere a pardbola de equacao
y=x"—3x+4

a) Em quais pontos a reta de equagio y =2x intercep-
ta a parabola? (1;2) e (4;8)

b) Para quais valores reais de m a reta de equacgao
y=mx intercepta a parabola em exatamente um
ponto? m=—7oum=1

11. (PUC-RJ) Afigura abaixo mostra uma reta e uma parabola
de eixo vertical.

le

(0.8)

0,2)

(—2.0 /

7 02 \__/ @0

b

A J

Figuras: © DAE

12,

13.

14,

a) Sabendo que areta corta os eixos nos pontos (—2,0]
e (0,2), encontre aequaciodareta. y=x+ 2

b) Sabendo que a pardbola corta os eixos nos pontos
(0,8), (2,0) e (4,0), encontre a equacao da pardbola.
=x—6x +
c) I]-Encontre 0s pontos de intersecao entre a reta e a
pardbola. (1:3)e (5 8)

(UEM-PR) Um aluno desenhou, em um plano cartesiano,
duas conicas (elipse ou hipérbole), uma de excentricidade
0,8 e outra de excentricidade 2 4, tendo ambas como foco
o par de pontos (—12,0)e(12,0). 02 +04+08+ 16=30

Assinale o que for correto.
01)A conica de excentricidade 0,8 é uma hipérbole.

02)A cbnica de excentricidade 24 passa pelo ponto
(5,01

04)As conicas descritas possuem quatro pontos em
comum.

2 2
08) % + % =1 € uma equagao para a conica de ex-

centricidade 0,8.

16)A conica de excentricidade 0,8 passa pelo ponto
0,9).

(UFPE) Para cada nimero real g, analise as proposi¢oes a
seguir, referentes & representagdo geométrica da equagio
2 4ay’ +2x—2ay=0 em um sistema de coordenadas
cartesianas xOy.

Se a =1, a equacao representa uma circunferéncia. ¢

Se a =0, a equacao representa uma reta. v

Se a =3, a equagdo representa uma hipérbole. r

Se a=-2, a equacgao representa uma elipse.

Se a=-1,a equacao representa a uniao de duas retas. v

(UEPB) Deseja-se construir uma praga em forma de elipse
em um terreno retangular de dimensdes x metros e y
metros, com X > ¥, de perimetro 300 m e drea 5000 v,
conforme nos mostra a figura.

X

N |~

ST R4



15.

16.

Estando previstas as instalagdes de duas torres de ilumina-
¢ao, uma em cada foco da elipse, F, e F,, local de melhor
distribuicio e aproveitamento das mesmas, concluimos
que a distancia em metros entre as torres é:

a) 1003
b) 2543

@ 5043

d) 4043
e) 3043

(UFPR) Alguns telescdpios usam espelhos parabolicos,
pois essa forma geométrica reflete a luz que entra para
um dnico ponto, chamado foco. O gréfico de y = », por
exemplo, tem a forma de uma pardbola. A luz que vem
verticalmente, de cima para baixo (paralelamente ao eixo
y), encontra a pardbola e € refletida sequndo a lei de que
o angulode incidéncia é igual ao angulo de reflexdo. Essa
lei implica que os raios de luz verticais, encontrando a
pardbola no ponto (g, a3, serdo refletidos na direcao da
retaday+ (1 —4ax=a [O ] ]

Luz

Foco

(a,a?)
(0,0)

Sendo assim, calcule o ponto em que os raios de luz
verticais refletidos em (1, 1) e (2, 4) se encontraro.

(UFT-TO) Considere B o conjunto dos ndmeros reais e
beR . Encontre os valores de b, tais que no plano car-

tesiano xy, a reta y = x + b intercepta a elipse %2 +y'=1
em um Unico ponto. A soma dos valores de b é:
0
b) 2
A 245
d) 5
e) 2.5

17. (PUC-RJ) Considere a hipérbole de equagdo y = L
X

mostrada na figura abaixo:

v

(—=2,2)

=Y

Figuras: © DAE

a) Determine os pontos de interse¢ao entre a hipérbole

earetac de equagaa =x+ 2 =
[S—J_-l-\ _S'}e(——SE— 5)

b) Determine os pontos de mtersegao entre a hipérbole
e aretade equagaoy = x - 2.

Nao ha mterfec-qao entre a hipérbole e a reta.
c) Para quais valores do parametro real m a reta de equacao

y =2 =m(x + 2) intersecta a hipérbole em exatamen-
te um ponto? —3x5

m=————oum=10
2 ur

\pEsAFio N

(IME-RJ) Os triangulos ABC e DEF sao equilateros com
lados iguais a m. A drea da figura FHCG é igual a me-
tade da 4rea da figura ABHFG. Determine a equacao
da elipse de centro na origem e eixos formados pelos
segmentos FC e GH.

A y
A D
G
mmm——— F P S mmmm e
X
H
B E

a) 48x* 436y —\2m? =0
b) 8x2+16y? —\3m?=0

) 16x7+ 48y —3m’ =0
(d)) 8x* +24y> - m? =0

e} 16x* —24y> -m’ =0
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EXPLORANDO HABILIDADES E COMPETENCIAS

Orientagdes e respostas no Manual do Professor.

+ Veja a seguir as propriedades reflexivas de cada uma das cénicas.
- Na pardbola, qualquer raio paralelo ao eixo refletira para o foco.
+ Na elipse, qualquer raio que parta de um foco refletird no outro foco.

- Na hipérbole, qualquer raio que incida na direcao de um foco serd refletido para o outro foco.

Elipse Hipérbole

Superficie j o N

Tais propriedades fizeram com que essas cur-
vas fossem aplicadas em diversos sistemas fisicos,
como fardis de carro, salas de museus conhecidas
como “sala do sussurra’, telescopios e muitos outros.

1. Relacione cada um dos trés exemplos cita-
dos acima com uma das trés curvas dese-
nhadas. Pesquise por que cada curva foi es-
colhida para determinada construcao.

2. Qutros exemplos de aplicacdo das parabolas
sao os fornos solares e as antenas parabdli-
cas. Pesquise sobre esses objetos e outros
que utilizem as outras duas curvas em suas
construgdes.

3. Retome a técnica de desenho da parabola uti-
lizando a régua, o esquadro e o barbante. Con-
sidere que a régua tenha sido apoiada paralela-
mente ao eixo horizontal de um plano cartesiano
graduado em cm, 2 cm abaixo do eixo.

Se o ponto F escolhido foi (—1: 4), qual a equa-
cao dessa parabola?

Adilson Secco

- Unidade & As conicas

Parabola
Superfice
i Refletora
AT §
n\v §
v
\{h

4. Imagine que um terreno retangular sera utili-
zado para construir quatro "salas do sussurro”
tangentes, como na figura abaixo:

Se na planta do terreno, feita em computador,
a elipse do canto inferior esquerdo foi definida pela
equacdo 16x° —25x” =400 =0, responda:

Qual serd a equacao reduzida da elipse que
ocupa o canto superior direito?

Qual é a area da regiao cinza?

5. Considere um sistema de espelhos hiperbo-
lico de distancia focal 20 cm construido den-
tro de um telescépio refletor. Um raio de luz
incide no ponto P, como na figura abaixo, e
percorre uma distancia de 16 cm até atingir o
foco F,. Sabendo que o triangulo PF F, é re-
tangulo, determine a equagao dessa hipér-
bole. (Considere como centro o ponto (0,0).)




Bibliografia

Leituras complementares

Ao longo desta Colecao, vocé encontra alguns textos que selecionamos e que versam sobre
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vocé queira ampliar um pouco esse contato por meio dos textos relacionados a esses temas, suge-
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APRESENTACAO

Procuramos neste manual ndo apenas abordar nossas concepgoes a
respeito do ensino e aprendizagem da disciplina de Matematica, mas também
dar subsidios para auxiliar o professor na utilizacdo dos trés livros como um
instrumento importante em sala de aula. Pensamos em fornecer, além das
ideias gerais sobre os contelidos e seus objetivos, contribuices a respeito da
necessidade de reflexao sobre 0s assuntos que fazem parte do Ensino Médio.
Essas reflexdes também levam em conta a avaliacao e seu impartante papel
dentro do processo como um todo. Sabemos, como professores, da urgéncia
de adotar cada vez mais uma atitude reflexiva sobre nosso trabalho em sala
de aula. Essa postura permite conduzir o aluno a uma formacao matematica
desejavel nesse estagio da escolarizacao.

Um livro didatico pode, por exemplo, incluir momentos que permitam
a utilizacao de calculadoras e recursos no computador, mas é necessario que
tanto a escola quanto o docente invistam tempo e se organizem para que
isso seja possivel. O cotidiano de um professor de Ensino Médio exige, entre
outras coisas, estar “antenado’ ndo apenas aos contelidos que devem ser
trabalhados mas também com a realidade dos alunos. O mundo dos ado-
lescentes é cercado pela midia e pelas tecnologias, que, para eles, o tornam
muito mais “vivo”. Se para nés, em algumas ocasides, arrastar um mouse pode
representar um grande avanco, para nossos alunos ja é algo trivial. Aos poucos,
aquela cena de um professor com um livro em uma das maos e um toco de
giz na outra deve sofrer transformagoes. Nao que o livro ou o giz devam ser
abandonados, mas o personagem que os segura precisa realmente buscar
formas de envolver os alunos, de convencé-los da necessidade de ter uma
boa formacdo matemadtica para, entre outras coisas, compreender melhor
esse espetacular mundo das tecnologias.

Esperamos dar alguma contribuicdo a vocé, professor. Propomos talvez
mais perguntas do que respostas, por entendermos que, por meio das interroga-
¢Oes, somos levadaos a reflexdes e a novas dividas decorrentes dessas reflexdes.
Respostas serdo dadas, outras questées serdo levantadas. E o processo que nos
move. £ a forma como podemos evoluir. Esperamos que a leitura deste manual
possa, de alguma forma, contribuir. Bom trabalho!
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1. 0 Ensino Medio - diretrizes
A Educacéo Basica, formada pela Educacao Infantil, pelo Ensino Fundamental e pelo Ensino Médio, esta funda-
mentada na Lei de Diretrizes e Bases da Educacao Nacional. O conhecimento dessas diretrizes é desejével e neces-

sario a todos aqueles que, de alguma maneira, atuam na Educacao Basica. Apontaremos a sequir, resumidamente,
algumas dessas ideias norteadoras e comentarios para motivar sua discussao.

Finalidades do Ensino Médio

Para o Ensino Médio, etapa final da Educacao Bésica, apontam-se as sequintes finalidades:

I —a consolidacio e o aprofundamento dos conhecimentos adquiridos no Ensino Fundamental, possibili-
tando o prosseguimento de estudos;

11 — a preparacao basica para o trabalho e a cidadania do educando, para continuar aprendendo, de modo
a ser capaz de se adaptar com flexibilidade a novas condicées de ocupacao ou aperfeicoamento posteriores;

[11 - 0 aprimoramento do educando como pessoa humana, incluindo a formacao ética e o desenvolvimento
da autonomia intelectual e do pensamento critico;

[V — a compreensao dos fundamentos cientifico-tecnologicos dos processos produtivos, relacionando a
teoria com a pratica, no ensino de cada disciplina.

BRASIL. Ministério da Educacio. Lei de Diretrizes ¢ Bases da Educacdo Nacional (LDB). Lei n. 9.394, de 20 dez. 1996. Brasilia, DF, p. 169.
Disponivel em: <http:/fwww.planalto.govhr/ccivil_03/leis/L 9394 him>. Acesso em: 14 abr. 2016.

Comentario

Ao ingressar no Ensino Médio, o aluno ja adquiriu diversos conhecimentos sobre nimeros, tratamento da infor-
macdo, Geometria e Algebra. Assim, as retomadas sdo naturalmente feitas visando ao aprofundamento e & consoli-
dacdo desse aprendizado. O trabalho, par exemplo, no campo numérico exigird do aluno uma boa compreensao do
numero real (racional ou irracional) para que possa ser feita uma ampliacdo com os nimeros complexos.

O estudo de situacdes do cotidiano auxilia na compreensao da relacdo entre teoria e pratica. Assim, o trabalho com
redidas, Geometria e tratamento da informacdo pode ser direcionado nesse sentido. Além disso, o uso da calculadora e
do computador possibilita que o aluno explore ferramentas para desenvolver conhecimentos em Matematica.

Desafios do Ensino Médio
A identidade e a diversificacdo no Ensino Médio sdo citadas na Lei de Diretrizes e Bases da Educacao Nacional
como desafios a serem enfrentados:

Um dos principais desafios da educacio consiste no estabelecimento do significado do Ensino Médio, que,
em sua representacdo social e realidade, ainda nio respondeu aos objetivos que possam superar a visao dualista
de que & mera passagem para a Educacao Superior ou para a insergao na vida economico-produtiva. Esta supe-
racdo significa uma formacio integral que cumpra as multiplas finalidades da Educacao Basica e, em especial, do
Ensino Médio, completando a escolaridade comum necessaria a todos os cidadaos. Busca-se uma escola que nio
se limite ao interesse imediato, pragmatico e wtilitario, mas, sim, uma formacio com base unitaria, viabilizando
a apropriacao do conhecimento e desenvolvimento de métodos que permitam a organizacio do pensamento e
das formas de compreensao das relagdes sociais e produtivas, que articule trabalho, ciéncia, tecnologia e cultura
na perspectiva da emancipacio humana.

LDB, p. 170.

Comentario

Quando nés, professores, somos questionados pelos alunos “Para que serve estudar Geometria de Posicao?” (ou
outro contelido), ndo podemos dar a resposta pragmitica “Cai no vestibular” O estudo desse tema, por exemplo,



transcende em muito esse objetivo. O contato do alune com o conhecimento do meétodo axiomatico permite am-
pliar seu poder de argumentacdo diante de situagdes ndo necessariamente referentes a Matematica. Diversas profis-
sdes, come a de advogado, exigem argumentacdes irrefutaveis e sem falhas.

Do mesmo modo, conhecer Matematica Financeira e Estatistica permite nao apenas resolver problemas coloca-
dos na forma de exercicios na disciplina de Matemética. A tomada de decisdes em diversas profissoes exige a anélise
profunda de infarmacdes estatisticas e de projecoes financeiras que normalmente sao apresentadas por meio de
graficos. Mesmo na vida particular, essa tomada de decisdes pode afetar o bolso das pessoas: a compra parcelada de
um carro, por exemplo. Quais sdo os juros embutidos?

Avaliacdo no Ensino Médio

Trés sdo as dimensoes basicas de avaliacdo conforme as Diretrizes Curriculares Nacionais Gerais para a Educacao
Basica: avaliacdo da aprendizagem, avaliacao institucional interna e externa e avaliacao de redes de Educacao Béasica.
Observe a seguir cada uma dessas dimensoes.

A avaliacao da aprendizagem, que conforme a LDB pode ser adotada com vistas 2 promogao, aceleracio
de estudos e classificacao, deve ser desenvolvida pela escola refletindo a proposta expressa em seu projeto
politico-pedagogico. Importante observar que a avaliacao da aprendizagem deve assumir carater educativo,
viabilizando ao estudante a condicao de analisar seu percurso e, ao professor e a escola, identificar dificuldades
e potencialidades individuais e coletivas.

A avaliacdo institucional interna € realizada a partir da proposta pedagogica da escola, assim como do seu
plano de trabalho, que devem ser avaliados sistematicamente, de maneira que a instituicao possa analisar seus

avancos e localizar aspectos que merecem reorientacao.

A avaliacao de redes de ensino ¢ responsabilidade do Estado, seja realizada pela Unido, seja pelos demais entes
federados. Em ambito nacional, no Ensino Médio, ela esta contemplada no Sistema de Avaliacao da Educacao
Basica (SAEB), que informa sobre os resultados de aprendizagem estruturados no campo da Lingua Portuguesa
e da Matematica, lembrando-se o Indice de Desenvolvimento da Educacio Basica (IDEB), que mede a qualidade
de cada escola e rede, com base no desempenho do estudante em avaliacoes do Instituto Nacional de Estudos
e Pesquisas Anisio Teixeira (INEP) e em taxas de aprovacao.

BRASIL. Ministério da Educacio. Diretrizes Curriculares Nacionais Gerais para a Educacdo Bdsica. Brasilia, DE, 4 maio 2011.
Disponivel em: <http:/portal. mec_govbr/docman/abril . /15548-d-c-n-educacao-basica-nova-pdfs.
Acesso em: 15 abr. 2016.

Comentario

Temos nesse contexto o Exame Nacional do Ensino Média (Enem), que, desde seu surgimento, vem passando
por transformacoes gradativas e assumindo funcoes diferentes que visam a democratizacdo do ensino. Atualmente,
por exemplo, a pontuacao obtida no Enem pode ser utilizada como forma de ingresso em instituicdes de Ensino
Superior das seguintes formas:

» Pelo sistema de selecdo unificada (Sisu) como fase Unica;
= Como primeira fase no processo de ingresso;
= Compondo com o vestibular tradicional o processo de ingresso;

+ Para ocupacdo de vagas remanescentes do vestibular.

As mudangas estabelecidas a partir de 2009 no Enem estdo também relacionadas a varios fatores. Um deles é
a necessidade de reformulacdo do curriculo do Ensino Médio (observando-se a Base Comum Nacional Curricular).
Qutro é proporcionar uma melhor qualidade no Ensino Médio brasileiro, pois esse exame avalia o desenvolvimento
de certas competéncias e habilidades dos alunos nao de forma isolada, mas de forma conjunta.
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0 Exame Nacional do Ensino Médio
O Enem é composto de uma redacao e de 180 questoes e € realizado em dois dias. Essas questdes estao divididas
em quatro dreas do conhecimento (45 questdes para cada drea):

» Linguagens, Codigos e suas Tecnologias;
= Matematica e suas Tecnologias;

» Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias;
« Ciéncias Humanas e suas Tecnologias.

As questdes sao elaboradas como base na Matriz de Referéncia (difundida pelo MEC), em que sdo descritas as
competéncias e habilidades desejaveis para um aluno no fim do Ensino Médio. Elas estdo fundamentadas em cinco
eixos cognitivos comuns as quatro areas do conhecimento:

L. Dominar linguagens (DL): dominar a norma culta da Lingua Portuguesa e fazer uso das linguagens mate-
mitica, artistica e cientifica e das linguas espanhola e inglesa.

11. Compreender fenomenos (CF): construir e aplicar conceitos das varias areas do conhecimento para a
compreensio de fendmenos naturais, de processos historico-geograficos, da produgao tecnologica e das mani-
festacoes artisticas.

111. Enfrentar situagdes-problema (SP): selecionar, organizar, relacionar, interpretar dados e informacdes re-
presentados de diferentes formas, para tomar decisoes e enfrentar situacdes-problema.

IV, Construir argumentagdo (CA): relacionar informacoes, representadas em diferentes formas, e conhecimentos
disponiveis em situagdes concretas, para construir argumentacao consistente.

V. Elaborar propostas (EP): recorrer aos conhecimentos desenvolvidos na escola para elaboracao de propostas
de intervencao solidaria na realidade, respeitando os valores humanos e considerando a diversidade sociocultural.
BRASIL. Ministério da Educacio. Matriz de Referéncia do ENEM 2009. Disponivel em: <htp://portal mec.govbridmdocuments/

matriz_referencia_novoenems. Acesso em: 15 abr. 2016.

Comentario

Ateoria dos conjuntos, por exemnplo, & uma parte dos assuntos abordados no Ensino Médio em que a linguagem
matemaética se faz presente. A simbologia empregada na Matemtica representa uma simplificacao na escrita, mas
& dotada de significados importantes. Quando escrevemos y = f(x), par exemplo, estamos indicando que a variavel
y depende da varidvel x, ou, conforme o contexto, que a grandeza representada por y é uma funcdo da grandeza
representada por x.

E desejavel que o aluno, ao enfrentar uma situacio-problema, compreenda inicialmente o que é proposto e, a
sequir, tenha o habito de elaborar mentalmente um plano para buscar uma solucdo. Essas sdo apenas duas etapas
importantes na resolucdo de problemas que levam o aluno a enfrentar situacdes novas, além de tornar as aulas muito
mais motivadoras.

A formacado do professor

Sao indmeras as preocupacdes em relacao a formacdo do professor. Existem problemas crénicos e reconhe-
cidos na formacao desse profissional que acabam refletindo em seu desempenho em sala de aula. Nesse sen-
tido, muitas escolas tomam iniciativas promovendo discussoes, criando grupos de estudos e até incentivan-
do professores a ingressar em cursos de formagado continuada promovidos em suas comunidades. Conforme
as Diretrizes Curriculares Nacionais Gerais para a Educagao Bésica, “é necessério repensar a formacao dos professores
para que possam enfrentar as novas e diversificadas tarefas que lhes sao confiadas na sala de aula e além dela”



Essas preocupacoes ja faziam parte do projeto de lei gue propunha o Il Plano Nacional de Educacao, para o decé-
nio 2011-2020. Nele sdo previstos, entre suas diretrizes, a valorizacdo do professor, incluindo também o fortalecimento
da formacao inicial e continuada dos docentes. Sobre essa valorizacdo, destacam-se as seguintes metas:

« Meta 15: Garantir, em regime de colaboracio entre a Unido, os Estados, o Distrito Federal e os Municipios,
que todos os professores da Educacao Basica possuam formacao especifica de nivel superior, obtida em curso
de licenciatura na drea de conhecimento em que atuam.

* Meta 16: Formar 50% dos prolessores da Educacao Basica em nivel de pos-graduacao lato e stricto sensu,
garantir a todos formacio continuada em sua drea de atuacio.

* Meta 17: Valorizar o magistério publico da Educacio Basica a fim de aproximar o rendimento médio do
profissional do magistério com mais de onze anos de escolaridade do rendimento médio dos demais profissionais
com escolaridade equivalente.

* Meta 18: Assegurar, no prazo de dois anos, a existéncia de planos de carreira para os profissionais do

magistério em todos os sistemas de ensino.

BRASILIA. Ministério da Educacio. Plano Nacional de Educagdo 2011-2020. Disponivel em:<http:/portal mec govbr/
index.php?option=com_docmanérview=download&ralias=7116-pl-pne-2011-2020&Ttemid=30192>.
Acesso em: 16 abr. 2016

Comentario

Sabemos que a escola carrega enormes preocupacoes ligadas a reformulacoes e atualizacoes. Exatamente neste
ponto é que compreendemos se encontrar uma das oportunidades de contribuir para a formacao continuada dos
professores. Como existem essas preocupacoes quanto as constantes e necessarias atualizacdes, o docente, fazendo
parte do chamado “projeto educativo da escola’, naturalmente acaba se envolvendo com diversas questoes ligadas
ao seu papel: discussées sobre problemas de aprendizagem, comportamentos, elaboracao de programas de cursos,
de projetos diversos implantados pela escola, entre outras.

Além da formacaa continua do professor realizada na propria escola, hd outras possibilidades. Entre elas, destaca-
rmos a formacao realizada presencialmente em faculdades e universidades e aquela efetuada por meio da educacéo
a distancia. Esta ultima, em crescimento em nosso pais, exige suportes de comunicacao, como acesso a internet e as
plataformas utilizadas para os cursos. O procedimento desse tipo de formacao baseia-se geralmente na articulacdo
entre as atividades a distancia (videoconferéncias) e as atividades presenciais.

No que diz respeito a questao social, cada vez mais o professor tem de conviver com os interesses de aluncs e
pais no dia a dia da escola e saber administra-los. Se cansiderarmos o ponto de vista da escola, é exigida do professor
a participacao ativa ndo apenas nas definicdes dos rumos politicos e pedagdgicos da instituicao como também no
gerenciamento de projetos de trabalho. Olhando pelo lado pessoal, o professor é continuamente solicitado a parti-
cipar de discussoes coletivas com seus colegas, além de preocupar-se com aquelas tarefas didrias que sua profissao
exige. Desse modo, a escola é para o professor fonte primordial de questdes para pesquisa.

Assim, cada vez mais o docente pode encontrar condicoes para obter o aprofundamento tedrico necessario
para enfrentar e resolver as questdes encontradas no ambito escolar, Tanto as instituicdes de formacao presencial ou
a distancia quanto a midia social vém oferecendo oportunidades de participacdo em grupos de estudos na area de
Educacao Matemética.

Procure, em sua cidade, centros, geralmente ligados as universidades, gue promovem cursas de pds-graduacio
e encontros para debater a educacio. Além disso, existern revistas e boletins de Educacdo Matematica que podem
ser assinados pela propria escola. No fim deste manual, sugerimos algumas referéncias sobre formacao docente.

2. A area de Matematica no Ensino Médio

Quais sa0 os principais objetivos da Maternatica na Educacao Basica? E os objetivos da Matematica no Ensino Mé-
dio? Essas perguntas exigerm uma profunda reflexdo sobre o que entendemos ser a Matemitica, nosso objeto de estudo.
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Reflexdes sobre a Matemdtica

O gue é Matemitica? Como ensind-la? O que ensinar?

Keith Devlin, professor do Departamento de Matemitica da Universidade Stanford, é conhecido no Brasil por
seus livros interessantes sobre o tema. Entre eles, dois se destacam: O gene da Matemdtica e O instinto matemdtico. Neste
dltimo, encontramos uma reflexdo interessante em um de seus capitulos, cujo titulo é O que é Matemética?. Repro-
duzimos parte dessa reflexdo a seqguir.

Os numeros surgiram logo que nossos antepassados reconheceram que conjuntos de, por exemplo, trés bois,
trés lancas e trés mulheres tinham algo em comum: o cardter triplice. O padrao em questio é de numerosidade,
isto €, tamanho de um conjunto. Os niimeros propriamente ditos sio objetos inventados para descrever esses
padrdes: o ntimero 1 descreve o padrao da unidade, 2 descreve a duplicidade, e assim por diante.

Uma vez que vocé tem numeros, pode ver padroes entre esses niimeros, por exemplo, 2 + 3 = 5, e assim
surge a Aritmética. Padrdes de forma, importantes na designacio de quem possui tal ou qual pedaco de terra
ou na construcdo de edificios, deram origem a Geometria, uma palavra que deriva da expressdo grega para
“medicao terrestre”. Quando combina padrées de forma com padrdes de niimeros, vocé obtém a Trigonometria.

No século XVII, Isaac Newton, na Inglaterra, e Gottfried Leibniz, na Alemanha, inventaram de forma inde-
pendente o calculo diferencial e integral, o estudo dos padrdes de movimento continuo e suas variagoes. Antes
do calculo, a Matematica se restringia essencialmente a padroes estticos: contagem, medicdo e descricao de
forma. Com a introducao de técnicas para lidar com movimentos e variacdes, 0s matematicos puderam estudar
o0 deslocamento dos planetas e de corpos em queda livre na Terra, o funcionamento de maquinas, o fluxo de
liquidos, a expansao de gases, forcas fisicas como o magnetismo e a eletricidade, o voo, o crescimento das plantas
e animais, a disseminacdo de epidemias, a flutuacao dos lucros, e assim por diante.

Aproximadamente na mesma época em que Newton e Leibniz estavam inventando o calculo, os matemati-
cos franceses Pierre de Fermat (1601-1665) e Blaise Pascal (1623-1662) trocaram uma série de cartas nas quais
desenvolveram os fundamentos da area da Matematica conhecida como teoria da probabilidade, que estuda
padroes que surgem quando vocé repete um evento aleatério muitas vezes, como o lancamento de moedas ou
dados. (O trabalho deles era totalmente motivado pelo desejo de seus ricos protetores de melhorar o desempenho
nas mesas de apostas europeias.)

A atual tecnologia computacional surgiu do estudo dos padroes do pensamento logico, a drea da Matematica
conhecida com logica formal.
DEVLIN, Keith. O instinto matematico. Traducao de Michelle Dysman. Rio de Janeiro: Record, 2009. p. 36-37.

Cormpreendernos, assim como esse autor, que a Matematica trata de padrdes. Também a Matematica que ensi-
namos nas escolas esta repleta de padrées e, além disso, intimamente relacionada a outros temas. Essa & uma visao
do que podemos considerar como sendo a Matemaética.

Morris Kline é o autor do livio (em espanhol) Matemdticas para los estudiantes de humanidades (Matematica para os
estudantes de humanidades). O primeiro capitulo dessa obra tern um titulo, no minimo, intrigante: “Por que estudar
Mateméticas?”. Nao vamos aqui discutir o plural por ele empregado ao referir-se a “mateméticas’, mas observar uma
interessante reflexao que ele promove sobre sua importancia. Em determinada parte desse capitulo, Kline afirma:

O tema tem muitas facetas ou, como alguém diria, tantas cabecas como a hidra mitolégica. E possivel
considerar as matematicas como linguagem, como classe particular de estrutura logica, como corpo de conhe-
cimentos sobre 0 nimero e o espaco, como série de métodos para extrair conclusoes, com a esséncia do nosso
conhecimento do mundo fisico ou como mera atividade intelectual divertida. Mas seria muito dificil descrever
com exatiddo cada um desses aspectos em poucas palavras.

KLINE, Morris. Matemdticas para los estudiantes de humanidades. Fondo de Cultura Econémica de Espania, 1992 p. 13. (Tradugdo nossa.)



Um pouco mais adiante no texto de Kling, ha algumas ideias gue podemos utilizar como ponto de partida para
refletir sobre a importancia da Matemdtica:

Dessas reflexdes se chega a conclusao de que os sentidos, a medicdo e a experimentacao, para nio considerar

sendo trés formas diferentes de adquirir conhecimento, sao insulicientes em muitas situacoes. A razio é essencial.

O advogado, o médico, o cientista e o engenheiro se valem da razao todos os dias para chegar a conhecimentos

que de outra maneira seriam inacessiveis ou que somente seriam obtidos a custo em excesso elevado e enorme

gasto de energia. As matematicas, mais que nenhuma outra atividade humana, dependem do raciocinio para

produzir conhecimentos.

KLINE. p. 13.

Ao citarmos dois autores relacionados as pesquisas e a historia dessa ciéncia, pretendemos evidenciar a grande

dificuldade em definirmos Matematica ou em delinearmos essa disciplina no Ensino Média. Se concordamos que a

Matemdtica trabalha com padrées, também aceitamos que a partir desses padroes € essencial o entendimento e o
estabelecimento das correspondentes relacoes, papel fundamental na elaboracdo do conhecimento matemdtico.

Apenas como exercicio mental, sugerimos que vocé, caro professor, defina sequndo seu ponto de vista o
que é Matemética. Registre essa definicdo no inicio de um periodo letivo. No inicio do proximo periodo letivo,
faca o mesmo e compare essas definicoes. E bem provavel que sejam distintas, pois os estudos transformam
nosso conhecimento e nossas concepgoes.

Objetivos da Matematica na Educacdo Basica

Em 2015, um documento resultante de um profundo estudo de especialistas foi apresentado a sociedade para
uma etapa de discussoes: a Base Nacional Comum Curricular. E a base para a renovacao e também o aprimoramento
da Educacao Basica como um todo.

Na drea de Matematica para a Educacgao Basica, destaca-se seu papel fundamental e a forma como seu conheci-
mento deve ser considerado:

A Matemitica assume um papel flundamental para o pleno acesso dos sujeitos a cidadania. Em uma sociedade
cada vez mais baseada no desenvolvimento tecnologico, os conhecimentos matematicos tornam-se imprescin-
diveis para as diversas acdes humanas, das mais simples as mais complexas, tais como compreensio de dados
em graficos, realizacao de estimativas e percepcio do espaco que nos cerca, entre outras.

O desenvolvimento desta area do conhecimento, a Matematica, foi e continua sendo por meio das relacoes
que 0 homem estabelece com a sociedade em que vive. O conhecimento matematico € fruto da busca, pelo ser
humano, de respostas a problemas que a sociedade lhe apresenta em suas praticas sociais. A Matematica nao ¢,
e ndo pode ser vista pela escola, como um aglomerado de conceitos antigos e definitivos a serem transmitidos
aof/a estudante. Ao contririo, no processo escolar, é sempre fundamental que ele/a seja provado/a a construir e
a atribuir significado aos conhecimentos matematicos.

Dessa forma, a Matematica pode ser vista como uma fonte de modelos para os fenomenos que nos cercam.
Esses modelos compreendem ndo somente os conceitos, mas as relagoes entre eles, procedimentos e represen-

tacoes de diversas ordens.

BRASIL. Ministério da Educacao. Base Nacional Comum Curricular. (Proposta preliminar para consulta publica). Brasilia, DF,
16 set. 2015. p. 127. Disponivel em: <http:#basenacionalcomum. mec.govbr/documentos/BNCC-APRESENTACAQ. pdf>.
Acesso em: 14 abr. 2016.

Um pouco mais adiante, nesse mesmo documento, aponta-se a apropriacao do conhecimento matemdtico
como condi¢ao fundamental para que o aluno da Educacao Basica possa atingir plenamente a cidadania. Para tanto,
é necessario o desenvolvimento de uma forma de raciocinar. A partir dai sdo apontados os seguintes objetivos gerais
da érea de Matematica para a Educacdo Bésica:

» Estabelecer conexdes entre os eixos da Matematica e entre esta e outras areas do saber.

* Resolver problemas, criando estratégias proprias para sua resolucao, desenvolvendo imaginacio e criatividade.
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* Raciocinar, fazer abstracoes com base em situacoes concretas, generalizar, organizar e representar.
* Comunicar-se, utilizando as diversas formas de linguagens empregadas em Materatica.

* Utilizar a argumentacio matematica apoiada em varios tipos de raciocinio.
Base Nacional Comum Curricular, 2015, p. 129.

Objetivos da Matematica no Ensino Médio

De acordo com a Base Nacional Comum Curricular (ainda em estudo), temos preocupacdes bern atuais com essa
fase da Educacdo Basica:

O Ensino Médio caracteriza-se como a tltima etapa da Educacao Basica. Nao é uma etapa isolada e inde-
pendente das anteriores, mas, sim, uma etapa complementar, que deve oferecer condicoes ao estudante para
ampliar e consolidar as aprendizagens do Ensino Fundamental e desenvolver novas capacidades de interpretar e
refletir sobre diferentes contextos. Para isso, no ambito da escola, & necessario rever e redimensionar o curriculo,
de modo que a Matematica ao ser apresentada ao estudante evidencie sua relevancia social e cultural e seu papel
no desenvolvimento historico da ciéncia.

Base Nacional Comum Curricular, 2015 p. 149.

Em nossa sociedade, temos uma diversidade de situacdes em gue o conhecimento matemético é necessario:
como um importante instrumento para lidar com situacoes cotidianas; como apoio a outras areas do conhecimento;
como uma maneira de conduzir o desenvolvimento de habilidades do pensamento.

Durante os trés anos que compreendem o Ensino Médio, a Matematica representa uma parte do conhecimento
humano extremamente importante nao apenas para ler e interpretar nossa realidade mas também para ampliar e
construir uma visao de mundo. Nao podemos nos esquecer de que estamos formando alunos que se encontram em
processo de escolha profissional.

Além do cardter instrumental, a Matematica que é abordada nessa importante etapa da escolarizacao coloca-se
como uma ciéncia com caracteristicas proprias e linguagem especffica. Entretanto, tem uma funcao de integrar ou-
tras dreas do conhecimento, como as demais Ciéncias da natureza. Nesse sentido, devernos ter como preocupacao a
utilizacao de contextos diversos quando da abordagem de contelidos dessa disciplina.

A Matematica do Ensino Médio deve priorizar conceitos e procedimentos que possibilitem o estabelecimento
de conexoes tanto entre diversas ideias matematicas, como com outras areas do conhecimento, atentando para
suas aplicagoes sociais. O estudo das fungoes, por exemplo, deve priorizar aspectos relacionados a variacao entre
grandezas, permitindo que o/a estudante desenvolva efetivamente o pensamento funcional, em substituicdo as
habilidades relativas a simples manutencio simbolico-algébrica, normalmente privilegiada pela escola.

Base Nacional Comum Curricular, 2015. p. 150.

Ao aprenderem a Matemética contextualizada e integrada, sempre que possivel, com outras éreas do conheci-
rnento ou até mesmeo com questdes do cotidiano, os alunos desenvolvem habilidades essenciais para a estruturagdo
do pensamento, que os auxiliam cada vez mais na busca pela compreensao e interpretacio de situacoes diversas.
Desenvolvern também o habito de argumentar e a capacidade de analisar e tomar decisoes.

Compreendermos a necessidade do saber matemdtico na formacao de habilidades de pensamento e como
instrumento essencial em outras dreas do conhecimento. Acreditarmos ainda que a formacao do jovem pode ocorrer
levando em conta a dimensao histdrica do préprio conhecimento matemaético, além, é claro, dos contextos necessa-
rios para aprender Matemtica.

Com o acesso cotidiano relativamente facil as tecnologias diversas, espera-se que a disciplina de Matematica, o
professor e 0 aluno sejam inseridos em tais importantes recursos:

O trabalho com a Matematica no Ensino Médio pode ser enriquecido por meio de propostas pautadas no
uso de recursos tecnolégicos como instrumentos que visem auxiliar na aprendizagem e na realizacao de projetos,



sem anular o esforco da atividade compreensiva. Ha diversos softwares disponiveis na Internet que se aplicam ao
estudo das construcoes geométricas ou das funcées. Ha, ainda, planilhas eletronicas que auxiliam na organizacio
de dados e na elaboracao de tabelas e graficos.

Para tanto, € necessario que a escola possibilite aos/as estudantes o acesso, de modo ético e responsavel, a
softwares e sites de pesquisa. A producao rapida e excessiva de informacoes na sociedade atual requer um efi-
ciente pensamento analitico para compreender pesquisas de opinido, indices econdomicos, doencas, problemas

ambientais, entre outros.
Base Nacional Comum Curricular, 2015. p. 150-151.

Resumindo o que abordamos até aqui sobre o Ensino Médio, precisamos construir uma Matematica em sala de
aula que proporcione a nossos alunos uma visao dela como uma ferramenta Gtil para resolver problemas diversos
de sua vida cotidiana e, na mesma medida, uma visdo da Matematica como uma ciéncia logicamente estruturada.

Sendo assim, apresentamos os objetivos gerais da drea de Matemadtica no Ensino Médio extraidos da Base Na-
cional Comum Curricular:

* Aplicar conhecimentos matematicos em situacoes diversas, na compreensao das demais ciéncias, de modo
a consolidar uma formacio cientifica geral;

* Expressar-se oral, escrita e graficamente, valorizando a precisao da linguagem, na comunicacio de ideias
€ na argumentacao matematica;

* Compreender a Matematica como ciéncia, com sua linguagem propria e estrutura logico-dedutiva;
* Estabelecer relacoes entre conceitos matematicos de um mesmo campo e entre os diferentes eixos (Geo-

metria, Grandezas e Medidas, Estatistica e Probabilidade, Ntimeros e Operacdes, Algebra e Fungées), bem como
entre a Matematica e outras areas do conhecimento;

« Desenvolver a autoestima e a perseveranca na busca de solucdes, trabalhando coletivamente, respeitando
o modo de pensar dos/as colegas e aprendendo com eles/as;

« Analisar criticamente os usos da Matematica em diferentes praticas sociais e fendmenos naturais, para
atuar e intervir na sociedade;

* Recorrer as tecnologias digitais para descrever e representar matematicamente situacdes e lendmenos da

realidade, em especial aqueles relacionados ao mundo do trabalho.
Base Nacional Comum Cwrricular, 2015. p. 151-152.

Note que a Base Nacional Comum Curricular ja indica como eixos para a Matemdtica no Ensino Médio: Geome-
tria; Grandezas e Medidas; Estatistica e Probabilidade; Numeros e Operacées; Algebra e Funcoes.

0 Enem e a Matematica

Apresentamos a seguir as sete competéncias e as 30 habilidades elencadas na Matriz de Referéncia para a pro-
va de Matemadtica e suas Tecnologias. Embora sejam habilidades diferentes (H1 até H30), podemaos encontrar em
questdes e situagdes diversas mais de uma habilidade envolvida. Citamos, apds cada competéncia, um exemplo de
questdo do préprio Enem, com resolucao e comentérios.

Competéncia de area 1 - Construir significados para os nimeros naturais, inteiros, racionais e reais.

H1 - Reconhecer, no contexto social, diferentes significados e representacoes dos nimeros e operacdes — natu-
rais, inteiros, racionais ou reais.

H2 - Identificar padroes numéricos ou principios de contagem.

H3 - Resolver situacdo-problema envolvendo conhecimentos numéricos.
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H4 - Avaliar a razoabilidade de um resultado numérico na construcao de argumentos sobre afirmagdes quantitativas.
H5 - Avaliar propostas de intervencao na realidade utilizando conhecimentos numéricos.

Competéncia de area 2 - Utilizar o conhecimento geométrico para realizar a leitura e a representacao da reali-
dade e agir sobre ela.

H6 - Interpretar a localizacdo e a movimentacdo de pessoas/objetos no espaco tridimensional e sua representa-
¢ao no espaco bidimensicnal.

H7 - Identificar caracteristicas de figuras planas ou espaciais.
H8 - Resolver situacao-problema gue envolva conhecimentos geométricos de espaco e forma.

H9 - Utilizar conhecimentos geométricos de espaco e forma na selecdo de argumentos propostos como solu-
cao de problemas do cotidianc.

Competéncia de drea 3 — Construir nocoes de grandezas e medidas para a compreensao da realidade e a solu-
¢ao de problemas do cotidiano.

H10 - Identificar relacées entre grandezas e unidades de medida.

H11 - Utilizar a nocao de escalas na leitura de representacao de situacdo do cotidiano.
H12 - Resolver situacdo-problema que envolva medidas de grandezas.

H13 - Avaliar o resultado de uma medicao na construcdo de um argumento consistente.

H14 - Avaliar proposta de intervencao na realidade utilizando conhecimentos geomeétricos relacionados a gran-
dezas e medidas.

Competéncia de area 4 — Construir nocoes de variacdo de grandezas para a compreensao da realidade e a
solucdo de problemas do catidiano.

H15 - Identificar a relacao de dependéncia entre grandezas.

H16 - Resolver situacao-problema envolvendo a variagdo de grandezas, direta ou inversamente proporcionais.
H17 - Analisar informacdes envolvendo a variacao de grandezas como recurso para a construcio de argumentacao.
H18 - Avaliar propostas de intervencao na realidade envolvendo variacao de grandezas.

Competéncia de drea 5 - Modelar e resolver problemas que envolvem varidveis socioecondmicas ou técnico-
-cientificas, usando representacoes algébricas.

H19 - Identificar representacdes algébricas que expressem a relagdo entre grandezas.

H20 - Interpretar gréfico cartesiano que represente relaces entre grandezas.

H21 - Resolver situacao-problema cuja modelagem envolva conhecimentos algébricos.

H22 - Utilizar conhecimentos algébricos/geométricos como recurso para a construgdo de argumentacao.
H23 - Avaliar propostas de intervencao na realidade utilizando conhecimentos algébricos.

Competéncia de area 6 - Interpretar informacoes de natureza cientifica e social obtidas da leitura de gréficos e
tabelas, realizando previsdo de tendéncia, extrapolacéo, interpolacao e interpretacao.



H24 - Utilizar informacées expressas em graficos ou tabelas para fazer inferéncias.
H25 - Resclver problema com dados apresentados em tabelas ou gréficos.
H26 - Analisar informacoes expressas em graficos ou tabelas coma recurso para a construgdo de argumentos.

Competéncia de area 7 - Compreender o cardter aleatdrio e ndo deterministico dos fendmenos naturais e
sociais e utilizar instrumentos adequados para medidas, determinacao de amostras e calculos de probabilidade para
interpretar informacoes de varidveis apresentadas em uma distribuicdo estatistica.

H27 - Calcular medidas de tendéncia central ou de dispersdo de um conjunto de dados expressos em uma
tabela de frequéncias de dados agrupados (ndo em classes) ou ern gréficos.

H28 - Resclver situacao-problerna que envolva conhecimentos de estatistica e probabilidade.
H29 - Utilizar conhecimentos de estatistica e probabilidade comao recurso para a construcao de argumentacao.

H30 - Avaliar propostas de intervencao na realidade utilizando conhecimentos de estatistica e probabilidade.

Com a implantacao da Base Nacional Comum Curricular, & necessario que, como professores, tenhamos uma
postura reflexiva permanente sobre os contetidos trabalhados, de tal forma que possamos associar e elencar as com-
peténcias e habilidades que estao sendo trabalhadas. Essa deve ser uma dinamica presente em nossas aulas, para que
também o aluno passe, de maneira clara e objetiva, a compreender cada vez mais a Matriz de Referéncia do Enem.

3. Uma colecao de livros de Matematica no Ensino Médio

Professor, agora que j abordamos as principais referéncias nacionais sobre o Ensino Médio, vamos procurar inse-
rir nossa colecao de Matemdtica nesse importante estagio da escolarizacao. Observaremos a seguir a estrutura desse
material de apoio na formacao desses jovens ao longo dos trés anos.

De modo geral, a abordagem que acreditamos ser adequada para o ensino da Matematica deve considerar a
necessidade de contextos, observando aplicaces, sempre que possivel. A apresentacao prematura de conceitos, por
rmeio de uma estéril cadeia de definicdes e propriedades, nem sempre deve ser o caminho percorrido. Entendemaos
que o raciocinio dedutivo deve ser trabalhado e valorizado, porém de forma gradativa. E desejavel que demonstra-
coes sejam feitas sempre que auxiliem na construcdo do conhecimento matemético. Dependendo do contetido,
podemos sugerir verificacdes empiricas de determinadas propriedades ou demonstracoes (de natureza dedutiva) de
outras propriedades, levando em conta o nivel de interesse e de compreensaa dos alunos.

Resumindo, na metodologia de ensino em que nos baseamos, o aluno deve ser participativo na construgdo do
conhecimento, resolvendo e discutindo situaces propostas. Deve ser continuamente incentivado a explorar deter-
rninados temas, a utilizar ferramentas como a calculadora e o computadoer em investigagoes que sdo conduzidas
no desenvolvimento de alguns conteldos, sempre que isso for possivel. Nao queremos, com isso, deixar de lado as
chamadas sistematizacdes necesséarias na consolidacdo dos conhecimentos adquiridos. Como professores, devermos
interferir construtivamente por meio de indagacdes que instiguem os alunos. Se assim procedemos, tambeém deve-
rnos saber escutar as conclusdes, suposicdes e dificuldades que esses mesmos alunos ativos exponham.

Distribuicdo dos contetidos

Os conteldos gue tradicionalmente compdem o Ensino Médio estao divididos em trés volumes. Nesta colecao,
cada volume, por sua vez, esta dividido em unidades subdivididas em capitulos. Nos quadros a seguir hé a descricio
correspondente a essa distribuicao, conforme nossa escalha.

Manual do Professor




12 ANO
Capitulo 1 — Ndmeros reais
Capitulo 2 - Nogdes basicas de conjuntos
Capitulo 3 — Operagoes entre conjuntos

Capitulo 4 — Figuras geométricas planas
Capitulo 5 - Semelhanca de figuras planas
Capitulo 6 — Areas de figuras planas

Capitulo 7 — Relacao de dependéncia entre grandezas
Capitulo 8 - Introdugao & Geometria Analitica
Capitulo 9 - Fungao afim

Capitulo 10 - Func¢ao quadratica

Capitulo 11 - Trigonometria no tridngulo retangulo
Capitulo 12 - Trigonometria em um triangulo qualquer

Capitulo 13 — Potenciagao nos reais
Capitulo 14 - Fungao exponencial
Capitulo 15 - Logaritmos

Capitulo 16 — Funcao logaritmica

Capitulo 17 - Sequéncias
Capitulo 18 - Progressao aritmética
Capitulo 19 - Progressao geométrica

No Volume 1, a Unidade 2 representa uma retomada dos principais tdpicos de Geometria Plana estudados no
Ensino Fundamental. Escolhemos incluir tal assunto nesse volume, pois, no sequinte, além da chamada Geometria de
Posicao, desenvolvemos topicos de Geometria Espacial.

22 ANO
Capitulo 1 — Proporcao e porcentagem
Capitulo 2 - Juros simples
Capitulo 3 — Juros compostos

Capitulo 4 — Trigonometria na circunferéncia
Capitulo 5 — Relagoes trigonométricas
Capitulo 6 — Transformagdes trigonométricas

Capitulo 7 — Matrizes e determinantes
Capitulo 8 - Sistemas de equacdes lineares

Capitulo 9 — Geometria Espacial de Posi¢ao
Capitulo 10 - Poliedros
Capitulo 11 — Prismas
Capitulo 12 - Piramides
Capitulo 13 - Principio fundamental da contagem
Capitulo 14 — Permutacoes
Capitulo 15 — Combinacdes e arranjos
Capitulo 16 - Bindmio de Newton
Capitulo 17 — Introdugdo a teoria das probabilidades
Capitulo 18 — Clculo de probabilidades
Capitulo 19 — Adicao e multiplicagdo de probabilidades
Capitulo 20 - Introdugdo & Estatistica
Capitulo 21 — Medidas de tendéncia central




Tradicionalmente, o estudo da Geometria Espacial € desenvolvido apenas no Volume 2. Optamos, porém, por
deixar para o Volume 3 parte desse tema: cilindros, cones e esferas. Assim, esse importante assunto da Matemética do
Ensino Médio nao € esgotado em apenas um ano.

Introduzimos também no Volume 2 o estudo da Estatistica até medidas de tendéncia central. Entretanto, no
inicio do Volume 3, fazemos uma retomada e ampliamos com as medidas de dispersao.

32 ANO
Capitulo 1 — Medidas de tendéncia central (retomada)
Capitulo 2 — Medidas de dispersao
Capitulo 3 — Probabilidades e Estatistica

Capitulo 4 — Coordenadas cartesianas
Capitulo 5 — A reta no plano cartesiano
Capitulo 6 — Distancia, drea e angulo

Capitulo 7 — A circunferéncia no plano cartesiano

Capitulo 8 - Cilindros
Capitulo 9 — Cones
Capitulo 10 - Esferas

Capitulo 11 - O conjunto dos nimeros complexas
Capitulo 12 - Operagdes na forma algébrica
Capitulo 13 - Forma trigonométrica

Capitulo 14 — Operagdes na forma trigonométrica

Capitulo 15 - Polindmios
Capitulo 16 — Operagdes com polindmios
Capitulo 17 — Equagoes algébricas

Capitulo 18 — Teoremas e relagdes

Capitulo 19 - Elipse
Capitulo 20 - Hipérbole
Capitulo 21 — Pardbola

Nao incluimos o estudo de limites e derivadas porque o consideramos adequado a etapa posterior ao Ensino
Meédio. Sdo conhecimentos abordados na disciplina de Célculo Diferencial e Integral, presentes em alguns cursos de
graduacio, sendo por isso mais restritos ao Ensino Superior.

Estrutura das unidades em cada volume

Vimos que cada um dos trés volumes contém seis unidades, subdivididas em capitulos. Vamos descrever agora
como cada unidade esta estruturada, da abertura ao fechamento. Para facilitar, utilizamos algumas ilustracoes retira-
das dos volumes da colecao.

Desenvolvimento dos contetidos

De modo geral, podemos dizer que cada capitulo é iniciado com alguma situacdo-problema, um exemplo que
desencadeia os conteldos. As situacdes apresentadas ou os exemplos dados referem-se a contextos variados, que
podem se relacionar a prépria Matematica e seus contelidos, ao cotidiano ou até mesmo a outra disciplina.

Para o desenvolvimento dos contelidos, utilizamos algumas secoes que devem auxiliar o trabalho do professor
e dos alunos nesse sentido. Sao elas:
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Questoes e reflexoes

E desejavel que o aluno tenha uma postura reflexiva e participativa no desenvolvimento do contetido trabalha-
do. Assim, uma forma de envalvé-lo é fazendo perguntas diversas, que podem, evidentemente, ser ampliadas pelo
professor. Algumas vezes, tais perguntas sao colocadas ao longo da teoria para sondar o conhecimento prévio do alu-
no, verificar sua compreensao e potencializar suas reflexdes. Em outros momentos, as perguntas propostas tém o ca-
rater de verificagdo imediata em meio a exemplos que foram desenvolvidos, conduzindo o aluno a alguma resolucéo.

Com essas questdes esperamos respostas que também devem ser analisadas pelo professor como sondagem
de aprendizagem, fornecendo indicios de compreensao ou de dividas, esperadas na construcao do conhecimento.
Embora tais respostas ou sugestoes de respostas estejam no Manual do Professor, elas objetivam muito mais a opi-
nido e o envolvimento do aluno do que qualquer preocupacao com exatidao.

Exercicios resolvidos

Como os capitulos apresentam subdivisdes, propomos diversos exemplos e exercicios resolvidos. Os exemplos
estao distribuidos ao longo do capitulo e servem de apoio ao desenvolvimento do contelido, articulando a teoria
com a resolucdo. Os exercicios resolvidos, por outro lado, constituem exemplos de como solucionar problemas ma-
temdticos que dizem respeito aguele contetido, passo a passo.

Diante dos exercicios resolvidos e dos exemplos, sugerimos que o professor ora reproduza os passos da resolu-
¢do na lousa, ora promova discussoes, orientando o aluno a acompanhar no proprio livro as resolugdes. Essa maneira
de observar exemplos e exercicios resolvidos cria o habito desejavel de “caminhar por si 5&' de refletir sobre como
fazer e de buscar a compreenséo de forma independente.

Exercicios propostos

A aprendizagem de conceitos matematicos ocorre quando os alunos conseguem estabelecer relacoes entre
contetidos e sao capazes de compreendé-los. Para que isso ocorra e haja seguranca ao fazer Matematica, é neces-
saria a fixacdo de certos procedimentos e a manipulacio das relacdes estabelecidas. Esse € um dos objetivos de tais
exercicios. Eles devem ser encaminhados tao logo as explicacdes dos contelidos correspondentes sejam dadas. De
acordo com a escolha do professor, podem ser propostos para resolucio individual em sala de aula ou em duplas. E
fundamental também que sejam devidamente corrigidos na aula, como forma de verificacdo das ideias basicas de-
senvolvidas. E necessario abservar as dividas levantadas pelos alunos, pois sio elementos que permitem ao professor
fazer, eventualmente, retomadas necessarias ou acrescentar mais exemplos e exercicios.

Como desejamos o desenvolvimento da autonomia dos alunos, sempre é recomendével que exercicios sejam
selecionados cormno "tarefa” a ser executada fora da sala de aula. Indicamos, entéo, que a verificacdo de procedimentos
e exercicios ocorra também entre os proprios alunos.

Por vezes, hd mais exercicios relativos a determinados assuntos. Isso ocorre pela caracteristica do tema, que pode
ter uma quantidade maior de conceitos e procedimentos exigidos para sua compreensao e desenvolvimento.

Geralmente, as Ultimas atividades exigem do aluno algo mais que uma simples fixacdo. Ndo sdo atividades com
grau elevado de complexidade, mas foram elaboradas procurando articulacdo com outros assuntos ja estudados ou
guesticnando os alunos de forma um pouco diferenciada em relacao as primeiras atividades. O objetivo & propor
situacdes diferentes para valorizar a busca de estratégias de resolugao. Algumas vezes, os alunos deveréo, por exem-
plo, elaborar enunciados com base em determinadas condicées. O intuito é conduzir o aluno a observar como é a
estrutura do enunciado de uma situacdo-problema e as relagdes entre seus dados.

Observacao

Dificuldades sdo esperadas e devem ser utilizadas para promover debates em sala de aula. A discussao coletiva
dessas atividades e sua resolucao, observando formas diferentes de procedimentas e impressdes dos alunos sobre
como pensaram, devem ser valorizadas e conduzidas pelo professor.
Exercicios de vestibulares e Enem

Os alunos do Ensino Médio tém diversas expectativas que precisam ser levadas em consideracao em sua forma-



¢do.Uma delas é a legitima preocupacao com o ingresso em uma universidade brasileira. Para tanto, é necessério que,
desde o 12 ano desse estagio da escolarizacio, eles tenham o habito de enfrentar situacdes presentes em questoes
de vestibular. Isso ndo quer dizer que a grande motivacao do ensino aqui proposto seja o vestibular em si, e sim que
essa € uma de suas finalidades.

No fim de cada unidade apresentamos uma diversidade de questdes retiradas de exames de vestibular que
envolvemn os contelidos trabalhados. Geralmente nao sdo de imediata resolucao, por isso consideramos importante
que algurnas delas sejam resolvidas coletivamente em sala de aula. Outras, a critério do professor, podem ser enca-
minhadas ou sugeridas aos alunos como autoavaliacao. Aquelas com grau de complexidade maior na resolucéo
podem ser utilizadas como componente da propria avaliacio (em forma de trabalho em pequenos grupos). No fim
do Manual do Professor, essas questdes estdo resolvidas.

Como o Enem também é uma preocupacao de nossos alunos, incluimos questdes que ja fizeram parte desse

importante exame brasileiro. Elas aparecem e meio as de vestibular. Mencionamos no Manual do Professor a habi-
lidade (ou as habilidades) exigida na questao.

Sugerimos ao professor que, ao corrigir ou verificar coletivamente tais questdes, as habilidades correspondentes
sejam identificadas e comentadas para a turma toda. E um trabalho simples, mas fundamental para a formacao e
preparacao do aluno para o Enemn: habitud-lo a observar as habilidades que estdo sendo exigidas dele.

No fechamento da unidade também apresentamos sugestdes do trabalho com habilidades e competéncias,
além das questdes do Enem.

Todas as unidades trazem no fim uma questdo desafiadora (a Ultima da unidade). Embora o cardter de desafio
possa ser considerado subjetivo de aluno para aluno, geralmente a questdo escolhida exige um conhecimento da
parte tedrica com maior profundidade ou apresenta uma complexidade maior em sua resolucao.

O desafio pode ser ampliado pelo professor, caso queira, e em conformidade com a turma. Atualmente, com as
facilidades de acesso as informacoes e sites especializados de busca, é possivel acessar ndo apenas outras questoes de
vestibular e do préprio Enem mas também questoes das Olimpiadas Brasileiras de Matemética (OBMs) e das Olimpia-
das Brasileiras de Matemética da Escola Publica (OBMEPs).

Explorando

Em alguns momentos, ao longo da colecdo, propomos atividades com caracteristicas bem diferentes dos Exerci-
cios Propostos ou dos Exercicios de Vestibulares e Enem. No Explorando, as atividades objetivam, entre outras coisas,
como o préprio nome da secdo indica, explorar determinado contelido ou situacao. Compreendemos que a forma-
cao de nossos alunos no Ensino Médio precisa cada vez mais ser conduzida no sentido de valorizar e potencializar o
aspecto investigativo. Além disso, as ferramentas computacionais e a calculadora representam meios presentes no
cotidiano de nossos alunos que ndo podem ficar distantes da sala de aula.

O uso da calculadora, de instrumentos geométricos ou de ferramentas computacionais & sugerido em algumas dessas
atividades. Assim, é preciso que haja, caso tais atividades sejam desenvolvidas em sala de aula, como sugerimos, uma prévia
organizacao, solicitando que os alunos tragam os instrumentos necessarios ou que a propria escola os disponibilize.
Observacoes

1. A calculadora pode ser empregada como instrumento, além das atividades sugeridas nesta secao. Por exem-
plo, existern exercicios em que o calculo numérico & apenas auxiliar. Nesses casos, o uso da calculadora acaba liberan-
do mais tempo para gue o aluno possa refletir sobre o exercicio e os resultados encontrados.

2. O computador faz parte do cotidiano do aluno. E um aliado importante a ser trazido para a sala de aula ndo
apenas pelo interesse do aluno mas também por seu emprego na construcao de graficos, na elaboracdo de tabelas
e na construcao de planilhas. Nao sdo somente graficos estatisticas, mas graficos de funcdes e gréficos de curvas
diversas, como elipse, hipérbole e parabola.

3. Para a construcéo de gréficos, sugerimos dois aplicativos importantes e de acesso gratuito: Winplot e Geogebra.

Embora o nimero de atividades do Explorando seja relativamente pequeno, elas podem ser ampliadas pelo
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professor juntamente com as ideias criativas que os alunos apresentam gquando estao diante de ferramentas com-
putacionais, por exemplo. Uma investigacdo matemdtica muitas vezes comeca com uma simples pergunta que o
professor faz a turma ou até mesmo com uma curiosidade observada por um aluno. Nesse tipo de atividade, o en-
volvimento do aluno ocorre de forma imediata. Nosso papel, como professores, € estimular a curiosidade para que o
aspecto investigativo faca parte do aprendizado.

Textos na Matematica

Cormn base no livro Letramento no Brasil: habilidades matematicas, tivemos a ideia de elaborar atividades nesta co-
lecao didética que representassern um convite a leitura de textos. Compreendemaos que a Matemaética nao pode ser
resumida, de modo tacanho, a busca de solugdes de questdes e de problemas. Como atividade humana que &, preci-
sa também ser compreendida por sua histcria, pela identificacdo de personagens responsaveis por descobertas que
a transformaram e pelas dificuldades encontradas nas buscas de explicacbes convincentes para determinada teoria.

Ao realizarmos um trabalho com textos da historia da Matemética estamos, de certa maneira, procedendo a uma
contextualizacio sociocultural. Nosso abjetivo é, entdo, compreender o conhecimento cientifico comao resultado de
uma construcao humana dentro de um processo histérico e social.

Apresentamos pelo menos um texto em cada unidade. Entretanto, conforme referéncias apresentadas no fim deste
rnanual, outros também podemn ser analisados e encaminhados pelo professor para leitura e andlise de seus alunos.

Os textos que envolvem personagens da histéria da Matematica sao geralmente muito bem aceitos e comen-
tados pelos alunos. E importante dizer-lhes que determinados personagens recebem inteiramente o crédito de um
feito, ao passo que outros que também deram contribuicdes permanecem no anonimato ou desconhecidos. Sabe-
mos também gue alguns nio tiveram o merecimento devido, enquanto para outros o reconhecimento foi tardio.

Algurnas dessas trajetdrias de vida e/ou de superacdo sao exemplos importantes para o conhecimento e a refle-
xao de nossos alunos. Como néo se emocionar com a precocidade de Gauss e com a preducdo Matematica intensa
de Euler, apesar de sua cegueira? Como nao ficar triste diante do fim prematuro de um potencial extraordindrio como
o de Galois? Nossos alunos precisam também ver esse outro lado dessa atividade que denominamos Matematica.

Os textos versam nao apenas sobre a historia da Matemdtica e de personagens mas também sobre a histéria
dos contetidos. Por vezes, utilizamos a forma textual para abordar explicacdes necesséarias para a compreensao de
contetidos diversos.

No fim de alguns textos elencamos questdes ou sugestdes de atividades que podem ser utilizadas para verificar
a compreensao do texto ou para potencializar ampliacoes a critério do professor e dos préprios alunos.

Observacao

Recomendamos, no fim do livio do aluno, algumas obras interessantissimas para leitura. Sao referéncias que abor-
dam a histéria da Matematica e algumas vezes de seus personagens, numa linguagem bem atraente. Sugerimos que
os alunos leiam pelo menos um desses livros ao longo do ano. Talvez até essa leitura possa fazer parte de uma atividade
de avaliacao: por exemplo, depois de ler o livro, 0 aluno apresenta, de forma resumida, as ideias principais contidas nele.

Algumas conclusoes

As unidades desta colecao contém grandes ternas subdivididos em outros. Esses temas sdo desenvolvidos em
sala de aula durante determinado tempo, ccupando, muitas vezes, semanas. Assim, € aceitavel e esperado, por exern-
plo, que nossos alunos apresentem dificuldades em relacao ao dominio do que foi abordado. Mesmo que eles re-
solvam os exercicios propostos e participem ativamente das aulas, é natural e necessario que facam retomadas e
resumos dos principais conceitos e ideias trabalhadas na unidade.

Assim, como uma espécie de roteiro, propomos uma reflexdo sobre o que foi desenvolvido na unidade voltada
ao contetido. Tal reflexao é conduzida por meio de dez questdes que podem ser ampliadas pelo professor. Ao procu-
rar a resposta para cada uma dessas questées, o aluno é remetido diretamente a verificacdo da aprendizagem. Nao é
necessdrio que ele apresente para a turma as respostas para tais questoes, pois estamos diante de uma autoavaliacdo
sobre o entendimento ou nao do objeto de estudo.



Sugerimos que esse carater de autoavaliacao seja motivado pelo professor e utilizado como uma reflexao sobre
asideias principais que compdem o assunto estudado. Essa pode também ser uma maneira de criar o hdbito de fazer
resumaos e retomadas de contetdos.

Fechamento da unidade

J& abordamos neste manual as competéncias e habilidades do Enem. Sugerimos um trabalho ao longo do desenvol-
virmento dos contetidos visando a compreensao das habilidades presentes na Matriz de Referéncia. Propusermos também
questdes nos Exercicios de Vestibulares e Enem que jé fizeram parte desse exame. Mas podemos ir um pouco além.

Como fechamento da unidade, a secdo que aqui apresentamaos cumpre com o ohjetivo de ampliar o trabalho
visando ao Enem. E o desenvolvimento das habilidades sendo realizado em um contexto diferente. Propomos a
leitura de um texto de cunho formativo relacionado as Ciéncias, podendo também estar ligado a arte, modelagem
rmatemadtica, inclusao social ou histdria da Matematica; enfim, procuramos diversificar. Depois da leitura de cada um
desses textos, alguns questionamentos sdo sugeridos.

E importante que se compreenda que ndo se trata de uma leitura complementar ou de uma atividade que possa
ser descartada. Ela est estruturada com a finalidade de proporcionar aos alunos um trabalho um pouco diferente em sua
formacéo. Sugerimos que tais atividades facam parte da avaliacdo do aluno, como um componente de desenvolvimento
de hahilidades e de compreensao de texto. Nesse sentido, o encaminhamento em duplas ou trios seria o recomendado.

As respostas ou sugestoes de respostas as questoes sao apresentadas no Manual do Professor.

Componentes e personagens na construcdo do conhecimento

A :

O livro didético de Matemdtica é apenas um instrumento que apresenta
o0s temas e fornece alguns possiveis caminhos a serem seguidos para o de-
senvolvimento dos contetidos nele inseridos. A maneira como ele é trabalha-
do dia a dia em sala de aula, como é manipulado pelo aluno em seus estudos
e pelo professor ao organizar seu trabalho e ao propor formas de avaliacdo
sd0 componentes decisivos para a construcao do conhecimento. E uma ver-
dadeira engrenagem que precisa ser montada para que funcione:

Assim, precisamos analisar como relacionar esses componentes e per-
sonagens!

Professor, aluno e atitudes

Figura: @ DAE

Como este € um manual destinado ao professor, propomos algumas re-
flexdes para que a construcao do conhecimento resulte numa aprendizagem
significativa para o aluno. Entendemos que outros topicos poderiam aqui ser incorporados pelo docente durante sua
atividade. O que temos a sequir é uma proposta para andlise e discussao.

* O livro didatico de Matematica é uma referéncia; entretanto, o papel do professor ¢ fundamental. Sua
postura deve estar ligada a ideia de [acilitador, orientador e incentivador da aprendizagem. Sempre que possivel,
ele deve instigar o aluno e valorizar sua autonomia. Ao aluno, cabe o papel ativo na construcio do conhecimento.

Ao considerarmos que o papel do aluno deve ser ativo, certamente teremos uma exigéncia bem maior do pro-
fessor, que devera saber ouvir e discutir impressoes vindas do aluno. Na sala de aula, é recomendavel que as carteiras
nao estejam sempre distribuidas em filas. As discussoes devem colocar o aluno lado a lado, para que ele aprenda a
ouvir e a defender seus argumentos.

Nesta colegao, esses momentos podem ocorrer diante do que chamamos Questdes e reflexdes, apds a leitura
de um Texto na Matematica, com a verificacdo de respostas e procedimentos quando de Exercicios propostos, na
abertura e no fechamento da unidade e também no Explorando. Cabe ao professor, com sua experiéncia, administrar
o encaminhamento de tais atividades.
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* Os conceitos matemdticos precisam, sempre que possivel, ser inicialmente trabalhados de forma intuitiva,
por meio de exemplos e boas questoes. Somente depois € que serdo formalizados.
Quando abordamos as primeiras ideias de Geometria Analitica, nds, professores, podemos questionar os alunas
sobre o que é necessario saber para localizar um ponto na superficie terrestre. Apenas nesse questionamento acaba-
mos envolvendo nao apenas o aluno mas também outra drea do conhecimento: a Geografia.

QOutro exempilo seria o primeiro contato dos alunos com o tema funcdes. Podemos solicitar a eles que informem a
relacio entre o nimero do calcado que utilizam e o tamanho dos seus pés. Estamos aqui diante do conceito de fungdes.

* Vivenciar, sempre que possivel, alguns conteudos desenvolvidos.

Quando iniciamos o estudo de probabilidades, por exemplo, podemos levar para a sala de aula moedas, dados,
cartas de baralho, roletas, volantes de loteria esportiva, resultados da Mega-Sena e outros jogos conhecidos, propon-
do questdes diversas.

Se o assunto € funcao quadrdtica, podem-se levar para a sala de aula pedacos de barbante com 20 metros de compri-
rmento e solicitar que os alunos construam no chao, utilizando esses fios, alguns retangules com 20 metros de perimetro.
Depois, pergunta-se a eles, por exemplo: Quais sdo as medidas dos lados desses retangulos e quais sdo suas respectivas
areas? Em seguida, eles devem descabrir as medidas dos lados da retangulo gue apresenta a maior area possivel.

« Utilizar instrumentos tecnoldgicos, mesmo que para verificacio de resultados.

Independentemente do livro didatico, que ja sugere atividades nesse sentido, proponha cutras com a utilizacdo de
calculadoras. Quando o assunto estudado é, por exernplo, ndrmeros irracionais, podemos pedir aos aluncs que investiguem
certas raizes quadradas com a calculadora, elevando os resultados ao quadrado para verificarem entdo o que ocarre.

Se o assunto é Trigonometria, além dos exercicios e atividades propostos no livio devemos estimular os alunos a
sondar os valores das razoes trigonométricas com o auxilio da calculadora.

Se o tema é Estatistica, podemos encaminhar atividades coletivas de construcao de tabelas e gréficos, por exem-
plo, com o auxilio de planilhas eletronicas. Nossos alunos estao inseridos numa sociedade em gue o computador é de
uso diério. Talvez tenham dificuldades para construir os gréficos, dai o carater investigativo e o direcionamento para o
trabalho em grupo, em que as trocas auxiliam na superacdo das dificuldades esperadas.

* Propor leituras sobre a historia da Matematica, os personagens, os assuntos.

Erm Textos na Matemética, propomos momentos de leitura. Mais uma vez, além desses textos, outros podem ser
selecionados e pesquisados pelo professor, que também pode solicitar que os proprios alunos pesquisem a respeito.
Se estiverem, por exemplo, trabalhando com Geometria Plana, eles podem pesquisar textos em livros de historia da
Matemética sobre os niimeros figurados ou sobre o método da exaustao.

* Incentivar a curiosidade e o espirito de pesquisa dos alunos.

Boas questdes feitas por nos, professores, durante o desenvolvimento dos contetidos despertam nos alunos a
curiosidade. Se, por exemnplo, estivermos abordando o plano cartesiano e citarmos Descartes e Fermat, podemas
solicitar que facam uma pesquisa sobre o Ultimo teorema de Fermat.

Outro exemplo: ao abordarmos a progressao geométrica, podemos questionar os alunos sobre fractais e como
obté-los. Uma simples pesquisa na internet serd suficiente para que eles deparem com imagens fantésticas geradas
por computador tendo como base a teoria dos fractais.

* Desafiar a capacidade resolutiva dos alunos.

Bons desafios geram boas e diferentes estratégias de resolucao. Muitas vezes, a forma como trabalhamos em
sala de aula, mesmo sem querer, esté viciada em procedimentos-padrao de resolucdo. Nao é raro depararmos com
raciocinios muitas vezes inimaginaveis de nossos alunos. Como professores, ndo podemos, independentemente dos
conteddos estudados no livro didético, deixar de lado desafios lidicos que provoquem positivamente os alunos,
envolvendo-os cada vez mais. As sugestdes, dadas anteriormente neste manual, de utilizar questoes da OBM e da
OBMEP representam essa valorizacao.



+ Estimular os alunos a observar o aspecto logico-dedutivo da Matematica.

No Ensino Médio, é necessario que enfatizemos em nossas aulas, sempre que possivel, que as “verdades” ma-
termnaticas necessitam de demonstracoes. Isso nao precisa ficar restrito a Geometria, como tradicionalmente acorre.

Assim, no estudo das equacdes algébricas, por exemplo, a demonstracdo do teorema das raizes imaginarias,
acompanhando o que o livio propde e discutindo rapidamente as passagens, deve merecer atencao dos alunos.

No estudo de logaritmos, as propriedades operatdrias podem e devem ser justificadas passo a passo por meio
das propriedades conhecidas de potenciacao.

+ A Matematica e a cidadania devem caminhar juntas.

Entendemos que o ambiente da sala de aula deve ser concebido como uma comunidade ativa. Cada aluno car-
rega uma historia de vida, algumas vezes feita de dificuldades e superacdes, outras totalmente descompromissada e
até alheia ao ambiente em construcao. Cada pessoa tem suas proprias caracteristicas. Somos diferentes fisicamente,
temos gostos musicais diferentes, encaramos a vida de modo diferente, nossas atitudes diante de uma situacdo que
a vida nos impde ndo sdo as mesmas. As pessoas tém expectativas e sonhos gue devem ser respeitados.

A Matemdtica representa uma ciéncia historicamente construida e necessita de um ambiente de sala de aula ade-
quado para que seja desenvolvida e auxilie a formacao do aluno como cidadéo. Nesse sentido, nossas aulas ndo podem
estar ao largo dos acontecimentos e questoes sociais envolvendo aluno, escola e comunidade como um todo.

As informacées e noticias fazern parte do cotidiano e nos sao repassadas por meio de linguagens matematicas.
Porcentagens, gréficos e tabelas inundam a midia e precisam de conhecimentos mateméticos para uma analise criti-
ca, desejavel em todo cidadao. A modelagem matematica, por exemplo, esta presente em diversas areas da atividade
humana. A Matemdtica, portanto, precisa ser conduzida em nossas aulas como um instrumento importante para a
interpretacao de mundo em sua diversidade de contextos.

Quando procurarmos em nossas aulas propiciar a criacdo de estratégias diferentes diante da abordagem de um assun-
to ou levamos o aluno a comprovar resultados, a justificar e a construir argumentos sdlidos, favorecendo sua criatividade e
desenvolvendo um trabalho coletivo que respeite opinides diversas das suas, estamos formando um cidadéo critico.

Além desses procedimentos e atitudes que sugerimos acima - alguns dos quais possivelmente ja presentes na
rotina dos professores —, outros poderiam aqui ser elencados. Sao procedimentos que nao exigem de nds, professo-
res, grandes mudancas, mas alguns cuidados, algumas atitudes que certamente trazem um maior envolvimento dos
alunos, uma aula muito mais dinamica, em que eles sao convidados a fazer Matematica, em vez de simplesmente
assistirern a alguém encenando Maternatica.

Professor, aluno e avaliagao

Durante muito ternpo, a avaliacdo dos alunes tinha a finalidade de medir seu desempenho. Por meio da atribuicdo de
notas, sua natureza era classificatéria. Nesse sentido, ela era utilizada para promover ou ndo o aluno para a série sequinte.
Atualmente entendemos que a avaliacio ndo pode ser reduzida a esse fim. E claro que essa maneira de pensar a avaliacio
estd ligada ao contexto histérico em que era empregada. Sendo assim, vamos examinar diferentes ideias sobre a avaliagio.

Usaremos como referéncia o livro Avaliacdo e Educacdo Maternéitica, de Paulo Abrantes, para observar diferentes con-
cepcoes de avaliacao assumidas ao longo do tempo. Caso o professor queira, no fim deste manual recomendamos
outras obras para o estudo do tema.

Avaliagao como medida

Considerando o ensino associado a transmissao de conhecimentos (o professor falando e escrevendo no
quadro), a aprendizagem € interpretada como a capacidade que o aluno possui de reproduzir o que lhe foi
passado. Temos ai uma concepgio de aprendizagem fortemente ligada a memorizacio. Nesse caso, a énfase é
no resultado, e diferentes formas de aprender nio sio levadas em consideracao. Essa perspectiva de avaliacio,
denominada avaliacdo como medida, pressupée que se pode medir e exprimir por meio de uma nota a apren-
dizagem do aluno. Essa nota (medida), por sua vez, ¢ comparada a média das notas da turma a qual o aluno
pertence, classificando-o em relacao a sua turma.
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A avaliacio como medida ocorre apés certo nimero de aulas ou certa quantidade de contetidos desenvolvidos.
Caso o aluno tenha uma nota baixa, a responsabilidade de modo geral recai sobre ele mesmo. Imediatamente sio
levantadas justificativas para tal desempenho: falta de interesse do aluno, pouca capacidade de entendimento,
dentre outras. Nessa perspectiva de avaliacdo, a parcela de responsabilidade do professor praticamente nio é
considerada. Essa é uma perspectiva danosa a formacao dos alunos, pois a avaliagio nio permite compreender
o modo como o aluno entendeu determinado conteudo, o que inviabiliza ajustes no modo de ensinar.

ABRANTES, Paulo. Avaliacao e Educacdo Matemdtica. Rio de Janeiro: MEM/USU-Gepem, [19957]. p. 11-12.
(Reflexdes em Educacio Matematica).

Avaliagao como distancia
Associar a avaliacio a uma medida levou, a certa altura, a uma preocupacao com o rigor e a objetividade.
Procuravam-se instrumentos que medissem os conhecimentos dos alunos de um modo “rigoroso” e independente
da subjetividade da pessoa que decide, nomeadamente do professor.

L]

Uma das consequéncias, em termos de avaliacdo, era deixar de considerar o modelo do professor e tomar
como referéncia um conjunto de objetivos previamente definidos. As questoes dos testes eram preparadas com
base em matrizes de objetivos-contetidos, isto €, tabelas de duas entradas nas quais uma das dimensoes conti-
nha uma sequéncia dos topicos do programa e a outra se referia aos niveis do dominio cognitivo da taxonomia
de Bloom. O resultado da avaliacao passava a ser encarado como uma medida de distancia entre a resposta do

aluno e o objetivo.
ABRANTES, [19957]. p. 12.

Essa forma de avaliar ficou conhecida como avaliacdo por objetivos, que surgiu tendo como preccupacdo o
rigor e a objetividade, isto &, procuravam-se instrumentos que medissem os conhecimentos dos alunos mais rigo-
rosarmente, independentemente da subjetividade do professor. Com base na avaliacdo por objetivos, duas novas
formas de avaliacdo apareceram: avaliacao de diagnéstico e avaliacao formativa.

A avaliacdo de diagndstico (expressao usada por Paulo Abrantes) tinha como finalidade verificar se o aluno tinha
OU Nao 0s pré-requisitos necessarios para aprender os proximos topicos do programa. Quanto a avaliacdo formativa,
ela ocorria durante o processo de ensino e aprendizagem e tinha como meta detectar se os alunos estavam ou nao
prontos para “atingir os objetivos”que tinham sido previamente estabelecidos. Se o resultado apontasse que eles ndo
estavam prontos, atividades de remediacao (recuperacao) lhes eram encaminhadas. Nessa forma de avaliar, curtos
periodos de ensino eram seguidos por momentos formais de avaliacdo. Tanto a avaliagdo formativa como a de diag-
nostico estdo ligadas a avaliacdo como distancia.
Avaliagao como interpretacao
De acordo com uma nova visio de aprendizagem, nao ¢ importante apenas a corre¢io ou incorrecio das res-
postas do aluno numa dada prova de avaliacdo mas também os processos que o levam a produzir essas respostas.
Mais do que controlar, a funcio do professor ¢ interpretar, identificar problemas, gerar hipéteses explicativas.
Mais do que medir o desvio em relacao a comportamentos previamente determinados, importa compreender as
razdes do erro. O erro ¢ uma fonte de informacao essencial e nao algo a ser tratado de um modo contabilistico ou
que apenas se pretende evitar enquanto “comportamento observavel”. Se estamos doentes, nao ficamos satisfeitos
com um tratamento imediato que esconda os sintomas; queremos descobrir as causas da doenca.

ABRANTES, [19957]. p. 14.

Conforme a citacao acima sugere, a avaliacdo como interpretacdo € continua, ocorrendo durante o processo de

ensino e aprendizagem, e tem uma estreita ligacdo com esse processo. A preocupacao principal nessa perspectiva

de avaliar ndo é a medida que indica a distancia em relacdo ao modelo estabelecido pelo professor ou ditado por
aqueles comportamentos previamente estabelecidos como corretos ou esperados.

Acreditamos cada vez mais na avaliacdo como interpretacao, por considera-la muito mais que uma simples medida.
Por meio dela, podemos, como professores, obter indicios do desenvolvimento do aluno na aquisicio e no dominio de
conceitos e procedimentos mateméticos. A avaliacdo, desse modo, ndo pode se resumir a uma prova - uma sé forma de



avaliar. Aspectos como participacao durante as aulas, colaboracao nas atividades, comportamentos e posicionamentos
nas atividades em grupo, quando devidamente observados, podemn fornecer fortes indicios sobre o real desenvolvirnen-
to dos alunos. Acreditamos e uma avaliacdo em que o objetivo central esteja ligado a dimensédo educativa.
Nao é apenas o aluno que estd sendo avaliado. Mais que tudo isso, 0 ensino organizado por nds, professores,
também estd sendo avaliado. Resumindo, a forma de avaliacdo que concebernos inclui:
» momentos diferentes de avaliacdo (ndo apenas uma prova);

= formas diversas de avaliar (individualmente, em grupo, coletivamente);

» varios instrumentos (provas dissertativas, testes, pesquisas, comentarios sobre leituras etc);

» autoavaliacdo do aluno (o que permite reconhecer possiveis dificuldades a serem sanadas);

= observacdes continuas dos alunos no processo como um todo (atitudes, intervencgdes orais, desenvolvimento

de pequenas tarefas etc);
» discussdo com os alunos sobre as formas de avaliacao que serdo consideradas.

Discutir anteriormente com os alunos as formas de avaliacdo reforca a participacdo deles. Problemas do cotidia-
no da sala de aula, como a indiscipling, também devem ser colocados para a turma nesse momento como parte de
um processo. As chamadas “regras do jogo"devem ser claras e cumpridas pelas duas partes, sob pena de surgirem
incoeréncias e um desenvolvimento do trabalho bem aquém do desejével.

Falamos acima da necessidade de autoavaliacdo. Naturalmente, é preciso que os alunos saibam fazé-la. No fim
de cada unidade da colecao, sugerimos em Algurmas conclusées questoes que podem ser utilizadas para verificar con-
ceitos principais trabalhados. Além disso, propomaos a sequir outras questoes relacionadas a esse tipo de avaliacio, e
ndo apenas a assimilagdo de conteddos.

Em relacdo as minhas atitudes

1. Nas atividades individuais que foram propostas para eu realizar, como me situo?
{ ) Realizei corn empenho.
( ) Poderia ter me empenhado mais.
( ) Simplesmente nao tomei conhecimento.

( )Outro:

2. Nas atividades em grupo que foram propostas, como foi meu comportamento?
( ) Participei ativamente.
( ) Poderia ter me envolvido mais.
( ) Em nada contribui para a realizacdo da atividade.
( )Outro:

3. Quando em sala de aula, diante de uma ddvida, de que maneira me classifico como aluno?

( ) Procuro questionar.

( ) Deixo para depois, pois acredito gue naturalmente essa duvida sera sanada.
{ ) Omito-me, pois perguntar em sala de aula s atrapalha.

( ) Outro:

4. Quando em sala de aula um colega emite uma opinido, de que modo me posiciono?

( ) Simplesmente me omito.

( ) Acho gue a opinido dele ndo deve ser considerada.

( ) Procuro refletir sobre a opinido dele e, as vezes, emito a minha.
( )Outro:
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5.

Em relacdo aquelas questdes mais dificeis que sdo propostas como forma de desafio, qual € meu compor-

tamento?

( ) Nao tenho a minima curiosidade de resolver.

( ) Gosto de buscar a solucio, mesmo que ndo consiga.

() Procuraidentificar minhas dificuldades para eliminé-las, retomando contetido ja estudado ou solicitando
ajuda do professor.

( )Outro;

Observacao: Outras questdes podem ser elaboradas e acrescentadas tanto pelo professor quanto pelos alunos.
Fornecemos aqui apenas algumas sugestoes.
Em relacdo aos contetidos trabalhados

1.

Quando o professor deu explicacoes, como me comportei?

( ) Nao prestei total atencdo as explicacdes dadas.

( ) Poderia ter prestado mais atencao e participado fazendo mais perguntas.

( ) Prestei muita atencdo e participei emitindo opinides e fazendo perguntas pertinentes.
( ) Outro:
Sobre a dificuldade de compreensao dos contetidos, como os classifico?
( ) O contetdo é muito dificil.

{ ) O contelido € facil, mas tenho dificuldade em compreender.

( ) O conteldo é facil e ndo apresento dificuldade em compreender.

( )Outro:
Quais foram os exercicios em que nao apresentei dificuldades para resolver e fiz individualmente sem ne-

nhuma ajuda?

4, Quais foram os exercicios que resolvi com o auxilio de um colega ou outra pessoa?

5.

De quais assuntos da unidade necessito fazer alguma retomada?

Observacao: Outras questdes podem ser elencadas pelo professor e pelos alunos.

E claro que essa autoavaliacio deve ser um instrumento muito bem discutido. Mencionamos apenas algumas das

passiveis questdes para compor esse processo. Outras podem se mostrar também interessantes. Nao temos divida em
afirmar que os professores se encontram em melhor posicdo para verificar aprendizagens e julgar o progresso dos alunos
guando contam com a contribuicdo destes para a composicdo do resultado final do processo de avaliacao.

Com essas consideracdes, queremos pontuar que existem diferentes formas de avaliar e que ndo podemos dei-

xar de pensar e discutir a avaliacao.

No inicio desta discussao sobre a avaliacao, apresentamos textos de Paulo Abrantes. Em seu estudo, ele utilizou

uma pesquisa realizada por um grupo de pesquisadores, traduzida para a lingua portuguesa como Normas para a
avaliacdo er Matemdtica escolar. Segundo o documento, pensar em mudangas na avaliagao nao deve excluir a ne-
cessidade de outras mudancas interligadas:

+ Quanto aos contetidos. A mudanca deve seguir em direcdo a uma variedade rica de tdpicos mateméticos e
situacoes problematicas.




= Quanto a aprendizagem. A mudanga a ser planejada deve caminhar em direcao a problemas de investigacao,
deixando para tras a repeticio e a memorizaco.

* Quanto ao ensino. A direcdo desejada ¢ aquela em que o papel do professor deixa de ser o de simples 'dizer"e
passa a ser o de "questionar e ouvir”.

+ Quanto a avaliagdo. A mudanca na visdo de avaliacdo deve se voltar a um sistema baseado em evidéncias
provenientes de fontes multiplas, abandonando a confianca nos resultados de um teste Unico, e ao reconhe-
cimento dos julgamentos profissionais dos professores, deixando para trds o uso exclusivo de evidéncias de
origem externa.

Mencionamos esses tdpicos para que nossa perspectiva de avaliacdo contemple conteldos, aprendizagem e
ensino. Sao necessarias profundas e frequentes discussdes a respeito de avaliacdo que nao podem ficar restritas a um
momento, a uma forma ou apenas ao conteddo.

4. Referencias

Dividimos as referéncias em tépicos com o objetivo de facilitar possiveis e recomendaveis pesquisas. Algumas
destas obras poderiam pertencer a mais de um tépico. S&o leituras que certamente remeterao o professor a outras
referéncias. Além disso, nos sites de busca podemos conhecer outras obras. Diversos 530 0s grupos em nosso pais
pesquisando o ensino e a aprendizagem da Matemética. Teses de doutorado e dissertacdes de mestrado também
sao encontradas facilmente.

Ainda que nosso trabalho comao professor demande uma boa carga horaria semanal, precisamos cada vez mais
refletir sobre o que fazemos. Isso pode ser feito com a leitura critica do que outras pessoas estao produzindo sobre
avaliacdo em Matematica, histéria da Matematica e, de modo geral, ensino e aprendizagem da Matematica.

Boa leitural
Avaliacao
Embaora neste manual ja tenhamos abordado o assunto, a avaliacao em Matematica precisa ser continuamente

discutida e estudada. Elencamaos a sequir algumas referéncias, incluindo a obra de Abrantes citada anteriormente, um
trabalho interessantissimo que gerou vérias pesquisas.

ABRANTES, Paulo. Avaliacdo e Educagdo Matemdtica. Rio de Janeiro: MEM/USU-Gepem, [19957]. (Reflexdes
em Educacdo Matemdtica). Disponivel em: <wwwime.usp.br/~iole/GEN5711/Avalia%E7%E30%20e%20Educa
MatermE 1tica%20Paulo%20Abrantes. pdf>. Acesso em: 16 fev. 2016.

BALLESTER, Margarida et al. Avaliagdo como apoio a aprendizagem. Porto Alegre: Artmed, 2003. (Inovacao Pedagogica).

MORAES, Cesar Augusto do Prado. Avaliacdo em Matemdtica: pontos de vista dos sujeitos envolvidos na Educa-
¢do Basica. Jundial/SP: Pacto Editorial, 2012.

PERRENOUD, P et al. As competéncias para ensinar no século XXI- a formacao de professores e o desafio da avalia-
cdo. Sao Paulo: Artmed, 2002.

SANTOS, Vania Maria Pereira dos (Coord./Org.). Avaliagdo de aprendizagemn e raciocinio em Materndtica: métodos
alternativos - Projeto Fundao. Rio de Janeiro: Instituto de Matemdtica (UFRJ), 1997.

VALENTE, Wagner Rodrigues (Org,). Avaliacdo em Matemdtica: histdria e perspectivas atuais. Campinas/SP: Papirus, 2008.
Sugestao inicial: Avaliagdo em Matemdtica: histdria e perspectivas atuais
Sinopse extraida do livro:
O livro percorre o trajeto seguido pela avaliacao escolar em Matematica no pais desde os tempos do Brasil

Império até os mais recentes exames promovidos por orgaos oficiais.

Os resultados de pesquisas deste grupo de autores permitem ao leitor conhecer os processos e as modifica-
¢0es ao longo do tempo dos exames preparatérios — ritual de passagem que faz parte da histéria de nosso altimo
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século. A obra também faz uma reflexao sobre as praticas pedagogicas evidenciadas pelas provas de admissao
no ensino secundario, desde a época de sua instituicio até sua extingdo na década de 1970. Além disso, traz
uma andlise das concepcoes docentes a respeito desse tema — causa de tanta controvérsia entre professores e
alunos — e, finalmente, discute exames como Saeb, Enem, Provio e Sinaes, apontando novas perspectivas para
a avaliacao escolar em Matematica.

Formacao do professor

Aformacao do professor passa, antes de qualquer coisa, por seu interesse em participar continuamente de discus-
sdes. Ela ndo pode ser resumida a leitura de uma ou outra obra, de um ou outro artigo. Precisa ser discutida. Sabemos da
dificuldade, muitas vezes, da participacdo em encontros de discussao sobre nossa profissdo, sobre a Matemitica escolar,
seu ensino e aprendizagem. Por isso, uma motivacao para ampliagdes futuras de estudos pode estar nestas leituras:

ALMEIDA, Maria Isabel de. O sindicato como instéincia formadora dos professores: novas contribuicdes ao desenvol-
vimento profissional Tese (Doutorado) - FE-USP. Sdo Paulo, 1999.

CURY, Helena Noronha. Formagdo de professores de Matemdtica: uma visao multifacetada. Porto Alegre: EDIPUCRS, 2001.

CURY, Helena Noronha; VIANNA, Carlos Roberto (Orgs.). Formacdo de professores de Matemdtica: reflexdes e pro-
postas. Santa Cruz do Sul/RS: IPR, 2012,

FIORENTINI, Dario (Org.). Formacdo de professores de Matemdtica: explorando novos caminhos com outros olha-
res. Campinas/SP: Mercado de Letras, 2003.

LIMA, Maria Socorro Lucena. A formacdo continua do professor nos caminhos e descaminhos do desenvolvimento
profissional Tese (Doutorado) — FE-USP. Sdo Paulo, 2001.

Sugestao inicial: Formacdo de professores de Matemdtica: explorando novos caminhos com
outros olhares

Sinopse extraida do livro:

Os educadores matematicos constituem um dos grupos profissionais que mais procuram se aventurar por
novos caminhos e com outros olhares em relacio a formacao do professor, aos seus saberes e 4 sua pratica docente.

O leitor vera, nesta obra, que a tentativa de utilizar as tecnologias de informacio e comunicacao na formacao
de professores e no ensino de Matematica, em um ambiente de trabalho reflexivo e investigativo, pode trazer
mudancas profundas a formacao e a cultura docente.

As reflexdes e estudos deste livro, produzidos sob a concepcao da formacao docente como um processo
continuo, sempre inconcluso e mediado por praticas reflexivas e investigativas, trazem subsidios teéricos e
praticos a formacao inicial do professor de Matematica e ao desenvolvimento de seu conhecimento profissional.

Proxima sugestao: Formacdo de professores de Matemadtica: reflexdes e propostas
Sinopse extraida do livro:

Neste livro, docentes de cursos de formacio de professores de Matematica, de instituicoes publicas e par-
ticulares, de varias regioes do Brasil, expoem suas praticas na docéncia e suas ideias sobre o que pode ser feito
para modificar os curriculos de Licenciatura em Matematica. A diversidade de disciplinas e de metodologias
abordadas pode contribuir para o aprofundamento dos debates que ja vém sendo desenvolvidos, em documentos
oficiais ou em foruns de licenciaturas, sobre as reformulacoes curriculares nessa area.

Historia da Matematica

As obras abaixo listadas representam fontes de consulta. Ndo hé necessidade de uma leitura ininterrupta. Assim,
por exemplo, quando iniciamos determinado assunto, é interessante buscar nestas fontes algum texto que possa
ser utilizado em sala de aula ndo apenas como apoio, mas também como forma de levar o aluno 3 compreensédo da
Matemaética como uma ciéncia historicamente construida.



BOVYER, Carl B. Histéria da Materndtica. 2. ed. Traducao de Elza F. Gomide. Sao Paulo: Edgard Blicher/Edusp, 1996.
COLECAQ Tépicos de Histdria da Matematica para Uso em Sala de Aula. Vérios autores. Sao Paulo: Atual, 1993,

EVES, Howard. Introducdo a histdria da Matemditica. Traducdo de Hygino H. Domingues. Campinas/SP: Editora da Uni-
camp, 2004.

HOGBEN, Lancelot. Maravilhas da Matemdtica. Porto Alegre: Globo, 1958.
IFRAH, Georges. Histdria universal dos algarismos: a inteligéncia dos homens contada pelos nimeros e pelo calcu-
lo. Rio de Janeiro: Nova Fronteira, 1997. Tomos 1 e 2.
Sugestao de consulta: Introdugédo a histéria da Matemdtica
Sinopse extraida do livro:
Nesta obra classica, Howard Eves narra a histéria da Matemdtica desde a Antiguidade até os tempos mo-
dernos. Este livro € um verdadeiro curso de Matematica, detendo-se no exame de obras importantes — sem se
limitar as pequenas histérias, notas biograficas e amenidades. Alguns capitulos sao introduzidos por panoramas

culturais da época abordada. Uma das obras mais completas da area da histéria da Matematica, pode ser utilizada
por estudantes e professores tanto de Matemética quanto de Histéria ou Educacdo.

Conhecimentos matemadticos
CARACA, Bento de Jesus. Conceitos fundamentais de Matemdtica. Lisboa: Sa da Costa, 1951.

COLECAQ do Professor de Matematica. Varios autores. Rio de Janeiro: Sociedade Brasileira de Matematica (SBM),
2006. 12 volurmes.

COURANT, Richard; ROBBINS, Herbert. O que é Matemdtica? Rio de Janeiro: Ciéncia Moderna, 2000.
DIEUDONNE, Jean. A formagdo da Mateméitica contempordnea. Lisboa: Publicacdes Dom Quixote, 1990.

HERSH, Reuben; DAVIS, Philip J. A experiéncia matemdtica. Traducdo de Jodo Bosco Pitombeira. Rio de Janeiro:
Francisco Alves, 1986.

LIMA, Elon Lages et al. A Matemditica do Ensino Médio. Rio de Janeiro: Sociedade Brasileira de Matematica (SBM),
2006. 3 volumes. (Colegao do Professor de Matemdtica).

Sugestao de estudos: A experiéncia matemdtica
Sinopse extraida do livro:

Em quatro milénios, uma grande quantidade de material, conhecido como Matematica, evoluiu e tornou-se
ligado, de varias maneiras, a nossa vida diaria. Qual é a natureza da Matematica? Qual o seu significado? Quais
as suas preocupacoes? Qual a sua metodologia? Como € criada e usada?

Bem significativamente, foram feitas poucas tentativas por pesquisadores matematicos para escrever sobre
sua ciéncia de uma maneira interessante e compreensivel pelo publico em geral. Reconhecendo que sua propria
fascinacao com o significado e objetivo da Matematica ¢ ainda mais forte do que sua fascinacdo com a producao
real de Matematica, os autores olerecem uma viagem pessoal estimulante desta ciéncia e examinam o complexo
de [atores que determina sua estrutura e aplicacdes.

Observacao

Essa obra engloba conhecimentos mateméticos, além de histéria e filosofia da Matemética.

Outras leituras sobre a Matematica

As indicacdes a seguir representam leituras intrigantes e curiosas sobre contelidos, emprego pratico da Matema-
tica e aspectos da histéria dessa ciéncia. A linguagem adotada pelos autores, algumas vezes, seque a dos romances
de ficcdo. Alguns desses livros ndo sao indicados apenas para nos, professores, mas também para nossos alunos.

ALDER, Ken. A medida de todas as coisas: a odisseia de sete anos e o erro encoberto que transformaram o mundo.
Rio de Janeiro: Objetiva, 2003.
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ATALAY, Bulent. A Matermdtica e a Mona Lisa: a con-
fluéncia da arte com a ciéncia. Tradugdo de Mério Vilela.
Sao Paulo: Mercuryo, 2007,

BARDI, Jason Socrates. A guerra do cdlculo. Traducao
de Aluizio Pestana da Costa. Rio de Janeiro: Record, 2008

BELLOS, Alex. Alex no Pais dos Numeros: uma via-
gem ao mundo maravilhoso da Matemética. Tradugao
de Berilo Vargas e Claudio Carina. S&o Paulo: Compa-
nhia das Letras, 2011.

BENNETT, Deborah J. Aleatoriedade. Traducao de
Wialdéa Barcellos. Sao Paulo: Martins Fontes, 2003.

BERLINSKI, David. O advento do algoritmo: a ideia

que governa o mundo. Traducao de Leila Ferreira de
Souza Mendes. Sdo Paulo: Globo, 2002.

BESSON, Jean-Louis (Org). A ilusdo das estatisticas.
Traducéo de Emir Sader. Sdo Paulo: Editora Unesp, 1995.

DEVLIN, Keith. O instinto matemdtico. Traducado de
Michelle Dysman. Rio de Janeiro: Record, 2009.

. Ogene da Matemdtica. Traducao de Sergio
Moraes Rego. Rio de Janeiro: Record, 2004.

DEWDNEY, A. K. 20 000 léguas matemdticas: um
passeio pelo misterioso mundo dos numeros. Tradugao
de Vera Ribeiro. Rio de Janeiro: Jorge Zahar, 2000.

ELLENBERG, Jordan. O poder do pensamento mate-
mditico: a ciéncia de como néo estar errado. Traducao
de George Schlesinger. Rio de Janeiro: Zahar, 2015.

ENZENSBERGER, Hans Magnus. O diabo dos nime-
ros. Traducao de Sérgio Tellaroli. Sdo Paulo: Companhia
das Letras, 1997.

GARBI, Gilberto G. O romance das equacoes algébri-
cas. Sao Paulo: Makron Books, 1997.

GRANGER, Gilles Gaston. O irracional. Traducdo de
Alvaro Lorencini. Sio Paulo: Editora Unesp, 2002.

GUEDJ, Denis. O teorema do papagaio. Traducao
de Eduardo Brandao. Sao Paulo: Companhia das Letras,
1999.

KAPLAN, Robert. O nada que existe: uma historia na-
tural do zero. Tradugao de Laura Neves. Rio de Janeiro:
Rocco, 2001.

LIVIO, Mario. Razédo durea: a historia de fi, um nime-
ro surpreendente. Traducdo de Marco Shinobu Matsu-
mura. Rio de Janeiro: Record, 2006.

MAOR, Eli. e: a histéria de um nidmero. Tradugo de
Jorge Calife. Rio de Janeiro: Record, 2003.

MLODINOW, Leonard. A janela de Euclides: a histd-
ria da Geometria — Das linhas paralelas ao hiperespaco.
Traducdo de Enézio de Almeida. Sao Paulo: Geracao
Editorial, 2004.

SINGH, Simon. O dlftimo teorema de Fermat: a his-
téria do enigma que confundiu as maiores mentes do
rnundo durante 358 anos. Tradugdo de Jorge Luiz Calife.
2. ed. Rio de Janeiro: Record, 1998.

Sugestao inicial: O poder do pensamento
matemadtico: a ciéncia de como nao estar errado

Sinopse extraida do livro:

“Quando sera que eu vou usar isso?” Essa é a
classica pergunta de nove entre dez alunos as voltas
com calculos, formulas e equacoes. Para muitos, de
fato, a Matematica que aprendemos na escola ¢ algo
totalmente abstrato, muito distante do mundo pritico
e real. O matematico Jordan Ellenberg nos mostra,
porém, que a Matematica estd em todo lugar e se
relaciona com questoes do nosso cotidiano. Munidos
dos instrumentos matematicos adequados, podemos
saber o verdadeiro significado de informacoes que
antes consideravamos inquestionaveis.

[..]

Com rigor e irreveréncia, Ellenberg aborda os
mais variados assuntos para explicar de modo simples
e claro os conceitos mais complicados. Nada escapa
desse amplo mosaico: o resultado das eleicoes presi-
denciais, o futuro da obesidade, a pintura renascentista
italiana, o que o Facebook sabe (e 0 que ele nao sabe)
a seu respeito e alé mesmo a existéncia de Deus.

Ensino e aprendizagem da Matematica

Acreditamos que estas referéncias também podem
ser utilizadas para a formacao do professor de Mateméti-
ca.Indicamos obras de pesquisadores preocupados com
o ensino e a aprendizagem dessa discipling, relacionadas
a area denominada Educacao Matematica. Er cada um
destes livros outras obras sdo indicadas sobre assuntos
diversos voltados a essa area de pesquisa

BICUDOQ, Maria Aparecida Viggiani (Orq.). Pesquisa
em Educacdo Matemdtica: concepcoes e perspectivas.
Sao Paulo: Editora Unesp, 1999.

BORBA, Marcelo de Carvalho; PENTEADO, Mirian Go-

doy. Informditica e Educacdo Matemdtica. Belo Horizonte:
Auténtica, 2001. (Tendéncia em Educacdo Matemética).



BRITO, Mércia Regina Ferreira (Org.). Solugdo de pro-
blemas e Matemdtica escolar. Carmnpinas/SP: Alinea, 2006.

CHEVALLARD, Yves; BOSCH, Marianna; GASCON,
Josep. Estudar Matemdticas: o elo perdido entre o ensi-
no e a aprendizagem. Tradugdo de Daisy Vaz de Moraes.
Porto Alegre: Artmed, 2001.

DAMBROSIO, Ubiratan. Da realidade a agao: refle-
xoes sobre Educacio Matemdtica. Sdo Paulo: Summus/
(Campinas/SP: Unicamp, 1986.

FIORENTINI, Dario; MIORIM, Maria Angela (Orgs.).
For trds da parta, que Matemdtica acontece? Campinas/
SP: FE-Unicamp/Cempem, 2003.

FONSECA, Maria da Conceicdo Ferreira Reis (Org).
Letramento no Brasit: habilidades matemaéticas. Sao Paulo:
Global, 2004.

FOSSA, John A. (Org). Facetas do diamante: ensaios
sobre Educacao Matemadtica e histéria da Matemética.
Rio Claro/SP: Editora da SBHMat, 2000.

GIARDINETTO, José R. Boettger. Matematica escolar
e Maternatica da vida cotidiana. Campinas/SP: Autores
Associados, 1999. (Polémicas do Nosse Tempo).

MATOS, José Manuel; SERRAZINA, Maria de Lurdes. Di-
ddctica da Matemeitica. Lisboa: Universidade Aberta, 1996.

POLYA, George. A arte de resolver problemas. Tradu-
cdo de Heitor Lisboa de Araujo. Rio de Janeiro: Inter-
ciéncia, 1995.

PONTE, Jodo Pedro da; BROCARDO, Joana; OL-
VEIRA, Hélia. Investigacdes matemdticas na sala de aula.
Belo Horizonte: Auténtica, 2003. (Tendéncias em Edu-
cacdo Matemética).

Sugestao inicial: Investigacées matemdticas na sala
de aula

Sinopse extraida do livro:

No Diciondrio Aurélio, investigar significa:
fazer diligéncias para achar, pesquisar, indagar,
inquirir, examinar com atencao, esquadrinhar. E
0 que Lrata este livro, onde os autores, todos por-
tugueses, abordam as investigacGes matematicas
e sua importancia no ensino e no aprendizado de
professores e alunos.

Diversos estudos em educacdo mostram que
investigar constitui uma poderosa forma de cons-
truir conhecimento, e em NUMerosas experiéncias
ja empreendidas com o trabalho investigativo os
alunos tém mostrado um grande entusiasmo pela
Matematica. Desse modo, investigar ndo representa

obrigatoriamente trabalhar com problemas dificeis.
Significa, pelo contrario, trabalhar com questoes
que nos interpelam e que se apresentam no inicio
de modo confuso, mas que procuramos clarificar
e estudar de modo organizado.

Sitesrecomendados

Indicamos a seguir alguns enderecos eletrénicos
que podem ser utilizados pelos professores em sua
formacdo continuada, no estudo da drea de Educacao
Matematica, para verificar as pesquisas voltadas a his-
toria da Matemética e as reflexdes sobre contetidos e
procedimentos.

<www.mathema.com br>: diversas sugestoes e re-
flexdes envolvendo o ensino da Matematica.

<www.obmep.orgbr>: provas resolvidas da Olim-
piada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas.

<www.obm.org br>: provas resolvidas da Olimpia-
da Brasileira de Maternética.

<www.edumatecmatufrgsbr>: atividades com
uso de tecnologias de informatica.

<www.sbem.org br>: acesso a grupos de trabalhos
e pesquisas, e calendario sobre eventos da Sociedade
Brasileira de Educacao Matemdtica (Sbem).

<www.cabricom: acesso a uma comunidade vir-
tual sobre a utilizacdo do Cabri na Geometria.

<www.sbembrasil.org.br>: acesso a Educacao Ma-
tematica em Revista.

<www.rbhm.orgbr>: acesso a Revista Brasileira de
Historia da Matematica (RBHM).

<http//revistas.pucsp.br/femp>: acesso a Educa-
cao Matemadtica Pesquisa — Revista do Programa de
Estudos Pos-Graduados em Educacao Matematica da
PUC-SP

Acessos em: 19 mai. 2016.

5. Uma reflexao sobre o
ensino e a aprendizagem

O professor Ubiratan D'’Ambrosio é conhecido por
sua intensa dedicacéo as questdes voltadas ao ensino e
a aprendizagem de Matemética. Alguns de seus artigos
falam sobre a questao da formacao do professor. No ar-
tigo “Formacao de professores: o comentarista critico e
o animador cultural” (procure acessar), ele escreveu:
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O professor do futuro sera valorizado pela sua
acao como animador cultural e comentarista critico.

O professor que vé sua missdo como ensinador
de um conteudo disciplinar tem seus dias contados
e rapidamente sera substituido por um video ou
um CD-ROM ou alguma nova peca de tecnologia
ainda em desenvolvimento.

D’AMBROSIO, Ubiratan. Formacao de professores: o comentarista
critico e o animador cultural.

Disponivel em: <https:/sites.google com/site/etnomath/14>. Acesso
em: 16 fev. 2016.

Nesse mesmo artigo, Ubiratan D'Ambrosio faz uma
extensa e importante reflexdo sobre a formacao do
professor. J& no inicio, podemos encontrar um peque-
no texto escrito por Helen Buckley, que reproduzimos
como um ponto de partida para aqueles que querem
refletir mais sobre nossa profissdo:

Era uma vez um menino bastante pequeno
que contrastava com a escola bastante grande. Uma
manha, a professora disse:

— Hoje nos iremos fazer um desenho.

“Que bom!”, pensou o menininho. Ele gostava
de desenhar ledes, tigres, galinhas, vacas, trens e
barcos...

Pegou a sua caixa de lapis de cor e comecou a
desenhar. A professora entao disse:

— Esperem, ainda ndo ¢ hora de comecar! — Ela
esperou até que todos estivessem prontos.

— Agora — disse a professora — nés iremos de-
senhar flores.

E 0 menininho comecou a desenhar bonitas
flores com seus lapis rosa, laranja e azul. A pro-
fessora disse:

— Esperem! Vou mostrar como fazer. — E a flor
era vermelha com caule verde. — Assim — disse a
professora — agora vocés podem comecar.

O menininho olhou para a {lor da professora,
entdo olhou para a sua flor. Gostou mais da sua flor,
mas nao podia dizer isso... virou o papel e desenhou
uma flor igual a da professora. Era vermelha com
caule verde.

Num outro dia, quando o menininho estava
em aula ao ar livre, a professora disse:

— Hoje nos iremos fazer alguma coisa com o
barro.

“Que bom!”, pensou o menininho.

Ele gostava de trabalhar com barro. Podia
fazer com ele todos os tipos de coisas: elefantes,
camundongos, carros e caminhoes. Comecou a
juntar e amassar a sua bola de barro.

Entdo, a professora disse:

— Esperem! Nio ¢ hora de comecar! — Ela es-
perou até que todos estivessem prontos. — Agora
— disse a professora — nés iremos fazer um prato.

“Que bom!”, pensou o menininho. Ele gostava
de fazer pratos de todas as formas e tamanhos.

A professora disse:

— Esperem! Vou mostrar como se faz. Assim,
agora voceés podem comegar.

E o prato era um prato fundo. O menininho
olhou para o prato da professora, olhou para o proprio
prato e gostou mais do seu, mas ele nao podia dizer
isso. Amassou seu barro numa grande bola novamente
e fez um prato fundo, igual a0 da professora.

E muito cedo o menininho aprendeu a esperar
e a olhar e a fazer as coisas exatamente como a
professora. E muito cedo ele nao fazia mais coisas
por si proprio. Entdo aconteceu que o menininho
teve que mudar de escola. Essa escola era ainda
maior que a primeira.

Um dia a professora disse:
— Hoje nés vamos fazer um desenho.

“Que bom!”, pensou o menininho e esperou
que a professora dissesse o que fazer. Ela nao disse.
Apenas andava pela sala.

Entdo veio até o menininho e disse:

— Vocé nao quer desenhar?

—Sim, e 0 que ¢ que n6s vamos fazer?

— Eu ndo sei, até que vocé o faca.

— Como eu posso fazé-lo?

— Da maneira que vocé gostar.

— E de que cor?

— Se todo mundo fizer o mesmo desenho e usar
as mesmas cores, como eu posso saber o desenho
de cada um?

—FEunao sei... — E entdo, o menininho comecou

a desenhar uma flor vermelha com caule verde...
In:IYAMBROSIO, Ubiratan. Formacio de professores: o comentaris-
ta critico e 0 amimador cultural.

Disponivel em: <https:/sites.google com/site/etnomath/14>. Acesso
em: 16 fev. 2016.

Boas reflexdes diante dessa atividade humana cuja
grande finalidade é formar um cidadao com autonomia.
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Abordaremaos aqui os contetdos que compdem o vo-
lume 3 desta Colecdo de Matemtica para o Ensino Médio,
descrevendo como estao articulados os capitulos na unida-
de, as secdes e cormno compreendemos as possibilidades de
encaminhamento de seus contetidos. Algumas vezes fala-
remos dos objetivos a serem conquistados nessa proposta,
outras faremos observacdes de caréter prético, apontando
sugestdes e alertando para cuidados a serem tomados
guando ocorrerem certos desenvolvimentos tedricos.

Unidade 1 - Estatistica e
Probabilidades

Compreender que uma medida
de tendéncia central € uma forma
1. Medidas de de representar um grupo de valo-

res de uma mesma variavel: obter
as medidas de tendéncia central
de um grupo de valores de uma
mesma variavel.

tendéncia central

Identificar grupos de valores de
uma mesma varidvel mais ou
menos homogéneos por meio

2. Medidas de das chamadas medidas de
dispersao dispersao; obter as medidas
de dispersao de um grupo de
valores de urma mesma variavel
estatistica.

Relacionar e identificar o célculo
de probabilidades com o estudo
de Estatistica.

3. Probabilidades e
Estatistica

Nesta unidade retomamos o estudo de Estatistica
iniciado no final do volume 2 desta colecao. Abordamos
aqui as chamadas medidas de tendéncia central e amplia-
mos o contetido com as medidas de dispersao. E impor-
tante observar que o estudo feito aqui estd baseado em
ideias iniciais que podem auxiliar o aluno a compreender
aspectos relevantes de Estatistica presentes em pesquisas
e noticidrios que frequentemente fazem parte de seu co-
tidiano. O Ultimo capitulo da unidade procura relacionar,
por meio de alguns exemplos, Estatistica e probabilidade.

CAPITULO 1- Medidas de

Tendéncia Central
Iniciamos o capitulo chamando a atencdo de algumas
frases que podem ser encontradas na midia escrita ou falada.

Essas frases dizern respeito as chamadas medidas de tendéncia
central (média aritmética, moda e mediana). Desejamos aqui
levar o aluno a observar que a utilizacdo dessas medidas per-
mite dar uma ideia global dos dados presentes, por exemplo,
numa pesquisa. Além disso, decisdes diversas sdo tomadas
com base no conhecimento de medidas de tendéncia central.

Este capitulo divide-se em duas partes. Na primeira, estuda-
mos a média aritmética. A partir de um exemplo, procuramos, in-
tuitivamente, conduzir o aluno & compreensao do que vern a ser
meédia aritmética. Somente depois apresentamos sua definicao
formal. Utilizamos um recurso gréfico (gréfico de colunas) num
exemplo para evidendiar o que vem a ser média (retormamos o
rnesmo exemplo apresentado antes de definir média aritmética).

A média ponderada € aqui apresentada como um caso
particular de média aritmética, em que temos a repeticao de
valores. Fazemos isso por meio de um exemplo. Eimportante
gue os exemplos de média aritmética e de média ponderada
sejarmn amplamente discutidos com a turma.

Na segunda parte, duas outras medidas de tendéncia
central sdo estudadas: moda e mediana. Elas sdo apresentadas
como alternativa para o caso de situacoes em que a média arit-
mética ndo seja representativa para um grupo de valores. No
caso de"moda’, utilizamos uma situacéo: Em um grupo de cin-
co amigos, cada um deles tem uma entre as seguintes notas:
(R$ 2,00, R$ 2,00, R$ 2,00, R$ 500 e R$ 10000). Se calcularmos
a media aritmética entre as quantias, podemas dizer que, em
meédia, cada um dos cinco amigos possui R$ 22,20. Esse valor,
entretanto, ndo representa o perfil da quantia desse grupo, pois
ovalor mais frequente é R$ 2,00 (trés amigos em cinco tém essa
quantia). Definimos, entao, "moda” como“a medida de tendén-
cia central correspondente ao valor mais frequente de um gru-
po de valores observados” Alguns exemplos sdo apresentados
e sugerimos que sejam discutidos com os alunos.

A mediana também é ura medida de tendéncia central.
Erm um grupo de n valores colocados em ardem crescente ou
decrescente, aguele valor que ocupar a posicao central (sendo
n impar) é a mediana. Se a quantidade n de valores for par, a
mediana serd a média aritmética dos dais valores que ocupam
as posicoes centrais.

Observacoes e sugestoes

* Normalmente quando nos referimos a média,
entendemos que é uma média aritmética. E importante
comentar com os alunos que a média aritmética nem
sempre representa um grupo de valores. Assim, por
exernplo, se estdo reunidas 5 pessoas com idades de 16
anos, 16 anos, 16 anos, 18 anos e 45 anos, a média arit-
mética ndo é tao representativa quanto a moda.

* Uma atividade que pode ser direcionada para
resolucao em pequenos grupos € a pesquisa de
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exemplos da utilizacao de média em noticias apre-
sentadas em jornais ou revistas. Outra possibilidade
¢ a utilizacao do conceito de média em outras disci-
plinas, por exemplo, Quimica e Fisica. Cada equipe
apresenta um exemplo aos demais.

» Qutra atividade de pesquisa que pode ser enca-
minhada para os alunos é sobre a chamada média
quadrética. Em duplas, os alunos poderiam pesqui-
sar o que & uma média quadratica e exemplos de
utilizacdo dessa média.

 Na disciplina de Fisica, pode-se conduzir uma pes-
quisa sobre exemplos da utilizacdo do conceito
de média aritmética e de média ponderada. Essa
pesquisa pode ser encaminhada em duplas, com a
apresentacao coletiva dos resultados.

Questoes e reflexoes

Pagina 12
Verificacao a partir do exemplo das medalhas. Pode-
-se solicitar aos alunos que elaborem valores para uma va-

riavel e constatern a validade da propriedade a partir dos
valores elaborados.

Explorando

Pagina 17
Sugestao de encaminhamento:
A turma devera ser dividida em trés grupos.

Antes das atividades relacionadas ao que foi estudado aqui,
julgamios importante chamar a atencdo acerca de uma obser-
vacao sobre as medidas de tendéncia central na andlise de uma
variavel continua. Essa observacdo aparece no livio do aluno por
meio de trés gréficos: sdo as chamadas distribuicoes de valores
(a esquerda, assimétrica a direita e simétrica). Sugerimos que
essas ideias sejam exploradas pelos alunos assimétrica. Apos
apresentar esses graficos, propomos que a turma seja dividida
em trés grupos: A, B e C. A cargo do grupo A ficard uma pesquisa
sobre a distribuicao de valores assimétrica a esquerda; o grupo B
devera pesquisar uma distribuicao de valores que seja simétrica;
e o grupo C ficard encarregado de pesquisar uma distribuicao
de valores que seja assimétrica & direita. E importante que cada
grupo apresente o resultado da pesquisa aos demais alunos. Essa
pesquisa pode ser encaminhada utilizando-se sites de buscas
nainternet.

As respostas apresentadas dependerao das pesquisas
feitas pelos grupos.

CAPITULO 2 - Medidas de Dispersdo
Este é um capitulo que precisa ser acompanhado com a
utilizacao, aluno, de calculadora, pois isso facilitard bastante a

obtencao das chamadas medidas de dispersao num conjun-
to de valores. Iniciamos retomando a situacdo apresentada
na abertura da unidade sobre o desempenho de dois joga-
dores de basquete em seis jogos. Ao tomar a decisao de qual
desses jogadores seria escalado, observamos gue os dois
possuem a mesma meédia aritmética de cestas de 3 pontos.
Sendo assim, a média aritmética mostra-se insuficiente para
a tomada de decisdo. Como tal decisao serd tomada?

Conceituamos a amplitude num conjunto de valores.
Utilizamos o exemplo de amplitude térmica. Voltando aos
jogadores de basquete, obtemos, entdo, as amplitudes cor-
respondentes aos desempenhos desses dois jogadores (am-
plitude do ndmero de cestas de 3 pontos). Assim, levamos
a compreensao de que, guanto maior a amplitude em um
conjunto de valores, maior a dispersao desses valores. lsso
indica menos regularidade.

Além da amplitude como medida de dispersao, outras
duas medidas podem ser utilizadas: desvio médio, variancia
e desvio padrdo. O desvio médio de um conjunto de valores
é definido como “a média aritmética dos madulos dos des-
vios desses valores” Esses desvios sao obtidos em relacdo a
meédia aritmeética. A varidncia de um conjunto de valores de
uma variavel estatistica é a “média aritmética dos quadrados
dos desvios desses valores” também em relacdo a média
aritmética. Como no célculo da variancia os desvios foram
elevados ao quadrado, ndo teremos a mesma unidade dos
valores da varidvel. Dai a necessidade de utilizarmos o cha-
mado desvio padrao (raiz quadrada da variancia).

Utilizamos, entdo, o desvio padrao para analisar como
é a dispersdo das quantidades de cestas de 3 pontos
dos dois jogadores de basquete, considerados inicialmen-
te. Aqui, & necessario que os alunos acompanhem, com o
auxilio de uma calculadora, os calculos para a obtencao dos
correspondentes desvios.

Observacoes e sugestoes

+ Eimportante chamar a atencio dos alunos para a uti-
lizacdo de desvio padrdo a partir da variancia. Se esti-
vermos calculando, por exermplo, a variancia de um
conjunto de massas de um grupo de pessoas, esse
valor estard em quilograrma ao quadrado. Se calcular-
mos a raiz quadrada, obteremos o valar em quilogra-
ma (a raiz quadrada da variancia serd o desvio padrao).

= Um cuidado: quanto maior o desvio padrao, mais
disperso (mais heterogénea) é o conjunto de
valores e, reciprocamente, quanto menor o desvio
padrao, menos disperso (mais homogéneo) é o
conjunto de valores analisados.

= Uma sugestdo de atividade de avaliacio seria solici-
tar aos alunos que, em duplas, pesquisassem uma
situacdo de distribuicdo de valores de uma mesma



variavel numa situacao presente em jormnais ou revistas. Por
exemplo: o desempenho da Bolsa de Valores, Mercadorias
e Futuros de Sao Paulo (BM&FBovespa SA), a bolsa de va-
lores oficial do Brasil, durante 10dias consecutivos (poderia
ser o numero de pontos ao final de cada fechamento). Em
duplas, os alunos apresentariam aos demais o estudo das
médias e do desvio padrao. Poderiam até elaborar gréficos
estatisticos para apresentar aos demais.

Questoes e reflexoes

Pagina 23

1. Resposta que depende da previsao do tempo.
2. Resposta que depende dos dados levantados.
3. Resposta que depende da pesquisa.

CAPITULO 3 - Probabilidades e
Estatistica

O objetivo desse capitulo é conduzir os alunos a obser-
vacao de que probabilidade e Estatistica estao intimamente
ligadas. Assim, por exemplo, quando uma pesquisa € ela-
borada e colocada em prética ha a necessidade de definir a
populacao-alvo e, dessa populacdo, uma amostra represen-
tativa serd utilizada na pesquisa. Uma maneira de selecionar
quem fard parte da amostra é por meio de escolha aleatdria
(existern outras maneiras). Além disso, os dados dessa pes-
quisa precisam ser analisados e apresentados por meio de
gréficos. Uma pesquisa, quando é realizada dentro de crité-
rios estabelecidos estatisticamente, apresenta resultados que
nao sdo exatos, mas gue sao bem provaveis.

Ap6s a introducdo, em que procuramos conduzir os
alunos a observar a ligacao entre Estatistica e probabilidade,
retomamaos os aspectos principais estudados sobre probabili-
dades no Volume 2 desta colecao. Abordamos o conceito de
probabilidade, algumas propriedades do célculo de probabili-
dade e apresentamos exemplos para essa retornada.

Em sequida, utilizamos um texto do livro Aleatarieda-
de, de Déhora J. Bennett, que permite relacionar probabi-
lidade e Estatistica.

Observacoes e sugestoes

= Além dos exemplos apresentados na retomada de
probabilidades, no inicio do capitulo, sugerimos que
outros sejam apresentados ou propostos aos alunos.
Uma ideia seria selecionar algumas questdes mais re-
centes dos vestibulares e ENEM para esse fim.

= Qlivro Aleatoriedade, conforme indicado acima, poderia
ser conduzido para uma leitura dos alunos. O capitulo 6,
“Acaso ou necessidade?"em particular,  extramemente
atrativo e foi dele que extraimos o texto indicado acima.
A leitura permitird conhecer um pouco mais sobre a re-
lacdo entre probabilidade e Estatistica.

Questoes e reflexoes

Pagina 31
1. Aproximadamente 99,99 %.

2, (o __ 60! _60-59-58:57-56-55
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Historia da Matematica
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Sugestao de encaminhamento:

Leitura em duplas, com discussao coletiva das res-
postas para as questdes propostas.

Otexto é sobre a histdria do desenvolvimento da Es-
tatistica. No texto encontramos contribuicoes de perso-
nagens diversas, de dreas diferentes do conhecimento.

Respostas para as questdes propostas:

1. O primeiro dado estatistico disponivel foi o de registros
egipcios de presos de guerra, datados de 5000 a.C.

2, Os estudos consistiam em andlises de nascimentos e
mortes, realizadas através das Tabuas de Mortalidade, que
deram origem as atuais Tabuas de Mortalidade usadas
pelas companhias de seguros. Um dos resultados mais
importantes na época foi a constatacdo de que o percen-
tual de nascimento de criangas do sexo masculino (51%)
era levemente superior ao do sexo feminino (49%).

3. Ronald Aylmer Fisher apresentou os principios de pla-
nejamento de experimentos, introduzindo os concei-
tos de “aleatorizacao’, ou aleatoriedade, e da Andlise da
Variancia, procedimentos muito usados atualmente.

Explorando habilidades e competéncias

Pagina 44

Sugestao de encaminhamento:

Em duplas, com discussao coletiva das respostas
para as questdes propostas.

Respostas:
A1
Filhos 0 1 2 3 4 5 TOTAL
Frequéncia .

157 298 219 1495 84 47 1000
absoluta
Frequéncia

157% | 298%  219% 195% 84% 47% 100%
relativa
Frequéncia

157% | 455% 674% 869% | 953% 100,0%
acumulada

2. Pela frequéncia acumulada, pode-se notar que o valor
mediano inteiro é 2 filhos por mulher. Pela frequéncia re-
lativa, pode-se ver que o valor modal é 1 filho por mulher.
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3‘(O+298+2-219+195- 3+84-4+47- 5)

1000

1892
——=1,89 filho por mulher.

1000

(2,1-1,389)

Esse valor estd = 10% abaixo da taxa de

reposicao.
4, Para que ela tenha mais de 2,1 filhos, ela deve ter,
pelo menaos, 3 filhos. A quantidade de mulheres com

3 ou mais filhos é 195 + 84 + 47 = 326. Logo, a proba-

bilidade de uma delas ser escolhida é % - 32,6%

5. A amplitude serd dada por2,2-15=0,7.
O desvio sera dado por:

X 15 |67 | W67 | 17 18 19 1 R 1 18
[x-média’ 00720 001 | 0D | 00040 00016 00169 | 0100 084 0649 D14
Varidncia ~ 0,050

Desvio | (2462

Unidade 2 - Geometria
Analitica

Compreender que, no plano carte-
siano, associamos a cada ponto um
par ordenado e, reciprocarmente, a
cada par ordenado associamos um
ponto; calcular a distancia entre
dois pontos no plano cartesiano a
partir de suas coordenadas.

4, Coordenadas
cartesianas

Compreender a condigao de ali-
nhamento de trés pontos a partir
de suas coordenadas no plano
cartesiano; obter e identificar as
diferentes formas de equacdes
de uma reta no plano cartesiano.

5. Areta no plano
cartesiano

Estabelecer a formula que permite
calcular a distancia de um ponto
a uma reta, a partir das coordena-
das do ponto e da equacao geral
da reta; calcular a area de um
triangulo representado no plano
cartesiano, a partir das coordena-
das de seus vértices; obter a me-
dida do angulo entre duas retas
concorrentes no plana cartesiano,
conhecidas suas equagoes.

6. Distancia, area
e angulo

Obter a equagao da circunferén-
cia, conhecendo-se a medida de
seu raio e as coordenadas de seu
centro no plano cartesiano; obter
amedida do raio e as coordena-
7. A circunferéncia no | das do centro de uma circunferén-
plano cartesiano cia no plano cartesiano, conhe-
cendo-se sua equacao geral;
identificar posicoes relativas entre
ponto e circunferéncia, entre reta
e circunferéncia e entre circunfe-
réncias no plano cartesiano.

Esta unidade é um pouco mais extensa, por causa
da quantidade de gréficos no plano cartesiano que ndo
podem ser em tamanho reduzido, sob pena de dificul-
tar a compreensao dos alunos. Tanto no livro do 12 ano
como no do 22 alguns gréficos de funcoes foram repre-
sentados no plano cartesiano. Assim, parte da unidade
nao representara novidade para o aluno.

A unidade estad dividida em quatro capitulos que
abordam ponto, reta e circunferéncia no plano cartesia-
no. No inicio desse estudo, é importante destacar que
associamos, a cada ponto de um plano, um par de va-
lores (par ordenado) e, reciprocamente, a cada par de
valores assaciamos um ponto do plano.

Na ultima unidade deste livro, ampliamos o estudo
de Geometria Analitica, considerando as chamadas cé-
nicas: elipse, hipérbole e parabola.

CAPITULO 4 - Coordenadas
Cartesianas

O capitulo, relativamente curto e de facil compreen-
sao, esta dividido em duas partes. Na primeira parte, ini-
ciamos retomando a reta numérica. A partir dessa reta
numeérica, tracamos outra passando pelo zero (sera a ori-
gem), perpendicularmente a primeira. A partir dai, esta-
belecemos um sistema de referéncia que permite loca-
lizar cada ponto do plano a partir de duas coordenadas:
abscissa (horizontal) e ordenada (vertical). Falamos, nes-
sa primeira parte, dos quadrantes (ja € do conhecimento
dos alunos) em que o plano cartesiano € dividido.

A segunda parte do capitulo trata da distancia entre
dois pontos no plano cartesiano, a partir de suas coorde-
nadas. Mesmo que tenhamos observado como calcular
essa distancia, esse conceito deve ser cuidadosamente
trabalhado, pois estéd presente em diversas situacoes
relacionadas a lugar geométrico (um exemplo pode ser
encontrado na Ultima unidade desta colecio, quando
definimos elipse, hipérbole e pardbola como lugar geo-
métrico de pontos do plano cartesiano).

Além da distincia de pontos, também aborda-
mos as coordenadas do ponto médio de um segmento



(a demonstracao é feita por meio do teorerna de Tales) e al-
gumas demonstracdes analiticas de propriedades da Geome-
tria Plana. Essa é uma importante conexao que permite aos
alunos observar a Geometria Plana sob o ponto de vista da
Geometria Analitica. Nesse sentido, sugerimos que os exemplos
apresentados sejam amplamente discutidos com os alunos.

Observacoes e comentdrios

» Qutras propriedades da Geometria Plana po-
deriam ser selecionadas para gque os alunos, em
pequenos grupos, fizessem suas demonstracGes
analiticas, além dos exemplos mencionados no
final do capitulo, antes das atividades propostas.

= Ja que mencionamos no inicio do capitula as cha-
madas coordenadas geogréficas, pode-se sugerir
uma atividade sobre a localizacido de pontos na
superficie terrestre. Uma ideia seria utilizar sites de
busca que tenham mapas. Neles, é possivel locali-
zar cidades e locais, observar suas coordenadas e
a partir daf observar distancias entre locais.

Questoes e reflexoes

Pagina 49
1. Os pontos e suas coordenadas sdo: G(-7, 0) e E(5, 0).
2. Possuem abscissa igual a zero.

3. O ponto de maior abscissa é A(3, 6). O de maior orde-
nada é A(3, 6).

Pagina 51

Sim, a distancia seria a mesma.

Textos na Matematica

Pagina 56
Sugestao de encaminhamento:

Leitura coletiva, com as discussdes das respostas
para as questdes propostas.

O texto aborda o personagem-chave para o de-
senvolvimento da Geometria Analitica: René Descartes.
Agui é interessante observar a histéria de vida de Des-
cartes, sua saude fraca e sua trajetéria.

Respostas para as questdes propostas:

O Discurso sobre o método, por vezes traduzido cormno
Discurso do métado, ou ainda Discurso sobre o método para
bem conduzir a razdo na busca da verdade dentro da ciéncia,
€ um tratado matematico e filosdfico de René Descartes,
publicado em Leiden, na Holanda, em 1637. Inicialmente
apareceu com outros trabalhos de Descartes, Dioptrigue,
Meteores e Geometrie. Uma traducao para o latim foi produ-
zida em 1656 e publicada em Amsterdam.

O tratado, ao lado de Meditacoes sobre filosofia primei-
ra, Principios de filosafia e Regras para a direcdo do espirito,
constitui a base da epistemologia do filésofo, sisterna que
passou a ser conhecido como cartesianismo. O Discurso
propoe um modelo quase matemdtico para conduzir o
pensamento humano, uma vez que a Matematica tem por
caracteristica a certeza, a auséncia de duvidas.

2. Descartes nunca presenciou uma batalha no exército
do principe de Nassau, mas lutou junto as forcas opo-
nentes do duque da Bavaria. Ele havia se alistado no
exército para viajar, nao por razoes politicas.

Descartes apreciou seus dias no exército, encontran-
do pessoas de diferentes paises e também encon-
trando a soliddo que desejava ardenternente, a fim
de estudar Matematica e Ciéncia, além de ponderar
sobre a natureza do Universo.

3. Descartes descreveu Issac Beeckman como “a inspira-
cao e o pai espiritual de meus estudos”.

CAPIiTULO 5 - A Reta no Plano
Cartesiano

Iniciarmos o capitulo retormando funcao afim, estudada
no primeiro livro desta colecao. Temos aqui uma importante
conexao. Além de ampliarmos o estudo das retas (uma reta
perpendicular ao eixo x, por exemplo, que nao foi estudada
no primeiro ano, pois ndo representa uma funcao x = f{x),
aqui é estudada), outra conexdo fundamental é estabelecida
ja no inicio do capitulo: na Geometria Euclidiana, dois pontos
distintos determinam uma reta; jd na Geometria Analitica,
dois pares ordenados vao determinar a equacao da reta.

Este € um capitulo extenso. Iniciamos tratando da
condicdo de alinhamento de trés pontos. Por meio de
semelhanca de tridngulos, chegamos a condicdo que
permite verificar se trés pontos estdo ou ndo alinhados
no plano cartesiano, conhecidas suas coordenadas. Esse
é um resultado importante para o estabelecimento da
equacao de uma reta. E importante chamar a atencao
dos alunos quanto & utilizagao do célculo de determinan-
tes para o estabelecimento da condicdo de alinhamen-
to de trés pontos conhecendo-se suas coordenadas no
plano cartesiano. A partir da condicdo de alinhamento
de trés pontos, obtemos a equacao geral da reta. Alguns
exemplos sao discutidos no livio do aluno e permiterm a
esperada compreensao de que, se temos as coordena-
das de dois pontos no plano cartesiano, podemos obter
a equacao da reta que passa por esses dois pontos.

Relembramas entdo as posicoes relativas entre duas
retas no plano e trazemos essa andlise para o plano car-
tesiano, particularmente para as equagdes gerais das re-
tas. E importante discutir, mesmo que de forma rapida,
os exemplos encaminhados no livro do aluno.
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Passamos entao a estudar o coeficiente angular de
uma reta no plano cartesiano. Como podemos obter o
coeficiente angular? Propomos duas maneiras: a partir
do angulo (tangente do angulo) que a reta forma com
0 eixo x, ou a partir das coordenadas de dois pontos da
reta (0 quociente da variacdo das ordenadas pela corres-
pondente variacdo das abscissas).

Ao abordar o coeficiente angular de uma reta no plano
cartesiano, o objetivo maior & conduzir os alunos a obterem
a equagao da reta por um ponto, conhecido o coeficiente
angular. E a conhecida “equacio do feixe de retas por um
ponto’. Sabemos que por um ponto qualquer do plano pas-
sam infinitas retas. As equacdes dessas retas sao da forma y
-y, =m- (x-x,) considerando que as coordenadas do pon-
to 580 (x; y,) & m é o coeficiente angular. Como sao infinitas
retas que passam por esse ponto, o que muda de uma reta
para outra € o valor do coeficiente angular. Estamos, assim,
preparando os alunos para a equacao reduzida de uma reta,
que é o objetivo dessa parte do capitulo. E bem provavel que
0s alunos considerem a equacdo reduzida da reta, estudada
aqui, como algo conhecido deles (€ a conexao com funcéo
afim, conforme inicio do capitulo). Embora o que é aqui
trabalhado néo represente dificuldade, entendemos que a
equacao reduzida da reta é a forma de equacao da reta mais
importante, pois permite observar imediatarente nao ape-
nas o coeficiente angular (que est4 ligado de forma direta ao
angulo que a reta forma com o eixo x), mas também o ponto
em gue a reta intersecta o eixo y (coeficiente linear).

E a partir da equacao da reta na forma reduzida que
importantes conclusdes sobre paralelismo e perpendi-
cularidade de retas sdo estabelecidas. Temos também
outras formas de equaces da reta: a equacao segmen-
taria da reta (é importante observar como chegamos a
equacao segmentaria da reta a partir da equacao reduzi-
da) e a equacao paramétrica da reta.

Observacoes e sugestoes

* No inicio do capitulo, ao abordarmos a condicao
de alinhamento de trés pontos, mostramos como
chegar a essa condicao por meio de determi-
nantes. Novamente temos uma conexao entre
dois assuntos da Matematica: Determinantes e
Geometria Analitica. Seria interessante retomar,
por meio de outros exemplos, o calculo de de-
terminantes, observando algumas propriedades
estudadas no volume anterior.

» Embora o trabalho de Geometria Analitica no
Ensino Médio esteja relacionado as coordenadas
cartesianas, os alunos podem ser motivados a
pesquisarem sobre a existéncia de outras manei-
ras de localizar pontos em um plano. Um exem-
plo é o sistema de coordenadas polares. Pode-se,

nesse sentido, sugerir uma atividade de pesquisa
de como utilizar as coordenadas polares, de como
podemos converter coordenadas cartesianas
para coordenadas polares e vice-versa. Talvez essa
pesquisa possa compor a avaliacdo da unidade.

» Na explicacao dada sobre o coeficiente angular, foi
realizada uma demanstracdo de que o coeficiente
angular é o valor da tangente do angulo que a reta
forma com o eixo x no sentido anti-horario. Aproveite
0 momento para justificar que angulos suplemen-
tares, diferentes de 90°, tém tangentes opostas, isto é:

1g(180° — 1) = tg180° - tgo _ 0-tgo
1+1g180°-tgax  1+0-tgo
Questoes e reflexoes
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1. Ovalor do coeficiente de x na funcéo representa a taxa
de crescimento da funcao. Ela pade ser definida por

a= ix—y (o quociente da variacao de y pela variacao

de x).

2. Se a taxa de crescimento for positiva, a funcao é cres-
cente; se for negativa, a funcdo é decrescente; se for
igual a zero, a funcao é constante.
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1. Resposta pessoal. Substituimos x por 7 e y por =10 na
equacao correspondente. Caso resulte numa igual-
dade numérica verdadeira, o ponto pertence a reta.
Caso nao resulte numa igualdade numeérica, o ponto
nao pertence a reta.

2. Substituindo x por =3 e y por 5, temos:
2-(-3)-4-5-10=20.
O ponto nao pertence a reta.

Pagina 62
O valor de k é -14 para que as retas sejam coinci-
dentes.
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O valor de a indica o coeficiente angular da reta de
equacao y=ax + b.
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Passagem (I): A tangente da adicao de dois arcos é
o quociente entre o seno e a cosseno da adicao desses
dois arcos.

Passagemn (Il): Utilizamos a férmula para a adicdo e
subtracao de dois arcos.



Passagem (lll): Substituimos os valores de cosseno e
seno de 90°,

Passagern (IV): Substituimos cosseno sobre o seno
de um arco por cotangente desse arco.

Explorando
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Sugestdo de encaminhamento:

Emn duplas, com apresentacao coletiva de resultados.

J& mencionamos o Winplot para a construcdo de
gréficos. Aqui, numa atividade exploratéria, sugerimos
outra ferramenta a ser utilizada pelos alunos: o GeoGebra.
Os alunos deverdo baixar gratuitamente esse programa
em computadores. Apds, conforme mencionado no livro
do aluno, deverdo conhecer o funcionamento dessa ferra-
menta e explora-la com a construcao de gréfico.

Sugerimaos que construam graficos de algumas retas a
partir de suas equagdes apresentadas na forma geral. Eles
podem ser incentivados a fazer outras construcdes, confor-
me o estudo de reta neste capitulo seja desenvolvido.

CAPITULO 6 - Distdncia,
Area e Angulo

O presente capitulo exige um pouco mais dos alunos,
além de permitir um trabalho maior de associacao com
temas estudados em Geometria Plana. Divide-se em trés
partes: distancia de ponto a reta, drea de um triangulo no
plano cartesiano e angulo entre duas retas concorrentes.

Iniciamaos a primeira parte comentando o que foi estu-
dado sobre distancia entre dois pontos no plano cartesia-
no, a partir de suas coordenadas. Agora, queremos calcular
a distancia entre um ponto e uma reta do plano, conhe-
cidas as coordenadas do ponto e também a equacao da
reta. Como existem infinitas distancias entre um ponto ndo
pertencente & reta e a reta, é importante atentar que dese-
jamos aqui a menor das distancias (ela é a projecao ortogo-
nal do ponto sobre a reta, assunto estudado em Geometria
Espacial de posicdo no livro 2 desta colecao). Podemos
encontrar a reta que passa pelo ponto e é perpendicular
a reta dada. Ao obtermos a intersecdo dessas duas retas,
reduzimos o problema de distancia de ponto a reta ao pro-
blema de distancia entre dois pontos. Esse procedimento,
embora correto, € trabalhoso. Demonstramos, entiao, uma
relagdo que permitird obter essa distancia, conhecidas ape-
nas as coordenadas do ponto e a equacao geral da reta. A
demonstracdo precisa ser discutida com os alunos.

Apresentamos um exemplo importante, no final dessa
primeira parte do capitulo, relacionado ao célculo da édrea
de um tridngulo representado no plano cartesiano. Como a

area do triangulo é a metade do comprimento da base pela
altura correspondente, a base é obtida pela distancia de dois
pontos (dois vértices do triangulo) e a altura é obtida fazendo
adistancia do ponto (terceiro vértice do triangulo) a reta (reta
gue contém os dois outros vértices do triangulo).

Iniciando a segunda parte do capitule, retomamos
esse exemplo de forma mais genérica, para que os alunos
compreendam que podemos obter a drea de um tridngulo
a partir das coordenadas do vértice. E nesse sentido que
conduzimos essa segunda parte do capitulo. Nao recomen-
damos que, simplesmente, seja apresentado o resultado
(fdrmula dada pelo determinante a partir das coordenadas
dos trés vértices do triangulo) sem as devidas justificativas.
No livro do aluno, apresentamos a demenstracao que, in-
sistimos, deve ser discutida com os alunos.

Na terceira parte do capitulo, falamos de angulo en-
tre duas retas concorrentes no plano cartesiano. Quere-
mos favorecer a compreensao de que podemos obter
o angulo entre duas retas quaisquer no plano cartesia-
no se conhecermos suas equacdes na forma reduzida.
O procedimento que adotamos para justificar isso estd
baseado em propriedades da Geometria Plana a respei-
to de angulos de tridngulo. Também aqui é possivel re-
tomar a condicao de paralelismo e perpendicularidade
entre retas. Recomendamos que os exemplos apresen-
tados nessa parte sejam discutidos com os alunos.

Observacoes e sugestoes

*+ O Geogebra pode ser utilizado para a com-
preenséo e visualizacdo das ideias trabalhadas
neste capitulo: distancia de ponto a reta e cdlculo
da area do trigngulo a partir das coordenadas de
seus vertices. Incentive os alunos a explorarem,
nesse sentido, o Geogebra.

+ Efundamental que asdemonstracdes apresentadas
no Livro do Aluno sejam amplamente discutidas
com eles. Assim, embora trabalhosa, a demonstra-
¢do da distancia entre um ponto e uma reta no
plano cartesiano permite um trabalho algébrico
que amplia o conhecimento sobre a geometria
das coordenadas.

Questoes e reflexoes
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Significa que os pontos dados estdo alinhados.

CAPITULO 7 - A Circunferéncia no
Plano Cartesiano

Ja estudamos ponto e reta no plano cartesiano. Agora, o
capitulo aborda o estudo da circunferéncia. Dois problemas
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bésicos devermn ser compreendidos para melhor entendi-
mento do capitulo. O primeiro consiste em, conhecendo-se
as coordenadas do centro e a medida do raio de uma cir-
cunferéncia, obter sua equacao. O segundo, conhecendo-
-se a equacao da circunferéncia, devemos ter condicoes de
chegar as coordenadas do centro e a medida do raio. O capi-
tulo esta dividido em trés partes, visto que as duas primeiras
sao dedicadas a resolucao desses dois problemas bésicos.

Na primeira parte, definimos circunferéncia trigono-
métrica como um lugar geométrico Assim, a partir das
coordenadas do centro e a medida do raio, obtemos
a equacdo reduzida da circunferéncia. Encaminhamos
exemplos, que devemn ser discutidos com a turma.

Na segunda parte do capitulo, estudamos a equa-
¢ao normal (equacdo geral) da circunferéncia. Queremos
nao apenas obter as coordenadas do centro e o raio da
circunferéncia a partir de uma equacao geral do 22 grau
em x e y que representa uma circunferéncia, como tam-
bém estabelecer as condicbes para que uma equacao
do 22 grau em x e y possa, de fato, representar uma cir-
cunferéncia. Recomendamos que o procedimento de
‘completar os quadrados” seja adotado. E necessério
observar atentamente os exemplos apresentados.

Na terceira parte do capitulo, observamos as posicoes
relativas entre reta e circunferéncia no plano cartesiano a
partir de suas equacdes, além da posicio entre ponto e
circunferéncia e entre duas circunferéncias. Propomos
exemplos a serem discutidos com a turma. Apds os exem-
plos, mencionamos que podemos discutir as posicoes re-
lativas entre reta e circunferéncia nao apenas por meio de
suas equacoes, mas também observando a distancia entre
ponto e reta. O ponto é o centro da circunferéncia. Assim,
se a distancia entre o centro da circunferéncia e a reta coin-
cidir com a medida do raio da circunferéncia, a reta e a cir-
cunferéncia sdo tangentes. Se essa distancia for menor que
a medida do raio, a reta e a circunferéncia serdo secantes.
Finalmente, se a distancia for maior que a medida do raio,
entdo a reta e a circunferéncia serdo exteriores.

Observacoes e sugestoes

= A obtencao da equacio reduzida da circunferéncia
a partir de sua equacao normal exige do aluno o
conhecimento sobre produtos notaveis, particu-
larmente o procedimento de completar trindmios
quadrados perfeitos. Nesse sentido, seria interes-
sante encaminhar alguns exemplos. Esse procedi-
mento serd novamente utilizado para a obtencao
de equagoes da elipse, da hipérbole e também da
parabola, conforme Ultima unidade deste livro.

= Embora ndo tenhamos sugerido ne livro do aluno,
o Geogebra deve ser incentivado para a constru-
cao de circunferéncias a partir de suas equacoes.

Uma ideia é propor que eles elaborem equacdes
reduzidas de circunferéncias e apresentem suas
representacoes gréficas a partir dele.

Questoes e reflexoes
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Resposta pessoal. Lugar geométrico dos pontos de
um plano equidistantes do ponto C dado, sendo que a
distancia é r unidades de comprimento.

Pagina 98
Para ser um trindmio quadrado perfeito, devernos

9
terk= —.
4
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1. Areta é exterior a circunferéncia.
2. Nenhuma solucao.

3. Areta é secante a circunferéncia.

Pagina 102

Se a distancia do ponto ao centro for igual ao raio, o
ponto pertence a circunferéncia; se a distancia do pon-
to ao centro for maior que o raio, 0 ponto é externo a
circunferéncia; se a distancia do ponto a circunferéncia
for menor que o raio, o ponto é interior a circunferéncia.
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As circunferéncias sdo concéntricas. Sendo de raios dife-
rentes, dizemos que as circunferéncias sdo disjuntas internas.

Explorando habilidades e competéncias
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Sugestao de encaminhamento:

Em pequenos grupos, com discusao coletiva das
respostas para as questdes propostas.

Respostas:
1. Circunferéncia central: % + y* = 4

Circunferéncia menor que representa a bolinha:
(x=4P2+(y+10°=1

2. F=(15+150+(-9-3=30°+12°=900 + 144 =
= 1044

d= /1044

3. Fquacdo da reta AB:

Y+ 9=-04x-15 = y+ 9 =-04x + 6 =
0dx+y+3=0



A distancia entre o centro (0, 0) e essa reta é:
__jo+0+3 3
NO+47+19) 1,16
Comparando com o tamanho do raio, temos

9
d2=m= 7,75 > 4.logo,d > 2.

A reta é externa ao circulo.

4. A reta que passa sobre a barreira de B é dada por
x=15. A barreira de B protege a regido entre os pon-
tos (15, -6) e (15, -9).

Ainterseccdo entre asretasy=x- 14 ex =15 édada
pory=15-14=1,no ponto (1, 15).
Entretanto, considerando que a bolinha tem raio 1,

ela atingird a barreira quando seu centro estiver na
ordenada x = 14, como vemas na figura abaixo:

Figuras: © DAE

y=x-14
14 15

Esse ponto é dado por y = 14 — 14 = 0, ou seja, as
coordenadas de P sdo (14, 0). O ponto onde ele toca a
barreira é o ponto (15, 0). Como a barreira de B esta abai-
xo desse ponto, a bolinha ultrapassard a barreira.

5. Observe a figura abaixo.

Y

¥,

\

V= x=-14

Queremos encontrar a equacao da reta s que passa
por P = (14, 0) e tem coeficiente angular = -1 (per-
pendicular areta y=x - 14).

Logo, a equacdo de s serd y =—x + 14.

Unidade 3 - Geometria
Espacial

Caracterizar cilindros e com-
preender relacoes que permi-
tam calcular dreas (de bases,

lateral e total) e calcular volumes
de cilindros.

8. Cilindros

Caracterizar cones e compreen-
der relacdes que permitam calcu-
lar dreas (de bases, lateral e total)
e calcular volumes de cones.

9. Cones

Compreender como calcular a me-
dida da superficie (érea) de uma
esfera; compreender como obter a
medida do volume de uma esfera.

10. Esferas

No volurme anterior desta colecao, abordamos o estudo
de prismas e piramides na Geometria Espacial. Deixamos para
esta unidade o trabalho com as formas "arredondadas”: cilin-
dros, cones e esferas. Essa opgdo de deixar parte do estudo de
Geornetria Espacial para o Volume 3 representa uma maneira
de ndo concentrar muitos assuntos num Unico momento.

A unidade podera ser conduzida pelo professor fazendo
répidas retomadas. Por exermplo, ao falar de dreas e volumes
de cilindros, retome o que fizemos para o calculo com éreas
e volumes de prismas. Analogamente, ao abordar dreas e
volumes de cones, retome os procedimentos utilizados para
esses calculos com piramides.

CAPITULO 8 - Cilindros

Inicialmente caracterizamos um cilindro observando
seus elementos e classificacdo. Embora tenhamos cilindro
circular obliquo, nosso interesse maior, até pela sua utilidade,
diz respeito aos chamados cilindros retos (cilindros em que
as geratrizes sdo perpendiculares as bases). E importante
chamar a atencao para o fato de que o cilindro reto também
é designado como cilindro de revolugao, uma vez que pode
ser obtido pela revolucao de um retangulo em torno de um
de seus lados, por exernplo. Também nesse inicio observa-
mos que um cilindro reto é dito equildtero quando a altura
tern a mesma medida do didmetro da base (em outras pala-
vras, a seccao meridiana é um quadrado).

O capitulo esta dividido ern duas partes, sendo que, na
primeira, além do que dissemos acima, também trabalha-
rmos com a medida da superficie do cilindro. Uma planifica-
¢ao é utilizada para que os alunos possam identificar as bases
(dois circulos) e a superficie lateral (um retangulo). Assim, fica
rnuito mais evidente o procedimento para a obtencio des-
sas areas, além de possibilitar a conexdo com o que foi feito
guando do estudo da érea da superficie do prisma.
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Na sequnda parte do capitulo, o assunto € o volume doci-
lindro. Entendernos que existem duas maneiras aqui de desen-
volver essa parte. Uma, como fizemos j& noinicio, é conduziros
alunos a observarern de forma intuitiva que um cilindro reto
pode ser compreendido a partir de um prisma reto emn que
o nimero de lados do poligono de sua base “aumente cada
vez mais. Considerando um poligono em que o numero de
lados aurmenta indefinidamente, a “tendéncia” é chegarmos
a um dirculo. Essa ideia permite considerar que o volume do
cilindro pode ser obtido como se calculassemos o volume de
um prisma reto, s6 que a base é um circulo (esse é um procedi-
menta intuitivo. Também maostramos, utilizando o Principio de
Cavalieri, corno obter o volurmne do cilindro a partir do volume
de um prisma de mesma drea da base e mesma altura.

Observacoes e sugestoes

* Sugerimos a construcdo de planificacées de cilin-
dros. Aqui, para a compreensao a respeito do calcu-
lo da area da superficie de um cilindro (drea lateral
+ area das bases) podem ser mais bem compreen-
didas a partir de planificacdes. Uma alternativa seria
recortar uma lata em forma de cilindro, de tal modo
a evidenciar as duas bases e a superficie lateral.

» Podemas calcular a drea total de um cilindro cir-
cular reto por meio da relagdo A, = 2rrh + 2nr’.
E importante aqui chamar a atencao gue essa re-
lacdo nada mais é doque A,= A, + 2 - A, (drea total
igual a drea lateral mais o dobro da area da base),
como foi estudado no célculo da drea do prisma.

= Sugerimos gue recipientes em forma de cilindros
sejam trazidos para a sala de aula. Com régua, as
medidas desses recipientes podem ser determi-
nadas (altura e raio da base). Depois, solicite que
determinem a area total e também o volume.
Apos a determinacao do volume, solicite que ob-
tenham a capacidade do recipiente em litros.

Questoes e reflexoes
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1. Um retangulo.
2. Um paralelogramo.

Pagina 118

1. Sim. Mantendo-se constante a medida do raio, temos
que, duplicando a altura, o volume duplica, triplicando
a altura, o volume triplica. Essa € uma boa maneira de
levar o aluno a verificar que o volume é diretamente
proporcional a altura.

2. O volume fica multiplicado por 4.

Explorando
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Sugestao de encaminhamento:
Em duplas, com discussao coletiva das respostas.

Propomos uma investigacao sobre o cilindro, a ser dividi-
daem 4 partes. As respostas esperadas para essas etapas sao:
1. Resposta pessoal. Nas figuras apresentadas, uma fo-

Ilha de papel do tamanho A4 é girada em torno do
lado de maior comprimento, resultando assim a ideia
de um cilindro de revolucao.

2. No formato A4, as medidas séo 21 cm por 29,7 cm.

3. O volume do cilindro de revolugdo correspondente é:
V=mnr’h
V=3,14-212.297 =V=4112678 cm?

4. Resposta pessoal que dependerd do texto elaborado
pelos alunos. Consideramos fundamental nesse item
a participacao do professor de Geografia para expli-
car os detalhes a respeito de como sao utilizadas as

projecoes cilindricas na elaboracio dos mapas. E um
trabalho interdisciplinar.

Textos na Matematica

Pagina 121
Sugestao de encaminhamento:

Em grupos, com discussdo coletiva das respostas.

O texto é de Historia da Matemndtica. Aborda os proce-
dimentos adotados para o célculo do volume de cilindro e
de esfera. Enfase deve ser dada ao personagem Arquimedes.
Respostas:

1. Ostitulos de obras de matematica de Demacrito que
podemaos citar foram:

Sobre os numeros; Sobre a Geometria; Sobre tangéncias;
Sobre representac¢des; e Sobre irracionais.

2. Demdcrito, no século V a.C, foi o primeiro matema-
tico grego a determinar o volume da piramide e do
cone. O mérito de Demacrito esta em ter generaliza-
do, bem ao estilo grego, a maneira de determinar o
volume para pirdmides de base poligonal qualquer.

3. Arquimedes teria pedido a seus parentes e amigos
gue, quando morresse, mandassem colocar sobre
sua sepultura um cilindro contendo uma esfera, com
uma inscricao da proporcao referida no texto.

Figura: @ DAE




CAPITULO 9 -Cones

No inicio do capitulo, mencionamos a obtencdo de um
cone circular e destacamos seus elermentos e sua classifica-
cdo. Embora tenhamos falado de cone circular obliquo, nosso
estudo foca o cone circular reto pela sua aplicabilidade. Tam-
bém mencionamos o cone de revolucao, obtido por meio da
rotacao de um triangulo retangulo em torno de urn de seus
catetos, por exemplo. Além disso, caracterizamos o cone equi-
latero como sendo o cone circular reto em que sua seccdo
meridiana & um tridangulo equildtero (a geratriz possui a mes-
ma medida do didmetro da base).

O procedimento para o calculo da érea total da superfi-
cie de um cone circular reto pode ser melhor compreendido
a partir de sua planificacao. A dificuldade diz respeito a drea da
superficie lateral, isto & a drea de um setor dircular, No Livio do
Aluno justificamos como chegar a relacdo em que ré a medida
do raio da base do cone, e g, a medida da geratriz. Uma expli-
cacio a ser dada aqui é que, quando planificamos um cone,
a superficie lateral serd um setor circular. O comprimento do
arco desse setor circular serd o comprimento da circunferén-
cia da base do cone. Cabe agui uma analogia com o procedi-
mento utilizado neste livio ao obtermos a érea lateral de uma
piramide. Assim, intuitivamente, ao considerarmos que ©
numero de lados do poligono da base de uma pirémide au-
menta cada vez mais, teremos entao a pirdmide tendendo ao
cone. Dessa forma, o apétema da pirdmide tendera a geratriz
do cone. Isso possibilita a compreensdo de que o volume de
um cone pode ser obtido por analogia com o volume de uma
piramide, considerando que a base é um circulo. Outra maneira
de chegar ao volume do cone, como sugerimos também no
livro do aluno, & a explicacdo dassica do Principio de Cavalieri.

Observacoes e sugestoes

« Assim como sugerimos em relacdo ao cilindro, tam-
bém consideramos interessante a planificacdo de
um modelo de cone circular reto. Fica muito mais
evidente o célculo da area da superficie do cone a
partir da visualizacdo de suas partes (base e superfi-
cie lateral) quando da planificacao.

* Um cuidado a ser tomado esta no célculo da érea da su-
perficie lateral em relacdo a superficie plana resultante:
setor circular. Seria importante fazer uma retomada de
como podemos abter a drea de um setor circular conhe-
cido ndo apenas o angulo central, mas principalmente
quando conhecermnos o comprimento do arco.

« Em um cone equildtero a secdo meridiana é um
triangulo equildtero. Proponha ao aluno que expresse
a altura h desse cone em fungao apenas da medida do
raio r. Resposta: assim, como o lado do triangulo é o

diametro da circunferéncia (2r), aalturah é: h = r\fg :

« Qutra atividade para ser conduzida para resolucao indi-
vidual: Qual sélido de revolucao serd obtido pela rotacdo

do tridngulo retdngulo de lados medindo 3 cm, 4 cm
e 5 cm em torno da hipotenusa? Resposta: Dois cones
de mesmo raio da base (a altura do tridngulo retangulo
ern relacdo a hipotenusa): urn com a geratriz correspon-
dente ao cateto de medida 3 cm e outro com a geratriz
correspondente ao cateto de medida 4 cm.

Questoes e reflexoes
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O volume V do cone em funcao do raio r é:

_nrea3
—

Padgina 130

1. Arazio entre as areas é k%,

v

2. Arazio entre os volumes é k2,

3. Resposta pessoal. Uma maneira é fazendo a diferenca
entre os volumes dos dois cones.

Explorando
Pagina 128

Sugestao de encaminhamento:

Em duplas, com discussdo coletiva das respostas
para as questoes propostas.

Sugerimos urma investigacdo sobre o cone, dividida
em quatro etapas. As respostas esperadas para essas
etapas sac:

1. Resposta pessoal que depende do desenho feito pe-
los alunos.

2. Resposta pessoal que dependeré do texto elaborado
por cada aluno. Novamente é fundamental a parti-
cipacdo do professor de Geografia para esclarecer a
utilizacao das projecées conicas, comparando com as
projecdes cilindricas.

CAPIiTULO 10 - Esferas

Tradicionalmente, no Ensino Médio, o estudo da esfera
é limitado a apresentacao de duas férmulas: a primeira para
o célculo de sua superficie e a sequnda para o calculo do vo-
lume. Embora as aplicagdes sobre esfera geralmente sejam
conduzidas para esse fim, entendemos que hé necessidade
de mostrar para os alunos, pelo menos, como chegar as re-
lacdes matemdticas que permitem o calculo tanto da drea
total quanto do volume, conhecida a medida de seu raio.

Iniciamos o capitulo observando como podemos
obter uma esfera e apresentando seus elementos (polos,
equador, paralelo e meridiano). Duas observacdes entao
sao feitas: a primeira sobre a chamada circunferéncia
maxima e o circulo maximo de uma esfera; a sequnda
sobre a distancia polar.
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Diferentemente do que trabalhamos anteriormente
com cilindro e cone, primeiro falamos em volume para
depois falarmos em drea. Iniciamos aqui apresentando, a
partir do principio de Cavalieri, o volume da esfera. Sugeri-
mos que o encaminhamento feito no Livro do Aluno seja
detalhamente discutido com os estudantes, pois trata-se
de uma "justificativa” matematica rara para obter uma re-
lacdo matematica que nos permite calcular o volume de
uma esfera, conhecendo-se a medida de seu raio.

E a partir do conhecimento do volume da esfera
que obtemos a drea da superficie esférica. A explicacdo
apresentada no livro do aluno deve ser discutida, pois, in-
tuitivamente, utilizamos o volume de pirdmides e da esfera
para obter a drea da superficie da esfera. A explicacdo dada
contribui para a compreensdo da utilizacdo da intuicdo e
de analogias para a obtencao de resultados na Matemética.

Observacoes e sugestoes

* O procedimento para o célculo do volume de uma
cunha esférica é apresentado como observacao. Aqui
é necessario destacar o conceito de proporcao para
se obter a relacdo matemdtica que fornece o volume.

= Assim como ocorreu com a cunha esférica, também
procedemas com o célculo da drea de um fuso esfé-
rico, isto &, por meio de proporcéo.

» As dimensoes do nosso planeta, considerando-o
aproximadamente como uma esfera, permitem um
trabalho interessante e simples, relacionado ao vo-
lume que ocupa e a area de sua superficie. Que tal
sugerir uma pesquisa nesse sentido?

Questoes e reflexoes

Pagina 133
1. Também duplica.
2. Fica multiplicada por 4.

Pagina 135

1. Resposta pessoal. E importante que os alunos compreen-
dam adequadamente o texto. O principio de Cavalieri re-
presenta uma forma de se obter o volume da esfera.

2
2. Adreasera A = 38 :

Explorando habilidades e competéncias

1. Porque ele ficard estabilizado quando o peso estiver
em um dos vértices. Como queremos um dado com
6 numeros, € preciso urma figura que tenha 6 vértices.
Veja na tabela a seguir o numero de vértices de cada
poliedro regular.

Faces Vértices  Arestas
Tetraedro 4 4 . 6
Cubo 6 | 8 | 1
Octaedro 8 [ 6 12
'Dodecaedro 12 20 | 30
Icosaedro 20 12 30

2. No caso do cubo, o poliedro dentro da esfera teria
8 vértices, formando um dado com os numeros
de 1a8.Nocasodotetraedro, teriamosos nimerosde
1 a 4, como no proprio dado tetraédrico.

496 _ 49,6

4 - 3,1 12,4

3.a) Area=4nR’ =496 =R’'=
=R=2cm

=4 =

b) O diametro da esfera (4 cm) coincide com a dia-
gonal do quadrado central do octaedro. Desse
modo, temos que o lado desse quadrado mede

J_ =2J2. Comoo poliedro é regular, todas as

arestas medem 4\5 cm.
4mR? 1.2
¢) O volume da esfera serd V= T; =4-3,T=
99 2

duas piramides de base quadrada com lado 24/2 e al-
tura 2 (a altura da pirdmide é o raio da esfera). Assim,
temos V2=2-(2J§)2- %: 2

99,2—-32 67,2 _

Logo, o volume buscado sera V= 3

=224 cm’.

4. Oraio da esfera serd metade da diagonal do cubo, ou

3J3
seja, R=T\r= 1543.

(1,5\1'3)3
O wvolume da esfera serd V = 4n ~—C

£
33
- =3—=135n V3 ¢m? O volume do

cubo serd ¥ =27 cm?.

O volume buscado serd 135 & V3 em - 27 emdou

27(”‘5-2).
3

5. Sim.Paraode 1 a 12, usamos o icosaedro que tem 12
vértices. Para o de 1 a 20, usamos o dodecaedro que
tem 20 vértices. Em geometria projetiva, paridade en-
tre os solidos € chamada de dualidade. O tetraedro é
o Unico sélido dual com si mesmo.



6. Primeiro dado (1 a 4); A altura de um tetraedro de

(V)
arestagée h= 3

Essa altura é a soma do raio da esfera inscrita com o
raio da circunscrita na propor¢ao 1 :4. Assim, temaos

_E_(x”@)
=

que R

Segundo dado (1 a 6): O raio da esfera circunscri-
ta ao octaedro é metade da diagonal do quadrado

[2)

central do sélido. Assim, R= 5

Terceiro dado (1 a 8): O raio da esfera serd metade da

(-4

diagonal do cubo, ou seja, R= S

3
Note que g > g porgue V3 >+2.

V3 _V6 3_6_3
Note também que 3wy porque TS =
Logo, a maior esfera que precisara caber no cilindro
()
éade R= :
2
A altura do cilindro deveré ser igual a soma das trés
(V3+2+ B )r
medidas: ~————.
2
A &rea superficial do cilindro seré
(AHE )
A=2.-1-
4
X2
A== (6n+3+V6+3V2)
- »
Unidade 4 - Numeros
Complexos
Compreender a ampliagcao do
campo NuMErico com o conjunto
11.0 conjunto dos nimeros c':omplexos;definlre
; representar ndmeros complexos
dos numeros ;
por meio de pares ordenados de
complexos . ¢
numeros reais; compreender 3
forma algébrica de representar
um nimero complexo.

Conceituar igualdade de ndme-
ros complexos na forma algébri-
ca; efetuar adigao, subtracao, mul-
tiplicagdo e a divisao de numeros
complexos na forma algébrica.

12. Operacgoes na
forma algébrica

Associar a cada ndmero comple-
X0 um ponto no plano complexo;
caleular médulo e argumento de
um numero complexo a partir de
sua forma algébrica; transformar
um numero complexo na sua
forma trigonométrica a partir de
sua forma algébrica e vice-versa.

13.Forma
trigonométrica

Efetuar a multiplicagao e a divisao
de dois nimeros complexos na
forma trigonométrica; calcular
poténcias inteiras de um numero
complexo dado na sua forma
trigonométrica.

14. Operacoes
na forma
trigonométrica

O campo numérico dos ndmeros reais € aqui am-
pliade pelo estudo do conjunto dos nimeros complexos.
Embora as aplicacbes mais importantes desse campo
numeérico sejam destinadas ao Ensino Superior, o conhe-
cimento dos numeros complexos permite estabelecer
algumas conexdes entre assuntos ja estudados (Trigono-
metria, por exemplo) e assuntos que serao vistos na proxi-
ma unidade, na resolucao de equagdes polinomiais.

Alertamos para a importancia do primeiro capitulo
quando apresentamos o0s ndmeros complexos. O con-
texto que utilizamos é o de resolucao de equacdes algé-
bricas. Optamos por apresentar apenas equacdes do 2°
grau e a obtencao de suas raizes, reais ou ndo. O trabalho
inicial com pares ordenados é substituido pela forma al-
gébrica de representar um nimero complexo. Sormente
entéo trabalha-se com a forma trigonométrica.

Ndo abordamos a radiciacdo de numeros comple-
x0s, pois preferimos dar énfase ao trabalho com as ou-
tras operacges neste estagio da escolarizacdo.

CAPITULO 11 - O conjunto dos Niimeros
Complexos

Iniciamos o capitulo retomando rapidamente uma
ampliacdo do campo numérico dos nimeros naturais
para os numeros inteiros. No decorrer do Ensino Funda-
mental, nossos alunos ja tiveram a oportunidade de cb-
servar a ampliagdo do campo numeérico algumas vezes:
dos naturais para os inteiros, dos inteiros para os racio-
nais, dos racionais para os reais, considerando os nime-
ros irracionais. Temaos aqui uma nova ampliacao.
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Ao falarmos dessa ampliacao do campo numéri-
co com a criacdo dos nimeros complexos, procuramos
conduzir uma abordagem histérica. Comentamos uma si-
tuacao existente na obra Ars Magna, escrita por Girolamo
Cardano (1501-1576), que propde a divisao do numero 10
em duas partes, de tal modo que o produto dessas duas
partes seja 40. A partir daf introduzimos os ndmeros com-
plexos, falando da unidade imaginéria e apresentando-os
por meio de pares ordenados. Assim, 0s numeros reais
que também sdo numeros complexos séo apresentados
como sendo pares ordenados, em que o segundo ele-
mento é zero. J& 0s nimeros complexos que nao sao reais
(osimagindrios) sao apresentados como pares ordenados,
em que o segundo elemento é diferente de zero.

Conduzimos alguns exemplos e também propo-
mos alguns exercicios utilizando os nimeros complexos
como pares ordenados. Logo depois, introduzimos sua
forma algébrica do numero complexo. Iniciamos, assim,
a segunda parte deste capitulo. Para chegar a essa for-
ma, utilizamos o que foi visto na primeira parte. Um nu-
mero complexo z na forma algébrica (escrito na forma
de um bindmio) permite uma manipulacdo bem mais
simples do que a com pares ordenados. Além disso, ndo
precisamos abandonar a forma de par ordenado. Assim,
ao escrevermos um numero complexo z = a + bi (forma
algébrica) ou z = (g; b) (par ordenado), temos @ como
sendo a parte real do complexo e b como sendo a parte
imaginaria. Ao representarmos um numero complexo
tanto por par ordenado como na forma algébrica, é im-
portante aproveitar para associar a cada complexo um
ponto num plano. Esse plano é denominado plano com-
plexc ou plano de Argand-Gauss.

Observacoes e sugestoes

+ Ao escrevermos um numero complexo na forma
algébrica, por exemplo, z = a + bi, devemos cha-
mar a atencao de que tanto a parte real (represen-
tada por g) como a parte imaginaria (representa-
da por b) sdo nlimeros reas.

* Sugerimos perguntas que devemn ser feitas aos
alunos sobre a representacao de um nlimero com-
plexa na forma algébrica: Qual a condicao, a partir
da forma algébrica, para que um ndmero com-
plexo seja real? E para que ele seja imaginario?

= Uma atividade de pesquisa pode ser encaminha-
da sobre a historia dos ndmeros complexos. Suge-
rimos orientar 0s alunos a pesquisarem em livros
de historia da Matematica. Uma referéncia é Intro-
ducdo a Histéria da Matemdtica, de Howard Eves. A
producao de um texta como resultado dessa pes-
quisa poderia compor parte da avaliacio.

Questoes e reflexoes
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1. Sim. Por exemplo, o nimero 1.

2. Quando esse ndmero for igual a zero.

3. Basta que o numero real seja diferente de zero.

4. Resposta pessoal. A unidade imaginaria (serd visto no
capitulo 11)

Pagina 151
1. O resultado € igual a (1, 0}, isto é, o nimero real 1.
2. Oresultadoéigual a(1,0) também, ou seja, o nimeroreal 1.

Historia da Matematica

Pdgina 155
Sugestao de encaminhamento:

Leitura coletiva, com discussao das respostas para as
questdes propostas.

O texto refere-se a dificuldade de aceitacao dos nu-
meros imaginarios. A leitura permite ao aluno observar
gue outras dificuldades de aceitacdo, como a dos nime-
ros negativos, também ocorreram erm nossa evolucao.

Respostas:

1. Durante séculos, o conceito de “nimeros negativos” foi
visto como um oximoro, uma frase contraditdria, um ab-
surdo numérico; 0s nlimeros contam ou medem coisas
- ndo existe uma forma que tenha uma drea negativa,
uma circunferéncia com comprimento negativo, um li-
vro com um ndmero negativo de paginas. Durante anos,
muitos esforgos foram empregados para solucionar pro-
blemas por métados que evitavam o uso de nimeros
negativos. Aos poucos, ficou claro que evitar seu uso
era esforco desperdicado, pois os nimeros negativos,
embora nao sejam interpretaveis da mesma maneira
que os ndmeros positivos, eram tao aceitaveis gquanto
0S OUtros e nao eram nada contraditorios.

2. Por volta do século XIX, quando os sisternas numéricos
foram examinados mais de perto, tornou-se claro que
‘numeros imaginarios” nao eram nem mais nem menos
“reais” que os "nlmeros reais” normais. Ambos sao abs-
tracoes matemnaticas, e os ‘nimeros reais” incluem nao
sO nimeros negativos que tinham sido observados com
muita reserva durante tanto tempo, mas também esqui-
sitices, tais como decimais infinitos que nunca se repe-

tem e que nao satisfazem nenhuma equacao algébrica.

Hoje em dia, 0s ndmeros imaginarios sdo usados ro-
tineiramente por engenheiros e fisicos, e muitas aplica-
coes da Matemética seriam impensaveis sem eles.



CAPITULO12- Operacoes na Forma
Algébrica

Iniciaros o capitulo falando da escolha da forma algé-
brica para representar um nimero complexo. As operacoes
com numeros complexos na forma algébrica permitern uma
analogia com operacoes entre bindmios. Assim, a compreen-
sa0 e a manipulacdo sao imediatas. Por isso, apresentamaos
inicialmente exemplos de como adicionamos, subtraimos e
multiplicamos dois bindmios. Em sequida, explicarnos cormo
podemos fazer tais operacées com nimeros complexos.

Ha um exemplo que permite levar os alunos a
verificar a facilidade de lidar com a forma algébrica,
se compararmos com a forma de par ordenado. No
exemplo, propomos a multiplicacdo na forma algébrica
(5 =70 - (-4 + 9) e, depois, a mesma multiplicacao na
forrma de par ordenado: (5; =7) - (=4; 9). Apresentamos,
entao, a igualdade de dois nimeros complexas na forma
algébrica. Os exemplos relacionados a adicao, a subtracao
e a multiplicacdo precisam ser discutidos com os alunos.

Chamamos a atencado do professor sobre a parte deste
inicio de capitulo em que, logo apos as operacoes de adicao,
subtracao e multiplicacdo de ndmeros complexos na forma
algébrica, abordamos a relacao entre 0s nimeros complexos
e vetores no plano complexo. Falamos de adicdo, subtracdo
e suas representacoes com o auxilio de vetores.

Para abordarmos a divisdo de dois niimeros comple-
xos na forma algébrica, é necessario inicialmente observar o
conceito de conjugado de um complexo. Logo apds, apre-
sentamos trés propriedades: o conjugado da soma de dois
complexos, o conjugado do produto de dois complexos e
o produto de urn niimera complexo pelo seu conjugado.

A divisdo de dois nimeros complexos, sendo o se-
gundo diferente de zero, é definida a partir do conceito de
conjugado de um numero complexo. Assim, o quociente
de um numero complexo z, por outro ndmero complexo
diferente de zero z, é obtido multiplicando-se z, e z, pelo
conjugado de z,. Hd um bom numerao de exemplos que
permitem conduzir os alunos a compreensao de como
podemos dividir dois nimeros complexos.

Observacoes e sugestoes

Sugerimos que o professor comente com os alunos
que, dados dois nimeros complexos nao reais, nao po-
demos dizer qual é maior ou qual é menor.

*» Pode-se efetuar um trabalho em conjunto com a
disciplina de Fisica em relacao a utilizacdo de ve-
tores, abordando as representacdes no plano e a
adicdo e da subtracao de vetores.

= Proponha aos alunos que verifiquem se as igual-
dades a seguir sdo verdadeiras (cbservacéo: todas
sao verdadeiras).

Questoes e reflexoes
Pdgina 158

1. Os vetores sao simétricos em relacdo a origem do pla-
no complexo.

2. Serd a outra diagonal do paralelogramo.
Pagina 161

1. Sim. Basta que o ndmero complexo seja real. Exemplo:
z=10.

2, Basta que o complexo seja imaginario puro. Exemplo:
z=10i

Pagina 162
1. Basta fazermos a =5 e b= -3, por exemplo.

2. () Fazendo a + bi = a - bi, temos que b = 0. Assim, 0
complexo devera ser real. Exemplo: z=10.

(II) Fazendo z = a (para a pertencente aos reais), temaos
que o conjugado sera o proprio nimero z = a.

(I) Fazendo a + bi + a = bi = 2a. Sendo a e b reais, te-
mos que a soma sera um numero real correspondente
ao dobro da parte real do complexo dado. Portanto, a

igualdade é verdadeira.

CAPITULO 13 - Forma Trigonométrica

Geometria Analitica, nimeros complexos e Trigono-
metria aparecem ao longo deste capitulo. Sao articula-
cHes importantes. Iniciamos observando que um nume-
ro complexo, além da forma algébrica e da representacao
por par ordenado, também admite outra maneira de ser
representado: é a forma trigopnométrica ou polar. Aqui, a
representacao de um complexo no plano complexo sera
fundamental para a compreensao.

Definimos, entdo, o module de um ndmero comple-
xo escrito na forma algébrica. E importante destacar que ©
rmodulo de um numero complexa é uma distancia e, como
tal, ndo serd negativa. Também conceituamos o argumento
de um nimero complexo diferente de zero. Apresentamos
a sequir trés propriedades relacionadas ao madulo de um
numero complexo. Consideramos que as justificativas dadas
para essas propriedades devam ser devidamente discutidas
com os alunos. Uma ideia é reproduzi-las na lousa, conforme
encaminhamos no livro do aluno.
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Para passar um numero complexo da forma algé-
brica para a forma trigonomeétrica, temos uma simples
mas interessante conexao com a Trigonometria no trian-
gulo retangulo. Julgamos oportuno que as justificativas
dadas no livro do aluno, da forma algébrica até a forma
trigonomeétrica, sejam discutidas. E um bom momento
para observar tal conexdo. Logo apds, conduzimos al-
guns exemplos de manipulacao dessas duas formas de
representar um numero complexo. O terceiro exemplo
aborda outra conexao importante, agora com Geome-
tria Analitica, quando falamos do lugar geométrico de
todos os pontos do plano complexo cujos médulos séo
iguais a 5. Chegarmos a uma circunferéncia.

Observacoes e sugestoes

+ E importante que os alunos compreendam que
a mesma relagdo que utilizamos para calcular o
modulo de um nidmero complexo permite tam-
bém obter o médulo de um nidmero real (todo
numero real é complexo). Assim, ele observara,
por exemplo, que para um numero real x, temos:
b = e+ 0] = Vx2+ 02 = V2.

* Uma atividade ludica interessante pode ser apre-
sentada. A partir da figura existente no livro do
aluno, formada por circunferéncias concéntricas
de raios diferentes, outras circunferéncias podem
ser construidas além de outros angulos (fornecen-
do outras direcoes). Uma batalha naval pode ser
elaborada a partir de coordenadas polares. Deixe
a criacao para os alunos.

Questoes e reflexoes

Pagina 164
1. Imaginarios puros.
2. Numeros reais.

Pagina 166

O modulo de um guociente de dois ndmeros com-
plexos é igual ao quociente dos madulos desses nime-
ros complexos, ou seja:

z|_|2] ,
P i P ,82#0)
Pagina 168

1. Para nimeros reais os argumentos serao 0° ou 180°.

2. Para ndmeros imaginarios puros, os argumentos se-
rao 90° ou 270°.

CAPITULO 14 - Operacoes na Forma
Trigonométrica

Deixamos para este capitulo as operacdes de multi-
plicacdo, divisdo e potenciacdo com expoentes inteiros
dos numeros complexos escritos na forma trigonome-
trica. Inicialmente o capitulo permite levar os alunos a
compreenderem que a forma trigonométrica apresenta
uma facilidade quando da multiplicacdo e da divisao de
dois complexos dados. Multiplicamos dois complexos (ou
mais de dois) multiplicando seus médulos e adicionando
seus argumentos. Dividimos dois complexos dividindo
seus modulos e subtraindo seus argumentos. Julgamos
essencial que as demonstracoes dadas para obter as re-
lacdes que permitemn multiplicar e dividir dois complexos
na forma trigonométrica sejam discutidas com os alunos.
E a oportunidade de valorizar o conhecimento de rela-
¢oes trigonométricas estudadas no livro anterior.

O final deste capitulo trata da potenciacdo de um nu-
mero complexo. Particularmente, interessa-nos aqui a po-
tenciacao de complexos em que os expoentes sao nUimeros
naturais. A partir da multiplicacdo na forma trigonométrica
de dois ou mais complexos, a potenciacdo pode ser explica-
da como a multiplicacéo de complexos iguais. Conduzimos,
no Livro do Aluno, tais explicacoes, que precisam ser discuti-
das. Assim, chegamos a formula de Moivre, que estabelece
que a poténcia de ordem n de um nudmero complexo, dado
na forma trigonométrica, € o nimera complexo cujo modu-
lo é igual ao madulo do ndmero elevado a n e cujo argu-
mento & o argumento do nimero dado multiplicado por n
(argurnento reduzido & primeira volta).

Em relacéo a potenciacdo de ndmeros complexos, en-
caminhamos importantes exemnplos a serem discutidos co-
letivamente. Num deles, é apresentada uma conexdo com
férmulas de duplicacdo de arco (Trigonometria). No outro,
conduzimos explicacdes a respeito das poténcias naturais
da unidade imaginaria. Apds esse exemplo, ainda sobre as
paténcias naturais da unidade imaginéria, novas explicactes
sao dadas e permitirdo observar que os resultados obtidos
acabam sempre se repetindo (quatro sao os resultados pos-
siveis de uma poténcia natural da unidade imagindria).

Observacoes e sugestoes

» Pode-se sugerir aos alunos, conforme exemplo
de duplicacdo e arcos, que demonstrem, a partir
da férmula de Moivre sobre a potenciacao, as se-
guintes relagdes trigonomeétricas:

sen(308)=3senB -4 sen?B e cos (30) =4 cos*@ -3 cos*0

» Embora a énfase sobre a potenciacio seja para
poténcias naturais de numeros complexos, pro-
ponha aos alunos que utilizem a relagcdo de
Moivre para calcular poténcias de nimeros com-
plexos com expoentes negativos. Exemplo: dado
Zz=2(cos 45° +isen459), calcule z' e 23



Questoes e reflexoes

Pagina 174
A medida do angulo & 90°.

Textos na Matematica

Pagina 181
Sugestao de encaminhamento:

Leitura em dupla, com discussao coletiva das respostas.

Elaboramos um texto para abordar a forma expo-
nencial de um nidmero complexo. O trabalho de Leo-
nhard Euler é aqui valorizado. Uma das mais intrigantes
igualdades numeéricas envolvendo cinco importantes
numeros para a historia do desenvolvimento da mate-

matica € apresentada aos alunos.
Respostas:
1. Sabemos que:
« Forma algébrica: z=a + bi
« Forma trigonométrica: z=|z| - (cos 8 + i sen 6)
« Forma exponencial: z=|z| - ¢"®
Entao:

i:Mﬁ—Pjﬂ:}&' e =pi-pJ - (e”el-s‘}
z Rl-e®  ppe p, e

]_Dgo; i o (P1_ pQ) * (eimj-s')
Z
2. Temos que:
@r=0z) - e 9" = 12]"- ('9)"=> |2]"- e¢-®

Portanto: (2)"=|z}"- enti-®

Explorando habilidades e competéncias
Pagina 186
Sugestdo de encaminhamento:

Em grupos, com a discussao coletiva das respostas
para as questdes propostas.

Respostas:
l. Numeros complexos na Algebra

a)
_ | = [(ap} (15 4 (=42], (=15
X—:{/-T"I‘J[TT'F 3 + ‘:]( 2 _\‘( 2 }+ 3

x=N2+Va-125= N2 -vya-125= 2 +¥=121+ \2-v"121
x=\2+vi1i +N2-v111

b) Q+ )P =8+12i+6F+P=8+12i-6-i=2+i11i
Q-P=8-12i+6f-F=8-12i-6+i=2-11i
logo, x=2+ i+2-i=4.

€) (x = 4) - (P4 4x+1) = X+4C+ X = &P=16X - 4 = X
~15x—4

_4+
x2+4x+1:O=>x:@:—Ziﬁ

d) (243 p-15(-24V3 p-4=
=-8+12V¥3-18+3V3+30-15V3-4=0
(-2V3 p-15(-2V3 p-4a=
=—8-12V3-18-3V3+30+15V3-4=0
5:[—2+w’_;—2+\f§';4]

Il. Nimeros complexos na Geometria
a) z=(0,1) = 1{cos 90° + i sen 90°)
z=(2,2) =22 (cos 45° + i sen 45°)
2= (-2,-2) = 2V 2 (cos 225° + i sen 225°)
z,-z=2V2 (cos135° + i sen1359)

A,

| ]

Y

’

N
|

Figuras: © DAE

Y

[ ]

»

e

b) Os resultados sdo iguais. Isso ocorre geometrica-
mente porque, ao multiplicar z, - 7z estamos giran-
do o afixa de z, em 90° no sentido anti-horario

et :
e, ao dividir =%, estamos girando o afixo de z, em
z

90° no sentido hordrio. Como z, e z, 530 Opostos
em relagdo a origem, os dois giros terminam no
mesmo  ponto. Algebricamente isso ocorre por-

que z = i. Nesse caso, como z, - (=1) = z,, temos:
z,-0) = z,= 7, (z%) = z,. Dividindo os dois membros
22
por z, temos: z;- 7= "=
z
9
A
| N |
[ [ [t
R
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d) z,* = [2V2 (cos 45° + i sen 459))* =
64(cos 180° + i sen 180°) = (-64,0)

24 =[2V2 (cos 225° +i sen 2259 =
64(cos 900° + i sen 900°%) = (—64,0)

2,4 =[2V2 (cos135° + i sen 1359))4=
64(cos 540° + i sen 540°) = (-64,0)

2,4 =[2V2 (cos315° + i sen315%)¢ =
64(cos 1260° + i sen 1260°) = (-64,0)

Note que 300 =5 - 180; 540 =3 -180e 1260 =
=7-180.

Os resultados sdo todos iguais. Espera-se que perce-
bam que isso ocorre quando n divisdes simétricas de um
circulo sdo elevados a n. Note gue todos os pontos es-
tao no mesmo circulo, de modo que possuem o mesmo
médulo. Ao elevar cada um deles a um mesmo ndmero
n, todos terdo o mesmo maodulo como resultado. Quan-
to aos argumentos, ao multiplicar todos por n, como
sao enésimas divisdes do circulo, resultardo também no
mesmao argumento.

Unidade 5 - Polinomios e
Equacoes Algébricas

Definir polindmios; compreender
e identificar grau de um
polindmio; conceituar identidade
de polindmios e polindrnio
identicamente nulo.

15. Polinémios

Efetuar a adicao, a subtracao e
a multiplicagdo de polindmios;
compreender procedimentos
para a divisdo de polindémios;
compreender teoremas
associados a divisdo de
polindmios.

16. Operagoes com
polindmios

Conceituar equacdes algébricas,
identificando solugdes; a partir do
teorema fundamental do célculo
e do teorema da decomposicao,
identificar o ndimero de solugdes
de uma equacao algébrica;
resolver equagdes polinomiais
por meio de fatoracao e do
dispositivo de Briot-Ruffini.

17. Equacoes
algébricas

Compreender as relacoes entre
as raizes e os coeficientes de

uma equacao algébrica; obter as
raizes racionais de uma equacao
algébrica; compreender e utilizar
o teorema das raizes imagindrias
para a resolucao de uma equacao
algébrica com coeficientes reais.

18.Teoremas
e relacoes

Dedicamos os dois primeiros capitulos ao estudo
de polindmios, visando a resolucao de equacoes polino-
riais (ou equacdes algébricas) nos dois Ultimos capitu-
los da unidade. Normalmente, nos anos finais do Ensino
Fundamental, os alunos trabalham com o assunto poli-
némios e acabam observando comao operar com polind-
mios (adicao, subtracao e multiplicacao). Essas ideias sao
aqui retomadas. Também o assunto equacgdes é estudado,
porém fica restrito as chamadas equacdes do 12 e do
22 graus. Teremos aqui uma ampliacdo.

A importancia maior dos dois primeiros capftulos esta
na divisdo de polindmios, particularmente na divisdo de um
palindmio de grau maior ou igual a um por um bindmio do
primeiro grau. Os dois Gltimos capitulos da unidade, sobre
equacoes algébricas, devern ser conduzidos mais lentamen-
te, pelas dificuldades que apresentam. Entre elas, citamos o
fato de o aluno se deparar com uma equacao, por exemplo,
de grau 3, e precisar encontrar as solucdes sem a utilizacdo de
férmulas. Consideramos oportuno chamar a atencao, desde
o inicio, que, embora existam formulas resolutivas para equa-
coes do 32 grau e do 42 gray, elas ndo s&o aqui apresentadas
pelo simples fato de nao representarem um facilitador na bus-
ca das soluces das correspondentes equacoes. Assim, Nosso
estudo fica restrito a busca de procedimentos que permitam,
sob certas circunstancias, obter os resultados de tais equacoes.

CAPITULO 15 - Polinémios

A partir de um contexto geométrico, iniciamos o estu-
do de polindémios. Ao conceituarmos polindrnios na varidvel
complexa x, com coeficientes complexos, € importante cha-
rar a atencao dos alunos para os exemplos que represen-
tam polinémios, para também e aqueles que néo represen-
tam polindmios. Assim, fica mais evidente observar que os
palinémios na varidvel n contém termos da forma a,x", visto
que n, € um numero real e n, um ndmero natural.

Nesse inicio, consideramos oportuno falar de fun-
cao polinomial. Embora os coeficientes numeéricos
possam ser nlimeros complexos quaisquer e o mesmo
ocorrendo para a varidvel x, as funcdes que os alunos ja
estudaram, que podem ser denominadas de funcées



polinomiais, sao as funcdes afins e as funcdes quadra-
ticas. Nesses dois tipos de funcdes (fix) = ax + be fix) =
= (ax? + bx + ¢), 0s coeficientes numeéricos sao numeros
reais e a variavel x assume apenas valores reais.

Conceituamos, entdo, polindmio identicamente nulo
aquele em que todos os coeficientes sao iguais a zero.
Nesse caso, ndo se define o grau do polinémio. A partir
do significado de valor numérico de um polindmio, seria
oportuno comentar corn os alunos que, no caso de um po-
linémio identicamente nulo, o valor numérico sera sempre
igual a zero para qualguer valor que atribuimos & variavel
x. Quando o valor numérico de um polinémio p(x) é igual
a zero, para algum niimero complexo g, dizemos que esse
numero é raiz do polindmio. Essa é uma observacao impor-
tante para o estudo das chamadas equacdes polinomiais,
abordada nos dois Ultimos capitulos da unidade.

Utilizamos, logo depois, exemplos para, a partir de-
les, falar de identidade de polindmios. Esses exemplos
devem ser amplamente discutidos antes de conceituar-
mos essa identidade.

» Embora tenhamos conceituado polindmios com
coeficientes complexos, nosso estudo aqui acaba
sendo limitado para aqueles com coeficientes reais.

= Ao conceituar funcao polinomial, fizemos trés im-
portantes observacdes que devem ser discutidas
com 0s alunos. Nelas, abordamos o caso do grau
de uma funcdo polinomial ser zero, menciona-
mos que gquando falamos em polinémio estamos
falando também de funcdo polinomial e, final-
mente, dizemos que cada um dos termos que
compdem o polinémio é chamado de mondémio.

» Os alunos, normalmente, confundem o fato de
termos dois polinémios que podem ser iguais
para determinados valores da variavel x (p(x) =
=x -2 e glx) = x* — 4x + 4 sdo iguais apenas para
x =3 e para x = 2), com dois polindmios que sdo
iguais para quaisquer valores da varidvel x. Nesse
ultimo caso, temos a identidadede polinémios.

Questoes e reflexoes

Pagina 190

1. Adrea é ax + bx.

2. Sim, a expressao x{(a + b).

3. Adrea é ax + ay + bx + by.

4. Sim, a expressao (a + b)(x + y).

Pagina 192

Na primeira, temos um exponente negativo para a
variavel x, na segunda, temos um expoente fracionario
(dado pela raiz) e um expoente negativo.

Padgina 193
1. Os zeros do polindmiosdox=8ex=1.
2, Infinitos zeros.

CAPITULO 16 - Operacdes com
Polinomios

Embora neste capitulo o estudo seja das operactes
com polinémios, o destaque deve ser dado para a divi-
sao. Iniciamos com a adicéo, a subtracdo e a multiplica-
cao de polinémios. Os exemplos apresentados devem
ser discutidos como os alunos (e, caso necessario, até
ampliados). Essas operagdes com polinémios nao repre-
sentam obstaculos quanto ao entendimento.

A divisdo de polindmios ¢ a operacdo gue necessita
de maior cuidado e um pouco mais de tempo para o
encaminhamento. Iniciamos o capitulo estabelecendo
uma relacdo com a divisdo de dois nimeros naturais.
A ideia é fazer com que os alunos retomem o procedi-
menta que utilizamos para dividir, além de identificarem
também as denominagdes dos termos relacionados (di-
videndo, divisor, quociente e resto). Assim, nesse inicio, &
importante que compreendam a relacao existente entre
esses termos: o dividendo é igual ao divisor multiplicado
pelo quociente e adicionado ao resto.

Dois comentarios importantes devemn ser feitos
guando passamos da divisdo de ndmeros naturais para a
divisdo de polindmios. O primeiro fato éaigualdade A(x)=
=B(x) - Qlx) + R(x), sendo Alx) o dividendo, B(x) o divisor,
Q(x) o quociente e R(x) o resto da diviséo. O segundo
fato é que o grau de R(x) ndo pode ser igual nem maior
que o grau de B(x). No caso de R(x) ser igual a zero (poli-
némio identicamente nulo), temos que o polindmio A(x)
é divisivel pelo polindmio B{x).

Para obter o quociente e o resto da divisao de dois
polindmios dados, utilizamos dois processos: o método
da chave (procedimento empregado na divisao de dois
numeros naturais ou processo longo) e o método dos
coeficientes a determinar (procedimento que utiliza a
identidade de polinémios). O método dos coeficientes a
determinar é trabalhoso, mas consideramos importante
que seja comentado com os alunos, pelo menos a partir
de um ou dois exemplos, pois permite estabelecer rela-
¢ao com o que foi estudado no capitulo anterior.

Em seguida, abordamos a divisdo de um polinémio
por um bindmio da forma x — g, em que sio estudados
o procedimento de Briot-Ruffini, o teorema do resto e o
teorerna do fator. O dispositivo para dividir um polind-
rnio de grau maior ou igual a um por um binédmio da for-
ma x —a € um processo extremamente pratico para ob-
ter o resto e o quociente correspondentes. Os exemplos
apresentados precisam ser discutidos com os alunos.

Manual do Professor

49




O teorema do resto, embora de simples compreen-
sdo e demonstracdo, € importante para o estudo de
polinémios. Sendo assim, julgamos que a demonstra-
cdo e os exemplos apresentados devem ser discutidos
com a classe. E importante mencionar que a utilizacio
do teorema do resto ocorre nas situacoes em que esta-
mos interessados na obtencao apenas da resto da divi-
sao de um polinémio por um binémio da forma. Outra
observacado a ser feita (serd importante para o estudo de
equacdoes polinomiais nos dois proximos capitulos) € a
consequéncia de que, se P(a) = 0, entdo o polindmio P(x)
é divisivel por x - a.

Fechando o capitule, temos o tecrema do fator (tam-
bém conhecido como tecrema das divisdes sucessivas, ou
teorema da divisibilidade pelo produto). Esse teorema ga-
rante que um polinémio P(x) & divisivel por x —a e por x - b,
coma= bse,e somente se, P(x) for divisivel por (x-a) - (x-b).
No livro do aluno demonstramos parte desse teorema. Esse
teorema deve ser valorizado, pois auxiliard na compreenséo
do teorema de decomposicao, estudado no préximo capi-
tulo, quando abordamos as equacdes polinomiais.

Observacoes e sugestoes

= Ag utilizar o dispositivo pratico de Briot-Ruffini para
dividir polindmios de grau maior ou igual a um por
polindmios da forma ax + b (sendoa = 1 ea = 0),
devemos ter o cuidado com os numeros obtidos
nesse processo. Aqueles que indicam os coefi-
cientes do quociente da divisdo devem ser divi-
didos por a para, de fato, representar corretamente
esses coeficientes. Aqui é interessante exemplificar.

* No livro do aluno, sugerimos que a reciproca
do teorema do fator seja proposta para ser de-
monstrada.

Questoes e reflexoes

Pagina 197
1. Ograué 4.
2.0qgraue?.

Pagina 199
1. Quando o resto da divisdo é igual a zero.

2. Quando o algarismo das unidades for zero ou cinco
(critério da divisibilidade por 5).

3. 530 7 restos possiveis: {0, 1, 2, 3,4, 5, 6}.

Pagina 199
1. O quociente é 2x%

2. O quociente é 31.

Pdgina 201

1. Fazendo a divisao pelo método da chave, o aluno de-
verd obter o mesmo quociente e 0 mesmo resto.

2. Resposta pessoal. Espera-se que o aluno observe que
o método da chave é mais simples.

Pdgina 202

1. Também aqui, fazendo a divisdo pelo método da
chave, o aluno devera obter o mesmo quociente e o
mesmo resto.

2. Resposta pessoal. Espera-se que o aluno observe que
o dispositivo pratico é mais simples.

Pagina 203
1. Os resultados sdo iguais.
2. Resposta pessoal.

CAPITULO 17 - Equacoes Algébricas
Iniciarmos o capitulo retomando a situacao da caixa de
papelao utilizada no primeiro capitulo desta unidade, no es-
tudo de polindmios. Embora seja uma situacdo hipotética,
temos aqui um momento importante que relaciona geome-
tria dos sdlidos, pelinémios e equacdes polinomiais. Utiliza-
mos esse exemplo para chegar numa equacdo. Conceitua-
mos, entao, equacoes algébricas ou equacdes polinomiais.

Nesse inicio, é importante enfatizar os significados
de raiz (ou solucao) de uma equacgao e também de
conjunto solucdo de uma equacdo. Para tanto, nesta
primeira parte do capitulo, os exemplos apresentados
devem ser discutidos amplamente pela turma, evitando
assim duvidas que podem atrapalhar o desenvolvimen-
to do restante do capitulo.

Dois teoremas importantes sdo entdo apresentados.
O teorema fundamental da Algebra (demonstrado por
Gauss: omitimos a demonstracic) e o teorema da de-
composicao em fatores (demonstramos esse teorema
no livro do aluno). Acreditamos que essa demonstracao
deva ser lida e discutida com a turma. Esses dois teore-
mas permitem concluir que uma equacéo algébrica de
grau n admite n solucdes.

Logo depois de apresentarmos esses dois teoremas,
fizemos um comentério importante: "A forma fatorada
de uma equacao polinomial, mesmo que nao contenha
todos os fatores do 12 grau, auxilia na busca das solu-
¢coes de uma equacao” Esse comentario € sequido de
um exemplo que deve ser discutido com a classe.

Deve-se ressaltar para os alunos que néo teremos formu-
las resolutivas para as equacdes de grau maior que dois. Sendo
assirn, devemnos valorizar o procedimento de transformar uma
equacdo no produto de dois ou mais fatores. Se esse produ-
to é igual a zero, necessariamente um dos fatores serd igual a



zero. Pelo teorema da decomposicao, estudado anteriormen-
te, sabemos que um polindmio P(x) pode ser fatorado como
o produto de n fatores do 12 grau. Isso ndo significa que os fa-
tores sdo todos diferentes. Pensando em termos de equacdo
polinomial de grau n, podemos decompor a equacao em n
fatores do 12 grau. Caso existam fatores iguais, o ndmero total
de vezes que um fator se repete indica o grau de multiplicida-
de da raiz correspondente.

A utilizacdo do dispositivo prético de Briot-Ruffini para
o ‘rebaixamento’ do grau de uma equacao deve ser expli-
cado observando sua relacao com o teorema da resto para
divisdo de um polinérmio por um bindmio da forma x - a.

Observacoes e sugestoes

* Um cuidado a ser tomado: o nimero de raizes de
uma equacao nao é necessariamente igual ao nu-
mero de elementos de seu conjunto solucao. O nu-
mero de raizes de uma equacao algébrica é igual ao
grau dessa equacac. Questione os alunos: Quando,
numa equacao algébrica, o nimero de elementos
do conjunto solucao é igual ao nuimero de raizes?
(Resposta: guando todas as raizes forem distintas)

» Proponha aos alunos que discutam e comparem
as solugdes de equacdes, tais como: x* =8 =0e
(x = 2)* = 0. Na primeira equacao, eles encontrarao
trés raizes (uma real igual a 2 e duas imaginarias).
Na segunda equacdo, encontrardo uma raiz de
multiplicidade 3.

» Utilizando o Winplot, solicite aos alunos que ob-
servem os graficos nos plano cartesiano de fun-
coes polinomiais diversas. Uma ideia, conforme
observacdo anterior, seria que eles considerassem
os gréficos das seguintes funcdes polindmiais:
fx)=x*-8eglx) =(x-2)

Questoes e reflexoes

Pagina 208

As solucdes sdox=2,x=3 ex=-3.

Pagina 210
1. 530 5 raizes.
2. No minimo 1 elemento e, no maximo, 5 elementos.

3. Apresentam apenas x = 1 como solucdo comum. Os
conjuntos formados pelas solugdes sao diferentes.

Historia da Matematica

Sugestao de encaminhamento:

Leitura em duplas, com discussdo das correspon-
dentes respostas para as questdes propostas.

O texto aborda parte da histéria das equacdes algé-

bricas, particularmente das equacdes do 12 e 22 grau e,
depois, as chamadas equacdes cubicas.

Respostas:

1. Segundo registro de historiadares, o primeiro povo a
lidar com essas equacdes foram os egipcios. No Papi-
ro de Ahmes, também conhecido como o Papiro de
Rhind, adquirido pelo escocés Henry Rhind, em 1868,
numa cidade as margens do Rio Nilo. Nesse papiro
consta que os egipcios ndo se referiam a problemas
com objetos concretos, mas ja tratavam de incogni-
tas em seus problemas.

M

Aritmeticamente, essas equacdes foram resolvidas
pelos egipcios. Euclides e seus sequidores as resolve-
ram geometricamente e, algebricamente, elas foram
solucionadas pelos hindus. O matematico e escritor
drabe Al-Khwarizmi (780-850), forneceu regras arit-
méticas que demonstram, por meios geométricos,
essas equacdes. Foi através desse escritor que os ara-
bes introduziram o nome Algebra.

3. Tartaglia direcionou seus esforcos as culbicas que nao
continham o termo do primeiro grau. Resolvendo esse
caso, quando faltava menos de duas semanas para o de-
bate, Tartaglia descobre a solucao da clibicaem que o ter-
mo do segundo grau ndo existia. Assim, sabendo desses
dais métodos, Tartaglia solucionou todos os problemas
em menos de duas horas, derrotando seu oponente.

Explorando

Padgina 213
Sugestao de encaminhamento:
Ern duplas, com apresentacao coletiva dos resultados.

Esta é uma atividade de exploracdo a ser conduzida
com auxilio de ferramentas computacionais a escolha dos
alunos e que ja foram apresentadas: Winplot e o GeoGebra.
A ideia é envolver os alunos na observacdo de graficos de
funcoes polinomiais diversas. Apods apresentar os graficos,
deve-se verificar as respostas as questoes apresentadas.
Respostas:

1. A equacdo correspondente apresenta x = 1 comao raiz
de multiplicidade 2.

2. A equacao correspondente apresenta x = 0 como raiz
de multiplicidade dois e x =1 como raiz simples.

3. A equacdo correspondente apresenta x =1 como raiz
simples e x = -1 como raiz de multiplicidade 3.

CAPITULO 18 - Teoremas

e Relacoes
este capitulo esta dividido em trés partes. Na primeira
parte, estudamos as chamadas relacdes de Girard. Talvez o
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nome dessas relacdes ndo seja do conhecimento dos alunos,
porém, as relacoes que envalvern as raizes e os coeficientes
de uma equacao do 22 grau, provavelmente, nao representam
novidade. Sugerimos que essas relacoes sejam demonstradas
e discutidas com os alunos (como apresentado nolivro do alu-
no). Além das relacoes entre as raizes e os coeficientes de uma
equacdo do 22 grau, existem as relacoes correspondentes para
as equagdes do 32 grau, do 42 grau e assim por diante. Genera-
lizando, uma equacao de grau n admite n relacées entre as n
raizes e os coeficientes correspondentes.

Por meio de exemplos, procuramos observar como
utilizar as relacdes de Girard. E importante destacar que es-
sas relacoes continuam sendo vélidas, mesmo que as raizes
NAao sejam reais @ Mesmo que as raizes nao sejam distintas.

Iniciamos a sequnda parte do capitulo falando do teore-
ma das raizes imagindrias. E bem provavel que alguns alunos j4
tenham observado que, numa equacao algébrica de coeficien-
tes reais, as raizes imagindrias, quando existem, sdo em duplas,
sendo duas a duas conjugadas entre si. A demonstracac desse
teorema é de fadil compreensao a partir das propriedades do
conjugado de um ndmero complexo (as propriedades do con-
jugado podem ser constatadas por meio de exemplos: conju-
gado de uma soma é a soma dos conjugados, por exemplo).
Logo apds, mencionamos trés observagbes importantes que
precisam ser discutidas com os alunos. A primeira é sobre a vali-
dade dos teoreras apenas para as equacoes com coeficientes
reais. A segunda observacdo é sobre o grau de multiplicidade
das raizes imagindrias conjugadas (mesmo grau). A terceira ob-
servacao é sobre a existéndia de raiz real para uma equacao de
grau impar. Propomos no livio do aluno alguns exemplos sobre
a utilizacdo do teorema das raizes imaginarias. Esses exemplos
devern ser discutidos com a turma.

Logo a seguir, na terceira parte do capitulo, apre-
sentamos o teorema das raizes racionais (também fize-
mos no livro do aluno a demonstracao desse teorema).
Esse teorema auxilia na pesquisa de raizes de uma equa-
cao polinomial com coeficientes inteiros. O exemplo
apresentado precisa ser discutido com os alunos.

Observacoes e sugestoes

+ E importante observar que somente as relacoes
de Girard sdo insuficientes para a resolucdo de
urna equacao algébrica. Assim, por exemplo,
diante da equacdo x* — 3x + 5 =0, se as raizes sdo
a e B, as relagdes de Girard indicam que et + B =
=3ea- P =5 Estamos diante de duas equacées
com duas incognitas. E normal pensar que, ao re-
solvermos tal sistema, solucionaremos a equacao
dada. Isso ndo ocorre, pois recairermos na mesma
equacdo. Caso os alunos ndo compreendam, soli-
cite que experimentem resolver tal sistema.

» Urma das consequéncias do teorema das raizes ima-
gindrias (fizemos tal observacao no livio do aluno) é
que uma equacao algébrica com coeficientes reais de
grau impar admitir4, ao menos, uma raiz real. Isso se
deve ao fato de que o niimera de raizes imaginarias
de uma equacao algébrica com coeficientes reais,
quando admite raizes imaginarias, & sempre par.

+ E importante destacar que o teorema das raizes
racionais deve ser analisado diante das equacoes
polinomiais com coeficientes inteiros. Além disso,
0 teorema nao garante a existéncia de raizes ra-
cionais, apenas permite chegar a essas raizes, caso
existam (por tentativas, a partir dos divisores posi-
tivos ou negativos do termo independente de x e
do coeficiente de maior grau).

Questoes e reflexoes

Padgina 216
1. Sdo quatro relacoes entre as raizes e os coeficientes.

2, Sao n relagdes entre as raizes e os coeficientes.

Padgina 218

No item a, os coeficientes sdo reais (conforme o teo-
rema). Ja no item b, os coeficientes nao sao todos reais.

Pagina 221

1. Sdo ndmeros que apresentam apenas um divisor co-
mum natural: o ndmero 1.

2. Resposta pesscal. Conforme o teorema das raizes ra-
cionais, 0s Unicos ndmeros racionais que sao inteiros
sao os divisores do termo independente. Assim, se
admitir raiz racional inteira, estard entre os divisores
do termo independente de x.

Explorando habilidades e competéncias
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Sugestao de encaminhamento:

Em grupos, com discussdo coletiva das respostas
para as questoes propostas.

Respostas:

1. Espera-se que os alunos percebam que, com 6 pontos,
é possivel escrever um polindmio genérico de grau 5,
com & coeficientes a determinar. A partir dai seré preci-
so encontrar os 6 coeficientes que resolvam o sistemna
formado. Para encontrar os instantes em que a particu-
la passou ou passard por um ponto de ordenada zero,
basta encontrar as raizes do polindmio.

2. Os possiveis graus: 1edou 2e 3.



3. Se 2 +iéraizde P(x), 2-itambém é.

Desse modo, P(x) serd divisivel por (x = 2 = i) -
(x=2+)=x"=-4x+5,de grau 2.

Dividindo P(x) por 5(x) = * — 4x + 5, obtemos Q(x) =
L+6x-2

4. Escolhendo o numero primo 2, podemos abservar
que 2 é divisor de todos os coeficientes excetuando
0 primeiro, ou seja, 2 nao é divisor de 1, mas é divisor
de 6 e de 2. Além disso, 22 = 4 n3o é divisor do dltimo
coeficiente, ou seja, 4 ndo é divisor de 2.

Essas condicoes sao suficientes para garantir que o
polindmio Q(x) passa pelo critério de Eisenstein, ou
seja, é irredutivel. Isso significa que ele nao pode ser
decomposto em polindmios de grau menor. Como
qualquer decomposicdo do grau 3 implicaria em
um dos fatores ser um polinédmio de grau 1 do tipo

b
ax + b (que tem como raiz x = - — essa irredutibilida-

de garante que as 3 raizes de Q(x) s&o ou irracionais
ou duas complexas e uma irracional.

5. Pode-se dividir Q(x) por x- x, sendo x' a raiz encon-
trada, chegando assim em um palinémio de grau 2
que pode ser resolvido. A propria formula de Cardano
oferece todas as solucoes possiveis, que sao as raizes
clbicas que aparecem na solucdo, extraidas na forma
polar dos ndmeros complexos. Embora a radiciacéo
de complexos ndo seja um conteddo dessa fase do
ensino, é possivel citar esse método de resolucio.

Unidade 6 — As conicas

Reconhecer a elipse como lugar
geométrico, identificando seus
elementos e sua equagao no
plano cartesiano; esbocar a elipse
no plano cartesiano a partir de
sua equagao; compreender o
significado de excentricidade de
uma elipse.

19. Elipse

Reconhecer a hipérbole como
lugar geométrico, identificando
seus elementos e sua equagao no
plano cartesiano; esbogar a hipér-
bole no plano cartesiano a partir
de sua equacao; compreender o
significado de excentricidade de
uma hipérbole.

20. Hipérbole

Reconhecer a parabora como

lugar geométrico, identificando

seus elementos e sua equacao

no plano cartesiano; esbocar a
21. Parabola P %

parabola no plano cartesiano a
partir de sua equacao; relacio-
nar fungdo quandratica com
pardbola.

Esta & uma unidade que poderia ter sido identificada
como “Geometria Analitica — 22 parte’, pois é a continuacao
do que foi estudado na Unidade 2 deste volume. Lamenta-
velmente, muitas vezes, os alunos do Ensino Médio ndo tém
a oportunidade de conhecer as trés conicas abordadas aqui:
elipse, hipérbole e pardbola. Nosso interesse no estudo esta
no tratamento algébrico que damos as essas conicas.

Nos trés capitulos, temos uma abordagem seme-
lhante. Iniciamos com a conica, tendo seu centro na ori-
gem do plano cartesiano, e depois trabalhamos com a
conica, tendo seu centro em outro ponto, isto é, fazemos
uma translacao. No caso de parabola, iniciamos com o
vértice na origem e depois com o vértice em outro pon-
to qualquer do plano cartesiano.

CAPITULO 19 - Elipse

Iniciamos o capitulo mencionando que a elipse pode
ser observada ndo apenas na trajetoria dos planetas ao re-
dor do 50l, como também em seccdes transversais em co-
nes. A partir dai, encaminhamos instrucdes que permitem
empiricamente obter a elipse (desenhar a elipse numa folha
de papel ou mesmo no chao). Mesmo que essa experiéncia
nao seja realizada, serd possivel, inicialmente, identificar os
chamados focos da elipse apenas observando as ilustragoes.

Nosso interesse é o estudo da elipse no plano carte-
siano. Sendo assim, definimos a elipse cormo sendo um
lugar geométrico. ldentificamos, a seguir, os elementos
da elipse e uma relagdo métrica entre as medidas dos se-
mieixos (focal, maior e menor). Chamamos a atencao do
significado da excentricidade, isto é, ela esta relacionada
com o maior ou menor ‘achatamento’.

O capitulo divide-se em trés partes. Finalizamos a
primeira parte observando algumas elipses representa-
das no plano cartesiano. A ideia é levar os alunos a iden-
tificar os elementos dessa elipse.

A segunda parte & mais algébrica. A partir da defini-
cao de elipse, obtemos a equacao reduzida da elipse com
centro na origem do sisterna de coordenadas cartesianas.
A deducéo dessa equacao deve ser discutida com a clas-
se, pois valoriza a manipulagdo algébrica. A equagao da
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elipse obtida tem o eixo maior no eixo das abscissas. Logo
a seguir, por analogia, mencionamos a equacdo da elipse
com o eixo maior no eixo das ordenadas. Apresentamos
exemplos gue precisam ser observados pelos alunos, an-
tes que procurem resolver outros exercicios propostos.

A terceira parte do capitulo destina-se a obtencao
da equacao da elipse com eixos paralelos aos eixos
coordenados, isto é, o centro da elipse ndo é a origem
do sistema de coordenadas cartesianas. Sendo assim,
consideramos uma elipse com centro no ponto P(x,; v,)
e 0 eixo maior paralelo ao eixo das abscissas. Para isso,
consideramos que o ponto P representa a origem de ou-
tro sistema. Esse encaminhamento precisa ser discutido
com os alunos, pois também faremos o mesmo com as
outras duas conicas, nos dois proximos capitulos.

Como curiosidade, apresentamos um exemplo, an-
tes das atividades propostas, sobre como calcular a area
de uma elipse conhecendo-se a medida do semieixo
maior e do semieixo menor. Aqui, é interessante obser-
var com os alunos que, se essas duas medidas forem
iguais, teremos uma circunferéncia e poderemos calcular
a area da regido limitada por ela, isto &, a drea do circulo.

Observacoes e sugestoes

» Ja gque abordamos as trajetdrias dos planetas, so-
licite aos alunos que procurem respostas para as
seguintes questoes:

1. O que significa afélio? Resposta: Afélio significa mais
afastado do Sol.

2. O que signfica periélio? Resposta: Periélio significa
mais proximo do Sol.

» Uma atividade de investigacdo pode ser propos-
ta, como parte da avaliacao, para um trabalho em
grupo. Cada grupo fica encarregado de fazer uma
pesquisa a respeito de aplicacdes em que apare-
cem elipses. Ao final, cada equipe apresenta o re-
sultado para a classe.

= Além das atividades de exploracio da ferramenta
Geogebra, conforme sugerido no livro do aluno,
pode-se motivar os alunos a elaborarem outros
exemplos de construcoes de elipses a partir de
suas equacoes.

Questoes e reflexoes

Pagina 234

1. Excentricidade, quanto mais proximo de 1, mais acha-
tada a elipse. Quanto mais prdximo de zero, mais arre-
dondada.

2. A curva tenderia a uma circunferéncia. A excentricida-
de seria zero.

Pagina 240

A drea de um circulo.

Explorando

Pagina 236
Sugestao de encaminhamento:

Em duplas, com apresentacao coletiva dos resulta-
dos apresentados.

Com o Geogebra (ou Winplot), os alunos deverao
explorar o estudo de elipse elaborando gréficos e equa-
coes diversas de elipses. Sugerimos que parte da avalia-
cao seja resultado dessa atividade de investigacao.

CAPITULO 20 - Hipérbole

iniciamos o capitulo mencionando gue a hipérbole
pode ser observada em seccoes em dois cones inver-
tidos. A partir dai, encaminhamos instrucdes que per-
mitem empiricamente obter a hipérbole (desenhar a
hipérbole numa cartolina). A ideia dessa experiéncia de
construcao da hipérbole é que os alunos identifiquem
alguns elementos como focos, eixo principal.

Nosso interesse é o estudo da hipérbole no plano
cartesiano. Sendo assim, definimos a hipérbole como
sendo um lugar geométrico. Identificamos a sequir seus
elementos e obtemos uma relacdo métrica entre as me-
didas dos semieixos (focal, real e imaginario). Chamamos
a atencao do retangulo referéncia, que pode ser obtido
a partir da hipérbole. Nele, identificamos as assintotas da
hipérbole, além de compreendermos que a excentrici-
dade esté ligada a abertura das assintotas.

O capitulo pode ser dividido em trés partes, sendo
que a primeira é a introducao apresentada, terminando
com a observacdo de hipérboles representadas no pla-
no cartesiano. A ideia € permitir que os alunos identifi-
guem os elementos de uma hipérbole.

A segunda parte, assim como ocorreu no capitulo
anterior, & mais algébrica. Aqui, a partir da definicao de hi-
pérbole, obtemos a equacao reduzida da hipérbole com
o centro na origem do sistema de coordenadas cartesia-
nas. A deducao dessa equacao deve ser discutida, pois
valoriza a manipulacéo algébrica. A equacio da hipérbole
obtida tem os focos no eixo das abscissas. Logo a seguir,
por analogia, mencionamos a equacao da hipérbole com
os focos no eixo das ordenadas. Apresentamos exemplos
que precisam ser discutidos com os alunos.

A terceira parte do capitulo é destinada a obten-
¢ao da equacdo da hipérbole com eixos paralelos aos
eixos coordenados, isto é, o centro da hipérbole ndo é
a origem do sistema de coordenadas cartesianas. Sen-
do assim, consideramos uma hipérbole com centro no



ponto Plx,; x,) e o eixo real paralelo ao eixo das abscis-
sas. Para isso, consideramos que o ponto P representa a
origem de outro sistema. Esse encaminhamento precisa
ser discutido com os alunos, como no capitulo anterior,
guando procedemos de maneira analoga com a elipse.

Observacoes e sugestoes

= Uma atividade de investigacdo pode ser proposta,
como parte da avaliacdo, para um trabalho em grupo.
Cada grupo fica encarregado de fazer urma pesquisa a
respeito de aplicacoes em que aparecem hipérboles.
Ao final, cada equipe apresenta o resultado a classe.

= Além das atividades de exploracio da ferramenta
Geogebra, confarme sugerido no livro do aluno,
pode-se motivar os alunos a elaborarem outros
exemplos de construcdes de hipérboles a partir
de suas equagoes.

Questoes e reflexoes

Pagina 244

Os comprimentos sao iguais.

Pagina 247

1.Sendo 2o 0 angulo de abertura, temos que seco. =
C
—=e (e é a excentricidade).

2. Utilizando uma calculadora, podemos determinar o
arco ot tal. que seca = 1,25. A partir dai, determinamos
o valor de 2a.

Explorando
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Sugestao de encaminhamento:
Em duplas, com apresentacdo coletiva dos resultados.

Com o Geogebra (ou Winplot), os alunos deverdo ex-
plorar o estudo de hipérbole elaborando graficos e equa-
¢Oes diversas desse tipo de conica. Sugerimos que parte
da avaliacao seja resultado dessa atividade de investigacao.

Historia da Matematica
Pagina 252

Sugestao de encaminhamento:

Em grupos, com discussdo coletiva das questées
propostas ao final.

O texto aborda um dos personagens mais impor-
tantes sobre o estudo das conicas: Apolénio. Aqui temos
provavelmente a origem do estudo das cdnicas.

Respostas:

1. Durante cerca de um século e meio as curvas ndo tinham
tido designacées além de descricdes banais do modo
pelo qual tinham sido descobertas — seccbes de cones
acutangulo (oxytome), seccdes de cone retangulo (ortho-
tome) e seccdes de cone obtusangulo (amblytorne).

2. As palavras ‘elipse’, “pardbola” e "hipérbole” ndo foram
inventadas expressamente; foram adotadas de uso
anterior, provavelmente pelos pitagoricos, na solucao
de equacdes quadraticas por aplicacdo de éreas. Ellipsis
(significando “falta”) tinha sido a palavra usada quando
um retangulo de drea dada era aplicado a um segmento
e lhe faltava urn quadrado (ou outra figura especificada),
hyperbola (um lancamento além) tinha sido a palavra
usada guando a drea excedia o segmento. A palavra
pardbola (indicando “colocar ao lado” ou ‘comparacaa”)
nao indicava nem excesso nem deficiéncia.

CAPITULO 21 - Pardbola

Ao contrario das duas cénicas estudadas nos dois capi-
tulos anteriores, a parabola ndo é novidade para os alunos.
No 12 ano, no estudo das funcdes quadraticas, eles ja tiveram
a oportunidade de observar a representacdo de uma paré-
bala no plano cartesiano. Aqui essas ideias serdo ampliadas.

Iniciamos o capitulo observando a ilustracao de uma
antena que capta sinais do espaco e também uma cons-
trucao belissima de uma ponte. Sdo exemplos em que
podemos observar a presenca de uma curva denomina-
-da pardbola. A partir dai, encaminhamos instrucoes que
permitem empiricamente obter a pardbola (desenhar
a parabola numa cartolina). A ideia dessa experiéncia
é que os alunos identifiguem alguns elementos como
foco, vértice, eixo de simetria e também reta diretriz.

Nosso interesse € o estudo da parabola no plano carte-
siano. Sendo assim, a definimos como sendo um lugar geo-
meétrico. Identificarmnos a sequir seus elementos e chamamos a
atencao para a reta diretriz, pois representa um elemento novo
guando comparado com as outras duas conicas ja estudadas.

O capitulo pode ser dividido em trés partes, sendo que
a primeira é a introducao comentada anteriormente, fina-
lizada com a observacio de algumas parabolas represen-
tadas no planc cartesiano. A ideia € permitir que os alunos
identifiquem os elementos de uma pardbola.

A segunda parte, assim como ocorreu nos dois ca-
pitulos anteriores, é mais algébrica. Aqui, com base na
definicdo de pardbola, obtemos a equacao reduzida da
parabola com vértice na origem do sistema de coorde-
nadas cartesianas. A deducado dessa equacao deve ser
discutida. A equacao obtida é de uma parabola com a
concavidade voltada para cima e o vértice na origem.
Logo a sequir, por analogia, mencionamos as equacoes
das pardbolas com o vértice também na origem, mas a
concavidade voltada ou para baixo, ou para a direita ou
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para a esquerda. Apresentamos, entao, exemplos que
precisam ser discutidos com os alunos.

A terceira parte do capitulo é destinada a obtencao
da equacao da pardbola com eixos de simetrias parale-
los aos eixos coordenados, isto &, o vértice da pardbola
nao € a origem do sistema de coordenadas cartesianas.
Sendo assim, consideramos uma parabola com o vértice
no ponto V(x, y,), 0 eixo de simetria paralelo ao eixo das
ordenadas e a concavidade valtada para cima. Para isso,
considerarmos que o ponto P representa a origem de ou-
tro sistema. Esse encaminhamento precisa ser discutido
com os alunos. Finalizamos essa parte mencionando a
relacao entre parabola e funcio quadratica. E uma opor-
tunidade importante para que os alunos observem essa
conexao entre funcdes e conicas. As atividades, ao final
desse capitulo, podem ser resolvidas individualmente.

Observacoes e sugestoes

» Uma atividade de investigacdo poderia ser propos-
ta, como parte da avaliacio, para um trabalho em
grupo. Cada grupo fica encarregado de fazer uma
pesquisa a respeito de aplicagdes em que aparecem
parabolas (podem ser construcoes). Ao final, cada
equipe apresenta para a turma o resultado.

= Além das atividades de exploracio da ferramenta
Geogebra, conforme sugeride no livro do aluno,
pode-se motivar os alunos a elabararem outros
exemplos de construcées de parabolas a partir de
suas equacoes.

* Aofinal do capitulo, € importante que os alunos or-
ganizem as ideias estudadas. Assim, considerando
0s quatro casos apresentados e analisando as equa-
coes das parabolas, eles devern pensar em como
determinar as coordenadas do foco e a equacao da
reta diretriz. Sugira que facam um resurmo.

Questoes e reflexoes

Pagina 256

Pelo sinal do coeficiente de x*: sendo positivo, conca-
vidade para cima, sendo negativo, concavidade para baixo.
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Sugestao de encaminhamento:

Em duplas, com a discussao coletiva das respostas
para as questoes propostas.

Respostas:

1. Fardis de carro sdo parabdlicos para poder direcionar
toda a luz que parte do foco para a frente do veiculo.
Salas do sussurro sao elipticas para que 0 Som sussur-

rado em um foco se direcione ao outro foco.

Alguns telescpios refletores utilizam espelhos hiper-
bdlicos para permitir que as imagens refletidas pelo
interior do telescépio possam vir de qualquer direcao,
a qualquer distancia sendo sempre refletidos para
o foco F,, ndo precisando de um grande tubo para
garantir que a imagem formada pelos espelhos seja

visivel pelo usuario.
2. Respostas pessoais.

3. A distancia vertical entre o foco (=1, 4) e a reta di-
retriz y = -2 é de 6 cm. Logo, ¥y = 3 cm. Como a pa-
rabola € vertical com concavidade para cima, sua
equacao sera:

(x+1)
12

4, a) Encontrando a equacao reduzida da elipse do can-

Y=

to inferior direito, temos:

16X 252 400

—_— - =0
400 400 400
XZ
= g 1
25 16
Pela equacdo, vemos que o eixo maior mede 10 e o
eixo menor mede 8. Além disso, a elipse dada tem cen-
tro no ponto (0, 0). Logo, a elipse buscada estd 10 u a
direita e 8 u acima. Como possui o mesmo tamanho da

outra, sua equagao sera:

(5. (52

b) A érea da regido cinza € a drea do retdngulo me-

nos a drea das regides limitadas pelas elipses.

5. Como PF;F, é retangulo de hipotenusa 20 cm e cate-
to maior 16 cm, temos que o cateto menor medird
12 cm. Isso implica PF, = PF, =16 = 12 =4 c¢m, que é
o eixo real Logo, temos o eixo imaginario medindo b,

tal que:
b*=cd-a’=10"-4*=100-16=84.

Desse modo, a equacao da hipérbole sera



RESOLUCAO DOS EXERCICIOS PROPOSTOS, VESTIBULAR E ENEM — VOLUME 3

UNIDADE 1-ESTATISTICA E PROBABILIDADE

CAPITULO 1- Medidas de tendéncia central
Pagina 20

1. Sendo §; e S; as somas inicial e final das idades dos alunos, temos:

S
—L=18,6 §,=..5,= 1488 anos
80

S
=L =18,5 ..5,= 1443 anos
78

a) 5i= 1488 anos

b) A soma das idades dos dois alunos que desistiram do curso é igual a 1488 — 1443 = = 45 anos.
45
Média o =225 ... 22,5an0s

2. a) Onumerodealunosdaturmaéiguala2 +3+1+2+4+6+10+6+4+2=40
2:-1+3-2+1-3+2-4+4-5+6-6+10-7+6-8+4-9+2-10 _ 249 _

b) M= = =625
) 40 40
3. a) O numero de gols marcados nos primeiros cinco jogos é iguala 2,2 - 5= 11. Se a equipe marcar mais 14 gols nos
proximos cinco jogos, a média de gols nos primeiros 10 jogos do campeonato serd igual a b % =75
b) Sendo x a média de gols que a equipe deverd manter nos proximos 10 jogos, temos:
w=218 Sk=31
15

4, Sendo x a nota que o aluno devera obter na terceira prova, temos:

4,0-1+6,0-3—x-2 _
1+3+2

7,0

40— 180+ 2x =420 . x=10.
5. a) O numero de funcionarios ¢ igual a 10+ 8 +5++3+2=128

10-500 +8-1500 + 5-2500 + 3-3500 + 2-4500
28
_ 5000-—12000+12500+10500-—9000
28

b) M=

M

49000
M= —""=1750
28

Assirn, o salario médio é igual a RS 1750,00.
6. Sendo x e y, respectivamente, os nimeros de homens e mulheres, temos:

y+y=2m o x+y=200
SOX+3I5Y 41 150-x435-y=8200
200
SLx=80ey=120
7.a) O custo total para revestir o piso da sala é
63-15,00+63 - 10,00 = 1.575,00 reais.
by M = 157500

= =12,50 reais
63+63
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8. a) (9% + 79 + 5% + 2%) de 25000 = 0,23 - 25000 = 5750 alunos.

5%-0+5%-1+10%-2+8% -3+12%-4+20%-5+17%-6+9%-7+7%-8 +5%-9+2%-10

b) M =
100%

_ 5% +20% +24% + 48% +100% +102% +63% +56% + 45% + 20% _ 483%
100% 100%

M

=4,83

9. a) Nao, pois, por exemplo, se os valores forem 1, 2, 3 e 102, a média sera 27, que nao representa bem o conjunto de
valores. A média é sensivel a valores extremos.

b) Nao, somente para dados numéricos.
c) Nem sempre a moda existe.

d) Nao existe, pois, dependendo do conjunto analisado, uma ou outra medida de tendéncia central pode ser mais
adequada que outra.

10. a) Escrevendo os valores em ordem crescente, temos:
15,16,17,18,19,19, 20, 20, 20, 21, 21, 22,22, 22,23, 23, 23, 23, 23, 23, 23, 24, 24, 25, 25, 25, 26, 28, 28

——
valores
centrais

Assim, a mediana é 2+ 23

=205

b) A temperatura modal foi 23 °C.

_1:04+2:-141-2+3-3+2:4+2-5+7-6+10-7+5-8+4-9+3-10

11.a) M,
40

249
M,= =2 =6,225
40

7+7
b) A nota mediana é igual a = =7.

) A nota modal é igual a 7.

12. Sendo x e y os valores rasurados, temos:

5+ 6+3+8+10+5+3+2+4+x+5+3+4+2+y+7+3+5+4+4 _
20

5

X+y+83=100=2x+y=17

sex=12entdioy=5

sey=12, entdaiox=5

Assim, os valores rasurados sao iguais a 5 e 12, em qualquer ordem.
13. |. Falso.

15-1000+10-1800+14-2200 +6-2500 +4-3000 +1-5000 _ 95800
15+10+14+6+4+1

=1916

II. Verdadeiro.

+
M, = 1800 222'00=2000

1. Verdadeiro.
IV. Verdadeiro.

A nova mediana serd igual a R$ 1.800,00.



14. Alternativa: B.
Organizando as termperaturas em ordem crescente, temos:
135°C135°C 13,5°C135°C 14°C; 155 °C; 16 °C; 18 °C; 18 °C; 18,5 °C; 19,5 °C, 20 °C; 20 °C; 20 °C; 21,5 °C (um total
de 15 termos)

A mediana é o termo central: 18 °C.

A meédia é a soma dos termos, dividida pelo total de termos:
13,5+13,5+13,5+13,5+14+155+16+18 +18+18,5+ 19,5+20+20+20 + 21,5
=
15

255

217°%C
15

X =

A moda é o termo que mais aparece: 13,5 *C.

15. Resposta pessoal.

CAPITULO 2 - Medidas de dispersdo
Pagina 28
1. | Falsa. A amplitude pode ser igual a zero.

II. Falsa. O desvio padrao que é na mesma unidade da variavel.

lll. Falsa, O desvio padrao é igual a zero se todos elementos do conjunto forem iguais.

5 al e LB,
- a_ 4 =

— (5—2)2+(5_4)2:(5_6}2 +(5-8) =
c) DP=J§

Zoalll =" TOt010.
—— (7—4) +(7=6) +(7—8) +(7—10)’ e

4

¢ D, =5

d) A média aritmética aumentou duas unidades. A variancia e o desvio padrdo ndo foram alterados.

4+8+12+16 _
4

4. a)M, = 10

(10—4) +(10-8)" +(10=12)' +(10-16) _
4

b)V=

) D, =v20=25

20

d) A média aritmeética foi multiplicada por dois. A varidncia foi multiplicada por 2% e o desvio padrao foi multiplicado
por 2.
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700-10+900-5+1500-3+2000-2 _

5.a)M, = 1000
10+5+3+2
Assim, o saldrio médio da empresa é R$ 1.000.
700 + 900
b) M, = —5 =800,00 reais e M, = 700,00 reais

1000-700|-10+|1 000 —900|5 +|1 000 —1500| - 3+|1 000 —2000| - 2
D —
” 10+5+3+2

c) =350,00 reais

/(1000 = 700)* -10 + (1000 — 900)’ -5 + (1000 = 1500)’ -3 (1000 —2000)’ -2

3 10+5+3+42

o _\190000+50000+ 750000 + 2000000
e
20

D, =,/185000 = 430 reais

18:-6+20-9+24-3

6. A média aritmética inicial é iqual a =20 anos e o desvio padrio é igual a
6+9+3
(20—18) -6+(20—20)" -9+(20—24)"-3
18 =2 anos.

Assim, se forem contratados N jogadores com 20 anos, temos:

-2

\j(20—18)2-6+(20—20)2-(9 +N)+(20-24)"-3
28+N B

24+48 3 72 9
=25 =2 ~N=14
184N 2 18+N 4

7. Como 6—2+2=3,18 e 6+ 242 =8,82, podemos classificar o desempenho de cada um dos quatro alunos como:

e

3:raro
5:comum
7,5:comum
9:raro

8. Resposta pessoal.

CAPITULO 3 - Probabilidade e estatistica

Pagina 37
15+26+ 63
1.a) 2 )50 b) —————=5%
200 200
2. a) 654% b) 14,8% + 47,3% = 62,1%
15,3
3.0 2 _=5714% b) —2= _=4274%
20,5+15,3
4&%%3%:@ b) 100% — 35% = 65% c) 8% + 24% = 32%



Vestibulares e Enem — Unidade 1-
Estatistica e Probabilidade

1. Alternativa b.

24
F 24 30 ?—8
24
G 24 20 ;=12
25
—=10
3 25 25 25
15
—=10
M 15 15 5
9
_=6
p 9 1,5 s

Logo, aempresa G apresentou o maior lucro médio anual.

2. Alternativa ¢. No segundo semestre de 2012 a mé-
5+6+14+35+35+25

6
quantidade minima de carros que deveriam ser ven-

dia foi igual a =20. Logo, a

didos em janeiro de 2013 éiguala 1,2 - 20 = 24.
3. Alternativa d.

2-5+2-6+2-8+4-10+2-12

Média = = =85
Organizando os dados em ordem crescente, temos: 5,
5,6,6,8,8,10,10,10,10,12,12
8+10
Mediana = T= 9
Moda = 10 (valor mais frequente)
4, Alternativa d.

300 + 400 + 400 + 450 + 500
Média = z =410
5. Alternativa e. A porcentagem de aprovados é
15+9+6+3 - 100% = 66%.

3+4+4+6+15+9+6+3

6. Alternativa d. Colocando os dados em ordem cres-
cente, temos: 1,73; 1,78; 1,81; 1,82; 1,83; 1,85. Logo, a

181+182

mediana é igual a =181,5 cm e a diferenca

pedida é dada por

_173+178+181+182+183+185 _

181,5
6
1089—1082 7
—_——=—=1]17.
6 6
7. Alternativa c.
i 00% = 45%

4+5+3+142+5

8. 60,52 — 3,57 = 56,95%
9. Alternativa c.
De acordo com o enunciado e com o gréfico, temos:

Preco da diaria (R$) Quantidade de hotéis
200 50
300 50
400 80
600 20
Total 200

300 + 400

Logo, a mediana é dada por =350 reais.

10. a) Alternativa b. A média anterior é igual

18+16+17+13+14+1+19+14+16+12
10 -
Descartando-se a maior e a menor das notas, a
média fica igual a
18+16+17+13+14+14+16+12
8
média é 15 — 14 = 1,0 ponto maior.

14.

=15 A nova

11. Alternativa b. Primeiro trimestre:
980 - 31 + 1000 - 28 + 960 - 31 = 88 140 bolas.
Segundo trimestre:
940 - 30 + 900 - 1 + 880 - 30 = 82 500 bolas.
Terceiro trimestre:
860 - 31 + 880 - 31 + 880 - 30 = 80 340 bolas.
Quarto trimestre:
960 - 31 + 1000 - 30 + 980 - 31 = 90 140 bolas.
Logo, o gréfico da alternativa B é o que melhor re-
presenta a situacao descrita.

12. Alternativa b. Organizando os dados em ordem crescen-
te, temos: 181419, 181796, 204 804, 209425, 212952,

246875, 255415, 290415, 298041, 305088. Logo, a

212952+ 246 875

mediana é igual a =279 913,5.

13. Alternativa c. O atleta nimero Ill é o mais regular,
pois seu desvio padrao é menor.

14. Alternativa d. Organizando os dados em ordem
crescente, temos: 4, 9: 6, 2, 6,4: 6,87, 0; 7,0, 7, 2.
Logo, a mediana é igual a 6, 8.
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5. 3) [mo—(?+20+30+20+15):|_1 5
100

00=296

15:4+20-3+2-30+1-20+7-0+8-5
100 -
€) 20% =+ 15% + 8 % = 43%.
16. Alternativa b. No Brasil, de 2000 a 2010, o ritmo do

desmatamento é dado pela média, emn milhdes de
hectares por ano. Logo, a alternativa B é a correta.

2,4

17. Alternativa d. Analisando as afirmacdes podemos
observar que quantidade de chuvas, na regiao sul,
em outubrode 2011, superou a média histérica dessa

126 —100

-100% = 26%.
100

regiao em

Desafio
Seja x a mediana do conjunto, temos:

+
5+6+1§ |5 ST

Como n é um numero natural, devemos ter:
5x-32=0.o.x=7

Para x = 7,temos n = 3, mas a mediana para

n = 3é6 (errado).

Para x = 8, temos n = 8, e a mediana para

n = 8 é 8 (correto).

Parax = 9,temos n = 13, mas a mediana para

n=13¢é 10 (errado).

Para x = 10, temos n = 18, e a mediana paran = 18 é
10 (correto).

Logo, os Unicos valores possiveis para n sao 8 e 18.
Portanto, o resultado pedido é 8 + 18 = 26.

UNIDADE 2 - GEOMETRIA
ANALITICA

CAPITULO 4 - Coordenadas
Cartesianas

Pdgina 54

1. | Falsa, pois o ponto C pertence ao quarto quadrante.
Il. Verdadeira.
lIl. Verdadeira.
IV. Verdadeira.
V.Verdadeira, pois a area do triangula & igual a

4
— =14 unidades de &drea.

2.¢2-5x+6=0. . x=20ux=3
Parax=2= P(0; 3)
Parax=3=P(0; 2)

3.a)a>0eb < 0—Alg b) € 42 quadrante
b)-a <0eb < 0—A(—a; b) € 32quadrante
c)a=0e-b>0—Ag -b) € 12quadrante
d)-o<0e-b>0—A(—ag, —b) € 22 quadrante

4,
++++H+++++ —mmm e —————— +++++ e
' 3 [
1 5
———————————————— '+++++++++++++++++++++++
3
a)k>5 d k<1
b)3<k<5s e k=3
)1 <k<3 flk=1ouk=5
5. a) Q(3;-5) ) R(=3;=5)
b) M(=3; 5) d) 5(=3; -5)

6. a) A ordenada do ponto P é igual a zero.
b) P(x; 0)

Ay =0ep = f (x+2)' +(0-2) = (x=2)' + (0-6)’
X+ax+4+4=x"-4x+4+36
Bx=32,x=4
Assim, as coordenadas do ponto P sdo (4; 0).

7. (_3;1)=[‘+ (=7) m+ (-2)]

2 2

(=31)= (_3;%—2] 5 =72 mea

8. — o .

b) [0+1+5 0+5+1

3 7 3 )42“2)

9. Sendo C o ponto simétrico do ponto A em relacdo ao
ponto B, temos:

—1+x,

3= o
2
3+y
1= £y ==1
5 Y
C(7;-1)

10.a) AB=,/(2-3) +(3-5)' =5 uc.

AC=[(=4=3) +(6-5)" =50 uc.

BC=/(=—2) +(6=3)" =+/45 uc.

AB=+/5 uc, AC=52 uc.e BC=35 uc.



b) (2P),,c = V5 +/50 + V45 =
=5+5V2+35=(4V5+5V2)uc.

0 (ABY +(BC) =(v5) +(45)" =50=(AC)’

Assim, o triangulo é retangulo no vértice B.

1. d, ,=\B-(-3)] +(2-4)" =36+4 =210 uc.
duc = \/[0—{—3)]2 +(—2-4) =\0+36=3V5uc.
dye =4(0=3) +(=2-2)’ =JO+16=5uc.

(2P), o =(2J1—0+3J§+5)u.c.

O triangulo é escaleno.

12.a) —3+5:—4+8 =(1;2)
2 2

b) A variacao total entre as abscissas dos pontos A e
B éigual a 5 - (-3) = 8 e a variacao total entre as
ordenadas dos pontos AeBéigual a8 - (-4) =12
Assim, as coordenadas dos pontos C, D e E que di-
videm o segmento AB em guatro segmentos con-

gruentes sao ((-3+2; -4 1+ 3)=(-1;-1),D(-1 + 2
-1+3)=01:2)eE(1 +2;2+3)=(3;5).

13.a) d, s =+/(2+1)' +(5-1)" =5 uc.
b) dye =(x+1)* +(2-1)° =X +2x+2 uc.
€) doe =J(x=2)" +(2=5)" =Vx* =4x+13 uc.

d) (da.c )2 = (daz)z T (ds.c }2

X4+ 2x+2=25+x"—4x+13
6x =36
X=6

14. a) A abscissa tarsbém é igual a 5.

b) As coordenadas do ponto sao [g. gj

¢) Sendo P(x: x), temos:

Jx=17+ (x=2)" = {(x+2) + (x=3)’
=2+ 1+ =dx+4=x"+4x+ 4+ x> =6x+9
—bx+5==2x+13
—4x=8
X==2
Assim, as coordenadas do ponto P sdo (2;-2).

15. a) A ordenada é igual a —3.
b) A soma das coordenadas ¢ igual a zero.
¢) Sendo P(x: - x), temos:

\/(x— 1) +(—x—4)" = \/(x +4) + (—x+3)’

X2+ 1+ +8+16=X+8x+ 16 +x*-6x+9

Bx+ 17 =2x+25

4x=8

x=2

Assim, as coordenadas do ponto P sdo (2; -2).

CAPITULO 5 - A reta no plano cartesiano
Pdgina 63

1. -5 31
a | 6 -8 1|=0
X 0 1
40+ 3x+8x—-18=0 .., x==2
P(=2;0)
-5 31
b) 6 —8 1|=0
0 y 1

40+ 6y-18+5y=0 .. x=-2
Q0; -2)

2-2
c) A drea do tridngulo é igual a T=2 unidades de
area.
0 0 1
2 2 1|=0
-3 k 1

0+0+2k+6+0+0=0
2k=-6
k=-3

3. Paraque AC+CB tenha o menor comprimento pos-

sivel, os pontos A, B e C devem estar alinhados.

1 =31
4 5 1|=0
x 01

5-3x=5x+12=0
12

17,
Assirn, as coordenadas do ponto C sao [E; D}

4.3)2-1+3-2-7=120

O ponto nao pertence a reta.
b)2-2+3-1-7=0
O ponto pertence a reta.
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2-0+3-0-7==-720
O ponto nao pertence a reta.
d2-(-1)+3-2-7=-3=0
0O ponto nao pertence a reta.

9 2l 35.7-9
2

O ponto pertence a reta.

x y 1
5.a)| g 0 1|=0 ~7x-y=0

171

b) ponto médio do lado BC: (3; 5)

x y 1
0 0 1|=0.5x—3y=0
3 31
x y 1
Al1 7 1 |=0 ~7x+5y+3-35-y-3x=0
3 31 X+y-8=0
4+4-8=0

Assim, a reta que contém o lado BC passa pelo
ponto (4; 4).
6. | Verdadeira »y-3=0..y=3

Il.Verdadeira 5 2x +3=0 .. x = —%

lll. Verdadeira—3-0—0=20

IV.Verdadeira =0—=(—=1)—=1=0

V.Falsa—=»x=0—-y=—4
y=0—ox=2

4.2
Strianguio = T =4 unidades de érea.

x y 1
7.a) |1 4 1]=0
3 —4 1

X+4y-2-442y-x=0..y-1=0

b) As medidas dos lados do trapézio sao:
(4=1)" =(1—4) =342 uc
\{(3 —4) —(=4—1) =26 uc
J(=2=3) +(1-4) =52 uc

(1+2) —(4—1) =32 uc

(pY) S 3J§+JE+5J5—3J5=(1 1J§+J%) uc.

8. Sendo P(x; 0) e Q[0; y), respectivamente, 0s pontos
onde areta intersecta o eixo das abscissas e das orde-
nadas, temos:

x oy 1
1 3 1|=0
4 —1. 1

x+4y=-1=-12-y+x=0,4x=-3y-13=0

y=0—)x=E SR E;IO
4 4

13 13
=0 =— . 0Q|0,—
X -y 3 Q[ 3]

9.a){x+y_]=0 nx=3ey=-2

H=p=5={
Assim, o ponto de interseccao das retas é (3; -2).

b}{bﬁﬁ}(—g:CI sLx=-3ey=5

3xt2y—1=0

Assim, o ponto de interseccao das retas é (-3; 5).

x—2=0
c
{y—3=0

Assim, o ponto de interseccao das retas é (2; 3).

Lx=2ey=3

10. As esquacdes do quadrilatero so:

2+5y—1=10+y=x=0
x+6y-11=0



x y
3 4 1|=0
0 =5 1

4x—=15—=3y +5x=0

O9x —3y—15=0

3x—y—5=0
x+6éy—11=0
x—y—5=0

Assim, o ponto de interseccdo das diagonais do

quadri!ateroe[ :'; : ?g }
11.a)2p=4-AB=4-5—->2p=20uc
b) Diagonal AC
x y 1
0 0 1(=0
551
S5y-5x=0—-ox-y=0
Diagonal BD
x y 1
0 5 1/|=0
5 01

Sx+5y-25=0—=x+y-5=0

Pagina 71
1.a)m 1_(_3) A 2
b) =4 (—4):§
3—3 0

Logo, a reta nao tem coeficiente angular.

c}m_4—(—2)_6 __B
—4- 4\[—8 4

2. a) m=1tg(30°) =
b) m=1tg(135%) =- 1

3. a) Ainclinacdo daretaré 0° e da reta s é 90°.
b) A declividade da reta r é 0 e ndo existe a declivida-
de daretas.

d4.a)m=tgu= ? Sooe=307

bym=tgoa=-1.. aa=135°

cm=tga=0..a=0°

d)mztga=—v’§ Soa=1200
eim=tgoa=1..00=45"
5.42=(24P+x2 .. x=32

32 32 4
m=tgo=—"—="—=—

24 24 3
6.a)y-3=2-(x-1) .. 2x-y+1=0
b)y-5=-3.(x+2) .. 3x+y+1=0
Qy-2=1-(x=-2) . x-y=0

7.a)m=tg (135°)=-
b)y-4=-1-(x-3) . x+y-7=0
8.a)5=3-y?y=4

41 28

Equacdodaretar. .. x= 19 eyzw

x y 1
0 0 1(=0
3 41

4x-3y=0
3
b)STrlanqulo= =
2
9. 3)2)(":'3“{—6:0.'_ y=_§)\’+2

b) Coeficiente angular: —% coeficiente linear: 2

10.a)m,=\/§
b) 60°
dy=0— B:x=243=0 ~x=2
Logo, (2; 0)
TS T TIEEE L SE—
5x—y—2=0
8— 5
=5
x y 1
b)| 1 5 1 |=0
2 8 1
Sx+ 2y +8-10-y-8x=0..3x-y+2=0
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12.a) f(1)=3-1+5=8
f@=3-245=11
f3)=3-3+5=14
f@)=3-4+5=17
f(5)=3-5+5=20

b) A razao da progressao aritmética é igual a 3.
c) O coeficiente angular é igual a 3.

d) O coeficiente angular da reta e a razio da pro-
gressao aritmeética sao iguais.

=x+3
13.a}{y Lx==ley=2
y=2

=x+3
{y * Sx=4ey=7

y={
y=x
LXx=2ey=2
y=x
Lx=Tey=7
Assim, os vértices do paralelogramo sao (-1; 2),

47,2 2e77).

b) As equacdes das diagonais do paralelogramo sao:
x y 1

-1 2 1 |=0
7 71

X+ 7y-7-14+y-7x=0..5x-8y-21=0

x y 1

2 2 1|=0

4 71

2X+4y+14-8=-2y=-Tx=0..5x=2y-6=0
Assim, as equacgdes reduzidas das diagonais sdo

8 2
c) A drea do paralelogramo éiguala3-5=15ua.
14.2) fl0)=-0+6=6, f(5)=-5+6=1

SR BB

b) O coeficiente angular é igual a -1.

+
c) A drea do trapézio é igual a [%]-5=§=17,5 ua.

15. a) Podemosinicialmente obter o coeficiente angular
dareta

m =

_A-(=3 __ 7
m = — S =m = 3

Determinamos agora o coeficiente linear

7
y=—j;x+n

2.=3)
7
=it

g Aisg
7 5
y=flx) = — 3 x4+ 3

b) A equacao geral da reta pode ser obtida a partir da
equacao reduzida anterior, isto é

7 5
y=——3—x+?
3y=—7x+5
x+3y—5=0

Pdagina 76
2.1 .
1. a) 1 # = As retas sao concorrentes.

b) %z__; e 3x—6y-6=-3(-x+ 2y + 2). As retas sdo

coincidentes.

1 4 ;
c) —2=5 sdo valores opostos e inversos. As retas

sdo perpendiculares.
3 -3 - .
d) E=—2e nao existe k tal que 3x = 2y + 5 =

= k(-3x+ 2y + 3). As retas sao paralelas.

e) Asretasx + 1 =0e y- 2 =0sao paralelas aos eixos
das ordenadas e das abscissas, respectivamente.
As retas sao perpendiculares.

P |l A R
x—y—1=0

+y—5=0
{X ¥ nx=bey=-1

2x—3y—15=0

By
2x —3y—15=0



Assim, os vértices do tridngulo sao os pontos
(3:2), (6:=1) e (=12: =13).

b) As medidas dos lados do tridngulo sdo:

J(6=3) +(=1-2)" =32 uc.

V=12=6) +(=13-1)" =Ja68 =217 uc
J(=12=3 +(=13-2) =15V uc.

(2Phanguo = (3v2 + 24117 +1542) uc.

(2Phrisnguio = (23117 +182) uc.ou

(2Phrsnguo = (6v13+1842) uc

x+y-5=0->y=-x+5
x=y=-1=0—-oy=x-1

Como o coeficiente angular das retas x + y-5=10
e x -y - 1=0s30 opostos e inversos, o triangulo
é retangulo.
3. |.Verdadeira.
Il. Verdadeira.
IIl. Falsa.
IV. Falsa. O produto é igual a -1.
V. Falsa. Podem ser concorrentes e ndo perpendicu-
lares.
4 a)2x+3y—1=0
1

2
T e N e g

. . . 2
Assim, o coeficiente angular da reta r é igual a =3

2
My—1=—§-&—n 2x+3y—5=0
2 5
AO2x+3y—5=0ny=——-x+=
3 3
5.2x+3y+i—0—)y=——x—%
x+k-y—1=0-> ———-)¢'+l
Y y P &
2 1 3
a) ————=0 k==
; 3 &k 2

2x—y-—7=0
6. Lx=dey=1
3x+5y—17=0

1 5
X+ 2y =5y yp=— ey
W y= 5 5
y=1=2-x(x—4) > 2x—y—7=
4-—=1 3 1
T.a)mypy= —=—=—
) e 7-1 6 2
b) -2
QQy==2-x—2)=2x—y—=10=0
d)mm=6—_:—>mm=5
e) My == =My =
AC
4—6 2
m — T L
A e 7-2 5

1
Myge =———=>Myye ==
q) My e i8c

8. Ponto médio de AB

(1;5'1;9] 9

e LB
M5 g
y—S—— -x—3)—=>x+2y—13=0

(equacao da mediatriz de AB)

9. A equacdo da reta equidistante dasretasres é
3x—y+c=0
_ —=7+5
2
Assim, a equacao da reta equidistante é
x—y—1=0.

=—1

7-1 6
10.aymy= —=—
) Mac 8—1 7
+
p){1t8.1+7) (9,
2 2 2
7
c)mw=—g

7 9
—4=-L.|x—2|>14x+12y -111=0
yt=-Le-2rarrny

1. x+y—3=0
y=—x+3.m=
y—4=1-(x—75)
y—4=x—5

x—y—1=0
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(equacao de PO)

Xx+y—3=0
x=y=1=0

Lx=2ey=1

0(21)

12.x+y—4=0
y=—x+4.,.m=—-1->my=1
y=2=1-(x—4)
y—2=x—4
x—y—2=0
(equacgédo de PQ)
x+y—4=0
{x—y—2=0

Lx=3ey=1

{3;1)=4+Xo =2+ya
2

_4+x,

=

_2tx,

S

Q(2;0)
13. Respostas pessoais.

3

L Xg =2

1 Yo =0

Pagina 80
l.a)2x+4—-16=0
dy=—2x+6

1
= - -x+4
! 2

b) 2x + 4y = 16
2x, 4y _16

16 16 16

oo | =

2.8) 242 =
3" 4

b)4x+3y—12=0

3. l) Verdadeira.

t=2-02+1;4=2=(3;2)

1I) Falsa.
t=3-2(3-3=42-3=1=(55)

1) Verdadeira.
A particula A passa pelo ponto (2; 3) no instante
t = 1 e a particula B passa pelo ponto (2; 3) no ins-
tante t = 2.

V) Falsa.

As particulas ndo se chocam, pois passam pelo
ponto (2; 3) em instantes diferentes.

V) Verdadeira.
t=5
A:(6;—1)
B:(11;9)

dis= \J(11-6) +(9+1) =5V5 u

4. As trajetérias das particulas x e y sdo dadas pelas
equacoes:

x=—1
x=3t+1.t=——
3

y=2t—3

-1

211

a) 2x—11=x—4
3 2
4 — 22 =3x—12
x=10

_10-4
y_

2
y=3
Assim, as trajetdrias se intersectam no ponto (10; 3).
b) A particula x passa pelo ponto (10; 3) no instante
t = 3 e a particula y no instante t = 4. Assim,

as particulas nao se chocam ao longo de suas
trajetorias.

5.a) X4+ ¥
P g

L-‘-_:
-10 5

—-10 5

10-|[2—+Z|=101
—10 ' 3

—x—2y=10—-y= %x+5



c}S—b.h
2
S= %—)5=25ua

6. a) bissetriz dos quadrantes impares: y = x.
bissetriz dos quadrantes pares: y = —x.
b) as duas bissetrizes formam um angulo reto.

7.a)y—0=1g(60°) - (x +3)
y= \f'g'(x+3) ny=3x+33

b)y — 0 =tg (30°) - (x + 3)
N
3

8. \J(x—4) +(y—3) =5
(=47 + (Bx +4— 37 =25

-(x+3)y= ‘E-x+uj§

Y= 3

=8+ 16—9¢+6x—1=25
5 =x—4=0
x=1-2y=7
ol B
3 5
4 8

Assim, os pontos séo (1;7) e —E; e

9. Os vértices das pardbolas séo os pontos (3; 24) e (1; 4).
4—(-4)_8 __

1-3 -2
b)y—4=—4-x— 1) 4x—y—8=0
C)ax+y—8=0.,y=—4x+8

10. Seja x a medida da hipotenusa do triangulo retan-
gulo, temos:

6
cos 30°= —
X

V3_6

2 x
x= 43

O coeficiente angular da reta r € igual a tg (120°) =

V-3,

y—0= —\E-(x—é‘hﬁ)
y=—J3-x—-12
1.a)m, = E=_3
-0

—3x+6=—% g s ) o )

X=—oSy=-3_+6=2

w | 4
w | B

Assim, o ponto de interseccao das retasre s é [% : 2}

12. a) Isolando t nas duas equacdes paramétricas e
comparando os resultados:
X 2
3 2 3
b) Isolando k nas duas equacdes paramétricas e
comparando os resultados:
3—x=y—2=y=—x+5
¢) Resolvendao o sistema formado pelas duas equa-
cdes reduzidas, temos:

=—x
! 3

y=—x+5
2
—x=—x+5
3

2x=-3x+ 15

S5x=15

x=3-5y=2

Portanto o ponto erm comum é (3; 2).
13. Resposta pessoal.

CAPITULO 6 - DISTANCIA,
AREA E ANGULO
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1. |. Falsa, pois a distancia pode ser igual a zero.
II. Verdadeira.
IIl. Falsa.
_[3-0—4-0+1] _1
F+(-47) 3

V. Verdadeira.

d
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_|324(-9)-1 5

JP

V. Falsa.
x y 1
2.1 2 1|=0
311
X+3y—1—-6—y—x=0
X+2y—5=0
0+2-0—-5
b)dzg_iz,jg
JE+2° J5
3)a)x=4
2:4—y—1=0—>y=
A4;7)
2-4—-1-7-10
b)d—| |=i
2 +7 5
2.3 3—(-5) 8 )
.alm ===
BT 4(=4) 8
b)y—=3=1-x—4)—=x—y—1=0
-1-3-1 _ 5 _5\2

5. a) Seja D a diagonal do quadrado. Temos:
|5 1—12- 3—11| 283
J5 +12 13

b) Seja x a medida dos lados do quadrado. Temos:

xﬁ=8—-}x=4ﬁ—}xz=(4~f5)z ax =324

6.3x+4y—8=0
x=0—=y=2
_|3-0+4-2—T| 7

V3 +4 s

7.]3-k+2/ =20
3k+2=20..k=6
k+2= —20.-.k=—§

3-k+4-1-2| _

42 44

Assirm, a soma dos valores de k é igual a:

g | 2|2
3] 3

8. Seja (x; 3) um ponto pertencente a reta de equacao

y =3 temos:
[12-x—5-3—4]
12° +(5) -
[12x — 19| = 65
12x—19=65..x=7

12x—19=—65-.x= =3B
6

Assirn, os pontos sao (7;3) e ( 2?‘3; ]

g.a)y—1=m-x=0—oy=mx+1

b)y=mx+1—=mx—y+1=0

[ 5= +1| _E |5m| _
Jm (=) ymt

M =5m+5-320m=5-m=

1
4
m= % —y= % A+ 1=y=x+2—

—Sx—2y+2=0

ou

m= —l —y= —i X+ 1=

2 2
—22y=—x+2-x+2y—2=0
10.a) - x=0—=0+3y—6=0—y=2

Vertices (0; 2)
cy=0-2x+3-0—-6=0—23x=6
Veértice (6; 0)

Assim, os vértices sao (0; 0), (0; 2) e (6;0)

0+3-0—6|

Jr+3

b)h =

11.a) AB = J4+4 +(2+4) =10



¢) A equacao da reta que contém o lado AB é:
y—2=%-(x—4)—)3x—4y—4=0

Assim, a medida da altura do triangulo ABC relativa
ao lado AB éigual a

\3-(—3)—4-6—4\=£
3 +(—4)’ 5

d) STdEngquABC= %'10'¥=37 U2

12. Respostas pessoais.

Pagina 90

1. a) AB =\/(3—0)2+(4—0)2 =5

AC = /(6—0)" +(—8—0)" =10

BC= \J(6—3) +(=8—4) =317
(2D)uec = 154317 02

b) O tridangulo é escaleno.

Il
c}Area=E' 3 41

Area = % —24—24|=24uc

-4 41 4 01
2. Area = 0 51 —%- 0 51
-2 =51 -2 =51

Area ABD : Area CBD

Area = % —zo—s+10—20|+%-|20+10+20

Area =19+ 25 =44 ua.

4k — 2| = 30
4k—2=30-k=8oudk—2=—30k=—7

-4 0 1 -2 6 1
4, Area = -2 6 1+21- 4 6 1|+
-1 —5 1 =% —=5 1
drea ABE AreaBCE
5 =2 1
+— 4 6 1
-1 =5 1
dreaDCE

; 1 1

= —|-24+10+6—-20|+—-

Area 5 | | >
|—-12—-6—-20+6—24—10|+

+%-|30+2—20+6+8—25|

Area=14+33+255=725ua.

- —4 6 1
1
a}Areamc=E' 0 -4 1
4 4 1
Aream:%-16+24+16+]6|=36u.a.
0 5 1
b) Areay, = 2 01
=2 1T 1
1
Areay, = > —10+2—-10{=9 ya.
t:}l
g eame _ 9 _ 1
Area,,. 36 4
y=x+4
6. =x=ley=5
y=—x+6
}=x+4
< X =}X=—8ey:—4
2
¥ = x=4ey=2
y=—x+6
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Logo,

151
5=%- -8 —4 1 =%-~4+20—16+16—2+40=
4 21
1
=—-54=27ua
2
2 0 1 2 0 1
1 1 1
= 2| oA =3 T =] =8 T |=a
7. Spsco = 5 5 -
=5 =11 -2 3 1
Sec ) San
=18+ L.|-25|=2 ua
2
8.a) A= 0|
2
131
D=7 11
305 1
D=1+9+35-3-21-5
D=16

3x+7y+1-21—y—x=0
2x+6y—2=0=x+3y—10=0

A altura serd a distancia do vértice C 3 reta gque
contérn AB

=|axa +by, +c|

Ja? +b?

h=|'!-3+3-5—!0|

JE#3

h=d

e 8o e
Jio 5
Pdgina 93
lL.x—y—2=0
y=x—2-..m=1

Sendo 6 o dngulo agudo formado pelas retas, temos:

~3-(-3)

« Myp 7_(_!) =
5—(-1) 3
Geu(=3)

S, =_4

M= 53

- %_O 4
Tehenld
3
Ax—2y—1=0..m=2

x+y—5=0..m=-3

2-(=3) _, .

G=d5
1+2-(-3)

gl =

. Os pontos que pertencem a reta t sao equidistantes

das retas re 5. Assim, sendo P(g; b) urmn ponto genérico
pertencente a reta t, temos:

gy =Clps

[2a-b+1] _|2a+b+5]

J2H(E) YT

[2a —b6—1|=]2a + b -5
2a=b—=1=2a+b+5>5—-2b=4-b=-2

ou

Za—b+1l==2a—-b—-5-=3d4a=—-6..a= —%.

As possiveis equacoes da reta t.

1
=-20Uux= ——
4 2

. O coeficiente angular da reta r é igual a ﬁ=!_

Assim, sendo m, o coeficiente angular da reta s, temos:



1+1-m,
2_1=m, 1
o — ! =m5=_
3 1+1m, 5
y=1=—+(x=1) =5:x—5y+4=0 ou
_2_1-m, =5

3 1+1m,
y—1=5-k—1)—2s5:5x—y—4=0

6.:2x+y+3=0
y==2%=3m,= =2

—2-m,
tg45° =

y=5=3-x—=1)—=s5:3x—y+2=0
ou

—2=Im; 1
==] Somy = ——
1—2m, 3

y—5= —%*(x—l) = S5:x+3y—16=0

7. Resposta pessoal.

8. Um esboco do que se pede na atividade é:

YA

y=2x

Figuras: DD AE

_________ bissetriz

y=05x

\

bissetriz

CAPITULO 7 - A CIRCUNFERENCIA NO
PLANO CARTESIANO

Pagina 96
1.a)(x— 22+ (y— 3)? = 52
(x— 22+ (y— 32 =25

x—y—2=0
.{(X—S)z—(y—If:SO
(

b)(x + 1)+ (v — 2)? = 32
x+1P+y—22=9
€) (x+ 02 + (y — OF = 12

¥+yr=1

dx+3P+y+1P2=2
k+3P++12=4
&) (x— 5P+ (y+ 20 =4
x—5P+(+22=16

. a) centro: (1, —2) e raio = 1

b) centro: (0, 3) e raio = 5

c) centro: (\5, \E) eraio =6

. a) Sendo C o centro da circunferéncia, temos:

A(ﬂ;ﬂ];q@;s]
22

b)R = djc
=JB=0 +(5-3) 5R=2\2

(x 3)2+(y 5 =(2v2)
3P+ y—5P=8

a)R=(3+1) +(6—3)" =5

b) (x— 12+ (y =3P =525 (x + 12+ (y— 3P =

. a) A medida do raio é 4.

b) Seja x a medida dos lados do quadrado, temos:

x\5=8 Lx= 4\5

C) SQuadmdc (4\/—) _32 ua.
d) Area = Sgipye — Squadrado
Area=m-4*—-32
Area = 16m — 32 ua.

x—3P+x—2—-102=50
2:(x—3P=50
(x—3P¢=25
Xx—3=5-x=8

ou

X—3=—5_-x=-2
x=8-y=6
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7. a) As duas circunferéncias tém raios , = 2 er, = 3.
Assim oscomprimentos seraoC=2mn=2n-2=4n

C=2nr,=2n-3=6m.
b) Sim, pois tém o mesmo centro no ponto (1; 1).

c) A drea da coroa circular é a diferenca entre as duas
areas, isto é:

Do TU% - Tl:lr%
Scuia =X FF—g 2
Scorca = ST uA.

8. a) Raio = 3 ua.
b) y = x (bissetriz dos quadrantes impares)
Qx—3P+(y+32=3
+3P++37=9

y=x
d]{(ma)2 —(y+3)'=9

(x—32+Kx—32=9
2-(x+32=9

(x+3)'=

(O8] [N e]

® x+3=—

V2

—3(nao é abscissa de P)

o

3 3
OpontoeP|———3;,————3
" (JE 5 ]

9. Resposta pessoal.

Pagina 99

l.a)@+y —dx—6y—3=0
X=—dx+ 224y =6y +32=3+ 22+ 3
=2+ (y—32=16
Centro (2; 3)
Raio = 4

b)xX*+y —2x—2y+3=0

=+ 12+ 2=y +12==3+12+12
=1P+ (y—12=-—1

nao é uma circunferéncia

X +y—6x—4y+13=0
X=6x+3+yY—4y+22=—13+32+ 22
x=3P+—-2¢=0
nao é circunferéncia e sim o ponto (3; 2)

22—+ 124+ P =2+ 12=8+ 12+ 12
=12+ {y—=17=10

Como R? = 10, a area limitada pela equacao

X+ y?—2x—2y—8=0éiguala10r ua.

3. a) centro: (—4; —4)

b) raio = 4

Ax—4F +(y+4r=4
X+8+16—y+8+16=16
¥ +yP—8+8+16=0

.2 —4x+ 2+ P44y +22=4—22422
x—22+(y+22=12

Centro;(E;—2}eraio=2\f§

Assim, o ponto de abscissa minima é (2—2\5; —2}
e 0 ponto de ordenada méxima é (2; -2+ 2\@):

5. a) Os raios das circunferéncias medem 2+/2 e 4. Assim,
a drea da coroa circular limitada pelas circunferén-
ciaséigualam-4*—m - (2\5)2= 8rua.

vy A

2v2

Figuras: ©0AE

\ /K.

Seja 2x o comprimento do segmenta de reta tangente
a circunferéncia menor cujas extremidades pertencemn

2
a circunferéncia maior: temos: 4> = x> + (2\/5)

x= 212
Assim, 0 segmento de reta mede 4+/2 u.c.

6.a)(x—2+(y—2=3
¥ty —dx—4y—1=0

b) (x — 2)* + (y + 2)* = 3?
X+yl—4x+4y—1=0

)x—22+(y+ 2P =3
Xty —dx+4y—1=0

d)(x — 2P+ (y — 22 = 32
Xty tdx—4dy—1=0



7. a) Sejam (x; x) as coordenadas do centro da circunfe-
réncia; temos:

JO=1) +(x=0) =5
L=—2x+1+x=25
¥—x—12=0,.x=4o0ux= -3
Assim, as coordenadas do centro podem ser (4; 4)
ou (—3; =3).
by(x—4P+ (y—4=250u (x+ 3P+ (y+3)=25
QX+ —8—8+7=0o0ux+y+6x+6y—7=0
8.3+ 3 +3x—9%—6=0
X+y +x—3y—2=0

) v 2 2
Py L —y2—3y+§ L
2 2 2 2
1) 37 9 13
—=| +]y—=| == centro:| =, =
2 2} 2 2'2

x—=5v+1=0—> y=§*x+% Lm=

o e

M|

5 1
——=—=:|x—=|—=25x+3y—-7=0
¥ 3 [ 2] y

2 2
x+l + y—i =2centr0: —l;i
2 2 2 e

3 1 3
=5v+1=0—= y=—-x+— ..m= —
£ d 5 5 5
3 5 1
——=——:|x+=—[|—=5x+3y—-2=0
d 2 3{ 2] d

9. A medida da diagonal do quadrado é igual a

J(5=1)" =(3+1)" =44/2. Assim, os lados do quadra-

do medem 4. Além disso, o centro da circunferéncia
inscrita e da circunferéncia circunscrita é o ponto mé-

1+5 —1+3
dio do segmento AB, ou seja, ——; ———=(3;1).

2 2
a) (x=3) +(y=1) =(2\/§)2
X+y—6x—2y+2=0
b)x=3F+(y—=1P2=2
X+y—6x—2y+6=0
10.a) O raio da circunferéncia mede 5.
b) (x — 3) + (y — 52 = 52
X+y—6x—10y+9=0
1.2+ 2 + 8x—6y=0
X+ +ax—3y=0

2 2 2 3 2 (3 P
X +4x+2 4y “3y+|=| =2 | =
2 2
3P 25 3
(x+2)2+ —=| =— centro: | —2;— |e raio: E
2 4 2 ?

Sendo ra medida do raio da circunferéncia A, temos:

i
sf_. 3
S|=2-r =2

Assim, a equacao da circunferéncia X é:

2 3 (B[ spvprmagpeasp
(X_2)+y_5 =E s Y

12. a) Como as circunferéncias sdo de raio 2 e tangentes
aos eixos coordenados, termos que as coordena-
das dos centros sao (iniciando no primeiro qua-
drante e no sentido anti-horério): (2; 2), (—=2; 2),
(—Z =22 -2

b) As equacdes dessas circunferéncias sao (iniciando
no primeiro quadrante e no sentido anti-horério):

=22+ (y—2=4-X+y —dx—4y+4=0
K+22+(y—2P=4.- X+ +4ax—4y+4=0
X+ 2P+ (y+2=4 X+ +dx+4+4=0
=22+ (y+2P=4. . +y —dx+4y+4=0
Pagina 105
1.a) 2 +y2=25
centro: (0; 0)
raio=>5
d _|3-O+4-0+15|
Cenro,F T
Fie
Assim, a reta é secante a circunferéncia.
b)(x—22+(v+3°=4
centro: (2; —3)

=3<5

raio = 2
[12-2+5-(=3)+17| _26 _
D127 +5° 13
Assim, a reta é tangente a circunferéncia.
) —bx+3¥+y—10y+5=2-32+5
=3P+ (y—5P=36
centro: (3; 5)

2

Centro, F —

raic=6
341542

dCemm, F—

— 5J2>6

T =1

Assim, a reta é externa a circunferéncia.
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‘1-( —1)+2-[—1]—3‘
a) raio = 2
Jr+7
-
ralo = E—\E
b (e~ + E,g}(\@r

1
X x+1+y ty+ =S
4¢ + 42 + 8+ 4y —15=0
3.0+ +4ax+2=0
XA+ 2P+ +12=22—12
x=2F+(y+12=5
centro: (—2: —1) e raio: /5
2:(=2)—(=1)+k
e
\/2 +(-1)
|[-3+k=5

—3+k=5..k8ou=-3+k==-5.k=-2

b) ‘2'(_2)_(_1)”“ <5

2 +(=1)

|-3+ k<5
—5<-3+k<53-2<k<8

o [2:(=2)=(=1)+K
J2 +(=1) &

|-3+k|>5

—3+ k<S5 k<<—20u—3+k>5..

4.2 +y2=16
centro: (0; 0) e raio = 4

Toda reta perpendicular a reta de equacao
6x + 8y — 1 = 0tem equacao da forma
8x—6y+c=0

8-0—6-0—c¢

p-o-s0—d_,
8 +(—6)

|c| =40 > c=400uc = —40

Assim, as equacoes das retas tangentes 530

4x—3y+20=0e4x—3y—20=0.

k=8

5.x=3F+(y—47=25
centro: (3; 4)
raio=>5
a) Toda reta paralela & reta de equacdo 5x + 12y — 1 =0
tem equacdo da forma 5x + 12y + ¢ = 0.

|5-3-i-12-4-4—c|=5
N5 #12°
|63 + ¢ =65
63+c=65-.c=2
63 +c=—65..—128
Assim, as equagoes das retas tangentes sao
S5x+12y+2=0e5x+ 12y —=128=0

b) O coeficiente angular da reta que passa pelo cen-
tro da circunferéncia e pelo ponto (6; 8) é igual a

8—4
ﬁ=§. Assim, o coeficiente angular da reta

tangente a circunferéncia no ponto (6;8) ¢ igual a —% ;

Logo, a equacao da reta tangente é:
3
y—8=—z-(x—6)—)3x+4y—50=0

6. x—2P+(y+1P2=25
centro: (2; —1)eraio =5
_ |3-2-4-(—1}+5|=§=3
3B

b) O raio da circunferéncia mede 5.

a} dcenua,s

c) Seja x o comprimento da corda determinada pela
reta na circunferéncia, temos:

2
g =32+[5J =8
2

7. (x=3)* + (y = 2)* = 4% — raio: 4 e centro: (3; 2)

" _ |—4-3+1-2—4|=14Jﬁ
Centro, s (_4}2 + ]2 17

=3,39<4

Logo, a reta é secante a circunferéncia.

8. + (y + 37 = 22 > raio: 2 e centro: (0; —3)
(—2)-0+5-5+4
(=2 +5°

dCEﬂlI’D.! =

=29=538>2

Logo, a reta é externa a circunferéncia.



Vestibulares e ENEM -
UNIDADE 2 - GEOMETRIA
ANALITICA

1.a) vy

Figuras: ©DAE

Al D X

b) Seja m o coeficiente angular da reta que passa pe-
los pontos A e C, temos:
4—-0
m —

4 4 4
——=—Llogo, y—0=—(x—0) .y= —
50 o 299 y=0 9(x 0) -y 5"

2. Seja P(x; y) os pontos que sdo equidistantes de A e B,
ou seja, a mediatriz do segmento AB; temos:

dop = dys = (x=1) +(y=2) =

=\(x=7) +(y=14) ~x+2y=20=0

3. Alternativa e.

O ponto A édaforma (0; k) e, como os pontos A,Be C
estdo alinhados, temos que:

1
1 1=0=22k+3-4—-k=0=k=1
1

b — O
L

4. Alternativa e.

O ponto procurado corresponde ao circuncentro (en-
contro das mediatrizes) do tridngulo ABC. E facil ver
que a mediatriz do segmento AB é x = 50.

Seja P(x; y) os pontos que sdo equidistantes de Ae C,
ou seja, a mediatriz do segmento AC; temos que:

o = pc=>

= |J(x—=30) +(y—20) =\/(x—60) +(y =50’ -.
Lx+y—80=0
Logo, o ponto procurado satisfaz o sistema:

J(x=30)" +(y—=20)° = yl(x—60)" +(y - 50’

x=50
=x=50ey=30.
x+y—80=0

O ponto procurado é (50; 30)

5.a)d, , =\16" +(=3)’ =265

b) Como a reta que passa pelos pontos P e Q é tan-
gente a circunferéncia em Q, entdo o tridgngulo
OPQ é retangulo em Q. Logo:

(OP)2 = (0Q)* + (PQ)? = 265 = (OQ) + 144 =
=0Q=11uc

Portanto,r=00Q =11 u.c.

. Alternativa e.

Do ponto P até o ponto Q o énibus percorre
(550 — 30) + (320 — 20) = 820 unidades. Como
T deve estar 8 mesma distanciade P e Q, entdao T

deve estar a %=410 unidades de distancia de

um para outro.

Coma 410 + 30 é menor do que 550, seque que
T(440; 20).

. Alternativa d.
Temos que:
X—y=x+y y=0
k=y=k+y= ou =< ou

Logo, a equacéo |x — y| = |x + y| representa um par
de retas concorrentes.

. Alternativa b.

Como m - n > 0, entdo m e n tém sinais iguais. Subs-
tituindo o pento E(100; 0) em y = mx + n, temos:

0 =100m + n=n = —100 m, o que contraria
m - n = 0. Logo, o ponto £ ndo pertence a reta
y=mx+n.

. Alternativa e.

Dentre os pontos apresentados nas alternativas B(—3; 1),
DI(0; 4) e E(2; 6) sdo os Unicos que pertencem a reta
y = x + 4. Calculando a distancia de P a cada um de-
les, temos que:

dos = (5= (3)) +(5-1) =v20<5

dop = |J(=5—0) +(5—4) =26 >5

dye = \J(=5=2) +(5—6) =50>5

Portanto, o ponto (—3; 1) é o que atende as condi-
¢bes do problema.
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10. Alternativa b.

Como o ponto T pertence areta y = %x — S5eadis

tancia das novas torres a torre T € de 200 m, temos:

3
=Zx—5
Y=g

(x—160) +(y—115)" =200'=

2
(x—160)’ +[%x—5—115} =200"=

=2 —3200=0-x=0moux=320m.

Logo, os pontos sao (0; —5) e (320; 235).
11. Alternativa b.
Acreta r cruza o eixo das abscissas no ponto B(2; 0).

A reta s cruza o eixo das abscissas no ponto C(5; 0).
Para determinar o ponto A, temos:

y=x—2
¥ 5 =A([3;1)
y=—_%
2. R
Logo,
2 01
Saar =%- 5 0 1(=15ua
311

12. Alternativa a.

Completando os quadrados na equacao da circunfe-
réncia, temos:

2
X +u+y +my=n (x+1 +[y+%] =

m?_
=—+n+l
4

m
ComoocentroC[— 1;—3Jpertencea retay=—x+1,
temos que:

—%:—(—1}+1@m=—4

Como a reta intersecta a circunferéncia no ponto
(—3, 4), temos:
n=x*+2x+y*+my—-n=(—3PF+2-(—-3)+4+
+(—4)-4=3

13. Alternativa e.

Sejam A e B as extremidades de um didmetro da cir-
cunferéncia que satisfazem o sistema:

— 2
=X —ax==2o0ux=1
x+y—2=0

Assim, A(—2; 4) e B(1; 1).
Seja C o centro da circunferéncia, temos:

—2+1 4+1 15
c|—i—1 |-z
2 2 2'2

Seja ro raio da circunferéncia, temos:

2 2
r=l—241] +|a-2] = /2B
2 2 4

Portanto, a equacao da circunferéncia é igual a:

SRR

X -i—x+l-i-y2 —5y+§=ﬁ—>
4 4 4

—->x2+y2 +x—5y+2=0

14. Alternativa b.

Seja d a medida do segmento PQ; temos:
d=(4=1)+(2-6)=0+16=425 5d=5uc

Seja r a reta suporte do segmento PQ, temos:

6—2 4
mr: _ e
-1 3
Assim,
4
y—6=§-(x—4) Sridx=3y+2=0

Como o vértice M do triangulo POM esta sobre uma
reta paralela a reta r, entdo a altura do tridangulo rela-
tiva ao lado PQ é igual a distancia entre M e a reta .
Assim:

s |4-8-3+2 _16 i

dNL

4 +(=3 °
Logo,

1 16
S = _-5._=8 ua
27



15. Alternativa b.

Os pontos de interseccédo da retay = —2x + 1 com
1
0s eixos cartesianos sao A(E;D]e B(0; 1). Os triangulos

POQ e AOB sao semelhantes por AA. Seja k a razdo de
semelhanca; temos:

ﬂﬂczﬁ%:!f k=6

ADB fp— |

22

1 : 2 \E
Comod,s=.{|——0] +(0—1) =—m, temos que:
AB [2 } ( ) 5 q

Q.
Q.

o

ke P R T N
dyg

S| &

16. Alternativa b.

Temos que:

x+y—1=0
=x=4ey=—3oux=—3ey=4
X +y' =25 4 ¥

5 3 =x=—4ey=3oux=3ey=-—4
X +y =25

Sejam A(4; —3), B(3; —4), C(—4; 3) e D(—3; 4) os vérti-
ces do quadrildtero. Assim:

{x+y+]=0

Supen =
4 =31 [4 -3
=_:| 3 —4 1|+=:| =3 4 1|=7+7=14(uc)
-4 3 1 -4 3
= %

17. Alternativa b.

Seja ra medida do raio circunferéncia que é tangente
aos eixos coordenados no 12 quadrante e tangente a
reta t: 12x + 5y — 60 = 0. Assim, o centro da circun-
feréncia é dado por C(r; r) e a distancia de C a reta t.
12x + 5y — 60 = 0 também é igual a r. Assim,

3 |12-r+5-r—60|

' 122 +5

13r=17r — 60 .. r = 15 u.c. (Nao convém, pois os
lados do tridngulo medem 12,5e 13)

:>13r=|17r—60|

oul3r==17r+60..r=2uc
Assim, o raio mede 2 u.c.

Desafio

18. Altenativa a.

A reta t passa pelos pontos (0,6) e (6, 0). Logo, sua
equacao € dada por:
x y 1
0 6 1|=0=6x+6y—36=0..y=—-x+6
6 0 1

Como A é o ponto de interseccao das retas r e t,
entao:
Y= —4+6=2.
Como areta r passa pelos pontos (0; 0) e (4; 2), temos:
x y 1
X
00 1|=0=24—2x=0..y= 5
4 21

Assim, os pontos A, B e C podem ser representados

X
como A(4:; 2), Blx; —x + 6) e C (x; 5} Assim,
4 2 1

1 3
fix)==+|x —x+6 1 =‘—x2—6x+12‘
2 4
& g
2
2

Como 3% —6x+12=0 para todo x real, segue-se

3 2
que f(x}:%—6x+!2, paral=x=4.

Alternativa d.

Seja r a reta referente a bateria B,; temos que:

100—0 _ 100 ;
m, = =——— g, assim,
0—t
100
r y—100=—T-(x—0) ny= —@x+100

Seja s reta referente a bateria B,, temos que:

90-0 90 .
m, = =— e, assim,
0—(r+2) t+2

20 20
S y—W=———+(x—0) ~5y= ———x+90.
d t+2 ( sy t+2
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Como as retas r e § se cruzam no ponto (z; 75), temos:

(75 =t e rog e L)
t 4

e

5:75 = —£z+90 nz= E{IIJ
t+2 6
Igualando (1) e (I1), temos que:

L=E S=dh,
6

4

UNIDADE 3 - GEOMETRIA
ESPACIAL

CAPITULO 8 - CILINDROS
Pagina 115

1. Stateral = Spase

2'n-R-H=n-R

2-H=R

2H=50..H=25¢cm

Stz = 2-m-50-25+ 2 -m- 502 = 7 5001 cmy?
2. 5eja R a medida dos raios das bases, temos:

20
2:n-R=40-.R=—cm

3.5ejam Ra medida dosTr[aios das bases e Ha medida da
altura; temos:
2-R-H=280
2:t-R-H+2-m-R°=130r—=2-R-H+2-R=
=130-580+2-R*=130..R=5dm
R=5dm—2-5-H=80..H=8dm

4 Swawc,_ 2T-R-H+2:-T-R

2
et 2-::r-2F=-%+2-Tc-(2ﬁ)2

2-TR-2R+2-T-R°_ 6:TR 1
2

2R C12-mR
2-1:—2R-7+2--n:-(za)2 12:%:R

52:n-(R+8-50=2-w-R-50+2-m-R
50R + 400 = 50R + R?
R=20cm
6.2-n-R-2+2-n-R*=30-m
2R+ R:=15
RZ+2R—15=0
R = 3 ouR = 25 (ndo convém)

Assim, a medida dos raios das bases do cilindroé 3 m.

7. Scorica =2 M- 4-15+2-m-1-15+2 -4 —
_2.1:.]2
Scalorida = 120 + 30w + 321 — 21

Scoloids = 1801 cm?

8. Sejam R a medida dos raios das bases e Ha medida da
altura do cilindro; temos:

m-R,2-m-R-H,2-m-R-H+2-m-R)PA
2'x-R*-H—m-RR=2-n-R-H+2-mw-R—
-2-m-R-H

2-m-R-H=3-%-R

2-H=3-R

H.>
R 2
9. Seja x a medida das arestas do cubo, temos:
6-x=384..x=8cm
Stuldodinge =2 T4+ 8+ 2 -1+ 4 = 96mcm?
10. A razdo entre as areas totais dos cilindros obtidos pe-
las rotacdes do retangulo em torno dos lados AB e
AD éigual a:
2:m-10-20+2-7-10° _ 4007 +200m _1
2-m-20-10+2-%-20" 400w +800m 2

11 Stora semicimoro =
1o w10-20422- 1 -10°+20-20
2 2 Areada
segao
meridana

ST'OTAL SEMICILINDRO — 200m + 100w + 400
Sroma semicunoro = (3007 + 400) cm?

12a) Sypu =21 4-5=40cm’
Saterats = 2 - 7+ 2 - 10 = 401 cm?
Assim, as areas laterais sao iguais.
b)Sen=2'm-4-5+2-m-42=72ncm?
Swan =2-M-2-10+2-m- 22 =48 cm?

Assim, o cilindro | temn maior area total.

Pagina 119
l.a)V,=n-(2R¥-H=4-m-R-H=4"-V
O volume ficard multiplicado por 4.
b)V,=n-R*-2-H=2-H=2-n-R-H=2-V
O volume ficard multiplicado por 2.
AV,=mn-(2R)*-2-H=8-n-R*-H=8-V
O volume ficard multiplicado por 8.



2. Spo =T+ 52+ 10— 1+ (2252 10
See = 250 — 50,6251

Sroo = 199,37m cm?

Viowo = 199,375 - 3,14 = 626,04 cm?
Logo, o volume aproximado de papel contido em

dois rolos é 1252,08 cm?

3. Sejam R e H, respectivamente, as medidas dos raios
das bases e da altura do cilindro; temos:
Vi=V,
n-(R+502-H=m-R*-4H
(R+507=(2RP—=R+50=2R..R=50cm
Sgase = T - 507 = 2 500m cm?

4. Seja R a medida dos raios das bases do cilindro; temos:

STUTAL DOCILNDRD — S'I'OTAL DO CUBD
2-m-R-2R+2-m-R=6-(2n)
6-m-RP=6-4n

RR=4-R=2m
Vamore =T+ 22+ 4 =16 m?

5. Os volumes das duas embalagens sao, respectiva-
mente, iguaisa - 52 - 10 =250ncm’e - 4%.15 =
= 240m cm’. Assim, como as duas embalagens sio
vendidas pelo mesmo preco, a primeira é mais vanta-
josa do ponto de vista econémico.

6. O volume de combustivel transportado por cada ca-
minhio é igual am - (0,75)* - 8 = 14,13 m* = 14130

: : 700000
litros. Assim, como
14130

de caminhdes necesséarios é 50.
7. Veepaas = T - 207 - 2 = 8001 cm?

= 49,5, o nimero minimo

1
8. Veann = E -m-12-20=314-1-10=314dm3..
= 314 litros

9. a) Veoncrero =8 [m- 52— 1~ (4,54 - 10=80-4,75-3,14=
=11932dm?

b)

A altura da pilha é igual:

200v3 4 5.50=100- 173 + 100 = 273 cm.
2

10. Seja x a medida da base do retdngulo (interseccao
do plano com o cilindro); temos:

2
13 = +[§J - x=24cm

Vewmoro = 3 3801
n-132-H=3380r..H=20cm
Sgacgn = 24 - 20 =480 cm?

1.cosa = E=l Soa=60°
1 2

120° 2 1
\ =|——— T —=-1-1-5en120°|-6
TANQUE [3600 2 J

343 3:173
Voo = 21— TJ_ =2-314~—

=3685m’=

—3 685 litros

Figuras: ©@DAE

\ s i m/
NS

12. Resposta pessoal.

13. Resposta pessoal.

CAPITULO 9 - Cones
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1. Seja g a medida da geratriz do cone; temos:
gF=152+20*...g=25cm

2. Seja g a medida da geratriz do cone; temos:
@?=3+4-.g=5m
Statet = T+ 4+5=20mm’

3. Seja R a medida do raio da base; temos:
T-R-9+m-R2=70x

OR+R!=70
RR+9R—70=0
R=50uR = =14 (ndo convém)

Assim, o didmetro da base do cone é igual a 10 cm.
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4. Seja R a medida do raio da base do cone; temos:
(R =R+ (4¥3) »3R =163~ R=4m
Siaera, =T -4+ 8=32rm?

5. Sejam R e g, respectivamente, as medidas do raio da
base e da geratriz do cone; temos:
n-R-g=65n..R-g=065
R+¢g=18

R-g=65
R-g=18

F=R+H213?=5+H..

— R=5eg=13

H=12dm

6. Voo = 4328 = 1 - R2 - 2R = 432t — R? = 216 -
S R=6am
VTOTALDDCDNE = VTOTﬁLDOCN.IMJRO
t=r-g+n-rf=2-n-6-12+2-n-6>
Sr-2+P=144+725P =72 r= 642 cm
g=r+m-(12) =(6v2) + b > h =216
~h=6V6 cm

7. Seja R a medida do raio da base do cone; temos:
a)3e0” 2-m-20
180° 2-m-R
R=10cm
Assim, a medida do raio da base do cone é igual 4
metade da medida do raio do setor circular.
b)360° 2-m-20

144  2-m-R

360° 2-m-20 5 20
=———->=—_-R=8m

1442 2-m-R 2 R

8. a) Sejam x — R, x e x + R, respectivamente, as medi-
das do raio, da altura e da geratriz do cone; temos:

x+RP=x2+ (x—Rp

X+22R+R=xX+x¥—2R+R
—4dR=0—=x:-(x—4R) =0

- x =0 (ndo convém) ou x = 4R.

Assim, as medidas do raio da base e da geratriz sdo

respectivamente iguais a 3R e 5R.

b) Seja r a medida do raio da base; temos:
n-rf=36rn..r=6m—3R=6..R=2m-—=
—2g=R=10m-=>5mu=-6-10+n-6"=
= 96m m?

9. Sejam R e g, respectivamente, as medidas do raio da
base e da geratriz do cone; temos:

R_3 , _R
g 5973
4
gZ_R2+202 [?RT=R2+400—} 25R —R2=
400-9
=400 =R, = ~R=15cm
16
515
= ——=25cm
¢ 3
a) Sgae = T+ 157 = 225 cm?
b) Suaera, = - 15 - 25 = 375mcm?
10. Seja g a medida da geratriz do cone; temos:
F=5+12.9=13cm
! 1 10412 _
STOTALSMCONE=E'R'5'13+E 52+ =
= (451 + 60) cm? ——
segio
o

11. Seja g a medida da geratriz do cone; temos:
g=6"+8.9g=10cm
SrotaLcormera = T+ 6+ 10 + 1t - 62 = 961 cm?
Storaumcomera = T+ 8- 10 + - 87 = 144w cm?

) 144 1t )
Assim, como =15, a resposta do aluno foi

50% maior que a resposta esperada pelo professor,
ou seja, x = 50.
12. Seja g a medida da geratriz do cone; temos:

GF=32+21"5¢=450-.9= 152 cm
Som= 27 :8:2142- 1 :8° = 1t -3+ ®3-1542

e, e, o — —
drea dreas das areada irea
lateral do bases do baze do lateral do
cilindra cilindro cone cong

Srom, = 4551 + 45 - 1,41 - w= 518,45t cm’
Obs.: considerando T = 3,14 a é4rea é aproximada-
mente 1628 cm?.
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1. Veoue =-% - -6%- 25 = 300mcm?

2. a) Sejam R, g e h, respectivamente, a medida do raio
da base, da geratriz e da altura do cone; temos:

2R+2g=30—2R+2-2R=30..R=5¢cm
F=R+ho102=52+h - h=5/3cm

b) Veone = % B 5v’§=—125:£cm3



3. Veaguons = % -m-32-15 = 451=45 - 3,14 = 1413 cm?

4. Sejam R e h, respectivamente, a medida do raio da
base e da altura do cone, temos:
F=R+h5>QREZ=R+h . h=R3

Veone = Veumoro

%-n-R?-R@ =x-62- 1643

RE=1728.R=12cm
Siatera, = T+ 12 - 24 = 288w cmn?

5. Voo = Vewmoro + Veone

Vgo=T-6-16 + 1 n6-4
Voo = 624t m?

6. Sejam R e g, respectivamente, o raio da base e a gera-
triz do cone, temos:

1
5M=5 * Statera

1
n-R’=_-m-R=

3 g
g=3R

2
=R+ (10¥2) - (ERE=R+100-2
SJR=5cm—og=3-5=15cm
7. Seja x a medida das arestas do cubo; temos:

X¥=729 .x=9cm

1 9Y 2437
Veoe= = *m+|2] -9= cm?
conE = 3 [2] p
2
8. VRECFENTE= m-10 '30=125

Veoro 1 n-3-8
Assim, o numero maximo de criangas que poderao
receber um copo de suco totalmente cheio é 125.
9. Seja h a medida da altura do cone; temos:
Sense = SSECAOMEF!DINA

- 2-8-h

-8 ~h=8ncm

a) A altura do cone mede 8t cm.

b) Vo = % -n-8-8n= —51321': cm?

10.5eja R a medida dos raios das bases do cilindro;
temos:

Veone = Vempro

% 7 (2R - hegye = T+ R * heynpro

heoe _3

Pngro 4

11.0 sdlido gerado pela rotacdo do tridangulo retangulo em
torno da hipotenusa é formado por dois cones em que a
base comum tem raio cuja medida é igual a medida da
altura relativa a hipotenusa (h) e cujas alturas sao as proje-
¢oes dos catetos sobre a hipotenusa (m e n). Seja x a medi-
da da hipotenusa do tridngulo retangulo; temos:

X=152+4+200 . x=25cm
15-20=25-h..h=12cm

1
_.n.h2.n
3

Veouoo = % “m-h*-m+
‘w-h*-(m+n)

Veouoo = % ‘- 12225 =1200m cm?
12. Sejam R e r, respectivamente, as medidas do raio da

base do cone maior e do raio da base do cone menor,
e h a medida da altura comum; temos:

500 1

E b Ra'h_%'g T-r‘-h
R2=5-p2

R’ R

r r

13.

- =100n

=100

r=10cm

g’-=r1+h1

152=102+ h2 > h= 5./5 cm

—y

L — ‘merf-h

3
Vconemnorz - Tl 10°- SVIE -
_)\"anermznor= 502\,5 cm?
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anemabr = 500‘% de vconerﬂ.enm

i _ 500 50045

conemaior — T T
100 3
25005

Vcnnemaior = 3 cm‘

14. Resposta pessoal.

15. Resposta pessoal.

CAPITULO 10 - ESFERAS
Pagina 137

k)

s ‘m-3PF=3-314=942cm?

1. Voo =

W

3. Como Voman _ T 10°-18 _100-18 _

Vs 4 _ (3} 8
g
3 2 2

quantidade maxima de doces que poderao ser feitos
€ 400.

400, a

3. Seja R a medida do raio da esfera, temos:

Vesrera = Veone + Vaumoro

Vesrera = 2 * Vieone

4 pm=2-Lig-12-2
3 3

RR=1728..R=12cm

4
4. Vypio - 5 w6+ - (1,57 10=288n + 225 =
=3105:-314=975cm®*—= 975 mL

5. Seja R a medida do raio da esfera, temos:

4
— - R=8+161 "= 12-3"i cm
3 by 4

6. Sejam as medidas do raio da esfera e do raio da base
docilindro iguais a R. Assim, a diferenca entre os volu-
mes do cilindro e da esfera é igual a

4 _2mR _ 1

"-R*-2R— — -®m-R? =—--V
3 3 3

7. Seja R a medida dos raios das esferas, temos:

4
3-2 qpp=g-102- 2
3 8
B g sk
8 2

2
8. 0 volume da semiesfera oca é igual a 3" -8 — % -

- ;- 5% = 258 cm’. Seja m a massa da semiesfera
oca, temos:

232 =

= m = 232 - 258 - 314 =

2581
= 1880g=1,.88kg
9. Seja x a medida das arestas do cubo, temos:
6 - x* =600 —
—=x*=100..x=10cm

Assim, o volume do interior do cubo nao ocupado

4
pela esfera é igual a 10* — . A —

4-31,4-125

=1000 — = 4477 cm?

10. Seja R a medida do raio da esfera, temos:

R=8J3:v3 ~.R=12dm

4
Vecopan = = -~ 123 =2 304n dm?

11.

Figuras: ©@DAE

00=152+ @ —>d=175..d= 5/7 cm
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1. Secrpra = 4 - - 10?2 = 400 cm?
2.5eja R a medida do raio da esfera, temos:

4-w-R2=144n - R=6cm

- 6° = 288ncm?

Vesrera =

4.
3



3. Sejaramedida do raio da sec¢do e R a medida do raio
da esfera, temos:

n-r=64n..r=8cm
RR=6"+8 - -R=10cm

4000w 3
cm

— % ;10 =

Stsrepa = 4 - 102 = 400w cm?

4,
v 4 3 = B e
a) =4 > _ -t-RR=4-4-n-R*-.R=12cm
s 3
b) Seja r a medida do raio da esfera cuja superficie
tem area igual a 144w cm?, temos:
4-mw-rP=144n..r=6cm
0 TS
3 -3
4 s
— T 6
3
5.
3 4
a) Vea, e =m-3*=27nm?
B
b) Sequipo = % “4m-3+ -3 =4-n-32=36nm"

[E—
dreade um
circule

c) A drea da superficie do sélido resultante é igual a
area da superficie da esfera original.

6. Seja R a medida do raio da esfera, temos:

S _ 4" TR _4- R
Sewo 6°(R) 24K

B,
6

7. SLatmja =4-3,14- (3,5 = 15386 cm?

8. ST-nmI =8 SEs,fefa
Sto =8-4-m-6>=1152rcm?

Vestibulares e ENEM
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1. Alternativa c. Seja r o raio das bases da nova cisterna,
temos:

8l=n-r~-3r=3m
Logo, o aumento sera de 2 metros em relacdo ao raio
da cisterna antiga.

2. Alternativa e
V=nr-3-3=27tcm’

3. Alternativa a.

1
Vieservaterio canico = 5 -|w-82-9=575m?

Seja h a altura atingida no reservatério cubico, temos:

10°-h=576..h=576m.

4, Alternativa d.

5. Alternativa b.

Como 1 litro = 1000 cm’, temos que o numero de

: S0 1000 :
laranjas necessérias é: = 13,27, ou sgja,

-314-3°

| 2
w |

sao necessarias 14 laranjas no minimo.

6. Alternativa b.

Seja r o raio da esfera, temos:

%-n-r3=23041t—>r=12cm

Logo, a drea da superficie de cada faixa € igual a:

1
— -4-m-122=24xcm?
24

7. Alternativa b.

1
Smetade detarana = 5 4-314-3?=5652cm?

8. Alternativa d. Seja r o raio da esfera, temos:
4-w-rP=2-n-R-R+2-mn-R.-r=R
9. Alternativa b.

1
Vigga = 70+ 6+ 400 = 7 200m ’

10. Alternativa a. Seja m a massa da esfera, temos:

m 36
MmM3=—— _—osm=——-113-m .
4 3 ¥ 1000
o=
3 10
s.m= 04068t g
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11. Alternativa a.

Vm;a = VYeilindro — Veone

1
Vi =3:32-10— — -3-32- 6=

=216ecm®= 2,16 - 10° mm?

12. Alternativa c. O volume da grafite é dado por:

Ve = 3,14+ 0,12 - 15 = 047 cm®
Seja m a massa da grafite, temos:

22= L —m=103g.
0,47

Seja n o nimero de dtomos de carbono presentes
nessa grafite, temos:

12
6-10

n -

=103=n=5-10%

3

13. Alternativa d.

Seja x a medida dos lados da folha quadrada, temos:

x=5:-2-1x = S5nd cm

P
14. Alternativa d. Seja R o raio das bases cisterna. Como
os pontos A e B estdo diametralmente opostos, o tri-
angulo ABX é retdngulo em X por causa do teorema
do dngulo inscrito. Assim:
(2R =6*+8—>R=5m
(2RP=6"+8"—=R=5m.
Logo,
Veisema = T+ 52-2=3-25-2=150m?= 150000 litro

15.

3
ﬂ -V p— ane
V. = = ¥ Metade da altura do cone
Metade daaluradoeone | 2 8
H

Veone

Assim, o volume gue esta no cilindro é de L Vioone
8
Como o volume do cone e do cilindro sao iguais, en-
4 i i 7
tao o volume que estéd no cilindro é de i Vit =

= 0,875 - Vejinae LOGO, a alternativa A é mais ade-

quada.

16. Alternativa a. Area total do cilindro:
2-m-22+2n-2-10=48r =483
=144 cm? = 0,0144 m?

Valor da embalagem em forma de cilindro:
00144 - 25 = R$ 0,36.

Area total do paralelepipedo:2 - (4-5+4-6+5-6) =
=148 cm? = 0,0148 m?

Valor da embalagem em forma de paralelepipedo:
00148 - 25 = R$ 0,37.

Logo, o valor da embalagem que terd o menor custo
serd: R$ 0,36.
17. Alterantiva d. Sejam r e h respectivamente, o raio das

bases e a altura do dilindro, temos:

n-r?-(h—a}:z-g P-hoh— % —3-h=0

18. Alternativa e. 2
Vetutainigar = %+ 52+ 10 + E -m-53= 1250 mm?

Voidtaping =T - 4% - 10 + % ‘- 4 =736 mm?
Logo, a reducio sera de 1250 = 736 = 514 mm?

Desafio

Figuras: ©@DAE

Sejam x eV, respectivamente, a altura a que subiu o
volume da taga e o volume inicial de liquido, temos:

x+h[ v x+h
==

h v

=2=x=h-32-1).



UNIDADE 4 - NUMEROS
COMPLEXOS

CAPITULO 11 - O conjunto dos
nimeros complexos
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l.a)¥-5x+6=0.,x=2ex*=3

As solucdes sao numeros reais.

b) x> -10x+25=0 .. x,=5ex,=5

As solucdes sao numeros reais.

X =4x+13=0.. =2+3iex,=2-3i

As solucoes sao numeros complexos nao reais.

d)+4=0.,.x=2iex,=-2

As solugdes sdao numeros complexos néo reais.

e)-x+4=0. . x,=2iex,==2i

As solucoes sao numeros reais.
2. 1. Verdadeira.

Il. Falsa.

Il Verdadeira.

IV. Verdadeira, pois (2; - 3) + (1;3) =(3;0)

V. Verdadeira, pois (-1;2) - (5,-2) = (=1 - 5-2 - (-2);

=1 (-2)+2-5)=(-1;12)
3.8)(Z4H+(3:1)=(55)

b) (-1; 0)+(4; 2)+(0; 3) =(3; 5)

A(=1;1)-3-2=(1;5)

d) (1) - (1:2+3;-5)=(0;5) + (3; - 5)=(3; 0)

e) [(7,-1)+ (=5 4)] - (2,-3)=(2;3) - (2,-3)=(13,0)
a+b=5

T sa=4eb=1

4, a}(a+b;3)=(5;a—b)—>{
5.a)(x-2,7)=(87) »>x-2=8 . x=10
b)(3;4) +(-1;1)=(2x) > (2;5)=(2x) .. x=5
A x-1;2:01)=(0;5)
(x2=x=2:x=1+2x)=(0:;5)
(d=x-2;3x-1)=(0; 5)
X¥=x-2=0.,.x=20ux=-1
3x=1=5,.x=2
Assim, x=2.
6.a) L+ =(cted+)
b) Z,- (Z,+ Z) = (a;b) - (c+e;d+ ) = (ac + ae - bd - bf.
ad + af + bc + be)
€) Z,- 7= (ac - bd; ad + bc)
d)Z, - Z, = (ae - bf. af + be)

e s, -4+ 7 - Z; = (ac - bd; ad + bc) + (ae - bf;
af + be) = (ac + ae - bd - bf: ad + bc + af + be)

7. Os resultados sao iguais.

8. a)Re()=-3eim(z)=4
b) Re(2) = (2) e Im(2) = -3
c)Re(z)=0elm(z)=5
d)Re(z)=-7elm(z)=0

9.

10. | Verdadeira.
II. Verdadeira.
. Verdadeira.
IV. Verdadeira.
V. Verdadeira.
V1. Verdadeira.
VII. Falsa.
VIl Verdadeira.
1M.w=0-D)+x+2)-i
¥-4=0ex+2=20
x=2oux=-2exz-2
x=2 (w éimaginario puro)
. Falsa, pois existe somente um valor de x.
Il. Verdadeira.
x=-2—w=0/(real)
lll. Verdadeira.

x=2 —w=4j (imaginario puro)

CAPITULO 12 - Operacées na forma

algébrica
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1. a)z+w=3-2i+1+3i=4+i
b)z-w=3=2i-(1+3)=2-5i
AQz-w=03-2)-(143)=3+9-2i-67=9+7i
d)Z=(3-2)’=9-12i +4P=5-12i

e2zz+3w=2-3-20+3-(1+3)=6-4i+3+9 =
=945/
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2. | Verdadeira.
II. Verdadeira.
IIl. Falsa.
IV. Verdadeira.
V. Verdadeira.

ay dp 1+ 1-1i
a}A=[azr az;;l =|:2—f 2+‘]
b)deth) = (1 +) -2 +)-0-D-02-)=
=240+ 2+F-2+i+2i-7=6i
4, a)z=2m-4mi+4i-8P=2m+8+i-(-dm+4)

Assim, para gue o nimero 7 seja real devemos ter:

3.

-4m+4=0..m=1.
b)2m+8=0-.m=-4
5
{x+2y=2+3y {x—y:E
— nx=3ey=1

3x+y=x-y+8 x+2y=8

6.a)7=1+i
Z=(0=-N-(1+0)=2
zy=(1-10-2=2-2i
zy=(1-0)-2-2)=—-4i
ze=(1-10) - (-4i) =-4 -4
z,=(1-1)- (-4 -4))=-8
b) Dos seis nlimeros, dois sao reais e um € imagindrio puro.
7.a)Z2=(1+iP=1+2i+P=2i
b) U +P-(1 402 _ [0+ PF-[0+071 _ 2120

(1+ 1y 1+ 21
_16r-64F _16+64 _ 20
47 -4

8.a)z=a+bi = (a+b)-(1+)==-T7+i—
=S ag+ai+bi+bP=-7+i—
= a-b+la+b)-i=-7+i—>
a-b=-7 )
—>L+b=i sna=-3eb=4 5z=-3+4
b)Z2+2z2+1=02+102=(-3+4i+12=(-2+4i)*=
=4-16i+ 16 ==12 - 16i
9. a)z=a+bi =2i-la+b)+2-la+b)=1+13i
= ai+bi’+2a+2bi=1+13i—>

—-b+2a+@+2b)-i=1+13i—
-b+2a=1

a+2b=13
byw=2=3+5)= 9+30i+257=— 16+ 30i

ad=3eb=5=z7z=3+5|

10. a) (1 - = [(1 = PP = (<202 = 4P=—4

b) (1 -)"=[(1-)"° = (-2 =-32F=-32i

11. a) Nao, pois o quadrado de todo nimero real é um
numero real.

b) Sim, basta considerarmos um numero imaginario
puro.

¢) Resulta o préprio nimero real.

d) Resulta o préprio nimero imaginario.
12. Resposta pessoal.
13. Resposta pessoal.
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1. |.Verdadeira, poisa+bi+a-bi=2ae R.
Il. Verdadeira, pois (a + bi) - (a-bi) =a* + b’ e R.
IIl. Falsa, poisz =2 - 3i.
IV. Verdadeira.

V. Falsa, pois o conjugado de um numero complexo
real é igual ao préprio numero.

2. a)z=-3+2i
b) Z =-3-2i
]1__ ; ] 3.2 3-2
O T 3r2 T3+ B+ OReep
Pk B2,
T 13 T 13 13
z _3+1  B+) (-p _4-2 . .
3:a) 1+ T 0+) g-p ~ 2 =2
b}z—2= 144 _ (+)  B+1) __2+4i
2 3-i (3-1) 3+ 10
_ A
=75 vt

9 __E_'L_ 3-1 _ B-0)  (+) _ 4+2i =
2

-i ~ (-0 (+p 2

4.Sim,pois(§_']= L
4 : 4
1+i _ (0+) (+2)_ 1

=M= R~ Sy iy :

T+i _ O+ (m+2) _ m=-2+{m+2)-i
m=2i (m-2) (m+2) m+4

3. ..
+5J

b) z=

=m+2=0.,.m=-2 (zéreal)
¢)m-2=0..m=2(zéimagindrio puro)

6.a)z=ag+b = a+bi+2 (@-b)=12+2

- a + bi + 2a - 2bi = 12 +

=2 3¢g=12 .. a=4e-b=2 .. b=2=2
z=4-=-2i

T_ 1 _ 1 _(4+2:')_4+2£_i 1.._

b) 7 4-2i @-2) @+2) 16+4 20720 'T

_._l.l._.i.L-j
T 5710



7. z=a+bi
a+bi+a-bi=10..a=5
(a+bi) - (a-bi) =169 — a*+ b= 169 — 5%+ b’= 169
S b=120ub=-12
Logo,z=5+12iouz=5-12i

. a}{z+i-w=4+6f(|}

w+i-z=4 ()

mw=4-j-z
M z+i-w=4+6i > z+i-4—i-2)=4+6i =
— z+4Pz2=4+6/ = 2z2=4+2:.2=2+]
w=d4-j-zow=4-i-2+i) —
Sw=4-2i-2 5>w=5=-2i

b) 2 = 240 __2+i '{5+2n=i+i
w  5-2i  5-2i (5+2) 29 29
9. a) Sim.

b)z+w=1-1 5 z+w=1+i
A Z-w=-10 2@+W--w=-10—
= +)-z-w)=-10—

—z-w=_-10 =-5+5j
(1+1
ZHw=1+i ) )
d){ SLZ=—2+43ew=3-2i
Z-wW=—5+5]
z _ =2+30 _-2+43i 342 _ 12 5 .
& T 3.3 T 3.2 3+y 13Tzl

CAPITULO 13 - Forma trigonométrica
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1.
Im
]
(=T - Ll L L L 4t L J
& P E
. ol e
e o

2. A — -6+ 5i (imaginario)
B — 3+ 2i (imaginario)
C — 5(real)
D — -3 -3i(imaginario)
E — =5/ (imaginério puro)
F — 2 - 6i (imaginario)
3. a)Verdadeira, pois todo nimero real tem seu afixo
situado no eixo horizontal do plano complexo;

b) Veerdadeira, pois todo nuimero imaginario puro tem
seu afixo situado no eixo vertical do plano complexo.

4, a)z=6+7iw=3+2iv=11+4i

10.

b) Samncuo = 8 - 5 =40 unidades de area.

3:5 5-3 8-2
[ = 40 - s At =
}SmANGULo 3 5 2

=40 el ;—5—8 = 17 unidades de érea.

O ponto do 22 quadrante: (=3;2) = =3 + 2i
O ponto do 32 quadrante: (-3;-2) = -3 -2/
O ponto do 42 quadrante: (3;-2) = 3 -2
Resposta pessoal.

a) Ao representar os afixos dos quatro numeros
complexos no plano, eles indicardo vértices de
um guadrado.

b) Como o lado desse quadrado é igual a 4 unida-
des de comprimento, seu perimetro é igual a 16
unidades de comprimento.

¢) A drea do quadrado é igual 16 unidades de area.
Respostas pessoais.
a) |z| = \32+4% =/25=5

R

b) 7= V22 +(3) = 4+3=17
0|z =0*+37=19=3
d) |z = V72 + P=V49=7

e) 2] = V(=57 + (- 127 =1169 =13

a) |4=7+7 =~ﬁ—>senﬁ=%=72 ¢
cc:sB=L=£ L 0=45°
V2

b) |2| =’ +(—J§)2 =2—->sen6=_7ﬁe

cosf}=l -8 =300°
2

Q) |4 =45 +0° =5—>sen0=% =0e

5
cosf=—=1..0=0°
5

d) | =[~2) +0° =2—>senﬁ=% —0e

cosﬂ=_?=—1 - 0=180°
4
e) |Z|=\{‘Cr2 +4 =4—>5enﬁ=z =le
cosﬁzgz S 0=09r
4
=3
f) |7 =,/0" +(—3) =33 senf=—=—1
|| =y0" +(=3) ;
F—'C053=%=0.'.9=27O°
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9) |2|=(=2)" +(-2)’ =2¥2 > senb=

=_—2=—£ec—059=__2=_£
2.3 2 27 2
& B=225°
h) |2]|= (—3)2+(J_) —2J_—>sen9=%=%
ecos@:i:-ﬁ . 0=150°
23 2

1. a) |2]=\J(=0 +(V3) —z_nene-g

cc:s?j——T:—l L 0=120°
2 2

Z =2 -(cos 120° + jsen 1200
1 0
b) |z =,/0" +T =1 0=-=1e cosf=—=0
|z| =+ —>seng=- ]

S 0=90° z=1-(cos90° +i-sen 90

9|7 =(-3) +0’ =3—)senﬂ=g=0 e

c059=_—3=-—1 o8 =180°
3
Z=3-(cos 180° + i - sen 1807
12.
3+J§;\ 3+J§-;|_2J§_2
J_-H\ Ji+f| 3
+2:

3 JT
"k +4 Sk +4=2/10>

—k+4=40—

=k =36 k=6bouk=—6

13.3) |7= /4" +3" ={25=5
[w|=4/5"+12" =169 =13

b) |+ |w]=5+13=18
Qz+w=4+3i+5+12i=9+ 15

d) |z+w|=4/9" +15" =306

e) Nao.
14.2) z= 4+ 4i > |z|= 4" +4° =42 unidades de
comprimento.
b)genﬂ: i:ﬁ ecosB = i:ﬁ iy e =
42 2 a2 2
= 45°

Z= 4\."5 « (cos 45° + i + sen 459)

Jz=4+4iw=—4+4iv=4—4
dyz-i=(@4+4) i=—4—4P = —4 + 4i =
e)w-i=(—4+4i)-i=—4i+ 4P = —4 — 4i.

Obtemos outro nimero complexo diferente de z we v.

15.

a)

)
/

b)

<

Im

Figuras: @ DAE
dh

16. a)|4 = |J6° +8 =10 e|w| = /8’ +6 =10
b)d= |[(8—6) +(6-8) =\A+4=2V2 uc

3] (2J5)2 =10° +10° —2-10-10- cos( ADB)

cos(AE)B) =0,96



CAPITULO 14 - Operacdes na forma
trigonométrica

Pagina 175

1.LV
-z =zl |zl =2-3=6
IV
arglz, - ;) = arg(z,) + arglz,) = 40° + 25° = 65° = arg(z,)
. F
z,-2,=6-(cos65°+ j-sen65°) + z,
M.V

arglz, - z; - z3) = arg(z)) + arglz,) + arglzs) =
=40° + 25° 4+ 65° = 130°
V.V

5 65°+i-sen65°
7 5e(ces freen )=2,5-(c0525°+1'-sen 25°)

. 2+(cos40°+i-sen40°)
£]+i-sen(£+£]]=
6 36

z
2. a)z-w=V6-V2- [cos(%+
=23 [cos( ]+.-' . sen[%]]
b)%+% > [COS[%—%J+:'- sen[%-%)]z

-6 fof)e (]

Q) z-w=23-0+i-1)=2/3-i
d)£=\f§-(£+f-—1—)=i+£-f
w 2

) 2) 2
3.

a)z=i=1"-(cos90° +i- seng0°)

b)w=-1=1-(cos180°+i - sen180°)

Q) if=i-i=1-(cos90°+i-sen90% - 1 - (cos90° +
+i+5en90f) =1 -1 (cos(90° + 907) +
+i-5en(90°+90%) =1 - (cos180° +i - sen180°) = -1

4,
2,022 Z=1+1+1"[cos(0°+ 60°+ 240°)] +i - sen(0P + 60° +

+240°)] =1 - (cos300° + i - sen300°) = z,

5. Resposta pessoal.

1_ 1+(cos@®+i-sen0°)
z  5-(cos100°+i-sen100°)

6. w=

= % [ cos(—100°) +i-sen(—100°) ]=
=0,2(cos260°+i - sen260°)
z _5+(cos100°+i-sen100°)

v=—= —

i 1-(cos90°+i-sen90°)

7. Como conhecemos o argumento e o modulo desses
dois nimeros complexos, temos:

a)
z-w=|z-wl- c05(13ﬂ+1m)+ sen(B—ﬁ+H—w)
36 36 36 36
Zw= fo- [cos{z ]+rsen(2“)]
3 3
b)7-w=23- [cos[23 ]+JSEH[231T)]

8.a) |7] = cos?(0) + sen’(0) = Vi=1

[cos(®,) +i- sen(®,)] - [cos(®,) + i - sen(®,)]
Zy, "2y, = cos(B,) - cos(B,) + cos(®,) - i - sen(®,) +
+i- sen(0,) - cos(®,) + i - sen(d,) - i - sen(d,)

2",I . 2’Bjr

Bz, i =

= cos(B,) - cos(®,) — sen(®,) - sen(B,) +
+ i [sen(8,) - cos(®,) + cos(B,) - sen(8,)]
2, +z, =c0s(8, +02) +i-sen(®, +6,)

€) Sim, Pois Zg, 1 5, = COS(0;+ 8,) + i - sen(B,+ )

Pagina 179
1. LVolfi=|f=3=28
IV = arg(#®) = 6 - arg(z) =

6 -30°=180°

lIl.LF —= 22 = (2if = 8 = 8 - (2{) = —8i (imaginario
puro)
V.V = 28 = (2)* = 327 = 32i (imaginario puro)

VV=aZ2=(1+iP=1+2i+2=2i

.18
3 3
23+zﬁ+zg=23-(cos—ﬂ+i-sen—“]+
6 6
3 e . 61 9 9 . 9
+2 | cos—+i-sen— | +2 | cos—+i-sen—
6 6 6 6

A+A+P=8-(0+i
+512-[04i (-1 =8i—

)+64-(—14i-0)+
64 — 512/ = —64 — 504

3.

a(l=0r=[(-=)P= —8f =

= —8-(~)=8i

(=2iP =

¥
b}[{wﬁ+2-i}2] = (i) =167 = 167 (21) = 216

QA —P=0+0-[0+PF=0+0-@)=
=(1+d-16f=0+)-16=16+ 16
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5.

(1 _]5 U w A i
- —-’ =_'.f =_-:=_
2 32 32 32

&) (-1 =P =(-1-)-(-1-iP=
=(=1=0-2i=2—=2i

a=i"=i Ge=F=i-F=—1
a,=PF=-1 g, =F=i-PB==j
ag=f=i-if=— gg=f=i-f=—F=1
a=f-iP=—P=1 g=P=i-P=i
g=f=i =i Gp=M=iP=—1
a7+ M= PR —i= ]

b) 13456789 = j1 =

J :m+;?_;°+;‘3 T—i 1—i
_(H"‘).(H"'}_E_
=)+ 2

a)

16+8+4+2 [417 'IT) . [411 17)
— = “.ecos| ——— |+i-sen| ———||=
16—1 3 12 3 12

5
=2-[c05( : +1 sen

%]
b)z=2'[—§+: [—%H —V2-2:i

ol som )
:32{5 [4)“ %”(4]] 3z[§+ ﬂ

=162 +164/2 i

&)z =2 -[cos[4-5—w]+f'sen[4-5—“J:|=
4 4

= 16 [cos(m) + /- sen(n) = —16

z=1-(cos30° + - sen30
#=1%c0s9-30°+/-5en9-30° =

=1+ (cos270° + i - sen270°) — vértice |

2 = 197 . (cos67 - 30° + i - sen67 - 30°) =
=1-(cos210° 17 sen210%) — vértice H

20 = 1190 (¢o5100 - 30°) + i - sen100 - 30°) =
= 1-(cosl20° 4+ i-senl120°) — vérticekE

7.a)

v

Figura: € DAE

b) 722 =22 [cos(2-30°) + i-sen(2 - 30)] =
=4 - [cos60° + i - sen60%] = 2 + i+ 243
€z-i=2-(cos30°+i-sen30° -1 - (cos90® +
+i-5en90%) = 2 - (cos120° + /- senl120°) =
~14i-43
z _2+(cos30°+i-sen30°)
i 1-(cos90° +i-sen90°)

= 2 - [cos(—60°) + i - sen(—60°)] =
=2-(cos300° +i-5en 3009 =1— i3

8. a) A partir da observacao direta da figura séo os pon-
tos A e G (pontos situados no eixo real ou eixo x);

b) A partir da observacao direta da figura so os pontos
D e J (pontos situados no eixa imagindrio ou eixo y);

¢) O ponto K, simétrico em relacao ao eixo x;

d) O ponto E, simétrico em relacdo ao eixo x.

9. a)z=2-(cosb0® +i-senb0’)
b) 2" = 2" - [cos(60° - n) + i - sen(60° - n)]
¢) (sen60® - n) =
60°- n = 180° . n = 3 (menor n nao nulo)
10. a) & = ()" = (—1)" = 1, pois n & par.
b) & 5 ()" = (—1)" = —1, pois n é impar.
Q)P E=Re = () (=)= 1) =

.{—;]=—'
11.a) Como 2011 = 502 - 4 + 3 entdo:
S=iFiFigtitogt
\_v_f
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Vestibulares e Enem
Pagina 184

1.

alternativa a.

22—i=z+

Sejaz = a + bi, temos:
2a@+b)—i=(@—b)+1=2a+2bi—i=
=a—bi+1

a+3bi=1 +_f.'.a=1eb= %
Logo,z=1+"§,

alternativa a.

1
Ztwi=i=21——+wi=i
i

i—1+wl=47
i—1=—w=-1
w=/|
alternativa a.

7 = 014 _ j1987

z=PF—i
z=—1—i
Logo,

Jel= (= +(= =2

Para p(x) = 0, temos: x> + 18 = 0 . x = 3i/2 ou
x= =32

Parag(x)=0,temos:x* —2x+5=0..x=1+2i
oux=1-—2i

Parar(x) =0,temos; —x* —9=0..x=3ioux= —3i
01) Falsa

02) Falsa

04) Falsa, o produto das raizes de g(x) é: 5 =5

1
08) Verdadeira, pois |1 = 2i| =T +(22)" =+/5

16) Verdadeira, pois 3i = 3 - [cos% +i- sen%]e

; It . 31}
—3i = 3[cos—+i-sen—
' [C F B g

5. Alternativa d.

kz,+ kz,=2, =2 kQ+2 - D+ kB -6-0)=
=—4+18-i = (2k, + 5k;) + (2k,—6k;)-i=-4+18-]

2ky + Sky=—4
2k, - 6k, = 18
1

Logo, kf2 =372 = ~

S k=3ek=-2

6. Alternativa d. Seja z = x + yi, temos:

|z 1= (x* +y° 1= 57 +y? <1

Portanto, a drea pedida corresponde a drea de um
circulo de raio 1 centrado na origem. Logo,

A =1 - 12 = runidades de area.

7.5eja 7= a + bitemos:

10.

11.

)=z iz=Z— i-(a+b)=a-bi—o-b+ai=
=a-bi-.a=-b.

Como

lZ| =4 > Vg + b* =4 — @+ b?= 16, temos:

(b4 b*=16 = b*=8 . b=+ 2V2.

Portanto, os complexos que satisfazem as condicoes

séoz=2\5—2@ez= —Z\E+2JE.

Alternativa a.
O argumento do ndmero complexo u é 180° - 60° =

=120° Assim,u=4-(cos120°+i-5en120°)—

—>u=4{—%+:’?]—)u=—2+2\/§:’

V=——V
I

s £ N ) RN 10
I =

u —24+23i
=7I—)
]

Como
U+v==24+23i+23+2i =23 =2)+ (23 +2)i
|u+V] =J(zd§—2)2 +(2J§+2}2 =

=\12-8V3+4+12+83+4 =
=~J§—)|u+v|=4~ﬁ

Alternativa d.

Elevando os dois lados da igualdade ao quadrado, temos:
e+ yiP=(3+4i2 = (=) +2xyi=3+4i
Pelaigualdade, 2xy =4 . xy=2.

Alternativa d.
z-w=(-3+4)-2-3)=-6+9+8/-127=6+17i.
Alternativa a.

Sejam z=x+yie z,=10+5/,temos:

|z2=2,|=30=|(x=10)+(y=5)i|=30=

=:~J(x—10)2+(y—5)2 =30=(x—10)+(y—=5)" =900 =
= x?=20x+100+y* =10y +25—900=0=
= x*+y?=20x=10y=775=0
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12. alternativa a.

13. alternativa d.
(3=i)(x+2yi)=3x+6yi—ix=2yi" =
=(3x+2y)+(6y—x)i
Logo, para o complexo (3x+2y)+(6y—x)i ser real,
devernos ter:
6y — x =0 (equacdo da reta pedida)
14. 01) Verdadeira, pois \fﬁ =Va+b)-(@a-b) =
=V 5 =4=
02) Falsa. 7 é o simétrico de zem relacio ao eixo real.
04) Falsa, pois (ZP=Z -z = () =-i.
08) Verdadeira, pois w esta sobre o eixo real.
16) Falsa.
_a+bi _a+bi a+bi _
T a—-bi a-bi a+bi
a’ +2abi-b> a’—b> 2ab
TR+ Fb a+b
(pode ser um imaginario).

Z
Z

15. alternativa d.
Temos z, =20 + 40i = (20, 40), z,=-15+ 50i =
=(-15,50) e z,=-15-10i=(-15,-10) e
1 5

1 5
= 7 =22 = (20 +40) - {=15+ 10) = 20 - 10
S T &7y )

Os pontos que delimitam o terreno sao P, (20; 40),
P,(=15;50), Py(=15; - 10} e P,(20; -10). Logo, o terreno tem
a forma de um trapézio retangulo, conforme a figura.

I
E; n.\
\‘ﬂ P, .
2
@
g
5
0 ﬂ:
P:! P-l
A érea do terreno é dada por 50 ; L 35=1925m?
. . 3 3
16. O centro da circunferéncia é o ponto —5; =
Sendo 7,=-1 + i e seja z o numero procurado, temos:
3
(—'[ +f}-z=_1_i-j_)2=272.=
2 2 =1+

3. .
=3:= 15i=2z,

Desafio

alternativa b.

Sejaz—5+ 3i = w, temos:
Z=-5+3=1->w'=1

Seja m = w?, temos:
w=1am’=1..m=1oum=-1
Como m = w?, temos:

w=1 .w=louw=-1

ou

wW=-l_.w=iouw=-i

Assim,

z=5+3i==1 = 2,=4=3j
z=-5+3i=-1 = 2,=6-3i
Z=5+3i=-i = z3=5-4i
7z-543i=i -5 z,=5-2i
Representando as solucdes no plano,

real

observamos que o nimero complexo que tem o menor

2'3| = 1152 +(—4)2 = -JH

UNIDADE 5 - POLINOMIOS E
EQUAGOES ALGEBRICAS

CAPITULO 15 - Polindémios

argumento é z;. Logo,

Pdgina 195

1. a) E um polinémio.
b) Nao € um polinémio.
¢) E um polinémio.
d) E um polinémio.
e) Nao é um polindmio.

2.a+5=7 . .a=2
b-1=4_..b=5
2ew=h=] me=3

3. a) O grau do polinémio é 3.



b)) =4-13=3-1242-1=-1=2
f0)=4-0-3-0+2-0-1=~-1
f=1)=4- (=1P=3- (=12+2- (1) =1==10
O)fi)=4-P-3-P+2-i-1=2-2i

f-)=4- - (=P=-3 - (-P+2-(-)-1=2+2i

4. (m-2)-¥+(n+5)-x+3p-12=0
m=2=0.m=2
n+5=0..n=-5
3p-12=0..p=4

5. P(=1)=(=1P=4-(-1)+(-1)+6=0
-1 éaraiz
PO)=0F-4-0°+0+6=6
0 nao é raiz
P1)=13-4-1*+1+6=4
1 nao é raiz
P(3)=3*-4-32+3+6=0
3 éraiz
P(=3)=(=3)-4 - (-3)’+ (-3) +6=-60

-3 ndoéraiz

6.a)p0)=0"3+2-0*""+5=5
b) p(-1) = (1) 4+ 2+ (-1 + 5=5
pl=1)==142-(-1)+5=2

2 JAn=13
{13+m- 24n-1+7=13
1P+m-(=1P+n-(-1)+7=5

{m+n=5 m=2en=3

m-—n=-1

8.aym=2 = fl)=0-*+0-x2+0-x+3 = fix)=3

Assim, o grau da funcdo f é igual a zero.

bym’-4=0em-220
m=2oum=-2e m#0
Assim,m=-2

cm-4=0m-2=0e m-5m+6=0
m=2oum=-2
m=2
m#2e m#3

Assim, ndo existe nenhum valor de m de modo que
o grau da fungéo fseja igual a 1.

9. a)Vi) =1 (x+ 1P -(x=2)
V) =m- 0+ 2x+1)- (x-2)

V) =1 0= 27+ 2 =dx +x=2)
Vi) =m- (3=3x=2)
b) O grau é igual a 3.
AQuid)=m-4*-3-4-2)
vid)=m-(64-12-2)
v(4) = 50r unidades de volume

CAPITULO 16 — Operacdes com
Polinomios

Pagina 198
1.a)fl+h)=x3=-2+5x=3+ (=} +5x%-x+1)=
=32+ 4x-2
b) g(x) = h(x) =22+ 3 = (=x*+ 5% =x+ 1) =
=x3-32+x+2
c) fl0) - gly) =
= (3= 22+ 5x—3) - (22 +3) =
=2+ 3¢ -4x —-0x*+ 1083 + 15— 6x* -9 =
=20=4F+ 133 =12+ 15x =9
d) [ + h(x) - g1 =
=B+ 4x=2)- (22 +3) =
=6x'+ W+ B+ 1 2x = 4P - 6=
=6x*+ 83+ 5%+ 12x-6
2. |.F, por exemplo: (¢ + 2x) + (= + x) = 3x
IV v \"AY) V.V
3. Seja gr(P) o grau do polinémio P, temos:
a)grif)=2g(f)=22=4

b) gr(fg)=grlf) + grig) =2 +3=5
c) gri(f+g)-hl = gr (f+g) + grth) =3 +4=7
d)grth—g)=4

e) gr(f*- g*- h*)=4-gr(f) + 3 - grig) + 2 - grlh) =
=4-2+3-3+2-4=25

4 5x-4 _  « B

"x-x-2 x=2 X+ 1
5x-4 _o-x+1)+p - (x-2)
¥y (x=2)-(x+1)

Sx—-4=0-x+o+p-x-2B
S5x-4=(+B)-x+o-2B

{a+|3=5
a=-2p=-4

~oa=2ef=3
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5. x=8x+21=
=a-x=1)-k=2)+b-x=1)-x+1)+c-x=2)-(x+1)

x=1 = 12=-8-1+21=c-(1=-2)-(1+1) . c==7

x==1 = (F1-8-(-1)+21=

=g-(-1=-1)-(-1-2).a=5

x=2 — 22-8:2421=b-(2-1)-(2+1) ~. b=3

6.12¢%+ 24x + 28 = (x + of* - (x + B)®

12+ 24x + 28 =

=x3+ 3x%t + 3x0 + oF - 3 - 3xP - 3xB* - B

12x2+ 24x + 28 =

=30 -3p) *+ Bo?- 3P ) x+ - B
12=3a-3B a-p=4

24=3c-3f - q’-p=8..a=3 e f=-1

8= B o -pF=28
3 +4x+ 2 A B C
e i D = O 0 e M
X (x4 1) X+ (x+1)
3¢ +4x+2  A-(x+1Y+Bx-(x+1)+C-x
x-(x+12 X x+1)

3+ 4x+2=A- P+ 2%+ 1) +Bx- x+1)+C-x
3+ 4x + 2 = A+ 2+ A+ B2+ B + Ox
3+ 4x+2=(A+Bx>+(2A+B+Ox+A
3=A+B
4=2A+B+C
2=A

Portanto:A=2,B=1e(C=-1

8. P+ 2x+ 1) =x*+(0+ 1) 3+ 20 - X2+ 4dx+ 1
W (22 + 124+ 2 -2 2%+ 22 1+2-2x-1
=x*+(a+1) -+ 200 2+ 4x+ 1

a3+ ec+dx+ 1=+ (0+1)- 5+ 200- X2+ 4x+ 1

4=g+1
Seiop=3
6=20

9. a) F(x) =~ F(-¥

23+ m+nx+p==2-(=xP+m-(=P+n-(=x)+p
23+ me+nx+p=2¢-me+nx-p

2mx?-2p=0

2Zm=0
~m=0ep=0

F(2)=18
2:-24m-24+n-2+p=18
16+4m+2n+p=18
16+2n=18
n=1

b) F(x) = 2+ x
F(1)=2-1*+1 = F1)=3

o) TEFBER
p-x—6x+g

T+ 3x+2=k-(p-x-6x+q)
753+ 3x+ 2 = kpx* - 6kx + kg

7=kp
3=-6k.. k=—%,p=—14 eqg=-4
2=kp

Tx2+3x+2 X+ 3x+2 1

B a4 - a0+ 2

11. Resposta pessoal.

Pagina 205

1. 12*+41x—30|x2— 7X+6

-+ TP —6x  x-5
—5%+ 35x—30
52-35x+ 30
—

ql)=x-5
gl2)=2-5
q2)=-3

O resto da divisao é igual a 0(zero), isto &, o polinémio
é nulo.

2. a) fix) |2+ 1

x+1 x=1

=0+ 1) (=1 +x+1
fix)=x*=1+x+1

flx) =x*+ x

b)fi2)=2*+2=16+2=18
c) Sim, pois f(-1) = (=1)*+ (-1) =0



3.a)Ograudegéiguala5-2=3.
b) O grau de r pode ser 2, 1, 0 ou ainda néo estar defi-
nido se o polindmio resto for identicamente nulo.
) Nao esté definido.
4. a) ' e+4| )
3 ]
X*+xX2+4=1x)- (C+x+1)+3

x4+ 1
o) =————
X+x+1

W+ 1|x2+x+1

Y S
-+ 1
B+ +x
+x+1
—xl—x=1

0

x—x+1

Assim, f{x) = x>= x +1.
b) fi-1)= (1= (-1)+1=3
Assim, o resto é igual a 3.

5.a) “-4x+x+6 |x_2—5x +6

—x3+ 5x°— 6x X+1
X¥-5x+6
—x*+5x-6
0

Assim, o polindmio x* — 4 + x + 6 é divisivel pelo
polindmio x* — 5x + 6.

b) ©-22¢+m-x-3|x2-x+3
—x* + %% - 3x x—=1
—x2+(m-3)-x-3
Xl—w3
{m—4)-x
m-4=0-.m=4
6) a)OgraudeQéigualal0-4=6.
b) p|D
RQ
P=D-Q+R
P10
R Q
P=2D-Q +R'
D-Q+R=2D-Q'+R

Q=2Q .. Q'=% — R=R

Assim, o quociente da divisdo do polinémio P pelo

polinémio 2D é igual a 9

¢) O resto da divisao do polinémio P pelo polindémio

2D éigualaR.

1T x x

7.a) =1 2 3x
1 2.5

fO) = 27 + 32+ 22 = 2x* = x* = Bx

flx) = =x* + 23 + 3 = 6x
b)2)==2+2-22+3-22-6-2=0
) Sim, pois l0)==0%+2-*+3:0*-6-0=0
d) Nao, pois (1) ==1*+2-13+3-12=6-1==220

e) =t — 23+ 3x2 - bx[x2 =1
X —x x4 2+ 2

T 20422-6x
-2+ 2x
—4x
-2+ 2
T Ax+2

O resto da divisdo é o polindmio — 4x + 2.

3.2\1—3 5-17
‘1—1 3 517

Assim, o quociente é x3 —x*+ 3x + 5eoresto é 17.
9.a)3|1 3 m 1
1613 n
3-6+m=13..m=-5

3-13+1=n..n=40

b) x®+ 3x=5x+ 1

cjx-3
10.2x+3=0.-.x=—%
3
==l3 g ¢ =3
2
222 o

Para obtermos o quociente, devemos dividir cadaum
dos coeficientes obtidos por 2, ou seja, o quaciente
éigual ax?+ x =1 e o resto é igual a zero.
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11.a)-1| 1 =5 m -3
1 -6 64+4m -9-m

-9-m=0..m=-9
b) 1|1 -5 -9 -3
1 4 -13-16

O palinémio nao é divisivel por x — 1.

12.I|3 m” 5 | n

|3 3+m||8+m| 8+m+n | 7+m+n

7+m+n=0..n=-7

13.a) x=1 =2 2-1P+a-1>-11-1+b=0
x=2 =3 2:-24aq-22-11:-2+b=0

a+b=9
La=-leb=10

16. 3-6+7=r..r=25

17.2) ) x=2

3
f2)=3
b) flx) [x -4
5
fi4)=5
c) ix)| ¥-6x+8
R q

fix)=(?-6x+8)-g+R
fo)=0-6x+8)-g+ax+b
fi2)=a-2+b=3
fd)=a-4+b=5

Ja+b=3
sLa=leb=1

WEP=E 4a+b=5
b)p)=a-x+b R=x+1
pl) =-x+10 18. Resposta pessoal.
pd)=-4+10 - p4)=6 " i 5 i
CAPITULO 17 - Equacoes Polinominais
o] - 2x o
14.2) 9 -2+ 3 Pagina 211
K53 HES 1. 2-5x+6=0

) =(2=2x+3) - (x+3)+x=-2
x=2o0ux=3

) =03+ 3% - 22— 6x+3x+ 9 +x-2 (x=2)- (x=3)=0
fix) =x3+x2=2x+ 7 S ={2;3}

b) i-1)=(=1P+(=1)=2(-1)+7=9
O resto da divisdo do polinémio f pelo bindmio

2.a)(2P’+a-2-10=0..a=3

x+1éigualag. b)x’+3x—}0=0._-x=2ouxz_5
S={5:2}
15. LV
n-124(n+1)- 12" 1=p+n+1+1=2n+2= Q=2)-+5)=0
A 5 S VEEII=A 16
IV X 51
a0+ +1)- (1) 1=p-n-14+1=0 . 5i +/49(=1)
Il F -2
R=1=(x+1)- (x=1) x=5“;7’
Como o polindbmio nao é divisivel por x — 1, entdo ) )
X=6ioux=-i

nao é divisivel por x*- 1.
4. P-(m+2)-224+m-2+m+3=0

V. F
n=2 - 2x*+3x°+ 1 8-4m-8+2m+m+3=0..m=3
2-1%431°+120 5. .F—> Ograudaequacioéiguala2 +5+1+3=11.

do é divisivel

(nao é divisivel) LV

V.V * - . . =
pies B s ded lIl. F — O ndmero =2 € uma raiz de multiplicidade 5.
3-(=16+4-(=17+1=0 IV.F — O ndmero 1 nao é primo.
(é divisivel) V.V — Asraizessdo 1,-2,3 e -7.



6. X-5x+6=0..x=20ux=3
ou
¥-6x+8=0. . x=20ux=4
S=1{23;4}
a)4 b)3 «¢)Nao
7. As duas equaches tém as mesmas raizes: x = 2i e
x==2i

Na equacdo f essas raizes sdo de multiplicidade 2, en-
quanto que na equacao Il sao raizes simples.

a) Nao, pois a equacdo / é de grau 4, enquanto que a
equacao / é de grau 2.

b) Nao, pois a equacio | possui 4 raizes, enquanto que
a equacao Il apresenta apenas 2 raizes.

¢) Sim, pois nas duas equacgdes o conjunto solucao é
S =1{=2}; 2i}, isto &, tém dois elementos.

8. a) Oresto & igual a zero.
b)-1]|6 7 -14 -15
|6 1 -15 0

6x2+x-15=0

3 5
X==—ou x=-—
2 3

S= _1;_2;..%.
32

9. a)S=1{1;2;3}
b)P(1)=0—=13+a-1’+b-1-6=0
PQ)=0—=2+a-22+b-2-6=0

a+b=5
na=-6eb=11
4a+2b=-2

P =x -6+ 11x-6
P4)=4*-6-4*+11-4-6
P{d)=64-96+44 -6

PA) =6
10.2)(2)=0
b)g(-1)=0

Afi)=g2)+22+3-2+2
0=g(2)+4+6+2
0=g(2)+12 . g(2)=-12
fi=1)=g(-1)+ (1) +3-(-1) + 2
fi=1)=0+1-34+2 -~ f-1)=0
g2) +fi-1)==-12+0=-12

11. 2|1 -7 16 -8 -16 16
211 -5 6 4 -8 0
21 3 0 4 0
21t -1 -2 0
2110

1 3 =0

X+1=0..x=-1
Assim, 0 numero 2 é uma raiz de multiplicidade 4 e o
conjunto solucdo da equacao é S=1{-1; 2}

12. 1 1 -2 1 -1 24
1 1 -1 0-11 0
1 1 0 0 10
T 1 1 0

a)Ovalorde p é 3, pois ¥ — 2¢ + ¥ - x*+ 2x - 1 =
=(x=1)" (x*+x+1).

bla=1,b=1ec=1.

¢) O nimero de raizes reais da equacdo € 3, pois a

equacio X+ x +1= 0 ndo possui solucio real.

13.P0) =3+ -6+ 3x - 26— »*
PO)=x*=2¢+3x=6
a)-2x2+3x-6=0

b) 2|1 -2 3 -6
1 0 30

¥+3=0. . x=i3 oux=-hf3

S=1{2;i3; -3}
14. Equacéo I:
(x=-2=0

(x=Dx=-2x=-2)=0 — S={2} O nimero 2 é raiz
de multiplicidade 3;

Equacao II:

x-8=0

Observando que x = 2 é sclucao, podemos pelo dis-
positivo préatico de Briot-Ruffini "abaixar” o grau da
equacio recaindo em x*+ 2x+4=0—=x==1+3i
oux=-1-+v3iPortanto, S={2;-1+/37i-1-+3i}
Assim, temos:

a) Verdadeiro, pois as duas equagdes sdo do 32 grau,
logo tém trés solucdes cada uma;

b) Verdadeiro;
¢) Verdadeirg;
d) Verdadeiro.
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CAPITULO 18 - Teoremas e relacdes entre
raizes

Pagina 217
-7 7
lLaja+PB+y=—-—=—
} REY 2 2
5 2
b]a[i+m{+|3q=5 ‘JUBY=—3=-1
2. A soma das raEzeséiguala-_;:z'eoprodutoé
iguala%=5
1 1 1
3.a) c) (m + n)? € —+—
m+n m*  n
b) m*+ n? d)l—
m?+n?
4. a)a+pP=-—=-2
b)uﬁ=%=5
c)1_+1_= a+ﬁ=£=_£
a B of 5 5

d) o + B*= (o+B)* - 20

o+ BpP=(-2-2-5=-6
5. a) Sejam o e B as raizes da equacéo, temos:
1 1 5

PR Y
oa+pf _ 5
u_ﬁ T 24
=m)

LIy 3

% 24
1

24m=96-5.. m=20
b) x¥*-20x+ 96 =0
x=120ux=8
,_ (o+By)+(aB+op+By)
(uﬁ+w+ﬁv)+[a+ﬁ+1’]
ofy offy
=5
2 1 1
RS
1 1
(=) (=)

i S

1

6.

-

_2 12,
5+7 12

7. Sejam x,, X, € X, as raizes da equacao.

-2
a)x, + X+t x=—-—0

S3i43i+x=2 = xy=2

b) Sim, basta considerar que:

-18
Xy Xy Xg=— ——
=3i-(3) - x3=18
-9 x,=18

gn;'X3=18 —> X3=2
s.2+3+5=-13 s a=-10

2-3+2-5+3-5=-1E.-.b=3!
2-3-5=-!£.-.c=-30

9. Sejam x —r, x e x + r (r é a razao da PA) as raizes da

equacao, temos:
-176 +4k=0 .. k=44
¥-8x+12=0..x=2 ou x=6

=12
X—f+x+x+r=—1—
Ix=12
x=4

4|1 -12 k -48
|1 -8 —32+¢k -176+4k

a)5=1{2;4;6}
b) k=44
10. Sejam o, B e v as raizes da equacdo, temos:
t::n:+|3.+)-r=—_T6
a+o=6. .0=3
36 m 30
1-3 -9+m  343m

343m=0..m=-1
x=3x-10=0., . x=-20ux=5
a)m=-1

b) 5=1{-2; 3;5}

11. Sejam X . xe xq (g é a razao da PQG) as raizes da
g

equacao, temos:

i-Jr-,vcc;:=—£.'. x=3
q 1
3|1-13 39 27
[1-10 9 o
¥-10x+9=0. . x=1oux=9

a)S=1{1:3:9}



b) A razdo da progressao geométrica crescente é
igual a 3.
12, x,+ x5+ +X,==0
XXy + XyXg + XXy + XoXs + XX+ XX =P
X3+ XXXy + XXX, + XX, ==
XiXXXg = A
Se x, e X, sa0 pares e x; e X, 530 impares, temos que:
o é par; B é impar; Y € par; A € par. Assim, a equacao
apresenta 2 coeficientes impares e 3 coeficientes pares.
Pagina 222
1. a)d(3) ={=1: £3}
b) d(2) = {+1; +2}

c) {i?;i ;iB;ii}

2

N

2. a) Sim.
b) Nao.

¢) O grau minimo é 5, pois a equacao apresenta pelo
menos os numeros 5, 1+ 2i,3—-j,1=2ie3 +i
como raizes.

.a)x=-1)-x=20-(x+2)=0
b)(x=1)-(x=20)-(x+2)=0
x=1)-*-4)=0
B=x+4x-4=0
)

1
2=-3i+24+3i+x=6..x=2

S={2-3;2+3i;2
5. a) Asoutras raizessao 1 —je —i.

b) x-(1+] - x=(1=0]-(x=i)- (x+i)=0
=0 =-x=-0+D+00+N1=-N-x=-7)=0
-2x+2)- *+1)=0
=23+ 3x2-2x+2=0

4 X+ X+ K= —

6. 3+4i+3-4i=-m..m=-06
(3+4)-3-4)==n.o.n=25
7. P(i)=i*+2-i*-3-i*+4-+a.i+P
Pli)y=i+2-i-3-(-N+4-(-1)+a.i+P
Pliy=-2+P+(ct+4)-i

b) P(i)=0
2+B+(+4)-i=0
~2+B=0.B=2

oa+4=0. . a=-4

8.a)d(10) ={x1;+2; +5; +10}
d4) ={+1; +2: +4}

{il;il;il;liS;ii;ii;im}
2 4 2 4
b)i|4 0 -23 9 10
214 4 -19 -10 0
412 5 0
1 5
424+ 12x+5=0 .. x=—— oux=-—
2 2

S= 1;2;—1—;—E
2 2

9. a) Duas.

b)Como2-ie 1+4i também sdo raizes de multipli-
cidades 3 e 5, respectivamente, o menor ndmero
de raizes complexasé2 +3+3+5+5=18

c) 18
d) Sao iguais.
11‘.?!]afl;r1+)1n(;_+x3=—ﬂ
24+i+2=i+x=1 . .5==3
As outras raizes da equacaosdo 2 —ie—3.
b)Q+)-C-1)+Q2+)-(-3)+2=-N-(-3)=m
5-6-3i-6+3i=m..m=-7
2+):-2-1)(=3)=-n

5-(=3)==-n..n=15
11.a) 2+/3 =4 -2+ 3 +1=4+43+3-8-43+
+1=0

O numero 2 ++/3 é raiz da equacao.

b) (2-v3)2-4-2-3)+1=4-43+3-8+4/3+
+1=0
O ntimero 2 - /3 é raiz da equacio.

V3 (1+3P-6-(1+3)+243=
=3-(14+2V3+3)-6-6\3+23=4/3+6-6-
6V3+23=0
O numero 1 +1/3 é a raiz da equacéo.

d)V3-(1-3P-6-(1-V3) +2V3=
=3-1-23+3)-6+6y3+243=
=43-6-6+63+23=0
O numero 1 =+/3 nao é raiz da equacio.

Observe que na equacio v3x2-6x + 243 =0, os
coeficientes nao sao inteiros.

12.
As demais raizes da equacdo sdo -5 e 1-+/2.

(x=5) - (x+¥5) - [x= (1 +21- x= (1 =21 =0
(=5) = b= (1 =2 = (1 + V2 + (1 +2)(1 =] =0
(x*=5)- (=2 =1)=0
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X =5x2=-23+10x-x+5=0

x=23-6+ 10x+5=0

Vestibulares e Enem
Pagina 224

1. Alternativa d. Como 3 é raiz da equacdo f{x) =0, entdo
flx) é divisivel por x - 3.

2. Alternativa e. Como (x - 2) é um fator do polinémio
dado, entao 2 é raiz desse polindmio. Logo:
B+k-22412:2-8=0—>4k=-24>k=-6

3. Alternativa b. Como 1 é raiz de p(x) = 0, temos:
2:-13-g-17-2-1=0..a=0.Logo,
plx) = 23— 2x = 2x{(x2= 1) = 2x(x = 1){x + 1).

4. Alternativa b. Como a funcéo fintercepta o eixo x no
ponto (Z; 0), concluimos que f(2) = 0. Assim, a divisdo
de f{x) por x — 2 é exata, ou seja, o resto & zero.

5. Alternativad. p(x)=q(x) =X’ =xX*+x—=x(¢-x-1)=0..
1+£45
2

x=0, x=

Portanto, o nimero de solucdes reais da equacio
pl)=qlx) € 3.

6. Alternativa a. Determinando o polinémio g (x):
=2 1 3 -2 =2 12

‘ 1 1 -4 6 0
Logo, g(x) =x* + XX = 4x + 6.

A soma das raizes de x® + x? — 4x + 6 = 0 é dada por
1

——=—]

1
7. Alternativa a. Seja D o dividendo, temos:
D=(83=8x+12) - (+x)+(1=7x)
D=8x*+83-87-8x+ 12+ 12x+ 1 -7x
D=8x*+4x*+ 5x+ 1

8. Alternativa d. Temos que:
alx+ 1P +blx+1)+c=a+Qa+bx+a+b+c
Para que x* + 9 sejaidénticoa alx + 1) + b(x + 1) + ¢,
devemos ter:

a=1
2a+b=0

a+b+c=9

na=1,b=-2ec=10

logo,a-b+c=1-(-2)+10=13
9. Alternativa b. Sejam x;, x, € x;as raizes da equacao x* +
+4x? + x— 6 =0 e considere que x, = x,+ x;. Temos que:

4
x]+x2+x3=—T

X +x,==4

X ==2

Como -2 € uma raiz, temos que:

—2| 1 4 1 -6
|1 2 -3 0

+2-3=0. . x=-30ux=1.
S={-3;-21%L
10.P(X)=(x=2)- (2 +5)+3=23-4x? + 5x -7
01) Incorreto. P(=1)=2- (<1 -4 (=17 +5-(-1)-7=-18
02) Correto.
04) Correto. P(0)=2-0*-4-0*+5-0=-7==7
08) Incorreto. O termo independente de x vale 7.
11. Alternativa d. Seja k a outra raiz de p(x) = 0, temos:
1
rdk+(-nN=-— - k=-1.
Assim, pl-1)=0—= (-1’ +(-1¥-a-(-1)-3=0..a=3
Logo, p(x) =x* + x* = 3x =3
Portanto, p(1) =1+ 1?=3.1=-3=-4,
12. Alternativa b. Temos que:
m+nxt+ 1 —x—1

—mx*+ mx + mx

(n+m+mx+1

—n+mx+nx+mx+n+m

nx+2mx+m+n+1

Temosque (n+2mx+(n+m+1)=0—=n+m+1=0
Sn+m=-1.

13. Alternativa c. Temos que: p{(-1)=16,p(1)=12e
p(0) = -1. Podemas reescrever p(x) como:
pi) = (¢ + 1)0e= 1)x - glx) + ax + bx + ¢, sendo g(x) o
quociente da divisao de p(x) por (x + 1){(x - 1)x. Logo,
pl=l)=a-b+c=16
plly=a+b+c=12
p0)=c=-1
Assim,

a-b+c=16
a+b+c=12,.a=15b=-2ec=-1
c=-1

Logo, ax* + bx + ¢ = 15x% = 2x - 1 e, assim, o resultado



14.01) Falsa. O graude p(x) serd 3se a = 3

02) Falsa, pois sendo b um nimero real, 6% + 1 é sem-
pre diferente de zero.

04) Verdadeira, pois (-=3)*+ 2+ (-3)-3=0e
12+2-1-3=0.

08) Verdadeira, poisa-3=-5paraa=-2,b>+ 1=
=b+1parab=1,c2+2-c-3=c+3parac=3
ed=2-dparad=0

16) Falsa, pois =6 - x3 - 2x = =12%
15. Alternativa e.

xt=2+mx+p ¥+1

xX-x £-3

Como P(x) ¢é divisivel por D(x), temos que m=0e
p=-3. Portanto,arespostaéem-p=0-(-3)=3.

16.a)r+(—r)+s=—_T.-. §=2

r-(—r)-2=—11—8—>r2=9 sr=3our=-3

b) plq) = (x = 3)(x + 3)(x - 2)
pl+N=0+i=3)0+i+3)(1 +i-2)
p(1+)=(=2+)A4+)=1+1)

p(1 +0) = (=8 = 2i + 4i + A)(=1 +1)
p(1+)=(-9+2)(=1+1)

p(1 +)=9=-9i-2i+27
p(l+)=7-11i

17. Pelo gréfico o numero 2 é raiz de p(x) = 0. Assim:
2 ‘ 2 6 +3 +2

\2 Z A B
1+4/3
2

Pelo gréfico, os valores de x que tornam p(x) > 0 sdo

S:{xe R| 1_2"6 <x< ]4-2"@ c:ux:-z}

22+ 2+ 1=0.,x=

18. Alternativa e. P(2) = 0 e P(=3) = — 45. Assim:
Ba+4+b=0
{ La=leb=-12
—27a-6+b=-45
Desafio
Alternativa a.

Sejam L, re rq (com g sendo a razdo da PG), as raizes de

flx) = 0, temos:

8 =10 2 @

1
2
1

8x2-30x+2=0.-.x=10ux=z.

Como 1 é a maior raiz de fix) = 0, a progressao
geométrica € dada por (1, —%, «:1-) .Seja S a soma dos
infinitos termos da progressao geomeétrica. Temos que:

1
oY —— g Assim, glx) =x - % O resto da divisao

1 3
5]
de flx) por gix) é igual a f@} Logo:
B o -2 Qor=-oo-

35
27

UNIDADE 6 - AS CONICAS

CAPITULO 19 - Elipse

Pagina 237
1. 2a=10:.a=5

26=8..b=4

a’=b"+c’

5 =4"+c" nc=3

Assim, as coordenadas dos focos sdo (3;0) e (=3; 0).

2. 26=12..6=6

2c=16. .c=8

a’=b"+c?

a*=6"+8* -.a=10

a)2a=2-10=20

B8

b) e=—=—=—=0,8
a 10 5
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a]

VA
i0; 8)
T
Ef -10; UK/UD; o0 x
(0; —6)

3.a=3b

a’=b"+c?
(Bb)z =" +c*
=84
C=2b\:’§
c=5=2b"5;2 35 ]
a 36 3
4. |.Verdadeira.
1. Falsa.
lll. Verdadeira.
IV. Falsa.
V. Verdadeira.

5. Como Ail0; 4) e Ax(0; —4) sdo as extremidades do eixo maior
da elipse, temos que o eixo focal esté localizado no eixo das
ordenadas.

6. Como conhecemos as medidas do eixo maior e tam-
bém do eixo menor, temos:
2a=50=>a=25
2b=40=b=20
Utilizando a relacdo entre os semieixos focal, maior e
Menor, temos:

@’ =b'+c?

25 =20°+c* = c=15(c>0)
Portanto, temos:

a) A4(0;25);4,(0; =25) e £,(20;0)
b) e=£=E —e=0,6

7 LF a 25
a’=144.:.a=12
20=24
.V
. F

1647 +9 )" =144
16x* 9y 144
144 144 144

2
16 B
F=Dop=Feg =16 a=4
at=b*+c?
44 =4t re=7
Assim, as coordenadas dos focos da elipse séo os

pontos (ﬁ ;U) ¢ (—\ﬁ ;0)

8. Sendo P(2a; a) um ponto pertencente & elipse, temos:

2
cailiffe. i
9

2y &
( 4) 2
2
Fat
9

29 . ,_ 0

a

T 0

Assim, existern dois pontos pertencentes a elipse
cuja abscissa € igual ao dobro da ordenada. As coor-
denadas desses pontos sao:

3710 3v10 E_3~/ﬁ_3v’ﬁ_

’

5 10 5 10

9. a) b’=64-.b=8

a*=100..a=10
Assim, o eixo maior esta contido no eixo das orde-
nadas.
b) a’=b’+¢’
10 =8°+c?.c=6
E=£=£=D,6
ag 10
10.3x—4 =12
x=0 = py=-3
y=0 —-x=4

Como a elipse passa pelos pontos (0; -3) e (4; 0), te-
mosqueg=4eb=3 Assim, C= J7 , a excentrici-
2 2

dade é igual a ﬁ e a equacdo é LI A
2 16 9

11.
‘c_==£ — £=£:.a=c\5
a

2 2

=+ - (cﬁr =+l b=c

2 2
;—Z+J;—2='I
2
(4 \5)—>4—2+(£) =1



16, 2 16 2
- —+—=1

—a——t—=1—
a}! bz ([J2_}2 CE

16+4
= 2
2c

a) c=v10— a=v20e =10

=1 —)(2=10.'.C=\/E

LA ol

20 10

b) 2c=210
2

12.3) x=0 _)%=T-‘-y=2\/50l]}/=—2\6
2

¥=0—- f—g:l.‘.x:?»\ﬁ oux=—3\/5

Assim, a elipse intersecta o eixo das abscissas nos
pontos (3«5; O) e (—3\5; 0) e o eixo das ordena-
das nos pontos (0; 2\5) 3 (O; —2\5) .

6\/5-24«/5 s

b) A drea do quadrildtero é igual a
unidades de drea.

13.Respostas pessoais.
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1. a) As coordenadas do centro sao (1; -2).

b) a? = 81 ... a = 9. Assim, as coordenadas dos vérti-
ces daelipse sdo (1+ 9, -2) = (10; -2) e (1-9;, =2) =
= (=8; -2).
2. (x=3) (v-2)
3? N L
(x=3) , (r-2)

=
T

9 4
a’=%eb’=4
2 2 2 2
a =b"+c" =59=4+c .-.c:Jg

ooc_\s
a 3
3.c=5-1=4

a) As coordenadas do outro foco sdo (=3; 1-4) =
=(-3;-3)

b) 26=16..56=8
@?=8"+4" = a°=80 = a=4/520=85
(+3) (-

2
=1
2

=1

€) "+ =]
T ()
F 2
(x+3) +(y—1) .y
64 80

4, Je=7=-1—=2c=6..c=3

A=+ 5 6'=p+32 . b=33

(,\'—4)2 o (v+3)

2
=1

36 27
5.a)2a=10 b) 2b=6
¢) As coordenadas dos vértices sdo: (0; 3) e (10; 3)
d)a=b+c?
52=3%+¢

c=4—Focos:(1;3)e(9;3)

o) e=fatogg
a 5

b =9 =3
25 9
6. a) 9 4x) + 4(y’+ 6y) + 36 =0
9 [-4x+4)-4]1+4 - [(+6y+9)-9]1+36=0
9-(x=2y-36+4-(y+3-36+36=0

2 ¥
9(x—2)2+4'()’+3}2=36 — (X;Z) +(y-;3) =1

b) Centro: (2;-3)
Vértices: (2; 0) e (2; =6); 32 = 22+ 2

c=\/§—> Focos:(z; —3+J§) e (2; —3—\@)

CJ' e=

&.!r:slﬁ

e=

il

7.0’=144 ~.a=12 . eb’=81 ~. b=9

Assim, as dimensoes do retangulo séo 24 e 18 unida-
des de comprimento.

b) Seipse =T - 12-9=3,14 - 12 - 9 =339,12 unidades
de drea.

c) A drea exterior a elipse e interior ao retangulo é
igual a 24.18 — 339,12 = 92,88 unidades de érea.

8. x'+ )yl =6x+8y=200=0
X —=6x+3 4y +8y+47 =200+3" +47
(x=3) +(y+4)' =225
centro: (3; -4)
raio=15

a*=b'+ct 51572 =p1+12% - p* =81

2 2
(x=3) +{y+4) e
225 81
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9. 2a=12,.a=6eb=4
Supondo que a elipse esteja centrada na origem
de um sistema de eixos cartesianos, a equacao da

2 2 2 2
elipse é x_2+y_2=1 —>X—+‘V—=1.Assim, sex=73,
6 4 36 16
32 2
temos que £+f—6—1 —)y’:TZ:.y:ﬂJg, ou

seja, a altura do tunel é igual a 23 metros.

CAPITULO 20 - Hipérbole
Pagina 248

1. g=4ebH=3
2 =4*+3 ~.c=5

a) As coordenadas dos focos da hipérbole sao (5; 0)

e (=5;0).
b) 2c=10 c)2a=8 d)2b=6
2.
¥
Bi0; 3)
3
(1] ] Aold; O
?!'_ x
) / BaiD; =3) \
P
a 4

3.a)c’=3"+4" ~.c=5
As coordenadas dos focos da hipérbole sdo (0; 5) e
(0;-5).
b) Na elipse, temos:

a=5eb=4

Xz y? X? )’2

£°s 16 25
4, c=5eb=4

5= g'+4% g=3
Assim, a medida do eixo real é 6 u.c. e a medida do
eixo imagindrio é 8 u.c.

5.

¥

o 3

a0 -3

6. 72=100...a=10
b =21
cF=100+21:c=11
Assim, o eixo real da hipérbole mede 20 u.c. e as coor-
denadas dos focos sdo (=11; 0) e (11; 0).
7. 0°=64..a=8e b’ =36..6=6
|. Falsa. IV. Falsa.
II. Verdadeira. V. Verdadeira.
III. Verdadeira. VI. Verdadeira.

5 =5 p=tl
y=tlox’=5:x=45
Assim, os pontos A, B, C e D sdo (\/E:T). (Jg:—i)
e (—\@:—1) , € a area do retangulo ABCD é igual a
2J§ 2= 4\,@ unidades de area.
Pagina 251
1. 2g=4:.g=2e2c=6..c=3
FP=224p 1 p =5

(=2 _(43) _,
4 5




2. 2c=10.,.c=5
a=5=-2=3
C=a’+b - 5 =3+b " b=4
(=2 (=5 _,
9 16

3. a) As coordenadas do centro séo (=9; 7).
b) =16 a=4 et =20-b=25
?=16+20 - c=6
Assim, as coordenadas dos focos da hipérbale sao
(-9-6;7)=(-157e(-9+6,7)=(-3;7)
c)2c=12
ae=2.5.3
a 4 2
4. *=16eb’=48
c=16+48 .. c=8
Assim, as coordenadas dos focos da hipérbale sao
(-5;3 + 8) = (-5; 11) e (-5; 3 -8) = (-5;-5).

5. Na elipse, temos:
@’ =100..a=10 e b’ =64 ..6=8
10°=8"+c2-.c=16
Assim, o foco de abscissa positiva da elipse tem coor-

denadas (6; Q) e o vértice de abscissa positiva da elip-
se tem coordenadas (10;0) .

a) O centro da hipérbale é o ponto de coordenadas (6; Q).

16 b
36 25

o=

16 B

20 25

=T oph'=20

6 b
) ) X—ﬁ)z 3t

b) Equacao da hipérbole: (——_=1
e e 16 20

q] =

6. a) centro: (3; 2)
vértices: (3;6) e (3;-2)
@’ =16..a=4eb’=64..b=8

Figura: @ DAE

2 =16+64 . -.c=4+5
focos: (3;2+4J§)e (3;2—4\/5)

b) Uma das assintotas passa pelos pontos (3; 2) ,
(3+ 8: 6) = (11: 6) e (3—8; =2) = (=5: =2) . Assim,
escolhendo dois pontos quaisquer podemos de-
terminar sua equacgao.

¥ 1
3 1|=0
1

o N

2x+11y+18-22-3y—-6x=0

x 1
—4x+8y—4=0 - y= 2+2
Aoutraassintota passa pelos pontos (3;2),(3 + 8;-2) =
=(11;=2) e (3= 8:6) =(=5: 6). Novamente escolhendo
dois pontos quaisquer determinamos sua equacao.

x ¥y 1
3 2 1|=0
1mn =21
2x+1y=6=22=3y+2x=0
7

4x+8y—28=0 — y:—%+5

7. a) 9x? =257 =225

9x* 25y° 225

25 225 225
XX
25 9
b) y'—x'=4
2 2 2 2
yoxr_ s rox
4 4 4 4 4

¢) 2x°=3y°==6

2 2
2x° 3y _j_}y__x_ﬂ
-6 -6 -6 2 3
=—x+2
8. {}/ x=ley=l
=X
=—x+2
rye= xy=3ey=-]
y=-3x+8
y=x
SLa=2ey=2
{y=—31+8 &

Assim, os vértices do tridangulo sdo os pon-
tos (1; 1), (3; =1) e (2; 2) e sua area é igual a
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-1

=l. |4|= 2 unidades de &rea.
2 2

1
2

B -
— i

9) Resposta pessoal.

CAPITULO 21 - Pardbola

Pagina 259
1.a) vértice: (0: 0) b) vértice: (0; 0)
foco: (0:1) foco: (0;-0,5)

reta diretriz: y=-1 reta diretriz: y=-0,5

c) vertice: (0; 0) d) vértice: (0; 0)

foco: (2;0) foco: (-1,5;0)
reta diretriz: x=-1 reta diretrizx=-1,5
2. a) Para cima. b) Para baixo.

¢) Para a direita. d) Para a esquerda.

3. a) O vértice é o ponto (0; 0) e a concavidade da para-
bola estd voltada para cima.

b) A equacdo da reta diretriz é x = -2 e a concavidade
estd voltada para a direita.

¢) Ofoco é o ponto (=3; 2) e a concavidade esta volta-
da para a esquerda.

d) O vértice é o ponto (—4; 2) e a concavidade estd
voltada para baixo.

4. a)V:b)FeV:d)Fe)V: ) V.

5. a) A equacao da reta diretrizé x=—2oux+2=0.
b) 2p=4.‘.p=2

L B VO
Y=t TV,

6. ;:'2=2my.'.y=i - x?

1 1 m
2

7. a) O foco da pardbola estéd localizado no eixo das
abscissas.

b) y’ =—20x
1 2
20 ok
4p=20.,.p=5

X=

A equacdo dareta diretrizé x=5o0ux-5=0.

;rz=4y
"] 4x—4y-3=0
4x=4y=3=0

4x—x?=3=0
x1=4x+3=0
¥=loux=3

r=1-= 12=4y.'.y=£

x=3 53 =4y:.y=§

Assirm, os pontos de interseccdo da reta e da para-

bola sdo 1;1 e 3;2
4 4

%+%=1 — 2?49y -18=0

y=-6b—=-6=x* . xe R

3 = N
y=-—o-=x . —
2772 272

Assirn, os pontos de intersecdo da parabola e da elip-

o
e

-
e

Figuras: @ DAE

A é&rea do quadrilatero (quadrado) é iqual a 2% = 4
unidades de érea.
Pagina 264

1. a) A equacao da reta diretriz da pardbola é x=-1 ou
x+1=0



N

Figuras: © DAE

. a)

01 2 3 4 5 6 7 B x

vértice: (2; 1)
(x=2) =8-(y-1)

-(x—2)2=y—1

| —

1 1
= p=1
4p 8
foco: (2:1 +2)=(2:3)
equacdo da reta diretriz: y=-Touy+1=0

-2p=3—(-1)=4..p=2

a) As coordenadas do vértice da parébola sao (1; 5) .
b) x—1=——— - (y—=5)’
) 4.2 (y )

1 5
== (n) 41
sz l¥ )

X' +4x—6y+22=0
X +4x+2°=6y-18
(x+2)' =6 - (y=3)

1 2
— (x+2)=y-3
= (r+2) =y
vertice: (=2; 3)

1 1

1 1.2
4p &g

foco: —22;3+E = —2;E
2 2

equacao da reta diretriz. y= 3—% ==

b) =2y +4x+13=0
yi=2y+T ==4x=12
(y=1 ==4 - (x+3)

. a)

. Fixando um sistema de coordenadas como mostra a

7. Fixando um sistema de coordenadas como mostra a

1 2
— (y=1) =x+3

il e
vértice: (—3; 1)

1 1
—— = p=1
2 ’

foco: (—3—1:1)=(—4:1)
equacao da reta diretrizz x ==3+1..x==2

y=x2—4

y==x"+12x+28

X =d==x"+12x+28

x'=6x=16=0

x=8 —)y=82—4=60

x==2 5 y=(=2)'-4=0

Assirn, as parabolas se intersectam nos pontos (8; 60)
e(=2:0).

x y 1
b) 8§ 60 1|=0
-2 0 1

60x -2y +120-8y=0
60x —10y+120=0
bx—=y+12=00uy=6x+12

figura, temos:

75 m

400 m

Como o vértice da parabola é o ponto (0; 15), temos:

2

1
—15=— - x
¥ 4p
se x=200,y=75
75—15=— . 2002 .-.p:ﬂ -ay-iS:i 9P
4p 3 2000
Observe que a altura h do cabo estad a 100 metros

de gualguer uma das extremidades da ponte ou do
vértice da parabola. Logo,

se x=100 — y—?S:i - 100 .=, y =30 metros
2000
figura, temos:
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Grafico: @ DAE

Como o vértice da parabola é o ponto (0; 20), temos:

2

y—lZCr:—L o

4p

se x=10,y=0

'0—2(}——L 10%5p= ——)y -20= } - x?
4p 4 5

sex=8 — y—20=—%.82 -y =7,2 metros
8. Resposta pessoal.

Vestibulares e Enem

Pagina 266
1. Centro da elipse: (2; 3)
2a=6..a=3
2b=4 . b=2
Logo,
=27 (=3 x=2¢ (y=3)

=1
gl 3’ 4 9

2. Alternativa e. A circunferéncia de equacdo x* +y”* =9
possui centro em (0; 0) e raio igual a 3.

A parabola de equacio y=—x"=1, com x variando

de -1 a 1, possui concavidade voltada para baixo e

0'-4(-1H-1)

— " =-1.
4{=1)

Portanto, a Unica alternativa possivel é a alternativa E.

ordenada do vértice igual a —

3. Alternativa d.
2a=100 .. a=50
2b=60 .. b=30
a=b+=50"=30"+ . c=40
Logo, a distancia pedida é dada por 2 - 40 =80 m.

4, Alternativa a. Considerando o foco como sendo o
ponto (3; 2), temos:

Diretriz da pardbola: x = -4

7
2p=3-(4) ~p="_
7 2

Vértice: _4"'3;2 i _1;2
2 2

Logo,

x+%=4 7 (r—2}2:>14[x+ 2) (v—2P=

=72x+ 1) = (y— 20

5. Alternativa c.
2a=20 - .a=10
2b=16..b=8
A=+2=100=8+2 ..

A distdncia do vértice ao foco é sgual ald-6=4m.
Como ha 1 metro entre as extremidades da elipse e a
parede, o resultado pedido é 5 m.

6. Alternativa c. , ,
-2 5
(x=2)* +4(y+5) =36 — (Xei ) +U; )

Esta equacao representa uma elipse com as sequintes
caracteristicas:

=1

Eixo maior paralelo ao eixo das abscissas;
Centro: (2: = 5);

Semieixo maior:a=6

Semieixo menor: b =3
Assim,m=2+6=8

en=-5+3=-72

Logo,m+n=6.
2 2
7. ,rz+4y —9-—)X— £

37 (3} =
01) Correto. A equacao, representa uma elipse cen-

trada na origem,coma=3e b:% :
2 2

—+
g s
04) Correto. Pela definicao de elipse, temos AD + AE =

= BD + BE. Como DE é lado comum, segue
que os triangulos tém o mesmo perimetro.

02) Correto. y=0— =l x =343

08) Incorreto. As extremidades da elipse sdo os pon-

tos: (-3;0), (3,0), (0;3] E[ ;—E}
2 2

16) Correto.(zv’i; ) 2( +4- U

8. Alternativa c. 16x* + 25y’ = 4004:5—+y— 1

42
e

Xz y2
16x% +9y° =1444:3—2+? 1.
A édrea pedida é dada por
n-(5-4—4-3)=8nua.



9. Alternativa d. Seja r a reta que passa por A(0; 3) e B(4;
0), temos que:

v .
3 1|=0=3x+4y—-12=0-.y=——x+3
0 1 4

I
B O X

Os pontos R e S satisfazem o sistema:
3
=——Xx+3
s 4 =yt +Ex -3=0
5 4
y=x
Como as solugdes da equacdo x* +%x—3=0 cor-

respondem as abscissas dos pontos R e 5, a soma das

mesmas é dada por _%= -0,75.

i
10. a) y=x"=3x+4
y=2x

X =3x+4=2x— ¥’ —S5x+4=0 . x=1oux=4
x=1— y=2.1=2
x=4 5 y=2-4=8
Logo, os pontos de interseccao sao (1; 2) e (4; 8).
—— L
b){y—x Ix+4
y=mx
¥ =3x+4=mx xX*=(3+m)-x+4=0

Para que a equacao tenha apenas uma solucao real,
temos que ter A = 0. Assim,

[-(3+m)]-4-1-2=0

9+6m+m’ —=16=0

m +6m=7=0-m==7oum=1

¥ y 1
1.a)| =2 0 1|=0=>-4-2x+2y=0.y=x+2
0 2 1

b) Seja a o coeficiente dominante da parabola, temos:
y=a(x=2)-(x—4)
Como o ponto (0; 8) pertence a essa pardbola, temos:
8=a(0-2) - (0-4)— 8=8a..a=1
Logo,
y=1-(x=2)-(x=4) = y=x"—6x+8
) y=x+2
y=x"—6x+8
X+2=x"=6x+8 = x'=7x+6=0,x=loux=6

x=1=y=1+2=3

X=6=>y=6+2=8
Logo, os pontos de interseccao da reta com a paré-
bola sao (1;3) e (6; 8).

12. Eipse:
E:O,S.‘.d:]S
a
@ ="+ =215 =p*+12° ~.6=9
2 2
Equacao da elipse: X—+L=1
225 81
Hipérbole:
12
—=24,a=5
a

=g+ =122 =52+ b H=4119

2 2

- " D

Equacao da hipérbole: g—mﬂ

01) Falsa. A excentricidade de qualquer hipérbole é
maior do que 1.

02) Verdadeira. O centro é (0;0) e o valor do semieixo
real da hipérbole é 5.

04) Verdadeira. Como os focos séo os mesmos para a elipse
e a hipérbole, elas sempre terdo 4 pontos em comurm.

08) Verdadeira.

16) Verdadeira.

2 2

x=o—>—+%=1:>y2=81.-.y=i )

225
13. X +ay’ +2x=2ay =0 (x+ 1V +aly=1) =a+1.
4::r'=1:>(;r+1}2 +(y—1)2 =2 (equacado de circunfe-
réncia)
a=0=(x+1) =1=x=00ux=-2 (equacio de
duas retas)

2 2
a=3m (1) 3= mam L U2y
(equacao de elipse) 3

-
a=—2:>(x+1)2—2(y—1)2=_1:>(y}) (x I)Z_i
2

(equacao de hipérbole)
a==1=(x+1) =(y=1)=0= y=—xouy =x +2
(equacao de duas retas)

14. Alternativa c.

xy =5000
Como x>y, sequequex =100ey =100
Seja 2c a distancia focal, temos:

2(x+y)=300
~x=100e y=500ux=50ey=100
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Logo, 2c =225v3=50\3 m
15.Para o raio de luz refletido no ponto (1; 1), a direcéo
da reta é dada por 4y—3x=1.Para o raio de luz re-
fletido no ponto (2; 4), a direcao da reta é dada por
8y—=15x=2.
Assim, o ponto procurado é dado por:

4y=3x=1 0_1
8y=15x=2 "'\ ' 4

16. Alternativa a.

2 2
(i) =(§] +2 =500 =252 +c2 f.c=253 m

y=x+b
¥ 507 +8bx +467 —4=0
2
—+ y =1
4
Para que haja apenas um ponto em comum, temos
que ter A =0. Assim,
(86) —4-5-(46°=4)=0..6=2+5
Loge, a soma sera igual a zero.

17.a)

y=—
X

y=2=x+2=y=x+4

X+4 =i:1’ X2 +4x=1=0.. x==2++/5 oux =—2—1/5

X
1
x=—=24J5= y= =5+2
4 —2+~J§
1
x=—2—\[§:> =— —=—J5+2
S

Logo, os pontos de interseccao sao:

(—2+J§;2+J§) e (—2—J§;2—J§)

1
b) )
y—2=—x—2= y=—x
1

C=x= X =—1(xe R)
X

Logo, ndo ha interseccdo entre a hipérbole e a reta.

) }':;

y=2=m-(x+2)=y=m-(x+2)+2
Para que a equacao tenha solucdo Unica o temos
que ter A = 0. Assim,
A=0=02m+ 22 —4m-(—1)=0=m?*+3m +1

—-3+45
2

1om- (x+2)+2=>mx*+2mx+2x-1=0=
X

=D_'_ m =

:>mx2+(2m+2)' x=1=0

Além disso, observe que, se m = 0, temos a reta

y = 2,que intercepta a hipérbole em um Unico ponto: %; 2.

Desafio
Vamos supor que os segmentos ABe DE 530 per-
pendiculares ao eixo das abscissas. Seja x a medida
dos lados do losango FHCG, temos:

RN N 1 CTWAE)
2 4 ) T\ 4 4

m
6xt mox=—
Je

Como o tridngulo GCH e equilaterg, temos:

7
GO = % = 2_€m' que corresponde ao semieixo menor
N
da elipse, eOC= =—7r, que corresponde ao
R Z . .

semieixo maior da elipse.
Logo,

L 1=’y -m =0

) ()

Suryara Bernard|




