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Introducgao

0l3,
Vamos iniciar o estudo sobre trigonometria. Esse tema é muito cobrado nos concursos

militares. Veremos todos os conceitos fundamentais que precisamos para resolver as questdes dos
concursos e vamos aprender a resolver cada tipo de questao das provas anteriores!

Nesse curso, tentei deixar os comentarios das questdes bem detalhados, entao, se vocé for
um aluno avanc¢ado ou intermediario, apenas confira o gabarito e tente resolver todas as questdes
dessa aula. Lembre-se! O importante é ganhar velocidade na hora da prova, entao, tente resolver a
maior quantidade de exercicios possivel e ndo perca tempo verificando questdes que vocé ja sabe!
Caso vocé seja um aluno iniciante, vocé pode conferir o passo a passo das resolucdes e aprender
com elas. Sem mais delongas, vamos comecar!

1. Elementos Basicos da Trigonometria

1.1. Conceitos Fundamentais

1.1.1. Arcos de Circunferéncia

Tomando-se dois pontos A e B em uma circunferéncia, esta fica dividida em duas partes. Cada
uma dessas partes € um arco de circunferéncia. A e B sao as extremidades desses arcos.

1.1.2. Medida de um arco

Para medir arcos de circunferéncia, precisamos estabelecer uma unidade de medida. Vamos
definir a nossa unidade de medida como o arco a. Entdo, a medida de um arco AB é determinada
pela quantidade de arco a que cabem nela:
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Nesse exemplo, o arco AB equivale a 6 arco a:
AB=6-arcoa
Usando termos mais genéricos, temos:

_ comprimento de AB
AB =

comprimento da unidade

1.1.3. Angulo

Dados duas semirretas OA e OB de mesma origem O, a diferenca de direcao entre elas
determina um angulo:

B

a é o angulo AOB.

Geralmente, usamos o alfabeto grego para nomear os angulos: « (alfa), 5 (beta), y (gama), 6
(teta).
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1.1.4. Medida de um angulo

O angulo central AOB é igual a medida do arco AB no caso em que o raio da circunferéncia é
unitario:

—

AOB = AB

1.1.5. Classificagcdao dos angulos

Os angulos podem ser classificados nos seguintes tipos:

dngulo agudo dangulo obtuso

A

ju L .

dngulo refo dngulo raso

|

p Aula 05 — Trigonometria |

www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So
Aula 05: ITA 2021

1.1.6. Angulos suplementares

Dois angulos sao suplementares quando sua soma é 180°.

a e [ sdo angulos suplementares:
a+ B =180°

1.1.7. Angulos complementares
Dois angulos sao complementares quando sua soma é 90°.

A

a e § sdo angulos complementares:

a+f = 90°

1.1.8. Angulos replementares

Dois angulos sdo replementares quando sua soma é 360°.
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B

a e B sdo replementares:
a+ B = 360°

1.1.9. Unidades usuais de medidas

Vimos que para medir um arco de circunferéncia, precisamos estabelecer uma unidade de
medida como referéncia. Atualmente, temos trés unidades de medidas mais famosos: grau, grado e
radiano. Vamos estudar cada um deles:

Radiano Grau

Grado

) Grau:

Um grau (1°) é a unidade de medida determinada pela divisao de uma circunferéncia em 360
partes iguais. Assim, se dividimos uma circunferéncia no meio, cada arco que obtemos tera a medida
de 180°.
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180°

1807

O grau pode ser subdividido em duas outras:
Definimos um minuto por 1" e ele equivale a 1/60 do angulo de um grau.

Um segundo é representado por 1" e equivale a 1/60 do dngulo de um minuto.

Dessa forma, temos as seguintes relagdes:

1° = 60’ (60 minutos)

1" = 60" (60 segundos)

Il) Grado

Um grado (1 gr) é a unidade de medida determinada pela divisdo da circunferéncia em 400

partes iguais. Dessa forma, se dividimos a circunferéncia no meio, cada arco terd a medida de
200 gr.
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200gr

200gr
[Il) Radiano

Um radiano (1 rad) é a unidade de medida igual ao comprimento do raio da circunferéncia.
O comprimento total de uma circunferéncia é dado por:

C =2nr
Onde r é o raio da circunferéncia e C é o seu comprimento total.
1T, lé-se “pi”, e seu valor numérico é aproximadamente:

= 3,14
Entdo, usando a formula:

_ comprimento de AB
AB =

comprimento da unidade

E tomando AB como o arco de uma volta completa na circunferéncia, temos:

__ 27mr
AB =—=2m1
r

Assim, o arco de uma volta completa corresponde a 2r rad.
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wrad

wrad

Veja o exemplo:

1) Um arco de circunferéncia AB mede 10 cm e o raio da circunferéncia mede 5 cm. Calcule
a medida do arco em radianos:

Temos a seguinte figura:

10em.

Vamos usar a formula da medida do arco:

— comprimento AB

AB = - -
comprimento raio
~ 10 cm
AOB = — = 2rad
5cm

Vimos os trés principais tipos de medidas usadas para os angulos. Podemos estabelecer a
seguinte equivaléncia entre elas:
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2nrad = 360° = 400 gr

A tabela abaixo esquematiza essas relagdes:

“m

360° 400gr 2w rad

180° 200gr nrad

1.1.10. Conversao de unidades de medida

Para converter angulos em sistemas de medidas diferentes, podemos aplicar a regra de trés.
Sendo G a medida em graus e g a medida em grados, a conversao de graus em radianos é dada por:

360° — 400 gr
G—g
Aplicando a regra de trés, temos:

360g = 400G

_10,
9=

Para converter graus em radianos, podemos usar a mesma ideia. Sendo r a medida em
radianos:

360° — 2 rad
G—r
360r = 27G

"= 180

Vejamos um exemplo:
Vamos fazer a conversao de 240° em grado e em radianos:
Chamando de x e y os valores que queremos calcular, temos:
360° — 2n rad
240° — x
Aplicando a regra de trés:

360x = 240 - 21
X—3T[Ta

Analogamente para grados:
360° — 400gr
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240° — y
360y = 240 - 400
800
y==3"9r

1.1.11. Triangulo
Um triangulo é determinado por 3 pontos nao colineares (que ndao estao em uma mesma

reta):

A

B a C

No tridangulo temos os seguintes elementos:

a) Vértices: A,B, C

b) Medida dos lados: AB = b,BC = a,AC = ¢

c) Angulos internos: BAC = A = a,ABC =B = ,B,AC’B =C=y
Temos também a seguinte propriedade:

la+B+y=m|

Veremos a sua demonstra¢ao na aula de Geometria Plana.

1.1.12. Semelhanga de Triangulos

Dois triangulos sao ditos semelhantes quando os seus lados forem proporcionais entre si e os
seus angulos correspondentes forem congruentes.

Veja:
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B @ C E d F

Os triangulos ABC e DEF sdao semelhantes:

oS o
Mmoo
™ Ty )

| a
Il

Ql
Q|

HORADE

PRATICAR!

1. Transforme para radianos os seguintes angulos dados em graus:
a) 120°
b) 135°
c) 150°
d) 210°
e) 225°
f) 240°
g) 300°
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R

h) 315°
i) 330°
j) 360°
Resolugao:
Arco em graus Arco em radianos
e T rad mrad 2m
120 120° = 120°- =? : — = —ra
180° 3180 3
135° o o_:lrrad_a _rrrad_'jﬂ
135° =135 T80° — ropy bl
e T rad mrad 5w
150 150° = 150° - =5150" ——="—1a
180° 6180 6
210° 21{]0:21{}0_11?&-:1:? n_;'rrad=?_nmd
180° 6180° 6
225° mrad ¢ mrad 5w
¢ = R  — i —
225° = 225° —>- = *225 v e
240° nmrad mrad 4w
a— R ——— | — i —
240° = 240° == 240° vl
300° T rad 5 mrad 5w
a— e . =  — i —
300° = 300 T80° 180”3 rad
315° mrad mrad Tm
¢ = e. =  — i —
315° = 315° === 315" oy il
330° T rad mrad 11w
330° = 330°- =1 . =
180° 330° 80° 6 ra
360° nrad , o mwrad
360° = 360°- T80° 360 "3 == 2m rad
Gabarito: a)zs—nrad b)%”rad c)%ﬂrad d)%”rad e)54—”rad f)43—"rad g)53—"rad h)%”rad
i) 11T"rad j) 2T rad

2. Razoes Trigonométricas no Triangulo Retangulo

Um triangulo é classificado como triangulo retangulo quando um de seus angulos for igual a
90°:
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A

No tridangulo retangulo, chamamos de hipotenusa o lado BC e de catetos os lados AB e AC.
Na trigonometria temos as razdes trigonomeétricas seno, cosseno e tangente. Além dessas,
temos as razdes secante, cossecante e cotangente. Elas sao dadas por:
cateto oposto AC b
hipotenusa BC a

sena =

cateto adjacente AB

Cc
cosa = = —
a

hipotenusa BC

cateto adjacente AB

cateto oposto AC b
tga = p

1 a
seca = =—
cosa ¢
1 a
cosseca = = -
sena b
1 c

t = —_ = —
cotga tga b

Perceba que também podemos escrever tangente como:

Para a cotangente, temos:
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Ainda, das rela¢des do triangulo retangulo, temos o Teorema de Pitagoras:

la? = b? + ¢

O Teorema de Pitdgoras afirma que o quadrado da hipotenusa é igual a soma dos quadrados
dos catetos.

Demonstragao:

Considere o seguinte triangulo ABC:

A
b
n
C
B a -]
Note que os triangulos ABC, ABD, CAD s3ao semelhantes:
A A
b c b
h h
— O O
-] B m D D n C

Assim, podemos escrever a seguinte razao de proporg¢ado entre os tridngulos semelhantes:

a b
ABC~ADC = —=—=b%?=an
b n

a ¢ 5
ABC~ABD > —=—>=c¢c*“ =am
c m
Somando essas duas relagdes, temos:
b? +c?=an+am
b2 +c?2=a(n+m)
Como m + n = a, substituindo na equagao, obtemos:

b? + ¢? = a?
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2.1. Relagao Fundamental

Dado o seguinte tridangulo retangulo, temos:

C

sena =—= b = a sena
a

(o
cosa =—=>c=acosa
a

Usando o Teorema de Pitagoras, encontramos a relacao fundamental entre seno e cosseno:
a? = b% + ¢?
a? = (asena)? + (acosa)?
2

a’ = a’sen’a + a?cos® a

|sen?a + cos? a = 1|

Podemos, entdo dizer que a soma dos quadrados do seno e cosseno de um angulo vale 1.
Se dividirmos a equacdo da relacdo fundamental por cos? a, obtemos:

sen’a 1

cos? a cos? a

tg’a+1=sec’a

Se dividirmos por sen?a, obtemos:

cos? a 1

sen‘a senla

1+ cotg?a = cossec’a

Essas relagdes sao muito Uteis para resolver as questdes do militares. Entao, decore!

Além dessas apresentadas, temos mais duas que podem ajudar a resolver a questdes da
prova:

1

2
cos“a=————
1+tg’a
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2
2 tg-a
sen‘a = ————
1+tg°a
Demonstragao:
Sabemos que seca = 1/cosa, assim, temos:
1 5 1
cosa = = cos‘a = >
seca sec’ a

Usando a rela¢do fundamental sec?a = 1 + tgza, obtemos:

) 1
cos“ o = —————
1+tgéa
Para cosseca:
1 ) X sen’a " , )
senqg = ———— = sen“a = cos“ a - S— = sen‘a =cos“a-tg a
cosseca cos* «
) tg’a
= sen‘a = ————
1+tgea

2.2. Angulos Complementares

Das relagdes do triangulo, temos:

C
b
A
A+B+C=nm
Na figura, A = 7 /2. Substituindo na equagdo acima:
T .
—+B+(C=m
2
B+C==
S 2

= B e C sdo complementares

Dessa relagdo, temos as seguintes consequéncias:

sena = — e cosf = —
a a
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= sena = cosf

c c
senff =— e cosa = —
a a

= senf = cosa
tga = 9 e cotgf = 2
c c

1
tgpB

c c
tgp = 5 e cotga = 5

= tga = cotgf =

= tgf = cotga =

@ ESQUEMATIZANDO

- .

sena = cosf

1
tga

senfl = cosa

. 1
a=—
g tgp
o 1
gﬁ—tga

2.3. Angulos Notaveis

Os angulos m/6,m/4 e m/3 sdao considerados angulos notaveis. Vamos calcular o valor do
seno, cosseno e tangente desses angulos.

1) m/4:

Considere o seguinte triangulo isdsceles:
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Através do Teorema de Pitdgoras, podemos escrever:

2 b2 + bZ
a’® = 2b?
a=+2b
Usando a definicao de seno, cosseno e tangente, obtemos:
Y L V2
4 a \2p 2
(TL’) . b b \/E
cos 1) =3 \/fb =3
T b
tg(3) =7 =

2)t/6em/3:

Agora, considere o triangulo equilatero:
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-
3
A a D a B
2 2
Usando o Teorema de Pitagoras no triangulo ABD, temos:
as 2
2 _ 12 hd
a® =h*+ (2)
2
p2 = 34
4
V3
h=—a
2
Calculando o valor do seno, cosseno e tangente dos angulos /6 e m/3:
T h 3
sen (3) =—=—

a2
T % 1
cos(3) =2 =3

tg (g) % V3
- a
sen (g) = %

Podemos construir a tabela dos angulos notaveis:
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ATENGAO

DECORE!

®0

ﬁr‘

T T T
6 4 3

Seno 1 E ﬁ
2 2 2
Cosseno E E 1
2 2 2

Tangente E 1 V3

3

HORADE

PRATICAR!

Exercicios de Fixagao

2. Dados os triangulos abaixo, calcule o valor dos lados que faltam:
a)
C
2
T
4
A B
b)

p Aula 05 — Trigonometria |

www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So
Aula 05: ITA 2021

Resolugao:

a) Conhecemos o valor do sen(mr/4), podemos calcular o valor dos catetos usando a seguinte
razao:

T

sen (Z) = % = AB = 2sen (E)

AB = 22£ =2
b) Basta aplicar o Teorema de Pitagoras:

AC? = 4% + 32

AC=+25=5
Gabarito: a) AB =2 b)AC =5

3. Ciclo Trigonométrico

3.1. Definigao

O ciclo trigonométrico ou circulo trigonométrico é a representa¢ao de uma circunferéncia de
raio 1 em um plano cartesiano ortogonal, onde o eixo horizontal é o cosseno e o eixo vertical é o
seno:
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sen |

1
E \ N
—1

No ciclo trigonométrico, o sentido de rotagao positivo é o anti-horario e a origem se da no

extremo a direita:
sen |
1
/ .
_1 \
-1

1 cos

Tomando-se um ponto qualquer na circunferéncia, a proje¢ao horizontal desse ponto é o
cosseno do angulo entre o ponto e a reta horizontal. A projec¢ao vertical desse ponto resulta no seno
do angulo. Veja:

p Aula 05 — Trigonometria |

www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So
Aula 05: ITA 2021

sen |

cos(—eax)

sen(—al

3.2. Angulos Notaveis

A seguinte figura ilustra os principais angulos do circulo trigonométrico:

m rad

|
¥ f.'l:f.i

|
0 rad

27 rad

3r

= rad
?.rrpr

p
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3.3.

Quadrantes

Dividindo o ciclo trigonométrico em 4 partes iguais, obtemos 4 quadrantes. Elas recebem a

seguinte denominacgao:

T
— rad

2" quadrante

|

rad

Y sen(#)

1 quadrante

0 rad

.

3 quadrante

Cada quadrante possui os seguintes in
1° Quadrante: ]0,%[

2° Quadrante: ]%,n[

3° Quadrante: ]n,%"[

4° Quadrante: ]37”,271[

Aula 05 — Trigonometria |
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3.4. Angulos Congruentes

FIQUE

ATENTO!

()

O que acontece quando consideramos um arco maior do que 2m?

Sabemos que no circulo trigonométrico, os arcos variam de 0 a 2m. Para calcular os valores
do seno e cosseno de angulos maiores do que 21, devemos encontrar o seu angulo congruente no
intervalo de 0 a 2m.

Vamos ver a definicao de angulos congruentes:

|azﬁ<:>a:ﬁ+2kn,kez

a e f sdo congruentes se, e somente se, satisfazem a relagao acima.

Essa relacdo é importante para encontrar todas as raizes de uma equacao.
Vejamos um exemplo:

Determine os arcos positivos, menores do que 61, congruentes a /3.

Podemos aplicar diretamente a formula dos angulos de congruéncia e variar os valores de
k € Z.

T
a=§+2kﬂ
T 0414
k=1=>a=§+2n=>a1=?
T 13m
k=2:»a=§+4n=>a2=T
T 197
k=3:»a=§+6n=>a3=T
T 25m
k=4=>a=§+8n=>a4=T

7t 13w 19m 25m

De acordo com o que acabamos de calcular, S5 05 €5 sao arcos congruos a /3.

Assim, podemos afirmar:

T 71 137w 197 251
sen (§) = sen (—) = sen (—) = sen (—) = sen T)

3 3 3
T 7 13m 191 25T
coS (g) = C0S (?) = C0S (T) = C0S (T) = C0S (T)
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3.5. Redu¢ao ao Primeiro Quadrante

Conhecendo apenas as razdes trigonométricas do primeiro quadrante, podemos encontrar o

valor do seno e cosseno dos outros quadrantes. Essa técnica é conhecida como reducdo ao primeiro
guadrante. Vejamos para o caso do arco de 30°:

senli)

T 1
— o 150

T = s
[ 1 27 rad
\

117 |
* / FET |
< I rad = 210 Hr
i [

—— rad = 330
]

-
- .--"-f-'
T, e

g |

" rad
2

4. Fungoes Trigonométricas

4.1. Fungoes Periodicas

Vimos que as fung¢des seno e cosseno repetem seus valores a cada volta completo no ciclo

trigonométrico. Antes de estudar as fungdes circulares, vamos ver o que é uma funcao periddica.
Definigao:

Uma fungdo f: A — B é periddica se vale a relagdo:

fx+T)=f(x),vxeA

OndeT > 0,0 menor valorde T que satisfaz essa relacao é chamado de periodo fundamental
da fungao f.

Exemplo gréfico:
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AN N
NN N NN

- ] ——

Note que a funcao se repete a cada periodo T.

4.1. Fung¢ao Seno

4.1.1. Definigao
Seja f: R — [—1, 1], a fungdo seno é dada por:
f(x) = senx
O dominio da fung¢do é o conjunto dos reais e sua imagem é o intervalo [—1, 1].

A fungdao seno é periddica e seu periodo vale 2m. A cada volta completa no ciclo
trigonométrico os valores do seno se repetem.

Para uma fungédo do tipo g(x) = sen(ax), o periodo fundamental é definido por:

_ 21T
lal

4.1.2. Estudo do sinal

Como o seno é o eixo vertical do ciclo trigonométrico, todos os pontos que estiverem no
intervalo [0, 7] resultam em um seno positivo e no intervalo [, 21t] temos seno negativo.
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cos

4.1.3. Angulos Notaveis

Usando a seguinte figura, podemos ver o valor do seno dos dngulos notaveis:
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w T { 1 raio
1

Note que:

sen(0) = sen(mw) = sen(2m) =0

sen(Z) = 1
sen (2) = -1
sen() =sen () =3
s ) =sen(5) =7
sn5) =sen(5) =7
en(5) = () =3
s () =sen ()=~
son(F)=sen(3)=-7
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4.1.4. Paridade
A funcdo seno possui paridade impar, veja:

[}
S€EMN

e e s e r e e m E — e - ————-

Pela figura, podemos ver que sen(—a) = —sen(a). Isso caracteriza uma funcdo impar.

4.1.5. Grafico

A fungdo seno possui o seguinte grafico:

sSena
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4.2. Fung¢ao Cosseno

4.2.1. Definigao
Seja f:R = [—1, 1], a fungdo cosseno é dada por:
f(x) = cosx
O dominio da fungdo é o conjunto dos reais e sua imagem é o intervalo [—1, 1].

A funcdo cosseno é periddica e seu periodo vale 2m. A cada volta completa no ciclo
trigonométrico os valores do cosseno se repetem.

Para uma fungdo do tipo g(x) = cos(ax), o periodo fundamental é definido por:
21
T =—
|al

4.2.2. Estudo do sinal

Como o cosseno é o eixo horizontal do ciclo trigonométrico, todos os pontos que estiverem
. T 3w . . T 31
no intervalo [0, E] U [7, Zn] resultam em um cosseno positivo e no intervalo [5,7] temos cosseno
negativo.

coS8
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o

4.2.3. Angulos Notaveis

Usando a seguinte figura, podemos ver o valor do cosseno dos angulos notaveis:

— o
2

= rad 1 raio

Note que:

cos (g) = cos (3;) =0

cos(0) = cos(2m) =1
cos(m) = —1

cos (%) = cos (MTN> = v3
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4.2.4. Paridade
A funcdo cosseno possui paridade par, veja:

A

B8ETL

Podemos ver que cos(—a) = cos(a). Isso caracteriza uma fungdo par.

4.2.5. Grafico

A funcdo cosseno possui o seguinte grafico:
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cosT

4.3. Fung¢ao Tangente

Podemos representar a reta tangente no ciclo. Essa reta é paralela ao eixo do seno e é
chamada de eixo das tangentes. Veja a figura:

sen 4 tg &
T
A
P
B [~ .
i lgo
:
. : Y
(9] C A cos

Tomando-se um ponto P na circunferéncia, a reta que passa pela origem e por P resulta na
projecdo da sua tangente no eixo das tangentes.

Perceba que os triangulos POC e TOA sao semelhantes. Pela figura, podemos escrever:
BC TA

0C 04
sena _ tga

cosa 1
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sena

= tga =
g cosa

Assim, verificamos a relacdo fundamental da tangente.

4.3.1. Estudo do sinal

Como a tangente é arazdo entre o seno e cosseno, o sinal resultante sera o produto dos sinais
do numerador e denominador dessa razao.

Assim, temos a seguinte ilustracao:

|

4.3.2. Intervalo de valores

Um fato a se notar é que quando P percorre a circunferéncia, passando em cada quadrante,
a tangente vai aumentando seu valor indefinidamente. Assim, podemos ver que ela assume
qualquer valor real, diferentemente do seno e cosseno. Ainda, como a tangente é a razdo entre seno
e cosseno, sabemos que o denominador ndo pode ser nulo, caso contrdrio, o valor da tangente fica
indefinido. Assim, todos os angulos que resultam em cosseno nulo nao pertencem ao dominio da
tangente:

/4
tgae]—OO,+00[,a;tE+k1r

A funcdo tangente também é periddica e seu periodo vale .

Para uma fungédo do tipo g(x) = tg(ax), o periodo fundamental é definido por:
T

al
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4.3.3. Paridade

Vamos verificar a paridade da fungao tangente:

sen(—a) sen(a)
tg(—a) =——==———=—tg(a
9(=a) cos(—a) cos(a) g(@)

Podemos concluir que a funcdo tangente é impar.
4.3.4. Grafico
A fungdo tangente possui o seguinte grafico:

s

| 1 | i

i =

—2m —Tr T E?

2m P

I

«w
v §
\

NI ]
S

4.4. Fungao Cotangente

O eixo da cotangente também pode ser representado no ciclo trigonométrico. Veja a figura:
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A |——colgtt — . T

o

8 cotqg

5 7 I p

Y

O C cos

Os triangulos POC e OTA sao semelhantes, assim, podemos escrever as seguintes razoes:

AT 0OC
A0~ BC
cotga _ cosa
1 sena
cosa 1
= cotga =

sena tga
O que nos mostra que a relagao fundamental é satisfeita.
4.4.1. Estudo do sinal

Como a cotangente é o inverso da tangente, o seu sinal seguira o mesmo padrao:
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cotg

o
o

4.4.2. Intervalo de valores

A cotangente também assume valores no conjunto dos reais, a sua Unica limitagao é quando
o seno é nulo. Assim, temos:

cotga € | — oo, +o[,a # km, k € 7

4.5. Fungoes Secante e Cossecante

4.5.1. Estudo do sinal

As fungOes secante e cossecante sdo o inverso do cosseno e seno, respectivamente. Desse
modo, o sinal dessas fungdes seguira o mesmo padrao das fungdes a elas relacionadas:
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C8C Sec

an
AN,

4.5.2. Intervalo de valores

As funcbes seno e cosseno variam entre os valores —1 e 1. Entdo, as funcdes secante e
cossecante, sendo inversas, assumirao os seguintes intervalos de valores:

>1ou < -1

—1<sena<1l= <
sena sena

>1ou <-1
cosa cosa

seca € (—oo,—1] U [1, +0)

—1<cosa<1l=

csca € (—o0,—1] U [1,+)

TOME

NOTA!

&)

Temos que observar a condicao de existéncia da secante e cossecante. Para cada um dos
casos, temos:

1 T
seca = 2cosa+x0=>a+#—+kn,k€Z
cosa 2
1
csca = >sena #0=>a+kn,k€E€EZ
sena
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5. Fungoes Inversas

Iniciemos o estudo das fungdes inversas. Devemos lembrar que uma fung¢ao possui inversa
se, e somente se, for bijetora. Assim, temos que restringir o dominio das fungdes circulares de modo
que elas sejam bijetoras.

5.1. Fung¢ao Arco-Seno

Seja f: [—g,g] - [—1,1], se f(x) = senx a fungdo arco-seno é dada por:
T
“L[-1,1 -3
e e )
f~Y(x) = arcsenx

s . w1 ~ , .
Note que no dominio [— E'E]’ a funcao seno é bijetora:

SETT

O grafico da fung¢ao arco-seno é dado por:
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 §
arcsenx

5.2. Fungao Arco-Cosseno

Seja f:[0,] - [—1,1], se f(x) = cosx a fungdo arco-cosseno é dada por:
f[-1,1] - [0, 7]
f~Y(x) = arccosx

Note que no dominio [0, 7], a funcdo cosseno é bijetora:
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cos:I

1

— e e o -

7—'

O grafico da func¢do arco-cosseno é dado por:

L

arccose i

0|3

5.3. Func¢ao Arco-Tangente

Sejaf:] — %% [- R, se f(x) = tgx afungdo arco-tangente é dada por:
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fHR =] =25
' 2°2

fY(x) = arctgx
A fungdo tangente é bijetora no dominio | — g% [.

A
tgx
/ﬂ' . 0 m T T
2 2

O grafico da sua inversa é dado por:
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arctgx

6. Transformacgoes

Vamos estudar as principais transformacdes que podem ser cobradas no vestibular. Tente
decorar pelo menos as férmulas de soma e diferenca de arcos. Assim, se vocé esquecer as outras,
vocé sabera deduzi-las na hora da prova.

6.1. Soma e diferenca de arcos

ATENGAO

DECORE!

g

Esse assunto é muito cobrado nas questdes de trigonometria das provas! Entao, tente decorar
todas elas!

cos(A + B) = cos(A4) cos(B) — sen(A)sen(B)

cos(A — B) = cos(A) cos(B) + sen(A)sen(B)

sen(A + B) = sen(A) cos(B) + sen(B) cos(A)

sen(A — B) = sen(A) cos(B) — sen(B) cos(A)

tg(A) +tg(B)
1-tg(A)tg(B)

tg(A+ B) =
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tg(A) —tg(B)
1+tg(A)tg(B)

tg(A—B) =

Demonstragao:
1) cos(A + B) = cos(A) cos(B) — sen(A)sen(B)

Vamos usar o ciclo trigonométrico para demonstrar essa propriedade e a formula da distancia
da geometria analitica.

Sejam dados os pontos A, P, @, R conforme ilustra a figura abaixo:

)

SETL

A cos

Os pontos P, Q, R possuem as seguintes coordenadas no plano:
P(cosp,senf)
Q(cos(a —pB),sen(a — [)’))
R(cosa, sena)

Note que os triangulos OAQ e OPR sao semelhantes:

p Aula 05 — Trigonometria |

www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So
Aula 05: ITA 2021

Q

A

Como os arcos O s3o iguais, podemos afirmar que AQ = PR. Usando a féormula da distancia
da geometria analitica (d35 = (x4 — x5)? + (y4 — y5)?), temos:

(Estudaremos com mais detalhes na aula de Geometria Analitica)

AQ% = (x4 —xq) + (va— o)’
AQ? = (1 —cos(a — B))? + (0 — sen(a — B))?
AQ? = (1 —2cos(a — B) + cos?(a — B)) + sen?(a — )

AQ?*=1—-2cos(a—p) +1
= AQ? = 2 — 2 cos(a — B)

PR? = (xp — xg)* + (yp — yr)?

PR? = (cospf — cosa)? + (senf — sena)?
PR? = cos? B — 2cosacosP + cos” o + sen?f — 2senasenf} + sen’«a

PR? = cos? B + sen?B + cos? a + sen’a — 2cosacosf — 2senasenf
1 1

= PR? = 2 — 2cosacosf — 2senasenf
Igualando AQ = PR, temos:
AQ? = PR?
2 —2cos(a — B) = 2 — 2cosacosf — 2senasenfs
= cos(a — B) = cosacosf + senasenf

2) cos(A + B) = cosAcosB — senAsenB
Para demonstrar essa propriedade, podemos usar a féormula acima e inserir § = —f":

cos(a — (—[)”)) = cosa cos(—p’") + senasen(—pB")
A funcdo cosseno € par: cos(—pB') = cos(B’).
A funcdo seno é impar: sen(—B') = —sen(B’).

= cos(a + B') = cosacosPB’ — senasenf’

3) sen(A4 + B) = sen(A) cos(B) + sen(B) cos(A)
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Vamos usar a relagdo de angulos complementares:

sen(a + f8) = cos (g — (a + ﬁ)) = cos <(g — a) — ﬁ)

Usando a férmula da diferenca de arcos do cosseno, temos:

cos <(§ — a') — [3) = oS (g — a) cosf + sen (g — a) senfs = senacosf + cosasenf
= sen(a + B) = senacosf + cosasenf
4) sen(A — B) = sen(A) cos(B) — sen(B) cos(A)
Podemos obter o seno da diferen¢a usando o seno da soma:
sen(a + (—,8)) = sena cos(—p) + cosasen(—p)

= sen(a — B) = senacosf} — senficosa

tg(A)+tg(B)
1-tg(A)tg(B)

Vamos usar o seno e o cosseno da soma:

5)tg(A+B) =

sen(a + ) _ senacosf + cosasenfy

tgla+p) = cos(a + B) ~ cosacosB — senasenf
senacosf + cosasenf
B cosacosf
tgla +B) = cosacosf — senasenf
cosacosf
tga + tgp
>t =
gla+p) 1-tgatgp

_p) = tg)-tg(B)
6) tg(A—B) = 1+tg(A)tg(B)

Podemos usar a férmula da demonstragao 5:

tga + tg(=p)
9let C0) = 1 gargp)
Como a fungao tangente é impar, temos:
_ tga—tgp
>tgla=-p) = 1+ tgatgp

6.2. Arco duplo, arco triplo e arco metade

Agora que conhecemos as férmulas da soma e diferenca de arcos, podemos expandir o
conhecimento para arco duplo, arco triplo e arco metade.
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6.2.1. Formulas de arco duplo

cos(24) = cos? A — sen’A

sen(2A4) = 2senAcosA

2tgA
tg(2A4) = 1—tg?A

Demonstragoes:
1) cos(24) = cos? A — sen?4A
Usando a formula da soma do cosseno, temos:
cos(A + A) = cosAcosA — senAsenA
= cos(24) = cos? A — sen?A

Também podemos representar essa identidade de outras formas. Usando a relagao
fundamental sen?4 + cos? A = 1:

cos(24) = (1 — sen?A) — sen?A
= cos(24) = 1 — 2sen?4
cos(24) = cos? A — (1 — cos? A)
= cos(24) = 2cos?A—1
2) sen(24) = 2senAcosA
Usando a féormula da soma do seno, temos:
sen(A + A) = senAcosA + senAcosA

= sen(24) = 2senAcosA

__ 2tgA
3) tg(ZA) - 1—tng
Usando a férmula da soma da tangente, temos:
tgA + tgA
tg(A+A) =——
9A+A) =T atga
2tgA
= tg(24) = ————
924) = — tg7A

6.2.2. Férmulas de arco triplo

cos(34) = 4cos® A — 3cosA

sen(34) = 3senA — 4sen34A

3tgA — tg3A
1- 3tg?A

tg(34) =
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Demonstragoes:

1) cos(34) = 4 cos® A — 3cosA

Podemos usar as formulas de arco duplo e soma:

cos(24 + A) = cos(24) cosA — sen(24)senA
cos(34) = (2 cos? A — 1)cosA — (2senAcosA)senA
cos(34) = 2 cos® A — cosA — 2sen?AcosA
cos(34) = 2cos® A — cosA — 2(1 — cos? A)cosA
= cos(34) = 4 cos® A — 3cosA

2) sen(34) = 3sendA — 4sen34A
Usando as férmulas de arco duplo e soma, temos:
sen(24 + A) = sen(24)cosA + senAcos(24)
sen(34) = (2senAcosA)cosA + senA(1 — 2sen?A)
sen(34) = 2senAcos?*A + senA — 2sen®A
sen(34) = 2senA(1 — sen?A) + senA — 2sen3A
= sen(34) = 3send — 4sen’4A

A-tg3A
3)tg(34) = %
tg(24) + tgA
tg(2A+A) =
9(2A+4) =1~ tg(24)tgA
2tgA
T—tg?A + tgA
tg(34) = 2tga
1- (—1 — thA) tgA
3tgA —tg3A
S0 =T e
Observagoes:

Vale a pena decorar as formulas de arco triplo do seno e cosseno, pois eles ja foram cobrados
em provas anteriores.

6.2.3. Formulas de arco metade

(A>_+ 1+ cosA
cos 7)) =% 2
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; (A)_+ 1 —cosA
g — — .1+ cosA

; (A) - 1 —cosA - senA
g ~ sendA 1+ cosA

2t9(3)

1+ tg? (A

1—t¢ 2(

1+ tg? (

29 (3
()

send =

\/

)
)

cos(4) =

N|:>N|:r>

tgA =

Demonstragoes:

1) oS (é) =+ 1+cosA
2 2

Podemos usar a férmula do arco duplo do cosseno:
cos(24) = 2cos?A—1

Fazendo A = a/2, temos:

cos (2 (g)) = 2 cos? (%) ~1

cos? (g) 1+ (2:os a)

2
R cos(%) 4 ’1+;osa

Sabemos que cos(24) = 1 — 2sen?A4, assim, temos:

cos (276{) =1 — 2sen? (%)

2) sen (é) S 1-cosA
2 2
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A 1—cosA
3)tg (E) o i\l 1+cosA

4) tg (é) _ 1-cosA _ senA

2 senA  1+cosA

Usando as férmulas de arco duplo, temos:

1—cosA _ 1= <1 - Zsen” (%)> _ 2sen” (1%) _sen (1%) . (é)
o e Ges(q) wenPes(l) @)
send _ 2sen (g) cos (g) _ sen (%) . ( )

1+cosA 1 4 9 cos? (%) —1  cos (%) I

A 1 — cosA send
ofl)- -

2) senA 1+ cosA

A
5) senA = 2t(3)

. p a
Para deduzir essa férmula, podemos usar o seno do arco duplo e usar A = —:

2a

sen (7) = 2sen (%) cos (%)
senta) = 2sen (%) cos? (%)

s ()
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- T

_, sen (%) 1
T @\
a
= sen(a) = —Ztg (7)

1+ tg? (%)

A
6) tgA — Zt‘g(Z)

1-t0%(3)

Usando o arco duplo da tangente e fazendo A = a /2, temos

2tgA
tg(24) = T—tg?A

a
= tg(a) — ﬂ

1-t9* (3)

sena
tga =
g cosa
sena
cosa =

tga
Substituindo sena e tga na relagao do cosseno, encontramos

2tg (3)
206
2

2
1—tg? (

1-tg
= cosq = —— ==

1+ tg?

NISQ NI N

AA
N— | N—

6.3. Formulas de Werner

p

As formulas de Werner sao a transformacao de produto em soma. Elas estao listadas abaixo

2cosAcosB = cos(4A + B) + cos(4 — B)

—2senAsenB = cos(A + B) — cos(A — B)
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2senAcosB = sen(A + B) + sen(A — B)

2senBcosA = sen(A + B) — sen(A — B)

Demonstragoes:
1) 2cosAcosB = cos(A + B) + cos(4A — B)
cos(4 + B) = cosAcosB — senAsenB
cos(A — B) = cosAcosB + senAsenB
Podemos somar as duas identidades:
cos(A + B) + cos(A — B) = 2cosAcosB

2) —2senAsenB = cos(A + B) — cos(A — B)
cos(A + B) = cosAcosB — senAsenB
cos(A — B) = cosAcosB + senAsenB
Podemos subtrair as duas identidades:

cos(A + B) — cos(A — B) = —2senAsenB

3) 2senAcosB = sen(A + B) + sen(4A — B)
sen(A + B) = senAcosB + senBcosA
sen(A — B) = senAcosB — senBcosA
Somando as duas identidades:

sen(A + B) + sen(4A — B) = 2senAcosB

4) 2senBcosA = sen(A + B) — sen(4 — B)
sen(A + B) = senAcosB + senBcosA
sen(A — B) = senAcosB — senBcosA
Subtraindo as duas identidades:

sen(A + B) — sen(A — B) = 2senBcosA
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6.4. Formulas de Prostaférese

PRESTEMAIS

ATENCAO!
L
'V
Ao nos depararmos com equacdes trigonométricas, algumas questées podem exigir que vocé
saiba como aplicar uma transformacao trigonométrica para conseguir resolvé-las. Vamos estudar

cada uma delas.

As férmulas abaixo sao a transformacao de soma em produto:

sen(p) + sen(q) = 2sen (p-lz_ ) ( 2 )

sen(p) — sen(q) = 2sen (p ; cos( P4 )

v

cos(p) + cos(q) = 2 cos(

cos(p) — cos(q) = —Zsen<

Demonstragoes:

1) sen(p) + sen(q) = 2sen (p q) cos (pzq)

Vamos usar as férmulas da soma e diferenga de arcos do seno:
sen(A + B) = senAcosB + senBcosA
sen(A — B) = senAcosB — senBcosA

Somando essas duas identidades, temos:

sen(A + B) + sen(A — B) = 2senAcosB

Agora, vamos fazer as seguintes substituicdes:

A+B=p
A—B=gq
Assim, podemos escrever:

p+tq
A=——

2
pP—q
B =——

2

Substituindo na identidade sen(4 + B) + sen(4 — B) = 2senAcosB, encontramos:

sen(p) + sen(q) = 2sen (p ; q> cos (g)
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2) sen(p) — sen(q) = 2sen (pz;q) cos (pzﬂ)
sen(A + B) = senAcosB + senBcosA
sen(A — B) = senAcosB — senBcosA
Vamos subtrair essas identidades:
sen(A + B) — sen(A — B) = 2senBcosA

Substituindo A e B em fungdo de p e g, temos:

sen(p) — sen(q) = 2sen (p ; q) cos (p ; q)

3) cos(p) + cos(q) = 2 cos (pzj) cos (pz;q)
cos(A + B) = cosAcosB — senAsenB
cos(A — B) = cosAcosB + senAsenB
Somando as duas identidades, temos:
cos(A + B) + cos(A — B) = 2cosAcosB

Substituindo A e B:

p—CI)

+
cos(p) + cos(q) = 2 cos (p 5 q) COS( 3

4) cos(p) — cos(q) = —2sen (pzﬂ) sen (pz;q)

cos(4 + B) = cosAcosB — senAsenB

cos(A — B) = cosAcosB + senAsenB
Subtraindo as duas identidades e escrevendo A e B em fungaode p e g:

cos(A + B) — cos(A — B) = —2senAsenB

cos(p) — cos(q) = —2sen (p er q) sen (p ; q)

HHHHHH

PRATICAR!

3. Calcule:

a) sen (arctg (\/f))
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b) tg (Zarctg G))

c)tg <arcsen (g) —arctg (%))

Resolugao:
a) Vamos fazer a = arctg(\/f), assim, temos:
tga =2
Queremos calcular sena, podemos a seguinte identidade:
tgla
sen?q = —2——
1+tg2a
2
V2
sena = + >
1+/2
2
sena = * |-

b) Fazendo a = 2arctg G)

c) Fazendo a = arcsen (g) ef = arctg (%), temos:

3
sena = =
5
5
tgh =
Queremos calcular tg(a — B). Podemos usar a diferenga de arcos da tangente:
tga—-tgp

tg(a N ﬁ) - 1+tgatgpf

Conhecemos o valor de tgf, vamos encontrar tga:
tgla

sen*q = —4——
1+tg2a
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(3)2 _ tgla
5/ 1+tg2a

9+ 9tg?a = 25tg%a

Paratga = 3/4, temos:

Paratga = —3/4, temos:

H{—2)1z
14
T 5
tg(a—pB) = —(g) =-=
48
Gabarito: a) sena = i? b) tga = % otgla—pB) = g outg(a—p) = _g

4. Calcule a soma das solugdes da equagdo arctg (g) + arctg (E) = arctg (%)
Resolugao:

Fazendo a = arctg (g)ﬁ = arctg (;—C) ey = arctg (%), temos:

§ © <
< = K
Il
UlkRr WK NIR

Aplicando a tangente na equag¢ao, obtemos:

tg(a + p) = tgy
tga+tgf

1-tgatgf o tg)/
Substituindo os valores das tangentes:
G+3) _1
xXx —
1_5'5 5
50 l
6-x2 5
25x = 6 — x?
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x2+25x—6=0

‘= -25+V625+24 _ —25+v649
o 2 o 2

A soma das solugdes é dada por:
x1 + xz = _25
Gabarito: x; + x5 = —25

5. Se cos(2x) = i, onde x € (0, m), calcule o valor de y = (sen(3x) — sen(x))/cos (2x).
Resolugao:
Vamos transformar a subtracao em produto usando a férmula de Prostaférese:
senp — senq = 2sen (pz;q) cos (pzﬂ)

__ sen(3x)-sen(x)
- cos(2x)

3x—x 3x+x
25311( > )COS( 2 )

cos(2x)

y:

__ 2senxcos(2x)

cos(2x)
y = 2senx
Usando a informagdo cos(2x) = 1/3, temos:
cos(2x) = 1 — 2sen’x = §
2 = 2sen?x
3
V3

senx = i?

Como x € (0, 1), senx > 0, entdo:

Senx =

& elS

2
>y =

@ |

Gabarito: y = 2v/3/3

6. Transformando-se sen40° + cos10° em produto, obtemos:
a) ?sen40°

b) v/3sen20°

c) V3cos20°

d) V2sen20°

Resolugao:
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Podemos usar o angulo complementar e escrever:
cos 10° = sen80°

Assim, podemos usar a formula de Prostaférese:

b+q

senp + senq = 2sen (T) cos (?)

sen40° + sen80° = 2sen (400+800) cos (800_400)
2 2
sen40° + sen80° = 2sen60°cos20°

= sen40° + sen80° = V3co0s20°

Gabarito: “c”.

7.1. Medidas Usuais

“m

360° 400gr 2w rad

180° 200gr nrad

7.2. Razoes Trigonométricas

C
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Cateto Oposto b
sena - =—
Hipotenusa a
Cateto Adjacente ¢
cosa - =—
Hipotenusa a
Cateto Oposto b
tga - =—
Cateto Adjacente ¢
1
seca
cosa
1
csca
sena
. 1
cotga —
g tga

7.3. Relagdao Fundamental

¢ sena
a =
9 cosa
cosa
cotga =
sena

|sen?a + cos?a = 1

tg’a+1 =sec’a

1+ cotg?a = cossec’a

5 1
cos‘a=————
1+tgla

2

,  tgta
sen‘a = —————
1+tgla
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7.4. Angulos Complementares

- .

sena = cosf

senf = cosa

. 1
a=—
g tgp
g = 1
gﬁ—tga

7.5. Transformacgoes

7.5.1. Soma e Diferenca de Arcos

cos(A + B) = cos(A) cos(B) — sen(A)sen(B)

cos(A — B) = cos(A) cos(B) + sen(A)sen(B)

sen(A + B) = sen(A) cos(B) + sen(B) cos(A)

sen(4A — B) = sen(A) cos(B) — sen(B) cos(A)

“tg() 1 1g(B)
A+ B) = ig(B)
~tg() 1)
94 -B) =1 g)ig(B)

7.5.2. Arco Duplo

cos(24) = cos? A — sen’*A

sen(2A4) = 2senAcosA

2tgA
tg(2A4) = 1 ta?A tg?A
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7.5.3. Arco Triplo

cos(34) = 4cos® A — 3cosA

sen(34) = 3senA — 4sen34A

3tgA — tg3A
1-3tg%4

(A)_+ 1+ cosA
cos 7)) =% >

(A)_+ 1—cosA
sen >) =% >

; (A)_+ 1—cosA
9\2) ™ % |1+ cosA

; (A) - 1 — cosA - senA
9 ~ senA 1+ cosA

2t (2)

1+tg? (g

tg(34) =

7.5.4. Arco Metade

senAd =

N——

)

1—tgz(
1+tg2( )

2t9(3)

1-t0*(3)

cos(4) =

NS (N

tgA =

7.5.5. Formulas de Werner

2cosAcosB = cos(A + B) + cos(4 — B)

—2senAsenB = cos(A + B) — cos(4A — B)

2senAcosB = sen(A + B) + sen(A — B)

2senBcosA = sen(A + B) — sen(A — B)
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7.5.6. Formulas de Prostaférese

+
sen(p) + sen(q) = 2sen (p > q) cos p q)
B P—q p+q
sen(p) — sen(q) = 2sen( 5 )cos( 5 )
+
cos(p) + cos(q) = 2 cos (p 2 a cos
ptq

cos(p) — cos(q) = —253"< > )Se" (pz;q)

8. Lista de Questoes

a esTogg
"

7. (EEAR/2019)

Simplificando a expressdo sen(2m — x) + sen(37 + x), obtém-se
a)senx

b) —sen x

c)2senx

d) —2senx

8. (EEAR/2019)

Gabriel verificou que a medida de um angulo é i—’; rad. Essa medida é igual a
a) 48°

b) 54°

c) 66°

d) 72°

9. (EEAR/2018)
O valor de sen 1270° é igual a

a) —cos 10°
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b) —sen 30°
c) —sen10°
d) — cos 30°

10. (EEAR/2018)

As fungdes f(x) = senx e g(x) = cos x, no segundo quadrante, sdo, respectivamente,
a) decrescente e decrescente

b) decrescente e crescente

c) crescente e decrescente

d) crescente e crescente

11. (EEAR/2018)

O valor de sen(a + b) — sen(a — b) é igual a
a) sen 2a

b) cos 2a

c)2senb-cosa

d)2sena-cosbh

12. (EEAR/2017)

SejaM = %, comx # kz—n, k € Z. Utilizando-se as identidades trigonométricas, pode-
se considerar M igual a

a)senx

b) cos x

c) secx

d) cossec x

13.(EEAR/2017)

Ao somar as medidas angulares 120° e 3?71 rad, obtém-se a medida de um arco pertencente ao
_____quadrante.

a) 1°

b) 2°

c) 3°

d) 4°
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14. (EEAR/2016)

O valor de cos 735° é:
1

a) Z

b) ¥
4

V2++/6
4

VZ+/6
8

c)

d)

15. (EEAR/2016)
O valor correspondente ao cos 15° é

V2+V/6
4

V2+4/3
2

V3
C)T

a)

b)

d)1

16. (EEAR/2015)

Sesena - cosf =113esenﬁ -cosa = %,entéo sen (a + f) éigual a:

40
b) —
65
13
C) g

13
d) -

17. (EEAR/2015) [Adaptada]

Ao simplificar a expressdo (1 + cos x)(1 — cos x), tem-se
a) 2

b) sen? x

c) cos? x

d) 2 + cos?x
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18. (EEAR/2015)

sen x-secx

Seja A = , com tg x # 0. Nessas condigdes, o valor de A é

V2
3)7

b) V2
c)2
d1

19. (EEAR/2015)

O valor de ;—Z rad em graus é:
a) 36

b) 38

c) 42

d) 46

20. (EEAR/2014)

Dados sena = x,cosa = y,senb = ze cosb = w, entdo sen(a + b) é igual a
a)xw + yz

b) xz + yw

c)xy —wz

d) xw —yz

21.(EEAR/2013)

senx-Cosx

Se x é um arco do 1° quadrante, comsenx = aecosx = b,entdoy = ———é:
tg x-cos(m+x)

a)a
b) b
c)—a
d) —b

22. (EEAR/2013)
Ao expressar 167” rad em graus, obtém-se

a) 170°
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b) 220°
c) 280°
d) 320°

23. (EEAR/2013)

Sejam senx = %, cosx = ge sen 2x = %. Se % é uma fracdo irredutivel, entdo b — a é igual a
a)l

b) 2

c)3

d) 4

24. (EEAR/2013)
Sendotgx = %e sen x = u, uma maneira de expressar o valor de cos x é
a)t
u
b) "
cu-t

du+t

25. (EEAR/2012)

Sejam as sentencas:

|- periodo p = m;

[I-dominio D = R;

lll- conjunto imagem Im = [—1,1].

Em relacdo a fungdo tangente, é (sdo) verdadeira(s) a(s) sentenca(s)

a) l.

b) 11l
c)lell
d) Il e lll.

26. (EEAR/2011)
Um arco de circunferéncia de 5?” rad pode ser dividido em arcos de 30°

a)6
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b) 5
c)4
d)3

27.(EEAR/2011)

secy

Seseny = me cosy = n, ovalor de
cossecy

a)m.

b) n?.

c) mn.

m
d) —.
) n

28. (EEAR/2011)
SeA =tg120°e B = tg240°, entdo

a)B=A
b)B=-A
c) B =2A
d)B= —24A

29. (EEAR/2011)
Se cosx = ge senx > 0, entdo sen 2x é

45
a) T
245
b) =
543
C) T

d)?

30. (EEAR/2010)

. . pe ~ tgx+cotgx
Simplificando-se a expressao £IT0ET
cossecx

a) cossecx
b) cos x

c)secx
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d) tgx

31. (EEAR/2010)

Sesenx + cos2x = 1, entdo um dos valores de sen x é

a)l
1
b);
V2
C)?
d) -2

32. (EEAR/2010)

Seja x = 150°. Classifigue em verdadeira (V) ou falsa (F) cada uma das sentencas, a seguir
assinale a alternativa que apresenta o nimero de sentencas verdadeiras

V3
[) cosx = —
2
Il)sen2x <0
) tg>=2++3
a)o
b) 1
c)2
d)3

33. (EEAR/2010)
O valor de cos 15° é

V2—/2

2

b) 2;-\/§

)2 -2
d)2++/3

a)

34. (EEAR/2010)

2 cos 180°—xy sen 270°+y? sen 90°

Parax -y # 0, a expressao equivale a:

x2 cos 0°

y
a)x
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35. (EEAR/2009)

S3ao negativas, no 4° quadrante, as fungdes
a) seno, cosseno e tangente.

b) seno, cosseno e cotangente.

c) cosseno, tangente e secante.

d) seno, tangente e cossecante.

36. (EEAR/2009)
Considere as igualdades:
I-tg 10° = tg(—10°)
ll-tg 770° = —tg(50°)
lll- sen 250° = sen 20°
IV- sen 460° = sen 100°
O numero de igualdades verdadeiras é
a) 1.

b) 2.

c) 3.

d) 4.

37. (EEAR/2009)

Sejam a e b arcos do primeiro quadrante. Se a + b = 90°, entdo cos (a — b), em fung¢do de b,
éigual a

a)sen 2b

b) cos 2b
sen 2b
c)

2
d)

cos2b
2

38. (EEAR/2009)
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~ V3 V2 ~ .
Se x e y sdo arcos do 1° quadrante, senx = — ecosy =—, entdo o valor de cos(x +y) é
igual a
V2+V6
2

V3+V6
4

V2-V6
4

V3-6
2

a)

b)

c)

d)

39. (EEAR/2008)
Sel0<a< % esena = %, entdo sen 2« é igual a:

e
a)—
3

b) &
3

45

c)—
9

43
d) e

40. (EEAR/2008)

Os valores de m que verificam simultaneamente as igualdades senx =mecosx=1—m
pertencem ao intervalo

a) [-1,0[.
b) [0,1].
c) [1,3[.
d) [0,2].

41. (EEAR/2008)

Comparando-se tg 20°, tg 110° e tg 200°, obtém-se
a)tg20° = tg200° > tg 110°.

b) tg20° = tg200° < tg 110°.

c)tg20° < tg200° < tg110°.

d) tg20° < tg200° < tg110°.

42. (EEAR/2008)
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(seng—seng)-\@ i

O valor da expressao S
cosE+sen§

a)1—+2

b) 1 ++2
V3
C)?

d)?

43.(EEAR/2008)

~ tgx T 1,
O valor da expressao g—, parad < x <-esenx =-, é:
cossecx—1 2 3
1
a —
)4
1
b —
)2
V2
c)—
3
V2
d)—
8

44. (EEAR/2007)

Se0<x< %e tg x + cotgx = 3, entdo sen 2x é igual a:

(@) o Q
NIN WIN Wk N

=

45. (EEAR/2007)

i T
sen(;—x) 'COSS(?C(E—X)

Se<x < g' ey = cos(g—x)-tg(;—t—x) , entao y é igual a

a)tgx
b) cos x
c) secx

d) senx

46. (EEAR/2007)
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Dois angulos medem %n rad e i_: rad. O menor deles, em graus, mede
a) 30.
b) 40.
c) 50.
d) 60.

47. (EEAR/2007)

O conjunto imagem da fungdo f(x) = 3 + 5senx é
a) [—2,8].

b) [3,7].

c) [—1,5].

d) [0,4].

48.(EEAR/2007)

Seja x um arco do 1° quadrante. Se cos x = é, entao tg% =
N7

a)—
3

Ve
2

b)

3
d) =
49. (EEAR/2006)

Se2-senx+5-cosx=0e0<x<§,ent§ocosx=

229
a) ==
2+/29
b) =5
54/29
)=
5v/29
d) =5

50. (EEAR/2006)

O dominio da fungdo f(x) = 3 - tg (x + E) é:
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—

a){xeﬂzz|x¢§+kn,kez}
b) {x € R |x#Z+km k €2}
c){xER|x¢§+2kﬂ,kEZ}

d) {x € R|x # X+ 2kn k € 2}

51. (EEAR/2006)

O quadrante em que as fungdes seno, cosseno e tangente sdo, simultaneamente, crescentes é
o)

a) 1°.
b) 2°.
c) 3°.
d) 4°.

52. (EEAR/2006)

Sejam as medidas de arcos trigonométricos:

171 41T
- e rad e e rad;

[I- 1490° e —1030°

E correto afirmar que as medidas

a) em | sdo de arcos congruos.

b) em | sdo de arcos suplementares.
c) em Il sdo de arcos congruos.

d) em Il sdo de arcos complementares.

53. (EEAR/2006)

Sex € 1°Qecosx = g, entao cosg =
V5

a)—
4

b)
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54. (EEAR/2005)

Setga = §, entdo tg2a é

(@) O Q
~ ~— ~—

=

Blw Olw win Wik

55. (EEAR/2005)

Existirda x € R que satisfaca a igualdade sen x = 2k — 5 se, e somente se,
a) 1 <k <3.

b)1<k<4.

c)2 < k<4

d2<k<3.

56. (EEAR/2005)

sena+cosa sena—cosa

Sejasena - cos a # 0. Simplificando-se a expressao , Obtém-se
a)
b)
c)

d)

sena cosa
1

sen2a
1

cos 2a
2

sen2a
2

cos2a

57. (EEAR/2005)
Sendo sena = EeO <a< E,ovalorde tg(a +E) é
5 2 4
a)l
b) 7
1
C);

7
d)
58. (EEAR/2004)
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. 5 ~ ,
Seja x um arco do 1° quadrante. Se cossecx = p entao cos 2x é
4
a)—.
) 25
33
b) —.
25
21
c)—.
25

d) ;—Z

59. (EEAR/2003)

No circulo trigonométrico:

l.o arco 1%” rad pertence ao 2° quadrante.

II. o arco 1510° pertence ao 3° quadrante.

[ll. o arco — 137” rad pertence ao 4° quadrante.
A(s) assertiva(s) correta(s) é(sdo):

a) Il

b)lell

c)lelll.
d) 1, el

60.(EEAR/2003)

Se0<x< %, entdo a expressao tgg + cotgg é equivalente a:
a)2senx

b) 2secx

c)2cosx

d) 2 cossec x

61. (EEAR/2003)

~ 14+cotg%x , . yja ..
A expressao —f é idéntica a (ao)
1+tg“x
2

a)tg“x

b) sen? x

c) cotg? x

d) cos? x
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62. (EEAR/2003)
Sendo a — b = 30°, calculando y = (sena + cos b)? + (sen b — cos a)?, obtemos
a)l

2
b) 2
c)3
d)2+§

63. (EEAR/2003)

A expressdo trigonométrica cos? x — sen? x é igual a
a) 1 para todo numero real x.

b) —1 para todo nimero real x.

c) 2 cos? x — 1, para todo nimero real x.

4 , .
d) S para alguns numeros reais de x.

64. (EEAR/2003)

O produto (tgx) - (sen 2x) é igual a
a) sen® x

b) cos? x

c) 2 sen? x

d) 2 cos? x

65.(EEAR/2002)

Das afirmacoes:

l.cosx =vV1—senx

Il. sen 2x = 2senx cos x

lll. cos 2x = cos? x — sen? x

Sendo x um arco no circulo trigonométrico compreendido entre g e 1, conclui-se que:
a) a Unica falsa é |

b) a Unica falsa é Il

) a Unica falsa é llI

d) as trés sdo verdadeiras
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—

3 3 ~ ;.
Seatgx = Sem<x<-—, entdo o valor de cos x — sen x é igual a:

66. (EEAR/2002)

7
a)g
7
b) -2
1
C)E

d) —=

67. (EEAR/2002)
O sen% é igual ao
51
a) sen —
9
b) sen =
9
51
c) —sen—
9

4
d) — sen—
9

68.(EEAR/2002)

, A U s . .
Sef éumangulotalque 0 < 0 < S€o dobro do seu seno é igual ao triplo do quadrado de sua
tangente, entdo o valor do seu cosseno é

V3
a)?

b) &

2

V2
C)7

2
d) 3
69. (EEAR/2001)

. . s
Numere a segunda coluna de acordo com a primeira, sendo 0 < x < 3

(1) sen? 2x () 2cos®x
(2) 1+ cos2x () 2 senx cos x
(3) sen 2x () 1-—cos?2x
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(4) sen(g—x) () —senx

(5) sen(—x) () cosx

Lendo-se a segunda coluna de cima para baixo, a sequéncia correta é:
a)1,3,4,5,2

b)2,3,1,5,4

c)3,1,2,4,5

d)2,3,51,4

70. (EEAR/2001) [Adaptada]

senx+tgx

Em 0 < x < 2m, aexpressaoy = é tal que:

cosx+cotgx
a)y>OsomenteseO<x<§.
b)y<Osex¢k?n(kEZ)
c)y>Osex¢k7”(kEZ)

d)y<050mentesen<x<37n.

71. (EEAR/2001)
Setgx = —3, entdo tg4x éigual a:
3

a)—z

24

b) =
3
C)Z

d)?

72.(EEAR/2001)

A expressao 1:C:Zix é identicamente igual a:
a) cotgx

b) secx

c)senx

d) tgx

73. (EEAR/2000)
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O valor de (sen 112°30" 4+ cos 112°30")2 é:
V2

a)——
2

b)%

74.(EsPCEx/2018)

Considere o tridngulo com angulos internos x, 45° e 120°. O valor de tg?(x) é igual a

a)V3 -2

b) 4v3 — 7
)7 — 43
d)2—+/3
e) 2 — 43

75. (EsPCEx/2018)

Sendo M = arctg(x), N = arctg (i) e P =tg(M — N), o valor de 30P parax = 15 é:

224
a) —
30

b) =
c) 45
d) 224
e) 225

76.(EsPCEx/2014)

A populacdo de peixes em uma lagoa varia conforme o regime de chuvas da regido. Ela cresce
no periodo chuvoso e decresce no periodo de estiagem. Esta populacdo é descrita pela

expressdo P(t) = 103 (cos ((%) n)) em que o tempo t é medido em meses. E correto
afirmar que

a) o periodo chuvoso corresponde a dois trimestres do ano.

b) a populagdo atinge seu maximoemt = 6.

c) o periodo de seca corresponde a 4 meses do ano.
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d) a populacdo média anual é de 6000 animais.

e) a populacdo atinge seu minimoem t = 4 com 6000 animais.

77.(EsPCEx/2014)

O valor de (cos 165° + sen 155° + cos 145° — sen 25° + cos 35° + cos 15°) é
a)V2

b) -1

c)0

d) 1

1
E)E

78. (EsPCEx/2012)

Os pontos P e Q representados no circulo trigonométrico abaixo correspondem as
extremidades de dois arcos, ambos com origem em (1,0), denominados respectivamente «
e 3, medidos no sentido positivo.

)

N‘ﬁ =t

o

O valorde tg(a + p) é

3+/3
a) .

3-3
b) —

c)2++/3
d)2—-+/3
e)—1++3
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79. (EsPCEx/2011)

A funcgdo real f(x) esta representada no grafico abaixo. A expressdo algébrica de f(x) é:

Ly
1 . !;;”’ SRR
\ J /\ /\
Y Y
0
_EE_ 3T ST
2 2 2
-1
){—|senx|, sex <0
a |cosx|,sex =0
b){|cosx|, sex <0
|senx|,sex =0
){—|cosx|, sex <0
¢ | senx|,sex =0
d){|senx|, sex <0
| cosx|,sex =0
e) {senx, sex <0
cosx,sex =0
80. (EsPCEx/2011)
ec1320°

O valor numérico da expressao 2 —2-cos (5%”) + (tg 2220°)2 é:
a) —

b) 0

81. (EsPCEx/2011)

O cosseno do menor angulo formado pelos ponteiros de um reldgio as 14 horas e 30 minutos
vale
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N CEsy
2
(V2+1)
b) — =2
Q) (1+v2)
4
d) _ (\/E—\/E)
4
) (2+V3)
4

82. (EsPCEx/2010)

. ~ . sy N . 7m 47w 591
Considere a progressao aritmetica representada pela sequencla \ —,—,——, " ).

12" 60 ’ 60

Se todos os termos dessa PA forem representados num circulo trigonométrico, eles
determinardo nesse circulo os vértices de um

a) pentagono (5 lados).
b) hexdgono (6 lados).
c) octégono (8 lados).
d) decdgono (10 lados).

e) dodecdgono (12 lados).

83. (EsPCEx/2007)

N . ’ ~ . sy m 7T 5T N
Os termos da sequencia de niumeros em progressao aritmetica ;,E,?, correspondem as

medidas em radianos de arcos, que podem ser representados na circunferéncia trigonométrica
abaixo. Os pontos identificados por 0 a VII representam as medidas de arcos que dividem a
circunferéncia trigonométrica em 8 partes iguais, medidas no sentido anti-horario, a partir de
0.
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Nessas condicdes, o arco correspondente ao 13° termo da sequéncia, igualmente medido no
sentido anti-hordrio e a partir de 0, terad sua extremidade situada entre os pontos

a)lell
b) Il elll
c)lVeVlV
dVeVl
e)VIileO

84. (EsPCEx/2006)

c0s 15°+cos 75° sen 15°+sen 75°
sen 15° cos 15°

O valor da expressao é igual a:

a) 3
b) 4
c)5
d) 6
e)7

85. (EsPCEx/2005)

A fungdo f(x) = [sen 2x - (2 Cisx

com k inteiro. Nessas condicOes, pode-se afirmar que
a) f(2006) = f(2004) + £(2005).

b) £(2005) = f(2006) — 2f(2003).

c) f(2006) = f(2005) + f(2004) + f(2003).

d) f(2005) = f(2006) — £(2004).

e) f(2006) = f(2003) + f(2004) — f£(2005).

+ )] — sen 2x é definida para todo x real e x ¢ —
2senx

86. (EsPCEx/2003)

Considere as expressoes:
sen 30°-cos 150°
T tg210°
cotg 50°-sen93°
tg181°

COS x-cossecx
-——7-x Zn
secx-cotgx

senx-tgx T
V- Xy ¢ ]—, n[
cossecx 2
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Tém sempre valor negativo:
a)lell

b)lelV.

c) llelll.

d)lelll

e)lllelV.

87.(EsPCEx/2002)

2-3senx . . . ~
Sez = — pode-se afirmar que todos os valores de z que satisfazem essa igualdade estao

compreendidos em

a)—2<x< -1

88. (EsPCEx/2002)

Se o cosseno de um angulo de medida k é o dobro do cosseno de um outro angulo de medida
w, ambos pertencentes ao 1° quadrante, pode-se afirmar que todos os valores de w que
satisfazem essa condicdo pertencem ao intervalo

a) [0°,15°]

b) [15°,30°]
c) [30°, 45°]
d) [45°,60°]
e) [60°,90°]

89. (EsPCEx/2002)

;. ~ 131 11w ,

O valor numeérico da expressao Sel’lz . COSE e:
1
a —
) 2
1
b) =
)3
1
c -
)4
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d =
) 6

1
E)g

90. (EsPCEx/2001)

A cossecante do angulo da figura abaixo é:

o
b

N

91. (EsPCEx/2001)
Sao arcos congruos:
a) —730°e — =~ rad
12
b) 1640° e — - rad
c)350°e —Zrad
18
d) 1235° e = rad

e) 2000° e —4?” rad

92. (EsPCEx/2001)

5 T ~ ;.
Sesena = Sea € ];,n[, entdo o valor de tg a é igual a:

5
a)—E
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—

b) =
c)%
d) =
e)—%

93.(EsPCEx/2001) [Adaptada]
1 1

1+sen?x  1+cossec?x  1+cos?x

Para todo x € R — {kz—”k € Z}, simplificando a expressao

m, obtém-se o valor:

a)%
b) 1
c)3/2
d) 2
e)0

94. (EsPCEx/2000)

Sendo {k EZlex + k—n}, entdo 2 — 2iex é equivalente a:
4 tg2x

a) cos? x

b) sen? x

c) sec? x

d) cossec? x

e)l

95. (EsPCEx/2000)

Se y é a medida de um angulo 0°<y<30° o maior dentre os numeros
seny,cosy,sen’y,cos’yeseny-cosy é

a)seny
b) cosy
c) sen?y
d) cos?y

e)seny - cosy
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96. (EsPCEx/2000)

O valor de 3sen 10° - (tg 5° + cotg 5°) é igual a
a) 3

b) 2

c)3

d) 5

e)6

97. (EsPCEx/2000)

O numero de arcos existentes entre 0° e 1560° cujo seno vale % é
a)6

b) 7

c)8

d) 9

e) 10

98. (EsPCEx/2000) [Adaptada]

O dominio e imagem da fungdo f(x) =

a)R—{5}e[—-1,1]

sao, respectivamente,
5—-senx

oime]-L]

ame[t]

awelt]

e)R—(5}e|-1]

99. Exercicio de Fixagao
Num tridngulo retangulo ABC, a hipotenusa BC mede 10 cm e cos B = 0,6. Calcular a soma

dos catetos.

100. Exercicio de Fixagao
Num triangulo ABC tem-se BC = 6,ABC = 30° e BCA = 45°. Calcular a medida da altura
relativa ao lado BC.

101. Exercicio de Fixagao
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Obter M tal que cosx = %e senx = X1

102. Exercicio de Fixagao

Calcular secx sabendo que senx = iLbz,a >b>0.
a“+b

103. Exercicio de Fixagao

Simplifique:

y = (tgx — senx)? + (1 — cosx)? — (secx — 1)

104. Exercicio de Fixagao
Simplifique:
B cos*x — sen*x cossecx — senx
Y= tg*x secx — cosx
105. Exercicio de Fixacao

Prove as seguintes identidades:
a) tg(—2734°) = —tg 34°

b) cos (— 377”) = — (oS (277:)

106. Exercicio de Fixacao
Utilizando um triangulo retangulo de hipotenusa igual a 1 e um dos angulos agudos de medida

0 encontre tg (g) em fungdo de senos e cossenos.
107. Exercicio de Fixagao

Se y = 2 — 3senx, entdo o valor maximo que y assume quando variamos x em R é:
a)5

b) 1

c)3

d) -1

e)6

108. Exercicio de Fixagao

Sendo dado que senx + cosx = a, calcule:
a) senxcosx

b) sen*x + cos*x

c) sen®x + cos® x

109. Exercicio de Fixagao
senx—sen 1 ~ ..
Se m =2etgx = 7 entdo tgy é igual a:
a) 3
b)1/6
c)0
d) —4/3
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e) —3
110. Exercicio de Fixagao
Prove as identidades abaixo, validas para todo x onde as expressdes estdo definidas:
_+n2
a) — X _ 1 _ 2sen?x
1+tg<x

cosx—senx 1-tgx

b)

cosx+senx 1+tgx

111. Exercicio de Fixagao
Sabendo que tgx + secx = 3/2, calcular senx e cosx.

112. Exercicio de Fixagao
Sabendo que sen?x + senx = 1, provar que cos* x + cos? x = 1.

113. Exercicio de Fixagao

k . . .
Para x #+ 7”, k € Z, prove as identidades abaixo:
secx

—— = senx
tgx+cotgx
tgx—cotgx
e |
tgx+cotgx
114. Exercicio de Fixacao

Elimine o arco x na equacao:
{senx —Ccosx =a

cos2x =b

115. Exercicio de Fixagao
Verifique a seguinte identidade:

1 1 T
2arctg (§> + arctg (;) =7

116. Exercicio de Fixagao

Sabendo que 0 < x < m/2, analise as proposi¢des e classifique-as como verdadeiras (V) ou
falsas (F).

a)Se a + x = 2m, entdo, tgx = —tga
b)Sea+x = %, entdo, secx = cosseca

c) Sendo sen (g — x) = %, entdo, cos(m — x) = %

d) A fungdo f(x) = sen (x — g) + 2 é idéntica a fungdo g(x) = 2 — cosx

117. Exercicio de Fixagao

Sobre a fungdo f definida por f(x) = cos? x + cos? (g + x) + cos? (g - x), podemos afirmar
que:

a) f ndo é limitada.

b) f é constante.

c) f é injetora.
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d) f é impar.
e) f(x) = cos? x, para todo x real.

118. Exercicio de Fixagao
O valor numérico da expressao
13m 11n
, sen <E) cos (E)
E
a)1/2
b) 1/3
c)1/4
d)1/6
e)1/8

119. Exercicio de Fixagao
Prove que se A, B e C sao angulos de um triangulo, entao:
cos? A + cos? B + cos? C = 1 — 2cosAcosBcosC

120. Exercicio de Fixacao

Calcular a soma
T 5w o 331w
S = sen (—) + sen (—) + sen (—) + .-+ sen (—)

15 15 15 15
121. Desafio
Prove que:
(n) <2n>+ (3n) 1
cos|—=)—cos|— cos|—|) =—
7 7 7 2
122. Desafio

Calcular a soma abaixo, cujos arcos estdo em PG:
S = tga - sec(2a) + tg(2a) - sec(4a) + tg(4a) - sec(8a) + - + tg(2™ ta) - sec (2"a)

7. d 16.a
8. b 17.b
9. ¢ 18.d
10.a 19.c
11.c 20.a
12.c 21.d
13.a 22.d
14.c 23.a
15.a 24.c
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25.a
26.b
27.d
28.b
29.a
30.c
31.b
32.c
33.b
34.a
35.d
36.a
37.a
38.c
39.c
40.d
41.a
42.a
43.d
44.c
45.c
46.b
47.a
48.a
49.b
50.b
51.d
52.c
53.c
54.d
55.d
56.c
57.b
58.d
59.c
60.d
6l.c
62.c
63.c
64.c
65.a
66.d
67.coud
68.b
69.b
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70.c
71.d
72.a
73.c
74.c
75.d
76.a
77.c
78.d
79.a
80.d
81.d
82.d
83.d
84.d
85.e
86.b
87.c
88.e
89.c
90.d
91.c
92.a
93.d
94.c
95.b
96.e
97.d
98.c

99.5 = 14
100. h=3V/3-3
101. M=—-1ouM=2b

102. secx = * Zitzz

103. y=0

104. y = cos*x + cotg3x c
105. Demonstragao

106. Demonstragao
107. y=5

108. a)senxcosx =

a?-1

—a*+2a%+1
2
—3a*+6a%+1

b)sen*x + cos* x =

c) sen®x + cos® x =
109. e
110. Demonstragao

4
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111. senx =5/13 ecosx =12/13 117. b

112. Demonstragao 118. o

113. Demonstragao 119. Demonstragao

114. b? = a?(2 — a?) 120. S = sen (E)

115. Demonstracdo 121. Demonstrasgéo

116. a)Vb)Vc)FdV 129, S = tg(2"a) — tga

10. Lista de Questoes Comentadas

v

Simplificando a expressdo sen(2m — x) + sen(3m + x), obtém-se

7. (EEAR/2019)

a)senx
b) —sen x
c)2senx
d) —2senx
Comentdrios
sen(2m — x) + sen(3w + x) = sen(—x) + sen(wr + x) = —senx — senx = —2 sen x.
Gabarito: “d”.

8. (EEAR/2019)

Gabriel verificou que a medida de um angulo é i—z rad. Essa medida é igual a
a) 48°

b) 54°

c) 66°

d) 72°

Comentarios

Como m rad vale 180°, temos:

ST ad = > .180° = 54°
10 "% T 10 -

Gabarito: “b”.

9. (EEAR/2018)
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O valor de sen 1270° é igual a

a) —cos 10°
b) —sen 30°
c) —sen10°
d) — cos 30°

Comentarios
sen 1270° = sen(3 - 360° + 190°) = sen 190° = sen(180° + 10 °) = —sen 10°

Gabarito: “c”.

10. (EEAR/2018)

As fungdes f(x) = senx e g(x) = cos x, no segundo quadrante, sdo, respectivamente,
a) decrescente e decrescente

b) decrescente e crescente

c) crescente e decrescente

d) crescente e crescente

Comentarios

~ . s . s ) /
A funcdo seno atinge seu maximo em x = 2 ho inicio do segundo quadrante. Portanto, ela é

decrescente no segundo quadrante. A fungao cosseno também é decrescente, atingindo seu minimo
ao final do segundo quadrante, em x = m.

Gabarito: “a”.
11.(EEAR/2018)

O valor de sen(a + b) — sen(a — b) é igual a

a) sen 2a
b) cos 2a
c)2senb:-cosa
d) 2sena-cosb
Comentarios
sen(a + b) =senacosb + senb cosa
sen(a — b) =senacosb —senb cosa
Logo,
sen(a + b) —sen(a — b) = 2senb - cosa

Gabarito: “c”.

12.(EEAR/2017)
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SejaM = %, comx # %ﬂ k € Z. Utilizando-se as identidades trigonométricas, pode-
se considerar M igual a

a)senx

b) cos x

c)secx

d) cossec x

Comentarios

1 " 1
_ cossecx + secx _senx ' cosx _ senx + cosx _ senx + cosx
cotgx + 1 CoSX | 4 cos2x +senxcosx (cosx +senx):-cosx
sen x
1
= = secx
cos x

Gabarito: “c”.

13. (EEAR/2017)

Ao somar as medidas angulares 120° e 37” rad, obtém-se a medida de um arco pertencente ao
_____quadrante.
a) 1°
b) 2°
c) 3°
d) 4°
Comentdrios

Vamos transformar tudo para graus.

mrad = 180°
Logo:
3

3
= rad = =-180° = 270°
2 T4 T 5

Efetuandoasoma:y = a + f = 120° + 270° = 390° = 360° + 30° € ]0,90°[
Isto é, a soma y pertence ao primeiro quadrante.
Gabarito: “a”.

14.(EEAR/2016)

O valor de cos 735° é:
1
a)z

V3
b)T
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V2++/6
c) "

VZ+/6
8

d)

Comentarios
cos 735° = cos(2 - 360° + 15°) = cos 15° = cos(45° — 30°)
V2 V3 N V2 1 J6++v2
2 2

= c0s 45° cos 30° 4+ sen 45°sen 30° = -

2 4
Gabarito: “c”.

15. (EEAR/2016)

O valor correspondente ao cos 15° é
V2+/6

4

VZ+/3
2

a)

b)
c) ?

d) 1

Comentarios

VI3 N2 1 VB2
cos 15° = cos(45° — 30°) = cos 45° cos 30° + sen 45°sen 30° = > + > _—

1_
2 4

Gabarito: “a”.

16.(EEAR/2015)

Sesena -cosf = %e senf - cosa = 2, entdo sen (a + ) éigual a:
a) E—:

b) =

c) g

d) =

Comentarios

(@+p) = N _4+36_20+36_56
sen(a + ) =senacosf sen,b’cosoz—13 5= et &t

Gabarito: “a”.

17.(EEAR/2015) [Adaptada]
Ao simplificar a expressdo (1 + cos x)(1 — cos x), tem-se
a) 2
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b) sen? x
c) cos? x
d) 2 + cos?x
Comentarios
(14 cosx)(1 —cosx) =1 — cos?x = sen?x
Gabarito: “b”.
18.(EEAR/2015)

sen x-secx

Seja A = , com tg x # 0. Nessas condi¢des, o valor de A é

a)g
b) V2
c)2
d)1

Comentarios

1
senx - secx _ SeNX * = o x _tgx _ 1

tgx tgx tgx
Gabarito: “d”.

19.(EEAR/2015)

O valor de ;—Z rad em graus é:
a) 36

b) 38

c) 42

d) 46

Comentarios

Como m rad vale 180°, temos:

T ad = . 180° = 420
30 "% T30 -

Gabarito: “c”.

20.(EEAR/2014)

Dados sena = x,cosa = y,senb = ze cos b = w, entdo sen(a + b) é igual a
a)xw + yz

b) xz + yw

c)xy —wz
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d) xw — yz
Comentarios
sen(a + b) =senacosb + cosasenb = xw + yz

Gabarito: “a”.

21. (EEAR/2013)

senx-cosx

Se x é um arco do 1° quadrante,comsenx = aecosx = b,entdoy = ————
tg x-cos(m+x)

a)a
b) b
c)—a
d) —b
Comentarios
y= Senx-cosx _ Senx-cosx _ a-b __p
tgx - cos(m + x) iir;jz - (— cos x) %. (—b)

Gabarito: “d”.

22.(EEAR/2013)

Ao expressar 1%” rad em graus, obtém-se
a) 170°

b) 220°

c) 280°

d) 320°

Comentarios

Como i rad = 180°, temos:

16m  wd = 18 1800 = 320°
9 "¢ T -

Gabarito: “d”.

23.(EEAR/2013)

Sejam sen x = %, cosx = %e sen 2x = %. Se % é uma fracdo irredutivel, entdo b — a é igual a
a)l

b) 2

c)3

d) 4

Comentarios
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n2x = 2senx x—23 —2 b—a=25-24=1
= = ——_=e— D — — —
se se COoS 5T 55

Gabarito: “a”.

24.(EEAR/2013)

Sendotgx = %e sen x = u, uma maneira de expressar o valor de cos x é
a)t

b) =

cu-t

du+t

Comentarios
senx senx

CosSXx = =u-t

u
SeNX ~ tgyx 1
COS X t

Gabarito: “c”.

25.(EEAR/2012)

Sejam as sentengas:

|- periodo p = m;

[I-dominio D = R;

ll- conjunto imagem Im = [—1,1].

Em relacdo a funcdo tangente, é (sdo) verdadeira(s) a(s) sentenca(s)

a) l.

b) IIl.
c)lell
d) Il ell.

Comentarios

[-Verdadeiro.
;. kT
lI-Falso. Dominio D = R\ {x S ]R|7,k € Z}.

ll-Falso. Im = R. De fato, dadoy € R,3x € R| y = tgx. Tome x = arctgy, por exemplo.
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—3m/2 —m -2 wi2 ™ 3mi2

Gabarito: “a”.

26.(EEAR/2011)

Um arco de circunferéncia de 5?” rad pode ser divididoem __ arcos de 30°
a)6

b) 5

c) 4

d) 3

Comentarios

Como m rad = 180°, temos:
5

5
27 rad = 2-180° = 150°
6 ‘¢ T %

que pode ser dividido em (150°/30°) = 5 arcos de 30°.
Gabarito: “b".

27. (EEAR/2011)

secy
Seseny = mecosy =n,ovalorde
cossecy
a)m.
b) n?.
c) mn.
m
d) —.
) n
Comentarios
1
secy cosy seny m
cossecy 1 cosy n
seny

Gabarito: “d”.

28.(EEAR/2011)
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SeA =tg120°e B = tg240°, entdo

a)B=A
b)B=-A
c)B =2A
dB= —24A

Comentarios
B = tg240° = tg(360° — 120°) = tg(—120°) = —tg120° = —A
Gabarito: “b”.

29.(EEAR/2011)

2 - ,
Se cosx = Sesenx > (, entao sen 2x é

4[5
a) T
2v/5
b) =
5vV3
C) T
43
6

Comentarios

2
senx >0=>senx =+y1—cos?x= [1— 3

5 2
sen2x = 2senxcosx = 2 .£.—=

3 3
Gabarito: “a”.

30.(EEAR/2010)

. ops ~ tgx+cotgx
Simplificando-se a expressao £ es
cossecx

a) cossec x
b) cos x

c) secx

d) tgx

Comentarios
senx = CoSX

tgx + cotgX  osx T senx  Sen®x + cos®x 1
= = = = secx
cossec x 1 COoS X cos x
sen x

Gabarito: “c”.
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31.(EEAR/2010)

Sesenx + cos2x = 1, entdo um dos valores de sen x é

a) 1l
1
b)E
V2
c)—
2

a) -8

3

Comentarios

Usando a férmula de cosseno do arco duplo, cos2x = cos?x —sen’x =1 — 2sen®x =
2 cos? x — 1, ficamos com um polindmio do segundo grau em sen x.

senx +cos2x =1 senx + (1 —2sen’x) =1 2sen’x = senx

S senx(2senx—1)=0
1
senx = 0 ou senx=§

Gabarito: “b”.

32.(EEAR/2010)

Seja x = 150°. Classifigue em verdadeira (V) ou falsa (F) cada uma das sentencas, a seguir
assinale a alternativa que apresenta o numero de sentencas verdadeiras

[) cosx = A
2
Il) sen2x < 0
) tg>=2++3
a)o
b) 1
c)2
d) 3
Comentarios

) Falsa.

cosx = cos(180° — 30°) = cos 180° - cos 30° + sen 180° - sen 30° = — cos 30° = —

V3
2

Il) Verdadeira.

V3
sen 2x = sen 300° = sen(360° — 60°) = sen(—60°) = —sen 60° = — <0

[Il) Verdadeira.
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1
X senx sen 150° sen 30° 5
tgz =

1+cosx 1+cosl150° 1—cos30° " \/§=2—\/§
2

=243

Gabarito: “c”.

33.(EEAR/2010)

O valor de cos 15° é

V2-/2

2
2+/3
b) =
)2 -2
d)2++3

Comentarios

a)

O estudante poderia tentar ir pelo seguinte caminho (talvez ja tenha até decorado o
resultado), sem sucesso:

cos 15° = cos(45° — 30°) = cos 45° cos 30° + sen 45°sen 30° = .

I~
~| 3

Provavelmente o que a banca esperava era:

V3
’1+cos30° 1+5 V2+43
cos 30° = cos(2 - 15°) = 2cos?15°— 1 = cos 15° = 5 = 5 2 _ >

Gabarito: “b”.

34.(EEAR/2010)

2 cos 180°—xy sen 270°+y? sen 90°

Parax -y # 0, a expressao equivale a:

x2 cos 0°

Q
~

o o
Bl ®in wIR

—
><N|‘<
N

Comentarios
y? cos 180° — xy sen 270° + y?sen90° _ y? - (-1) —xy - (-1) +y*-1
x2 cos 0° x?-1
_ Y txy+yt oxy y
x? x

2

=
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Gabarito: “a”.

35.(EEAR/2009)

S3ao negativas, no 4° quadrante, as fungdes
a) seno, cosseno e tangente.

b) seno, cosseno e cotangente.

c) cosseno, tangente e secante.

d) seno, tangente e cossecante.
Comentarios

No 4° quadrante, o seno e a cossecante sao negativos, o cosseno e a secante sao positivos e
a tangente e a cotangente sdo negativas.

Gabarito: “d”.

36.(EEAR/2009)
Considere as igualdades:
I-tg 10° = tg(—10°)
ll-tg 770° = —tg(50°)
lll- sen 250° = sen 20°
IV- sen 460° = sen 100°
O numero de igualdades verdadeiras é
a) 1.

b) 2.

c) 3.

d) 4.

Comentarios

I- Falsa. A tangente é uma fung¢ao impar:

sen(—10° —sen(10°
(109 _ —sen(109) __ ..

cos(—10°) cos(10°)

tg(—10°) =

- Falsa.
tg 770° = tg(4 - 180° + 50°) = tg 50° # tg(—50°)
ll-Falsa.
sen 250° = sen(270° — 20°) = sen 270° cos 20° — sen 20° cos 270° = — cos 20° # sen 20°.
IV-Verdadeira.
sen 460° = sen(360° + 100°) = sen 100°

Gabarito: “a”.
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=

Sejam a e b arcos do primeiro quadrante. Se a + b = 90°, entdo cos (a — b), em fungdo de b,
éigual a

37.(EEAR/2009)

a)sen2b

b) cos 2b
sen2b
c)

2
d)

cos2b
2

Comentarios
cos(a — b) = cos(90° — b — b) = cos(90° — 2b) = sen 2b
Gabarito: “a”.

38.(EEAR/2009)

~ V3 V2 ~ .
Se x e y sdao arcos do 1° quadrante, senx = — ecosy =—, entdo o valor de cos(x + y) é
igual a
V2+/6
2

V3+V6
4
V2-V6
4

V3-V6

2

a)

b)

c)

d)

Comentarios

x e y do primeiro quadrante = cosx > 0eseny > 0

Logo,

cos(x +y) =cosxcosy —senxseny = —:———-

Gabarito: “c”.

39.(EEAR/2008)

T 2 ~ ;.
Se0 <« <Eesena =3 entdo sen 2a é igual a:

V3
a)?
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V5
b) —
3
45
c)—
9
43
d)=5

Comentarios

T 2\2 \/E
O<a<5=>cosa>0=>cosa=\/1—sen2a= 1—(§> =?

ol &
<&

wil N

sen2a = 2senacosa = 2 -

Gabarito: “c”.

40.(EEAR/2008)

Os valores de m que verificam simultaneamente as igualdades senx =mecosx=1—m
pertencem ao intervalo

a) [—1,0][.

b) [0,1].

c) [1,3[.

d) [0,2[.

Comentarios

1=sen’x+cos’x=m?*+(1-m)?=2m?-2m+1
o2m?-2m=0Sm=0oum=1
Perceba que {0,1} < [0,2[ apenas.
Gabarito: “d”.

41.(EEAR/2008)

Comparando-se tg 20°, tg 110° e tg 200°, obtém-se

a) tg20° = tg200° > tg 110°.

b) tg 20° = tg 200° < tg 110°.

c) tg20° < tg200° < tg 110°.

d) tg 20° < tg 200° < tg 110°.

Comentarios

tg 110° = tg(180° — 70°) = —tg70° < 0
tg200° = tg(180° + 20°) = tg20° > 0
Temos entao:

tg110° < 0 < tg200° = tg20°
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Gabarito: “a”.

42.(EEAR/2008)

(seng—seng)-ﬁ

O valor da expressao —
COSE+SGI’1§

a)1—+2

b) 1 + 2
V3
C)?

d)?

Comentarios

z

1 V2
(sen%—sen%}-\/? <§_7>°\/§
T T =1-+2
Ccos+ + sen= V3
2 3 0+7
Gabarito: “a”.
43. (EEAR/2008)
O valor da expressao tg—x, para 0 < x < Zesenx = l, é:
cossecx—1 2 3
)l
aly
1
b)E
V2
c)—
3
d) 2
8
Comentarios
1) 1
2 _sen’x  sen’x (§) g9 1
& X = ostx  1-senx 12 8 8
1-(3) 3
T
0<x<5=>tgx>0=>tgx=—
Logo,
V2 V2
tgx  tgx 7z 4 2
cossecx—1 1 _1_1_3—1_ 8
sen x 1
3

Gabarito: “d”.
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44.(EEAR/2007)

- —

Se0<x< %etgx + cotgx = 3, entdo sen 2x é igual a:

(@] O Q)
~ ~— ~—

=

i WIN Wk N

Comentarios

senx cosx sen®x + cos?x 1 2
3=tgx+ cotgx = = =7 = >
CosXx senx Sen x cos x 7-Zsenxcosx sen 2x
2
" sen 2x
Logo,
sen2x = —
Gabarito: “c”.
45.(EEAR/2007)
Vs Vs
sen|——Xx J)-cossec|——x
Se0<x<Z ey= (Zn) ,t(z ),entéoyéiguala
A Sy ey

a)tgx
b) cos x
c) secx
d) senx
Comentarios

Para facilitar as contas, seja a = g — X.

T T 1

sen (7 — x) + COoSsecC (7 - X) sen « - cossec seno sena 1 1

y= I3 I3 = = sena — = I3
T_ ). T_ cosa-tga ) sen a T_
cos (2 x) tg (2 x) 8 cosa - sen (2 x)
1
= = secx
cos(x)

Gabarito: “c”.

46. (EEAR/2007)

. A 21 51
Dois angulos medem o rad e s rad. O menor deles, em graus, mede
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a) 30.

b) 40.

c) 50.

d) 60.

Comentarios
2n_4m _sm
9 9 9

Como m rad = 180°, temos que

2 d _Z 180° = 40°
gTrad =g =

Gabarito: “b”.

47.(EEAR/2007)

O conjunto imagem da fungdo f(x) =3 + 5senx é

a) [—2,8].

b) [3,7].

c) [-1,5].

d) [0,4].

Comentarios
O conjunto imagem da fungdo f;(x) = senx é Im(f;) = [—1,1].
Multiplicando-se por 5, obtemos f,(x) = 5senx = Im(f,) = [-5,5].
Somando 3, obtemos f(x) = 3 + 5senx = Im(f) = [-2,8].

Gabarito: “a”.

48. (EEAR/2007)
Seja x um arco do 1° quadrante. Se cos x = é, entao tgg =
V7
a)—
3
b) L
2
V5
c)—
4
)2
5
Comentarios

. , . X
Existe uma formula muito boa para se decorar de tg>.
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X X X X
x seny 2sen;cosy sen2 -z sen x
tg—: = = =
2 cos% 2c052§ 1+c032-% 1+ cosx

Sabendo que o arco é do primeiro quadrante, o seu seno é positivo:

1\* 3V7
senx =+/1—cos?x = 1—(—) =5

8
Logo,

¥ v

X senx

to— = =
82 T 1+ cosx 1+1 3
8

Gabarito: “a”.

49.(EEAR/2006)
Se2-senx+5:-cosx=0e0 <x<§,ent§ocosx=

2v29
a) - 29

) 2
29
5v29

)=

g &
29

Comentarios

5
2-senx+5-cosx=0(:)2-senx=—5-cosx(=)tgx=—5

A segunda equivaléncia é possivel pois cosx = 0 = senx = 0, absurdo, tendo em vista que
sen? x + cos? x = 1. Prosseguindo:

o2 1 —cos®x 25 1—cos?x X 4 +2\/29

= e —=— & = — =+ —

& X cos? x 4 cos? x cos™x 29 cosx == 29
2v/29

Como0<x< g = cos x > 0, temos obrigatoriamente cos x = 5

Gabarito: “b”.
50. (EEAR/2006)

O dominio da fungdo f(x) =3 - tg (x +%) é:
a){xE]R|x¢E+kn,kEZ}
2

b) {x € R|x %+ km k €2}
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c){xER|x¢%+2kn,kEZ}

d){x € R|x # X+ 2kn k € 2}
4
Comentarios

O argumento da fungao tangente nunca pode ser g + km, para todo k € Z. Logo:

o ke x s it knke
X 4 2 T X 4 T,

Gabarito: “b”.

51.(EEAR/2006)

O quadrante em que as fungdes seno, cosseno e tangente sdo, simultaneamente, crescentes é
o)

a) 1°.
b) 2°.
c) 3°.
d) 4°.
Comentarios
1° quadrante:
senx > 0, crescente.
cosx > 0, decrescente (ja atingiu o maximo em x = 0).
tgx > 0, crescente.

2° quadrante:

.z . . s . Vs
sen x > 0, decrescente (ja atingiu o maximo em x = E)‘

cos x < 0, decrescente.

tgx < 0, crescente (apds passar de +00 para —o).
3° quadrante:

senx < 0, decrescente.

cosx < 0, crescente (ja atingiu o maximo em x = m).
tgx > 0, crescente.

4° quadrante:

31T

senx < 0, crescente (ja atingiu o maximo em x = 7).

cosx > 0, crescente.

tgx < 0, crescente. (apos passar de +0o para —oo).
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Pode-se perceber que todas as trés fungdes sdao crescentes simultaneamente no 4°
qguadrante.

Gabarito: “d”.

52.(EEAR/2006)

Sejam as medidas de arcos trigonométricos:

17 411
I-—rad e —rad;
8 8

[I- 1490° e —1030°

E correto afirmar que as medidas

a) em | sd3o de arcos congruos.

b) em | sdo de arcos suplementares.

c) em Il sdo de arcos congruos.

d) em Il sdo de arcos complementares.

Comentarios

17w T 411 b4 ~ . . o ~
- - = 21w + s€ 5 = 2-2m+ 5 + m = As marcagdes no circulo trigonométrico estarao

defasadas de m, sendo diametralmente opostas! Ndo sao arcos congruos nem suplementares.

[I- 1490° = 4 -360°+ 50° e —1030° = —3 - 360° + 50° = Marcacdes no mesmo local!
Arcos congruos, ndao complementares.

Gabarito: “c”.

53.(EEAR/2006)
Sex € 1°Qecosx = g, entao cosg =
V5
a)—
4
b) 2
8
V11
c)—
4
d) 2
8

Comentarios

3
COSX=2COSZ(§)—1=>COS(;)=i 1+;:osx 1-;§ \/1—1

I
-+
I
-+

~ |5
-

Comox €1°Q = g € 1°Q, temos cos (g) > 0 = cos (g) =

Gabarito: “c”.

54.(EEAR/2005)
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1 ~ ,
Setga = > entao tg 2a é

(@] O Q
— > —
Blw ©IW win Wk

=

Comentarios

Gabarito: “d”.

55. (EEAR/2005)

Existira x € R que satisfaca a igualdade sen x = 2k — 5 se, e somente se,

a)l1 <k <3.

b)1<k<4.

c)2 < k<4

d)2 <k <3.

Comentarios

x € R=>senx € [—1,1]. Logo, devemoster -1 <2k —-5<1< 2 <k < 3.
Gabarito: “d”.

56.(EEAR/2005)

. . are ~ sena+cosa sena—cosa ,
Sejasena - cos a # 0. Simplificando-se a expressao + , obtém-se
sena cosa
1
a)
senZ2a
1
b)
cos2a
2
c)
sen2a
2
d)
cos2a
Comentarios
sena + cosa N sena —cosa senacosa + cos?a + sen? a — sena cos a 1
sena cosa sen a cos a sena cosa
2 2

2senacosa senla
Gabarito: “c”
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57.(EEAR/2005)

Sendo sen « =§e0 <a <§,ova|ordetg(a+g)é

a) 1l
b) 7
1
C);
7
d)E
Comentarios
4 5 3
T sena ©
0<a'<5=>cosa'>O:»cosa=\/1—sen2a'= =§=>tg =cosa=%=1
5
Assim,
T
s tgattgzy 14tga 1tz 4+3
tg(‘HZ)_ T=1_tea . 3 4-3 '/
1—tga-tgz g 1

Gabarito: “b”.

58.(EEAR/2004)

Seja x um arco do 1° quadrante. Se cossecx = ;, entdo cos 2x é
a) %.

b) ==

c) %

d) .

Comentarios

5 2
CoSsecx = - = senx = —
2 5

2\% 17
cos2x = cos?’x —sen’x = (1 —sen?x) —sen?x =1—2sen’?x=1-2- (E) =25
Gabarito: “d”.

59.(EEAR/2003)

No circulo trigonométrico:
11m °
l.oarco e rad pertence ao 2° quadrante.

Il. o arco 1510° pertence ao 3° quadrante.
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13w °
lll. o arco - rad pertence ao 4° quadrante.

A(s) assertiva(s) correta(s) é(sao):
a) ll.

b)lell

c)lelll.

d)1, el

Comentarios

11w 3w n ’ . ra e
- = 21 + i Esse angulo representa uma volta completa no circulo trigonométrico, no

sentido hordrio, mais um angulo de %ﬂ rad. Como% < %ﬂ < 1, esse angulo pertence ao 2° quadrante
(Ponto A).

1510° =4 -360° + 70° = Esse angulo representa quatro voltas completas no circulo
trigonométrico, no sentido horario, mais um angulo de 70°. Como 0 < 70° < 90°, esse angulo
pertence ao 1° quadrante (Ponto B).

137w 51 n ~ , . Ces
-5 = —6m + Piind Esse angulo representa trés voltas completa no circulo trigonométrico,

. . , . . n 51 . , . 3T 51
no sentido anti-hordrio, mais um angulo de 5 rad no sentido hordrio. Como > < 5 < 2m, esse
angulo pertence ao 4° quadrante (Ponto C).

Gabarito: “c”.

60.(EEAR/2003)

Se0<x< g, entdo a expressao tgg + cotgg é equivalente a:
a) 2senx

b) 2secx

c)2cosx

d) 2 cossec x
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Comentarios

X X 2 X 2 X
X x Sseny Cosm  sens + cos 5 2 2
tg-+ cotg- = + = = =
g2 2 cosE senE sen£cosE ZsenfcosE (2 -E)
2 2 ) 2¢0°72 senle-3
= 2 coSsec X.

Gabarito: “d”.

61.(EEAR/2003)

2

A expressao 1HCOt8 ¥ & idéntica a (ao)
1+tg? x

a) tg? x

b) sen? x

c) cotg? x

d) cos? x

Comentarios

cos’x sen?x + cos?®x

2 14+ 2
1+cotg”x sen?x _ sen? x _cos“x )
2, 2y oo Ty T ez — cotgtx
1+tgex 14 Sen-x  cos X +sen‘x sen?x
cos? x cos? x

Gabarito: “c”.

62. (EEAR/2003)
Sendo a — b = 30°, calculando y = (sena + cos b)? + (sen b — cos a)?, obtemos

a)l

2
b) 2
c)3
d)2+§

Comentarios
y = (sena + cos b)? + (sen b — cos a)?
= (sen’a + 2senacosb + cos? b) + (sen? b — 2sen b cos a + cos* a)

= (sen? a + cos? a) + (sen® b + cos? b) + 2 - (sena cos b — sen b cos a)
1
=1+1+2-sen(a—b)=2+2-sen30°=2+2-§=3

Gabarito: “c”.

63.(EEAR/2003)
A expressdo trigonométrica cos? x — sen? x é igual a

a) 1 para todo numero real x.
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b) —1 para todo nimero real x.

c) 2 cos? x — 1, para todo numero real x.
4 , .
d) S para alguns numeros reais de x.

Comentdrios
Usando que sen? x + cos? x = 1, temos:
cos?x —sen?x = cos?’x — (1 —cos?x) =2cos?x —1Vx € R
Gabarito: “c”.
64.(EEAR/2003)
O produto (tgx) - (sen 2x) é igual a

a) sen® x
b) cos? x
c) 2 sen? x
d) 2 cos? x

Comentarios
sen x

(tgx) - (sen2x) = -2senxcosx = 2sen? x

CcoSs X
Gabarito: “c”.

65.(EEAR/2002)

Das afirmacoes:

l. cosx =+/1 —senx

Il. sen 2x = 2 senx cos x

ll. cos 2x = cos? x — sen? x

, . s, . . s .
Sendo x um arco no circulo trigonométrico compreendido entre JeTm, conclui-se que:

a) a Unica falsa é |

b) a Unica falsa é Il

) a Unica falsa é Il

d) as trés sdao verdadeiras
Comentarios

A raiz de qualquer niumero real positivo é positiva. Assim, se cos x = +/1 — sen x, conclui-se
. . s . .
que cos x = 0. Entretanto, o enunciado afirma que S <x<moque implica que cos x < 0. Dessa
forma, conclui-se por absurdo que a afirmativa | é falsa.

As afirmativas Il e lll s3o simplesmente as férmulas de arco duplo, que podem ser deduzidas
das féormulas de adicao de arcos da seguinte maneira:
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sen(a + b) =senacosb +senbcosaVa,b € R= sen2x = sen(x +x) = 2senxcosx
cos(a+b) =cosacosb —senasenbVa,b € R = cos2x = cos(x + x) = cos?x — sen? x

Gabarito: “a”.

66.(EEAR/2002)

3 31 ~ s .
Seatgx = Lem <x< 7 entdao o valor de cosx — sen x é igual a:

7
a)g
7
b)—g
1
C)E
1
d)—g
Comentarios
. 3 2 1—cos?x 9 16— 16c0s2 9 cos? 5 16 X
X=-= X=————=—= — 16c0s“x =9Cos“Xx = CoSs“ X = — = sen“x
& 4 & cos? x 16 25
1 2 )
=1—-—cos*x =—
25
Como ﬂ<x<37”, temos que cosx <0 e senx < 0. Logo, cosx = —% e senx = —g.
Portanto,

4 3 1
cosx —senx = —§—<——) = ——

Gabarito: “d”.

67.(EEAR/2002)

122w , .
0 sen——e¢ igual ao
51
a) sen—
9
41
b) sen—
9
51
c) —sen—
9
41
d) — sen——

Comentarios
122w — 1om+ 14w = 12m+2 41
g ~ Tt Tg T mT AT

Logo,

1227r_ ( 47r)_ <4n>
sen 9 = sen 5)= sen 9

41T 5w 41T 51 . .
Como 5 + 5= temos sen 5 = sen—. Portanto, existem duas alternativas corretas!
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Gabarito: “c” ou “d”.

68. (EEAR/2002)

, A s s . .
Sed éumangulotalque 0 < 0 < S€eo dobro do seu seno é igual ao triplo do quadrado de sua
tangente, entdo o valor do seu cosseno é

V3
a)?

b) 3

2

V2
C)?

d) 2

3
Comentarios

No intervalo aberto dado, cos @ # 0 # sen 8. Logo:

sen? 6

2senf = 3tg?0 & 2senfh = 3 - & 2cos?’0 =3senf © 2sen’O +3senf —2 =10

cos? 0
Resolvendo por Bhaskara:
A=b*—4ac=32—-4-2-(-2)=25

—btvA o _—3-5 g 3+5_1
oa seno = 4 ou senuo = 4 —2

Como devemos ter —1 < senf < 1, ficamos apenas com a segunda opg¢ao. Dessa forma,

senf =

como 6 estd no primeiro quadrante, temos que 6 = arcsen% = 30° = % = cosf = ?
Gabarito: “b”.
69.(EEAR/2001)

. . V3
Numere a segunda coluna de acordo com a primeira, sendo 0 < x < 3

(1) sen? 2x () 2cos?x

(2) 1 4+ cos2x () 2 sen x cos x
(3) sen 2x () 1-—-cos?2x
(4) sen(g—x) () —senx

(5) sen(—x) () cosx

Lendo-se a segunda coluna de cima para baixo, a sequéncia correta é:
a)1,3,4,5,2
b) 2,3,1,5,4
c)3,1,2,4,5
d) 2,3,51,4
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Comentarios
(1) sen®? a + cos? a = 1 Va € R = sen? 2x = 1 — cos? 2x (terceiro vazio).
(2) cos 2x = cos? x —sen®x = 2cos?x — 1 = 1 + cos 2x = 2 cos? x (primeiro vazio).
(3) sen(a + b) =senacosb +senbcosaVa,b € R
= sen 2x = sen(x + x) = 2 sen x cos x (segundo vazio).
(4) sen (g —X ) = sen (g + (—x)) = sengcos(—x) + sen(—x) cosg = cos(—x) = cos(x)
(pois a fungao cosseno é par; quinto vazio).
(5) A funcao seno é impar (quarto vazio).
Sequéncia: 2,3,1,5,4
Gabarito: “b”.

70.(EEAR/2001) [Adaptada]

Em 0 < x < 2m, aexpressaoy = SERXHEX 4 tal que:
cosx+cotgx
a)y>050mentese0<x<§.
km
b)y<05ex¢7(kEZ)
km
c)y>05ex¢7(kEZ)
3
d)y<050mentesen<x<7”.
Comentarios
k
Parax;t?n,kEZ
sen x 5 5 5
senx +tgx  Senx+ - sen’xcosx +sen’x sen®x (14 cosx)
y= cosX + cotgX  cosx + 23%  cos?xsenx +cos?x cos?x (1 + senx)
sen x
to? (1+cosx)
= x. —_—
& 1+ senx

Como senx, cosx < 1 (pois x # kz—n k € Z), temos que (1 + cosx), (1 + senx) > 0. Além
disso, tg? x > 0. Portanto, y é sempre positivo.

Gabarito: “c”.

71.(EEAR/2001)

Setgx = —3, entdo tg4x éigual a:

3
a)—z

24

b) — =
3
C)Z

88 Aula05- Trigonometria |
, www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So
Aula 05: IME 2021 e

24
d) ~
Comentarios
2tgx 2-(-3) -6 3
tg 2x = > = = — = —
1—tg?x 1-(-3)2 -8 4
2tg 2x 2- 24
tgdx = =—

23
1 —1tg?(2x) 1 (%)2 7

Gabarito: “d”.

72. (EEAR/2001)

~ 14cos2x , . . .
A expressao é identicamente igual a:
sen2x
a) cotgx
b) sec x
c) senx
d) tgx

Comentarios

Parta de cos2x =cos’x —sen’x =2cos’x—1=1—2sen’x, além de sen2x =
2sen x cos x. Temos:
1 + cos 2x 2 cos® x COS X

= = = cotg x
sen 2x 2senxcosx senx &

Gabarito: “a”.

73.(EEAR/2000)

O valor de (sen 112°30" + cos 112°30")? é:
V2

a)——
2

b)?

Comentarios

Sejaa = 112°30’. Queremos E = (sena + cosa)? = sen® a + cos®> a + 2sena cosa =
1 + sen 2a.

Mas sen 2a = sen(2 - 112°30") = sen(225°) = sen(180° + 45°) = —sen(45°) = —g.

Portanto, E = 1 + sen2a = %

& Aula05- Trigonometria |
, www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So
Aula 05: IME 2021

Gabarito: “c”.

74.(EsPCEx/2018)

Considere o tridngulo com angulos internos x, 45° e 120°. O valor de tg?(x) é igual a

a)\V/3 -2

b) 4v3 — 7
)7 — 43
d)2— 3
e)2 — 43

Comentarios
Todo triangulo tem a soma de seus angulos internos resultando em 180°:
180° = x + 45° + 120° < x = 15°.
V3

tg 45° — tg 30° 11— (3—\/§>.<3—\/§

tgx:tg(15)=tg(45 _30)=1+tg45°.tg30°=1+1.£= 3+\/§ 3—\/§

3
32443 —2-3v3 12-6V3
= > = =2—\/§
32 -3 6

Dessaforma,tg2x=(2—\/§)2=22+\/§2—2-2-\/§=7—4\/§.

Gabarito: “c”.

)

75. (EsPCEx/2018)

Sendo M = arctg(x), N = arctg (i) e P =tg(M — N), o valor de 30P parax = 15 é:

224
a)—
30

b) =

c) 45

d) 224

e) 225
Comentdrios

M = arctgx > x = tgM

N = t1 1—tN
— —_ s — =
AT B

1

tgM —tgN X—y 1 ( 1)

P =tg(M — N) = = == (x—=
8 ) =T g g .1 2%

X
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Parax = 15,P =

N |-

(15— =) =22 Logo, 30P = 224.
15 30

Gabarito: “d”.

76. (EsPCEx/2014)

A populagdo de peixes em uma lagoa varia conforme o regime de chuvas da regido. Ela cresce
no periodo chuvoso e decresce no periodo de estiagem. Esta populacao é descrita pela

expressdo P(t) = 103 (cos ((%) n)) em que o tempo t é medido em meses. E correto
afirmar que

a) o periodo chuvoso corresponde a dois trimestres do ano.

b) a populacdo atinge seu mdximoemt = 6.

c) o periodo de seca corresponde a 4 meses do ano.

d) a populacdo média anual é de 6000 animais.

e) a populacdo atinge seu minimoem t = 4 com 6000 animais.

Comentarios

Sempre que temos uma expressdo do tipo y(t) =a+ b - ftrig(c -t + d), onde a fungdo

trigonométrica ftrig = sen ou cos, o periodo da fungao y(t) é calculado por T = 2771

. ~ T , 2T 2T
Sabendo disso, a fungdo P(t), com ¢ = o tem periodo T = — =T = 12 meses (anual).
6
Como a fungdo base é uma fungao do tipo cosseno, ela cresce em metade desse periodo e decresce

na outra metade. Dessa forma, a resposta correta é o item a), ja que a metade de 12 meses sdo 6
meses = dois trimestres.

As outras alternativas estdo erradas:
A populagdo atinge seu maximoem t = 2 + 12k, k € Z, isto é, todo més de fevereiro.
O periodo de seca (estiagem) também corresponde a 6 meses do ano.

A populagcdo média anual é de 0 animais. Do jeito que a func¢ao foi construida, permite-se
populacGes negativas (o que acontece em t = 5, por exemplo?)

A populacdo atinge seu minimoemt =5 4+ 12k com —1000 animais.
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1000

200

600

400,

Gabarito: “a”.

77. (EsPCEx/2014)

O valor de (cos 165° + sen 155° + cos 145° — sen 25° + cos 35° + cos 15°) é
a)V2

b) —1

c)0

d) 1

e) %

Comentarios

Seja E a expressdao pedida. Podemos reescrevé-la da seguinte forma, agrupando termos
suplementares:

E = (cos 165° + cos 15°) + (sen 155° — sen 25°) + (cos 145° + cos 35°)
Usando que cos(180° — x) = —cos x e que sen(180° — x) = sen x, temos:
E = (—cos 15° + cos 15°) + (sen 25° — sen 25°) + (—co0s35°+ c0s35°) =0+0+0=0
Gabarito: “c”.

78. (EsPCEx/2012)

Os pontos P e @ representados no circulo trigonométrico abaixo correspondem as
extremidades de dois arcos, ambos com origem em (1,0), denominados respectivamente «
e f, medidos no sentido positivo.
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Ovalordetg(a +p) é
3+3
a)

3
3-/3
b) —

c)2++/3
d)2—+3
e)—1++3
Comentarios

Seja A o ponto (1,0). Entdo @ = AOP e B = AOPQ. Das propriedades do circulo
trigonométrico, temos:

V2 E[ﬂ ] m 3w

= — —_ =3 = _——_——= —

sen a > , 2,7r a=Tm 2 2
n  4nm

1 E[ 37'r]=> L
cosf = 2,,8 ™ p=m 3= 3

Portanto, tg(a + B) = tg (25") =tg (E - 27r) =tg (%) = tg(15°)

tg45° —tg30° 1_£ <3—\/§>.<3—\/§>

3 _
1+ tg45° - tg30° V3 \3+v3) \3-43
3

tg(15°) = tg(45° — 30°) =
1+1

2
32++v3 —2-3V3 12-6V3
= > = =2—\/3
32_,/3 6

Gabarito: “d”.
79.(EsPCEx/2011)
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A funcgdo real f(x) esta representada no grafico abaixo. A expressdo algébrica de f(x) é:

-hy

WATAYAR

5T
2

1

&
S

—|senx|, sex <0

3 |cosx|,sex =0

| cosx|, sex <0

{
{|senx| sex >0
¥
{

(=3

)

| cosx|, sex <0
| senx|,sex =0

(@)

)

| senx|, sex <0

d) | cosx|,sex =0

){senx, sex <0
cosx,sex =0
Comentarios

O grafico se assemelha ao de fungdes trigonométricas do tipo seno ou cosseno, ligeiramente
modificadas com modularizagdo. Observe que para x = 0, f(x) = 0 e parax < 0, f(x) < 0. Logo,
excluimos as alternativas b), d) e e) de nossa analise. Olhando para x = gtemos, pelo gréfico, que

f(x) = 0, o que esta de acordo com a alternativa a) e em desacordo com c).

Gabarito: “a”.

80. (EsPCEx/2011)

sec1320°

O valor numérico da expressao —2-cos (5%”) + (tg2220°)2 é
a) —

b) 0

Comentarios
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Vamos primeiro fazer a equivaléncia dos angulos para o intervalo (0°,360°]
1320° = 3 -360° + 240°

53m 5n
T =8.2m+—=8-360°+300°
3 3
2220° =6-360° + 60°
Logo,
1320° = 240° = ! = ! = ! = -2
Sec - e "~ c0s240° —cos60° 1
2
53m 1
cos (T) = c0s 300° = cos(360° — 60°) = cos 60° = 5
tg2200° = tg 60° = V3
Portanto, =22 _ 2. cos (53?”) + (tg2220°)? =—-1-1+3=1.

Gabarito: “d”.

81.(EsPCEx/2011)

O cosseno do menor angulo formado pelos ponteiros de um reldgio as 14 horas e 30 minutos
vale

2y (3)
2
(V2+1)
b) — 5
0 (1+v2)
4
5 652)
4
o) 43
4

Comentarios

Desenhando o relégio do problema, temos:
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6
No relégio, temos 12 horas. Cada hora possui um angulo de 30°:
360° 30°
12

No momento em que o ponteiro dos minutos percorre 30 minutos, o ponteiro das horas

percorrerd metade do angulo de cada hora:
30° 150
p="-=
Entdo, o angulo a é dado por:
a =3-30°+ 15°=105°
Queremos calcular o cosseno desse angulo:

cos 105° = cos(60° + 45°) = c0s60°c0s45° — sen60°sen45° =

V2—-vV6  V6-+2
4 4

>

V3
2

Y
S|

Gabarito: “d”.

82. (EsPCEx/2010)

. ~ . s a . 7T 47m 591
Considere a progressao aritmetica representada pela sequencia (E,E E' )

)

Se todos os termos dessa PA forem representados num circulo trigonométrico, eles
determinarao nesse circulo os vértices de um

a) pentdgono (5 lados).

b) hexagono (6 lados).

c) octégono (8 lados).

d) decdgono (10 lados).
e) dodecdgono (12 lados).

Comentarios
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~ , 591 471 121 27
AraziodaPAér=———=—=—,
60 60 60 10

, 21 . ~
Como 2m é uma volta completa e — = 10 € Z, temos que os pontos determinardao um

poligono regular de 10 lados.

Gabarito: “d”.

83. (EsPCEx/2007)

A . . ~ . L. m 7m 5w N
Os termos da sequencia de nimeros em progressao aritmetica E’E'?’ correspondem as

medidas em radianos de arcos, que podem ser representados na circunferéncia trigonométrica
abaixo. Os pontos identificados por 0 a VII representam as medidas de arcos que dividem a
circunferéncia trigonométrica em 8 partes iguais, medidas no sentido anti-horario, a partir de
0.

Nessas condicdes, o arco correspondente ao 13° termo da sequéncia, igualmente medido no
sentido anti-horario e a partir de 0, tera sua extremidade situada entre os pontos

a)lell
b) Il elll
c)lVeVlV
dVeVl
e)VIileO

Comentarios

N . ... b4 ~ 71T b4 T .
A sequéncia tem termo inicial a; = 3 erazaor = o3 = " Assim,

a3 =a,+13—-1)r
n_lOn 41

w
:>a13:§+12'z—T:271'+?

61
4

. , . . 41 5 41T
A55|m, a3 tera sua extremidade no mesmo pOI’ltO em que estaria a de ? Como T < ? <

(verifique!), a,5 esta entre V e V1.
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Gabarito: “d”.

84. (EsPCEx/2006)

c0s 15°+cos 75° sen 15°+sen75° , .
é igual a:

O valor da expressao
sen 15° cos 15°

a)3
b) 4
c)5
d) 6
e)7
Comentdrios

cos 15° 4+ cos75° sen15°+sen75° cos15°4sen15° sen15°4 cos15°
sen 15° + cos 15° - sen 15° * cos 15°
1 sen 15° 4+ cos 15°
sen 15°+ cos 15° 2 - sen 15°cos 15°)

= (sen 15° + cos 15°) - < ) = (sen 15° + cos 15°) - 2 - (

= (sen 15° + cos 15°)? -

= (sen? 15° + c0s?15° + 2 - sen 15° cos 15°) -

L (4]) 2o
sen30° 2/ 1

sen(2 - 15°) sen 30°

= (1 + sen 30°) -

Gabarito: “d”.

85. (EsPCEx/2005)
A fungdo f(x) = [sen 2x - (zcosx t S enx

com k inteiro. Nessas condicOes, pode-se afirmar que
a) f(2006) = f(2004) + £(2005).

b) £(2005) = f(2006) — 2f(2003).

c) f(2006) = f(2005) + f(2004) + f(2003).

d) f(2005) = f(2006) — £(2004).

e) f(2006) = f(2003) + f(2004) — f(2005).

Comentarios

2
, . k
)] — sen 2x é definida para todo x real e x # ?",

Desenvolvendo-se a expressao:

1 1 z sen x + cos x\1?
flx) = [sen 2x - ( + )] —sen2x = [sen 2x - ( )] — sen 2x

2coSx 2senx 2senxcosx

senx + cos x\1? 5
= [sen 2x - ( )] —sen2x = (senx + cosx)* — sen 2x
sen 2x

= (sen?x + cos?x + 2senxcosx) —sen2x = 1+ sen2x —sen2x = 1
Assim, f(2006) =1=1+4+1-1 = f(2003) + f(2004) — f(2005).
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Gabarito: “e”.

86. (EsPCEx/2003)

Considere as expressoes:

sen 30°-cos 150°

tg210°

cotg 50°-sen 93°
tg181°

COS X-COSSec x
m-——7—-—-—-x 271'
sec x-cotgx

senx-tgx T
IV- g,xe}m[
cossecx 2

Tém sempre valor negativo:
a)lell

b)lelV.

c)llelll.

d)lelll

e)lllelV.

Comentdrios

I-30° € 1°Q = sen 30° > 0,150° € 2°Q = cos 150° < 0,210° € 3°Q > tg210° > 0.
Assim, a expressdo E; resulta num valor negativo, pois E; = ®0E = (-).

)
lI-50° € 1°Q = cotg 50° > 0,93° € 2°Q = sen93° > 0,181° € 3°Q =tg 210° > 0. Assim,
a expressao Ej; resulta num valor positivo, pois E;; = (+2+§+) = (+).
lI- No intervalo x € ]37”, 27r[ =4°Q,E;; = C:::C;:Ziecx ) - = (+), isto é, E,;; € positivo.
gx (B
IV- No intervalo x € E,n[ =2°Q,Ey = S:ons::f; = (+()+() ) = (—), isto é, E;;; é negativo.
Assim, sdo negativos E; e Ejy,.
Gabarito: “b”.
87. (EsPCEx/2002)
Sez = H%, pode-se afirmar que todos os valores de z que satisfazem essa igualdade estao

compreendidos em

a)—2<x< -1

b)-1<x< —-
4
c)—lsycsE
4 4
d)o<x<>
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1
e)-<x< 2

4
Comentarios

Isolando-se a fun¢do trigonométrica, temos:
2—4z
3

senx =

Assim, temos:

2—4z
—1<senx<1 & -1<

<1 -3<2-4z<3

5 -1
& -55 4751 ->22>2—
<-4z < 12227

Gabarito: “c”.

88. (EsPCEx/2002)

Se o cosseno de um angulo de medida k é o dobro do cosseno de um outro dngulo de medida
w, ambos pertencentes ao 1° quadrante, pode-se afirmar que todos os valores de w que
satisfazem essa condicao pertencem ao intervalo

a) [0°,15°]

b) [15°,30°]

c) [30°,45°]

d) [45°,60°]

e) [60°,90°]

Comentarios:

cosk =2-cosw
Como k € 1° quadrante, temos 0 < cosk <1< 0 < % -cosk < % Assim,

1
OSCOSWSE

Como w € 1° quadrante, devemos ter w € [60°,90°], visto que arccos0 = 90° e
arccos% = 60°.

Gabarito: “e”.

89. (EsPCEx/2002)

;. ~ 13m 11w ,
O valor numérico da expressao sen-—- - cos— &

Q
~

=z

BDIE Wik NR

(@)
~
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1
d) p
1
e) E
Comentarios
137 11w

T T
senﬁ . COSE = (— senﬁ) . (— CoS E)
_12 T n_l ( n)_l 71_1 1_1
=3 senlzcoslz—zsen 1 2sen6 > =7
Gabarito: “c”.
90.(EsPCEx/2001)
A cossecante do angulo da figura abaixo é:
N
3
(1]
N\

Comentarios
Seja B = 180° — a o angulo complementar. Da figura, tgf = Z > tga = tg(180° - B) =
—tgf = —% = cotga = —g = cossec’a =1+ cotg?a = %.
Como a € E,n[, sena > 0 = cosseca > 0. Logo, cossec a = g

Gabarito: “d”.

91.(EsPCEx/2001)

Sao arcos congruos:

a) —730°e — = rad
12
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b) 1640° e —%rrad
c)350°e —% rad
d) 1235° es?nrad
e) 2000°e — 4?” rad

Comentarios

1) Usando que m rad =|2) Fazendo a equivaléncia do | 2) Equivaléncia do outro valor
180°, temos: valor na primeira coluna para o
primeiro quadrante
T ad=-8"_ 5o | —15°> —15°+1-360° —730° - —=730°+ 3 - 360°
12 = 345° = 350°
_Tm ad = — 718 _ | —210° > —210°+1-360° 1640° - 1640° —4 - 360°
6 _ o — o
_210° =150 = 200
T rad= -2 _ _10° —-10°-> —10°+1-360° 350° - 350°+0-360°
18 18 = 350° = 350°
57 rad = 218% — 1500 150° - 150°+ 0-360° = 150° | 1235° - 1235°—3-360°
6 = 155°
_Am g = 18 | —240° > —240°+1-360° 2000° - 2000° -5 -360°
—240° ’ = 120° = 200°

Pode-se perceber que apenas no item “c” os angulos sdo trigonometricamente equivalentes.

Gabarito: “c”.

92.(EsPCEx/2001)

5 T ~ ;.
Sesena = Sea € ];,n[, entdo o valor de tg a é igual a:

a)—%
b) =
c)%
d) =
e)—%

Comentarios
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C
4
a=>5
2
B
0 2 4 6 2 10 ?2 14

T T 5 ~ .
Comoa € ];,TC[ e ﬁ S ]0, ;] esena = senﬁ = E' temos que ax e ﬂ Sao suplementares, Isto

é&,a+f =mnTemosquetga =tg(mr— ) = —tgf = _%_

Gabarito: “a”.

93.(EsPCEx/2001) [Adaptada]

1 1
1+sen?x  1+cossec?x  14cos?x

Para todo x € R — {kf,k € Z}, simplificando a expressao

v obtém-se o valor:

a)§

b) 1

c)3/2

d) 2

e)0
Comentarios

Dica de prova: como a expressao deve valer para todo x naquele conjunto, entao tente entrar

. ~ A
com um x qualquer do conjunto e calcule o valor da expressao! Exemplo com x = 30° = <

1 1 1 1
+ + +
1+sen?x 1+cossec?x 1+4+cos?x 1+ sec?x
ot o, ot ot 111 1 41 43
B 1,2 1\ 72 V3\ V3\2 5 5 7 775577
1+(§) 1+(§) 1+<7> 1+<7) 7! i 3
=14+1=2
Caso prefira uma solugdo genérica:
1 1 1 1 1 sen? x

+ = + = + =

1+sen?x 1+cossec?x 1+sen?x 14 1 1+sen?x 1+sen?x
sen? x
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1 1 1 1 1 cos? x
1+cos?2x 1+sec?x 1+ cos?x 14 1 1+cos?2x 1+ cos?x
2
cos? x
Logo, temos

1 1 1 1
4 + + =1+1=2
(1 +sen?x 1+ cossec? x) (1 +cos?x 1+ sec? x)
Gabarito: “d”.

94. (EsPCEx/2000)

Sendo {k Elex + k—"}, entdo 2 — 2tex é equivalente a:
4 tg2x

a) cos? x

b) sen? x

c) sec? x

d) cossec? x
e)l
Comentarios

2tgx
tg2x = = =1—tg2x(:>2——g=1+tg2x=sec2x

1—tg?x  tg2x tg2x
Pois,
) senx\2 cos?x + sen?x 1 )
1+tg x=1+( ) = 5 = S =sec’x
Cos x cos? x cos? x

Gabarito: “c”.

95. (EsPCEx/2000)

Se y é a medida de um angulo 0°<y<30° o maior dentre 0s numeros
seny,cosy,sen’y,cos’?yeseny-cosyé

a)seny

b) cosy

c)sen?y

d) cos?y

e)seny - cosy

Comentarios
0<seny<1l=sen’y<seny<1
0<cosy<l=>cos?y<cosy<1

Além disso, como 0° <y < 30°, ecomocosy <1,

Ccosy >seny > seny - cosy
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Portanto, cos y € o maior numero.
Gabarito: “b”.

96. (EsPCEx/2000)

O valor de 3sen 10° - (tg 5° + cotg 5°) é igual a
a) %

b) 2

c)3

d) 5

e)6

Comentarios

sen5° cos5°
3sen 10° - (tg 5° + cotg 5°) = 3sen 10° - ( )

+
cos5° senb5°®

— 3 sen 10° 2sen?5° N 2 cos? 5° — 3sen10° 2(sen? 5° + cos? 5°)
- 2sen 2sen5°cos5° 2sen5°cos5°) sen 2 sen 5° cos 5° '

Usando a identidade fundamental da trigonometria e a férmula para seno do arco duplo,
temos que a expressdo acima é igual a

3 10° - ( ) =6
sen sen 10°

Gabarito: “e”.

97. (EsPCEx/2000)

O numero de arcos existentes entre 0° e 1560° cujo seno vale % é
a)6

b) 7

c)8

d)9

e) 10

Comentarios
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sen x

05

1560° = 4 - 360° + 120°. Assim, estamos dando quatro voltas no circulo trigonométrico e

. . V3 2 ~
avancando mais 120° além. Como sen 120° = - > ~€como, no segundo quadrante, a fungdo seno

. A . (2 .
é decrescente, temos que o angulo do segundo quadrante cujo seno é ~ € maior que 120°. Logo,

n . 2 . .
temos 2 angulos cujo seno é ~a cada volta (um no primeiro e outro no segundo quadrante) e mais

um ultimo angulo no primeiro quadrante, contido no intervalo [4 - 360°,4 - 360° + 120°), dando
um total de 9 arcos.

Gabarito: “d”.
98. (EsPCEx/2000) [Adaptada]

O dominio e imagem da fungdo f(x) = sdo, respectivamente,

a)R — {5} e [-1,1]

5—senx

oime]-L

c)[Re[l l]

6’4
TN
e)R—(5}e|-1]
Comentarios

O maior dominio para essa fungao é aquele que considera todos os nimeros reais, exceto
aqueles que zeram o denominador da expressao, pois ai a funcdo nao ficaria definida. Acontece que
se tivermos 5 — senx = 0, entdo sen x = 5, equacdo que ndo tem solugdo nos reais. Logo, nenhum
numero serd excluido e o dominio é todos os reais, isto ¢, Dom(f) = R.

Para a imagem, pensemos o seguinte (na primeira equivaléncia, faz-se o produto por —1):

—1<senx<lo-1<-senx<1©5-1<5-senx<54+41<4<5-—senx <6.
1

5—senx’

. , . , 1
Assim, como 5 — sen x esta entre 4 e 6, o inverso, que é f(x) = deve estar entre e
1 1, 1 1 . , 11

= Como - é menor, temos — < flx) < 7 1stoé, Im(f) = [E’Z]'

Gabarito: “c”.

88 Aula05- Trigonometria |
y www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So
Aula 05: IME 2021

99. Exercicio de Fixagcao
Num triangulo retangulo ABC, a hipotenusa BC mede 10 cm e cos B = 0,6. Calcular a soma
dos catetos.
Comentarios
Temos o seguinte triangulo:

C
10
A B
Usando os dados do enunciado:
B = AB
cosB = BC
0,6 AB AB =6
= — =
’ 10

Aplicando a relagdao fundamental:
AB? + AC? = BC?
AC =4/10%2—-62=8
A soma dos catetos é dada por:
S=AB+AC=6+8=14
Gabarito: S = 14

100. Exercicio de Fixagao
Num tridngulo ABC tem-se BC = 6, ABC = 30° e BCA = 45°. Calcular a medida da altura
relativa ao lado BC.
Comentarios
Temos o seguinte triangulo:
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A C

Queremos calcular h. Perceba que o triangulo ADC é isdsceles:
DAC + 45° + 90° = 180° = DAC = 45°
Assim, podemos afirmar que x = h. Usando a razdo tangente no tridngulo ADB:

h (6 — V3 6v3
tg(30°) = ——=sh=——""=(3+V3)h=6V3=>h = =3v3-3
9309 = — 3 ( ) =
Gabarito: h = 3v/3 — 3
101. Exercicio de Fixacao

VM+1

1
Obter M tal que cosx = o & senx =

Comentadrios
Usando a relacao fundamental, obtemos:
sen’x + cos’x =1

M+ 1 1
w2 Tt
M?-M-2=0

As raizes sdo dadas por:

= ! i‘z\/§ =—1ou?
Gabarito:M = —-1ouM =2
102. Exercicio de Fixagao
Calcular secx sabendo que senx = —opz’ @ >b > 0.

Comentarios
1 N ~
Sabemos que secx = p— Entdo, devemos calcular cosseno. Usando a relagao fundamental:
sen?x + cos?x =1

cosx = ++/1 — sen?x

2ab \?
a* + 2a?b? + b* — 4a?b?
cosx =+ (@ 1 b2)?
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Assim, o secante é dado por:

a® + b?
secx = * b2
2 2
Gabarito: secx = + Z:ZZ
103. Exercicio de Fixagao

Simplifique:
y = (tgx — senx)? + (1 — cosx)? — (secx — 1)
Comentarios
Vamos desenvolver a expressao:
y = tg?x — 2tgxsenx + sen’x + 1 — 2cosx + cos? x — (sec? x + 1 — 2secx)
Usando a relacdo tg?x = sec? x — 1, temos:

y = sec’ x — 1 — 2tgxsenx + sen®x + cos* x + 1 — 2cosx — sec” x — 1 + 2secx
1

y = —2tgxsenx — 2cosx + 2secx
2sen’x
y=—————2cosx +
coSx cosx

—2sen’x —2cos®*x + 2
-2

y= cosx
=>y=0
Gabarito: y =0
104. Exercicio de Fixagao
Simplifique:

cos*x — sen*x cossecx — senx

= +
y 1—-tg*x secx — cosx

Comentarios
Vamos simplificar a expressao, escrevendo tudo em funcao de seno e cosseno:

1
4y —sen*x oo — Senx
cos*x —sen*x  Sonx

y:

sen*x 1
1-— 7 — COSX
cos* x COSX
. . 1 — sen’x
cos*x —sen*x 1 —cos?x
cos*x COSX

. cosx(cos? x)
y=cos*x+—————=
senx(sen?x)
. cosix
Yy =cos*Xx + ——
sen3x
= vy = cos* x + cotg3x

Gabarito: y = cos* x + cotg3x

105. Exercicio de Fixagao
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Prove as seguintes identidades:
a) tg(—2734°) = —tg 34°

b) cos (— 377n) = —COS (2771)

Comentarios

a) Sabemos que os valores da razdo tangente repetem para cada k - 180° k € Z. Assim, vamos

encontrar o valor do arco congruente a —2734°:
tg(—2734°) = tg(—34° — 15-180°) = tg(—34°)
b) A funcdo cosseno repete seus valores para cada k - 2m, k € Z. Desse modo:
(-557) = cos (-m =) = eos(m = ) = - eos ()
cos Z = COS T 7 = cos|—T - )= cos 7

Gabarito: Demonstragao

106. Exercicio de Fixagao
Utilizando um triangulo retangulo de hipotenusa igual a 1 e um dos angulos agudos de medida

] N
0 encontre tg (5) em funcdo de senos e cossenos.
Comentarios

A figura inicial é dada por:

C
1
senf
(7]
A cost B

SE LIGA

NO BIzZU

Podemos estender o lado AB de forma a obter um triangulo isésceles BCD:
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senf

A cosf B D

Pelas propriedades do triangulo isdsceles, como BD = BC, temos D = € = a.
O angulo externo 6 é a soma dos angulos adjacentes € e D. Veja:
6+ [ ==
[S99]
at+a+p=m
9+(7T—(a+a)) =T
0 =2a

a=§

Assim, temos a seguinte figura:
C

senf

A cost B 1 D

Podemos escrever:
7] senf

tg (2) " 1+cosh
Gabarito: Demonstragao
107. Exercicio de Fixagao
Se y = 2 — 3senx, entdo o valor maximo que y assume quando variamos x em R é:
a)5
b) 1
c)3
d) -1
e)6
Comentarios
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Sabemos que a imagem da func¢ao seno é dada por:
—1<senx <1

Entdo, o valor maximo que y assume ocorre quando senx é minimo, isto é, senx = —1
y=2-3(-1)=5

Gabarito: y =5
108. Exercicio de Fixagao
Sendo dado que senx + cosx = a, calcule:

a) senxcosx
b) sen*x + cos*x
c) sen®x + cos® x
Comentarios
a) Podemos elevar a equagao dada ao quadrado:
(senx + cosx)? = a?
sen?x + cos? x + 2senxcosx = a?

1
1 4 2senxcosx = a?

a?—1
senxcosx = ———

b) Vamos escrever a relacdo como um quadrado perfeito:
sen*x + cos* x = sen*x + cos* x + 2sen®xcos?x — 2sen’xcos*x

2
) — 2(senxcosx)?

sen*x + cos*x = (senzx + cos? x
1

Substituindo o valor calculado de senxcosx:

a? —1\°
sen4x+cos4x=1—2<T>
2(a* —2a®* +1
sen*x +cos*x =1 — ( 2 )
. A —a*+2a*+1
sen*x + cos*x = >

¢) Usando a fatoracao cldssica:

sen®x + cos® x = (senzx + cos? x) (sen*x — sen?xcos?x + cos* x)

1
Substituindo os valores de senxcosx e sen*x + cos* x, obtemos:

6% + cos® _—a*+2a*+1 a? -1\’
sen®x + cos® x = > 5
—2a*+4a*+2 (a*—-2a%>+1)

6 6

sen°x + cos° x =
4 4

—2a*4+4a*+2—-a*+2a*-1

sen®x + cos® x = 2
—3a*+6a*+1

sen®x + cos® x =

. a“—1 —a*+2a2+1 —3a*+6a%+1
Gabarito: a) senxcosx = —— b) sen*x + cos* x = — 9 sen®x + cos® x = —
109. Exercicio de Fixagao

88 Aula05- Trigonometria |
, www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So
Aula 05: IME 2021 e

senx—seny 1 ~ ;.
Se ———=2etgx = -, entdo tgy é igual a:
cosx—cosy 9 3’ gy el

a)3
b)1/6
c)0
d) —4/3
e) -3
Comentarios
Podemos usar o tridngulo:

cC

B
A 3

BC foi obtido usando o teorema de Pitagoras:
BC? = AC? + AB*
BC =V1+9=+v10

Assim, temos as seguintes razoes:

1
senx = —
V10

3
COSX = —
V10

Substituindo os valores na expressao, obtemos:
senx — seny

COSX — COSY
senx — seny = 2(cosx — cosy)

1
—— — seny = — — 2¢0S
vio YT V1o Y
5
2coSsy — seny = —
y y 10
Dividindo a equagdo por cosy:
2ty = 5 1
9y = V10 cosy
5
2 —tgy = —sec
gy J10 y

Elevando a equagdo ao quadrado e usando a relagdo sec’? y = 1 + tg?y:

25
4 + tg?y — 4tgy = 0 (1 +tg%y)
8 + 2tg*y — 8tgy = 5 + 5tg*y
3tg’y +8tgy—3=0
Encontrando as raizes:
—4++25 _ 1

—3ou—

t =
gy 3 3

Ndo podemos ter tgy = 1/3, pois:
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1 1 3
tgy = - = seny = — = c0Sy = —
9y 3 y 7o y 10

senx —seny 0

= — (valor indeterminado)
cosx —cosy 0
Portanto:
tgy = —3
Gabarito: “e”.
110. Exercicio de Fixagao
Prove as identidades abaixo, validas para todo x onde as expressdes estdo definidas:
1-tg?x
a) 1+ti2x
cosx—senx 1-tgx
b) cosx+senx - 1+tgx
Comentarios
a) Vamos escrever a tangente em fungcao do seno e cosseno:

1-sen?x

e 1 sen’x X
1-tg°x 7" CosZx _ COs’x —senx

=1 — 2sen’x

— = 5= = > —=1—2sen’x
1+tg=x 1 4 Sen'x COS“ X + sen“x
cos? x 1
b) Vamos dividir a expressdo a esquerda por cosx:

senx

cosx —senx 1— cosx 1—tgx

cosx +senx 143X 14 ¢tgx
cosx

Gabarito: Demonstragao

111. Exercicio de Fixagao

Sabendo que tgx + secx = 3/2, calcular senx e cosx.
Comentarios

3
tgx + secx = 5

. 3
gx = — secx

Elevando a equagdo ao quadrado, obtemos:
2 9 2
tgx =77 3secx + sec“ x
Usando a relagdo sec? x = 1 + tg2x:

2 9 2
sec x—1=Z—SSecx+sec X

3 _9+1
secx = 7
113
cosx 12
12
cosx = =

Testando os valores:
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b 133
9XT1273
t _5>0
9* =712

Como a tangente é positiva, temos que o seno deve ser positivo:

cosx >0=>senx >0

5
SoSenx = —

13
Gabarito: senx = 5/13 e cosx =12/13
112. Exercicio de Fixagao
Sabendo que sen?x + senx = 1, provar que cos* x + cos? x = 1.
Comentarios
Vamos calcular o valor da expressdo cos* x + cos? x:
cos* x + cos? x = cos? x (cos?x + 1)
Usando a relagdao fundamental:
cos*x + cos?x = (1 — sen?x)(1 — sen?x + 1)
cos* x + cos? x = 2 — sen®x — 2sen®x + sen*x
cos* x + cos? x = 2 — 3sen?x + (sen?x)?
Usando o dado do enunciado:

sen’x = 1 — senx
= cos*x + cos?x = 2 — 3(1 — senx) + (1 — senx)?
cos*x + cos?x = 2 — 3 + 3senx + 1 + sen?®x — 2senx
= cos* x + cos? x = sen?x + senx = 1
Gabarito: Demonstragao

113. Exercicio de Fixagao

k . . .
Para x # 7”, k € Z, prove as identidades abaixo:
secx

———— = Senx
tgx+cotgx
tgx—cotgx

) =———= = 2sen?x — 1
tgx+cotgx

Comentarios
a) Vamos simplificar a expressao:

secx
tgx + cotgx
Escrevendo tudo em fung¢ao de seno e cosseno:
1 1
COSX _ COSX _ 1 _cosxsenx ~ senx
SenX | COSX ~ senZx + cos’x  cosx 1
cosx = senx COSXSEnx
b) Simplificando a expressao:

tgx — cotgx
tgx + cotgx

Escrevendo tudo em fung¢ao de seno e cosseno:
senx cosx sen’x — cos?x

COSX Senx cosxsenx 2 2 2
= =sen“x — (1 — sen“x) = 2sen“x — 1
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Gabarito: Demonstracao
114. Exercicio de Fixagao
Elimine o arco x na equacao:

senx — cosx = a
{ cos2x =b
Comentarios
Analisando a segunda equacao, temos:
cos?x —sen?x =b

<cosx — Senx> (cosx + senx) = b

—-a
b
cosx + senx = ——
a

Somando a equag¢ao acima com a primeira equagao do sistema, temos:

b

2senx = a——
a

a’?—>b

2a
Substituindo o valor do seno na primeira equacao:

COSX = senx — a

Senx =

a’?—>b
cosx = —a
2a
—a’*—-b»b
cosx = —
2a

Usando a relacao fundamental:
sen?x + cos?x =1

a2 —b\° [—a®-b\
— ") =1

(%) + (%)

2a* + 2b? = 4qa?

b? = a?(2 — a?)

Gabarito: b? = a?(2 — a?)
115. Exercicio de Fixagao
Verifique a seguinte identidade:

1 1 T
2arctg <§> + arctg (;) = 1

Comentdrios
Fazendo a = arctg G) ef = arctg (%), temosparaa,B €| —n/2,m/2[:

tga =

N RrW =

tgp =
Vamos calcular o valor da seguinte expressao:
tg(2a) + tgB
tg(2 =
9GP = fgGaigs

Calculando tg(2a):
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1
2tga 2 (g) 3
tg(2 = = = —
9@2a) 1-—tg%a 1_1 4
9
Substituindo os valores na expressao:
3 1 25
— + — —_—
tg(2a+ﬁ)=(4T7)1=% 1
1-(3) (Z) 28
20+ = Z

Gabarito: Demonstragao

116. Exercicio de Fixagao
Sabendo que 0 < x < m/2, analise as proposigdes e classifique-as como verdadeiras (V) ou
falsas (F).
a)Se a + x = 2m, entdo, tgx = —tga
b)Sea+x = g, entdo, secx = cosseca
c) Sendo sen (E — x) = 5, entdo, cos(m — x) = 3
2 5 5

d) A fungdo f(x) = sen (x — g) + 2 é idéntica a fungdo g(x) = 2 — cosx
Comentarios

a) Verdadeira.

X=2n—a
sen(2m — a) sena
tgx = tg(2m —a) = cos(2m — ) - cosa ~tga
b) Verdadeira.
T
X = E —Qa
secx = sec (E — a) = ! Lt cosseca
2 oS (% _ a) sen(a)
c) Falsa.
sen(z—x) = CcoSx —E
2 B 5 ;
cos(m—x) = —cosx = —z

d) Verdadeira.
T T
fx) = Sen(x_f) +2= —Sen(E—x) +2=—cosx+2=g(x)
Gabarito:a)V b)V ¢)F d) V

117. Exercicio de Fixagao

Sobre a fungdo f definida por f(x) = cos? x + cos? (g + x) + cos? (g - x), podemos afirmar
que:

a) f ndo é limitada.

b) f é constante.

c) f éinjetora.

d) f é impar.
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e) f(x) = cos? x, para todo x real.
Comentarios

Desenvolvendo a func¢do, obtemos:

f(x) = cos?x + [cos (g) coSx — sen (g) senx]2 + [cos (g) cosx + sen (g) senx]

f(x) = cos? x + 2 cos? (%) cos? x + 2sen? (g) sen?x

2

2
1\2 V3
f(x) = cos?x + 2 <§> cos? x + 2 <7> sen’x

flx) = Ecos2 X -?I)- Esenzx

f(x)=§

Portanto, f é constante.
Gabarito: “b”.
118. Exercicio de Fixagao
O valor numérico da expressao

13m 11m

| o () o ()
E

a)1/2

b)1/3

c)1/4

d)1/6

e)1/8

Comentarios
Reescrevendo a expressao:

sen (n + 17T—2) * COS (n — %)

[=sen ()] [~ cos (53)]
BNEAWNES

sen (i) _1 @

6

=—-Sen

1
2 2 4

Gabarito: “c”.
119. Exercicio de Fixagao
Prove que se A, B e C sdo angulos de um triangulo, entao:
cos? A + cos? B + cos? C = 1 — 2cosAcosBcosC

Comentarios
Se A, B, C sdao angulos de um tridangulo, temos a seguinte relacao:
A+B+C=m
A=n—(B+0C)
Desenvolvendo a seguinte expressao:
cos? A + cos? B + cos? C
cos?(m — (B + C)) + cos? B + cos? C
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[— cos(B + C)]? + cos? B + cos? C
cos?(B + C) + cos? B + cos? C
[cos B cos C — senBsenC]? + cos? B + cos? C
cos? Bcos? C + sen’Bsen’C — 2cosBcosCsenBsenC + cos? B + cos? C
cos? Bcos?C + (1 — cos? B)(1 — cos? C) — 2cosBcosCsenBsenC + cos? B + cos? C
cos? Bcos? C + 1 — cos? B — cos? C + cos? B cos? C — 2cosBcosCsenBsenC + cos? B + cos? C
1 + 2 cos? B cos? C — 2cosBcosCsenBsenC
1 + 2 cos? B cos? C — 2cosBcosCsenBsenC
1+ 2cos B cos C (cosB cosC — senBsen(C)

1+ZCosBcosC<cos<B+C>>
N——

mT—A
1+ 2cos B cos C cos(mr — A)
1—2cosAcosBcosC

Gabarito: Demonstragao

120. Exercicio de Fixagao

Calcular a soma
= sen 1c sen 1c sen 1c sen 15

Comentarios
Temos a seguinte soma:

T 5 o 137
S =sen (—) + sen (—) + sen (—) + sen (—)

15 15 15 15
N (177‘[) N (21n> N (2571’) N (29n) N (337‘[)
sen 15 sen s sen 1s sen 15 sen 1c
. (n ) N (577) N (97‘[) N (13n)
= sen 1c sen 1c sen 1c sen 15
+ (2 13n)+ (2 9n)+ (2 5”)+ (2 7T)+ (2 +3ﬂ)
sen|2nm 1c sen| 2w 1c sen|2m 15 sen|\2m 1c sen| 2w 1z
) ) ) “senl) sen(3)
Os termos coloridos se cancelam, logo:
S =sen (E)
5
; — n
Gabarito: S = sen (5)
121. Desafio
Prove que:

(n) <2n> N <3n) 1
cos|=)—cos|{—|+cos|—) ==
7 7 7 2
Comentarios
Vamos aplicar Prostaférese na diferenca:
cos (E) — COoS (2—n> + cos (3—n>
7 7 7

= 250n () sen (12) + sen (5 — )

14 14 2 7
= 2sen (i—Z) sen (%) + sen (%)
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Colocando seno em evidéncia:

— sen(Z) [psen (22 + 1]

= Sen [2 Ccos (E — 3—n) + 1]
—Sen [Zcos(:)+1]
= sen (1”4) [COS (27n) + 15(@ + 1‘
| |

B
= sen (1”4) [COS (27ﬂ> + 2 cos? (g)]
= sen (171) cos (27n> + 2sen (171) cos? (;)

Agora, vamos escrever o seno dessa forma:

sen (g) = 2sen (1n4) cos (1n4)

Assim, temos:

= sen (171) cos (2771) + cos? (;)
Somando as fragdes:

_ sen () cos (5) cos (5) + sen (7) cos (7) cos (5)

- cos ( )
_gsen(7) cos () + 35en (7) cos (7)
T e
T s T s
= —2 - (%) [sen (7) cos ( - ) + sen (7> cos (7)]
Perceba que os termos em evidéncia sdo a soma do seno:
3T

B sen( = )

2 cos (14)
Usando a propriedade de arco complementar:

p Aula 05 — Trigonometria |

www.estrategiamilitares.com.br

Victor So

/
/
/
/



Professor Victor So
Aula 05: IME 2021

Gabarito: Demonstragao
122. Desafio
Calcular a soma abaixo, cujos arcos estao em PG:
S = tga - sec(2a) + tg(2a) - sec(4a) + tg(4a) - sec(8a) + -+ + tg (2" ta) - sec (2"a)
Comentarios
Geralmente, somatdrios nesse formato devem ser transformados em soma telescépica.
Vamos verificar se encontramos um padrdo. Analisando tga - sec(2a):

tga
t . 2 -9
ga-sec(2a) cos(2a)
Usando a seguinte identidade:
1—tg®a
cos(Za) = m

Temos:
tga(l + tg?a)

tga - sec(2a) =

1—tg?a
tga(2 — 1+ tg2a
tga - sec(2a) = g (l—tgzag )

2tga — tga(l — tg*a)

tga - sec(2a) =

1—tg?a
2tga
tga - sec(2a) = 1——59261 —tga

tga - sec(2a) = tg2a — tga
Portanto, temos o seguinte somatoério:
S =tg2a—tga + tg4a —tg2a + tg8a — tgha + -+ tg(2"a) — tg(2" 'a)
Os termos coloridos se cancelam, logo, temos o seguinte resultado:
S =tg(2"a) — tga
Gabarito: S = tg(2"a) — tga

11. Questoes de Provas Anteriores

a QESTORg
*

4

Seja f: [—1,1]—)[—%,%] a funcdo definida por f(x) = arcsen(x). Entdo, a soma

rof (cos (2—:)) éigual a

123. (ITA/2019)
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253
a)—m
162

b) 221

162

152
c)——m
81

d) -2
81
e)——m

162

124. (ITA/2019)

Considere um retangulo ABCD em que o comprimento do lado AB é o dobro do comprimento
do lado BC. Sejam M o ponto médio de BC e N o ponto médio de CM. A tangente do angulo
MAN éigual a

1
a) E

2
b) b

4
C)E

8
d)g

16
e)—
35

125. (ITA/2019)
Sejam a, b e ¢ trés nUmeros reais em progressao aritmética crescente, satisfazendo
cosa+cosb+cosc=0esena+senb + senc = 0.

Encontre a menor razdo possivel para essa progressao aritmética.

126. (ITA/2017)

. 1 3 |
O maior valor de tgx, com x = Sarcsen (g) exeE [0,;], é

(@] o Q
~ ~— ~
NP Wk &R

e 2
w N

p Aula 05 — Trigonometria |

www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So
Aula 05: IME 2021

127. (ITA/2016)
Setgx =V7ex € [T[, 3771], entdo sen(3x) éigual a
V14
a)——
8
b) Y2
8
V14
c)—
4

Nev
d) — =

Via
E)T

128. (ITA/2015)

Os valores de x € [0,27] que satisfazem a equac3do 2sen (x) — cosx = 1 sdo

a) arccos (i) ern
b) arcsen )

(5
c)arcsen (=) e
CHE

d) arccos

4
e) arccos (E)

129. (ITA/2014)

Sabendo que senx = ,a # 0eb # 0,um possivel valor para cossec(2x) — %tgx é

a?+b?

130. (ITA/2013)

cotgx—1

1 ~ ,
Se cos 2x = -, entao um possivel valor de
2 cossec(x—m)—sec(m—x)
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V3
3)7

b) 1
c)V2

d) V3
e)2

131. (ITA/2012)

e X—e*

X —-X

) + arccos (e _Ze ) = g} Entdo

Seja § = {x € ]R|arcsen(

a)s=o9

b) S = {0}

c) S = R*\{0}
d)S=R*

e)S =R

132. (ITA/2012)

Asoma )}_, cos(a + km), para todo a € [0, 27], vale
a) —cos(a) quando n é par.

b) —sen(a) quando n é impar.

c) cos(a) quando n é impar.

d) sen(a) quando n é par.

e) zero quando n é impar.

133. (ITA/2012)

. 2 “ L
Seja x € [0, 27] tal que sen(x) cos(x) = < Entdo, o produto e a soma de todos os possiveis
valores de tg(x) sdo, respectivamente,

a)le0
b)le>.
2
c)—1eO.
d)1eb.

e)—1le -2
2

p Aula 05 — Trigonometria |

www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So
Aula 05: IME 2021

134. (ITA/2011)

Entre duas superposi¢cdes consecutivas dos ponteiros das horas e dos minutos de um relégio,
o ponteiro dos minutos varre um angulo cuja medida, em radianos, é igual a

135. (ITA/2011)

a) Calcule (Cos2 (g) — sen? (g)) cos% — 2sen (5) cos (5) sen (17:))

b) Usando o resultado do item anterior, calcule sen (1 ) cos (5)

136. (ITA/2010)

A equagdo em x, arctg(e* + 2) — arccotg ( zxx 1) = %,x € R\{0}

a) admite infinitas solucdes, todas positivas.

b) admite uma Unica solugdo, e esta é positiva.
: R ~ . 5 3
c) admite trés solugdes que se encontram no intervalo | — >3 [.

d) admite apenas solucdes negativas.

e) ndo admite solugao.

137. (ITA/2010)

O valor da soma %5, sen (%) sen (), para todo @ € R, & igual a
a) 3| cos (=) - cosal

o) 3 [sen (555) = sen (55)

) |cos (555) = cos (555)]

)3 |cos (555) = cos (55)|

e) [cos (-%) - cosa]
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138. (ITA/2008)

O conjunto imagem e o periodo de f(x) = 2sen?(3x) + sen(6x) — 1 s3o, respectivamente,
a)[—3,3]e2m

b) [-2,2] e 2?”

c) [—\/Z \/E] eg

d)[-1,3]e>

e)[—1,3]e 2?"

139. (ITA/2008)

T T 7. ~ s . ~
Sendo [— ;,;] o contradominio da fung¢do arco-seno e [0, ] o contradominio da fung¢do arco-

cosseno, assinale o valor de

[aresen 0
cos |arcsen (5> + arccos ( 5)

140. (ITA/2007)

Assinale a opg¢ao que indica a soma dos elementos de A U B, sendo:

k*m
{xk sen<24>k ,}e

3k+5
B :{yk = sen? <%>k = 1,2}.

a)o
b) 1
c)2

d) (2 -2 ++3)/3
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e)(2+V2-+3)/3

141. (ITA/2004)

Considerando as fungdes

T
arcsen:[—1,1] - [_E'E e

arccos: [—1,1] - [0, 7],

Assinale o valor de cos [arcsen (g) + arccos (g)]
a)6/25

b) 7/25

c)1/3

d)2/5

e)5/12

142. (ITA/2004)
Prove que, se os angulos internos «, § e y de um triangulo satisfazem a equagdo:

sen(3a) + sen(3B) + sen(3y) = 0, entdo, pelo menos, um dos trés angulos a, 8 ou y é igual
a 60°.

143. (ITA/2003)

. s . ~ mT T
Considere os contradominios das fun¢des arco-seno e arco-cosseno como sendo [_E’E] e
[0, ], respectivamente.

Com respeito a fungdo f:[—1,1] —» [—g,%n], f(x) = arcsenx + arccosx, temos que:
a) f é ndo-crescente e impar.

b) f ndo é par nem impar.

c) f é sobrejetora.

d) f é injetora.

e) f é constante.

144. (ITA/2003)

Considere um quadrado ABCD. Sejam E o ponto médio do segmento CD e F um ponto sobre
o segmento CE tal que m(BC) + m(CF) = m(AF). Prove que cosa = cos2f3, sendo os
angulos @ = BAF e § = EAD.
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145. (ITA/2003)

Para todo x € R, a expressdo [cos(2x)]?[sen(2x)]?senx é igual a:
a) 27*[sen(2x) + sen(5x) + sen(7x)].

b) 2 *[2sen(x) + sen(7x) — sen(9x)].

c) 274[—sen(2x) — sen(3x) + sen(7x)].

d) 27*[—sen(x) + 2sen(5x) — sen(9x)].

e) 27 *[sen(x) + 2sen(3x) + sen(5x)].

146. (ITA/2002)

Seja f: R - P(R) dada por f(x) = {y € R;seny < x}.
Se A étalque f(x) = R,Vx € A4, entdo

a)A = [-1,1].

b) A = [a, ©),Va > 1.

c)A = [a,o),Va = 1.

d)A = (—o,a],Va < —1.

e)A = (—m,a],Va < —1.

147. (ITA/2002)

Se x,y ez sdo angulos internos de um triangulo ABC e senx = (seny + senz)/(cosy +
cosz), prove que o triangulo ABC é retangulo.

148. (ITA/2001)

Considere as fungdes
Fo =220 g =27
Se a é tal que h(f(a)) + h(g(a)) = /4, entdo f(a) — g(a) vale:
a)o
b) 1
c)7/4
d)7/2
e)7
149. (ITA/2001)

e h(x) = arctgx
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Sendo a e 8 os angulos de um tridngulo retangulo, e sabendo que sen?2f — 2cos2f = 0,
entdo sena é igual a:

a)V2/2
b) V2/2
c) V8/2
d) V8/4

e) zero

150. (ITA/2000)

Considere f: R - R definida por f(x) = 2sen3x — cos [x_Tn] Sobre f podemos afirmar que:
a) é uma funcdo par.

b) é uma funcdo impar e periddica de periodo fundamental 4.

c) é uma fungdo impar e periddica de periodo fundamental 4 /3.

d) é uma funcdo periddica de periodo fundamental 2.

e) ndo é par, ndo é impar e nao é periddica.

151. (ITA/1999)

Seja a€R com 0<a<m/2. A expressao [sen (%ﬂ + a) + sen (%ﬂ - a)] sen G — a) é
idéntica a:
) V2cotg?a
1+cotg?a
b) \/Ecotgza
1+cotg<a
V2

1+cotg?a

c)
1+3cotga

d) .
) 1+2cotga
1+cotga

152. (ITA/1999)
1

cos*x

Sex € [0,7/2[ é tal que 4tg*x =
a) V15/4
b) V15/8
c) 3v5/8

+ 4, entdo o valor de sen(2x) + sen(4x) é:
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d)1/2
e)l

153. (ITA/1996)

Seja @ um numero real tal que a > 2(1 + \/f) e considere a equacdo x> —ax+a +1 = 0.
Sabendo que as raizes reais dessa equacao sao as cotangentes de dois dos angulos internos de
um triangulo, entdo o terceiro angulo interno desse triangulo vale:

a) 30°

b) 45°

c) 60°

d) 135°

e) 120°

154. (ITA/1996)

Seja a € [0,%], tal que sena + cosa = m. Entdo, o valor de y = sen2a/(sen3a + cos® a)
sera:

a)

2(m?-1)
m(4-m?2)
2(m?+1
b) m((4+m2))
2(m?-1)
m(3-m?2)
2(m2-1)
m(3+m?2)

c)
d)

2(m?+1)

e) m(3—-m?2)
155. (ITA/1995)
Seja a fun¢do f: R — R definida por:
T T
a(x+z),sex <=

f) =497 4 %‘L’

—— —Ssenx,sex = —
2 x ’ 2

Onde a > 0 é uma constante. Considere K = {y € R; f(y) = 0}. Qual o valor de a, sabendo-
V3

se quef(;) €EK?

a)m/4

b)m/2
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om
d)m?/2

e) m?

156. (ITA/1995)

Um dispositivo colocado no solo a uma distancia d de uma torre dispara dois progéteis em
trajetorias retilineas. O primeiro, lancado sob um angulo 6 € (0, %), atinge a torre a uma altura

h. Se o segundo, disparado sob um angulo 26, atinge-a a uma altura H, a relacdo entre as duas
alturas sera:

a) H = 2hd?/(d? — h?)
b) H = 2hd?/(d? + h)
¢) H = 2hd?/(d? — h)
d) H = 2hd?/(d? + h?)
e) H = hd?/(d? + h)

157. (ITA/1995)
A expressdo senf /(1 + cosf), 0 < 6 < m, é idéntica a:

a) sec (g)

b) cossec (9)

2
c) cotg (g)
at0(2)

e) cos (g)

158. (IME/2020)

.1 T 3T 51 . . .
Seja o = Sen—-sen_-sen_. Determine b, onde b pertence ao conjunto dos nimeros

inteiros ndo nulos.

159. (IME/2019)

Os angulos 84, 0,, 05, ..., 01y s30 0s termos de uma progressao aritmética na qual 8, + 0,4 +
V3 s
075 + 699 = 7. O valor de sen(X1200,) é

a)—1
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b) — 2
2
c)0
d) 2
2

e)l

160. (IME/2017)

sen*a+cos

Calcule o valorde —————
sen®a+cos® a

4o

1
, sabendo-se que senacosa = =
22
a)—
21
23
b)—
22
25
c)—
23
13
d)—
12
26
e)—
25

161. (IME/2017)

cosx senx

= —1, calcule o valor de S.
cosy  seny

S_3cosy+cos3y+3seny—sen3y

CoS X sen x

162. (IME/2015)

Oslados a, b e c de um tridngulo estdao em PA nesta ordem, sendo opostos aos angulos internos
A, B e C, respectivamente. Determine o valor da expressao:

cos (A ; C)
cos (*5)

a)V2

b) 2

c) 2v/2

d)3

e) 4

163. (IME/2014)
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Seja f:R —» R uma funcdo real definida por f(x) = x? — mx. Sejam também a,b,c e d
numeros reais tais que:

a=sen ! (1) ;b =tan™! <E> ;c =cos™ ! (— 1) ed = cotg™! (— E)
- 3/ 4)" "~ 3) CET O\

A relagdo de ordem, no conjunto dos reais, entre as imagens f(a), f(b), f(c) e f(d) é
a) f(b) > f(a) > f(d) > f(c)
b) f(d) > f(a) > f(c) > f(b)
c) f(d) > f(a) > f(b) > f(c)
d) f(a) > f(d) > f(b) > f(c)
e) f(a) > f(b) > f(d) > f(c)

164. (IME/2014)

Sejam f(x) = sen(logx) e g(x) = cos(log x) duas fungdes reais, nas quais log x representa
o logaritmo decimal de x. O valor da expressdo f(x) - f(y) — % [g (i) —g(x- y)] é

a)4

b) 3

c)2

d)1

e)0

165. (IME/2014)

Sabe-se que uma das raizes da equacdo y? — 9y + 8 = 0 pode ser representada pela

~ 2 4 6xt... T ~ osXx
expressdo e(sen®xtsentxtsen®x+)In2 gando 0 < x < I, 0 valor da raziio ——>—
2 cosx+sen x

Observacdo: In 2 representa o logaritmo neperiano de 2.
V3-1

2
b)v/3 —1
c)V3

V341
2

e)V3+1

a)

d)

166. (IME/2013)

Assinale a alternativa que representa o mesmo valor da expressio [4cos?(9°) —
3][4 cos?(27°) — 3]:
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a) sen(9°)
b) tg (9°)
c) cos(9°)
d) sec(9°)

e) cossec (9°)

167. (IME/2012)

. 3T ~ , .
SEJa arcsenx + arcseny + arcsenz = 7, onde X,y € z Sa0 numeros reals pertencentes ao

9
x101.491014 ;101"

intervalo [—1, 1]. Determine o valor de x10% + 100 4 >100 _
a) -2

b) —1

c)0

d)1

e)2

168. (IME/2012)
O valor de y = sen70°co0s50° + sen260°c0s280° é:

a)V3
b)%?

V3
C)?

43

4

V3
e)?

169. (IME/2010)

. A ,1 11 11
Considere a sequéncia a; = Sts 5= [5+7

... Determine o produto dos 20 primeiros termos dessa sequéncia.

~

1 1
4=
2 2

N | =

170. (IME/2001)

Calcule o valor exato de:
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4 5
sen [Zarccotg (§)] + cos |2arccossec (Z)]

171. (IME/1997)

Se tga e tgb sdo as raizes da equacdo x* + px + q = 0, calcule, em func¢do de p e g, o valor
simplificado da expressao:

y = sen?(a + b) + psen(a + b) cos(a + b) + qcos?(a + b)
Considere p,q € Rcom g # 1.

172. (IME/1991)
Mostre que se num triangulo ABC vale a relacgao:
cos(B—C)
senA + sen(C — B) -

Entdo o tridngulo é retangulo com angulo reto em A.

tgB

173. (IME/1991)
Sejam A, B, C os angulos de um triangulo. Mostre que:

sen(2A) + sen(2B) + sen(2C) = 4senAsenBsenC

174. (IME/1989)
Provar que, se os angulos de um triangulo ABC verificam a relacao:
sen(4A4) + sen(4B) + sen(4C) =0

Entdo, o tridangulo ABC é retangulo.

12. Gabarito

GABARITO

123. b
124. ¢
125. 7Tin = 2m/3
126. b
127. b
128. a
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129. e
130. a
131. b
132. e
133. b
134. ¢
135. a)0 b)sen (110) cos (g) = i
136. b
137. a
138. ¢
139. b
140. c
141. b
142. Demonstragao
143. e
144. Demonstragao
145. b
146. b
147. Demonstracgao
148. d
149. ¢
150. b
151. a
152. b
153. d
154. ¢
155. d
156. a
157. d
158. b=28
159. d
160. b
161. S=4
162. b
163. d
164. e
165. a
166. b
167. c
168. d
V3 1
N
170. 17/25
171. y=gq

172. Demonstragao
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173. Demonstragao
174. Demonstragao

13. Questoes de Provas Anteriores Comentadas
ﬁQf/EsroEs

4

Seja f: [—1,1]—)[—%,%] a funcdo definida por f(x) = arcsen(x). Entdo, a soma

Yroof (cos (z—:)) éigual a

123. (ITA/2019)

253
a)—m
162
245
b)—m
162
152
c)——m
81
82
d——m
81
79
e) ——m
162

Comentarios

Vamos calcular o valor de cada termo:

Paran=0:
cos <§> =1>= f(1) = arcsen(1) = =
Paran=1:
21 1 1 1 s
COS<—) = —Eﬁf(—z) = arcsen(——) =-z
Paran=2:

~ T
Temos que usar a relagdo cosa = sen (5 — a):

<2n) (271) <T[ 27t> (n 27r) (n 271') T 27
— ] = — | = —_—_ = —_—— = —_—— = — — —
cos 32 cos 9 sen > 9 f | sen > 9 arcsen | sen

2 9

2 9
Paran=3:
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(Zn)_ (n 27t)=> (n 27I) _ (n 27t) o 2T
cos K = sen > 757 f | sen 5757 = arcsen | sen 57 57) ] =37 57

Paran =4:

(211)_ (n 21T)=> (n 21'[) _ (n Zn) T 2T
cos 34 = sen > 81 f | sen > 81 = arcsen | sen > 81 > 81

A soma desses valores nos da:
s=F (_E)J,(E_Z_”)J,(E_Z_”)Jr(z_z_”)_ﬁ
2 6 2 9 2 27 2 81) 162"

124. (ITA/2019)

Gabarito: “b”.

Considere um retangulo ABCD em que o comprimento do lado AB é o dobro do comprimento
do lado BC. Sejam M o ponto médio de BC e N o ponto médio de CM. A tangente do angulo
MAN é igual a

1
a) E
2
b) v
4
C) E
8
d) v
16
e)—
35
Comentarios

Pelos dados do enunciado e para simplificar nossos calculos, vamos escrever AB = 8L, BM =
2L e MN = L. Queremos descobrir 8 que é o angulo de MAN. Assim, temos a seguinte figura:

D C
’ .

t~

2L

A 8L B

Vamos aplicar a tangente nos triangulos ABM e AMN:
AABM:
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2L

1
tg(a) =8l 2

AABN:

3L 3
tgla+p) =—=—
glatp)=gr=g
Usando a férmula da soma da tangente:
tga +tgf 3
t = — = —
gla+5 1—tgatgf 8

Substituindo o valor de tg(a) na equagdo, obtemos:

1
L

tgB 8
1=

1+4tgh 3

4—tgh 8
8+ 32tgp = 12 — 3tgp
35tgp =12
Portanto, a tangente de MAN ¢é dada por:

4
tgh =3z

Gabarito: “c”.

125. (ITA/2019)
Sejam a, b e ¢ trés nUmeros reais em progressdo aritmética crescente, satisfazendo
cosa+cosb+cosc=0esena+senb + senc = 0.
Encontre a menor razdo possivel para essa progressao aritmética.
Comentarios
(a, b, c) é uma PA crescente, vamos escrevé-lo como (b —1,b, b + 1), com r sua raz3o.
Para as condi¢des do problema, temos:
cosa+cosb+cosc=0=cos(b—r)+cosb+cos(b+r)=0
Aplicando as transformacdes trigonométricas:
cosbcosr+senbsenr+cosb+cosbcosr —senbsenr =0

2cosbcosr+cosb=0=cosb(2cosr+1)=0
1
cosb =0oucosr = —3

sena +senb+senc=0=sen(b—r)+senb+sen(b+r)=0

senbcosr —senrcosb +senb +senbcosr +senrcosb =0

88 Aula05- Trigonometria |
, www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So
Aula 05: IME 2021

2senbcosr +senb=0=senb(2cosr+1)=0

1
senb =0oucosr = —3
Se cosb = 0, temos sen b # 0, logo, cosr = —1/2. Se sen b = 0, temos, analogamente,

cosr = —1/2.
Como a PA é crescente, devemos ter r > 0, desse modo:

1 T
cosr=—§=>r=7ti§+2k7t,kEZ

O menor valor possivel é:

T
rmin>0=>rmin=n_§=> Tmin =

|

. 2
Gabarito: 1, = 5

126. (ITA/2017)

. 1 3 ] ,
O maior valor de tgx, com x = Sarcsen (E) exE [0,;], é

(o} Q
~— —
NIR WlRwr &R

(@)
~

d)2
e)3
Comentarios

O bizu nessa questdo é usar a formula da tangente em fungado de seno e cosseno:

sen2x

tgx = ——————
9 1+ cos2x

O enunciado nos da:

= garesen(g
x—zarcsen =

3
= 2x = arcsen (E)
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2
4
3
sen2x = 3
4
coS2x = <
Substituindo em tgx, encontramos:
3 1
5
tgx =———=—
4 3
1+(5)

Gabarito: “b”.

127. (ITA/2016)

Setgx =\7ex€ [r[, 37“], entdo sen(3x) é igual a

V14
a)—?
V14
b)?
V14
C)T
d) -
V14
E)T

Comentarios
Devemos trabalhar com os angulos.
Usando a identidade sec? x = 1 + tg?x:

sec’x =1+ tg%x

=147
cos? x

1 7

cos?® x = 3 = sen’x = —
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Calculando sen(3x):
sen(3x) = sen(2x + x) = sen(2x) cos(x) + sen(x) cos(2x)
2sen(x) cos?(x) + sen(x)(1 — 2sen?(x))

= sen(3x) = 3sen(x) — 4sen3(x)

7 3T
Como senzx =-ex € |m,—|, temos:
8 2

|7 V14
Senx - g——T
3
sen(3x) = 3(— E) —4(— E)
4 4
sen(3x)———\/_+4 14 - g
sen(3x) = —Z\/ﬁ+1—6\/ﬁ
sen(3x)—126\/l_=g

Gabarito: “b”.

128. (ITA/2015)

Os valores de x € [0,27] que satisfazem a equacdo 2sen (x) — cosx = 1 sdo

a) arccos (E) emn
b) arcsen )

€
c)arcsen (—2) e
CHE

d) arccos

A

Jem

A equacdo possui seno e cosseno do mesmo angulo. Vamos eleva-lo ao quadrado (lembrando
que devemos verificar as raizes):

e) arccos (

Comentarios

2sen(x) —cos (x) =1
cos(x) + 1 = 2sen(x)
cos?(x) + 2 cos(x) + 1 = 4sen?(x)
cos?(x) + 2 cos(x) + 1 = 4(1 — cos?(x))

5cos’x+2cosx—3=0
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As raizes sdao dadas por:

(-1++V16) 3

cosx =—==—-1ou-

5 5
cosx=—1=>x=m

: )
coSx = — = x = arccos [ =
5 5
Testando os valores:

x =1 = 2senm —coswt = —(—1) =1

3 4 4 3
cosx=§=>senx=§=>ZSenx—cosx=Z(E)———1

Gabarito: “a”.

129. (ITA/2014)

Sabendo que senx =

2ab i ) ]
237 0 e b # 0, um possivel valor para cossec(2x) — Stgx é
a-b
a) —-
ab
a+b
b) —
2ab
aZ_bZ
ab
a?+b?
4ab
aZ_bZ

4ab

d)
e)

Comentarios

Vamos analisar a expressao:

1 1 1 1 tg(x)
2X) —=tgx = ——————t = .
cossec(2x) 2 9% sen(2x) 2 9(0) 2sen(x) cos(x) 2
Do enunciado, temos:
2ab
sen(®) = 2 e

O = £ o=+ 11 (Zab )2_+ (az—b2)2_+ a? — b?
oS = IV A T senTa) = = 2+b7) T T [@+b2 " T\ + b2

Encontrando o valor da expressao:

1 tg(x) B 1 sen(x) B 1 1
2sen(x) cos(x) 2 2sen(x) cos(x) 2 cos(x)  2cos(x) <

sen(x)

— sen(x)>
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1 1 2ab
a? — b2 2ab a? + b2
g (i (m)) a?+b?
Vamos simplificar a expressao:
1(a? + b?) (((a® + b?)? — 4a?b?)
—2(a% - b?) 2ab(a? + b?)

N 1 (a* + b* + 2a?b? — 4a?b?)
— 2(a? — b?) 2ab

s 1 (a? — b?)?
~2(a? - b?) ( 2ab )

a’® — b?
4ab
Analisando as alternativas, encontramos o gabarito na letra e.

Gabarito: “e”.

130. (ITA/2013)

cotgx—1

1 - ,
Se cos 2x = =, entao um possivel valor de é
2 cossec(x—m)—sec(m—x)

V3
a) —
2
b) 1
c)V2
d) V3
e)2
Comentarios

Analisando o cosseno dado, temos:

cos2x = —
© 2

1—2sen?x ==
sen-x >

1

2, — _
sen“x 2
senx—_2
V3
cosx=i7

Calculando o valor da expressao:
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coSX
cossec(x —m) —sec(m —x) 1 _ 1
sen(x —m) cos(m — x)
*sen(x — ) = SeNXcosm — SeNmcosx = —senx
*cos(m — x) = cosmcosx + senmsenx = —cosx
(cosx - senx) 1
senx 1 1

—Senx CcoSx
(COSX - SeTlX)( Senxcosx )

senx

COSXx — senx
coSXx

Sabemos que cosx = + > Analisando as alternativas, encontramos o gabarito na letra a.

Gabarito: “a”.

131. (ITA/2012)

—-X_ X

X —-X

) + arccos (e _26 ) = g} Entdo

Seja S = {x € ]R|arcsen (e

a)S=09
b) S = {0}
c) S = R"\{0}
d)S =R"*
e)S=R

Comentarios

e~ X_gX eX_e—X
Fazendo a = arcsen( > ) ef = arccos( ):

a+p=

N
N

m
0(—2 B
sena = sen (E—ﬁ) = cosf
2

Conhecemos os valores de sena e cosf3. Dessa forma:

e X¥—e*¥ e¥—e*

2 2
2e % = 2e*
e =1
2x=0=>x=0
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Gabarito: “b”.

132. (ITA/2012)
A'soma ),p_, cos(a + km), para todo a € [0, 27], vale
a) —cos(a) quando n é par.
b) —sen(a) quando n é impar.
c) cos(a) quando n é impar.
d) sen(a) quando n é par.
e) zero quando n é impar.
Comentdrios
Vamos analisar a expressdo cos(a + km):
cos(a + km) = cosa cos(km) — senasen(km) = cosa cos(km)
Para os valores de k, temos:
k par = cos(a + k) = cosa
k impar = cos(a + kr) = —cosa

Portanto, a soma depende do valor de n:

n
S = 2 cos(a + km) = cosa — cosa + cosa — -+ + cosa
k=0
cosa,n par
- { 0,n impar

Analisando as alternativas, encontramos o gabarito na letra e.

Gabarito: “e”.

133. (ITA/2012)
Seja x € [0, 27] tal que sen(x) cos(x) = E Entdo, o produto e a soma de todos os possiveis
valores de tg(x) sdo, respectivamente,

a)1le0

b)le>.
2

c)—1eO.

d)1leb5.

e)—1e—5.
2

Comentarios

Do enunciado:

sen(x) cos(x) = %
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2sen(x) cos(x) = g

sen(2x) ==
2tgx
Usando a férmula sen(2x) = Y. temos
2tgx 4
1+tg?x 5

10tgx = 4 + 4tg°x
2tg®x —5tgx+2=0
Raizes:

5++9 1

=2o0u—

tgx =

Encontrando o que se pede:

5

+2 =
2

S=tgx, +tgx, =

1
2
1
P =tgxtgx, = 2 (E)

Gabarito: “b”.

134. (ITA/2011)

Entre duas superposi¢cdes consecutivas dos ponteiros das horas e dos minutos de um relégio,
o ponteiro dos minutos varre um angulo cuja medida, em radianos, é igual a

Comentarios

Supondo a situagao inicial dada pela figura:
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Apds a segunda superposicdo, temos a seguinte figura:

Quando os ponteiros dos minutos percorrerem 2 radianos, o ponteiro das horas percorrera
1 /6 radianos. Assim, podemos calcular o angulo a usando a regra de 3:

2m+a 2m
a T
6
2+ a = 12a
21
“ 1
Portanto, o ponteiro dos minutos apds 2 superposi¢des, percorrera 21 + a radianos:
2w 24m
2n+a = 2w + 1- 11

Gabarito: “c”.

135. (ITA/2011)

a) Calcule (cos2 (g) — sen? (g)) cos % — 2sen (g) cos (g) sen (%)

b) Usando o resultado do item anterior, calcule sen (%) cos (g)

Comentarios

a) Vamos calcular o valor da expressao:

o 2) - 2o 25 (3o (2 sn)
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cos (%T) cos (f—o) — sen (%T) sen (f—o)
2w
cos (? + E)
cos (%) = cos (g) =0
= <cos2 (g) — sen? (g)) cos 117_0 — 2sen (g) cos (g) sen (%) =0
b) Usando o que acabamos de mostrar em a):
<cos2 (g) — sen? (g)) cos 117_0 — 2sen (g) cos (g) sen (%) =0

o (2 e (2o .= 2n () s (@) on ()
27‘[)

A
ERECEY]
T w27
10 2 5

Gabarito: a) 0 b) sen (%) cos (g) =1
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136. (ITA/2010)

A equagdo em x, arctg(e* + 2) — arccotg ( e ) =2 x e R\{0}

e2x—1 4’
a) admite infinitas soluc¢des, todas positivas.

b) admite uma unica solugdo, e esta é positiva.
: . ~ : 5 3
c) admite trés solugdes que se encontram no intervalo | — 35 [-

d) admite apenas solucdes negativas.
e) ndo admite solucdo.

Comentarios

Fazendo @ = arctg(e* +2)ef = arccotg( e ):

e?*—1
tga =e* + 2
x er -1
cotg(B) = e = t9(F) = —
_ T
a — ,B = Z

Aplicando a tangente na equagdo acima, temos:

tgla—p) =tg (%)

tga —tgp 1
1+tgatgf

Substituindo tga e tgp:
e?* — 1 e —1
(e"+2)—< ~ >=1+(ex+2)< ~ )
e e

e +2e¥ —e* + 1 =eX +e3* —e* 4 2e** -2

e3* 4 2e%* —2e¥—-3=0

Fazendoy = e*:

y3 +2y*-2y—-3=0

Fatorando:
y3+yi+y?—-2y—2—-1=0
yiy+1D+y?*—-1-2(y+1) =0
Vy+D+O-D+D-2y+1) =0
+DO*+y-1-2)=0
+DG*+y—-3)=0
Raizes:

y=-1
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-

_ —-1++v13
Y=
Como y = e* > 0, temos uma Unica solucdo:
—-1++v13
e* = >

Analisando as alternativas, encontramos o gabarito na letra b.

Gabarito: “b”.

137. (ITA/2010)

O valor da soma X.5_ 1sen( )sen( ) paratodo a € R, éigual a

a) 2[cos (%) - cosd]

0) 3 [sen (555) = sem (55)|
) [cos (535) = cos (555)]
)3 |cos (555) = cos (55)]
e) [cos (-%) - cosal

Comentarios

Podemos escrever o produto do seno dessa forma:

sen (i—f) sen (%) == [COS (;) cos (3:(—1)]

5= Y s (2)sen ()
- Z% [cos (55) = cos (555)]
S = %[(cos (%) —~ cos(a)) + (COS (:_2) — cos (g)) teet (COS (3a6) cos (3?5))]

3
S = ;[cos(;) cos(a)]

S = 5 [cos (729) cos(a)]

S

Gabarito: “a”.

138. (ITA/2008)

O conjunto imagem e o periodo de f(x) = 2sen?(3x) + sen(6x) — 1 s3o, respectivamente,
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a)[-3,3] e 2m
b) [-2,2] e &
o) [-V2,v2] eg
d)[-1,3]e g
e)[—1,3] e 2?”
Comentdrios
Perceba que temos o termo escondido cos(6x) = 1 — 2sen?(3x).
Assim, podemos escrever:
f(x) = sen(6x) — (1 — 2sen?(3x))
f(x) = sen(6x) — cos(6x)

Agora, encontramos uma equagao classica. Veja o pulo do gato:

flx) = \/—3 (sen(6x) — cos(6x))

V2
f(x) =42 (sen(6x) g — g cos(6x)>
f(x)=+2 (sen(6x) cos (%) — sen (%) cos(6x))

Essa é a formula da diferenca do seno:

fx) =2 (sen (6x - %))

Sabemos que a funcdo seno pertence ao intervalo [—1; 1], dessa forma:

—1SS€n(6x—%)S 1

—V2 < V2sen (6x —%) <2

—V2 < f(x) <2
= Im(f) = [—\/E; \/E]
Para encontrar o periodo da fun¢do, podemos usar a defini¢do:
fx+T)=fx)
T T
V2sen (6(x +T)— Z) = /2sen (6x — Z)

Sabemos que o periodo da funcao seno é 2km, k € Z:

6x + 6T 7T—6 7T+2k
X 2= 7 I
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O periodo é dado pelo menor valor positivo de T':

=>T—n
3

Com isso, encontramos o gabarito na letra “c”.
Gabarito: “c”.

139. (ITA/2008)

T T s . ~ s . ~
Sendo [— E’E] o contradominio da fungdo arco-seno e [0, ] o contradominio da fungdo arco-

cosseno, assinale o valor de

arcsen(5) + areos 3)]
cos |arcsen 5 arccos 5

1

a)ﬁ
7
25
4

b)

C_
15

1
d)ﬁ
L

245
Comentarios

e)

3 4
Fazendo a = arcsen (g) e § = arccos (E)' temos:

3
sena = ¢
4
cosf = T

Perceba que podemos usar a relagao fundamental:
sena +cosa =1
+ 4
cosa =+—
5
s . ~ , mw T
Como o contradominio da fung¢ao arco-seno é [— ;,;]:

—3::» E(On]:> —4
sena—S a ,2 COSCX—5

O contradominio da func3o arco-cosseno é [0, 1], ent3do:

cosf :§:>ﬁ € (0,%]
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Assim, podemos afirmar que a = f3, pois cosa = cosfi = 4/5.

Calculando o valor da expressao:

N 7
cos(a + B) = cos(Qa) =1 —2sen*a =1-2 (E) -
Gabarito: “b”.

140. (ITA/2007)

Assinale a opgao que indica a soma dos elementos de A U B, sendo:

k?m
A= = 2— k=12
{xk sen (24> k , }e

3k +5
B ={yk =sen2 (%)k = 1,2}.

a)o0
b) 1
c)2

d) (2—-+2++3)/3
e)(2+V2-3)/3

Comentarios

Vamos encontrar os elementos de cada conjunto:

A=l = sen?(E5) k= 1,2
=% = sen® (— - ik =1,
X 1?1 L (T

X1 = Sen ﬁ = Ssen (ﬁ)
221 T
_ 2 _ 2 (1

o = sen () = sen (3)

3k+5
B={Yk=sen2<%>:k=1,2}

24 3
= sen? (6 +5)m = sen? (11—”>
Y2 24 24

Os elementos de A U B sao dados por:

AUB = {x,}U{y, 72} = {Senz (214)'59"2 (%)'56"2 (g)'senz (121_:)}

Queremos a soma dos elementos desse conjunto:
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S = sen? (;—4) + sen? (%) + sen? (g) + sen? (

Perceba que temos angulos complementares:

T n 1lm 11w T
o 2 (227 2 (%
= :sen( 4)-005( )

24 2 24 2 24
% = g— g = sen? (g) = cos? (g)

Reescrevendo a soma:

S = sen? (l) + cos? (i) + sen? (E) + cos? (E)

24 24 6 6
1 1
=>5=2
Gabarito: “c”.
141. (ITA/2004)
Considerando as fungdes
T I

arcsen:[—1,1] — [_E’E e

arccos:[—1,1] - [0, ],

Assinale o valor de cos [arcsen G) + arccos G)]

a)6/25

b) 7/25

c)1/3

d)2/5

e)5/12

Comentarios

3 4
Fazendo a = arcsen (E) e f = arccos (E)’ temos:

3 +4
sena = — = cosa = +—
a c a tc
T T
Comoa € [_5’5] e sena = 3/5, temos cosa > 0:
cosa = —
5
Para (3:
B : B +3
cosfp === senfl = +—
5 -5

Como B € [0, ], temos senf > 0:
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3
sen,B’—5

Queremos calcular o valor da expressao:
cos(a + B) = cosacosp — senasenf

Substituindo os valores:

cos(a+,8)=i-i—§-—= -

Gabarito: “b”.

142. (ITA/2004)
Prove que, se os angulos internos «, 5 e y de um triangulo satisfazem a equacao:

sen(3a) + sen(3pB) + sen(3y) = 0, entdo, pelo menos, um dos trés dngulos a, f ou y é igual
a 60°.

Comentarios
Se a, 5,y sdo os angulos internos do triangulo, temos:
a+p+y=180°
y =180°— (a + B)
Vamos transformar a soma sen(3a) + sen(38) em produto e substituir y = 180° —
(a+ B):

Lembrando que:

sen(p) + sen(q) = 2sen (p ;— q) cos (%)

sen(3a) + sen(3B) + sen(3y) =0
3a+3 3a—3
2sen (T'B) cos (T'B> +sen(3:180°—3(a+p4)) =0
Sabemos que sen(3 -180° — 3(a + ,B)) = sen(3a + 3B), usando a férmula do arco

metade:
3a+3p 3a—3p 3a+ 30 3a+3p
2sen (T) (T) + 2sen (T) (T) =0

) o (52 (1) -

cos <370c> cos (%) + sen <37a) sen (%) + cos (37“> cos (?)

/N

2sen

3a+ 3
2sen (T)

— sen (3% sen @)) _

/-~

]

e (8 o () () =
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3a+ 30 3a 36
= sen (—) = 0 ou cos (—) Ou COS (—) =0

2 2 2
Para sen (3a:3ﬁ) =0:

3a+ 30
2
Como a, B,y € (0,180°), temos:

=k180° > a + f = k120°

a+ [ =120°
Substituindo a + f = 180° —y:
180° —y =120°=> y = 60°
3a
Para cos (7) =0:

a
7=90°=>a=60°

Para cos (%) =0:

3
7ﬁ=90°=>ﬁ=60°

Portanto, em qualquer uma das situagdes temos que um dos trés angulos é 60°.

Gabarito: Demonstragao

143. (ITA/2003)

. s . ~ T 1T
Considere os contradominios das fun¢des arco-seno e arco-cosseno como sendo [_E’E] e

[0, ], respectivamente.

Com respeito a fungdo f: [—1,1] - [—%,37”], f(x) = arcsenx + arccosx, temos que:
a) f é ndo-crescente e impar.

b) f ndo é par nem impar.

c) f é sobrejetora.

d) f é injetora.

e) f é constante.

Comentarios
Fazendo @ = arcsenx e f = arccosx tal que a € [—gg] e B € [0, ], temos:
sena = x
cosf =x
Igualando os dois valores de x:

sena = cosf
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sena = sen (g - )

NME

<a<l
Sa=sz
2
= —

0<p<m>-n<—-B<0 <

NI
NI

Devido as restricdes dos intervalos, podemos escrever:

n
a'—z B
T

0.’+,3=E

TT
arcsenx + arccosx = E

T

f(x)=§

=~ f é constante

Gabarito: “e”.

—-B

IA
NS

144. (ITA/2003)

Considere um quadrado ABCD. Sejam E o ponto médio do segmento CD e F um ponto sobre
o segmento CE tal que m(BC) + m(CF) = m(AF). Prove que cosa = cos2f3, sendo os

angulos @ = BAF e § = EAD.
Comentadrios

De acordo com o enunciado, temos a seguinte figura:

)
D 3 E F T

8]

A
|.‘—I—:B ___I_—_- (B-—..I

Usando o teorema de Pitdgoras nos triangulos EAD e GAF:
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2

l

2 | _ 2

AE _(2) +1
5
o,

AF? =1 4+ (1 — x)?
Do enunciado, temos:
m(BC) + m(CF) = m(AF)
AF =1l +x
>U+x)?*=0P2+{—-x)*
124 2lx+ x* = 1>+ 1> — 2Ix + x?
P+2lx+x*=F+1%-2lx +x*

I?—4lx=0
I(l—4x)=0
Como !l # 0:
l
l=4x>x = 2
Assim, os valores dos cossenos sdao dados por:
3l
AG 7 3
cosa = o E = A
4
AD 1 25
cosp = £ E ==
2

Calculando cos(23):
2

(2B) = 2 cos? —1—2g —1—§—1—E
cos(2pB) = 2cos“ = z =< =<

=~ cos(2B) = cos a

Gabarito: Demonstragao

145, (ITA/2003)

Para todo x € R, a expressdo [cos(2x)]?[sen(2x)]?senx é igual a:
a) 27*[sen(2x) + sen(5x) + sen(7x)].

b) 27%[2sen(x) + sen(7x) — sen(9x)].

c) 27*[—sen(2x) — sen(3x) + sen(7x)].

d) 274[—sen(x) + 2sen(5x) — sen(9x)].

e) 27*[sen(x) + 2sen(3x) + sen(5x)].
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Comentarios

Podemos simplificar a expressao:

sen(4x) ] 2 sen(4x)sen(4x)senx
2

[cos(2x) sen(2x)]?senx = [ senx = 2

Analisando as alternativas, devemos transformar o produto em soma. Usando a seguinte
féormula de Werner:

—2senAsenB = cos(A + B) — cos(A — B)

2senAsenB = cos(A — B) — cos (A + B)
sen(4x)sen(4x)senx B 2sen(4x)[sen(4x)senx]
4 B 8
sen(4x)[cos(3x) — cos(5x)] 2sen(4x) cos(3x) — 2sen(4x) cos(5x)
8 N 16
Usando a outra formula de Werner:

2senAcosB = sen(A + B) + sen(A — B)

sen(7x) + sen(x) — (sen(9x) + sen(—x))

—sen(x)

16

%(sen(%c) + sen(x) — sen(9x) — (—sen(x)))

%(Zsen(x) + sen(7x) — sen(9x))

Gabarito: “b”.
146. (ITA/2002)
Seja f: R - P(R) dada por f(x) = {y € R; seny < x}.
Se A étalque f(x) = R,Vx € A4, entdo
a)A=[-1,1].
b) A = [a,»©),Va > 1.
c)A =[a,»),Va > 1.
d)A = (—,a],Va < —1.
e)A = (—w,a],Va < —1.

Comentarios
Analisando a fung¢do e de acordo com o enunciado:
fx) =R, Vx€EA
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f(x) ={y € R;seny < x}
= {y € R;seny < x} = R
Para todo real y, temos seny < 1, entdo, se x > 1 a igualdade acima torna-se verdadeira.
Portanto,x € A & x > 1.
= [a, o], Va > 1
Analisando as alternativas, encontramos o gabarito na letra b.
Gabarito: “b”.

147. (ITA/2002)

Se x,y ez sdo angulos internos de um triangulo ABC e senx = (seny + senz)/(cosy +
cosz), prove que o triangulo ABC é retangulo.

Comentarios
Como x, y, z sdo os angulos internos do triangulo ABC, temos:
xX+y+z=m
yt+z=m—x
Vamos transformar as somas em produto, usando as seguintes transformacdes:

sen(p) + sen(q) = 2sen (1) cos (”%’)

cos(p) + cos(q) = 2 cos(

cos (“5
) cos ()
)

B ZSen(
senx—zcos( ) (yzz
senx =tg (y > )

Substituindoy +z = m — x:

senx = tg (g - f) = cotg (;)

2)

sen (—

Usando a féormula de arco metade do seno:

ten () () -

Sabemos que x < 7, entdo, g < g = cos(x) # 0. Assim, temos:

CoS

TR
N &

N R
~—

(6{0)

N

2sen (;) co > = on (

IRy
~—~—
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sen (JZ—C) = ig

Como x é um angulo do triangulo, temos x > 0, entdo:

X) \/E X T

Sen(— ——=:~———=:»x—E
2/ 2 T2 4 2

Portanto, o triangulo ABC é retangulo.
Gabarito: Demonstragao
148. (ITA/2001)

Considere as fungdes

flx) = ° :7x,g(x) 2 _47x e h(x) = arctgx
Se a é tal que h(f(a)) + h(g(a)) = m/4, entdo f(a) — g(a) vale:
a)o0
b) 1
c)7/4
d)7/2
e)7

Comentarios

Usando os dados do problema, temos:

arctg(f(a)) + arctg(g(a)) = %

Fazendo a = arctg(f(a)) e B = arctg(g(a)) e aplicando a fungdo tangente na equagio
acima:

tga = f(a) etgf = g(a)
tgla +B) = tg (%)
tgla) +tg(B) _
1—-tg(a)tg(p)
tg(a) +tg(B) =1 —tg(a)tg(p)
fl@+g(a) =1-f(a)g(a)
Substituindo os valores das fungdes:

5+7a_|_5—7a_1 (5+7“)(5—7“)
4 4 4 4
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=

Calculando o valor da expressdo f(a) — g(a):

Gabarito: “d”.

10_ 25 — 72a
4 7 16
10_72a—9
4 16
49=72a
a=1

5
f@=f="2"=3
5-—-7 1
g(at)=g(1)=T=_E
1
f(a)—g(a)=3—<—z>=%

149. (ITA/2001)

Sendo a e 8 os angulos de um tridngulo retangulo, e sabendo que sen?2f — 2cos2p = 0,

entao sena é igual a:
a)V2/2

b) V2/2

c) V8/2

d) V8/4

e) zero

Comentarios

Substituindo sen?2p = 1 — cos? 2:

Encontrando as raizes:

1—cos?2B —2cos2B =0
cos?2f +2cos2f—1=0

cos2f =—-1++2

Como —1 < cos 2 < 1, temos:

Reescrevendo o cosseno:

cos2f =vV2—1

2cos?f—-1=+V2-1
V2

2p 12
cos* B >

cos [ é positivo, pois é angulo de um triangulo. Entdo:
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V2
cosﬁ—ﬁ
cosﬁ=§\/§=gﬁ=?

Queremos calcular o valor de sena, sendo a e § angulos de um triangulo retangulo, temos a
seguinte relagao:

4
n V8
Sena=cos(z—a)=cosﬂ=7

Gabarito: “c”.

150. (ITA/2000)

Considere f: R — R definida por f(x) = 2sen3x — cos [%] Sobre f podemos afirmar que:
a) é uma funcdo par.
b) é uma funcdo impar e periddica de periodo fundamental 4.
c) é uma fungdo impar e periddica de periodo fundamental 47 /3.
d) é uma funcdo periddica de periodo fundamental 2.
e) ndo é par, ndo é impar e nao é periddica.
Comentarios

Como a fungao cosseno é par, podemos escrever:

1= 2ense o [ = 2snte - os[52] = s —sn )

Analisando a paridade da fungao:
X

f(=x) = 2sen(—3x) — sen (— E)

f(=x) = —2sen(3x) + sen (f)

2
f(=x) = —=f(x)
~ f é impar
O periodo da fungdo sen(3x) é:
T = 21
T3
, ~ X\ .
O periodo da funcado sen (E) é:
2T
Tz = T =41
2

Percebaque T, =4m =6 (2?”) = 6T;. Portanto, o periodo fundamental da fungdo f é:
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Gabarito: “b”.
151. (ITA/1999)

. ~ 31T 31T T ,
Seja a ER com 0<a<m/2. A expressdao [sen (T + a) + sen (T - a)] sen (E — a) e
idéntica a:

a) V2cotg?a
1+cotg?a
) V2cotga

1+cotg?a

V2
c) 1+ 2

cotg<a

1+3cotga

d) —=92
2

) 1+2cotga

1+cotga

Comentarios

s
Perceba que sen (E - a) = cos a. Vamos transformar a soma do seno em produto, usando a

seguinte formula:

sen(p) + sen(q) = 2sen (p ; q) cos (pz;q)

A expressao fica:

3ZT7T+0L+SZT7T—0L 5ZT7T+0L—%T7T+0L
2sen cos cos a
2 2
3
2sen (T) coS a] cosa
V2
——cos“a
2
V2 cos?a

Analisando as aIternativas, vemaos que devemos escrever o cosseno como cotangente:

V3 cos? V2 cos?a 5 V2cotg’a  2cotg?a
cos’a = —————-sen’a = =
sen?a cossec’a 1+ cotg?a

Gabarito: “a”.

152. (ITA/1999)

L. 4, ent3o o valor de sen(2x) + sen(4x) é:

Sex € [0,7/2[ é tal que 4tg*x = -

a)V15/4
b) V15/8

os*x
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c) 3V5/8

d)1/2

e)l
Comentdrios

Usando os dados do enunciado, temos:

i 1
dtgx "~ cos*x

4sen*x _1+4 cos* x

cos* x cos* x
4sen*x —4costx =1

4(sen’x — cos? x) (senzx + cos? x) =1
1

4(—cos(2x)) =1

cos(2x) = ~3

Aplicando o teorema fundamental:

sen(2x) = +/1 —cos?2(2x) =+ [1——=+

O enunciado afirma que x pertence ao intervalo:
s
OSx<E=>OSZx<n

Para esses valores, temos sen(2x) > 0, desse modo:

sen(2x) = ?

Calculando o valor da expressao:
sen(2x) + sen(4x) = sen(2x) + 2sen(2x) cos(2x)

Substituindo os valores:

V15 2V15, 1\ <15
RS

2 4
Gabarito: “b”.

153. (ITA/1996)

Seja @ um numero real tal que a > 2(1 + \/E) e considere a equacdo x> —ax+a + 1 = 0.
Sabendo que as raizes reais dessa equac¢ao sao as cotangentes de dois dos angulos internos de
um triangulo, entdo o terceiro angulo interno desse triangulo vale:

a) 30°
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b) 45°
c) 60°
d) 135°
e) 120°
Comentdrios
Seja 8, 5,y os angulos internos de um triangulo ABC. Vamos calcular as raizes da equagao:

X’ —ax+a+1=0

2
atVva?—4a—4
X1,2 = 5
a—Va? —4a—4 a+Va?—4a—4
X, = > ex, = >

Definindo cotgf = x; e cotgy = x,, temos da propriedade do triangulo:
0+ +y=180°
p+y=180°—-46
cotg(B +vy) = cotg(180° — 8) = —cotg(6)
cotg(8) = —cotg(B +v)
Calculando cotg(8):
1 tgftgy—1
Ctg(B+y)  tgf +tgy

cotg(0) = —cotg(B +y) =

1
(cotgﬂcotgy - 1) _ 1 — cotgPcotgy

tg(0) = =
cotg(6) 1 1 cotgp + cotgy
cotgPB ' cotgy
Sabemos que:
a—vVa?—4a—-4 a+va?—4a—4
cotgpf = e cotgy =
2 2
= cotgP + cotgy = a
a’?—(a? —4a—4)
= cotgfcotgy = =a+1

4
*Poderiamos ter aplicado diretamente as relages de Girard na equagdo para encontrar esses
valores. Ainda estudaremos esse tema na aula de Polindmios.

Substituindo esses valores na equagado da cotangente:

1-(a+1 a
cotg(B)z%z—az—l
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Logo:
6 = 135°
Gabarito: “d”.

154. (ITA/1996)

Seja a € [O,%], tal que sena + cosa = m. Entdo, o valor de y = sen2a/(sen3a + cos® a)
sera:

2(m?-1)
a) m(4—m?2)

2(m?+1)
b) m(4+m?2)
2(m?-1)
m(3-m?2)

c)

2(m2-1)
m(3+m?2)

d)

2(m?+1)

e) m(3-m?2)

Comentarios
Usando os dados do enunciado, temos:

sena + cosa = m = sen’a + cos? a + 2senacosa = m? = sen(2a) = m? — 1

1 sen(2a)
Vamos fatorar a express3o:
B sen(2a)
Y= sen3a + cos3 a
B sen(2a)
Y= (sena + cosa)(sen?a — senacosa + cos? a)
sen(2a)
y =
(sena + cosa) (1 — %(Za))
Substituindo os valores das varidveis, obtemos:
m? —1
y = 2
m=—1
m(1-"7)
_2(m*-1)
Y= m(3 — m?)

Gabarito: “c”.

155. (ITA/1995)

Seja a fungdo f: R — R definida por:
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f(x) =

T T
a(x+—),sex<—

s
2

=

2
a s

— — —senx,sex = E

X

Onde a > 0 é uma constante. Considere K = {y € R; f(y) = 0}. Qual o valor de a, sabendo-

se quef(g) EK?
a)m/4

b)m/2

cm

d)m?/2

e) m?

Comentarios

De acordo com o enunciado, temos:

r@ek=r(r()=o

Calculando f (g)

T 2a
Temos que calcular f (E — —):
s

Como a > 0, temos:

2a
—a<0=>—-——<90
T

Entdo:
T 2a T
2 T 2
(n Za)_ (n 2a n)
3 AV
(n Za) ( Za)
2 T T
(n Za) ( Za)
—_— ] =0> —_— | =
f > T alm
Comoa > 0:
2a
mn——=20
T
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Gabarito: “d”.

156. (ITA/1995)

Um dispositivo colocado no solo a uma distancia d de uma torre dispara dois progéteis em
trajetdrias retilineas. O primeiro, lancado sob um angulo 6 € (0, %), atinge atorre auma altura

h. Se o segundo, disparado sob um angulo 26, atinge-a a uma altura H, a relacdo entre as duas
alturas sera:

a) H = 2hd?/(d? — h?)
b) H = 2hd?/(d? + h)
c)H = 2hd?/(d* — h)
d) H = 2hd?/(d?* + h?)
e) H= hd?/(d* + h)
Comentarios

De acordo com o enunciado, temos o seguinte triangulo ABC:

C

y vl 0
B A

Assim, temos as seguintes razoes:

te—h

9% =4

H

20) = —

tg(26) ,
2tg  H
1—-tg20 d
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Gabarito: “a”.

157. (ITA/1995)
A expressao senf /(1 + cos0), 0 < 8 < m, é idéntica a:

a) sec (g)

b) cossec (9)

2
c) cotg (g)
9209

e) cos (g)

Comentarios

Vamos simplificar a expressao:

o wa@eo) sald) o

1+C059_1+2c032(%)—1_ cos(g)

Gabarito: “d”.

158. (IME/2020)

.1 s 3w 51 . . ’
Seja , = Ssen_-sen_ - sen—_. Determine b, onde b pertence ao conjunto dos numeros

inteiros ndo nulos.
Comentarios
De acordo com o enunciado, temos a seguinte expressao:
E = sen (l) - sen (3—n) - sen (S—E)
14 14 14
Multiplicando os dois lados por 2 - cos (1”—4), temos:
2 - cos (%) -E =2-cos (%) - sen (%) - sen (i—:) - sen (i—Z)

sen(Z-%)

2 - cos (%) -E = sen (;) - sen (i—;f) - sen (i—Z)

Entretanto:
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Logo:

T 51t 51t 3T
2 - coSs (ﬁ) -F = sen (ﬁ) - CcoS (ﬁ) - sen (ﬁ)

sen(zi—Z)
2
2 - coS (i) E —1 sen (5—ﬂ> sen (3—ﬂ>
14 2 7 14

Por outro lado:

T 57 3 3 5n 3 5m
—— —=——= (oS (——) = sen(—) = cos (—) = sen(—)

2 7 14 14 7 14 7
5 (n) F= 1 (371) (371)
cos 12 =3 cos 12 sen 12

sen(2~?1’—7:)
2

2-cos(£)-E=%-%-sen(3—ﬂ>

14 7
Mas:
m w 31 T 3
> 4= 7 zcos(ﬁ) = sen(T)
Portanto:
1 1
E=871
Gabarito: b = 8.
159. (IME/2019)

Os angulos 84, 0,, 05, ..., 01y s30 0s termos de uma progressao aritmética na qual 8,1 + 0,4 +
0,5 + 0o = %. O valor de sen(%1299,) é

a)—1
b) — L2
2
c)0
d) 2
2
e)l
Comentarios

Calculando o valor do somatoério usando a formula da soma de uma PA:
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(6, +6,0,)100
Z 0, = - 2100 = 50(6; + 6190)
i=1

O bizu nessa questao é perceber que os termos 6, + 0,99 = 011 + 09y = O, + 0,5 sdo
equidistantes. Assim, basta substituir:

s
011+ 026 + 075 + 09 =2

s
2(6; + 0190) = )
s
(01 + 0100) = 3
100
507 s yia V2
sen <Z 9i> = sen(50(0; + 0100)) = sen (T) = sen (67r + Z) = sen (Z) =
1=
100
V2
.osen z 9i> =—
<i=1 2

Gabarito: “d”.

160. (IME/2017)

sen*a+cos* a

1
Calcule o valor de . , sabendo-se que senacosa = -

ena+cosé a

22

a)—

21

23

b) —

22

25

c)—

23

13

d)—

12

26

e)—

25

Comentarios

Vamos fatorar a expressao:

sen*a + cos* a

sen®a + cos® a

(sen?a+cos? a)z

sen*a + cos* a + 2sen?a cos? a — 2sen’a cos? «

(sen?a + cos? a)(sen*a — sen?a cos? a + cos* a)

1 — 2sen®a cos® a

(sen*a + cos* @ — sen?a cos? a)

1 — 2sen®a cos? a

1 — 2sen?a cos? o — sen?a cos? a
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1 — 2(senacosa)?
1 — 3(senacosa)?

Usando a informacao dada no enunciado:

1
senacosa = 3

1 — 2(senacosa)? _ (
1-3 2
(senacosa) 1—3 (

Gabarito: “b”.
161. (IME/2017)

CcOoSXx senx
e + = —1, calcule ovalor de S.
cosy  seny

_ 3cosy+c053y+ 3seny — sen 3y
B Cos X sen x

Comentarios
Essa questao é trabalhosa e para resolvé-la, temos que usar o método da tentativa e erro.
Inicialmente, tentamos simplificar a expressao e depois usamos a informa¢ao dada no enunciado

para obter algum resultado numérico.
Para os termos cos3y e sen3y, temos:
cos(3y) = 4 cos® y — 3cosy
sen(3y) = 3seny — 4sen3y
Substituindo na expressao:

_ 3cosy+c053y+ 3seny — sen 3y
B CoS X sen x

_ 3cosy +4cos®y — 3cosy N 3seny — (3seny — 4sen3y)
sen x

cos x
4 cosdy N 4sendy

Cos x sen x
4 3 3
S = —(senxcos”y + sen”ycosx)
Senxcosx
Vamos expandir os termos cubicos:
4 2 2
S =——(senxcosy(cos®y) + (sen’y)senycosx)
Senxcosx
4 2 2
S = —  (senxcosy(1 — sen®y) + (1 — cos” y)senycosx)
Senxcosx
= _ (senxcosy — senxcosysen’y + senycosx — senycosxcos?y)
Senxcosx
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4

S=——— + — 2. )
p— (senxcosy + senycosx — senxcosysen®y — senycosxcos?y)
4
SeNXCOSX (sen(x + y) — senycosy(senxseny + cosxcosy))
4
§= +y) — _
senxcosx (sen(x +y) — senycosy(cos(x — 1))
5= +) — 3 sen(2y)cos(x - )
~ senxcosx sen(x +) Zsen( y)cos(x —y

Agora, vamos analisar a informagdo dada no enunciado:
cosx senx

cosy seny
senycosx + senxcosy

senycosy =1
sen(x +y) 1
senycosy

sen(x + y) = —senycosy

1
= —Esen(Zy) = sen(x + y)
Substituindo essa informacgdao na soma, obtemos:

4
§ = ————(sen(x +y) + sen(x + y)cos(x - y))

Vamos transformar o produto sen(x + y) cos(x — y) em soma:
Usando a seguinte identidade, temos:

sen(A+ B) + sen(A — B) = 2senA cos B

sen(x + y)cos(x —y) = %[sen(x +y+x—y)+sen(x+y—x+1y)]
= sen(x + y)cos(x —y) = %[sen(Zx) + sen(2y)]

4 1
= +v)+ = 2x) + 2
S E— (sen(x y) 5 [sen(2x) + sen( y)])

Substituindo sen(x +y) = — %sen(Zy):

4 1 1
S = p—— (— Esen(Zy) + 2 [sen(2x) + sen(Zy)])
4
- Sen ) (sen(2x))
~S=4

Gabarito: S = 4

88 Aula05- Trigonometria |
, www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So
Aula 05: IME 2021

162. (IME/2015)

=

Oslados a, b e c de um triangulo estdo em PA nesta ordem, sendo opostos aos angulos internos
A, B e C, respectivamente. Determine o valor da expressao:

a)V2
b) 2

c) 2v2
d) 3
e)4

Comentarios

cos (A + C)

cos ()

2

De acordo com o enunciado, (a, b, ¢) estdo em PA. Temos a seguinte figura:

Se r é arazao da PA, podemos reescrever os seus termos dessa forma:

Vamos calcular o valor da expressao:

a=b-r
c=b+r
(b—r,b,b+r1)

COS(AEC) _cos(%—%)zcos(

CoS (A ; C) CoS (—
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Dividindo o numerador e o denominador por cos (%) cos (%), encontramos:
1429 (3) 9 (3)
1-t9(3) 1 (3)

. A c : N
Precisamos calcular o valor de tg (E) e tg (5), vamos encontrar essa informagdo no

triangulo dado:

Usando a Lei dos Cossenos em A e C:
a? = b? + ¢? — 2bc cos(A)
b>+c?—a®> b*+(b+r)—(b—71)?

cos(4) =

2bc B 2b(b + 1)
b? + b% + 2br +r% — b% + 2br — 1?
cos(4) = 2b(b + 1)
cos(4) = bz-l-—4br
2b(b + 1)
b+ 4r
cos(4) = m

Analogamente para C:
c? =a? + b? — 2ab cos(C)
(b—71)2+Db*—(b+r1)?

cos(C) = 206 — )b
b? — 4b
cos(C) = Wi:)
b —
cos(C) = Z(b——4:)
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Vamos usar a identidade:
. (A) + 1 — cosA
I\2) T T |1+ cosA

- n A .
Como 0 < A <m (das condi¢cdes do triangulo), temos 0 <;<§. Assim, podemos

escrever:
. (A) _ 1 — cosA
g 2) |1+ cosA

Substituindo cosA na equacao:
1_(b+4r> 1_(b+4r)
. (5_ 2(b+1)) _ 2(b+71) b—2r | b—=2r
9\2)~ 3b+6r |3(b+2r)

o) | GaTn)

2(b+71)

Fazendo o mesmo para cosC:

C 1- (—zlzb_f:)) / b+ 2r
tg (E) - 14 (leb— 4r)> = 13- 2r)
-7

Substituindo esses valores na expressao, obtemos:

rto(8)1 9
(@)

1+ b—2r b+ 2r
3(b + 2r)~3(b —2r)
1— b —2r b+ 2r
3(b + 2r)N3(b — 2r)
1

1+§

1
1=3
4

>-=2
2

Portanto, encontramos o gabarito na letra b.
Gabarito: “b”.

163. (IME/2014)

Seja f:R —» R uma funcdo real definida por f(x) = x? — mx. Sejam também a,b,c e d
numeros reais tais que:
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- (=t (=) = ()
a = sen 3) = tan 4-,C—COS 3 eda = cotyg 4

A relagdo de ordem, no conjunto dos reais, entre as imagens f(a), f(b), f(c) e f(d) é
a) f(b) > f(a) > f(d) > f(c)
b) f(d) > f(a) > f(c) > f(b)
c) f(d) > f(a) > f(b) > f(c)
d) f(a) > f(d) > f(b) > f(c)
e) f(a) > f(b) > f(d) > f(c)
Comentdrios
Inicialmente, vamos analisar a funcgao:
fx) =x? —nx

Esbogando o grafico dessa fungao:

f(z)

IR

a3

~ s s
A funcgdo f é decrescente para x < > e crescente para x = -

Vamos analisar os angulos da questao:
Devemos usar o circulo trigonométrico para fazer as comparagoes.

Para cada angulo, devemos analisar o dominio da fungao arco:

_ (1>:> E[ T T
a—arcsen3 a >3

b = arctg (g) > b€ (—%,g)

1
¢ = arccos (— §> = c € [0, 7]

5
d = arccotg (— Z) =>de0,mn)

Perceba que temos angulos complementares:

p Aula 05 — Trigonometria |
www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So
Aula 05: IME 2021

1 1 T
Sena=§ecosc=—§=>a= -5
5 5 T
tgb=Zecotgd=—Z=>b= -5

Colocando os angulos no circulo, temos:

sent tgx

W | o

.
e

’
.

cosT

I

Para comparar os valores de f(a), f(b), f(c) e f(d), devemos lembrar que a fungdo f é
simétrica em relagdo a reta x = /2. Assim, temos que escolher um lado da parabola para fazer as
comparagoes:

N LIE

]

f(a) f(B) F(€) f(d) 7 @mii--mm-m-soibooocioo

Vamos escolher o lado crescente da fung¢do e comparar os valores x = m /2. De acordo com o
circulo, 0 < a < b < /2. Devemos pegar o simétrico de a e b. Assim, temos:

f@) = f(m—a)
fb) = f(m~b)

Usando o circulo trigonométrico:
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Agora, com os angulos no segundo quadrante, basta comparar os valores:
f@—a)>f(d) > f(m—b) > f(c)
f(a) > f(d) > f(b) > f(c)

Gabarito: “d”.

164. (IME/2014)
Sejam f(x) = sen(logx) e g(x) = cos(log x) duas fungBes reais, nas quais log x representa
o logaritmo decimal de x. O valor da expressdo f(x) - f(y) — % [g (i) —g(x- y)] é
a)4
b) 3
c)2
d)1
e)0
Comentarios

Se f(x) = sen(logx) e g(x) = cos(log x), temos:
X

g (;) = cos (log (g)) = cos(log x — log y)

g(x-y) = cos(log(x-y)) = cos(log x + log y)
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Calculando o valor da expressao:

fG)-f) —%[g (;—i) —g(x-y)]

1
sen(logx) - sen(logy) — 5 [cos(log x — log y) — cos(log x + log y)]

1
sen(logx) - sen(logy) — 3 [2sen(log x)sen(logy)] = 0

Portanto, o valor da expressao é zero.

Gabarito: “e”.

165. (IME/2014)

Sabe-se que uma das raizes da equacdo y? — 9y + 8 =0 pode ser representada pela

~ 2 4 6 A ~ oS Xx
expressdo e(sen®xtsentxtsen®x+)In2 gando 0 < x < I, o valor da raziio ——>—
2 cosx+senx

Observacdo: In 2 representa o logaritmo neperiano de 2.

V3-1
a) 5

b)V3 —1
) V3
d)
2
e)V3+1
Comentarios

Vamos encontrar as raizes da equagao:

y2—9y+8=0

_9+V49
Y=
yi=1ley, =8

Agora, vamos analisar a expressao:

e (sen?x+sen*x+sen®x+-)In2

Como 0 < x < /2, temos 0 < senx < 1. Entdo, a soma sen’x + sen*x + --- é uma soma
de PG infinita de razdo sen?x. Dessa forma, temos:

5 . sen®x
sen“x + sen x+---=—2
1 — sen“x

2

sen-x sen?x sen?x

( Sen ¥ ) n2 T_sen?x 2
e\1-sen2x = plo8e21-Sen“x _ 57 conZy — DcosZx = QtI°X

De acordo com o enunciado, uma das raizes é o valor dessa expressao:

2t9°X — 1 oy 2t9°* = g
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Para 219°% = 1;
tg?x = 0 = ndo tem solugio
Para 2t9°% = 8:
209%% = 23 = tg2x = 3 = tgx = +V3

Como 0 < x < 1/2, temos:

tgx =3
T
> x ==
*=3
Calculando o valor da razao, temos:
T 1
CoS X B C05(§) 7 1 _\/§—1
cosx+senx  cos(T)tsen(®) 1. V3 1+V3 2
@ een() 1.0

Gabarito: “a”.

166. (IME/2013)

Assinale a alternativa que representa o mesmo valor da expressio [4cos?(9°) —
3][4 cos?(27°) — 3]:

a) sen(9°)
b) tg (9°)
c) cos(9°)
d) sec(9°)
e) cossec (9°)
Comentarios
Perceba que os termos da expressao sao muito préoximos da formula do arco triplo:
[4 cos?(9°) — 3][4 cos?(27°) — 3]
Lembrando que o arco triplo é dado por:
cos(34) = 4 cos® A — 3cosA

Como cos(9°) > 0 e cos(27°) > 0, podemos multiplicar a expressdo por cos(27°) cos (9°) e
obter:
_ [4c0s?(9°) — 3cos (9°)][4 cos®(27°) — 3 cos(27°)]

[4 cos?(9°) — 3][4 cos?(27°) — 3] c0s(27°) cos (99

cos(27°) cos(81°) B sen(9°) B
cos(27°) cos(9°)  cos(9°)

tg(9°)

Gabarito: “b”.

167. (IME/2012)
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. 3 ~ , .
Seja arcsenx + arcseny + arcsenz = 7, onde X,y € Z Sa0 numeros reals pertencentes ao
9
x101441014 101"

intervalo [—1, 1]. Determine o valor de x10% + y100 4 >100 _
a) —2
b) —1
c)0
d)1
e)2
Comentarios

Do enunciado, temos:

37
arcsenx + arcseny + arcsenz = 7

Sabemos que a imagem da func¢ao arco-seno é:

T I

22

Entdo, a Unica possibilidade é quando a fung¢ao arco-seno assume seu valor maximo:

T
arcsenx = arcseny = arcsenz = E

arcsen(x) € [—

=>x=y=z=sen(§)=1

Substituindo esses valores na expressao, obtemos:

9 9 9
100 100 100 _ 1100 100 100 _ 2 _
X +y +z _x1°1+y101+2101_1 +1 +1 _1101+1101+1101_3_3_0

Gabarito: “c”.
168. (IME/2012)
O valor de y = sen70°c0s50° + sen260°cos280° é:

a)V3
b)?

3
d)T
3

e)—

5
Comentarios
Vamos calcular o valor da expressao:

y = sen70°c0s50° + sen260°cos280°
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y = sen70°co0s50° + sen(180° + 80°)cos (180° + 100°)
*sen(180° + 80°) = sen(180°) cos(80°) + sen(80°) cos(180°) = —sen(80°)
* c0s(180° + 100°) = co0s(180°) cos(100°) — sen(180°) sen(100°) = —cos(100°)
y = sen70°cos50° + (—sen(80°))(—cos(100°))
y = sen70°c0s50° + sen80°cos100°

Vamos transformar o produto em soma usando a férmula de Prostaférese:

1
senAcosB = > (sen(A + B) + sen(A — B))
1
sen70°c0s50° = 3 (sen(120°) + Sen(20°))
1 1
sen80°co0s100° = 3 (sen(180°) + sen(—20°)) =5 (sen(180°) — sen(20°))

=>y= %(sen(120°) + sen(20°)) + %(sen(180°) — sen(20°))

1(v3) 3
>y==|=)=—
2\ 2 4
Gabarito: “d”.
169. (IME/2010)
Considere a sequéncia a; = E+%-%,a2=\jé+% %+% %,a3= %+%\/é+§ %+%-§,

... Determine o produto dos 20 primeiros termos dessa sequéncia.
Comentarios

Vamos analisar cada termo da sequéncia:

_ 1,11 V3
N R
1 1
az_ E"‘Eal
2 =1+a,

A relagdao acima nos lembra da seguinte férmula do cosseno:
cos(28) = 2 cos?(0) — 1
2 cos?(8) = 1 + cos(26)

Vamos escrever os termos em func¢do do cosseno:
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V3 T m 1
al=7=cos(6)—cos(3 21)

2a3 =1+ cos (g) = 2cos (1712) = a; = €os (17T2) = Cos (g 212)

Analogamente para os outros termos, encontramos:

as = Cos (271) = Cos (g ' 2—13)

n 1
a,y = COS (3 220)

Queremos calcular o produto dos 20 primeiros termos da sequéncia:

P = a;-a; - .."0ay
P = cos (Z) Ccos (1”2) oS (;4) " cos (7; 219) cos (g 210)
20 termos

Podemos usar a formula do arco duplo do seno:

sen(2a) = 2senacosa

1
Vamos multiplicar essa expressao por 22°sen( 2 )
3 220

22%sen (E - L) P
= cos (%) * COS (17T_2) © COS (;—4) *..." COS (g 2119) cos (Z 2;) sen (Z 210) 220
22%sen (g 210)P = cos (%) co (17T2) cos (271) et COS (g 219) sen (% %) - 219

2%%sen (Z 210) P = cos (%) * COS (1ﬂ_2) * COS (:—4) ‘.rsen (7; 218) 218

1 V3
22036'7’1 <§ ﬁ) P = sen (E) = 7
b V3 1
T (@ 1)
3 220
to:p=2._1
Gabarito: P = 7 Sen(;_,_z%)
170. (IME/2001)

Calcule o valor exato de:

4 5
sen [Zarccotg <§>] + cos [Zarccossec (Z)]
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Comentarios
Fazendo as seguintes substituigdes:
Paraa €]0,m|:

4 4 5 16 5 16
a = arccotg (5) = cotga = 3 = cotg®a = 5 = cossec’a —1=—

9
1

sena

5
=+=
3

Como « € ]0, [, temos sena > 0:

= sena = —

vl W

cosa 4

4
=—= cosa = —
sena 3 5

Paraf €] —m/2,0[VU]0,m/2[:

=

5 5 1 5
B = arccossec (Z) = cossecf = 7 = senp =3 = senf = <
Queremos calcular:

sen(2a) + cos(2p) = 2senacosa + 1 — 2sen?p

2(3)<4>+1 2<4)2_24 7 17
5/\5 5/ 25 25 25
17
~ sen(2a) + cos(2pB) = oE
Gabarito: 17/25

171. (IME/1997)

Se tga e tgb sdo as raizes da equac¢do x* + px + q = 0, calcule, em fung¢do de p e g, o valor
simplificado da expressao:

y = sen?(a + b) + psen(a + b) cos(a + b) + qcos?(a + b)
Considerep,q € Rcom g # 1.

Comentarios

Vamos encontrar as raizes da equacao:

X1,2 =

X, +x, =tga+tgh=-p
X1x, = tgatgbh = q
Agora, dividindo a express3o por cos?(a + b):

y 2
— =t b) + pt b
cos2(at D) g°(a+b) +ptgla+b)+q
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_tg®(a+b)+ptgla+b)+q
B sec2(a + b)

~ tg?(a+b) + ptgla+b) +q
B 1+tg%(a+b)

Calculando tg(a + b):

_tga+tgbh p P
tg(a+b)_1—tgatgb_ 1-q q-—1

Substituindo o valor na expressao:

(20) +r(Eo) +a

B 1+ (L)2

q—1
_pr*+p*g—-1) +q(@-1)?
(@ —1)?%+p?

_pP+pPa-p*+q°-2¢°+q

- q? —2q + 1+ p?
_q(p*+q*—2q+1)
 pt+qr-2q+1

=y=q

Gabarito: y = q

172. (IME/1991)
Mostre que se num tridangulo ABC vale a relacgao:
cos(B —C)
senA + sen(C — B) -

Entdo o tridangulo é retangulo com angulo reto em A.

tgB

Comentarios
Se A, B, C sao os angulos internos de um triangulo ABC, temos:
A+B+C=n=2>A=n—-(B+C)

Vamos simplificar o lado esquerdo da expressao:

cos(B —C)
Sen(n — (B + C)) + sen(C — B)
cos(B —C)

sen(B + C) + sen(C — B)
cos B cos C + senBsenC

senBcosC + senCcosB + senCcosB — senBcosC
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cosBcosC + senBsenC

2senCcosB
cotgC + tgB
2
Usando a relagdao do enunciado:
cotgC +tgB
— =
cotgC = tgB

tgB

cosC senB

senC  cosB
cosBcosC — senBsenC =0

cos(B+C)=0
Usando a relagao dos angulos internos do triangulo:
cos(m—A) =0
—cos(4) =0
Como A € ]0, [, temos:
yia
4=3

Portanto, o triangulo é retangulo em A.

Gabarito: Demonstragao

173. (IME/1991)
Sejam A, B, C os angulos de um triangulo. Mostre que:
sen(24) + sen(2B) + sen(2C) = 4senAsenBsenC
Comentarios
Se A, B, C sao angulos internos de um triangulo, temos:
A+B+C=m
24 =21 — 2(B + C)
Calculando o valor da expressao:
sen(24) + sen(2B) + sen(2C)
sen(Zn - 2(B + C)) + sen(2B) + sen(2C)
—Sen(Z(B + C)) + sen(2B) + sen(2C)
—(sen(2B) cos(2C) + sen(2C) cos(2B)) + sen(2B) + sen(2C)
sen(2B)(1 — cos(2C)) + sen(2C)( )
2senBcosB(2sen?C) + 2senCcosC( )

4senBsenC (senCcosB + senBcosC)

& Aula05- Trigonometria |
, www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So
Aula 05: IME 2021

4senBsenCsen(B + ()

4senBsenCsen(m — A)
4senAsenBsenC
Portanto:
sen(24) + sen(2B) + sen(2C) = 4senAsenBsenC

Gabarito: Demonstragao

174. (IME/1989)
Provar que, se os angulos de um triangulo ABC verificam a relagao:
sen(4A4) + sen(4B) + sen(4C) =0
Entdo, o triangulo ABC é retangulo.
Comentarios
Como 4, B, C sao angulos de um triangulo ABC, temos:
A+B+C=m
4A =4t —4(B +C)
Vamos calcular o valor da expressao:
sen(4A) + sen(4B) + sen(4C)
sen(4n —4(B + C)) + sen(4B) + sen(4C)
—sen(4B + 4C) + sen(4B) + sen(4C)
—sen(4B) cos(4C) — sen(4C) cos(4B) + sen(4B) + sen(4C)
sen(4B)(1 — cos(4C)) + sen(4C)(1 — cos(4B))
2sen(2B) cos(2B) (2sen?(2C)) + 2sen(2C)cos (2C) (2 sen*(2B))
4sen(2B) sen(2C) (sen(2C) cos(2B) + sen(2B) cos(2C))
4sen(2B) sen(2C) (sen(ZB + ZC))
4sen(2B) sen(2C) sen(2m — 2A)
—4sen(2A) sen(2B) sen(2C)
Usando a relagdao do enunciado:
—4sen(2B)sen(2C) sen(24) =0

Como A4, B, C sdo angulos internos de um tridngulo, temos 4, B, C € (0, ). Ent3o:
T
Sen(ZA)=0=>2A=7r=>A=§
Ou
T
Sen(23)=0:>23=n:>8=§

Ou
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sen(2€)=0=>2C=n=C =

STRS

Para qualquer um dos casos, temos que o triangulo possui um angulo reto.

Gabarito: Demonstragao

14. Consideracoes Finais da Aula

Chegamos ao final da nossa aula de trigonometria. Esse assunto possui uma alta taxa de
incidéncia nas provas militares. Tente resolver todos os exercicios dessa aula.

O melhor jeito de estudar trigonometria é resolver uma grande quantidade de exercicios e
pegar todos os bizus da aula. Na hora da prova, nao teremos surpresas pois ja saberemos resolver
cada tipo de problema que possa cair.

Lembre-se! A pratica leva a perfeicdo! Conte comigo na sua preparacao!

Se ficar com duvidas ou tiver alguma sugestdo e/ou critica, nos procure no férum de duvidas
ou fale diretamente comigo:
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