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APRESENTACAO

Estudaremos, nesta aula, uma introduc¢ao ao assunto de polindmios. Veremos que, assim
como as outras fungdes, eles possuem diversas propriedades. Preste muita aten¢ao aos conceitos
de divisao envolvendo polindmios, pois esses sdao tdpicos que costumam cair em prova.

Tente resolver todas as questdes da aula e, sempre que tiver duvidas, volte para a teoria e
reveja o conteudo que vocé esta com dificuldade. Todas as questdes estao resolvidas. Se vocé
tiver dificuldades em resolver alguma, basta consultar a resolugao e verificar o passo que faltou
para completar a questao.

Qualquer dificuldade, procure-nos no forum de duvidas. Estamos aqui para auxilia-lo.

Bons estudos.

() ) /profvictorso
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1. FUNCAO POLINOMIAL

1.1. DEFINICAO

Prof. Victor So

A fungao polinomial ou polindmio é uma fungdode Cem C, isto é, f: C — C. Ela é daforma:

f(x) =ay+a;x + a2x2 + a3x3 + o+ a,x™

Os numeros a, a4, ..., @, sao constantes complexas e sao denominados coeficientes do
polinémio e os expoentes de x s3o todos nimeros naturais. As parcelas a,, a,x, a,x?, ..., a,x™ do
polindmio sdao chamados de termos da funcao polinomial.

Vejamos alguns exemplos de polindmios:
1.1.a) f(x) = 2x - mondémio

1.1.b) g(x) = x3 + 2ix + 3 — 4i

1.1.c) h(x) = x® + 5x* +2ix — 5

1.2. GRAU DO POLINOMIO

O grau do polindmio é definido pelo maior expoente da variavel do polindmio. Podemos
representar o grau do polinémio P pelos simbolos dP ou grP.

Em termos matematicos:

E)P:grP:n(:){ai =a16,t’i0>n

ETTE—

2x+5->2x' +5 1

3 - 3x° 0

3x3—2x*—5x+6 3

x7 —8x®+ x> —x*— (3 +i)x3—2x2 7

ax’ + bx +c 2

x+b-x? 2

ax* + bx® + cx®* —dx +1i 4
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1.3. VALOR NUMERICO

Dado um polinémio P(x) = ay + a;x + a,x* + -+ + a,x", chamamos de valor numérico
do polindbmio o valor que P retorna a um determinado nimero a € C. Ou seja:

P(a) =ay+a,a + a,a? + -+ a,a”

Por exemplo, tomando-se P(x) = 1+ x + x? + x3, podemos ter os seguintes valores
numeéricos:

13.a)x=1=>P1)=1+1+12+13=4
13b)x=2=>P2)=1+2+22+23=15
13c)x=i=>P{)=1+i+i2+i3=0

Note que, no caso x = i encontramos P(i) = 0, nesse caso, dizemos que i é raiz do
polindbmio.

Logo, dado a € C, dizemos que « é raiz do polinémio P quando P(a) = 0.

P(a) =0 aéraizdeP

2. IDENTIDADE DE POLINOMIOS

Podemos entender o termo identidade como uma igualdade. Dizemos que dois polindmios
de varidvel x sdo idénticos quando eles assumem valores numéricos iguais para qualquer valor de
x.

Dados os polindmios
Pi(x) =ay+ a;x + ax? + -+ a,x™
Py(x) = by + byx + byx* + -+ + byx™
P, e P, sdo idénticos se, e somente se, P, (x) = P,(x),Vx € C.

Usamos o simbolo = para indicar a identidade de polindmios.

P, =P, & P(x) =P,(x),Vx €C

2.1. TEOREMA

Dois polindbmios sdo idénticos quando todos os coeficientes correspondentes sao iguais,
ou seja, dados os polindmios

Pi(x) = ay+ a;x + ax? + -+ a,x"
Pz(.X) = bO + blx + bzxz + ce + bnxn
SeP, = P,,entdoaq; = b;,Vi € {0,1,2, ...,n}.

Exemplo:
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2.1.a) Resolva a identidade polinomial
ax? —4x+5=3x2—bx+5

Como vimos, para que os polindbmios sejam idénticos, devemos ter os coeficientes
correspondentes iguais, desse modo:

ax® —4x+5=3x2—hx+5
a=3eb=4

FIQUE
ATENTO!

()

&)

Nao confunda o simbolo de identidade = com o simbolo de igualdade =!
Quando usamos o simbolo de igualdade, estamos perguntando qual o valor da
incdgnita que torna verdadeira a equacao.

( 1)
Equacao

. J

{ P =0 | N
Pergunta o valor de uma

incognita para que a
equacao seja verdadeira

\ J
[Dados P(x)e Q(x)} g N

Identidade
& J
1 P(x)=QX) -~ ~
Afirma que os

coeficientes de P(x) e de
Q(x) sdo idénticos.

2.2. POLINOMIO NULO

Um polindbmio é identicamente nulo quando todos os seus coeficientes forem nulos.

P=0oP(x)=0,VxeC

Assim, usando o teorema anterior, temos
P(x)=ay+a;x +ax*+-+a,x"=0
Se, esomentese,a, =a, =a, = =a, =0.

Exemplo:
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2.2.a) Dado o polinémio P(x) = senfx? + cos (g - 9) x + 6, determine osvaloresde 8 €
[0, ] que tornem verdadeira a seguinte afirmacdo

P=0

Como queremos que o polindmio seja identicamente nulo, devemos ter cada coeficiente
de P igual a zero, logo, no intervalo determinado, temos o seguinte sistema de equacgdes:

T
_ 2 e
P(x) = senfx* + cos (2 9)x+9

sendl =0=>0=00uf=m
cos(g—e) =0=>senfd =0=>0=0o0ufb =nm
6=0
Fazendo a interseccdo das solu¢des de cada equacao, encontramos 6 = 0.

3. OPERAGCOES FUNDAMENTAIS

3.1. ADICAO E SUBTRACAO

Podemos somar e subtrair polinbmios simplesmente relacionando seus termos de mesma
poténcia. Dados dois polindbmios

Pi(x) =ay+ax+ -+ ax"
Py(x) = by + byx + -+ bpx™
Se P = P, + P,, entdo:

P(x) = (P, £ P))(x) = (ao + bo) + (a; £ b)x + -+ (an T bn)xn = z(ai + bi)xi

i=0

Vejamos um exemplo. Dados os polindmios
Pi(x) =2x°+x*+3x3—-2x>-5x+6
P,(x) =x>—-3x+5
Facamos a adigao:
Pi(x) +P,(x) = x>+ x* +3x3 —2x2 — Sx +6) + (x? — 3x +5)

Devemos somar os coeficientes correspondentes. Note que P, é de grau 2 e P, é de grau
5, assim, os coeficientes de x°, x* e x3 ndo serdo alterados:

P(x)+P(x) =2x>+x*+3x3+(—2+Dx?+(-5-3)x+ (6 +5)
W Pi(x) + Py(x) = 2x° + x* +3x3 —x%2 —8x + 11

AULA 19 - POLINOMIOS 8



a E r . .
< estrategia -
” Militares 9 Prof. VictorSo

3.1.1. GRAU DA SOMA E SUBTRACAO

Somando-se ou subtraindo-se dois polindbmios, o grau do polindmio resultante sera igual
ao maior grau dentre os polindmios envolvidos. Dessa forma:

o(P, + P,) < max{oP,, aP,}

No exemplo anterior, vimos que o grau do polindbmio resultante é igual ao grau do
polinbmio P;.

3.2. MULTIPLICACAO

Para multiplicar dois polindmios, usamos a propriedade distributiva. Assim, tomemos os
polindbmios

Pi(x) =2x*—-5x>+6
P,(x) =x*—3x+5
E facamos a multiplicacao

Pi(x) - Py(x) = (2x* —=5x3*+6) - (x> —3x +5)

Aplicando a distributiva, temos:

Py (x) - P, (x) = (

2x* o x? 4+ 2x* - (=3x) + 2x*-5
P(x) - Py(x) =4 —5x°-x%2 —5x*-(—=3x) — 5x°-5

+6-x*+6-(=3x) +6-5
2x% — 6x° + 10x*

Py(x) - P,(x) = { —5x° + 15x* — 25x°

+6x% —18x + 30

Nesse ponto, fazemos como na soma ou na subtracdo, agrupamos os termos de mesma
ordem.

P (x) - Py(x) = 2x° — 6x° + 10x* — 5x° + 15x* — 25x3 + 6x%2 — 18x + 30
Py(x) - Py(x) = 2x® — 6x° + 10x* — 5x° + 15x* — 25x3 + 6x% — 18x + 30
P(x) - Py(x) = 2x® — 11x° + 25x* — 25x3 + 6x2 — 18x + 30

Esse é o polindmio resultante.

AULA 19 - POLINOMIOS 9
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Note que (P, - P,) = + 0P, = 4 4+ 2 = 6. Assim, temos a seguinte propriedade.

3.2.1. Grau da multiplicacao

O grau do polindmio resultante da multiplicagao de dois polindbmios nao nulos P; e P, é
dado por

a(P1P2)=aP1+aP2

3.3. DIVISAO EUCLIDIANA

Sejam P e D dois polindmios tais que D é ndo nulo. Dividir P(x) por D(x) significa obter
dois outros polindmios Q (x) e R(x) tais que satisfacam as seguintes condicdes:

dividendo divisor quociente resto
II. R < dD (ou R = 0,no caso de ocorrer uma divisdo exata)

Esse algoritmo é conhecido como divisao euclidiana.

E a mesma ideia usada para valores numéricos, por exemplo, na divisdo de 17 por 5, pela
divisdo euclidiana, temos:

17 = 5 - 3 + 2
—— () [} ()
dividendo divisor quociente resto

A diferenca é que quando trabalhamos com valores numéricos, usamos a condi¢cdo do resto
ser 0 < resto < divisor. E quando operamos com polindmios, analisamos o grau do polinémio
do resto e o grau do polindbmio do divisor. Entao, das condi¢cdes da divisao euclidiana para
polindbmios, temos:

P(x) =D(x) - Q(x) + R(x)
Calculemos o grau dos polindmios envolvidos:
0P =0(D-Q+R)

Pela propriedade do grau da soma, temos:

0P < max{o(D - Q),0R}
Pela propriedade do grau da multiplicagao:

0P < max{oD + 0Q, R}
Como a condicdo da divisdo é dR < dD, temos:

max{dD + 0Q,0R} = dD + dQ

Portanto dP = dD + 0Q.

Vejamos um exemplo de divisao euclidiana.

AULA 19 — POLINOMIOS 10
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3.3.a) Dividindo o polindmio P(x) = 2x* + 5x3 + x2 + 3x + 4 por D(x) = x? + 2x — 1,
encontramos os polindmios Q(x) = 2x?> + x + 1 e R(x) = 2x + 5. Perceba que os polindmios
encontrados satisfazem as condi¢des da divisao (vocé pode fazer os calculos para verificar):

. P(x)=D(x)-Q(x)+ R(x)
S 2 +5x3+x?2+3x+4=((x?+2x—-1D2x?+x+ 1)+ (2x +5)
l. dD=2edR=1=0R<dD

Até agora vimos o que ocorre quando dividimos dois polindmios, mas nao estudamos como
encontrar os polindmios Q(x) e R(x). No proximo capitulo, estudaremos alguns teoremas que
nos ajudarao a encontra-los.

4. DIVISAO

4.1. METODO DE DESCARTES

Esse método é consequéncia da definicdo da divisao euclidiana e é conhecido como
método dos coeficientes a determinar.

Das condicdes da divisao euclidiana, devemos ter na divisao de um polinbmio P por um
polindémio D:

. P(x)=D(x)- -Q(x)+ R(x)
. OR <adD (ouR =0)

Vimos que da condicdo |, 0P = dD + dQ, logo 0Q = dP — dD.
Da condicdo I, devemos ter dR < dD.
Vejamos na pratica como aplicamos esse método.
4.1.a) Faca a divisdo de P(x) = 5x* + 3x3 + 2x + 1 por D(x) = x? + 3x + 2.
i) O primeiro passo é determinar o grau do polindbmio Q (quociente):
0Q = 0JdP —aD
Como dP = 4 e dD = 2, temos:
0Q=4-2=2
Assim, o polindbmio Q é de segundo grau:
0Q = ax*+bx +c
ii) O segundo passo é determinar o grau do polindmio R (resto):
JR<IOD=>0R<2=>0R<1

Encontramos que o resto é um polindbmio cujo grau é menor ou igual a 1. Devemos supor
0 maior grau possivel, logo, ele pode ser do primeiro grau:

R(x) =dx+e

AULA 19 — POLINOMIOS 11
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iii) O terceiro passo é escrever a relacdo P(x) = D(x) - Q(x) + R(x) e encontrar os

coeficientes:
5x*+3x3+2x+1=(?+3x+2)(ax? +bx +c) +dx +e
Desenvolvendo a expressao do membro a direita:

Sx* + + +2x+ 1
= ax* + + +@2b+3c+d)x+2c+e

Igualando os coeficientes, encontramos o seguinte sistema:
I{ 5=a

4

l2:2b+3c+d
1=2c+e

Resolvendo o sistema, obtemos:

a:

b=-12
c =26
d =-52
e = =51

Portanto, os polindbmios sao:
Q(x) =5x%2—12x + 26
R(x) = —=52x — 51

TOME

NOTA!
(. X
Na divisdo de um polinébmio P por um polinémio D, se dP < dD, o polindbmio

guociente é identicamente nulo e o polindmio resto é idéntico ao polindmio P, ou seja,

P(x) =D(x)-Q(x) + R(x)
0P < 93D = Q(x)=0eR(x) = P(x)

4.2. UNICIDADE DO QUOCIENTE E DO RESTO

Dados os polindmios P e Q, existe um Unico polindmio @ e um Unico polindbmio R tais que

satisfazem as condicdes da divisao:

. P(x)=D(x)-Q(x)+ R(x)
. OR < dD(ouR =0)

AULA 19 — POLINOMIOS
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Demonstragao

Suponha a existéncia de dois quocientes Q, e Q,, e dois restos R, e R,, taisque @, # Q, e
R, # R,. Pelas condig8es da divisdo:

0R, < 0D edR, <dD
P(x) = D(x) - Q1(x) + R, (x)
P(x) = D(x) - Q2 (x) + Ry (x)
Da identidade dos polin6mios, temos:
D(x) - Q1(x) + Ry (x) = D(x) - Q;(x) + Ry (x)
= D(x) - (Q1(x) — Q2(x)) = Ry(x) — Ry (x)
Dessa identidade, podemos analisar o grau dos polindmios:
a[D - (Q, — Qz)] =d(R, —Ry)
Pela propriedade do grau da subtracao, temos:
0(R, — Ry) < max{dR,, 0R,}
Sabemos que R, < dD e dR, < dD, logo max{dR,,0R,} < dD.
Pela propriedade do grau da multiplicagao, temos:
0[D - (@1 —Q2)] = 0D +9(Q, — Q) = 9D

Chegamos a um absurdo! Portanto, o quociente e o resto da divisao polinomial sdo Unicos.

4.3. METODO DAS CHAVES

Na divisdo pelo método das chaves, podemos usar o mesmo método quando calculamos a
divisdo usando valores numeéricos. Relembremos.

Dividamos, por exemplo, 16 por 3.

Primeiro, montamos nosso algoritmo.

16 3

No lugar do quociente, colocamos o menor inteiro possivel que, ao ser multiplicado por 3,
nao supere 16. Nesse caso, 5.

16 3

Multiplicamos o quociente (5) pelo divisor (3) e colocamos o resultado (15) logo abaixo
do dividendo (16).

AULA 19 — POLINOMIOS 13
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15 5

Como temos que subtrair (15) do dividendo (16), vamos simbolizar essa operacdo

alternando o sinal do (15) para (—15).
16 | 3

—15 5
E, agora, fazemos a subtracao.
o s
—15 5
1

Assim, dizemos que 16 dividido por 3 da 5 com resto 1.
Alternativamente, podemos escrever a igualdade:
16 =5-3+1

Para a divisao de polindbmios, vamos utilizar a mesma ordem de operag¢des da divisao
numérica.

Acompanhe um exemplo pratico.
Dados os polindmios
P(x) =2x*—-5x3+6
D(x) =x*>—-3x+5
Facamos a divisao
P(x)
D(x)

De modo analogo ao que fazemos com os nUmeros, montemos nosso algoritmo.

P(x) | D(x)
Que é o mesmo que

2x* —5x3 46| x*—3x+5

Agora, dividimos o primeiro termo do dividendo (2x*) pelo primeiro termo do divisor (x?).
2xt = x? > +2x*

Colocamos, entdo, esse resultado no lugar do quociente na divisao.

AULA 19 - POLINOMIOS 14
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2x* —5x3 +6 x2—=3x+5
2x>

Multiplicamos o quociente (2x*) por todo o divisor (x? — 3x + 5) e colocamos o resultado
(2x* — 6x° + 10x?) logo abaixo do dividendo (2x* — 5x° + 6).

2x* —5x3 +6 x?—-3x+5

2x*  —6x3 +10x2 2x*

Como fizemos com a parte numérica, precisamos fazer a subtracao dessa linha recém
escrita. Para simbolizar essa subtracdao, vamos mudar o sinal de todos seus termos.

2x* —5x% +6 x2—=3x+5
—2x* +6x3 —10x? 2x°
E, finalmente, somamos essas duas linhas.
2xt —5x% +6 x*—=3x+5
=2x% +6x3 —10x? 2x?

x3 —10x? +6

Nesse momento, é como se tivéssemos um novo dividendo (x® — 10x? + 6).

Continuaremos esse processo até que o novo dividendo tenha grau menor que o grau do
divisor.

Como o grau do nosso novo dividendo é 3 e nosso divisor tem grau 2, continuamos no
processo de divisao.

Dividimos o termo de maior grau do novo dividendo pelo termo de maior grau do divisor
e escrevemos no quociente.

2xt —5x% +6 x*—=3x+5

=2x* +6x3 —10x2 2x% + x

x3  —=10x? +6

Multiplicamos o resultado (+x) por todo o divisor (x? — 3x + 5) e anotamos o resultado
dessa multiplicagao logo abaixo do novo quociente.

AULA 19 - POLINOMIOS 15
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x2—=3x+5
=2x* +6x3 —10x2 2x% +x

x3 —10x* +6
x3 —3x% +45x

Para simbolizar a subtragcdao, mudamos o sinal de toda a linha recém escrita.

>t —5x3 46 x2—=3x+5

=2x* 46x3 —10x? 2x% + x

x3 —10x? +6

—x3 +3x% —5x

E somamos as duas linhas.

Zxt —5x3 +6 x?—3x+5

=2x* +6x3 —10x? 2x% 4+ x

¥ —10x? +6

—x°  +3x? —5x

—7x* —5x +6

Perceba que nosso novo dividendo ainda nao tem grau menor que o grau do divisor,
portanto, continuamos com nosso algoritmo. Dividindo o termo de maior grau do novo dividendo
(—7x?) pelo termo de maior grau do divisor (x?) e colocando o resultado no quociente.

Zxt —5x3 +6 x*—=3x+5

=2x* 4+6x3 —10x? 2x%> 4+ x—7

¥ —10x? +6

x>  +43x? —5x

AULA 19 - POLINOMIOS 16
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—7x* —5x +6

Multiplicamos (—7) pelo divisor (x> — 3x + 5) e escrevemos o resultado logo abaixo do
novo dividendo (—7x? — 5x + 6).

% —5x3 +6 x?—=3x+5

=2x* +6x3 —10x2 2x% +x—7

¥ —10x* +6

x>  +3x? —5x

—7x*> —5x +6
—7x% 421x -35
Mudamos o sinal de toda a ultima linha.

xt —5x3 +6 x?—3x+5

=2x* 4+6x3 —10x? 2x°> 4+ x—7

x¥  —10x*> +6

x>  43x? —5x

—7x* —5x +6
+7x% =21x +35

E somamos as duas ultimas linhas.

> —5x3 46 x?—3x+5

=2x* +6x3 —10x2 2x> 4+ x—7

¥ —10x?> +6

x>  +3x? —5x

7% —SX +6
+7%x? —21x +35

AULA 19 - POLINOMIOS 17
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—26x +41
Agora sim, nosso novo dividendo tem grau menor que grau do divisor, entdao, esse
dividendo restante passa a ser considerado como o resto da divisao.

Assim, podemos dizer que a divisdo de P(x) = 2x* —5x*> + 6 por D(x) = x? —3x + 5
tem quociente Q(x) = 2x? + x — 7 eresto R(x) = —26x + 41.

Podemos, alternativamente, dizer que:
2x* —5x34+6=02x*+x—-7)- (x?* —=3x +5) + (—26x + 41)
Ou seja,

P(x) =Q(x)-D(x)+ R(x).

4.4. ALGORITMO DE BRIOT-RUFFINI

O algoritmo de Briot-Ruffini é util quando queremos dividir um polindmio P(x) por um
divisor da forma x — a@. Quando a é raiz do polinbmio, temos que o polindmio resto sera
identicamente nulo e, dessa forma, poderemos escrever:

Px)=(x—a) Q)

O grau de Q sera igual ao grau de P reduzido em uma unidade. Por isso, esse algoritmo
também é conhecido como algoritmo de redu¢ao de ordem do polindomio.

Se a ndo for raiz do polinbmio, teremos:

Px)=(x—a)-Q(x)+R(X)

Como o divisor possui grau 1, temos que o resto ou é nulo ou tem grau 0, ou seja, ele é um
polinémio constante e n3o depende de x. Por isso, denotaremos R (x) simplesmente por R.

Vejamos na pratica como aplicamos o algoritmo, ou melhor, o dispositivo pratico de Briot-
Ruffini.

Vamos dividir o polindmio P(x) = x3 + 2x2 + 5 por x — 3.

Passo 1: Representamos o dispositivo pela seguinte figura:

Passo 2: Tomamos a raiz do divisor e inserimos no dispositivo, nesse exemplo, temos como
raizx = 3.
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Passo 3: Inserimos os coeficientes do dividendo seguindo a ordem do maior expoente ao
menor expoente. Note que o coeficiente de x é nulo, logo:

P(x) =1x3+2x2+ 0x+5

3 ‘ 1 2 0 5

Passo 4: Repetimos o primeiro coeficiente de P na linha abaixo dela.

3 ‘ $ 2 0 5

o

Agora, estamos prontos para iniciar a divisao pelo dispositivo pratico. Chamaremos a linha
dos coeficientes de L1 e a linha abaixo dela de L2.

Passo 5: Repetimos o processo conforme o diagrama abaixo até chegar a ultima coluna.

multiplicar o Ultimo somar o resultado da escrever o resultado
coeficiente da multiplica¢do ao na linha abaixo do
segunda linha pela coeficiente da coluna fici d
raiz 20 lado coeficiente somado
/_I\
3 ‘ 1 2 0 5
‘ 1 1-3+2=5
X
/1\
3 ‘ 1 2 0 5
‘ 1 5 5-3+0=15
X
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3 ‘ 1 2 0 5
g 15-3+5
X
3 ‘ 1 2 0 5
‘ 1 5 15 ‘ 50

Esse é o resultado do algoritmo. Cada elemento da segunda linha representa um termo do
quociente da divisdo de P(x) por x — 3. Como nosso polindmio P tem grau 3, nosso quociente
comega com um grau a menos, ou seja, grau 2. O ultimo elemento da segunda linha representa
o resto da divisdao. Dessa forma, temos:

3 1 2 0 5
1 5 15 50
) l !
1-x? 15 - x°

Q(x) =x*>+5x + 15
R =50
ax3+2x2+5=(x—3)(x?+5x +15) + 50

O dispositivo pratico de Briot-Ruffini € muito Util quando queremos encontrar as raizes de
um polindmio de grau n = 3. Pois, conhecendo uma das raizes, podemos usar o algoritmo para
reduzir a ordem do polinbmio em uma unidade. Isso, normalmente, resultard em uma equacao
conhecida como a equac¢ao quadratica. Vejamos um exemplo.

4.4.a) Encontre as raizes do polindmio P(x) = x3 + 4x? — 305x + 300.

Para encontrar as raizes de P, podemos usar o algoritmo de Briot-Ruffini. Note que x = 1
é raiz:
P(1)=13+4(1)2-305-1+300=0

Logo, podemos dividir o polindmio P por x — 1 usando Briot-Ruffini:
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1 ‘ 1 4 —305 300

‘ 1 5 —300 0

Com isso, obtemos:
P(x) = (x — 1)(x%? + 5x — 300)

Agora, basta resolver a equacdo quadratica x? + 5x — 300 = 0 e encontrar as outras
raizes.

x> +5x—-300=0
_ 541225 _ 5435

2 2
Portanto, as raizes de P sao:

X x=150oux = -20

X1 = 1,X2 = 15,X3 = —20

4.4.1. DIVISOR DA FORMA ax + b

Como dividimos um polindmio P (x) por um divisor da forma ax + b? Nesse caso, podemos
proceder da seguinte maneira:

P(x) =(ax+b)Q(x) + R

Colocamos o coeficiente a do divisor em evidéncia:
b
P(x) = a(x +5) 0(x) + R

b
P(x) = (x + —) [a-Q(x)]+R
a e —
Q'(x)
Q'(x)=a Q)
Assim, voltamos a um caso ja conhecido. Podemos usar o dispositivo pratico de Briot-

Ruffini para calcular Q'(x) e R, fazendo a divisdo de P(x) por x + b/a e usando como raiz o
nimero —b/a. Para encontrar Q (x), basta fazer

Q')

a

Qx) =

4.4.2. DIVISOES SUCESSIVAS

Podemos aplicar o algoritmo de Briot-Ruffini sucessivas vezes e dividir o mesmo polindmio
por varios divisores da forma x — a. Paraisso, dado um polindmio P(x) = ay, + a;x + -+ + a,x",
se queremos dividir esse polindmio pelos divisores x — a, x — § e x — y, procedemos da seguinte
forma:
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Usamos o algoritmo de Briot-Ruffini e dividimos P(x) pelo fator x — «.

P(x) = (x —a)Q.(x) + Ry (x)

Encontraremos um polindmio Q,(x) de grau dP — 1. Aplicamos novamente o algoritmo,
mas dividimos Q, (x) pelo fator x — .

Q:1(x) = (x — B)Q2(x) + R (x)
Repetimos o processo e dividimos Q,(x) pelo fator x — y.
Q,(x) = (x —y)Q3(x) + R3(x)
Assim, usando todas essas identidades, encontramos o seguinte resultado:
P(x) = (x —a)Q;(x) + Ry (x)
P(x) = (x —a)[(x — f)Q,(x) + Ry (x)] + Ry (x)

Px) =(x—a)(x—p) + (x — @)R,(x) + Ry (x)
Px)=(x—-—a)x—p) + (x — )R, (x) + Ry (x)
PX)=x-—a)x - —-y)Q:(x) + (x —a)(x — PR3(x) + (x — a)R,(x) + Ry (x)

R(x)

Esse é o resultado obtido da divisdo sucessiva por trés fatores. Perceba que R4, R, R; sao
polindmios constantes e, por isso, o grau de R é 2. Isso condiz com a condi¢cao do grau do resto
ser menor que o grau do divisor, no caso (x — a)(x — B)(x — y).

Vejamos um exemplo de aplicacao:

Vamos dividir o polinémio P(x) = x* + 4x3 + 3x? 4+ 5x — 1 pelos fatores x — 2,x — 3 e

x + 5.
Usaremos o algoritmo de Briot-Ruffini sucessivas vezes. Iniciemos pelo fator x — 2.
2 1 4 3 5 -1
o

Aplicando o algoritmo na primeira divisao, encontramos:

Agora, repetimos o processo e dividimos o quociente por outro fator. No caso, temos
Q,(x) = x3 + 6x2% + 15x + 35 e R,(x) = 69. Vamos dividir Q;(x) por x — 3:
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2 1 4 3 5 -1

3 1 6 15 35 69
1

Aplicando o algoritmo na segunda divisao, obtemos:

2 1 4 3 5 -1

3 1 6 15 35 69
1 9 42 161

Temos Q,(x) = x? + 9x + 42 e R,(x) = 161. Vamos proceder a Ultima etapa e dividir Q,

pelo ultimo fator x + 5.

2 1 4 3 5 -1
3 1 6 15 35 69
-5 1 9 42 161

1
Fazendo as contas, encontramos:
2 1 4 3 5 -1
3 1 6 15 35 69
-5 1 9 42 161

1 4 22

Logo, Q3(x) = x + 4 e R;(x) = 22.

Com esse diagrama, podemos escrever a identidade do polindmio inicial. Analisaremos da

seguinte forma:

2 1 4 3 5 -1
3 1 6 15 35 69
-5 1 9 42 161

1 4 22

Tomamos a segunda linha e escrevemos conforme aprendemos:

AULA 19 - POLINOMIOS

23



9 EStrategla — ¥ g./:‘—: Prof. Victor-So

Militares

P(x) = (x—2) +
Agora, tomamos a terceira linha e escrevemos a divisdao do polindmio
pelo fator x — 3:

= (x—3)(x? +9x +42) + 161

Por fim, tomamos a quarta linha e escrevemos a divisdo do polinémio (x? + 9x + 42) por
x+5:
(x2+9x+42) = (x +5)(x +4) + 22
Assim, podemos escrever o polindmio P(x) usando essas identidades:
P(x) = (x —2)(x® + 6x? + 15x + 35) + 69
P(x)=(x—2)[(x—3)(x? +9x +42) + 161] + 69
P(x) =(x—2){(x—-3) + 161} + 69
Px)=((x—-2)[(x—3)(x+5x+4)+22(x—3)+161] + 69

2P =(x—-2)x—3)(x+5) (x+4)+22(x—2)(x—3)+161(x — 2) + 69
Q(x) R(x)

Esse é o resultado da divisdo de P(x) por (x — 2)(x — 3)(x + 5).

4.4.3. TEOREMA

Se a4, a;, A3, ..., &) Sao numeros complexos e distintos entre si com k < n, entdo o
polindomio P de grau n é divisivel separadamente por x — a{,x — a3, X — A3, ..., X — a Se, e
somente se, for divisivel pelo produto (x — a;)(x — a;)(x — a3) ... (x — ay).

Demonstragao

Sabendo que P é divisivel separadamente por x — a;, x — @5, ..., X — @y, temos que, pelas
divisdes sucessivas, P pode ser escrito como:

P)=(x—a)(x—a)(x —az) .. (x —a) - Q(x) + R(%)

grauk

Como o divisor possui grau k, devemos ter dR = k — 1, logo:

R(x) = ay + a;x + a,x? + azx® + -+ aqj_ x*1

k incégnitas

Além disso, da divisibilidade, temos para cada um dos fatores:

R(al) = 0 a() + alal + azalz + a3a13 + + ak—lalk_l — 0

R(ak) =0 Ao + aay + a,z(lkz + a3ak3 + -+ ak—lakk_l =0

AULA 19 - POLINOMIOS 24



=

i IES‘tl'a‘tégié'l Prof. Victor So
ilitares

Assim, encontramos um sistema linear homogéneo. Podemos escrever o sistema na forma

matricial:
1 a af - af! Qo 0
L aoa (o) [o)
1 a; a? ak1 az |=]0|

Porb = 0
1 a, ag - af? ak—l/ 0/

matriz dos coeficientes

ay, a4, ---, A1 SA0 as incognitas do sistema e a matriz dos coeficientes € uma matriz de
Vandermonde, logo:

1 a, a? - okt
1 a, a2 ak-1
1 a; a2 - ak i #O0poisay #a, # - #a,
1 ap ai - ak?

Como o determinante é sempre diferente de zero, temos que o sistema linear homogéneo
é possivel e determinado, logo, admite apenas a solugao trivial, ou seja,

aGy=a, =0, =+=0a;,_;1=0=>R(x) =0
Portanto, dadas as condig¢des iniciais, temos que P pode ser escrito como:
P(x) = (x—ap)x—a)(x —az) ..(x —ay) - Q(x)

O que é analogo a dizer que P é divisivel pelo produto dos fatores.

4.5. TEOREMA DO RESTO

O resto da divisdo de um polindmio P(x) por x — a é igual ao valor numérico de P(a).

Demonstragao
Para demonstrar esse teorema, podemos usar a definicdo da divisdo de polinédmios:
P(x) =(x—a) Q(x) +R(x)

Como o divisor x — a é de grau 1, temos que R(x) é um polinémio constante, podendo ser
ou nao nulo. Assim, fazendo x = a:

P(a)=(a—a)-Q(a) +R
0

= P(a) =R
Exemplo

4.5.a) Encontre o resto da divisdo de 2x* + 3x3 + 10x2 — x — 9 por x — 1.
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Para resolver essa questdao, podemos aplicar diretamente o teorema do resto. Sabendo
quearaizdex —1é1, temos:

P(x) =(x—1)-Q(x) +R
P =R=>R=2MD*+31*+101D*-(1) -9
R=2+3410-1-9=5
~R=5

4.6. TEOREMA DE D’ALEMBERT

Um polinémio P(x) é divisivel por x — a se, e somente se, P(a) = 0.

Demonstragao
Como vimos no teorema do resto, temos da divisdo de P(x) por x — a:
P(a) =R

Se R = 0, temos que a divisdo é exata, logo P(a) = R = 0 implica que P(x) é divisivel por
X —a.

Exemplo

4.6.a) Determine o valor de p para que o polindmio P(x) = 5x3 + px? + x + 10 seja
divisivel por x + 1.

Pelo teorema de D’Alembert, sendo —1 a raiz de x + 1, temos que P(x) sera divisivel por
x+1seP(—1) =0, logo:

P(-1) =5(-1)*+p(-1)*+ (-1)+ 10
P(-1)=-5+p—-1+10=p+4
P(-1)=0=>p+4=0>p=—-4

Portanto, para P(x) ser divisivel por x + 1, devemos ter p = —4.

5. GRAFICO DA FUNGCAO POLINOMIAL

Ja conhecemos o grafico das fungdes afim e quadratica. Essas fungdes sao também fungdes
polinomiais. Vamos aprender a esbogar o grafico de uma fungdo polinomial de grau n = 3.
Sabemos que uma fung¢ao polinomial de grau 1 é uma reta:
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Uma funcdo polinomial de grau 2 é uma parabola:

Yy

Note que a parabola pode ter, dependendo do coeficiente do termo quadratico, ou ponto
de maximo ou ponto de minimo. E possivel saber quais sdo esses pontos usando a derivada.
Vamos aprender a analisar a derivada de uma fung¢do polinomial. Sabemos que um polindmio
possui a seguinte forma:

P(x) =ay+ a;x + ax* + azx® + -+ a1 x" 1 + a,x"

Como os expoentes da incégnita x sdao todos numeros naturais, para derivar P, basta
multiplicar o expoente de x pelo seu respectivo coeficiente e reduzir o valor do expoente em uma
unidade, por exemplo:

f(x) =ax™ = f'(x) = nax™?
Assim, a primeira derivada de uma funcdo polinomial é
P'(x) =a, +2a,x +3azx* + -+ (n— 1Da,_x" % + na,x"?

Agora, vamos analisar a primeira derivada de P. Um detalhe para a funcdo polinomial é
que ela é derivavel em R, ou seja, ela é continua em todo o seu dominio.

5.1. PRIMEIRA DERIVADA DA FUNGCAO POLINOMIAL

A primeira derivada da fungdao polinomial nos permite encontrar os pontos criticos da
fungdao. Mas o que sao os pontos criticos? Um ponto critico pode ser:

e Ponto de maximo (local ou absoluto);
e Ponto de minimo (local ou absoluto);
e Ponto de inflexdo (quando ocorre a troca de curvatura na funcdo).
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Para saber a classificagdo do ponto critico, podemos encontrar a segunda derivada da
fungdo e analisar o ponto critico. Porém, vamos analisar os resultados da primeira derivada.

5.1.1. Teorema
Seja f uma fungdo derivavel no ponto x = x, , entdo:

e f'(x,) > 0implica que f ¢ estritamente crescente em x = x,.
e f'(xy) < 0implica que f é estritamente decrescente em x = x,,.
e f'(x,) = 0implica que x = x, € um ponto critico de P.

Vejamos um exemplo. Seja P definido por:

P(x) =x3—2x*-5x+6
A primeira derivada de P é:

P'(x) =3x2—4x-5

E suas raizes sdo:
2++19
3
Como P’ é uma funcdo quadratica, temos que ela representa uma parabola:

2—;/E<x < 2+;/E

. Podemos afirmar que P é
2—/19 2++/19
ou 3

P(x)=0=>x=

Note que P'(x) < 0 para eP'(x) >

Y 2—19 2419
0 para x < ;/_oux> +;/_

estritamente crescente no intervalo x < x >

) . 2—/19 2419
estritamente decrescente no intervalo 3 <x< P

2—/19 2+V19
ex =

e

Os

o
I
;
©
X
+
3
=
=

sdo pontos criticos da funcao.

pontos x =
Agora, vamos proceder a analise da segunda derivada.

5.2. SEGUNDA DERIVADA DA FUNGCAO POLINOMIAL

A segunda derivada nos permite saber a classificacdo do ponto critico. Do nosso polinébmio
inicial, temos:
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P(x) = ap+ a;x + a,x? + azx® + -+ ap_1x" 1 + ax"
A primeira derivada é:
P'(x) = a, +2a,x +3azx* + -+ (n— Da,_1x" % + na,x"?
A segunda derivada é:

P'(x) =2a, +6asx+ -+ n—1)1n-2)a,_1x"3+nn—1a,x" 2

5.2.1. TEOREMA

Dada uma funcdo f continua e derivével até f'' em um dado intervalo I. Se f'(x,) = 0,
entao:

e X, ¢é ponto de maximo local quando: f"'(x,) < 0.
e X, ¢é ponto de minimo local quando: f" (x,) > 0.

Se f admite "' (derivada até a terceira ordem), entdo:
e X, éponto deinflexdose: f""(x,) =0e f""(x,) # 0.

Um ponto de maximo local implica que a funcdo possui concavidade para baixo nesse
ponto e um ponto de minimo local implica que a fun¢do possui concavidade para cima.

Tomemos o exemplo anterior e analisemos a segunda derivada.
P(x) =x3—2x*—-5x+6
P'(x) =3x2—4x -5
P'"(x) =6x—4

Usando a segunda derivada, vamos substituir as raizes da primeira derivada e analisar o
sinal do niumero resultante:

. (2 + \/19> (2 ++19

P'|——)=6 (——
3 3

W (22N _ (220

’ (T>_ (T

> — 4 = 2v/19 > 0 (ponto de minimo local)

) — 4 = —2v19 < 0 (ponto de maximo local)

Podemos também analisar as raizes de P'':

2
P”(x)=0=>6x—4=0=>x=§

Assim, x = 2/3 pode ser um ponto de inflexao. Para saber isso, devemos analisar a terceira
derivada:
P"(x)=6+#0,Yx€R

Como a terceira derivada é diferente de zero para qualquer x e P""(2/3) = 0, temos que
x = 2/3 é ponto de inflexao da fungao.
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5.3. ESBOCO DO GRAFICO

Agora que aprendemos como analisar o comportamento da fung¢ao polinomial, vamos ver,
na pratica, como esbogamos o seu grafico.

Vamos esbocar o grafico do nosso exemplo:
P(x) =x3—2x*-5x+6

Inicialmente, devemos analisar o que ocorre com a funcdo quando fazemos lim P(x) e

X—00

lim P(x). Para saber isso, basta analisar o termo de maior grau do polindmio. No caso, temos

X——00
x3, esse termo tende ao infinito quando x tende ao infinito e tende ao menos infinito quando x
tende ao menos infinito. Assim, sabemos o comportamento da fung¢ao nas extremidades:

lim P(x) = 4o

X—00

lim P(x) = —

X——00

Agora, vamos analisar as derivadas. Dos resultados anteriores, temos:

P'(x) =3x2—4x-5

P'(x)>0,x< @ oux > @ — estritamente crescente
=191 P'(x)< O,_Tm <x< ﬂ — estritamente decrescente
\ P'(x) =0,x = @ — pontos criticos
( P" (@) = 2v/19 > 0 (concavidade para cima)

7 _ 2—+19
P"(x) = 6x —4 = 4 pr (T) = —2vV19 < 0 (concavidade para baixo)

2 2 2
\ pr <_> —0eP" (g) +0,x = 3 — ponto de inflexao

3
Com esses resultados, vamos esbocar o grafico. Podemos iniciar com os pontos criticos:
2++V1 2
P( 3 > (28—19\/ 9) = —4,1

( ) (28+19\/_)~82
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2++19

w

Y

A
y .
Sabemos que a fungdo é estritamente crescente para
— 2—/19 2++/19 .
*--18,2 x <=——oux> e estritamente decrescente
1
' 2—/19 2419 ,
para — <x< P Também sabemos que a
1
' fungdo possui concavidade para baixo no ponto x =
i 2—19 ) . 2+V19
! e concavidade para cima no ponto x = _—
1
Logo, basta esbocgar a curva no grafico de acordo com
seu comportamento:
1
:
1
: A
:29 1-'"_? poito de maximo Y
1 1
1 ]
1 1
! ; 2419 . - 8,2
; | 3 _ !
2—V19 | 2 ; v i
3 3 ! !
E : estritamente decrescente
]
: i
] 1
1 1
1 1
1 1
1 1
]
I SR ‘! i ponto de inflexio
1
8?-"}"!"."{.‘]‘]‘!9!1-"&’ crescente : E.S‘n"l"!'.u"ﬂi'ﬂt’ﬂft’ crescente
- 1
i
1
1
1
1
1
1
1
1
!

X
|
%
©
ul M-----

ST [ ST ——

ponto de minimo

6. POLINOMIO INTERPOLADOR DE LAGRANGE

O polinémio interpolador de Lagrange nos permite determinar um polindbmio a partir de n
pontos (x,y) dados no plano cartesiano. Segundo Lagrange, temos o seguinte teorema:
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Dados n pontos no plano cartesiano, existe um unico polindmio de grau menor ou
igual an — 1 que passa por todos esses pontos.

Partindo desse teorema, podemos construir o polindbmio interpolador de Lagrange pela
seguinte férmula para os pontos (x;,y1), (X3, ¥2), ..., (X, y,) dados:

P(x) = z": P;(x)

Onde P;(x) = y; - a;(x) e a;(x) é dado por:

(x —2x)(x — x3) oo (X — - 1) (0 — Xj44) oo (X — )
(g — ) O — x3) o (0 — 2 (6 — X44) oo (3 — X))

a;(x) =

a;(x) é chamado de coeficiente de Lagrange.

Vejamos um exemplo de questao que foi cobrado no IME:

(IME/2018)

Seja P(x) o polindmio de menor grau que passa pelos pontos A(2, —4 + 3\/§), B(1,3\/§ -
2), C(¥2,v/3) e D(/3,/2). O resto da divisdo de P(x) por (x — 3) é:

a) 8Y3-5vV2—6.
b) 6V3 —4v2 —1.
c) 9V3-8V2-2.
d) 443 —10v2 - 3.
e) 43 —+2-2.

Comentarios

Essa questdo requer uma técnica especial chamada de Polindmio Interpolador de
Lagrange. Queremos responder a seguinte pergunta:

Dados 4 pontos no plano, qual o polinbmio de menor grau que passa por esses quatro
pontos?

A resposta é o polinbmio abaixo, dado por:
P(x) = pa(x) + ps(x) + pc(x) + pp(x)
Onde:
(=4 + 3V3)(x — D(x = V2)(x =/3)
C=DE—VDE V)

A(2,—4+3V3) > pu(x) =
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(3V2 = 2)(x = 2)(x = V2)(x — V/3)
(1-2)(1 =v2)(1-+3)
(V3= 2)(x— D(x—V3)
CORB) = e =1 - D2 - vB)
(V2)(x = 2)(x = D(x = V2)
(V3-2)(V3-1)(V3 =+2)

B(1,3vV2 = 2) - pp(x) =

D(V3,V2) - pp(x) =

Queremos o resto da divisdo de P(x) por (x — 3). Como o graude x —3 é 1, o grau do
resto é zero, logo:

P(x)=qx)(x—3)+r
Para calcular r, vamos calcular P(3), veja:
P3)=qB)B-3)+r=r

Ja temos P(x), basta calcularmos cada parcela para x = 3, veja:

pa(3) = 2 +(:23\/—§)1§3(2_—13/(§3)E2\/—§)«/(§)_ V3)  3v7 4+ 20v3 + 5v - 12
3v2-2)3-2)(3-v2)(3-3
( ( —);)(1 —)\(/E)(1 —)5/5) = 61003
_ (V3)3-2)3-1(B-V3)
(V2-2)(vV2-1)(vV2 - +3)
(V2)(3-2)3-1D(B-V2) _
(V3-2)(¥3-1)(vV3-+2)

Dessa forma, temos que:

P(3) =ps(3) +ps(3) + pc(3) + pp(3) = —6 — 5V2 + 8V3

pp(3) =

pc(3) =15V2 + 6vV3 + 3V/6 + 18

pp(3) = ~12-17V2 -8V3 -9V6

uyn

Gabarito: “a”.

7. QUESTOES NIVEL 1

1. (EEAR/2016)

Dado o polindmio: ax® + (2a + b)x* + cx + d — 4 = 0, os valores de a e b para que ele seja um
polindmio de 22 grau sao

aJa=0eb=0
b)a=1eb+0
cJa=0eb+0

AULA 19 - POLINOMIOS 33



Militares

ﬁ Estratégia

da=—-1eb+0

2. (EEAR/2018)

Prof. Victor So

Sejam os polindmios A(x) =x3+2x>—x—-4=0, B(x)=ax3—bx*—-4x+1 e P(x) =

A(x) — B(x). Para que P(x) seja de grau 2, é necessario que
aJa+—-1eb=-2

b)a=1eb=-2

cJa=1eb + -2

da+1eb+ -2

3. (EEAR/2002)

Uma equacgdo do 32 Grau cujas raizessao —1,—2e3 é
a)x3+6x2—9x+6=0

b) x> —6x* -6 =10

)x}—7x-6=0

d)x3+6x2+9x=0

4. (ESA/2014)

~ . . . . 1 .
Uma equacgdo polinomial do 32 grau que admite as raizes —1, — ;€ 2é:

a)x3—2x2-5x—-2=0
b)2x3 —x* —-5x+2=0
c)2x3 —x2+5x—2=0
d)2x3—x2-2x-2=0

e)2x3—x2-5x—-2=0

5. (ESA/2016)

O grau do polinémio (4x — 1) - (x* —x—3) - (x + 1), é:
a)6

b) 5

c)3

d)a
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e)2

6. (EEAR/2013)

O resto da divisdo de 4x3 + 2x% + x — 1 por x> — 3 é igual a
a)13x+5

b) 11x — 3

c)2x+5

d)6x -3

7. (EEAR/2017)

Ao dividir 3x3 + 8x% + 3x + 4 por x*> + 3x + 2 obtém-se ___como resto.
a)6

b) 5

c)a

d)3

8. (EEAR/2001)

Os valores reais de a e b tais que os polindmios: P(x) = x3 — 2ax? + (3a+ b)x —3b e Q(x) =
x3 — (a + 2b)x + 2a sejam divisiveis por x + 1 s3o dois nimeros

a) inteiros positivos.
b) inteiros negativos.
c) reais, sendo um racional e outro irracional.

d) inteiros, sendo um positivo e outro negativo.

9. (EEAR/2001)

Para que o polindmio 2x3 + mx? + nx + 6 seja divisivel por (x + 1) e (x — 3), entdo os valores
de m e n devem ser, respectivamente, iguais a:

a)-7e-3
b) -6 e -10
c)-6e-2

d)-2e-6
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10. (EEAR/2003)

Ao dividir o polindmio —5x% — 3x + 2 por um polindmio Q, Ana obteve —5 por quociente e 12x +
7 por resto. O polindmio Q é igual a

a)x?+3x-—2
b)x? —3x—-1
gx*—-3x+1

d)x>+3x+1

11. (EEAR/2003)

A divisdo do polindmio P(x) por x — a fornece o quociente g(x) = x> + x* + x + 1 e resto 1.
Sabendo que P(0) = —15,o0valorde a é

a)-16
b) -13
c)13

d) 16

12. (ESA/2008)

Se o resto da divisdo do polinémio P(x) = 2x™ + 5x — 30 por Q(x) = x — 2 é igual a 44, entdon
é igual a:

a)2
b) 3
c)a
d)5

e)6

13. (EsPCEx/2013)

Sabendo que 2 é uma raiz do polindmio P(x) = 2x3 — 5x? 4+ x + 2, ent3o o conjunto de todos os
nimeros reais X para os quais a expressdo / P(x) esta definida é:

a){xeR|1<x<2}

b){xeRrjx< -1}
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c){xE]R{|—%SxS1oux22}

d) {x € R| x # 2}

e){xeER|x+2ex+1}

14. (EsPCEx/2014)

Afungido f: R — R definida por f(x) = x* — 5x3 + 5x% + 5x — 6 tem como algumas de suas raizes
os numeros —1 e 1. Assinale a alternativa que representa o conjunto de todos os nlimeros reais

para os quais a fungdo f(x) é positiva.
a) (—o0,—1) U (0,1)

b) (o0, —1) U (2, +00)

0) (=o0,~1) U (=3,3) U (2,+0)

@) o =) U (52) U +)

e)(—o,—1) U (1,2) U (3, +x)

15. (EsPCEx/2014)

O polindmio f(x) = x°> — x3 + x? + 1, quando dividido por q(x) = x3 — 3x + 2 deixa resto r(x).
Sabendo disso, o valor numérico de r(—1) é

a)-10
b) -4
c)o
d)4

e) 10

16. (EEAR/2002)

O n2 1 é uma das raizes do polindmio x3 + 4x? + x — 6. Com relagdo as outras raizes do polinémio,

podemos afirmar que

a) ambas sao negativas

b) uma é negativa e a outra é positiva
c) ambas sao positivas

d) uma delas é nula
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17. (EsPCEx/2015)
Considere os polinémios p(x) = x8° + 3x7° —x? —x —1 e b(x) = x% + 2x — 3.. Sendo r(x) o
resto da divisao de p(x) por b(x), o valor de r G) éigual a
a)o0
1
b) 5
o1
d) 2

5
E)E

18. (EEAR/2017)

Considere P(x) = 2x3 + bx?* + cx,talque P(1) = —2 e P(2) = 6. Assim, os valores de b e ¢ sdo,

respectivamente,
a)le2

b)le-2

c)-l1e3

d)-1e-3

19. (EEAR/2011)

Se o polinémio P(x) = ax® — 3x* — bx — 3 é divisivel por (x — 3)(x + 1), entdoovalordea +
bé

a)10
b) 8
)7

d)5

20. (EEAR/2017)

Sejam as fungdes polinomiais definidas por f(x) = 2x + 1 e g(x) = f~1(x). O valorde g(3) é
a)3

b) 2

o1

d)o
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21. (EEAR/2003)

Se 1, x, e x3 sdo as raizes da equacdo x> — 2x%* — 5x + 6 = 0, entdo o valor de x, — x5, para x, >

7

x3, €
a)3
b)1
c)6
d)5

22. (EEAR/2003)

Se o resto da divisdo de P(x) = x3 + mx? + nx + 5 por x — 2 é 15, entdo o valor de 2Zm + n é
a)l

b) 2

c)3

d)5

23. (EEAR/2004)

Dado P(x) = x3 — (2m + 4)x? + 9x + 13, o valor de m, para que 3i seja raiz de P(x), é
a) —%

b) -

S R

23
d) s

24. (ESA/2016)

O conjunto solugdo da equagdo x> — 2x%2 —5x + 6 = 0, é:
a)s = {-3; —-1; 2}

b)S = {-0,5; —3; 4}

S ={-3;1; 2}

ds = {-2;1; 3}

e)S = {0,5; 3; 4}
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25. (ESA/2013)

Para que o polindmio do segundo grau A(x) = 3x* — bx + ¢, com ¢ > 0 seja o quadrado do

polinémio B(x) = mx + n ,é necessario que

a) b? = 4c
b) b? = 12¢
c) b? =12
d) b? = 36¢
e) b*> = 36

26. (ESA/2014)

Sendo o polindmio P(x) = x3 + 3x? + ax + b um cubo perfeito, entdo a diferenga a — b vale:
a)3

b) 2

o1
e)-1

27. (ESA/2010)

Sabe-se que 1, a e b s3o raizes do polinémio p(x) = x3 — 11x? + 26x — 16, e que a > b. Nessas
condigdes o valor de a’ + log,, a é:

49
a) ?

193
b) -
c) 67
d) 64

e) 19

28. (EsPCEx/2015)

11x+6 . ,
— = x2, entdo o valor de 2R — 2 é:

Sendo R a maior das raizes da equagdo .

a)2

b) 4
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c)6
d)8

e)10

29. (EsPCEx/2012)

Prof. Victor So

Um polindmio g(x), do 22 grau, é definido por q(x) = ax? + bx + ¢, com a, b e c reais, a # 0.

Dentre os polindmios a seguir, aquele que verifica a igualdade q(x) = q(1 — x), para todo x real, é

a)gix) =a(x*+x)+c
b)g(x) = a(x* —x)+¢
cJgx) =a*(x*—x)+c
d)gx) =a?(x*+x) + ¢

e)q(x) =a’*x+c

30. (EsPCEx/2011)

Os polinémios A(x) e B(x) sdo tais que A(x) = B(x) + 3x3 + 2x% + x + 1. Sabendo-se que —1 é

raizde A(x) e 3 é raizde B(x), entdao A(3) — B(—1) é igual a:
a) 98

b) 100

c) 102

d) 103

e) 105

31. (EsPCEx/2006)

Temos as fungoes:

fx)=x+1

gx)=x3+ax®*+bx+c

h(x) = g(f(x))

Considerando que as raizes de h(x) sdo {—1; 0; 1}, determine h(—2).
a)o0

b) -3

c)4a
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e)-6

Prof. Victor So

GABARITO

LW NOUREWNRE

=
. « e m-
O T OO T T QY VOO U 0V YV VDO Q000 oV VO Mmoo o6 o0

RESOLUCAO

1. (EEAR/2016)

Dado o polindmio: ax® + (2a + b)x* + cx + d — 4 = 0, os valores de a e b para que ele seja um

polindmio de 22 grau sao
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aJa=0eb=0
b)a=1eb+0
cJa=0eb+0
da=—-1eb+0

Comentarios

Para que seja de 22 grau o termo a deve ser nulo.

a=0

Pelo mesmo motivo o termo 2a + b ndo pode ser nulo

2a+b#0
2:0+b#0

b+0

Logo,a=0eb #0

Gabarito: “c”.

Prof. Victor So

2. (EEAR/2018)

Sejam os polindmios A(x) =x3+2x2—x—-4=0, Bx) =ax3—bx*—-4x+1 e P(x) =
A(x) — B(x). Para que P(x) seja de grau 2, é necessario que

aJa+—-1eb=-2
b)a=1eb=-2
cJa=1eb + -2
da+1eb+ -2

Comentarios

Primeiramente iremos obter P(x)

P(x) = A(x) — B(x)
=3 +2x2—x—4)—(ax®—bx?—4x+1) =
=1-a)x*+Q+b)x*+(-1+4)x—(4+1) =

> PX)=0Q-a)x*+Q2+b)x*+3x—5

Para que P(x) seja de 22 grau o termo (1 — a) deve ser nulo.
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Pelo mesmo motivo o termo (2 + b) ndo pode ser nulo
2+b)#0
b+ -2
Llogo,a=1eb # -2

Gabarito: “c”.

Prof. Victor So

3. (EEAR/2002)
Uma equacgdo do 32 Grau cujas raizes sdo —1,—2e3 é
a)x>+6x2—9x+6=0
b) x> —6x%>—6 =0
)x}-7x—-6=0
d) x> +6x>+9x =0
Comentarios
(x—CD)-(x=(-2)-(x-13)=0
>x+1) - x+2)-(x—3)=
=@*+3x+2)-(x-3) =
=x3+3x2+2x—3x2—-9x —6 =
>x3-7x—6=0

Gabarito: “c”.

4. (ESA/2014)

Uma equacgdo polinomial do 32 grau que admite as raizes —1, — % e2é:
a)x3—2x2-5x—-2=0

b)2x3 —x2—-5x+2=0

)2x3 —x*+5x—-2=0

d)2x3 —x2-2x-2=0

e)2x3—x2-5x—-2=0

Comentarios

(x— (1) <x - (—%)) (x=(2) =0
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3 1
=x3+§x2+§x—2x2—3x—1:

1 5
3 __ A2 _ —
> x 2x 2x 1=0

L 2x3—x2—=5x—-2=0

Gabarito: “e”.

Prof. Victor So

5. (ESA/2016)

O grau do polindmio (4x — 1) - (x* —x—3) - (x + 1), é:
a)6

b) 5

c)3

d) 4

e)2

Comentarios

Efetuando o produto

(4x — 1) - (x?=x-3)-(x+1) =

=(4x3—4x*—12x —x?+x+3)-(x+1) =

=(4x3-5x*—11x+3)- (x+1) =

=4x* —5x3 —11x* +3x +4x3 —5x> —11x+ 3 =

= 4x* —x3 —16x> —8x +3 - grau 4

Gabarito: “d”.

6. (EEAR/2013)

O resto da divisdo de 4x3 + 2x? + x — 1 por x> — 3 éiigual a
a)13x+5

b)11x —3

c)2x+5

d)6x —3
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Comentarios

4xd +2x24+x—1 |x2-3

—4x3 + 12x 4x + 2
2x2 +13x—1
—2x°3 +6
13x + 5
Gabarito: “a”.

7. (EEAR/2017)
Ao dividir 3x3 + 8x% + 3x + 4 por x* + 3x + 2 obtém-se ___como resto.
a)6
b) 5
c)4a
d)3

Comentarios

3x* 4+ 8x243x+4 x24+3x+2

—3x*—9x? — 6x 3x — 1
—x? —3x+4
X%+ 3x+ 2
6

Gabarito: “a”.

8. (EEAR/2001)

Os valores reais de a e b tais que os polindmios: P(x) = x3 — 2ax? + (3a+ b)x —3b e Q(x) =
x3 — (a + 2b)x + 2a sejam divisiveis por x + 1 sdo dois niUmeros

a) inteiros positivos.
b) inteiros negativos.
c) reais, sendo um racional e outro irracional.

d) inteiros, sendo um positivo e outro negativo.

Comentarios
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Em decorréncia do teorema de D’Alembert, se x + 1 divide os polindmios, entdo, —1 é raiz
de ambos os polindbmios.

{P(—l) =0 { (-1 —=2a(-1)*+ Ba+b)(-1)—-3b=0

Q(-1)=0 (—1)3 - (a+2b)(-1) +2a=0
:{—1—2a—3a—b—3b=0 {5a+4b=—1 (eq.1)
—14+a+2b+2a=0 3a+2b=1 (eq.2)

Fazendo eq.1 — 2 - eq. 2, obtemos:
(5a+4b)—2-Ba+2b)=(-1)—-2-(1)
—a=-3 = a=3
Substituindo o valor de a em eq. 1 obtemos:
5(3) +4b =-1
= b=-4
Analisando as alternativas, concluimos que o item d é o Unico correto

Gabarito: “d”.
9. (EEAR/2001)

Para que o polinémio 2x3 + mx? + nx + 6 seja divisivel por (x + 1) e (x — 3), entdo os valores

de m e n devem ser, respectivamente, iguais a:
a)-7e-3
b) -6 e -10
c)-6e-2
d)-2e-6
Comentarios
Seja P(x) = 2x3 + mx? + nx + 6.

Para que P(x) seja divisivel por (x + 1)e (x — 3),x = —1ex = 3 devem ser raizes do
polindmio. Logo:

{P(—l) =0
P(3)=0

{2(—1)3 +m(-1)2+n(-1)+6=0
23 +mB)?+nB)+6=0

:{ —24+m—-—n+6=0
544+9Mm+3n+6=0
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:>{m—n=—4 (eq.-1)
I9m+3n=-60 (eq.2)

Isolando n em eq. 1 e substituindo em eq. 2, obtemos:
9m+3(m+4) =-60
= 12m = =72
> m=-6

Substituindo o valor de m em eq. 1 obtemos:

(=6) —n=-4
>n=-2
Portanto,
{m =—6
n=-2

Gabarito: “c”.

10. (EEAR/2003)

Ao dividir o polindmio —5x% — 3x + 2 por um polindmio Q, Ana obteve —5 por quociente e 12x +
7 por resto. O polindmio Q é igual a

a)x?+3x—-2
b)x?-3x—-1
x> —-3x+1
d)x?+3x+1
Comentdrios

Segundo o enunciado, temos a seguinte situacdo:

—5x2—-3x+2 =-5-Q(x)+12x + 7

= Q(x)=_i5-(—5x2—3x+2—(12x+7))=

1
= —g-(—5x2—15x—5) =

Q(x)=x*+3x+1
Gabarito: “d”.
11. (EEAR/2003)
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A divisdo do polinémio P(x) por x — a fornece o quociente g(x) = x3 + x? + x + 1 e resto 1.
Sabendo que P(0) = —15,0valorde a é

a)-16
b) -13
c)13
d) 16
Comentarios
Segundo o enunciado
PxX)=(@x—a) - 3 +x*+x+1)+1
> P0O=0—-a)-(03+02+0+1)+1=-15
PO)=(-a)-(1)+1=-15
1—a=-15
= a=16

Gabarito: “d”.

12. (ESA/2008)

Se o resto da divisdo do polinémio P(x) = 2x™ + 5x — 30 por Q(x) = x — 2 é igual a 44, entdon

é igual a:
a)2
b) 3
c)4a
d)5
e)6
Comentarios
P(x) =R2x"+5x—-30)=(x—-2) -q(x) + 44
= P(2)=2-2"4+5:2-30=(2-2)-qx)+44
21 +10-30=0-q(x) + 44
21— 20 = 44
o+l — g4 = 26

n+l=6 > n=5
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Gabarito: “d”.

13. (EsPCEx/2013)

Sabendo que 2 é uma raiz do polindmio P(x) = 2x3 — 5x% + x + 2, entdo o conjunto de todos os

numeros reais x para os quais a expressio / P(x) esta definida é:
a){xeR|1<x<2}
1
b){x e Rlx< -3}
1
c){xeR|—ESxS10ux22}
d) {x € R| x # 2}

e){xeER|x+2ex+1}

Comentarios

Para que \/P(x) seja definida nos reais, queremos que P(x) = 0

Como sabemos que 2 é raiz de P(x), podemos aplicar o algoritmo de Briot-Ruffini:

2 12 -5 1 2
2 —1-1]0

= 2x3-5x2+x+2=(x—-2)2x2 —x—-1)

~ , ~ 1
Resolvendo a equacdo de segundo grau 2x? — x — 1, obtemos que as raizes sdo 1 e —3

1
= 2x3—5x2+x+2=(x—2)(x—1)<x+z)

Fazendo o estudo do sinal para o polindmio dado, obtemos:

-1/2 1 2

Sendo assim, queremos
1
{xe[Rﬂ—ESxSlouxZZ}

Gabarito: “c”.

14. (EsPCEx/2014)
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Afungdo f: R — R definida por f(x) = x* — 5x3 + 5x% + 5x — 6 tem como algumas de suas raizes
os numeros —1 e 1. Assinale a alternativa que representa o conjunto de todos os nlimeros reais
para os quais a fungao f(x) é positiva.

a) (—o0,—1) U (0,1)

b) (—o0, —1) U (2, +0)

0) (=o0,=1) U (=3,3) U (2,+0)

00,50 (22)u o)

e) (—oo,—-1) U (1,2) U (3, +0)
Comentarios

Como sabemos que 1 e —1 sdo raizes, aplicaremos o algoritmo de Briot-Ruffini duas vezes
seguidas, conforme:

1]1-5 5 5 —6
1)1 -4 1 6
1 -5 60

Sendo assim:
x*—5x3+5x2+5x—6=(x—-1)-(x+1)- (x> —5x +6)
Resolvendo a equacdo de segundo grau x? — 5x + 6, obtemos que as raizes s3o 3 e 2. Logo,
x*—5x3+4+5x2+5x—6=(x+1)-(x—1)-(x=2)-(x—3)

Fazendo o estudo dos sinais, obtemos sinal positivo para:

Sendo assim, temos

x € (—o0,—1) U (1,2) U (3, 4+ )
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Gabarito: “e”.

15. (EsPCEx/2014)

O polinémio f(x) = x°> — x3 + x? + 1, quando dividido por q(x) = x3 — 3x + 2 deixa resto r(x).

Sabendo disso, o valor numéricode r(—1) é
a)-10

b) -4

c)o

d) 4

e) 10

Comentarios

Efetuando a divisao, obtemos:

x®—x3+x2+1 [x*—3x+2
—x° + 3x? — 2x? x*+2

2x® —x24+1
—2x3 +6x — 4

—x2+6x—3
Logo, 7(x) = —x? + 6x — 3
= r(-1)=—-(-1)%?+6-(-1)—-3=-10

Gabarito: “a”.

16. (EEAR/2002)

O n2 1 é uma das raizes do polindmio x3 + 4x% + x — 6. Com relagdo as outras raizes do polindmio,
podemos afirmar que

a) ambas s3o negativas

b) uma é negativa e a outra é positiva
c) ambas sao positivas

d) uma delas é nula

Comentarios

Iremos utilizar o Algoritmo de Briot-Ruffini:

1141 -6
1560
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> x3+4x?2+x—-6=(x—-1) - (x> +5x+6)

Resolvendo a equagdo do segundo grau x% + 5x + 6 = 0 obtemos —2 e —3 como raizes,
entao,

x3+4x?+x—-6=(x—-1)-(x+2)-(x+3)
Portando, as duas outras raizes sdo —2 e —3, ambas sdo negativas.

Gabarito: “a”.

17. (EsPCEx/2015)

Considere os polinémios p(x) = x8° + 3x7° —x? —x —1 e b(x) = x% + 2x — 3.. Sendo r(x) o

resto da divisao de p(x) por b(x), o valorde r G) éigual a
a)o0
b)>
o1
d) 2
e)g
Comentarios
Perceba que b(x) tem grau 2, logo, r(x) terd grau menor ou igual a 1.
Considere r(x) = ax + b.
Perceba também que b(x) = x> +2x -3 =(x—1) - (x +3)

= b(1) =b(-3)=0

Sendo assim:
p(x) = b(x) - Q(x) +r(x)
WL AT = (ST

Mas,

p(1)=18+3.177-12-1-1=1

p(=3)=(-3)*+3-(-3)"-(-3)*-(-3)-1=

p(—3)=3%-3%-94+3-1=-7

Entdo:
1=a-1+b a+b=1
{—7=a-(—3)+b {Sa—b:7
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Resolvendo este sistema obtemos a = 2 e b = —1. Logo:

r(x) =2x—-1

r()-2 ()1

Gabarito: “a”.

18. (EEAR/2017)

Considere P(x) = 2x3 + bx* + cx,talque P(1) = —2 e P(2) = 6. Assim, os valores de b e ¢ sdo,
respectivamente,

a)le2
b)le-2
c)-l1e3
d)-1e-3
Comentdrios

{Pﬂ)=24ﬁ+b-ﬁ+w-1=—2
P(2Q)=2-224b-2%2+¢c-2=6

{ b+c=-4
2b+c¢c=-5
Resolvendo o sistema obtemos: b = —1ec = —3

Gabarito: “d”.

19. (EEAR/2011)

Se o polindmio P(x) = ax3 — 3x? — bx — 3 é divisivel por (x — 3)(x + 1), entdoovalordea +
bé

a)10
b) 8
)7
d)5
Comentarios
Se ele é divisivel por (x — 3)(x + 1) entdo, 3 e —1 sdo raizes de P(x).

{ P =a3)?®—-3-3)2—b-(3)—3=0
P(-1) =a(-1)*—=3-(=1)>—=bh-(-1)—3 =0

{27a—27—3b—3=0
—a—3+b—-3=0
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Resolvendo o sistema, obtemos:

Sendoassim,a+ b =2+8=10

Gabarito: “a”.

20. (EEAR/2017)

Sejam as fungdes polinomiais definidas por f(x) = 2x + 1 e g(x) = f~1(x). Ovalorde g(3) é
a)3

b) 2

o1

d) 0

Comentarios

f) =y=2x+1
1
= x=5--D=fT0)=90)

1
9@ =5 G-1=1

Gabarito: “c”.

21. (EEAR/2003)

Se 1, x, e x5 sdo as raizes da equagdo x> — 2x% — 5x + 6 = 0, entdo o valor de x, — x3, para x; >

X3, &

a)3

b) 1

c)6

d)5
Comentdrios

Iremos utilizar o Algoritmo de Briot-Ruffini:

1|1 -2 -5 6
1 -1 —6] o0

> x3—-2x2-5x+6=(x—-1)-(x*—x—16)
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Resolvendo a equacdo do segundo grau x?> — x — 6 = 0 obtemos —2 e 3 como raizes, ent3o,
x3—2x>-5x+6=(x—-1)-(x+2)-(x—3)
Portando, as duas outras raizes sdo —2 e 3.

Logo,

Por fim,
X, —x3=3—-(-2)=5

Gabarito: “d”.

Prof. Victor So

22. (EEAR/2003)
Se o resto da divisdo de P(x) = x3 + mx? + nx + 5 por x — 2 é 15, entdo o valor de 2Zm + n é
a)l
b) 2
c)3
d)5
Comentarios
P(x)=(x—-2)-Q(x)+ 15
P2)=(2-2)-02)+15
P(2) =15
(23 +m)?*+n(2)+5=15
8+4m+2n+5=15
dm+2n =2
2-2m+n)=2
2Zm+n=1

Gabarito: “a”.

23. (EEAR/2004)

Dado P(x) = x3 — (2m + 4)x? + 9x + 13, o valor de m, para que 3i seja raiz de P(x), é

49
a) ——
18
23
b) ——
18
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c) —%
d)—
Comentarios
Queremos P(3i) =0,
(B} -0C2m+4)(3i)2+9@B@Bi)+13=0
—27i+902m+4)+27i+13=0

18m+36+13 =0

18m + 49 = 0
49
m="18

Gabarito: “a”.

24. (ESA/2016)
O conjunto solugdo da equagdo x3 — 2x%2 —5x + 6 = 0, é:
a)s = {-3; —-1; 2}
b)S = {-0,5; —3; 4}
s ={-3;1; 2}
ds = {-2; 1; 3}
e)S = {0,5; 3; 4}
Comentarios

Note que 1 é raiz. Utilizando o algoritmo de Briot-Ruffini, obtemos:

1|1 -2 -5 6
1 -1 —6] 0

> x3—-2x2-5x+6=(x—1)- (x> —x—6)
Resolvendo a equac3o do segundo grau x?> — x — 6 = 0 obtemos —2 e 3 como raizes, ent3o,
x3—-2x2-5x+6=(x—-1)-(x+2)-(x—=23)
Portando, as raizessdo 1, —2 e 3.
S =1{-2;1; 3}
Gabarito: “d”.

25. (ESA/2013)
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Para que o polindmio do segundo grau A(x) = 3x* — bx + ¢, com ¢ > 0 seja o quadrado do
polinémio B(x) = mx + n ,é necessario que

a) b? = 4c
b) b? = 12¢
c) b? =12
d) b%? = 36¢
e) b?> = 36

Comentarios
(mx +n)? = m?x? + 2mnx + n?
Queremos

3x% — bx + ¢ = m?x? + 2mnx + n?

m? =3
= y2mn = —b
n®=c

> (=b)?*=0C2mn)?=4m?n*=4-3-c=12-¢c
b? =12c

Gabarito: “b”.
26. (ESA/2014)

Sendo o polindmio P(x) = x3 + 3x? + ax + b um cubo perfeito, entdo a diferenga a — b vale:
a)3
b) 2
o1
d)o
e)-1

Comentarios
Seja a um valor a ser determinado para que a equacdo seja um cubo perfeito, conforme:
x3+3x>+ax+b=(x+a)
=x34+3ax?+3a’x+a® =x3+3x2+ax+b
3a =3 a=1
= {Bazza = {3=a

a®=b 1=»b
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Sendo assim,
a—b=3—-1=2

Gabarito: “b”.
27. (ESA/2010)

Sabe-se que 1, a e b sdo raizes do polinémio p(x) = x3 — 11x% + 26x — 16, e que a > b. Nessas
condigdes o valor de a? + log), a é:

a) ?

b) =
c) 67
d) 64
e) 19

Comentarios

Iremos utilizar o Algoritmo de Briot-Ruffini:

1 \1 —11 26 —16
1 —10 16| ©

= x3—11x?+26x—16 = (x — 1) - (x*> — 10x + 16)

Resolvendo a equacdo do segundo grau x? — 10x + 16 = 0 obtemos 2 e 8 como raizes,
entdo,

x3—11x?+26x—16=(x—-1)-(x—=2)- (x — 8)
Portando, as duas outras raizes sdo 2 e 8.

Logo,

Por fim,
a’ +log,a = 8% +log, 8 =
= 64 +log, 23 = 64 + 3
= a®’ + log, a = 67

Gabarito: “c”.
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28. (EsPCEx/2015)

11x+6

Sendo R a maior das raizes da equagao T x?%, entdo o valor de 2R — 2 é:

x
a)2
b) 4
c)6
d)8
e)10
Comentarios

1x+6
x—4
11x + 6 = x? - (x — 4) = x3 — 4x?
> x3—-4x2-11x—-6=0

Por inspecdo, perceba que —1 é raiz da equacdo, aplicando o Algoritmo de Briot-Ruffini,
obtemos:
-1]1 -4 —11 -6
|1 -5 -6 O
= x3—4x2—-11x—-6=(x+1) - (x> —5x —6)

Resolvendo a equacdo do segundo grau x?> — 5x — 6 = 0 obtemos —1 e 6 como raizes, ent3o,
x3—4x?—11x—-6=(x+1)-(x+1)-(x—6)
Portando, as raizes sdo —1 e 6. A maior das raizes € R = 6. Sendo assim,
2R-2=2-6-2=10

Gabarito: “e”.

Prof. Victor So

29. (EsPCEx/2012)

Um polindmio g(x), do 22 grau, é definido por g(x) = ax? + bx + ¢, com a, b e c reais, a # 0.
q q

Dentre os polindmios a seguir, aquele que verifica a igualdade q(x) = q(1 — x), para todo x real, é

a)q(x) =a(x*+x)+c
b)g(x) =a(x*—x)+c
cglx) =a*(x*—x)+c
d)g(x) = a*(x*+x) + ¢
e)q(x) =a’*x+c

Comentarios
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q(x) =q(1—x)

ax’+bx+c=a(l—x)’+b(1—x)+c=

=a(l1-2x+x®)+b—bx+c=
=ax’*—Qa+b)x+(a+b+0c)
= ax?—Qa+b)x+(a+b+c)=ax?*+bx+c

{—(Za +b)=0»b - {—Za =2b
a+b+c=c a+b=0

=>b=—-a
Logo,
gx)=ax?*—ax+c=a(x*—-x)+c

Gabarito: “b”

30. (EsPCEx/2011)

Os polinémios A(x) e B(x) sdo tais que A(x) = B(x) + 3x3 + 2x% + x + 1. Sabendo-se que —1 é

raizde A(x) e 3 é raizde B(x), entdao A(3) — B(—1) é igual a:
a) 98

b) 100

c) 102

d) 103

e) 105

Comentarios
A(-1) =0
=S B(=1D) +3(-13+2(-D?+(-1)+1=0
>B(-1)—3+2—-1+1=0
~B(-1) =1
B(3) = 0
AB)=BB)++3(3)2*+203)?*+(B)+1=
=0+81+18+3+1=103
~ A(3) =103

Logo,
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A(3) = B(-1) =103 — 1 = 102

Gabarito: “c”.

31. (EsPCEx/2006)
Temos as fungoes:
f(x)=x+1
gx)=x3+ax®*+bx+c
h(x) = g(f(x))
Considerando que as raizes de h(x) sao {—1; 0; 1}, determine h(—2).
a)o0
b) -3
c)a
d)5
e)-6

Comentarios

Observando-se f(x) perceba que g(f(x)) trata-se de uma transformada aditiva da fungdo
g(x).

h(-1) =0 g(f(-D)=0
(=0 = < g(f(0))=0 =
LS g(fw) =0
g(-1+1)=0 g(0) =0
= gl0+1)=0 = <g(1)=0
g1+1)=0 g2)=0

Sendo assim, as raizes de g(x) sdo = {0; 1; 2}. Portanto:
gx)=x—-0)-(x—-1) - (x—-2) =
- g(x) =x3 —3x% + 2x

x3=3x>+2x=x34+ax*+bx+c

a=-3
b=2
c=0

Sendo assim, temos que

h(-2)=g(f(-2)) =g(-2+1) = g(-1)
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g(=1) =(-1)°-3(-1D*+2(-1) = -6
h(—2) = —6

Gabarito: “e”.

8. QUESTOES NIVEL 2

32. (AFA/2016)

Considere os polinémios Q(x) = x* —2x + 1 e P(x) = x3 — 3x* —ax + b, sendo a e b nimeros
reais tais que a’> — b* = —8. Se os gréficos de Q(x) e P(x) tém um ponto em comum que pertence
ao eixo das abscissas, entao é INCORRETO afirmar sobre as raizes de P(x) que

a) podem formar uma progressao aritmética
b) sdo todas nimeros naturais.
c) duas sao os nimerosaeb

d) duas sdo nimeros simétricos.

33. (AFA/2015)

Considere o polindmio p(x) = ax* + bx3 + 2x? + 1, {a, b} c R e marque a alternativa FALSA.
a) x = 0 ndo é raiz do polindmio p(x)

b) Existem valores distintos para a e b tais que x = 1 ou x = —1 sdo raizes de p(x)

c)Sea = 0eb = 3, o resto da divisdo de p(x) por 3x* — x + 1 é zero.

d)Sea =b = 0tem-se que x = — %i é uma raiz de p(x), considerando que i> = —1

34. (AFA/2012)

O polinémio P(x) = x* — 75x% + 250x tem uma raiz dupla.
Em relagdo a P(x) é correto afirmar que

a) apenas uma de suas raizes é negativa.

b) a sua raiz dupla é negativa.

c) trés de suas raizes sdo negativas.

d) nenhuma de suas raizes é negativa.

35. (AFA/2011)
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Sobre o polindmio A(x) expresso pelo determinante da matriz [1
1
que
a) ndo possui raizes comuns com B(x) = x% — 1.
b) ndo possui raizes imagindrias.
c) a soma de suas raizes é igual a uma de suas raizes.
d) é divisivel por P(x) = x + 2.
36. (AFA/2010)
Observe a fungao polinomial P esbog¢ada no grafico abaixo.
AP(x)
L/ — : /
0 1 2 g

1
x
b

1
-2
x

Prof. Victor So

], € INCORRETO afirmar

Sabe-se que x = 0 ou x = 2 sdo raizes de P e que o resto da divisdo de P(x) por [(x —2) - (x — 1) -

x| é R(x).

As raizes de R(x) sao nimeros
a) inteiros pares

b) inteiros impares

c) fracionarios opostos

d) irracionais opostos

37. (EFOMM/2016)

5, . A L
Sabendo que 5 € uma raiz do polinémio P(x) = 2x3 — 3x% — 9x + 10, a soma das outras raizes é

igual a:
a) —2
b) 0
c)10
d)1

e)—1
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38. (EFOMM/2014)

O valor da soma de a e b, para que a divisdo de f(x) = x3 + ax + b por g(x) = 2x* + 2x — 6 seja
exata, é

a) —1.
b) 0.
c)1.
d) 2.
e) 3.

39. (Escola Naval/2017)

Seja P(x) = x® + bx® + cx* + dx® + ex? + fx + g um polindmio do coeficientes inteiros e que
P(\/E + 3\/5) = 0. O polinémio R(x) é o resto da divisdo de P(x) por x3 — 3x — 1. Determine a

soma dos coeficientes de R(x) e assinale a opgao correta.

a) —51
b) —52
c)—53
d) —54
e) —55

40. (Escola Naval/2016)

Sejam 14,75, e 13 as raizes do polindmio P(x) = x3 — x* — 4x + 4. Sabendo-se que as fungdes
f1(x) =log (4x* —kx + 1) e f,(x) = x> — 7 arc sen (wx* — 8), com k,w € R, sdo tais que
f1(ry) =0e f,(ry) = f2(r3) = 4, onde r{ é a menor raiz positiva do polinémio P(x), é correto
afirmar que os numeros (w + k) e (w — k) sdo raizes da equagio:

a)x’—6x—2=0
b)x? —4x—-12=0
)x?—4x+21=0
d)x?-—6x+8=0

e)x’?—-7x—-10=0

41. (Escola Naval/2015)

AULA 19 — POLINOMIOS 65



v

Estratégia

Militares

Prof. Victor So

2(k2+1)2e _ 25K2
5k 17 qk2+1)

EmumaP.G.,a, = onde k € R},. Para o valor médio M de k, no intervalo

. o . 5 5
onde a P. G. é decrescente, o resto da divisdo do polinémio P(x) = sz — Ex‘* + 25x% — 10 pelo
bin6mio (Mx — %5) é

1039

a)—

32

1231
b) 16

1103
)5
1487
TR
1103

e)—

16

d)

42. (Escola Naval/2014)

Considere P(x) = (m — 4)(m? + 4)x°> + x? + kx + 1 um polindmio na variavel real x, em
que m e k s3o constantes reais. Quais os valores das constantes m e k para que P(x) n3o
admita raiz real?

a) m=4e—-2<k<?2
b) m=—-4ek>2

c) m=-2e—-2<k<?2
d m=4delk|>2

e) m=-2ek>-2

43. (Escola Naval/2013)

Sejam F(x) = x3 + ax + b e G(x) = 2x? + 2x — 6 dois polindmios na variavel real x, coma e b

nuimeros reais. Qual valor de (a + b) para que a divisao % seja exata?
a) —2

b) -1

co0

d1

e)2

GABARITO
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oo Y9 0 Y 9 QD

Anulada
a
b

RESOLUCAO

32.

(AFA/2016)

Considere os polindmios Q(x) = x> —2x + 1 e P(x) = x3 — 3x? —ax + b, sendo a e b nimeros

reais tais que a’* — b* = —8. Se os graficos de Q(x) e P(x) tém um ponto em comum que pertence

ao eixo das abscissas, entao é INCORRETO afirmar sobre as raizes de P(x) que

a) podem formar uma progressao aritmética

b) sdo todas nimeros naturais.

c) duas sdo os nimerosaeb

d) duas sdo nimeros simétricos.

Comentarios

Um ponto em comum pertencente ao eixo das abcissas é (x,, 0). Portanto, x, é raiz em

comumde Q e P. As raizes de Q(x):

Q(x) =x*—-2x+1=(x—1)?

Portanto, sua raiz é Unica e igual a 1. Portanto, x, = 1. Esse ponto é também raiz de P(x):
P(xg) =P(1)=0>1-3—-a+b=0=|b—a=2
Masa? —b?=-8=b?-a’=8=>(b—-a)b+a)=8=2(b+a)=38
=
Somando as duas equa¢des emolduradas:
2b=6=>b=3>a=1

Assim, o polindmio P(x) = x3 —3x2 —x+3=x*(x-3)—-(x—-3)=(x-3)(x?2 -1)

>Px)=xx—-3)x—-Dx+1)

Portanto, as raizes de P(x) sdo 3, 1 e -1. Portanto, como -1 ndo é natural, a letra b) é

incorreta. As demais alternativas estdo corretas: as raizes estdoem PAderazdo2(-1,1,3);a =1
e b = 3 sdoraizes; 1 e -1 sdo raizes simétricas.

Gabarito: “b”.
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33. (AFA/2015)
Considere o polindmio p(x) = ax* + bx3 + 2x% + 1, {a, b} c R e marque a alternativa FALSA.
a) x = 0 ndo é raiz do polinomio p(x)
b) Existem valores distintos para a e b tais que x = 1 ou x = —1 sdo raizes de p(x)
c)Sea = 0eb = 3, o resto da divisdo de p(x) por 3x* — x + 1 é zero.
d)Sea =b = 0tem-se que x = — %i é uma raiz de p(x), considerando que i* = —1
Comentarios
Analisando o polindmio pelas alternativas:
P(x) =ax*+bx3+2x2+1

a) P(0) = 1, portanto, realmente x = 0 n3o é raiz. Verdadeira.
b) Se considerarmos que sdo raizes:

P1)=0=a+b+3=0=>a+b=-3
P(-1)=0=>a—-b+3=0=>a—-b=-3
Somando as duas equacoes:
2a=—-6=>a=-3=>b=0
Como encontramos a # b, entdo essa alternativa é verdadeira.
c) Sea=0eb=3=>P(kx)=3x3+2x?+1

>P(x)=3x3—x?+x+3x>—-x+1=xBx*—-x+1)+Bx?—-x+1)
>Px)=(+1)Bx%2—x+1)

Portanto, esse polinémio é divisivel por 3x? — x + 1. Alternativa verdadeira.
d a=b=0=Pkx) =2x*>+1
1 [
PX)=0=>2x*+1=0=>x*=—c-=2x=1t—
2 V2
Assim as duas raizes de P(x) seriam essas acima, que sdo distintas da que é dada nessa

alternativa. Portanto, ela é falsa.

Gabarito: “d”.

34. (AFA/2012)

O polinémio P(x) = x* — 75x% + 250x tem uma raiz dupla.
Em relagao a P(x) é correto afirmar que

a) apenas uma de suas raizes é negativa.

b) a sua raiz dupla é negativa.

c) trés de suas raizes sdo negativas.

d) nenhuma de suas raizes é negativa.
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Comentarios
Vamos calcular as raizes de P(x):
P(x) = x* — 75x% + 250x = x(x3 — 75x + 250)

Veja que, por inspecdo, x = 5 é raiz da equacdo acima. Fatorando para expor o fator x —
5:

P(x) = x(x® — 25x — 50x + 250) = x(x(x? — 25) — 50(x — 5)) = x(x — 5)(x(x + 5) — 50)
= P(x) =x(x—5((x%?+5x—-50)=0
Calculando as raizes da equac¢ao quadratica acima:
x2+5x—50=0=>A=25-4-1-(-50) =225
_ —5++225 —5+15

2 2
Portanto, conseguimos fatorar completamente P(x), bem como descobrimos suas raizes:

P(x) = x(x — 5)%(x + 10)

Raizes: 0,5 (dupla) e —10. Apenas uma delas é negativa.

= x =—100u5

Gabarito: “a”.

35. (AFA/2011)

x 1 1
Sobre o polindmio A(x) expresso pelo determinante da matriz |1 x —2], é INCORRETO afirmar
1 x x

que
a) ndo possui raizes comuns com B(x) = x% — 1.
b) ndo possui raizes imaginarias.
c) a soma de suas raizes é igual a uma de suas raizes.
d) é divisivel por P(x) = x + 2.
Comentarios

Calculando o determinante da matriz:

x 1 1 x 1—x? 1
Alx) =1 x -2l=1 0 -2
1 x xl =11 0 X

(*)ﬁCZFCZ_X‘Cl
Calculando o determinante por C, (coluna 2):
A@ =1 -x)- (D] = - DG+

SA) = —-Dx+1D(x+2)

As raizes de A(x) sdo 1,—1 e — 2. Portanto, veja que ele possui, sim, raizes em comum
com B(x), que sdo 1 e -1. Portanto, alternativa falsa é a letra a).
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Gabarito: “a”.

36. (AFA/2010)

Observe a func¢ao polinomial P esbogada no grafico abaixo.

AP(x)

Vo= : /

Sabe-se que x = 0 ou x = 2 sdo raizes de P e que o resto da divisdo de P(x) por [(x —2) - (x — 1) -
x] é R(x).

As raizes de R(x) sao nimeros

a) inteiros pares

b) inteiros impares

c) fracionarios opostos

d) irracionais opostos
Comentarios

Escrevendo o algoritmo da divisdo de P(x) por [(x —2) - (x — 1) - x], resultando num
quociente q(x) e resto R(x):

P(x)=(x—-2)-(x=1)-x-q(x) +R(X)

Sabemos que, pelas propriedades de divisdo de polinbmios, como o divisor é de terceiro
grau, o resto tem que ser de segundo menor. Portanto, vamos considerar que seja de segundo
grau, pelo menos.

Sabemos que 0 e 2 s3o raizes de P. Aplicando acima:
P(0)=0=>P0)=(0—-2)-(0—-1)-0-q(0)+R(O)=0=>R(0)=0

Assim, 0 é também raiz de R(x). Aplicando o ponto x = 2:
P2)=0=>P2)=2-2)-2-1)-2-q2)+R2)=0=>R(2)=0

Assim, vemos que 2 também é raiz de R(x). Como ele é no maximo de segundo grau, entdo
se tem duas raizes, ele de fato é de segundo grau, e suas raizes sao 0 e 2, ambos inteiros pares.

Gabarito: “a”.

37. (EFOMM/2016)

5, . A L
Sabendo que 5 € uma raiz do polinémio P(x) = 2x3 — 3x% — 9x + 10, a soma das outras raizes é

igual a:

a) —2
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b) 0

c)10

d) 1

e)—1
Comentarios

Pelas relagdes de Girard, a soma das raizes de uma polinbmio é igual ao simétrico do
coeficiente de segundo maior grau, dividido pelo coeficiente de maior grau:
b -3 3

soma=-2=-%"=3

Se chamarmos as outras duas raizes de a e b, ent3o:

5 3
“ta+b=>=larb=—1

2
Gabarito: “e”.

38. (EFOMM/2014)

O valor da soma de a e b, para que a divisdo de f(x) = x3 + ax + b por g(x) = 2x* + 2x — 6 seja

exata, é

a) —1.

b) 0.

c)1.

d) 2.

e) 3.
Comentarios

Se a divisdao é exata, ou seja, nao deixa restos, entao quer dizer que, pelo algoritmo da
divisdo:
f&x) =g&x) - qx)
Portanto, f e g tém mesmas raizes. Calculando as raizes de g, fatorando sua expressao:

gx)=0=>2x>+2x—-6=0=>A=4—-4-2-(-6) =52

—2+2v13 13 -1 V13 +1
=>x = 2 = > ou—T

i, (£22) = £ (-2

vamos facilitar as contas:

) = (. Mas antes de substituir para calcular ovalorde a e b,

Primeiramente, saibamos que, especificamente para esses valores:
2x>+2x—6=0>x2=3—x

>x3=3x—-x2=3x—B3-x)=4x—-3
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Assim, para esses dois valores de x:
fxX)=x3+ax+b=4x—-3+ax+b=0
Substituindo:

V13 -1 V13 -1 V13 -1
RLED L R o\ PO

=|4V13-10+aV13—a+2b =0

f($>=4<#>—3+a<#>+b=o

=|-4V13-10—-aV13—a+2b =0
Somando as duas equa¢des emolduradas:
—20—2a+4b=0=>2b—-a=10
Subtraindo as duas equac¢des emolduradas:
8V13 +2aV13 =0 =
=>2b=a+10=6=[b = 3]

Assim,a + b = —1.

Gabarito: “a”.

39. (Escola Naval/2017)

Seja P(x) = x® + bx® + cx* + dx® + ex? + fx + g um polindmio do coeficientes inteiros e que
P(\/f + 3{/5) = 0. O polinémio R(x) é o resto da divisdo de P(x) por x> — 3x — 1. Determine a
soma dos coeficientes de R(x) e assinale a opgao correta.

a) —51
b) —52
c) —53
d) —54
e) —55
Comentarios
Solugdo 1)

E dado que P(\/f + i/§) = 0. Assim, vamos tentar manipular a expressao abaixo para
chegar no polinbmio desejado:

x=\/§+§/§:>x—\/§=i/§=>(x—\/§)3=(i/§)3:>x3—2\/——3\/§x2+6x=3
= %3 + 6x — 3 =vV2(3x2 +2) = (x3 + 6x — 3)2 =(\/§(3x2+2))2

= x0 + 12x* — 6x3 + 36x%2 —36x +9 = 2(9x* + 12x% + 4)

AULA 19 - POLINOMIOS 72



; Estratégia

Militares

Prof. Victor So

> xb—6x*—6x3+12x>—36x+1=0
Portanto, achamos o polindmio P(x) de sexto grau, tal que P(\/E + i/?) = 0.
=>P(x) =x®—6x*—6x3+12x2 —36x+1
Queremos escrever P(x) = (x3 — 3x — 1)qg(x) + R(x).
Vamos fatorar P(x) em busca do fator (x3 — 3x — 1):

P(x) = (x®—3x*—x3)— (3x*—9x? —3x) — 5x3 +15x + 5+ 3x% — 54x — 4
>Px)=x3(x3—-3x—-1)—3x(x3—-3x—1)—5x3>*—3x—1) + 3x%2 —54x — 4
>P(x)=(00*-3x—1)(x3—-3x—5)+3x*>—54x — 4
= R(x) = 3x%2 —54x — 4

Assim, a soma dos coeficientes é:
3—-54—-4=-55
Solugdo 2)

Em questdes desse tipo, a ideia é tentar obter um polindmio de coeficientes inteiros que
tenha o niumero irracional como raiz manipulando o préprio numero. Veja:

\/§+§/§=x=>x—\/§=§/§=>(x—\/§)3=3

Ou seja:

x3 —3V2x%2 + 6x —2vV2 =3 = (x3 + 6x —3) =V2(3x2 + 2)
Elevando ao quadrado membro a membro:

x6 +36x% 4+ 9 + 2(6x* — 3x3 — 18x) = 2(9x* + 12x% + 4)
Do que resulta:
x6 —6x*—6x3+12x*—36x+1=0

Entdo seja P(x) = x® — 6x* — 6x3 + 12x% — 36x + 1.

Usando o método da chave, vamos dividir os polindmios:

x© 0 —6x* —6x3 12x? —36x 1 x3-3x—-1
—x° 0 3x* x3 0 0 0 x3—-3x—-5
0 0 —3x* —5x3 12x? —36x 1
3x* 0 —9x? —3x 0
0 —5x3 3x? —39x 1
5x3 0 —15x -5
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0 3x? —54x —4

Logo, temos que:
P(x) = (x®*=3x—1)(x® —3x—5) +3x? — 54x — 4
A soma dos coeficientes de R(x) = 3x? — 54x — 4 é:
3—54—-4=-55

Gabarito: “e”.

40. (Escola Naval/2016)

Sejam 14,75, e T3 as raizes do polinémio P(x) = x3 — x* — 4x + 4. Sabendo-se que as fungdes
f1(x) =log (4x* —kx+ 1) e f,(x) = x> — 7 arc sen (wx*> — 8), com k,w € R, sdo tais que
fi1(ry) =0e fy(ry) = f2(r3) = 4, onde r{ é a menor raiz positiva do polinémio P(x), é correto
afirmar que os nimeros (w + k) e (w — k) sdo raizes da equagio:
a)x?—6x—2=0
b)x? —4x—-12=0
cJx?—4x+21=0
d)x>?—6x+8=0
e)x?—7x—-10=0

Comentdrios

Vamos calcular as raizes de P(x). Por inspecdo, vé-se que x = 2 é raiz. Fatorando em x —
2:

Px) =x*—x*>—-4x+4=
>Px)=x3—-2x2+x?2-2x—-(2x—4)=x*(x—-2)+x(x—2)—2(x = 2)
>Px)=@x—-2)(x*+x—-2)
Também 1 é raiz da expressao quadratica acima. Fatorando buscando x — 1:
Px)=(x—-2)x?-1+x-1D=0x-2)(x-DEx+1+x-1))
SP)=xx-2)x-1Dx+1+1)=x—-2)(x—1D(x+2)
Assim, iy =1, =2er3 = —2.
fitry) =0=log(4—k+1)=0=logs—k=0=>5—-k=1=|k=4
f(=2) =f,(2) =4 =4—T7arcsen(4w — 8) = 4
= 7arcsen(4w —8) = 0= 4w —8=0=[w = 2]

Assim,w —k =2—-4=—-2.Ew+ k = 6. Por soma e produto, esses numeros sao raizes
da equacgao:

x2—4x—-12=0
Gabarito: “b”.
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41. (Escola Naval/2015)

2
2(k%+1 25k? . .
( - ) ea, = PYTERET, onde k € R} . Para o valor médio M de k, no intervalo

EmumaP.G., a, =

. s A 5 5
onde a P.G. é decrescente, o resto da divisdo do polinémio P(x) = sz — Ex“ + 25x% — 10 pelo
A 15) ,
bin6mio (Mx — ?) é
1039
a)— -
32
1231
16
1103
<)— -
32
1487
32
1103

e)—

16

b)
d)

Comentdrios

Vamos calcular a razdo da PG em funcao de k:
a, 2(k* +1)? ‘4(k2 +1)  8(k*+1)°
a, 5k 25k? 53k3

3:

_ 3
a, =a.q” =4q

318(k2 +1)%  2(k* +1)
53k3 5k

=q=

Sabemos que a PG somente é decrescente se g < 1:
2(k* +1)

5k
=>2k(k—-2)—(k—-2)<0=>(k-2)2k-1)<0

Isso ocorre apenas para valores entre as raizes da expressao quadratica:

<1=2k*+2<5k=2k*—-5k+2<0

! <k<?2
2
Assim, M é o ponto médio desse intervalo acima:
%+ 2 5
M = - — —
2 4
Assim, queremos saber o resto que P(x) deixa na divisdo por (Mx - %5) Pelo algoritmo
da divisdo:
5x 15
P =——— R
@)= (3 -5)a@+

Em que R é o resto. Perceba que, se aplicarmos x = %acima:
P(3)_(15 15) (3)+R—R
2) ~\g “8/)1\2)T "7
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R=p (3) 259
=1 = — | = —
2 4

Como ndo ha alternativa correta, a banca anulou essa questao no ano da prova.

Gabarito: “Anulada”

42. (Escola Naval/2014)

Considere P(x) = (m — 4)(m? + 4)x> + x? + kx + 1 um polindmio na variavel real x, em
que m e k sdo constantes reais. Quais os valores das constantes m e k para que P(x) ndo
admita raiz real?

a) m=4e—-2<k<?2
b) m=—-4ek>2

c) m=-2e—-2<k<?2
d m=4delk|>2

e) m=-2ek>-2

Comentarios

Veja que caso o coeficiente de x° ndo seja nulo, teremos um polindmio de grau impar e
coeficientes reais. Isso nos diz que P(x) deve ter, ao menos, uma raiz real. Como ndo queremos

isso, devemos ter:
(m—4)(mM?*+4)=0>m=+4
Ja que m é uma constante real.
Dessa forma, somente nos resta o polindbmio:
P(x)=x?+kx+1
Para que ele nao tenha raizes reais, seu discriminante deve ser negativo, logo:
A=k?-4<0=kl<20u—-2<k<?2

Gabarito: “a”.

43. (Escola Naval/2013)

Sejam F(x) = x3 + ax + b e G(x) = 2x? + 2x — 6 dois polindmios na variavel real x, com a e b

numeros reais. Qual valor de (a + b) para que a divisao % seja exata?
a) —2

b) -1

o

d)1

e)2
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Se a divisdao é exata, ou seja, nao deixa restos, entdao quer dizer que, pelo algoritmo da

divisdo:
F(x) = G(x) - q(x)
Portanto, F e G tém mesmas raizes. Calculando as raizes de G, fatorando sua expressao:
Gx)=0=>2x>+2x—6=0>A=4—4-2-(—6) =52
-2+2V13 V13-1 Vi3 +1
CXTTT TT 2 YT

‘/ﬁ_l) =F (_‘/ﬁ_l) = 0. Mas antes de substituir para calcular o valorde a e b,

Assim, F(
vamos facilitar as contas:
Primeiramente, saibamos que, especificamente para esses valores:
2x2+2x—6=0=>x2=3—x

>x3=3x—-x2=3x—-B3—-x)=4x—-3

Assim, para esses dois valores de x:
F(x)=x34+ax+b=4x—-3+ax+b=0

Substituindo:
13—-1 13—-1 13—-1
(B0 o) o (B

=413 -10+aV13—a+2b =0

—/13 -1 —V13 -1 —V/13 -1
F<T>=4<T>—3+Q<T>+b=0

=|—4Vv13 -10—aVv1l3—a+2b =0

Somando as duas equa¢des emolduradas:
—20—-2a+4b=0=2b—a =10

Subtraindo as duas equag¢des emolduradas:

8V13 4+ 2aV13 =0 = [a = —4]

=2>2b=a+10=6=|b=3

Assim,a + b = —1.

Gabarito: “b”.

9. QUESTOES NIVEL 3
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44. (ITA/2020)

Considere o polinémio p(x) = x3 — mx? + x + 5 + n, sendo m, n nmeros reais fixados. Sabe-se
quetodaraizz = a + bi,coma, b € R, da equagdo p(z) = 0 satisfaz aigualdade a = mb? + nb —
1. Entdo, a soma dos quadrados das raizes de p(z) = 0 é igual a

a) 6.
b) 7.
c) 8.
d) 9.

e) 10.

45. (ITA/2020)

Sejap(x) = ax* + bx3 + cx? + dx + e um polindmio com coeficientes reais. Sabendo que:
l. p(x) é divisivel por x? — 4;

Il. a soma das raizes de p(x) é igual a 1;

ll. 0 produto das raizes de p(x) é igual a 3;

V.p(=1) = =3
entdo, p(1) éigual a
a) — g

b) —=.

c)— %

d)-.

e) g.

46. (ITA/2020)
Considere a fun¢do f: R — R definida por f(x) = x® — 10x* — 4x3 + 25x% + 20x + 28.

a) Determine dois nimeros reais @ e f de modo que f possa ser reescrita como f(x) =
(x3=5x+a)? +p.

b) Determine o valor minimo de f.

c) Determine o(s) ponto(s) x € R onde f assume seu valor minimo.

47. (ITA/2020)
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Determine todos os numeros inteiros k entre 0 e 200 para os quais o polindmio p,(x) =
x3 — x? — k possui uma Unica raiz inteira. Para cada um desses valores de k, determine a
raiz inteira correspondente.

48. (ITA/2018)
As raizes do polindmio 1 + z + z%2 + z3 + z* + z° + z° + z7, quando representadas no

plano complexo, formam os vértices de um poligono convexo cuja area é

V2-1
2

b) \/§2+1

c) V2
d)
e) 3v2

a)

49. (ITA/2017)
Considere o polindmio
p(x) =x*— (1+2V3)x® + (3+2V3)x? — (1 +4V3)x + 2
a) Determine os nimeros reais a e b tais que p(x) = (x? + ax + 1)(x? + bx + 2).

b) Determine as raizes de p(x).

50. (ITA/2016)

Determine o termo constante do resto da divisdo do polinémio (1 + x + x2)*° por (1 + x)3.

51. (ITA/2015)

Seja p o polinémio dado por p(x) = ¥}2ya;x/, com a; €R, j =0,1,...,15, e a;5 # 0.
Sabendo-se que i é uma raiz de p e que p(2) =1, entdo o resto da divisdo de p pelo
polindmio g, dado por g(x) = x3 — 2x% + x — 2, é igual a

1 1
a) -x%—-.
5 5
1 1
b) —x*+=
5 5
2 2
c) =x2+=
5 5
3 3
d) =x? —=.
5 5
3 1
e) =x% +-=.
5 5
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52. (ITA/2015)

Considere o polinémio p dado por p(z) = 1823 + fz? — 7z — B, em que f é um nimero
real.

a) Determine todos os valores de 8 sabendo-se que p tem uma raiz de médulo iguala 1 e
parte imagindria ndao nula.

b) Para cada um dos valores de [ obtidos em a), determine todas as raizes do polinémio p.

53. (ITA/2015)

Seja S o conjunto de todos os polindmios de grau 4 que tém trés dos seus coeficientes iguais
a 2 e os outros dois iguaisa 1.

a) Determine o nUmero de elementos de S.

b) Determine o subconjunto de S formado pelos polinbmios que tém —1 como uma de suas
raizes.

54. (ITA/2014)

Considere o polindmio complexo p(z) = z* + az® +5z2 —iz—6, em que a é uma
constante complexa. Sabendo que 2i é uma das raizes de p(z) = 0, as outras trés raizes sdo

a) —3i,—1,1.

b) —i,i,1.
Q) —i,i,—1.
d) —2i,—1,1.

e) —2i,—i,1i.

55. (ITA/2012)

Considere um polindmio p(x), de grau 5, com coeficientes reais. Sabe-se que —2i e i — /3
sdo duas de suas raizes. Sabe-se, ainda, que dividindo-se p(x) pelo polindmio q(x) = x — 5

obtém-se resto zero e que p(1) = 20(5 + 2v3). Entdo, p(—1) é igual a
a) 5(5-2v3).

b) 15(5 — 2v3).

c) 30(5—2v3).

d) 45(5—2V3).

e) 50(5—2v3).

56. (ITA/2010).
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Considere o polinémio p(x) = 212, a,x™ com coeficientesa, = —lea, = 1+ ia,_;,n =
1,2, ...,15. Das afirmacdes:

. p(-=1) ¢ R,
I Ip()| < 4(4+ V2 ++5),vx € [-1,1],
[l Ag = Ay,

é (sao) verdadeira(s) apenas

a) L
b) II.
c) Il
d) lell
e) llelll.

57. (ITA/2008)

Um polindmio P é dado pelo produto de 5 polindmios cujos graus formam uma progressao
geométrica. Se o polindmio de menor grau tem grau iguala 2 e o graude P é 62, entdo o de
maior grau tem grau igual a

a) 30
b) 32
c) 34
d) 36
e) 38

58. (ITA/2008)

Considere o polinémio p(x) = asx® + a,x* + azx3 + a,x? — a,, em que uma das raizes é

x = —1. Sabendo-se que a,,a,,as,a,eas sao reais e formam, nesta ordem, uma
. 1 ~ L

progressdo aritmética com a, = -, entdo p(—2) éigual a

a) —25
b) —27
c) —36
d) -39
e) —40

59. (ITA/2007)

Sendo ¢ um niimero real a ser determinado, decomponha o polinémio 9x2 — 63x + ¢, numa
diferenca de dois cubos(x + a)® — (x + b)3.
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Neste caso, |a + |b| — c| é igual a
a) 104.
b) 114.
) 124.
d) 134.
e) 144.

60. (ITA/2007)

Seja Q(z) um polindémio do quinto grau, definido sobre o conjunto dos niumeros complexos,
cujo coeficiente de z° é igual a 1. Sendo z3 + z2 + z + 1 um fator de Q(z), Q(0) =2 e
Q(1) = 8, ent3o, podemos afirmar que a soma dos quadrados dos médulos das raizes de

Q(z) éigual a
a) 9.
b) 7.
c) 5.
d) 3.
e) 1.

61. (ITA/2006)

Considere o polinémio p(x) = x3> — (a + 1)x + a, onde a € Z. O conjunto de todos os
valores de a, para os quais o polindmio p(x) s6 admite raizes inteiras, é

a) {2n,n € N}.

b) {4n? n € N}.

c) {6n? —4n,n € N}.
d) {n(n+1),n € N}.
e) N.

62. (ITA/2005)

No desenvolvimento de (ax? — 2bx + ¢+ 1)° obtém-se um polindmio p(x) cujos
coeficientes somam 32. Se 0 e —1 s3o raizes de p(x), entdoasomaa + b + c éigual a

1
a) _E'

b) —-

4

AULA 19 — POLINOMIOS



-

)

4

Estratégia Prof. Victor-So

Militares

3
E) E

63. (ITA/2003)

Dividindo-se o polinémio P(x) = x° + ax* + bx?> + cx + 1 por (x — 1), obtém-se resto
igual a 2. Dividindo-se P(x) por (x + 1), obtém-se resto igual a 3. Sabendo que P(x) é
divisivel por (x — 2), tem-se que o valor de a—cb é igual a:

a) -6.

b) -4.

c) 4.

d) 7.

e) 9.

64. (ITA/2003)

Considere o polinémio P(x) = 2x + a,x? + -+ a,x", cujos coeficientes 2,a,,...,a,
formam, nesta ordem, uma progressao geométrica com razdao q > 0. Sabendo que —% é
uma raiz de P e que P(2) = 5460, tem-se que o valor de (n? — ¢3)/q* é igual a:

a) 5/4.
b) 3/2.
c) 7/4.
d) 11/e.
e) 15/8.

65. (ITA/2002)

A divisdo de um polindémio f(x) por (x — 1)(x — 2) tem resto x + 1. Se os restos das
divisdes de f(x) por x — 1 e x — 2 sdo, respectivamente, os nimeros a e b, entdo a® + b?
vale:

a) 13.
b) 5.
c) 2.
d) 1.
e) 0.

66. (ITA/2001)
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Sabendo que é de 1024 a soma dos coeficientes do polindbmio em x e y, obtido pelo
desenvolvimento do bindmio (x + y)™, temos que o nimero de arranjos sem repeti¢do de
n elementos, tomados 2 a 2, é:

a) 80.
b) 90.
c) 70.
d) 100.
e) 60.

67. (ITA/2000)

Seja P(x) um polindmio divisivel por x — 1. Dividindo-o por x? + x, obtém-se o quociente
Q(x) = x> — 3 e o resto R(x). Se R(4) = 10, entdo o coeficiente do termo de grau 1 de
P(x) éigual a

a) —5.
b) —3.
c) —1.
d) 1.
e) 3.

68. (ITA/1999)

Seja p(x) um polinémio de grau 3 tal que p(x) = p(x + 2) — x? — 2, para todo x € R. Se
—2 é uma raiz de p(x), entdo o produto de todas as raizes de p(x) é:

a) 36.
b) 18.
c) —36.
d) —18.
e) 1.

69. (ITA/1998)

Seja p(x) um polinébmio de grau 4 com coeficientes reais. Na divisdo de p(x) por x — 2
obtém-se um quociente q(x) e resto igual a 26. Na divisdo de p(x) por x* + x — 1 obtém-
se um quociente h(x) e resto 8x — 5. Sabe-se que q(0) = 13 e g(1) = 26. Entdo, h(2) +
h(3) éigual a:

a) 16.
b) Zero.
c) —47.
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d) —28.
e) 1.

70. (ITA/1997)

Sejam p;(x), p(x) e ps(x) polinbmios na varidvel real x de graus ny, n,ens,
respectivamente, com n; > n, > ns.Sabe-se que p;(x) e p,(x) sdo diviseis por p3(x). Seja
r(x) o resto da divisdo de p;(x) por p,(x). Considere as afirmagdes:

l. r(x) é divisivel por p;(x).

1. p,(x) — 1/2p,(x) é divisivel por p;(x).
N p(x)r(x) édivisivel por [ps(x)]?.
Entao,

a) Apenas | e Il sdo verdadeiras.

b) Apenas Il é verdadeira.

c) Apenas e lll sdo verdadeiras.

d) Todas as afirmacgdes sao verdadeiras.

e) Todas as afirmacgdes sao falsas.

71. (ITA/1995)

A divisdo de um polinémio P (x) por x? — x resulta no quociente 6x? + 5x + 3 e resto —7x.
O resto da divisdo de P(x) por 2x + 1 é igual a:

a) 1.
b) 2.
c) 3.
d) 4.
e) 5.

72. (ITA/1995)

Sabendo-se que 4 +ivV2 e V5 sdo raizes do polindmio 2x5 — 22x* + 74x3 4 2x% —
420x + 540, entdo a soma dos quadrados de todas as raizes reais é:

a) 17.
b) 19.
c) 21.
d) 23.
e) 25.
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73. (ITA/1977)

P(x) é um polindmio do 52 grau que satisfaz as condi¢des P(1) = P(2) = P(3) = P(4) =
P(5) = 1e P(6) = 0. Calcule P(0).

74. (IME/2020)

Um polindmio P(x) de grau maior que 3 quando dividido por x — 2, x —3 e x — 5 deixa
restos 2, 3 e 5, respectivamente. O resto da divisdao de P(x) por (x — 2)(x — 3)(x — 5) é:

a)l

b) x
c) 30
dx—1
e)x — 30

75. (IME/2019)
Seja a inequacgao:
6x* —5x3 —29x%2 + 10x < 0

Seja (a, b) umintervalo contido no conjunto solucdo dessa inequac¢do. O maior valor possivel
parab —a é:

a) 2

b) 13/6
c)1/3
d)5/2
e) 8/3

76. (IME/2019)

Sejam x;, X, e X5 raizes da equac¢do x> — ax — 16 = 0. Sendo a um nimero real, o valor de
x3 + x5 + x3 éigual a:

a)32—a
b) 48 — 2a
c) 48

d) 48 + 2a
e)32+a

77. (IME/2019)
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Seja o polinémio g(x) = x* — 8x3 + 6x% + 40x + 25 + k que possui valor minimo igual a —64,

onde k é uma constante real. Determine as raizes de q(x).

78. (IME/2018)

Seja P(x) o polindmio de menor grau que passa pelos pontos A(2, —4 + 3+/3), B(1,3V2 —
2), C(¥2,v/3) e D(/3,4/2). O resto da divisdo de P(x) por (x — 3) é:

a) 8V3—5v2—6.
b) 6v3 —4v2 —1.
c) 9v3 —8v2 —2.
d) 4v3 —10v2 — 3.
e) 43 -V2-2.

79. (IME/2015)

Qual o resto da divisdo do polinémio x2¢ — x2°> — 6x2* + 5x* — 16x3 + 3x? pelo polindmio
x3—3x%?—x+3?

a) x>2+x—2

b) 6x?—4x + 3
c) 3x—9

d) 6x2—17x—3
e) 6x+1

80. (IME/2012)

Considere o polindmio 5x3 — 3x%2 — 60x + 36 = 0. Sabendo que ele admite uma soluc3o
da forma v/n, onde n é um nimero natural, pode se afirmar que:

a) 1<n<5

b) 6 <n<10
c) 10<n<15
d 15<n<20
e) 20<n <30

81. (IME/2011)

Seja p(x) uma func¢do polinomial satisfazendo a relagdo p(x)p G) =p(x) + p(i). Sabendo
que p(3) = 28, ovalorde p(4) é:

a) 10
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b) 30
c) 45
d) 55
e) 65

82. (IME/2011)

Sejam o polindmio e conjunto p(x) = 2x3 —3x% 4+ 2 e os conjuntos A = {p(k)/k €
Nek <1999}, B={r>+1/reN}eC ={q*+2/q € N}. Sabe-se que y =n(ANB) —
n(A N C), onde n(E) é o numero de elementos do conjunto E. Determine o valor de y.

Obs.: N é o0 conjunto dos nameros naturais.

83. (IME/2001)

Considere o polinbmio de grau minimo, cuja representacdo grafica passa pelos pontos
Pl(_z, _11), Pz(_l,O), P3(1,4‘) e P4_(2,9)

a) Determine os coeficientes do polindmio.

b) Calcule todas as raizes do polindmio.

84. (IME/2001)

Determine todos os nimeros inteiros m e n para os quais o polindmio 2x™ + a3"x™ 3" —

a™ é divisivel por x + a.

85. (IME/2000)

Determine o polinbmio em n, com no maximo 4 termos, que representa o somatério dos
guadrados dos n primeiros niumeros naturais.

n
2.
k=1

86. (IME/1999)

Seja o polindmio P(x) de grau (2n + 1) com todos os seus coeficientes positivos e unitarios.
Dividindo-se P(x) por D(x), de grau 3, obtém-se o resto R(x).

Determine R(x), sabendo-se que as raizes de D(x) s3o raizes de A(x) = x* — 1 e que
D(1) # 0.

87. (IME/1998)
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Determine a, 8 e y de modo que o polindmio, ax?*! + Bx¥ + 1, racional inteiro em x, seja
divisivel por (x — 1)? e que o valor numérico do quociente seja igual a 120 para x = 1.

88. (IME/1997)

Determine o resto da divisdo do polinémio (cos ¢ + xsen ¢)" por (x + 1), onde n é um
numero natural.

89. (IME/1995)

Prove que o polindmio P(x) = x%%° + x888 4+ x777 4 ... 4+ x111 + 1 é divisivel por x° + x& +
x7 4+t x 41

90. (IME/1987)
Seja p(x) um polindmio de grau 16 e coeficientes inteiros.

a) Sabendo-se que p(x) assume valores impares para x = 0 e x = 1, mostre que p(x) ndo
possui raizes inteiras.

b) Sabendo-se que p(x) = 7 para quatro valores de x, inteiros e diferentes, para quantos
valores inteiros de x, p(x) assume o valor 14?

91. (IME/1984)

Determine o polindmio

p(x) =x*+ax®+bx*+cx+d

Talque p(x) =p(1 —x),p(0) =0ep(—1) =6.

92. (IME/1976)

Dado o polindmio 2x* + x3 + px? + qx + 2, determine p e ¢ de modo que ele seja divisivel
por (x — 1)2.

93. (Russia)

Sejam a, b e c inteiros positivos distintos. Verifique se existe um polindmio P(x) = kx? +
Ix + m, k, I, m inteiros, k > 0, que assume os valores a3, b3, c3 para valores inteiros de x.

94. (Russia)

Sejam a, b, ¢ reais. Prove que pelo menos uma das equagdes x* + (a — b)x + (b —¢) =0,
x4+ —-c)x+(c—a)=0,x>+ (c —a)x + (a — b) = 0 tem solugdes reais.

95. (Putnam.and Beyond)
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Seja P(x) um polindbmio de grau n. Sabendo que:

k
P(k)—k—_l_l, k—O,l,...,Tl.

Encontre P(m) param > n.

96. (Putnam)

Verifique a igualdade

3
3\/20+14x/§+\/20—14\/—=4

97. (AIME/1986)
O polinbmio
1—x+x*—x3+ - +x1°—x7
Pode ser escrito na forma
Ao+ a1y + ay* + -+ ay6y'® + ar7y",

Onde y = x + 1 e os a;s sdo constantes. Encontre a,.

98. (101 problems in algebra)
Qual o coeficiente de x2 quando
1+ +2x)...(1+2™x)

E expandido?

99. (Problem Solving Strategies)

Sejam a, b e c trés inteiros distintos, e seja P um polindmio com coeficientes inteiros. Mostre
gue, nesse caso, as condi¢des

P(a) =b,P(b) =ceP(c)=a

Nao podem ser satisfeitas simultaneamente.

100.Desafio

Obtenha um polindbmio do 42 grau que verifique a identidade
P(x) —P(x—1) = x3

E utilize-o para obter uma férmula para

P+234+33+4+n?
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101. (Problemas Selectos -Lumbreras)

Seja P um polinémio tal que P(xy) = P(x) + P(y) Vx,y € Re P(10) = 0. Calcule P(7) +
P(99) + P(1001).

GABARITO

44,
45.
46.
47.
48.

49.

50.
51.

52.

53.

54.
55.
56.
57.
58.
59.
60.
61.
62.
63.
64.
65.
66.
67.
68.
69.
70.
71.
72.
73.
74.
75.
76.
77.
78.
79.
80.
81.

b
d

a)a=-2ef =24 b) frm(x) =24 ¢)-2;1+V2;1 -2
§$=1{2;3;4;5;6}

d

a)a=-2V3;b=—1b)S = (V3 £V2,2(1+iV7)}.

781

b

a) B € {0, £15} b) Solucdes = {o,ig,é(s + iV11),¢ (-5 + iV11), i\/%}

a)10;b)A={x*+2x3+x*+2x+2,x* + 223 + 2x% + 2x + 1, 2x* + 2x3 + x% + 2x +
1}

{1; 3; 2-V17;2 + Y17}

Mmoo YV U»nn O T T O A OO0 T L O 0 QT T VW T0O 06w
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82.y =0.

83.tema)a=1;b=—-1;c=1ed =3 ltemb) {—1,1 +/2i}

84. m = 3n + 1, com n inteiro impar positivo,sea #0em =>0em > 3nsea = 0.
85. % (2n? + 3n® + n).

86.R(x) =x+ 1,senépar;R(x) = 0,sen éimpar.

87.ax=15; =-16;y = 15.

88. sen(n¢)x + cos (ng).

89. Demonstragao.

90. Demonstragao.

91.p(x) = x* — 2x3 + 2x%* — x.

92.p=—-6eq=1.

93. Existe o polindmio dado por P(x) = (a + b + ¢)x? — (ab + bc + bc)x + abc.
94. Demonstragao.

_ m(m-1)..(m-n) m
95.P(m) = (D" (n+1)!(m+1)  m+1’

96. Demonstragao.
18
97.a; = ().

n+1_ n+1_
98. a,, = & 1)3(2 2),

99. Demonstragao.

100.["("2“)]2.
101.0.

RESOLUCAO

44. (ITA/2020)

Considere o polindmio p(x) = x> —mx? + x + 5 + n, sendo m, n ndmeros reais fixados.
Sabe-se que toda raiz z = a + bi, com a,b € R, da equagdo p(z) = 0 satisfaz a igualdade
a = mb? + nb — 1. Ent3o, a soma dos quadrados das raizes de p(z) = 0 é igual a

a) 6.

b) 7.

c) 8.

d) 9.

e) 10.
Comentarios

Pelo teorema fundamental da algebra, o polindbmio possui 3 raizes. Além disso, como os
coeficientes do polinbmio sdo reais, se tivermos uma raiz complexa, pelo teorema da raiz
complexa conjugada, podemos afirmar que o conjugado dessa raiz também é raiz. Assim, temos
as seguintes possibilidades:

I) duas raizes complexas e uma real

) trés raizes reais
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Para o caso Il de apenas raizes reais, temos da condi¢cdo do enunciado, que toda raiz z =
a + bi satisfaz a igualdade a = mb? + nb — 1, ou seja, as raizes reais implicam b = 0. Logo,
todas as raizes sao:

z=a=m(0)?+n0)—1=>2z =2z, =23 =—1
Aplicando a relagdo de Girard para a soma do produto dois a dois:
Z1Zy + 2923 + 2,23 = 1
Mas, como z; = z, = z3 = —1:
Z1Zy + 2123 + 2,23 = (DD + (DD + (-1)(-1) =3
Portanto, chegamos a um absurdo!

A Unica possibilidade é a |, duas raizes complexas conjugadas e uma real. Entdo, sejam as
raizes, parap,q,r € R:

z1=p+qi
Z; =p—ql
Z3 =T
Da condigao do enunciado:
a=mb*+nb—-1
z1=>p=mq? +nq—1 (eq.l)
z, >p=mq?—nq—1 (eq.1l)
Daeq.l eeq.ll,temosng = 0, logo:
p=mq®—1
nqg =0
Se g = 0, teremos raizes reais, portanto, n = 0.
Comozz =r,temosr = —1 = z3 = —1.
O polindbmio é:
p(x) =x3—mx?>+x+5
Aplicando Girard:

Z1+ 2z, +z3=m=>2p+qi+p—qi—1=m=|2p=m+1(eq.lll)

212y + 2123+ 223 =12 (p+q))(p—qi) + D(p+qi+p—qi) =1
=>|(p?+q%=1+2p (eq.1V)

212,23 = =5 (p+qi)(p — qi)(—1) = =5 [p? + q*> = 5 (eq.V)

Usandoaeq.V naeq.IV:
5=14+2p=22p=4-p=2
Substituindop = 2 naeq.IV:
4+q*=1+4>q=+1
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Assim, a soma dos quadrados das raizes é:
S=zi+zi+z5=(@+q)*+(—qd?+(-1?
S=p?+2pqi —q*>+p*—2pqi —q*+1=2p%>—2¢>+1=212)2-2(-1)*+1
S=7
Gabarito: “b”.

45. (ITA/2020)

Sejap(x) = ax* + bx3 + cx? + dx + e um polindmio com coeficientes reais. Sabendo que:
l. p(x) é divisivel por x? — 4;

Il. a soma das raizes de p(x) é igual a 1;

ll. o produto das raizes de p(x) é igual a 3;

V. p(=1) = ==
entdo, p(1) éigual a
a) —12—7.

b) —=.

c) —%.

d)-

e)-

Comentarios
De cada afirmacao, temos:
l) Como p(x) é divisivel por x? — 4, temos:
p(x) = q(x)(x* — 4)
As raizes do polindmio x?> — 4 sdox2 —4 = 0 = x = +2, desse modo:
p(2) =16a+8b+4c+2d+e=0
p(=2)=16a—8b+4c—2d+e=0

II) Por Girard:
x1+x2+x3+x4=—a=1:>b=—a
[Il) Por Girard:
e
X1X3X3Xy = P 3=>e=3a
IV) Substituindo x = —1 no polinémio:
15
p(—1) :a—b+c—d+e=—z
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Parab = —a e e = 3, temos o seguinte sistema:

16a+8b+4c+2d+e=0 16a—8a+4c+2d+3a=0

16a—8b+4c—2d+e=0:> l6a+8a+4c—2d+3a=0
15 15
a—b+c—d+e=—7 a+a+c—d+3a=—T

1la+4c+2d =0

27a+4c—2d =0

5a + d—15
a+c =-7

Multiplicando a ultima equacgao por 2:

11la+4c+2d =0

27a+4c—2d =0

15

10a+20—2d=—7

Somando a primeira equag¢ao com a segunda e a primeira com a terceira:

38a+8c=0 19a+4c =0 19 4+ 4c = 0
15 B = o =
{21a+6c=—7:{7a+20=—§=>{—14a—40=5=>5a asta=1
~b=—1lee=3
19
19a+40=0=:~19+4c=0.-.c=_T

19
11a+4c+2d=0=>11+4(—Z)+2d=0:>—8+2d=0.’-d=4

Queremos p(1), logo:
19 19 -19+28 9
p(1)=a+b+c+d+e=1—1-—-Z+4+3=—z-+7=———4——=Z
Gabarito: “d”.

46. (ITA/2020)
Considere a funcdo f: R — R definida por f(x) = x® — 10x* — 4x3 + 25x2 + 20x + 28.

a) Determine dois numeros reais @ e f de modo que f possa ser reescrita como f(x) =
(x3 =5x+a)? +p.

b) Determine o valor minimo de f.
c) Determine o(s) ponto(s) x € R onde f assume seu valor minimo.
Comentarios
a)f(x) =(x*-5x+a)*+8
f(x) = x4 25x% + a® + 2ax® — 10ax — 10x* +
f(x) = x®—10x* + 2ax® + 25x% — 10ax + a® + B

Comparando a equacado encontrada com a equacao da funcao dada:
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3 wa = —-2o0u—-10ax = 20x ~ a@ = =2

&
a’+p =284+ p=28-0=24
b) Substituindo os valores encontrados:
flx) =(x3—5x —2)%+24
fx) = qx) + 24
Comoq(x) = 0,f(x)min = 24

2ax3 = — 4x

cJg(x) =(x3>*—-5x —2)2 =0
Por verificacao, percebe-se que —2 é raiz.
Entdo: q(x) = (x +2)(x? —2x — 1)
Resolvendo a equacio de segundo grau: as raizes obtidas sdo: 1 +vV2 e 1 — /2
Logo, as raizes de q(x) sdo —2, (1 +v2) e (1 —+?2).
Gabarito:a)a = —2e 8 =24 b) fin(X) =24 ¢) —2;1++/2;1 -2
47. (ITA/2020)

Determine todos os numeros inteiros k entre 0 e 200 para os quais o polindmio p,(x) =
x3 — x? — k possui uma Unica raiz inteira. Para cada um desses valores de k, determine a
raiz inteira correspondente.

Comentarios

Suponha que a € Z seja a raiz inteira do polindmio. Aplicando-se o dispositivo pratico de
Briot-Ruffini, temos:
a | 1 —1 0 —k
| 1 a—1 a’—a ad—a’*—k

Assim, podemos escrever:
pr(x) = (x —a)[x* + (@ — Dx + a® — a]
Resto=a®>—a*—k =0
Do resto, temos:
ad—a?—-k=0=>a%(a—-1)=k

Como k € [0,200] e « € Z, temos que a? >0, logo a — 1 > 0, ou seja, « > 1. Sendo k
um nudmero natural, temos que a?(a — 1) também deve ser um numero natural. Para isso,
devemos ter a € N. Testando as possibilidades:

a=1=12(1-1)=0=k
a=22222-1)=4=k
a=3>323-1)=18=k
a=4>42(4-1)=48=k
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a=5=52(5-1)=100 =k
a=6=6%(6-1)=180=k
a=7=7%7-1) =294 > 200

Portanto, as possiveis raizes inteiras sdo: a € {1;2; 3; 4; 5; 6}. Devemos provar que essas
raizes sao as Unicas inteiras.

Vamos analisar o polindmio quadratico e verificar se ha outra raiz inteira.
() = (x —a)[x? + (a — Dx + a® — a]
gx)=x*+(a—Dx+a?—«a
Analisando o discriminante:
A=(a—-1)?—-4-1- (¢’ —a)=a?—-2a+1—4a? + 4a
A=-3a’+2a+1

Encontrando as raizes, temos:

—2+.J4-4-(-3)-1 -2++16 1
a = = =1ou—§

—6 —6
Fazendo o estudo do sinal para A:

Y

Note que para a > 1, o discriminante sempre sera negativo e isso implica que as outras
raizes sdo complexas. Vamos analisararaiz a = 1:

pr(x) = (x —a)[x?+ (a — Dx + a? —a] = py(x) = (x — 1)x?

Nesse caso, temos uma raiz 0 com multiplicidade 2 e uma raiz 1 e isso ndo satisfaz a
condicdo do enunciado. Portanto, as Unicas raizes sao:

S =1{2;3;4;5;6}
Gabarito: S = {2;3;4;5; 6}

48. (ITA/2018)
As raizes do polindmio 1 + z + z% + z3 + z* + z° + z° + z7, quando representadas no

plano complexo, formam os vértices de um poligono convexo cuja area é

V2-1
2

VZ2+1

a)
b)
c) V2
d)
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e) 3v2

Comentarios

Se vocé parar para observar, o polindmio apresentado pode ser encarado como uma soma
de P.G. de primeiro termo 1 e razao z. Seja entdo a equagao abaixo:

1+z4+2z24+23+2+2°4+2°4+2" =0
Vamos ver se z = 1 é raiz dessa equacgao:
1+1+12+13+1"+1°+1°+17"=6 %0
Dado que z = 1 ndo é raiz da equacgdo, podemos escrever a equa¢ao dada como sendo:
z8—1

1+z+zz+z3+z4+25+26+z7=—1—
Z—

0
Da soma de P.G.
Ou seja:

z28—1=0

Do estudo dos nimeros complexos, conhecemos bem essa equac¢ao: sdo as raizes oitavas
da unidade. De maneira mais geral, sabe-se que as raizes da equacao:

z"—-1=0
Formam um poligono regular de n lados.

Entdo, vamos desenhar as raizes da equacdo z8 — 1 = 0 no plano complexo:

Im
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Mas devemos lembrar que z = 1 n3do é raiz dessa equagao, do que segue que o poligono

convexo formado pelas raizes do polindmio é dado pela figura abaixo:

O poligono regular é formado por 8 triangulos com o angulo mais interno dado por:

2m m
8 4
A area de cada triangulo é dada por:
sen (%)
Atriéngulo = |z| - |z] - T

Mas lembre-se de que:

z28—1=0=> |z =1=|z| =1,pois|z]| ER

Ou seja:
N
- V2
Atriéngulo =1-1- 7 = T
Na figura acima, temos 6 triangulos, ou seja:
V2 3V2
6 Atriéngulo =6 T = T

O triangulo restante é retangulo de area:
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Do que segue que a area total é:

Atotar =

32
2

Gabarito: “d”.

49. (ITA/2017)
Considere o polindmio
p(x) =x*— (1+2V3)x®* + (3 +2v3)x? — (1 + 4V3)x + 2
a) Determine os nimeros reais a e b tais que p(x) = (x? + ax + 1)(x? + bx + 2).
b) Determine as raizes de p(x).
Comentarios

O primeiro conceito que deve ser relembrado é aigualdade de polindmios. Dois polindmios
sao iguais se e somente se os coeficientes correspondentes aos termos de mesmo grau, isto é,
x™, forem iguais.

Item a:
O primeiro passo é desenvolver a expressao fornecida para p(x):
p(x) = (x*+ax+ 1)(x? + bx +2) = x* + bx® + 2x? + ax® + abx? + 2ax + x* + bx + 2
p(x) =x*+(a+b)x>+ (B +ab)x*+ (2a+b)x + 2
Utilizando a igualdade de polindmios, temos que:
a+b=-1-2V3
3+ab=3+2V3
2a+b=-1-4V3
Resolvendo o sistema acima, temos:
a=-2V3eb=-1
Item b:
Vamos utilizar o resultado o item a. Dele, temos:
p(x) = (x* + ax + 1) (x% + bx + 2)
Ou ainda:
p(x) = (x® = 2V3x + D (x% — x + 2)
Para achar suas raizes, devemos fazer p(x) = 0. Logo:
(952—2\/§x+1)(x2 —x+2)=0
Ou seja:

x2—2V3x +1=0eq.01
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Ou
x?2—x+2=0eq.02
Resolvendo a eq.01 para x:
X, = V3 ++2
X, =V3 -2

Resolvendo a eq. 02 para x:

X1 =%(1—i\/7)

1
X, =51+ iV7)
Logo, seu conjunto solucao é:
1
S = {\/§i\/§,§(1 + iV7) }

Gabarito:a)a = —2V3;b=—-1b)S = {3 + \/f,%(l +ivV7)}.

50. (ITA/2016)
Determine o termo constante do resto da divis3o do polindmio (1 + x + x2)*° por (1 + x)3.
Comentarios
Primeiramente, observe que:
x’+x+1=x(x+1)+1

Por que fizemos isso? A ideia é trabalhar com um polindmio de grau mais baixo possivel,
de forma que possamos obter as informagdes mais facilmente e, se possivel, de maneira direta.

Nesse caso, é util tentar evidenciar o termo (x + 1), pois ele comp&e o polindmio divisor.

Usando o binbmio de Newton, temos que:
40 40 40

[x(x + 1) + 1% = ( A ) [eCx + D] + ( ) ) G+ DIY + -+ (40) [xCx + 1)]%0

Ou seja, a partir do expoente 3 dos termos do bindbmio, podemos colocar em evidéncia
(x + 1)3, veja:

o [ s 7 e (D) (B e (oo ()

Dessa forma, temos que (1 + x + x2)*° possui 0 mesmo resto que

h(x) = (42()) x?(x+1)%+ <410> x(x+ 1)+ (400) =780x%(x +1)? +40x(x + 1) + 1

Na divisdo por (x + 1)3.

Vamos usar a mesma ideia para tentar simplificar ainda mais o polin6mio obtido. Antes de
continuar, veja que:

(x+1)23=x3+3x2+3x+1
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No polindbmio h(x), obtido acima, temos que a Unica parcela candidata a possuir algum
fator (x + 1)3 é 780x2(x + 1)2. Vamos tentar evidenciar esse fator. Veja:

x2(x+1)2=x(x3+2x>+x) =x(x3+3x2+3x+1—x2-2x—-1)
=x(x+1)3 -3 +2x2+x)=x(x+1)3-(x+1)3+ (x +1)?

Dessa forma, em nossa andlise do resto da divisao, podemos desprezar as parcelas
x(x +1)% — (x + 1)3, de modo que restara apenas o polinémio:

780(x + 1)2 +40x(x + 1) + 1

Esse polindbmio possui grau 2, de modo que ndao é mais possivel evidenciar um fator
(x + 1)3, pois ele é do terceiro grau. Disso, concluimos que esse polindmio é o préprio resto.

r(x) =780(x + 1)?> + 40x(x + 1) + 1
Lembre-se que o termo constante de um polindmio é obtido fazendo x = 0, logo:
r(0) =780+ 1 =781
Gabarito: 781.

51. (ITA/2015)

Seja p o polinémio dado por p(x) = ¥i2,a;x/, com a; €R, j =0,1,...,15, e a;5 # 0.
Sabendo-se que i é uma raiz de p e que p(2) = 1, entdo o resto da divisdo de p pelo
polindmio g, dado por q(x) = x3 — 2x% + x — 2, éiigual a

1 1
a) —x?%—-.
5 5
1 1
b) =x2 +-.
5 5
2 2
c) =x*+=
5 5
3 3
d) =x? —-=.
5 5
3 1
e) —x*+-.
5 5

Comentarios

Em questdes que envolvem a divisdo de polindbmios é sempre Util escrever a seguinte
relagao:

p(x) = g(x)q(x) +r(x)

Do estudo dos polindbmios, sabemos que o grau de r(x) é no maximo 2, pois q(x) tem grau

Além disso, como p(x) possui coeficientes reais, temos que se i é tal que p(i) = 0, entdo
p(—i) = 0.
Ele nos fornece p(2), entdo é conveniente verificar o valor de q(2):
q(2)=8-8+2-2=0
Ou seja, 2 éraiz de q(x).

Vamos usar Briot-Ruffini para fatorar q(x):
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Ou seja:

q(x) = (x —2)(x* + 1)
Dessa forma, podemos ver que i também sdo raizes de q(x).

Em resumo, possuimos trés informacgdes:

- p(2)=9@)q2)+r(D)=0=>r2)=1;
2- p() = gDq@) +r@ =0=7r0) =0;
3- p(-) =g(=Dq(=D +r(=) =0=>r(-i) =0.

Das informag8es acima, temos que *i sdo raizes de r(x). Como ele possui grau no
maximo 2, elas sdao todas as suas raizes. Assim, podemos escrever:

r(x) =alx+i)(x—1i) =a(x?*+1)
Da informacado 1, temos:
1
r(2)=a(22+1)=1:a=§
Por fim, temos:
1 1
= —x?2 + —
r(x) 5x z

Gabarito: “b”.

52. (ITA/2015)

Considere o polindmio p dado por p(z) = 1823 + Bz? — 7z — B, em que f é um nimero
real.

a) Determine todos os valores de 8 sabendo-se que p tem uma raiz de médulo iguala 1 e
parte imagindria ndo nula.

b) Para cada um dos valores de [ obtidos em a), determine todas as raizes do polindmio p.
Comentarios
Item a:

Sejam z,Z e xz suas raizes, em que Xxp € real e z e Z sao complexas conjugadas. Das
relacdes de Girard, podemos escrever que:

()

Mas uma de suas raizes complexas ndo reais possui moédulo 1. Do estudo dos complexos,
temos que:

zZz=2z*>=|z|*=1%2=1
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Como p(xz) = 0, temos:

B\ B\° B
18(15) +#(15) ~7(5)~# =0
B3 258 p? 25
ﬁ_ﬁ‘oc’ﬁ(E_E)
Resolvendo para 8, temos:

B=0oupf =150upf =-15

=0

Prof. Victor So

Item b:
Para g = O:
p(z) =18z23-7z=02z(1822-7) =0
=0 =+ !
z=0ouz=+=+ 18
Para f = 15:
p(z) = 1823 + 15z% — 7z — 15
. . o 15 5
Do item anterior, temos que uma de suas raizes é xp = PPl
Usando Briot-Ruffini:
E 18 15 -7 —15
6
‘ 18 30 18 0
Ou seja:
5
p(z) = (z - g> (18z% + 30z + 18)
As raizes de 1822 + 30z + 18 = 0, usando Bhaskara, sdo:
1 1
z = E(_S + i\/ll) ouz= _6(5 +ivV11)
Para f = —15:
p(z) = 1823 — 1522 — 7z + 15
. . o -15 5
Do item anterior, temos que uma de suas raizes é xp = - e
Usando Briot-Ruffini:
—-5/6 18 —15 -7 15
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Ou seja:

p(z) = (z + g) (18z% — 30z + 18)

As raizes de 1822 — 30z + 18 = 0, usando Bhdskara, sdo:

Z=%(5+i\/ﬁ) ouz=%(5—i\/ﬁ)

Gabarito: a) B € {0,115} b) Solugdes = {0, i%,%(S + iV 11),%(—5 +ivV11), i\/%}

53. (ITA/2015)

Seja S o conjunto de todos os polinbmios de grau 4 que tém trés dos seus coeficientes iguais
a 2 e os outros dois iguaisa 1.

a) Determine o numero de elementos de S.

b) Determine o subconjunto de S formado pelos polindmios que tém —1 como uma de suas
raizes.

Comentarios

Item a:

Primeiramente, temos um problema de analise combinatdria. Observe que um polindbmio
de grau 4 possui 5 coeficientes. Desses, trés devem ser 2 e dois devem ser 1.

Assim, basta escolher dois lugares para colocar os nimeros “1” e, automaticamente, os
outros trés serdao ocupados por numeros “2”. De quantas formas podemos escolher 2 lugares
dentre 5? Do estudo das técnicas de contagem, sabemos que é:

(-0

Seja p(x) um polindmio conforme o enunciado. Podemos escrevé-lo, de maneira mais
geral, como sendo:

Item b:

p(x) = ax* + azx® + ayx? + a;x + a,
Se —1 é uma de suas raizes, devemos ter:
p(-1)=a,—az;+a,—a, +a,=0
Ou seja:
a,+a,+a,=az+a,
Suponha que os numeros “1” estejam separados, um de cada lado da igualdade acima.

Teriamos, por exemplo:

1+2+2=1+2
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Que é absurdo. Logo, os numeros “1” devem estar do mesmo lado da igualdade.
Suponha que eles estejam do lado direito.
Teriamos, necessariamente:

2+2+2=1+1

Que é absurdo. Ou seja, eles devem estar juntos no lado esquerdo da igualdade. Para que
isso aconteca, temos 3 possibilidades, veja:

1+41+2=2+2
1+2+1=2+2
2+1+1=2+2
Dessa forma, temos os polindmios:
p(x) = x* + 2x3 + x% + 2x + 2
po(x) = x* +2x3 +2x% + 2x + 1
ps(x) =2x* +2x3 + x>+ 2x+ 1

Gabarito: a) 10 ; b) A= {x* +2x3 + x* + 2x + 2,x* + 223 + 2x% + 2x + 1,2x* + 223 +
x2+2x+1})

54. (ITA/2014)

Considere o polindmio complexo p(z) = z* + az® +5z2 —iz—6, em que a é uma
constante complexa. Sabendo que 2i é uma das raizes de p(z) = 0, as outras trés raizes sdo

a) —3i,—1,1.
b) —i,i, 1.

Q) —ii,—1.
d) —2i,—1,1.

e) —2i,—1,L.
Comentario
Se 2i é uma raiz do polindmio, entao:
p(2i) = 0= 2D*+ a(2i)* +52)*—-i(2))—-6=0

Resolvendo, temos:

Assim, o polindmio fica:
p(z) =z*+iz3+5z>—iz—6

Cuidado! Os coeficientes de p(z) ndo sdo reais, entdo, ndo podemos garantir de inicio que
—2i também é raiz. Verifique que nao é.

Além disso, observe que:
p()=1+i+5-i—6=0

Ou seja, 1 é raiz de p(z). Vamos usar Briot-Ruffini:
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1 ‘ 1 i 5 —i -6

‘ 1 1+ 6+1 6 0
Usando novamente, agora para 2i:

21 1 1+ 6+ 6

‘ 1 14 3i 3i 0
Assim, p(z) fica:
p(z) = (z —2i)(z— 1)(z* + (1 + 3i)z + 3i)
Olhando para o fator z2 + (1 + 3i)z + 3i, temos que as raizes sio:
22+ (1 +30)z+3i=0

Z_—(1+3i)iw/(1—3i)2_—1—3ii(1—3i)
= > = >

=>z=—-1ouz=-3i

Gabarito: “a”.

55. (ITA/2012)

Considere um polindmio p(x), de grau 5, com coeficientes reais. Sabe-se que —2i e i — V3
sdo duas de suas raizes. Sabe-se, ainda, que dividindo-se p(x) pelo polindmio q(x) = x — 5
obtém-se resto zero e que p(1) = 20(5 + 2v3). Entdo, p(—1) é igual a

a) 5(5-2v3).
b) 15(5 — 2V3).
c) 30(5—2V3).
d) 45(5—2V3).
e) 50(5—2v3).
Comentarios

O enunciado coloca de maneira desorganizada, mas ja temos todas as raizes do polinédmio,
pois, se ele possui coeficientes reais, entdo 2i e —i — V3 também s3o raizes de p(x), uma vez
que eles sdo os conjugados complexos de —2i e i — /3, respectivamente.

Além disso, q(x) divide p(x), ou seja:
p(x) = g(x)(x—5) =p(B)=g(5)-0=0
Portanto, 5 também é raiz de p(x).
Como ele possui grau 5, temos todas as suas raizes. Assim, podemos escrever:
p(x) = alx = 5)(x = 20)(x + 20) (x + (=i — V3))(x + (i = V3))

Ou ainda:
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p(x) = a(x — 5)(x% + 4)(x? + 2V3x + 4)

Do enunciado, temos que p(1) = 20(5 + 2v/3), do que segue:
20(5+2V3)=a(1-5)(12+4)(12+2V3+4) > a= -1

Assim, o polindmio fica:

p(x) = —(x — 5)(x? + 4)(x? + 2V/3x + 4)
Por fim:

p(—1) = —(—1 = 5)((=1)? + 4)((~1)? — 23 + 4)
~ p(=1) = 30(5 — 2V3)

Gabarito: “c”.

56. (ITA/2010).

Considere o polinémio p(x) = X2  a,x™ com coeficientesa, = —lea, =1+ ia,_;,n =
1,2, ...,15. Das afirmacdes:

. p(=1) € R,

I Ip()| < 4(4+V2++5),vx € [-1,1],

[l. ag = Ay,

é (sao) verdadeira(s) apenas

a) L
b) II.
c) .
d) lell.
e) llelll.

Comentarios

Primeiramente, vamos tentar conhecer melhor o polindmio fornecido. Para isso, vamos
calcular seus coeficientes de indices mais baixos usando a, que foi fornecido:

a1:1+la0:1_l
a,=1+i(1—i)=2+i
4y =1+i(2+i) =2i
a,=1+i(2) = -1

Perceba que a, = a,. Disso, temos que os coeficientes comegam a se repetir de quatro em
guatro vezes, pois a lei de recorréncia nos garante isso.

Disso, temos que o polinbmio pode ser escrito da seguinte forma:
P(x) =—Q+x*+x8+xD+ A -Dx+ x5+ x2 + x13)
F2 4+ D)% + x84+ 210 + x14) + 2i(x3 + x7 + 2 + x15)
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Vamos julgar os itens:

Item I:

Vamos calcular p(—1):
p(-D)=-M@A+A-D-D)+2+D)A)+2i(-4)=4(-1-1+i+2+i—-2i)=0

Ou seja:

p(-1)=0€eR
Portanto, é falso.
ltem II:

O primeiro fato para o qual devemos atentar é que x € [—1,1] . Que informagdo util isso
nos traz? Observe que a questao fala sobre mdédulo. Podemos entado afirmar que:

lx] <1

Além disso, do estudo dos nimeros complexos, sabemos que, se temos n numeros
complexos, podemos afirmar que:

|zy + 25 + -+ z| < 21| + 23] + - + |2,
Podemos escrever p(x) como sendo:
plx) =1 +x*+x¥+x)(—1+ A+ Dx+ (2 +i)x? + 2ix3)
Do que temos:
lp()] =11+ x*+x8+x2]- | =1+ @A +Dx + (2 +i)x? + 2ix3|
Usando a desigualdade acima, temos que:
11+ x* +x8 +x22] <1+ [x* + |x8] + |x1?]
E ainda:

-1+ @+ Dx+ @+ Dx?+2ix3| < |-1] + [(1 + Dx| + (2 + D)x?| + |2ix3|
Observe que |x| <1 = |[x"] = |x|™® < 1, pois 0 < |x|. Prove isso por indug3o.
Dessa forma, temos que:

1+ x*+x®+ x| <1+ [x* +[x8]+ x| <1+1+1+1=4
E ainda:

-1+ @ +Dx+ QC+Dx?+2ix3| < |1+ (1 + Dx| + (2 + D)x?| + |2ix3|
<1+1+i|l+2+i|l+]2il<1+V2+V5+2<3+V2+V5<4+V2+5

Multiplicando as desigualdades, temos:
114+ x* + x84+ x2] |—14 (L + Dx + 2+ Dx? + 2ix3| <44 +V2 +V5)
Ou seja:

lp(x)| < 4(4 + V2 +V5)
Portanto o item é verdadeiro.

Item lll:
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Como os coeficientes se repetem de quatro em quatro, podemos dizer que a, = ag.
Verdadeira.

Gabarito: “e”.

57. (ITA/2008)

Um polinémio P é dado pelo produto de 5 polindbmios cujos graus formam uma progressao
geomeétrica. Se o polindbmio de menor grau tem grau iguala 2 e o graude P é 62, entdo o de
maior grau tem grau igual a

a) 30
b) 32
c) 34
d) 36
e) 38
Comentarios

O fato basico que resolve essa questdo é lembrar que o grau do polindmio resultante do
produto de n outros polindbmios é a soma dos graus desses polin6mios. Dessa forma, se g é a
razao dessa progressao, podemos representar os graus por:

(2,29,2q% 2q°, 2q")
Usando o fato basico, temos:
24+ 29+ 2%+ 2¢3+ 2¢*=62=>q*+q>+q*+q =30

Observe que, como os graus de polindmios sao numeros naturais, g também é natural.
Dessa maneira, o polinémio g* + ¢ + g% + g é crescente & medida que g cresce, pois é a soma
de numeros positivos.

Vamos calcular o valor desse polindbmio para g = 3:
3*+3%+324+3=120=>30

Ou seja, para todo g natural acima de 3, temos que a soma é maior que 30, do que segue
gue a solucao para essa equacao, no dominio dos naturais deve ser 1 ou 2.

Vamos verificar:
q=1=>1"+13412+1=4+ 30
q=222"+2°+22+2=30
Portanto, g = 2 é a Unica solugao e o maior termo dessa sequéncia é 32.
Gabarito: “b”.

58. (ITA/2008)

Considere o polinémio p(x) = asx® + a,x* + azx® + a,x? — a,, em que uma das raizes é
x = —1. Sabendo-se que ay,a,,as,a, e as sao reais e formam, nesta ordem, uma

. 1 N .
progressdo aritmética com a, = -, entdo p(=2) éigual a
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a) —25
b) —27
c) —36
d) —39
e) —40

Comentarios
Se x = —1 é raiz do polindmio, entado, temos que:
p(-1)=—-as+a,—a;+a,—a; =0

Além disso, como os coeficientes formam uma P.A., temos que os termos da sequéncia

(a3 —2r,a; —r1,a3,a3 +1,a3 + 2r)
Do que temos que:
p(—1) =—(az+2r)+(as+r)—as;+as;—r—az; +2r=0=a;=0
Assim, a sequéncia fica:
(=2r,—r,0,71,2r)

Do enunciado, temos que:

Assim, os coeficientes do polindmio sao:
al = _1, az = —
Logo, o polindmio é:
1 1
p(x) =x>+-x*—-x?+1
Por fim:
5 1 4 1 2
p(=2) = (-2) +§(—2) _E(_Z) +1=-25

Gabarito: “a”.

59. (ITA/2007)

Sendo ¢ um numero real a ser determinado, decomponha o polindmio 9x? — 63x + ¢, numa
diferenca de dois cubos(x + a)® — (x + b)3.

Neste caso, |a + |b| — c| é igual a
a) 104.
b) 114.
) 124.
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d) 134.
e) 144.

Comentarios

Primeiramente, vamos fatorar a diferenca de cubos fornecida. Veja:
(x+a)—(x+b)>=(>@—-b[x+a)+ (x+a)x+b)+ (x+ b)?]
Para fatorar a diferenga de cubos, usamos a seguinte identidade:
m3 —n3 = (m —n)(m? + mn + n?)

Continuando o desenvolvimento da diferenca de cubos, temos:

(a—b)[(x+a)>+(x+a)(x+b)+ (x+b)?] =

(a—b)(x*+2ax +a?+x?>+ (a+ b)x + ab + x? + 2bx + b?) =
3(a—b)x?+ (a—b)(Ba+3b)x + (a — b)(a? + ab + b?) =
3(a—b)x?+ (a—b)(Ba+ 3b)x + a® — b®
Ou seja:
3(a—b)=9=>a-b=3

(a=b)(Ba+3b)=3(a—b)(a+b)=-63=>(a—b)(a+b) =-21
Masa — b = 3, logo:
3(a+b)=-21>a+b=-7
Resolvendo para a e b:
a=-2eb=-5
Por fim, segue que:
c=a®>—-b3=(-22-(-53>c=117
Calculando o que se pede:
la+|b|—c|=|-2+5-117| = 114

Gabarito: “b”.

60. (ITA/2007)

Seja Q(z) um polinbmio do quinto grau, definido sobre o conjunto dos nimeros complexos,
cujo coeficiente de z° é igual a 1. Sendo z3 + z2 + z + 1 um fator de Q(z), Q(0) =2 e
Q(1) = 8, entdo, podemos afirmar que a soma dos quadrados dos mddulos das raizes de

Q(z) éigual a
a) 9.
b) 7.
c) 5.
d) 3.
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e) 1.
Comentarios

Primeiramente, sabemos que se z3 + z%2 + z + 1 é um fator de Q(z), podemos escrever a
seguinte igualdade:

Q2)=q@)(Z*+2z°+z+1)
Em que q(z) é um polindbmio do segundo grau, pois Q(z) é um polinémio do quinto grau.
Vamos usar as informacgdes fornecidas:
Q(0)=2=4q(0)(0*+0°+0+1)=2=q(0) =2
QM) =q)(13+12+14+1)=8>q(1) =2
Como q(0) = q(1) = 2, podemos afirmar que 1 e 0 sdo raizes de:
p(z) = q(z) — 2

Ou seja:

p(2)=alz—1)z=q(2)—-2=2q) =alz—1)z+2
Se q(z) é de grau 2, logo, p(z) também sera.
Substituindo em Q(z), vem:

Q2)=la(z—1z+2](z3+z*+z+1)
Dessa forma, observe que a serd o coeficiente de z°. Portanto, a = 1.
Ou seja:
Qz)=(@Ez*—z+2)(Z*+z°+z+1)

Queremos Q(z) = 0, o que implica

z2—z+2=0
Que, resolvendo para z, resulta em
1+iV7
zZ=—
2
2 2
Em que z tem o quadrado de seu médulo dado por |z|? = G) + (g) = % = 2. Além

disso, ambas possuem o mesmo maédulo pois sdao conjugadas.
Ou:
2Z2+z2+2z+1=0

Note que z # 1 nesse caso. Perceba que temos uma progressao geométrica de primeiro
termo 1 e razdo z e, como z # 1, podemos escrever:
z* -1
z—1

N3o estamos interessados em saber quais sdo as raizes dessa equac¢do, apenas no
quadrado do seu mdédulo. Entao:

23 +z224z41= 0=>z%=1
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Zt=1=2|z1*=1=|z]? = +1
Mas |z|? > 0. Do que segue que:
z|> =1
Ou seja, suas trés raizes obedecem a relagao acima.
Queremos a soma dos quadrados dos mdodulos. Temos entao:
Soma dos quadrados dos médulos =2+2+1+14+1=7
Gabarito: “b”.

61. (ITA/2006)

Considere o polinémio p(x) = x3 — (a + 1)x + a, onde a € Z. O conjunto de todos os
valores de a, para os quais o polindmio p(x) sé admite raizes inteiras, é

a) {2n,n € N}.
b) {4n?n € N}.
c) {6n® —4n,n € N}.
d) {n(n+1),n € N}.
e) N.
Comentarios
Um passo fundamental para a resolucio dessa questdo é perceber que p(1) = 0, veja:
p(D)=13-(a+1)'1+a=14+a—-1+a)=0

De posse de uma das raizes, que é inteira, podemos utilizar o dispositivo de Briot-Ruffini
para dividir o polinbmio por x — 1:

1 ‘ 1 0 —a—1 a

‘ 1 1 —a 0

Logo, podemos escrever:
p(x) =(x—-DE*+x—a)

Sabemos que uma das raizes de p(x) é inteira. Para que todas sejam, seu fator x> + x — a
deve zerar para algum n € Z, isto é:

n“+n—a=0
Essa equacgao possui solugao geral:

_—1i\/1+4a
B 2

n

Ou seja:

2n+1=+Vli+4a=>2n+1)2-1=4a=>2n2n+2)=4a=>a=nn+1)
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Portanto, concluimos que se tomarmos a =n(n+ 1), com n € Z, atendemos as
condi¢des do enunciado.

Gabarito: “d”.

62. (ITA/2005)

No desenvolvimento de (ax? — 2bx + ¢+ 1)° obtém-se um polindmio p(x) cujos
coeficientes somam 32. Se 0 e —1 sdo raizes de p(x), entdoasomaa + b + c éigual a

Comentarios
Vamos usar, sucessivamente, as condi¢gdes que ele nos imp0s.
Condigao 1: 0 é raiz de p(x).
p(0)=(+1)°=0=>c+1=0=>c=-1
Condicdo 2: -1 é raiz de p(x).
p(-1)=(a+2b)°=0=>a+2b=0=>a=-2b
Dessa forma, o polindmio pode ser escrito como:
p(x) = (—=2bx? — 2bx)® = (=2b)°(x? + x)°

Antes de fazer o desenvolvimento de p(x), observe que, dado um polindmio g(x) =
a,x" + -+ a;x + ay, temos que:

g =a,D)"+-+a,(D)+ay=a,++a, +a,

Ou seja, para calcular a soma dos coeficientes de um polindmio qualquer, basta calcular
seu valor parax = 1.

Condigao 3: Os coeficientes de p(x), no desenvolvimento, somam 32.
Conforme visto acima, temos:
p(1) = (=2b)°(12+1)°=32> (-2b)° =1

Como b € R, vem:

—2b=1=>b= 1

2
Por fim:
a+b+c=—2-(——)—1——:——

Gabarito: “a”.
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63. (ITA/2003)

Dividindo-se o polindmio P(x) = x> + ax* + bx? + cx + 1 por (x — 1), obtém-se resto
igual a 2. Dividindo-se P(x) por (x + 1), obtém-se resto igual a 3. Sabendo que P(x) é

divisivel por (x — 2), tem-se que o valor de a—cb é igual a:
a) -6.
b) -4.
c) 4.
d) 7.
e) 9.
Comentarios
Do estudo da divisao de polindbmios, podemos escrever as seguintes equacgoes:
P(x) = q(x)(x = 1) +2
P(x) =q(x)(x+1) +3
P(x) = q3(x)(x — 2)
Perceba que:
P)=q(MHA-1)+2=2
P(-1) =q,(-1)(-1+1)+3=3
P(2) =q3(2)(2-2)=0
Ou seja:
Pl)=14a+b+c+1=2=a+b+c=0
P(-1)=-14+a+b—-c+1=3=>a+b—-c=3
P(2)=32+16a+4b+2c+1=0=16a+4b + 2c = —33
Obtemos, entdo, o seguinte sistema linear:

a+b+c=0
a+b—-—c=3
16a + 4b + 2¢ = —33

Da primeira equagao, temos:
a+b=-—c

Substituindo na segunda:
—c—c=3>c=—2
2

Substituindo ¢ na terceira equagao:
—15—8a

16a+4b—3=-33=>8a+2b=-15=>b = >

Ou seja:
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—15—-8a 3
a+T=E=>2a—15—8a=3:—6a=18=>a=—3
Por fim:
_—15—8-(—3)_9
B 2 2
Queremos:
9
0Lb_—3'§_9
c 3~
2

Gabarito: “e”.

64. (ITA/2003)

Considere o polinémio P(x) = 2x + a,x? + -+ a,x", cujos coeficientes 2,a,,...,a,
formam, nesta ordem, uma progressao geométrica com razao q > 0. Sabendo que —% é
uma raiz de P e que P(2) = 5460, tem-se que o valor de (n* — g3)/q* é igual a:

a) 5/4.
b) 3/2.
c) 7/4.
d) 11/6.
e) 15/8.
Comentarios

Se 2,a,, ..., a, formam uma P.G., nesta ordem, podemos escrever a n-upla ordenada dos
coeficientes:

(2,2q,..,2q" 1)
Substituindo no polindmio:

P(x) =2x + 2qx* + -+ 2q" 1x™
Temos que x = —;é raiz de P(x), ou seja:

r(-r(-er(Y v (Y

Vamos pegar um termo qualquer de coeficiente de indice i de P (— —)

2 (1) oo () - (D

Seja, entdo, a progressdao geométrica de termos b; definidos por:

=0 (-9)

0

i-1

i-1

Note que:
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Isto é:

Q" AN
(1) (_E) =—1= (_E) =1eq.01
Note que g > 0, pois o0 enunciado assim restringe.

Essa equacgdo é do tipo:

zZm =1
Que do estudo dos niumeros complexos, sabemos que somente admite 1 ou —1 como
raizes reais. Além disso, z = —1 é raiz quando m é par.

Olhando para a equacao 01, a Unica forma de satisfazer o enunciado é termos

q
——=—12qg=2
5 q

Do que segue que n deve ser par.
Por outro lado:
P(2)=22)+2q(2)*+-+2¢q"12)"=4+4Q2q) + -+ 4Q2q)" 1

Seja entao a P.G. de termos

¢ =4(2q)"1
Sua soma:
CTl+1 - C1 4‘(2 . 2)7’1. - 4‘
P(2) = =—— — =5460 > —————— = 5460 = 2?" = 4096 = 212
2)=c + ¢y 29 — 1 2.2 -1

Ou seja:
220 =22 5 92n=12=>n=6
Note que n é, de fato, par.

Por fim:

Gabarito: “c”.

65. (ITA/2002)

A divisdo de um polinémio f(x) por (x — 1)(x — 2) tem resto x + 1. Se os restos das
divisdes de f(x) por x — 1 e x — 2 s3o, respectivamente, os nimeros a e b, entdo a? + b?
vale:

a) 13.
b) 5.
c) 2.
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d) 1.
e) O.
Comentarios
Essa questao requer apenas que escrevamos o que esta sendo dito. Veja:
“A divisdo de um polindmio f(x) por (x — 1)(x — 2) tem resto x + 1”, significa:
f) =q)x-DEx-2)+x+1

“Se os restos das divisdes de f(x) por x — 1 e x — 2 sdo, respectivamente, os nimeros a
e b”, significa:

fG) =q(x)(x-1)+a
f(X) =q(x—2)+b
Mas, da primeira relagao, temos que:
f2)=q2)2-1)2-2)+2+1=3=>f(2)=3
fH=q()A-DA-2)+1+1=2=>f1)=2
Ou seja:
f=qMA-D+a=>f1)=a>a=2
fQ=q@22-2)+b=>f2)=b=>b=3
Por fim, temos:
a’+b*=22+3*=13

Gabarito: “a”.

66. (ITA/2001)

Sabendo que é de 1024 a soma dos coeficientes do polinbmio em x e y, obtido pelo
desenvolvimento do binémio (x + y)™, temos que o nimero de arranjos sem repeticdo de
n elementos, tomados 2 a 2, é:

a) 80.
b) 90.
c) 70.
d) 100.
e) 60.
Comentarios
O enunciado fala sobre soma de coeficientes.

Antes de sair usando o bindbmio de Newton, lembre-se que um polindmio P(x,y), obtido
pelo desenvolvimento de (x + y)", é da forma:

P(x,y) = a,x™ + ap_1x" 1y + -+ agy"

Assim, observe que:
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P(11) =a,+a,_1++a
Ou seja, se p(x,y) = (x + y)", a soma de seus coeficientes é dada por:
p(1,1) = (1+1)" =2
Do enunciado, temos que:
2" =1024=2Y%=>n =10
Queremos:
n! 10!

Ap) = N T o - o)

=10-9=90

Gabarito: “b”.
67. (ITA/2000)

Seja P(x) um polindmio divisivel por x — 1. Dividindo-o por x? + x, obtém-se o quociente
Q(x) = x2 — 3 e o resto R(x). Se R(4) = 10, entdo o coeficiente do termo de grau 1 de
P(x) éigual a

a) —5.

b) —3.

c) —1.

d) 1.

e) 3.

Comentarios
Se P(x) é divisivel por x — 1, podemos escrever:

P(x)=H(x)(x—1)
Do que temos que:
P(1)=H1)(1-1)=0=>P(1)=0
Além disso, seja G(x) = x% + x, temos que:
P(x) = Q(x)G(x) + R(x)

Do estudo dos polindmios, sabemos que o grau do resto, R(x), € menor que o grau de
G(x), ou seja:

0R(x) <2
Do que segue que R(x) é do tipo:
R(x)=ax+b
Pois seu grau é, no maximo, 1.
Sabemos que 1 é raiz de P(x), isso nos fornece:
PM)=0=Q(1)G)+R(1)=>(1%*-3)12+1)+R(1)=>R(1) =4

Do enunciado, temos que R(4) = 10. Assim, temos o seguinte sistema:
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{4a +b =10

a+b=4

Resolvendo o sistema para a e b, vem:
a=2eb=2

Do que temos:
Px)=(x?2=-3)(x?+x)+2x+2=>P(x)=x*+x3—-3x2—x+2

Gabarito: “c”.

68. (ITA/1999)

Seja p(x) um polindmio de grau 3 tal que p(x) = p(x + 2) — x? — 2, para todo x € R. Se
—2 é uma raiz de p(x), entdo o produto de todas as raizes de p(x) é:

a) 36.
b) 18.
c) —36.
d) —18.
e) 1.
Comentarios

Sabemos que —2 é raiz de p(x). Ou seja:

p(=2) =0
Usando a relagao fornecida:
p(-2) =p(0) - (-2)*-2=p(0)-6=0=p(0) =6
Seja p(x) = azx> + a,x? + a;x + a,. Disso, temos que p(0) = a, = 6.
Por outro lado:
plx+2)—plx) =x>+2
Ou seja:
as[(x + 22 —x3]+a,[(x+2)2 —x?]+a;(x+2—x)=x*+2,Vx ER
Ou ainda:
as[2(3x% +4x +4)] + a,(4x +4) + 2a;, = x* + 2

Das relagdes de Girard, temos que o produto das raizes é dado por:

Ja temos a,, precisamos de a;.

Note, do lado esquerdo da equacdo, que podemos obter a; através do coeficiente de x?,
usando a igualdade polinomial:

6a3=1=>a3=g
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Por fim, o produto é dado por:

Gabarito: “c”.

69. (ITA/1998)

Seja p(x) um polindmio de grau 4 com coeficientes reais. Na divisdo de p(x) por x — 2
obtém-se um quociente g(x) e resto igual a 26. Na divisdo de p(x) por x? + x — 1 obtém-
se um quociente h(x) e resto 8x — 5. Sabe-se que q(0) = 13 e q(1) = 26. Entdo, h(2) +
h(3) éigual a:

a)
b)
c)
d)

e)

16.
Zero.
—47.
—28.
1.

Comentarios

Primeiramente, vamos escrever as divisoes:
p(x) = q()(x —2) + 26
p(x) =h(x)(x*+x—1)+8x—5
A primeira informagdo util se obtém calculando p(2) na primeira equagao, veja:
p(2) =q2)(2—-2)+26 =26
Além disso, usando que q(0) = 13:
p(0) =q(0)(0—-2)+26=—-26+26=0=p(0) =0
E ainda, usando que q(1) = 26:
p(1) =q(1)(1-2)+26=-26+26=0
Se p(x) possui grau 4, podemos dizer que h(x) tem grau 2. Ou seja:
h(x) = ax®*+bx +c¢
Usando a segunda equacdo e os valores de p(x) conhecidos:

p(2) =h(2)(22+2—-1)+8-2-5=26=5h(2) =15=> h(2) =3
p(0) = h(0)(0?+0—-1)+8:0—-5=0= h(0) =-5
p(1)=h(1)(1*+1-1)+8:-1-5=0>h(1) = -3

Ou seja:
h(0)=-5=a-02+b-0c=>c=-5
h(2)=4a+2b—5=3=>2a+b=4
h(1)=-3=a+b—-5=>a+b=2
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Resolvendo para a e b, vem:

Do que resulta:

h(x) = 2x?> =5

Por fim:
h(2)+h(3)=2-(22°+3%)—-2-5=16

barito: “a”.

70. (ITA/1997)

Sejam p;(x), p.(x) e ps(x) polinbmios na varidvel real x de graus n;,n,ens,
respectivamente, com n; > n, > ns. Sabe-se que p,(x) e p,(x) sao diviseis por p;(x). Seja
r(x) o resto da divisdo de p; (x) por p,(x). Considere as afirmagdes:

l. r(x) é divisivel por p5(x).
1. p1(x) — 1/2p,(x) é divisivel por p;(x).
N py(x)r(x) é divisivel por [p3(x)]?.
Entdo,
a) Apenas | e Il sdo verdadeiras.
b) Apenas Il é verdadeira.
c) Apenas | e lll sdo verdadeiras.
d) Todas as afirmacdes sdo verdadeiras.
e) Todas as afirmacgdes sao falsas.
Comentarios
Interpretando, matematicamente, o enunciado, temos:
p1(x) = q1(x)p3(x)
p2(x) = q;(x)ps(x)
p1(x) = q()p,(x) + 7(x)
Vamos entdo julgar os itens.
ltem I:
Substitua p; (x) e p,(x) na terceira equagdo pela primeira e segunda equagdes:
q1(0)p3(x) = () [g. (s ()] +7(x) = 1(x) = p3(x)[q1 (%) — g2 (x)]
Ou seja, r(x) é divisivel por p3(x).
Verdadeiro.
[tem II:

Basta manipular a primeira e a segunda equagao:
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1 1 1
p1(x) — 7Pz (x) = q,(x)p3(x) — e (Ops(x) = ps(x)[q,(x) — 742 (x)]
Ou seja, p,(x) — %pz (x) é divisivel por p;(x).
Verdadeiro.
Item lll:
Vamos multiplicar a terceira equagdo por p; (x):
pi(x) = q(x)p1(¥)p,(x) + p1 ()7 (x)
Usando a primeira e a segunda equagao:
gz ()5 (x) = q(x) g, (x) g, (X)p3 (x) + p; ()71 (x)
Ou seja:
p5 (0)[q3(x) — q(x)q,(x)q, (x)] = p; ()7 (x)
Do que temos que p3 (x) divide p; (x)r(x).
Verdadeiro.

Gabarito: “d”.

71. (ITA/1995)

A divisdo de um polinémio P(x) por x? — x resulta no quociente 6x? + 5x + 3 e resto —7x.
O resto da divisdo de P(x) por 2x + 1 é igual a:

a) 1.
b) 2.
c) 3.
d) 4.
e) 5.
Comentarios

Escrevendo o que foi dado no enunciado, vem:

P(x) = (6x?*+5x+3)(x?> —x) — 7x
Queremos analisar a divisdo:
P(x) =qx)2x+ 1) +r(x)
Do estudo das divisGes de polindbmios, sabemos que:
or < (2x+1)
Do que segue que:
or=20
Ouseja, r(x) = a,a € R.

Note ainda que:
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Gabarito: “e”.

72. (ITA/1995)

Sabendo-se que 4+ ivV2 e /5 sdo raizes do polindmio 2x5 — 22x* + 74x3 + 2x?% —
420x + 540, entdao a soma dos quadrados de todas as raizes reais é:

a) 17.
b) 19.
c) 21.
d) 23.
e) 25.

Comentarios

Observe que o polindbmio possui apenas coeficientes reais, do que temos que 4 — iv2
também é sua raiz.

Disso, temos que o polinémio é divisivel por:

(x—4+iv2)(x —4—iV2) = x? —8x + 18
Como /5 é raiz do polindmio, ele também é divisivel por:

(x = V5)
Seu coeficiente lider é 2, de forma que podemos escrevé-lo como:
p(x) = 2(x% — 8x + 18)(x — V5)(x% + ax + b)

Uma vez que dp = 5.
Como p(0) = 540, temos:

p(0) =2-18-(—V5)-bh =540 = b = —3v5
Além disso, vamos calcular p(1):

p(1) =2—22+74+2—420+540 = 176

Do que resulta que:

p(1)=2-11-(1-V5)(1-3V5+a)=176 1-3V5+a=-2-2V5
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Ou seja:

a=-3+V5

Dessa forma, p(x) fica:
p(x) = 2(x? — 8x + 18)(x — V5)(x? + (-3 + V5)x — 3vV5)
Resolvendo:
x2+(-3+V5)x—3V5=0
Temos x = 3 ou x = —/5.
E por fim:
32+ (—v5) + (V5) =19

Gabarito: “b”.

73. (ITA/1977)

P(x) é um polindmio do 52 grau que satisfaz as condi¢des P(1) = P(2) = P(3) = P(4) =
P(5) =1e P(6) = 0. Calcule P(0).

Comentarios
Esse tipo de questao é classico.
A ideia é criar um polindmio auxiliar da seguinte forma:
Q(x) =P(x)—1

Criamos esse polinémio baseado no fato de que P(1) = --- = P(5) = 1.Se o
enunciado estabelecesse, por exemplo, que:

P(1)=1,P(2)=2,..eP(5)=5
O polinomio mais conveniente seria:
Qx) =P(x) —x

O objetivo é sempre saber quais sao as raizes do polindmio auxiliar e usar isso a seu
favor.

Veja que 1,2,3,4 e 5 sdo todas as raizes desse polinbmio, pois o grau de P é 5. Disso,

podemos escrever que:

QM) =alx - D(x—-2)(x —=3)(x -4 (x —5)

Onde a € R.
Além disso:
Q6)=P6)—1=0—-1=-1
Ou seja:
Q(6) = a6 —1)(6=2)(6 —3)(6 — 4)(6—5) =Sla=>a = _%

Do que segue que:
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000 =~ (r = D&~ 2)(x = Hx ~ H(x ~ 5)
Da definicio, temos que:
P(x)=Qx)+1= —%(x - Dx—-2)x=3)(x—4)(x-5)+1
E, por fim:
P(0) = —%(0— 1)(0-2)(0-3)(0-4)(0—-5)+1= —%-(—5!)+ 1=2

Gabarito: P(0) = 2.
74. (IME/2020)

Um polindbmio P(x) de grau maior que 3 quando dividido por x — 2, x — 3 e x — 5 deixa
restos 2, 3 e 5, respectivamente. O resto da divisdo de P(x) por (x —2)(x — 3)(x — 5) é:

a)l
b) x
c) 30
dx-—-1
e)x — 30

Comentarios
A divisdo de um polindmio P(x) por um divisor D (x) é:
P(x) = D(x) - Q(x) + R(x)

Do enunciado:
PxX)=(x—2)-Q1(x)+2=>P(22)=2
Px)=(x—-3)-Q,(x)+3=>P@3)=3
P(x)=(x—-5)-Q3;(x)+5=>P(5) =5

Queremos saber o resto da divisdo de P(x) por (x — 2)(x — 3)(x — 5), logo:

P(x) = (x = 2)(x —=3)(x =5) Q(x) + R(x)

grau 3

Como nosso divisor tem grau 3, o grau do resto deve ser menor ou igual a 2. Vamos supor
que o grau do resto seja 2:

R(x) =ax®*+bx+c
Px) =(x—2)(x—3)(x—5)Q(x) + ax*+ bx + ¢

raizes 2,3 e5

Fazendo x = 2; 3; 5, obtemos:
P2)=4a+2b+c=2
P(3)=9a+3b+c=3
P(5) =25a+5b+c=5
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Agora, basta resolver o sistema linear:

4a+2b+c=2 ()
9a+3b+c=3 (II)
25a+5b+c=5 (III)

Fazendo (II) — (I) e (1II) — (II), encontramos:
{5a+b=1 {10a+2b=2

16a+ 2b =2 16a + 2b =2
Subtraindo a segunda equac¢ao desse sistema com a primeira:
6a=0=>a=0

a=0=>5a+b=1=>b=1
a=0b=1=2>4a+2b+c=2=>c=0

Portanto, o resto é dado por:

R(x) =x

Gabarito: “b”.

75. (IME/2019)
Seja a inequagao:
6x* —5x3—29x2 +10x <0

Seja (a, b) umintervalo contido no conjunto soluc¢do dessa inequacdo. O maior valor possivel
parab —a é:

a)2

b) 13/6
c)1/3

d)5/2

e) 8/3

Comentarios
Inicialmente, devemos fatorar a expressao do polindmio:
p(x) = 6x* — 5x3 — 29x2 + 10x = x(6x3 — 5x% — 29x + 10)

Para simplificar a expressao do terceiro grau podemos aplicar o teorema das raizes
racionais. Os nimeros divisores do coeficiente a, = 10 sdo {+1; +2; +5; +10}, vamos verificar
se ha alguma raiz inteira:

Parax = 1:
6(1)* —5(1)>—-29(1)+10=6—-5—-29+ 10 = —18
Parax = —1:
6(—1)3 -5(-1)2-29(-1)+10=—-6—-5+29+ 10 = 28

Para x = 2:
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6(2)* —5(2)2 —29(2) + 10 =48 —20 — 58 + 10 = —20

Parax = —2:
6(—2)3 —5(—2)2—-29(-2)+10=-48—-20+58+10=0
Portanto, x = —2 é raiz. Podemos aplicar o algoritmo de Briot-Ruffini:
-2 | 6 5  —29 10
6 -17 5 0

Assim, encontramos:
p(x) = x(x + 2)(6x%2 — 17x + 5)
Para simplificar a expressdao do segundo grau, basta encontrar suas raizes:

17+V169 17413 5 1

2 _ = = = — —
6x 17x+5=0=>x T B 2ou3
5 1
p(x)—x(x+2)(x—§)(x—§)
Vamos fazer o estudo do sinal:
1 I I I
| [ | |
— I _ [ I I
T I 0, T | T | T .
1 T | I
| I | |
x4 2 — -2 -+ o+ + I +
_ 1 I | 5! -
hd _ [ [ _ [ 2
Y I - I | - 2 +
T T T Q -
1 I [ 11 I
o S e et T S
] i Y ] =
N 1 I N I I N
| - I | - |
p() 5 5 5 5 -
—2 0 1 5
3 2

Desse modo, para p(x) < 0, devemos ter:

x€(—2,0)u (%;)

Como (a, b) estd contido no conjunto solu¢do e queremos que b — a seja maximo, ent3o:
Se (a,b) = (—2,0):
b—a=0-(-2)=2
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Se (alb) = (E;E)
. 5. 1_13
2737 %
Portanto:
13
“=%

Gabarito: “b”.

76. (IME/2019)

Sejam x,, X, e x5 raizes da equacgdo x> — ax — 16 = 0. Sendo a um nimero real, o valor de
x3 + x5 + x5 éigual a:

a)32—a

b) 48 — 2a

c) 48

d) 48 + 2a

e)32+a
Comentarios

A questdo pede para calcular o valor da expressdo x3 + x5 + x3, sendo x;, X,, X3 raizes da
equacdo x3 —ax — 16 = 0. Notando a presenca do termo cubico na equacdo, podemos
substituir as raizes nessa equacao e encontrar:

x3—ax; —16=0

x5 —ax, —16 =0

x3—ax;—16 =10
Somando as equagdes:

3 +x3+x3)—alx; +x, +x3) —48=0

X3+ a3+ x5 =ale; +x, +x3) +48

Pelas relagdes de Girard, obtemos:
x1 + xZ + X3 = 0

x4+ x3+x3 =a(x; +x, +x3) +48
0

Portanto:

X3+ x5 + x5 = 48

Gabarito: “c”.

77. (IME/2019)
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Seja o polindmio q(x) = x* — 8x3 + 6x% + 40x + 25 + k que possui valor minimo igual a —64,

onde k é uma constante real. Determine as raizes de q(x).
Comentarios

Antes de encontrarmos as raizes de q(x), devemos calcular o valor de k tal que o minimo
de g seja —64. Podemos resolver essa questdo de varios modos. Veja:

Método 1) Derivada
Derivando o polindmio e igualando a zero:
q'(x) =4x3 —24x?>+12x+40 =0
=>q'(x)=4(x3-6x2+3x+10) =0

As solucdes dessa equagdo sdo os pontos de maximos e/ou minimos locais do polindmio.
Note que x = 2 satisfaz a equacao:

72)=2)2-6(2)2%+32)+10=0

Aplicando o algoritmo de Briot-Ruffini em q'(x), obtemos:

2 | 1 —6 3 10
1 —4 5 0
q'(x) =4(x —2)(x?> —4x — 5)

Fatorando g’ (x):

q'(x) =4(x—-2)(x—-5)(x+1)

Logo, x = —1 e x = 5 também s3o raizes. Substituindo esses valores em g(x), temos:
q(-1) = (—1D)*-8(-1)*+6(—-1)?+40(-1) + 25+ k
q(-1) =k
q(2) =(2)*—8(2)*+6(2)2+40(2) + 25+ k
q(2) =k +81
q(5) = (5)*—8(5)3+6(5)2+40(5) + 25+ k
q(5) =k

Como q(2) > q(—1) = q(5), temos que q(—1) e q(5) sdo os minimos do polinémio.
Assim, temos:

g(-1) = q(5) =
Precisamos calcular as raizes do seguinte polinbmio:
q(x) =x*—8x3+6x%+40x +25+k
q(x) = x* — 8x3 + 6x2 + 40x — 39

Perceba que x = 1 e x = 3 s3o raizes de q(x). Logo, podemos aplicar Briot-Ruffini:
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1 1 40 —39
3 39 0
0

=(qx) = (x—1D(x —3)(x% — 4x — 13)

Solucionando a equacao quadratica, encontramos:

4+ /(4?2 —4-1-(-13) 4+2V17
2 2

>x=2+V17

Portanto, as raizes o polinémio q(x) sdo dadas por:

S ={1;3; 2-17;2 + Y17}

x> —4x—-13=0=>x =

Método 2) Fatoragao

Sabendo que (x — 2)* = x* — 8x3 + 24x? — 32x + 16, podemos usar essa relacido para
fatorar q(x). Completando-se os quadrados e fatorando g(x), obtemos:

glx) =x*—8x3+ 6x* + 40x + 25 +k
—— —— ——
24x2218x2  —32x4+72x 1649

q(x) = x* —8x3 +24x?> —32x+ 16 — 18x* + 72x+ 9 +k

77481
qlx) =(x—2)*—18(x? —4x+4)+81+k
(x—2)2
qglx) =(x—2)*—-18(x—2)>+81 +k
[(x-2)2-9]2

qx) = [(x —2)2 - 91" + k

(x=2-3)(x—2+3)

Assim, encontramos a forma simplificada de g (x):

>qgx) =[(x=-5)+1D]*+k
Dado que [(x — 5)(x + 1)]? = 0, temos:

[(x -5+ D205 [(x—5)x+ D2 +k>k
=>qx) =k
Como Gpin(x) = —64, devemos ter k = —64. Logo:
q(x) = [(x = 5)(x + 1)]* — 64
Fatorando q(x):
q(x) =[(x=5)(x+1) —8][(x = 5)(x + 1) + 8]
q(x) = (x* — 4x — 13)(x? — 4x + 3)
=>(glx) = (x?=4x—13)(x —=3)(x — 1)

Raizes:
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S={1;3;2-17;2 +V17}
Gabarito: § = {1; 3; 2 —V17;2 + V17}

78. (IME/2018)

Seja P(x) o polindmio de menor grau que passa pelos pontos A(2, —4 + 3+/3), B(1,3V2 —
2), C(v2,v/3) e D(/3,v/2). O resto da divisdo de P(x) por (x — 3) é:

a) 8V3 —5v2—6.
b) 6v3 —4v2 —1.
c) 9vV3 —8v2 —2.
d) 4+/3 —10v2 - 3.
e) 43 —+2-2.

Comentarios

Essa questdo requer uma técnica especial chamada de Polinébmio Interpolador de
Lagrange. Queremos responder a seguinte pergunta:

Dados 4 pontos no plano, qual o polinbmio de menor grau que passa por esses quatro
pontos?

A resposta é o polindmio abaixo, dado por:
P(x) = pa(x) + pp(x) + pc(x) + pp(x)
A estratégia para montar esse polindbmio é a seguinte:
Sabemos que P(2) = —4 + 3+/3. Ou seja:
P(2) = pa(2) +ps(2) + pc(2) +pp(2) = —4 +3V3

Vamos construir as parcelas de modo que pg(2) = p(2) =pp(2) =0e p,(2) = -4 +
3v/3. E de maneira analoga:

pa(1) = pc(1) = pp(1) = 0 e pp(1) =3vV2 -2

pa(V2) = ps(V2) = pp(V2) = 0 e pc(v2) = V3

pa(V3) = ps(V3) = pc(V3) = 0 epp(V3) = V2
Perceba que, por exemplo para p4(x), temos pelo menos trés raizes:

1,\/56\/5

Ou seja, seu grau é no minimo 3. Veja que isso ocorre para as outras parcelas também.

Assim, sabemos, por exemplo, que p,4(x) = a(x — 1)(x —V2)(x — V/3). Queremos ainda
que:

Pa@) = a2 = D(2=VZ)(2-V3) = ~4+ 33

Ou seja:
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L —4+3V3
@2-1D(2-v2)(2-V3)

Do que temos:
(=4 +3V3)(x — D(x = V2)(x — V/3)
@-D(-V2)(2-3)
Seguindo o raciocinio que foi feito acima para as outras parcelas, temos que:
_(3V2-2)(x — 2)(x —V2)(x —V3)
-2 -v2)1-3)
(V3)(x = 2)(x = D(x = V3)
P = ()2 - D2 V3)
(V2)(x = 2)(x = D(x = V2)
P = (B (VE-1D)(V3—V2)

pa(x) =

pp(x)

Queremos o resto da divisdo de P(x) por (x —3). Como o graude x —3 é 1, o grau do
resto é zero, do que temos:

P(x) =qx)(x—3)+r
Para calcular r, vamos calcular P(3), veja:
P3)=qB)B-3)+r=r
Ja temos P(x), basta calcularmos cada parcela para x = 3, veja:

pa(3) = 2 +(z\/—§)1§3(2_—13/%E2\/—§)\/(§)_ v3) _ —3v2 + 20v3 + 5V6 — 12
3v2-2)3-2)(3-v2)(3 -3

( ( —)g)(l —)x(/i)(1 —)x(/§) = 61003
(V3)(3-2)3-1(3-3)
(V2-2)(vV2-1)(vV2 -+3)
VDE-2E-1DE-V2) _

(vV3-2)(vV3-1)(v3-+2)

Dessa forma, temos que:

P(3) =ps(3) +ps(3) + pc(3) + pp(3) = =6 — 5V2 + 8V3

pp(3) =

=15vV2 + 6v/3 + 3V6 + 18

pc(3) =

—12 —17V2 - 8V3 - 9V6

pp(3) =

Gabarito: “a”.

79. (IME/2015)

Qual o resto da divisdo do polinémio x26 — x2°> — 6x2* + 5x* — 16x3 + 3x? pelo polindmio
x3—3x%2—x+3?
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a) x2+x—-2
b) 6x% —4x + 3
c) 3x—9
d) 6x%2—17x—3
e) 6x+1
Comentarios
Primeiramente, perceba que:
x3-3x2—x+3=x*x-3)—-(x-3)=&*-1Dx-3)=(x—1D(x+ 1)(x —3)
Suas raizes sao dadas por:
x-—Dx+1)(x-3)=0
Ou seja:
x=1x=—-1oux=3

Seja p(x) = x%6 — x?5 —6x2* + 5x* —16x3 +3x? e gx) =x3—-3x*—x+3. Do
estudo da divisao de polindbmios, vem:

p(x) = q(x)g(x) +r(x) eq.01
E ainda temos da analise do grau que:
dr <dg =3
Vamos supor entdo que r(x) = ax?* + bx + c.
Da eq.01, temos que:
p(1) =q(1)g(1) +r(1) =q1)-0+7(1) =r(1) = p(1) =7(1)
p(-1D) =q(-Dg(-D+r(-1) =q(-1)-0+r(-1) =r(-1) =2 p(-1 =r(-1)
p(3) =q(3)gB)+r(B) =qB)-0+7r3) =r(3) = p3) =7r(3)
Vamos entdo calcular p(1),p(—1) e p(3).
Mas antes disso, perceba que:
p(x) = x2% — x?°> — 6x2* + 5x* — 16x3 + 3x? = x**(x? —x — 6) + x2(5x? — 16x + 3)
Ou ainda:
p(x) = x**(x + 2)(x — 3) + x2(5x — 1)(x — 3) = x%(x — 3)[x??(x + 2) + 5x — 1]
Ou seja:
p(x) = x%(x — 3)[x*2(x + 2) + 5x — 1]
Fica dbvio, entdo, que:
p(3) =0
Além disso, temos:
p(D)=12-(1-3)-[122(1+2)+5—1] = —14
p(-=1) = (-1)*(-1=-3)[(=D**(-1+2)-5-1] =20

AULA 19 — POLINOMIOS 135



-5

¥ Estratégia

Militares

Prof. Victor So

Assim, temos que:
p3)=r(3)=0=a-32+b:-34+c=>9a+3b+c=0
p(D)=r(1)=-14=a-12+b-1+c>a+b+c=-14
p(-1)=20=a-(-1)?+b-(-1)+c=>a-b+c=20
Que resulta no sistema:
9a+3b+c=0
a+b+c=-14
a—b+c=20
Somando a segunda e a terceira equagao, vem:
2a+2c=6=>a+c=3
Substituindo a + ¢ na segunda equagao, temos:
3+b=-14=>b=-17
Subtraindo a primeira da terceira equacdo, vem:
a—b+c—0Qa+3b+c¢c)=20—-0=>-8a—-4b=20=>-5—b =2a
Ou seja:
—5—(-17)=2a=>a=6
Por fim:
at+c=3=>6+c=3=>c=-3
Dessa maneira, obtemos:

r(x) = 6x%—17x — 3

Gabarito: “d”.

80. (IME/2012)

Considere o polindmio 5x3 — 3x%2 — 60x + 36 = 0. Sabendo que ele admite uma soluc3o
da forma v, onde n é um nimero natural, pode se afirmar que:

a) 1<n<5
b) 6 <n<10
c) 10<n<15

d 15<n<20
e) 20<n <30

Comentarios

Vamos fatorar o polindmio. Perceba que:
5x3 —3x2—-60x+36=0=>x?(5x—3)—12(5x—3) =0
Ou seja:

(5x —3)(x*—12)=0
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Disso, temos que:
5 3=0=> 3
x—3= X ==
5
Ou:
x> =12=0=>x = +V12
Note que, das raizes encontradas, a Unica da forma vn, comn € N é x = +/12.

Ouseja,n = 12.

Observagao: Que licdo podemos aprender com essa questao? Podemos aprender que,
guando se é questionado acerca das raizes de uma equacao, as vezes, pode ser frutifero tentar
fatorar o polinémio. Por isso, treine bastante fatoracao.

Gabarito: “c”.

81. (IME/2011)
Seja p(x) uma fungdo polinomial satisfazendo a relagdo p(x)p G) =px)+p G) Sabendo
que p(3) = 28, ovalorde p(4) é:
a) 10
b) 30
c) 45
d) 55
e) 65
Comentarios
Primeiramente, vamos escrever a relacao dada de outra forma:
1 1 1 1
P (3) =00 +p () = p00n (3) - p@ - (3) = 0

Ou ainda:

s -5 () 111200 p )1 - piE) 1]

Do que temos:

pCo - 11[p(3) - 1] = 1 eq.01

Faca p(x) — 1 = g(x), do que temos, da equagdo 01:

gx)g (%) =1

Seja g(x) = apx™ + ap_x™" 1 4+ -+ a;x + a,. Temos entdo:

1 1 1 1
9) = an () # o () + o () #

Substituindo na equagdo 01:
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1 1 1
[a,x™ + ap_x™ 1+ -+ a;x + a,] [an ( ) +a,_, (F) + 4 a (;) + ao] =1

X" n
Multiplicando ambos os lados por x™:
[anx™ + ap_1x™ 1 + -+ ayx + aplla, + a1 x + -+ ay x4+ agx™] = x™
Note que o termo independente, pelo lado esquerdo, é dado por:
ApAn
E do lado direito, todos os coeficientes sdo zero, a exce¢do do coeficiente de x™. Ou seja:
apa, =0
Como se supde a, # 0, temos:
a, =0
Do que resulta:
[ax™ + ap_x™ 1 + -+ ayx][a, + ap_ix + -+ ax™ 7 = x"
Repetindo o processo, vemos que o coeficiente do termo x, pelo lado esquerdo, é:
a,a, =0
Ou seja:
a, =0
Repetindo esse processo, ordenadamente, obtemos:
a,x"a,=x"=>adl=1=>a,==+1
Assim:
g(x) = +x" = p(x) = £x" + 1
Do enunciado:
p(3) =28=+3"+1=28= +3" =27

Como 3 > 0, devemos ter 3™ > 0, ou seja, devemos descartar a possiblidade p(x) =
—x" + 1.

Além disso, veja que:
3" =27=33
Como a fungado exponencial é injetora, devemos ter n = 3 como Unica solucdo possivel.
Por fim:
p(x) =x3+1
Do que segue:
p(4) =43+ 1 =65

Gabarito: “e”.

82. (IME/2011)
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Sejam o polindmio e conjunto p(x) = 2x3 —3x%+ 2 e os conjuntos A = {p(k)/k €
Nek <1999}, B={r?+1/reN}eC ={q* +2/q € N}. Sabe-se que y =n(ANnB) —
n(A N C), onde n(E) é o numero de elementos do conjunto E. Determine o valor de y.

Obs.: N € o conjunto dos nimeros naturais.
Comentarios
Vamos analisar cada conjunto separadamente.
Conjunto A N B:
2k3 —3k?+2=1r>+1=2k®-3k*+1 =12
Fatorando o lado esquerdo da equacao, temos:
(k—1)?Q2k+1)=1r?

Como estamos tratando o conjunto dos nimeros naturais, temos que ou k = 1, do que
teriamosT = 0,0u k # 1 e 2k + 1 um quadrado perfeito. Veja que (k — 1)? é quadrado perfeito
para todo valor de k, entdo, ndo precisamos nos preocupar em analisar esse fator.

Seja 2k + 1 = m?2.
Do fatode k € A, disso:
0<k<1999=0<2k—1<3997 =0 <m? <3997

Lembre-se que 2k + 1 é impar, entdo m? é um quadrado de um impar. Como m? é um
qguadrado impar compreendido entre 0 e 3997, veja que:

m< 63
Pois:
632 = 3969

Logo, queremos os quadrados de 1,3, ...,63. Temos, portanto, 32 elementos. Lembrando
do caso k = 1, temos mais um caso. Logo:

n(AnB)=32+1=33
ConjuntoANC:
2k3 —3k?*+2=q*+2=k?*(2k —3) = ¢*

Note que k? é quadrado perfeito para todo valor de k, do que temos que analisar somente
2(k — 1) — 1 que é impar.

Seja2(k—1) — 1 =n?
Do fatode k € A, temos:
0<k<1999=0<2k—3<3995=0<n?<3995

Queremos entdo os quadrados impares entre 0 e 3995. Como no item acima, temos os
guadradosde 1, 3, ..., 63.

Temos ainda o caso k = 0, que é quando q = 0. Logo:

n(AnC)=32+1=33
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Por fim:
y=n(AnB)—n(AnC)=33-33=0
Gabarito: y = 0.

83. (IME/2001)

Considere o polindbmio de grau minimo, cuja representacdo grafica passa pelos pontos
P;(—2,—-11), P,(—1,0), P;(1,4) e P,(2,9).

a) Determine os coeficientes do polindbmio.
b) Calcule todas as raizes do polindmio.
Comentarios

Item a:

Observe que, dado um polindmio P(x), temos quatro equagdes dados quatro pontos. Isto
é, ao substituir os pontos, teremos um sistema linear com quatro equagdes e n + 1 incégnitas
(ag, ..., ay), onde n é o grau de P(x).

Do nosso estudo de sistemas de equacles, sabemos que, para que esse sistema seja
candidato a ser possivel, seu nimero de incégnitas deve ser, no maximo, igual ao niumero de
equacoes disponiveis.

Disso, temos que:
n+1<4=n<3
Suponha entao:
P(x) =ax®+bx*+cx+d
Calculando P(x) nos pontos dados, temos:
P(-2)=-11=-8a+4b—2c+d
P(-1)=0=—-a+b—-c+d
Pl)=4=a+b+c+d
P(2)=9=8a+4b+2c+d
Disso, temos o sistema linear:

—8a+4b—2c+d=-11
—a+b—c+d=0
at+b+c+d=4
8a+4b+2c+d=9

Somando a segunda e a terceira questao:
2b+2d=4=>b+d=2=>d=2-D
Somando a primeira e a quarta equagao:
8b+2d=-2=>4b+d=-1
Dessas equagdes, temos:

4hb+2—b=—-1=>3b=-3=>b=-1
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Do que resulta:
d=2-(-1)=3
Substituindo esses valores na segunda equacao:
—a—1—-c+3=0=>a+c=2=>c=2-a
Substituindo na quarta equacao:
8a+4-(—1)+2c+3=9=>8a+2c=10=>4a+c=5
Logo:
4a+2—-—a=5=23a=3=>a=1

Do que temos:

c=2-1=1
Logo, o polindbmio possui grau no minimo 3 e é dado por:

P(x) =x3—x*+x+3

Item b:

Note que, do enunciado, temos que —1 é uma de suas raizes. Usando Briot-Ruffini, vem:

-1 1 -1 1 3

’ 1 -2 3 0
Ou seja:
P(x) =(x+1)(x*—2x+3)
Resolvendo a equacao:
x2—=2x+3=0
Temos:
x=1++2i
Gabarito: Itema)a=1;b = —1;c = 1ed = 3 Itemb) {—1,1 + V/2i}
84. (IME/2001)

Determine todos os niumeros inteiros m e n para os quais o polinémio 2x™ + a37x™ 3" —
a™ é divisivel por x + a.
Comentarios

Ser divisivel por x + a é equivalente a dizer que —a é sua raiz. Disso, temos que:

2(_a)m + a3n(_a)m—3n —a™ =0
Ou ainda:
2(_1)mam + a3n(_1)m—3nam—3n —am™=0
Se a = 0, isso é valido para todo m e n tais que:

m=0
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Pois os expoentes de um polindmio sdo positivos ou nulos e ainda:
m = 3n
Pelo mesmo motivo.
Se a # 0, temos que:
2(=D)™a™ + a3 (—1)m3ngm3 —gMm = 0= 2(-1D)" + (—1)™ 3" =1

Suponha que m é impar. Entao:

(—)m=-1
Ou seja:

2+ (DM =1 (-1 3" =3

O que é absurdo, pois o lado esquerdo da equacao vale +1.
Suponha, entao, m par. Logo:

—Dm=1
Do que temos:

2+ (—1)m 3 =1 (—1)m 3" = (1)1
Ou seja:
m—-—3n=1>m=3n+1

Note que, se n é par, m é impar. Logo, n € um inteiro impar qualquer e m é tal que:

m=3n+1

Perceba, ainda, que m = 0, pois os expoentes de um polindmio s3ao sempre positivos ou
nulos. Disso:

1
m20=>3n+120=>n2—§

Mas n é inteiro, logo:
n=0
Por fim:
m=3n+1
Com n inteiro impar positivo.

Gabarito: m = 3n + 1, com n inteiro impar positivo,sea # 0em >0em > 3nsea = 0.

85. (IME/2000)

Determine o polindbmio em n, com no maximo 4 termos, que representa o somatério dos
guadrados dos n primeiros niumeros naturais.

n
2.
k=1

Comentarios
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Para vocé aumentar sua caixa de ferramentas em solugdes de questdes, vamos apresentar
uma técnica chamada “perturbacao de somatoério”.

Vamos olhar para o seguinte somatorio:

Zn:(k +1)3
k=1

Desenvolvendo o termo (k + 1)3, temos:
(k+1)3=k3+3k?>?+3k+1

Ou seja:
n
z(k3 +3k% 4 3k + 1)
Das propriedades de somatdrio, temos que:

n n n n n n
Z(k+1)3 =Z(k3+3k2+3k+1) =Zk3+32k2+32k+21
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

A grande sacada dessa técnica é perceber que:

n+1
Z(k+1)3 —zk?' —2k3+(n+1)3—1
k=1
Ou seja:

n n n n n
Zk3+(n+1)3 =Zk3+32k2+32k+21
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

Logo:

n n n
(n+1)3—1=32k2+32k+21
k=1 k=1 k=1

Do nosso estudo de P.A., temos:

32 n(n+1)

E ainda:

Logo:

nn+1)

n
(n+1)3—1=32k2+3 -
k=1
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Resolvendo para Y i_, k?:
= 1
Zkz = E(Zn3 + 3n% +n)
k=1

Que é um polinbmio com no maximo quatro termos.

Gabarito: %(Zn?’ + 3n? + n).

86. (IME/1999)

Seja o polindmio P(x) de grau (2n + 1) com todos os seus coeficientes positivos e unitarios.
Dividindo-se P(x) por D(x), de grau 3, obtém-se o resto R(x).

Determine R(x), sabendo-se que as raizes de D(x) sdo raizes de A(x) = x* — 1e que
D(1) # 0.

Comentarios
Antes de tudo, observe que:
A) =x*—1=0?-DE?+ D) =Cx-DE+DE*+1)
Como D(1) # 0, devemos ter, necessariamente:
D(x)=alx+1Dx*+1)>Dx) =a(x®*+x2+x+1)

Veja que o coeficiente lider de D(x), a, é irrelevante para o estudo da divisdo desses dois
polindbmios, do que vamos assumir, sem perda de generalidade:

a=1
ED(x) =x3+x*>+x+ 1.
Veja que, como os coeficientes de P(x) sdo unitarios positivos, devemos ter:
Plx) =x"1+x*"+ .- +x+1

Perceba que, da esquerda para a direita, sempre podemos formar blocos de quatro termos
da seguinte maneira:

x™(x3+x%+x+1)

Note que P(x) é formado por 2n+1+1=2(n+ 1) mondbmios. Devemos, entdo,
analisar a divisibilidade de 2(n + 1) por 4, pois a ideia é sempre formar blocos de 4 mondémios
de P(x).

Um numero par pode deixar resto 0 ou resto 2 na divisdo por quatro. Verifique!
Disso, temos duas possibilidades:

12 possibilidade: 2(n + 1) deixa resto zero na divisdao por quatro, isto é, n + 1 é par e,
portanto n e impar. Nesse caso, conseguimos formar blocos de quatro monémios, do que segue
que R(x) = 0.

22 possibilidade: 2(n + 1) deixa resto 2 na divisdo por quatro, isto é, n + 1 é impar e,
portanto n é par. Nesse caso, ndao conseguimos formar blocos com quatro mondémios pois sobram
os Ultimos 2 termos de P(x), x + 1.
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Do que segue que R(x) = x + 1.

Gabarito: R(x) = x + 1,sen é par; R(x) = 0,se n é impar.

87. (IME/1998)

Determine a, B e y de modo que o polindmio, ax¥*! + Bx¥ + 1, racional inteiro em x, seja
divisivel por (x — 1)? e que o valor numérico do quociente seja igual a 120 para x = 1.

Comentarios

Se (x — 1)? divide o polindmio dado, temos que x — 1 divide o polindmio duas vezes.
Usando Briot-Ruffini:

1 a B 0 0 1
1 a p+a p+a p+a f+a+1
a 2+ p 3a+2p ¥+ Da
+vB

Disso, devemos ter:
{ a+f+1=0
+Da+yB=0
Pela divisao exata.

Resolvendo para 8 e y, vem:

Da divisao realizada acima, temos que:
q(x) = ax" "t + Qa+ p)x"H+ -+ [(Pa+ (¥ — D]
Substituindo os valores de y e 3, vem:
qgx) =ax*t+(@a—Dx* 2+ +1
Do enunciado, temos que:
gD =a+@-1D+-+1=120

Note que temos uma P.A. de a termos e razao 1, do que segue que:

ala+1)
72120$a2+a—240=0
Resolvendo para a, temos @ = 15 ou ¢ = —16. Como a > 0, segue que a = 15.

Por fim:
p=-1-15=-16
y =15
Gabarito: a = 15; = —16;y = 15.
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88. (IME/1997)

Determine o resto da divisdo do polinémio (cos ¢ + xsen ¢)" por (x? + 1), onde n é um
numero natural.

Comentarios
O primeiro passo é escrever a divisdo do polindmio dado por x? + 1:
(cos¢p + xsend)™ = q(x)(x? + 1) + r(x)
Do estudo da divisdao de polindmios, sabemos que:
grau(r(x)) < grau((x®+ 1)) =2

Entdao, podemos dizer que:

r(x) =ax+b>b
Vamos encontrar as raizes de x2 + 1, que nos ajudardo a retirar o termo q(x)(x? + 1).
Logo:
x2+1=0>x2=-1>x=+i
Parax = i:

(cosp + isend)™ = q(i)(i? + 1) + r(i) = (cos¢ + iseng)™ = r(i)
Da primeira férmula de Moivre:
(cosp + iseng)™ = cos(n¢g) + isen(nep)
Parax = —i:
(cos¢p — iseng)™ = cos(ng) — isen(ng) = q(—i)((—i)? + 1) + r(—i)
Ou seja:
cos(ng) — isen(ng) = r(—i)
Mas sabemos que:
r(i)=ai+ber(—i)=—ai+b
Somando r(i) e r(—i):
r(i) + r(—i) = 2b = 2 cos(ng) = b = cos (n¢)
Subtraindo (i) e r(—i):
r(i) —r(—i) = 2isen(n¢) = 2ai = a = sen(ng)
Portanto, temos que:
r(x) = sen(ng)x + cos (n¢)
Gabarito: sen(n¢)x + cos (n¢).

89. (IME/1995)

Prove que o polindmio P(x) = x%%° + x888 + x777 4 ... 4+ x111 + 1 é divisivel por x° + x& +
x” o+ x+ 1

Comentarios
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Para provar que P(x) é divisivel pelo polindmio dado, devemos mostrar que todas as raizes
de G(x) = x° + x® + x7 + -+ x + 1 s3o também raizes de P(x).

Seja entdo w qualquer de G (x). Veja, antes de prosseguir, que:
G1)=14+14+---4+1=10#0
Ou seja, 1 ndo é raiz de G(x), do que podemos afirmar, com certeza, que w # 1.

Continuando:
G(w) =w9+---+1=ﬁ=0
w-—1
Veja que a expressao acima faz sentido, umavezquew # 1 => w —1 # 0.
Disso, devemos ter:
w®—1=0>w=1eq.01
Achamos, entdo, uma relagdo que todas as raizes de P(x) obedecem.
Vamos calcular P(w).
P(w) = 0% + w88 + 0”77 + - + w1 + 1
Note que todas as poténcias sao multiplos de 111, do que temos:
wlll = 110 . 4
Da equagao 01, temos que:
(W) =110 = w
Logo, em P(w), podemos escrever:
P(w) = (w111)9 + (w111)8 + (w111)7 oot oM 1=+ +1
Ou seja, temos que:
Pw)=Gw) =0
Para todas as raizes de G (x). Dessa forma, concluimos que G (x) divide P(x).

Gabarito: Demonstragao.

90. (IME/1987)
Seja p(x) um polindmio de grau 16 e coeficientes inteiros.

a) Sabendo-se que p(x) assume valores impares parax = 0 e x = 1, mostre que p(x) nao
possui raizes inteiras.

b) Sabendo-se que p(x) = 7 para quatro valores de x, inteiros e diferentes, para quantos
valores inteiros de x, p(x) assume o valor 14?

Comentarios
Item a:
Do enunciado, temos que:

p(0) =ais 0¥ +a;s 0¥+ tay=2n+1=>a,=2n+1
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p(l) = a16+a15 +"'+a0 =2m+1
Suponha que exista uma raiz x, € Z. Vamos analisar dois casos:
Se x, for par:

p(xo) = a16x5® + arsxy® + -+ + arxg + ag = 0 = xo(ar6x5° + asxg* + -+ + ay)
=—-2n+1)

Note o lado esquerdo daigualdade é par, pois x, € par. Porém, do outro lado, temos —a, =
—(2n + 1) que é impar. Absurdo!

Se x, for impar:
Note que se x, € impar, entdo, qualquer poténcia de x, também é. Dessa forma, veja que:
p(xe) +p(1) = a;¢(xt+ 1) +as(xFP+ 1D+ +a;(xg +1)+2a,=2m + 1

Mas cada parcela dessa soma é par, pois xi* + 1 é sempre par e 2a, também é par. Asoma
delas esta resultando em 2m + 1, que é impar. Absurdo!

Logo, p(x) ndo possui raizes inteiras.
Item b:

Suponha que a,b,c e d sejam quatro valores distintos para os quais p(x) = 7. Logo,
podemos escrever que:

p(x) =7=gx)x-a)(x—b)(x —c)(x —d)
Ou seja:
p(x) =gx)x—a)(x—b)(x—c)(x—d)+7
Suponha entdo que exista k inteiro tal que p(k) = 14. Disso, temos que:
pk) =gk)(k—a)(k—b)(k—c)(k—d)+7 =14
Ou seja:
gk)(k —a)(k —b)(k —c)(k —d) =7

Sabemos que a,b,ced s3o todos distintos, logo, os fatores (k —a),(k —b), (k —
c) e (k—d) sdo todos distintos. Mas 7 n3o pode ser decomposto em quatro fatores inteiros
distintos, pois ele é primo. Logo, ndao é possivel que isso ocorra.

Conclusdo: n3o existe k inteiro tal que p(k) = 14.

Gabarito: Demonstragao.

91. (IME/1984)

Determine o polinbmio

p(x) =x*+ax3+bx*+cx+d

Talque p(x) =p(1 —x),p(0) =0ep(—1) = 6.
Comentarios

Vamos comecar pelas informac¢des mais simples.
p(0) =0=p(0) =0%+a(0)®+b(0)2+c(0)+d=0=>d=0
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Além disso, temos que p(1) = p(1 —1) = p(0) = 0.
p(1)=1+a+b+c=0=>a+b+c=-1
De p(—1) = 6:
p(-1)=1-a+b—-c=6=>—-a+b—c=5
Também temos que p(2) = p(1 — 2) = p(—1) = 6. Logo:
p(2) =16+8a+4b+2c=6=8a+4b+ 2c =—-10
Do que temos o sistema:

a+b+c=-1eq.01
—a+b—c=5eq.02
8a +4b + 2c =—-10eq.03

Somando eq.01 e eq.02, vem:
2b=4=>b=2

Da eq.02, temos:

—-a—c=3=>a=-3-c
Substituindo isso na eq. 03, vem:

8(—3—-¢c)+84+2c=-10=>c=-1
Por fim:
a=—2

Ou seja:

p(x) =x*—2x3 +2x% —x

Gabarito: p(x) = x* — 2x3 + 2x% — x.

92. (IME/1976)

Dado o polinédmio 2x* + x3 + px? + qx + 2, determine p e g de modo que ele seja divisivel
por (x — 1)2.

Comentarios

Vamos usar Briot-Ruffini duas vezes para dividir o polindmio por x — 1:

1 2 1 p q 2
1 2 3 p+3 p+q+3 p+q+5
2 5 p+38 2p+q+11

Queremos que:

{p+q+5=0
2p+q+11=0

Da segunda equagdo, temos que:
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2p+q+11=0=2p+(@p+q)+11=0=>p—-5+11=0=>p=-6
Do que resulta:
gq=-5+6=1
Gabarito:p = —-6eq = 1.

93. (Russia)

Sejam a, b e c inteiros positivos distintos. Verifique se existe um polindmio P(x) = kx? +
Ix +m, k, |, m inteiros, k > 0, que assume os valores a3, b3, c¢3 para valores inteiros de x.

Comentarios
A grande sacada nessa questdo é olhar para o polinémio:
Q(x) = P(x) —x°

Além disso, o enunciado somente quer saber se existe ao menos um polindmio que satisfaz
o fato de ele assumir os valores de a3, b3 e c3, isto &, para 3 inteiros m, n e p, devemos ter:

P(m) =a3,P(n) =b3eP(p) =c3
Entdo, por conveniéncia, fagam = a,n = b e p = c. Disso, temos que:
Qa)=P(a)—a*=a’-a*=0
Q) =PM)—b>=b>-0b3=0
Qlc)=P(c)—c3=c3-c3=0
Ou seja, a, b e ¢ s3o raizes de Q(x), do que podemos escrever:
Q(x) =P(x) —x° = A(x)(x —a)(x — b)(x — ¢)
Ou ainda:
P(x)=x3+A(x)(x —a)(x — b)(x —¢)

Queremos que P(x) seja do segundo grau. Ora, para isso basta fazer A(x) = —1, pois
assim cortamos o termo x3, veja:

Px)=x3—(x—a)x—b)(x—c)=(a+b+c)x?—(ab + ac + bc)x + abc

Veja que P(x) é, de fato, do segundo grau, pois temos que:
a>0b>0ec>0=>a+b+c>0=>a+b+c#0

Como a, b e ¢ sdo inteiros positivos, os coeficientes de P(x) sdo inteiros.

Logo, existe P(x) do segundo grau e coeficientes inteiros que satisfazem o enunciado.

Gabarito: Existe o polindmio dado por P(x) = (a + b + ¢)x* — (ab + bc + bc)x + abc.

94. (Russia)

Sejam a, b, c reais. Prove que pelo menos uma das equac¢des x> + (a —b)x + (b —¢) = 0,
x’+(b—-c)x+(c—a)=0,x*>+ (c —a)x + (a—b) = 0 tem solucdes reais.

Comentarios

A negativa da afirmacdo “pelo menos uma” é “todas”. Vamos usar a reducao ao absurdo.

AULA 19 — POLINOMIOS 150



LV
£ e . a_‘\:‘__—: I'L')\"-'/
9 Estratégia =

Militares

Prof. Victor So

Suponha que todas elas ndao possuem solucdes reais. Disso, temos que seus discriminantes
devem ser negativos, isto é:

(a—b)?>—-4Mb—-0c)<0
(b—c)—-4(c—a)<0
(c—a))—4(a—b) <0

Somando as trés desigualdades, membro a membro:

(a=b)?2—=4b-—c)+(b—-c)?>—4b—-—c)+(c—a)>—4(a—h) <0
Ou ainda:
(a—b)*+b—-0c)+(c—a)>—4b—-c+c—a+a—-Db)<0
(a=b)>+b—-0c)+(c—a)<0

Mas (a — b)?, (b — c)? e (c — a)? sdo numeros reais, logo, a soma de seus quadrados
deve ser positiva.

Disso, temos um absurdo e pelo menos uma delas deve ter uma raiz real.

Gabarito: Demonstragao.

95. (Putnam and Beyond)
Seja P(x) um polindmio de grau n. Sabendo que:
k

P = — =01,..,n.
(k) P k=01,..,n

Encontre P(m) param > n.
Comentarios

Observe que temos um polindmio de grau n e temosn + 1 informagdes. Como P (x) possui
n + 1 coeficientes, temos informagdes suficientes para determina-los.

Pela relagao dada, somos levados a olhar para o seguinte polin6mio:
Q) = (x+ DP(x) —x
Veja que todo inteiro x € [0,n] é raiz de Q(x), pelo enunciado.
Sabendo as raizes de Q(x), podemos escrever:
Qx)=alx—0)(x—-1)..(x—n)=(x+1P(x) —x
Ou seja:
x+DPx)=alx—0(x—-1)..(x —n) +x
Fazendo x = —1, temos:
(-1+1D)P(-1))=a(-1-0)(-1-1)..(-1—-n)—1=0
Ou ainda:

1

a(-D"'(n+Dl=1=a= (=)™ 1(n + 1)!

Disso temos que, param > n:
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1

(m +DP(m) = w0

mim—1)..(m—-n)+m

Que resulta em:

m(m-—1)..(m—n) m
P = i s Dim+ D) m+1
m(m-1)..(m—n) m

Gabarito: P(m) = %

)1 (n+1)(m+1)  m+1’

96. (Putnam)

Verifique a igualdade

3 3
\/20+14\/§+J20—14\/_=4

Comentarios

Aparentemente, essa questdo parece nada ter a ver com polindmios. Mas fagamos o
seguinte:

3 3
x = Jzo+14ﬁ+J20—14«/§

Como temos raizes cubicas, vamos tentar fazé-las desaparecer elevando a expressao acima
ao cubo:

x3

=20+ 14V2 + 20 — 142

+3 (3/20 + 14\/§> (3\[20 - 14\/§> (3\/20 +14v2 + 3\/20 - 14\5)

Que simplificando, temos:

x% =40 + 3x (3\/(20 +14v2)(20 — 14«/5)) = 40 + 3x(Y/400 — 392) = 40 + 6x

Ou seja, x satisfaz a seguinte equacao:
x3—6x—40=0
Verifique que 4 é raiz dessa equac¢ao. Mas ela é a Unica raiz real?

Para sabermos isso, vamos usar Briot-Ruffini para dividir o polindbmio por x — 4:

4 ‘ 1 0 —6 —40

‘ 1 4 10 0

Ou seja:
(x—4)(x*+4x+10) =0
Veja que:

X2 4+4x+10=x*+4x+4+6=(x+2)?>+6=>6>0
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Dessa forma, a Unica raiz real desse polindbmio é x = 4, do que temos que:

3 3
\/20+14\/§+\/20—14x/§=4

Gabarito: Demonstragao.

97. (AIME/1986)
O polindbmio
1—x+x2—x3+ - +xt0—x7
Pode ser escrito na forma
ag + a1y + azy® + - + a6y + ayyt,
Ondey = x + 1 e os a;'s sdo constantes. Encontre a,.

Comentarios

O primeiro passo nessa questao é perceber o seguinte:

18
x =1
p(x)=1—x+x?—x3+--+x16—x17" = _
—x—1
1—x'®
T x+1

Pois o polindbmio é dado por uma P.G. de razao —x e primeiro termo 1.

Fazendo x =y — 1, temos:

p(y—1)=1_(1y_” s yp(r—1) =1~ (1 —y)18

Disso, temos que:
yp(y — 1) =y(ap + a1y + apy* + -+ a;;y") = yag + a;y* + a,y® + -+ a,y"°
Queremos ent3o o coeficiente de y> na expans3o de:
1-(1-»%
Usando o bindmio de Newton, temos que o termo y3 é dado por:

B (138> (=W = (138) v’

De tal forma que:

Gabarito: a, = (138).

98. (101 problems in algebra)
Qual o coeficiente de x? quando

1+x)(1+2x)...(1+2™x)
E expandido?
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Comentarios
O primeiro passo nessa questao é usar alguma notag¢ao. Vamos chamar esse polindbmio de:
prn(x) =1 +x)(1 + 2x)...(1 + 2™x)
De modo que:
Pn(x) = ppo1(x)(1 + 2"x)

Por que fizemos isso? A ideia aqui é tentar obter alguma recorréncia, pois podemos achar
facilmente o coeficiente de x na expansao, que é dado por:

1424 +2"=2"1—-1
Ainda introduzindo mais notacao, faca:
Pr(X) = apo + A X + apx? 4 - 4 ay X"
Do que temos que:
ao =1 Vk,ea,, =2"1 -1
Usando essa notagdo, queremos:

an,z

Para isso, veja que como a, ; = 2™ — 1, devemos ter ap-11 = 2™ — 1. Do que podemos
escrever:

Pn(x) = (14 Q"= Dx + -+ ap_1p-1x""H(1 + 2"x)
Ou seja, temos que:
Ano =Qp12+ 2" =2" > ap, — Ay_q, = 27— 27
Essa relacdo é vdlida para todo n natural, como vocé deve provar usando o P.I.F.
Assim podemos escrever:
Apa = Qpoqp = 277" =27

— 22n-2 n-1
Ap-12 — Q22 = 2 -2

Ayp — Ay, = 2% =22

Somando membro a membro, obtemos:

Auo — Q1o = (27" + -+ 2%2) — (2" + - + 27)
Veja que a; , = 2. Do que temos:

22n+2 _ 94  on+l _ g4
|
(2-3+2°™2 2% —3.2""1 +3.4) 2272 3.2 42
3 3

Apo =

Por fim:
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(2n+1 _ 1)(2n+1 _ 2)
an,Z = 3

(2n+1_1)(2n+1_2)
3 .

Gabarito: a,, , =

99. (Problem Solving Strategies)

Sejama, b e c trés inteiros distintos, e seja P um polindbmio com coeficientes inteiros. Mostre
gue, nesse caso, as condigdes

P(a) =b,P(b) =ceP(c)=a
N3o podem ser satisfeitas simultaneamente.
Comentarios
Vamos usar a prova por contradig¢ao.
Suponha que seja possivel atender as condicdes do enunciado. Dessa forma, teriamos:
P(x) —b=(x—a)P,(x),eq.01
P(x) —c = (x — b)P,(x),eq.02
P(x) —a = (x—c)P;(x).eq.03

Entre os niUmeros a, b e c, vamos escolher o par que possui a maior diferenca absoluta.
Suponha que seja |a — c|. Dessa maneira, temos:

la — b| < |a —c| ineq.01
Faca x = c¢ na primeira equacgao, disso temos que:
a—b=(c—a)P,(c)
Como P;(c) é um inteiro, temos que:
|P,(c)| =1

Note que P;(c) # 0, pois caso isso ocorresse, teriamos a = b, o que contraria o fato de
eles serem distintos.

Logo:
la — bl = lc — allP,(c)] = |c — al
Ou seja:
la —b| = |c —a

Que, comparando com a primeira inequacdo, é uma contradi¢ao. Logo, as relagdes nao
podem ser satisfeitas simultaneamente.

Gabarito: Demonstragao

100.Desafio
Obtenha um polindmio do 42 grau que verifique a identidade
P(x)—P(x—1)=x3

E utilize-o para obter uma féormula para
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P+234+334+ - +nd
Comentarios
Seja P(x) = ax* + bx3 + cx? + dx + e. Queremos que:
P(x)—P(x—1) =x3
Assim:

P(x)—P(x—1)
=(ax*+bx3+cx?+dx+e)—[alx—D*+b(x—1)°3+c(x—1)?+d(x—1) +e—e]
= x3

Ou ainda:
axt* = (= DD+ -G -DN+cx?-x-DHN+d(x—(x—1)) ==x°
Calculando termo a termo, temos:
Para o coeficiente a:
Xt - -D* =+ (-2 - (x—1)?) =4x® —6x*>+4x—1
Para o coeficiente b:
- -1DH=DE?*+xx—-1D+(x—-1)?)=3x>—-3x+1
Para o coeficiente c:
xX2-—(x-1DH=1D2x—-1)=2x—-1
Para o coeficiente d:
x—(x—1)=1
Ou seja:

a(4x3 —6x*+4x—-1)+b(Bx?-3x+1)+c@2x—-1)+d =x3

Logo:
4ax3 + (—=6a+3b)x*+(4a—-3b+20)x—a+b—c+d=x3
Assim:
1
4a=1:a=z
1
—6:-—+3b=0=>b
4
1 1 1
4Z 35+20=0:>c=2
1 1 1
~2 E_Z+d=0=>d=0

Do que segue que:
1 1 1
P(x)==x*+-=x3+-x%+e¢
() 4 2 4
Note que, para n natural, temos:
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P(n) = %n“ + %rﬁ + %nz +e
E ainda:
P(n)—P(n—1) =n3
Fazendo o somatdrio membro a membro desde n = 1, temos:

P(n)—P(n—1) =n3
P(1) —P(0) =13
Do que resulta:

Pn)—PO0)=n3+--+13

Mas P(0) = e, ou seja:

1 1 1 [n(n + 1)]?
P —-PO)=-n*4+=n*+-n!=—-——""—
(n) (0) ik +2n +4n 2
Perceba que isso é o quadrado da soma:
nn+1)
1+2+4+n=—7-""-"
2
Ou seja:
1+2+-+n)2=134+23+--4n3)
2
Gabarito: [n(nH)J .
2

101.(Problemas Selectos -Lumbreras)

Seja P um polinémio tal que P(xy) = P(x) + P(y) Vx,y € Re P(10) = 0. Calcule P(7) +
P(99) + P(1001).

Comentarios
Primeiramente, vamos provar um resultado que serd importante:
P(xy) =P(x)+P(y)=>P(x;"..-x) = P(xy) + -+ P(x,,) eq.01
Paratodom = 2 natural.
Caso inicial: m = 2 é dado no enunciado.
Hipdtese de indugdo: P(x; - ...- x;) = P(x;) + -+ + P(xy,).
Queremos:
Py« s Xpq1) = POy w v Xpe - Xpgr) = POy - o) + P(Xpeq1)
Da hipdétese de inducdo:
P(xyx,) =P(xy) + -+ P(xy)

Do que segue que:
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POy » vt Xpq1) = P(xq) + -+ + P(Xps1)
Seja ainda P(x) = a,x" + a,_x"" 1 + - + a,.
Fagax, =+ =x, =xem =n+ 2 naequagao 01. Disso, temos que:
P(x™1) = (n+ 1)P(x)
Ou ainda:
A, (™) + e+, (™) +ag = (n+ 2)(@px™ + ap x4+ ay)

A relagdo acima deve ser valida para todo x real. Logo, os coeficientes dos termos de

mesmo expoente devem ser iguais. Disso, temos que:

a,=--=a,=0

n+2)ag=a,=>m+1)a, =0

Comon = 0, devemos ter a, = 0.

Por fim:
P(x)=0
Logo:
P(7) + P(99) + P(1001) =0
Gabarito: 0.

10. CONSIDERAGOES FINAIS DA AULA

Chegamos ao final da aula. Vimos os conceitos iniciais sobre polindmios e resolvemos
diversas questdes. Vocé deve ter notado que a maioria das questdes sobre polindbmios envolve
encontrar suas raizes. Existem diversos teoremas sobre as raizes de um polindmio. Estudaremos
eles na proxima aula, equacdes algébricas. Tente absorver o essencial desse tema e sempre que

tiver ddvidas, nos procure no férum. Estamos aqui para auxilia-lo.

(@)(o)

@ /profvictorso
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