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PREFACIO

Neste volume final da série Fisica Bdsica, concluimos a apresentaciio da fisica
cldssica e abordamos a fisica do século XX. A concepcdo mantém-se fiel aos ob-
jetivos adotados em toda a obra: enfatizar as idéias e principios fundamentais. Es-
peramos quc a conclus@o do projeto torne aparenic a csireila unidade e interligacio
entre os diferentes volumes.

Os capitulos 2 a 5 s@o dedicados a oOtica. Na Otica geométrica, destaca-se a
bela analogia dtico-mecdnica de Hamilion. de grande relevéincia na introducfio da
fisica quéntica e na compreensdo de seu relacionamento com a fisica clédssica.

Os fcndmenos da 6tica ondulatéria desempenham um papel ndo menos impor-
tante na transicao para a mecénica quintica, justificando pm tralamento mais com-
plcto do que € usual neste nfvel. Nas aplicacbes, foram inclufdas difracio de raios
X e holografia.

O capitulo sobre polarizacio também mereceu destaque especial, pois é usado
como base para a formulacdo dos principios da fisica quéntica. Em particular, a
reflex@o total frustrada ilustra os efeitos de tunelamento.

Na introducdo a relatividade restrita (capftulo 6), sdo discutidos cuidadosa-
mente todos os efeitos cinemdticos da transformacédo de Lorentz e é dada uma bre-
ve apresentacao da dindmica relativistica. incluindo a inércia da energia. H4 tam-
bém uma introducdo qualitativa 2 relatividade geral.

No capitulo 7, € revisto o desenvolvimento histérico que levou & formulagio
da mecénica quantica. Sdo introduzidas as ordens de grandeza bésicas caracteristi-
cas da escala atdmica. O acompanhamento em paralelo no laboratério, indispen-
sdavel em todo o curso, € especialmente importante nesta parte.

E nos capitulos de 8 a 10. que contdm a introducdo a fisica quantica, que o
tratamento mais diverge dos usuais. Em lugar de desenvolver a mecinica ondu-
latoria, fomentando a ilusdo de que basta cstender um pouco as idéias sobre ondas
cldssicas, enfatiza-se o cardter radical das mudancas introduzidas pela quantizacio,
procurando formular os principios de forma a servir como base correta para genera-
lizacdes ulteriores.

A formulacio dos principios da tcoria quintica € inteiramente baseada no con-
ceito de estados de polarizacdo de fétons, que permite introduzi-los corretamente,
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utilizando a intui¢do desenvolvida na otica e com grande economia, a exemplo do
que fol feito por Dirac no capitulo inicial de seu extraordinirio tratado.

A extensdo a equacg@io de Schridinger, no capitulo 9, torna-se natural, generali-
zando o formalismo sem alterar os principios bédsicos. As aplicacdes, no capitulo
10, visam ilustrar os mais importantes efeitos guénticos e os principais tipos de
espectros de energia encontrados, incluindo os espectros de bandas da fisica dos
solidos.

A tltima sec@io trata da interpretacio da mecdnica quéntica, tema em que tem
havido importantes progressos recentes, tanto tedricos como experimentais.

Consideramos inteiramente indtil incluir os habituais capftulos sobre fisica
“moderna” (fisica atOmica, nuclear e de particulas de altas energias), pois sé po-
dem limitar-se, neste nivel, ao cariter de divulgacdo cientifica. Para a formacio de
engenheiros, em especial, devem ser incluidos num curso independente posterior. A
base de fisica quéntica aqui fornecida permile acesso a esses tOpicos sem maiores
dificuldades.

Mesmo assim, este volume € apreciavelmentc mais extenso que 0s anteriores.
O material foi todo ministrado pelo autor, mais de uma vez, em um semestre, com
seis horas de aula semanais. Em cursos mais compactos, serd necessdria uma se-
lecdo.

Como nos volumes anteriores, os problemas no final de cada capitulo foram
cuidadosamente escolhidos para ilustrar e testar a compreensio da matéria. Listas
de problemas e um curso paralelo de laboratdrio sdo essenciais.

Atribui-se a Dirac a observacio de gue nunca se¢ deve iniciar uma frase sem
saber como se vai termind-la. Se o autor tivesse pressentido, ao empreender esta
obra, que demoraria quase vinte anos para completd-la, é possivel que nio a tivesse
levado a cabo. O estimulo para fazé-lo veio principalmente dos estudantes, a quem
ela € dedicada. Entretanto, teria sido invidvel sem a compreensdo e o apoio de
minha esposa Micheline, a quem reitero todo o meu reconhecimento.

Agradeco ainda a Fundacdo José Bonificio, da Universidade Federal do Rio
de Janeiro, pelo seu auxilio.

Rio de Janeiro, 7 de julho de 1998
H. Moysés Nussenzveig
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O que ¢ a luz? Como se propaga? Como é gerada?

Esgsas sdo algumas das questdes fundamentais que abordaremos na primeira
parte deste curso,

Vamos discutir de inicio alguns dos aspectos mais simples da propagacio da
luz, parcialmente conhecidos desde a antigiiidade, objeto da érica geométrica.

Os fendmenos da otica geométrica sdo compativeis com a feoria corpuscular
da luz, da qual se costuma (erroneamente) citar Newton como principal partidario.
A teoria rival, a teoria ondulatéria da luz, teve sua primeira grande contribuicio no
“Tratado sobre a Luz” de Christian Huygens, publicado em 1690, onde se encontra
formulado o Principio de Huygens, que desempenha um papel fundamental no
tratamento da propagacéo de ondas.

A *“Otica” de Newton, publicada em 1704 e revista em 1717, é uma obra ex-
traordindria. Relala seus resultados sobre a decomposicao especiral da luz branca e
observacgdes de efeitos ondulatérios. como os anéis de Newton, incluindo determi-
nagoes precisas de comprimentos de onda. As idéias de Newton sobre a luz combi-
navam as teorias corpuscular e ondulatéria, lembrando um pouco a atual teoria
quantica.

O triunfo da teoria ondulatéria sobreveio no inicio do século passado, com os
trabalhos de Thomas Young e Augustin Fresnel sobre os efeitos de inferferéncia e
difracdo.

A obra de Huygens ji continha uma discussfo dos efeitos de dupla refracio,
relacionados com a polarizacdo da luz, que também foram discutidos por Newton
e depois por Fresnel, levando & conclusdo de que as ondas de luz sdo rransversais,
¢ ndo longitudinais como as de som.

Vimos no curso de eletromagnetismo (Fis. Bds. 3) que Maxwell, em 1861, apds
formular as equacdes bédsicas do campo eletromagnético, deduziu delas a existéncia



2 Introducso

de ondas eletromagnéticas, propagando-se com a velocidade da luz, levando-o a
inferir que a luz ¢ uma onda eletromagnética. A confirmagio experimental da feo-
ria eletromagnética da Iuz resultou das experiéncias de Hertz, em 1888, em que
produziu ondas eletromagnéticas (de rddio) e mostrou que tinham propriedades
andlogas as da luz. A antena dipolar que empregou constitui 0 modelo clissico
mais simples do processo de geracdo de ondas eletromagnéticas.

Tentativas de detectar um suporte material das ondas (o “éter”) culminaram na
experiéncia de Michelson e Morley, em 1887, cujo resultado negativo, juntamente
com outras evidéncias da inexisténcia do éter, foi uma das origens da feoria da
relatividade restrita, formulada por Einstein em 1905, que discutiremos na segunda
parte do curso.

Curiosamente, foi nas experiéncias de Hertz, feitas para comprovar a teoria
eletromagnética da luz, que ele observou as primeiras evidéncias do efeito foro-
elétrico, que iria contribuir para o renascimento de uma teoria corpuscular.

A luz do sol, cujo espectro continuo foi revelado por Newton, ¢ um exemiplo
de radiacdo térmica, emitida por um corpo a temperatura elevada. Foram dificul-
dades em conciliar as leis da radiacfo térmica com a fisica cldssica que levaram
Max Planck, em 1900, a formular sua revoluciondria hipétese dos guanta, a origem
da teoria quéntica.

Em 1905, Einstein mostrou que os resultados observados no efeito fotoele-
trico, que também pareciam inexplicdveis pela fisica cldssica, podiam ser expli-
cados estendendo i luz a hipétese de Planck e descrevendo-a em termos de jotons,
com cardter corpuscular,

O espectro da luz emitida por vapores atdmicos, como numa lampada de s6-
dio, nfo é continuo como o da luz solar: € um cspectro de raias. Mais uma vez, a
fisica cldssica nfio o explica, como nfo explica a existéncia de dlomos. A estrutura
atOmica e o processo elementar da emissdo de luz por um dtomo sé puderam ser
explicados pela teoria quéntica. Foi ela também que permitiu reconciliar a coexis-
téncia de aspectos corpusculares ¢ ondulatorios da luz.

Uma introduciio a teoria quintica serd dada na terceira parte desle curso.

A 6tica é atualmente uma das dreas mais ativas da fisica. em boa parte devido
A invenciio de um novo tipo de fonte de luz, o laser, que dala dos anos 60. Apli-
cagbes importantes da luz laser sdo encontradas em praticamente todas as dreas da
ciéncia e da lecnologia.

Entre as aplicacdes priticas mais promissoras em desenvolvimento encontram-
se aquelas relacionadas com comunicagdes 6ticas e computagédo o6tica.



OTICA
GEOMETRICA

2.1 Propagacio refilinea da luz

Num meio homogéneo, como o ar dentro de uma sala ou o espaco inter-
estelar, a luz se propaga cm linha reta. Isso é particularmente reconhecivel guando
a fonte de luz € “puntiforme”. ou seja, de dimensdes despreziveis em confronto
com as demais que entram na observagio: um exemplo é um buraquinho de alfinete
iluminado num anteparo opaco.

_.—"'_'-'_'_H-'_.
T

Nesse caso, um obsticulo opaco ilumina-
do pela fonte F puntiforme projeta uma
sombra de contornos bem nitidos, delini-

dos pela propagacio retilinea (fig. 2.1).

) \\\\‘

Analogamente, numa cdmara escura (fig.
2.2), forma-se uma imagem (invertida) dc
um objeto, representando uma forma pri-
mitiva de aparelho fotogrifico.

Fig. 2.2 Camara escura



4 (Oitics geoméines

Um feixe conico de luz de abertura muito pequena chama-se um pincel de
raios luminosos, ¢ no limite idealizado em que a abertura tende a zero tem-se um
raio de luz, uma linha reta num meio homogéneo. Na feoria corpuscular, um raio
representa a trajetoria de um corpisculo de luz.

Para a teoria ondulatéria, a propagacio retilinea da luz parece dificil de expli-
car, como foi observado por Newton. As ondas sonoras ndo tém propagacio re-
tilinea. Assim, por exemplo, ouvimos a voz de uma pessoa que fala do lado de tora
de uma sala com a porta entreaberta mesmo quando a pessoa estd fora da linha de
visdo.

Conforme vimos no curso de acistica (Fis.Bds. 2), Huygens procurou explicar
a propagacio retilinea na teoria ondulatéria através de seu célebre Principio. Numa
onda, temos de examinar a propagacido da fase da onda, que define suas cristas e
vales. Uma frente de onda (em 3 dimensdes, € uma superficie) € o lugar geomé-
trico de pontos que tém a mesma fase, p. ex., pertencem todos & mesma crista de
onda.

O Principio de Huygens pode ter sido

motivado pela observacdo de ondas na
superficie de um tangue com dgua. Sabe-
B mos neste caso que uma frente de onda

que atinge uma barreira em que hd uma
pequena abertura (fig. 2.3) gera ondas

circulares do outro lado: a porcdo da

frente de onda nfdo obstruida comporta-se
Fig. 2.3 Principio de Huygens como uma fonte puntiforme.

Segundo Huygens, cada ponto de uma frente de onda comporta-se como fonte
puntiforme, gerando ondas secunddrias. Num meio homogéneo, essas ondas sédo
ondas esféricas com centro na fonte, propagando-se com a velocidade das ondas no
meio.

Dada uma frente de onda inicial, Huygens propde uma construcio geométrica
para obter a frente de onda num instante posterior: Consideram-se todas as ondas
secundérias emanadas de pontos da frente de onda inicial ndo obstruidos por obsta-
culos. A frente de onda no instante posterior considerado é a envolidria dessas
ondas secunddrias.



1 " - 1. 1.1
8.1 Propagacio retilinea da fuz 5

. il e A envolioria X de uma familia de super-

| z ficies (fig. 2.4) é uma superficie que em

Fig-24 Envoliora cada um de seuns pontos ¢ tangente a uma

das superficies da familia, ou seja, tangencia todas elas. A idéia bdsica de Huygens

¢ que cada onda secunddria isoladamente é demasiado fraca para produzir efeitos

perceptivels. SO produzem efeitos na envoltéria X, porque sobre ela muitas ondas
secunddrias vizinhas se reforcam.

Se tomarmos duas frentes de onda em
instantes separados por df, ou seja, X, e
2.4, (fig. 2.5), vemos entdo que a onda
secundaria emanada de P € tangente i en-

voltoria em P, ou seja, PP’ € normal 2
Fig. 2.5 Frentes de ondas nos instanies [ e i+df  envoltdria, e

i P’ = vdr | (2.1)

onde v é a velocidade da onda no meio. Podemos entio identificar PP’ com a
direcio do raio luminoso, ou seja, os raios sdo as trajetérias ortogonais das fren-
tes de onda.

A explicacio de Huygens para a propa-
gacdo retilinea da luz e a formacio de
sombras estd ilustrada na fig. 2.6, onde a
frente de onda AB, proveniente da fonte
puntiforme F, incide sobre uma abertura
num anteparo opaco. A envoltéria CD do
outro lado da abertura & gerada apenas
pelos pontos de AB nio obstruidos, e por
1sto fica limitada pelos raios extremos FC

Fig. 2.6 Explicacdo de Huygens para e FD que passam pela abertura.

a propagacao retilinea
Embora exista penetracdo de ondas secundérias na regiio de sombra, a en-
voltoria € interrompida em C e D, e ondas secundérias sem envoltdria, segundo
Huygens, sdo fracas demais para serem percebidas.



Na realidade, a luz penetra, embora muito fracamente, na regio de sombra, 0
que constitui o fendmeno da difra¢do, ja descrito por Grimaldi em 1665.

Quio fortes sfio os efeitos de difracdo depende de um pardmetro que ndo foi
levado em conta por Huygens: o comprimento de onda A. As ondas descritas por ele
ndo correspondem necessariamente a oscilagdes periddicas; ele as imaginava como
uma série de pulsos.

Newton nio sé descobriu a decomposicdo espectral da luz branca em suas
componentes monocromdticas, como percebeu que cada cor corresponde a um com-
primento de onda bem definido e mediu A com grande precis@o: o valor que obteve
para luz alaranjada é compativel com os resultados atuais.

Os comprimentos de onda tipicos na regifo visivel do espectro (do vermelho
ao violeta) sdo inferiores a 1lum = 10~ mm; vio de 0,4 um (violeta) a 0,7 pm
(vermelho). Os desvios da propagacio retilinea e da dtica geométrica, conforme
veremos mais adiante, sdo tanto maiores quanto maiores as razdes AMd, onde d re-
presenta dimensdes tipicas envolvidas na propagagéo das ondas: tamanho de obsta-
culos ou de orificios, raio de curvatura de objetos ou frentes de onda, efc...

Para luz visivel e situacdes quotidianas, A/d € tipicamente < 107 e os desvios
s30 muito pequenos. J4 para ondas sonoras, os comprimentos de onda tipicos s@o da
ordem das dimensdes macroscopicas (para a freqiiéncia sonora média da voz humana,
v~ 1kHz, operfodoT~107seA=vT~3x 10 m/s x 107 s=30 cm). E por isso que
a “actstica geométrica” ndo seria uma boa aproximacio.

Do ponto de vista ondulatério, a dtica geométrica é uma aproximacdo vdlida
para comprimentos de onda muito pequenos em confronto com as dimensdes tipi-
cas envolvidas.

2.2 Reflexéo e refracéo

Que acontece quando a luz passa de uma meio homogéneo a outro? Na inter-
face entre os dois, hd uma descontinuidade das propriedades materiais (do ponto de
vista macroscdpico: microscopicamente, hd uma regido de transi¢do através de vd-
rias camadas atbmicas).
P,

A
#
n . e -
Seja X, a superficie de separacdo entre dois

meios transparentes 1 e 2 (p. ex., ar e dgua,
ou dgua ¢ vidro), e consideremos um raio
de luz incidente no meio 1 sobre um ponto
P da interface >, (fig. 2.7).

Do ponto de vista da Gtica geométrica (A

g i : ~
Fig. 2.7 Plaro dé incidéncla << raio de curvatura em P), podemos




substituir X, nas vizinhancas de P, pelo plano tangente I1 a X no ponto P (fig. 2.7):
=3 : i .M Z b T

tudo se passa como se a interface fosse plana, dada por I1. Seja m o vetor unitdrio

da normal a 2 (e a II) em P. Chdmd-se plano de incidéncia o plano que contém 0

raio incidente P; P e a normal n. e dngulo de incidéncia o &ngulo 6, entre PP e n
(fig. 2.7).

A experi€ncia mostra que o raio incidente
da origem geralmente a um raio refletido
PPy que volta para o meio | e forma

com a normal o dngulo de reflexdo 6, e
a um raio refratado P P- transmitido para
o meio 2, que forma com a direcdo da
normal um &ngulo 6 , o dngulo de re-
fracdo (fig. 2.8).

Fig. 2.8 Angulos de reflexfo e refracio

A lei da reflexdo, ja conhecida na Grécia antiga, diz que o raio refletido per-
fence ao plano de incidéncia, e o dngulo de reflexdo é igual ao de incidéncia:

| 8] =8, (2.2)

| ———

A lei da refracdo, descoberta por Willebrord Snell em 1621 e reencontrada
por Descartes em 1637, diz que o raio refratado também permanece no plano de
incidéncia, e

sen B,

- — H
12 ’

sen 6, (2.3)

onde ny; € uma constante que se chama indice de refracdo do meio 2 relativo ao
meio 1. Se n; > 1, como p. ex. ao passar do ar para a dgua, diz-se que o meio 2 é
mais refringente que 1. e o raio refratado sc aproxima da normal; se n;2 < 1 (a0
passar do vidro para a dgua. p. ex.). 0 meio 2 € menos refringente, ¢ o raic re-
fratado se afasta da normal.

Convém observar que a constincia do indice de refracio relativo vale para luz
monocromdtica: npx varia com a cor, o que constitui o fendmeno da dispersdo.
responsdvel pela scparacio das cores nas experiéncias de Newton com prismas.
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Como se explicam as leis da reflexdo e da refracdo nas teorias corpuscular e
ondulatdria?

E facil explicar a reflexiio pela teoria corpuscular: se uma bola de t€nis sofre
uma reflexiio eldstica no solo, a componente vertical de sua velocidade se inverte,
sem que a componente horizontal se altere, o que implica na igualdade entre o
angulo de reflexdo e o de incidéncia.

A explicagio corpuscular da refragio estd
ilustrada na fig. 2.9, adaptada da figura
original de Descartes. Uma bola de t€nis
que penetra do ar na dgua no ponto B
desvia-se da sua trajetdria original BD

para BI, pois perde parte da componente
vertical de sua velocidade ao penetrar na

dgua, onde se desloca com velocidade

FEEROT, Fig. 2.9 Explicacdo corpuscular da refracdo
A n
VH
Se v e v sdo as magnitudes das veloci-
dades dos corpisculos nos dois meios, a
" U] 8, descontinuidade na interface muda a
I v, 1 componente normal da velocidade

(V2. # Vin), Sem alterar a componente
rangencial (fig. 2.10):

vy, = Vv, sen @, = v, =v; sen 9, (2.4)
L o gue da
ormal
sen O, Vv, ,. Vs .
_ — n, = — (2.5)
sen @, v ¥

ou seja, a velocidade da luz deveria ser malor na dgua do que no ar (r2 > 1).

= Nu realidade, a velocidade na dgua iria diminuindo, devido a viscosidade. Uma analogia mais adequada
seria a penetraciio através de uma limina delgada, alterando apenas a componente normal.
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O que a teoria corpuscular ndo explica € por que parre da luz se reflete e parte
se refrata. Quando um corpisculo de luz chega & interface, o que decide se ele vai
se refletir ou se refratar? Newton tinha plena consciéncia dessa dificuldade, e para
resolvé-la propds sua teoria dos “acessos”. Os corpiisculos teriam “acessos de facil
reflex8o”, quando se refletiriam, e “acessos de fdcil transmissdo”, quando seriam
refratados. Esses acessos seriam periddicos, regulados por uma onda que se propa-
garia juntamente com o raio de luz. Essa teoria é até certo ponto reminiscente da
atual teoria guantica da luz.

Na teoria ondulatéria, nfio hd qualquer dificuldade para explicar a reflex@io e
transmissdo parciais. Se prendermos uma a outra duas cordas de densidades dife-
rentes, p. ex., uma onda que chega a juncdo € parcialmente refletida e parcialmente
refratada, em proporgSes determinadas pelas “condi¢bes de contorno” na juncio
(veja Fis. Bds. 2, Probl. 5.11}.

O Principio de Huygens permite obter fa-
cilmente a lei da reflexdo. Seja Q Py (fig.
2.11) uma frente de onda incidente sobre

a interface segundo o dngule 6, (que €
também o angulo entre o raio incidente

FA
P; P e a normal n ).
Fig. 2.11 Explicacdo ondulatdria da reflexdo

O ponto P; da frente incidente atinge a interface apds um tempo d/ vi, onde
d =P/ Pecv éa velocidade da onda no meio 1. Nesse instante, a onda secunddria
gerada por Q jd terd atingido o ponto Q' , com QQ’; = 4 ; a frente de onda re-
fletida (envoltéria das ondas secunddrias geradas na interface) é P Q' (a figura
mosira outro ponto de contato C com a envoltdria, correspondente ao raio ABC).

Os trifingulos retdngulos Q Py P e P Q) Q sfo iguais, pois t8m a hipotenusa QP

comum € os catetos iguais Q Q' = d = Py P. Logo, 6y = 0, .

A explicacdo da lei da refracio ¢ andlo-
ga. A frente de onda incidente Q Py d4
origem a frente de onda refratada Q. P,
pela construcio de Huygens (fig. 2.12). O
tempo necessario para que a luz percorra
a distdncia d, = P;P no meio 1 é o
mesmo levado para percorrer d» = Q Q2
no meio 2. Logo, s¢ v; e v> sd0 as veloci-

- SRS e e dades de propagacdo das ondas nos meios
Fig. 2.12 Explicacdo ondulatoria da refragéo
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I e 2 respectivamente, e ¢ € esse tempo, temos

I:ﬁ:d_z (2.6)
v Vs ’

Os triangulos retingulos QP; P e Q Q, P dio:
dy = QP sen 8; . di=0Psen

Logo, usando a (2.6),

d, senf, v l v,
- = o= o | J’I-iz —_— (2”7)
d, senfl, v, | Vy

R T |

Comparando as (2.5) e (2.7), vemos que as prediches das teorias corpuscular e
ondulatoria sdo inversas: segundo a teoria ondulatéria, a velocidade da luz na dgua
deve ser menor do que no ar.

Em 1850, Foucault e Fizeau mediram as velocidades da luz no ar e na dgua, e
mostraram gue a velocidade na dgua € menor do que no ar, o que foi considerado
como um argumento decisivo em favor da teoria ondulatéria.

O indice de refracdio n de um meio em relagiio ao vdcuo € chamado scu indice
de refracdo absoluto. Como c € a velocidade da luz no vacuo, a velocidade da luz
num meio de indice de refracdo (absoluto) n €

Alguns indices de refracdo absdlutos para luz amarela de sédio
(A = 5.890A = 0,589 um ): Ar: 1,000293 (condicbes NTP); dgua (20°C): 1,33; dl-
cool etilico (20°C): 1,36; dissulfeto de carbono: 1,63; quartzo fundido: 1,46; vidros:
variam entre 1,52 para © mais comum a perto de 2.0 para o mais pesado; dia-
mante; 2,42.

As (2.7) e (2.8) ddo:

(2.9)




2.3 ¥4
M

Y23 U prndpo de Termat 1 1

ou seja. o indice de refracdo relativo do meio 2 em relacdo ao meio 1 € 0 guo-
ciente de seus indices absolutos.

Pela (2.8). o tempo que uma frente de onda luminosa leva para percorrer zma
distdncia 4 num meio de indice de refracio n é

e (2.10)

O produto nd do indice de refracao do meio pela distdncia ¢ nele percorrida
chama-se caminho dtico associado a este percurso.

2.3 © Principio de Fermeat

Em 1657, Pierre de Fermat encontrou um novo método para determinar a tra-
jetdria dos raios luminosos, baseado na sua idéia de que “a Natureza sempre atua
pelo caminho mais curto”™. O enunciado do Principio de Fermar €: de todos os
caminhos possiveis para ir de um ponto a outro, a luz segue aquele que é percor-
ride no tempo minimo.

Como ¢ € uma constante, decorre da (2.10) que tempo minimo também € equi-
valente a caminho ofico minimo.

Para a propagacdo da luz num unico meio homogéneo (7 = constante), o cami-
nho 6tico minimo também corresponde a distdncia minima, ou seja, o Principio de

Fermat leva & propagacdo retilinea da luz entre dois pontos.

P,

Consideremos agora dois meios homogé-
“Hiees diferentes, separados por uma inter-
face plana. Qual € o caminho 6tico mi-
nimo para ir de Py a P’y (fig. 2.13), pas-

sando por um ponto da interface’?

Como os caminhos mais curtos para ir ¢
voltar da interface sdo retfas, o caminho
procurado consiste num par de segmentos
de reta, ligando P, a interface e a inter-
face a P’;. Por que ponto da interlace de-

ve passar?
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Seja Py o ponto simétrico de P, com relacdo & interface. O ponto da interface
procurado € entfio a interseccdo de P, P’y com a interface (ponto P na fig. 2.13).

Com efeito, se compararmos o caminho P, P P’; a outro, como P, Q P’;, vemos
pela figura que PP = P,PeP Q= PQ.e que o caminho otico via P equivale
ao segmento de reta 15] P’, , menor do que o caminho P; Q + QP’, associado a
qualguer outro ponto Q da interface.

Logo, o Principio de Fermat leva & lei da reflexdo. Vamos mostrar agora que
também leva a lei de Snell (fig. 2.14).

Para isso, consideremos 0s pontos Py e
P, e procuremos o ponto P da interface
que minimiza o caminho d&tico
n, P; P + 0, P P2, Seja IT o plano tangente

a interface em P, O e Q as projecdes de
P] e P sobre J1 e P10 = Cil i PgQ = dg,
0OQ =d e OP = x, onde queremos de-

terminar x.
et =P, A fig. 2.14 da
Fig. 2.14 Principio de Fermat na refracéo (| Py PPy] = caminho otico)

1/2

1/2 i
[P[ PP:,—[ =n PP+n PP =n [ds -!—IEJ +n3|:d¢_f + {d — x)ﬂ

&l

Para obter o minimo, derivamos em relagio a x:

g X o (d N x) i (d - x)

L 72 Tt g 72
(@ + ) [d§+(d_xﬂ B

PP :

= n, sen0, —n, sen 0,

Logo, o caminho 6tico minimo € aquele que corresponde 4 lei da refragio. O cami-
nho “quebrado” minimiza o tempo porque aproveita melhor o caminho no meio 1,
onde a velocidade é maior, reduzindo-o no meio 2, onde ela € menor.

Na realidade, o Principic de Fermat tem de ser corrigido: o caminho 6tico néo
¢ necessariamente minimo. No exemplo acima, a anulaco da primeira derivada néo
garante que seja um minimo: poderia ser wm méximo ou ponto de inflexdo. Um
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ponto onde a primeira derivada se anula € um ponto onde a funcdo considerada €
estaciondria com respeito a pequenas variagQes:

Sf= i (.’fu +5x)— f(xﬂ) - i@gx _[_%fn (xﬂ) (8 x)z G
=0

= 3 =flo+8x)~Flx)==F" (x) Gx) +... (2.11)

b | =

ou seja, os desvios de f em relacdo a seu valor estaciondrio sdo de segunda ordem
no desvio 8 x : o termo de 1.* ordem se anula.

O enunciado correto do Principio de Fermat € que ¢ caminho ético é esta-
ciondrio em relacio a peguenas variacdes: quando comparado com caminhos prdxi-
mos, 0s desvios sio de 2.7 ordem.

Uma conseqiiéncia importante do Principio de Fermat € que, se existem diver-
s0s caminhos Gticos do mesmo tipo (por exemplo, passando por um ponto gualquer
da interface) ligando dois pontos, todos eles estaciondrios, cles (ém de ser iguais.

Isso sucede, em particular, se todos os raios emanados de um ponto P sédo
“focalizados” no mesmo ponto P, , que seria uma imagem perfeita de Py. O Prin-
cipio de Huygens leva a2 mesma conclusfo. pois o foco é um caso limite de uma
trente de onda. com raio de curvatura nulo, e o mesmo vale para o ponto fonte Pi.
Logo, o tempo de percurso entre essas duas “frentes de onda” puntiformes deve ser
0 mesmo ao longo de todos os raios que ligam uma 4 outra.

Um caso em que isso ocorre (fig. 2.15) é
o de uma fonte puntiforme Py sitnada
num dos focos de um espelho cuja super-
ficie[lé um elipséide de revolucido (ou
uma j}orr;ﬁc- dele). A imagem P € 0 outro
foco. Com efeito, pela geometria do elip-
soide, a normal n ¢ a bissetriz do dngulo
entre os raios focais Q P e Q Py; além dis-
to, QP; + QP = QP + QP = cons-
tante. Por outro lado, se a fonte de luz

ndo estiver no foco do elipséide, deixa de

Fig. 2.15 Elipsoide refletor

existir a focalizagdo perieita.
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Fig. 2.16 Paraboldide refletor

Se fizermos um dos focos alastar-se ao
oo, ¢ elipsdide se transforma num para-
boldide, e raios paralelos ao eixo sio fo-
calizados no foco F, propriedade usada
no telescépio refletor do Monte Palomar
e em antenas parabdlicas (fig. 2.16).
Podemos também usar o Principio
de Fermat para uma primeira discussio
qualitativa do problema da formacdo de
imagens. Suponhamos que se queira fa-
bricar um objeto de vidro que produza
uma imagem pelo menos aproximada-

mente puntiforme de uma fonte puntiforme colocada diante dele.

Fig. 2.17 Trajetdria tipica

Ao penetrar no vidro e ao sair dele, os
raios sdo desviados pela refracao, de
modo que uma lrajetdria tipica serd da
forma P, Q Q' P; , comrespondendo ao ca-
minho 6tico P,Q + n QQ" + Q'P,, on-
de n > 1 ¢ o indice de refracdo do vidro.

Logo, para que todos os caminhos Gticos sejam iguais, € preciso que a espes-

sura Q Q de vidro diminua 4 medida que o dngulo 6 com o eixo P, P; aumenta,

para compensar o crescimento das distincias Py Q ¢ QPa.

Fig. 2.18 Lente convergenie

O objeto em questddo deve portanto ter
qualitativamente a forma indicada na fig.
2.18, com a espessura mAxima no £ixo €
diminuindo gradualmente a medida que
nos afastamos dele. Acabamos de inven-
tar uma lente convergente! Mais adiante
discutiremos em detalhe a formacdo da
imagem pela lente.
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2.4 Reflexé@o tofal

Embora tenhamos mencionado que, ao encontrar a interface entre dois meios
transparentes distintos, um raio de luz € parcialmente refletido e parcialmente
transmitido, ndo discutimos até aqui a divisio da intensidade entre as partes re-
fletida e transmitida: que fragdo vai para cada uma?

Experimentalmente, verifica-se que as porcentagens de reflexo e de transmis-
sao variam com o dngulo de incidéncia 6:. Quando olhamos para baixo da super-
ficie de um lago em repouso, podemos ver o fundo: a maior parte da luz é transmi-
tida, com ©; perto de 0° Por outro lado, margens distantes sio vistas refletidas na
dgua como num espelho: para incidéncia préxima da rasante (8; = 90°), a maior
parte da luz € refletida. Voltaremos a discutir estes efeitos ao tratar da teoria ele-
tromagnética da luz (na Seg. 5.7, hd gréificos da porcentagem de reflexdo em fun-
cdo de 0y).

Consideremos agora o que acontece quando a luz passa de um meio mais re-
fringente, como a dgua, para um menos refringente, como o ar. Neste caso, pela lei
de Snell (2.7),

sent
senf, = —— (2.12)

onde n12 < 1 (o raio refratado se afasia mais da normal).

Sendo myp < 1, existird (Fig. 2.19) um
dngulo 6. , chamado dngulo critico, para
0 qual

senf, = ny, (2.13)

i I
2

Se o meio 1 € a dgua e 0 meio 2 o ar, p.

: ex., € senf. = 3/4 = 0,75, 0 que d4
Fig. 2.9 Angulo critico 0. ~ 49°

Que acontece se o angulo de incidéncia 8, é > 6. 7 Se aplicdssemos a lei de
Snell (2.12), isso daria sen©; > m1>, ou seja, sen®, > 1, o que ndo pode ser satis-
feito quando 62 € um angulo real.

A experiéncia mosira que, nessas condicdes, ocorre a reflexdo total da luz in-
cidente. A transigdo para a reflexfo total € continua: para 8; inferior a 8., a fracio
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da luz que se reflete aumenta rapidamente a medida que 6, se aproxima de 6, ,
tendendo a 100% na incidé&ncia critica e permanecendo em 100% para 6, > 6. .

Para uma interface vidro/ar, o dngulo critico é 6, = sen” (2/3) = 41,5°% ¢
uma aplicacdo importante é o prisma de reflexdo total, empregado em vAarios ins-
frumentos 6ticos.

O prisma de reflex@o total € um prisma

de vidro com &dngulo de abertura de 45°.
Luz que incide perpendicularmente a uma
face (fig. 2.20) tem 0; > 8, e € total-
mente refletida, o que desvia o feixe de

20°.

Y

Fig. 2.20 Prisma de reflexfo fotal

E o indice de refracfio elevado do diamante (n# = 2,42), juntamente com as
facetas prismaticas talhadas em &dngulos apropriados, que faz um brithante faiscar:
raios incidentes sobre ele em gualquer dngulo sio totalmente refletidos. A refracio
e dispersio da luz emergente produzem as cores observadas.

Qutra aplicacdo extremamente importante
da reflexdo total € a propagacfio da luz
em fibras éticas. O exemplo mais sim-
ples seria um cilindro transparente de
vidro: como 1lustrado na fig. 2.21, para

dngulos de incidéncia nas paredes supe-
riores ao angulo critico, a luz propaga-se

Fig. 2.21 Propagacdo da luz numa fibra dtica

dentro da fibra por reflexdes totais suces-
sivas. A fibra funciona como um guia de ondas para a luz, permitindo transmiti-la
a grandes distdncias com perdas extremamente pequenas, 0 que ¢ usado em tele-
fonia, Fibras Oticas sfo também usadas em varios instromentos médico-cirurgicos.

2.5 Espelho plane

Um dos elementos 6ticos mais simples & um espelho plano. Vejamos como se
forma a imagem de vm objeto nesse caso.



Fig. 2.22 Imagem de um ponto P4 num
espelho plano

2. E E':fi.}‘.f';'lﬁ :Dié?'ICr 1 7

Para isso, basta seguir as trajetérias de
dois raios emanados de um ponto P; do
objeto, p. ex., PiQP, ¢ P,QP, (fig.
2.22). Seja P, a interseccao dos prolon-
gamentos dos raios refletidos QP e
Q P’;. Decorre entdo das leis da reflexdo
que os triangulos retingulos P, Py Q e
P; P, Q sio 1guais, bem como os tridngu-
los retangulos P, Pné e P PDQ . Logo,
P, P, = P Py ou seja, o ponto P; é o
simétrico de P; em relacdo ao plano do

espelho. Dai segue que os prolongamentos de fodos os raios refletidos se encon-

tram em Py, que € uma imagem perfeita de P;. Isso também decorre do Principio de

Fermat (Sec. 2.3).

-

ol
@

Fig. 2.23 Carater virtual da imagem

Para um observador em cuja vista pene-
tram raios refletidos divergentes (fig.
2.23), eles n3o diferem em nada de um
feixe divergente origindrio de P; , de for-
ma que a sensacao visual € idéntica a que
se teria se os raios emanassem de P;.
Diz-se entio que P, ¢ uma imagem Vir-
tual do ponto objeto P; . De modo geral,
diz-se que uma imagem € virtual quando
ndo ha raios luminosos emanando dela:
ela estd no prolongamento de raios lumi-
nosos. -

Conforme vemos pela fig. 2.22, se tomarmos um sistema de coordenadas com
origem no plano do espelho e plano (x,y) coincidente com ele, a relacdo entre as
coordenadas de um ponto objeto e de seu ponto imagem € dada pela transformacio

P, (x, ¥, z) — ETI (.x, y,-z)
(Objeto)

(2.14)

(Imagem) |

que se chama uma reflexdo espacial com respeito ao plano (x,y) do espelho.
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Essa transformacdo preserva o famanho

x dos objetos (distdncias). A imagem da se-
ta vertical Ox (fig. 2.24) é O'X, com a

z' -0 0 z mesma orienta¢io, ou seja, a imagem &

F

y# y ereta (ndo invertida, como na camara es-

S

cura). Entretanto ela inverte o sentido na

direcio perpendicular ao espelho

Fig. 2.24 Carater reverso da imagem (Oz — 0O°Z). Unm triedro direto (dex-

trorso) transforma-se num triedro reverso

(sinistrorso). Diz-se por isso que a imagem € reversg: N&o pode ser superposta ao
objeto através de uma rotacio espacial.

2.6 Espelho esférico

As superficies dos elementos gue se empregam nos instrumentos Oticos sao
quase exclusivamente planas ou esféricas. A razfio ¢ de ordem pratica: é muito
mais fécil fabricar superficies esféricas do que qualquer outra superficie curva: no
processo de polimento, uma superficie esférica cOncava e outra convexa de mesmo
raio permanecem sempre em contato quando uma desliza sobre a outra.

Vamos analisar agora a formac3o de imagens por superficies curvas, come-
cando com um espelho esférico concavo.

A O raio de curvatura do espelho ¢

CV = R : C é seu centro de curvatura
e V o vértice, em relacio ao qual
mediremos as distdncias (fig. 2.25).

---------- L S Consideremos um ponto objeto P no
: eixo e um raio PS que forma um an-
gulo © com o eixo e incide sobre o es-

petho em S, com dngulo de incidéncia

8, . sendo refletido com o mesmo an-

Fig. 2.25 Espelho esférico concavo

gulo e cruzando o eixo em Q. Quere-
mos relacionar a distincia QV = g com PV = p e com 6.

Usando a lei dos senos no ACSP |, vem:

p—R R
sen®, sen® (2.15)




No ASQP, temos £ S@P:ﬂ— (6 + 26;). Logo,

R—q: R
sen O,  sen (8+281)

(2.16)

A partir das (2.15) e (2.16), € possivel em principio eliminar 0, e relacionar ¢
com p para cada valor de 0 . O resultado depende de 6 , ou seja, ao contririo de
um espelho plano, o espelho esférico nde forma uma imagem perfeita de um objeto
puntiforme P: raios incidentes com diferentes inclinacdes 8 cruzam o eixo em pon-
tos Q diferentes ap6s a reflexfo. Dizemos que ha aberracdo esférica.

Entretanto, vamos ver que se formard uma imagem nitida se nos limitarmos a
utilizar apenas uma pequena abertura angular do espelho (p. ex., diafragmando os
raios). Isso restringe os raios admitidos a raios paraxiais, que formam com o gixo
dngulos 9 (medidos em radianos) suficientemente pequenos para gue posSsamos em-
pregar as aproximacdes:

3
Sen8=9—e—+... = B
31
c038=1—8—-+,..=«-1
3 1 (2:17)
3
gl =8+ —4+. =8

BEssa situaciio € geral, para todos os insirumentos Oticos onde se empregam
superficies esféricas: formam imagens nitidas na aproximacdo paraxial, e geral-
mente s30 usados nessas condigdes.

Para um espelho de pequena abertura, 0; também serd pequeno, e as (2.15) e
(2.16) ficam

p—Rr_B_1 R-q a8, 6, /86
R 6 R 6+26, | ,8
0

Substituindo a primeira dessas equacdes na segunda, vem
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2
R

- £ { St (2.18)
B gaad P4
R

|t

mostrando que, na aproximacdo paraxial, a posicdo de Q € independente de 6: to-
dos os raios refletidos paraxiais convergem para o0 mesmo ponto Q, que € a imagem
de P.

A distdncia imagem g estd relacionada com a distdncia objefo p e com 0 raio
de curvatura R do espelho pela (2.18).

A simetria em p e ¢ da (2.18) mostra que, se Q é a imagem de P, P é a
imagem de Q, o que decorre da reversibilidade dos raios luminosos.

Se fizermos p — <o na (2.18), obtemos a imagem de um ponto objeto infini-
tamente distante, que pode ser interpretado como um raio paralelo ao eixo:

It

X 2:19)
2 =

p*}m{cf%f

A imagem € o foco F do espelho, situado
a meio caminho entre o vériice € 0 centro
(fig. 2.26). Reciprocamente, um objeto no

foco tem sua imagem no infinito (ralo

Fig. 2.26 Foco de um espelho esférico paralelo a0 eixo).

A (2.18) pode portanto ser reescrita:

1
— 22
p q f (2.20)

onde f chama-se distdncia focal. Esta equacdo tem uma interpretacdo intuitiva
muito simples. Vemos pela fig. 2.25 que, na aproximacdo paraxial, PS = PV, de
modo que p € o raio de curvatura da frente de onda associada aos raios divergentes
que partem de P, quando atingem o espelho. O inverso do raio de curvatura de uma
superficie é chamado de curvatura dessa superficie, de forma que 1/p € a curvatura
da frente da onda divergente que atinge o espelho, ou sua divergéncia.
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O espelho transforma essa onda divergente numa onda convergente, que con-
verge para a imagem Q, e 1/g € a convergéncia (curvatura) dessa frente refletida.
O inverso da distdncia focal 1/f € o poder de convergéncia do espelho. Logo, a
(2.20) significa que o poder de convergéncia do espelho deve ser suficiente para
compensar a divergéncia da onda incidente ¢ ademais produzir a convergéncia ne-
cessaria para a formacido da imagem.

Uma das principais aplicacdes de um espelho esférico € aumentar ou diminuir
o tamanho da imagem. Para calcular esse efeito, precisamos determinar a imagem
de um ponto objeto situado fora do eixo de simetria do espelho.

Um procedimento simples e geral para fazer isso € o fracado de raios. utili-
zando as propriedades do foco.

Consideremos (fig. 2.27) o objeto vertical
orientado PP* = y (seta). O raio P'S
paralelo ao eixo produz um raio refletido

que passa pelo foco F. O raio P'S’ que
passa pelo centro de curvatura C € nor-

mal ao espelho, de forma que € refletido
Fig. 2.27 Tracado de raios na mesma dire¢do e em sentido oposto. A
interseccdo Q’ desses dois raios € a imagem Q’ do ponto P’ (também poderfamos ter
tomado um raio incidente P’ F passando pelo foco. que seria refletido paralelamente
a0 eixo).
Vemos que a imagem QQ = ¥ & invertida (¥ < 0) . Os tridngulos seme-
Ihantes P P'C e Q Q'C dao:

- L

¥y _CQ_R-g_ ,49|9
y PC p-R IPI_Eg
p)

Decorre da (2.18) que a expressdo entre parénteses no uliime membro ¢ = 1.
Logo, o aumento lateral m do espelho € dado por

m=X =4 (2.21)
y P

cujo valor negativo significa que a imagem € invertida.



Para mostrar que se trata efetivamente de
uma imagem do ponto P’ (na aproxima-
¢do paraxial), ou seja. que raios forman-
do outros dngulos com o eixo também
vao cruzar-se em Q’, consideremos (fig.
2.28) o raio PS que forma a imagem em
Q e um raio P’S, proveniente de P’, que
atinge o mesmo ponto S do espelho.

O angulo de incidéncia do raio P'S €
9, + € (fig. 2.28), onde 6; € o dngulo de

incidéncia de PS. Logo, o angulo de re-
Fig. 2.28 Formagao da imagem flexdo também é 6; + .

Na aproximac#o paraxial, P P’ se confunde com um arco de circulo de centro
S e abertura €; logo, no AP P’S,

PP’

L= =

PS

2. -2
v p

o

Analogamente, no A Q Q'S (na fig. 2.28, os &ngulos estio exagerados)

QQ y’

£ = = e—ie—

QS QV ¢

Identificando esses dois resuliados, obtemos novamente a expressao (2.21) do
aumento lateral,

Como o resultado é independente de €, ele mostra que, na aproximacio para-
xial, todos os raios que emergem de P’ produzirdo raios refletidos que se cruzam
em ', ou seja, Q' € a imagem de P’,

O espelho plano pode ser pensado como um caso limite de um espelho es-
férico com R — . A (2.18) mostra que, nesse ¢aso, ¢ = —p, 0 que concorda com
a (2.14): o sinal negativo de g significa que a imagem € virfual, € a (2.21) di m = 1:
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como vimos, para um espelho plano, o tamanho da imagem € igual ao do objeto, e
ela & erera.

No caso da fig. 2.27, a imagem € real, uma seta luminosa na posi¢fo indicada,
visivel por um observador cuja vista seja atingida pelos raios refletidos. Para um
objeto como P P’ , situado a esquerda do centro C, a imagem € menor que o objeto
¢ estd entre C e F. Trocando os papéis de imagem e objeto, vemos que um objeto
entre C e F tem imagem invertida e aumentada, situada i esquerda de C e real.

Que acontece se o objeto estiver entre F e V?

Isso significa que, p < R /2 e a (2.18)
implica entdo ser g < 0 .

Conforme mostra a fig. 2.29, a imagem
Q Q' é entdo virtual, mas a (2.21) perma-
nece valida, com l[g!l > p : a imagem ¢

ereta € maior que o objeto.

Fig. 2.29 Imagem de um objeto enire F e V

O tratamento se estende facilmente & re-
flexdo por um espelho convexo. Deixa-
mos ao leitor verificar que se obtém as
mesmas formulas anteriores, desde que se
tome © raio de curvatura R como nega-

five (o centro de curvatura C estd i direi-

Fig. 2.30 Espelho convexo

~.ta de V). P. ex., conforme mostra a fig.
2.30, o foco F € virtual, e a distincia focal continua sendo f = R / 2 < 0.

E importante para evitar erros na resolucio de problemas de dtica geoméirica
adotar uma convengdo de sinois bem definida. As convencdes que adotamos aqui
sd0 as seguintes:

1. A luz incide da esquerda para a direita; a luz refletida viaja da direita para
a esquerda.

2. As distincias objeto e imagem sdo medidas de P para V e Q para V, respec-
tivamente, sendo positivas (objeto e/ou imagem reais) quando P ¢/ou Q estdo a
esquerda de V, e virtuais (negativas) quando & direita.

3. A distancia focal € FV (positiva para F A esquerda de V).
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4. O raio de curvatura é C V (positivo para um espelho coéncavo).

5. DistAncias verticais sdo positivas acima do eixo e negativas abaixo.

2.7 Superficie refratoras esférica

Consideremos agora um par de meios transparentes homogéneos, de indices de
refracdo m e na, separados por uma superficie esférica convexa.

As convencgdes adotadas agora sdo di-
ferentes, com p, ¢ € R positivos na si-
tuacdo da fig. 2.31. A lei dos senos,
aplicada aos tridngulos SCP e SCQ, da

R _ P + R (2.22)
_ sen 8  sen 8,
Fig. 2.31 Superficie refratora gsférica
e
R g—R

sen @” senB, o)

onde 0; e 6, estdo ligados pela lei de Smell,
m sen B, = n, sen @, (2.24)

Novamente, eliminando 8; e 0; entre essas retactes, é possivel, em principio,
encontrar g em funcio de p para cada valor de 0. Dividindo membro a membro a
(2.23) pela (2.22), vem

g—R m sen

p+R B ", ' sen ©/ (2:23)

onde usamos a lei de Snell.

Mais uma vez, o resultado depende de 8, exceto para raios paraxiais, aos
quais vamo-nos limitar, admitindo que, 0, 0, e 6, sdo todos << 1, e usando as
aproximagoes (2.17). Nesse caso, a fig. 2.31 da, com ST = A,
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. oe (2.26)
sen@” tg® kh/qg p
e a (2.25) fica
3
R (FE
q — mwqg _ g q
= =2 2.27)
AR mp w8
P,/
E facil mostrar (verifique!) que isso equivale a
|
i n, i, (F’.E2 — }'E!)
" 2.28
5 R (2.28)

que independe de 8 ¢ dd a relagdo objeto-imagem.

Para um raio incidente paralelo ao eixo
(p — =), obtemos (fig. 2.32) um foco
imagem F', com g = f’,

Hy (”1 - ’11)
Fig. 2.32 Focos objeto & imagem o e (2.29)

£ R

A imagem se forma no infinito (raio emergente paralelo ao eixo, ¢ — oo )
quando o objeto estd no foco objeto F, com "

. Ml_) (2.30)
I R ‘

Logo, temos duas distdncias focais distintas, com

?p ¢ f f R

moomy_m_m () (2.31)

Para calcular o aumento lateral m, podemos usar as propriedades dos focos e
do raio central (que passa pelo centro C e nio & desviado), juntamente com o cari-
ter paraxial dos raios.
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Fig. 2.33 Aumento lateral

bl

Como raios paraxiais passam perto do
vértice V, podemos aproximar a superfi-
cie do espelho na vizinhanca de V pelo
plano tangente ST em V (fig. 2.33). Os
tridngulos semelhantes PCP e Q'CQ dio
entdo [cf.(2.27)]

g-R _ _m g

||

FiL

M
o

S

R+p £2.32)

1,

P

"No caso da fig. 2.33, m < 0 e a imagem € invertida.

Sejam x e 1 as distdncias do objeto e da imagem respectivamente aos pontos

focais objeto e imagem, ambas positivas na fig. 2.33, (x = PF

¥ = FQ). Os

tridngulos semelhantes FVT ¢ FP P, por um lado, e FFVSeFQQ , por outro,

ddo entdo:
¥ ¥ _
x f & i
0 que da
mIi:=-£=—j% (2.33)
Comparando os dois resultados, obtemos a férmula de Newton
xx' = ff’ (2.34)

As convencdes de sinais adotadas
scguintes:

para a superficie refratora esférica sdo as

1. Luz incidente da esquerda para a direifa.

2. Distincias objeto positivas & esquerda de V; distancias imagem positivas a

direita de V; valores negativos correspondem a imagem ou objeto virtuais.



2.8 lentes delgedas 27

3. Raio de curvatura positivo quando C estd & direita de V (superficie con-
vexa), negativo para superficie céncava.

4. Distancias verticals positivas acima do eixo.

Com essas convencdes, os resultados se generalizam para superficies refra-
toras concavas (R < 0) e para quaisquer sinais de p e g, correspendendo a uma
grande variedade de casos possiveis.

Um caso limite interessante é o de uma interface plana (R — <), guando a
(2.28) da

] Se n2 < m . um objeto P visto em con-
| diches paraxiais parecerd estar (fig. 2.34)
na posicdo da imagem virtual Q, mais

proximo da interface por um fator sz . Se

omeio ] €adguae2oar,np=3/4:
o fundo de uma piscina, visto de cima.

parece menos profundo por esse fator. E

por isso que um ldpis mergulhado num
I copo com dgua parece “quebrado”.

Fig. 2.34 Interface refratora plana

2.8 Lentes delgadas

Uma lente tem duas superficies refratoras, de raios de curvatura Ry e R» , res-
pectivamente na ordem em que s3o encontradas pela luz incidente. e com sinais
definidos pela mesma regra acima (Sec. 2.7). O material da lente tem indice de
refragio mp , € s6 vamos considerar a situacio em que os meios de ambos os lados
da lente sdo idénticos, com indice de refracdo ny. E fcil generalizar.

Vamos discutir apenas lentes delgadas, em que a espessura méxima da lente é
muito pequena em confronto com as demais distincias relevantes (distincias objeto
e imagem, distincias focais, raios de curvatura).
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Fig. 2.35 Lenie delgada biconvexa

Para fixar as idéias, vamos usar um diagrama (fig. 2.35) baseado numa lente bicon-
vexa, em gque, pelas convencdes adotadas, temos

R>0 , R <0 (2.36)

mas os resultados t&ém validade geral. A aproximacfo de lente delgada significa que
podemos referir as disténcias objeto € imagem ao ponto O (em lugar dos vértices).

Uma forma possivel de obter a relac@o entre p e g seria usar os resultados da
Secdo 2.7, determinando primeiro a imagem formada pela superficie anterior, que €
real no caso da fig. 2.35, ¢ depois tomando essa imagem como objeto (virtual no
caso da fig. 2.35!) para a superficie posterior da lente, para calcular a imagem final
por ela produzida (cf. Probl. 2.14).

Entretanto, vamos ilustrar a aplicacio de um método diferente, baseado no
Principio de Fermat e na idéia apresentada no final da Sec. 2.3, impondo a con-
dicdo de gue o caminho 6tico [PAQ]. passando pelo topo da lente, tem de ser igual
ao caminho 6tico [POQ], ao longo do eixo, ou seja, a diferenca de caminho Gtico
[PAQ] — [POQ] deve ser = 0.

Essa diferenca tem duas componentes. A primeira (ignorando a diferenca entre
m e m) € devida 2 diferenca das distdncias percorridas. Com OB L AP e
OD 1 AQ, a aproximacio de lente delgada e raios paraxigis permite tomar
PB=P0O e DQ = OQ (a fig. 2.35 estd muito exagerada), de forma que esta
primeira componente é n; di + n1 do. A segunda componente vem da substituicdo
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de n, por m. ao longo do trajeto V'V, (espessura da lente), ¢ € dada por
+ (e —m) ViVa=+4 (m — n) (1 + 1) (fig. 2.35). Logo. o Principio de Fer-
mat da

0 =[PAQ]-[POQ]=n (@ +d,)-(n, - ) (1, + 1) (2.37)

No tridngulo retdngulo AOP, temos, deniro das aproximacdes feitas, com
AQ = h,

2 2 :ITE
W =p+d) -p =2pd + df { d, Ez_p (2.38)
desprezivel

Analogamente, no tridnguio AOQ,

hz
d’: =i
2 =9, (2.39)
Notando que C; V, = C; A = R, . o tridingulo retdngulo A O C; d4
\\‘____
7 3 2 2 / :
h? = R} - (Rl —r;) =2R y+ 1 f = (2.40)
- 2R,
desprezivel
Analogamente, lembrando que R» < O, o tridngulo A O C, d&
2
gy e (2.41)

Substituindo as (2.38) a (2.41) na (2.37), vem

(L1 (1 1
HI._L_—'_'_ —(}v'r?—nI — | = =0
2 \pP 4 2 \R R

o que dd, dividindo por n; e usando a (2.9),
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K NP 1 S G | (2.42)
P T q (nu ll) [Ri Rz] I f

que é a equacdo basica das lentes delgadas, na forma gaussiana (obtida pelo ma-
tomético Karl Friedrich Gauss). O resultado sé depende do indice de refragéo rela-
tivo ns = mo / my . A distancia focal objeto f (valor de p para ¢ — o) € igual a
distancia focal imagem f (valor de g parap —> eo), por termos tomado indices de
refracio n, idénticos dos dois lados da lente.

Para calcular o ammento lateral m, podemos usar as propriedades dos focos
para tragar os raios, de forma andloga ao que foi feito na Sec. 2.7.

P! _ S
oM RFE o 0~ . Q-

P

| | |

‘ '. ;

L { ¥
| i

| | |

1 | |

i ! : = { O

o o | |

[ e— f —e— f — [

e : ; B 5 =

| i | \ |

e p e S q >

Fig. 2.36 Rumeniu lateral

Para a lente biconvexa, em que ambos os focos sdo reais, a fig. 2.36 dd, por
semelhanca dos tridngulos PP'O ¢ QQ'O,

rm S (2.43)
| y P

e. indicando novamente por x e x as distdncias PF e F'Q do objeto e da imagem

aos respectivos focos.,

:I’ ‘r!
m:+J_:_,=_i (2.44)
y I x

o que implica [cf. (2.34)]
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i a0 = (2.45)

resultado devido a Newton, que &€ a forma newtoniana da equacio das lentes del-
gadas [cf.(2.34)].

Uma conseqiiéncia importante da (2.45) €
que, para x — 0, resulta X' — e, e
x — 0 implica x — . A fig. 2.37
mostra a interpretacio desses resultados,
em termos do plano focal objeto #, plano
1 ao eixo que passa por F, e do corres-
pondente plano focal imagem F': a ima-
gem de um ponto P’ do plano # estd no
Fig. 2.37 Planos focais objeto & imagem oo, na direcio SQ’ // PO (FO = OF").

Analogamente, um raio proveniente do e numa dirccdo P; A (ndo // ao eixo)
tem sua imagem Q; num ponto do plano focal #’. Para encontrar esse ponto basta

tracar o raio P O // P; A, que nio € desviado: sua interseccdo com o plano #’ dd
a imagem Q; (= Q:),~a.mesma para qualquer raio incidenic na mesma direcio
(feixe de raios paralelos).

Convergentes Divergentes ; n - 2
i A s . ~ . A fig. 2.38 mostra vérios tipos de len-

A\

(@ (b (©) (d) () () extremidades sdo convergentes; em ca-

Fig. 2.38 Classificacao das lentes: (a) Biconvexa; SO contrdrio, sdo divergentes, como

(b) Plano-convexa; (c) Menisco positivo;  decorre imediatamente do Principio de
(d) Biconcava; (e) Plano-cOncava;
() Menisco negativo

tes, conforme os sinais e valores rela-

tivos dos raios R e R, . As lentes

mais espessas no centro do que nas

Fermat.

Td vimos que, quando admiuimos raios ndo-paraxiais. um objeto puntiforme
ndo dard origem a uma imagem puntiforme, e sim a uma mancha menos nitida.
Esse efeito, para pontos no eixo. € a aberracdo esférica, parte de um conjunto de
aberracdes que prejudicam a nitidez da imagem. H& vdrias outras que aparecem
para pontos fora do eixo.

Além disso, as posicoes das imagens nos resultados obtidos acima dependem
dos indices de refracdo, que variam com a cor (comprimento de onda). Se a luz
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incidente é branca, formam-se imagens em pontos diferentes para as diferentes co-
res que a comf}ﬁem, 0 que constitui a aberracdo cromdtica.

Virios artificios sio empregados para compensar ou reduzir essas aberracdes:
lentes compostas (sistema de lentes com o mesmo eixo), combinagBes de materiais
diferentes, etc.

2.9 Negées sobre instrumenfos éficos

O olho humano (fig. 2.39) contém,
imersas em fluidos transparentes com
‘indice de refracio aproximadamente
igual ao da dgua, uma “lente”™ fixa, a

cornea (C), formada de material duro

¥ ¥

e transparente, ¢ outra flexivel, o cris-
ralino (L), que pode ser comprimida
ou distendida (mudando seu foco) pelo

. miusculo ciliar (M) (Este processo

Fig. 2,39 Olho humano W chama-se acomodacdo). A iris (I) é

um diafragma cuja abertura, a pupila,

se contrai ou dilata conforme a intensidade da iluminagfo. Num olho normal, luz

incidente paralela € focalizada num ponto F da refina (fundo de olho) (R). Nesta

esifio as células (cones e bastonetes) que transmitem sinais ao nerve aiico (N), ©

qual estd ligado ao cérebro. Para uma pessoa miope (hipermétrope), F' cai antes
(depois) da retina, o que se corrige usando lentes divergentes (convergentes).

Ha uma pequena regifio da retina, a fdévea, onde a acuidade visual € midxima, e
geralmente procuramos girar os globos oculares para que a imagem do objeto que
queremos “olhar™ caia sobre ela.

A acomodacéio do cristalino, mudando sua distdncia focal, permite que um
olho normal de uma pessoa jovem possa ver com nitidez desde uma distdncia muito
grande (“e”) até um ponto préximo, localizado a cerca de 15 ¢cm do olho. A distin-
cia dy, em que a visdo é mais nitida € de ~ 25 cm. Ambos variam com a idade;
tomaremos dg = 25 em.

Para examinar um pequeno objeto, procuramos trazé-lo o mais perto possivel
dos olhos, a fim de que a imagem na retina seja 2 maior possivel, mas, para que ela
permaneca nitida, ndo podemos vir mais perto do que o ponto proximo. O tamanho
da imagem na retina ¢ proporcional ao dngulo visual, o dngulo subtendido no olho
pelo tamanho y do objeto.
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}"1 “”g‘ﬁ_;;ﬂ_ﬂ,_ﬁ_‘_b Para a vis3o “a olho nd”, esse &ngulo

d, | (fig. 2.40) € da ordem de
Fig. 2.40 Angulo visual

0, ~ y/d, (2.46)

onde dy € a distdncia de visdo mais nitida (ds ~ 25cm) e supusemos y << dy , de
forma que tg 8y = .

Se usarmos (fig. 2.41) uma lupa (lente de
aumento), a lente convergente L, com o
olho préximo de L e o objeto no plano

,_f_,,,f ok focal # de L, a “imagem” (virtual) sub-
& LY tenderd um &angulo O (raios paralelos)
Fig. 2.41 Lupa
dado por

ou seja, o agumento angular produzido (que € também o aumento da imagem na
retina) €

e 0 d
M=—=20
6, f (2.48)

[A vantagem de colocar o objeto no plano focal é que o olho normal, quando re-
laxado, permanece focalizado no < ]. Convém portanto usar uma lente L de distin-
cia focal f a menor possivel. Como as aberracdes aumentam quando f diminui, isto
limita 0 aumento maximo da lupa a valores menores que 10. Valores tipicos sdo da
ordem de 3.

Para obter aumentos maiores, podemos usar um microscopio composto, cuja
forma esquemadtica mais simples estd ilustrada na fig. 2.42.

Fig. 2.42 Microscopio composio
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O objeto, de tamanho y, é colocado perto do foco objeto I de uma lente de
pequena distancia focal fi . a objetiva, de forma a produzir, como na (2.44), uma
imagem real invertida de tamanho y" & distdncia x* do foco imagem F; da objetiva.
O aumento linear, dado pela (2.44),

_!:I
m=—=—"—== 2.49
6 2 (2.49)

é grande, porque x << fj (o objeto & colocado perto de Fi ).

A imagem y* passa a funcionar como objero real para outra lente, a ocular
(fig. 2.42), cuja funcdo é aumentar seu dngulo visual, funcionando como lupa. Se
v & projetado no plano focal da ocular, de distincia focal > , 0 aumento angular
produzido pela ocular é dado pela (2.43):

d
M= 2.50
% S

e 0 aumento total do microscépio composto € o preduto dos dois, ou seja, € dado

por
- ['dy = 25 cm
x’ dy , =
mM = — x" = comprimento do (2.51)
h 5 tubo do microscépio

Na pritica, tanto a objetiva como a ocular sdo lentes compostas, bastante com-
plicadas, projetadas de forma a minimizar as aberracdes.

Fig. 2.43 Telescopio refrator
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A fiﬂalidade do telescopio refrator mais simples, ilustrado na fig. 2.43, &
aumentar o ingulo visual, ¢ por conseguinte a imagem observada, de objetos muito
distantes (distincias astrondomicas).

A objeriva do telescépio recebe raios praticamente paralelos do objeto, focali-
zando-0s em seu plano focal imagem .# . Raios vindos do objeto dentro de um cone
de direcdes de abertura 6 produzem a imagem real A’ B’ no plano focal # ., que
também subtende um dngulo O vista da objetiva; pela aproximacio paraxial,

8=y/f (2.52)
onde ¥ é o tamanho A’ B’ da imagem e f a distdncia focal da objetiva.

A posicao da ocular € escolhida de tal forma que # também coincide com seu
plano focal objeto, como no caso da lupa, de forma que o dngulo subtendido pela
imagem final de A"B’ € dado pela (2.47):

8 =y /f (2.53)

o

onde f” € a distdncia focal da ocular.

Decorre das (2.52) e (2.53) que o qumento angular do telescopio €

(2.54)

a razao da distdncia focal da objetiva para a distidncia focal da ocular (geralmente
(f >> f"). A imagem, nesse caso, é invertida, mas podem-se empregar diversos
dispositivos para obter uma imagem ereta.

Os telescopios de observatdrios astrondmicos sdo usualmente reflefores. pois €
mais facil fabricar espelhos de grande didmetro do que lentes de boa qualidade
(veremos mais adiante as vantagens de uma objetiva de grande didmetro); além
disso, a aberracio cromatica € eliminada.

2.10 Propagac¢iio num meie inomogéneeo

Até agora consideramos apenas a propagacdo de raios luminosos em meios
homogéneos e os efeitos de reflexdo e refracdo na interface entre dois meios ho-
mogéneos diferentes. Que acontece num meio inomogéneo, cujo indice de relracdo

varia continuamente de um ponto a outro? [ = n(x) ]



36 OJ._G geomeinGs

Um exemplo de um tal meio € a atmosfera. O indice de refracio de um gds
aumenta com a densidade. Assim, na atmosfera terrestre, ele € mais elevado na
vizinhanca da superficie da Terra do que a grandes altitudes — numa escala de

dezenas de quilémetros.

n(z)

i ZA
1 T
I i B, :7-/.:_,3_ n.
] 3 L s
i - ;
: : : 63 %1“‘_ B: n,
& l I I :
| i I ! I
i n3 I ! I z { nz
E 5 T | TNEY
ni | i i i i f
1 I i T i 5: rn,
! 3 < SlLI v
O > Z o]

(a) (b)

Fig. 2.44 Meio inomogéneo

Para ver o que acontece no caso mais-simples em que n varia apenas numa
dire¢do, que tomamos como sendo z, podemos substituir a variacZo continua de n
por uma “escada” [fig. 2.44(a)], ou seja, por um meio estratificado, em que n varia
apenas de camada para camada: no limite em que a espessura das camadas — 0,

reproduzimos a variacdo continuva.

Aplicando a lei da refracdo a cada interface, terfamos [fig. 2.44(b)]
.=nysenb; = n, sen B, = n, sen O,

ou seja, 0 dngulo 6 entre o raio € a direcdo z vai variando, ¢ no limite podemos

escrever

nsen 8 = constante (2.55)

que leva a uma variacdo continua de 0 com n: num meio inomogéneo, 05 raios
luminosos sdo curvos. Se n decresce de baixo para cima, eles se encurvam como na
fig. 2.44(b); se n cresce [como na fig. 2.44(a)] , a curvatura seria em sentido
oposto, aproximando-se da normal.
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Fig. 2.45 Posicdo aparente de uma astrela
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A situac@o em que n decresce com a alti-
tude ocorre, na escala astrondmica. com a
atmosfera terrestre, como vimos. Assim,
os raios luminosos provenientes de uma
estrela proxima do horizonte sio desvia-
dos de = 0,5° durante a penetracio na at-
mosfera (fig. 2.43). Como estamos acos-
tumados com a propagacdo retilinea, ex-
trapolamos a direcdio em que a luz nos

chega, “vendo” a estrela numa posicio aparente 0.5° mais elevada do que a posicio
C posic

real.

Como o didmetro angular aparente do Sol visto da Terra € = 0,5°, “vemos” o

Sol, pela mesma razdo, com seu disco logo acima do horizonte, quando nasce ou se

poe: € quando ele estd, justamente, logo abaixo do horizonte.

Fig. 2.46 Miragam

Num dia muito quente, em que camadas
de ar junto do asfalto estio mais quentes
do que as que ficam acima, # cresce com
a altitude e os raios se encurvam em sen-
tido oposto, fazendo-nos ver simul-
laneamente (fig. 2.46) luz vinda dire-

tamente de um carro ¢ luz “refletida” pelo asfalto, como se ele fosse a superficie

de um lago. Essa € também a origem das miragens num deserto.

_n
cs

1 = constanie

Fig. 2.47 Vetores unitarios

Dado n como funcdo da posicdo, pode-
mos generalizar a (2.55) estratificando o
meio através de superficies n = cons-
tante, com valores proximos umas das
outras. O dngulo 8 € entdo o dngulo entre
a direcio 0 do raio ({i = vetor unitirio da
tangentc ao raio) ¢ a direcdo de N , vetor
unitirio da normal 2 superficie n = cons-
tante, e a fig. 2.47 dé

-~

senB=u-T



38 Otir:: gEomErics

o4 - R - =1a = AT A by o =
onde T € um vetor unitdric [no plano de incidéncia (N .u)] tangente a superficie
: ot T e
n = constante. A generalizacdo da (2.33) ¢ entédo

A (?r. fl) T=0 (A = variacdo ao longo do taio) (2.56)

Partindo de um ponto inicial Py e de uma direcio inicial do raio ﬁg , podemos entio
ir tracando a trajetéria do raio no meio, com o auxilio da (2.56).

Vamos ver que é possivel obler uma equacdo diferencial para o raio, tomando
como pardmetro o arco de curva s descrito ao longo do raio (comprimento do arco)

a partir de uma dada origem. A equacdo da curva, x = x(s). chama-se equacdo

intrinseca.
dx raio e
S/v Sabemos que (fig. 2.48)
P dx
% 0= dx| = ds 257
/ o, (ed=4a5) @5

Fig. 2.48 Deslocamenio dx ao longo de um raio Partimos da identidade

(na) =n’ (2.58)
e diferenciamos ambos 0os membros, obtendo
(nﬁ)—d(nﬁ)zndn { ﬁ-d(nﬁ)zdﬂ

Se dn € a variacdo de 7 para um deslocamecnto dx ao longo do ralo. temos,
pela definicdo do gradiente,

dn=gradn-dx =gradn-d—xds:ﬁ-gradnd5
§

= Numa superficie de descontinuidade entre dois meios 1 e 2, temos
A {n ﬁ) =1, ﬁ: — fi]

e a(2.56) € equivalentc & lei de Snell, pois T - i;=sen6; (j=1.2
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e, substituindo na equacio acima, vem

- d (n 11)

= i1 - grad n (2.39)

O vetor urad n €, como sabemos, perpendicular as superficies n = constante,
ou ‘-ae_]d &1/ N (fig. 2.47). Mas o _mesmo vale para d (n {h ! ds, pois, pela (2.56),
n 1 sé pode muddr ao longo de N (ndo muda na direcdo tangencial T ). Logo.

M

decompondo 2 nas direcOes N e P , vemos que a (2.59) equivale a

d " d dx .
—na)= —|n—|=gradn 2.60
ds ( ) ds ds ok { ‘
que se chama de equacdo diferencial dos raios. o

Em particular, num meio homogéneo, onde n = constante ( . gradn = 0), a
(2.60) fica

d*x
3 =40 (2.61)
ds®
cuja solugio geral é 2
X=as+b

onde a ¢ b sdo vetores constantes:

a = U, (direcdo inicial do raio)

(2.62)

b = X, (posicdo inicial)

Recuperamos assim a propagacdo retilinea num meio homogéneo.

2.171 A analegia ético-mecéinica

Em 1831, William Rowan Hamilton descobriu uma analogia extremamente bo-
nita entre a drica geométrica e a mecdnica cldssica. Foi com base nessa analogia
que ele reformulou as leis da mecénica cldssica em termos das equacdes de Hamilton,
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que sdo discutidas em cursos de mecinica analitica; a equacdo de Hamilton-Jacobi,
geralmente apresentada nesses cursos de forma muito abstrata. tem uma interpre-
tacio fisica muito simples e intuitiva quando formulada em termos dessa analogia.

A analogia compara a trajctéria segundo a Stica geométrica de um raio lumi-
noso num meio inomogéneo. de indice de refracdo n(x) , com a trajetéria de uma
particula num campo de forcas conservativas, de acordo com as leis da mecénica
cldssica. A motivacio estava relacionada com a teoria corpuscular da luz; ja vimos,
p. ex., na interpretacido corpuscular da reflexio e da refracdo, gue os desvios da
direcdo de propagacdo nestes casos sdo atribuidos a forcas que atuam sobre os
corpidsculos na interface entre dois meios.

Num meio 6tico inomogéneo, como vimos, a trajetéria de um raio luminoso
fica detcrminada quando damos sua posicdo inicial Xg e sua direcdo inicial, de-
finida pelo vetor unitdrio {\m tangente ao raio em Xo. Na mecénica cldssica, para
uma particula de massa /m num campo de forcas conservativo em gue a energia
potencial € V (x ), ndo basta dar Xp € a direcdo inicial g do movimento: & preciso
dar a velocidade inicial vo = vo o, gue contém, como informacdo adicional, a mag-
nitude vy da velocidade.

Entretanto, se a energia toral E da particula for fixada, v fica totalmente de-
terminada pela posicdo inicial xo. Com efeito, a conservagio da energia da

P v) = B = om Vi) + Vo) (2.63)

onde p = m v é o momento linear da particula. A (2.63) dd entdo

2
v =l = > [E - V)] = vol) 2.64)

ou seja, a magnitude vy da velocidade em cada ponto x; fica inteiramente determi-
nada para E dado: s6 resta arbitrar a direcdo inicial ﬁo da trajetéria, como no c¢aso
dos raios luminosos.

Temos entdo, em cada ponto X, um valor bem definido da magnitude p (x) do

momento linear de uma particula que passe por esse ponto:

p(x)=mv(x)=2m [E-V(E)] (2.65)
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Seja X = X (s5) a equaclo paramétrica de uma trajetéria, em funcfo do arco de
curva 5 a0 longo da trajetéria. Se s = 5(r) € a lei hordria do movimento ao longo
da trajetoria, temos entdo ds/dt = v, e

v:—:—‘—: '_=Vﬁ (266)

A s N ) . e
onde w vetor unitdrio na direcdo da velocidade, € tangente a trajetéria.

Para determinar a trajetdria, aplicamos a 2.* lei de Newton:

9P _F_ _oradv (2.67)
dt
onde
. . o
ip _dp dézv‘f_P:mvd‘:yd{pd"[ (2.68)
dt  ds dt  ds ds ds\' ds)

em que foi usada a (2.66).
Por outro lado, a (2.63) da, pela regr{i da cadeia,

13
orad p = op grad V = “i{z m |:E - V(x)} gradV = — = gradv  (2.69)
aVv 2 P
: F o P - i
.—gradV = —grad p = v grad p (2.70)
FiL

Substituindo a (2.68) ¢ a (2.70) na (2.67), obtemos finalmente a equacdo dife-
rencial das trajetorias:

d

dx
2| = or - Z231
Ts { (X) da} gladp(x) ( )

que tem exatamente a mesma forma que a equacdo diferencial dos raios na otica
geométrica, com # ( X ) substituido por p (x) [cf.(2.60)]. Como n ( x) é um nimero
(adimensional), para completar a analogia basta dividir os dois membros da (2.71)
pela constante
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po=~2mE (2.72)

que é o momento de uma particula livre de energia E, definindo:

p =20 iy V) (2.73)
po ¥ E
que € real para E > V(x) (regido acessivel ao movimento).
A (2.71) daentdo
d dx
n(x)— rad n 2.74
; S[ (x) 7 J g (2.74)

que ¢ exatamente a equagdo diferencial dos raios, (2.60).

Logo, a trajetdria cldssica de uma particula de energia E num campo de
forcas de energia potencial V (X) € idéntica a trajetéria de um raio luminoso num
meio inomogéneo de indice de refracio dado pela (2.73), de acordo com as leis da
dtica geométrica. Essa é analogia dtico-mecdnica descoberta por Hamilton.

Exemplo: Consideremos o movimento de uma particula no campo gravi-
tacional uniforme proximo a superficie da Terra, para o qual

Vig)=mgz
tomando origem no solo (z = 0). Seja
E=mgh

(h = altura maxima atingivel pela particula). Temos entfo, pela (2.73),

; Z
Tt

\

que diminui quando z aumenta, como na fig. 2.44(b).
Se tomarmos a origem como ponto inicial da trajetoria, com u no plano (x.z),

ﬁ" = ((xu 2 BU} [CLG = BD = cosenos dirctores)
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a trajetéria permanece nesse plano, e a componente x da (2.74) fica

d [ dx} dn Jl dx [ dx\
# e == {J n— = constante = | n——

ds ds) ox 5 .ﬂijO

onde, pars, x=z=0,(dx / ds ==, en{z=0) = 1. Logo

nd_x_a dx Cly
ds ! ds Hlﬁ(z,'h)

Como (dx) + (dz) = (ds) . isto d4

B

A
£

fﬁ B3 -/ H)

= e = 1 —(z/h)

ds \J E

onde o sinal decorre de (dz/ ds)o = up. = P .
Dividindo membro a membro uma dessas relagGes pela outra, vem

Integrando ambos os membros entre (0,0) e (x,z), vem

0-50 = 2h [BU == ﬂBS - ‘;’J

. z A
e, resolvendo em relacdo a z, a
o
r 2
By ¥ (,_ E
A _— 2 i I == e
_ Oy Ah Oy | L mg
Lesmmpmanpe i e X

Fig. 2,43 Trajeloria parabolica

43



44 C’ti':d sEométics

equacio da pardbola (fig. 2.49) que passa pela origem, com direcdo inicial
U = (0w, Bo) no plano (x,2), que € a trajefbria prevista pela mecénica cldssica para
a velocidade inicial vgan =N 2E/m (0g, Po) (verifigue!).

Uma das aplicagfes importantes da analogia Stico-mecénica é a drica eletrd-
fica, ou, mais geralmente, a Gtica de feixes de particulas. Trata-se de manipular um
feixe de particulas, tratado pela mecénica cldssica, como se fosse um feixe de luz
na aproximacdo de 6tica geométrica, usando campos de forcas para desviar ou fo-
calizar o feixe, construindo elementos andlogos a espelhos, prismas, lentes, etc..

No caso dos elétrons, por exemplo, podem ser usados campos eletrostdticos
para esse fim. Um campo elétrico uniforme entre placas paralelas, que produz uma
trajetéria parabdlica, como vimos no exemplo acima, é usado para desviar um feixe
de elétrons, funcionando como um prisma na ética. Isso se faz num tubo de os-
ciloscopio ou de TV, por exemplo.

Um exemplo de uma lente eletrostdtica
(fig. 2.50) € uma placa com um pequeno
orificio circular, com uma diferenca de
potencial em relagfic a outra placa dis-

tante. As superficies equipotenciais (fig.
2.50) formam protuberincias para fora do
orificio, e a for¢a F sobre um elétron

num ponto P tem uma componente radial

| ; que aponta para o eixo, exercendo um

|
| !
| i

Fig. 2.50 Lenie eletrostatica; 1.f. = linha de forca

I
!

efeito de focalizacio. Lentes andlogas a
essa $d30 empregadas no microscépio ele-
tronico, que permite obter aumentos muito mais elevados do que um microscépio
otico, por razdes que serfio discutidas mais adiante (Sec. 4.8).

Existem também lentes magnéticas para particulas carregadas. A focalizagdo
desempenha um papel importante para os feixes de aceleradores de particulas.

A analogia Gtica-mecinica também teve um papel fundamental na formulagio
da mecénica quéntica, conforme veremos.

Observacdes:

Na dtica geométrica, como vimos, o caminho 6tico entre dois pontos Py e P; é
estaciondrio, ou seja,

t P
| Principio de Fermat: & | nds=0 |
. ]
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Pela analogia 6tico-mecinica. o andlogo dessa propriedade para trajetorias na
mecinica cldssica é:

Principio de Maupertuis: 0 '[; pds = 0 ‘

Uma vez obtida a trajetdria, a lei horaria sobre ela resulta da relagdo

di =

: basta integrar

ds
» &)

PROBLE MAS

1. O ingulo de incidéncia 6, para o qual o raio refletido € perpendicular ao
raio refratado chama-se dngulo de Brewster. (a) Obtenha o angulo de Brewster
01 s em funcdo do indice de refracdo relativo m» do meio 2 em relagdo ao meio 1;
(b) Calcule 6,5 para as seguintes interfaces: ar/dgua: ar/vidro comum.

2. Num galvandémetro sensivel, a deflexdo do fio de tor¢do produzida pelo
campo magnético da corrente € medida pela deflexdo de um feixe de luz refletido
por um pequeno espelho plano preso ao fio. Se o espelho gira de um dngulo 0, de
quanto gira o feixe de luz refletido?

3. Quantas imagens de uma fonte puntiforme situada entre dois espelhos que
formam entre si vm dngulo 6 = 90° sdo produzidas? E se 6 for = 120°? Generalize
para 8 = 21 /n, com & inteiro.

4. Uma pessoa tem 1,75 m de altura, e a distancia de seus olhos ao solo € de
1,60 m. Para que ela possa ver a sua imagem completa num espelho plano de porta
de armaédrio: (a) qual deve ser a a altura minima do espelho? (b) a que distancia do
chéo deve estar a borda inferior do espelho?
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5. Uma lamina de vidro de faces planas paralelas tem um indice de refracdo
n e espessura 4. Um raio de luz incide sobre ela com angulo de incidéncia 6.
Mostre que o raio transmitido através da lamina € paralelo ao raio incidente. A
distAncia perpendicular d entre o raio transmitido e o prolongamento do raio inci-
dente chama-se desvio lateral. Calcule d em funcdo de n, h e 6;.

6. Considere um prisma de ingulo de
abertura o e um raio incidente sobre uma
face com #ngulo de incidéncia 0;: seja n
o indice de refracdo do prisma. Chama-se

desvio O o dngulo entre as direcdes do
raio emergente e do raio incidente (fig.).
Mostre que, para pequcnos angulos de

abertura (00 << 1) e pequenos dngulos de
incidéncia (8, << 1), o desvio € independente de 6; ¢ € dado por O0=(n-1)c.

7. Relacione & no Probl. 6 com n e 8, no caso geral (sem supor o e 8; pe-
quenos), ¢ mostre que & é minimo quando o dngulo de emergéncia 6" (fig. acima)
¢ icual a 8,. Mostre gque, quando isso acontece, vale a relacéo

i -'SEH l —Ii
o L (6+-:1)J!

| R

onde & € o #ngulo de desvio minimo. Essa relacdo ¢ empregada para medicOes
precisas do indice de refracdo n.

8. Quando um raio de sol penetra numa
gota de dgua, ele sofre reflexdes mil-
tiplas internas acompanhadas de trans-
missdes parciais para fora. Considere
um raio ABCDE que sofre uma unica
reflexdo interna antes de emergir da
gota (fig.). (a) Mostre que o desvio O

do raio emergente DE em relacado a di-

recdo de incidéncia AB € dado por



B=n+26 —48,

onde B, € o dngulo de refracdo associado ao dngulo de incidéncia 9§, (trate a gota
como uma esfera de fndice de refracdo n). O arco-iris primdrio se forma gquando o
desvio 8§ ¢ minimo. (b) Mostre gue isso acontece para um #ngulo de incid@ncia
0. tal que

2
4 —n*

sen B, =
sefl B = 41—

(¢) Calcule o dngulo O correspondente (dngulo do arco-iris primdrio) para luz ama-
rela.

9. No modelo simplificado de fibra dtica

discutido na Seg. 2.4 (cilindro circular de
vidro), calcule o &ngulo de incidéncia ©
méximo na face de entrada (fig.) para o
gual a luz serd guiada dentro da fibra por

reflexBes totais sucessivas, em funcio do

indice de refracdo n da fibra.

10. Repita a deducdo vista na Sec. 2.6 para um espelho esférico convexo,
mostrando que se obtém a mesma relagdo distancia-imagem (2.18), mas com R < 0,
Mostre que a expressdo (2.21) do aumento lateral também permanece vilida nesse
caso.

11. Para um espelho esférico, também podemos tomar a origem no foco F,
em Iugar do vértice do espelho. Sejam PF = x e QF = ' as distincias objeto e
imagem, respectivamente, referidas ao foco. Demonstre a formula de Newton
xx = f7 [cf. (2.34)].

12. Justifique os seguintes métodos rapidos para determinar se um espelho
esférico é concavo ou convexo: (a) Olhando para a propria imagem desde um ponto
proximo ao espelho: se a imagem € aumentada, o espelho € cdncavo; se € dimi-
nuida, ¢ convexo. (b) Olhando de uma grande distdncia: se a imagem ¢ invertida, o
espelho € coOncavo; se € ereta, € convexo.
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13. Repita a deducgio da Sec. 2.7 para uma superficie refratora esférica cdn-
cava, mostrando que a (2.28) permanece vélida (com R < 0), bem como a udltima
expressao na (2.32) para o aumento lateral.

14. A partir da (2.20), trace um gréfice de (¢ /f) em funcio de (p/f), to-
mando para (p/f) os pontos £0,5,£1,0,£1,5,+2.0 e +3,0. Para cada um desses
pontos calcule o aumento lateral. Interprete os resultados em termos de objetos
reais ou virtuais, imagens reais/virtuais, eretas ou invertidas, para cada um dos pon-
tos acima, fazendo o trzi:;ado de raios correspondente, (a) para um espelho céncavo;
(b) para um espelho convexo.

15. O didgmetro médio da Lua é =3,48 x 10° km e a distdncia Terra-Lua é
~3,82 x 10° km. Se empregarmos um telescépio refletor esférico de 5 m de dia-
metro para observar a Lua, qual serd o didmetro.da imagem da Lua vista pelo

telescopio?

16. Deduza a equacdo (2.42) para uma lente delgada construindo a imagem
por duas refracOes sucessivas, nas superiicies esféricas dianteira e traseira da
lente.

17. Deseja-se projetar um espelho de toalete concavo que aumente a imagem
2 vezes, para jovens de visdo normal, com distidncia de visio mais nitida
di = 25cm. (a) Qual deve ser o raio de curvatura? (b) Qual € a distincia ideal de
uso?

18. Um espelho esférico tem distincia focal £ Ache duas posicdes de um
objeto para as quais o tamanho da imagem € A vezes maior que o tamanho do
objeto. Discuia todos os casos possiveis, conforme o espelho seja concavo ou con-
vexo e a imagem (objeto) seja real ou virtual; em cada caso, desenhe o tracado de
raios mostrando as posicGes de objeto e imagem em relacdo ao vértice e ao foco do
espelho.

19. O raio de curvatura de uma lente plano-concava de vidro (n = 1.5) é de
0,5 m. Calcule sua disténcia focal (a) no ar; (b) quando imersa num liguido
{ 5:C) de indice de refracido absoluto 1,63. Comente o resultado.
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20. Sem fazer a aproximac@o paraxial, calcule a distincia ¢ da “imagem” pro-
duzida por uma superficie refratora esférica convexa de raio de curvatura R para
um raio incidente paralelo ao eixo. em funcio do indice de refracio relativo nj e
do dngulo de incidéncia 8,. Mosire que o resultado depende de B;, mas, na aproxi-
macio paraxial, reduz-se a distdncia focal imagem, independente de 8;.

21. Uma lente delgada convergente de distdncia focal f € colocada entre um
objeto e um anteparo fixos, a uma distincia 4 > 4f um do outro. Desloca-se a lente
até que ela forme uma imagem nitida do objeto no anteparo. (a) Mostre que exis-
tem duas posicOes diferentes da lente para as quais isso acontece. (b) Sejam " e
y” os tamanhos da imagem correspondentes a essas duas posicdes. Demonstre que
o tamanho do objeto é a média geométrica de y e v".

22. Demonstre que a distincia focal de uma lente delgada biconvexa pode ser
expressa em fungdo do didmetro D da lente, de sua espessura ¢ ¢ do seu indice de
refracio s, relativo ao meio.

23. Obtenha a equac@o das lentes delgadas para uma lente de indice de re-
fracdo n; situada entre dois meios de indices n; e ns. Verifiqgue que o resultado se
reduz ao que foi obtido. quando 71 = ns.

24, Chama-se poténcia P de uma lente, o inverso de sua distdncia focal f (se
S for medida em m, P se mede em dioptrias). Considere duas lentes delgadas de
poténcias P e P; em contato uma com a ouira. Mostre que equivalem a uma tnica
lente de poténcia P = P, + P, (soma algébrica).

25. Se dermos um pequeno deslocamento Ap & posicio de um objeto, ao
longo do eixo de uma lente delgada, a imagem desse objeto se desloca de Ag. A
razdo A g / A p chama-se aumernfo longitudinal. Demonstre que

Ag/Ap=-m

onde m € o aumento lateral: podemos considerar A g como a imagem de um pe-
queno objeto situado ao longo do eixo. Se esse objeto € uma seta, a imagem aponta
no mesmo sentido ou em sentido oposto?
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26. O indice de refracdo de um meio inomogéneo, em fun¢éo da altitude z, é
dado por n = ng + n’ z, onde ny e »’ sdo constantes. Um raio luminoso no plano (x

z) parte da origem numa direcic de cosenos diretores ( 0, By ). Obtenha a equacio

da trajetdria desse raio.

27. Uma esfera transparente de fndice de
refracio n, espelhada numa calota AB da
sua superficie, com centro em C (fig.), €

usada como reiro-refleior: qualquer raio
1 paralelo ao eixo CD e paraxial (préxi-

mo ao eixo) € refletido em C e volta em

sentido inverso (raio 2, fig.)

Calcule o indice .

28. Uma lente delgada biconvexa tem distdncia focal f. (a) Demonstre que a
distdncia minima entre um objeto € sua imagem real ¢ igual a 4f. Para que distan-
cia p do objeto a lente esse minimo é atingido? (b) Qual € o aumento lateral na
situacdo do minimo? (¢) Desenhe o tracado de raios correspondente 2 situacdo do

minimo, tomando como objeto uma seta perpendicular ao eixo.



INTERFERENCIA

3.1 interferéncia de endas

IUm experimento fundamental para demonstrar a natureza ondulatéria da luz
foi realizado em 1801 por Thomas Young. Young, formado em medicina, deu con-
tribuicdes fundamentais & teoria da elasticidade (mddulo de Young), 4 anatomia
(mecanismo da acomodacao no olho) e a egiptologia (ajudou a decifrar a pedra de
Roseta), além das suas contribuicfes a Otica.

Um efeito caracteristicamente ondulatério, cncontrado quando ondas se super-
pdem, € o efeito de interferéncia. que ja discutimos para ondas sonoras (Fis.Bds. 2,
cap. 6). Foi Young quem primeiro chamou a atencdo para esse efeito, dando o
exemplo de dois conjuntos de ondas na dgua que chegam juntos a um canal estrei-
to, observando: “se entrarem no canal de tal forma que as elevacdes de um coin-
cidem com as do outro, produzirio como resultado clevacdes maiores; mas se as
elevacoes de um coincidem com as depressdes do outro, preencherdo exatamente
essas depressdes, € a superficie da dgua permaneceri em repousc. Afirmo agora
que resultados semelhantes ocorrem quando duas porcées de luz se juntam, € € o
que chamo a lei geral da interferéncia da luz”. '

Para demonstrar esse efeito, Young usou
uma fonte puntiforme de luz F (fig. 3.1)
para iluminar um anteparo opaco i onde
havia dois buraquinhos de alfinete P; e P,

2 muito préximos entre si, € observou o re-
P, sultado sobre outro anteparo O, cada pon-

to P do qual € atingido por dois caminhos
diferentes 1 (P;P)e 2 (P-P) . Em lugar
do resultado ser a soma das iluminacoes

A f
Fig. 3.1 Experimento de Young
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dos dois orificios, apareciam franjas brilhantes e escuras, as franjas de interferén-
cid..

Para analisar cfeitos como esse, precisamos de uma representacdo do sinal lu-
minoso. Vimos no curso de eletromagnetismo que a luz é uma onda eletromag-
nética, descrita através dos campos E ¢ B. Entretanto, para entender os efeitos de
interferéncia e difrag@o da luz, nfo € necessdrio, na maior parte dos casos, levar em
conta 0 seu cardter vetorial. Simplifica muito o tratamento empregar, como fare-
mos, uma funcio de onda escalar E(X.t), que poderia ser pensada como um and-
logo escalar do campo elétrico da onda. Discutiremos a 6tica eletromagnética no
Cap. 3.

As experiéncias de interferéncia mais simples sdo feitas com /luz monocromd-
tica (p. ex., luz amarela de vapor de sédio), correspondendo a uma frequéncia an-
gular de oscilacio ® fixa. Para simplificar a andlise de oscilagdes harmdnicas, con-
vém adotar, como sempre temos feito (Fis.Bds. 2 ¢ 3), a notacdo complexa, escre-

vendo

:IE (X,f) = RE‘-|: V(X)EWEU” } (32)

Na representacdo de uma onda plana, p. ex.,

v(x)erfa g { E(X,f):ACDS(k'X—'(DI"i—S)g (3.3)

A = amplitude (real) da onda (A e W= amplitude complexa
P

wix,f) =k -x - ot + & = fase daonda

A m m vy = velocidade de fase

k=kun=vetordeonda ; k=—=n—=mnk; L -
v & n = indice de refragfo
27 . : .
k= " nimere deonda ; A = comprimento de onda no meio
2n ; .
21 T . k,=—=nmnimero de ondareduzido

W=2nV=—; V=f{reqiiéncia; 7= periodo Ao

T
A, = comprimento de ondano vicuo
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o0 inleErerencd 8 oncias

A ’ - s
u = versor da direcdo de propagag¢do

8 = constante de fuse.

K Ag frentes de onda (superficies de fase
- = constante) sao planos perpendiculares
— 1 = condlal o s e
| u a direcao do vetor de onda k (fig. 3.2).

///

Fig. 3.2 Onda plana

Analogamente, para uma onda esférica, proveniente de uma fonte puntiforme,
como o oscilador de Hertz (Fis. Bds. 3),

A

ikr
v id €
/ Y (x) —Ae .
F r A
= E(x,1)=—cos(kr—oz+9d)
”
Fig. 3.3 Onda esférica CSt)

onde r = I x|.

A amplitude cai com (1/ r), e as frentes de onda sdo csferas » = constante (fig.

m >
Lo
\;_1‘

Como relacionamos a intensidade da luz com a funcio de onda associada
E(x,1)? A intensidade estd relacionada com a energia por unidade de¢ tempo e de
drea que atravessa um elemento de drea perpendicular a dire¢fo de propagacdo (cf.
Fis. Bds. 3).

Para uma onda monocromdtica, o valor instantineo da intensidade oscila
no tempo, numa dada posi¢do x, como cosg(mt + o), onde o ¢ uma constante
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1 he=—==— o [cf.(3.3), (3.4)]. Para luz visivel,
i L N LR, ® ~ 107 s 7", essa oscilagfio ¢ tdo rdpida
ol 'l,. Fi o & & 7
2 \ / \ / \\ / que um detetor s6 registra o valor médio
0 \/ N \\_//I_

temporal, com (fig. 3.4)
Fig. 3.4 Valor médio

valores médios
P&
.".I \

=
= <

(3.5)

< cos? (01 + o)

sen’ (7 + o) > =

Por conseguinte, podemos dizer que o valor médio da iniensidade € propor-

cional a

2

I(X) = I 1}(}()

(3.6)

que é constante para uma onda plana e cai com o inverso do quadrado da distdncia
a fonte para uma onda eslérica, _

No experimento de Young com luz monocromdtica, a funcdo de onda resul-
tante num ponto P € a soma de duas contribuigBes, uma proveniente do orificio P,
e outra de Ps :

E(x,1) = Re[ v (x)e " + v, (x)e""“”} (3.7)

Logo, a intensidade resultante em P €

1) =] :@:)—H (3.8)

Como le '®"| = [ , o fator temporal ndo afeta o resultado. Por essa razdo, em
todo o tratamento de ondas mornocromdticas daqui por diante o fator temporal
e '™ serd omitido; trabalharemos diretamente com a funcfio de onda resultante

v (x) , ficando subentendido que o resuitado completo, dependente do tempo, €
dado pela (3.2).
A (3.8) pode ser escrita

e
-

I(X) = l ‘Ullgf% + E|‘L;2 ]e“pl

(3.9)
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(8]

onde indicamos separadamente o mdédulo e a fase (argumento) de cada nimero com-
plexo. Resulta

B B
_i"ii T]"zi T{"ll

L&) = b =+l + 2 v cos[0s - @, ] (3.10)

— cuja interpretacdo geométrica em termos
¥a do diagrama de Argand no plano comple-

\1{,‘13‘ \;:/.2_’% xo (fig. 3.5) € reclacionar o médulo da re-

v, 7 e sultante de dois vetores com cada um de-

" =0, /N, _— les. Como lv; I* é a intensidade I; devida

: . somente a onda v; (analogamente para
Fig. 3.5 Soma de dois nimeros complexos 1 = b

I, ). o resultado pode ser reescrito:

(I =1 +1, +2I, I, cosA | (3.11)
onde
A =@, - 0, = DIFERENCA de FASE entre as 2 ondas (3.12)

O idltimo termo da (3.11) chama-se fermo de inferferéncia. e a (3.11) é a lei
bdsica da interferéncia entre duas ondas.

Temos interferéncia construtiva quando A =2an (n=0,%1,%£2,..) .
cosA = 1, e interferéncia destrutiva quando A = (2n + 1)7%, cosA = — 1 :

:f_‘s = Ao = I'= (ﬁJr\/E)E (cc-nstrutiva)

' (3.13)

ﬂ = Rrel)it=s.t = (\[E—,‘E)z (destruti\-'a)_

Em particular, se as duas ondas tém a mesma intensidade (/; = 5 ) , resulta
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=417 (cc-nstrutiva)
IL.=1

\I =10 (destrutiva) (3.14)

Efeitos de interferéncia como esses sio caracteristicos de ondas, e inexplicé-
veis numa teoria corpuscular da luz, quando esperarfamos que a intensidade resul-
tante fosse a soma das intensidades, sem termos de interferéncia. E particularmente
intrigante que “luz mais luz” possa resultar em escuriddo!

3.2 Anéglise do experimenieo de Young

A ® No experimento de Young (fig.3.6), ti-
I picamente, a distincia d entre as aber-
turas € muito pequena em confronto
com a distdncia entre os anteparos A e
O' ©. Vamos tomar como orificios fendas

longas (perpendiculares ao plano da

fig. 3.6), de modo que a figura de in-

terferéncia observada teri a mesma

simetria (tomamos a fonte F sobre o
Fig. 3.6 Experimento de Young eixo).

De conformidade com o Principio de Huygens, os pontos P; e P2 funcionardo
como fontes puntiformes, gerando ondas esféricas. Como sdo excitados pela mesma
frente de onda incidente &, oscilardo na mesma fase (tomamos a origem das fases
sobre A, para simplificar) de forma que podemos representar a fun¢do de onda no
ponto de observacdo P (contribui¢bes de Py e Pa) por

A ik A [k
U(P):V]__I_V_‘T_F:r_e{t +;—€%' (3.13)
1 ¥

pois, devido a excl Lagﬁo simétrica, as amplitudes A também scrio as mesmas; na
(3.15), 1 =PiPern = P,P.
Seja R = PO. C0m0 d << R, vemos na fig. 3.6 que

d
i =R——senf
2

(3.16)

o= R+ isen@
2



3.8 Andlise do exgerimanio de Voung 5?

Nos denominadores da (3.15), podemos substituir r; e r por R , com erro
desprezivel. Entretante, isso nido se aplica aos expoentes das exponenciais, pois

kdzzn%:ﬁ:‘l (3.17)

Com efeito, a distdncia d entre as fendas € tipicamente muito maior que o
comprimento de onda no visfvel,

Logo,

sen GJTI%GXP {fkR-'rizd sen B‘) (3.18)

1 A?
I =1, = — (3.19)
’ 1 ) 2
e
cuja interpretacfio fisica é imediata;
dsen® = r, —n (3.21L)
€ a diferenca de caminho entre as contribuicdes de Py e P; .
A (3.11) fica entdo
A
I =21 (1 +cos A) = 4 [, cos” > (3.22)

onde [, € a intensidade que resultaria se uma tinica fenda estivesse aberta.
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i E A intensidade € mdxima em O’ (fig. 3.6),

E E onde 8 = 0 (contribuicOes em fase), e os-

n / i cila periodicamente entre 4 /; ¢ 0, confor-
J RAVARWE

e \J |

\ me indicado na fig. 3.7, correspondendo

i
\J:: ; a franjas de interferénciq claras e escu-
—3r 28 -& 0 T 2T 3® o f J f

Fig. 3.7 Intensidade em funcdo da defasagem  F2S-

O espacamento angular entre dois minimos (ou maximos), como sen@ = 0 nas
condi¢cOes consideradas, ¢

2T A
AQ = a = E ({.‘: 1) (3.23)

€ 0 espacamento correspondente, no plano de observacao 0,6 ~RASB.

Para A=5%107cm , d=05mm=5%10"cm . temos A8~10"rade ., se
R ~2m = 2x10%cm , o espacamento das franjas € RA® ~ 2mm.

Pelas (3.20) e (3.21), as condicdes de interferéncia construtiva e destrutiva se
interpretam facilmente:

L—nrL=nh=A=2nm (constmtiva)

B it = (n - %]?L = A = (2n+I)n (destrutiva)

w

(3.24)

Nasg palavras de Young, “O centro ... € sempre brilhante, e as faixas brilhantes
de ambos os lados estdo a distdncias tais que a luz, chegando a elas de uma das
aberturas. terd percorrido uma distdncia maior do que a que vem da outra. de um
intervalo igual 3 largura de uma. duas, trés ou mais das ondulacGes, ao passo que
as escuras correspondem a uma diferenca de meia ondulacio, uma e meia, duas e
meia, ou mais.” Young usou os resultados para estimar, com razodvel precisdo, 0s
comprimenios de onda associados aos extremos violeta ¢ vermelho do espectro.

Para pontos P entre A e O no plano da fig. 3.6, as equacdes (3.24) definem
uma familia de hipérboles r» — ri = constante com focos em P € P> . que sdo os
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%]
el
i
)

lugares geométricos das linhas nodais e antinodais, interseccdes de cristas com
vales ou respectivamente, de cristas (vales) com cristas (vales), para frentes de
ondas secunddrias emanadas de P, e P» . Essas hipérboles sfo visivels em experién-
cias com tanques de dgua e ondas bidimensionais na superficie da dgua.

Poderia parecer a primeira vista que intensidades duplas das que resultariam da
soma das intensidades devidas a cada abertura isoladamente violariam a conservacio
de energia, mas h4 uma compensacdo entre interferéncia destrutiva e construtiva.

Com efeito, se calcularmos a intensidade média das franjas sobre uma
regifio que contém vdrias franjas, o valor médio de cos (A / 2) na (3.22) é 1/2
[cf.(3.5)]. o que da para a intensidade média

que € a soma das intensidades devidas &s duas aberturas. A figura de interferéncia
corresponde apenas a uma redistribuicdo dessa intensiﬂade média.

As franjas também podem ser observadas (o que Young fez) com luz incidente
branca, como a luz solar. Ncsse caso, a franja central é branca mas as laterais sdo
coloridas: cada cor do especiro produz uma figura com espagamento diferente, ¢ as
cores observadas resultam da superposicdo dessas figuras. S6 aparece um ndmero
limitado de franjas nesse caso, pois longe do centro muitas figuras desigualmente
espacadas, e de cores diferentes, se superpdem.

Para que se observe interferéncia, porém, € essencial, na expressio de Young,
“que as duas por¢des de luz assim combinadas... sejam origindrias da mesma fon-

21

te”, isto €, que provenham da mesma frente de onda incidente ¥ na fig, 3.6 (devida
a fonte puntiforme F, que pode ser produzida com luz solar), Essa condicio foi
empregada quando admitimos, na (3.13), que P; e P, oscilam em fase. Ela estid

associada a idéia de coeréncia, que voltaremos a discutir mais adiante (Sec. 3.6).

3.3 Inferferéncia em léminas delgadas

Algumas das cores mais belas observadas na Natureza, como as cores das asas
de borboletas ¢ da plumagem de beija-flores, resultam de efeitos de interferéncia da
luz ao atravessar ldminas delgadas de materiais transparentes — é o caso também
das bolhas de sabio.

Nesse caso, a luz sofre reflexdes multiplas entre as faces da limina, e a inter-
feréncia ndo envolve apenas dois feixes, como no experimento de Young: é uma
interferéncia de feixes miiltiplos.
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Com efeito. consideremos uma lamina
de indice de refracdio n ¢ espessura d
situada no ar (79 = 1). ¢ um raio in-
cidente OA (fig. 3.8). Ele d4 origem a
um raio 1 parcialmente refletido e um

raio AB refratado. Em B. ha nova re-

flexdo e nova refracdo parcial (raio
transmitido 17). Este processo conti-
nua a se repetir, embora a intensidade
va diminuindo a cada reflex@o. Temos

assim raios rvefletidos 1, 2, 3, ... ¢

Fig. 3.8 Interferéncia de feixes mdiliiplos

raios transmitidos 17,27, ... (fig. 3.8).

Os efeitos de interferéncia na luz refletida (soma das contribuicdes de 1 + 2 +
3 + ...) ou transmitida (raios 1” + 2" + ...) dependem da diferenca de caminho
dtico entre dois raios consecutivos refletidos ou transmitidos.

Com efeito, como vimos na (3.3), o fator de fase associado a um percurso [ de
uma onda num meio de indice de refracdo n €

exp(ikl)=exp(ikynl)= exp [2;. L Z] (3.26)

‘0

onde Ag é 0o comprimento de onda no vicuo (ar) e nl 0 caminho 6tico COITESPON-
dente ao percurso [

Para calcular a diferenca de caminho otico entre os raios 2 ¢ 1, notemos que
CC’ (L ao raio 2 ) pode ser considerada como frente de onda transmitida asso-
ciada & frente de onda A A” (L ao raio BC ). Logo, os caminhos 6ticos [AC'] e
[ A" C | sdo iguais (compare com a fig. 2.12).

A diferenca de caminho 6tico entre os raios 2 e 1 seria entdo

n(ﬁ+BA’)= R@JrBA'): nAA"=n AA cos9,

onde AA; = A; A = d (A é a2 imagem especular de A).
Finalmente, representando a diferenca de caminho ético por [2] — [1], viria
(veja a fig. 3.8)

[2],_ [l] = 2ndcos8, [veja porém a (3.28)] (3.27)
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Essa € também, pela simetria da figura, a diferenca de caminho &tico [2] — [ 17]
entre dois raios transmitidos consecutivos.

Pareceria entdo que, quando hd interferéneia construtiva para a luz transmitida,
a interferéncia é também construtiva para a luz refletida. Isso seria incompativel
com a conservacdo da energia, pois um maximo da intensidade total transmitida
deveria corresponder a um minimo da intensidade total refletida.

A origem dessa dificuldade estd em termos admitido tacitamente que ndo hd
mudanca de fase na reflexfo. Isso nfo é sempre verdade.

Ja vimos para outros tipos de ondas que, quando uma onda se reflete na inter-
face entre dois meios, pode refletir-se sem mudanca de fase ou com mudanca de
fase de T (troca de sinal: ¢'™ = — 1), dependendo das condicdes de contorno, ou
seja, do que acontece na interface.

oL

Assim, um pulso que se reflete na extremiidade fixa de uma corda vibrante
volta invertido (defasagem de 7 ), ao passo que ndo muda de fase ao refletir-se
numa extremidade livre (Fis. Bds. 2, Sec. 5.6). Analogamenitec, uma onda acdstica
de deslocamento se reflete com mudanca de fase de m numa extremidade fechada
de um tubo de 6rgdo, mas sem dcfasagem numa extremidade aberta (idem, Sec.
6.4).

Na fig. 3.8, vemos que a onda refletida 1 corresponde a reflexio vindo de um
meic menos refringente (ng = 1) ao encontrar outro mais refringente (n > 1), ao
passo que a reflexfo de 2 no ponto B € de um meio mais refringente para um
menos refringente.

Para ver que tem de existir uma defasagem adicional de © (mudanca de sinal)
num desses dois casos, consideremos o que acontece quando a espessura d da ld-
minag - (). Nesse limite, ndo pode haver reflexfo: toda a luz deve ser transmitida.
Logo, tem de haver uma defasagem adicional de T numa das interfaces (de¢ ng para
n ou de n para np ), para que as contribuicdes de 2 e 1 tenham sinais contririos. A
(3.27) deve ser entdo substituida por |

[‘2]— [IJ =2ndcosB, + % Ay (3.28)

pois uma diferenca de caminho de 1 Ao no ar corresponde a uma delasagem de 7.

Por outro lado, o raio 3 sofre duas reflexdes adicionais em relacio ao raio 2
(nos pontos C e D da fig. 3.8), ambas de »n para ny , de modo que sua contribuicio,
bem como as de 4, 5, ... tem o mesmo sinal que a de 2. Assim, quando 4 — 0
devemos ter,
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contribui¢do de2 + 3 + 4+... CANCELA a  contribuic¢do de 1 (d — 0)_

todas em fase fase oposia

(3.29)
Pode-se demonstrar explicitamente gue € isto que acontece (cf. Sec. 3.4).

Por outro lado. para os raios transmitidos, duas coniribvicOes consecutivas,
como as de 1" e 2’ , diferem por duas reflexdes adicionais, ambas de n para ng (em
B e em C), de forma que todas entram com o mesmo sinal e se reforcam, quando
d — 0, levando & transmissdo total neste limite, conforme esperado.

Veremos mais tarde, na teoria eletromagnética da Iuz (Sec. 5.6), como conse-
quéncia das condicdes de contorno, que a defasagem adicional de & ocorre quando
o raio vem de um meio menos refringenie (como © ar) papa’/um mais refringente
(como o vidro), nas condi¢Ges usuais em que a interferéncia € observada.

A expressdo (3.28) para a diferenca de caminho permite encontrar as condi-
cOes de interferéncia construtiva ou destrutiva para a luz refletida, que, pelo que
acabamos de ver, sio complementares as que prevalecem para a luz transmitida:
quando uma delas ¢ construtiva, a outra € destrutiva. Maximos de reflexdo corres-
pondem a minimos de transmiss@o, e vice-versa. Obtemos assim:

MINIMO de reflexio

2ndcos®, = mAy(m=0,1,2,...)= . )
- MAXIMO de transmissio

MAXIMO de reflexdo

2ndcosB, = m+l]lu (m=0,1,2,...):> p
o 2 MINIMO de transmissio

(3.29)

Como no caso limite d — 0 . demonstra-se que os minimos de reflex@o cor-
respondem a reflexfio nula, ou seja, a transmissdo total.$

Para observacdo préxima da direcio normal ao filme (8, = 8: = 0), se for-
mos aumentando a espessura do filme a partir de 0, o 1.° médximo de reflexdo

(m = 0) ocorre para

¥ Isso corresponde g0 fato de gue a intensidade varia periodicamente com a defasagem A = &, (2nd cos 6-),
com periodo 2x (veja a fig. 3.12 abaixo).
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onde A € o comprimento de onda no interior do meio (k = nks — A = A/n);
diz-se que se tem um “filme de um quarto de onda™.

Se tivéssemos considerado uma situacdo em que a lAmina separa dois meios de
indices diferentes, ng € n1. € o indice de refracio da ldmina é intermedidrio,
Ry < n < 1, haveria defasagens de 7 tanto para o raio refletido 1 como para 2, e a
diferenca de caminho Otico correta seria dada pela (3.27). Nesse caso, a (3.30)
define a condicdo para o 1.” minimo de reflexio.

Isso € aplicado em filmes anti-refletores. A luz que atravessa um sistema de
lentes, numa maquina fotogrifica, p. ex., sofre reflexdo parcial na superficie de
cada lente. Embora a perda de intensidade associada seja pequena para raios
paraxiais, a perda total apds virias interfaces pode ser aprecidvel, além dos efeitos
indescjaveis da luz difusa.

Para eliminar a reflexdo, deposita-se nas superficies de todas as lentes em con-
tato com o ar um filme dielétrico de 1/4 de onda, de indice intcrmedidrio entre os
do ar e do vidro. Como o indice de refragdo varia com A, escolhe-se A na regido
mais luminosa do espectro visivel, entre o amarelo ¢ o verde. Por 1ss0, lentes com
tais depositos refletem a cor complementar, de tom purpura (lentes “azuladas™).

/]————— . Se tivermos um meio de espessura
, ? Z/ varidvel (no ar), observado com

| n | - i
d=2 4ok d=0 61 = 0, = 0, a condicdio de interferéncia
= . i &
destrutiva, com luz incidentc monocro-
Fig. 3.9 Franjas de igual espessura matica, serd satisfeita para espessuras

d=0,4d=~kr/2, d"= Xk, ondeapare-
cem franjas escuras na luz refletida, co-
nhecidas como franjas de igual espessura (fig. 3.9).

Numa ldmina de dgua de sabdo formada sobre um aro e colocada num plano
vertical, a dgua escorre para baixo, formando uma cunha. Observando com luz
branca, as franjas escuras aparecem em alturas diferentes para diferentes A ; a luz
refletida tem a cor complementar, formando as cores de interferéncia tipicas de
bolhas de sabdo. No topo da liamina ou de uma bolha antes de estourar, aparece
uma mancha preta, mostrando que a espessura da ldmina tornou-se menor que A/4

para todos os A no visivel.
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' Se colocarmos uma lente plano-convexa
l sobre uma placa de vidro plana (fig.
3.10), forma-se entre elas uma lamina de

ar de espessura varidvel, permitindo ob-
servar, tanto na luz refletida como na

transmitida, franjas de interferéncia de

igual espessura, sob a forma de anéis
concéntricos, que sdo 0s anéis de New-
ton. Eles ja haviam sido observados por
# Robert Boyle em 1663, mas Newton de-

- terminou com grande precisdo a relacdo
Fig. 3.10 Anéis de Newton 5

entre seus raios ¢ a espessura da camada
onde se formam, e deu uma explicacdo ondulatéria da sua origem. em termos das
ondas que associava aos “acessos de fdcil reflexdo e fécil transmissdo”. Além dis-
50, usou-os para medidas altamente precisas de comprimentos de onda da luz!

Uma aplicacfio prética importante das franjas de igual espessura € testar até
que ponto uma superficie Gtica € plana, colocando-a em contato com uma Super-
ficie plana padrio e observando as franjas de interferéncia formadas na ldmina de
ar entre as duas superficies, que indicam as linhas de nivel da superficie testada. A
superficie testada pode ir sendo polida até tornar-se “oticamente plana™.

Outros exemplos de cores de interferéncia sdo as cores das manchas de 6leo
sobre asfalto molhado, ¢ as da plumagem de beija-flores ou de asas de borboletas.
~ Numa asa de borboleta azul, por exemplo, a interferéncia se produz em ldminas
delgadas que recobrem a asa formando “terracos™: hd um miéximo de reflex@o no
azul para incidéncia perpendicular; o tom de azul varia com o dngulo de observacao,
correspondendo a variacdo com 6, do comprimento de onda associado 2 interferéncia
construtiva. Placas transparentes andlogas existem na plumagem dos beija-flores.

3.4 Discuss@e das franjas de interferéncia

Se a luz refletida por uma ldmina for
coletada por uma lente L (fig. 3.11), for-
mar-se-4 num ponto P do seu plano focal
uma imagem puntiforme brilhante ou es-

cura conforme o fingulo 8, corresponde a

um maximo ou minimo de reflexdo (a

\\\ lente pode representar também o olho de

um observador).
Fig. 3.11 Imagem de interferéncia
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Isso vale para raios incidentes numa so direcdo 6; . Entretanto, se tivermos
uma fonte de luz extensa iluminando a placa, haverd raios incidentes em toda uma
faixa de dngulos Oy, e a intensidade das imagens correspondentes variard conforme
o valor correspondente da defasagem, correspondendo a um valor bem definido
para cada inclinacdo 6; . Observam-se nesse caso franjas de interferéncia de igual
inclinacdo.

Até aqui discutimos apenas os valores de 0; para os gquais a intensidade re-
fletida (ou transmitida) € maxima ou minima, sem analisar como varia a intensi-
dade entre os maximos € 08 mMiNimos.

A variaciio depende da refletividade r das interfaces, que € a porcentagem de
reflexédio, ou seja, a fracio da intensidade incidente que se reflete. Como vimos na
Sec. 2.4, r varia com o idngulo de incidéncia (cf. Sec. 5.7): em geral, € pequena
(alguns %) na incid&ncia perpendicular (8; = 0) e tende a aumentar com 6;. Na
passagem para um meio mais refringente, v — 1 (100% de reflexdo) para
01 — m/2 (incidéncia rasante).

A refletividade também aumenta com o indice de refracdo relativo nj; : quanto
mais forte a descontinuidade entre os dois meios, maior € r. Pode-se aumentar r
depositando na interface um filme composto de uma ou mais camadas delgadas de
mejos transparentes de indices convenientemente escolhidos (efeito oposto a um
filme anti-refletor). Também se pode depositar um filme metédlico fino: tem-se en-
tdo uma ldmina semi-espelhada, como as que sfo usadas em alguns éculos de sol;
neste caso, uma fracdo da intensidade & absorvida no interior do metal.

A fig. 3.12 |baseada na {3.35) abaixo]
mostra a variacdo da refletividade roral R

da ldmina e de sua transmissividade total

4 (fracoes da intensidade incidente sobre
a ldmina que se refletem ou transmitem,

respectivamente), em funcio da de-

0 ! - 4
= 2r 3x 4% 5m 6n O fasagem entre dois raios sucessivos,
Fig. 3.12 Refletividade e fransmissividade

em funcdo da defasagem

# A defasagem A, pela (3.26), € o produto de &, pela diferenca de caminho otico (3.27).



66 ntererfnda

2
: zﬁ=2nkndmm%::33-2ndcmﬂz (3.31)

~0

para incidéncia perpendicular do ar sobre o vidro, com r = 0,04. A conservacdo da
energia dd

R+T =1 (3.32)

de modo que os dois grificos sdo complementares: refletividade R = 0 corresponde
A transmissdo total pela ldmina, ¥ = 1. As expressdes para R e I decorrem da
(3.35) abaixo.

A visibilidade ou contraste das franjas na luz transmitida € definida por

T o — Do .
1,:' — 1ITI._". ﬂmlﬂ (3‘3‘_))
- + g

~max i

.

que neste caso € (1,0 — 0,85) 7 (1,0 + 0,85) = 0,08 : as franjas s3o pilidas, com
pouco contraste de intensidades.

T A
1,0
r=0,05 P ; 5
O grafico da fig. 3.13 mostra como %J
r=0,27  varia 2 medida que r aumenta: as {ran-
jas vio ficando cada vez mais nitidas
r=10,64 : 2
: r=0.87 e mais estreitas, com um confraste
. - B
0 2nn @en+r  2(n+tim A

crescente entre maximos e minimos.

Por que isso acontece?
Fig. 3.13 Variacdo de &/ com r 4

Para compreender esse efeito, notemos que r € a razdo das amplitudes de dois
raios consecutivos na fig. 3.8 (como 2" e 17). Com efeito, essas amplitudes dife-
rem por duas reflexdes adicionais na interfaces (nos pontos B e C), em cada uma
das quais a amplitude ¢ reduzida por um fator Vr (r é a razdo da intensidade
refletida & incidente).

Por outro lado, a diferenca de fase entre dois raios consccutivos € A . Usando
notacdo complexa, concluimos que a contribui¢do do raio 2’ difere da de 1” por um
fator re'® . Logo, a soma das amplitudes complexas de todas as contribuictes

transmitidas 17,2", 3", ... é proporcional a
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Ll

1+re® + G e"_‘\')2 +...= _]j (3.34)

(soma de uma progressao geoméirica de magnitude da razdo r < 1 ). Na realidade,
ha um n.° finito de contribuicOes, mas. se o n.° total N de reflexbes & grande,
(re'*)™ & desprezivel, por ser r < 1.

Por que razdo a magnitude da soma (3.34) varia muito mais rapidamente
com A para r proximo da unidade do que para r<< 1, como ilustrado na fig.
3132

Se representarmos os termos da soma no plano complexo. obtemos uma soma
de vetores, em que cada termo difere do anterior por ter sua magnitude multipli-
cada por r e seu dngulo de fase acrescidoe de A (rotacdo por um fAngulo A ). Vamos
comparar as resultantes tomando 4 termos e A = () ; e ; , com 7 = (.25 num caso
e r = 0,8 no outro (fig. 3.14). Vemos que a resultante R decresce muito mais rapi-
damente, quando A aumenta, no 2.° caso do que no 1.° (o comprimento de R foi
ajustado para ser 0 mesmo nos 2 casos, para A = 0, quando I = 1). Quando r &
pequeno, a resultante € praticamente a soma dos 2 ou 3 primeiros termos, sendo
pouco afetada pelas defasagens; quando r é proximo de 1, os vetores “espiralam™

rapidamente com o aumento de A e R decresce logo.

r=0,25

,
s R jz

=

R

ol

Fig. 3.14 Variagdo da resultante com r
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Assim, para r préximo da unidade, as franjas de interferéncia na luz transmi-
tida adquirem 0 aspecto de riscas brilhantes e muito estreitas (méximos de trans-
missdo) num fundo escuro.

A largura (em termos da defasagem A ) das franjas de interferéncia é da ordem
de t = 1 — r, a transmissividade de uma das interfaces. Com efeito, em cada re-
flexdo interna, uma fracdo r da intensidade € refletida e uma fracdo r é transmitida.
Logo, o nidmero de reflexfes soiridas por um raio antes que a maior parte de sua
intensidade tenha sido transmitida € da ordem de 1/# Para A = 2m T, os raios
interferem em fase. Para A = 2mn + g, a defasagem acumulada apés 1/ refle-
x0es € da ordem de €/1 e a interferéncia comeca a se tornar destrutiva quando esta
defasagem € ~ I, confirmando que a largura das franjas corresponde a £ ~ 1.

A razdo por que ¢ tem de ser pequena para que as franjas sejam estreitas é
portanto que, quando o niimero médio de reflexdes sofridas antes da emergéncia do
raio € grande, uma variacdo muito pequena da defasagem, devido ao- efeito cumu-
lativo, ja € suficiente para levar da interferéncia construtiva 3 destrutiva.

Para uma discussdio mais quantitativa da largura das franjas, calculemos a in-
tensidade associada & amplitude complexa (3.34), que é proporcional 3 transmis-
sividade total I:

1 | ] 1
1-re? N (I—r'e_f‘j‘)(l —3‘6'_’:")_ Laa® —r(em +€_m‘)
- 1 i 1 _ 1
1+r —2rcosA (1r)"_+2r(1—c0(5,_-:.) r2+4rsen2(%)
={ P A—| Z
V2

(3.35)

Como deve ser I = 1 para A = 0, resulta

r?

2 + 4r sen’ (é)
2

e R=1-9. As figs. 3.12 e 3.13 baseiam-se nesses resultados.

5 =
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%
"

Com ¢ << 1 (r=1), consideremos um pequeno deslocamento de fase
e(lel << 1) a partir de um méximo de interferéncia. A = 2m7n + £ Temos en-
tao,

z[ﬂj :[ ) JEJ g?
Sen — | = 521 M+ —| = 8N i —_ | =
2 ) \ 2

2
2 +4r sen’ (Aj S (3.36)

1Y SRR A distdncia entre os pontos nos quais
a transmissividade total & cai A
metade do seu valor miaximo (fig.
3.15) define a semilargura do pico.

0,5 [ -=smmsmemmsis ,
; Vamos na (3.36) que esses pontos cor-
respondem a € = £ £, de forma que a
: i a das franjas na varidvel A é
0,0 : - scmilargura das franjas na varidve
A | A,
i | 8; -4 =21 337

Fig. 3.15 Semilargura

0 que concorda com a discussdo qualitativa anterior.

2.5 Interferémetros

A condicao (3.29) para um maximo de transmissio, escrita em termos da de-
fasagem A [cf. (3.31)].

A:?—nnd cos®, =2mm  (m=0,1,2,..) (3.38)
Mg

depende do comprimento de onda Ay incidente. Assim, se a luz incidente contém
dois comprimentos de onda diferentes superpostos, as posicdes dos médximos de
interferéncia correspondentes na luz transmitida serfio diferentes.
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Se as franjas brilhantes forem suficientemente estreitas, isto permite separar
comprimentos de onda, mesmo que sejam muito préximos. E nesse principio que se
baseiam os interferémetros, instrumentos empregados em espectroscopia para ana-
lisar a estrutura {ina e hiperfina das linhas espectrais, para comparar comprimentos
de onda entre si ou com o metro padrdo (medida absoluta de Ag ).

A principal qualidade de um interferémetro para analise ¢ o seu poder separa-
dor. definido como o inverso da menor variacdo fraciondria 8 L/ i que ele permire

determinar, ou seja

Ao
Sh |

Poder separador = (3.39)

A fig. 3.16 mostra dois picos de intensi-
dade, associados aos comprimentos de
onda Ao ¢ Ag + O A, cujos centros distam,
na variavel A, de uma defasagem igual 2
semilargura € de cada pico. Costuma-se

S adotar como critério que esse ¢ o menor
&8 valor de & A que ainda permite distinguir

Fig. 3.16 Limite do poder separador as duas franjas de interferCncia.

Com efeito, a intensidade resultante (em linha interrompida na fig. 3.16) tem
uma pequena depressdo central que permite detetar o pico duplo, mas que ja n3o
apareceria se 0s centros estivessem mais proximos.

Suponhamos gue o pico associado a Ay corresponda a ordem 2 m de interferén-
cia, ou seja, que satisfaca a (3.38). A mesma direcdo 0> deve entdo corresponder a

uma defasagem 2mmn — 2 € para Ay + 0 A, ou seja

4 4 i S
Ay +81) = = }:dCOSBEZ—ﬂna‘ cos 0, U_ AI=3m‘J‘L—?.E
'\-—.“,_P
.of ARy it i 2m%
=.ﬂ_n5|7_‘—‘ — [y =1

[ 2

0 que dé
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; = = (3.40)

onde usamos a cxpressao (3.37) para a scmilargura devida a uma ldmina de faces
paralelas.
Por conseguinte, a semilargura é diretamente proporcional a ordem de inter-
feréncia e inversamente proporcional a transmissividade da interface da ldmina.
Para estimar m. podemos tomar ncos8: da ordem da unidade. Pela (3.38),

temos entao
m ~ 2d / hy (3.41)

Assim, com Ao ~ 3 X 107 ¢m , uma placa de espessura d ~ 1 cm corresponde a
m ~ 4 x 107 . Se a refletividade r da interface or 0.9, a (3.40) d4

A 41 x 10*

4
TR

0 que permite separar duas linhas espectrais com 8 A/A ~ 10 ° (variacdo fracioné-
ria de ~ | ppm = 1 parte por milhdo).

O interferometro de Fabry-Perot (fig.
3.17) € um par de placas paralelas de

vidro ou quartzo. na face interna das

quais sio depositados filmes de re-

2_.-'—’

P
/ o fletividade elevada.
Fig. 3.17 Interferémetro de Fabry-Perot

Para observar as franjas, coletam-se os feixes transmitidos paralelos por meio
de uma lente L, que os focaliza num ponto P’ do anteparo de observacdo ©. A fonte
de luz € uma fonte extensa 5. que envia raios incidentes em diferentes direcdes.

Pela simetria do dispositivo em torno do eixo da lente, sdo observadas franjas
de igual inclinacdo O de forma circular (intersecdo do plano 00 com um cone de
abertura 8 ¢ eixo no eixo de simetria da lente).
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A lamina de faces paralelas nesse caso € a lamina de ar de espessura d (= sepa-
1

racao entrc as placas), de forma que n = 1 , ¢ a condi¢io que dd o maximo de

interferéncia de ordem m, pela (3.38), ¢

ﬂd el = Zmn (3.41)
P |

que da o dngulo de abertura 6,, do cone correspondente a cada ordem m.

O poder separador do interferdmetro de Fabry-Perot é dado pela (3.40), e atin-
ge valores extremamente elevados, permitindo detetar a estrutura hiperfing de raias
espectrais, separando comprimentos de onda muito préximos. Tomam-se cuidados
especiais para assegurar o paralelismo (o padrio resultante chama-se étalon) e man-
ter constante a distdncia 4.

No interferomeiro de Michelson, luz

de uma fonte S ¢ subdividida (fig.
3.18) em dois feixes perpendiculares
por uma ldmina semi-espelhada depo-
sitada sobre uma placa de vidro Py, a
45° do feixe incidente. O feixe refle-

tido vai a um espeltho Ei, que o manda

S ‘
"9: i de volta ¢ para a lente L, depois de
| :
¥ i alravessar novamente P;. O feixe trans-
i ' P mitido pela ldmina semi-espelhada vai
EL para outro espelho E» (fig. 3.18) e, de-
<] L pois de refletir-se na l|Amina, vai tam-

bém para L (a placa P, idéntica a Py

| mas ndo-espelhada, € inserida para
compensar a diferenca de caminho o6ti-

4 co correspondente ao duplo atravessa-

] ) _ mento de P; pelo feixe que se reflete

Fig. 3.18 Interferémeiro de Michelson
em E; ).

Os dois feixes interferem no plano de observacido @, onde sio focalizados pela

lente L. Se E’; é a imagem especular de E, na 1dmina semi-espelhada (fig. 3.18), as

condi¢Ges de interferéncia construtiva ou destrutiva sio as mesmas que para a
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lamina de faces paralelas formada por E; e E. para o par de raios (aqui ndo h4
reflexdes miltiplas).

Como o raio que vai para E; sofre reflexdo inferna na camada espelhada, ¢ o
que val para E; € refletido externamente, hd uma defasagem adicional de 7, ¢ a
(3.29), comn =1,dd 2d cosB, =mhy (m=10, 1,2, ...) para interferéncia
destrutiva, onde d = 11, — I, | € a diferenca de caminho (anéis escuros).

O interferdmetro de Michelson permite detetar diferencas extremamente pe-
quenas de caminhe Otico entre os dois bracos perpendiculares do percurso dos
raiocs. Uma diferenca de caminho Ag(Am) representa um deslocamento de Am

franjas. E possivel estimar visualmente deslocamentos até de Am ~ jlu de franja.

3.6 Coeréncia

No final da Se¢. 3.2 foi reproduzida a observacdo original de Young, de que é
essencial, para observar efeitos de interferéncia entre diferentes trajetos da luz, que
eles se originem da mesma fonte.

Para ver por que motivo isso € importante, consideremos primeiro um pro-
blema andlogo ao que acabamos de discutir, uma superposicdo de muitos feixes de
luz, todos monocromaticos e de mesma frequéncia angular ® , propagando-se na
mesma direcdo, mas com defasagens relativas distribuidas ao acaso. Isso sucede-
ria, p. ex., se eles provém todos de fontes de luz diferentes, cujas fases de oscilacdo
sdo independentes entre si.

Num dado ponto do espago, a onda luminosa € entdo da forma (em notagio
complexa)

N
s g9, o
E=) A% e (3.42)
=1

onde A; € a amplitude real da j-€sima contribuicdo e @; sua constante de fase no
ponto considerado.

A intensidade correspondente & proporcional a

2
A |
5 : ‘o, (3.43)
= Eﬂje 1 !
j=1 !

\E

ou seja,
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I“'

N i N :
B = Z:-Af e ;Ak = Yl
_ll-: =

=1

2 Z ZAJ A, ¢ 0-9:)
2k

= i‘Ajr +> Y A A [ei I }}

J=k

2 cos {qsk —q)d,-)

onde explicitamos, na soma sobre j # k, os termos ( , k) e (k, /) (daf somarmos s6
sobre j < k). Finalmente, como a intensidade /; é proporcional a | £ I,

i N

L= Y42 Y. Yol I, cos({p&—(pj.]g (3.44)

! i=1 <k i
‘ |

que € uma generalizacdo da lei de interferéncia de 2 feixes (3.11). O dltimo termo,
que € o termo de interferéncia, depende das diferencas de fase Ay = ¢ — O

Como as fases @ estdo distribuidas ao acaso, o mesmo vale para as diferencas
Ay . Para N grande, os valores de cos (@ — @;) na (3.44) tendem enifio a estar
equidistribuidos, com valores positivos e negativos igualmente proviveis. Supondo
as Intensidades compardveis, vemos que o termo de interferéncia tende a se can-
celar [como num passeio ao acaso no plano (Fis. Bds. 2, Sec¢. 12.4)]. Desprezando
pequenas flutuacdes, temos entio

!

I'=>1; (3.45)
|
|

ou seja, a intensidade resultante é a soma das intensidades devidas as diferentes
fontes, sem termos de interferéncia. Dizemos que as fonles sdo incoerentes.

Que relevancia tem esse resultado, onde tomamos um grande nidmero de fontes
diferentes, para o experimento de Young ou para o interferdbmetro de Michelson,
onde apenas dois feixes interferem? Poderfamos pensar que as franjas de interferén-
cia ainda apareceriam mesmo com feixes origindrios de duas fontes diferentes, p.
ex., dois filamentos de limpadas incandescentes, desde que a luz de cada fonte
fosse devidamente filtrada (um filtro vermelho deixa passar predominantemente luz
vermelha), para tornd-la tio monocromdtica quanto possivel, Eniretanto, se fizer-
mos a experiéncia dessa forma, com duas fontes de luz diferentes, a interferéncia
nido € observada: elas se comportam como fontes incoerentes. Por que?
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A razdo € que uma fonte de luz wsual, como um filamento incadescente ou o
Sol, é formada de um grande nimero de fontes microscdpicas independentes (ndo
correlacionadas), cada uma das quais atua durante um tempo muito curto e. se volta
a atuar, sua fase inicial ndo guarda a memodria da fase de oscilaciio anterior, o que
produz uma situacdo andloga & da (3.43).

A duragéo tipica de um processo de emissdo de luz por um dtomo excitado é
da ordem de 10 % . Assim, mesmo para uma unica fonte de luz térmica que se faz
passar por um filtro de frequéncia, a luz emitida ndo oscila no tempo como uma
sendide ininterrupta: podemos representd-la como uma sucessio de trens de onda
sinusoidais finitos, cada um com duracdo média associada a um processo de emis-
sd0, mas interrompido, e as fases iniciais de cada um deles variando ao acaso.

Essa imagem pode ser testada experimentalmente usando o interferémetro de
Michelson. Com efeito, se a fonte de luz S na fig. 3.18 é uma fonte de luz térmica,
verifica-se que a visibilidade das franjas de interferéncia tende a diminuir 2 medida
que a diferenca de tempo de percurso entre os dois bracos, T = 215L — [, 1/¢ , vai
aumentando, e as franjas desaparecem para T apreciavelmente maior que um inter-
valo de tempo A T caracteristico da fonte de luz, chamado rempo de coeréncia.

A interpretagio desse resultado em termos da imagem de frens de onda inde-
pendentes € imediata: um trem incidente de duragdo tipica A T € dividido em dois trens
de mesma duragdo pela lémina semi-espelhada. Para que possam interferir apGs os per-
cursos nos dois bracos, € necessdrio que o atraso T seja inferior  largura temporal A T
de cada trem: caso contrdrio, ndo hd superposicdo dos dois trens. Trens de ondas
diferentes ndo interferem porque as defasagens entre eles variam ao acaso.

A duragfio finita AT de um trem de ondas também estd associada com seu
cardter ndo-monocromdtico: em lugar de uma tdnica frequéncia angular o, , cle
cobre uma faixa de frequéncias de largura A .

Com cfeito, considercmos uma superposicic de ondas de frequéncias o va-
ridveis continuamente entre @y — % Awe wy + 5z A®, admitindo, para simplificar,
que todas tenham a mesma amplitude A num dado ponto do espaco, e vejamos
como varia com o tempo a onda resultanie;

Awm
':!Jn‘:'_

EQ)= [ Ae™do © (3.46)

Pensando na integral como limite de uma soma, vemos que isso representa
efetivamente uma superposicdo continua de ondas.
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Com a mudanca de varidvel @ = @y + u ., ¢ notando que A é uma constante,
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A fig. 3.19 é um grafico da funcfo

(sen’v)/v? que € = 1 parav=0c¢
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pela (3.48), entre os pontos
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Temos (sen’v)/v> < 1/ v” , funcdo
que cai rapidamente quando v cresce.
Cerca de 91% da area sob a curva
caem debaixo do pico central, na re-
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Logo, a largura temporal do trem de ondas (3.46) (também chamado “pacote

de ondas™) é
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correspondendo a ordem de grandeza da largura do pico central da figura,

Vemos nesse exemplo que o fempo de coeréncia AT é da ordem do inverso da
largura A v em frequéncia do pacote de ondas de luz considerado, também chamado
de largura espectral do pacote. Para o caso ideal de luz perfeitamente monocro-
matica, Av — 0, teriamos AT — oo,

A relacdo (3.49) entre largura espectral e largura temporal de um pacote de
ondas € geral. Para ver por que, notemos que os valores muito pequenos da fungio
de onda fora da largura temporal so um efeito de interferéncia desirutiva entre as
ondas monocrométicas de que o pacote € composto.

Com efeito, vemos na (3.46) que todas elas interferem em fase para £ = 0, o
centro (maximo) do pacote (se quiséssemos ter 0 pico do pacote em 1, , bastaria
substituir £ por f — #y). Para que a interferéncia comece a passar de construtiva a
destrutiva, € preciso que a defasagem entre a componente central, de frequéncia
o, € as “asas” @y + =%, seja pelo menos de W, o que dd ¢ 22 ~ «, mostrando que
o resultado € independente da forma particular escolhida para o pacote neste exemplo,

E por essa razdo que uma esta¢do transmissora de rdadio ou TV precisa de
uma largura minima de faixa de frequéncias para transmitir seus sinais. No caso da
TV, p. ex., o feixe de elétrons tem de varrer ~ 5 x 10° linhas da tela, cada uma
com ~ 5 x 10% pontos (pixels), a cada er] de segundo, com um sinal transmitindo a
informag¢do de se ele deve acender-se ou apagar-se. Logo, o nimero de pulsos de
voltagem por segundo € ~ 30 x 25 x 10° = 7,5 x 10°, e a duracio de cada pulso
é ~ At = 1077 s, Para transmitir um sinal tio curto, a largura da faixa de frequén-
cias necessaria é Av ~ 10"s™' = 10MHz , que € a largora tipica associada a um
“canal” de TV, e € a razdio pela qual hd um ndmero limitado de canais.

Chama-se comprimento de coeréncia de um sinal luminoso a distincia A ] per-
corrida pela luz durante o tempo de coeréncia AT ; para propagacdo no vicuo, é

| . %
iﬁI:CﬂTHHE (3.50)

A condig@o para que dois feixes de luz origindrios de mesma fonte possam
interferir € que a diferenca de caminho entre eles ndo exceda o comprimento de
coeréncia da luz. Quando essa condi¢do deixa de ser satisfeita, as franjas de inter-
feréncia desaparecem (sua visibilidade — 0).



78 [ £ i
LRSI

Para luz “branca”, tem-se Av ~ 03 x 10" Hz, o que dd At ~ 3 x 107 Bse
Al ~ 100°m = 1 pm ~ A, o comprimento de onda médio da luz.

Para luz de uma fonte térmica, tornada (com o uso de filtros) tdo monocro-
mitica quanto possivel, AT é da ordem da vida média de um dlomo excitado, da
ordem de 10™%s , como j4 foi mencionado. Logo, A/ < 10Pem = 1m.

J4 para a luz de um laser estabilizado, pode-se ter AT > 1077 s, o que corres-
ponde a Al > 10°cm!

A diferenca fundamental entre a luz do laser e luz térmica (luz solar, luz de
uma limpada) é exatamente csta: a coeréncia elevada da luz do laser. Experi€ncias
de interferéncia tornam-se muitissimo mais faceis quando se emprega luz dc laser.

Quando giramos o botdo de sintonia de um rddio entre duas estagdes, o alto-
falante transmitc apenas ruide. A luz térmica € andloga ao ruido; a luz de laser,
nesta analogia, corresponderia a sintopizarmos uma estacdo que estd transmitindo
uma nota musical pura.

O comprimento de coeréncia mede a correlacdo de fase enire duas frentes de
onda distantes uma da outra, no sentido longitudinal da propagacdo da luz, mas
também €& preciso considerar a coeréncia numa direcdo transversal, ao longo de
uma frente de onda.

Se formos aumentando a distincia ( L = transversal) d, entre os dois orificios
no experimento de Young, a visibilidade das franjas também tende a diminuir, € a
interfcréncia desaparece para d: >> Ad, , onde Ad, depende do grau de colimagdo
do feixe incidente: seria o= no caso ideal de uma onda plana (raios paralelos), mas
um feixe de luz real tem uma abertura angular A9 > 0 . Para luz térmica, tem-se
— |
Ad, ~ 4 (3.51)
AD

onde & é o comprimento de onda médio da luz. Como A ~ 21/k (k = nimero de
onda médio), a (3.51) também se escreve

| Ad, - (kA0)~ Ad, - Ak, ~27 | (3.52)

onde Ak: é a “abertura transversal” dos diferentes vetores de onda k da luz inci-
dente, associada & abertura angular A 6.

A relacio (3.52) é um andlogo espacial da (3.49), e voltaremos a discuti-la na
teoria da difracdo (Se¢. 4.6). Para luz solar, p. ex., A~35%x 10 cme AO ~ 0.5
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o didmetro angular aparente do Sol, que correspondc a  ~ 10 7 rad , o que d4
Ad; ~ 10° Xz 0,05mm . razdo pela qual o experimento de Young com luz solar
torna-se dificil para um espacamento 4 > 0.l mm. Esta € uma forma indireta de
medir A § para o Sol.

Analogamente, podemos usar a (3.51) para estimar o didmetro angular de uma
estrela, usando luz da estrela para produzir franjas tipo Young e verificando para que
separacdo A d: as franjas tendem a desaparecer (veremos na teoria da difracdo que hd
um critério quantitativo para ndo sé estimar. como medir A 6 por este método).

E o que foi feito por Michelson com seu
interferémeiro estelar, ilustrado na fig.

3.20. Luz da estrela incide sobre os espe-

lhos moveis E; e E: e, depois de refletida

N ,

nos espelhos fixos E; . E; . € focalizada

pela objetiva L no plano de observacio

©. Varia-se a distdncia d, entre E; e Ez e
verifica-se como varia a visibilidade das
/ franjas de interferéncia devidas aos dois

raios. Com o auxflio de uma relac@o

& i 2. S . -
andloga a (3.51). deduz-se daf o diiimetro

Fig. 3.20 Interferdmetro estelar de Micheison angular A 8 da estrela.

Para a primeira estrela cujo difmetro angular foi medido por esse método,
Betelgeuse (o Orionis), a separacido di foi ~ 3m e Michelson obteve
AB = 0.047" (segundos de arco). Conhecendo a distidncia de Betelgeuse & Terra.
através de sua paralaxe (Fis.Bds. 1, Sec¢.1.5), foi possivel concluir que o didmetro
de Betelgeuse € cerca de 300 vezes maior que o do Sol. E dificil aumentar d; muito
além desse valor: o menor A8 medido por Michelson, o de Arcturus, que € de
0.02", exigiu d; ~ 8 m.

Em 1954, R. Hanbury Brown e R. Q. Twiss mostraram que era possivel de-
tetar inlerferéncias entre flutuacdes de infensidade entre dois detetores, mesmo para
separagdes d; ~ 200m ., o que permitin medir didmetros angulares de 0,0005"! A
explicacio estd relacionada com coeréncia de ordem superior, e a experiéncia teve
um forte impacto no desenvolvimento da Otica quéntica.

A irea de um circulo de raio Ad: cm torno de um ponto num feixe de luz
(transversal & direcfio de propagacio) chama-se drea de coeréncia A A |, e o volume



AV ~ AAAI (3.53)

onde Al é o comprimento de coeréncia, chama-se volume de coeréncia. Podemos
interpretd-la como a regifio do espago em torno de um ponto P do feixe da qual €
possivel extrair amostras capazes de interferir com a luz em P, ou seja, exibindo
propriedades de coeréncia em relacdo a P.

PROBLEMAS

1. Na experiéncia do espelho de
Lloyd, observa-se num anteparo 0 a
interferéncia entre a luz que vai dire-
tamente de uma fonte puntiforme F

para um ponto P do anteparo O e a luz

: P , . que vai de F para P refletindo-se numa

placa plana de vidro E (fig.). A distan-
cia de F ao plano da placa € d e a distdncia de F a @ € D >> d. Observa-se a
primeira franja brilhante (mdximo) de interferéncia num ponto P a uma distincia y
do plano da placa, usando loz monocromatica de comprimento de onda A. Calcule
y em funcdo de A, d e D.

Sugestdo: Considere a imagem especular de F e a defasagem na reflex@o.

2. No experimento de Young. com a luz incidindo perpendicularmente sobre
o antcparo onde estio os dois oriffcios, coloca-se uma lamina delgada transparcnte
de faces paralelas e indice de refragdo n sobre um dos dois orificios. 1ss0 produz
am deslocamento de m franjas na figura de interferéncia (a franja central brilhante
desloca-se para a posicdo que era ocupada pela franja brilhante de ordem m). O
comprimento de onda da luz € A. Qual € a espessura d da 12mina?
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3. Para explicar as cores das manchas de 6leo no asfalto molhado, considere
uma camada de dleo, de indice de refracdo 1,5, boiando sobre a dgua (o asfalto
absorve a luz transmitida através do dleo e da dgua). Suponha que a espessura da
camada de 6leo € igual ao comprimento de onda A; da luz violeta no ar, e que se
observa a luz refletida na incidéncia perpendicular. (a) Mostre que hd um minimo
de reflexdo para luz violeta. (b) O comprimento de onda A; da luz vermelha €
aproximadamente o dobro: A; = 2 &;. Mostre que para luz vermelha hda um méximo
de reflexdo.

4. Uma limina de dgua de sabdo (indice de refracdo igual ao da dgua), colo-
cada num aro vertical, escorre para baixo formando uma cunha. Observada por
reflexdo com luz de sédio (A = 5.890 A) incidente perpendicularmente, verifica-se
que ha uma franja escura no topo e 4 franjas escuras por cm na Idmina. Qual € o
dngulo de abertura da cunha (em radianos)?

C 3 o% & e
i~ 5. Considere a experiéncia dos anéis
o .
| A L de Newton, descrita na Sec. 3.3. Uma
| \ p
. ! “ R Jente planoc-convexa de raio de cur-
¥ | | 5,
| \ vatura R € colocada em contato com
I

uma placa plana de vidro e iluminada

na incidéncia perpendicular (fig. ao
lado). (a) Calcule a relacdo entre as dis-
tincias p e £ da figura na vizinhanca
do ponto de contato O (h << R). (b)
Calcule o raio p,, do m-ésimo anel escuro,

visto na luz refletida, com luz monocro-
matica de comprimento de onda A.

6. Considere o experimento de Young
com um feixe incidente 1 perpendicular
ao anteparo A e um ponto P na direcio
8 do anteparo de observacdo O, onde a
interferéncia é construtiva. Se agora
acrescentamos outro feixe incidente 2 que
forma um angulo A 8 com o feixe 1, e se
formos aumentando A 8, chegaremos a

uma situacdo onde a interferéncia em P €
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destrutiva para o feixe 2, ou seja, 0s minimos de 2 caem sobre os miximos de 1 g,
se os dois feixes tém a mesma intensidade (e freqliéncia), as franjas de interferén-
cia desaparecem. Mostre gue isso acontece para A 6 = 0,5 A/d, onde d é a se-
paracido das aberturas. Isso permite medir A 0. Relacione esse resultado com o
interferdmetro estelar de Michelson (Sec. 3.6).

7. Para construir outro exemplo da relac@o entre largura temporal At e largura
espectral A @, considere o pacote de ondas [cf. (3.46)]

E(r)= J.e_ﬁ cos(ﬂ)r)d&}
L§]

m)

A expl-

em que a amplitude da contribuicido de
fregii€ncia ® € exp [-®/(A®)], ou
seja, tem largura espectral A ® (fig.). Cal-
cule E(7r) e a largura temporal correspon-
dente A r. Comente o resultado.

Sugesido: Para calcular a integral.
integre por partes duas vezes.




DIFRACAO

4.1 © conceifo de difragde

Consideremos (fig. 4.1) um pequeno
orificio circular num anteparo opaco,
iluminado por um feixe paralelo de luz
monocromatica.

Segundo a lei da propagacio retilinea

da otica geométrica, o feixe transmi-

Fig. 4.1 DifracGo por um orificio circular tido através do orificio seria um cilin-

dro circular, e formaria uma imagem

brilhante id€ntica ao orificio num anteparo de observacdo: fora desta regifio, a es-
curiddo seria completa (sombra geométrica).

J& havia sido observado por Francesco Maria Grimaldi, num livro publicado
postumamente em 1665, que. quando o orificio é muito pequeno, como um bu-
raquinho de alfinete, e a distdncia R ao anteparo de observacio € suficientemente
grande, verifica-se que a luz penetra na regido de sombra geométrica. com o apare-
cimento de franjas claras e escuras na vizinhanca do limite da sombra.

Esses desvios da propagacfo retilinea da luz foram chamados de difracéo, no-
me ligado a4 “deflex@o”dos raios luminosos. Nesse sentido genérico, tanto pode
aplicar-se @ passagem através de uma abertura como ao “espalhamento” por um
obstaculo.

Os fendmenos de difracdio. como os de interferéncia, aos quais estio estrei-
tamente ligados, sdo caracteristicos de uma teoria ondulatéria. Quanto maior o com-
primento de onda em relacdo as dimensdes da abertura ou obstdculo, mais fortes
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devem ser os efeitos de difracfo: na experiéncia acima, luz vermelha sofre desvios
maiores dol'zque Inz azul. Na acistica, onde os comprimentos de onda sio da mesma
ordem de grandeza que o tamanho dos objetos encontrados na propagacio, os efei-
tos de difracdo s&o muito fortes.

E costume classificar os fendmenos de difracio em duas categorias, conforme
a distincia R entre o “objeto difratante” e o anteparo de observacdo ©. Para distin-
clas ndo excessivamente grandes (veremos depois os critérios), a “imagem™ obser-
vada preserva semelhanca com a tforma geométrica do objcto, embora apareca
rodeada ou entremeada por franjas claras e escuras,

Para R suficientemente grande (formalmente R — <o), o resultado passa a de-
pender somente da direcdo de observacdo, e ndo guarda mais semelhanca com a
forma geoméirica do objeto. Por exemplo, para um feixe paralelo incidente sobre
uma abertura, a Stica geométrica prediz que a intensidade para R — o s6é = 0
na direcdo do feixe incidente, qualquer que seja a forma da abertura (circular,
retangular ou irregular). Na teoria ondulatéria, veremos gue hd uma dependéncia da
forma da abertura, mas a figura de difracdo observada ndo é semeihante 4 forma
geométrica da abertura, ao contririo do que sucede i distancia finita.

No primeiro caso, em que hd uma semelhanca perceptivel, dizemos que se
trata de difracdo de Fresnel; no segundo (R — oo ), de difracdo de Fraunhofer.

A fig. 4.2 ilustra uma forma de obser-
var na pritica a difracdo de Fraunho-
fer. Uma fonte de luz coerente F no

plano focal objeto da lente L., produz
um feixe incidente paralelo, que atinge

uma abertura num anteparo plano .
Os feixes difratados em diferentes di-
recOes sao coletados por outra lente
L,, que os focaliza em seu plano focal imagem, coincidente com o anteparo de
observagdo ©. Os diferentes pontos P; , P, , ... representam imagens de direcdes di-
ferentes, de forma que se observa sobre O a figura de difracio de Fraunhofer,

Fig. 4.2 Observagdo da difracdo de Fraunhofer

Vamos concentrar a atencgfio principalmente na difraciio de Fraunhofer, que
tem as aplicacGes mais importantes, limitando-nos a uma discussido qualitativa da
difracdao de Fresnel.

4.2 O Principico de Huygens-Fresnel

Vimos como Huygens deu uma explicacdo qualitativa da propagacio retili-
nea baseada em ondas secunddrias e na sua construcdo geoméirica, sem considerar
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ondas monocrométicas. Vimos também, na Sec. 3.2, como tratar o experimento de
Young considerando cada orificio como fonte de ondas esféricas e fazendo-as inter-
ferir.

A 1déia bdsica de Augustin Fresnel foi justamente combinar o principio de
Huygens com o conceito de interferéncia. aplicando-o & propagacdo de ondas mo-
nocromaticas. As modificacbes bisicas introduzidas por Fresnel no Principio de
Huygens foram entfdo as seguintes:

(1) As ondas esféricas secunddrias oriundas dos diferentes pontos de uma fren-
te de onda sdo coerentes, pois a frente de onda € uma superficie de fase constante.

(11) A onda num ponio ulterior € a resultanie da interferéncia de todas as

ondas secunddrias, levando em conta suas diferencas de fase associadas a percursos
diferentes.

T P (iii) A amplitude das ondas secunddrias
2 < provenientes (fig. 4.3) de um elemento de
superficie 4 ¢ de uma frente de onda X

nio é a mesma em todas direcBes: é ma-

- - i~ h "
xima na direcdo n normal A frente de on-

da (direcdo do raio) e decresce lentamen-

te ¢ monotonicamente com o Angulo

s 8’ = Z(P'P.n). caindo a 0 para

, K :
Fig. 4.3 Principio de Huygens-Frasnel 9" = 9 (ao longo da frente de onda).

Assim, a contribuicio de 4G & onda no ponto P seria, segundo Fresnel, pro-
porcional ado ¢ a v(P’), a funcio de onda no ponto P’ do gual d ¢ € um entorno,
contendo além disso um fafor de obliguidade F (9 '), miximo para 6" = 0 e ca-
indo lenta ¢ monotonicamente para zero quando 8’ — w/2.

A contribuicdo dv ( P ) do elemento d ¢ no ponto P € portanto, segundo Fres-
nel,

| @)=F®)v(P) e do 4.1)

F

onde r = IP'PL
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A onda resultante em P & entiio

V@)= [av@) =] FE)0 ) o 42)

onde a integral € estendida a toda a porcdo ndo-obstruida de L. porcdes da
frente de onda obstruidas por anteparos ou outros obsticulos opacos ndo con-
tribuem.

A (4.2) € a expressio analitica do Principio de Huygens-Fresnel. Kirchhoff
mosirou mais tarde que uma expressdo desta forma pode ser obtida diretamente a
partir da equacdo de ondas satisfeita por v, determinando assim a forma explicita

do fator de obliquidade F (9 ). Entretanto, isto nfio serd necessdrio por enquanto.

4.3 © méitodo dus zonas de Fresnel

Segundo o Principio de Huygens-Fresnel (4.2), a funcdo de onda em P € a
resultante da interferéncia de todas as ondas esféricas secunddrias provenientes dos
pontos P’ de X, Sendo Z uma frente de onda, a fase de v (P”) é constante sobre 2.
Logo, a fase de cada onda secundéria € dada unicamente pelo fator de fase
exp(ikr), correspondendo & defasagem kr. Tipicamente, kr >> | e exp(ikr) varia

rapidamente com P”,

As coniribuicOes dominantes nessa superposicio de ondas devem entio ser
agquelas para as quais a irferferéncia é a mais construtiva possivel. Isto acontece
num entorno de um ponto O de X no qual a fase seja estaciondria, ou seja, varie
o minimo possivel com a variagdo de P’. Este é um resultado geral na super-
posicdo (interferéncia) de ondas, conhecido como o Principio da Fase Estacio-
ndria.

* Conforme a convencio adotada anteriormente, estamos omitindo o [ator temporal ¢ sempre associado
a ondas monocromaticas de frequéneia angular m.
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No caso. k» ¢& estacionario quando
r = OP é minimo, isto é, quando r é a
distdncia do ponto de observacio P a
frente de onda X: O € portanto o pé da
perpendicular tracada (fig. 44)dePa X e
OP tem a direcdo da normal naXemO.
Isto significa que OP corresponde ao raio
luminoso oriundo de X que passa por P,
estabelecendo assim uma conexfo com a
otica geoméirica. O “ponto de fase esta-
ciondria” O chama-se o pdlo da frente de
onda X relativo ao ponto P.

Vejamos agora de que forma o Principio de Huygens-Fresnel explica a propa-

gacdo retilinea da luz no espaco livre, aplicando-o & propagacdo de wma onda pla-
nag, com o auxilio de uma construcdo geométrica, o método dus zonas de Fresnel.

Fig. 4.5 Zonas de Fresnel

Suponhamos entdo que v(P’) é uma onda plana que se propaga na diregio z

no espaco livre,

V= A e‘ik’: (43}




(4.4)
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e tomemos como frente de onda X o plano z = 0, onde v ( P’) =A. A (4.2) fica

?d@zﬁjF@jéjdcé

I

onde Z € todo o plano z = 0.

rd
-

O pdlo O de X relativo a P € o pé da perpendicular de P a X (fig. 4.5), que
= OP. Com centro em P, con-

tomaremos como origem das coordenadas. Seja

sideremos uma série de esferas de raios
FBar PhA=zre,BB=sek,. FO=peoi
lhw o i =" | 4.5)
| 2 : 3 E !
que cortam a frente de onda em circulos de raios (fig. 4.3)
OA=p, ., OB=p, , OC=p,, (4.6)
cujos valores podemos calcular nos tridngulos retdngulos POA, POB, POC,
_} 4 }L 2 ; 2
OA =PA —-PO {pf—[:&-] —zzzﬁh:*(h]
2 2
2 2 2 5 =1Z -1. = ZE = ﬁ,vz £ -
OB =PB -PO {p— 4 Zhz+h
e, para o circulo de raio p,
pf.i' bl \\* 2 e T i 2 ( - .}

Vamos tomar
(4.8)
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Nesse caso, o ultimo termo da (4.7) pode ser desprezado, o que da

Px = nhz | (n=1,2,3,..) (4.9)

ou seja, 08 raios crescem como as raizes quadradas de ndmeros inteiros.

Os circulos dividem o plano X numa série de anéis circulares concéntricos,
que se chamam zonas de Fresnel. Por construciio, sendo k = 2w /A,

-

kr :k(z+%J=kz+TE

kr,=k(@z+A)=kz+2m

................................................

ékr.*kz:ﬂﬁ (H=I_.2,...)§ (4.10)

ou seja, a contribuicdo do ponto A a integral (4.4) estd defasada de @ em relagfio a
do pdlo O, ade B de 2, a de C de 37 ... . Em média, a contribuigcio da 1.* zona
de Fresnel interfere construtivamenie com as da 3% , 5%, .. e destrutivamente,
com as da 22,42 .62, ...

A area da n-ésima zona de Fresnel é

i
Eff(pi—Pi_l)ﬁTflz.; (4.11)
ou seja, fodas as zonas circulares tém aproximadamente a mesma drea.

Como tomamos z >> A, o fator de obliquidade F ( 8 ) varia muito pouco sobre
a n-&sima zona, ¢ podemos tomé-lo sobre ela como tendo um valor constante F,,
onde, pelas hipdteses de Fresnel, F, é mdximo para n = 1 e decresce lenta ¢ mono-
tonicamente quando n cresce, com

]
| lim F, = 0| (4.12)

pois neste limite 6 — w/2.

Decompondo a integral numa série de integrais sobre as zonas sucessivas, a
(4.4) d4 entdo:
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ikr |

|1, (P)zAif;, | =—do| (4.13)
| n=]

r !

g n |

Tomando coordenadas polares (p, ) no plano X . com origem em O, a inte-
gral sobre a zona n vai de p,-1 2 p, - Como o integrando nfo depende de o,

do=2npdp (4rea do anel entre p e p + dp)

2

2 2 . i .
Mas r“ =p~° + z°, com z fixo, implica

e

pdp=rdr {d—6=2ﬂdr (4.14)

e a(4.13) fica

-
c e " ?“A = ik Pkr,
=2;.-;,42{p; E‘;k =_}_ZE:(""’k 3 n_l)ﬁ

n= rn_] =

Mas, pela (4.10), krm = kz + nm, e e """ = (—1)"
Logo,

v (P)= —idAe"s i [(—1)'[ ~ '~ ]Fn

rn=l

Finalinente,

| & .
i v(P)=2irAc*: Y (1), (4.15)
n=I
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confirmando que as zonas de Fresnel impares interferem entre si construtivamente,
e destrutivamente com as pares. Esse era o objetivo da construcio de Fresnel: iodas

as zonas t€ém a mesma drea e hd diferencas de caminho médias A/ 2 entre duas
ZONas sucessivas.

Para calcular a soma da série (4.15). o mais simples € usar um método grifico,
representando-a como uma soma de velores colineares, cujos médulos decrescem

lenta e monotonicamente para zero [cf.(4.12)], e que apontam sucessivamente em
sentidos opostos (série alternada).

. Para maior clareza, na fig. 4.6, os vetores
B £ foram deslocados sucessivamente na ver-
i IF, ; tical. A resultante
1—.—
1

leg

A

i

Fi~FB+tF—-F+..+ D Fy

i
1
| i
: IF, __.“J aponta da origem de F; para a extremi-
1 H |1F " dade de (—1)"Fy e vemos pela simetria
I - s ' .
L I ] da figura que
4 e ﬂ

|-F J|i : |
]I \If"“ L > .f' I — n+1 ‘
! E‘L\ !Fs x} i z("]) E. = _FI | (4.16)
LM i > At 2 |
: \ | , :
} \ i i
| | o0 A (4.15) fica portanto
¥ Ty e

n=1

Fig. 4.6 Soma gréfica da série alternada i

v(P)=ikhF Ae'** i (4.17)

¢ o resultado, obtido por Fresnel, é que a interferéncia entre as contribuictes das
zonas sucessivas tem como efeito final em P a metade da contribuicdo da 1* zona.
Como a (4.17) deve ser igual & (4.3), concluimos que

!E=§:F(9'=0)5 (4.18)

e o Principio de Huygens-Fresnel (4.2) assume a forma mais explicita

1 o : E?”” I
iv(P):EL f(ﬁ)v(P)—r—dcs% (4.19)
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onde f(6’) & agora um fator adimensional, =1 para 8" =0, e que — O lentae
monotonicamente para 87 — =

Uma funcdo com essas propriedades €

f(0)=cos®” (4.20)
0 que daria
y(P)=— | cos®’ v (P’)g dc 4.21)
iA r
onde r = |[PP'|, 8 =2 (PP’ . ﬁ) e 1 é o versor da normal a T em P’, no sen-

tido da propagacao.

A (4.21) é a forma explicita do PRINCIPIO de HUYGENS-FRESNEL. Quan-
do X € uma superficie plana, foi demonsirado por Rayleigh que este resultado de-
corre diretamente da equacido de ondas escalares, a inica aproximacio sendo que a
distdncia r € muito maior que o comprimento de onda A.

Na prética, porém, isso sé permite calcular v ( P ) se j4 conhecermos seus valo-
res v(P’) sobre X, o que em geral nfio acontece.

Entretanto, na teoria cldssica da difracdo, estuda-se em geral a difracado por
uma ou mais aberturas num anteparo plano opaco, nas seguintes condi¢des:

(i) As dimensdes das aberturas sfo muito maiores que A.

(ii) As distincias do ponto de observacdo P e da fonte F ao plano do anteparo
sdo muito maiores do que A e usualmente também muito maiores que as dimen-
sOes das aberturas.

Nessas condi¢des (fig. 4.7). a onda incidente tem uma frente de onda aproxi-
madamente plana ao atingir o anteparo, €
a maior parte da intensidade deve ser
projetada na direcdo dianteira. Se tomar-
mos entdo para £ uma superficie plana si-
tuada logo apds o anteparo, e chamarmos
de S as porcOes de X situadas na sombra
geométrica e de A (abertura) as demais

porcdes, esperamos que v(P ") sobre X
% nao difira muito da distribuicdo que seria

Fig. 4.7 Justificativa da aproximagéo de Kirchhoff prevista pela ética geométrica, ou seja,
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(4.22)

v(P) = 0 (sombra geométrica) sobre §

Essa foi a aproximagdo empregada por Kirchhoff em seu tratamento da di-
fracdo. Levando-a na (4.21), obtemos um resultado inteiramente determinado:

1 - ikr I
v(®)=— [eoso” v, () ET do | (4.23)

: A

Sl Ees

onde a integral se estende somente a abertura A e vw(P’) é a onda incidente
sobre A,

Os resultados da reoria de Kirchhoff da difracdo, baseados na (4.23), estio em
bom acordo com a experi€ncia, na regido onde os efeitos de difracdo se observam
usualmente, ou seja, desde que o ponto observagdo P esteja na vizinhanca do limite
da sombra geométrica. Quando P penetra muito profundamente na sombra, a inten-
sidade se torna muito pequena e em geral ndo é observada.

4.4 Difragtio de Fresmel: discusséo gualifativa

O método das zonas de Fresnel permite compreender de forma qualitativa a
formacdo da sombra geométrica e o aparecimento das franjas de difracio que se
observam na vizinhanga do limite entre a sombra geoméltrica ¢ a regifio iluminada
(figura de difracdo de Fresnel).

Para ver isso, consideremos uma abertura A de forma qualquer num anteparo
plano opaco, iluminada por uma fonte puntiforme F situada a uma distdncia finita,
€ procuremos estimar o comportamento da intensidade em diferentes pontos de ob-
servacdo, somando as contribuicoes das zonas de Fresnel a eles associadas, como
método de cdlculo da (4.23) andlogo ao gue empregamos para uma onda plana no
espaco livre.

O caminho de fase estaciondria enfre a fonte F ¢ o ponto de observacéo € a
refa que une esses dois pontos, € a interseccfio dessa reta com o plano do anteparo
€ 0 pélo relativo ao ponto de observacdo, que é também o centro do sistema de
zonas de Fresnel correspondente.



Fig. 4.8 Polos relativos a diferenies pontos
de observacao

Fig. 4.9(a) Zonas de Fresnel para Py

A fig. 4.8 mostra a fonte F e cin-
» Ps,
com P; préximo & parte central da re-

co pontos de observacéo Py, ..

gifo iluminada, Ps j4 bem dentro da
sombra geométrica, P; no limite da
sombra e P; perto desse limite, para
uma abertura A de forma qualguer. Os
Os
pondentes, intersecgdes de FP, ...

pontos Oy, ..., sdo 0s polos corres-
. FPs

com o plano § + A.

A fig. 4.9(a) mosira o sistema de zo-
nas de Fresnel ndo obstruidas com
centro em Oy, na regifio central de A, ¢
a soma de vetores correspondentes. A
inica mudanca com respeito ac espago
livre é que as tltimas zonas de Fresnel
descobertas dio uma contribuicdo irre-
gular, mas jd muito pequena, de modo
que a resultante R ¢ ainda muito pro-
xima de 1 F, , como na (4.16). Logo,

4 intensidade em P, (parte central da regifio iluminada) € praticamente a mesma

que se o anteparo nio existisse

Fig. 4.9{b) Zonas de Fresnel para Py

Para P, o pélo O, jd se aproxima da
beirada de A. Na fig. 4.9(b), as duas
primeiras zonas estdo descobertas, mas
as seguintes jd vio sendo obstruidas, ¢
R ¢ bastante < %

Logo, temos uma franja escura, embo-
ra P, ainda esteja na regifio iluminada
da 6tica geométrica.



Fig. 4.9(c) Zonas de Fresnel para P
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Fig. 4.9(d) Zonas de Fresnel para Py
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Fig. 4.9(e) Zonas de Fresnel para Ps
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Em P; [fig. 4.9(c)]. o pblo O; é tal que
a 1.* zona estid descoberta, mas as
seguintes ja vao sendo cada vez mais
obstruidas. A resultante R é > £ F, ,
de forma que se¢ tem uma franja clara
na regido iluminada (perto da tran-
sicdo para a sombra) mais intensa do

que existiria na propagacéo livre.

O ponto P: estd no limite da sombra
geomeétrica. de forma que o pdlo cor-
respondente Oz cai no contorno da a-
bertura [fig. 4.9(d)]. A resultante ¢ da
ordem de uma parte da fracdo exposta
da primeira zopa. Logo, a intensidade
ndo cai descontinuamente para zero no
limite da sombra, como prevé a Gtica
geométrica: ha um decréscimo gradual
da intensidade.

Finalmente, em Ps, jd bem dentro da
sombra geométrica, o pélo Os cai so-
bre o anteparo opaco. longe da aber-
tura A [fig. 4.9(e)]. A primcira e a
ultima fracdes de zona expostas con-
tribuem muito pouco, e a resultante ¢é
muito pequena (a intensidade varia
com R7). Logo. temos escuridédo
quase completa, aproximando o resul-
tado da Otica gecomélrica.

Para pontos como P; e Ps, os resultados dependem muito pouco da forma da

abertura, justificando a validade da propagacio retilinea (6tica geométrica) como

muito boa aproximagdo. Para pontos como P>, P;, Py, mais préximos da transicio

luz/sombra, aparecem franjas claras ¢ escuras que dependem mais da forma da
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abertura, correspondendo a oscilacdo periodica com as porcdes de zonas que Vao
sendo obstruidas.

Admitimos na discussio acima que a abertura contém muitas zonas de Fres-
nel, e vimos que os resultados guardam uma relacdo de semelhanca com a forma
geométrica da abertura, o que, na classificaciio da Sec. 4.1, caracteriza a regido de
difragdo de Fresnel.

Conforme vimos no exemplo da (4.1), os raios das zonas de Fresnel crescem a
medida que o ponto de observacdo P se afasta da abertura, Quando a distincia se
torna suficientemente grande para que a abertura loda esteja contida dentro de
uma zona de Fresnel, entramos na regido de difracdo de Fraunhofer e a figura de
difracfio. conforme veremos, deixa de ter semelhanca geoméirica com a forma da
abertura A.

QOutra condicio gue admitimos no tratamento acima foi que a primeira e a
iltima zona expostas no contorno de A dio contribuiges muito pequenas. Isso po-
de n#o ser valido para formas especialmente simétricas de A e/ou para posicdes
especiais do ponto de observaciio P, conforme ilustrado pelos exemplos seguintes.

Exemplo 4.1: Difracdo de Fresnel no eixo de uma abertura circular

Este € um caso de excecdo devido a

R simetria especial. Conforme mostra a
<« fig. 4.10, para um ponto de observa-
~— cfio P sobre o eixo de uma abertura
T , circular {¢ uma onda incidente plana
K perpendicular ao anteparo), o pélo O
4* coincide com o centro da abertura, de
— > forma que o contorno da abertura pode

coincidir com o contorno de uma zona
Fig. 410 Zonas de Fresnel no eixo

, de Fresnel, dependendo da disténcia
de uma aberiura circular

OP = z [cf. (fig. 4.9)].

Se o niimero de zonas de Fresnel gue caem dentro da abertura € um inteiro
impar, como na fig. 4.10, a resultante R € muito préxima de F;, de modo que a
intensidade em P € da ordem de 4 vezes a intensidade da onda incidente. Por outro
lado, se € um inteiro par, a resultante € = 0, de forma que a intensidade prati-

camente se anula, embora o ponto de observacfo esteja dentro da regido iluminada.
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Se a € o raio da abertura, o niimero de zonas de Fresnel nela contido é o
maior inteiro contido em

— | =" (4.24)
AZ i

gue varia com a distdncia z. Portanto. a intensidade ao longo do eixo oscila entre

0s valores extremos acima: ~ 4y (onde [y € a intensidade incidente) e 0.

Se o ponto de observacdo P se afasta do eixo. este efeiio se torna rapidamente
menos pronunciado (verifique!): a figura de difracdio, por simetria, fem a forma de
anéis concéntricos.

Exemplo 4.2. Lente de Fresnel

Para um dado ponto de observacdo. que
acontece se bloguearmos (tornando-as
opacas) todas as zonas de Fresnel pares
(fig. 4.11), deixando desobstruidas ape-
nas as impares?

Conforme resulta da fig. 4.6, as contri-
buicdes de todas as zonas descobertas
interferein ent3o construtivamente. Se o
nimero delas é N, a resultante é = N F,,
e a intensidade é ~ 4N’ , onde Iy é a

intensidade incidente. Para N grande,

podemos obter assim uma forte concen-

Fig. 4.11 Lenfe de Fresnel

tracdo de intensidade em P, onde P estd
no eixo de simetria; para P fora do eixo, a intensidade cai rapidamente, mostrando
que se trata de um efeito de focalizacédo.

Um efeito correspondente ocorre para uma onda incidente esférica. origindria
de uma fonie I puntiforme, definindo de forma anédloga as zonas de Fresnel. Existe
nesse caso uma férmula semelhante & das lentes delgadas, relacionando as distan-
cias da fonte e do “ponto imagem”™ P ao pélo O. A demonstracdo serd deixada para
os problemas (Probl.4.3).

Na pratica, a “lente” de Fresnel € uma réplica fotografica reduzida de uma
figura como a fig. 4.11.
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Exemplo 4.3. Difracdo no eixo de um disco circular

Consideremos agora um pequeno dis-
co circular opaco iluminado por uma
onda plana incidente perpendicular-
mente sobre ele, e um ponto de obser-

= vacdo P situado sobre o eixo de sime-
tria (fig. 4.12).
A partir da primeira zona de Fresnel

\

L v

que estiver descoberta, as contribui-

cOes Sa0 as mesmas que na propaga-
Fig. 4.12 Ponto no eixo de um disco circular pag. Livee e nm grida. plang (5eg.
4.3). Como o disco € suposto pequeno,

o fator de inclinacio nao afeta substancialmente essas primeiras contribuicoes., Lo-
go, o resultado quase nido difere do que se obtém para uma onda plana, no espaco
livre. Numa pequena vizinhanca do ponto P, quando nos afastamos do eixo, a in-
tensidade continua préxima da da onda incidente, mas tende a cair rapidamente por
razfes andlogas as que vimos ao explicar a formacio da sombra geométrica.

Logo, bem neo centro da sombra geométrica de um disco opaco circular, deve
existir uma pequena mancha brilhante, com a intensidade da onda incidente. A
razao € que, devido a especial simetria, hd interferéncia construtiva das ondas se-
cunddrias num tal ponto. |

A teoria de Fresnel da difracdo foi primeiro apresentada numa memdria encami-
nhada & Academia de Ciéncias de Paris para concorrer a um prémio, destinado a quem
melhor conseguisse explicar os efeitos de difracdo. Um dos membros da comissao
Julgadora era o matematico Siméon Denis Poisson, partidario da teoria corpuscular.

Poisson percebeu que uma das consequéncias da teoria de Fresnel seria a existén-
cia dessa mancha brilhante no centro da sombra de um disco circular, o que lhe
pareceu absurdo, e levantou esta objecdo ao trabalho apresentado.

Com a ajuda do fisico Francois Arago, Fresnel conseguiu realizar a experiéncia,
mostrando que a mancha brnlhanie efetivamente aparecia. Fresnel ganhou o prémio.
Entretanto, a mancha brilhante passou a ser conhecida como a mancha de Poisson!

4.5 Difragée de Fraunhefer

Vimos na Sec¢. 4.1 que, para nma distancia R “suficientemente grande™ do
ponto de observacao P a abertura A, entra-se na regido de difracdo de Fraunhofer,
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onde a figura de difracio corresponde i variacdo da intensidade com a direcdo de
observacdo; vimos também como ela pode ser observada, com o auxilio de Ientes.

O que é “suficientemente grande”? E uma distincia para a qual ndo mais se
observam os efeitos de difracdo de Fresnel. por ser o didmerro mdximo D da aber-
tura A muito menor que o raio da primeira zona de Fresnel, de modo que a abertura
compreende apenas uma fraco de uma zona de Fresnel.

A condicdo para que isso aconteca [cf.(4.24)] € que seja

o £ .l

___<<1 4 R>:>.—" R}}D:E>>£>>l (4.25)
AR | A D s

Por exemplo. para D ~ 0.5mme A ~ 5 x 107 cm , isto d4d R >> 0,5m . Na
pratica, a observag@io no plano focal imagem de uma lente (fig. 4.2) equivale a
fazer R — oo, de forma que esta condicdo & satisfeita.

Vamos agora (fig. 4.13) tomar a
. origem num ponto O fixo da abertura
A. Se @ é o versor da direcdo de pro-
pagacdo da onda plana incidente, e P’
um ponio de A, com OP’ = x, temos,

na (4.23).

| v (P7) = iﬂ .e"k“-"x' . ky =ku,

Amplitude incidente

Fig. 4.13 Difracgo de Fraunhofer

(4.26)

Por outro lado, com OP = R e

I F

PP = r,afig. 413 dd, para R — "=

i

o

r=QOP—-0P =R-a-x (4.27)
A

Projecio de OP’ sobre OF

A i - — —~—
onde u € o versor da direcdo de observacdo OP.

Como na Se¢. 3.2, podemos subsiituir 7 por R no denominador de exp(ikr) / r
(onda esférica que se propaga de P’ a P), mas ndo no numerador, pois a fase kr da
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exponencial varia bastante dentro da abertura, cujo didmetro D € >> A. Logo, a
(4.27) dda

!
%8 ~ % exp [z’k (R —u- x’)} | (4.28)

Substituindo as (4.26) e (4.28) na expressdo (4.23) do Principio de Huygens-Fres-
nel-Kirchhoff, obtemos

] _ {?E‘ k (Ruﬁ-x’) .
, s ! : IRy X i P F
% (P) = :[COS B -ay¢e — B dzdj

onde usamos a notacdo d° x’ para o elemento d ¢ de superficie sobre A.

O fator de obliguidade cos 8’ também varia muito pouco sobre A: como a
maior parte da intensidade ird para direcGes proximas de U, podemos substitui-lo
por cos By, onde B¢ é o dngulo entre a direcdo incidente € a normal ac plano de A
(fig. 4.13). Finalmente, fica

i v(P) = 2 cos, ER jef(“"“‘)""dgx’ | (4.29)
| . |

onde

l k = kﬁ. ' (4.30)

seria o vetor de onda de uma onda plana que se propagasse na direcio de obser-
A
vacao u.

Podemos reescrever a (4.29) da seguinte forma:

| -
i ikR

‘ v(P): dy f(k,ﬁ,ﬁu)e

(4.31)

onde

£ o) = 220 [ gy (4:32)

LA
A
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A interpretacdo fisica desses resultados € simples. A (4.31) representa uma
onda esférica emanada da abertura, cuja Unica dependéncia da distdncia € dada
pelo fator exp(i&4&R ) / R de propagacdo da onda esférica. Isso concorda com a
expectativa de que, vista desde uma distincia suficientemente grande, a abertura

deve aparecer como uma fonfe puntiforme.

Entretanto. a amplitude da onda esférica (proporcional a amplitude @y, da onda
incidente) depende das direcdes de incidéncia ﬁo e de observacdo ﬁ, através do
fator f( k. a . ﬁo}, que representa a amplitude de difracdo na direcao 0. Isso também
concorda com o que foi dito na Sec¢. 4.1: a figura de difracdo de Fraunhofer s6

: 5 3 3 3 2
depende das direcdes, embora a intensidade caia com 1/ R,

A (4.32) também tem uma interpreta-
cdo fisica imediata. Com efeito (fig.
4.14), seja Py PP, um percurso com
incidéncia segundo P, P’(Hﬁu) e di-
fratado na direcdo P’ P, " (//11), o que
dd origem a uma contribuicio a inte-
agral (4.32). Consideremos o percurso
paralelo Py OPy” (fig. 4.14), passando

pela origem O (fixa).

A diferenca de caminho cntre esses
dois percursos &

Fig. 4.14 Diferenca de caminho

BP -

al
I
B>
=)
M\

|
=
]

|
=
i)
S’
M‘\

(4.33)

e a diferenca de fase correspondente & k(ﬁ) - ﬁ) . B

Logo. a integral na (4.32) € o fator de interferéncia, que leva em conta as
diferencas de fase na superposicdo das contribuicdes dos diferentes pontos P’ da
abertura. Note que as lentes L, e L, no dispositivo de ohservacao da fig. 4.2 ndo
introduzem defasagens adicionais nos trajetos até os focos, pois, pelo Principio de
Fermat, os caminhos 6ticos entre as frentes de onda OB e CP’ da fig. 4.14 ¢ os
focos sdo iguais.
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) ) . . .. A A : = s
A intensidade médxima se obtém na direcdo u = uy, para a qual a interferéncia

€ construtiva (direcdo de propagacdo geométrica), e € dada por

| F By ,) = (4.34)

cos B, j gy = cos B, »
ir ir

onde G4 € a drea da abertura A.
Em geral, interessa-nos a distribuicdo relafiva da amplitude, comparada com

set mdximo para 0 = U, que, pelas (4.32) e (4.34), é dada por

f(k,ﬁ) _ 1 J‘e;‘_.':;(ﬁu_ﬁ).x' 2 5 |
flEy) oy _.

onde simplificamos a notacdo. A razdo das intensidades € o module ao quadrado
da razdo das amplitudes:

e N e e
7

I(ﬁ) 1 lje_ﬁk(ﬁ“—ﬁ)-x’ X I

@) (o,

(4.36)

f‘1

Podemos simplificar ainda mais o resultado limitando-nos ao caso da incidéncia

perpendicilar ao anteparo, em que

i, cx' =0 | (4.37)
Nesse caso,vem
— e e
I u ]_ rEuox” s i =
@) _ _[e'*k“' d* x| | (4.38)

| I(ﬁﬁ) ) (‘3.4)2 A '

bastando levar em conta as defasagens associadas aos raios difratados na direcdo
A - x y n A n
u [compare com a (4.28)]. O caso geral obtém-se substituindo 1 — u — w.



4.6 Aberfura refangular

Consideremos uma abertura retangular
de lados 2a ¢ 25 num anteparo opaco.
iluminada perpendicularmente por uma
onda plana. Tomemos a origem O no

centro do retingulo (plano z = 0, fig.
4.15). Sejam (o, B.v) os cosenos di-
retores da direcac de observacao:

u = (a.B.7).k= k1. Temos entdo.
comx’ = (x’,y".0) na (4.38),

a | b

& —ikoxt kB
[ _:: é Fed B:

—iko " GkB ]
i ikpB b

Jgkoa _  —ikoa JEBE _  —ikPb
o S bl = 14 sen (k o.a) sen (k P b)
iko ikp k™ of

e Gs = (2a) (2b) = 4 ab. de forma que

sen (k cca) -_ seu_Ek_B-i;j
_(k o a) (k B b)

1 —ika-x 32 s
— Je d x = (4.39)
G, y

e resulta [cf.(4.38)]
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I f(fl) B sen® X _ senzlf;

e e S . 4.40
‘1@0 X2 Y2 Sl
onde
Smbwg . YEERE (4.41)
1 kr r':ij. [

Se tivéssemos incidéncia numa direcdo gualquer, ﬁg = (00, B0.%), a tnica
diferenca seria a substituicdo: 00 — o — 0y . B — [ — Bo. na (4.41) [ef.(4.36)].

O grifico da funcdo sen”’v/v” foi representado na fig. 3.19. E uma funcéo
par de v, que se anula nos pontos v, = nnw (n=1,2,..)e é =1 (miximo prin-
cipal}) em v = 0.

sen’v
2
A Vv
1
0,047 0,017 0,008
| | |
¥ ! |
¥
] IM! | ! e i - \/
1 ] I [] | 1 t [ 1 s
-dn =3 -2xn =T O T 2% T 3n [ 4x
1,431 2,467 3.47n
sen’ v
Fig. 4.16 A fungio -
i

Ele estd novamente reproduzido na fig. 4.16, onde foram indicadas as posi¢des
dos maximos secunddrios, que vdo se aproximando de (n + %}TE , € 0s valores da
. i s . . z
funcio nesses maximos, que caem rapidamente, devido ao fator 1/v".
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0 [0,040.,01] Pela (4.40). a figura de difracdo € o

1.7 |0,08/0.03/0,01 produto de dois fatores desse tipo. A

47 10,22/0,0810.04 intensidade se anula em
Oy = Hﬁf(kﬂ) =1 ?LK(Z(I)

_ -lesirrlar --—1@&—---4—,?’---I,?-JE}-,S-----

_ (1 =1,2Z,.)
4,:7 &
;}; B, =mu/(kb) =mi/(2b)

g = duopn)
Fid, &7 Figiia de-diftatao 86 i o0 que define uma rede de retdngulos
abertura retangular de dimensdes inversamenie propor-
cionais 3s da abertura (fig. 4.17, onde

a abertura € o retdngulo hachurado a esquerda).

Usando os valores de sen” v/v~ nos méiximos, foram colocados nos ceniros de
retdngulos da fig. 4.17 os valores maximos da intensidade em cada retdngulo, nor-
malizados ao valor 100 no centro da figura (o0 = B = 0) ; na Gtica geométrica, a
intensidade s6 seria # 0 neste ponto cenfral, que representa a dire¢do de incidéncia.

Os valores decrescem rapidamente fora dos bracos da cruz central: a figura de
difragio tem o aspecto de uma cruz luminosa, com os bracos sulcados por franjas

gscurds.

A semi-abertura angular de cada braco da cruz € inversamente proporcional
ao lado do retingulo que lhe deu ongem:

Aa=A/@2a) , A B N (2;::)? (4.42)

Assim, quanto mais estreito for um lado do retingulo, mais largo o feixe di-
fratado na dire¢io correspondente. o que concorda com a idéia de que os efeitos de

& LW &

difracio crescem com a razdo A/(dimensdes).
Pela fig. 4.15, vemos que as (4.42) também definem os leques de valores de

k. e k. encontrados na onda difratada (dominio varrido pelo vetor k), e temos

if;ﬁk_zk,ﬁazf,ak,_zkggz%; (4.43)
[ l

1 X
|

ou ainda, usando as notacbes Ax =2a , Ay

-

2 b para as larguras da abertura,

Ak, Ax=2n;:Ak Ay=2R (4.44)
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0 que jusiifica a relacfio Ak Ad: ~ 2n

transversal [cf. (3.52)].

NP>
ZIS

A\

Fig. 4.18 Figura de difracdo de uma
abertura triangular

empregada na discussZo da coeréncia

Niao € apenas uma abertura retangular
que produz “leques” de luz difratada.
Isso vale para qualquer abertura de forma
poligonal, com os bracos dos leques per-
pendiculares aos lados do poligono. As-
sim. uma abertura triangular produz um
leque de 6 bracos (fig. 4.18).

E devido a pequenas irregularidades
nas iris dos nossos olhos que vemos as
estrelas com “pontas”. Sem essas irregu-
laridades, veriamos a figura de difracdo
de um orificio circular. formada de anéis
concéntricos (cf. Sec. 4.8).

4.7 Difrag¢iio de Fraunhefer por uma fenda

Uma fenda € um retdngulo em que um dos lados é >> gque 0 outro, de forma

que sua figura de difracdo € um caso particular da que foi discutida na Sec. 4.6,

com (p. ex.)

b

Fig. 4.19 Difracdo por uma fenda

>> d (4.45)

Na figura de difracdo da abertura re-
tangular. se formos aumentando b, a
figura de difracdo na direcdo P vai-se
contraindo, até reduzir-se praticamente

a0 méximo principal B =0 (ou
B = Bose Bo 2 0 para a direcio de in-
cidéncia). Assim. a figura de difracio
da fenda € uma /linha [uminosa orien-
tada na direcdo | a fenda e modulada
em o. pelo fator sen” X/X°.
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Em lugar de uma tnica direcdo de incidéncia {1\0, costuma-se 1luminar a fenda
por um ﬁsf&e de diregOes, em que (p. ex.) Py varia entre 2 limites, = B, , bastante
amplos, constituindo uma fonte linear.

Para isto, no dispositivo ilustrado na fig. 4.2, basta substituir a fonte punti-
forme F no plano focal objeto da lente L; por uma fenda paralela & fenda objeto,
iluminada de forma incoerente (fenda-fonte extensa). Cada ponto dela produz uma
figura de difracdo tipo linha luminosa (fig. 4.19, onde as lentes nio foram repre-
sentadas), e a incoeréncia das fontes F; . F» . Fs., ... implica que as infensidades das
figuras de difracdo respectivas se somam. Figuras oriundas de pontos-fonte adja-
centes se justapdem, dando origem a uma série de faixas claras e escuras paralelas
ao lado maior da fenda.

Analiticamente, isso equivale a integrar (somar) as intensidades obtidas para o
retdngulo, onde B — B — Po . em relacdo a Py , entre os limites £ Bi , o que,
para ¥ = kb (P — By) . leva a [cf.(4.40)]

onde supomos ¥, suficientemente grande para abarcar o pico central da curva (fig.
4.16) e vdrios picos laterais. O resultado € uma constante praticamente inde-
pendente de B , de forma que se obtém, da (4.40),

: I(1) _ sen” X (4.46)
I(a,) x* | '

onde X = kaa [ou ka(x — 0gy) , para 0p # 0].
Esse resultado também poderia ter sido obtido de uma vers3o simplificada da
(4.35), valida para uma fonte linear incoerente do tipo descrito acima:

| y a i
b F (k’o"‘) _ ] J'e-f-*'f(ﬂ—&n)-’f' FiF RS J.e_ik(& g )’ d):’i (4.47)
|f(k,0!,ﬂ) 2a 7l 2a

onde a drea G, da abertura € substituida pela largura 2a da fenda.
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Fig. 4.20 Diferenca de fase

Vemos na fig. 4.20 que o coseno di-
- J\ Fa
retor do dngulo entre ue Ox é

d = cos g _ e] —sen®  (4.48)

de modo que (tomando op = 0)

X:kaﬁ;kasené;k-@);

(4.49)

¢ a diferenca de fase entre um raio difra-
tado que passa pelo centro O da fenda e
outro que passa pelo extremo superior B.

Se essa diferenca for = w, as contribuicdes de B e de O se cancelam por inter-

feréncia destrutiva, ¢ o mesmo acontece com cada par de elementos d x’ distantes

de a um do outro na metade superior ¢ na metade inferior da fenda. Isso explica

porque X = kao = £ n© € uma linha nodal (franja escura) da figura de difracéo.

Se a diferenca de fase for = n @, basta subdividir a fenda em 2n partes iguais

e repetir o raciocinio para cada par de partes adjacentes. Interpretam-se assim 0s

zeros de intensidade da figura de difracdo da fenda.

Fig. 4.21 Abertura angular

O pico central de difracdo contém ~ 91%
da Intensidade, de forma que sua abertura
angular define a abertura angular do feixe
difratado. Para
2a ~ImmeA=5x10"cm

é A/(2a) =5 x 107" rad, de modo que
podemos tomar sen 8 = 6 e concluir que,
apOs passar pela fenda, um feixe inciden-
te paralelo adquire (na regido de Fraun-

hofer) uma abertura angular (fig. 4.21)

=ige=n | (4.50)
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4.8 Aberiure circular. Poder separador

Para uma abertura circular de raio g, com
incidéncia perpendicular, a figura de di-
fracdo € simétrica em torno de Oz (fig.

4.22), de modo que podemos, sem resiri-
i at
cio da generalidade, tomar u no plano xz,

e tomar coordenadas polares com origem no
centro da abertura para x', na (4.38):

Fig. 4.22 Abertura circular

a = (sen®,0,cos6)
n-x" =psenb coso

x = (p cos ¢, p sen (p,(})j;

0 gque da

J‘e-mﬁ-xf g2 e jpdp Td(?g—fkpsunemsrp (4.51)
0 0

A

e 64 = Ta’ na (4.38).

A integral (4.51) nag se reduz a uma funcdo elementar, como aconieceu com
a (4.47). Ela se exprime em termos de uma funcdo J) (u) chamada “funcio de
Bessel de ordem um”, levando a

A AL (T
1

10) _, Fl (k a sen e)T @S

kasenB

| HON

Entretanto, nio serd necessario conhecer
mais do que as propriedades qualitativas

- 0,02 - - .
’ dessa funcdo, que sdo muito semelhantes
122 | 2.23n ) 0 S ; R
4 2: as da fungdo sen” u« /u ~, como se vé pelo
0 J l i 3 i U e - 1
5 4 5 3 grafico da fig. 4.23.

Fig. 4.23 Gréfico da (4.52)



A maior parte da intensidade vai para
o pico central (~ 84% ), que corres-
ponde ao disco central brilhante da fi-

gura de difracfo, rodeado de anéis
concéntricos (fig. 4.24) escuros e cla-

ros (mas bem mais palidos).

O pico de difracdo dianteiro tem

uma abertura angular dada por (cf. fig.
4.23)

Fig. 4.24 Figura de difracio de uma
abertura circular

k,senB = 2% asen©@ = 1.22 1

o que dé

| |
Esenﬁﬂ-.&ﬂ"—:(’],ﬁi&'

| (4.53)
a |

resultado devido a Airy, que tem aplicac®es importantes no calculo do poder sepa-
rador de Instrumentos &ticos.

Num instrumento 6tico, a luz proveniente de um ponto do objeto atravessa em
geral uma série de aberturas circulares: diafragmas, lentes, etc.. Mesmo corrigindo
da melhor forma possivel as aberracdes, a imagem de um ponto néo € puntiforme,
devido a limitagdo fundamental imposta pela difracdo nas aberturas circulares atra-
vessadas.

Podemos tomar como imagem de um ponto fonte o disco central de difracde,
de abertura angular dada pela (4.53).

Se dois pontos do objeto estiveremn muito proximos, os discos centrais de di-
fracdo nas imagens dos dois pontos se sobrepfem: vemos entio uma $6 mancha
luminosa, ndo conseguindo distingui-los. Ndo adianta nesse caso ampliar a ima-
gem: por mais que se amplie, nfo separaremos um ponto do outro.

O critério de Ravleigh, empregado na definicdo do poder separador, ¢ andlogo
ao da fig. 3.16: para que as imagens de dois pontos incoerenfes possam ser se-
paradas, basta que o mdximo central de difracdo associado a uma delas coincida

com o 1.° minimo da ouira.
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A fig. 4.25 mostra, em termos dos

graficos de intensidade e dos discos de

F =3 difracdo, as imagens de dois pontos que
/5?' LA 1A estdo no limite do poder separador.

/ A No caso do relescépio, 0 que interes-

,___\(,__ ol sa € a separacdo angular minima entre
/ \ dois pontos luminosos (estrela dupla, p.
| | ex.) que ainda permite distingui-los. Essa
‘-\ / separacio A B é dada pela férmula de Ai-

m_f-h-«_f/ ry (4.53), onde @ € o raio da objetiva do
Fig. 4.25 Limite do poder separador telescopio, que produz a imagem. A fun-

¢do da ocular, como vimos na Seg¢. 2.9, é
apenas produzir um aumento angular suficiente da imagem. E por essa razdo que
se constréem telescopios com objetivas de raio grande.

Vemos também que o poder separador € diretamente proporcional ao compri-
mento de onda. Essa € a principal limitagdo de um microscopio 6tico. A razdo pela
qual se conseguem aumentos bem mais elevados com um microscépio eletrénico é
a reducdo do comprimento de onda: discutiremos na ffsica quénfica como associar

um comprimento de onda aos eléirons.

O Principio de Babinet

Dizemos que dois dispositivos de di-
fracdo associados a um anteparc plano

—_—
; sdo complementares quando o que &
— abertura num deles & parte do anteparo

opaco no outro. Exemplo: a difracdo por
uma abertura circular de raio a num
Fig. 4.26 Dispositivos complementares anteparo plano e a difracdo por um
disco circular opaco de raio a (fig.
4.26). Se chamarmos de § a parte opaca do anteparo e A a abertura, como na fig,
4.7, os dois dispositivos diferem pela troca § < A.

Se chamarmos de v, a func@o de onda difratada pela abertura e de vs aquela
correspondente ao arranjo complementar, o principio de Huygens-Fresnel na apro-

ximagdo de Kirchhoff (4.23) mostra que
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ikr

vi (B)+v, (B) = — [cos® vy (P) E— d o +
LA, ¥
A
+Lj'cose’ vQ(P’)Q do=—-[ (.do
iA % F [ A J5+4
Mas § + A € o plano X completo. Logo, pela (4.21),
vs (P)+vs (P) = v (P) (4.54)

ou seja, a soma das ondas difratadas em P por dois dispositivos complementares é
igual a onda incidente em P propagada livremente (sem antepareo). Esse € o prin-
cipio de Babinet.

Uma consequéncia importante desse principio € sua aplicacdo a difracio de
Fraunhofer. Nesse caso, o ponto P estd a grande distdncia, numa direcdo 3, g
temos

W®)=0 (@ %d,) (R — o) —

pois a onda plana incidente sé contribui na sua direcdo de propagacdo (ponto cen-
tral da figura de difracio).
Logo, a (4.54) da

v (B) = —v (P)
oI (u) =+, (u)

(@ = i) (4.56)

pois a intensidade 7 = | v .

Portanto, exceto na direcdo de propagacdo, as figuras de difracdo de Fraun-
hofer associadas a dois dispositives complementares sdo iguais.

A figura de difragdo de Fraunhofer de um disco circular € portanto a mesma
que a de wma abertura circular de mesmo raio, ou seja, € formada de anéis circu-
lares concéntricos.



Fig. 4.27 Difracdo por uma ssiera

Ainda dentro do dominio de aplicabilidade da aproximaciao de Kirchhoff, a
figura de difracio de Fraunhofer de um disco circular de raio @ também coincide
com aquela associada a uma esferag (fig. 4.27) de raio ¢, pois ambas bloqueiam a
mesma porcido circular da onda incidente.

Logo, uma particula esférica também produz um pico de difracdo dianteiro, de
abertura angular dada pela (4.33). rodeado de anéis concéniricos. Ao longo do eixo
de simetria, esse pico € um prolongamento da mancha brilhante de Poisson encon-
trada na regido de Fresnel.

As ceroas de difracdo vistas em torno da Lua sdo devidas a difracdo por goti-
culas de dgua esféricas nas nuvens. Cada gotinha produz sua figura de difragéo e
as intensidades se superpdem (fontes incoerentes). O didmetro angular tipico € al-
gumas vezes o didmetro angular da Lua, que ¢ de = 0,5 Tomando A8 ~ 37 ~ ;—ﬂ
rad, e A ~ 5 x 107 cm = 0,5 um, a (4.53) mostra que o raio médio das gotinhas €&
da ordem de uma dezena de um. A beirada exrerna das coroas é avermelhada,
mostrando que se trata de um efeito de difracio: o vermelho € mais fortemente
desviado do que o azul.

4.9 Par de fendus e rede de difracao

Consideremos agora a difracio de Fraun-
hofer por um par de fendas (fig. 4.28) de
mesma largura 2a, cujos centros O e O
estdo separados por uma distdncia d (to-
mamos O como origem).

Vamos tomar como dispositivo de ilumi-

nacdo uma fonte linear incoerente, obtida
iluminando por uma fonte extensa uma

fenda paralela as consideradas, como na
fig. 4.19.

Fig. 4.28 Par de fendas
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Nesse caso, podemos aplicar a versdo simplificada, andloga & (4.47), dos re-
sultados anteriores:

a d+a 1
fl,o)= Cj IR g = € I e dx + | e d X | (457)
A —a |

—d d—a

onde, para simplificar, tomamos incidéncia 1 e C é a constante de normalizacio.

Com a mudanca de varidvel x” = d + x na 2.° integral, vem

d+a a
Je—u—m'd s E—f;‘caa’je—ika.ﬂ: Fp (4.58)
d—ua —ii
¢ a (4.97) fica
f(!c a)=f (k, o) [l ggknd } } (4.59)

onde fi (k. o) € a amplitude de Fraunhofer devida a uma s fenda, dada pela
(4.47) (com op = 0).

A interpretacio fisica da (4.59) é imediata: a contribuicio da 2.* fenda s6 dife-
re da 1.7 pelo fator de fase exp(—ikwd) , que resulta da defasagem associada a
diferenca de caminho entre as contribuicdes de pontos correspondentes das duas
fendas.

Reconhecemos na expressdo entre colchetes da (4.59) o mesmo fator de inter-
feréncia ja encontrado na discussdo do experimento de Young; como vimos na
(4.48), o = sen® , onde @ € o dngulo entre a dire¢do de observacio e a normal ao
plano do anteparo. De fato, o arranjo experimental coincide com o do experimento
de Young de duas fendas, observado na regido de Fraunhofer.

A distribuicfo de intensidade € entdo dada pela (3.22):

l I{@)=1 (o) 4cos’ {%} | (4.60)

onde
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‘A=kdo =A="kdsen® | (4.61)

€ a defasagem entre pontos correspondentes das duas fendas e [, (@) a intensidade
que terfamos se apenas uma fenda estivesse aberta, dada explicitamente pela (4.46).

i) 2 - ~ o R 1 - 4
A fungdo cos” (A/2) € uma funcdo periddica da defasagem A , de periodo

2m, cujos maximos correspondem as diregdes de interferéncia construtiva:

A,=2mn & od=dsnb=mh (m=0,+1,%2,..) (4.62)

i

= - ; . 2 2 : -
A funcdo I; (o) € proporcional a sen X/X~ , ¢ seu pico central estd com-

preendido entre os pontos

Xzkoa=%2n & Oa=asen==%)/2 (4.63)

Temos, necessariamente, d > 2 a (por que?), ¢ vamos supor que o espacamento d
entre as duas fendas € algumas vezes maior que a largura 2a de cada fenda.

# sen G

Fig. 4.29 Figura de difracdo de um par de fendas

Nesse caso, o fator /; (0 ) de difracio por uma s6 fenda varia lentamente com c,
, : i : 2 . = 5
em confronto com o fator de interferéncia 4cos”(A/2), e seu efeito é produzir
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uma modulacdo do fator de interferéncia , conforme ilustrado na fig. 4.29. Os ma-
ximos de interferéncia dados pela (4.62), que se chamam mdximos principais, va-
riam lentamente de intensidade devido ao produto por I, { o ).

N fendas
E ficil agora generalizar esses resultados ao caso em que temos N fendas idén-
ticas, de largura 2a, com seus centros igualmente espacados de uma distancia d,
dispositivo conhecido como rede de difracdo.
O fator de defasagem entre as contribuictes da 1.7 fenda e as de pontos cor-
respondentes da fenda de ordem p + 1 € agora aquele associado a distincia pd

entre seus centros, ou seja, exp[—ika(pd) |, de forma que obtemos, no lugar da
(4.39),

& T A
|'n, ..(U(d!
Nol e
Z poinkad

n=0

-,

f(k, 0:) = o (k , cx) 5(1 o R gt RREE | g e_(ﬁ_g”—w] (4.64)

A expressdo entre colchetes € a soma de uma progressdo geométrica de razfo
exp(—ikod) e N termos, dada por

i ] — g iNkad e g1V 8 4.65)
i 1~ e—ikad s e—ir‘!\

onde A ¢ a defasagem (4.61) entre duas fendas consecutivas. Logo,

1-etef (4.66)
Io)=4(@) = '
Temos
2 cos A
o s . ; A ,

\1 -—e_”l’] - (I —em')(i _ e—m): . (eza +€—m)+1

(4.67)

=21 - cosA) = senz[%)



de forma que, finalmente,

{w2)
=

I(a)=1I (o) Szﬂ( ( =

Para N = 2, como senz(?,.x:) — 4sen’xcos x ., a (4.68) se reduz & (4.60), con-
forme deveria ser. :

(4.68)

Vejamos agora como se comporia o fafor de interferéncia de N fendas
sen> (NA/2)/sen’(A/2) como funcio de A e de N.

Notemos primeiro que ele continua sendo uma funcdo periédica de A, com
periodo 2w, conforme seria de se esperar, pois cfeitos de interferéncia ndo se al-
teram se acrescentarmos 3 defasagem um miiltiplo de 2%. Logo, basta estudar a
funcio dentro de um periodo, p. ex.., em — T £ A < 1, e basta tomar A > 0, pois
€ uma funcido par.

Para A = 0 a funcdo vale N°. Isso porque temos mrezfergncza construtiva en-
tre as N fendas: a amplifude da resultante € N vezes a de uma s¢ fenda, ¢ a infen-
sidade é amplificada por N’. Por outro lado, para A = /2, o numerador e 0
denominador sio da ordem da unidade, e a funcdo é ~ N’ vezes menor do que
para A = 0. Para N gmrzdg caso que nos interessa, basta considerar portanto a
regido | Al << 1, onde sen {.ﬁf’E) = (AS2), e por conseguinte

sen*(WA/2) , sen"(NA/2)

sen”(A /7 2) - (NA/ 2)g (|A| = 1) S
sen {N.ME)
4 sen(A/2) e )

________ Nesta regifo, recaimos assim na fun-
m=0 \ =1 ﬁ' T ¢céo sen” v/ v, multiplicada por N2
N% \ : A fig. 430 mostra o grifico da [un-

' % N cdo. Os pontos onde A, = m 7. ou se-

I: ja, o =mn/d (m=0,%1,..) cha-

1 ," : \ = mam-se mdximos principais: m € a or-

PANPUAN ] Nl 1\/‘\% o dem de interferéncia. A largura de um
d

pico (médximo principal) € dada por
Fig. 4.30 A funcdo (4.69)
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NA/2=+1 = A/2=2%n/N (4.70)

ou seja, € da ordem de A/(Nd). N vezes menor que 0 espacamento entre 08 méxi-
mos principais. Assim, & medida que N aumenta, os picos em torno dos maximos
principais vio-se tornando cada vez mais estreitos.

sen’(NA/2)/sent(A/2)
A
N'.?

§] ijnlnnﬁ Naaltl Wanfd Naali] hanfl) Banll) Basfl Nas |flnnﬂ Aaalii flaalli Nonfi Nn 4

Add
41, (e)
N2
o sem’X
___‘:--"'"" XE
A A
2a a

|
|
g .
0O finnfl Iﬂnnﬁ ﬁnnﬂﬂﬂrmn_nmﬂﬂﬂnnﬂﬂﬂmqﬁnMn e cont N in a0 o as > O

Fig. 4.31 Figura de difracdo da rede

A figura de difracio da rede, como no caso de duas fendas, resulta da modulagio
da figura de interferéncia pelo fator lentamente varidvel I} (o) , figura de difracéo
de uma fenda dnica. O aspecto da figura resultante estd ilustrado na fig. 4.31.

4.10 Dispersée e poder sepurador da rede

Resulta da Se¢. 4.9 que uma rede de difragdo com um nimero N muito grande
de fendas produz uma figura de difracio formada por uma série de raias brilhantes,
nas direcdes dos mdximoes principais,

m

o =sen8m=m% (m=0,%1,.) (4.71)
|

Os maximos secunddrios, muito menos intensos, podem ser desprezados.
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a0

A semilargura de cada raia € dada por [cf.(4.70)]:

A
do =d(senB) = cosB 00 = — :
o (ben ) cos N d (4.72)

onde 6 nio se afasta muito da direcdo 6; = 0 de incidéncia, de forma que
cos8 = cosby = 1, ou seja,

(4.73)

A FA,

T
il

i
. 1] & @ H
TS 1

L] 1—-—sen9z8
3 4

S I

Fig. 4.32 Superposicio de dois comprimentos de onda

Até agora supusemos que a luz incidente € monocromaética. Se iluminarmos a
fenda-fonte (fenda do colimador que produz o feixe incidente) com luz ndo-mono-
cromdtica, a (4.71) mostra que os médximos principais associados a valores diferen-
tes de A caem em direcGes diferentes. A rede efetua portanto a decomposicdo es-
peciral da luz incidente, produzindo uma série de espectros, um para cada ordem
m, exceto para m = 0 (direcio de incidéncia), onde todas as imagens se superpdem.
A fig. 4.32 mostra também que a separacfo entre A, e A, aumenta com a ordem
m do espectro. Para ordens muito elevadas, porém, comeca a haver superposicio
de espectros (acima, m = Sde A comm = 4de A, ).

As principais qualidades de um instrumento para aplicacdo em espectroscopia
sS40 a sua dispersdo e 0 seu poder separador.
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A dispersdo D é a taxa de variacdo d 8/d A do desvio com o comprimento de
onda A. Quando maior D, maior a separacdo angular associada a uma dada variacio
de A, o que facilita a medida. Pela (4.71),

d9 ” m I

|
L= - g P | -
T dh dcos® d | e

para uma rede.

Logo, I2 aumenta com m, como vimos na fig. 4.32, e varia inversamente com
o espacamento d entre as fendas: a difracfio abre tanto mais o feixe difratado quan-
to menor for d.

A qualidade mais importante para andlise especiral € o poder separador,
S = A/8 A, ja definido na discussdo do interfer6metro de Fabry-Perot [cf. (3.39)].
Pelo critério de Rayleigh, duas linhas A e A + 0 A estardo no limite do poder sepa-
rador num especire de ordem m dada quando estiveram separadas pela semilargura
do médximo principal correspondente.

[sso significa que o méaximo principal de ordem m para A + & A, dado por
sen 6 = 3’;3 (L +821)

coincide com o 1.° zero depois do méximo principal de ordem m para A, dado por

M }L.. ?L-
senf = + —
Nd
ou seja, identificando,
mék A | |._ A& |
— = 4 §i= =mN | 5
d Nd | i 5 | 79

O poder separador da rede é o produto da ordem do espectro pelo mimero
total de fendas. A razdo da proporcionalidade com N € que a largura de cada raia
& inversamente proporcional a N. Note que § ¢é independente de 4, porque a di-
minuiciio de ¢ aumenta proporcionalmente a dispersdo e a largura de cada raia.
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A FM
S

Pela (4.71), m = dsenB /A , de forma que a (4.75) também se escreve

| (4.76)
k|

ou seja, o poder separador ¢ igual ao nimero de comprimentos de onda contidos

em Ndsen®, que é a diferenca de caminho, medida em wunidades de A, entre os

raios difratados pelas duas fendas extremas da rede (Nd é a largura total da rede).
Em resumo:

| N ‘% 5 (cc N), I (oc Nz): intensidade
Aumentando { m aumenta {5 (oc m), D (cx.: m)
| 1/ a'J D(=<1/d)

Portanto, convém sempre tornar d tdo pequeno e N tdo grande quanto pos-
sivel; para uma dada largura Nd. aumentar N ao mdximo, Também convém obser-
var em ordem m tao alta quanto possivel. O problema aqui vem da superposicdo de
especiros para m elevado, mas ele se reduz quando se observa uma regifio muito
pequena do espectro. As primeiras redes de difracdo foram construidas por Fraun-
hofer em 1819, usando uma malha de fios de prata, com 10 fios/mm. Posterior-
mente, ele construiu redes riscando wma série de linhas paralelas equidistantes nu-
ma placa de vidro, com uma ponta de diamante (as fendas eram as partes niio
riscadas).

A andlise anterior requer essencialmente que a estrutura da rede seja perié-
dica; nao € preciso que [; (0) corresponda & transmissdo através de uma fenda:
pode corresponder a reflexdo regular. As redes mais usadas em espectroscopia sdo
redes de reflexfio, obfidas riscando uma placa refletora (os riscos difundem a luz
em todas as dire¢des, correspondendo aos intervalos opacos).

Rowland, no final do século passado, construiu em Baltimore redes com ~ 3.500
linhas/cm numa distincia de ~ 15 cm, totalizando ~ 80.000 linhas, e atingindo um
poder separador ~ 160.000 em 2.* ordem. O espacamento d nesse caso jd atinge
ordens de grandeza compardveis a A no visivel! Como ele tem de ser extremamente
uniforme, a constru¢io envolve problemas técnicos dificilimos. Redes de difragao
comerciais sdo réplicas, usando redes padrdo como moldes.

Quando olhamos para uma luz distante com os olhos semicerrados, as pestanas
atuam como uma rede de difracdo (irregular!) e vemos cores.
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Os sulcos de um disco LP ou CD, regularmente espacados, funcionam como
uma rede de difracfio, que permite ver, por reflexfo, uma série de espectros.

Nos anos 70, foi desenvolvida uma nova técnica de fabricacio de redes cha-
madas hologrdficas, que permite atingir milhares de linhas/mm em distidncias de
até ~ 50cm , com poder separador superior a 10° (cf. Sec. 4.12).

4,11 Difracée de raios X

As redes de difragdo consideradas acima sdo unidimensionais: a periodicidade
dos elementos da rede (fendas) € em uma tdnica direcdo. Uma rede bidimensional €
uma estrutura duplamente peridédica, isto €, com dois periodos em diregdes diferen-
tes. Exemplos sdo duas redes unidimensionais cruzadas, ou uma corfina de gaze.

Uma rede tridimensional (triplamente periddica) seria muito dificil de construir
na regifo visivel do espectro, devido a regularidade necessaria, que ja € dificil de
atingir em uma dimensfio, como vimos. Entretanto, a Natureza fornece estruturas
triplamente periddicas regulares: os cristais. Para observar efeitos de difragdo com
eles, porém, a radiac¢fio incidente precisa ter um comprimente de onda A com-
pardvel ao espacamento d entre os elementos da rede.

No caso de um cristal, d é da ordem das distincias mteratémicas, ~ 107 Sem
(= 1 A). Radiacio eletromagnética com comprimento de onda dessa ordem estd no
dominio dos raios X.

Os raios X foram descobertos em 1895, por Wilhelm Rontgen, quando fazia
experiéncias com raios catodicos (feixes de elétrons acelerados); os raios X eram
produzidos quando os elétrons colidiam com as paredes do tubo evacuado, e Ront-
gen mostrou que se propagavam em linha reta e tinham um grande poder de pene-
tracio. Por vérios anos, procurou-se descobrir a natureza dos raios X. Eram particu-

Em 1912, Max von Laue teve a idéia de testar essa hipétese procurando de-
tetar a difracdo de raios X pela rede tridimensional dos cristais.

Um cristal ideal € formado por dtomos distribuidos sobre uma rede periddica
tridimensional. A rede pode ser gerada a partir de trés vefores de base ndo-copla-
nares a, b, ¢ , que representam periodos de translacdo da rede. A escolha desses
vetores ndo € univoca.

O vetor de posicdo de um ponto arbitrdrio da rede € da forma

x, =hna+pb+gc | (4.77)
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onde n, p e g sdo inteiros quaisquer (0,+ 1,%£2,..). A rede é constituida por
todos oS ponios de coordenadas (n. p, g) inteiras nc referencial (a, b, ¢ ). Abre-
viaremos por 1 a terna (n, p, g).

Consideremos um feixe colimado de raios
X incidente sobre o cristal, representado
pela onda plana

R (r)=A g ¥ i (4.78)

onde ﬁu & o versor da direcio de incidén-
Fig. 4.33 Espalhamento por um &tomo cia. Ao incidir sobre um dtomo na posi-
B otiats cdo P (fig. 4.33), produz-se uma onda es-
pathada (difratada) gue, num ponto de observacdo P a grande distincia do cristal,

é da forma

é (4.79)

W)= ) @)

e N % - i 2 5 5
onde r* = |PPIl, u é o versor da direcfio de observacdo OP (O € uma origem fixa
i Al 5 O e .
no cristal), € fi (w) € a amplitude de espalhamento (difracdo) na direcio u devida
ao atomo do cristal situado na posicao P

Como na (4.27), temos, para R >> dimensdes do cristal,

Rt x] (4:50)

de modo gue a (4.79) fica

kR |
71 @) es| i & @ - 0) x| (481)

Qj

R

—~
vy (P)=A

que deve ser comparada com a (4.35).

Somando as contribuicdes de todos os atomos do cristal, obtemos a onda total
em P:

v(p)= dvE)=4 eR f@) Ye el | (4.82)
: .
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onde a » Ié uma soma tripla sobre 1 = (n.p.q).

Suponhamos, para simplificar, que o cristal tenha a forma de um paralele-
pipedo [que pode ser obliquo, como os eixos (a, b, ¢) | com NPQ atomos, e que a
origem € tomada num vértice. A (4.82) se escreve entao

Ef AR ~ - —ink(G-ug}a = —ipk (-1, }b
v(P)= 4 = fl(u)ze Ze -
r=1 p=l

0-1 .
i Zg—iqk (i-1g)e (4.83)
g=1

que € a generalizacdo tridimensional da (4.64).
Cada um dos somatdrios € da forma da expressdo entre colchetes na (4.64), de
: , : ;e M ; .
forma que a intensidade difratada na direcdo u pelo cristal todo €

I(ﬁ) : 7 (ﬁ) senz(% Nﬂ.a-). se_.nz(;—Pﬂ.b). senz(%Q-a-.r__) i
} I senz(% f_\.a) senz(% A,)  sen’ (,l AC) ;

(4.84)

A = = P 3
onde 7; (u), a intensidade espalhada por um s6 dtomo do cristal, chama-se o fator
de forma atémico. e

O resultado obtido € a generalizacdo a trés dimensdes da (4.68), e o fator de
interferéncia € o produto de 3 fatores énﬁlogos ao dltimo fator da (4.68).

Os midximos principais sdo definidos por trés condicdes simultdneas de interferéncia
construtiva: A, = 2m, 7t ; Ay =2mmne A, = 2m.n, onde m,,mp, € m, SA0 In-
teiros, 0 que equivale a

G i ya=mA : @-8)b=mi ; @=i)=e=mi|

| ' (4.86)
| !

=@ tL.) s m= Q. x1,0) ; m= 0,21, ;

As (4.86) chamam-se condices de Laue.
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s v . " P . . T 2
Num maximo principal, o fator de interferéncia reduz-se a (NP Q ), onde N,

P ¢ @ sdo da ordem do nimerc de dtomos por aresta do cristal, ou seja, sdo extre-
mamente grandes. Podemos entdo desprezar os madximos secunddrios, obtidos guan-
do ao menos uma das condicDes de Lauve ndo € satisfeita: a figura de difracdo
reduz-se as direcfes dos maximos principais.

Dada a direcdo de incidéncia o, 2 direcdo 1 do maximo principal de ordem
(Mg, my , m.) deve ser obtida como solucdo simultdnea das (4.86), onde as incégni-
tas sd0 as componentes de i

Entretanto, temos 3 equacOes para apenas 2 incégnitas, pois tem de ser satis-
feita a condicéo

T (4.87)

Isso sO acontece, em geral, para valores especiais de A.

Para compreender melhor essa condicfo, consideremos um caso simples, em
que os vetores de base a, b, ¢, formam um triedro triretingulo, e tomemos uma
o o : . .. A
onda incidente na direcdo de ¢. Sejam (o, 3, V) 0s cosenos diretores da direciio u

e a=lal,b=1Ibl.c=1lel. As componentes de i e ﬁg sdo entdo:
A P i
U= (0t,B.vy) = (0,0,1)e as condigdes de Laue ficam:
ik |
| A M
:[:II = Ji — i == — |
i . (4.88)
| }b |
‘Y—1= m, = |
e |

Para m. , my © m. dados, essas equagdes definem, cada uma, um conjunto de
direcdes que formam um angulo constante (de coseno dado por o, B ou ¥) com um
dos €ixos, ou seja. um cone em forno do eixo correspondente. A direcio de um
maximo principal teria de ser uma geralriz comum aos trés cones.

Fig. 4.34 InterpretagBo geoméirica das condigdes de Laue
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Na fig. 4.34, foram representados cones com eixo b associados a mp = 1.0 ¢
— 1 [para mp = 0, 0 cone degenera no plano (a, ¢)]. Uma chapa fotografica © J_ﬁn
¢ cortada pelos cones segundo hipérboles com eixo / a [para m; = 0, num seg-
mento de retal.

m,=—1 m,=0 m,=1 As familias de hipérboles associadas
m,=1 aos pares (., mp ), representadas na
fig. 4.35, tém pontos de interseccio e
que satisfazem as duas primeiras con-
dicGes de Laue e representariam a fi-

M=V gura de difracdo de uma rede bidi-
\ mensional {aparecem, p. €X., quando
se oltha através de uma cortina de gaze

para uma fonte de luz distanie). A in-

m=1 terseccio com a chapa fotogrifica @

da terceira familia de cones. de eixo c,

Fig. 4.35 Familias de hipérboles

¢ uma familia de circulos, uvm dos
quais (m, = 1) foi representado em linha interrompida na fig. 4.35. Vemos que,
para um dado A, como nesse caso, ndo haverd em geral pontos de interseccio co-
muns as trés familias de curvas: isto s6 ocorrerd para valores especiais de A.
Entretanto, se fizermos incidir sobre o cristal um espectro continuo de raios X,
come o que resulta do freamento de um feixe de elétrons acelerados, o cristal se-
lecionard os valores discrefos de A para os quais hé intersec¢bes comuns as 3
familias de curvas (satisfazendo &s 3 condicBes de Laue), ¢ aparecerio na chapa
fotografica as “manchas de Laue” associadas a estas direcOes. Também resulta da
andlise acima que a disposicao dessas manchas, ou seja, da figura de difracio, re-
flete a simetria interna do cristal.

Amostra Diagrama
(cristal) de Laue

LN

=)

O

Colimador
Tubo de de Pb \l\
raios X Chapa
fotografica

Fig. 4.36 Dispositivo para difracdo de raios X
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A experiéncia foi realizada pela primeira vez por Friedrich ¢ Knipping, ainda
em 1912, usando o dispositivo experimental ilustrado na fig. 4.36. O resultado con-
firmou as previsGes de Laue e o cardter de ondas eletromagnéticas dos raios X.
Laue ganhou o Prémio Nobel de 1914 pelo seu trabalho sobre difracdo dos raios X.

O Prémio Nobel do ano seguinte, 1915, foi concedido a William Henry Bragg
e a seu filho William Lawrence Bragg pela introducido de uma nova técnica de
observacdo da difracdio de raios X. Os Bragg empregaram radiacao X monocro-
mdtica, variando os dngulos de incidéncia (por rotacdo do cristal) até obter méaxi-
mOs principais.

Fig. 4.37 Reflexdo espacial

W. L. Bragg mostrou que as condicdes de Laue podem ser interpretadas como
se se tratasse de uma reflexdo espacial dos raios X, o que significa o seguinte:
consideremos uma dada familia de planos reticulares do cristal, ou seja, de planos
paralelos e equidistantes que passam pelos dtomos da rede.

Imaginemos que haja “reflexio” de um raio por um desses planos. isto &, que.
ao incidir sobre um atomo desse plano numa direcio que forma um angulo € com
o plano, o raio sgja “refletido™ segundo o mesmo angulo (0 ¢ o complemento dos
angulos de incidéncia e reflexfio). Para que haja inrerferéncia construtiva entre essa
“reflexdao” e a “reflexdo” por um atomo correspondente do plano vizinho da
familia, a distdncia 4 (fig. 4.37), € preciso que a diferenca de caminho 2 d senB
seja um miltiplo inteiro de A:

2dsen®@=mh  (m=1,2,3,) (4.89)

Se essa condicdo € satisfeita, resulta que hd interfer€ncia construtiva entre as
“reflexdes” pelos dtomos de todos os planos da familia, ou seja, temos uma re-
flexdo espacial. Pode-se mostrar, o que nfo faremos aqui, que a condicdo de Bragg
(4.89) € equivalente as condicGes de Laue. ou seja, define uma direcio de miximo
principal (a demonstracao nao € simples).
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Num espectrometro de Bragg para raios X, o cristal € montado sobre uma
plataforma g?ratéria que permite variar o dngulo de incidéncia 8. Outra maneira de
apresentar simultaneamente ao feixe de raios X toda uma gama de dngulos 6 € o
método dos pds microcristalines de Debye e Scherrer, em que o cristal € pulveri-
zado, de modo a constituir um agregado de microcristals cujas faces estio orienta-
das ao acaso. Por simetria, a figura de difracdo correspondente € formada de anéis
concéntricos.

4.12 Holografia

A figura de difracfio de raios X de um cristal contém informacdo sobre a estru-
tura tridimensional do cristal; por exemplo. a simetria da figura estd diretamente
ligada a simetria do cristal.

Em 1942, W. L. Bragg teve a 1idéia de procurar utilizar a imagem de difracdo
de raios X de um cristal sobre uma chapa fotografica como uma cspécie de “rede
de difracdio” otica, iluminando essa imagem com luz visivel e procurando, na luz
difratada, ver até que ponto seria possivel reconstruir através dela a estrutura do
cristal.

Entretanto, essa idéia enfrentava uma dificuldade séria, conhecida como o
“problema da tase”, na difracfio de raios X e em outras situactes andlogas. A chapa
fotografica registra a infensidade das ondas luminosas que a atingem, mas nfo pre-
serva nenhuma informacio sobre a fase das ondas. Como uma parte da informagio
estrutural estd contida na fase, o registro das intensidades difratadas, por si 86, €
insuficiente para a reconstrucio do cristal.

Em 1949, Dennis Gabor teve a idéia de um processo que permitiria registrar
nido sO intensidades, mas também fases, convertendo informagoes de fase em infor-
macdes de intensidade, através de inferferéncia. Usando, como Bragg havia suge-
rido, um processo de duas etapas, Gabor prop6s reconstruir integralmente, numa 2.
etapa. as frentes de onda provenientes do objeto, registradas na 1.%. Essas frentes
de onda, atingindo a vista de um observador, produziriam a mesma sensacao visual
que © proprio objeto. A id€ia do processo, chamado de “holografia” (do grego,
“registro completo™), valeu a Gabor o Prémio Nobel de 1971. Foi somente na déca-
da de 60 gue a holografia ganhou maior impacto, gracas a uma idéia de E. N. Leith
e J. Upatnieks (descrita abaixo), que eliminou uma desvantagem séria da proposta
inicial, e gracas ao uso de lasers.

Ao contrario da fotografia, que reproduz sobre uma chapa uma imagem bidi-
mensional de um objeto, usando um sistema de lentes, a holografia, sem utilizar
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lentes, permite reconstruir a luz proveniente do objeto mantendo suas caracteristi-
cas ridimensionais. A idéia inicial é a seguinte;

Vemos normalments um objeto pela luz
que ele espalhia, proveniente de uma fon-
te de luz que o ilumina. Sobre um plano
2 intermedidrio entre o objeto e a vista

S — 55 do observador (fig. 4.38), as frentes de
1

onda associadas & luz espalhada pelo ob-
Fig. 4.38 |déia basica da holografia . T

jeto produzem uma ceria distribuicio da
funcdo de onda v(P’), em amplitude ¢ fase. Decorre do Principio de Huygens-
Fresnel que, se conseguirmos registrar e reproduzir essa distribuicio sobre Z, as
frentes de onda dai por diante serdo as mesmas originalmente provenientes do ob-
jeto, produzindo portanto a mesma sensacdo visual para o observador. Dai a idéia
de Gabor da holografia como um método de reconstrucio das frentes de onda.

A 1.7 ectapa, o regisiro, incluindo amplitude e fase, se obtém pela interferéncia
entre a luz vinda do objeto e um feixe de referéncia. Para que a interferéncia seja
eficaz, € essencial que a luz utilizada seja coerente, com elevado grau de coeréncia tanto
espacial como temporal. Por isto, a holografia sé tornou-se vidvel gracas & invencdo do
laser. Na 2.° etapa, a reconsirucdo das frentes de onda originais a partir do registro
(holograma), a idéia foi utilizar o mesmo feixe de referéncia para ilumind-lo.

Vamos ilustrar o procedimento num exemplo extremamente simples, a repro-
dugio de um objeto puntiforme muito distante, ou seja, de uma onda plana moeno-
cromdtica proveniente de uma diregdo i;g que faz um dngulo © com a normal ao
plano Z:

v (x= A g (4.90)

Onda de
referéncia

______ m———-

onde

o, = (sen® , 0, cos@) (4.91)

Vamos usar como feixe de referén-

ci¢ uma onda plana andloga, mas que se
propaga na direcio (—6):

ve (x) = A &FM0™ (4.92)

Fig. 4.39 Feixe de referéncia
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onde
fi, = (—sen® , 0, cos8) (4.93)

As duas ondas inferferem sobre a chapa 2, onde x = x" = (x',y",0), dando
nma resultante

vo (X )+ v (X)) = A (e”" Box 4 e’:kﬁa'x’)

(4.94)
— @iﬁ:x'sen@ 4 g—ik.{’sunﬁ): 7 A cos (ksen@x’)
A chapa fotografica registra a intensidade [ da resultante, dada por
| rx’)= f vo (X)) + v (x’)éz = 4 A% cos® (ksen Bx’)! (4.95)

Note-se que, gracas 4 interferéncia, a fase (ksen® x”) da onda incidente vinda
do objeto fica registrada numa distribuicéo de intensidade (enegrecimento) da cha-
pa fotografica.

2
4f___ 4.40) uma distribuicdo de franjas de in-

Logo, revelando a chapa, ela contera (fig.

terferéncia (paralelas a direcdo y) perid-
dica com o periodo

j-_ & __} (4.96)

ksen8 ksen®8 ksen® 2 sen®

Fig. 4.40 Registro no holograma

como uma rede de difracdo unidimensional, em que os picos de I correspondem s
partes opacas, e o entorno dos zeros (ndo enegrecidos) as fendas. Note que a escala
de distdncias d € da ordem de A (com luz visivel, ndo se perceberia a oltho nu; a
chapa teria um aspecto uniforme). Vemos ao mesmo tempo que € possivel construir
uma “rede de difracdo hologridfica™ por esse processo.

Se agora 1luminarmoes essc “holograma™ (rede de difracdo) com o feixe de re-
feréncia, ou seja, tomando a (4.92) como onda incidente, 0s mdximos principais de

difracdo serdo dados pelas direcOes ﬁ’, tais que [cf.(4.86)]
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@-ua))-d=mi (m=0, %1,..) (4.97)

onded=(4.0.0)e ﬁg = {—senB.0.cosB). Logo, se

i’ = (sen8’, 0. cos®’) (4.98)

isto da

(sen 0’ + sen S)d = (sen 0" + sen 8)- L =mhk

2 senB

Para 6 e 0’ e suficientemente pequenos, com senf = 6 , senf” = 07, vem
entdo:

' m=-1 & & =-36
i —+1=2m <im=0 & 8 =-90 '_ (4.99)

r E
m=1 & 6 =80 — valido mesmo sem
: a aproximagio 0 << |

m=1
¥ onda objeto
reconstruida

Onda de
referéncia

Fig. 4.41 Reconstrucdo da onda objeto

mostrando que, a partir do holograma, € reconstruida, em 1.* ordem (m = 1) , a
onda plana objeto (fig. 4.41), na direcdo 9.

Pode-se mostrar (Probl. 4.14) que, para uma rede com o perfil sinusoidal de
transmissdo dado pela (4.95) e a onda incidente de referéncia, s¢ existem as ordens
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m==1,0. A ordem 0, como sempre, é associada a onda incidente. A ordem — 1
chama-se onda conjugada e propaga-se numa dire¢do que € a imagem especular da
onda objeto reconstruida, em relagfo & dire¢do m = 0 da onda de referéncia.

No processo originalmente sugerido por Gabor, tomava-se 8 = 0, de forma
que as trés ondas viajavam na mesma direcdo, tornando dificil a separacdo da onda
objeto. A i1déia de usar O = 0 foi de Leith e Upatnieks, permitindo a separacdo
espacial da onda objeto reconstruida e contribuindo muito para tornar a holografia
vidvel na pratica.

Consideremos agora, de forma extremamente simplificada ¢ esquematica, a ge-
neralizacdo do procedimento acima a uma onda objeto arbitrdaria, proveniente da
iluminacfo do objeto por luz coerente, como a de um laser. Sgja vo (X ") a funcdo
de onda objeto no ponto x” da placa fotogréfica,

vo () = o (&) €% (4.100)

onde o € a fase.

Seja vr(x ") a funcdo de onda de referéncia no mesmo ponto, coerente com
vo. Em geral, vg se obtém, por subdivisio, do mesmo feixe de luz laser que ilumina
0 objeto:

ve (&) = e (&) €% ) (4.101)

Analogamente a (4.95), a chapa fotografica responde a infensidade resultante

r

em X',

I(X’) = ‘1’0 (x) + v (X')

2

= 6{; — v;)(v{) + vz )

= |, &) + |ve () [vo () € [po o)) (4.102)

2

el |, o)

+ ‘vo (x’)

‘vR (x’)

onde a informacdo de fase estd contida nos termos de interferéncia.

O fator (porcentagem) de transmissao da amplitude T da chapa fotogréafica em
cada ponto, uma vez révelada, depende da intensidade /(x’) naquele ponto (a
transmissividade é | TI*):
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Como o enegrecimento, que reduz T , cresce com /, vamos admitir, para simplifi-
car, que T € da forma

T (x) - " Kf-(x’) ‘ (4.104)

onde T € a amplitude de iransmissdo média do holograma (placa revelada) e
K < 0 & uma constante.

Se iluminarmos agora o holograma com a onda de referéncia, a amplitude
complexa transmitida v ( x7), pela definicdo de T, ¢ a onda incidente multiplicada
por T . Ignorando o termo constante 7, resulta entio que v(x’) € dado por

(&) = Kvg (&) (&) = Kjpe (x)] &%)

2 2 '{(“@O o (X —i|os (X" Fws x)
= { Vol + el + [vel Vol %ke oo &2e ] | ilo0 &0 )JH

ou seja,

v 6) = Kl ol +

w::lzj &) 4

e:’ P {x’)

+K ‘vﬁll %Vo (x’)
Viy {xl)

(4.105)

+K ”nch l"'o (Xf)| g 100 E) | 2o (x)

O primeiro termo, que se propaga na direcio da onda de referéncia. corresponde
am =0 na (4.99). O segundo € a reconstrucio da onda objeto (m = 1) no plano Z
e portanto, pelo Principio de Huygens-Fresnel, dai por diante. O fator | vz > néo
afeta a reconstrucdo, porque usualmente | vz [® é praticamente constante sobre o
holograma. Finalmente, o terceiro termo, que corresponde a m = — 1 na (4.99), se
propaga em outra direcdo e ndo interfere no processo. E proporcional ao complexo
conjugado da onda objeto (dai o nome de “onda conjugada™). Produz uma “ima-
gem pseudoscopica” do objeto.
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PROBLEMAS

1. Uma onda plana monocromdtica incide perpendicularmente sobre um an-
teparo opaco com uma beirada refilinea, projetando a sua sombra sobre outro an-
teparo, paralelo ao primeiro, e situado dentro da regidao de Fresnel. Demonstre que
a intensidade difratada, num ponto situado exatamente no limite da sombra geomé-
trica da beirada, € igual a [/ 4, onde [y € a intensidade incidente (ndo-obstruida).

2. Uma abertura circular de didmetro igual a 3,1 mm num anteparo opaco &
iluminada perpendicularmente por uma onda plana monocromatica. Num outro an-
teparo paralelo ao primeiro, a uma distncia de 1m, o centro da figura de difragédo
¢ escuro. Afastando-se gradualmente o anteparo de observacdo, o centro torna-se
brilhante, depois escurece de novo e se ilumina mais uma vez, permanecendo bri-
lhante dai em diante, por mais que se afaste o anteparo de observacdo. Qual o
comprimento de onda da luz?

3. A construcdo sobre um plano X
das zonas de Fresnel pode ser
estendida a uma onda incidente es-
férica. proveniente de om ponto
tonte F (fig.). Nesse caso, o pdlo O
s¢ obtém unindo o ponto de obser-

vacido P & fonte puntiforme F e to-

mando a intersec¢do com X , € as

zonas de Fresnel sd3o definidas pe-
las condic@es (fig.):

FR*+BEP=R+R +X; .

Os raios das zonas sdo p; = OPy,p2 = OPs,.... Uma lente de Fresnel se
define da mesma forma que para uma onda incidente plana. Demonstre que o raio
da n-ésima zona de Fresnel € dado por



onde

formula andloga a de uma lente, em que R’ € a distdncia objcto e R a distincia
imagem. Verifique que, no caso limite de uma onda plana, o resultado se reduz ao
anterior.

4. Considere a funcio f(X) = sen’ X/X° (figura de difracdo de uma fenda).
Mostre que os médximos secunddrios sdo raizes da equacio tg X, = X, e procure
determinar seus valores, bem como os de f( X, ). para n = 1, 2, 3, usando métodos
griaficos ou numéricos (calculadora}.

5. Um feixe paralelo de laser de argdnio (A = 4.880A), colimado por um
diafragma de 1 mm de raio, € dirigido para a Lua. Calcule um limite inferior para
o raio do feixe ao atingir a Lua e compare o resultado com o raio da Lua.

6. (a) O telescopio refrator do observatorio Yerkes tem uma objetiva com I m
de raio. De que ordem de grandeza € a menor separaciio entre dois objetos na Lua
que podem ser resolvidos com esse telescopio? (b) A objetiva do telescopio refletor
do Monte Palomar tem 5m de difimetro. Para observacio com um filtro azul
(% = 4.000A), qual é a menor separacdo angular entre duas estrelas que pode ser
detetada?

7. Interprete geometricamente, em termos da representacdo dos nimeros com-
plexos por vectores no plano complexo, a condiciio para que se tenha o primeiro:
zero, apos um maximo principal, do fator de interferéncia

Fzl4e™+ (J_M)1 + ..+ (e_m‘j\;_l

8. Demonstre que, para qualquer rede de difracdo, na incidéncia perpendicu-
lar, o vermelho do espectro de 2.* ordem se superpde ao violeta do espectro de 3.7
ordem.
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9. Numa rede de difracio. o espacamento entre as fendas &€ igual ao dobro da
largura de cada fenda. Mostre que todos os maximos principais de ordem par estio
ausentes.

10. Uma linha espectral de comprimento de onda A = 4.750A & na realidade
um dubleto, de separacio 0.043 A. (2) Qual é o menor nimero de linhas que uma
rede de difracdo precisa ter para separar esse dubleto no espectro de 2.* ordem? (b)
Se a rede tem 10 cm de comprimento, em que direcdo B serd observada a linha
nesse espectro? Qual serd a scparacdo angular 6 6 entre as duas componentes?

11. Seja 8 @ a diferenca entre as freqiincias angulares de duas raias espec-
trais que estio no limite do poder separador de uma rede de difracdo, e 61 a difer-
enca entre os tempos de percurso de dois raios difratados pelas extremidades da
rede na direciio de observaciio dessas raias. Demonstre que 0@ &7 ~ 2T

12. Por um defeito de fabricacdo, as fendas 1, 4, 7, ...(3 ¥ + 1) de uma rede
com (3 N + 1) fendas ficam tapadas. (a) Calcule o fator de interferéncia para a
intensidade dessa rede defeituosa. (b) Mostre que, entre cada par de maximos prin-
cipais da rede perfeita, aparecem dois novos méiximos da rede defeituosa, igual-
mente espacados e de intensidade 4 vezes menor que os mdximos principais.

13. Uma pessoa olha através de uma cortina de gaze para uma lampada de
sédio (A = 5.890A) situada a 10m de distincia, e vé uma rede aproximadamente
quadrada de pontos brilhantes. com espacamentos de 5 cm em ambas as direcOes.
Quantos fios por cm tem a trama da gaze?

14. Conforme a Sec. 4.12, Eq. (4.95), a amplitude transmitida por um holo-
grama de onda plana € proporcional a cos” (ksen®x’). Mostre que, para uma rede
de difracio com esse perfil de “fendas™, s6 se formam os méximos principais
m =0, £1, para a onda incidente de referéncia, conforme foi afirmado apds a
(4.99).



POLARIZACAO

5.1 Equacdes de Maxwell num meio fransparente

Na expressdo de Newton “um raio de luz tem lados”, ou seja, propriedades
distintas em diferentes direcdes transversais  direcdo de propagacfo. Para estudar
essas propriedades de polarizacdo, ndo podemos mais tratar as ondas de luz como
escalares: temos de reconhecer seu cardter transversal, retomando a feoria eletro-
magnética da luz (Fis.Bds. 3, Cap. 12),

Vamos discutir a propagacéo de ondas eletromagnéticas em meios transparen-
tes, que tém de ser isolantes, porque num condutor a energia eletromagnética ¢&
absorvida pelo efeito Joule (por isto os metais sdo opacos). A propagacdo é tratada
na ausencia de fontes de luz: nfo hd cargas nem correntes livres (nem correntes
Ohmicas).

Assim, o ponto de partida sfo as equacdes de Maxwell num meio dielétrico
(Fis.Bds. 3, Cap. 12), com p = j = 0.

aD |
T} rotB=p,—
i dt .
|
| |
i(ﬂ) o = -8 |

| (5.1)

(In) divb=0

; (Iv) divB=0 |
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onde

' D=g,E+P=x¢,E (5.2)

€ o vetor deslocamento ( P = densidade de polarizacio) e x € a constante dielétrica
do meio (K = 1 no vacuo).

Vimos (Fis.Bds. 3. Cap. 12), ao procurar solucdes que sé dependem de
uma coordenada (tomada como z) ¢ do tempo ¢, que, para um vetor
v = v_y{z,!}g + v}.(z,l)if\, tem-se

rot v (z r)__al’1§+av_r§r
= dz 0z
0 que dd
oty . v, .
ot ot v = ———X X — =y ara v={v_,v 60 53
TR P ¢oovo0) 63
Logo, a (IT) dad [sendo E. = 0 (transversalidade)]
2B . OE
rot r{}tE:—a =X = = y:—i(retB):
dz dz dt
D (azgn+aﬁEM
= - — = —KE& L X =¥
ST obo |57 7 a2
ou seja, E. e E; satisfazem a equacdo de ondas
o s |
5 1 o°
{ - f =0 | (5.4)
gt ot g ‘

onde, agora,




A mesma equacdo € encontrada para B; e B, .

Sabemos, porém, que, num meio transparente de fndice de refracdo n, a velo-
cidade da luz &

C
T (5.6)

n
Comparando com a (5.5), obtemos a RELACAQO de MAXWELL
n =K (5.7)

ou seja, o indice de refracdo de wm meio transparente é igual @ raiz quadrada de
sua constante dielétrica. Esse € um resultado tipico da teoria eletromagnética da
luz, relacionando uma constante Gtica de um meio material (#) com uma constante
eletromagnética ( ¥ ).

Entretanto, para testar o acordo com a experiéncia. € essencial lembrar que existe
dispersdo: o indice de refracio de um meio varia com a frequéncia, e 0 mesmo
acontece com X: a comparacdo tem de ser feita a mesma frequéncia o .

Para muitas substincias, n ¢ ¥ nfo variam apreciavelmente até que ® chegue
a regifio do infravermelho distante (A ~ 300um) . de modo que podemos testar a
(5.7) tomando n nesta regido e o valor estdtico de x:

Substincia n%unnm K (estdtico)
K CI 438 475
| K Br 51 4,66
© NH4Cl 6.8 6.85

Vemos que hd razoavelmente bom acordo nesses casos. O mesmo vale para
gases fracamente dispersivos, até no visivel (luz amarela):

Subsiincia " (amarelo) X {estitico)
Ar 1,000294 1,000295
Hy 1.000138 1.000132

co 1.000346 1,000345
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J4 para substincias mais fortemente dispersivas, as discrepancias entre #° (luz
amarela) e K (estdtico) podem ser grandes. Para a dgua, n (luz amarela) = 1,33 e
Vi (estdtico) = 9. Por outro lado, para comprimentos de onda A > 1 m, o indice
de refracdo da dagua é = 9 .

5.2 Vetor de Poyniing real e complexeo

No interior de um dieléirico, como vimos (Fis.Bds. 3, Cap.5), a densidade de
energia elétrica aumenta por um fator K, de forma que a densidade total de energia

eletromagnética € dada por

EU:EKEGE_'F— =ees =——=f == ! (58)

0 que dd, usando as equacdes de Maxwell (5.1},

ol D D B JB E B :
N , +——=—-10tB—— -r10tE
dt  xe, df U, Of U Ko
——r_livi?rix )
- LB BJ

ou seja, como no caso do vicuo {(Fis. Bds. 3, Cap.11),

{divS+aa—U=o (5.9)

{ i

¢ a expressdo local da conservacdo da energia, e

!
| 1
|S=—ExB VETOR de POYNTING (REAL) (5.10)
i Hy

continua representando a densidade de corrente de energia.
Ainda para uma solucao das equacdes de Maxwell do tipo onda plana na di-
re¢ao z,

E=E (z=ve)x v+ B=B, (z—v1)y (3.11)

com { =z — vt, as equacdes de Maxwell (I) e (IT) ddo
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fgl
(]

j d B" ’ a e 3 s f‘lz“‘J ; E:
(I)' I'L_ af = —B_.,- 2 .ugKEG‘E;" = “(]{1»,/’{.' )E - — C? Ex = _7
{
d B,
(H) ﬁ._;E._:E{:——)z},B;’{B‘L:iEh
_aZ h ar A T W
ou seja,
| i s ongneon !.
' v 3 il |

que generaliza o resultado obtido para o vacuo.

= S .|
Para uma onda plana que se propaga numa direcio u qualquer,

B=_GxE=|kesp i XE (5.13)
¥ :
0 que da
[ !
.. B* 1 TR
Uy = —uu = EK% E° =U; i (5.14)
.

ou seja, continua valendo que, numa onda eletromagnética plana, as densidades de
energia elétrica e magnética sdo iguais.

A (5.10) da também, usando a (5.13),

i

: Ex(@@xE)= X% 52§ = g B0 b

Vg \’ Mo vEE, Hy

S =

ou, finalmente,

{S:vUﬁi (5.15)

andlogo de j = pv: § é a densidade de corrente de energia, e U € a densidade de

i P N
energia, que se propaga com velocidade v = vu.

Ondas monocromdticas

Em notacdo complexa, uma onda monocromadtica € da forma



= ' E(r,7)=Re i EQ)e™ }

(5.16)

B 7)=Re| BE)e

FS———

e ja vimos (Fis.Bds. 2, Cap.3) que podemos traba]har diretamente com as grandezas
complexas e tomar Re s0 no fim. enquanto usamos s6 operagdes lineares. Mas isso
nio vale para o produto de dois ndmeros complexos A e B, porque

Re(AB)# ReA ReB (5.17)

Por conseguinte, é preciso tomar cuidado ao calcular expressOes quadraticas.
como as densidades de energia. ou produtos, como 0 vetor de Poynting. Na regido
do visivel, porém, ® ~ 10" s~ e nio podemos seguir a variacio instantdnea exire-
mamente riapida destas grandezas; os detetores registram s seus valores médios
remporais sobre um grande nimero de oscilagdes, que podem ser expressos de for-
ma simples na notacao complexa.

Para ver isto. calculemos

!
(Re‘{ g ) Re[ big=" ] 5
/
onde a e b sdo dois nameros complexos independentes do tempo. €

IQ+7|'T

(f(:))zi j f@d: , T= 2E (5.18)

®
é a média temporal de f(¢) sobre n perfodos. Temos

Re(ae_fm')Re (be_“”")= % (as e +a e_“’”)

p—

X% (E?* €% +b e_"_m"—): i (aib +ab +ab &0+ abe_zm")

Mas



de forma, que finalmente,
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<RE (ae—fﬂl:)Re (be—fcor)> - iﬂr (aﬁb 3 ab*): é Re (ab)| (5.19)

Em particular, os valores médios temporais das densidades de energia elétrica

e magnética associadas as (5.16) sHo

1
41,

(O ) =l

e, para o vetor de Poynting, obtemos

1
Wy

onde

chama-se o vetor de Poynting complexo.

i o U " :
Para uma onda plana na direcdo u, a (5.13) da

<S) = <—E>< B} = Re S~

5 1 n . 1 URE, g2
8 = Ex(uxE):—\/ |E|
2y v 2\ U
ou ainda [cf.(5.15) e (5.20)]
; ) __ A 1 2
(S) =8 =v<U>u=v-—K:~:0 E

A intensidade I da onda eletromagnética é

(5.20)

(5.22)

(5.23)



I=(S) i =v({U)=—xe,vIE]| (5.24)

= i = 2 farl ~— 3]
ou seja, ¢ proporcional a |EI” ; vemos que E representa a “funciio de onda” veto-
rial associada a luz.
4 o @ -
5.3 Ondas planas monocromaticas. Polarizagéo
A onda plana mais geral possivel que se propaga na direciio z é da forma

Er = f(? - PI)_
| | (5.25)

'Ex :g(z_VI)é
! .

onde fe g sdo funcdes arbitrdrias. O campo B correspondente é dado pela (5.12):
8=l (Er X+ E, fr): i(—E‘_iijL E, 5‘)
v ' ' v )

ou seja:

B, = —1g(;—vi)|

i (5.26)

1L, |
B__L_—Vf(z vr)_

Para uma onda plana monocromdtica de frequéncia angular o, a dependéncia
do tempo (em notacdo complexa) deve ser da forma exp(—i®¢) ; logo, como

z—vi=—v(r— %) adependéncia de z ¢ da forma exp(ikz), onde
|
)] 6} & ey
lk=—=n—=n kﬂ | ky = nimero de onda reduzido (no vicuo) (53.27)
v C i

Logo, a onda plana monocromitica mais geral possivel que se propaga na di-
€ dada por

E = ag_r':::-_,F s er[:a.-:—mi} s g

X ¥

(5.28)

B = be;‘ﬁ_, _ é’i (kz-w1) - _va
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onde a e b (=2 0) sdo as amplitudes reais das duas componentes transversais e
(8:.8,) as respectivas constantes de Jase. Sem restricao de generalidade (por esco-
Iha adequada da origem de 7 ou de z), podemos tomar d. = 0 . Passando para a
notacdo real. teremos entao

- E = acos®
©=kz-0of (5.29)
E. = bcos(@ + 8)
onde
§=8,-35, (5.30)

€ a diferenga de fase entre as duas componentes.

Consideremos um plano fixo, p. ex., z = 0. Nesse plano, o vetor E varia com
o tempo (@ = — @¢), e sua exiremidade descreve uma curva. Que curva é? Suas
equagOes paramétricas (5.29) mostram que |E:l1 £ a , |E.] < b, de modo que a
curva estd inscrita num retdngulo de lados 2 e 2b. E a “curva de Lissajous” asso-
ciada & composi¢io de duas oscilagdes em direcées perpendiculares com defasagem
0 , ja estudada no curso anterior (Fis. Bds. 2, Sec. 3.5).

Para obter a equacao da curva, basta eliminar @ entre as (5.29):

f;; =ces(@+8):cos$c055—sen¢3 sen O
=
R

5=cr;>s¢I> sen® = + 1—(5)
a \ a

E 2
= L T esd =+ I—(gjseﬂﬁ =

b a j a
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0 que da finalmente,

(E,Y (E\(E (EY |
i_;] -2{ - i(ﬂjcosﬁnﬂiJ :Sﬂﬂzﬁ‘ (5.31)

b J\ a \ a |

curva do 2.° grau que, por estar inscrita num retdngulo, s0 pode ser uma elipse
(podendo degenerar num circulo ou segmento de reta).

Logo, a curva descrita pela extremidade de E num plano fixo € uma elipse.
Decorre das (5.28) que B também descreve uma elipse, mantendo-se sempre | E.
A onda plana monocromdrica mais geral possivel é elipticamente polarizada.

A forma da elipse depende da defasagem & . Vejamos primeiro casos particu-

lares.

(1) Luz linearmente polarizada

Corresponde a

5 = nw h=0,+1,£2...)| (5.32)

o que dd, na (5.31),

ou seja,

1 (5.33)

.E‘ o E_ !
n impar {[—‘+E*]U { | 2 :_E (B:J_rn,iSE,...)T;
| ¢

b a
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e

y . N ~
b‘g‘ As duas situacdes estdo representadas
|
i na fig. 5.1. Como E permanece sem-
o & - - P
__;_.I ''''' Ta’x pre numa mesma direcdo (idem para
! . B), diz-se que a onda & linearmente
| ot : :
8 = 2nm 0 ={2n+1)m polarizada. Convenciona-se chamar o

; 5 s g plano (E, l)b de plano de vibracdo, e o
Fig. 5.1 Polarizaco lingar ; ’
plano perpendicular (B, l./h de plano
de polarizacdo. Em particular, se b = 0 ou ¢ = 0, temos as duas dire¢cdes de polari-

zacdo ortogonais (independentes) x € y.

(i1) Luz circularmente polarizada
Para que a (5.31) se reduza & equacdo de um circulo, duas condicdes devem

ser satisfeitas:

i = 0,31,32,..) (5.34)

As (5.29) reduzem-se entdo as equacOes paramétricas de um circulo:

E, =acos®,E, = acos [CD +AT+ g} = (—jl)n:_1 asen @ (5.35)
ou ainda, como ® = - o1t .,
E. = acos ((D I),E_v = (—l)ﬂ asen (ﬂ) r) (5.36)

A diferenca entre n par e n impar estd no sentido de percurso do circulo (fig.
5.2). A extremidade de E também pode ser representada no plano complexo por
E. + iE;

(5.37)

| n par {EI +iE, = ae'™ n impar {E_r +iE, =ae”® ‘
! (anti-horario) (horério) |
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A
; |f/§g\\ E H g
| Y f
P O i

; Liifih;fmiiiij

Esquerda Direita
{n par} (n fmpar)

Fig. 5.2 Polarizacdo circular

Voltando & notacdo complexa, as (5.35) se escrevem:

" f[@%nﬁ%?]
E. = ud™ B = aé" ‘

X

de modo que

IEzE i+E_,§?:aem’(iii§'). +(npar)-
—(nimpar)

@=k:-o0

3 ‘R (c[r oo i
=ige”"" ¢ =(—) iae

Sejam
8, - L) , & :—‘m(ﬁ-fgr)é
| V2 42
Entio,
: ) i o § .
| JE . =ae €, = luz circularmente polarizada esquerda
|
i
! lE_ = ae® € = luz circularmente polarizada direita |
Como

a (5.38) pode ser reescrita:

(5.38)

(5.39)

(5.40)

(5.41)



E-__ (E.—iE)E. + % (E. +iE,)E. (5.42)

mostrando que wna onda plana monocromdtica arbitrdria pode ser repiresentada
como superposicdo de uma onda circularmente polarizada direita com uma onda

circularmente polarizada esquerda.

(111} Luz elipticamenie polarizada
Voltando agora ao caso geral, vemos pela (3.31) que os eixos da elipse s
coincidem com os eixos x e y quando & = nT + = ; em outras situagBes, estdo
inclinados. Por argumentos de continuidade e an?:li{}gia com polarizacio linear
e circular, obtemos as seguintes representacdes grificas (fig. 5.3) com a va-
riacido de &:

A=% ft{ﬁ{% 6:3—; %{5{27{

Fig. 5.3 Polarizac&o eliptica

5.4 Atividade ética nafural

Existem substéncias transparentes que t€m indices de refracio diferentes para
luz circularmente polarizada esquerda ¢ direita. Isso se deve em geral a uma estru-
tura assimétrica das moléculas, que tm “helicidade”, ou seja, um sentido privile-

TTFYY OTW

T A A o = T oy
L Livy Wb LERED W dlAMF.  WUJRRIRY LAIRE Hﬂ.

103 =1 arn tovrney o1
Lol Wb 1S LLrL

ﬁ:"':\.’v"h Fﬂ'FI'I"
CL&-CHJ L= 3 ] L
esquerda). Um exemplo € uma solucdo de actdcar de cana (mais geralmente, de
origem orgénica).
E/ix ; ;
P EEs s ‘ Vejamos o que acontece quando uma
: ' ‘ onda plana monocromadtica linearmente
Ok———.—= . »7  polarizada incide sobre um tal meio (fig.

5.4) e atravessa uma espessura d dele.

1
‘ Omitindo o fator ¢ '™, a onda incidente
]

€ da forma
Fig. 5.4 Alravessamenio de meio olicamenie aiivo



| E, =E;eg%"x [z50) ‘ (5.43)

e tomamos a origem na face de entrada, onde
Ei=E: & {z=0) (5.44)
(desprezaremos a reflexdo).

Pela (5.42), podemos decompor essa onda em uma onda circularmente polari-
zada esquerda e outra direita:

E. A E, ~
A ) s e - 5.45
’ ) R G

Os fatores de propagacio das duas ondas dentro do meio sdo diferentes:

! E o Al E o™ i
L E()=L M g, 4L E. (2= 0) (5.46)
| () ~2 ) ( )*
onde
ko=nk . ko=nk | (5.47)

e n.(n-) € o indice de refracdo para polarizacdo circular esquerda (direita). Seja

ERT (5.48)
DU AT

o indice de refracdo médio, ¢

' dn=n—n | (5.49)

on , ht_:ﬁ—éﬁn (5.30)

e a (5.46) se escreve



p
i . s
— —dnk, ~ —dnk, z ~
A o T . g 2
E(z)::—ie 0= | g2 £ +e 2 e
1.,"2 Remaped [—s—'
—_r"i—?{ _— i—i\lr
\-’:2 J \-H-“_'.[ )
ou seja.
5 iRk = l ]_f :‘519;'{0: —iﬁ.l?.-"cgz <
E(z):EO 0ore —|e” + e - X
| 2|
L
2 3
1 (i—oni‘n: -'I:Sn'..l:,;.; A]\
21 J
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" ik d P 5 ] oy fa { \‘.LA
E(d)=E;e"™"|cos lkod X — sen | jfcc} d iy ‘ (5.51)
5 2 A 2 J ;
1
AY que, pela (5.33), € uma onda linearmente
O% polarizada numa direcio (fig. 5.5) for-
' = X
mando um dngulo § com Ox, onde
(& n { 1 ‘
g =—tg| —k,d 8 =——(0n)k,d|
| ““L 2 " } | > Gk
Fig. 5.5 Rotacéo do plano de polarizacio (5.52)

- = S g, At
quando a polarizacdo inicial (5.44) era x.

Logo, uma substincia oticamente ativa produz uma rotacde do plano de po-

larizacdo de luz lincarmente polarizada incidente sobre ela, e o dngulo de rotagio

¢ proporcional & espessura do meio atravessada e & diferenca 8 n entre os indices

. e n- . Se pn. > no, a rotacdo & para a direita (sentido horario), € a substincia se

diz dextrdgira; se n. < n_, € levdgira.

O actcar de cana ou beterraba é dextrégiro, e € este acgicar natural que
metabolizado pelos seres vivos: o acidcar levogiro (produzido em laboratorio) ndo

T (Pu
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metabolizado. N3o se sabe se a origem dessa assimeiria biologica € um acidente
ligado com alguma assimetria do ambiente em que a vida se originou. Todos os
aminodcidos sdo levdgiros.

Aplicacdo a inddstria do actdcar: n. € n_ s3o proporcionais & concentracdo da
solucdo, de forma que a medida de O € utilizada em sacarimerros para determinar

essa concentracio.

5.5 Condicées de comierno

Para tratar o problema da reflexdo e refracio, precisamos saber o que acontece
com o campo eletromagnético na interface entre dois meios de propriedades mate-
riais diferentes. Embora idealizemos essa interface como uma superficie de descon-
tinuidade, o que ocorre de fato € gue a transicao de um meio ao ouiro se dé atraves
de uma regido gue cobre vérias camadas atOmicas; a espessura /z desta regiao €
porém muito pequena em confronto com o0s comprimentos de onda tipicos no visivel.

Assim, embora os operadores div e rot nfo possam ser aplicados a uma funcéo
descontinua (derivadas parciais na direcao normal a camada divergem), podemos
ver 0 gque acontece com as equacdes de Maxwell aplicando-as, em sua forma infe-
gral, 3 camada de transicdo. e passando ao limite 7 — 0. A discussao abaixo &
andloga a que se encontra em Fis.Bds. 3, Sec. 3.7.

Seja P um ponto interno a camada e v um

vetor que pode representar um qualquer
Meio 2 - An, dos campos eletromagnéticos. Aplique-
mos o teorema da divergéncia a um volu-
me cilindrico (fig. 5.6) centrado em P,
com bases de drea AS nos dois meios e
altura h ., onde faremos A — 0 ., de modo
que o fluxo através da superficic lateral
do cilindro serd desprezivel em confronto

A,
com o fluxo através das bases. Se mi2 € ©
versor da normal a AS orientado do
Fig. 5.6 Calculo da divergéncia superficial meio 1 para o meio 2 (fig. 5.6). obtemos

entao:

§v-ﬁds = AS vV, -fi, —AS ¥, -fi, = _fdiv vdv
5 v

=div vyAV =div vyASh



onde h € infinitésimo de ordem superior a AS. Logo,

lim (b divv)= Ay, - (v, —V;)=Divv_ (5.53)
fi,, onde Div v € chamado de divergéncia su-
Meio 2 perficial do vetor v. Vemos que mede a

descontinuidade na componente normal
de v (diferenca entre as componentes de
v normais a interface nos dois meios).

Analogamente, seja I' um circuito orien-
tado retangular, de altura 4 e base Al (h

infinit€simo de ordem superior a A /), cen-
trado em P e apoiado entre os dois meios
(fig. 5.7), e apliquemos o teorema de
Meio 1 Stokes a circulacdo de v ao longo de T,
desprezando a contribuicdo dos lados de
altura 4:

Fig. 5.7 Calculo do rotacional superficial

Eﬁv-df:vz-faz—v,-fazz _[rot_V+I<IdE:rotv-f~IAlh (5.54)

r AX

A . 5 5
onde t € o versor da tangente a I’ no meio 2 e K é o versor da normal 4 drea A X
interna a I'. Vemos pela fig. 5.7 que

3

t = Nx n,, (5.55)

de modo que a (5.54) fica

lim (k rotv)- N=(,-v,) Q\”‘I X ﬁm)z [, x (v, - v)] N (5.56)

Como a orientacio de K num plano paralelo 2 interface € arbitrdria, concluimos que*

Erl_}nrl] (h rot v) =Ry, X (v2 - V,) = Rot v ' (5.57)

A . L ) A )
* Sendo sempre N - my; = 0, poderia haver, em principio, uma compenente de & rot ¥ /# oy . Entretanto, isso
A .
ndo aconiece, porque uma tal componente, tomando 2 /# hys, seria

-'{3'{. Eivj_
L dx -];.'J

T

que — 0 com h, porque as derivadas de v em directes tangenciais & interface permanecem finitas.
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onde Rot v € o rotacional superficial de v, e mede a descontinuidade na compo-
nente tangéncial de v.

Se multiplicarmos, nas equacdes de Maxwell (5.1), os dois membros das (II) e
(IV) por h, fazendo # — 0 e notando que derivadas em relacdo ao tempo, como
o0 B/ ¢t permanecem [initas, obtemos

g "
(i) nux(Ez—E,):O%

—,
hn
in
oa

e

(V) &y, (B, - B,)=0

que sdo condicées de contorno gerais para o campo eletromagnético [porque as
eqgs. (1) e (IV) valem semprel:

A componente tangencial de E e a componente normal de B sdo sempre con-
tinuas na interface entre dois meios diferentes.

As () e (TID) das (5.1), vdlidas para meios transparentes, com p = j = 0, mos-
tram que, nesie caso, a componente fangencial de B também permanece continua,

‘ (I’) i, X (Bz = BT.) =0 i (5.58a)

de forma que B, = By, e a componente normal de D = x g E também € continua.

5.6 Reflexéo e refraciie. Formulas de Fresnel

by Consideremos uma onda plana monocro-

~ i

matica (omitimos o fator e } inciden-

te sobre a interface plana entre dois meios
0 ny (fig. 5.8):

1 . e
Os versores das direcdes de propaga-

transparentes de indices de refracio n; e

cdo das ondas incidente, refletida e refra-
tada sfo respectivamente (fig. 5.8):

lu, =senf X—cosO, ¥ |

O] =senB X+cosO, ¥ | (559

i
!
| [
P
| I
| |
I -
1
|
1
|
|

=senB, X —cosO, y |

=
b

Fig. 5.8 Reflexdo e refracéo
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onde (x. ¥) € o plano de incidéncia e ¥ = 0 a interface. Os fatores de propagacio

$d0, respectivamente,

exp(iQ,)=explimk, 0, -x) . exp(io])=exp(ink, b -x)
(5.60)
[ exp(f0,) = exp(in, ko 1, - x)
o que di. pelas (5.59),
, | : 7
exp (i {Pi) = exp |:1 1 &, [I sen 8, — v cos Sl)jl
| *exp(i(p{)z explr'ﬁl k, (x sen B, +y COSG,)] (5.61)
L
exp (i Q,) = exp |:in,,u k, [x sen®, — y cos b, J—r

Os campos podem sempre ser representados como superposicdes de duas po-
larizacSes lineares perpendiculares. E conveniente escolher uma delas como per-
pendicular ao plano de incidéncia, ou seja, // O z no sistema de eixos escolhido,
e a outra paralela ao plano de incidéncia. Vamos representar as amplitudes de
componentes 1 por A e as // por B.

Com o auxflio da fig. 5.8, obtém-se as dire¢des das componentes / de E. Os
campos totais E; ¢ E» nos dois meios sdo entdo:

J + B &% (-% cos 8, + ¥ sen 91) (5.62)

E, =A €2 2+B, &% (X cos®, + ¥ sen$,)

L

Os campos magnéticos correspondentes resultam da (5.13)

i

)]

L B o 5 mm e e _ .
Bl=—{uysz]e"?‘%uszA,’e”?‘+(BEe”?erBi’e”g"
¥
i

(5.63)

i ]. -~ -~ i H ~
BZ:—(HEX1A33'93+333“933)
i ¥,

b




156 Pelarizacan

F i M S g
onde as componentes | estdo na dire¢ado z (fig. 5.8).
) . A A o
As condicGes de contorno (5.58), onde m; = —y, ddo (lembrando gue
B: = B> na interface, neste caso)

{ A El]'\.‘: - S}- Pt Ez“zﬂ
(5.64)
g-_ A BI v=0 = 3} X B3 =0
Pelas (5.61) ¢ pelas leis da reflex3o e da refracdo, temos
i -
[ 4t ol 1
| ¢ » € - € L‘=U (5.65)

de forma que esse fator comum pode ser cancelado. De fato, a dedugdo das leis
pela teoria ondulatéria, vista na Sec. 2.2, equivale a dizer que a componente tan-
gencial do vetor de onda K se conserva, o que leva as (5.65).

As (5.62) e (5.64) dio entdo:

| |A A=A, _i
(5.66)
(B, — B/) cos®, = B, cosb,
Pelas (5.59),
U, XZ=—cos B, X—sen 8 §
Ju] XZ=+cos ;X —sen B, ¥ (5.67)
0, XZ=—cos 0,x—sen 0, ¥
de forma que as (5.63) e (5.64) dao
(1 o 1
— (B, + B))= —B,
v, v,
(5.68)

1
— (A, = A])cosB, = -1—A2 cos 8,
L V2




. “drmulss de Freened 157

(MR
i
o
“w
b
il
[
[
)
y
|
&
.
'l
]
"
[
"

Vemos que as (5.66) e (3.68) se separam em dois grupos independentes, um
contendo s6 as amplitudes A e outro s para as amplitudes B. E por essa razao que
o uso de polarizacOes lingcares / e L ao plano de incidéncia € o mais conveniente.

Dadas as amplitudes A; e B; do campo elétrico da onda incidente, interessa-

nos obter:

Al B! | ]

R, =— R, ==L  amplitudes de reflexdo

1= 1=3
i I i
(5.69)

A, B, _ o
= , 4= amplitudes de transmiss@o |
A B, -.

o que pode ser feito, porque temos, para cada par destas grandezas, um sistema de
duas equacdes a duas incégnitas. Lembrando que [cf.(2.7)] v1/v2 = n. = n (vamos
omitir o indice 12), as (5.66) e (5.68) ddo:

A+ Al = A
| (5.65)
A=A =n 5D 4
cos 8,
e
B+B =nE
: (5.66)
B, — B =n 2R B
) cos©@, ~

As amplitudes de reflex@o e de transmissdo obt€ém-se facilmente resolvendo essas

equacdes. Combinando os resultados com a lei de Snell, obtém-se (Probl. 5.10)

& __sen(ﬁj—eg)' o
i sen(8,+63) (5.67)

o

- e —6,)

" otz(e, +6,) (3:68)
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que sido as formulas de Fresnel para as amplitudes de reflexdo. Obtém-se resultados
analogos para as amplitudes de transmissao.

Os resultados se simplificam para incidéncia L (0, = 8, = 0). Resulta

i n=—1 | -
IR“ =R ®, = o)g_ (5.69)

que na verdade é o mesmo resultado nos dois casos. Com efeito, para 6, = 0, o
plano de incidéncia nfo ¢ definido; a diferenga de sinal na (3.69) resulta so de ter
adotado convencges de orientacidio opostas para £y e E ;. neste caso (fig. 5.8).
Como R; > 0 paran > 1, isto implica que as direcdes de E\" ¢ E1 530 opasias
neste caso [defasagem de 7, cf. (3.28)].

5.7 Refletividade

Por defini¢io, a refletividade € a [racdo da intensidade incidente sobre uma
determinada drea da interface que se reflete (porcentagem de reflex@o). Lembrando
a expressdo da intensidade (5.24) e que as ondas incidente e refletida se propagam
no mesmo meio ¢ sdo simétricas em relacfo & normal, resulta que a refletividade r
¢ dada por (em notacio complexa)

|
ro= | (5.70)

Em particular, para uma onda incidente linearmente polarizada com polari-
zacdo 1 ou polarizagdo //, respectivamente, as férmulas de Fresnel dao

sen” (‘3E — 82) _ B tg” (E}[ - &\)

sen” (0, +90,) "o tg” (6 +6,)

| (5.71)

|

|

! }‘: -
i o

|

¢, para incidéncia 1 [cf.(5.69)]

| : |
! 7 =y = [R - 1} (B] = 0) | (3.72)
|

Vamos discutir o andamento de r. e r; em fungio do dngulo de incidéncia
91, supondo 7 > 1 (meio 2 mais refringente que 1).
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Conforme jid foi antecipado na Sec. 2.4, a refletividade € em geral muilo
pequena na incidéncia L. A (3.72) mostraque é = (1/7 Y ~ 2% para uma inter-
face arfdgua (n = 4/3), e é = (1/35) ~ 4% para uma interface ar/vidro
(n=3/2}

Por outro lado, para incidéncia rasante (9, — w/2), as (5.71) mostram que
rp e r tendem a I, ou seja, a luz tende a ser totalmente refletida (superficie de
um lago ainando como espelho em relacdo a uma margem distante).

Que acontece entre esses dois limites? Pode-se mostrar (Probl. 5.13) gue

/ - >
dr; 4 dB; =0 !K(}{B] o (5.73)

de modo que r. cresce monotonicamente entre seus valores extremos. Para valores
de n usuais (ndo >> 1) € preciso aproximar-se bastante da incidéncia rasante para
que a reflexfo seja aprecidvel.

I4 1y tem um andamento diferente.

o

i
|
r

Com efeito, a (5.71) mostra que existe um
ingulo de incidéncia 8; = 9 para o qual
i = 0. E aquele para o qual o denomina-

dor — e, ouseja, 8 + 62 = /2, 0 que

0.5 d4, usando a lei de Snell (cf. Probl. 2.1),

| ”
tg 8, = n | (5.74)

Para 0 < 8, < 8y, n decresce monotoni-
camente; para 9, > 8 , cresce monotoni-

0.0 3:99 " 50° gpe camente para 1 (fig. 5.9).

—_—

1

Fig. 5.9 Reifletividades para uma interface ar/vidro

Que acontece se a luz incidente é linearmente polarizada numa direcio interme-
didria entre 1 e /7
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Fig. 510 Azimuie de incidéncia

Seja E; o campo elétrico da onda incidente e o seu azimute, definido como o
angulo que faz com sua projecdo Ey|; sobre o plano de incidéncia. As componentes
1 e / de E; sfo dadas por (fig. 5.10)

‘ [E] ||[ = !El cost [Eu‘ = ‘Ell sen o (5.75)

Logo, as componentes 1 e /4 da onda reflefida sdo

[E;,

= [R| \Etill = [Ry| [E/] cos o

;
E]J.

= R, ‘Eu| = R,| [E| sena

e, como 1E P =IE 1, F +IE’ P a(5.70) d4

l r=r cos’ a+r sen’ O | (3.76)

5.8 Polarizacéoe por reflexéo

Para 0, = Oz, temos r; = 0. L{jgo, se, a onda incidente tiver polarizacio li-
near // , ndo hd onda refletida : toda a luz € transmitida. Se a onda incidente €
linearmente polarizada com azimute o gualquer, somente a componente E;, &
refletida nesse dngulo. Logo, nesse caso, a {uz refletida € linearmente polarizada,

com B’y perpendicular ao plano de incidéncia.
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Mails geralmente, isso acontece gualquer que seja a polarizacdo (eliptica) de
uma onda Incidente monocromatica, pois também podemos decompd-la em compo-
nentes /e L . E acontece também para [uz natural, emitida por um corpo incan-
descente, como a luz solar, p. ex. .

Com efeito, cada componente monocromdtica do espectro da luz solar pode
ser decomposta em componentes /# e L . Assim, se luz solar incide sobre uma pla-
ca de vidro segundo um dngulo 6, = 0z = 57°. a luz refletida € lincarmente polari-
zada, com E,;" 1 ao plano de incidéncia.

Foi assim que Malus descobriu a polarizacio por reflex@o: estava observando,
em Paris, a luz do sol poente refletida pelas janelas do paldcio do Luxemburgo,
através de um cristal sensivel i polarizacio.

Para 8, = Bg, por definicio,
o, 0; + 6; = w/2. Isso equivale a dizer que

1 /T o angulo de polarizacdo Op € aguele dn-

0 : gulo de incidéncia para o qual, segundo
9 | as leis da reflexdo e da refracdo, o raio
'. : . refletido é perpendicular ao raio refrata-
& S e Gt do (fig. 5.11). Este resultado, descoberto

por David Brewster em 1815, chama-se
Fig. 5.11 A lei de Brewster lei de Brewster.

Para luz natural, o vetor E; da onda incidente, em cada instante 7, pode ser
decomposto em E;; ¢ Eyi, associados ao azimute instantineo o ( 7). Entretanto, o
variard rapidamentc € go acaso com o tempo: todos os valores de o serdo igual-
mente proviveis, o gue implica

(5.77)

IS | ==

i 2 1 r 3 %
(cos? &) = (sen” 1) =

onde {---) é a média temporal. A (5.76) d4 entdo a reflefividade para luz natural

|
Ly ( + 71) (5.78)
A curva correspondente estd representada em linha interrompida na fig. 5.9.

Embora a luz incidente natural seja ndo- polarizada [ct.(5.77)], isto ndo € ver-

dade para a luz refletida. Com efeito, na luz refletida, teremos



_ T > _ cos” (8, +6,) (5.79)

/
| 2> r-_dﬁEl | 'L> r, cos” (8, -0,)

onde usamos as (5.71).

A razdo (5.79) s6 € = 1 para incidéncia L (6, = 0) ou razante (8, = T/2).
Entre esses dois extremos, como se vé pela fig. 5.9, ela € < 1, ou seja, a luz
refletida € parcialmente polarizada, com predominio da componente L . O grau de
polarizacdo € definido por

e (5.80)

comD<P<1 . Para©, =0 ou 9; =n/ 2, tem-se P =0 : a luz refletida con-
tinua sendo luz natural. Para 8, = 8 ,ér =0 e P = 1: a luz refletida € rotal-
mente polarizada.

o Luz n;a‘{UTB.\
' A plaﬂD

gde incidéncia

Fig. 5.12 Polarizacio por reflexdo

Isso pode ser verificado experimentalmente fazendo com que a luz refletida
por uma placa do material (p. ex., vidro) segundo o dngulo 8z incida sobre uma
placa do mesmo material, situada de tal forma que a componente E. em relaciio a
1.7 placa (polarizador) passe a ser a componente E,; em relacio a 2.* (analisador).
Para isso, basta que o 2.° plano de incidéncia seja L ao 1.° (fig. 5.12). Se, além disso,
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orientarmos a placa analisadora de tal forma que o 4ngulo de incidéncia sobre ela
também seja Oz ndo hd luz refletida pela 2.7 placa (fig. 5.12).

Suponhamos agora que, sempre mantendo fixo o dngule de incidéncia 8z sobre
0 analisador. facamos que ele gire (a normal 1 ao plano do analisador na fig. 5.12
permanece sobre o cone de eixo sobre o raio e abertura 03). O 4dngulo B enire os
dois planos de incidéncia deixa de ser /2. Esse é também o &ngulo entre as
normais ao dois planos. Como E da onda incidente sobre o analisador é 1 ao 1.°
plano de incidéncia (fixo), B € também o Angulo entre E e a normal ao 2.° plano de
incidéncia, o que implica (veja a fig. 5.10)

B=5—'1 (3.81)

onde « € 0 azimute de incidéncia sobre o analisador.

Podemos entdo aplicar g (5.76), onde #; = O:

refletividade
na 2° reflexfio

. "!/ Y : G
F=r Sen O = Fr sen” L%—Bj‘ { r=rcos P (5.82)

Essa relacio mostra como varia a intensidade da luz refletida pelo analisador com
o dngulo B. Ela é = 0 na situac@o anterior [diz-se neste caso que o polarizador e o
analisador estdo com seus eixos cruzados (P = n/2)]. ¢ ¢ mdxima para B =0,
quando os dois planos de incidéncia sdo paralelos, de modo que o vetor E incidente
¢ 1 a ambos. Note que B é o dngulo entre a direcdo de vibracdo da luz incidente
sobre o analisador (direcao de E) e a direcdo para a qual a intensidade é mdxima
(B =0.

A (5.82) é um caso particular da LEI de MALUS: a intensidade analisada
varia proporcionalmente ao quadrado do coseno do dngulo entre a direcdo de vi-
bracdo da luz incidente sobre o analisador e a direcdo para a qual a intensidade
da luz analisada é mdxima.

O aparelho constituido pelo par de placas de vidro chama-se polariscdpio de
Nérrenberg. O polarizador transforma luz natural em luz linearmente polarizada; o
analisador permite detetar (analisar) a existéncia de polarizacfo, fazendo variar f.
Polarizador e analisador funcionam como filiros de polarizacdo.



Uma placa de vidro ndo € um polarizador muito eficiente. O gréfico da fig. 5.9
mostra que 7 = 0,15 para 8; = 85 Aplicando a (5.78). concluimos que apenas 7.5%
da intensidade incidente sobre o polarizador sdo aproveitados.

Outros métodos de polarizar ¢ analisar a luz empregam a iransmissdo atraves
de meios anisotrdpicos, como 0s cristais, cujas propriedades variam com a direcdo
relativamente a seus eixos de simetria. Em seu “Tratado sobre a Luz” (1690), Huy-
gens ji discutia as propriedades oticas da calcita (conhecida naquela €poca como
espato da [sldndia). que pode ser empregada para produzir e analisar luz polarizada
(prismas de Nicol).

Edwin H. Land criou um material artificial, o Polaroid, capaz de absorver
fortemente uma polarizacfo linear preferencial, ao mesmo tempo que transmite a
polarizacdo ortogonal a essa. Um material que absorve diferentemente duas polari-
zaches lineares ortogonais chama-se dicrdico. O polaréide € um plastico consti-
tuido de moléculas de um polimero orginico sintético, o dlcool polivinilico; sao
moléculas muito longas. LAminas desse material s8o estiradas numa direcdo, pro-
duzindo o alinhamento preferencial das moléculas; o dicroismo € reforcado pela
adicio de iodo. Como a luz solar refletida € parcialmente polarizada [cf. (5.80)], os
6culos de Polaroid funcionam como 6culos de sol e atenuam a luz refletida.

5.9 Refiexdéo Total

Até aqui, s6 discutimos o comportamento da refletividade para indice de re-
fracdo relativo n > 1, quando o meio 2 € mais refringente que 1.

Fig. 5.13 Reversibilidade dos raios

Para ver o que acontece quando n# < 1, notemos primeiro que, pelas leis da
reflexdo e da refracfo, se invertermos o percurso do raio refratado [fig. 5.13(b)].
inverte-se também o percurso do raio incidente, que passa a ser o raio transmitido.
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Por outro lado, as expressdes (5.71) da refletividade nfo se alteram se trocar-
mos os papéis de 8, e 02: 8, ¢ 82 0 que troca n < 1/n [isto também ndo altera
a (5.72)], ou seja. a interface reflete igualmente bem de ambos os lados.

Essa lef de reciprocidade permite obter o andamento de r; e r. em funcio do
ingulo de incidéncia 6; para uma interface com n < 1 (p. ex., vidro/ar, n = 2/3 )
a partir dos valores correspondentes para a transic3o inversa (ar/vidro, n = 3/2),

trocando a escala de abscissas 8, — 0.

A O resuitado, para uma interface vidro/ar

f a = i - b

[ et (n=2/3) estd representado na fig.
f ! 5.14. As curvas do grafico da fig. 5.9 a-
0.5} ,!! parecem “comprimidas” entre 9, = 0 ¢
I - E; e

/1 : 8 = 8., onde B, é o dngulo critico de-

P Eintdomasd, 1B,

00— : 1
0° 3g° 4
Bx41° [

= I
 sen@, = n i (5.83)

—h
oy
o

-]
&
=]

)
el

Fig. 53.14 Refletividades para uma inierface vidro/ar

que, para uma interface vidro/ar, é = 41° Para 6; — 6., tanto r; como r; tendem
a 1 (reflexdo total).

Que acontece para 0, > 6.7 Como indicado na fig. 5.14 e visto na Se¢. 2.4,
ocorre a reflexdo fotal, ou seja, r1 e m1  permanecem iguais a 1. Entretanto, isso
nio significa que o campo eletromagnético no meio 2 seja idénticamente nulo, pois
ele € # 0 no meio 1 e isto violaria as condicdes de contorno.

A lei de Snell daria

1
sen@, = —senB; > 1 para 6, > 0, (5.84)
R

0 que ndo pode ser satisfeito por um valor real de B;, mas pode ser satisfeito por
um valor complexo, que € permitido porque estamos usando notagdo complexa.
As funcOes cosz e senz para £ = x + {y complexo sdo definidas pelas fér-

mulas de Euler,

P . X
C(}SZEE e“-!-e“) ,  senz = — (e“‘—e“)} (5.85)
[

0 que da
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!sen {g — E‘}‘] = €03 (ﬁ‘-P) = % (e'lp + ew)z ch'¥ (5.86)

que € a funcdo coserno hiperbdlico, > 1 para ¥ > 0.

Logo, podemos continuar satisfazendo a lei de Snell para ©; > 8., tomando

sen B,

0, =§—ﬁy . sen®, = ch¥ = > 1 6 >6,) (587
i 2 i1

Embora até aqui tenhamos interpretado 8, geometricamente, como um dngulo,
a verificacdo das equag¢des de Maxwell e das condicdes de contorno s6 depende das
propriedades analiticas de cosz € sengz, que permanecem as mesmas para z com-
plexo.

Assim, as formulas de Fresnel (5.67) ¢ (5.68) permanecem vilidas, o que da

+£LP] cos (B, +1¥) s
L s _ G0

T
2 — —
el%’g_fTJ cos (6, —i¥)

; (5.88)

it z
i g [81 = 5 + IIP] G (8] g IP) o
” = = : s e i
%[&-kgmdqq coig (@ - i)

i

onde usamos o fato de que o numerador ¢ denominador sfdo complexos conjugados,
de forma que o quociente € um fator de fase (6, e &, sdo reais). Logo,

?l -Rf =s=R[=1 ., 82=8 (5.89)

confirmando a ocorréncia de reflexdo total acima da incidéncia critica.
Além disso, vemos pelas (5.88) que as componentes 1 e // da luz refletida
sofrem defasagens diferentes, criando uma diferenca de fase

§=35. -3, (5.90)
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entre as duas componentes: d varia com 0;. Podemos usar esse resultado para pro-
duzir luz elipticamente polarizada a partir de luz incidente linearmente polarizada,
através de uma dnica reflex@o total.

5.10 Penetractio da luz no meie menes denso

Vejamos agora como interpretar o valor complexo (5.87) de 6, para o campo
eletromagnético que penetra no meio oticamente menos denso (12 < i) .

O fator de propagacdo dos campos no meio 2, e, & dado pela (5.61), onde
temos de substituir 0; pela (5.87), que também d4 sen6: .

Por outro lado.

li]'

=
—iT)=5611@W)=¥=ish¥ (5.90)

cosB, = cos[
= 21

de modo que obtemos

exp(iQ,)=explin, ks (xchy —iysh ‘F)]
(5.91)
= exp (1' n, ch¥k, .T) P e

0 que represenia uma onda que Se pro-
paga nq direcdo x & se atenua exponen-
cialmente na direcdo v < (), isto €, a me-

dida que penetra no meio 2: temos de lo-

mar ¥ > ) na (5.87). Como o meio 2 &
transparente. essa atenuacio ndo estd as-
sociada a absorcdao de energia. Uma onda

desse fipo (fig. 5.15) chama-se onda eva-

Fig. 5.15 Onda evanescente nescenfte.

Se tomarmos, p. ex., a componente L na{5.62), supondo A; real, e voltarmos
a notacdo real, o campo elétrico no meio 2 fica (reintroduzindo a dependéncia tem-
poral)

E, = A, cos (kKx —o1) ™ 7| ( < 0) (5.92)

i
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onde

K =mkch? ; x=mnksh¥ (5.93)

O campo magnético correspondente é dado pela (5.62). onde i % 7 tesulta da
(5.67):

A—, e - T, —
B, = —22 | cos0, X +sen®, § | & ®7¢0)

v | S

“ \ish¥ ch¥

ou, voltando & notacfio real,

A" r o
B, =+—=sh¥ sen (kx—&:'.r)e" X
| 28
(5.94)
!'911 7 Ky
— — ch¥ cos (ch—{m‘)e b
vy

As (5.92)-(5.94) mostram a estrutura da onda no meio 2.

Definimos a profundidade de penetracdo como a profundidade |yl = d para a
qual as amplitudes de F, e B> sc reduzem a e ' = 1/¢ do seu valor na interface.
Portanto,

P70 PO S (5.95)

No éngulo critico 6, = 6, . temos ¥ = 0 e a profundidade de penetracdo € infi-
nita, mas ‘¥ aumenta rapidamente para 9, > 6. [cf.(5.87)], e d cai logo a uma
fracdo de comprimento de onda.

A primeira vista, parece haver uma contradicao com a conservacédo da energia;
como pode haver penetracdo da onda no meio 2 se a reflexdo € total? Para ver o
que acontece com a energia. calculemos a densidade de corrente de energia no
meio 2, dada pelo vetor de Poynting (real) associado as (5.92)-(5.94):



= U~ I |
Do b renetaca0 -da Lz no meio menos aenso 1 69

(5.96)

+ (‘d‘?_,) sh'¥ ¢?** sen (k'x - 031‘) cos (k’x - mr)ff '
Ho Vo |

Vemos que, em cada instante, hd uma corrente de energia posifive na direcio
A A v i v
X, a0 passo que a componente y oscila entre valores positivos € negativos (com
valor médio = () ao longo da interface.

Fig. 5.16 Linhas de corrente da energia na reflexZo total

Uma porcdo das “linhas de forgca™ de §: (linhas de corrente da energia) num dado
instante { na vizinhanga da interface estd representada na fig. 5.16. O conjunto se
desloca para a direita com a variacio de 7. Se tomarmos uma média temporal ou

espacial (sobre um intervalo de varios comprimentos de onda), obiemos das (5.96)

(5.97)

E féacil verificar que o vetor de Poynting complexo leva ac mesmo resultado.
Vemos assim que, na direcdo y, a energia penetra e sal do meilo 2, sem que,
em média, haja transporte de energia para dentro do meio: a corrente de energia faz

meandros em torno da interface.
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Isso ainda ndo explica como a energia pode inicialmente penetrar no meio 2.
Ndo dd para ver isso numa solucdo estaciondria, como a que estamos consideran-
do: a dependéncia temporal foi suposta monocromdtica de frequéncia ® para
— o= < [ < eo! seria preciso considerar um problema ndo-estaciondrio, COITESPON-
dendo a uma superposicio de frequéncias.

Outra idealizacdo foi termos considerado uma onda plana incidente, que tem
extensdo infinita. No caso mais realista de um feixe de luz limitado lateralmente,
tem-se uma superposi¢do de ondas planas cujas direcdes de propagaciio variam, de
modo que para uma parte delas a incidéncia estd abaixo do dngulo critico. Verifica-
S NESse caso que a energia penetra e sai do meio 2 pelas fronteiras do feixe.

Que acomntece se tivermos uma ldmina de
faces paralelas de espessura A, com
2 < #3, € um &ngulo 6, > 8, no 1.°
meio? A onda evanescente no meio 2 terd

entdo ainda uma amplitude finita ao atin-
gir a outra interface. e dari origem a uma
onda transmitida E; que se propaga na di-
recdo 0, (fig, 5.17).

Logo, a reflexdo deixa de ser total: o fe-

nomeno chama-se reflexdo total frusira-
da. Entretanto, para que Fz tenha ampli-

_ ] tude perceptivel, € preciso gue a espes-
Fig. 5.17 Reflexdo total frusirada P . p ) P q . P

sura  ndo seja>>que a profundidade de
penetracido d; caso contririo, a atenuacdo exponcncial da onda evanescente torna

| B3 | tdo pequeno que ndo se consegue detetar a onda transmitida através da camada.

Por isso, o efeito é muito dificil de obser-
var na regido do visivel, uma vez que h
nao pode ser >> que o comprimento de
onda (d € ~A4) . Mas cle pode ser facil-

mente detetado com ondas de ridio. Num

experimento feito por J. Bose, dois pris-

mas de asfalto (fig. 5.18) estavam separa-

¥ | dos por uma distidncia # de vdrios cm e
uma onda incidente de A = 20cm sofria
Flg.AA8 TRibrinealo da 1./Boe5 reflexdo total frustrada no 1.° prisma. Si-

nais mais fracos puderam ser detetados atrds do 2.° prisma, com intensidade cres-
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cente 4 medida que # diminuvia. Conforme veremos ao tratar de fisica quintica, esse
efeito € o andlogo eletromagnético do efeito quéntico conhecido como tunelamento.

Surpreendentemente, porém, o efeito ji& havia sido detetado por Newton em
scu segundo artigo publicado, que data de 1675! Na experiéncia dos anéis de New-
ton (fig. 3.10), na Iamina de ar que separa a lente plano-convexa da placa de vidro,
pode ndo haver exatamente um contato com a placa, deixando uma camada de ar
muito fina enfre os dois. Newton percebeu que luz que deveria ser totalmente re-
fletida conseguia atravessar essa camada desde que fosse suficientemenie fina, e
estimou a espessura em no méaximo alguns comprimentos de onda: ele ja havia
usado suas medidas dos raios dos anéis para determinar com grande precisdo o
comprimento de onda. Foi Newton, portante, quem descobriu a reflexio total frus-

fradn
Lidiwdel.

PROBLEMAS

1. Mostre que as equagdes de Maxwell (5.1), (5.2) num meio dielétrico nao s¢
alteram pela substituicgo:

desde que a constantc a seja escolhida apropriadamente. Que acontece com o vetor
de Poynting S nessa substitnicdo? E com as densidades de energia Ug, Uy?

2. Demonstre, a parlir das eqs. de Maxwell incluindo uma corrente j, a ex-
pressdo do balanco de energia médio para um campo monocromatico,

é—dw&ﬁ =1 -E+21m((UE)—<UM>)‘

onde 8" € o vetor de Poynting complexo. Interprete a parte real e a parte imagindria.
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3. Demonstre que os vetores de polarizacdo circular (5.39) formam uma base
ortonormal para um produto escalar de vetores complexos a e b definido como
a’ - b, ou seja, que

4. Demonsire, para o caso geral de po-
larizacdo eliptica (5.29), que o angulo
W entre 0 eixo maior da elipse de polari-
zagdo e o eixo Ox é dado por (fig.)

tey) =2 {):j cosﬁj

onde

_EgC(Eb/a!

5. Duas ondas circularmente polarizadas de mesma fregiiéncia propagam-se
na mesma dire¢do. com amplitudes a e 2a, respectivamente. Descreva a polarizacdo
¢ orientacdo da onda resultante: (a) Se ambas sdo levogiras; (b) Se a & levogira e
2a € dextrdgira.

6. Num meio anisotrépico, para luz que se propaga ao longo de uma “diregio
principal”, ha dois indices de refracdo diferentes, n; e n, conforme a direcio de
vibragdo do campo eléirico esteja numa das duas outras “dire¢des principais” per-
pendiculares entre si e & direcio de propagacdo. Chama-se placa de um quarto de
onda uma ldmina do material cuja espessura d introduz uma diferenca de caminho
%?Ln (% = comprimento de onda reduzido) entre essas duas componentes do campo
elétrico. (a) Calcule d; (b) Se uma onda linearmente polarizada segundo a bhissetriz
dessas duas direcGes principais incide perpendicularmente sobre uma ldmina de um
quarto de onda, qual € a polarizacdo da luz transmitida? (¢) Calcule d para uma
lamina de mica, em que n; = 1,5941 e n2 = 1,5997, se &y = 6.000A.

7. Faz-se girar um analisador de polarizacdo em torno da direcio da luz inci-
dente como eixo, observando-se a intensidade da luz transmitida. (a) Mostre que
isso ndo permite distinguir entre luz incidente circularmente polarizada e luz natu-
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ral. (b} Coloca-se agora no trajeto da luz incidente, antes de atingir o analisador,
uma l&mina de um quarto de onda (veja o Probl. 6). Mostre que isso torna possivel
fazer a distincdo entre polarizacio circular e luz natural, ¢ explique como.

8. Chama-se eixo de um filtro de polariza¢3o (polarizador ou analisador) a
direcdo de vibracdo para a qual sua transmissdo € mixima. Um par de filtros tém
seus eixos cruzados (perpendiculares), de modo que bloqueia a luz 1ncidente. Colo-
ca-se agora um terceiro filtro entre os dois, com seu eixo formando um &ngulo
8 com o eixo do 1.° filtro. Se luz natural de intensidade Iy incide sobre esse siste-
ma, qual € a intensidade da luz transmitida?

9. Use o operador Div para obter a condicdo de contorno na interface entre
dois meios quando existe sobre ela uma distribuicdo de carga com densidade super-
ficial ¢. Aplique o resultado a um condutor perfeito.

10. Calcule R, e R ., definidos pelas (5.69). inclusive no caso particular
8, = 0. Calcule T, e T, '

11. A transmissividade t € definida co-
meo a fracdo da intensidade incidente so-
bre uma dada area da superficie de sepa-

racdo (indicada por AB na fig. ao lado)

que € transmitida para o meio 2.

{a) Mostre que

| |<Sg}_ cos 6, _ g8, E,
MY ERTO Y

(b) Calcule 1, t; (inclusive para 8, = 6, = ().

12. Verifique query + to = ri + tu = L

13. Para 8, = 6z (4ngulo de Brewster), (a) Calcule r, ; (b) Calcule 71 ; (c)
Calcule o grau de polarizacao da luz transmitida,
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14. Para que se tenha um filme anti-refletor (Sec. 3.3), de indice de refragio
n2 , situado entre dois meios de indices #; e ns, ndo basta que a cspessura do filme
seja de 1/4 do comprimento de onda no meio 2 [cf. (3.30)]. E preciso também que
a refletividade das interfaces 1/2 e 2/3, na incidéncia perpendicular, seja a mesma.

i . 4 O
Mostre que a condigio para isso é: my = Vnins .

15. Demonstre a (5.73).



INTRODUCAO
A RELATIVIDADE

6.1 © Principio da Relafividade na Elefrodinamicea

Vimos que, como consequéncia das equacdes de Maxwell, as ondas eletro-
magnéticas se propagam, no vacuo, com velocidade ¢ = 1/V g5, que é uma cons-
fante universal. Entretanto. ainda nao discutimos uma questiio bésica: a que refe-
rencial se refere essa velocidade?

A dependéncia das leis fisicas com respeito ao referencial foi discutida na
Mecanica Classica (Fis.Bds. 1. Sec. 13.1), onde vimos que as leis basicas da Meci-
nica assumem sua forma mais simples nos referenciais inerciais. Por definicio, um
referencial € inercial se nele vale a lei da inércia, ou seja, uma particula nio sujeita
a forcas (suficientemente afastada das demais) permanece em repouso ou em mo-
vimento retilineo uniforme. Com boa aproximacio, um referencial vinculado as es-
trelas fixas é inercial.

Vimos também que qualquer referencial em
movimento retilineo uniforme em relac@o
a um referencial inercial € também iner-
cial.

Se o referencial (§7) (fig. 6.1) se move
em relacdo a ( S ) com velocidade cons-
tante V e as origens O ¢ O’ dos dois refe-

renciais coincidem no instante r = 17 = Q,
vimos que a relacdo entre as coordenadas

Fig. 6.1 Referénciais (S} & (S)
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s,

[x(x,y.z).t]le[x"(x",¥ ").t”"] nos dois referenciais é dada pela transfor-

£

macdo de Galileu

X =x-Vt| i

= ' @D
da qual decorre a lei de Galileu de composicdo de velocidades

%v':v—Vi (62)

onde v e v’ sdo velocidades relativas a ( § ) e (S7), respectivamente. Decorre

também a igualdade das aceleracdes:

.dv = dv’i
:a:a e
dit dr |

(6.3)

Como a transformacdo de Galileu nfo afeta as distincias entre particulas nem a
massa, também nfo afeta uma forca F que sé dependa dessas distidncias (como a
gravitacdo), de modo que

F=ma = F=wa (m' = m) (6.4)

isto é, a le1 basica da dindmica ndo se altera.

Dai decorre o principio de relatividade da Mecdnica, devido a Galileu: é im-
possivel detetar um movimento retilineo uniforme de um referencial em relacédo a
outro por gualquer efeito sobre as leis da dindmica (Galileu deu o exemplo de
experiéncias de mecéinica feitas sob o convés de um navio, com as escotilhas fecha-
das, que seriam incapazes de distinguir se o navio estaria ancorado ou em movi-
mento retilineo uniforme).

Vimos também na Mecéinica que esse principio deixa de valer para refer-
enciais nfo inerciais: aparecem efeitos detetdveis sobre as leis da mecénica, através
das forcas de inércia (forga centrifuga, forca de Coriolis, etc.).

Entretanto, se procurarmos estender & Eletrodindmica o principio de rclativi-
dade, deparamo-nos imediatamente com um problema: decorre das leis da Eletrodi-
namica (eqs. de Maxwell) que a luz se propaga, no vacuo, com velocidade c¢. Ad-
mitindo que isso vale num dado referencial inercial, e que valem as leis da Meca-
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nica Cldssica, o resultado ndo poderia valer num outro referencial inercial em mo-
vimento retilineo uniforme em relacdo ao primeiro com velocidade V. Com efeito.
pela lei da Galileu de composicao de velocidades, seria

¢ =c¢c~-V (6.5)

e, por conseguinte, seria ¢ # ¢ (e ¢’ variaria com a direco de propagacdo), con-
tradizendo o principio de relatividade no caso da Eletrodinamica.

A validade das eqs. de Maxwell estaria restrita entdo a um referencial inercial
privilegiado, onde a velocidade da luz € ¢ em todas as direcdes. Isso acontece, p.
ex., na acustica: as ondas de som se propagam através de um meio material, que €
o suporte das oscilacoes, e a velocidade do som € isoitrdpica (a mesma em todas as
direcBes) somente num referencial em que este meio estd em repouso. Observada de
outro referencial em movimento em relacdo a este, a velocidade do som € diferente
e varia com a direcdo (Efeito Doppler: Fis. Bds. 2. Se¢. 6.9).

A identificacdao do “vacuo” com um tal suporte material das ondas eletromag-
néticas corresponde ao conceito do érer, meio hipotético cuja existéncia ji havia
sido postulada por Descartes. Vimos (Fis. Bds. 3, Cap. 11) que o préprio Maxwell
chegou a suas equacOes com base num modelo mecénico para o campo eletromag-
nético, um “éter celular”.

Se o €ter existisse como referencial privilegiado, deveria ser possivel, por ex-
peri€ncias de propagacio da luz, detetar um movimento retilineo uniforme em re-
lacdo a ele, ou seja, o principio de relatividade no seria vilido na eletrodinamica
(da mesma forma que nédo € valido na propagacio do som).

Se quis€ssemos, porém, manter o principio de relatividade também na eletrodi-
namica, a (6.5) mostra que isto ndo seria compativel com a validade simultdnea das
equagtes de Maxwell e das leis da mecanica newtoniana: uma das duas teria de ser
abandonada.

Teria de ser vélida, portanto, uma das seguintes opgoes:

(1) A mecinica newtoniana e as equacdes de Maxwell sdo vélidas, mas o prin-
cipio de relatividade ndo se aplica a todas as leis fisicas: existe um referencial
absoluto (o éter), onde a velocidade da luz € ¢ em todas as direcdes, e deve ser
possivel, por meio de experiéncias eletromagnéticas, detetar um movimento reti-
lineo e uniforme em relacioc ao referencial absoluto do éter.

(i1) O principio de relatividade aplica-se a todas a leis fisicas e a mecénica
newtoniana é correta. Nesse caso, as equacdes de Maxwell teriam de ser modifi-
cadas, e deveria ser possivel observar desvios das leis eletrodindmica cléssica.
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(iti) O principio de relatividade aplica-se a todas as leis fisicas, e as equacles
de Maxwell sdo corretas. Nesse caso, a mecénica newtoniana ¢ a transformacio de
Galileu nio podem ser corretas: deve ser possivel observar desvios das leis da me-
cinica newtoniana.

A tnica opcdo compativel com os fatos experimentais, conforme vamos ver, € a (iii).

6.2 O experimento de Michelson e Merley

Consideraremos primeiro o teste experimental da opcio (i). Sc ela fosse vili-
da, deveria ser possivel detetar um movimento retilineo uniforme em relagdio ao
eter usando a lei de Galileu de composicdo de velocidades (6.3): a velocidade da
luz num referencial em movimento relativo ao éter deveria ser diferente em di-
recoes diferentes.

Um referencial onde o Sol estaria em repouso é com boa aproximacio um
referencial inercial. A velocidade de translacfo da Terra em relac@io a esse referen-
cial € da ordem de 30 km/s, e sabemos que tem sentidos opostos em intervalos de
meio ano, o que corresponde a uma variacdo de velocidade da ordem de 60 km/s.

Logo, mesmo que um referencial ligado & Terra (laboratério) esteja em re-
pouso no éter num dado instante, terd uma velocidade relativa a ele de ~ 60 km/s
meio ano mais tarde. Durante metade do ano, a Terra tem uma velocidade V de
pelo menos 30 km/s em relacfio a qualquer referencial inercial fixo. Pela lei de
composi¢do de velocidades, isso daria origem a desvios da ordem de V/¢ > 10°°
na velocidade de propagacio da luz.

Numa série de experi€ncias realizadas entre 1881 e 1887, A. A. Michelson e
E. W. Morley procuraram detetar esses desvios (muito pequenos) usando o inter-
ferometro de Michelson (Sec. 3.5).

E g O 1nterferdmetro estd representado es-

quematicamente na fig. 6.2 (n3o foi re-
v presentada a placa de compensacéo do
l caminho 6tico). Seus bracos t8m com-
primentos f; e I . F é a fonte de luz, P

; T E a placa semiespelhada divisora do fei-
xe, Ey e £» sdo os espelhos e L € a

luneta de observacio.

A
¥

A
'
M SSSSSS

A experiéncia foi repetida muitas

vezes, com diferentes orientactes da
montagem como um todo. Suponha-

Fig. 6.2 Experimento de Michelson & Morley mos que, na situacdo da figura, a
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Terra esteja se movendo em relacdo ao (hipotético) éter com velocidade V na di-
recio OFE.

Como ¢ / V ao longo de [, temos [cf.(6.5) e fig. 6.3]

< o < G
Ii : I'L I'; ')
= a : —
: 7 i I.-== r
c c
(at) (b1)

Fig. 6.3 Percursos longitudinais. A velocidade é ¢ = ¢ — V naida (a1) e ¢ = ¢ + V na volta (22)

= Tempo total para ida ¢ volta ao longo de 41 =

o4 L ke 2 I
T eV e+V PV T e(-p) | (6.6)
onde
: B=V /¢ ! (parimetro adimensional) (6.7)
I —

| = = e
/ \\ Visto do referencial do éter, o percurso
—_—

|
|
v 4 : \\ na direcdo de > € obligno, porgue, duran-
|z te o tempo de ida e volta da luz do espe-
| lho E;, a placa P se terd deslocado de O,
0t—=---10p, para ;. Conforme mostram as figs. 6.4
a2) e (b2}, tanto na ida como na volta a
; (a2) : (b2) : _ .
;? \ v velocidade da luz no referencial da Terra
g \ sera
c/ c’ ¢ &
\Il\, P P —— Sy
! —_— F— |
E \ =N -V = cyl =p* | (6.8)
! v | o o
Vv
(a2) (b2)

de modo gue o tempo do percurso de ida
Fig. 6.4 Percursos iransversais e volta ao longo de [ serd
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h = e (6.9)
C *\!1 - B_I -
A diferenca de caminho 6tico entre os dois percursos é
- 2 2 ;
A=c(t, —4)= — ( . =~ || (6.10)
_ VyI=p° ‘\\j 1~

Se os espelhos E; e E» nélo sdo exatamente perpendiculares entre si, essa diferenca
de caminho dd origem a franjas de interferéncia de igual inclinaciio na cunha de ar
de pequena abertura formada por E; e pela imagem de E; na placa P (cf. fig. 3.18).

Se girarmos agora de 90° o dispositivo todo, os papéis de /; ¢ /> sdo intercam-
biados, o que da:

21, e, 3
Cvf:B_z - "(1_32)

s

II=

A=l -7 (6.11)

rz)z_'_z— ‘11__"%2“'_*\}

A figura de interferéncia observada anteriormente sofrerd um deslocamento corres-

pondente ao caminho dtico

A7

P f 1
| _ﬂzJ}—_—ﬁ;G]+ZZ)L1_ﬁ , (6.12)

Como esperamos que seja B << 1, podemos aproximar

~1+=pB? (6.13)

1 - ~1/2
Tl |
it |

O deslocamento (6.12), medido em termos de nimero de franjas, é entio
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Eang;—w[il (6.14)
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ou seja, o efeito € de 2.7 ordem em V/c¢ = B. E por ser ti0 pequeno que se neces-
sita de uma técnica interferométrica.

Na 1.* experiéncia de Michelson ¢ Morley (1881), era [, = L = 1,2m e
A =6 x 107 m (luz amarela). Tomando B ~ 10, como vimos no inicio desta Secgo,
resulta entiio 1 8m | ~ 0,4 x 10" x 107° ~ 0,04 de franja, o que teria sido detetado
por um observador perito como Michelson (fim da Sec¢. 3.5). O resultado, para
grande surpresa dele, foi, em suas palavras: “...N&o hd deslocamento das franjas de
interferéncia. Assim, demonstramos que a hipétese de um éter estacionario € incor-
reta.”

Na repeticio da experi€ncia em 1887, era/y = L = 11m, o que daria
l6m| ~ 0,4 franja, e Michelson ¢ Morley deram como resultado (limite superior)
|0ml < 0,01 (ndo observaram nenhum deslocamento). G. Joos, em 1930, usou
Ly = I = 21 m, dando um |9 m | esperado de ~ 0,75 franja, e achou como limite
superior 10m | < 0,02 . Experimentos recentes de outros tipos (nfo baseados no
imterferGmetro de Michelson) dao limites superiores para V inferiores a 30 m/s,
compativeis com V = 0, embora a velocidade orbital tipica da Terra seja 30 km/s.
Com 1ss0, a opcdo (i) do final da Sec. 6.1 fica descartada (houve algumas tentati-
vas de manté-la com hipdieses dilerentes, que também foram descartadas).

As tentativas mais consistentes dentro da opcfo (ii), aceitando o cardter geral
do principio de relatividade ¢ a validade da mecénica newtoniana ¢ meodificando as
equacdes de Maxwell, foram baseadas na “teoria da emissdo” de W. Ritz (1908).

Segundo Ritz, ¢ deveria ser interpretado como a velocidade da luz no vdcuo
relativa a fonte emissora, € ndo como velocidade de propagacio de ondas num
meio. Como ¢ seria enldio sempre uma velocidade relativa, o resultado nulo do
experimento de Michelson e Morley estaria explicado (a transformacio de Galileu
nao altera velocidades relativas), mas as equacdes de Maxwell teriam de ser modi-
ficadas.

As modifica¢des da eletrodinfimica preditas pela teoria de Ritz foram des-
cartadas com basc em observacdes astrondmicas que seriam incompativeis com
elas, mas os argumentos empregados ndo sdo atualmente considerados como sa-
tisfalorios.

Entretanto, a hipotese de Ritz foi eliminada por medidas direras da velocidade
da luz (na dcsiﬂtegrag:ﬁ(jﬁ” — ¥ + ) emitida por uma fonte em movimento réi-
pido, realizadas no CERN em 1964 por T. Alvager et al. O resultado experimental
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foi que, se representdssemos uma eventual dependéncia da velocidade v da fonte
por ¢’ = ¢ + kv, resultaria que k = (0 = 1,3) x 107

Podemos tirar dos resultados acima descritos as seguintes conclusoes:

(A) PRINCIPIO DE RELATIVIDADE RESTRITA: As leis fisicas sdo as mes-
mas em fodos os referenciais inerciais.

Por outro lado, as equacdes de Maxwell sdo confirmadas como leis fisicas
vialidas, e dai decorre o

(B) PRINCIPIO DE CONSTANCIA DA VELOCIDADE DA LUZ: A velocidade
da luz no vdcuo, ¢, é a mesma em todas as direcbes e em todos os referenciais
inerciais, e é independente do movimento da fonte.

Esses dois principios, porém, sio incompativeis com a mecéinica newtoniana,
tornando necessirio modificd-la. As modificacdes necessdrias. tomando (A) e (B)
como pontos de partida, foram propostas por Albert Einstein em 1905, em seu fra-
balho “Sobre a Eletrodindmica dos Corpos em Movimento™.

Einstein era um jovem empregado no Escritério de Patentes em Berna, recém-
formado pela Universidade, quando publicou esse trabalho. No mesmo ano, publi-
cou dois outros trabalhos fundamentais: um deles sobre o efeito fotoelétrico (Seg.
7.3), reintroduzindo a teoria corpuscular da luz no contexto da teoria dos quanta de
Planck, e 0 outro sobre 0 movimento Browniano. Ao que tudo indica, Einstein néo
conhecia os resultados do experimento de Michelson e Morley quando formulou a
relatividade restrita: eles nfo sioc mencionados no seu artigo.

Na introduciio a seu trabalho de 1905 sobre relatividade, Einstein comenta de
inicio a descri¢iio aparentemente assimétrica dos efeitos de indugfio eletromagnética
entre um iméd ¢ um fio condutor, conforme seja o imd ou o fio que se move, quan-
do s6 importa o movimento relativo (Fis. Bds. 3, Se¢. 9.1). Depois diz:

“Exemplos desse tipo, bem como as tentativas malogradas de detetar um
movimento da Terra em relacio a um “éter”, sugerem que os fendémenos ele-
trodinAmicos, da mesma forma que os mecénicos, nfo t€m quaisquer proprie-
dades compativeis com a idéia de repouso absoluto. Sugerem, pelo contrério,
que as mesmas leis da eletrodindmica ¢ da dtica scrio vélidas em todos os refe-
renciais para os quais valem as leis da mecinica. Vamos elevar esta conjectura...
4 categoria de um postulado, e vamos introduzir outro postulado, que € s6 apa-
rentemente incompativel com o primeiro, a saber, que a luz sempre se propaga no
vacuo com uma velocidade ¢ bem definida, independente do estado de movimento

da fonte emissora”.
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6.2 A relatividade da simulifaneidade

Consideremos dois referenciais inerciais diferentes S e §7 (§7 se desloca em
relacdo a § com movimento retilineo uniforme). Podemos escolher as origens O e
0O’ das coordenadas em S e §’ de tal forma que coincidam num instante que toma-

mos como origem dos tempos, ¢ = 7 = O
0=0 par&r:’:[)! (6.15)

Supenhamos que, nesse instante comum, uma fonte puntiforme localizada em
O = O’ emite um sinal luminoso. Decorre entdo do postulado (B) que esse sinal se
propaga em todas as direcdes com velocidade ¢ em ambos os referenciais. Logo, a
frente de onda num instante posterior € esférica cm ambos os referenciais: em S &
uma esfera de centro O; em S’ é uma esfera de centro O’. Aqui surge a aparente
incompatibilidade a que Einstein se referiu: como € possivel que a mesma esfera
tenha dois centros diferentes?

O paradoxo desaparece se nao sc tratar da mesma esfera. O que € uma frente de
onda? Num dado referencial, é o lugar geométrico dos pontos atingidos pela onda
simultaneamente nesse referencial. Se o que € simultdnec em relacdo a § ndo €
necessariamente simulidneo em relacdo a S, as frentes de onda nos dois referenciais
sdo formadas de pontos diferentes, o que é compativel com centros diferentes.

Einstein percebeu que a validade dos Principios (A) e (B) exigia que fosse
aprofundada a andlise do conceito da simultaneidade de eventos em pontos distan-
tes, quando analisada em referenciais diferentes. Como ele observa no seu trabalho
de 1905,

“...Todos os nossos julgamentos com respelto a fempo sd0 sempre julgamentos
de eventos simultdneos. Por exemplo, quando se diz “O trem chega aqui as 7 h”,
isto significa: “A chegada do trem e a observacdo de que os poateiros do reldgio
marcam 7 h sdo eventos simulidneos.”

Até af ndo hi problema, porque as observacdes da chegada do trem e do relo-
gio sdo feitas no mesmo lugar [como o disparo do sinal luminoso na (6.15)]. Mas
como podemos saber que dois eventos que ocorrem em [lugares diferentes, tais co-
mo dois pontos P; e P;, sdo simultdneos?

Poderfamos dizer que isso ocorre quando cada evento coincide com uma lei-

tura de relégio: 1 em Py e 1 em P, e a simultaneidade significa que #; = f». Mas
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para isso é necessdrio que os relégios em P, e P» estejam sincronizados. Pode-
riamos imaginar diversos métodos para efetuar a sincronizagéo:

Método 1: Enviando um sinal de P, a P». Se v é a velocidade do sinal e
| = | P{ P21 a distiincia de P; a P», sendo o sinal convencionado para ser emitido em
1 = ty, basta que o relégio em P2, no momento da recepcdo do sinal, seja ajustado
para marcar t, = #; + <.

Mas como sabemos que a velocidade do sinal € v? A partir da medida do
tempo que leva o sinal para se propagar entre dois pontos distantes, e esta medida
pressupOe a sincronizacio, de modo que a defini¢do € circular.

Método 2: Os dois relégios podem ser sincronizados em P; e um deles, poste-
riormente, transportado para P.. Mas um reldgio é um sistema fisico, quer se ftrate
de um péndulo ou de um reldgio atdomico, baseado numa linha espectral emitida
por um dtomo. Como sabemos que a marcha do relégio ndo € afetada pelo trans-
porte de P; a P,? S6 poderiamos comprovar isso se jad tivéssemos em P, um relégio
sincronizado com o de P,, para comparéd-lo com o que foi transportado. Novamente,
chegamos a um impasse.

Conclusdo: Ao contrario da simultaneidade de eventos que ocorrem no mesmo
ponto, a simultaneidade de eventos em dois pontos distantes ndo tem nenhum sig-
nificado a priori: ela tem de ser definida por uma convencdo.

A definicio de Einstein da simultaneidade de eventos distantes estd relacio-
nada com o méfodo 1 acima e com o Principio (B), que confere & velocidade da luz
no vacuo o cariter de uma consfante universal. Veremos logo que ela lem um
significado mais amplo, representando uma velocidade limite para a propagac¢do

de guaisquer sinais.

Definicdo de Einstein da simultaneidade:

Se um evento 1 ocorre em Py no instante t; , sendo marcado pela emissdo de
um sinal luminoso que parte de Py nesse instante, e o0 mesmo vale para P; em t2
(evento 2), dizemos que estes dois eventos sdo simultdneos (t) = k) quando o ponto
de encontro dos dois sinais luminosos é o ponto médio do segmento Py P .

Essa definicfio implica imediatamente que a simultaneidade de eventos distan-
tes ndo tem cardter absoluto: dois eventos simultineos num particular referencial
inercial § podem niio ser simultineos noutro referencial inercial §” que se move

em relacdo a § com movimento retilineo uniforme.



Fig. 6.5 Relatividade da simultansidade

Com efeito, suponhamos que os dois eventos sejam a queda de reldmpagos em
P; e P2, e que cada um desses pontos coincida com uma extremidade de um trem
(referencial §7), que se desloca com velocidade constante V em relacio ao referen-
cial § dos trilhos, suposto inercial. Cada reldmpago gera seu proprio sinal luminoso
(fig. 6.5). Se os dois eventos sfo simultdneos em S, os dois sinais se encontram no
ponto médio M de P; P,. Mas esse ndo € o ponto médio M’ do trem, porque M7,
devido ao movimento do trem, recebe o sinal vindo de P; antes de receber aquele
originario de Ps.

Na mecénica newtoniana, a posicdo de um evento ja era um conceito relativo,
dependente do referencial: dois eventos que ocorrem “no mesmo ponto” do trem S’
em instanies diferentes ndo ocorrem no mesmo ponto no referencial § dos trilhos.

Assim, por exempo, um passageiro que esquece a carteira no carro restaurante
e volta depois para buscéd-la encontra-a (se tiver sorte!) no “mesmo ponto” do trem,

mas em pontos diferentes em relagio aos trilhos.

Entretanto, o instante de ocorréncia de um evento era considerado como fendo

cardter absoluto, o mesmo em qualguer referencial, o que também se aplicaria 2
ciminlfanaidads Aa avantme AdAicftantac: Aad a ralasnis £7 # o tranofarmacsGo Ao o
CRELITUIILC I - e Al YLV WMLl O, Wdll (L J.\.JI.CI.L;C-LU & = L., l1lidl LLLL].I.DJ.UJ.].J.}.LL‘;JCI.U L LW . R

lilen. Newton escreveu nos “Principia™:

“O tempo absoluto, verdadeiro e matemditico, por sua prépria natureza, sem
relacdo a nada externo, permanece sempre semelhante € imutavel.”

Esse cardter absoluto do tempo na meclnica newtoniana seria justificdvel se
existissem sinais de velocidade arbitrariamente grande (“instantdnecs™). Na pratica,
¢ € tdo grande comparado com velocidades macroscopicas tipicas que a mecénica
newtoniana €, para fins praticos, uma excelente aproximacao.

Entretanto, vemos que a transformagfo de Galileu terd de ser substituida por
outra em que as guatro ordenadas de um evento (x, ¥, z, t) se transformam.



1 ] L E I |
-[86 Introcucss § relanvidsds

6.4 A traunsformacéio de Loreniz

Para encontrar a transformacfo que deve substituir a de Galileu, convém ter
uma imagem bastante concreta de um referencial onde se emprega a defini¢do de
Einstein da simultaneidade.

O *“relégio” atualmente empregado para definir a unidade de tempo ja € um sis-
tema fisico bem definido (rel6gio atémico): baseia-se no periodo de oscilacao de uma
dada linha espectral emitida por um atomo, em repouso no referencial considerado. Co-
mo ¢ € uma constante universal, a unidade de comprimento se define em funcfo da
unidade de tempo (a distincia percorrida pela luz numa unidade de tempo € o valor

numérico de ¢). Essas definicdes sdo as mesmas em gualquer referencial.

Uma forma concreta de pemsar num referencial € entdo como uma esirutura ou
arcabouco tridimensional onde as distdncias entre pontos de coordenadas inteiras sao
“réguas” gque medem uma unidade de comprimento, e em cada ponto existe um “re-
logio”, todos os reldgios sendo sincronizados de acordo com a definicdo de Einstein.

Uma forma mais simples € imaginar uma estacdo de radar operando continua-
mente. Num dado referencial basta entdo haver um tnico relégio, p. €x. na origem
O, emitindo continuamente pulsos de radar.

Para definir as coordenadas de um evento que ocorre num ponto P num dado
instante nesse referencial, pode-se determinar o instante £ em que um pulso emitido
por O em #; retorna a O como “eco” ap6s atingir P. Nesse caso. o instante f em que
o pulso atingiu P é 1 = £ (72 + 1), e a distdncia OP € S ¢ (7, — 1); a dircgdo OP
também pode ser determinada, fornecendo assim as quatro coordenadas do evento.
Essas coordenadas sdo consisientes com o critério de Einstein de simultaneidade.

Vamos considerar primeirc um caso especial, em que escolhemos o eixo dos x
na direcdo do movimento relativo entre os dois referenciais inerciais ¢ € satisfeita
a (6.15) (origens coincidentes em ¢t = t* = 0).

Yo () Y T () A transformacio
i
. ; 4 Fd l,.r = r
Lg TE (.5, 2.1) » .. 2.7)
O Vt -_‘ 0, b - - - .
: 74 x, x tem de safisfazer as seguintes condicoes:
L A Jﬂ A (1) Um movimento retilineo uniforme
z : z -' em relacio a (S) também deve ser reti-

Fig. 6.6 Referenciais (S) e (S) lineo e uniforme em (S”) .
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(i) Para V=0 (V = V X é a velocidade de S’ em relacdo a S), a transfor-
macao deve reduzir-se & identidade [porque vale a (6.15) e escolhemos as mesmas
unidades de medida em S & S§7].

(ii1) Se um sinal luminoso € enviadode O = O em 1 = r* = 0, a sua frente de
onda deve propagar-se com velocidade ¢ em ambos os referenciais, de modo que

¥+ v+ ZZ — 22 =0 {::> 2 }"2 + er —c =0 (6.16)

(cada uma dessas equagdes deve implicar a outra).
Pode-se demonstrar gue uma transformacdo que satisfaz essas condi¢des €, ne-
cessariamente, uma transformacao linear. Vamos admitir esse resultado.

Transformacdo de comprimentos transversais

Seja AB um segmento do eixo y com centro em O e de comprimento = 1, e
A’B’ um segmento com as mesmas caracteristicas em S’ (fig. 6.6). Pela definicio
de Einstein, A’ e B’ cruzam o eixo v simulianeamente em S; analogamente, A ¢ B
cruzam o eixo vy’ simultaneamente em S, e ambos os eventos ocorremem f = ¢” = (.
Nesse instante, (ou mais tarde, se 0s cruzamentos deixarem registros permanentes
nos eixos y,y '), os comprimentos AB ¢ A'B” podem ser comparados.

A flnica conclusdo possivel € que eles sfo iguais: qualguer outra violaria o
principio de relatividade. Com efeito, se em S se verificasse que A'B’, devido ao
movimento, €, p. ex., < AB. a relatividade exigiria que AB, que estd em movimen-
to visto de §’, é < A'B’, 0 que seria uma contradicdio (devido ao fato de que a

comparacio ¢ simultinea em ambos os referenciais). Logo, tem de ser AB = A'B”,

0 que se aplica a comprimentos fransversais a direcio x do movimento:

Y=y . Z=z] (6.17)

Note, porém, que o raciocinio nfo se aplica a comprimentos longitudinais, ou seja,
paralelos a direcio do movimento, porque neste caso, como vimos acima (Sec. 6.3),
posicdes dos exiremos de um segmento que sdo simultineas em relacio a (S) ndo
sdo simultdneas em relacdo a {S7).

Como a origem O (x” = 0) de (S57) deve ter a coordenada x = Vi em (S),
deve ser (relaciio linear)



X' =A(x-Vr) (6.18)
Por outro lado, a transformacio de 7” deve ser linear:

t'=Bt+Cx (6.19)

onde ndo hi termos adicionais em y e z (tipo + Dy + E z) porque a Unica direcdo
privilegiada (direcdo do movimento) € a direcdo x ; termos adicionais violariam a
isotropia do espaco, definindo uma outra direcdo privilegiada.

E imediato que a transformacdo definida pelas (6.17) a (6.19) satisfaz as con-

dicOes (i) e (i1) acima. Resta impor a condico (iii): sempre que

4y + - =0 (6.20)
devemos ter
O0=x?+y?+7% -1 -:zflz(x—V;r)2 +y + 77 =7 (Br+Cx)2
= A (@ —2xVe+V r1)+ Y+ - ¢ (}:?2 £ +2BCxt+C’ xz)
\-_V_J'
i (6.21)

:(A2_czcz—1)x2—2(A2V+czBC)xr+

+(A2 V2 B 5);3

2 2 2
A =cC =1 (6.22)
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A primeira equacdo dd

| A= =S pe (6.23)

Substituindo nas duas outras, vem

uc25(3+vc)=1 | Z ]
Vv iB:—?C; (6.24)
B*+VBC=B(B+VC)=1}
e, substituindo este resultado na (6.23),
A =B (6.25)
Levando na tltima (6.22),
" V2
LA [1— ,,le* | (6.26)
) |
Vamos introduzir as notacoes
! o o I\
= & ¥= el (6.27)
| - L
As (6.25) ddo entdo, com a (6.24),
V
A=FB=%y ;3 C€C=——78 (6.28)
2

Mas, pela condicio (ii), tem de ser A =B =1¢ C =0 para V = 0 (quando
v=1). Lego,

A=B=r i C:-;ﬂ;’é (6.29)

0 que leva univocamente i TRANSFORMACAQ de LORENTZ ESPECIAL



g % = '}'(_‘('—VI)
1oy Lr - }'_x] (6.30)
| 5

1.’: -‘L i

Para que 7 seja real. tem de ser P < 1 . Isso sugere que ¢ seja ndo apenas a
velocidade da luz, mas também uma velocidade limite, no sentido de que nenhum
referencial deve poder mover-se com velocidade V > c¢. Isso serd confirmado mais
tarde.

Se resolvermos o sistema de equacoes lineares (6.30) em relacdo a (x, v, z, t ),
resulta (verifique!)

x=vy(+VF |
( o )\l | » _ _ .- Transf. de Lorentz  6.31)
| =y b ’

. A2 J

especial inversa

que s6 difere da (6.30) pela substituicio V. — — V. Logo, (S) se move em relacdo
a (8" com velocidade (—V ), o que ndo é uma conclusio trivial.

A transformacdo de Galileu como caso limite

Se B << 1, temos [cf.(6.13)]

172 1 |

N ; .
=1+—p*
) 2

—

-

_|3'

o
)
L
&2

—

-2
Il

e, para x << ¢, as (6.30) se reduzem a transformacfo de Galileu, a menos de

a

termos de 2. ordem em B = V/¢, que sdo exiremamente pequenos para veloci-
dades V usuais.

A transformacio de Lorentz também se reduz a de Galileu no limite formal em
que se faz ¢ — oo. Como ja foi mencionado, se existissem sinais “instantineos”, de
velocidade infinita, a simultaneidade de eventos distantes teria cardter absoluto e

valeria a transformacio de Galileu,
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Transformacdo de Loreniz geral

-

A partir da 7L (transf. de Lorentz) especial, € ficil obter a expressdo de uma
TL geral, em que a velocidade V de (S7) em relacdo a (§) tem direcdo arbitrdria.
Para isso. basta decompor o vetor de posicdo de um ponitc P numa componente
// ¥, que se transforma como x na TL especial, e numa componente L V, gue se
transforma como as coordenadas (v, z) na TL especial.

A componente paraleia se obtém projetando na direcdc de Y. Seja V o versor
da direcdo V:

v=Y (6.33)
v

Temos entio

PR 5.\

Vv?
(6.34)
X, =X—X, = X—(X- {?){f
e analogamente para x’. As equacdes da 7L geral sao:
X; = ?(X]i - Vf)
5 = N TL GERAL (6.39)

V-x)

1

E

Nessa (ransformacio, mantivemos a mesma orientacio espacial dos eixos em
(S) e (§7). Nawralmente, podemos ainda efetuar transformacdes puramente es-
paciais (iranslacoes da origem e rotacoes dos eixos) sem afefar o cardter iner-

cial dos referenciais.

6.5 Efeitos cineméaticos da TL

A TL d4 origem a uma sériec de efeitos que sdo puramente cinemdlicos, ou
seja, ndo envolvem a formulacdo relativistica das leis da dindmica.



(a) A contracdo de Lorentz

Chama-se valor préprio de uma grandeza fisica o valor dessa grandeza me-
dido num referencial onde o objeto ao qual estd associada encontra-se em repouso.

Consideremos entdo uma barra que estd em repouso ao longo do eixo O x” em
(S7"), com suas extremidades nos pontos x;" ¢ x2". O comprimento préprio da barra
€ entdo

=2 =2 | (6.36)

Como definimos o comprimento / da barra em (§), uma vez que ela estd-se deslo-
cando com velocidade V em relacio a (§)?

Se xi(t)ex (1) sdo os pontos de (S) que coincidem com as extremidades da
barra no mesmo instante ¢ em (S), ou seja, simultaneamente em relacdo a (S), o
comprimento / em S € definido como

=5 @)% 0) 637)

onde x; (#) e x2(¢) sfo dados pela TL (6.30)

HE)=v(H Vi) 3

= v (x _x)z__’f_
5 0=16-vo) x, A G ey

i

ou seja,

(1=+y1-PB ;|  CONTRACAO de
| L) | LORENTZ FITZGERALD (6-38)
| <1) |

Assim, o comprimento da barra em movimenio é menor gue seu comprimento
proprio. Esse efeito jd havia sido sugerido por Lorentz e por FitzGerald antes da
teoria da relatividade para explicar o resultado nulo do experimenio de Michelson
e Morley, mas sem justifica-lo.

Convém notar a diferenca entre comprimentos longitudinais e transversais a V:
vimos na fig. 6.17 que comprimentos transversais nd3o se alteram, porque podem
ser determinados simultaneamente em ambos os referenciais. No caso longitudinal,
o que € simultdneo em (S) n3o € simultdneo em (S’), o que é a razdo da diferenca.

Se consideramos um volume, como as dimensOes transversais nio se alteram,
0 volume proprio vg aparece contraido quando medido em movimento:
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=

= IF (6:39

A contragdo € um efeito reciproco: uma barra em repouso em (S) também aparece
contraida quando seu comprimento € medido em (S”) , como tem de ser pelo prin-
cipio de relatividade (V — — V).

Embora o conceito de simultaneidade en-

—  — tre na definicdo do comprimento da barra

em movimento, a contracdo pode ser de-

: tetada sem o auxilio de reldgios, confor-

A, B, A, B, me Einstein observou. Basta considerar

(fig. 6.7) duas barras A1 B, e A;B; de

Fig. 6.7 Dete¢do da contrag@o de Lorentz mesmo comprimento préprio Iy que se
sem relogios

movem, em relacdo a (5), em sentidos
opostos, com velocidades v e —v. Por simetria, as extremidades se superpdem (A,
com A, e B> com B,), simultaneamente em {S), coincidindo neste instante com dois
pontos A e B de (). A distancia ABem (S)é 1 =1L V1 — B*. Vemos portanto
que a contracdo ndo € uma propriedade de uma tdnica barra, mas uma relagio reci-
proca entre duas barras em movimento relativo entre si.

O aspecte visual de objetos em movimento

Em livros de divulgacdo sobre relativida-
de, encontram-se muitas vezes figuras co-
mo a fig. 6.8, procurando representar o as-
pecto visual de um automovel (p. ex.) em

movimento com velocidade relativistica,

achatado pela contracio. Serd que se ob-
servaria mesmo dessa forma a aparéncia
visual de um objeto em movimento com

velocidade suficientemente elevada?

Fig. 6.8 Versdo popular da contracdo de Lorentz

A resposta, mostrando que a figura 6.8 € inteiramente falsa, sé foi dada em
1959 por J.Terrell.”

* 1. Terrell, Phys. Rev. 116, 1041 (1939); V. E. Weisskopf, Phys. Today 13, 24 (1960).
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A razio € que a imagem de um objeto, quer na refina, quer numa chapa fotografica,
¢ formada por raios de Tuz que chegam essencialmente ao mesmo tempo para formar a
imagem, mas, por isto mesmo. parfiram do objeto em instantes diferentes, conforme o
ponto de onde provém. Devido ao movimento do objeto, nao temos entdo uma repre-
sentacdo “instantinea” dele, mas sim uma imagem disforcida, representando a posicao
de diferentes pontos em diferentes instantes (em relacio a ).

Surpreendentemente, para objetos que subtendem um &ngulo visual pequeno, a
contracdo de Lorentz-Fitzgerald corrige uma distorcdo que apareccria se cla ndo
existisse, e fornece uma visdo do objeto com sua aparéncia “normal” (a mesma que
tem em repouso), tendo apenas o efeito equivalente a uma rofacdo.

- AZ 3 : =
o Vot ; Para ver como isso acontece, conside-

]
i
i H

v
G

e by msien]
<

remos um cubo de aresta = 1 unidade
de comprimento que se move na dire-
cio de uma aresta, com velocidade V,

e estd sendo observado desde uma dis-

Dy tdncia muito grande (dngulo visual pe-

queno. raios de luz guase paralelos)
F @fcb;ewadc}r numa direcido | ao movimento [fig.
, 6.9(a)]. Os pontos da face AB'C'D”
5 sao ecquidistantes do observador, de

modo que na fisica ndo-relativistica

(b)

!
1
L (N.R.), ela aparece ao observador co-
¥

mo um quadrado de lado 1. Entretan-
to, para a face A’'B’E'F’ | perpendicu-

O lar a V, luz da aresta E’F’deixou o
ST | cubo E'B’/c¢ = 1/c¢ segundos antes

da luz provenientec de A'B’, para che-

(c)

gar ao observador ao mesmo tempo.

Assim. deixou o cubo quando E'F’

' S
senf cos

estava na posicdo E” F” [fig. 6.9(a)].
uma distincia V/c¢ para trés, de forma
Fig. 6.9 Aspecto visual de um cubc em movimento que a face ABEF aparece como um re-
tAngulo de altura 1 e base V/c¢ [fig. 6.9(b)]. O resultado se assemelha a visdo em
perspectiva de um paralelepipedo alongado. nao de um cubo.

A contracio de Lorentz faz com que AD e BC aparecam com comprimento em

(S) igual a V1 — V°/¢~, sem alterar a visdo da face ABEF transversal ao
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movimento. O resultado [fig. 6.9(c)] € a imagem em perspectiva de um cubo (a
distorcdo € eliminada) que sofreu uma rofacdo por um éngulo 0, onde

sen B = E ,  cosh = Vl (6.40)

C

Da mesma forma, pode-se mostrar que vma esfera nio € vista como um esferdide:
permanece com a aparéncia visual de uma esfera devido i contragio de Lorentz.

Vejamos agora o efeito da TL sobre intervalos de tempo.

(b) A dilaracdo dos intervalos de tempo

Consideremos um relégio em repouso em ( S”), p. ex., na origem O’ das coor-
denadas. O tempo r marcado por esse relégio € portanto fempo proprio, e vamos
representd-lo por 1.

A coordenada tempo ¢ correspondente em (S ) obtém-se da TL inversa (6.31)
fazendo x’ = 0:

PR ST (6.41)

de forma que a relacfo entre intervalos de tempo At em (S”) (tempo proprie do
relégio em repouso) e os intervalos de tempo correspondentes em (S ), onde o
relogio estd em movimento, é

- 4ot e a9

AT |
t=yAt=—— (2AT) (6.42)
J1-p? |

Dai o nome de dilatacdo dos intervalos de tempo dado a esse efeito.

Da mesma forma que para os comprimentos, o efeito é reciproco: um relégio
em repouso em (S) marca inlervalos de tempo maiores em ( S7). O efeitc é con-
tréario ao dos comprimentos, porém: o movimento confrai 0$ comprimentos, mas
dilata os tempos.

Como detetar o efeito? O reldgio de (S7), por hipdtese, estd sincronizado com
o de (5 ) na origem comum: f = " = ( para x = x” = 0. Decorrido um tempo ¢’
em (§7), o relogio em O estd passando por um outro relégio em (S ) e podem-se
comparar as leituras; a leitura em (S) serd 1, dado pela (6.41). Logo, o efeito resulta
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de comparar um nnico relégio em (S§”) com dois relégios diferentes em (S), sin-
cronizados segundo o critério de Einstein.

Uma confirmacdo experimental de grande impacto desse efeito € a desinte-
gracdo dos muons (mésons L) dos raios césmicos, particulas carregad}is andlogas
aos elétrons mas de massa cerca de 200 vezes maior, que se desintegram segundo
0 esquema

— - + + . =
1 = B R (p, — € +veTv.)
T 7

antineutrino do e | neutrino do QU

Observando a desintegracio de muons em repouso no laboratério, pode-se me-
dir sua vida média 1, , que é ~ 2,2 x 107°s.

Sabe-se, por outro lado, que muons sfo produzidos quando raios cédsmicos
colidem com nicleos ao penetrar na atmosfera da Terra, ¢ uma fragio apre-
ciavel deles chegam até a superficie. Ora, durante uma vida média, mesmo
viajando com velocidade v ~ ¢, um muon percorreria uma distincia
~cT ~ 3% 10% x 22 x 10°m = 660 m, em lugar de distancias > 10 km, como
ocorre quando sdo produzidos na alta atmosfera. Como se explica a observacio de
uma fragdo aprecidvel dos muons apés um nimero tio grande de vidas médias?

A explicagiio € dada pela dilatagdo dos intervalos de tempo. A vida média T,
€ um tempo préprio, no referencial de repouso do muon, Em relacdo a Terra, mui-
tos muons s¢ movem com velocidades relativisticas, tendo V /¢ > 0,995, o gue cor-
responde a um fator de dilatacdo temporal ¥ > 10. A vida média no referencial da
Terra passa a ser > 2,2 x 107 s ¢ os muons podem penetrar através de > 6,6 km
de atmosfera durante uma vida média, o que explica os resultados observados.

Obtemos uma explicacio equivalente deslocando-nos para o referencial do
muon, onde a vida média € 1,. Entretanto, para um muon com V/¢ > 0,995 ¢ a
espessura da atmosfera que sofre uma contragdo de Lorentz por um fator v > 10,
levando ao mesmo resultado.

6.6 A lei relativistica de composicio de velocidades

Consideremos uma particula em movimento arbitrdric em relacio a (S7), com

x.r _ x! (rr) ; yr — }?r (r.r) , Zr - 2.’ (r.f) (643)
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A velocidade instantdnea v’ (t7) da particula em (§”) tem as componentes

U = da T L W= de 6.44
i ¢ dr; T drf r di" ‘( -2 )

A velocidade v (1) da particula em relacdo a (S) tem componentes

dx dy dz 2 s
R e T
*oodt T T de Y di RSy

onde x{¢t) , y(t) , z(t) estdo relacionados com x" (") , y' (") , z°(¢") pela
TL (6.30) (tlomamos x / V).
Resulta entdo das (6.30) gue

-

dx'=’}’(dx—‘-./d£) , @¥ =dw. dz =4

di = y[dr—idx]
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As (6.46) dao a lei relativistica de composicdo de velocidades. Se
vl << ¢, V << ¢, ela se reduz 2 lei de Galileu (6.2), a menos de pequenas CoI-
recdes (cxatamente, quando ¢ — e ). O caso geral, em que V tem uma direcéo
qualquer, obtém-se, por um método andlogo, das expressdes (6.35) da TL geral
[V_T’ —> V;f. . L‘_;-V — ¥V - V).

¥ Também podemos interpretar as (6.46) de

z A (S) //V forma diferente (fig. 6.10). A particula P

P o se move em relacdo a (S) com velocidade

v. Podemos considerar em (S ) outra par-

O y ticula O " que se move, em (), com velo-

cidade V. e perguntar: qual € a velocida-

% de relariva da particula P em relacdo 2
Fig. 6.10 Velocidade relativa particula O ?

Na mecanica newtoniana, essa vclocidade relativa € dada por v =v-—V.
como consequéncia da transformacdo de Galilen (6.2). Dai seguiria que. se duas
particulas se movem em sentidos opostos com velocidades ¢ € —¢, a sua velocidade
relativa seria 2c; vemos que esta definicfio ndo € aceitdvel.

Entretanto, a definicdo correta da velocidade relativa de P em relacdo a O €:
a velocidade v’ de P em relacdo a um referencial (§”) onde O’ estd em repouso.
Vemos entdo que a velocidade relativa v’ € dada precisamente pelas (6.46).

Decorre das (6.46) (a demonstracio serd deixada como problema [Probl. 6.4])
que

(1— 3 (1_
P 1 Lf' (6.47)

Uma consequéncia importante desse resultado é que, se as magnitudes de duas
das velocidades v, v’ e V sfo < ¢, o mesmo vale para a 3.% : a composicdo de
duas velocidades menores que c, relativisticamente, nunca pode levar a uma resul-
tante maior que c. Em particular, se v — ¢, 0 mesmo vale para v’, mesmo que
| V| tenda a c.



§.7 Intervalos

Consideremos dois eventos 1 e 2. que ocorrem nos “pontos do espaco-tempo”
(X;,0) e (X2,1), respectivamente, em relagdo a um dado referencial (S). Sem
restricdo da generalidade, podemos supor que x; = 0 ¢ #; = 0, tomando o evento 1
como origem das coordenadas e do fempo, € esCIever: X2 = X , b = L.

Tanto X como ¢ sdc grandezas relativas. isto é. dependentes do referencial,
mas existe uma grandeza associada s coordenadas espaciotemporais dos dois even-

tos que & invariante, tendo o mesmo valor em qualquer referencial inercial:

() = —x) ~ B E—%] (6.48)

Com efeito, com a escolha de origem feita,
el = 7 7 3 2 |
(513)' =x* P =4y + - (6.49)

e as equacdes da 7L foram obtidas precisamente impondo a condi¢do de que essa
orandeza tenha o mesmo valor em qualquer referencial inercial [o fato de que esie
valor fosse = 0 nfo entrou na (6.21)].

A grandeza invarianie por TL {513)2, que pode ter gqualquer sinal
(>0, <0 ou=0), chamase o guadrado do intervalo enire os evenlos 1 e 2.
Vejamos agora, sempre adotando um dos eventos como origem, como na (6.49), a
interpretacdo fisica do sinal de (s12)° que tem um cardter absoluto, pois é o mes-

mo em qualquer referencial inercial.

@ () <0

Nesse caso, escrevemos

Frma
=
3]
"""""r:.:
Il
|
i
| (5
e
=
%)
p——
(%]
—
[
Lh
L
L S

onde T;» & real. Pela (6.49), temos

Xl—cgrzai{]:ﬂ_x}{c

i (6.51)
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de modo que a distdncia entre os pontos onde ocorrem os dois eventos € menor do
que aquela que seria percorrida por um sinal luminoso durante o intervalo de tempo
f que os separa. [sso implica que € possivel enviar um sinal de um evento ao outro,
de forma que um deles pode ser a causa do outro.
A (6.51) admite duas possibilidades: (1) r > |x1/¢ : 2 ocorre depois de 1 e
pode ser causado por 1; (ii) 1 < — [x1/c: inverte-se a ordem temporal entre 1 e 2.
Consideremos um referencial { §°) que se move em relacdo a (S) com veloci-

dade V; pela TL geral (6.35),

, \i X] _
E=Y1—— (6.32)
.
Temos
MK _vx_[¥ K
{ e B C'z B [ o
o, como |V /¢cl=§,
v-= . Bl (6.53)
2

onde usamos a {(6.51).

Comparando com a (6.52}, e com B <1 (Ivl< ¢), vemos que (i)
t20 > =060t 0 2 3" < (.

Logo, no caso (i), o evento 2 ocorre depois do evento 1, em gualquer referen-
cial com P < 1, isto é, estd no futuro absoluto de 1, o que ¢é consistente com o
fato de que 1 pode ter causado 2. No caso (ii), o evento 2 ocorre agntes do evento
I em qualquer referencial com B < 1, ou seja, estd no passado absoluio de |,
podendo portanto ter sido a causa de 1.

Vemos agora por gque ¢ ndo € apenas a velocidade da luz no vdcuo, mas tem
de ser a velocidade limite de propagacdo de qualguer sinal e de movimento de
qualquer referencial: se assim ndo fosse, se admitissemos a possibilidade de
B > 1, seria possivel violar o principio de causalidade, invertendo a sucessdo de
causa e efeito! (Morrer antes de ter nascido, por exemplo).

Podemos mostrar também que, para (312)2 < 0, sempre existe um referencial
inercial onde os eventos 1 e 2 ocorrem no mesmo ponto do espaco.

Com efeito, na TL geral (6.35),
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I

| x, = 7(x — V1)
(6.54)
X} =X
Se escolhermos V /%, serd x, = 0, e basta tomar
X £
V=? =x=0=x) (6.55)
o que € possivel porque | V1 = Ix| /I¢l < ¢. Esse € o referencial que sai de 1 no
instante () em que 1 ocorre e chega a 2 no instante 7 da sua ocorréncia.
Nesse referencial, como x’ = 0,
2 2 2 20 F o o ] 56

mostrando que T € o intervalo do tempo entre os eventos 1 e 2 num referencial
onde eles ocorrem em repouso {no mesmo ponto O), ou seja, T € o infervalo de
lempo proprio entre 05 2 eventos (marcado por um relégio em repouso). Dizemos
nesse ¢aso que a separacio entre eles € do género tempo.

(b) (s,) >0

Nesse caso, em lugar da (6.51), teremos

LY.

x| > ¢t
C C

(6.57)

de modo que nenhum sinal com velocidade < ¢ pede ligar um evento ao outro: um
dos ecventos nao pode ser a causa do outro.

Nessas condicdes, sempre existe um referencial onde os dois eventos sdo si-
multdneos. Com efeito, para que seja [cf.(6.52)]

basta tomar V / x e
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= et ] | (6.58)

Nesse referencial,

= -
(312)* - X;E - C? I}E == XIZ { S]_'j = (6.59)

¢ a distdncia prdpria entre os dois eventos.

Um intervalo desse tipo diz-se ser do género espag:o': os dois eventos t€ém uma
separac@o do género espaco, ou ainda, sio absolutamente separados.

Conforme tomemos | V| maior ou menor gue o valor (6.58), podemos encon-
trar t'< 0 ou "> 0. Logo, nesse caso, dizer que um evento ocorre “antes” ou
“depois™ do outro € um conceito relativo: depende do referencial. Isso € consistente
com a inexisténcia de relacdo de causa e efeito entre eles.

Um exemplo de dois eventos com separacdo do género espaco é o da queda
dos relimpagos (simultdnea no referencial dos trilhos) nas duas extremidades de
um trem (Se¢. 6.3): conforme o frem se mova para a frente ou para trds, qualquer
um dos dois eventos pode ser visto como ocorrendo antes do outro, no referencial
do trem.

© ) =0

Neste caso,

d =] | (6.60)

e os dois eventos podem ser ligados por um sinal luminoso. Diz-se que a separacido
entre eles € do género luz (um estd no cone de luz do oulro).

* A (6.60). no espaco-lempo quadridimensional. € a cquacdo de um cone, 0 cone de luz, que corta o plano
(x, 1) num par de retas de coeliciente angular + ¢. A linha de universo de uma particula livre (sua trajetoria
no espaco-tempo) € uma reta (coeficiente angular | v | < ¢) contida dentro desse cone (cf. fig. 6.20).
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6.8 O efeito Doppler

O fator de propagac¢do de uma onda eletromagnética plana monocromaética no
vacuo &

\ (_d-x)
| exp i{k . x-m7]]|=exp —ier— = Xﬂ =exp (-2miF) | (6.61)
i C

‘ |
A —

onde

R (6.62)
|

tem uma interpretacio fisica simples.
Com efeito, suponhamos que, para ¢ = 0, a origem O de um referencial (S)

esteja sendo cruzada por uma crista de onda. Essa crista atinge o ponto X no ins-
tante

I, = (ﬁ . X)/ c (6.63)
Se escolhermos ¢ de tal forma que F na (6.62) seja um ntmero inteiro, este namero
F=v(—-t) (6.64)

€ entdo o nimero de cristas de onda que cruzaram a origem depois de t = 0 e
atingem X enire ty ¢ o instante t. Assim, F = 1 para t — ip = T = 1/V (um pe-
riodo), F =2 para t — 6 = 27, elc..

Seja agora (§7) um outro referencial inercial gue se desloca em relagdio a (5)
com velocidade V na direciio x, e tal que O = O " parat =17 = 0.

Se (x7,t”) corresponde a (x ,f) em (S),
F’Ev'{f’——u 'X] = V’(i-“'—l‘rj) (6.65)
£

é o nimero de cristas de onda que cruzaram x’ [mesmo ponto P em (57) ] depois
daguela que passou por 0" = O em ¢’ = r = 0, entre 0s instantes fy’ (correspon-
dente a #y) e t’. Esse nimero tem de ser idéntico a F, porque a primeira ¢ a iiltima
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frente de onda se correspondem em ambos os referenciais [as coordenadas do even-
to “cruzamento da dltima” sdo (X .f)em (S)e (x',t)em (S’) ], e o nimero de
cristas entre os dois eventos tem um sentido absoluto (iem de ser o mesmo em
ambos os referenciais); também poderiamos tomar o numero de zeros do campo
eletromagnético, E = B = 0. que tem caréter absoluto.

Logo,
F=F (6.66)

ou seja, a fase de uma onda eletromagnética plana monocromdtica é uma grandeza

invariante.

o
e

Fig. 6.11 Cleito Doppier e aberragéo

Suponhamos, para simplificar, que o ponto P, de coordenadas x em (5) e x’
em (§7), estd no plano (x y), de forma que (fig. 6.11)

a=s (COSE', sen 8, U) A (CDS 8", sen ', []) (6.67)
Temos entdo
s s ‘r; , 1;’ '
F’Ev(r — — cosb —‘—senﬁ] (6.68)
C c

e, usando as equacOes (6.31) da TL inversa,

F = v’(z % {:osl?l—l senﬁ)

C C



,-” 174 , v , ; }T-’
=¥ }’!I +—x ;——cosﬁ(x +Vr)——- sen 8
\ & g € c

\ "
F = yv[l . cos B | T’—L?—KCDSQ—K] =t sen 6y’ (6.69)
c J L c C

que, pela (6.60), tem de ser idéntica a (6.68) quaisquer que sejam 1", x" e y".
- - - .+ = - =i - T']
Isto s6 € possivel se os coeficientes forem idénticos, o que dé4, com b= B,

V= yv (1—B cosh) (6.70)

que € a expressdo relativistica do efeito Doppler.

Também se pode obter dessa forma a relacdo entre as direcdes de propagacio
87 e 6, que sdo diferentes devido & relatividade da simultaneidade [frentes de onda
em (S ) ndo coincidem com frentes de onda em (S’) ]. Essa variacio de direcio
corresponde ao fendmeno da aberragdo, que desloca a posicio aparente das estre-
las. O efeito astrondmico foi primeiro observado por Bradley em 1728. A relacdo
entre 07 e O serd deixada como exercicio (Probl. 6.5).

Voltando ao efeito Doppler relativistico para a luz, € interessante comparar a
(6.70) com os resultados andlogos da fisica néo-relativistica na aciistica, obtidos
em Fis. Bds, 2, Eq. (6.9.11) e Probl. 6.16. Para adapta-los & notacdo atual, é pre-
ciso trocar neles V — —V , pois V € para nés a velocidade do observador em
relacdo a fonte, e 14 fol tomado como velocidade da fonte em relacdo ao ob-

servador.

Na acistica, a definicdo de B seria,

B=V /v (v=veloc. dosom no ar em repouso) (6.71)

e € preciso considerar duas situacdes diferentes:



206 lntroducio & relatividadz

Fonte em repouso na atmosfera

Obscrvador cm movimento ¢om b : I (1 — B cos B) (6.72)

velocidade V na direciio 8

Observador em repouso na aini
. -
Fonte em movimento com - Vo i (6.73)

velocidade V na direcdo ©

onde vp é a “frequéncia propria” da fonte em seu sistema de repouso.

No caso da aciistica, as duas situacdes ddo resultados diferentes. porque existe
um referencial privilegiado: aquele em que a atmosfera estd em repouso. Para
0=0, p.ex,ep <<,

Fonte em repouso { V=Y, (I = B)

(6.74)

Y 2
Obscrvador em repouso { v = : +° 8 =V, (I -B+p - )

vemos que as duas expressdes difecrem por termos de 2.* ordem em B. Por outro
lado, para observacdo transversal (6 = m/2), nio hi efeito Doppler acustico:
V = Vg nos dois casos.

O efeito Doppler relativistico para a luz, dado pela (6.70). sé depende da velo-

cidade relativa V do observador com respeito a fonte, como tinha de ser. Para
0 =0,

V=g vi—B)=¥ x(’il E) \ﬁ (6.75)

Se existisse o éter como referencial absoluto, elc desempenharia 0 mesmo pa-
pel que a atmosfera para o som, e teriamos de distinguir entre os dois casos. Alids,
as (6.72) e (6.73) também resultariam da (6.66) se aplicdssemos a transformacao de
Galileu em lugar da 7L (Probl.6).
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O efeito relativistico (6.70) s6 difere da (6.72) pelo fator y = (1 - B*)7'"7
que representa o efeito cinemdtico da dilatacdo dos intervalos de tempo. No caso
relativistico, esse fator persisie para observacdo transversal.

D 1 EFEITO

142 | . .
v’ [t—} - _] = yv _(1 _p? ) 1 o B + J | DOPPLER  (6.76)
| TRANSVERSAL

A observacio é dificil, ndo s6 por ser um efeito de 2.* ordem, mas também
porgue um pequeno desvio da direcdo 6 = n/2 introduz correg¢des adicionais de
ordem [ . Entretanto, uma observacdo direta foi feita por W. Kundig em 1963,
usando raios Yy de uma fonte radioativa colocada no rotor de uma centrifuga em
alla rotacdo. Os resultados confirmaram inteiramente a (6.76), e podem ser consi-
derados como outra verificagio experimental do efeito de dilatacio dos intervalos
de tempo.

Quando se compara o espectro da luz proveniente de uma galdxia distante,
onde € possivel identificar linhas de absor¢@io caracteristicas (cf. Sec. 7.6) (P EX%.,
duas linhas de absorcdo devidas ao cdlcio ionizado), com as mesmas linhas num
espectro terrestre, verifica-se que os comprimentos de onda na luz proveniente da
galixia sofreram um desvio para o vermelho (V' < V)

Em 1929, o astrdnomo americano Edwin P. Hubble prop0s a hipdtese arrojada
de que esse desvio seja devido ao efeiro Doppler, com a galdxia observada se afas-
tando de nés com um dado valor de B, determinado pela (6.75) a partir de v’ /v.

A aplicacao da idéia de Hubble a um grande nimero de galdxias mostrou que

a velocidade de recessédo V € proporcional & distincia r da galdxia a Terra:

: V. =Hyr ' (6.77)

onde Hy se chama a constante de Hubble. O valor de Hy teve sua determinaco mais
recente em 2003, a partir de observacdes cfetuadas pelo satélite WMAP (Wilkinson
Microwave Anisotropy Probe), resultando ser igual a 71 (£4) km/s por Mpc (1 Mpc
= 1 Megaparsec = 10% pc; 1 pe = 3.6 anos-luz).

O resultado de Hubble foi a primeira indicacio de que o Universo nao € estiti-
co, encontrando-se em expansdo; voltaremos a discutir este resultado mais adiante
(Sec. 6.13).
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6.9 Momenio relativisiico

ApGs substituir a cinemdtica newtoniana, baseada na transformacio de Gali-
leu, pela cinemadtica rel'ativfstica (TL), é preciso reformular a dindmica newtoniana
para que seja compativel com a nova cinemdtica.

Esperamos que, de conformidade com a experiéncia, a mecénica relativistica
se reduza & mecdnica newtoniana, com muito boa aproximacio, quando fodas as
velocidades envolvidas forem << ¢.

Entretanto, jad aparece uma diferenca bdsica se perguntarmos que tipos de for-
¢as podemos considerar. Na mecanica newtoniana, admitem-se forcas de interacio
entre particulas que ficam inteiramente determinadas pela suas posicdes (distin-
cias) instdntaneas, tais como a gravilacdo, dada pela lei de Newton da gravitacio
universal.

Tais forcas sdo inadmissiveis na mecdnica relativistica: o conceito de “posi-
¢Oes simultineas™ das particulas de um sistema depende do referencial, e a veloci-
dade limite de propagacdo das interacoes é c.

Entre as interagdes fundamentais, podemos admitir as eletromagnéticas, cuja
formulacdo € compativel com a relatividade; a velocidade de propagaciio no vicuo
das interagdes eletromagnéticas € c¢ .

Um outro tipo de interacdo. descrita fenomenologicamente, a nivel macros-
copico, que podemos admitir, sfo forcas de contato, que atuam apenas quando
duas particulas entram em contato numa colisdo, e podem ser idealizadas como
atuando apenas no instante e no ponto de contato, sendo portanto compativeis
com a relatividade.

As leis da dinfmica relativistica, como as leis da dinfimica newtoniana. nfo
podem ser “deduzidas”. Procuraremos chegar a elas de forma heurfstica, usando
forcas de contato e admitinde a validade geral de leis de conservacdo, que, como
sabemos, englobam alguns dos principios mais bisicos da dindmica.

H4 outra forma de inferir essas leis utilizando de forma sistemdtica o forma-
lismo covariante, que garanie automaticamente a compatibilidade com o principio
de relatividade, mas as limitacdes deste curso nio permitirdo desenvolvé-lo aqui
(cf. Scc. 6.12).

Qualquer que scja a abordagem, a justificativa final das leis inferidas para a
dindmica relativistica encontra-se no seu acordo com a experiéncia.

O principio bésico do qual vamos partir € o da conservacde do momento num
processo muito simples de colisfio eldstica entre duas particulas idénticas Jeste mé-
todo € devido a G. N. Lewis e R.C. Tolman (1909)].
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Na mecanica newtoniana, 0 momento de uma particula € definido por

p=mvV=m— (6.78)

onde v € o seu vetor velocidade e m uma grandeza escalar que se admite implici-
tamente ser uma caracteristica invaridvel da particula, sua massa inercial.

Vamos admitir que na mecélnica relativistica o momento seja da mesma forma,
proporcional a v, mas vamos admitir maior generalidade para o coeficiente m; con-
tinuara sendo um escalar, mas nfdo necessariamente invariavel: pode depender da
anica grandeza escalar associada a v, a magnifude v = | v | da velocidade:

m = m(v) OV =V (6.79)

de forma que

Q p=m (}) v (6.80)

Vamos chamar de a e b as duvas particulas idénticas (podemos 1magind-las
como duas bolinhas), e vamos adotar um referencial (S’) (referencial do CM) em
que o momento total do sistema se anula antes da colis@o (portanio também de-
pois}), e no qual ela tem lugar num plano, que escolhemos como (x”,y”) ; o efeito
da colisdo consiste em inverter as componentes da velocidade das particulas ao
longo de um eixo, que escolhemos como y’, sem alterar as componentes x .

As componentes x” e y’ das veloci-

b (depois)

dades das particulas a e b em (§”) an-
tes e depois da colisdo estdo represen-
tadas na Tabela 1, conforme a fig.
6.12, onde

V= vl v (6.81)

tem o mesmo valor para ambas as par-

ticulas, antes e depois da colisdo [lo-
Fig. 6.12 Colisao elastica go, também m(v”’) ].
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TABELA 1

Componentes das velocidades em ( §”) antes ¢ depois

r , s

X ¥ x v’
Antes vy v -V -y
Depois e — v e W )
Particula a Particula b

Pela (6.80), o momento roial € = 0 antes e depois, qualquer gque seja a forma
da fungdo m (v ) ., de modo que a lei de conservacio do momento € satisfeita no
referencial (S7).

Pelo Principio de Relatividade, o mesmo deve valer em qualquer outro refe-
rencial inercial. Seja ent3o (S) um referencial em rela¢do ao qual (§7) se desloca
na direcdo x com velocidade V; as componentes das velocidades em relacdo a (S )
resultam da lei relativistica (6.46) de composicio de velocidades aplicada a TL
inversa (V — —V), o que d4, partindo da Tabela 1, os resultados da Tabela 2.

TABELA 2 (B = V/e)

Componentes das velocidades em (§) antes e depois da colisio

Componente b

X ¥ X ¥ 'L
(v + V) V1-B° v — 1
5 —3 (=v + V) N1 —-PB" w ]
, Antes [ (v Ve )] [1+(wVie )] 5 5.
I (1 —vV/e ]l | [1—-—%"V/e"]
I (v + V — —y
: ) NI —-B7 (—w + V) vi-B vy

| Depois [l (wV/eT)] - : = | * 5
i 1+ (v Vie™) LT — v/ V/c™] [1-wVic™ ]

| Particula a : Particula b

O mddulo v, da velocidade da particula a antes e depois da colisfo é o mesmo,
e 0 mesmo vale para a velocidade vy, da particula b, mas v, # vs. A conservacio
do momento em (S) se escreve:
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|:m (va_) v, + m (vb) vb] antes = [m, (vﬂ) v, + m (vb) Vb:l depois (6.82)

0 que € automaticamente satisieito para a componente x. Para a componente y, pela
Tabela 2, a (6.82) da

| (1 v v] (6.83)
Cl

o que s6 pode ser satisfeito para valores arbitrdrios de v, e v, se¢ ambos 0s mem-
bros forem identicamente nulos, ou scja,

F
J

m@,) 1% 2

“:}

C
(6.84)
b (‘-’a) e hqv
2
Resulta porém da identidade (6.47), onde B = — V/¢. que
el
2 V1
b _E-j B vV .
. 1 Iz vV Vbz
G S \{ s
- € 6.83
( vV 2 ( ,)
22 1 - -‘_‘_1_ 1 i L-_a
- -5 i-p ¢
% ¥ &
c” s "'.r_f
o2

e, substituindo na (6.84),

JJ = (‘;—ﬂjz m(v,) = \’1 = [‘:—f’) m (v,) (6.86)
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Logo, embora as duas particulas que colidem sejam idénticas, os escalares cor-
respondentes m { v, ) e m (v, ) nfo sdo os mesmos para velocidades v, # v, Entre-
tanto, a grandeza

U’l & ; m(v)

¢ independente da magnitude v da velocidade (invariante). Isso di

;im (v) = -Lj , Hly, = m (0)
| it

| Ve

(6.87)

onde rmy € o valor préprio de m (v), obtido quando a particula estd em repouso.
Mas, no limite de baixas velocidades, devemos obter a mecinica nio-relativis-
tica (newtoniana), em que m representa a massa da particula. Logo, my € a massa

de repouso, e a expressfio relativistica do momento deve ser dada por

Mg V

) B
;;’p=m(v)v:——2
i VI_L _ (6.88)

A caracteristica da inércia da particula que tem um significado invariante é a sua

massa propria my,

6.10 Energiac relativistics

A le1 fundamental da dinimica, na forma em que foi enunciada por Newton, é
mantida na relatividade:

. dp
F=— :
| " ! (6.89)

mas, como vimos, nem todos os tipos de leis de forcas sdo compativeis com o
principio de relatividade.
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Para uma particula de carga g movendo-se com velocidade ¥ num campo ele-
tromagnético, permanece vilida a expressdo da forca de Lorentz,

F= g(E + v x B) (6.90)

de modo que a (6.89) assume a mesma forma que na mecénica ndo-relativistica,
exceto pela definicdo do momento p. que é dado pela (6.88).

O movimento de pariiculas carregadas em aceleradores, onde elas adquirem
velocidades proximas de ¢ , fornece tesies experimentais abundantes das (6.88) a
(6.90), confirmando-as com grande precisio.

Em particular, isso se aplica a “variacdo da massa com a velocidade™ (6.87).

A taxa de variacdo temporal da energia cinética de uma particula continua
sendo dada por

dT dp |
e T F. F o= %F & T
= V=Y ar _ (6.91)

onde 7 representa a energia cinética. Pela (6.88),

=¥ ey e
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ou seja
| = — .
| 1 d £ | -
i ”T'f} . - B f 2 6?‘) i h
- dT _ 2 di _d| md | _dE (6.99)
- dt 2 Y2 dt e di | o
| (T o=
| G 4 4 1 |
onde
! . — _?HU'_(i = 12 |
EE L #e | (6.93)
. - |
-5
Resulta que da (6.92) que
T = E + constante (6.94)

Por defini¢cdio, a energia cinética de uma particula deve anular-se quando ela

estd em repouso (v = 0). Portanto, a constante de integracio na (6.94) tem de valer
Jj -
(—mpc”), 0 que dd

| T =myc’ | —=-1| (6.95)

Para movimentos com velocidades | vl << ¢, podemos empregar a expansao
I g T 1 5 4
v Vo 4 -
] = — =1+ — — + termos de ordem | — (6.96)
& 2 e c
Substituindo na (6.95), resulta
e ]- 2
F=— pigv" o (6.96)
2
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ou seja, desprezando correcdes dc ordem superior, recuperamos a ¢xXpressao nao-re-
lativistica da energia cinética.
As (6.93) e (6.95) ddo:

| E=myc +T | (6.97)

Conforme veremos abaixo, E representa a energia total da particula, e a constante
Do .
moc” € a energia de repouso.

Elevando ao guadrado ambos os membros da (6.88), obtemos

3 9 2 HIS [k; = = 11 2
, <y 5 g \
pt = 22 - J:[Céj_mg
1 — — I ==
c c
ou s¢ja
| p* — E; = —m; ¢ | (6.98)
; & :
Comparando a (6.88) com a (6.93), obtemos também
(. (6.99)
| c 1

Vemos pelas (6.88) e (6.93) que, para my # 0, tanto | pl como E crescem indefini-
damente quando v — c¢. Logo, uma particula de massa de repouso # 0 nunca po-
de atingir a velocidade da luz.

Por outro lado, isso ndo fica excluido pelas (6.98) e (6.99) para mp — 0; neste
caso, temos:

ij:U{!V|={:e|p‘=§ (6.100)

ou seja, uma particula com n; = 0 se move com velocidade ¢ e a magnitude de seu
momento € igual & sua energia total dividida por ¢. Nio € apropriado falar de “mas-
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sa de repouso” nesse caso, porque uma tal.particula nio pode ser reduzida ao re-
pouso (seria necessdrio um referencial com velocidade c).

S@o conhecidas duas particulas com essas propriedades: o féton e o neutrino
(recentemente, surgiram duvidas sobre se a massa dos neutrinos de fato € nula).

No caso da radiacdo eletromagnética ja se sabia desde Maxwell que ela trans-

dada por

porta ndo sO energia, mas também momento. Resulta das equacdes de Maxwell,
fazendo o balanco local de momento, que a densidade de momento transportada é

(6.101)

onde S € o vetor de Poynting, ou seja, a densidade de corrente de energia. No caso
de uma onda plana, vimos |cf. (5.13)] que (no vdcuo)

(6.102)
onde U € a densidade de energia. L.ogo, a (6.101) fica

£ s _Ul
o= Zaflsl-2
Co c |

(6.103)

0 que eqiitvale a (6.100), em termos de densidades. Por conseguinte, a teoria de
Maxwell confirma a (6.100).

Uma das manifestagdes do momento transportado por uma onda eletromag-
nética € a pressdo de radiacdo. Quando a radiacio eletromagnéiica é refletida ou
absorvida por uma superficie, ela sofre uma variacdo de momento, exercendo por-
tanto uma forca sobre essa superficie, que corresponde A pressfo da radiacio.
E a pressio da radiac@io solar sobre as caudas dos cometas que as leva a apon-
tar em direcOes que se afastam do sol (isto jd havia sido conjecturado cm 1619 por

Kepler). Recentemente, a NASA fez testes com uma “vela espacial”, que usaria a
pressdo da radiacdo solar para propulsio de um veiculo cspacial,

6.11 A inércia da energia

A inércia da energia foi descoberta por Einstein em 1903. No ano seguinte, ele
mostrou que se poderia obter o resultado com o auxilio de um argumento
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heuristico, que vamos reproduzir agora. Como € tipico em muitas contribuicdes de
Finstein, baseia-se numa “experiéncia imaginada”.

Imaginemos que uma cavidade cilindrica
evacuada de comprimento L flutua no
espaco (vicuo), tendo massa M.

Nas extremidades da cavidade (fig. 6.13)
estao colocados dois corpos A e B, cujas

A

L

massas supomos despreziveis em con-
Fig. 6.13 Cavidade cilindrica fronto com M.

Suponhamos agora gue o corpo A transmita para B uma energia AE, sob a
forma de radiacdo eletromagnética, e que essa energia seja totalmente absorvida
por B. Admitimos que a duracio dos processos de emissdo e absorcio (na regido
do visivel, ~ 107 s) é desprezivel em confronto com o tempo T = Llc que a ra-
diacdo leva para atravessar o cilindro.

Pela (6.100), a radiacdo transporta um momento AP = AE/c. A lei de con-
servacdo do momento implica entdo que o centro de massa do cilindro adquire
um momento —A P (recuo), no sentidc B — A. Logo, durante o intervalo de
tempo T que a radiacdo leva para atravessar o cilindro, o CM (centro de massa)
se desloca de

APT AE L i
M Mc ¢ M

AE  (sentido B — A) (6.103)

Suponhamos agora que, ap6s ter absorvido a radiacdio, o corpo B se desloca,
sob o efeito unicamente de forgas internas ao sistema, com velocidade v, até atingir -
A. Seja m; a massa de B apds a absorcdo da energia A E. Novamente pela conser-
vacdo do momento total, o CM do cilindro adquire, durante o movimento de B,
uma velocidade V = my v/ M no sentido A — B, e se desloca de

VT =20l (enido A B) (6.104)

v

durante o tempo L/v que B leva até atingir A,
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Apos atingir A, B transfere de volta para A a energia A E que havia recebido,
ficando com massa m; , e volta para a outra extremidade do cilindro, produzindo,
por analogia com a (6.104), um deslocamento do CM de

_?n')

= L (sentido B — A) (6.105)

Na situacdo final, a distribuicdo de energia € idéntica & inicial. O deslocamento
resultante do CM do cilindro €, pelas (6.103) — (6.105),

AE

¢

szifm, —m, —

, \ (sentido A — B) (6.106)
r'w 1\ /] X .

Como no cilindro s0 agiram forcas internas, e a configuracdo final € idéntica a
inicial, ndo pode ter havido um deslocamento do CM. Logo,

i AE \
Ax =10 , e daf segue que |[m —#y = — (6.107)
: ¢ |

ou seja, esta € a variacdo de massa do corpo B devida a transferéncia da energia
AE.

Mas a energia pode ser armazenada por B sob qualquer forma (térmica, poten-
cial, quimica, ...). Logo, qualquer forma de energia tem inércia, e a massa inercial
m associada a energia E € dada pela célebre relagdo de Einstein

|, E=mc || (6.108)

0 que € um dos resultados mais importantes da teoria da relatividade restrita.

Devido ao valor extremamente elevado do “fator de conversio” ¢ 7, a variacio
de massa associada A variacio de energia em processos macroscopicos usuais €
demasiado pequena para ser detetada. Por exemplo, quando 1 mol de O3 se com-
bina com 2 mol de I 2 para formar 2 mol de dgua, a variacdo de massa associada
ao calor de reacio é ~ 107" da massa total, vérias ordens de grandeza menor do
que o limite da precisdo na medida da massa.

Entretanto, o préprio Einstein chamou a atencdo ji em 1905 para a possibili-

dade de verificacio experimental em processos radicativos, em que a energia libe-
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rada € muito maior. Com efeito, a relacio de Einstein desempenha um papel extre-
mamente importante em fisica nuclear, onde ela fo1 verificada com grande precisao.

Caso exista um processo pelo qual massa de uma particula possa ser 'converl,i—.
da em energia, a (6.108) também define a “taxa de conversdo”. Depois da des-
coberta do poésitron por Anderson (1932), foi verificado por Blackett e Occhialini
gue um raio ¥, passando proximo de um nicleo (cuja presenca € necessdria para
que haja conservacio do momento), pode criar um par elétron-pdsitron. Para isso,
¢ necessdrio que a energia do ¥ seja superior ao dobro da energia associada a
massa de repousc do elétron, ou seja, > 1,02 MeV. Recentemente, observou-se tam-
bém a criacdo direfa de um par por colisfdo entre dois fétons.

Reciprocamente, um par elétron-positron pode aniquilar-se em dois raios 7,
convertendo toda a massa em energia de radiacio.

Na fisica pré-relativisiica, o principio de conservaciio da energia e o principio
de conservacdo da massa eram considerados como independentes. A relacdo de
Einstein unificou esses dois principios. Entretanto, na maioria dos processos, a
massa (determinada por pesagem, por exemplo) e a energia (medida pelo trabalho
realizado) se conservam separadamenie. A razfio € que apenas uma pequena parle
da energia total tem um papel ativo no processo: o restante, incluindo a massa de
repouso, ndo toma parte no processo, permanecendo passivo.

Essa subdivisdo da energia em ativa e passiva depende do processo. Nas rea-
¢bes guimicas, $6 a energia de ligacfo dos elétrons das camadas exiernas dos 4to-
mos ¢ ativa. Numa reacfio nuclear, a energia associada com as forcas nucleares &
ativa, mas aquela associada as massas de repouso das particulas constituintes do
nucleo permanece passiva.

A explicacdo do cardter passivo de uma parte da energia s pode ser dada

analisando a dindmica de cada processo; trata-se de um tipico efeito qudntico.

6.12 © espaco-itempe de Minkowski

Vimos na Sec. 6.7 que o intervalo entre dois eventos € invarianie por transfor-
macdo de Lorentz, tendo um sentido absoluto: € o mesmo em gualquer referencial
mmercial. Se, num dado referencial, os dois eventos se caracterizam por coordenadas
(X1,01) ¢ (X2,0), 0 quadrado do intervalo entre eles € dado pelas (6.48) e (6.50)

(6.109)

(Axf - (cary

onde (8s) - 2ty
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O matematico Hermann Minkowski (que havia sido professor de Einstein em Zii-
rich) observou que, introduzindo formalmente uma coordenada imaginéria em lugar
da coordenada temporal, com X = (x;,%.x3).¢& x = ct, obtém-se

X =Yy —Bx) |
T L especial =% ,0=%]

i Xg = 'Y(-’% = ij)

(6.110)

Xy = IcrElxoi

e a (6.109) se escreve

(6.111)

2 B 3 - 3
(AS) = (é.xl) + (sz) + (A.r3)2 + (Ax4)
que ¢ idéntica a expressdo do quadrado da distincia enire dois pontos num espaco-
tempo quadridimensional, onde as coordenadas de um evento seriam

(x1.%,x3,x:), conforme a geometria euclidiana.

Como a confribuicdo do termo temporal na (6.111) € porém negativa,
-(Ax)*, diz-se que o espaco-tempo tem méirica pseudo-euclideana.

Em particular, se Ax; = Axy =0, resulta

(6.112)
(A .s-)z = {A.x )2 + (A x4)2
Essa expressdo € invariante para uma rotacdo de coordenadas (fig. 6.14) no plano

| % (1.2 )
xd
(6.113)

X{ = X COS Q + x, sen @

O

Fig. 6.14 TL como rotaco Xy = —Xx sen@ + x; cosQ
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Como x;” deve permanecer real e x” imagindrio puro, € preciso gque cos@® seja
real e sen © jmagindrio. Pelas (5.86) e (5.90), basta tomar

cos ® =chwy
©=iW (6.114)
sen @ =ishy

0 que da

I X = x chy = x; shw
I

. (6.115)
Xg = 5 shwy + x,chw
. = . 5 Vv : .
Se identificarmos a origem O (X = 0) com x; = Vi = = B xop. isto dd
thy = (6.116)

Bichy = =7y, shy = vf
{ V11— thlp’ «.il— _

e as (6.115) se reduzem as equacoes (6.30) da TL especial. Logo, a TL especial
pode ser interpretada geometricamente como uma rotacde por wum dngulo imagi-
ndrio no plano (x; ,x1) do espaco-itempo.

Minkowski escreveu: “Daqui por diante, o espaco, como entidade separada, e
0 tempo, como entidade separada, estdo [adados a se dissiparem em meras SOI-
bras. e somenle uma espécie de unido dos dois preservara uma realidade indepen-
dente”. Entretanto, € importante notar que a coordenada temporal preserva um ca-
rater diferente das coordenadas espacials, o que se manifesta pelo sinal (=) no
quarto termo —(Axy)" da (6.111) ou, equivalentemente, pela unidade imagindria
na (6.110).

A principal vantagem da interpretacdo geométrica dc Minkowski € mctodo-
I6gica: ela permite escrever expressoes de leis fisicas de forma a garantir automati-
camente que elas sejam preservadas pela transformacio de Lorentz, ou seja, satis-
facam automaticamente o principio de relatividade.

Basta para isso introduzir um formalismo de vefores no espaco-tempo. Como
efeito. sabemos que, no espaco tridimensional, uma lei fisica expressa em lermos
de vetores (como F = d p/d ) ¢ antomaticamentc satisfeita num sistema de coor-
denadas obtide por uma rotaciio de eixos, porque os dois membros se transformam
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da mesma maneira (sdo covariantes). Podemos definir um vetor dizendo que a lei
de transformacdo das suas componentes numa rofacdo de eixos € a mesmd que o
das coordenadas ( x),x2,%3).

Essa definicio se estende & de um guadrivetor no espaco-tempo de Minkows-
ki: suas 4 componentes se transformam numa rotacdo de eixos (em’particular, numa
TL) da mesma forma que as coordenadas (x;.x2,x3.x:). A 4.7 componente do
quadrivetor € também imagindria pura.

Exemplo

xXg = (x1.% %, %) & um 4-vetor (B:=1,2,3,4)

dx[i = (d X ,d X, ,d x; ,a’x4) € um 4-vetor

(cdry =ds* =(cdi) —(@dx) = (cdt} |1- d‘i
C G

¢ um invariante. O mesmo vale para

(6.117)

que € o intervalo infinitesimal de tempo préprio no movimento de uma particula.
Logo,
I S _____l

dx, -

= p, | (6.118)

" dx

onde my € um invariante, € também um 4-vetor.

A parie espacial de pg €

I dx my ¥ i

| 1L = = = P _
L - (6.119)
| V'
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que & o momento relativistico (6.88).

A parte temporal de pg €

i & X [y C E

| 4 07 5 ;

| T v C (6 120)
| 8 et

onde E € a energia relativistica (6.93).
O quadrivetor p, = (p.i E/c) chama-se guadrimomento da particula, e as
leis de conservacio do momento e da energia se unificam na conservacdo do

guadriniomento. Da mesma forma que

|Z(¥ :,‘+x§+_ﬁ:_§+.¥2}

.z]

é um Iinvariante, a norma do 4d-vetor xy . a norma do 4-momento

| 7

G
'Z(Pu) =" > (6.121)

=

também deve ser um invariante. Com efeito, pela (6.98), esse invariante €
(— mo?' (?2) , onde mo € a massa de repouso da particula.

As equacOes de Maxwell podem ser escritas em forma explicitamente covari-
ante, demonstrando que satisfazem o principio da relatividade. Para isto, introduz-
se um guadritensor de 2.% ordem, Fup, que se chama o fensor campo elefromag-
nélico, pois suas componentes contém tanto E como B. Numa TL, essas componen-
tes se misturam, mostrando gue a separacio em K e B nfo tem sentido absoluto:
depende do referencial; o que tem sentido € o campo eletromagnético. Dessa forma
resolve-se a aparente assimetria na lei de Faraday comentada por Einstein na intro-
ducio de seu trabalho de 1905 (Fis.Bds. 3, Sec. 8.1).

6.13 Nogoes sobre relatividade geral

Vimos na Sec¢. 6. 7 que nenhum sinal pode propagar-se com velocidade > ¢ .
A interacdo eletromagnética, descrita pelas equacdes de Mawell, satisfaz esta con-
dicdo. Entretanto, ela ndo é satisfeita pela descricdo newtoniana de outra interagio
fundamental existente na natureza: a gravitacio.
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Com efeito, pela lei de Newton da gravitacio, ela é descrita como uma in-
teracdo instantdnea d distdncia: se mudarmos a posicdo de uma massa, mudam
instantaneamente as forcas gravitacionais entre ela e quaisquer outras massas. por
mais distantes que eslejam.

Einstein propds-se a reformular a teoria da gravitacio de forma a torni-la
compativel com as limitacdes impostas pela relatividade restrita. Uma das princi-
pais pistas que encontrou para auxilid-lo nessa tarefa foi um fato que jd havia des-
pertado a atencfio de Newton, mas que jamais havia cncontrado explicacfes: a
igualdade da massa inercial e da massa gravitacional. J4 vimos (Fis. Bds. 1, Scc.

13.7) como ela o conduziu a formular o Principio de Equivaléncia:

(a) O Principio de Equivaléncia

Como vimos, € devido a igualdade entrc massa inercial m; € massa gravita-
cional m, quc o campo gravitacional numa pequena regido préximo a superficie da
Terra produz a mesma aceleracfio ( —g) de queda livre em qualguer corpo material
(“cxperiéneia” de Galileu da Torre de Pisa). Com efeito, a 2.* lei de Newton dd

mx=-m, g (eixo vertical para c:ima) (6.122)

onde, no 1.” membro, temos a massa inercial, ¢ no 2.° a massa gravitacional (res-
posta de um corpo de prova ao campo gravitacional). Como my; = m,, resulta gue

X=-—-g

Logo, a forca gravitacional tem a notdvel propriedade de ser proporcional a
massa inercial de uma particula (corpo de prova) sobre a qual atwa. Vimos no
curso de Mecénica, (Fis. Bds. 1, Cap. 13) que essa propriedade € sempre vilida
para for¢as de inérecia, caracteristicas de referenciais nfo-inerciais. Isso sugere que
possa existir uma relac@o entre gravidade e forcas de inércia, e que convenha cxa-
minar referenciais ndo-inerciais. Na relatividade especial, o continuo espaco-tempo
tem carater gbsoluto (atua sobre a matéria, mas a matéria ndo atua sobre ele). Por
outro lado, referenciais inerciais concretos sao definidos relativamente 3 dis-
tribuicdo de matéria no Universo (Principio de Mach).

Num referencial inercial (S) préximo a superficie da Terra, ¢ numa regido
suficientemente pequena para gue O campo gravitacional possa ser tratado como
uniforme, a 2.° let de Newton se escreve, para uma particula de massa m,
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mx=-m g+F (6.123)

onde F; representa forcas ndo-gravitacionais que atuem sobre a particula.

Se considerarmos agora um referencial (S ) que se desloca em relagdo a (§)
com movimento retilineo uniformemente acelerado de aceleracdo A, vimos (Fis.
Bds. 1, Seg¢. 13.2) que a aceleracfo da particula em relacio a (§7) é, como con-

seqiiéncia da lei de Galileu de composicido de velocidades,

2 2 B (6.124)

de modo gue a (6.123) fica
mE +A)=-mg+F (6.125)

e, em particular, se A = —g
mX = F, (6.126)
ou seja, num referencial em queda livre no campo gravitacional (A = —g, “ele-

vador de Einstein”), desaparecem os efeitos do campo gravitacional sobre a par-
ticula. E o efeito da “auséncia de peso” dos astronautas em orbita. A (6.120) mos-
tra que {S’) se comporta como se fosse um referencial inercial na auséncia de
campo gravitacional.

Por conseguinte as leis da mecénica na presenca de um campo gravitacional
— g uniforme sfo as mesmas que resultariam, ra auséncia do campo, num referen-
cial uniformemente acelerado, com aceleragdo — g: ndo é possivel distinguir entre
as duas situacdes por experi€éncias de mecénica, o que generaliza o principio de
relatividade de Galileu. |

Em 1908, Einstein estendeu essa conclusdo a todas as leis fisicas, formulando
o Principio de Equivaléncia: Num recinto suficientemente pequeno para que o
campo gravitacional dentro dele possa ser tomado como uniforme, em queda livre
dentro desse campo, todas as leis fisicas sdo as mesmas que num referencial iner-

cial, na auséncia do campo gravitacional.
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Por que a restricdo a um “recinto sufici-
entemente pequeno”? Porque, para o
campo gravitacional da Terra, por exem-
plo, se tomarmos um recinto de dimen-
soes compariveis as da Terra (ABCD, na

fig. 6.15), o campo gravitacional nfio serd

\. _— mais uniforme nessa escala, e é perfeita-

mente possivel detetd-lo. As trajetdrias

o ./ \. g de dois pontos materiais bem separados,
como P, e P> na fig. 6.15, tenderdo a a-

é proximar-se uma da outra. Analogamen-

Fig. 6.15 Campo gravitacional da Terra te, para dois pontos a distdncias bastante

diferentes do centro da Terra, como P; e
Ps;, as aceleragbes serdo sensivelmente diferentes. Logo, usando como “corpo de
prova” um par de particulas suficientemente afastadas entre si, ¢ possivel neste
caso detefar a existéncia do campo gravitacional., e ndo é possivel elimind-lo por
uma mudang¢a para um referencial uniformemente acelerado.

Vemos assim que o Principio de Equivaléncia tem de scr aplicado local-
mente, em pequenos recintos, que podemos chamar de referenciais localmente
inerciais.

Tomando essa precaucio, porém, o Principio de Equivaléncia nos permite
inferir a existéncia de alguns dos efeitos novos caracteristicos da relatividade
geral.

Assim, ja vimos [Fis. Bds. 1, Se¢. 13.7(b)] que ele permite prever a cxisténcia
de uma deflexdo gravitacional da luz. O resultado previsto por Einstein para a
deflex@io pelo campo gravitacional do Sol foi confirmado pelas observacdes reali-
zadas em Sobral (Ceard) durantc o eclipse solar de 1919, que tiveram grande reper-

cussio.

(b) O desvio para o vermelho

Consideremos um pequeno recinto em queda livre no campo gravitacional na
vizinhanca da superficie da Terra, com aceleracdo —g. No instante 5 = 0 em que
se 1nicia a queda a partir do repouso, € emitido um raio de luz monocromdtico de
freqgii€ncia vy por uma fonte F no chio do recinto, verticalmente em direcio ao teto,
que se encontra a uma altura z do chao (fig. 6.16), e é suposto transparentc.
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Pelo Principio de Equivaléncia, a luz che-

o U

(S) ga ao leto no instante [ = h/c, e sua fre-

A (S) giiéncia, medida no referencial (§”) do

| recinto em queda livre. continua sendo Vy.

=

Para um observador externo, no re-
T ferencial ( S ) em que atua o campo gravi-

| * tacional g, qual é a freqiiéncia da luz de-

F tetada, no instante em que ela chega ao
v ponto P, na altura do teto (fig. 6.16)?

Nesse instanie, a2 fonte de luz ¢sta-se

afastando do observador em (S ) com ve-
locidade V = gt Logo. a fregii€éncia da
luz medida em (S ) terd sofrido um efeito
Fig. 6.16 Recinto em queda livre Doppler, dado pela {(6.70) com 6 = O:

v=v,(1-B)=v, (E = EJ (6.127)
C

ou, como f = hAlc.

;
v =v, {1 - gf) (6.128)

onde, pelas condicdes impostas, é B <<l , de modo que tomamos
Yy=(1—B*) ¥ =1.ComoAv = v — vy < 0. vemos que este é um desvio para
o vermelho. O “desvio percentual” Av /vy € dado pela diferenca de potencial gra-
vitacional gh entre o telo e o chio, dividida pelo quadrado da velocidade da luz.

Se, em lugar de estar “subindo™ no campo gravitacional. a luz estivesse “des-
cendo” do teto para o chio, a fonte estaria-se aproximando de um observador em
( §) ao nivel do chdo, e o desvio seria para o azul; correspondentemente, a diferen-
ca de energia potencial gravitacional ( g &) seria negativa.

O desvio gravitacional [ol medido em 1960 por R. V. Pound e G. A. Rebka
com raios y de 14,4 keV, caindo de uma altura de 22,6 m num tubo onde
se havia feito vdcuo, o que da —gh/c*2 = —246x 1077 :a experiéncia deu
(— 2.57 + 0.26) x 107" (precisdo de 10%), e foi refinada depois por Pound e Sny-
der (1964, 65). verificando o resultado com precisdo dec 1%. O elevado grau dec
precisio foi possivel empregando uma técnica de ressonncia (efeiio Mdossbauer).
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Entretanto, uma verificacdo ainda mais precisa foi feita em 1976 por R. Vessot
e M. Levine, que compararam a fregiiéncia de um relégio atdbmico (maser de hidro-
génio) colocado num foguete, que subiu a uma altitude de 10.000 km, com um
relégio idéntico no solo. O efeito foi verificado com precisio de 7 x 107

Como o potencial gravitacional (energia potencial por unidade de massa) é,
para 0 campo — g ,

0o(z)= gz (6.129)

(campo — g = — V@), a (6.128) se escreve

(6.130)

vP=vF{I 5

onde os pontos F e P estdo indicados na fig. 6.16.

Apliquemos esses resultados ao potencial gravitacional newtoniano de um cor-
po de massa M, dado por (Fis. Bds. 1, Sec. 10.9)

}@@)=— (6.131)

onde G € a constante gravitacional e tomamos o nivel { de energia potencial no
- infinito (@~ = 0 ). Notando que a unidade de tempo é definida em termos do pe-
riodo At = 1/v da luz emitida por um dtomo, a (6.130) mostra entdo que a relagio
entre intervalos de tempo medidos por um relégio a distdncia r do corpo € um
relogio idéntico no infinito serd

i At(ry= At [1 = %] = é.rc{l + (’DQX):} ‘ (6.132)
!

g o

out s¢ja, o campo gravitacional afeta a marcha de um relégio: o relégio, no campo
gravitacional, “anda mais devagar”, de modo que luz emitida na sua vizinhanga
chega avermelhada ao “infinito”, onde nio hd campo gravitacional.



O “paradoxo das gémeas”

Ana e Bia, também conhecidas como “A” e “B”. sio g@meas. Enquanto A
permanece na Terra. B viaja num foguete a uma estrela situada a 15 anos-luz da

Terra, a uma velocidade V tal que V/¢c = B = 3/5 : o fator de dilatacio tempo-
raléy=(1 - PB*)"""* =5/4. Chegando 2 estrela, B volta para a Terra & mesma
velocidade (B = — 3/53),

Para A, a viagem de B durou 2 x —2— = 50 anos, ao passo que para B durou

(3/5)

apenas % X 50 = 40 anos.

Por outro lado, para Bia, ¢ Ana que se¢ deslocou em relagcio a ela com
B==3/5,¢B pode afirmar que a dilatacio temporal ocorrev para A, de modo
que, segundo B, devem ter decorrido apenas 4/5 X 40 = 32 anos para A.

Quem tem razdo? Ana € 10 anos mais velha ou § anos mais moca do que Bia,
quando esta retorna?

Admitindo que o referencial de Ana (a Terra) scja inercial, € Ana quem tem
razdo. O referencial de Bia (o foguete) ndo ¢ inercial, porgue tem de ir e voltar: o
foguete precisa desacelerar chegando a estrela e acelerar de novo para voltar a
Terra; estas aceleracGes s80 muito grandes, porque 1ém de ter como efeito a pas-
sagem de B =2 para B =-2 . No referencial acelerado do foguete, como num
campo gravitacional, o tempo passa mais devagar, e € por isto que Bia estd mais
moca do que Ana, ao voltar.

Uma comprovagio experimental desse efeito foi obtida em 1971 por J. C. He-
fele e R. E. Keating. Eles viajaram em torno da Terra em avides a jato comerciais,
tanto dirigindo-se para leste como para oeste, e (ransportando a bordo relégios at6-
micos de césio, cujas leituras apds a volta ao mundo foram comparadas com as de
relogios idénticos que haviam permanecido no Observatdrio Naval em Washington.
As diferencas entre viagens para leste e para oeste resultam da rotagdo da Terra,
que introduz outras forgas inerciais (centrifuga, Coriolis). A tabela abaixo compara
as previsOes teodricas da relatividade geral com as diferencas de tempo Af (em na-
nossegundos) observadas.

| : -g '
,: Sentido da _ Af = g — 14 (emi0 "s) i
E e Experimental Tedrico .
ih SR S |
! Para oeste 273 £ 7 275421
| Paraleste _ -59 £ 10 -40 £ 23

N&o € um método muito pratico de retardar o envelhecimento!
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(c) A curvatura do espaco-tempo

Pelo que vimos na (6.132), um intervalo de tempo infinitésimo d¢r num ponto
X, na presenca de um campo gravitacional com potencial @ ( x). estd relacionado
com o intervalo de tempo d ¢ correspondente no referencial localmente inercial em
queda livre em x. no qual o campo gravitacional estd ausente, por

di(x)=d. 1+‘=D(f)'5 (6.133)

c

| I,

A energia potencial de uma massa m no campo, dada por m @ (x), € geral-
mente (excluindo campos gravitacionais muito intensos) uma fracdo muito pequena
. 2
da energia total m ¢~ , de forma que

m‘(p(x)| = ‘@gx)“{{l (6.134)
2

2
mo

o que dé

<
2 2 X )
(c[ r)' = ((f Im)‘ {l + 2 {p( )J (6.135)
&

No recinto localmente inercial em queda livre, 0o quadrado de um intervalo
infinitésimo de espaco-tempo, que define a métrica do espaco-tempo, € dado pela
(6.109):

| (@s) = (@x) +{dy) —_(cg —c'(d () | (6.136)

que € a métrica de Minkowski da relatnvidade especial.
Entretanto, num referencial onde existe um campo gravitacional. temos de sub-
stituir (d )’ pela (6.135), o que dé

@) =@ - @]+ @ e @i 102 20

ou seja, a presenca de wm campo gravitacional modifica a métrica (geometria) do

espaco-tempo.
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Em geral, essa modificacio nZo se restringe & componente temporal. Para ver
que afeta também a parte espacial, basta considerar um exempio.

wr 5 Consideremos um disco de raio r em ro-

s

|/ assim suficientemente grande para que efei-

tacio, com velocidade angular w (fig.
6.17), em tormo de um eixo 1 ao plano
da figura. Supomos ®r << ¢, mas ainda

tos relativisticos ndo sejam despreziveis.

Imaginemos que se meca o raio do disco

alinhando a0 longo de OP “réguas” de

uma unidade de comprimento em contato

entre si; o resultado sdo r réguas. Se 1i-
Fig. 6.17 Plataforma girante zermos 0 mesmo ao longo da circunferén-

cia do disco, e o resultado sdo C réguas,

sabemos que, com o disco em repouso num referencial incrcial,

= = 2 (6.138)
™

Entretanto, quando o disco estd em rotacdo com vclocidade angular @, o com-
primento das réguas ao longo do raio, transportadas numa dire¢do L & velocidade,
nio muda (r ndo se altera), mas as que estdo alinhadas ao longo da periferia (trans-
portadas na direcio da velocidade) sofrem contracdo de Lorentz. Logo, € preciso
alinhar um namero C’ > C de unidades para cobrir toda a perileria, o que implica

% 2L (6.139)

Logo, num disco em rotacdo, deixa de valer a geometria euclideana. Por outro
lado, de acordo com o Principio de Equivaléncia, no referencial (S) do disco, to-
mado como referencial de repouso, existe um “campo gravitacional” (campo das
forcas centrifugas e de Coriolis). Logo, a presenca de um campo gravitacional deve
afetar a geometria (lanto espacial quanto temporal) do espago-tempo.

Podemos imaginar a régua suficientemente pequena para aproximar 27 lanto quanto QUISETTNOS.
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A geometria torna-se ndo-euclideana (geometria “fisica™). Isso corresponde a
ler curvaiura no espaco-tempo. Para ilustrar o conceito de curvatura, € conveniente
considerar um espaco bidimensional, ou seja, uma superficie.

Um plano ndo tem curvatura: o mesmo se aplica a um cilindro, que pode ser
“desenrolado” sobre um plano: a curvatura é uma propriedade inirinseca da super-
ficie, detetdvel em pequenas regides, nio afetada pelo “desenrolamento”, desde que

ndo haja dilatacdo ou dobra.

Ja a superficie de uma esfera tem curva-
tura. Numa esfera de raio R. o “paralelo”
I' da fig. 6.18 € um circulo, por ser o lu-
gar geométrico dos pontos “equidisian-
tes” do polo norte N, onde a distdncia
tem de ser medida ao longo de uma geo-
désica, que ¢é o caminho mais curto (ou
estaciondrio com respeito a pequenas va-

riacOes) entre 2 pontos sobre a superficie.
Assim, o raio r do circulo I' é (fig. 6.18)

Fig. 6.18 Curvaiura da esfera

r= R0 (6.140)
a0 passo que sua circunferéncia €
¢ =29 x O P=2n kg (6.141)
Logo,
:E -2 =2 b < 2R (6.142)

o que € caracteristico de uma superficie de curvatura positiva. A soma dos 4ngulos
internos de um tridngulo esférico € também maior que 180° (fig. 6.18, ANAB).
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Um exemplo de superficie com curvatura
negativa € uma sela (fig. 6.19).

Nesse caso, para um circulo I, tem-se
C/r > 2n ., e a soma dos Angulos inter-

nos de um A . como ABC, é < 180"
E importante novamente observar, como

Fig. 6.18 Sela

foi salientado por Gauss, que a curvatura
de uma superficie € uma propriedade infrinseca, que pode ser determinada a partir
de medidas feitas sobre a superficie (sem sair dela).

Assim, por exemplo, as (6.140) e (6.142) ddo, para r << R . ou seja, para
circulos pequenos sobre a esfera,

= = § s |

2 0 3! - 6

I
|
I

C sen O 8’ 1 [r]z

K = (6.143)

2 i = o |
e it E st i (Mj (6.144)
6 T r=0 1\ 7 {

onde o 2.° membro pode ser determinado sem sair da superficie.

Para um campo gravitacional, a curvatura pode ser positiva ou negativa. e em
geral varia de ponto a ponto: € uma curvatura do espaco-tempo quadridimensional.
Conforme foi mostrado por Gauss e Riemann, a curvatura pode ser obtida através
da métrica g op. onde

4
(ds)l = 2 Zgaa (xl s Xp 5 X35 Xy )d Xy 4 Xp (6.145)

4_
a=1 B=l

e estamos usando a notacio quadridimensional da Sec¢. 6.12. A definicdo da geo-
metria através da métrica é caracteristica da geomefria riemanniana.
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Os efeitos gravitacionais estdo contidos na forma pela qual a métrica Zap varia
com (xi.xz,X3,4:), OU s€ja, na geometria do espaco-tempo, especialmente na sua
curvatura. As equagoes de Einstein da relatividade geral relacionam essa curvatura
com a presenca de matéria (equivalente a energia), que produz o campo gravi-
tacional.

Na auséncia de curvatura, tem-se a métrica (6.136) de Minkowski. A lei da
inércia diz nesse caso que uma particula livre se move com movimento retilineo
uniforme.

Sua linha de universo (trajetéria quadridi-
mensional) € portanto uma rera, (fig.
6.20) que é uma geodésica no espaco-
tempo de Minkowski, satisfazendo a

8] ds=0 (6.146)

ou seja, 0 “caminho” (infervalo) entre os
Fig. 6.20 Linha de universo de uma particula fivre pontos 1 e 2 da linha de universo de uma
particula livre € estaciondrio (compare com o Principio de Fermat).

A lei de movimento bdsica na relatividade geral é uma extensiio ao espaco-
tempo curvo: postula-se que a linka de universo de uma particula no espaco-tempo
€ uma geodésica.

Uma analogia com essa descrigdo, para o movimento sobre uma superficie
curva (espaco bidimensional) seria imaginar esse espaco como, por exemplo, a su-
perficie de um sofd. Se colocarmos uma bolinha de chumbo sobre o sofi, ela pro-
duzird uma depressdo, imprimindo uma curvafura a superficie, que seria o andlogo
do “campo gravitacional” da bolinha.

Se agora colocarmos outra particula (bolinha) sobre esta superficie deformada.
ela se moverd sobre uma trajetéria que é “guiada”™ pela curvatura, representando o
andlogo da geodésica no espaco-tempo. E importante observar que, no caso gravi-
tacional, a curvatura afeta tanto o espaco como o tempo, conforme veremos agora.

(d) A selucdo de Schwarzschild

O problema mais simples seria o do campo gravitacional central de uma parti-
cula de massa M em repouso (no movimento planetirio, seria o Sol). E natural,
nesse caso, tomar origem na particula e adotar coordenadas esféricas (7,0, ¢).
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A grande distdncia da particula (7 — oo ), esperamos gue O campo gravita-
cional tenda a zero e que a métrica do espaco-tempo seja portanto a de Minkowski,

@ds) = @r) +(de) +(rsen®d o) — (c dr) (6.147)

A presenca de M deve alterar a métrica a distdncia finita. introduzindo cur-
vatura no espaco-tempo. Como o problema é esidtico. os coeficientes da méirica
devem ser independentes do tempo, e. pela simetria esférica. ndo devem depender
de 8 ¢ ¢. Pela mesma razdo, a métrica nessas varidveis angulares ndo deve ser
alterada. Assim, esperamos que a métrica seja da forma

@dsf = a()dr) + (d6) + (rsen8do) —bl)c di) (6.148)

onde a(r) e b(r) sdo funcdes a determinar. resolvendo as equacOes dc Einstein para
o campo gravitacional da teoria da relatividade geral.

Um argumenio de plausibilidade para b(r) resulta da (6.135). O carater esta-
tico da métrica implica que a sincronizacdo dos reldégios em posicdes diferentes
(através de sinais luminosos) ndo deve variar com o tempo. Entretanio, pelas
(6.132) e (6.135), a presenca do campo gravitacional afeta a marcha dos relégios
diferentemente conforme a posicdo. Para manter a sincronia & o cardter estético do
espaco-lempo, ¢ preciso portanto corrigir o coeficiente de ( cdf )’ por um fator que
compense a (6.133), o que daria

b(r)=1-2 GEM (6.149)
e

Em 1916. Schwarzschild obteve uma solucdo exara das equacdes de Einstein
da relatividade geral que tem essa forma. O resultado para a(r) € o inverso de b(r),
como na relacdo entre dilatac2o de Lorentz temporal e contrac@o espacial, o que da

a solucdo de Schwarzschild:

g

| @s) = [(‘1’)\ + 42 [(d 8y + (senez,z@ﬂ - [I - ’"—;} (c di)zz (6.150)

onde
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o
Q3
=

T 7| (6.151)

O

chama-se o raio de Schwarzschild associado @ massa M. Para r — oo, a (6.150)
tende a (6.147).

Se interpretarmos # como a massa do

Sol, a linha de universo de um planeta

seria uma geodésica no espaco-tempo
com a métrica de Schwarzschild (fig.
6.21).

O cdlculo mostra que a Orbita ndo € mais

a elipse newtoniana.

Ela ndo € fechada: € em geral uma rosd-

cea (fig. 6.22), correspondendo a uma

precessdo do periélio.

Fig. 6.21 Linha de universo de um planeta
em forno do Sol

Fig. 6.22 Precessdo do periélio

Na mecédnica newtoniana, ocorre uma precessdo quando levamos em conta a
presenca dos demais planetas, como uma perturbacdo do problema de dois corpos.
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Entretanto, havia uma pequena discrepéncia entre a precessdo calculada pela me-
cadnica newtoniana ¢ a precessdo observada.

O valor dessa discrepincia para o plancta Merctirio € de 43,11" £ 0,45" (se-
gundos de arco) por século. A relatividade geral, calculando as orbitas como geo-
désicas na métrica de Schwarzschild, prediz para cste desvio o valor 43,03" por
século, em excelente acordo com a experiéncia.

Também se pode empregar a métrica de Schwarzschild para obter a trajetéria
de um raio luminoso no campo gravitacional da massa M. Isso dd o valor numérico
da deflexdo graviracional da luz. Para luz que passa proxima do Sol, encontra-se
uma deflexio Ao = 1,75".

Para medir essa deflexfo, € preciso comparar a posicao aparente de uma es-
trela no ¢éu noturno com sua posicao quando vista no céu, proxima do Sol, o que
s pode ser feito durante um eclipse solar. O valor médio observado € de 1,89",
mas os erros de observacido sdo grandes.

Por outro lado, o quasar 3C279, fonte intensa de ondas de rddio, € ocullado
pelo Sol uma vez por ano, permitindo que se meca a deflexdo gravitacional com
precisdo bem maior. O resultado € 1.,73" = 0,05", em excelente acordo com a pre-
dicdo da relatividade geral.

(e} Buracos negros

O coeficiente de (d#) na métrica de Schwarzschild (6.150) tem uma singu-
laridade { — <= ) para » = rs (raio de Schwarzschild). Para M = 2 X 107 ke (mas-
sa do Sol), com G = 6,67x 107" N -m?/(kg’ e ¢ =3 x 10° m/s, acha-se
rs = 3 km. Muito antes de atingir essa distdncia, o campo gravitacional do Sol ja
ndo seria assimildvel ao de uma “massa puntiforme”.

Em 1938, J. R. Oppenheimer e H. Snyder estudaram o que acontece na evo-
lucdo de uma estrela quando ela atinge a etapa final, em que todo o combustivel
nuclear jd foi exaurido. Ndo hd mais como produzir o calor e a pressfo necessdria
para contrabalancar a atracdo gravitacional.

Para um objeto de massa maior que o triplo da massa do Sol, resulta entdo que
ele entra em colapso gravitacional: seu raio vai diminuindo até atingir rs, ¢ tornar-

se < rs . Que acontece para r < ry?
AT

Fufurn

A

Passado

=Lt : ST . e 4

Fig. 8.23 Cone de [uz na vizinhanca do raio de Schwarzschild
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E facil verificar que nenhuma particila pode estar em repouso para v < fs.
Com efeito, a linha de universo de uma particula s6 pode ser formada de intervalos
do género tempo situados dentro do seu cone de luz em cada ponto (Sec. 6.7). Ora,
se existisse uma particula em repouso, seria dr = d0 = d@ = 0 ao longo de sua
linha de universo, o que daria, pela (6.150),

(a’ 5)2 = —[l — }—gj (.::d I)g > 0 para r < rg
¥

0 que € impossivel.

Logo, qualquer particula com r < ry continua colapsando para o centro:
forma-se um buraco negro, assim chamado porque a propria luz € capturada pela
atracdo gravitacional intensa, nio podendox emergir da regifio interna. O que acon-
tece com o cone de luz ao penctrar dentro de um buraco negro esté ilustrado na fig.
6.23. Na regido externa » > ry , porém, o campo gravitacional do buraco negro
continua atuvando.

Existe cvidéncia de que a fonie bindria de raios X Cygnus X1 possa conter um
buraco negro: a emissdo de raios X estaria associada a energia liberada pela cap-
tura de uma estrela “companheira” pelo buraco negro, de massa da ordem de 14
massas solares. Também hd evidéncia sugerindo a exisiéncia de buracos negros no
nicleo de galdxias (em particular, a galdxia M87), incluindo, possivelmente, a nossa.

(f) Cosmologia

Na escala cosmica de galdxias, a gravidade € a forca dominante. J4 em 1917,
Einstein aplicou a relatividade geral para modelar o comporlamento do universo
como um todo. Naquela época, scquer estava estabelecida a existéncia de galaxias
diferentes da nossa. Também se desconhecia a expansédo do universo, de forma quc
o modelo inicial de Einstein era estdtico.

O modelo para o universo € o de um “fluido de galaxias™. As distincias tipicas
associadas a estrelas s8o ~1 AL. (Ano Luz), para galdxias sio ~10" AL. e para
aglomerados de galdxias sio ~3 x 107 AL . Na maior dessas escalas (mas nio

nas outras!), as observacfes astronOmicas indicam que o “fluido de galdxias”

# Quanticamente, isto deixa de valer, conforme foi mostrado por Stephen Hawking.



b |

H P it | |
MNoofes soore relalivigacs geral 239

parece ser homogéneo e isotrépico. Isso € postulado no modelo (“principio cos-
moldgico” ), de forma que ele descreve essa situacdo extremamente simplificada e
s se aplica nessa escala dos aglomerados de galaxias.

Resulta desse principio que a curvatura K (7) do espaco tridimensional €
constante para vm dadoe tempo f, mas varia com f. O primeiro modelo cosmologico
dependente do tempo fol proposto por Alexander Friedmann em 1922 (depois foi
generalizado), e era consistente com a expansio do universo observada posterior-
mente por Hubble (Sec. 6.8).

A curvatura K(r) é dada por

o

K (I) = Rzk(.t) R (r) = fator de escala cosmico

onde k=+1,0 ou-1. _

H4 vdrias possibilidades. Se a curvatura do espago é positiva, resulta que o
universo € espacialmente finito, embora ilimitado, da mesma forma que, em duas
dimensdes, a superficie de uma esfera ¢ finita mas ilimitada (sem fronteiras). Se a
curvatura € aula ou negativa, o universo ¢ infinito espacialmente.

Em qualquer dos trés casos, a escala de distdncias entre galdxias (mas ndo o
tamanho delas) evolui com o tempo, correspondendo & cxpansiio do universo . A
taxa de expansio é dada pela lei de Hubble (6.77): H = R (£)/R(?).

[sso significa que, no passado, as distdncias eram menores. Extrapolando para
0 passado remoto, chega-se a uma singularidade num "instante inicial”, que corres-
ponderia a uma "grande explosdo” ("big bang"); a "idade do universo", pelas deter-
minacdes do satélite WMAP (Sec, 6.8), seria de 13,7 (+0,2) bilhdes de anos.

A hipdtese do "big bang" foi consideravelmente reforcada pela descoberta feita
em 1965 por A. Penzias ¢ R. Wilson (que [hes valeu o Prémio Nobel de 1978) da

wmnto om Ao s AT R e T L P T
rata-se G¢ taqiacao térmica ae temperat

nnnnnnnn A A f oy m ped ¢

. = P T LT T T ~7 o ~
FUULWLLD WE JURGY Prefftiriciddl.

ura = 2./
K remanescente do "big bang" e "resfriada” pela expansiio (atualmente é dominada
por microondas). Resultados recentes da missio espacial COBE ("Cosmic Back-
ground Explorer") confirmam o cardier extremamente isotrépico dessa radiacio,
com flutuacdes muito pequenas, que poderiam nuclear galdxias.

* Uma analogia bidimensional seria com a superficic de uma baldo de borracha sarapintado que incha quando
& soprado: cada pinta vé todas as outras afastando-se dela.
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PROBLEMAS

o8
"
0

: 1. Um sinal luminoso que, partindo de
ST IS :
E i um ponto O’ de um referencial (§7), se
E —_— % 5 - . - #
Y reflete num espelho a distdancia y’ de
| O’ e volta para O’ , pode ser considera-
w do como um “relégio” gue marca inter-

I valos de tempo A 7’ correspondentes a ida
e volta do sinal (fig.). Suponha que
(S7) se desloca em relacdo a (S) com ve-

0 T x

locidade V na direcdio x” e calcule o intervalo de tempo correspondente A7 em (S),
admitindo o principio da constidncia da velocidade da luz. Mostre que o resultado
equivale a dilatacdo dos intervalos de tempo da relatividade restrita.

(8) 2. Considere agora a situacfio (fig.) em
e - .
E. Ty que o raio luminoso se reflete entre O’ ¢

um espelho a distdncia x" em (S57), na
direcio da velocidade V. Calcule o tempo

‘T
li

necessdrio para esse percurse de ida ¢
volta no referencial (5), levando em conta
a dilatacio dos intervalos de tempo obtida no Probl. 1. Mostre que isso permite
obter a contracio de Lorentz (Observacdo: 0s trajetos dos Probls. 1 e 2 cor-respon-
dem aos dois bracos do interferbmetro de Michelson).

3. Demonstre que duas 7L especiais sucessivas na mesma direcdo, com pa-
rametros B, = Vi/ce B2 = Vo/c, equivalem a uma TL tnica, e calcule o parimetro
B correspondente. Relacione o resultado com a lei relativistica de composicdo de
velocidades.

4, Demonstre a (6.47).

5. Partindo da invariincia da fase de uma onda plana monocromadtica (Scc.
6.8), obtenha as expressdes relativisticas do efeito de aberra¢do, demonstrando que
as directes 07 e 0 de propagacdo da luz em (S§7) e (§) estdo relacionadas por

i cosB — sen 8
cos = 4£- : scn @ =

‘ I—pPcost® W{(l—BcosB)l
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6. (a) Escreva as eqs. da TL especial em termos das coordenadas
X1 =X,X =Yy,x3 =7, X = ct. Note que elas adquirem uma forma mais simétri-

ca. (b) Usando a notac@o da parte (a), mostre que a equacio de ondas

>

8'1?;1 g
dt*

Ay ~

¢ invariante por uma 7L especial, mas ndo € invariante por uma transformacio de
Galileu.

7. O comprimento [ de uma régua num referencial (§) em relacio ao qual ela
se move com velocidade V constante na dire¢do x também pode ser definido por:
I =V(At),onde (A7) € o tempo que ela leva para passar por um ponto fixo de
(5). Mostre que essa definicdo também leva 3 contracdo de Lorentz,

8. Em 1851, H. Fizeau mediu a velocidade da luz v quando ela se propaga
num tubo cheio de dgua em movimento. O escoamento da dgua, com velocidade V,

¢ na mesma dire¢do em que a luz se propaga. O resultado obtido por Fizeau foi

1
v:£+V[1——2)
H . . i

onde 7 € o indice de refracdo da dgua e V << ¢. Mostre que esse resultado decorre

da lei relativistica de composicio de velocidades.

9. Uma régua em repouso num referencial (') faz um dngulo 6, com a di-
re¢do de movimento desse referencial, que se desloca em relagéio a (S) com veloci-

dade V. Qual € o valor 0 desse angulo em ($)?

10. Um fisico- estd sendo julgado por ter avancado um sinal vermelho e alega
para o juiz de trnsito que o sinal lhe pareceu verde, devido ao efeito Doppler. O
Juiz, que também estudou fisica, condena-o a pagar uma multa de R$1,00 para cada
km/h de excesso de velocidade ultrapassando os 50 km/h regulamentares. Qual € o
valor da multa? (Tome A vermemo = 6.500A , A verge = 5.300A).
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11. No Fermilab, protons sdo acelerados a uma energia de 500 GeV. Ao atin-
gir essa energia, (a) por que fator ierd aumentado a massa do proton, em relacdo a
sua massa de repouso? (b) que porcentagem da velocidade da luz terd sido atingida
pelo proton?

12. Duas fontes idénticas de luz mono-
cromdtica, de freqiiéncia prépria vy,
afastam-se uma da outra (iig.) com velo-

A
®
@
v

Y cidades v e -y num referencial inercial
(5). Qual a freqgiiéncia v de uma das fon-

tes, quando observada pela outra?

13. Considere o movimento relativistico de uma particula carregada de carga g
e massa de repouso mp num campo magnético uniforme de magnitude B. (a) Mostre
que a energia cinética da particula nfo se altera, e que a particula descreve uma
Orbita circular se sua velocidade inicial € LB (como no caso ndo-relativistico).
Mostre que permanccem validas as férmulas nfo-relativisticas para o raio da orbita
¢ a fregiiéncia de ciclotron (Fis. Bds. 1. Sec. 5.4), desde que a massa empregada
seja a massa relativistica. (b) No Probl. 11, os protons de 300 GeV sfdo mantidos
por um campo magnético uniforme numa Orbita circular de 750m de raio. Qual € a
intensidade do campo magnético?

14. Uma particula de massa de rcpouso mg . ¢m repouso na origem para ¢t = {,
¢ submetida a uma forca constante Fg at€ o instante . (a) Calcule a posicdo x(¢)
da particula. (b) Calcule o limite n3o-relativistico do resultado € mostre que con-
corda com a previsdo da mecénica newtoniana. (c) Calcule x () no limite de tem-

pos muito longos.

15. Uma particula em repouso de massa mg se desintegra em duas outras, de
massas de repouso m; ¢ me. Calcule as energias E; ¢ E; desses dois fragmentos.
Sugestdo: Use as leis de conservacio e a relacdo (6.98).

16. Uma particula de massa de repouso myp ¢ velocidade v colide com outra
particula idéntica, mas gue esti em repouso. Apds a colisdo, as duas particulas
caminham juntas, formando uma particula composta. Calcule, para essa particula
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composta: (a) sua massa de repouso My ; (b) sua velocidade V. Exprima os resul-

tados em funcio do pardmetro
1
R

1;’1 —__(v d c)z

17. Uma barra de comprimento proprio Ly estd em repouso no plano vertical,

num referencial onde forma um angulo 8" com o eixo horizontal. Esse referencial
se move em relacdo a outro referencial (), com velocidade V constante, na direcao

do eixo horizontal.
(a) Calcule o dngulo 6 enfre a barra e a horizontal em (5).

(b) Calcule o comprimento L da barra em (5).

18. Um fdton de energia £ € espalhado por um elétron livre. Demonstre que a

maxima energia cinética que o f6ton pode iransferir ao eléiron € dada por

onde m € a massa de repouso do elétron.

19. Dois n€utrons 1 e 2 aproximam-se um do outro ac longo da mesma rela,
com velocidades opostas v e -v, respectivamente. vistos do referencial do labora-

tério.

(a) Calcule a velocidade V de 1 em relacdo a 2. e verifique que € sempre
<

(b) Calcule a energia total do néutron 2 vista do referencial de 1. em funcio

da massa de repouso My do néutron.

20. Obtenha as expressbes nio-relativisticas do efeito Doppler a partir da in-

varidncia da fase de uma onda plana, usando a transformacdo de Galileu.

21. Demonstre que um f6ton, propagando-se no vicuo, ndo pode desintegrar-

se em dois outros, exceto se eles tiverem a mesma direcio de propagacio.
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22. Calcule, usando a mecénica newtoniana, qual seria a velocidade de escape
a partir da superficie de uma esfera de massa M cujo raio fosse o raio de Schwarz-
schild (6.151).

23. Demonsire que a curvatura K de uma esfera pode ser expressa em termos
da area A de um circulo de raio r, por

I

24, Uma plataforma horizontal de raio r estd em rotacdo com velocidade angu-
lar @ em relacdo a um referencial inercial. (a) Para ®r << ¢, calcule a razio
Ar(r) / Ar(0) entre intervalos de tempo registrados por um reldgio na periferia
e outro no centro da plataforma. (b) Associando a forca centrifuga F. a um poten-
cial @, , pela relacio F. = —V ©. , mostre que, nessa aproximacdo, tem-se

B () L 0.0) |

At (0) 2




7.1 Introducao

Weste capitulo ¢ nos préximos, vamos introduzir 0s conceitos basicos da trans-
formagdo mais profunda pela qual a fisica passou desde a época de Newton: a
fisica gqudntica. Ela constitui uma alteracio muito mais radical das idéias funda-
mentais da fisica do que a relatividade, que marcou num certo sentido o apogeu do
quc chamamos hoje a fisica cldssica.

A fisica classica lida principalmente com fenémenos macroscopicos, na escala
que nos ¢ familiar. Scus conceitos sdo abstraidos dessa escala, e é dela também gue
resulta nossa intuicdo, de modo que podemos formar imagens “intnitivas™ desses
conceitos com basc na nossa experiéncia guotidiana.

Ja a fisica quéintica trata principalmente de fendmenos na escala atdmica e
sub-atomica, mais de um milhio de vezes menor do que as dimensdes macroscopi-
cas (lambeém (rata das repercussdes desses fendmenos ao nivel macroscopico). Co-
mo essa escala € totalmente remota da nossa experiéncia, nio hd nenhuma razio
para esperar que possa ser descrita pelos conceitos da [isica cldssica. Efetivamente
nao pode: a fisica qudntica ndo se parece com nada do que vimos até agora. Daqui

por diante, entraremos em territério realmente novo!
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E uma grande conquista da fisica do século 20 que ela tenha conseguido ndo
apenas desenvolver conceitos adequados 4 nova escala, mas também tratd-los com
grande precisdo. Mais que isso: 0s novos conceltos e principios vém sendo apli-
cados a escalas cada vez menores, até que ja atingimos uma escala tdo remota da
escala atdmica quanto esta o € da macroscOpica: distdncias da ordem de 107" cm
ou menos, sem que se tenha encontrado até hoje gualquer indicio de inaplicabili-
dade da fisica quintica.

Da mesma forma que a mecinica newtoniana € uma aproximag¢ao da mecanica
relativistica, vdlida com precisdc mais que satisfatoria para velocidades muito me-
nores do que ¢, a fisica classica é também uma aproximacio da fisica guéntica
(principio de correspondéncia de Bohr). Entretanto, a transicdo de uma para a outra
€ bastante mais sutil, conceitualmente, do que a transicdio da mecénica relativistica
para a newtoniana.

Mesmo na escala macroscopica, conforme veremos adiante, a fisica era uma
teoria bastante incompleta, incapaz de explicar inumeros fendmenos importantes, a
comecar pela prépria existéncia e estabilidade da matéria!

Para alguns fendmenos, inclusive, a fisica classica levava a conclusdes
inaceitiveis. Um deles scrd mencionado na Sec. 7.2, porque marca a propria
origem da teoria quiintica, mas vamos nos limitar a enunciar os resultados,
porque se trata de um fendmeno complexo, cujo tratamento tedrico nos afas-
taria muito do objetivo de introduzir de forma tdo direta quanto possivel 08
conceitos bdsicos da fisica quéntica: trata-se da distribuicdo espectral da ra-

diacdo térmica.

7.2 A hipéfese de Planck

O aspecto da radiacdo emitida por um corpo aquecido varia com a temperatura
desse corpo. Podemos observar o que acontece no interior de um foerno em equi-
librio térmico a uma ceria temperatura 7 através de um buraquinho numa das pare-
des, gue deixa escapar um feixe de radiacdo. Trata-se de radiacio eletromagnética,
cujo espectro pode ser determinado experimentalmente.

Sabemos pela experiéncia que, &2 medida que a temperatura se eleva, a ra-
diacio visivel passa de uma coloragdo avermelhada a vm vermelho vivo, depots
vai-se tornando mais “branca” (filamento de uma I&mpada incandescente), tendendo
para o azulado. O espectro € continuo, mas a coloragdo dominante se desloca para
freqiiéncias mais elevadas 4 medida que a temperatura aumenta.
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e

iv)

= . Fisica Classica A uma dada temperatura 7, a distribui-
; cdo espectral em freqii€ncia da intensi-
dade da radiacdo observada tem o as-
pecto ilustrado na fig. 7.1, onde a [re-

Exp-ﬁ}riéncia quéncia de pico, v. cresce com T, con-

forme observado acima.

A predi¢3o da fisica cldssica concorda
muito bem com a experiéncia para [re-
qiéncias abaixo do pico, mas depois

e EEREELEERELEY

l
|
O desvia-se cada vez mais (curva em li-

Fig. 7.1 Distribuicio especiral da radiaco trmica mumcpontibadena fie. 1.4 Blor amda

ela prediz que (V) cresce como uma
poténcia de v(v®) . de forma que a energia total emitida pela cavidade (inte-
grando sobre todo o espcctro de freqii€ncias) seria infinita! Como esse efelio se
deve as freqiiéncias clevadas, ele € chamado de “catdstrofe ultravioleta™.

O equilibrio térmico da radiacdo no interior da cavidade ocorre através de
trocas de energia entre a radiacdo e os atomos das paredes. a temperatura 7. 0s
dtomos absorvem e reemitem a radiacdio. O modelo cldssico para absorcao e emis-
sdo de radiacfio eletromagnética de freqgiiéncia v por um sistema de cargas (dtomo)
é que as cargas oscilem com essa freqiiéncia (oscilador de Hertz: cf. Fis. Bds. 3,
Seg. 11.5).

Em 14 de Dezembro de 1900, Max Planck apresentou numa reunido da Socle-
dade Alema de Fisica uma proposta que permitia obter uma expressdo para /(v ) em
excelente acordo com a experi€ncia, a custa de abandonar uma das idéias mais
arraigadas da fisica cldssica. Classicamente. a troca de energia entre a radiacdo € 0s
“osciladores™ nas paredes se dd de forma confinua: qualguer quantidade de energia
pode ser absorvida ou emitida. _

Para obter acordo com a experiénciai Planck postulou que a troca seria
“quantizada”™: um oscilador de fregiiéncia v $s6 poderia emitir ou absorver energia

em miiltiplos inteiros de um “quantum de energia”

*#  Planck confessou mais tarde que s6 fo1 levado a formularesse postulado por “um ato de desespero™, dizendo:
“crauma hipdtese puramente formal, e ndo lhe dei muita atencéio. adotando-a porgue cra preciso, a qualquer
preco, encontrar uma explicacdio tedrica”™



248 (s prmérdios da teoniz quinics

E=hv=rho| (7.1)

onde /i é uma nova constante universal, a constante de Planck. Ela tem dimenssoes
de [energia] x [tempo], correspondendo ao que se chama de agdo. O valor nu-
mérico de f €

(b= 4136 x 10706V - s = 6,6261 X 107 joule x be"und‘* (2:2)
Na (7.1),
| h= {)i = 1,0546 x 107*] - s = 6,582 x107'® eV -5 | (7.3)
| 2R !

Para radiacdio visivel de comprimento de onda A = 5.000A, temos
v=c/k=06x 10"s™", de forma que AV = 3,98 X 2] , Uma energia extrema-
mente pequena na cscala macroscépica. Por outro lado, em eletronvolts,

i eV = 1,602 x107"] (7.4)

esta energia ¢ = 2,5eV, o que absolutamente nfo € pequeno na escala atdmica. A
constante de Boltzmann €

3 J eV

—23 —2

K=1381x107 —=8,62 x107 — (7.5)
K K '

_r:chc T mara fammnaratitrac 1 o~ 1I'TIL 3 l—l'n.l:l'l‘":;_'; v farmmiiea 7 farma_coe r'l-:: r‘\rr'191‘r'| Hﬂ- i

SAasiii, pada elliplicl aruiao 2 1h 8% . O Ll mdd Weliiiibd Bof LU LT oR Ba Vil B 1

eV (2 temperatura ambiente, ¥ T ~ - eV).
Desvios aprecidveis em relacdo 4 predicdo da fisica cldssica na curva da fig.

7.1 comecam a aparecer para
hv 2 xT (7.6)
0 que podemos compreender lembrando que, em equilibrio termodindmico a tem-

peratura 7, a mecdnica estalistica indica quc a probabilidade de encontrar um
sistema com energia £ deve conter um fator de Boltzmann (Fis. Bds. 2, Sec. 12.2)
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o que, pela (7.1), reduziria exponencialmente a possibilidade de trocas de energia
com hv >> k7. E um fator desse tipo o responsdvel pela queda da curva de /(v),
eliminando a catdstroie ultravioleta.

O postulado de quantizac3o de Planck €, porém, inteiramente incompreensivel
na fisica cldssica. onde a energia de uma oscilacdo ndo tem qualquer relagdo com
sua freqiiéncia: depende apenas da amplitude de oscilacdo, que pode variar con-
tinuamente.

Planck procurou por muitos anos. com grande esforco, encontrar uma expli-
cacdo para o seu postulado dentro da fisica cldssica. Acabou, muito a contragosto,
convencendo-se de que isso ndo seria possivel.

7.3 O efeito foloelétrico

Em suas experiéncias de 1887, em que demonstrou a validade da teoria de
Maxwell produzindo e detetando ondas eletromagnéticas, como vimos (Fis. Bds. 3,
Se¢. 11.5), Heinrich Hertz produzia uma descarga oscilante fazendo saltar uma
faisca entre dois eletrodos, para gerar as ondas, e detetava-as usando uma antena
ressonante, onde a detecdo também era acompanhada de uma faisca entre eletrodos.
Ele observou que a faisca de detecdo saltava com mais dificuldade quando os ele-
trodos da antena receptora nao estavam expostos 4 luz (predominantemente violeta
e ultravioleta) proveniente da faisca primdria na antena emissora, ou seja, quando
se introduzia um anteparo entre as duas para bloquear a luz.

Curiosamente, ao comprovar a teoria de Maxwell, coroamento da fisica clds-
sica, Hertz estava assim descobrindo o efeito fotoelétrico. uma das primeiras evi-
déncias experimentais da quantizacfio. Verificou-se logo que a razdo pela qual a luz
ultravioleta facilitava a descarga era por ser capaz de ejetar elétrons da superficie
metalica dos eletrodos. ‘Os elétrons assim ejetados, acelerados pela diferenca de
potencial entre os eletrodos, contribuiam para ionizar o ar ¢ facilitar a descarga. |
Hoje em dia, as fotocélulas, que t€m indmeras aplicacdes priticas (fotdmetros, con-
trole de portas de elevadores, ...). empregam o efeito fotoelétrico para converter um
sinal luminoso numa corrente elétrica.

As investigacdes posteriores do efeito, devidas principalmente a P. Lenard (1899),
revelaram uma série de caracteristicas intrigantes, contraditfrias ao que seria es-
perado pela fisica cldssica. Para as experiéncias, o material de onde serfo ejetados
os fotoelétrons deve estar limpo e polido, para evitar quaisquer contaminagdes: na
pratica, isto implica que ele esteja num recipiente em alto vécuo.
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Numa experiéncia tipica, os eletrodos
estdo dentro de uma ampola de quar-
tzo (transparente a luz ultravioleta) eva-
cuada, e sc estabelece entre eles uma
diferenca de potencial V., iluminando
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Fig. 7.2 Efeito fotoslétrico

Fig.

1.3 Variacdo de i com V

depois o catodo com luz de freqgiiéncia
v e intensidade Iy . Mede-se a corrente
eléirica 1 assim gerada com o auxfho

de um amperimetro (fig. 7.2).

Os resultados de uma experiéncia tipica
tem o aspecto ilusirado na fig. 7.3. Para
Iy e v fixos ¢ um dado material do cato-
do, todos os fotoelétrons arrancados pela
luz sd@o coletados pelo anodo quando a
diferenca de potencial V € positiva, cor-
respondendo a uma corrente constante
(corrente de saturacio).

Se agora invertemos a polaridade da voltagem, procurando frear os elétrons

em lugar de acelerd-los, a corrente continua passando no mesmo sentido., mas vai

diminuindo & medida que | V] aumenta, até que sc anula para V = — Vg, onde

Vr (> 0) chama-se potencial de freamento.

Se aumentarmos a intensidade, de Iy para Iy (fig. 7.3), o aspecio da curva

permanece o mesmo: apenas a intensidade i da corrente, ou seja, o n.° de fo-

toelétrons arrancados, cresce, sendo diretamente proporcional a intensidade da
fuz: duplica ao passar de Iy a 2 .

i

Ultravioleta (v = 10" sec.”)

Violsta (v = 0,7 x 10 " sec.”)

Amarslo (v=0.5% 10" sec.”)
| DA

/i
1/

3 -2 -1

Fig. 7.4 Variacio de i com a freqliéncia da luz

1T 2 3 45
—= I/ (volt)

Que acontece se variarmos a fregiiéncia
v da luz incidente? Verifica-se que o as-
pecto qualitativo das curvas tende a per-
manecer 0 Mesmo; mas o valor do poten-
cial de ﬁjeam'enzé Ve muda, aumentando
& medida que se aumenta a fregiiéncia v,
conforine ilustrado na fig. 7.4. A figura
se aplica a um catodo de metal alcalino.

como potdssio, em que ocorre efeito fotoelétrico com luz visivel (mesmo assim.

deixaria de ocorrer com luz infravermelha); para a maioria dos metais, & preciso ir
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ao ultravioleta. O potencial de freamento Vj, para uma dada freqiiéncia v, varia de
substdncia para substincia: € uma caracteristica do material.

Como interpretar esses resultados? A producdo da fotocorrente pela luz deve
resultar de que a luz fornega energia suficiente para arrancar elétrons da vizinhanca
da superficie do material do catodo. Quando um elétron € extraido, a carga positiva
remanescente tende a atrai-lo de volta, e € preciso fornecer energia suficiente para
vencer essa atracdo.

Como os elétrons no interior do catodo podem ter uma distribuicdo de ener-
gias (num metal, existem elétrons livres) e podem provir de profundidades diferen-
tes, os elétrons arrancados devem ter diregbes de movimento diferentes e veloci-
dades (energias cinéticas) diferentes.

Para frear um elétron de energia cinética T = 1/2 m. v . (m. = massa do elé-
tron), € preciso usar uma diferenca de potencial retardadora V tal que eV = T,
onde (—e) € a carga do elétron. Logo. o potencial de freamento deve estar asso-

ciado a elétrons com direcdo de movimento perpendicular ao catodo e com energia
1

R o 2
cinetica mdxima T, = = M. vy

m, v, = eVp (7.8)

Pela conservacdo da energia, essa energia cinética méxima deve corresponder 2
energia E fornecida pela luz menos o trabalho W necessdrio (valores tipicos de W
sd0 da ordem de alguns ¢V) para extrair um elétron da superficie contra a forca
atrativa da carga positiva remanescenle:

1 .
=, vi=eV.,=E-W (7.9)

onde W € uma caracterfstica do material empregado denominada funcdo de tra-
balho.

O que se esperaria entdo segundo a teoria eletromagnética cldssica? Uma onda
eletromagnética transporta energia, que, como vimos, é direiamente proporcional a
intensidade Iy da onda. qualquer que seja sua freqiiéncia v. Essa energia pode ser
transferida aos elétrons do catodo, pois eles sdo colocados em oscilacio forcada
pelo campo elétrico da onda.

Esperarfamos portanto que, & medida que Iy qumenta, aumentasse E na (7.9),
€ por conseguinte também Vy Ndo € o que se observa experimentalmente: as cur-
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vas da fig. 7.3 mostram que o aumento de Iy 56 awmenta a intensidade i da fotocor-
rente (n.” de fotoelétrons ejetados), sem aumentar Ve Por outro lado, a variacdo de
Vi com a freqiiéncia v (curvas da fig. 7.4) ndo tem explicacfio cldssica.

Num trabalho publicado em 19035, intitulado “Um ponto de vista heuristico
sobre a producéo e transformacfio da luz”, Einstein propds uma teoria do efeito
fotoelétrico baseada numa extensfio muito mais audaciosa das idéias de Planck
sobre quantizacdo: a de que radiacdo eletromagnética de freqgiiéncia V consiste de

quanta de energia
E=hv (7.10)
Nas palavras de Einstein, “A idéia mais simples € que um quantum de luz transfere

toda a sua energia a um Unico elétron: vamos supor que € isto que acontece”.
A (7.9) fica entio

om, vy =eV, =hv-W, (7.11)

que ¢ a equacdo de Einstein do efeito foroelérrico. Ela explica imediatamente o
aumento de VF com v . Como Einstein observou a seguir,

“Se a formula deduzida € correta, um grifico de V5, em funcdo da fregiiéncia
da luz incidente, deve resultar numa reta, cujo coeficiente angular deve ser inde-
pendente da natureza da substincia iluminada™.

Com efeito, esse coeficiente angular. pela (7.11), é dado por k/e (h = constante
de Planck). O fisico americano R. A. Millikan n3o acreditou na explicacio de Ein-
stein, e passou os dez anos seguintes fazendo uma série de experiéncias com o
objetivo de demonstrar que a predicdo de Einstein era incorreta. O resultado foi
que, nas palavras de Millikan, “...contra todas as minhas expectativas, vi-me obri-
gado em 1915 a afirmar sua completa verificacio experimental, embora nada ti-
vesse de razodvel, numa vez que parecia violar tudo o que conheciamos sobre a
interferéncia da luz”.

*  Paraexplicar a diferenca entre a sua hipdtese ¢ a de Planck, o préprio Emstein fez mais tarde um paralelo
bem humorado: “O fato de que a cerveja seja sempre vendida em garrafas nio implica que a cerveja consista
de porcbes indivisiveis de uma garrafa cada uma”.
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Conforme ilustrado na fig. 7.5, o coefi-
ciente angular da reta € 0 mesmo para di-
ferentes substincias, mas as intersecgoes
com © eixo das abcissas sdo diferentes,
correspondendo a fungdo de trabalho W
dividida por A. O valor de W para cada

substincia corresponde, como vimos, ao

trabalho necessario para remover um elé-

tron da superficie.
Fig. 7.5 Variacdo de Vg com v

O nome “féton” para um “guantum de luz” s6 aparecen em 1926, num tra-
balho de G. N. Lewis. A intensidade da luz € proporcional a energia total que
transporta, e por conseguinte ao nimero de fotons, o que explica por que a fotocor-
rente € diretamente proporcional & intensidade da luz.

Varias outras caracteristicas do efeito fotoeléirico classicamente inexplicaveis
t&8m explicacdo imediata através da hipétese de Einstein. Por mais intensa que seja,
luz infravermelha ndo produz efeito fotoelétrico. Por outro lado, luz uliravioleta de
intensidade extremamente fraca produz fotoelétrons alguns nanossegundos depois
de inicidir sobre um material, quando, segundo a imagem cldssica, levaria muito
mais tempo para transmitir energia suficiente a um fotoelétron.

Conforme o préprio Einstein percebeu ao usar no titulo de seu artigo a ex-
pressido “um ponto de vista heuristico”, a equacdo do efeito fotoelétrico (7.11) ndo
demonstra a existéncia de fotons: apenas pode ser interpretada dessa forma. Apoés a
formulagdo da mecénica quéntica, foi mostrado por Guido Beck ’ (1927) que a
relacio de Einstein resulta da quantizacio da matéria (4tomos), sendo desneces-
sdrio, para obté-'Ia, quantizar a radiacdo (f6tons).

Nio foi apenas Millikan que recebeu com incredulidade a hipdtese dos [6tons,
por contrariar a teoria ondulatéria da luz, que era considerada como firmemente
estabelecida. Em 1913, quatro fisicos alemdfes, entrc os quais se incluia Planck,
encaminharam 3 Academia de Ciéncias da Prissia uma proposta inusitada: a elei-

¢do para membro titular de Albert Einstein, que entdo tinha apenas 34 anos.

#  Beck, fisico austriaco, veio cm 1942 para a Argentina. Li e no Brasil, deu importantes contnbwgfes para
a formacHo de cscolas de fisica tedrica.
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A proposta terminava dizendo.

“Em suma, pode-se afirmar que ndo hd praticamente nenhum dos grandes pro-
blemas em que a fisica moderna € tdo rica, ao qual Einstein ndo tenha dado alguma
notavel contribuicdo. Que ele as vezes tenha errado o alvo em suas especulacdes,
como por exemplo em sua hipblese dos "quanta de luz", nio pode realmente ser
lomado como uma acusacao muito sé€ria conira ele, pois nio € possivel introduzir
idéias verdadeiramente novas, mesmo nas ciéncias mais exatas, sem correr alguns
riscos de vez em quando”.

O prémio Nobel dado a Einstein, em 1921, foi pela teoria do efeito fotoe-
1étrico,

7.4 © efeite Compien

Evidéncia mais direta de propriedades corpusculares da luz foi obtida entre
1919 e 1923 por Arthur H. Compton, observando o espathamento de raios X mono-
cromdticos por um alve de grafita (Compton recebeu o prémio Nobel de 1927 por
esses trabalhos).

Compton usou raios X de comprimento de onda Ay = 0,7 A . O alvo espalha a
radiacdo Incidente em todas as direcdes, ¢ Compton usou um espectrémetro de
Bragg para raios X (Se¢. 4.11) para fazer a andlise espectral dos raios X espalha-
dos em diversos &ngulos. Encontrou uma componente de mesmo comprimento de
onda Ay que a radiacfio incidente e outra de comprimento de onda A > Xy, onde o
valor de A variava com o dngulo de espalhamento: AL = A — Ay € 0 deslocamento
Compton.

Para explicar esses resultados, Compton levou &s dltimas consegiiéncias a hi-
potese de Einstein, tratando os raios X em termos de f6tons, ou seja, como particu-
las de energia dada pela relacdo de Einstein (7.10). Para 4o = 0,7 A=7x10""m,
€ vy = % x 10%s7! e E., (energia dos raios X incidentes) = 2 x 4,1 x 10° eV (usando
ho=4136x 107eV-s), 0 que di Ey, ~ 18keV.

Além da energia, a radiacdo eletromagnética transporta montento. Pela (6.100),
o momento do foton de raios X incidente ¢ dado por

f E
B ,_;“_ﬁu (7.12)

A - - —_— -~ - - a
onde wy € o versor da dire¢do de propagagdo dos raios X incidentes. Como
£y = hVp, tesulta
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[ hv., h |
E lp‘fﬂ l = —2 = R = hki} (?13)

C f\-U

Grafita é uma forma de carbono, e a energia dos raios X incidentes, 18 keV, é
muito maior que a energia de ligacio dos elétrons (particularmente os mais exter-
nos) ao dtomo de carbono. Compton admitiu que os raios X pudessem ser espalha-
dos pelos eléirons do dtomo, e neste caso a energla de ligacdo seria desprezivel, ou
seja, cada elétron se comportaria como sc cstivesse livre.

Finalmente, Compton tratou entdo o espalhamecnto como uvma colisdo entre um
foron, de cnergia £y € momento py. € um eléiron livre, inicialmente em repouso.
Devido ao recue do elétron na colisfo, o féton espalhado tem energia E, < Ey, ou
seja, comprimento de onda A > Ag, conforme observado.

Para enconirar d¢ que forma A depende do dngulo de espalhamento 6 dos raios
X, Compton aplicou as leis de conservacdo da energia ¢ do momenio na colisdo,

em forma relativistica, porque o [Oton € uma particula relativistica.
(E.p.) Sejam £, e p, energia ¢ momento do
’ ’ - - ~ A o
ﬂ/4 hr(‘ féton espalhado na direcio w, e (E, p)
a energia € momento do elétron apos a
colisdo (recuo).

As leis de conservacdo relativisti-

cas dio entio:

E.5+m, & =B 4+ B| {718

¥
e
Fig. 7.6 Efeito Compton
Py =
21 N L . i
— W, =— u+p (7.15)
c c : ;
onde E e p do elétron estdo relacionados pela (6.98):
E* - p2 & = mg ¢t (7.16)

A (7.14) da

E* = (Ep — E, + m, ‘«:2)2 = (Epo - ;E-.{)2 +2(Eyp — E, )myc” + m *
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ou seja

E* -mic* = (E, - E ) +2 (B — By Jig & = pP & (7.17)
Por outro lado, a (7.15) d4

2 = By~ E,8) = (Eg) +(E) —2EoE,cos0  (7.18)

pois Q- = cosf (veja a fig. 7.6).

Substituindo a (7.18) na (7.17) e cancelando os temos idénticos, resulta

(E;su = E.l,)mo & = E, E, (1 — COSs 8)

11 - (l —co?G) (7.19)
E, E, Py €
¢ c Ao %
Mas, pela relacdo de Einstein, — = PR e da mesma forma para E,.
Vo

0

Ah=Xh—1%y = [ : ) (] — oS 9)! Deslocamento Compton  (7.20)
My C
il

que dd a variacdo de comprimento de onda em funciio do dngulo 6 de espalha-

mento,

A constante . onde mp € a massa de repouso de elétron, € chamada de
. Moy C ) L 00
comprimento de onda Compion do elétron. Substituindo os valores numéricos de

h, mg e ¢, obtemos

" h
z"uc =
! s

i
= 2,426 x 107" m = 0,02426 A ! (7.21)

Compton verificou experimentalmente tanto o valor absoluto do deslocamento
quanto sua dependéncia angular. Conforme jd foi mencionado, a radiacdo espalhada
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também contém uma componente de comprimento de onda Ay. Seu aparecimento
-pode ser explicado como resultante do espalhamento ndo por um elétron, mas pelo
dtomo como um todo. Como a massa do dtomo de carbono € 4 ordens de grandeza
maior do que a massa do elétron, o deslocamento correspondente é desprezivel.

A interpretacdo de Compton recebe confirmacéo adicional quando se observa
o elétron de recuo. Isso foi feito por G. N. Cross ¢ N. F. Ramsey em 1950, usando
raios vy de 2.6 MeV. O 4ngulo @ de recuo do elétron (fig. 7.6) foi verificado, con-
cordando com seu valor tedrico. Também foi verificado experimentalmente, por Z.
Bay er al. (1955), que o elétron de recuo e o féton espalhado emergem em coin-
cidéncia (a0 mesmo tempo), com precisio da ordem de 107''s . Logo, o tratamento
do efeito Compton como uma colisdo entre duas particulas (féton e elétron) ficou
plenamente justificado.

7.5 Rutherford e o descoberta do ndiclee

Nos primeiros anos deste século, J. J. Thomson, o descobridor do elétron, pro-
curou construir um modelo da estrutura de um dtomo. Sabia-se que um dtomo con-
1ém elétrons, que as massas atGmicas s30 muito maiores que a massa de elétrons, e
que o dtomo € eletricamente neutro, com dimensdes tipicas da ordem de
107%m (=14) .

Thomson propds entdo um modelo em que a carga positiva estaria distribuida
uniformemente dentro de uma esfera com as dimensdes do itomo, e os elétrons
estariam dentro dessa nuvem positiva (como passas num bolo). Pelo teorema de
Earnshaw (F7s. Bds. 3, Cap. 3), essa distribuicdo n3o poderia estar em equilibrio
estavel sob a acdo puramente de forcas eletrostiticas.

Entretanto, os elétrons poderiam mover-se dentro da nuvem. Aplicando o mo-
delo ao hidrogénio, o clétron poderia ter um movimento de oscilacdio radial, com
freqiiéncia correspondente 3 luz visivel (Fis. Bds. 3, Probl. 3.10) — embora isto
ndo explicasse o cspectro do dtomo de hidrogénio, que contém uma série de
freqliéncias diferentes: o modelo s6 daria uma.

Ernest Rutherford, natural da Nova Zelandia, foi o sucessor de J. J.
Thomson no Laboratério Cavendish da Universidade de Cambridge. Ruther-
ford desenvolveu intimeros trabalhos experimentais empregando as radiacdes
emitidas por substdncias radioativas: particulas o (He™ ), B(e ) ey (fétons
de energia elevada).
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Fig. 7.7 Espalhamento Rutherford

Em 1909, dois assistentes de Rutherford, Geiger e Marsden. observaram o es-
palhamento de particulas ¢ por uma ldmina delgada de ouro, utilizando o disposi-
tivo experimental da fig. 7.7. Uma fonte de radium emite particulas o ., de veloci-
dade v ~ 1,52 x 10" m/s. Um fei!{e colimado de o incide sobre uma folha de ouro
muito fina, de espessura ~ 107 mm ., o que equivale a alguns milhares de camadas
atdmicas.

As o espalhadas numa direcao 6 eram detetadas pelas cintilacbes provocadas
pelo seu impacto sobre uma tela de sulfeto de zinco, observadas através de um
microscOpio. O angulo de observacio 6 era varidvel, e o aparelho ecstava numa
camara evacuada, para evitar que as ¢ do feixe fossem espalhadas por moléculas
de ar.

Como a massa de uma o é ~ 8.000 vezes a do elétron, uma colisdo com um
elétron praticamenie ndo desviaria a ¢ de sua trajetéria. Por outro lado, se valesse
o modelo de Thomson, a carga positiva do dtomo estaria uniformemente distribuida
dentro do raio atdmico. e também ndo poderia produzir desvios muito grandes na
trajetdria da ¢ (mesmo cumulativos, por espalhamento multiplo, pois tenderiam a
se cancelar).

De fato, nas primeiras experiéncias. sO se observaram desvios muito pequenos.
como se a folha de ouro [osse praticamente transparente ao feixe de ¢ . Rutherford
relata 0o que aconteceu em 1910:

“Um dia Geiger veio ver-me e disse: "N&o seria bom que o jovem Marsden,
que eu estou treinando em métodos radioativos, iniciasse uma pequena pesquisa?”’
Eu também tinha pensado nisso, e disse: “Por que ele nao olha se ha particulas «
espalhadas em grandes dngulos?” Aqui entre nds, eu nfo acreditava que houvesse,
pois a ¢ era uma particula de massa e velocidade elevadas. portanto de grande
energia, e podia-se mostrar que, se 0 espalhamento resultasse do efeito cumulativo
de um grande nimero de pequenas deflexdes, a probabilidade de que uma o fosse
retroespalhada seria muilo pequena. Lembro-me enido de que, dois ou trés dias
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depois, Geiger veio ver-me extremamente excitado, dizendo: “Conseguimos obter
algumas particulas o espalhadas para trds...”. Foi a coisa mais incrivel que jamais
me aconteceu em toda a minha vida. Era quase tdo incrivel como se se disparasse
um obus de 15 polegadas contra um lenco de papel e ele fosse defletido para tras,
atingindo vocé.".

E mais adiante: “Refletindo, percebi que esse retroespalhamento deveria ser
produzido por uma tnica colis@o, e fazendo as contas vi que seria impossivel obter
qualquer coisa dessa ordem de grandeza, exceto num sistema em que a maior parte
da massa do 4tomo estivesse concentrada num nicleo diminuto. Foi entdc que tive
a idéia de um dtomo com a carga (positiva) e massa concentradas numa mindscula
regido central”.

E fécil estimar até gue distincia do centro, onde se concentra a carga positiva
de um dtomo de ouro, uma particula ¢ da energia empregada na experiéncia precisa
chegar para ser retroespalhada (Fis. Bds. 3, Probl. 4.6). O resultado, conforme foi
estimado por Rutherford, ¢ uma distincia ~ 107" ¢cm | ou sejd, ~ 10" vezes menor
gque o raio do dtomo. Esse é entdo um limite superior para ¢ raio do nicleo. Isso
significa que a matéria é, em grande parte, espaco vazio. Ao mesmo lempo, veri-
fica-se a validade da lei de Coulomb até distidncias dessa ordem!

Rutherford usou a mecinica cldssica para calcular a fracdo dF das particulas
incidentes que & espalhada em diferentes direcdes entre © e 6 + 40 (as Orbitas sdo
hiperbélicas: o problema € andlogo ao de um cometa na gravitagdo). Os resultados
foram comparados com as cxperiéncias de Geiger e Marsden, mostrando bom acor-
do e completando assim a justificativa da existéncia do niicleo ¢ do modelo at6-
mico de Rutherford.

c A forca coulombiana responsavel pela de-
flexdo (fig. 7.8) ¢é proporcional ao produ-
to da carga 2e¢ da o pela carga Ze do
nicleo. Logo, determinando-se experi- -

A mentalmente a fracdo dF cspalhada entre
/ " «—Nucleo, P -
O carga +Ze B ¢ 6 + dB pode-se medir a carga nu-
clear Ze.

Fig. 7.8 Deflexfo coulombiana

Os resultados obtidos por Chadwick para Z coincidiam, dentro do erro experi-
mental, com o ndmero atémico do elemento utilizado como alvo, ou seja, com o
seu nimero de ordem pa tabela periddica dos elementos: 1 para H, 2 para He |, 3
para Li, .
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Rutherford e sua escola estabeleceram assim experimentalmente que o &tomo con-
siste de um nicleo de carga Ze e dimensdes < 107~ cm, que concentra quase toda a
-~ = N . + - - s =
massa atomica, e Z elétrons distribuidos em dimensdes ~ 107" ¢m em torno dele.

7.6 Especiros utémicos

A primeira evidéncia experimental significativa* sobre espectros atdmicos es-
tava contida na descoberta, feita por Fraunhofer em 1814, de uma série de linhas
escuras no espectro solar (“raias de Fraunhofer”).

Em 1839, Kirchhoff ¢ Bunsen descobriram que o espectro de emissio de um
elemento, formado por uma série de fregiiéncias bem definidas (linhas espectrais:
as linhas obtidas sdo imagens da fenda do espectroscépio). é caracterfstico desse
elemento. Asim, a emissdo do vapor de sédio (obtida, por exemplo, lancando sal de
cozinha na chama de um bico de Bunsen) contém duas linhas muito préximas no
amarelo, responsdveis pela cor amarela da luz emitida. Os dois mesmos compri-
mentos de onda aparecem como linhas escuras entre as raias de Fraunhofer.

Esse dltimo lato foi interpretado como significando que as linhas escuras for-
mam o espectro de absorcdo. A radiac@o térmica solar, que tem um espectro con-
tinuo, € parcialmente absorvida ao atravessar a atmosfera do Sol, e as linhas es-
curas sinalizam a presenga do elemento ao qual estdo associadas (sédio, por exem-
plo) nessa atmosfera. Essa descoberta de Kirchhoff e Bunsen serviu de base & and-
lise da composicdo quimica das estrelas em astrofisica, através do seu espectro de
absorcéo — em particular, permitiu identificar o desvio Doppler para o vermelho e
descobrir a expansfio do Universo (Se¢. 6.8).

Visivel
n=3 4 5 6 78 H.
‘ i Espectro]
H, Hy  H, HJ ‘ H._.cbﬁ'?au‘oi
h=6562,8 A 4861,3 43405 4101,7 36456  (limite de
Vermelho Azul Vicletz  Ultravioleta convergéncia)

Fig. 7.9 Espectro do H

No espectro de emisséio do hidrogénio arémico (H, nfo H,), p. ex., aparece na
regido do visivel, estendendo-se até o ultravioleta, um conjunto de raias que vdo-se
aproximando cada vez mais umas das outras (fig. 7.9), tendendo a um ponto de
acumulacio.

*  Thomas Melvill j4 havia observado cspectros de emissio de gases em 1752, mas com resolucio muito pobre.

w4 William Wollaston havia visto algumas linhas escuras em 1802,
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Em 1885, Johann Balmer, um professor secundédrio em Basel, encontrou uma
formula empirica que reproduzia com grande precisdo (dentro de 0,02%) as posi-
cOes desse conjunto de raias:

onde C € uma constante, que Balmer tomou = 3645,6 A . Note que C ¢ o limite da
série: C = Ao .

Uma forma mais sugestiva de apresentar esse resultado € em termos de inver-
sos de comprimentos de onda:

F)
2 no

L

& RH( 1 - "13_ (” = 3,4,...) ‘ {Balmer) (723}

onde Ry = 4/C chama-se constante de Rydberg para ¢ hidrogénio. Seu valor €

Ry =~ 109677 cm™ | (7.24)

A linha H, no vermelho é responsdvel pela cor avermelhada de uma descarga num
tubo com hidrogénio. A série de linhas espectrais dada pela (7.23) chama-se série
de Balmer.

Em 1906, Lyman descobriu outra série de linhas no ultravioleta distante no
espectro do H, com

| ; .
— = RH(LZ — Lz) (n =2 ,3:...) (Lyman) (7.25)
A 1 ;o

il

e em 1908 Paschen descobriu outra série no H, dada por

%- = RH(::—E - Lz) (n = d.5 ,) (Paschen) (7.26)
n

I

esta no infravermelho.

Todas essas séries sdo da forma geral

I 1 1
| :RH(_z_ 2] (n:m+1,m+2,--+) R
| ;“«_n(m) R
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e sdo casos particulares de uma regra geral, associada ao principio de combinacdo
de Rydberg e Rirz. segundo a qual linhas espectrais podem sempre ser represen-
tadas como diferencas de dois lermos especirais:

|1

=L —=1; ] (7.28)

de forma que. sc duas fregiiéncias vy e v2 (v = ¢/A) aparecem num espectro,
podemos esperar que também aparecam vy + vz e vy — val

Por exemplo, a 1.* linha da sériec de Lyman tem 1/A dado por Ry (I - %} e a

1.2 da série de Balmer por Ry (} ~ %} a combinacao das duas dd Ry ( - %}L que

& a 2.* linha da série de Lyman.

Todos esses resultados eram incompreensiveis pela fisica cldssica. O modelo
cldssico de emissdo de luz monocromdtica. como vimos, era o oscilador de Hertz,
que sé emite a freqii€ncia de oscilacdo v. Sislemas oscilantes mais gerais podem
emitir também harménicos dessa freqiiéncia. como 2v . 3v , .... mas ndo hd nada
que se pareca ao principio de combinacdo de Rydberg-Ritz nem as séries espec-

trais, como as do H.

7.7 © meodele atémico de Behr

Os resultados de Rutherford trouxeram um novo desafio para a compreensio
da estrutura do adtome, mostrando que o modelo de J. J. Thomson era inadmissivel.
Um modelo eletrostatico era exclufdo pela impossibilidade de levar a uma configu-
racdo de equilibrio estavel (teorema de Earnshaw).

Modelos dinimicos do tipo de um sistema planetdrio. com os elétrons orbi-
tando em torno do nicleo. haviam sido considerados, mas também apresentavam
uma dificuldade insuperdvel dentro da fisica cldssica.

Em qualquer 6rbita descrita em torno do nicleo, um elétron estd continua-
mente se movendo com aceleracdo # 0 . Mas uma carga acelerada. de acordo com
a teoria de Maxwell, emite radiacdo, e por conseguinte perde energia. tendendo a
aproximar-sc do nidcleo. A drbita se transforma numa espiral. que acaba levando a
captura dos clétrons pelo niicleo e ao colapso do dtomo. Para uma o6rbita de dimen-
sbes atdmicas, esse colapso ocorre num tempo inferior a 107 s! Logo, conforme j4
foi observado na Sec. 7.1, a fisica cldssica ndo consegue sequer explicar a existén-

cia de atomos ¢ a cstabilidade da matéria.
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Em 1912, Niels Bohr transferiu-se do laboratério de J. J. Thomson em Cam-
bridge para o de Rutherford, que nessa época estava em Manchester. Bohr procurou
interpretar os resultados de Rutherford construindo um modelo para o atomo mais
simples. o de H. com base nas idéias de Planck e Einstein sobre quantizacio.

Bohr, percebende que a teoria cldssica néo poderia explicar a estabilidade do
atomo em seu estade normal, com o elétron orbitando em torno do nicleo scm
emitir radiaco, resolveu simplesmente postula-la, admitindo a existéncia de
estados esiaciondrios com estas caracteristicas.

Dec acordo com a mecinica cldssica, o problema de um elétron orbitando em
torno de um préton no itomo de H, sujeito apenas a forga coulombiana, € inleira-
mente andlogo ao problema de Kepler de dois corpos na gravitag@o, levando a or-
bitas em geral elipticas, como as dos planetas, podendo haver, como caso particu-
lar, Grbitas circulares (Fig. 7.10). Bohr resolveu considerar esse caso mais simples.

Se r é o raio de uma Orbita circular e v a velocidade com que cla € descrita,
sabemos que v é constante pela conservagdo do momento angular L (o campo €
central):

| L. = mvr = constante (7.29)

A aceleragdo a do clétron € puramente
centripeta.

g =——7F (30}

A (dnica forca que atua é a forca coulom-

biana entre o clétron e o préton,

Fig. 7.10 Orbita circular

onde, para simplificar, fizemos

| = 7 (4n EJ (7-42)

Obtemos portanto
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my? =L (7.33)

Tomando o nivel zero de energia total no infinito, ou seja, com o elétron “infini-
tamente” afastado do nicleo e em repouso, a energia E do sistema &

(7.34)

._._.9

pela (7.33)

onde o sinal (—) se deve & escolha do nivel zero para E: é preciso fornecer energia
para levar o elétron até o “infinito™.

Quando o dtomo emite luz, sua energia tem de diminuir. Usando a (7.34),
Bohr associou essa variacdo de energia AE a uma variacdo do raio da érbita, que

passaria de um valor inicial r; ¢ um valor final r: :

. _ 4 _j_a|\_4af1t 1
AE ;= 27 LG B e (7.35)

Bohr bascou-se na teoria de Einstein do efeito fotoelétrico para associar essa va-
riacdo de energia a fregiiéncia v do f6éton emitido usando a relacio

e c i
A By = dee = he (7.36)

0 que da. levando na (7.35),

= N
1_ 4 (1 1)
A 2helr, 1) (7.37)

]

que jd tem a estrutura de uma diferenca entre dois termos espectrais, como a (7.28).
Um espectroscopista havia informado Bohr sobre as férmulas empiricas para o
espectro do H. “Assim que vi a férmula de Balmer”, disse Bohr, “tudo se tornou

claro para mim™.
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Se identificarmos cada termo da (7.37) com a (7.27). inferimos, com efeito,

q R,
= 3
2her, n’ (7.36)

ou seja, que os raios das orbitas sdo dados por

| £, = n_1 dy -(-11= 1,2,3,...) (7.39)

onde

—2_ | = RaioDEBOHR (7.40)

(da menor Orbita, n = 1)

e a energia E, associada & orbita n , pelas (7.34) e (7.39), ¢

i
2 !

4 & .
T = o 7.41
! 2}12 aU | (n ) [ )
com [cf.(7.36)]
* (1 i
Eﬁ. - Em =h Ve g ! ( 2 _'J}_J (7.42)
2ay \m~

dando a freqiiéncia da linha espectral emitida na passagem de n para m.

A (7.40) relaciona o raio da 1. érbita de Bohr com a constante de Rydberg,
que € determinada experimentaimente. Mas Bohr conseguiu relaciond-la com ouiras
constantes fisicas fundamentais usando seu principio de correspondéncia (Sec.
7.1), a idéia de que a fisica cldssica deve ser obtida como caso limite.

No limite em que o “mumero quénfico” n se torna muito grande, a (7.39)
mostra que o raio da érbita correspondente cresce rapidamente, aproximando-se de
dimensdes macroscépicas. Hoje em dia, embora isso seja altamente ndo trivial, sa-
be-se preparar dtomos nessa situacfo, p. ex., com n = 50, que sdo chamados dfo-
mos de Rydberg.

Se considerarmos entdo uma transicfo entre duas Orbitas vizinhas,
n + 1 — n, a variacio fraciondria de raio é muito pequena, € podemos considerar
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que o elétron permanece numa tnica ¢rbita circular quase macroscépica. A fre-
giiencia v da radiac@o emitida nessa transicdo &, pela (7.42),

i o
. A q _ g> (2n+1)
R 2k yy L”Z (n + ])2 I 2hq, n’ (n + 1)2
= —_—
ou s¢ja, para a1 >> 1,
q |
s P i 43
on = a3 (n >> 1) (7.43)

Mas nesse caso a fisica cldssica, que deve resultar como caso limite, prevé que a
[reqiiéncia da radiacdo emitida coincide com a freqiiéncia do movimento circular
uniforme ao longo da drbita,

v V. :
(Vn)_. -l — = = {(Fregiiéncia cldssica) (7.44)
clasy 21T I 2T a,
onde, pela (7.33),
o 2 (4
p? = g, - 4
' mr, mdg -
de modo que
o 2 1 S5
Q" 2 ) - g ) 1 = 4 7 45
Y e o ay n® 4’ at aé (2 TJ:)2 mezl a, )* (7.43)

; i g 7 - - .
Como v, = 1/1, onde 1, é o periodo, € n“ ay = r,, a (7.45) nfo passa da 3.* [ei de
Kepler: os quadrados dos periodos sdo proporcionais aos cubos dos raios das 6rbi-
tas correspondentes (Fis. Bds. 1, Se¢. 10.4).

Usando o principio de correspondéncia, a (7.43) dd

e (7.46)

=]



77 O rmodelo atbmico ge Bohr 267

e, comparando com a (7.45), resulta [cf. (7.32)]

5

4 q4 5;: 72 P £, !

(7.47)

- - Ia}: ] = )

(2 ﬁ)g m(au)3 S g i : m g _mm e” ||

que exprime o raio de Bohr em fun¢do de constantes fundamentais da fisica.

Substituindo os valores numéricos

£, =8854x107°F/m, h=6626%x107 J-s
m = 9,109 x10" kg, ¢ = 1,602 x 1077 C

acha-se
a, = 52010 m = 0529 A | (7.48)
¢ a (7.40) dd o valor da constante de Rydberg Ry correspondente:
T e TR T T
’7 q 2nmg  me |
R, = = = = = 7.49)
" 2hea, ch 83 ch’ | Wit

Substituindo os valores numéricos, acha-se Ry = 109.600cm ™', o que jd con-
corda bastante bem com o valor experimental (7.24). A concordéncia ainda melhora
quando se leva em conta que o préton foi tratado como em repouso (massa infi-
nita), quando na verdade deveriamos ter usado o referencial do CM e a massa
reduzida (Fis. Bds. 1, Sec. 10.10). Esse foi um grande sucesso da teoria de Bohr.

A expressio do raio de Bohr em termos da constante de Planck ¢ da carga e
massa do elétron [oi um marco na histéria da fisica, definindo a escala atdémica de
tamanho. Como observou Dirac, “grande” e “pequeno” deixaram de ser conceitos
relativos, com a introducfio, pela primeira vez, de uma escala absoluta, baseada em
constantes universais da Natureza.

Entretanto, a condigio (7.38), que seleciona os raios das 6rbitas circulares, foi
obtida identificando a (7.37) com a férmula de Balmer. Haveria alguma justifica-
tiva redrica para essa regra de selecido?

Pelas (7.29) e (7.33), o quadrado do momento angular L, do elétron na orbita
de raio r, €
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pela (7.47)

ou seja,

Lo=nh (n1=1,2,3,.) (7.50)

Isso significa que os raios das Orbitas correspondem & gquantizacdo do momento
angitlar em unidades de fi. As dimensdes do momento angular s30 as mesmas da
acao.

Refazendo em sentido inverso o caminho que nos levou a esses resultados,
vemos que o modelo atdmice de Bohr pode ser deduzido a partir das seguintes
hipoteses:

(I) ESTADOS ESTACIONARIOS: Existe no dtomo um conjunto discreto de
estados chamados de “estaciondrios”. Pelo menos o estado estaciondrio de energia
mais baixa |dado pela (7.41) com n = 1 para o H], chamado de estado fundamental,
¢ realmente estaciondrio. no sentido de ser estdvel: o 4tomo pode permanecer nele
indefinidamente.

Esscs estados correspondem a 6rbitas eletrdnicas em torno do niicleo, que
Bohr calculou usando as leis da mecinica newtoniana e considerando somente 6r-
bitas coulombianas circulares.

Esta hipdtese jd viola a teoria eletromagnética cldssica, segundo a qual a ace-
leracdo do elétron nessas 6rbitas levaria A emiss@o de radiaciio, fazendo-o espiralar
para dentro do niicleo.

(IT) CONDICAO DE QUANTIZACAO DE BOHR: Os estados estaciondrios
sdo aqueles que satisfazem & condi¢do de quantizacdo do momento angular (7.50).

(IIT) CONDICAO DE FREQUENCIA DE BOHR: Quando um elétron passa
de um estado “estaciondrio” de energia E, para outro de energia E,, a diferenca

de energia corresponde, se E, > E, , 4 emissdo de um f6ton, de fregiiéncia dada
por

Vaow = (B~ E,)/ 1] .

R—ai

Também pode ocorrer o processo inverso, em que o dtomo passa de E, para
£, por absor¢do de um foton dessa freqiiéncia (espectro de absorgiio).
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Pode-se perguntar por que os estados com n = 2, 3, 4, ... sfo chamados de
“eslaciondrios”, uma vez que tendem a passar para o estado fundamental n = I,
com emissdo de um féton da série de Lyman. A razdo € que o periodo de revolucdo
numa 6rbita € da ordem de grandeza do periodo da luz visivel, ou seja, ~ 107" s,
ao passa que a “vida média” para emissfo de radiaclo € tipicamente ~ 107" s, de
forma que o elétron, no modelo de Bohr, descreve um grande nuimero de revo-
lucBes numa Orbita antes de passar para ouira.
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- i T
e -! s
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Fig. 7.11 Diagrama de termos de H

A fig. 7.11 mostra um “diagrama de termos”, no sentido da (7.28), ou, 0 que
¢é equivalente, dos niveis de energia dos estados estaciondrios, previstos pela teoria

de Bohr para o étomo de H.
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Com a escolha feita do nivel zero de energia. a energia do estado fundamental
do H, pelas (7.41) e (7.49), é

h = 4136 x10"eV -5
c=3x10%m /s E, = —13,6eV
R, = 109677 cm™

Isso significa que € preciso fornecer 13.6 eV ao dtomo no seu estado funda-
mental para remover o elétron até uma distdncia “infinita” do nidcleo com energia
Zero. ou seja, para ionizar o atomo de H. Esse resultado concorda com o valor
experimental da energia de ionizacdo do H.

Se fornccermos mais do que esta energia. o elétron nfo s6 serd ionizado, como
ainda terd uma energia cinética posifiva, que pode variar de forma confinua. Por
iss0, a regido hachurada acima de n = e na fig. 7.11 foi marcada “espectro con-
tinuo”. Como o elétron ndo estd mais ligado ao nidclco. podemos pensar nesses
estados como representando o espalhamento de um elétron por um préton.

A energia de excifagdo minima que € preciso fornecer ao elétron para remové-
lo do cstado fundamental € aquela correspondente a transicio para o 1.° estado
excitado, n = 2, dada por [cf. (7.42)]

E, —E =F (1 - i] = —x13,6eV = 10,2 eV.

|

Os experimentos de Franck e Heriz
Uma verificacao experimental importante das idéias de Bohr, em particular do
conceito da energia de excitacdo minima de um datomo, que acabamos de discutir,
foi obtida numa série de experimentos de James Franck ¢ Gustav Hertz realizados
a partir de 1914. Até entdo, o cardter quantizado de transferéncias de cnergia tinha-
se restringido essencialmente a emissdo e absorcdio da radiacdo. Os experimentios

& Nio confundir com Heinnch Heriz, que verificou a teoria de Maxweli.
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de Franck e Hertz foram os primeiros a demonsirar ¢ cardter quantizado de trans-
feréncias de energia em que a energia transferida era energia cinética, com a trans-
feréncia efetuada através de colisdes.

c Gi \‘ O arranjo experimental mais simples que
== i = I v . - .
— - empregaram estd 1lustrado na fig. 7.12.

A Vaper | deH : .
l \. ! 4 \/ Num tubo contendo vapor de mercidrio a
Regiaolive 2@1Xa pressdo. elétrons emitidos por um

k- /f-/ | decampo  filamento incandescente C (catodo) sio a-
v, celerados por uma diferenca de potencial

) _ ‘ Vo varidvel até o anodo. que € uma grade
Fig. 7.12 Experimento de Franck e Heriz ; " .y y
G. cujos intersticios os elétrons podem
atravessar. penetrando depois numa regido livre de campo elétrico, onde a veloci-
dade v adquirida pelos elétrons acelerados se mantém, enquanto eles nio colidem
com atomos de Hg.

A cnergia cinética adquirida pelos elétrons que atravessam a grade é

—myv’ = eV, (7.53)

(a energia térmica da emissdo pelo filamento € desprezivel em confronto com e V).

Aumentando gradualmente V, , verifica-se que o vapor de merciirio permanece
escuro, até que se atinge o valor ¥p = 4,88V, quando ele comeca a cmitir radiacio
com A = 2537 A, caracteristica do Hg.

Usando a “condigiio de freqiiéncia” de Bohr (7.51). a diferenca de energia
associada a freqiiéncia v = ¢/A, com A = 2337 A éhv = 4.88eV. Logo, a inter-
pretacao do resultado experimental €: enquanto o potencial acelerador é.insufi-
cientc para comunicar aos elétrons essa energia cinética. eles ndo podem transferir
aos atomos de Hg com os quais colidem a energia de excitacio minima necessiria
para remové-los do estado fundamental.

Assim que € atingido o limiar de excitacdo de 4,88 eV, comecam a ocorrer
colisdes ineldsticas entre os elétrons e os dtomos, em que energia cinética dos
elétrons € convertida em energia de excitacdo e depois reemitida sob a forma de
radiacio de 2537 A.

Também foram observados limiares associados a transicdes para outros niveis:
estas experiéncias constituem um dos primeiros exemplos de bombeamento atémi-
co, em que um 4tomo € transferido de seu estado fundamental a algum de seus
estados excitados de forma controlada. no caso através de colisdes com elétrons.
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Além disso, também foi determinada experimentalmente por Franck e Hertz a
energia necessdria para ionizar os 4tomos, que corresponde i transicio do estade
fundamental para o espectro continuo; o valor de V, correspondente € o porencial
de ionizacdo, e concorda com aquele inferido espectroscopicamente pelo limite de
uma série de linhas espectrais.

7.8 As ondas de de Broglie

Em 1923, o fisico francés Louis de Broglie, que estava preparando sua tese de
doutoramento, sugeriu uma série de idéias especulativas, baseadas nos resultados
até entdo obtidos para f6tons, na teoria de Bohr, e na analogia 6tico-mecéinica (Sec.
2.11).

Para os fotons, como vimos no tratamento do efeito Compton, manifestam-se
efeitos que os caracterizam como particulas, mas que ao mesmo tempo dependem
de suas propriedades ondulatdrias, como a relacdo (7.13) entre a magnitude do
momento p do foton e o seu comprimento de onda A:

=hk ! (7.54)
|

O aparecimento de nidmeros inteiros na condicio de quantizacio de Bohr para
as Orbitas dos elétrons no atome de H fol uma pista importante. Nas palavras de de
Broglie,

“A determinacio do movimento estaciondrio dos elétrons no dtomo introduz
nimeros inleiros; ora, até aqui os Unicos fendmenos em que intervinham inteiros na
fisica eram os de interferéncia € modos normais de vibrac@o. Esse fato me sugeriu
a ideia de que também os elétrons ndo deveriam ser considerados somente como
corptsculos mas de que deveriam estar associados com periodicidade™.

Assim, a contrapartida das propriedades corpuscularcs da luz, antes conside-
rada como onda, seriam propriedades ondulatdrias dos elélrons (mais geralmente.
de outras particulas), até entfo tratados como corpusculos. Por analogia com a (7.54).
de Broglie postulou que o comprimento de onda associado a particulas (nio-rela-
tivisticas) de momento p = mv, seria

B % (7.55)
P 1l ]

que se chama o comprimento de onda de de Broglie da particula.
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Qual seria o valor de A para elétrons de diferentes energias E? Para um elétron
livre néo-relativistico. a energia € puramente cinética:

> i '
E:/}p— {p:NH'ZmE J 5?\,=Li (7.56)
2m

Para um elétron de 1 eV, temos:

E=1602x10"],m=9109x10""ke , h = 6,626 x 1015,

0 que d4
Mevy = 122 x107°m = 122 A
ou seja
! 22w |
| ev)

Assim, para um elétron de 100 eV, tem-se A = 1,22 A , para 10° eV, & = 0,1224;
muito acima disso, ja seria preciso usar a energia relativistica. Por outro lado, para
prétons de 1 keV, seria A = 0,009 A (devido a M, = 1836;?15,-).

Os pequenos valores de A mesmo para particulas da escala atdmica explica-
riam por que as propriedades ondulatérias teriam passado desapercebidas. Confor-
me observou de Broglie, € a mesma razido pela qual as propriedades ondulatérias da
luz visivel passam, normalmente desapercebidas. permitindo que se empregue a G6ti-
ca geométrica em lugar da otica ondulatéria.

Durante a defesa de tese, Jean Perrin perguntou a de Broglie se as suas ondas
poderiam ser detetadas experimentalmente. A resposta de de Broglie foi que isso
talvez fosse possivel fazendo experiéncias de difracdo de elétrons por cristais.

Sem que Perrin ou de Broglie soubessem, ji existiam alguns dados experimen-
tais nessa ocasido indicativos do efeito, em experiéncias no laboratdério de C. H.
Davisson em N. York, de espalhamento de elétrons por amostras cristalinas de ni-

quel (foi um antecessor dos laboratérios da Bell).
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Entretanto, efeitos muito mais claros apareceram nessas experiéncias por aca-
s0, devido a um acidente ocorrido no laboratério em 1925: uma garrafa de ar liqui-
do explodiu. levando @ alvo de niquel a ficar oxidado. Para eliminar o oxido, o
alvo foi submetido a um tratamento térmico que o transformou, de um agregado
policristalino, em pequeno ndmero de monocristais. O resultado foi uma mudanca
radical na distribuicdo angular dos elétrons espalhados: apareceu um pico intenso
correspondente a um dngulo de desvio de 50°, para um feixe de elétrons de 54 eV.

feixe ‘ incidente

L

feixe
difratado

Fig. 7.13 Difrac3o de eléirons

Por difracdo de raios X sabia-se que o espacamento D entre dtomos de Ni na su-
perficie era de 2,15 A,

Se o feixe de elétrons sofre difracdo de Bragg por uma familia de planos reti-
culares que forma um dngulo 0 com a superficie (fig. 7.13), o espacamento entre os
planos € d = Dsen®, e a condicdo de Bragg (4.89) dd, para m = 1,

(T . |
stenl——ﬁ :k=2Dsenﬂcos€'=Dsen(28) (7.58)

-

Mas 20 € o dngulo de desvio (fig. 7.3), de modo que

A =2]15A sen50°=165A

ao passo que a (7.57) daria A = 1,66 A . Conlirmou-se assim quc o pico a 50° era
devido a difracdo de Bragg dos elétrons pelo cristal de Ni .

Vimos na Se¢. 4.11 quc outra técnica de difracio de raios X é o método dos
pos cristalinos de Debye e Scherrer, em que o agregado de microcristais do po

tem faces distribuidas ao ‘acaso, levando & formacdo de anéis concéntricos de
difracdo.
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Experiéncias andlogas de difracdo de elétrons foram feitas em 1927 por G. P.
Thomson, mostrando os anéis de difracdo esperados. 30 anos antes, em 1897, o pai
de G. P, Thomson, J. J. Thomson, havia descoberto ¢ clétron, tendo ganho o Pré-
mio Nobel de 1906 pela identificacio dos elétrons como corpusculos. Em 1937,
juntamente com Davisson, G. P, Thomson ganhou o Nobel — por demonstrar que
elétrons sao ondas!

Em 1929, 1. Estermann e O. Stern demonstraram a difra¢io de particulas neu-
tras: dtomos de He ¢ moléculas de Ha, verificando a validade da relagciio de de
Broglie também neste caso. Posteriormente, foram feitas experiéncias de difracéo
com néutrons, levando a técnicas valiosas de investigacio da estrutura de cristais,
complementares & difracio de raios X.
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teoria quintica, correspondendo & “velha teoria quéntica”, desenvolvida durante o
primeiro quarto deste século. A caracterfstica principal dessa era foi a abordagem
heuristica, fenomenolégica, procurando encontrar aspectos da nova dindmica do
mundo atdmico ¢ subatdmico de forma semi-empirica. '

Embora tenha obtido alguns sucessos notdveis, a velha teoria quéntica tinha
defeitos muito sérios. Em primeiro lugar, era uma mistura extremamente arbitrdria
de fisica cldssica com novos postulados alheios e contraditérios a fisica cldssica.
Além disso, o modelo atdmico de Bohr nunca pbdde ser extendido a atomos com
mais de um elétron “dtico”, isto €, envolvido nas transicdes que dio origem ao
espectro Otico: por ex., ao dtomo de He, Mesmo para o dtomo de H, conforme
veremos, a predicdo da teoria de Bohr para o momento angular no estado funda-
mental (L = 7)) é incorreta: 0 momento angular € nulo.

Na avaliacdo de Einstein: “Que essas bases Incertas ¢ contraditorias tenham
permitido a Bohr descobrir as leis que regem as linhas espectrais e as camadas
eletrOnicas dos atomos, bem como seu significado para a quimica, pareceu-me co-
mo um milagre”.

7.9 A equacao de Schrodinger
para esiades estacionéarios

Os trabalhos de de Broglie, antes da confirmacio experimental dos efeitos on-
dulatérios associados a particulas, ndo haviam tido muita repercussdo, mas sua im-
portincia foi logo reconhecida por Einstein.

Em 1926, Peter Debye, que estava na Escola Politécnica Federal de Ziirich,
organizava, juntamente com Erwin Schridinger, seu sucessor na Universidade de
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Zirich, um coléquio conjunto. Conversando sobre a teoria de de Broglie, concor-
daram que ndo a entendiam, ¢ Debye pediu a Schridinger gque preparasse um colé-
quio sobre esse tema. Foi a preparacdo do coléquio que acabou levando Schrodin-
ger, poucos meses depois, a formulacdo da mecdnica ondulatéria, a sua versio da
mecadnica quintica.

Schrodinger, que tinha uma excelente formacio em fisica matemaética, preocu-
pou-se logo em encontrar uma equacdo de ondas para as ondas materiais. de de
Broglie, comecando pelos eszados estaciondrios, ou seja. por particulas de energia
E dada.

Para particulas livres ndo-relativisticas isso era bastante simples. Com efeito,
nesse caso, as relagdes de de Broglie implicam, como vimos, que a freqiiéncia v da
onda e seu nimero de onda k = 2rn/A estdo relacionados com a energia € 0 mo-
mento da particula por

_F =N = hm;
. | (7.59)
PEa=m
40 mesmo tempo que se tem, para uma particula livre de massa m,
"= p_2 (7.60)

(a energia € puramente cinética).
Por outro lado, a equacdo de ondas monocromdticas de niimero de onda £ g,
em trés dimensdes,

| (a-+ fﬁ-)w (x)_; 0 ‘ (7.61)

ou seja, usando as (7.59) - (7.60),

) P’ 2m p?
A=y S Y Y
E

ou, finalmente,
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que é a equacdo de Schridinger estaciondria para particulas [ivres ndo-relativisti-
cas de massa m ¢ energia E.

Consideremos agora o problema ndo-relativistico do movimento de uma par-
ticula de massa m ¢ energia E num campo de forcas, associado a energia potencial
V(x), para o qual

E==—%V (sz) (7.63)

"m

O problema do dtomo de hidrogénio, p. ex., € desse tipo.

Para obter a equagdo das ondas de de Broglie nesse caso, Schridinger apelou,
como o préprio de Broglie ja fizera, para a analogia dtico-mecdnica que havia sido
descoberta por Hamilton.

Vimos na Sec. 2.11 que a trajetoria de uma particula de energia E dada num
campo de forcas de energia potencial V(x), segundo as leis da mecénica classica, €
idéntica & de um raio luminoso num meio inomogéneo de indice de refracdo dado
pela (2.73),

%n (x) =

— | (7.64)

segundo as leis da Otica geométrica.

Em seu primeiro trabalho de 1926, Schrddinger argumentou:

“Nossa mecénica classica € talvez completamente andloga a dtica geomdirica,
¢ por isto falha e estd em desacordo com a realidade ... Portanto € preciso estabele-
cer uma mecinica ondulatdria, e 0 método mais ébvio € a elaboracio de uma teoria
ondulatéria a partir da analogia Hamiltoniana™. :

Sabemos (Sec. 3.1) que, para ondas dc nimero de onda reduzido ky num meio
de indice de refracdo s, o nimero de onda no meio € k£ = nko . Logo, a equacgdo de
ondas monocromaticas (7.61) deve ser substituida por

[A +n’ (x) kj} v (x)= 0! (7.65)

onde ky é o nimcro de onda na auséncia do meio, ou scja, para particulas livres, de
mesma energia (freqii€ncia), dado, como na (7.61), por
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As (7.64) e (7.65) ddo entdo
2m V(X)- 2 m 2 m
D=JA+—E I———= X)= Ay -— Vy+—E
ou seja
oA +V(x)y = Evy(x) (7.67)-

que € a equacdo de Schridinger para estados estaciondrios de energia E na pre-
senca da energia potencial V(x), generalizacio da (7.62). Para o dtomo de H, p.

ex., seria
!v@):—ﬁ—; (7.6%)

Ndo basta, entretanto, formular uma equacio de ondas. E preciso que saibamos
como interpretd-la. A que correspondem a amplitude e a intensidade da onda? Qual
¢ a relacdo entre a onda ¢ a particula a ela associada?

O problema da interpretag@o também estd relacionado com as condigdes que
devem ser impostas as solugSes da equacéo para que scjam fisicamente aceitdveis,
em particular as condicdes de contorno que devem ser satisfeitas.

Trata-se precisamente de formular os novos conceitos fisicos associados 2 es-
cala atbmica. Esse é um problema altamente nfdo-trivial, e ainda hoje, mais de meio
século apos a formulacdo da teoria quintica, alguns aspectos mais sutis continuam
sendo elaborados (sec. 10.8).

Deixando de seguir a evolucfo histérica, vamos abordar a formulacdo dos
principios e conceilos bdsicos da fisica quéntica no préximo capitulo.
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PROBLEMAS

1. Para verificar se o conceito de féton € relevante no eletromagnetismo mi-
croscopico, considere uma estacdo de radio que transmite na freqii€ncia de 1 MHZ
e com uma poténcia total emitida de 5 kW. (a) Calcule o comprimento de onda das
ondas de rddio emitidas. (b) Calcule a energia correspondente dos fotons, em eV.
(c) Quantos fotons sdo emitidos por segundo?

2. O comprimento de onda correspondente ao limiar para que ocorra o efeito
fotoelétrico no aluminio é de 2.954A. (a) Qual € a func@o de trabalho do Al (em
eV )? (b) Qual é a energia cinética miaxima dos elétrons gjetados do Al por luz
ultravioleta de comprimento de onda de 1500A7

3. Um féton de 100 MeV colide com um préton em repouso. Calcule a perda
mixima de energia que o féton pode sofrer.

4. Relacione a direcdo ¢ de desvio do elétron de recuo no efeito Compton
(Sec. 7.4) com as fregiiéncias vy e v dos fotons incidente e espalhado e o dngulo
8 de espalhamento.

5. Um f6ton de raios X de Ay = 3 A é espalhado por um elétron livre em
repouso, sendo desviade de 90° Qual € a energia cinética de recuo do elétron (em
eV)?

6. Um positron de momento p colide com um elétron em repouso, ievando o
par a aniquilar-se em dois fotons, cujas direcdes de propagacdo formam um angulo -
8 uma com a outra. Demonstre que a soma dos comprimenios de onda dos dois
fotons € igual a A, (1 — cosB), onde A. € o comprimento de onda Compton do
elétron (observe que o cédlculo € semelhante ao do efeito Compton).

7. Em 1965, Hoglund e Mezger observaram, com um radiotelescopio, uma 1i-
nha espectral de emissao de freqiiéncia 5.009 MHz. (a) Mostre que essa linha cor-
responde a uma transicdo entre dois niveis de Rydberg do dtomo de hidrogénio, n
=110 e n = 109. (b) Qual € o raio da o6rbita de Bohr n = 110?
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8. Para verificar o possivel efeito de correcOes relativisticas na teoria de Bohr
do dtomo de hidrogénio, pode-se calcular a razdo wec. onde v € a velocidade do
elétron no estado fundamental do dtomo. Mostre que

! - 2
Y -
'. — =1 ; o= q_

c he

onde o é chamada de constante de estrutura fina. Mostre que o = 1/137, de modo
que v/c < 1% .

9. No tratamento do modelo de Bohr do dtomo de H na Sec. 7.7; o niicleo
(préton) foi tratado como se tivesse massa infinita em repouso. Na realidade, o
elétron e o niicleo se movem em torno do centro de massa do sistema. (a) Mostre,
levando em conta esse efeito, que ele corrige a constante de Rydberg por um fator
de M/(M + m), onde M é a massa do nicleo. (b) Considere o espectro do deutério
(isétopo do hidrogénio de massa 2). Qual € a variacdo percentual de comprimento
de onda entre uma linha do espectro do H e a linha correspondente do espectro do
deutério?

10. Considere um oscilador harmonico bidimensional, de energia

onde r € a distdncia ao centro ¢ @ a fregiiéncia angular do oscilador. Para orbitas
circulares, aplique a condicdo de quantizacdo de Bohr e obtenha os niveis de ener-
gia. Qual seria a freqiiéncia da radiacdo emitida numa transicdo entre dois niveis

vizinhos?

11. Considere uma molécula diatdmica formada por dois dtomos idénticos de
massa M (ex.: H2,O-,..) e separacdo rp. A molécula pode entrar em rotacio
(como um haltere) em torno de um eixo gue passa pelo seu centro, perpendicular
ao segmento que liga os dois dtomos. tratado como uma barra rigida. (a) Aplicando
a condiciio de quantizacio de Bohr, calcule os niveis de energia rotacional da mo-
lécula. (b) Para a molécula de Hs, calcule a encrgia (em eV) do primeiro nivel
rotacional, tomando iy = 0,74 A.
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12. Calcule o comprimento de onda de de Broglie associado as seguintes par-
ticulas: (a) elétron de energia igual a 10 MeV (relativistica!); (b) néutron térmico
(& temperatura T = 300 K).

13. Tluminando-se sucessivamente a superficie de um metal com luz de dois
comprimentos de onda diferentes, A1 ¢ A, encontra-se que as velocidades maximas
dos fotoelétrons emitidos estdo relacionadas por: vi_mux = O 12, mue Derhonstre gque
a funcéo de trabalho é dada por

(DL2 Ay — ?\,2) ke

@D

14. Um dtomo de hélio uma vez ionizado, He', tem um espectro andlogo ao
do hidrogénio, mas seu niicleo tem o dobro da carga do de hidrogénio. (a) Desen-
volva a teoria de Bohr para o He', calculando os niveis de energia E, em funcio
das constantes fisicas e, m, ¢, h, €. (b) Calcule a energia de ionizagdo do He'.



PRINCIPIOS
BASICOS DA
TEORIA QUANTICA

8.1 A dualidade ondu—particula

Vimos ao longo deste curso como as teorias sobre a natureza da luz evo-
luiram de uma teoria corpuscular, capaz de explicar leis basicas da ofica geomeé-
trica, & teoria ondulatdria, que explica os efeitos de interferéncia e difracio da luz.
Por outro lado, as teorias do efeito fotoelétrico e do efeito Compton voltaram a
apontar para caracteristicas corpusculares da luz, levando a introdugio dos fdtons
como “particulas de luz”.

Para os elétrons, considerados como particulas desde sua descoberta, a confir-
mac#o experimental das conjecturas de de Broglie demonstrou efeitos de difracdo e
interferéncia caracteristicamente ondulatérios.

Como conciliar conceitos tdo diferentes como os de onda e particula? Durante
o periodo em gue i1sso estava sendo tentado, William Bragg chegou a descrever a
sitnacdo nestes termos: “Os elétrons se comportam como particulas as segundas,
quartas e sextas e como ondas as tercas, quintas e sabados.” Aos domingos, presu-
mivelmente, os fisicos descansariam do esforco de tentar compatibilizar os dois
comportamentos.

Procuremos definir de forma mais precisa o contraste entre “comportamento
ondulatério” e “comportamento corpuscular” analisando o experimento de Young
de duas fendas (Secs. 3.1 e 3.2) em termos dos conceitos clissicos de onda e de

particula.



(a) Experimento de Young com ondas cldssicas
Vamos pensar em ondas cldssicas como ondas “macroscépicas™ num meio: por
exemplo, ondas de som na atmosfera. As ondas, produzidas por uma fonte suficien-
temente pequena para gue possamos tratd-la como puntiforme (fonte coerente), in-
cidem sobre um par de aberturas num anteparo opaco e sdo detetadas sobre um
anteparo de observacdo por um detetor movel que varre o anteparo (por exemplo,
um microfone acoplado a um altofalante).

Fig. 8.1 Experimenio de Young com ondas ciassicas

Se apenas a fenda 1 estivesse aberta, a intensidade do som detetada seria
I (x) (fig.8.1); analogamente para 2, sendo

LE=o,@f (=12)| (8.1)

onde @ (x) € a amplitude da onda sonora (funcZo de onda). A experiéncia de Young
mostra inferferéncia, ou seja: com 1 e 2 abertas, a intensidade observada é

L@@ ra@f ~L+h+2iE css| 6D

onde A € a defasagem entre as duaas contribuicdes [cf. (3.11)].

— Logo, em geral, fi» # I; + L ; em particular, se I} = L, = Iy , a intensidade
resultante /> pode variar, de 0 a 4 Iy (com valor médio 2 Iy ), conforme a inter-
fer€ncia seja destrutiva ou construtiva.
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—Assim, se fecharmos uma das fendas, a intensidade num ponto x do an-
teparo de observacdo pode diminuir, mas também pode qumentar.

— Se formos gradualmente diminuindo a intensidade da fonte sonora, as fran-
jas de interferéncia vdo diminuindo proporcionalmente de intensidade, de forma

COniinid.

(b) Experimento de Young com particulas cldssicas

P2 T T P1z

o F}:

Fig. 8.2 Experimento de Young com particulas classicas

Para simular uma fonte puntiforme, que emite isotropicamente em todas as
direcoes, vamos imaginar uma metralhadora giratéria F que dispara balas varrendo
direcbes ao acaso (supondo também que as balas possam ricochetear, emergindo de
cada fenda segundo um conjunto de direcdes). Para simular uma fonte estaciondria,
de intcnsidade constante, supomos que a taxa de disparos (n° de balas/unidade de
tempo) é constante. Um detetor D, por exemplo, uma caixa de areia, varre o an-
teparo de observacio e regisira a probabilidade P(x) dx de cncontrar uma bala
entre x € ¥ + dx no anteparo (razdo do nimero de balas detetadas neste intervalo,
por unidade de tempo, & taxa de disparo).

Sejam Py (x) e P> (x) as distribuicGes encontradas quando somente 1 ou so-
mente 2 (respectivamente) estd aberta. Supomos que as balas (particulas) ndo po-
dem fragmentar-sc. ou seja:

— Nio podemos detetar uma fracdo de bala

__ Cada bala passa ou pela fenda 1 ou pela fenda 2, ¢ esses eventos sdo inde-
pendentes e mutuamente exclusivos. Logo, a distribui¢do P> observada com ambas
as fendas abertas ¢
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— Se fecharmos uma das fendas, como P; 2 0 e P> = (. a distribuicéo
P2 (x) s6 pode diminuir, em cada ponto x.

— Se formos diminuindo a taxa de disparos, as balas continuam chegando
uma a uma até o anteparo de observacio, distribuidas em pontos x ao acaso, apro-
ximando-se da distribuicdo (8.3) apdés um tempo de observacio suficientemente
grande.

(c) Experimento de Young com elétrons
Experimentos do tipo do de Young com particulas atdmicas ou subatOmicas
sdo muilo dificeis de realizar, devido a escala, grau de monocromaticidade dos fei-
Xes e outros requisitos necessarios. Entretanto, os efeitos a serem descritos ja foram
observados com elétrons e outros tipos de particulas.$

I

- P, P

AlIS
Pt x
7 DE,EK
.:JQI_F ______ % _J’;'_-'.'___ . T _
=F 2 -0
2

Fig. 8.3 Experimento de Young com eléirons

A fonte F de elétrons pode ser um filamento aquecido. O detetor poderia ser
um contador Geiger. que contém um gis num campo elétrico préximo ao valor
disruptivo que produziria uma descarga no gds. A passagem de um elétron, pela
ionizacdo que gera, provoca um efeito de avalanche, que amplifica o efeito ao nivel

® Com elétrons: C. Jonsson. Z. Phys. 161, 454 (1961); Am J. Phys 42, 4 (1974).
Com néufrons frios: A. Zeilinger ef al.. Rev. Mod. Phys. 60, 1067 (1988).
Com dtomos: Q. Camal e J. Miynek, Phys. Rev. Letr. 66, 2689 (1991).
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macroscopico, produzindo a descarga (a corrente associada pode ser usada para
gerar um sinal acustico, por exemplo).

As caracteristicas observadas sdo as seguintes:

(1) O detetor s6 registra nimeros inteiros de elétrons, nunca uma fracio de
elétron (como para parficulas cldssicas).

(i1} Para uma fonte de elétrons suficientemente fraca, pode-se fazer com que 0s
elétrons cheguem um a um. Nesse caso, eles chegam em pontos x distribuidos ao
acase, como no exemplo da metralhadora giratdria (particulas classicas), € pode-
mos medir a distribuicdo de probabilidade P;(x) correspondente a ter sé a fenda j
aberta (j = 1,2), bem como a distribuigdo P> (x) com as duas fendas abertas.

(ii1) Acumulando as contagens de uma fonle muito fraca durante um tempo
longo, obtém-se (para elétrons suficientemente monoenergéticos) franjas de inter-

feréncia em Pqs

Po# B+ B | (8.4)

com uma figura de interferéncia idéntica & de ondas cldssicas.

(iv) Fechando uma das aberturas. P> (x) tanto pode diminuir como aumentar,
dependendo da posicdo x (come para ondas cldssicas).

As propriedades (1) e (ii) sdo caracterfsticas de partfculas classicas, e (iii) e
(iv) sdo caracteristicas de ondas classicas. A Gnica conclusdo possivel é:

Os elétrons (e outras particulas atémicas e subatdémicas, inclusive o fGlon)
niao sdo NEM particulas cldssicas NEM ondas cldssicas (embora mostrem algumas
das propriedades dec ambas);

Entretanto, o fato notdvel, que pode ser inferido pela analogia entre a figura dc
interferéncia dos elétrons ¢ a das ondas sonoras, € que existe uma funcdo de onda

Wy (x) tal que, se y;(x) € o seu valor quando s6 a fenda j estd aberta,

2

RE=w @56 =]v,

Bo (1) = |w, (0) + v, ()] (8.5)

Superposicio
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8.2 A inferprefacéio probabilistice

Identificando W (x) com a funcio de onda de Schridinger das ondas de de
Broglie, a (8.3) implica que a interpretacio fisica de W (x) € como uma amplifude
de probabilidade, ou seja que

'; ()dx=|v(f a‘x' (8.6)

¢ a probabilidade de encontrar a particula entre x e x + dx (dctegdo ao longo da
direcio x descrita acima). Essa interpretacdo tisica foi proposta por Max Born em
1928 e valeu-The o prémio Nobel em 1954,

O fato de que amplitudes de probabilidade podem interferir ¢ propagar-se
como ondas é extremamente peculiar. A interferéncia encontrada no experimento
de Young com elétrons, por exemplo, € incompativel com a idéia de que o elétron
tem de passar pela fenda 1 ou pela fenda 2.
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Fig. 8.4 Cbservacdo da fenda pela qual um elétron passa

Para verificar isso diretamente, consideremos uma variante (alfamente esque-
matizada) da experiéncia descrita, em que procuraremos verificar por qual das fen-
das o elétron passa. Para isso, iluminaremos as fendas com uma “lampada™ L e
procuraremos observar luz espalhada pelo elétron (fig. §.4) por ocasifio de sua pas-
sagem. Como particula carregada. o elétron espalha a luz, ¢ podemos verificar
(usando um circuito de coincidéncias) sec o “flash” devido a sua passagem provém
da fenda 1 ou da fenda 2. Para tornar a identificacio possivel, podemos reduzir a
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4]

intensidade do feixe de elétrons a um valor tio baixo que passa somente um eléfron
de cada vez. Por outro lado, &€ preciso que a luz seja suficientemente intensa para
que tenhamos certeza de que todos os elétrons sdo observados (380 acompanhados
de “flashes™).

Se fizermos a experiéncia nessas condigOes, verificaremos que os elétrons que
passam pela fenda 1 t€m uma distribuicdo de probabilidade Py (x) (como seria de se
esperar), e os que passam por 2 tém P: (x). Todos os “flashes” de luz provém ou de
1 ou de 2; nunca se observardo “flashes” vindo ao mesmo tempo de 1 ¢ 2 devidos
a passagem de wm elétron. E quanfo vale P2 (x)? Como as observacoes foram feitas
com as duas fendas abertas e todos os elétrons foram observados, apenas agru-
pando-se conforme a fenda pela qual passam, serd

R ()= R()+ ()] ®7)

ou seja, ao observarmos por qual fenda o elétron passa, destruimos a interferéncia.

Por conseguinte, a maneira pela qual se faz a observacdo na escala micros-
copica (atomica ou subatomica) pode afetar drasticamente os resultados.

Na fisica cldssica, o processo de observacdo também perturba os resultados,
mas esta perturbacdo pode ser levada em conta e pode ser reduzida, em principio,
a um nivel arbitrariamente pequeno.

No presente exemplo, a perturbacio provém do espalhamento de luz pelo elé-
tron. Ndo serd possivel também reduzir o seu efeito? Ha dois parimetros que pode-
mos usar como controles para isso: a intensidade da luz e o seu comprimento de
onda (supondo-a monocromadtica). Classicamente, diminuir a intensidade eqiiivale-
ria a diminuir a interacdo com os elétrons. Entretanto, a dualidade onda-particula
também se aplica a luz: ela € formada de fétons, e reduzir a intensidade equivale a
diminuir 0 n.” de fotons incidentes por unidade de tempo ¢ de drea, sem alterar a
interacdo de cada foéton com o elétron.

O resultado € entio que diminui a probabilidade de que o elétron encontre
um féton ao passar, ou seja, a probabilidade de espalhamento torna-se < 1 (antes,

supinhamos que era = 1 : havia um f6ton espalhado na passagem de cada elétron).

*  Um experimento equivalente a este foi realizado por X. Y. Zou, L. J. Wang e L. Mandel, Phys. Rev. Lent.
67,318 (1991}, para fotons, e por E. Burks er al,, Narure 391, 871 (1998), para elétrons.



Haverd ent3o dois tipos de elétrons nas observacdes: os de “tipo A", cuja de-
teccio estd associada & observacdo de um féton espalhado [com probabilidade
P, (x) para os que passam por | e P> (x) por 2], e os de “tipo B”, que foram detec-
tados sem espalhamento de luz associado, de forma que nfo podemos dizer se pas-
saram por 1 ou por 2.

Para os elétrons de tipo A, a distribuicdo de probabilidade continua sendo da-
da pela (8.7). Entretanto, para os elétrons do tipo B, aparece o termo de inierferén-
cia, ou seja, s interferem as amplitudes de probabilidade associadas aos elétrons
para os quais ndo se pode deferminar por que fenda passarain.

Podemos porém reduzir a perturbacdo devida ao espalhamento de luz, man-
tendo a sua intensidade suficientemente elevada para garantir que todos os elétrons
que passam dao origem a um “‘flash™ de luz espalhada. Basta para isso diminuir a
energia de cada f6ton, o que, pela relacdo de Einstein E = hv. equivale a diminuir
v, OU scja, aumentar o comprimento de onda A da luz.

Verifica-se entdo que, para A suficientemente grande, reaparecem os efeitos de
interfer@ncia, mesmo com Iuz de intensidade elevada: isto acontece quando A € da
ordem da distincia 4 entre as duas fendas. Mas, devido as propriedades ondula-
torias da luz (poder separador), nao podemos localizar uma particula, usando luz
de comprimento de onda A, com precisdo melhor do que A. Logo, nessa situacio,
nao podemos mais saber sc¢ a luz espalhada provém da fenda 1 ou da fenda 2!

O resultado dessa “conspiracdo da Natureza” & que amplitudes de probabili-
dade associadas a duas possibilidades diferentes (fenda 1 ou fenda 2) inierferem
quando nédo € possivel saber qual das duas foi seguida, e ndo interferem quando é
possivel distingui-las. Caminhos indistinguiveis interferem.

Vemos assim que, na escala quéntica. o processo dc observacdo pode ter uma
influéncia decisiva no resultado observado. Conforme foi observado por Dirac, isso
permite definir, pela primeira vez na [isica, uma escala absoluta de tamanho, em
que “grande” e “pequeno” deixam de ser apenas conceitos relatives. A escala atd-
mica e subaidmica € pequena no sentido absoluto de que nela se encontram limi-
tacOes absolutas as possibilidades de observacdo: neste sentido, os objetos ato-
micos sdo “friageis”, e € preciso sempre especificar de que forma estdo sendo
observados. _

A medida dessa escala ¢ introduzida através da constante de Planck A: uma
acdo ¢ “grande” quando € >> /i, condicdo necessdria para que nos aproximemos do
nivel macroscopico.



8.2 istadcs de polerizacio o lue 291

Poderiamos perguntar, por exemplo, por que ndo se observam interferéncias de

Young com balas de metralhadora (Sec. 8.1(b)), uma vez que estas também devem
ser descritiveis pela {isica quéntica.

Terfamos de admitir, para comecar, que € possivel criar um feixe monoener-

gético de balas, todas com a mesma velocidade v. Qual seria o comprimento de

onda de de Broglie correspondente? Se tomarmos m = 10 g e v = 500 m/s

3x 107 3
gt = 6_’? - 13x10%m
my 1077 x5 x10°

de modo que as oscilagdes da figura de interferéncia — se fosse concebivel pro-
duzi-las — ocorrcriam numa escala totalmente inacessivel a resolucido de qualquer
detefor imagindvel, sendo pois inobserviveis.

Outro fator que contribui para a ndio-observaciio de interferéncias ao nivel ma-

croscépico (o efeito conhecido como “descoeréncia™) serd discutido na Sec. 10.8.

8.3 Estados de polurizacie du luz

Para introduzir os conceitos e os principios bdsicos da teoria quéntica, um
exemplo particularmente adequado, pela sua simplicidade, € o da polarizacdo da
luz. A razio disso é que, classicamente, a polarizacdo de um feixe pode ser descrita
em termos de um pequeno ndmero de varidveis: a descricdo quintica serd também
entio bem mais simples do que a da posicdo de wma particula, que pode assumir
uma infinidade continua de valores.

Classicamente, como vimos na Sec. 5. 3, o estado de polarizacdo de uma onda
plana monocromdtica de intensidade e dirccdo de propagacido dadas fica determi-
nado por dois pardmetros: a razdo b/u das amplitudes do campo elétrico em duas
directes ortogonais (num plano L a direcdo de propagacido) e a defasagem 3 entre
essas componentes [cf. (5.29)].

Procuraremos dcscrever quanticamente apenas a polarizacdoe dos fotons, sem
nos preocuparmos com sua energia (freqgiiéncia) e direcdo de propagacio (ou seja,
com a dependéncia de x e 7). Vamos considerar primeiro cstados de polarizacao

linear.

Vimos na Sec. 5.8 o conceito de um filtro de polarizacde. Um filtro de polari-
zacio linear, usado como polarizador, s6 deixa passar luz de polarizacdo linear
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numa dada direcdo (eixo do filtro). Se to-
marmos a direcdo de propagacio como
€1x0 z, a direcao de polarizacdo linear
produzida pelo filtro pode ser caracteri-
zada pelo dngulo 6 que faz com uma di-
recdo fixa no plano transversal, por exem-
plo, a direcéo x (fig. 8.5). |

Analisador Podemos usar um filtro idéntico como a-
nalisador, para detetar a polarizagdo. Se
Bilivadar o eixe do analisador forma um angulo
_ _ o @ com a direciio de referéncia x, ele s6

Fig. 8.5 Filiros de polarizacio linear . . = :
deixard passar uma fracdo 7/, da inten-
sidade da luz proveniente do polarizador, onde I/ly, para um filtro ideal, € dado

pela lei de Malus (5.82):

J I/1,=cos’(8-09) (8.8)

Passard toda a intensidade se os eixos estdo alinhados (6 = @), e ela serd toda
bloqueada se estiverem cruzados (0 — ¢ = tw/2).

Como descrever esses resultados em termos de fotons? A polarizacdo linear
define a direcdo de oscilacdo do campo elétrico. No efeito fotoelétrico, é o campo
elétrico que atua sobre os elétrons: com luz linearmente polarizada, a diregdo de
polarizagio € a direcdo preferencial em que os elétrons sdo ejetados. Ha evidéncia
experimental de que isso vale para cada féton incidente, ou seja, num feixe de luz
linearmente polarizado, cada féton tem a mesma polarizacdo linear.

Sabemos que a infensidade do feixe € proporcional ao numero de fdrons. Lo-
g0, a (8.8) deve representar a fracdo do nimero de fotons incidente sobre o anali-
sador que € transmitida por ele. Mas o que acontece com cada féton incidente?

Nio pode ser transmitida uma fracio de foton: ou ele passa ou ndo passa.
l.ogo, a unica forma de interpretar a lei de Malus (8.8) é que ela di a probabili-
dade de que um foton linearmente polarizado na direc@o O atravesse um analisador
com seu eixo alinhado na direcio @.

Vimos na Sec. 2.2 que um problema semelhante existe na interpretacdo cor-
puscular da exist€ncia de reflex@o ¢ transmissfo parciais na interface entre dois
meios: um corpusculo que atinge a interface € refletido oun transmitido? (foi para
resolver este problema que Newton propds seu modelo dos “acessos™ de facil re-

flexdo ou ficil transmissio).
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Classicamente, dizemos que um sistema se encontra num estado bem definido
quando conhecemos a mdxima informacdo possivel a seu respeito: por exemplo,
para uma particula de massa m, o estado clédssico é definido pela posicdo x e velo-
cidade v (ou momento p = m v).

No mesmo sentido, diremos que o estado gudntico de polarizacdo de um féton
fica bem definido quando sabemos que ele é linearmente polarizado numa dada
direcdo (8 ou @, porexemplo). Podemos dizer entdo que o polarizador, na expe-
riéncia acima descrita, prepara fétons no estado de polarizacdo linear 8, ¢ que,
apOs atravessar o analisador, um féton estard no estado de polarizacdo linear ©.

Chegamos assim a seguinte concluso: a probabilidade de que um féion pre-
parade no estado de polariza¢do linear © passe por um analisador que seleciona
fotons de polarizagdo linear @ &

; P(0,6)=cos* (8 — o) ‘ (8.9)

Nio é possivel predizer com cerfeza 0 que acontece com um féton, exceto para
© = 0, quando P=1,epara @ = 6 £xw/2, quando P = 0.

Podemos tomar entdo como amplitude de probabilidade associada a esse pro-
cesso

! cos (8 = (p) = cos.8 cos@ + sen © sen @ i

¢ que também pode ser escrito como um produto de futores associados a Qe
© separadamente (ou seja, aos estados de polarizacdo do féton incidente ¢ do féton
transmitido), da seguinte forma:

COSHW%

sen; | ity

I cos (B0 — @) = (cos 9 sen @)
L

onde estamos usando dlgebra de matrizes para a multiplicacido de uma matriz linha

cos @

(cos @ sen @ ) por uma matriz coluna 5
sen

8.4 Vetores de estuade

Sabemos pela dlgebra linear que uma matriz coluna pode ser considerada co-
mo um veior num espace vetorial linear; para uma matriz de dois elementos, este
espago tem dimensdo = 2, e um estado geral de polarizaco linear é entdo repre-
sentado pelo vetor coluna
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.

2 ;
, com 101! + [ &

=1 (8.11)

s

onde esta Ultima condic@o, chamada de condicdo de normalizacdo. corresponde
neste caso ao fato de que tem de ser P(08,0) = 1 [cf. (3.9)].

Veremos logo que essa representacdo se aplica ndc sd a polarizacio linear,
mas a qualquer estado de polarizacdo (no caso geral, eliptica) do féton. Entretanto,
para representar o caso geral, é necessdrio que ¢; e ¢; possam tomar valores com-
plexos.

Com efeito, vimos que 0 estado geral de polarizacdo depende de dois pard-
metros redis. Se ¢; € ¢ sfo complexos, temos a disposicao 4 parametros reals, mas
que tém de obedecer ao vinculo de normalizacdo, deixando 3 parimetros rcais li-
vres. Mas, s¢ multiplicarmos ¢, e ¢z por um fator de fase arbitrdrio e ™™ isto ndo
altera as probabilidades, que correspondem a mddulos ao quadrade de amplitudes
de probabilidade: logo, a fase absoluta de ¢; e ¢; pode ser alterada, desde que néo
s¢ altere a diference de fase entre esses dois nimeros complexos [como na onda
cldssica (5.29)]. Sobram entdo precisamente dois pardmetros reais arbilrarios, con-
firmando a necessidade de c¢; e ¢» serem complexos para descrever polarizacdo
geral.

Vamos utilizar uma notacdo devida a Dirac para representar o veror coluna
associado a polarizacio hnear O:

18)

cos 8

8.12
sen O ( )

que chamaremos de vefor de esrado correspondente a essa polarizacdo. O velor
linha da (8.10) serd representado por

{o] = (cospsen @) (8.13)
com
- {9]6) = (cospsen 0) cos =cos (6 — o) | (8.14)
f sen 6
correspondendo ao produto escalar desses dois vetores. Dirac chama | ... ) de “ket”
e (...l de “bra™; o produto escalar {...l...) € entdo um * bracket” (colchete de

Dirac) ¢ a (8.9) se escreve
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fl_f (@.8) :_jgip}e) ] (8.15)

No caso geral, em que as componentes tém de ser complexas, o vetor linha asso-
ciado ao vetor coluna (8.11) € definido por:

I " c \' : = -a-\'i
19-(3)=¢l= (s 9) @19

onde o asterisco indica o complexo conjugado. O produto escalar € definido por

(alo) = (i ) (3| = aim v ain | .17

Em particular , a norma Il | ¢) 1l € definida como

2

= {eleh = Jof +

-

& (8.18)

19|

que tem de ser = 1 pela (8.11). Se (alb) = 0, diz-se que la} e 1) sdo orfo-

gonais.

Chegamos assim & seguinte regra bdsica:

] i {
| Regra I: O estado qudntico de polarizacdo de um foton (de luz |
! .

| monocromdtica, numa dada direcdo de propagacdo) é representado

pelo vetor de estado normalizado

19=[ ). eom 19

P el = ©.19) |

Néo-unicidade da representacdo
A representacfo nde € univoca, Por exemplo, o vetor de estado de polarizacdo
linear na direcdo © pode ser representado igualmente por

# A norma tem de ser real ¢ ndo-negaliva. o que requer a conjugacio complexa na (8.16).
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; {—;‘9\5
€
0y =— ¢ | (8.20)
2 i\e'_’ﬁJ:
Com efeilo, isso dé
-if
1 _ 1 (e )
{(_p|8): it €+tw€.q‘, " !
+ 8
J V2 le )
] 5 —ifo
=5 A Y ) (8:21)
gque € o mesmo resuitade (8.20), preservande a normalizagio e a probabilidade

(8.9). Podemos também multiplicar ambas as componentes por um mesmo fator de
fase arbitrdrio, como vimos. As diferentes representacdes correspondem ao mesmo
vetor de estado, da mesma forma que o mesmo vetor € representado por componen-
tes diferentes em diferentes sistemas de coordenadas (Se¢. 8.7).

8.5 Observagéio binaria. Polarizac@ie circular

Ao lazer um féton passar por um analisador com eixo orientado na direciio
@ estamos observando a polarizacdo linear do féton nessa diregdo. (i) Essa obser-
vacdo s6 tem dois resultados possiveis: o féton passa (“sim”) ou ndo passa (“nido™),
que podemos codificar, em linguagem bindria, por 1 (“sim”™) ou 0 (*“ndo™). Além
disto, (i1) 56 existe um estado para o qual o resultado é, com certeza “sim”: o
estado 1@ ). Uma observagiio que satisfaz as condig¢bes (i) e (ii) serd chamada de
“observagdo bindria’.

Para um foton preparado num estado de polarizacdo qualguer, s6 podemos, em
geral, predizer a probabilidade de que passe pelo analisador, e inferimos da (8.15)
a segunda regra basica:

Regra Ii: Se um foton é preparado num estado de polarizacdo la), a
probabilidade de que seja observado com polarizacdo 1 b)) numa obser-

vacdo bindria imediatamente posterior €

é\“P(b,a) = s)a)f (8.22) ‘

Em particular, isso d4 a justificativa geral da condicio de normalizacio, pois
P{a,a) tem de ser = 1.
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(W]

Para que a (8.22) possa representar uma probabilidade, seu valor tem de estar
entre 0 € 1, o que decorre da bem conhecida desigualdade de Schwarz (Probl. 8.1):

Lol <[HF l9F =1 529

Luz circularmente polarizada

Resulta da representacdo da Sec. 5.3 de luz circularmente polarizada que a
intensidade de um feixe circularmente polarizado, ao passar por um analisador de
direcao ©, sempre se reduz a metade, qualquer que seja @, ou scja, a probabilidade
de passagem de um féton circularmente polarizado é = <, independente de .

Ci \1
Logo, se representarmos o vetor de estado correspondente por lc) = J ,a
(8.22) d4

2

(cos ¢ sen o) (Cl )
5 1

L 20,0 =folef -

2 & =
=lcos® ¢ +sen@ o = (cosq:— ¢, +senQ cz)(cosq) c, +sen @ cz)

ou s¢ja,

+{c o +¢ a ) cos @ sen @ + sen’ @ |.::2I2 = —, Vo (8.24)

cos® @ fe,|

B | =

; T
Em particular, tomando ¢ = 0 e @ = — , obtemos

¢ = i—e‘i“

T A )

l"*l| |Czl 2* 1
c; = ——=ée'P

)

T
e, tomando @ = 1
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# & ] iloe— —ifor—
& 6.h6 6 :E[G(u B 4 ﬁq:cos({x—ﬁ)z{)

]
—

o que dd B = o = = (mod. 2m). Escolhendo convenientemente o fator de fase arbi-

R

irario, temos portanto duas solugbes possiveis:

19-+%

=== ‘ (8.25)
A \ i

que correspondem as duas polarizacdes circulares independentes (esquerda ¢ direi-
ta; cf. fig. 32).

8.6 Ohservaveis

Quc grandezas sdo observdveis na fisica quintica? Uma grandeza que pode ser
medida, como a polarizagio linear de um féton numa dada diregdio, é observdvel,
mas o resultado de uma medida nfio precisa ser “sim” ou “ nio”, como numa ob-
servagio bindria. A energia de um féton, por exemplo, € uma grandeza observivel,
e o resultado pode ser qualquer ndmero real 20. Por outro lado, ¢ condicio ne-
cessdria de observabilidade que o resultado da observacio seja um nimero real.

Vamo-nos limitar, por enquanto, a grandezas A que sé podem tomar wm nii-
mero finito de valores, ou seja, tais que os resultados da observagio de A s6 podem
ser 0s nUmeros reais di , as ....,d,. Vamos supor também, de inicio, que exisie um e
um s0 estado qudntico | ¢;) para o qual A toma o valor a; (j = 1, 2, ..., n).

Podemos entdo definir como £;; a observacio bindria que responde & pergunta:

Eji: O valor de A no estado | ¢;) ¢ a;?

Para ver que se trata de uma observacfio bindria, basta notar que s6 hd duas
respostas possiveis: “sim”, se j = k, e “nio” para j#k, e s6 existe um estado, le; ),
para o qual a resposta € “sim”.

Logo, pela regra II, se um féton for preparado no estado | ¢; ). a probabilidade
de que a medida de A produza o resultado ; (portanto, que o féton seja observado
no estado le ) é

e =8, (k)=12..n (8.26)
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Escolhendo convenientemente as fases dos vetores de estado, a (8.20) se reduz a

(ec]er) =8 (827)
o que significa que le; ) ., lex),...,le,) formam um conjunio ortonormal de n ve-
tores de estado.

Sabemos, porém, da dlgebra linear, que, num espaco vetorial de dimensao m,
ndo podem existir mais de m velores ortonormais. Vimos também que m = 2 para
0s vetores de estado associados a polarizaciio do foéton,

Logo, no conjunte de estados guaniicos associados a polarizacdo do fdton,
nenhuma grandeza observavel (ou seja, que sO dependa da polarizacdo), pode tomar
mais do que 2 valores diferentes: a dimensde do espaco dos estados representa o
nimero mdximo de valores gue uma grandeza observdvel nesse espaco pode tomar.

Exemplo
5
-] I 2
Y N A
(] \i === ,‘:gs;mz |
E, ZIN
: Feixe

Cristal de incidente
calciia arbitrario

Fig. 8.6 Dupla refracéo

Quando um feixe de luz qualquer incide sobre um cristal de calcita (Ca CO3) ta-
lhado de forma conveniente, da origem a dois feixes transmitidos (feixe ordinario e
feixe extraordindrio), que tém polarizagBes lineares ortogonais (fig. 8.6). Nenhum
material produz mais de dois feixes associados a polarizacOes diferentcs, o que ¢
consistente com termos tomado n = 2 para descrever o estado quantico de polari-
zacfo de um féton.

Valores médios
Num estado de polarizacio |u) qualquer do féton, a grandeza A nio
tomard em geral um valor definido: 1sso sé acontece nos estados l¢;). No caso
geral, A tomard um de seus dois valores possivels, a; ou az , em cada observacio,
¢ haverd probabilidades py e p» dadas pela Regra Il (generalizada) para cada um

desses valores:
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;ﬁzuﬂﬂiﬁzyqu (8.28)

Assim, se fizermos um ndmero N muito grande de observacoes de A no estado lu ). e
obtivermos o resultado a; em n; delas e g2 nas n, restantes, com n, + #» = N, as
freqgiiéncias relativas ni/N e n/N se aproximardo respectivamente de p; e p» 2
medida que N for crescendo.

Conforme a definiciio usual, o valor médie (também chamado de valor es-
perado) de A no estado lu ) é entdo a média ponderada

(), =X 0 (8.29)

Substituindo os valores de p; pelas (8.28),

———
Pl
e
1]
M -
‘-.-Q
Lh'l'l:.
o
s

(8.30)

=
Voltando & defini¢do (8.17) do produto escalar, temos:

(el -t + 55 = (67 5) (%]

a,

0 que equivale a

@) - )] -

de forma que a (8.30) se escreve:

u) (8.32)

(@), = 2, (ule) (e

Produto externo

Vamos introduzir a nova notacdo la){b!| (produto externo de la) e {bl),
definida por sua atuagio sobre um ket | u ) qualquer:
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(a)p))

& o produto do nimero (blu) pelo ket a). Logo, atuando sobre um ket lu), o

J) = (blu) ) (8.33)

resultado é outro ket: 1a){b| é um operador sobre kets, e ¢ imediato que € um
operador [inear:

Ga)(b D ({1! u} + B| b}) = (Ot{f?%f.f} + E‘B{b']t))'ia} (8.34)

"
(75} by )
Em termos das componentes la) = L ' } elb> = Lb' , 0 produto externo es-

as J

ta associado a uma matriz 2 x 2:

|a)b]| = f“‘] (b{‘ z?;“] - [“‘ i bi] (8.35)

\ s a, b: ay by

o que corresponde 2 relacdo bem conhecida entre operadores lineares e matrizes,
em termos de dlgebra vetorial, e satisfaz a (8.33) (verifiquel).

Voltando & (8.32), vemos entdo que ela pode ser reescrita como

!{T}F (i éi};ﬂ (8.36)

onde A é o operador linear (0 circunflexo € a notacio para operador)

=N
A=3%q I, (8.37)
com
S : !
T =lafe] G=19)] @38

8.7 Represeniac¢dbes. Mairizes

Antes de formular regras relativas a observdveis, vamos recapitular alguns re-
sultados de dlgebra linear sobre a representagdo de operadores lineares por ma-
trizes e introduzir alguns desenvolvimentos da notacio de Dirac.
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Como o espaco dos vetores de estado de polarizacio do féton tem dimensdo 2,
podemos introduzir nele uma base ortonormal le; ), e, ), onde

{ale)=8, (=1 2)_| (8.39)

¢ representar qualquer vetor de estado | ¢ > como superposicdo dos vetores da base:

(8.40)

i . € |
e = [J ! (8.41)

Em particular,

‘\li
o= (ﬂ J' (8.42)

cosB Y

Exemplo I: Na representacdo em que 16) = end |

corrcsponde ao estado de

polarizacdo linear na direc@o 6, os estados (8. ‘42) correspondem a 6 = 0 e
8 = /2, respectivamente, ¢ qualquer outro estado de polarizacdo € uma super-
posi¢fic destas duas polarizagdes ortogonais, onde as componentes
c1 = cos8 e ¢ = senf, pela (8.40),

| iyl ﬂ—'l :
i-c] = \UEG} s By = <_2' 8>| (8.43)

representam as amplitudes de probabilidade, no estado | 9 >, de detetar o f6ton com

‘)."

Exemplo 2: E [icil ver (verifique!) que os vetores de estado de polarizacdo

polarizacdo linear na direcdo 0 ou I, respectivamente.

circular (8.25) sdo ortogonais:

(=0 (8.44)
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de modo que formam outra base ortonormal para a polarizacio: fisicamente. qual-
quer estado de polarizacdo pode ser represcntado como superposicdo de polariza-
¢Oes circulares direita e esquerda. Em particular,

(cos®
onde
1 cosB) ¢7°
={+|8) = —={1 -1 | = —
@ = (eloh =750 -0 (0] - 5
. (8.46)
1 cos 6 ¢®
S == ( 8) = ] =
w5 v } ﬁ( I’) sen 8 _‘E.‘
£ 1 (e . b i 4
0 que dil6) = Foy L ;g |- que € a (8.20). Logo, a multiplicidade de repre-
&

sentacdes dos vetores de estado corresponde a multiplicidade de escolhas de bases
possiveis, exatamente como a de escolhas de sistemas de coordenadas para vetores
em trés dimensoes.

A decomposicao (8.45) ¢ um caso particular, para luz linearmente polarizada,
da representacdo de um estado geral de polarizacdo como superposicdo de luz cir-
cularmente polarizada direita com polarizacdo circular esquerda. A interpretacio
quintica em termos de fétons, porém, é que l¢; I" = T1=lg I* ddo as probabilida-
des de detetar o foton linearmente polarizado, respccfivamente, como féton circu-
larmente polarizado direito ou esquerdo. Fisicamente, isto pode ser realizado com o
auxilio de cristais que t€m a propriedade de birrefringéncia circular, decompondo
luz incidente sobre eles em dois feixes, um de polarizacdio circular direita e outro
esquerda.

Operador de projecdo
A (8.40) permite escrever a identidade

19- o

ey + el o)

- | (8.47)
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onde, analogamente a (8.38),

-~

I, = e |, TL &)e | | (8.48)

Temos

g} =12 | (8.49)

P
ou seja, LI; ¢ ) representa a componente do estado | ¢ ) associada ao estado | ¢; ) da

base (por exemplo, componente do estado 19 ) que tem polarizacio | +) ). Diz-se
Fa

s
que 1l I¢c) € a projecdo de | ¢ ) sobre o estado l¢; ) , e 11; chama-se um operador

de projecdo.

Para um vetor em 3 dimensdes, a fig. 8.7

mosira que

Fig. 8.7 Projec8o de um velor

€ a componente de v na direcdo € . obtida projetando v sobre essa dire¢do, o que
justifica o nome de operador de projecdo dado a 11 ;.
A (8.47) mostra que

(8.50)

onde i ¢ o operador identidade: I l¢> = le>, para gualquer vetor lc> . A re-
lacdo (8.50) exprime o cardler completo da base | e¢; >, | e2>, ou seja, que qualquer
vetor pode ser representado em termos dela.

As (8.35) e (8.42) ddo a representacdo matricial dos operadores de projecéo e
da (8.50):
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A 1 10
f, = (o) ¢o= () o e
- I, + 11, =[; 1)=i‘§ (8.51)
| J
= 0 B 00 |
i-(or-(s

Matrizes

Dado um operador linear A, a (8.50) permite escrever a identidade

A g[ei-)(ei | Aggej)(e_,.i

(8.52)

]
Ny
S
o
L

—_——
l‘_‘!"\t:

onde

4;=(alAle;) | (8.53)

chama-se elemento de matriz do operador A entre os estados le;) e | e ) (para i =
j, s30 os elementos diagonais)

ot (Jo-(2

matriz em que s6 o elemento 12 € # 0 (e = 1). Logo, a (8.53) permite interprefar

Temos , por exemplo,

A;; como o, elemento (ij) de uma mairiz que representa o operador A, da mesma
Trepresenta le>.

forma que
c

2

e

i [ A l (8.54)
A=hl=( )

Usando a (8.52), vemos que, para qualquer vetor de estado l¢>,
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Y= A4lc) ZA”< ) fe ZA c.le) (8.55)

0 que equivale a

5= 2% G (8.56)

5 L : Cy
que € o resultade da aplicacio da matriz Il A;; 1l ao vetor coluna [ } segundo a

C7

regra do produto de matrizes:

| A" C} B Ay Ay G _ Ao T A, (-'2} (8.57)
! Ay Ay ) o Ay 6 + Ay 6 )

M
Analogamente, aplicando sucessivamente dois operadores lineares B e A a um

vetor | ¢ ), o resultado equivale (Probl. 8.6) a regra do produto:

}[A B) 2;1 B,; | (8.58)

Conjugado hermiteano

11 ?1:
P | 559
I'? ') !

A matriz

Rk

que se¢ obtém da (8.54) transpondo linhas e colunas e tomando o complexo conju-
gado, chama-se matriz conjugada hermiteana de |l A; I, e o operador linear A~ cor-
respondente chama-se conjugado hermiteano do operador A.

Temos entdo, por definigio,

(8.60)

B
P
b g

;. €J_-> = <ej Eﬁ

0 que, usando a decomposicido (8.40), se estende a qualquer par de vetores la ) e [ b ):



2.2 Hegras pams coservives

Por outro lado, se

lc) = Blp) & (C‘} _ [Bn ke Gl sng

&) B,y by + By by
temos
f‘ £ e = = = = == = = &
{cl = Lci ¢, |=|Byb +Byb, Byb +B,b
. ) [Bi B s
= (bI 5;2][ = 'f’jJ = (p|B~
B, By,
ou seja

10) = B8) = (e = (o1

e, aplicando a (8.61) a {(alAlc)” , obtemos

Um operador A tal que

chama-se operador hermiteano.
Note as inversdes de ordem nas (8.61) a (8.63).

8.8 Regras para ohservaveis
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(8.61)

(8.62)

(8.63)

(8.64)

Voltando agora a (8.36), que dé o valor médio (esperado) de um observivel A
num estado quintico de polarizacdo arbitrario, vemos que ele € o elemento de ma-

triz diagonal de wm operador linear A associado a A, dado pela (8.37):
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Como o valor médio de uma grandeza observavel € necessariamente um nime-
ro real, devemos ter

(w|Alw) = (u]A* ) = (u]Alu), ¥ |a) (8.65)
0 que implica
A=& (8.66)

e leva a regra

Regm IMa: Uma gmndem observdvel A é iepresenrada por um opem-=
| a‘or hermireano A.

Na Seg. 8.6, A foi representado em termos dos dois valores possiveis que pode
tomar, a; € a2 , ¢ dos vetores de estado (finicos) le; ) e le;) a eles associados, por
[ef. (8.37)]

L Xf’u‘

I,

S
I
'Mlo
=

|

(8.67)

4 FAY
onde, como vimos, le;) e le;) formam uma base ortonormal, e 11; sio os opera-

dores de projecdo sobre os vetores da base.
A (867) drfi, COomo {é‘; | EE;) — 85},

e) = ala) (=12) | (8.68)

o que se exprime dizendo que | &) é um AUTOVETOR de A associado ao AUTO-
VALOR a;. Isso leva as regras:

Regra ITb; Os resuimdos possiveis das observagoes de A sdo os aum-j

valores de A
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| Regra Illc: Os estados (de polarizacdo) para os quais A assume com

|

|

certeza (probabilidade = 1) seus valores possiveis (a1, a2 ) sdo os au- |
|

tovetores (também chamados de autoestados) correspondentes de A.

Para que essa interpretacdo seja aceitdvel, é necessdrio que os autovalores se-
jam reais. Isso decorre do teorema: Os autovalores de um operador hermiteano sao
sempre redais.

A demonstracdo é imediata:

=i
—_——

) = M) = (1Al = A bl = 4

~

A

juntamente com a (8.65).
Finalmente, a (8.36) dd a

Regra IIld: O valor esperadé- (J:ﬁgdfo) de A num estado qualquer |u> é
dado por

i
i

(4), = (u]Alx) | (8.69)

Levando em conta a (8.51), vemos também que a decomposicdo (8.37)
equivale a
a 0

\
A=
| 0. J (8.70)

ou seja, na base de seus autoestados, a matriz A é diagonal, e seus elementos

diagonais sdo os autovalores.

Exemplo: Observivel POLARIZACAO LINEAR
Sabemos que é possivel observar a polarizagio linear de um [6ton numa di-
recio B, fazendo-o passar através de um analisador com eixo orientado nessa di-
regio, e que se trata de uma observagdio bindria: no estado 10 ), o foton passa com
certeza (autovalor 1), e no estado |18+2) ndo passa com certeza (autovalor 0).
Logo, pela (8.38), esperamos que o observdvel Py = polarizacde linear do foton

na direcdo © seja representado por



D o— | i E 1 ﬂl / 4 TE
(8.71)
. cos 0
=16}0| = (cos® sen 6) !
' sen 0
0 que leva a
! 2
¥ cos” 0 cosB senB | |
B = et (8.72)
cos 8 sen B sen” 0) |
que € claramente uma matriz hermiteana (regra Illa).
Seus autovalores sdo dados por
A C C;
0 que dé
[0052 6 — }L] cp+ [COS@ sen B] c; =0
[cos@ sen E}) ¢ & (senz 0 — l) 2 =1
Para que haja solucio ndo trivial, devemos ter
(cas2 0 — ,ﬂ cos B sen 6
\ J
=0 (8.73)
cosB sen O [Seng 6 — ?Lj
que sc chama a equacdo secular, e leva a (verifique!)
N -r=0 {i=(.0) (8.74)

conforme previsto (regra IIIh).
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Substituindo no sistema de equactes lineares, resultam os autoestados correspon-
dentes (Regra Tilc)

;r/crase

\sen O :EB>;}L:O¢> D

(8.75)

]

|
!lzl{:}
|

Finalmente, o valor esperado da polarizacdo linear na direcdo 0 para um estado
lp> € [cf.{8.71)], pela Regra liid,

(olo)elo) = [(@lo) = o’ 0-0)|  876)

B 1)

‘( Eﬁaé"?}:

0 que concorda com o resultado obtido anteriormente.

8.9 Momenfe anguiar do foten

Que grandezas sdo observdveis na fisica quéntica? Essa nfo é uma questdo
tacil de responder, uma vez que estamos lidando com propriedades de objetos da
escala atbmica, em muitos casos.

Entretanto, o Principio de Correspondéncia, que j4 vimos na formulacio de
Bohr, pode sugerir pelo menos candidatos a grandezas observdveis. Com efeito, um
objeto macroscépico é um agregado de objetos microscépicos, e deve ser possivel
extrapolar ao dominio quintico determinadas propriedades dos objetos macroscopi-
c0s, como fizemos para a polarizacio de fotons.

Isso se aplica pelo menos a grandezas adifivas, cujo valor para um sistema de
particulas € a resultante dos valores associados a cada particula. Exemplos de tais
grandezas sdo o momento linear, o0 momento angular e a energia de sistemas sem
interagdes entre as particulas. A “posicdo de um sistema”, definida em termos do
seu centro de massa, € também uma “varidvel coletiva”, combinacio das posicoes
das particulas.

Vamos empregar essa 1déia para procurar definir um observdvel guintico cor-
respondente ao momento angular de um félon. Na eletrodinimica cldssica, jad se
verifica que um feixe de luz pode transportar ndo sé momento linear, mas também
momento angular. Da mesma forma que a radiac@o pode transmitir momento linear
a um corpo macroscopico (pressdo da radiacfio), pode também transmitir momento

angular,
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Isso foi verificado experimentalmente por R. Beth em 1936. Fazendo luz cir-
cularmente polarizada atravessar uma ldmina de um cristal birrefringente, que
modifica seu estado de polarizacdo, ele verificou que a lamina, absorvendo energia
da luz, entra em rotacdo em torno da direc@o de propagacio da luz; a transferéncia
de momento angular pode ser medida.

Vamos ver como esse efeito pode ser descrito em termos da teoria cldssica. A
interacdo da luz com a matéria, classicamente, € descrita pela feoria da dispersdo.
O campo elétrico da onda, de freqiiéncia angular ®, coloca em oscilacdo forcada
os elétrons atdmicos, que sdo tratados classicamente como osciladores harmdnicos
de massa m, freqiiéncia propria @ e constante de amortecimento 7y associada a ab-
sor¢cio de energia da onda. Assim, tomando eixo z na direcdio de propagacdo da

. T e - AR | s oz m ey -Ht

O1iGa, as equacoes O Mmoviieh

g \
m(jé+yj:+m5 x]:e'E

m(jﬁ+’yj—*+cof, y]=eE.; (8.77)

Pela (5.37), o campo elétrico da onda circularmente polarizada € tal que
E, +iE, = E,e"'®" (8.78)

de modo que, definindo

z=x+iy=re® ~ (8.79)

as (8.77) dao

Fryi+twpz = ¢Ey pior (8.80)

m

Procuremos a solugfio como oscilacdo forcada sob a forma (8.79), onde

0=+(wr-3) (8.81)
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d w
Vem, com — =% im,
S

+ifi—8 e FE 3
(—032 tiyo+ m%)re“[“ 2= 220 e
Tl

o que dé

o eE.,)/ m
ret® = q( “;,\) _ (8.82)
Wy ~ 0 Tiyw

permitindo calcular r e 0; devido ao amortecimento, serd & # 0.

¥y 7‘ : /' \E, A fig. 8.8 ilustra o resultado para luz es-

/ | : \B \ querda e © <o (& > 0): o elétron des-
& ros creve um movimento circular uniforme

' S | % for¢ado, acompanhando o campo com
O uma defasagem &: o campo tem .. uma
\ o componente Ey # 0 tangencial & trajets-

ria do elétron, que produz um torque, re-

alizando trabalho sobre ele e transferin-

Fig. 8.8 Oscilagdo forcada do elétron do-lhe momento angular.

A energia transferida pela onda por unidade de tempo (poténcia) é dada por
(para um elétron)

L8 _Fv=e(®+vxB) v=cE v (8.83)
f
{o campo B n3o contribui)
onde
~ dW
v=imr8=>}-;-=iemrEG (8.84)
Mas

r-eky =T, (8.85)
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onde T. € a componente do forgue (exercido pela onda) ao longo do eixo de ro-
tacdo, que pela dindmica das rotacBes, estd relacionada com a taxa dJ./d1 de va-
riacdo do momento angular do elétron em torno do eixo de rotacdo por

il
T, = — (8.86)
- di
Finalmente, as (8.84) e (8.86) dao
! dW e d Jz | + para polarizacdo circular esquerda (8.87)
i di dt | — para polarizacio circular direita

notando que o sinal de o teria de ser trocado para polarizacdo circular direifa.

Vamos agora usar o Principio de Correspondéncia para interpretar essa relacdo
em termos de fotons. No limite cldssico, o feixe incidente é composto de um gran-
de numero N de fétons de energia £ = # m, de forma que

(8.88)

onde dN / dt € a taxa de absor¢do de fofons pelo material, por unidade de tempo
{que coloca a ldmina em rotacfo, no experimento de Beth).

Se admitirmos que cada féton absorvido transfere um momento angular J; para
o elétron, ou seja que J; é 0 momento angular do fdton ae longo de sua direcdo de

propagacdo z, teremos analogamente a (8.88),

e |

g—dJ;—Jd—Ni 8.89
| dt ~ Hdr | (8.89)

Levando as (8.88) e (8.89) na (8.87), resulta
+ para polarizacio circular esquerda (8.90)

| Z
f

ijzi?fi.i

— para polanizacio circular direita
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ou seja, o momento angular do féion ao longo de sua direcdo de propagacdo é
guantizado, assumindo os valores + A ou — A: estes sdo seus autovalores. (Compare
com a condi¢do de quantizacio de Bohr na Sec. 7.7)

Associando o autovetor |+ ) da (8.25) a polarizacdo circular esquerda e |—)a
direita, podemos entdo construir o observavel J. usando a (8.37):

J, = +h4)(e] + ()] - -

| ]
7 =h[[_} “]; (8.91)

(Representacdo matricial na base dos estados de polarizacio linear [6 = 0), 16 = g) ).

8.10 Relagtio de incerteza

Na fisica cldssica, quando um sistema se encontra num estado bem definido, o
resultado de cada observacdo feita sobre o sistema é bem definido. Como sabe-
mos, isso ndo € verdade na fisica quéntica: em geral, sé é possivel predizer a
probabilidade de um resultado.

Assim, por exemplo, o momento angular J. de um féton s6 tem valores bem
definidos nos autoestados |+) (J, = f)e|l-> (J, = —#). Num estado de polari-
zacdo linear |10 ), o valor esperado de J; € dado pela regra Illd:

Sy 0 —i)(cosB)
(7.} = (8]J,]0) = A (cos sen e)[i o) [Sen eJ
= 71(cos® sen 6) TG 7 (~cos® sen© + sen © cos®
= F(cos i cos) =i 0s0 sen © + sen § cos6)

ou seja

{J:>ﬁ ={) Jl [elementos diagonais da (8.91)] (8.92)
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Como os valores obtidos para J. em cada determinac@o (para cada fdton) sO
podem ser +7i e —f . a (8.92) significa, simplesmente, que cada um destes resul-

tados tem a mesma probabilidade:

1
p(xn)=p(n)= = (8.93)
o que € confirmado pelas (8.46), pois, pela Regra II,
. 2 £ Z 1
pn)=|zx|e)f = =3 (8.94)

V2 |

De forma mais geral, como [+ ) e |—) formam uma base, qualquer estado de
polarizacdo do foton € da forma

lv} =W ]-‘-) + V_l—) (8.95)
e v, = p é a probabilidade de que se encontre +# determinando J. no estado

lv), com Iv_.F = 1 — p dando a probabilidade de encontrar (—#). O valor médio
(J.), serd entdo

({5 =p-n+(-p) E0)= @p D1 (8.96)

que, sendo 0 < p < I, pode assumir qualquer valor entre —# ¢ + 7 (embora o va-
lor em cada observacéo seja —# ou +7 ).

A (8.95) representa | v) como uma superposicdo qudntica de 1+) e 1—). Esse
€ um conceito novo, tipicanieute quantico, muito diferente do conceito cldssico de
superposicdo linear de dois estados. Os valores de J. na superposicio | v ) ndo sdo
intermedidrios enire os valores extremos correspondentes a [+) e 1—). Os tnicos
valores possiveis continuam sendo +f e — 7.

E a probabilidade de encontrar um desses resultados que assume valores inter-
mediarios entre 0 e 1 [por conseguinte, também o valor médio (8.56)].
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Flutuacdo
O tnico caso em que a observacdo de uma grandeza A leva a certeza de um
dado resultado € quando o estado | ¢ } observado é um aufoestado de A (a = autova-
lor). Nesse caso,

<ﬁ>ﬂ = (a|AA}a> = a(ala) =g (8.97)

ou s¢ja

Mﬁ B (4)} |a) = 0 ‘ (8.98)

Reciprocamente, se vale a (8.98), 1a) € um autoestado de A com autovalor
(A% =
Em qualquer oufro caso, a observacio de A levard a valores diferenfes em

diferentes observacdes. Num estado | u ) diferente de um autoestado, os resultados
flutuardo em torno do valor médio {A),. Uma boa medida dessa flutuacdo ou in-
certeza de A no estado | u) é o desvio quadratico médio, { A A ), , definido por

(4]

que leva em conta tanto flutuacSes positivas como negativas.

3

<[ﬁ g (A)j> = (u] [ﬁ - (AI;) ) (8.99)

i

Temos
(s Aﬂ Gl (A2 2(A), A +{3)) 1
= (ul%16) - 2{A), (el )+ (A)] (el
(@) )
ou seja

(a4), - ), - w100

Exemplo: Levando em conta a (8.92), a flutuacio de J. no estado 0> €
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{ [ 8.101
:\\A 7| = <J->e ( )

Pela (8.91),

7= (9 —g}{{) _f}:ﬁz [] m:ﬁ?-i‘ (8.102)

de forma que a (8.101) da

(as) =4 8.109

resultado consistente com a (8.94).

A Relacdo de Incerteza

5 " n AL . y ]
Sejam A = A" e B = B” dois observédveis, lu) um vetor de estado e A um

niimero real qualgquer, e consideremos a desigualdade

2

l‘ [A 5 .a:»;,éj |y.)%

(a norma de qualquer vetor € nio-negativa). Isso equivale a

>0 (8.104)

m[& ——z‘}léj [A +m§]\a)zo (8.105)

ou, desenvolvendo a expressao,

<u|ﬁ2]u)+fx<u][a,§ - éﬁjiu)m (u| B2 u) 2 0

ou seja,
i ey i
(B"’)ﬂ 32y ifm< [A , BJ } + (;ﬁ} > (8.106)

onde definimos _ >

[l =~ ~ ~ o~ gl ity |
‘E[A,BJEAB—BA;' (8.107)
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A 2 ’

que se chama o comutador dos operadores A ¢ B. Como é bem sabido, o produto
de duas matrizes (ou dos operadores lineares a elas associados), em geral, ndo €
comutativo.

Temos, pela {(8.63), como A e Bsio hermiteanos.

- £ r. T
[fié —éﬁj = BA-AB { | {A,B} =—[A,B]! (8.107)
| ) |

de modo que

[i< [ﬁ , é} }] - r'< [A , é} ) (8.108)

ou seja, o trindmio do 2.° grau em A (8.106) tem todos os seus coeficientes reais.
Para que seja = 0 para gualquer A € preciso entdo que seu discriminante seja < O

(f< [A , iﬂ ” = 4<ﬁﬁ}u (é?)” <0

onde o 1.° termo € real e = 0, pela (8.108). Logo,

|
(), (), 24 R
|

| I s

: peE : F: M
designaldade valida para quaisquer operadores hermiteanos A ¢ Be qualquer esta-
do lu).
) A A ) : = :
Sejam X e Y dois operadores associados a observaveis, e tomemos na (8.109)

A=%-(%) ,B=7-(P) $.110)

Entdo, pela (8.99), serd
(&%) = (ax) . (B") =(aY), (8.111)

Por outro lado, é facil ver (verifique!) que
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% (%) ,f—{f}l -|%.7] (8.112)

pois um nimero sempre comuta com um operador.

Finalmente, substituindo esses resultados na (8.109), resulta

I u

(@x), 09,25 |([2.7])]] 113

M A,
que se chama RELACAO DE INCERTEZA: se X e Y ndo comutam, ndo é possivel
tornar ao mesmo fempo 1do pequenas quanto se queira as flutuacdes em X e ¥,

qualquer que seja o estado | u > escolhido.

Observacoes incompativeis

Em conseqiiéncia da relagdo de incerteza, a fisica quéntica tem uma carac-
teristica radicalmente diferente da fisica cldssica: a determinacdo simultdnea, com
precisdo, de duas grandezas fisicas diferentes pode ser incompativel, ou seja, im-
possivel por principio.

Pela Regra Illb, os resultados possiveis das determinacOes de um observivel
X s@o seus autovalores x;. Logo apés uma observacdo de X com resultado x, o
sistema estd no autoestado correspondente [x;): a observacéo prepara o sistema no
estado | x;) (ex.: passagem por um analisador de polarizagéo).

Logo, apds uma observacio tanto de X (com resultado x;) como de Y {com
resultado y;) o sistema teria de estar num autoestado simultdneo de ambos, le;),
com

e;) (8.114)

0 que implica

[}E , ﬂ]ej> = [}2? - fff} |e;) = {xj;.,:j -y, xjjlej> =0 (8.119)

Vimos na Se¢. 8. 6 que, se sO existe um autoestado |e¢;> associado a cada
autovalor, os autoestados formam uma base ortonormal [cf. (8.27)]. Logo, qualquer
estado | v> ¢ da forma

[v) = D vile) (8.116)
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e a (8.115) implica
[ﬁ,f]lv)zo,ﬂv) (8.117)

ou seja,

[X : ?} 0 (8.118)

como conseqiiéncia da mensurabilidade simultdnea de X e Y em qualquer estado.

Reciprocamente, com as mesmas hipdteses, a (8.118), aplicada aos autovetores
M
| ¢; ) de X, implica

}?(ﬂ““’f))z }?(ﬂ‘-’ﬁ): 5 (f[€f>) (8.119)

N i
ou seja, Yle; ) também €& autovetor de X, com o mesmo autovalor x;. Como, por
hipdtese, sé hd um autovetor (a2 menos da normalizacdo) com este autovalor,
M
Yle ) tem de ser proporcional a le;),

Vle) = yle) (8.120)

Quando hd mais de um autovetor linearmente independente associado ao mesmo
autovalor (diz-se neste caso que o autovalor é degenerade), pode-se mostrar que a
conclusio permanece vélida, sendo possivel construir uma base por um processo de
ortonormalizacio bem conhecido em algebra linear.

A coacl}\lsﬁon € portanto que a condicdo necessdria e suficiente para que dois
observdveis X e Y sejam compativeis, isto €, possam sempre ambos ter valores bem
definidos no mesmo, esrfdo qudntico I(Iefdo entdo uma base orfonormal comum de
autovetores) é que X e Y comutem: [ X ,Y] = 0. Assim, compatibilidade equivale a
comutatividade. . A

Exemplo: Consideremos os observidveis Prss € Prs (polarizacdo linear do f6-
ton nas direcdes § = n/4 e 8 = n/2, respectivamente). Pela (8.72),

B o] B (S E (8.121)
n/’4_21]?m"2_01 ;

0 que dé
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mostrando que um féton nfo pode ao mesmo tempo ter polarizacio linear bem de-
finida na direcdo 6 = n/4 ¢ na direcdo 0 = /2.

X4 1o 4 45° A e
!| Y I | Para verificar a incompatibilidade,
! l = - + ®
(a)é [ ¢ s ! consideremos um foton incidente de
| f 1 '/ »z polarizacio linear 8 = 0 que atravessa

\
N

sucessivamente deis analisadores, um
com @ = w/4 e outro com Q@ = /2.
Se atravessar antes o de © = w/4 [fig.

R

S
f‘x
R'TU

8.9(a)], a probabilidade de passar por
e0° ele serd cos’ (n/4) = 1/2, e o féton
emergird linearmente polarizado com

G
ammammmay
Y
™

0 = n/4, de modo que a probabilida-

de de passar pelo 2.° analisador serd tam-
bém cosg(nz’E - n/4) = 1/2. Logo,
P, a probabilidade total de passagem &
= 1/4.

\
o=

Lo
)

Fig. 8.8 Observacfes incompativeis

Por outro lado, se invertemos a ordem [fig. 8.9(b)], a probabilidade total se
torna p = (. Logo a probabilidade total de passagem depende da ordem em que as
determinag¢des sdo efctuadas, mostrando que ndo podec haver um autoestado si-
muitineo de Prs4 € Prs2 . Isso também nos dd uma idéia do significado fisico do
comutador.

8.11 Descri¢fio gquantica da afividade éfica natural

Vimos na Se¢. 5.6 que existem substdncias transparentes (tais como uma so-
lucdo de 4gua com agticar ou um cristal de quarizo) que tém atividade 6tica natu-
ral: quando um feixe de luz linearmente polarizada penetra numa destas substin-
cias, o plano de polarizacdo gira de um &ngulo proporcional 2 profundidade de
penetracio.
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Tomando o ¢ixo z ao longo da diregdo de propagacdo, com origem na face de

entrada, podemos dizer entdo que, se o vetor de estado inicial de polarizacdo €
19) = fcosEl

| senB
meio, um vetor de estado

(diregfio de polarizacdo B8), teremos, apOs penetrar uma distdncia z no

cOs (@ - 0::,)
sen (9 - D:z)

06) -

(8.123)

onde o & o poder rotaidrio especifico do meio.

Até agora, discutimos apenas o que se poderia chamar de cinemdtica quantica:
como representar o esfade de um sistema quéintico (polariza¢do do foton), o que se
faz por um vetor de estado normalizado, e como representar grandezas observiveis,
através de operadores lineares sobre os vetores de estado. A atividade Otica natural
¢ um efeito dindmico. associado i evelucdo de um vetor de estado; neste caso.
devido a propagacdo dos fo6tons num meio material.

Na dindmica newtoniana, a evolucdo do estado de uma particula (movimento)
é descrita por uma equacio diferencial, a 2° lei de Newton. Aqui estamos descre-
vendo a evolucdo ndo no tempo, mas em z (profundidade de penetracdo no meio);
vamos tratar de fazé-lo através de uma equacio diferencial, obtida a partir de sua
solucdo (8.123), que da

—sen (B + a.z) _ 5
Cos(ﬂ+0tz) B

0 E) = 1-le@) = JORNED

onde representamos o resultado por um operador linear (como € a derivagdo) apli-
M
Ldauu da 1 v g ) S ¥ dllive awvllal Lo,

A evolucio em z tem de preservar a normalizacdo do vetor de estado, ou seja,
<0 (@) 168(z))=1:

—EIPE) = (66

o (0) + (¢ Q)8 @) -

EEID

= <B (z)

Blo ) + (0 )

ﬁ*|e(;-,)> -0 (8.125)

o que dé
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| o~ A |
D =-D (8.126)

M
. ou seja, D € anti-hermiteano. o que implica que pode ser escrite como

D=—id, A= 4 (8.127)

onde A é hermiteano.

A representacdo geral de uma matriz hermiteana 2 X 2 ¢

. (ac) |
A=, g a e b reais (8.128)
|

0, =8+az (8.129)

i£_¢)=ﬁmg=ficjfﬁeq:
dz \¢" b) \sen®,

a cosB, +csenb, —icsen®,) [a=56=0
- ¢ cos®. +bsenf. o cosB, | [c=—in

ou seja,
) . |
. d . - 0 —ia |
Pela (8.91).
A=al /n| (8.131)

onde 3’ ¢ o operador momento angular do féton. A (8.130) é uma equacdo de evo-
lugdo qudntica para o vetor de estado de polarizacio de um féton num meio oti-
camente ativo com poder rotatorio of. Embora obtida para estados de polarizacio
linear, podemos tomd-la como aplicdvel a qualquer estado de polarizagdo, pois os
estados de polarizacao linear definem uma base.
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M
Vemos entdo imediatamente que os autoesiados de J. t€m caracteristicas espe-
ciais. Pelas (8.90), sdo os estados de polarizacdo circular:

2]

|£ i>:i|i\5 | (8.132)
| A /|
=

o que, pelas (8.130) e (8.131), implica

"'E 1) = tal) { | \i‘); - e J—F):_:U_: (8.133)

{

Como ¢ “* é um fator de fase, que n&o altera o estado, vemos que um {oton
circularmente polarizado (esquerdo ou direito) permanece com seu estado de polari-
zagio inalterado, ou seja, € estaciondrio com respeito A propagacdo num meio oti-
camente ativo.

Os estados estaciondrios 1+ da evolucdo num meio oticamente ativo consti-
tuem uma base especialmente comoda para obter a evolucio de um vetor de estado
qualquer, dada a linearidade da equacdo de evolucdo (8.130).

Com efeito, como |£). - o formam uma base, gualquer estado de polarizagdo
do féton pode ser escrito como

élM}z.__ﬂ =u[+) _ +u |-, | (8.134)

“H>z = i, |+>:=U + e ££_- ‘_-)z:U

6o = Sl + T | @136
sl g™ g Vet
e a(8.135) leva a
‘ E_i‘(a z+8) e:'(ot z+8) !

(8.137)

lan]
e
£
I
&yl
by
Il
=
™
=1
ql__[)




i - - Boor - ¥ - - -
326 E"E"C.;EC“: CaRC0s O 200 Q=0

g sz
Na representacdo em que 18 ) = f m"‘g\ os vetores |+ ). _ o sdo dados pela (8.23), e
kgl

(

52
a (8.137) corresponde a solucéo (8.123). como € ficil verificar.

O operador de evolucdo

Na equacido de evolucao (8.130),

L) = i A4 (8.138)

o4

A
= J- & um operador constante

aplicada a um vetor de estado qualquer lu).A =
(independente de z).
Se pudéssemos integrar a (8.138) como uma eq. diferencial ordindria, a solu-

cdo seria

f!u): = exp (-f,i z)[;f}g (8.139)

mas, tratando-se de um operador. € preciso verificar que sentido tem a exponencial.

Para i1sso, notemos que, em termos de seus autovalores g; e autovetores
correspondentes | ¢; ), o operador hermiteano A é representado pela (8.67),

e (8.140)

11 H;‘-‘; - nk i (8.141)

0 que da

o mesmo valendo para gqualquer poténcia ou polindmio em A. Para matrizes, a
(8.140) € uma representacio em que A € diagonal, e qualquer poténcia de A se
calcula imediatamente.
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Por extensio, para qualquer funcio f{z) que possa ser expandida em série de
poténcias, definimos

if [AJE ;f(‘%)ﬁ; ] (8.142)

o que se aplica, em particular, a fungdo exponencial.

Os calculos que levaram a (8.91) déo:

~ . P =8 (s
= Ful® ) | — 2
‘Hf**f{*‘“z(f 1)~2L1+

|

¥ |

= i oW o T
fL=e-40 1)-30-%] .

1

de modo que, com A = o J./h [cf(8.131)],

Fal

.t
[}(2’) = exp —jﬁz): e—e‘aL g/h H+ 8 e—;r:cu_ zih H

A

= %(e_mz + ef“)i + % (e_‘-‘“ - em:);—:

—

:cos(m)[; [D—isen((xz) [9 ~E

i [}j

"'__'\(—_;

J./h (891

Finalmente, a (8.139) fica

), = D) [, 8.144

onde o operador de evolucdo em 7, U (z), é dado por

! (c-us (CL z) — 5en ({x z)} i

U(z) = % 3
) Lsen (@z) cos(oz) @199

i
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Dado um estado inicial de polarizacio qualquer,
.- ¢
fu) = ( ) 8.14
4, szj (8.146)

a (8.145) leva a soluciio da equag@o de evolucio (8.138)

(8.147)

) = ( 6 cos(@2) - ¢, sen (o z)]

- L& sen (oz) + ¢, cos(wz)

que se reduz a | u ) para z = 0 e permite recuperar a (8.123).

PROBLEMAS

1. Sejam lu> e | v> dois vetores de estado fixos (normalizados) e A = re‘®
um nimero complexe varidvel. Demonstre que

[P |
| min [u)+ AP = 1=l

quando A varia, onde o minimo € atingido para A = —<v|u>. Deduza daf a desi-
gualdade de Schwarz

o <1 (= 1) 1197

Sugestdo: Exprima a condigdo de minimo em termos de » e 6.



Cap.. 8 - Moblemas 329

2. Obtenha os vetores de estado de polarizacdo circular na representacdo alter-

nativa, em que

por um método anélogo ao que levou as (8.25). Interprete o resultado.

3. Mostre que, para qualquer operador A, tem-se

(&) =4]
; |

3

4. Mosire que os operadores de projecdo 11; definidos nas (8.48) t€m a pro-

priedade

D3

Demonstre que dai decorre que os linicos autovalores desses operadores sio 0 e 1.

Mostre que

ot

!ﬁl szoé

5. Mostre que, na representaciao em que

s &™)
1% =75 %\Efﬂ J

N
0 observavel Pg (polarizacdo linear do fdton na direcdo 8) é representado pela

matriz

6. Demonstre a regra do produto (8.58).



330 Prnciios bésicos da teods quiniic
o

7. Um feixe de fétons linearmente polarizados na direcio x incide, em seqiién-
cia, sobre um par de analisadores de polarizacdo. O primeiro deles tem seu eixo de
transmissdo maxima orientado segundo um dngulo 8y com a direcdo x, e o segundo
tem seu eixo de transmissdo maxima orientado segundo um angulo 6> com a di-
recdo x.

(a) Qual € a probabilidade de que um foton passe através dos dois analisa-
dores?

(b) Para 6 fixo. qual € o valor de 6, para o qual essa probabilidade de trans-
missao através dos dois analisadores serd maxima?

8. Considere o seguinte vetor de estado de polarizacio de um f6ton:

wy = L1, 20

onde |+ ) e |-} sdo vetores de estado normalizados de polarizacio circular esquer-
da e direita, respectivamente.

(a) Mostre que |y ) € normalizado.

(b) Mostre que 1y ) € linearmente polarizado, e calcule o dngulo de polari-

zacdo, em valor absoluto e sinal.

9. Um féton linearmente polarizado na direcdo 6 incide sobre um analisador
orientado na direcdo @, podendo atravessa-lo (resultado = 1) ou ndo (resultado = 0).
Mostre que a incerteza no resultado é

1
AX = — |sen|?2
= 5 s

=
D
I
B
P
IL....

| NSRRI

10. Mosire que

se e somente se 8 — @ = nw/2, com n inteiro. Discula a interpretacio fisica desse

resultado.

11. Calcule [ Py, 7. 1.
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12. Mostre gue, para

{em-se,

@ap) (L) = %ﬂ [ 6f = i'f:ill} sen (26) — (¢ ¢, + € ) cos (28)}

e que o segundo membro & da ordem de 4.



Neste capitulo, vamos generalizar os principios bdsicos desenvolvidos no
capitulo 8, formulando a equacdo de Schrodinger, em que se baseia a dindmica
quéntica.

9.1 A equachio de Schrédinger unidimensienal

-3 -2 -1 n=0 1 2 Consideremos uma particula nao-rela-

tivistica de massa m limitada a mover-
se somente ao longo de uma direcéo,
Fig. 9.1 Diviséo em intervalos que tomaremos como eixo Ox.

Uma observacdo da particula pode encontrd-la em qualquer ponto do eixo, ou
seja, 0s valores possiveis do observidvel “posicdo da particula” sdo todos os nime-
ros reais, correspondendo a uma infinidade continua de valores possiveis.

Como passo intermedidrio mais simples para descrever essa situagdo, vamos esta-
belecer primeiro uma descri¢do aproximada, dividindo a reta em infervalos idénticos
(fig. 9.1), de comprimento d. Diremos que a particula estd no intervalo n quando

8 < x < (n + 1)3 (n. SR 2,.“) (9.1)

Podemos interpretar & como sendo a precisdo na determinacdo da posicdo (o
erro € £ 0 ).
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Isso leva. generalizando os conceitos do Cap. 8, a uma representacio aproxi-
mada do vetor de estado da particula em termos de sua posicio,

19) =] (9.2)

n+i

como um vetor coluna de infinitas componentes (infinidade discreta). onde o nime-
ro complexo ¢, representa a amplitude de probabilidade de encontrar a particula no
intervalo n (I¢,I° = probabilidade de encontrar a particula no intervalo n), com a
condicdo de normalizacdo

el =1 | (9.3)

Fim—oe

b — > - - ?
Para passar a representacio continua, notemos que a probabilidade | ¢, I, para
d suficientemente pequeno, deve ser proporcional ao comprimento & do intervalo.
Quando 6 — 0,

lc., - _ densidade de probabilidade de encontrar

lim (9.4)

50| § a particula em x, centro do intervalo 8.

Logo, ¢, / V8 deve também tender a um limite finito, que representa a ampli-
tude de densidade de probabilidade correspondente, @ ( x ):

;,g] = q)(x)_ (9.5)

hm (
a0

onde [cf.(8.6)]
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l(p(x)! a’ D p(r) probablhdade de encontrar a partlcuia | (9.6)

dc’!l’islﬂddﬁ. des enre x ¢ x + dx
probabilidade

com a condicdo de normalizacdo [forma limite da (9.3)]

| [lo@[ax=1 9.7)

O “bra” correspondente & (9.2) €

(o] = (..cﬁ_l oty ) (9.8)

e a(9.7) é o limite, para 8 — 0, de

(ol9) = Zc 6 =Y5- [

f=—=a

& .8
AT

Analogamente, o produto escalar de dois vetores de estado [ @) ¢ 1y ), associados
as amplitudes de densidade de probabilidade ¢ (x) e y(x), € dado por

(o]w) = j ¢ (x)l,;(x)dx | (9.10)

As amplitudes de densidade de probabilidade sdo chamadas de fungdes de onda.
Chegamos assim, finalmente, as funcdes de onda de Schrodinger da Seg. 7.9,
mas agora conhecemos sua interpretacdo fisica.
Em geral, numa descricio dinimica, a funciio de onda associada a uma parti-
cula deve depender do tempo f:

e BENCRTY

A relacdo de Einstein E = % ®, estendida por de Broglie a uma particula qual-
quer [cf. (7.59)], sugere que, para uma particula de energia E, essa dependéncia do
tempo seja da forma
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(W]
&
4]
[

i
[

I I[I(x,f)= (p(x)e—fm B (p(x)e_"g-“ﬁ ! 9.12)
0 que daria
.0
W%:qul (9.13)

Mas, pela (7.67), a eq. de Schrodinger nesse caso deve ser da forma

A ' |
!E‘P =—an+v(x)wi

(9.14)

para uma particula de massa m num potencial V{x).

Especializando esses resultados ao caso unidimensional, as (9.13) e (9.14) dariam

L - “

que é a EQUACAQ DE SCHRODINGER DEPENDENTE DO TEMPQ para o movi-
mento unidimensional no potencial V {x).

Para o vetor de estado |y ) correspondente, essa € uma equacio de evolugio
temporal

A
Hzﬁ.é—rlw}zH]w>!i (9.16)

i R e T

[andloga & equacio de evolucdo espacial (8.130)], onde

L v . ]
| —=t 1% = Hy | (9.17)
\Ijm 2m 3 VY Y
com o operador
| 3 2 I
A R 9 ~ |
H=——— + V()
2 2w 57 (x) J| (9.18)

cuja atuacdo diretamente sobre uma funcio de onda y € definida pela (9.17).
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M

H chama-se operador hamiltoniano. Embora tenhamos partido de um caso par-
ticular (estado estaciondrio), a (9.16) tem validade geral: para a mecénica quantica,
€ a lei fundamenial da dindmica (como a 27 lei de Newton para a mecinica clds-
sica).

Ao contrdrio da 2* lei de Newton, onde aparece d°/d¢ , a (9.16) é de 1.2
ordem em 7, coniendo apenas d/df Logo, basta uma condicdio inicial, |y )0,
para determinar a solugfio. Isso é consistente com o fato de que o vetor de estado
| Wf ).=g descreve completamente 0 estado quéntico do sistema no instante inicial.

9.2 Conjugadeo hermifeans

O conjugado hermiteano A" de um operador A define-se de forma andloga &
(8.61):

v) =(vldlo) (o)

w))i (9.19)

ou seja

{ _I.,{Pﬁ (x) [ A W (x)] d x}y = Iﬂw* (JL) 1: A* 0) (x)}z‘ % (9.20)

para qualquer par de funcbes de onda @ (x) e w(x).
Trocando A — A™ e wsando (A*)* = A (Probl. 9.3), vem

= # |
-

I.,W (x) [;i 0 () |ax -] [,@ w(x)]'cp(x)dxéi ©9:21)

—ca |

Exemplo: Seja A = ai Integrando por partes,
X

[o G)dv@ax-Jo 6) ax=[o @)
ol e dx e

- a(p*
—-:[q 5y q!(x)dx
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O termo integrado — 0 em = oo, porque ¢ e Y tém de ser normalizdveis, e a
(9.7) implica que

lim o(x)=0

Logo, tomando o complexo conjugado da relagdo acima.

*

ﬁm*g‘jjd,x] :—Tw* L.

99 4x (9.22)
AR - &
e, comparando com a (9.20) [cf. (8.126)]
Ay _ @ (9.23)
dx ox
mostrando que esse operador é anti-hermiteano. Isso também implica que
| o
' fi = L‘i (9.24)
S dx |

ou seja, id / d x é um operador hermiteano.

Como o quadrado de um operador hermiteano também € hermiteano [cf
(8.63)], vemos que —9°/d x” é hermiteano, e a (9.18) d4

A=A | (9.25)
ou seja, 0 hamironiano € um operador hermiteano.

estado.

Isto permite verificar uma condicdo de consisténcia importante: a evolucdo
dindmica dada pela equacdo de Schridinger preserva a normalizacdo do vetor de
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Com efeito, temos

%Iﬂwx(xr)w(xﬁ)d,\::ﬂ _aéi lpa'x—l-:[jlp fa_l_f dx
=|$ 7, ,_PJ- ziih Hy
- ;l_h Tw*(ﬁw)dx— T(ﬁwj vdx

W

_T“ w' (Jt;"_ i;!) d x pela (9.21)
= ;—lh- I}I’M(ﬁ —ﬁ‘+)1!! dx=0

Valor esperado e derivada temporal

O valor esperado (médio) de um observdvel A num estado 1y ) € dado por

@), - - Jo @i venlex| o

Supondo que A nfio contém o tempo explicitamente, o valor esperado evolui com o
tempo devido a evoluc@io de W, o que da

—o

Tlf A (,5. qf)dx pela (9‘_21)
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ou seja,

[“ , ff_> (9.27)

Em particular,

d <H 0 E O valor csperado do hamiltoniano (9.28)
d r ) w | se conserva

9.3 Operaderes posi¢ao e momento

A interpretagfo fisica de |w (x,2)F” dx como probabilidade de encontrar a
particula entre x ¢ x + dx no instante f mostra que o valor esperado da posicdo da
particula nesse instante tem de ser definido por

J,tllp (L;_r)iz dx :Jw* (x, z) % qr(x,;) = (}}U (9.29)

onde

FyED)=xy(ED)] (9.30)

ou seja, o observdvel x = “posi¢do da particula” € um operador equivalente & mul-
tiplicacdo por x.

Para defmu: o observdvel velocidade v da particula, ou, equivalentemente, seu
momento m v vamos usar o principio de cerrespondenma pelo qual devemos ter

EFN |
!E(x>w = <V>‘FI (9.31)
|

num estado descrito por W (x, 7).
A (9.27) da

d o 1. 4
e iﬁ<[x HDw 9.32)
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Como o operador identidade comuta com qualquer outro, a (9.18) da

[5% , H:1 _ _E_[x a?] (9.33)
2m dx

Para calcular o comutador entre esses dois operadores, basta aplicd-lo a uma fun-
cdo de onda qualquer wr

5 o BT S8 VA
{x’af} ¥= g Thr ¢V (9.34)
] il
Td- yidxaT

Temos, pela (9.30),

a_Z = 82
J x* (xlp’) - ax

de modo que a (9.34) fica

. @ 2
‘ {x, ﬁ} -2 (9.35)

e, levando nas (9.32) e (9.33),

d ;. 1{ # 3 i 9
LS B .o 7 (o S . W
dr(:x}@' fﬁ[ EmJ( )<3x>w < m a;'c}w

o que, comparando com a (9.31), da

m odx | (9.36)
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L p= —ii‘z—_ OPERADOR MOMENTO (9.37)

Isso mostra que a (9.18) equivale a

Gimme e o onrme s

']'

2m (L)l H (9-38)

ou seja, que o hamiltoniano equivale ao observivel energia da particula. Obtemos
assim a interpretacdo fisica da (9.28): ela garante a conservacao do valor esperado
da energia.

Temos, por outro lado,

ou seja,

| [x i_]: -1 (9.39)

Combinando esse resultado com a (9.37), obtemos a regra de comutacdo de Hei-
senberg

| [x, ;’5} =ih | (9.40)
I

- (9.41)

que € a célebre relacdo de incerteza de Heisenberg para posicdo e momento de
uma particula. Vemos que posicdo e momento (ou velocidade) de uma particula
s40 observdveis incompaftiveis: ndo podem fer, ao mesmo tempo, valores bem
definidos, em nenhum estado quéintico. As flutuacfes reciprocas tém de obede-
cer a (9.41).



9.4 O rzorema dg Cheeniest 343

9.4 O feorema de Ehrenfest

Do ponto de vista do principio de correspondéncia, podemos comparar com a
mecfnica cldssica as equacdes de movimento para valores médios de observiveis
!
quinticos. J4 nos valemos dessa idéia para definir o operador momento p por

» ) d o |
(B), = m(P), = m—(&), (9.42)

Vamos calcular agora % (j; Jv » usando novamente a (9.27):
), =L (5. 4])
— = — ; H. 9.43
B)y = 7| } (9.43)

Como p comuta com p 2, a (9.38) d4

r

B ﬁ] = [;3, V(I)i] = —fﬁ[a—i,‘v’ (I)I] (9.44)

Calculamos o comutador aplicando ambos os membros a uma funcdo de onda W
arbitréria:

[ V(x)l] Zlv @) v]-v@)5E

_9V .
'ax“'

ou seja,

{[ V(x)l] av? (9.45)

Substituindo esse resultado nas (9.44) e (9.43), obtemos o reorema de Ehrenfest

d av\ |
b OV | (9.46)
édr(p)‘? <8x>w-
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Classicamente, a forca F que atua sobre a particula num campo de energia
potencial V(x) €& F = —d V / d x, de forma que as (9.42) e (9.46) implicam que os
valores esperados obedecem @ 2° lei de Newton, resultado inteiramente conforme
a0 principio de correspondéncia.

Entretanto, esse resuitado de per si estd longe de dar conia das sutilezas en-
volvidas na transicao entre a mecanica quantica e a mecénica classica. Ele nada diz
sobre as flutuacdes nem sobre as diferencas conceituais e de interpretacdo; em par-
ticular, sobre o que acontece com 0 estado gudntico de um sistema em confronto
com o concelto classico do estado.

9.5 Avtefungées do momente

Uma autofungdo do operador momento (9.37) € definida por

[
i

d
PV, (e)= iR = p ufp(x) (9.47)

EI'JL

onde p € o autovalor. A solucdo dessa equacdo diferencial &

Wp(x) _cdrYh Cer‘»’:_‘;é (9.48)

que € uma onda plana de momento

p=hk (—c:-o < p < m) (9.49)
onde p pode tomar (odos os valores rcais.

A (9.49) € a relaciio de de Broglie (7.54) entre momento e nimero de onda k.
A (9.48) da

qu, (r) E = [C [ = constante (9.50)
de forma que W, (x) ndo representa realmente um estado guantico aceitdvel, por-
que ndo pode ser normalizada: a integral de normalizacdo (5.7) diverge.

Sabemos efetivamente que uma onda plana € uma idealizacfo, um caso limite.
Do ponto de vista do principio de incerteza (9.41), corresponderia a Ap = 0, o que
requer Ax — oo, ou seja, indeterminacdo completa da posicdo: dai o valor con-
stante da “densidade de probabilidade™ (9.50).
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- Embora a (9.48) represente uma “autofuncdo imprépria”, as ondas planas, co-
mo na Otica, representam uma idealizaclo extremamente conveniente. Vimos para
os estados de polarizacdo que os autovetores de um observiavel formam uma hase,
ou seja, que € possivel expandir qualquer vetor de estado como superposicdo dos
autovetores.,

Apesar do carater improprio das autofuncdes do momento, essa propriedade se
generaliza para elas: qualquer funcdo de onda W (x ) normalizdvel (representando
portanto um estado guéntico aceitavel) pode ser expandida em termos das (9.48):

v(x)= [ele)e* dk (9.51)

onde a soma sobre todos os autovalores corresponde agui a uma integral sobre toda
a reta.

Na andalise matematica, a (9.51) corresponde ao que se chama de expansido em
integral de Fourier, e € possivel dar expressGes explicitas para o calculo dos coe-
ficientes c¢(k).

" O conjunto dos autovalores de um operador chama-se espectro desse operador.
[Por exemplo, pela (8.90), o espectro de ? para o foton € discreto, formado pelos
autovalores (—7, +7% )]. Tanto para X como para p ENCONITamos um espectro Con-
tinuo de autovalores (x e p podem assumir gualquer valor real).

9.6 Densidade de corrente de probabilidade

Vimos na Se¢. 9.2 que hd conservacdo global da probabilidade:

L d
.‘— |1|r(, dx
dr =%

bt |

N dx=0 (9.52)

é‘—'——»ﬂ

Entretanto, hd também uma lei de conservacdo local, andloga a equacdo da con-
tinuidade na hidrodindmica e a conservagio local da carga elétrica.

Sabemos que a densidade de probabilidade p (x,t) € dada por

o (1) = by (o o) (9.53)

Logo,



S e 1 o g2 2
L2y v )= v SE+ Sy (9.54)

Usando a equacdo de Schrodinger (9.15), isso dé

ap v e R v| B oty .
= +V TP |l +V
dr  ih { 2m 9x° @Jw ih| 2m 9x’ ij

ou finalmente,

9p 9] _ 4] (9.54)
| dt % |
onde
“ Loy oy \‘%
i) = - | (9
,r(x ) 23?13( dx dx WL

|
+divj=0| (9.56)
}

¢ representa a lei de conservagdo da probabilidade.
Com efeito, integrando ambos os membros sobre um segmento de reta entre
X1 € x2, VEITL, COIM X1 < X2,

. d X3 _"”-““-"'2 aj o __ ) - .
% —:i—-f— ;[p(x. r)cl,x == !a(x,t)dx = J:(xg_.?.‘)— j(xi,r) (9.57)
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ou seja, a taxa de decréscimo, por unidade de tempo, da probabilidade de encontrar
a particula entre x; e x;, é igual ao fluxo de probabilidade, por unidade de tempo,
que sal por x» . menos aquele gue entra por x;. Logo, j(x.t?) dado pela (9.55),
representa a corrente de probabilidade (em uma dimensio, a densidade de corrente
se confunde com a corrente, porque o “fluxo” é tomado através de um ponto).

Em particular, fazendo x;, — —eo, 33 — <o na (9.57), e observando que j deve
tender a zero no infinito para vetores de estado normalizados, recuperamos a lei de
conservacdo global (9.52).

Exemplo

Vamos calcular j para a autofuncdo do momento (9.48):

Il
3 |

p=pv| (9.58)

que corresponde 4 expressdo bem conhecida da corrente associada a um escoa-
mento com densidade p e velocidade v.

As consideracBes precedentes se aplicam ao caso geral da equacfio de Schridin-
ger na presenca de um potencial V. Vamos considerar agora particulas livres (V = 0).

$.7 Particulas livres

Para particulas livres em uma dimensio, a equacio de Schrodinger fica

——

OV

a7
o S TS LI
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Estados estaciondrios

Pelas (9.12) a (9.14), temos, para um estado estaciondrio de energia F,

I W (x )= @p (x)e 5" i (9.60)
onde
S B g e, zmgl@ _ o 9.61)
S T

Como a energia € puramente cinética, podemos escrever

E = E_?; , com p = +m (9.62)
e a (9.61) fica
' 49 [ET ®, =0 ‘ (9.63)
f; d x* A £ |
cuja solucfio geral é
| O (x) =i fPH 0 e i (9.64)

que € uma superposicio de autoestados do momento.

Temos aqui o 1° exemplo de degenerescéncia: cada autovalor £ = O € dupla-
mente degenerado, com duas autofuncdes linearmente independentes (+p e —p ),
correspondendo A possibilidade de a particula se mover para a direita ou para a
esquerda, com a mesma energia E.

Como as autofungdes do momento, @z ( x) € uma autofuncio imprdpria, ndo
normalizdavel. Uma interpretacdo possivel dos resultados, por exemplo de

sl Wl (.AC, 1‘) - C_!_ eipx.’ﬁ e—fEr.-‘ﬁ (965)

€ que representa nio uma particula Unica, mas um feixe estaciondric de particulas
de momento +p e de energia £ (feixe monoenergético): A densidade de particulas
no feixe é
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t =l f (9.66)

p=|w;

e a densidade de corrente de particulas no feixe é dada pela (9.58), j = pv=pp/m.
Podemos pensar numa experiéncia com o feixe como um grande nimero de repeti-
¢coes independentes de uma experiéncia com uma Unica particula. Analogamente, a
(9.64) representa, nessa interpretacdio, a superposicido de dois feixes de particulas
livres, um viajando para a direita ¢ o outro para a esquerda.

Pacotes de ondas

O estado mais geral possivel de uma particula livre em uma dimensio é obtido
tomando uma expansao nas autofuncOes da energia (estados estaciondrios) como base:

| %ty= LC(n)e Pt 18 ¢ (9.67)
|W( ) I (p) /R Et/} p

onde os autoestados do tipo C;: ( C_) correspondem 2 integral de 0 a oo (de —e a (),
e E=p /(2m).

Pela teoria da integral de Fourier [cf.(9.51)], podemos representar dessa forma
qualguer estado normalizdvel. A Regra II indica que 1 C(p) P dp deve ser propor-
cional & probabilidade de encontrar a particula com momento entre p ¢ p + dp.

Um estado normalizdvel da forma (9.67) chama-se um pacote de ondas de
particulas livres.

O principic de correspondéncia sugere gque se possa empregar um pacote de
ondas para representar uma particula aproximadamente localizada.

Os exemplos de pacotes de ondas eletromagnéticas analisados na Seg. 3.6, on-
de discutimos a relac8o entre tempo de coeréncia AT ¢ largura espectral A @, ob-
tendo, na (3.49), A® At ~ 2x®, podem ser aplicados a (9.51), pois, em ambos os
casos, trata-s¢ de uma integral de Fourier. Basta substituir z > x e 0 — k [cf.(3.52)].

Inferimos entdio que, se l¢ (&)1 tem um pico de largura Ak, com centro em
kelo(x) I* tem um pico de largura A x, com centro em x, deve ser (fig. 9.2)

A le(k)l® ,\ A lp(x)1®
i |Ill AK A
il \ fih
[ ( [1\ ax
" ' !
[E WL
|‘ [T\
i / ; \_\
' ~ » Kk L~ > X
k X

Fig. 8.2 Larguras de pacote em x e k
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Ax Ak ~2x (9.68)

Como k = p/% [cf.(9.49)]. a (9.68) equivale a

Axap-2mh="h | (969

o que é consistente com a relacdo de incerteza (9.41) e fornece uma deducdo heu-
ristica alternativa dessa rclacdio. Para isto, interpretamos Ax e Ap como as incer-
tezas (flutuacGes) em x e p, respectivamente, no pacote de ondas.

Analogamente, podemos esperar que seja

3= (3), k= (), (9.70)

e podemos usar a (9.67) para estudar a evolucio temporal do centro de um pacote
que, para f = (0, € dado pela (9.51).
Reescrevendo a (9.67) sob a forma [ctf.(7.59)]

y(nr)= [2E)EC) a2 Ek) = ne(p) (9.71)

a relacio entre @ e k € dada por

. 2 2 | 2 !
oo E__P :WQ{ ‘m=hi (9.72)

h  2mh 2mh 2m |

de modo que a velocidade de fase ®w/k varia com k (.. com o comprimento de
onda): hd disperséo.

Vimos no estudo da interferéncia (superposicdo) de ondas [Fis. Bds. 2, Sec.
5.5(c)] que, nesse caso, o pacote de ondas se propaga com a velocidade de grupo

d®
Vg = (E}Azk (9?3)
A (9.72) da —
nk (B),
Vv, =—= (9.74)
Fi i) H
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0 que € consistente com o teorema de Ehrenfest: o pacote de ondas se propaga com
a velocidade média da particula.

Entretanto, devido & existéncia de dispersdo. o pacote inicial tende a defor-
mar-se ao longo da propagacao. Além disso, a incerteza de velocidade A p/m, para
particulas livres, implica numa incerteza adicional ~(Ap/m )¢ na largura Ax do
pacote apos um tempo ¢, ou seja, ha um alastramento do pacote de ondas.

9.8 A equactio de Schrédinger fridimensienal

Para o movimento tridimensional de uma particula de massa m, a funcio de
onda continua obedecendo a equacio de evolugcio (9.16). mas o 2.° membro agora
é dado pela (9.14):

| j 7
LD . 7
s By oy + Vi (9.75)

ks

Esta € a equacfo de Schrodinger tridimensional dependente do tempo para uma
particula néo-relativistica.
A densidade de probabilidade € dada por

| p{xt) = (x o) | (9.76)

com a condicdo de normalizacido

TG dx=1] 9.77)

onde a integral € estendida a todo o espaco.

A definicdo do conjugado hermiteano €

{i{p' A lw} = U q:-*[ﬁ w]aﬁ x] =<1|1‘ ﬁ.*!(p) = J.w:*[ﬁﬁnp]d'q x (9.78)

Se A = A, N[ﬁ @jda x- |
O operador de posicdo % & definido por

Xy (x1)=xy(x17) (9.79)
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e o operador momenio p por

J P 2 )
iP=p i +p k=—ihli + j +k = —aV N (9.80)
COI
(9.81)
(9.82)

A AA M A A _ = -
Os observdveis (x,y.z) [ou (p-.py,p:)] sdo compativeis, pois estdo asso-
ciados a graus de liberdade independentes:

5 .5]=[2 2] =[5 .¢]=[p. . ] =[5 . 5] =[5, -0
b s

As (9.82) e (9.83) sdo as regras de comutacdo canénicas de Heisenberg.

A lei de conservacdo local da probabilidade se obtém de forma andloga 2
(9.54):

%—f = %(w“ v)= % [W* @v)- (@) w]

1 () ¢ - . (2.84)
=—f— ~ YA
iﬁkEm}(w DN 1]’)
Temos (Fis. Bds. 3, Sec. 4.6)
div (w*\_f'l;r)z v div (Vy)+Vy -Vuy
e (9.85)

Ay
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Intercambiando ¢ < Y e subtraindo membro a membro, resulta

div (' Vy—yVy' )=y Ay -yay’

de modo que a (9.84) di

ap o I
— +div j =0
o T

onde a densidade de corrente de probabilidade j € dada por

i.l=m(w Vw—wvw)!

que se reduz a (9.35) no caso unidimensional.

Um autoestado do momento Yy (X ), com

P ()= iV Y, () =PV, () |

é da forma

pois, como & facil verificar,

grad (efk"")z ike®*

353

(9.86)

(9.87)

(9.88)

(9.89)

(9.90)

(9.91)

Qualquer funcio de onda normalizdvel pode ser expandida em autofungdes do

momento,
v = [vk) e dk

Esta integral de Fourier tridimensional generaliza a (9.51).

(9.92)

Os estados estaciondrios da equacdo de Schridinger para particulas livres

[V(x) = 0] sdo da forma (ondas planas monocromaticas)
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egenerescéncia mimm}: (9.93)
k aponta em qualguer direcdo do espaco

v, (X, 1‘) _ Cgi(k-z;—m;)

onde

5 2mi 2m

A solucdo geral da equacdo de Schriodinger para particulas livres € um pacote de
ondas tridimensional, que generaliza a (9.67):

ip
)

1|1(X, 1‘) = -[\Tf (p)ei(p'x)‘m e_'__";- i p (9.95)

que se reduz ao pacote inicial (9.92) para r = (.

9.9 A relacaio de incerieza
As regras de comutacio candnicas (9.82) implicam

1
|Ax ﬁ.ptzaﬁ,ﬂy&p}_?_ i (9.96)

ao passo que todos os demais pares de observdveis podem ser determinados con-

juntamente com precisio.
Podemos visualizar a origem desses resultados analisando experimentos conce-
biveis para localizacdo de uma particula.

x & | (a) Diafragma

Poderiamos tratar de localizar a posicio
numa dada direcdo x fazendo um feixe de

6 elétrons (por exemplo) incidir perpendi-
e N e VR cularmente sobre um diafragma de largu-
___—: ,Ld ra d na direcdo x (fig. 9.3), o que levaria
a uma incerteza
—_ =

Ax ~d (9.97)

= na coordenada x dos eléirons que atraves-
Fig. 9.3 localizacao por um diafragma sam o diafragma. Entretanto, embora sec
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pudesse ter p. = 0 ( .. Ap. = 0) anfes do atravessamento, isto deixa de ser ver-
dade depois, devido & difracdo (propriedades ondulatérias do elétron).

Com efeito. conforme vimos no tratamento da difracdo por uma fenda (Sec.
4.7), a abertura angular do feixe difratado é ~ 8. onde [cf.(7.53)]

A h
sen O, = — = — 9.98
o~ 7" hd (9.98)
o que leva a uma incerteza em p, da ordem de

Ap, ~ psenB, ~ % (9.99)

Combinando as (9.97) e (9.99). resulia

é_f_’\.x Ap, ~h ' (9.100)

(b) O “microscépio™ de Heisenberg

Planc Poderiamos tentar localizar o elétron ob-

focal servando-o num (super) microscoépio. En-

tretanto, devido 4 natureza ondulatéria da

luz, como vimos na Sec. 4.8, a localiza-
¢3o ndo pode ser mais precisa do que o

i
1
f
i

Objetiva poder separador do microscopio, dado por

A (9.101)
sen O

Ax ~

et Dot Y R —
Luz (A) \ X onde A € o comprimento de onda da luz
slétron empregada e 6 € a abertura angular da
Fig. 9.4 "Microscopio’de Heisenberg objetiva (fig. 9.4).

Por outro lado, devido & natureza corpuscular da luz, o espalhamento de luz
pelo elétron modiflica seu momento. Para minimizar a transferéncia de momento,
podemos espalhar um unico foton.
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Mas ndo sabemos em que direcfio, dentro do 2ngulo 6 de abertura da objetiva,
o féton serd espalhado. Logo, hd uma incerteza A p, na componente x do momento
do foton espalhado, dada por

2Tmh

-

A

Ap, ~psen@ = hksenB = sen 8 (9.102)

Pela conservacio do momento (recuo), essa é também a incerteza A p, na com-
ponente pr do elétron. As (9.101) e (9.102) dao

AxAp, -2mA=h | (9.103)

PROBLEMAS

1. Demonstre que

3
2. Use a relacdo do Problema 1 para ca]cula{i, E}a } a partir de [" _B_J

3. Calcule

para n inteiro.



Cap. © - Problemas 35?

M

M
4. Os operadores de paridade P e de translagdoe por a, T,, em uma dimensao,

sdo definidos por

Po0)-965) o6 = 06+ a)

Calcule os hermiteanos conjugados de P e de 7.

5. Calcule p e j para o estado estacionario de energia E de uma particula livre

W (x,1) = [C+ exp {ipx / )+ C_exp (—ipx / ﬁ)]exp (—iEt / h)

6. Para a equacio de Schrédinger tridimensional (9.75), demonstre o teorema
de Ehrenfest

|&
—_——
[z = B
g
)

[
gk
. 1

X

(W

<

e TR

M
7. Demonstre que se A € um operador hermiteano,

<,1i2>w >0

em qualquer estado .

Para o movimento num potencial unidimensional V ( x ), demonstre que, em

oo



SISTEMAS
QUANTICOS
SIMPLES

Wamos considerar agora uma série de exemplos simples de sistemas quanti-
cos, a fim de jlustrar aleuns efeitos quinticos importantes. Em cada caso, faremos
uso, dentro de suas limitagGes, da relacdio com a mecinica classica, bem como da
analogia Gtico-mecinica ¢ da imagem ondulatéria classica. Discussdes mais com-
pletas sdo dadas em cursos de fisica atdmica, fisica nuclear, fisica da matéria con-

densada, etc...

10.1 Estades estaciendrios em uma dimemnséeo

Conforme vimos na Sec. 9.1, um estado estaciondrio de energia E € descrito

por uma funcfo de onda

!l v, (r 1‘) = @, (x)e—r'EfH

(10.1)

onde

(Hop(x)=Eq; (X)jg (10.2)

3 X
ou seja, @z & uma autofungdo de energia E. O conjunto dos autovalores de H da

0 espectro de energia do sistema.
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Para o movimente num potencial unidimensional, a (10.2) fica (omitindo o
indice E )

h? dﬁ (p hz
+ V = Fapr=
2m dx’ (x)tp P 2 m

ko (10.3)

onde kp seria o numero de onda na auséncia do potencial (V = 0). A (10.3)

equivale a
| & o
= +n‘(x)kgtp=0! (10.4)
onde
i ' i
2 Vix) |
% n”(x)=1- —g—) | (10.5)

€ 0 quadrado do indice de refracdo na analogia 6tico-mecinica [cf. (7.64), (7.65)].
Na mecéinica classica, para uma particula de energia total E dada,

1,
E-V(E)=—7 () (10.6)

€ a energia cinética da particula na posi¢do x, contanto que seja £ > V(x) . caso
em que a posi¢do x é acessivel ao movimento da particula (regifio classicamente
permitida).

E, Vimos na mecédnica cldssica (Fis. Bds.
I, Se¢. 6.5) que, num potencial V (x)
como o da fig. 10.1, as regifes permi-
tidas variam com a energia E da parti-
cula. Para uma energia E > V(x)

para V(x) , a reta toda é permitida e o

E;? . e
g movimento é ilimirado.

J& para E = E» (fig. 10.1), hd um pon-
to xp onde

:
[

[

|

|

] ‘-___ x
K1 x’z x[‘:

Fig. 10.1 Pontos de inverséo 2 i (P) (10.7)
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que se chama ponto de inversdo ou de retorno, onde p(x) se anula e troca de sinal:
o movimento da particula pode ser ilimitado & esquerda mas ela ndo pode ultrapas-
sar xp : se vier de — o , ela inverte o sentido do movimento ao atingir xy € retorna
a — oo

Para uma energia £ = E; (fig. 10.1), o movimento é confinado i regido entre
os pontos de retorno x; € xp: a particula oscila indefinidamente entre €sses pontos.

T4 se pensarmos do ponto de vista da dtica ondulatdria, numa regido onde n{x)
é constante, com E > V (regido permitida), a solucdo da (10.4) é da forma

@x)= A" + A (10.8)

representando ondas que podem propagar-se nos dois sentidos.
Entretanto, se E < V (regifo classicamente profbida), com n?® < 0 na (10.5),

podemos tomar

| n=in.n el (10.9)

¢ ainda existem solucdes do tipo

0(x) = Al (10.10

que sfo exponencialmente atenuadas para a direita ou para a esquerda. Encontra-
mos solugdes desse tipo, chamadas de ondas evanescentes, no estudo da reflexio
total (Sec¢. 5.10.).

]
10.2 Degrav de petencial

E o potencial

V() = 0(x < 0 = regifio 1) | (10.11)

V(constante) (x > 0 = regido 2)

Podemos tomar V > 0.
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Fig. 10.2 Degrau de potencial como limite

Podemos pensar em V(x) como limite
de um potencial V (x)em que a transicio
entre os dois valores da (10.11) se d4 de
forma continua, numa regido
—e<x<e(e>0), quandoe { 0
(tfig. 10.2). A forca cléssica

5 AV |
| Fx)=—— (10.12)

é o limite da forca F(x) ., e representa (fig.
10.2) uma forca impulsiva, que no limite é =
Opara x =0 e > —= p/x = 0.

E
T Na mecdnica cldssica, a forca F(x) < 0
(a) 1 2 | v tenderia a reduzir o momento p de uma
E »x  particula que se movesse da esquerda pa-
0 B i
ra a direita, no momento de sua passagem
) . u "
By Fo L o v pela origem (desaceleracdo). se a energia
= E da particula € > V [fig. 10.3(a)]. O mo-
0 mento da particula nas regides 1 e 2 € da-
Fig. 10.3 Movimento classico num degrau do nesse caso por
de potencial
| Py :\/2mE . Da =\/2m(E—V)<:p] (10.13)
- UL i B 1

Se E > V [fig. 10.3(b)]. a origem & um ponto de retorno: a particula, vindo da

regidao 1 com p; > 0 . serd “totalmente refletida™ em x = 0.

Fig. 10.4 Analogo ofico do degrau
de potencial

Do ponto de vista da analogia com a ética,
no caso (a), teriamos um indice de refra-
¢ao relativo ny» = p»/py < 1, e uma onda
incidente vinda da regifio 1 seria parcial-
mente refletida e parcialmente transmitida.
No caso (b). como nas (10.9) e (10.10),
haveria reflexdo total, mas com uma onda
evanescenle (exponencialmente atenuada)
no meio 2 (“oticamente menos denso”).



10.2 Dewsu de potendial 363

Vejamos agora o gue acontece na mecéinica qudntica.

Nesse caso, a equacdo de Schrodinger (10.4) nas regides 1 e 2 fica

2

| jﬂml+kf@l=0(x<0)s’ﬁ=?—}=ﬂ !

i i

(10.14)

o, s p,  2m(E-V)

‘-'.—k_-,:(l >O,k:':

T 2 Py (x>0).k A 7

com as solugdes gerais
@, (x)= AT + Be

%) (10.15)

i ®, (x) — C&%t 1 Dot

Para definir uma solucfio, temos de especificar condi¢des de contorno, tanto no

infinito (x — £ o) como na origem (x = 0) , onde V(x) € descontinuo.

Condicdes no infinito

Como na mecénica cldssica, podemos ter uma particula (ou feixe de particu-
las) incidente da esquerda para a direita (neste caso D = 0) ou vice-versa (neste
caso A = 0). O caso geral é uma superposicdo dos dois. e basta considerar o 1.°
caso, em que A é dado e B e C tém de ser obtidos:

0, (};): 52:‘: + Be M
incidente refletido
(10.16)

|

pz(x)=C¢C e'*=*  (transmitido) |
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O fato de haver duas solucdes independentes com a mesma energia £ (uma
com D = (0 e outra com A = 0) corresponde a4 mesma dupla degenerescéncia ja
encontrada para particulas livres: a possibilidade de movimento em dois sentidos
0pOSLos.

Condicdo de contorno em x = ()

O potencial V(x) € descontinuo em x = Q.

Por outro lado, como a soluc#o € estacionaria, a (10.1) d4

d d 2 d 2
Ep(x,.t)zalwt.(x,r)l =$|(pf(x)! =0 (10.17)

ou seja, a4 densidade de probabilidade € independente do tempo (estacionéria).

Se tomarmos entdo, na (9.57), x» = &€ ., x; = — €, com € > ( arbitrariamenie
pequeno, vem

—%jp(x,r)dx = {}'= j(E,I)—j(—E,T)

ou seja, fazendo & | 0 (por valores positivos),

j@o.0) = j(0.1) (10.18)

A corrente de probabilidade deve permanecer continua na origem, apesar da des-
continuidade do potencial (por mais forte razdo, isto vale em V ouftro ponto x).

Isso implica, pela expressdo de j.

0, ("U) = @3 (+O)

30i oy _ 99 oy
l 3 (_D)_ d x (+0)

(10.19)

ou seja, a funcdo de onda e sua primeira derivada em relacdo a x devem ser
continuas.
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Pelas (10.16), isso da

A+B=C

]
ik](A—B)zikQC{A—B:i—?’C Bzé—[l—

i

0 que leva a

B Kk -k :

— = -——= = amplitude de reflexio

Ak +k
| (10.20)
|

L_ %h amplitude de transmissio |

A k+k I

Pela (9.58), as correntes incidente, refletida e transmitida sdo dadas por [cf.
(10.16)]:

i vl ? j!.TH.TLi o EC‘EV‘? (10-21)

onde v; = iik;/m (j = 1,2). Na interpretacio em termos de feixes de particulas, as
correntes sdo proporcionais aos niimeros por unidade de tempo de particulas inci-
dentes, refletidas e fransmitidas, respectivamente. Logo, as probabilidades de re-
flexdo (r) ¢ transmissdo (t) sdo dadas por

I . ‘E O
jinc A ‘
i (10.22)
5 2
L= j& —_ kz E.
jinc i A

e as (10.20) dio
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(10.23)
4k k
(k + &, )"
que satisfazem a
| fdf =1 (10.24)
conforme deveria ser (soma das probabilidades = 1).
Em termos do “indice de refracido” relativo
g s B B | (10.25)
' Ky By
a (10.23) d4
£ 35 1“\'2 4 _
ik B - (10.26)

r:LR+J :(n+1)25

que sdo idénticos a refletividade e a transmissividade de uma interface entre dois
meios transparentes na incidéncia L [ef. (5.72)]

Temos entdo um efeito tipicamente quéntico, conseqiiéncia das propriedades ondu-
latorias das particulas: na mecénica cldssica, uma particula com E > V € “totalmente
transmitida”, ao passo que quanticamente ela tem uma probabilidade > 0 de ser refletida
(embora tenha energia suficiente para ultrapassar o degrau de potencial).

Em particular, se for (E — V) << V, ou seja, se a energia esfiver muito pouco
acima do topo do degrau, a (10.14) mostra que serd p» << p; (a particula é forte-
mente desacelerada pelo degrau. na mecénica cldssica) e a (10.23) = r = 1, ou
seja a reflexdo € quase total, situacdo tipica para uma onda numa descontinuidade
forte (para £ >> V, temos r — 0: a particula quase ndo € afetada pelo potencial).

()osE<V

Nesse caso, a solucio anterior continua valendo, mas temos de tomar, na
(10.14) [cf. (10.9)],
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o PrEV) L eboE) 107,

il - f

de modo que a 2.° das (10.16) da
0:(x) = Ce™* = ¢ (x> 0)

Mas o sinal inferior € inaceitdvel, pois corresponde a um crescimento exponencial
para x — <o, Logo,

,[C-} _ E'|j?6-,I ] (pg(x) _ C€—|k3§x _ Ce—él‘.m(‘r"—}:)x,’ﬁé (10‘28)

que corresponde a uma onda evanescente.
A (10.20) da

B k-l . ilk}l _')iq ki | v [
e R T -t : = {o LS
a T =T (10.29)

(o guociente de dois complexos conjugados & um fator de fase). Substituindo na
(10.22),

| 2 t
' | _1 (10.30)

n |

ou seja, temos neste caso reflexdo total, como na mecénica cldssica.
Levando a (10.29) na (10.16), obtemos

®, (-'L) A[ ikx i(k1.¥+2ri):| — A e—i‘l] I:efl:k[::+q} : e_f(kl-t+fi}i|

—

Ems[‘i::,_r'fn}
ou ainda, como ©; (0) = ©2(0),

; N (x) =

0, (x) e

oS (k x+ )
cos
1l (10.31)
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A ox) i
; mostrando gque a solucio na regido 1 é

uma onda estaciondria (interferéncia en-

[\ [\ [\ /\ \ - tre incidente ¢ refletida), que penetra na

\/ \/ \/ \/ 0 regifio 2 (fig. 10.5) como uma onda eva-

nescente, andloga as que encontramos na

reflexa@o total (Sec. 5.10). A profundidade
de penetracdo € da ordem de

Fig. 10.5 Peneiracio na regido proibida

1 i

k| x/m j (10.32)

tanto maior quanto mais proxima estiver a energia do topo do degrau, E = V.

Temos portanto uma probabilidade # 0 de gue a particula seja encontrada na
regido classicamente proibida, E < V. Esse é um efeito tipicamente ondulatério.
Como na reflexdo total, a solucéio estaciondria nio permife ver cOmo OCOITe a pene-
tracdo na regifio proibida: para isto, teriamos de construir um pacote de ondas,
superpondo diferentes energias (incluindo solucdes com £ > V, para as quais a re-
giao € permitida).

Observamos ainda que, para £ < V, ndo existem solucdes com particulas inci-
dentes da regido 2 para a 1, de modo que, neste caso. os autovalores da energia néo
sao degenerados.

Limite de parede impenetrdavel (V — o)

Se fizermos V' — oo, a (10.32) mostra que a profundidade de penetracio — 0, a
(10.28) que @:(x) — 0,e a (10.29) que B/A — — 1 (11 — n/2), de forma quc
as (10.16) ficam

o, (‘{) = 2iAsen (kl }L)

() (10.33)
@, (x)=0

A ox) correspondendo a condicdo de contorno

-

/\ w(0,)=0 (10.34)
! U } x -
[ associada a uma parede impeneirdvel

(fig. 10.6). Nesse caso limite. 2 derivada

Fig. 10.8 Parede impenetrével dW/dx € descontinua na origem.
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10.2 Particvia confinade

Na Se¢. 10.2, ilustramos solucdes dos tipos E; e E; da fig. 10.1, corresponden-
tes a movimentos ilimitados, caracteristicos de processos de espalhamento, em que
a energia tem um espectro Continuo.

Vamos ver agora um exemplo simples de solucfo do tipo E;, em que o movi-
mento da particula é confinado a uma regido limitada do espago: classicamente, €
um movimento oscilatdrio.

(a) Particula numa caixa unidimensional |

Vix) Corresponde ao potencial
A

N
i
rﬁT‘\.
[ B
A
H
A
B8
s, L

(10.35)

A N N R

SIS
)

Fig. 10.7 Caixa de paredes impenetraveis ilustrado na fig. 10.7.

Na mecéanica cldssica, poderiamos pensar numa bolinha que oscila entre duas
paredes impenetraveis, colidindo e sendo totalmente refletida por cada uma delas.
A largura da caixa € a.

Do ponto de vista de ondas cldssicas, temos propagacdo entre duas paredes
totalmente refletoras.

A funcio de onda @ (x) s6 € # 0 dentro da caixa, onde satisfaz

' 2 " g 2 _ _ :
Ed?+k'(ﬂ=0,k=4m5 [|x]££ (10.36)
| dx” A 2
Nas paredes, pela (10.34), devem ser satisfeitas as condices de contorno
| |
tateZ | = ol (10.37)
o)

A solug@io geral da (10.36) é



870 Sstemss quinticos simoles

© (1) = Ae*T L Be't® (10.38)

Para aplicar as (10.37). € conveniente introduzir a notacgio

& _ pikar? {Zi — pikar? | (10.39)
As (10.37) ficam entido
1 = % zA+z B=0
4 | | (10.40)
S z A+zB=0 |

Para que esse sistema homogéneo nas incognitas A e B tenha solucio ndo-trivial,

tem de ser

- - E = o o’ E
i “"zfuz*‘g S R :zz'sen(ka)g (10.41)
z oz i
0 que so € possivel para
k=k =" (r=%1%2.) (10.42)
; a

pois # = O daria @ (x) = A + B = (, solucdo trivial.

Logo,

g {ii (n par)

i (n impar)

&
[

(10.43)

g

L

Para n par, z € real, de modo que as (10.40) ddo, juntamente com a (10.38),

AtLB =10 { A=-8B { 0, (x) = A[E’_"‘n-\' . e—!'i:ﬁ.rJ



10.3 Pasials confinada 371

Finalmente

a

B T

k= —|1 (10.44)
n=2,4,6,.. {(p” (x) = N’ sen (k, A.));

onde N, e N, sfo fatores de normalizacdo; valores negativos de n ndo dio auto-
funcdes novas.

Pela (10.36), os autovalores correspondentes da energia sdo

2 22} | 10.45
P . in—z ? (r=1,2,3,.) ()
; 2m 2ma r

Propriedades das solucdes

(i) Espectro discreto

Na mecénica cldssica. uma particula poderia oscilar enire as paredes com qual-
quer energia E = 0.

Quanticamente, 0 espectro de energia €
discreto: a energia € quantizada, podendo
assumir somente os valores (10.45), que
ddo os niveis de energia da particula (fig.
E.——— 4k, 10.8). Para cada nivel, hd uma s6 auto-
funcdo independente, ou seja, os niveis
s30 ndo-degenerados.

O espectro discreto é caracteristico

E, do confinamento.

0

Fig. 10.8 Niveis de energia da particula confinada
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(11) A “energia de incerteza”
A energia minima que a particula pode ter (estado fundamental) é

i 7 0
foc R
!: E] = 2

1 S (10.46)

(BN

Vamos ver que essa energia minima estd associada ao principio de incerteza.
Com efeito, as paredes impenetriveis confinam a particula i regifio x| < a/2, de
forma que a incerteza na posicdo da particula é

Il,&x < g (10.47)

Pela relac@o de incerteza, isso implica numa incerteza em momento

% |
Apz— (10.48)

e numa energia minima (a energia da particula é puramente cinética)

@ #
2m Ema

(10.49)

2

A (10.46) € dessa ordem de grandeza. Logo, a energia do estado fundamental pode
ser pensada como “energia de localizacdo™ ou “energia de incerteza”. Note o ca-
riater “positivo” da relacio de incerteza.
‘E-“(pn(x) (iii) Autofuncdes
As (10.44} mostram gue as autofuncdes

N= 4 ) o g ST -
(fig. 10.9) sdo idénticas aos modos nor-

mais de vibragdo de uma corda vibrante
presa nas extremidades (Fis. Bds. 2, Sec.
3.7), que satisfazem exatamente 4 mesma
eq. (10.36) e as mesmas condigles de
contorno (10.37),

O carater discreto do espectro de os-

L 2 cilacBes € caracteristico das ondas confi-
nadas (membranas vibrantes, cavidades

/ ressonantes): € uma propriedade ondula-
‘- n_|=1 S féria. Como de Broglie havia observado,
) ¢ %x essa € a origem dos ndmeros inteiros nos

Fig. 10.9 AufofungBes da particula confinada  autovalores da energia.
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(iv) Niimero de nodos

Nio contando os nodos (zeros) nos extremos = ¢/2 , vemos que a funcio de
onda do estado fundamental (n = 1) ndo tem nodos; para o estado E; , que € o
(n — 1) — ésimo estado excitado, ha (n — 1) nodos.

Intuitivamente, a razdo desse resultado € que funcées de onda com mais nodos
oscilam mais, portanto t€m momento (proporcional ao gradiente) e energia cinética
mais elevados.

(v) Paridade

Com a escolha de origem que fizemos. o potencial (10.35) € uma funcdo par
de x:

V) =Vix) | | (10.50)

2 3 "
Como 0~ /dx~ ndo se altera pela transformagdo x — — x ., 0 mesmo vale para o
hamiltoniano

-_H(—x): A (x) (10.51)

Logo,

Ao, x)=Eo.(x)= Ho, (:x] = E@z (~x) (10.52)

ou seja, Qs (—x ) € uma autofuncdo associada ao mesmo valor E da energia.

Como as autofuncoes, nesse caso, nao sdo degencradas, isso implica

9z (x) =210, (x) (10.53

onde A é uma constante. Trocando x por —x, vem: ©:(x) = A Qg (—x). e, substi-
tuindo na (10.53).

o ((x)=No () {¥ =1 {A == (10.54)

Levando na (10.53),
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0z (%)= 0, (x) (10.55)

Logo. as autofuncdes tém paridade definida. isto €, sdo necessariamente pares
ou impares, como conseqiiéncia da invaridncia do hamiltoniano na transformacio
(10.51) (x = — x) . Efetivamente, na (10.44), n impar leva a autofuncdes pares

e n par a autofuncdes impares [0, (—x) =— ©,(x) |

(vi) Ortonormalidade e “completeza’™.

Para calcular os fatores de normalizacao nas (10.44). usamos a condicdo de

normalizacdo:
N2 | “F lcos
',J _[ = ﬂ.x ad:x =
N~ . isen” a
V? al2 al2
_{1, ] L J-dxi Icos 2nﬁx dx|=1
vr‘:?j 2 a i a
L \_3_J 2 .
=a ={)
que leva a
,_ 2] 10.56
N, =N = |=| (10.56)
, a |

de modo que

(10.57)

gsen(n—nx} (n = 2,4,6,....)?;
a i
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formam uma base ortonormal de fungdes (completa) no intervalo (ma/2 |, a/2),
permitindo que qualquer funcio @ (X ) quadraticamente integrdvel (normalizdvel)
gue se anula nos extremos desse intervalo possa ser expandida sob a forma

a

i (p(.\:) = \/% Z a, Ccos —J_-—_r + b, Sen[ZﬂTﬁ x] | (10.58)

onde os coeficientes de cxpansdo a, ¢ b, se calculam projetando sobre os vetores
da base

| . A2 2n+1 31;_ l

| | (10.59)

, (o “% 2w |
i b” = <q}” |(1)>:: par N 1}; j ('p (x) Sen xJI d %

a8

]

3

a

Do ponto de vista matematico, a (10.58) representa uma expansdo em série
de Fourier, e as (10.59) ddo os coeficientes de Fourier dessa expansio. Trata-se de
uma generalizagdo ao espaco de Hilberr (dimensdo infinita) da representacdo de um
vetor em termos de suas componentes em eixos ortogonais.

‘(b) Particula sobre um aro circufar%

Como segundo exemplo de movimento confinado, vamos considerar um
sistema quéintico gue seria o andlogo de uma particula classica vinculada a se mo-
ver sobre um arco circular (fig. 10.10) de raio a (como uma conta que desliza
sobre um aro)

A coordenada que corresponde a x €

s=a0|  (10.60)

i

0 arco de circulo descrito pela particula
apds percorrer um angulo ¢ a partir de
Fig. 10.10 Particula num aro circular uma direcfio fixa.
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Por conseguinte, o que corresponde aqui ao operador momento €

| 5, =—ih— =12 (10.61)

Supomos que, além do vinculo, nenhuma outra for¢a atua sobre a particula, de
mode que o hamiltoniano € o de uma particula livie ao longe do circulo,

1, e
- B 10.62
2w T T 2md 997 (10-62

O sistema, nesse sentido, ainda € unidimensional, mas a diferenca com a reta
é que a circunteréncia se fecha, confinando a particula a uma regido finita. Embora
¢ possa crescer indefinidamenie, os pontos ¢ e & + 2jr {(j==x1,+2, ..) cor-
respondem ao mesmo ponto do espaco, de forma que podemos impor uma condicio
de periodicidade i funcio de onda:

jw(¢+2jn)=w(¢) (j=i],i2,...)‘ (10.63)

Procuremos inicialmente os autovalores ¢ autoestados do momento p ot
By Wi (0) = 1w, (9) (10.64)

onde estamos chamando de A os autovalores. Pela (10.61), a (10.64) equivale a

_ﬂaw}-._'\ aw;nb_ !I'}L(.I,
a do _hwﬂ’“{ J 0 _[ P J‘h

0 que dd a solucio

v, (0) = N exp (‘“ ’fr“ q)] (10.65)
[

kit

N sendo um fator de normalizacio.

A condicdo de periodicidade (10.63), com j = 1, di
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5 /J vy (‘9) =W, (qJ)

% )
v, (6 +27) = exp [Enzla

exp (ZTtilaJ =1'=¢gxp (Zitfn)

A, =— (n=011..) (10.66)

e as autofuncOes (jd normalizadas)

v, (0) = J—Z_;e”-‘? (n=0xL..) (10.67)

que obviamente satisfazem a condi¢do de periodicidade.

Momento angular

AZ Se tomarmos um eixo Oz perpendicular
ao plano do circulo, passando pelo centro
(fig. 10.11), podemos definir o operador

Py momento angular da particula em rela-
& ¢do ao eixo Oz, por analogia com a me-
0 ¢ cinica cldssica, como
L = ap, = inl | (10.68)
Fig. 10.11 Momento angular | 0 |
e a (10.67) da
| Ly, (®)=nry, () (@=0zxL.) (10.69)

Logo, as autofuncdes de fl.p sfo também autoestados do momento angular ?z, e
vemos que o momento angular é quantizado em unidades de fi (caso especial de
um dos postulados de Bohr); a quantizacio (espectro discreto) aparece aqui como
conseqiiéncia direta do confinamento a uma regido finita, expresso através da con-
dicdo de periodicidade da func¢io de onda no dngulo ¢ .
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Finalmente, como, pelas (10.62) e (10.68)

% ]- %
H= —-(1 ] (10.70)

2ma

M
os autoestados de [ também sio estados estaciondrios. com

- 1 2 .
Hy,(0)=——@h) v, =E, v, (0) (10.71)

onde os autovalores da energia, como conseqiiéncia do confinamento, formam um
espectro discreio.

[

i_
T (10.72)
2ma

-

|E, =E_, | (10.73)

ou seja, cada nivel de energia € duplamente degenerado (exceto n = 0), com as
duas autofuncdes independentes W, € W,

Fisicamente, essas autofuncdes, correspondem aos dois sentidos opostos de
percurso do circulo (como p € —p ao longo da reta).

Podemos entretanto substituir y, e Y., por duas combinacdes lineares inde-
pendentes. Em particular,

Y, + Y, = cos(no)|
? (10.74)

WV, — Y_, o sen (n (i}) E

permitem deﬁmr outro CUI‘I_]ElﬂtO equivalente de autofuncdes de H que ndo sdo au-
tofuncoes de p o nem de l Se as tomarmos dessa forma, elas terdo nodos ao longo
do circulo (0 < ¢ < 21), cujo nimero aumenta com a energia do nivel, de forma
andloga ao que encontramos para o confinamento entre duas paredes impenetrdveis.
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10.4 Barreira de potencial reftangular

AV(x) Consideremos agora o potencial unidi-

g mensional

0 (.r; < 0) Er;g.iﬁo 1l |
E" V(x): V>0 (U <x < a)Eregiﬁo 2
0 (x > O)Eregiﬁo?: |

O a (10.73)
Fig. 10.12 Barreira retangular

Temos duas situacOes possiveis: E=E’ > Ve 0 < E” < V; em ambos 0s casos,
vamos considerar estados estaciondrios com uma particula (ou feixe) vindo da
esquerda (fig. 10.12), e discutir a probabilidade de transmissdo para a regido 3.

)E>v-

Vamos introduzir as notacées [cf. (10.14)]

|k =2mE /h

0o — v

(10.76)

| k=2m(E-V)/h=nk,

As solucdes nas regides 1, 2, e 3 sdo andlogas as que vimos para o degrau de
potencial:

0, (Jc) = Ae'™ + Bl

| @, (x)= Ce™** + Det" | (10.77)

1
!
1
i
i
1
i
i
i
1
i
1

9: (x) = Ee™

onde a amplitude de transmissdo T , que estamos interessados em calcular, é de-
finida por

T=E/A (10.78)
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pois A € a amplitude da onda incidente.
Temos agora dois pontos onde aplicar as condigdes de contorno: x = 0 e

X = ¢, com

49, _ I-k(ceffc_r _ De—:’k.r)

= ik, Eetfo?

Vamos introduzir as notacdes

gg =€ g = (10.79)

As condi¢Ges de contorno dio entdo:

¢, =0, =>A+B=C+D ‘

x=10 (10.80)
d @, d @, k
= A—B=—|(C — = n{(C — D)
T o =3 B kg( D) n,( D)‘

]; cp2={p3:>zC+—1-D=ng !
z
| (10.81)

3 3 k
d(p~:d(p3:>zC—£D= DZDE:Z—OE
| dx dx £

o
=

As (10.81) permitem exprimir C e D em funcdo de E:
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(10.82)

A';[(n ”)C_[”' _l]ﬂ] (10.83)

e, pelas (10.82).

_E  4n ¢ 1
B A - 5 5 1 4 = : 2
(n ) N (_ﬁ_ _l] 3
t_ n+1
ou, pelas (10.79),
idge 4 I |
7o flk)a AN |

(ﬂ + ])2 1— (}-1 — I]Z EEH;:J. E (10-84)
n+1

Esse resultado tem uma interpretacio fisica imediata. Lembrando as ex-
pressdes (10.26) da refletividade r e transmissividade r do degrau de potencial, a
(10.84) se escreve
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) v 8 ) f_\.—zk-
r=e ' *\J a (10.85)

1 —ré

0 que corresponde aos resultados obtidos na 6tica quando discutimos as franjas de
interferéncia numa Ildmina de faces paralelas (Scg. 3.4).

Com efeito: o denominador 1 — re’®

. onde r é o produto das amplitudes de
reflexfio nas duas interfaces (lembrando que a interface reflete igualmente bem dos
dois lados) e A a defasagem para atravessamento duploe da lamina, neste caso cor-
respondendo ao que seria incidéncia L na otica, € exatamente o mesmo encontrado
na {3.34), representando a soma de todas as mulii-reflexdes internas. O numerador
contém 7, o produto das amplitudes de transmissdo para entrar e salr da lamina, e a

] — 1Yk . 2 a
Hn=llhoa 4esociada ao atravessamento da lamina.

defasagem e
Podemos portanto aplicar aqui a discussdo dos efeitos de interferéncia dada na

Se¢. 3.4. Teremos para a probabilidade de transmissdo 5J (total)

7 = e o ‘— =T’ | (10.86)
jinc k ‘Al ;
o que dé, pelas (10.85) e (3.35).
T
g = t=1-r) (10.87)

+* + 4rsen’ (k a)

Como na Sec. 3.4,

probab. de transmissio = 1

|

: : : i
kia=j% {A = 2 jn(mterﬂ constmtwa) { F=8% =1

max

2|
Kas [;‘ + l—jn: { A =2+ 1)r(interf. destrutiva) { § = G, = [1 — r] ‘

J inieiro

(10.88)
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Na 6tica, o indice de refracdo depende em geral da freqiiéncia o (dispersdo).
Aqui, analogamente, é preciso levar em conta que k depende da energia E . Pela
(10.76).

—_—

ka=2mE-V) S (10.89)
| |

V(x)
A Embora tenhamos tomado uma barreira
g na (10.75), a solugdo também se aplica a
. estados com £ > 0 para um poco de po-
a a tencial retangular (fig. 10.13). bastando
substituir

—_\f"

| V= -V (10.90)
! R

tomando sempre V > 0 . O indicc de re-

Fig. 10.13 Pogo retangular fracdo fica

' - l—barreirézn::l_
a= iz ( ) (10.91)
‘v E -}-(pggo) =5n>1 1
e, pela (10.26),
(‘IF E I’E | (10.92)
| '\_\E + -[I"? _I' T

Vimos na ética que os picos de transmiss@o tornam-se estreitos quando r €
muito préximo de 1. Pela (3.37), a semilargura de um pico € da ordem de

[2e=2(-r)] (10.93)

A (10. 92} mosira que r € préximo de 1 nas seguintes situagoes:

(z) Barreira, 0 < E V << E <« (pouco acima do lopo)
(n) Poco, O0< E<<V

(10.94)
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Analogamente, pela (10.88), os minimos de transmissividade sdo proporcionais
a(l—-r), que € pequeno nas mesmas situacdes (10.94).

Pelas (10.88) e (10.89), os miximos de transmissic correspondem a energias

E; tais que
\frEm(EjJ_rV)afﬁzjn (1% 100
ou seja
| 4 _l.ﬁ'z. |
E.FV=7/|—— i=1,2,... 10.95]
! f 2ma (j ) ( %)

L2 i r .
Como o 2.° membro cresce com j~ . as (10. 94) sé podem em geral ser satisfeitas
para os valores mais baixos de j . Para E >> V, os picos tornam-se muito largos e
0 contraste entre maximos e minimos & pequeno.

Th O andamento tipico de T como funcio de
1.0 - E para o caso de um poco estd represen-
tado na fig. 10.14. Em contraste com o
caso da otica (Sec. 3.4), ndo ha periodici-
dade em E e as franjas vdo ficando cada
vez mais largas e menos nitidas. O caso
da barreira, com E > V, € anidlogo.

Os picos mais estreitos, para 0s va-

lores mais baixos da energia, sdo chama-

dos de ressondncias de transmissdo. Qual

/ € a razao desse nome?
i . UL, RPN P S P TP L T O (LY o T
= IMLLLIL FLERg i L:ll..lE-‘ S0 LIVESSE 7 — 1 \1C-

i
0
flexdo total nas interfaces x =0 e x = a).

Fig. 10.14 Transmissividade em funcdo da energia ¢ maximos de transmissio em

k=jn/a (j=12..)] (10.96)

corresponderiam a0s niveis de energia discretos (10.42).
Logo. os picos podem ser considerados como um fenémeno de ressondncia

com essas energias, da mesma forma que as ressonfincias de um tubo de 6rgédo na
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actstica, p. ex. (Fis. Bds. 2, Sec. 6.4): a fregiiéncia das “oscilacdes forcadas™ coin-

cide com a das “oscilacdes livres™.

e P A e b e [ -

Fig. 10.15 Ressonéncias como niveis virfuais

Para um poc¢o, podemos pensar nas
ressonincias como um prolongamento
ao espectro continuo do espectro dis-
creto de niveis de energia ligados (fig.
10.13): no continuo, cada “nivel” res-
sonante tem uma largura A E em ener-
gia correspondente a (10.93) para os
niveis estreitos. A origem dessa lar-
gura € a transmissdo para a regiao ex-
terna [ = fna (10. 93)], como seria a
extremidade aberta no caso de um
tubo de drgao.

No espalhamento de elétrons de baixa
energia (E ~ 0.1eV) por dtomos de
gases nobres (Ne, Ar), observam-se

ressondncias de transmissdo: para determinadas energias, 0s dtomos comportam-se

como se fossem praticamente transparentes aos elétrons. Esse fendmeno, conhecido

como efeito Ramsauer, é andlogo ao que acabamos de discutir, mas seu tratamento

adequado requer a teoria do espalhamento tridimensional.

| (b) O < E < V :Tunelamento (bal‘rcira)

Esse caso corresponde 3 energia E” na fig. 10.12. Como na (10.27) para o
degrau de potencial, a soluc@o anterior permanece vilida, bastando tomar

|k, = ik

-i2am(V-E)/n=ik (K> q)_i

A 2.7 eq. na (10.77) fica entdo

L0, (_T)=Ce_k-x+Der (Uixia)'

(10.97)
: (10.98)

mas aqui, ao contririo do degrau, ndo se pode excluir a exponencial crescente,

porque x nio se esiende at€ + o (regido finita).
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Como na (10.9), também o “indice de refracio™ s¢ torna imagindrio:

n=k /ky=iK [k =iT (M > 0) (10.99)

A (10.85), com essas substituicdes, fica

| 4in |
e in+1)
T g WRlCHGA (in ) | (10.100)
: 1_[?;71“1] e 2Ka |
i i1+ 1 11
Vamo-nos limitar a uma “barreira espessa”, supondo
Ka> 1 (10.101)

-2 Ka

pois podemos entfo desprezar o termo cm ¢ no denominador da (10.100), o

que leva a

&

[,} ]\2 (10.102)
n o+ 1

‘.‘T = ‘TF - 16m° 2K a

Pelas (10.97) ¢ (10.99),

v J \ - 16 E(V - E) -zﬁ}:@-_—a:
Bl v

T]1=—‘£_—],T]?+i:

(10.103)
E

Classicamente, uma particula com E < V ndo podcria penetrar na regido 2
(proibida): sofreria reflexdo fotal. Quanticamentle, a particula pode “tunelar” atra-
ves da barreira : a probabilidade de transmissdo (10.102) - (10.103) € pequena, mas
# 0.

Esse efeito de junelamento é tipicamente ondulatério, anilogo 2 reflexdo rotal
Jrustrada (Se¢. 5.9). Quanto mais cstreita a barreira e/ou mais proxima estiver a

energia £ do topo V da barreira, maior a probabilidade de tunelamento.
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O tunelamento quintico se manifesta nu-
ﬁl o E:Lﬁgﬁi?ana ma gra.nde' variedajde (ie fenf?menos. .Uma
[ \| |I IJJ e das primeiras aplicacbes foi a teoria de

,' \ ] T G. Gamow da desinfegracdo alfa, em que
| \J,’ \] l{ um nidcleo de n.° atdmico Z e n.° de mas-
' sa A emite uma particula o (nicleo de

0 ! il He):

/ .- ; _

) ,_ — :

;/4\ atracdo (2.A)—> (Z-2,A-4)+ 0] (10.104)
nuclear

O modelo de potencial | tfridimensional:

V = V (r) ] esta 1lustrado na fig. 10.16: a

Fig. 10.16 Modelo de Gamow . g
da desintegragéo alfa partfcula o, de carga +2e, precisa

vencer a barreira coulombiana de carga

(Z — 2)e, do nucleo residual, por tunelamento. A grande sensitividade da exponen-
cial na (10.103) a variacdo de V — E explica por que as meias-vidas para desinte-
gracio o variam desde ~ 107's até > 10" anos.

Qutras aplicacdes sio a emissdo de campo, a emissdo “a frio” de eléirons de
um metal sob a aciio de um campo elétrico; microscépios de emissio e de tunela-

mento, tunelamento em semicondutores, etc...

10.5 Estado fundamenial do alome de hidregénie

Como exemplo importante de um estado ligado tridimensional, vamos tratar o
estado fundamental do dtomo de hidrogénio.

Temos nesse caso um problema de dois corpos (préton e elétron), com seis
graus de liberdade espaciais (as trés coordenadas de cada uma das duas particulas).
A equacdo de Schridinger seria uma “equacdo de ondas” num espaco 6 — dimen-
sional (para n particulas, 3 n — dimensional), mostrando que interpretagdes “intuili-
vas” da mecénica quintica em termos de propagacdo de ondas cxigiriam uma “in-
tuicdo multidimensional™.

Entretanto, como no problema cldssico de dois corpos com forcas centrais, €
possivel separar o problema em termos do movimento do centro de massa e do
movimento relativo, este descrito pelo potencial coulombiano (central); o CM se
comporta como uma particula quéntica livre de massa igual & massa total.

Interessa-nos a equacdo de Schrodinger para o movimento relativo, que € a
equacdo de Schridinger tridimensional para o potencial coulombiano, associada a

um estado estaciondrio de energia E:
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| R |
Hp=-—A¢+V()p=Eg| (10.105)
! 2m !
onde, como na (7.34),
vV = — = —
(r) T | (10.106)

Na (10.106), como no problema cldssico de dois corpos, m deveria ser a massa
reduzida (Fis. Bds. 1, Sec. 10.10) do sistema elétron-préton, dada por

jm o= £ | (10.107)

Como m,/m, >> 1 (~2 X 103) , porém, m = m, , a massa do elétron [ mas a
precisdo espectroscdpica requer o uvsc da (10.107)].

Para estados estaciondrios ligados (com o zero de energia correspondendo a
Fo—> o), 1emos

(10.108)

e temos de procurar solucdes normalizdveis da (10.105), que s6 existem para valo-
res discretos de E (autovalores), os niveis de energia do H.

A solucdo geral da (10.105) depende das 3 coordenadas ( 7,9, 0) do elétron
em relacdo ao nucleo. A dependéncia de 8 e ¢ & dada por fungdes que em geral tém
carater oscilatorio, e por conseguinte t€ém nodos, como as (10.74). Como esperamos
que a energia cresga com o n.° de nodos, como nos exemplos vistos, e s6 estamos
interessados no estado fundamental (de energia minima), procuraremos uma

solucido independente de 6 ¢ ¢ (.. sem nodos na dependéncia angular):

0=0() (10.109)

Datf decorre

dp do or x | d(p/dr“
_ X oV | ve = pd0/dr 10.110
3x drax r " (}){ | L ,, { )
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¢, usando a identidade (9.85),

agu=div(Vq;):Mdivr+r-v[l d—‘p} (10.111)
¥ rodr
divr:-ai a_yT"a_Z:3
dx dy dz
yfLde)_r d(1de) r[ 1de, 1d0]
\r dr rdr\r dr 2 “ dr r dr‘J
levando a
3do 1do d¢ gl o 2do| |
Ap="— T —-——"+— 4 A = b 10.112
t Fdy Fdar dr {i (p(r) _er rodr ! ( )

o que também pode ser obtido calculando d 2/9x2 9% /9y% 9% /az%

Levando esses resultados na equacio de Schrédinger (10.103), resulta

l—%[f}f—t—% i'(f]_{i (p‘E|(p e
Seja
l £ = “:% K™ (10.114)
| !
e vamos introduzir o raio de Bohr (7.47),
‘@u = Ilhzz i. (10.115)



- -
RNt oS SrniEs

L
L
|

A (10.113) fica enté@o

de , 2

FoGyr

idj(p_l_

. dr

o—K*0=0 (10.116)

= |2

da qual temos de encontrar uma solucdo normalizdvel para determinar o autovalor
K [que d4 a energia, pela (10.114)].
Para r — oo, a (10.116) deve reduzir-se a

2
irgp ~-K'@=0 {@%Ae‘KHLBeK" = =)

[y 2 - e Ll
onde K = + YK~ (> 0). Mas o 2.° termo € uma exponencial crescente (nio-nor-
malizdavel), de forma que temos de ter B = 0. Podemos procurar entdo uma solucio
tentativa sem zeros (nodos) da forma

o()=Ne* (10.117)

0 que da do/dr = - Ko. Levando na (10.116), vemos que ela € satisfeita se
tomarmos

B=1f | (10.118)

o que pela (10.114), leva ao autovalor

h2

7 1
2ma, |

|E = (10.119)

que € a energia do estado fundamental do diomo de hidrogénio, ja obtida na
teoria de Bohr [cf.(7.52)]. Aqui, porém, é um resultado exato da mecinica
quéntica.

Resta calcular o [ator de normalizacdo N na (10.117). Devemos ter, dada a
simetria esférica,
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1= J [(p(r)r d ¥ = 41’5“({)(;")[2 i 41t!1\’ [2 : Je‘”” ridr
0 £)
2Kr|" 2K o
= 2.8 ! + l.-’lre 4 17-[6_2!{’(3?:—14
2K| 2K = -2K| 2K 1 4K°
=0 = 2 Il
—’?Kl_u 3K
ou scja, pela (10.118),
L nad NP { - L] 10.120
= = = TLdy ki il =2 I i
R Gfﬂo) ) Lo 1/;33 ' : :
o que d4, finalmente, pela (10.117),
0= (10.121)
1 VT ag

A probabilidade de encontrar o elétron entre » € r + dr, ou seja, dentro de uma
casca esférica de volume 47 r* d r com centro no niicleo (préton) é

dP=4nr o) dr = LRy | (10.122)
| =

0

A densidade de probabilidade d P/d r € mixima para

ou seja, para

P ! d P 4 i)
r=ag | =—e (10.123)
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.f.J
I3‘

% : A fig. 10.17 ilustra o andamento da
A densidade de probabilidade radial.
N Vemos que é mdxima para uma distdn-
cia do nicleo igual ao raio de Bohr.
Entretanto, longe de termos uma 6rbita
_circular plana com este raio, temos

uma “nuvem de probabilidade” esferi-

0 1 1' : ) ta, Camente simétrica, cuja densidade cai

exponencialmente para r >> gy, onde

Fig. 10.17 Densidade de probabilidade radial o raio de Bohr corresponde 3 disténcia

mais provdavel do elétron ao nicleo.

O valor esperade do raio atdmico é (r) = 2 ay (Probl. 4).

(RSN [P

Relacéo com o principio de incerteza

Para um elétron a distdncia » do nicleo, a energia potencial &
v()=-L (10.124)
,

Por outro lado, um elétron confinado dentro de uma esfera de raio r possui, pelo
principio de incerteza, uma energia cinética minima

re)- &2, ¥

. 10.125
2m T 2mr ( )

Ou seja, uma energia total

E()=T@)+V()= (10.126)

2 mr r

Parar — 0, E — . Parar — e, E — 0, por valores negativos (V domina
em relagdo a T ). Logo, E ( r) deve passar por um minimo, 0 que acontece para

L ﬂ+""—,,=@_7[1 /qu{.‘—aU (10.127)

d r mr r- ro
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Logo, a energia do 4tomo de hidrogénio no estado fundamental € a energia
minima compativel com sua localizaciio (“energia de incerteza™).

Estados excitados tém nodos (Probl. 9), o que aumenta a energia cinética.

Momento angular

O operador quéntico (vetorial) associado ao momento angular € definido por
extensio da mecinica cldssica (principio de correspondéncia):

T=fxp=-infxV (10.128)
Resulta entdo da (10.110) gue, para gualquer fungfo de onda esfericamente
simétrica,
.i(p( ifir x Vo et “®
: r)z—z r (r)z—z rx———=0] 10.12
| r dr i L

ou seja, simétria esférica corresponde a momento angular zero. Diz-se que a fun-
cdo de onda é nesse caso uma onda s.

Temos aqui outra diferenca entre o estado fundamental do hidrogénio na me-
cAnica quéntica e na teoria de Bohr [nesta, o estado fundamental tinha momento
angular = 7 : cf.(7.50)]

Para obter os estados excitados do 4tomo de hidrogénio; € preciso desenvolver
a teoria quintica do momento angular no caso geral, o que se faz em cursos mais
avancados de mecanica quantica.

10.6 Spin e Principio de Exclusée

Além do momento angular orbital (10.128), o elétron tem também um mo-
mento angular intrinseco, como o [6ton, associado & polarizacdo. Para o féton,
como vimos na Sec. 8.9, a projecdo do momento angular intrinseco sobre uma dada
direcdio (a dire¢iio em que ele se propaga) lem autovalores £ 7. Dizemos entao que
o féton tem spin 1 (momento angular intrinseco medido em unidades de 7).

No caso do elétron, que é, ao contrdario do foton, uma particula carregada, o
spin d4 origem a uma propriedade caracteristica da rotacdo de uma carga (embora
nio se possa pensar no elétron como se fosse uma espécie de giroscopio carre-
gado): a existéncia de um momento de dipolo magnérico intrinseco, como um imi
microscopico.
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Em conseqiiéncia dele, um feixe de elétrons € afetado por um campo mag-
nético inomogéneo, como dipolos elétricos se deslocam num campo elétrico inomo-
géneo (Fis. Bds. 3, Sec. 4.5). Uma experi€ncia realizada por O. Stern e W. Gerlach
em 1921, fazendo um feixe atravessar um campo B fortemente inomogéneo, mos-
trou que o feixe se divide em duas componentes. associadas a dois tnicos valores
possivels da projecdo do spin na direcdo de B: + i/2 e — A/2. Em 1925, G.
Uhlenbeck e S. Goudsmit propuseram a idéia de que o elétron € uma particula de
spin 1/2.

Assim, na mecédnica quantica nao-relativistica, o elétron deve ser descrito nio
apenas por uma, mas por um par de funcOes de onda (vetor coluna de duas compo-
nentes), para incluir os efeitos de scu spin (polarizacdo intrinseca). Uma repre-
sentacdo desse tipo [o1 proposta por W. Pauli. Portanto, uma descrico complera do
estado de um elétron € dada por um vetor de estado gue também inclui a descricdo
da polarizacio (spin).

Uma particula de spin 1/2, como o elétron, obedece a um novo principio da
fisica quantica, também formulado por Pauli, o principio de exclusdo: 2 elétrons
(mais geralmente., duas particulas de spin 1/2 ) ndo podem ocupar o mesmo estado
gudntico. Por exemplo, nio podem ocupar a mesma posicio r e ter spins (T7T) pa-
ralelos (mesma polarizacdo): podem ocupé-la se tiverem spins (T1) antiparalelos
(polarizacOes opostas). O mesmo se aplica a dois elétrons de mesmo momento P.

O principio de exclusfo tem conseqiiéncias extremamente importantes, quando
consideramos dtomos com mais de um elétron. Assim, no dtomo de He, que tem
dois elétrons, ambos podem ocupar o mesmo nivel de energia no estado fundamen-
tal, um estado s andlogo ao do hidrogé€nio, mas para isso devem ter spins opostos
(T

Por outro lado, para o Li, que tem 3 elétrons, o 3.° elétron ndo pode mais
ocupar 0 mesmo estado tipo hidrogénio dos ouiros 2: tem de ir para um estado
mais excitado, onde tende a estar mais distante do ndcleo. Por conscguinte, esse
elétron estd mais {racamente ligado, e deve ser mais facil ionizar o Li que o H.

Com efeito, a energia de ionizacdo do H, como vimos, é de 13,6 eV. A do He
¢de 24,6 eV ;ado Lié de 5.4 eV.

Do ponto de vista quimico, o He é um gds nobre, com reatividade muito bai-
xa. Seus dois elétrons formam uma camada fechada (camada K). J4 o Li é um
elemento alcalino, com forte reatividade quimica, que transfere facilmente seu elé-
lron mais externo para formar um fon positivo e uma ligacdo 1dnica, como no fluo-
reto de litio.
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Vemos assim que o principio de exclus@o desempenha um papel fundamental
na explicacio das propriedades quimicas dos elementos , ¢ 0 mesmo vale para a
explicacio de tabela periddica de Mendeleev.

O principio de exclusio também € essencial para explicar a estabilidade da
matéria. Se ndo fosse pelo principio de excluso, nada impediria que vdrios dtomos
de H, em lugar de formar moléculas, juntassem todos o0s protons de seus nicleos,
com uma Unica nuvem de muitos elétrons em torno deles, formando uma configu-
ra¢do mais estdvel, pelo aumento da atracio coulombiana. Em lugar disso, podemos
ter no maximo dois elétrons, de spins opostos, funcionando como “cola™ para ligar
dois prétons: € a molécula de Hy . e a base da ligacdo quimica covalente.

E ainda o principio de exclusio que atua na explicacdo do ferromagnetismo, o
alinhamento dos spins e momentos magnélicos, em materiais come o ferro, que € a
origem dos imds permancntes.

10.7 Movimente de elélirens em cristais

Uma das aplicacfes mais importantes da mecénica quintica ao estudo da es-
trutura da matéria € a fisica da matéria condensada (ou fisica de estado sdélido),
uma das dreas mais ativas da fisica atual. Para ilustrar alguns conceitos basicos da
drea, vamos considerar, num modelo altamente simplificado, o espectro de energia

associado ao movimento de um elétron num “cristal unidimensional™.

Um cristal, como vimos ao discufir a di-

fracdo de raios X , € uma rede periddica
tridimensional, cujos elementos sfo ato-

mos ou grupamentos atémicos. O metal

alcalino mais simples, p. ex., que € o Li,

cristaliza formando uma rede cibica cen-

trada, conforme ilustrado na fig: 10.18,

; s onde cada dtomo tem 8 vizi .
Fig. 10.18 Rede cubica centrada I izinhos

Como vimos, cada dtomo de Li tem um elétron mais fracamente ligado (na camada
mais externa). Como cada dtomo estd ligado a 8 vizinhos, e cada ligacdo une 2 dto-
mos, hd 4 ligacdes por dtomo. Uma ligacdo covalente, como a da molécula de Hy, €
formada por 2 elétrons de spins opostos. Como s0 hd um elétron externo por
atomo, hd apenas 1/8 da carga necessdria para uma ligacio covalente, tornando
muito facil que o elétron da camada mais externa migre de um 4tomo para outro.
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Assim, o que € caracteristico de um metal é que existem elétrons guase livres
para deslocar-se através da rede cristalina. Essa grande mobilidade dos elétrons &
uma das principais razdes porque os metais sao bons condutores de eletricidade;
ainda antes da mecédnica gquintica foi formulada a feoria dos elétrons livres para
explicar a condutividade de um metal.

Para ter uma idéia do tipo de espectro de energia de um eléiron num cristal,
vamos considerar um modelo unidimensional da rede periddica. representado na
fig. 10.19. )

Vi(x)

e

-b C a a+b=s

—»| D e - 3 3]

Fig. 10.19 Rede periddica unidimensional

O potencial V ( x) associado a rede, que € sentido por um elétron, € uma série
de pogos retangulares atrativos, de profundidade U e largura & (representando os
“fons™ ), com periodo espacial

l=a+b | (10.127)

O teorema de Bloch

0 hamiltoniano associado ao movimento do elétron na rede é

s ;‘il
H = +V 10.128
Zm ax (x) ( )

* Q) potencial V (x) representa o efeito de todas as particulas do cnistal, exceto o elétron considerado.
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Um cristal macroscépico € formado por um grande numero de dtomos. Despre-
zando efeitos de superficie. vamos inicialmente supd-lo infinito; neste modelo unidi-
mensional, isto equivale a dizer que V(x) € uma funcdo periddica em toda a reta:

_V(x+ 1) - Vi) (e £54 m) (10.129)

0 que implica

H(_x +1) = H (x) (v »L) (10.130)

Vamos definir o operador de translacdo J aplicado a uma funcdo f( x) por

)= f+D) (10,131

M
Seja © ( x) um estado estaciondrio de [ com energia £:

H(x)o ()= Eo(x) ' (10.132)

Pela (10.131 aplicada a funcdo H (x)f(x), temos

FAEFM)=AG+D)fE+D)=BE) S+
= fI(x).‘? f&x).vf

ou seja

comutador

¥

[:’? : ﬁ(x)]f(X)Z 0,V f(x)

o que implica

[:’f : I;'(x)}z ol (10.133)

Mas, pelo que vimos na %eg. 8.10, esta € uma condic@o necessdria e suficiente
para que os operadores I e H{(x) tenham um conjunto completo de autofuncoes

EfN COMIFTL.
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Logo, os estados estaciondrios (10.132) podem ser escolhidos como auiofun-

coes de -

'Jf@&)=1w&)§

(o) =E0()

A = autovalor

S

onde A ndo precisa ser real (3 nfo € um observavel).
Pela definicdo de 9, isto dé

olx+D)=20() (V)

Mas, pela condicao de normalizacido, devemos ter

P T_|cp D w = pf ﬂpx(j)f 5z

(X +1 = X’) :J|€D (r’}lh dx &

o que da

=1

permifindo portanto ecscrever A como um fator de fase:

onde k € real e € definido por esta relacio e pela (10.135).

Definindo u: (x) por

® (x) = k= i, (x)

as (10.135) e (10.137) dao

(10.134)

(10.135)

(10.136)

(10.137)

(10.138)
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® (X 4 !,) _ e:’fc(xﬂ) 1, (,AC L f) _ ei.{-f © (_1‘) _ e;‘k {x+1) " (X)

(e 1) = () (10.139)

As (10.138) ¢ (10.139) constituem um caso particular, unidimensional, do feo-
rema de Bloch. Elas mostram que os estados estaciondrios do elétron num potencial
periddico (—= < x < o) tém a forma de¢ ondas de comprimento de onda
& = 2n/k (k real) e de amplitude ux (x) periddica, ou seja, podendo variar dentro
de uma unidade da rede (sitio), mas a mesma em cada sitio.

Assim, o elétron fica “livre” no sentido de estar deslocalizado: hd a mesma
probabilidade de ser encontrado no entorno dec cada um dos sitios. A relacédo
©(x + ) = ¢ @©(x) mostra ainda que k [ representa a defasagem entre duas uni-
dades vizinhas da rede.

Solucdo do problema de contorno

AV(x) Basta agora considerar o problema dentro
-b 0 a  atb=s _ de um periodo (fig. 10.20).
Tomando
E | }_2 4 I
| Eeoo = B <
| 2m
0> E > -U -
U #2 . I
........... E _i— U e ka 0 |
| | 2 m
Fig. 10.20 Nivel de energia num periodo da rede (10.140)

obtemos, como na (10.77), as solucoes

:p (x) = A% 4 BethT (—b < x & O)

(10.141)
=Cef* +De*” (0<x<:a)§
que, pelas (10.138), correspondem a
!Hk (x)=A A P (—b ol 0)‘
’ - (10.142)

l; i, (1.) = C'-e{"{_“()'r + De_{KHk)x (0 < x < a) I
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onde ux (x) é periddica de periodo [.

As funcdes @ e d@/dx tém de ser continuas nos pontos de descontinuidade;
logo, o mesmo vale para u: (x ). Devido a periodicidade de u; ( x ), basta aplicar as
condicOes de contorno em x = 0 e x = g; isto implica que permanecem validas em
x==*x[ at [ etc.

Em x = 0, obtemos:

A+B=C+D
(10.143)

Para aplicar as condi¢des em x = g, notamos que, pela periodicidade, a solucédo a
direita de a é

; b€ x=<9
EIOERASDHERE D), g o) L (10.144)

(a{x{a—b—l)

0 que, juntamente com a segunda (10.142), dd, em x=a, coma — [ = — b,

Ae—i(.‘:ﬂ—k}b 4 Be;(&“k}b = Ce(K—E,E:}a i De—(K-T;::)a

il — K)AETE iy + )BT = (k —ik)c KT (10.145)
| —(K'-rzk):_

~(K +ik)De”

Multiplicando ambos os membros por ¢ % ¢ com as notacdes

8.-'::{.5 =74 =ik b _ _;
o a g 1 10.146
eﬁ..s = C‘.l e Ka = ; ( )
=
obtemos
| e“"f(z;A-i--nBJ:ECTéD
y | L (10.147)

o[l 4~ o ) 8] -t o
| s \- g !
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As (10.143) e (10.147) s#io um sistema homogéneo de 4 equacBes lineares nas
4 incégnitas A, B, C, D. Para que haja solucdo ndo-trivial, o determinante do sis-
tema tem de anular-se, o que dd a condicdo de autovalores.

Ap6s um cdlculo bastante trabalhoso, resulta a condigdo

I=a+b
|
||

!F(E)— (

% )sh (Ka)sen (ko b)+ ch (K a)cos (ky b) = cos (kl)‘ (10.148)
0

Como acontece nos problemas tratados anteriormente, o resultado permanece
vdlido quando a energia E€ > 0, E = /2m 1{2, com ¥ real, bastando fazer a
substituicdo [cf. (10.140), (10.141)] K — ix na (10.148).

Pelas (10.140), ky e K se exprimem em func@o da energia E, de forma que o
1.° membro da (10.148) é uma funcdo F(E). No 2.° membro, k € um par@metro tal
que [cf. (10.135) e (10.137)]

Fp (x+1)=¢€" (p(x)! (10.149)

correspondendo & variagcdo de fase da funcdo de onda entre sitios vizinhos.

4 F(E)

3 1 I I
Lacurs Lzcuna Lacund Lacuna

Fig. 10.21 Bandas de energia permitidas

A fig. 10.21 mostra o grifico de F(E) para valores tipicos dos parimetros.
Como o dominio de variacio de cos(kl) estd entre —1 e +1, s6 existem solugdes
da equacdio de autovalores (10.148) dentro desse dominio. Vemos na figura que
isso s6 acontece dentro de uma série de faixas desconexas da energia E.
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Obtemos assim um resultado fundamental: o espectro de energia associado a
um cristal unidimensional € um especiro de bandas, separadas por lacunas “proibi-
das”, onde ndo hd niveis de energia. (Dentro de cada banda, nesse modelo em que
o “cristal” € infinito, a energia varia continuamente). Essa € uma propriedade geral
da propagacdo de ondas em estruiuras periddicas, vdlida também, p. ex., para
filtros elétricos (ondas de voltagem ou corrente). como vimos (Fis. Bds. 3, Sec.
10.9).

Para energias £ < 0, que corresponderiam a estados ligados discretos nos po-
¢os de potencial individuais, as bandas sfdo estreitas: os niveis de cnergia mais
profundos em cada pogo, correspondentes aos elétrons mais fortemente ligados aos
sitios da rede, sAo os menos afetados pela presenca dos outros sitios.

A estrutura de bandas persiste para £ > (), acima dos topos dos pocos de po-
tencial, mas as lacunas ficam cada vez mais estreitas a medida que £ cresce.

Numero de niveis numa banda

Até agora, tratamos do “cristal unidimensional” como se fosse infinito. Na
realidade, um cristal macroscépico tem tantos dtomos que os efeitos de superficie,
associados as condi¢des de contorno na superficie do cristal, sdo praticamente des-
preziveis, ou seja, quase ndo influem nas propriedades volumétricas do material.

Podemos entdo escolher condicdes de contorno gque minimizam os efeitos da
superficie. As mais simples sfio condicdes de contorno periddicas: para uma cadeia
linear de N dtomos, com x = 0 ¢ x = N [ nos extremos, elas correspondem a impor

i ) (O) :.(p (NE)- N [ = “comprimento do cristal” = L (10.150)

ou seja, pela (10.138),

o I
u (0)= ¥y (N1 A |
’fh(). kE ) { 1= (10.151)
liguais pela (10.139)
o que dd autovalores discretos para k;
k,=n - (n=0,%1,%£2,.) (10.152)
|

" NI
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Como a condicfio para os autovalores de E s6 depende de k7, os niveis de
energia nio se alteram pela substituicdo

on ,_ ' -
k—k+p-— (==%L% 2,...)5- (10.153)

de modo que, para obter todos os niveis, basta confinar £ a um intervalo de com-
primento 2n//, tal como

! L (10.154)

L

Esse iicrvalo € varrido quando, na (10.152), n varre exatamente N valores
inteiros sucessivos. Logo, existem, N niveis em cada banda, N sendo o ntimero
total de dtomos do cristal (neste modelo, em que ha 1 dtomo por sitio).

A razio de ser desse resultado € que a banda se origina de um nivel ligado de
um Unico poco, mas o e¢létron correspondente pode estar em qualquer um dos N
pocos, o que leva a NV situaches possivels.

Como F(E) na (10.148) s6 depende de k através de cos(k/[) , as solucdes
para E sfo fungbes pares de k . Pela fig. 10.21, as extremidades das bandas de
energia correspondem a [cf. (10.154)]

cos (k1) = +1 { k:O,i% (10.155)

Logo, curvas tipicas de E em funcio
de k (para E < 0) tém a forma indi-
cada na fig. 10.22.

Qual € a origem fisica da formacio de
lacunas para k =+ n/[7 A (10.138)
mostra que k& desempenha um papel a-

nédlogo ao do niimero de onda da onda
eletrnica no cristal, ou seja,

k== { k,l=mnu < mh\ =21 (10.156)
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que é a condicdio para reflexdo de Bragg da onda eletrGnica nos sitios do cristal
unidimensional (“incidéncia®™ 1 ,dsen6 =d =1).
Para k = + n/l . as solucdes estaciondrias ndo sdo as ondas e~ '"™**  mas

ondas estaciondrias obtidas superpondo uma onda incidente com sua reflexdo de

Bragg,
X _.EX Tx i
L p.o<e ! +e ! :ZCOS[T) 5
| s m | (10.157)
F R : nx
| @ e ¥ —e & =2isen}—
| )
TV{X)
cos () sen ()
Y i - '
. 7 A Como |@: (x)I" € a densidade de proba-
-l \ s A
2 ; G, Lp-x bilidade eletronica, vemos que, para Q.,
\ 3 ’ / ela € midxima onde o potencial € mais
W A A e atrativo (x = 0,% I,...); para @, é nula

nesses pontos e maxima (fig. 10.23) onde
V(x) = 0. Essa é a origem da lacuna de
energia, ¢ vemos que ela deve ser da or-

dem de grandeza da profundidade do

poco associado a cada sitio.

Fig. 10.23 Origem da lacuna de energia

Aplicacdo: merais, isolantes e semicondutores

Os elétrons que estivemos discutindo sfo aqueles mais fracamente ligados aos
idtomos, chamados de elérrons de valéncia (que também sdo responsaveis pelas li-
gaches quimicas: dai o nome). Para o Li, hd um elétron de valéncia por 4tomo, ou
seja, NV elétrons.

Vimos também que N € o ndmero de niveis de energia em cada banda, no
modelo simples em que hd um sé dtomo em cada célula unitdria do cristal. Pelo
principio de exclusdo, segue-s¢ que cada nivel comporta 2 elétrons de spins 0pos-
tos, ou seja, 2N elétrons por banda.
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semi-cheia

-

Fig. 10.24 Bandas para um metal
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No caso do Li, s6 hd N elétrons dispo-
niveis (I por dtomo), de modo que a ban-
da fica semi-cheia (fig. 10.24): € muito
ficil entdio um elétron ser excitado a ni-
vels vizinhos nfo-ocupados. Em particu-
lar, isso acontece quando se aplica um
campo eléirico: o material é condutor.
Isso vale para todos os cristais de metais
alcalinos, como Li, Na, K, Rb: sdo subs-

tincias metdlicas.

Os dtomos dos metais nobres (cobre, prata, ...) também €m um nuimero impar

de eléirons de val€ncia e um dtomo em cada cé€lula unitdria. Logo, também terao

uma banda semi-cheia, o que € responsdvel pelas suas propriedades metdlicas e

condutividade elevada.

.

Fig. 10.25 Bandas para um isclanie

Elementos com um namero par de elé-
trons de valéncia. como o enxoire (gue
tem 4) podem satisfazer o principio de
Pauli preenchendo fotalmente os mniveis
de vma banda (fig. 10.25). Nesse caso,
para que possam ser excitados elétrons a
banda superior vazia, € necessario forne-
cer-lhes uma energia igual a lacuna A,
que no enxofre é de 2.4 eV.

mbiente é ~0.025 eV, o f:
Boltzmann exp(—-A/KT) . torna
desprezivel a probabilidade de
transposicdo da lacuna; ndao € possivel
criar uma corrente elétrica com campos
eléiricos normais aplicados: o material é

isolante.

Por outro lado, fétons na regido azul do espectro tém energia suficiente para

excitar elétrons através da lacuna, sendo portanto absorvidos: dai a coloracao ama-

rela de um cristal de enxofre.
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) Num semicondutor puro (intrinseco), a
lacuna A entre a ultima banda total-
mente precnchida (bandu de valéncia) e

— a primeira vazia acima dela (banda de

conducdo) € muito menor (fig. 10.26),

I
i

tipicamente da ordem de 0,5 eV.

— L = A temperatura T = 0, o material

seria isolante. Entretanto, a tempceratu-

ra ambiente, j4 hd uma fracio dos elé-

trons termicamente excitada do topo

= da banda de valéncia para o fundo da
banda de conduc¢do: o material tem
uma condutividade ¢ a temperatura
Fig. 10.26 Bandas para um semicondutor inirinseco 110 0ta tipicamente ~ T s
or que a de um isolante, embora ainda muitas ordens de grandeza menor que a de
um metal.

Tém grande importdncia em microeletrénica os semicondutores dopados, que
contém concentracdes pequenas ¢ controladas de diomos de impurezas, quebrando
a regularidade da rede cristalina. A presenca de impurezas afeta os niveis de ener-
gia ¢ fornece novos portadores de corrente. Isso € aplicado nos transistores.

10.8 A inferprefucéio da mecamnica guantica

Alguns dos aspectos mais peculiares da fisica quintica surgem quando s¢ con-
sideram estados correlacionados de 2 particulas.

Vamos exemplificd-los voltando ac exemplo da polarizacdo de fétons. Vamos
considerar um sistema de 2 fétons que se propagam na mesma direcdo z, embora
ndo necessariamente no mesmo sentido (vamos aplicar os resultados a fétons em

sentidos opostos).

Na representagiio em que o vetor de estado de polarizagio linear na diregéo ©
[ cos®

el e } uma base € formada pelos vetores de estado
\ /
1
c=|o)=lo=0)=,
(10.158)

T 0
; Em=‘e=-_>:

! 2 1
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que representam fétons linearmente polarizados nas direcfes x e y, respectivamente.
Para descrever o sistema de 2 fofons, € preciso ter vetores coluna de 4 compo-
nentes, pois temos de representar amplitudes de probabilidade para que, com anali-
sadores orientados nas dire¢des x e y, respectivamente, cada um dos 2 fétons seja
encontrado com cada uma dessas polarizacbes (4 possibilidades).
Uma base conveniente se obtém usando o produto direto dos vetores da base
(10.158). O produto direto de 2 vetores coluna ¢ definido por

ey
A
4 = |28 (10.159)
b), B, |bA|
# A bBJI

foton 1 foton 2
Um vetor da base é o produto direto

Amplitude de probabilidade de achar
x (1) x (2) - (1 ® ] = < ©foton 1 linearmente polarizado na
\0 0

direcdo x ¢ o foton 2 também

o I e (S .

Analogamente, obtemos os demais. A base ¢é entdo

1 0
0 1
0:0=[°| x0y0)-"
—_—
|_>}| ®]_)}2 0 |_}:"l & |?}2 D
(10.160)
! 0 0
0 0]
0@ =1 yOy@)=|,]
P ——— L g :
!- |"\}‘®=_))2 0 |T}1®“:}2 1 E

e o vetor de estado geral de polarizacdo para 2 fétons €
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W) = v 2@ x @)+ v, xQy @)+ vy Ox@) + v, y 1)y @) =

(10.161)

onde, p/ ex., Wy, é a amplitude de probabilidade de achar o foron 1 linearmente
polarizado na direcdo y e 2 na dire¢do x.

Consideremos agora o estado (normalizado)

1\
01:

. —E < ()x@) +y O )] - _,2_ X (10.162)

i o . 1J

que se chama emaranhado, porque nio pode ser decomposto num produto de um
estado do féton 1 por um estado do féton 2. Pela interpretacdo fisica vista na
(10.161), esse é um estado em que hd probabilidade 1/2 de achar ambos os fotons
polarizados na dire¢io x e probabilidade 1/2 de achar ambos polarizados na dire¢io
y, ou seja, em que as polarizacdes lineares dos dois fotons estdo correlacionadas:
ambas tém a mesma direcdo (x ou y), |
Assim, se (usando um analisador) verificamos que o féton 1 tem polarizagdo y,

podemos afirmar, com certeza, que o féton 2 também tem a mesma polarizagdo y.

ALY
X
\ : :

Consideremos agora (fig. 10.27) outro

| X par de eixos (x’y”) no plano (xy), onde
x’ faz com x um fngulo 6. Se tomarmos
novos vetores de base nas direcdes x” e

\ 8 y’, teremos
B X
0

Fig. 10.27 Rotagéo de eixos
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T
cos{ O + —
, [cos 8] , ( 2} [—sen 6
}F

|
= J ‘ (10.163)
1 cos 0
sen [E} + E) |

¢ podemos definir o estado

.'1 )E ]-

42

[ O @)+ ¥y 1)y (2)} (10.164)

o gque da

1 |[cos@ cos 6 —sen © —sen ©
= —= ® + @
JB [(sen Bl [sen E}l [ cos© l [ cos 6 L }

cos” 8 [ sen? @ ) cos” B + sen’ O 1
_ 1 ||cosOsen® 5 —senBcosO || 1 0 110
a \E sen 6 cos o —cosBsenf || Jf 0 ~J200
sen” © (cos’® ] sen” 8 + cos” § 1

187) = |S) (10.165)

ou seja

)= 5 x0 x @+30y@)]= £[xO ¥ @+y Oy @) | aosee

Assim, no estado S, as polarizacées lineares dos dois fétons sdo paralelas,
qualquer que seja a direcdo O escolhida.

O paradoxo EPR

Consideremos um atomo num estado excitado que, numa transi¢ao para outro
estado, emite 2 fétons em direcdes opostas, no estado de polarizacdo 1.5 ) (veremos
logo um exemplo concreto).
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*X A X

\V

Fig. 10.28 O paradoxo EPR

Nesse caso, se tivermos (fig. 10.28) dois analisadores de polarizacio, de um
lado e do outro do 4dtomo, com seus eixos paralelos & direcio x, e se o fiton 1
passa pelo seu analisador, oun seja, € linearmente polarizado na direcio x, podemos
garantir que o féton 2 também serd linearmente polarizado na mesma direcdo x .

Como os analisadores 1 ¢ 2 podem estar tdo distantes um do outro quanto
quisermos, tenderfamos a achar que a determinacfo da polarizaciio do féton 1, sem
perturbar em nada a polarizacdo do féton 2, permite-nos predizé-la. Segundo A.
Einstein, B. Podolski e N. Rosen [Phys. Rev. 47, 777 (1935)], deveriamos poder
dizer entdo que o féton 2 tem uma polarizacdo linear bem definida na direcdo x.

Mas vimos na (10.166) que o mesmo se aplica a qualqguer outra direcio x”,
que forma um < O arbitrdrio com x, p. ex., 8 = n/4: o féton 2 teria entdo também
uma polarizacdo linear bem definida nesta outra direcdo.

Por outre lado, vimos na Seg. 8.10 [cf. (8.122)] que polarizacdes lineares em
direcdes diferentes (ndo perpendiculares) sdo observdveis incompativeis: um féton
ndo pode ter simultaneamente valores bem definidos para elas. Embora formulado
originalmente de forma diferente, esse é o paradoxo EPR, e a conclusio desses
autores foi que a mecénica quantica seria uma teoria incompleta, pois nfo permite
representar estados em que coexistem valores bem definidos da polarizacdo linear
em diferentes dire¢des, embora seja possivel predizé-los “sem perturbagdo”.

David Bohm, em 1932, formulou uma “interpretacio causal” da mecénica
quantica, admitindo a existéncia de “varidveis ocultas”, que teriam valores bem
definidos (como, no exemplo acima, polarizacdes lineares em diferentes direcdes),
mas sobre as quais a teoria quéantica sé daria informagdes incompletas. Como se
poderia testar entdo a existéncia dessas varidveis?

Em 1965, John S. Bell mostrou que haveria testes experimentais realizdveis
(em principio) para esse fim. Numa experiéncia do tipo acima, orientando os anal-
isadores em 3 direcbes diferentes, formando angulos de 120° entre si, e medindo
probabilidades de que os 2 fétons passem pelos respectivos analisadores quando
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formam um determinado &ngulo, € possivel mosirar que, para uma combinacio ©
bem definida dessas probabilidades, qualquer teoria local (sem acgOes a distincia)
de varidveis ocultas leva a uma desigualdade (desigualdade de Bell) que, neste ca-
80, € da forma

Al (10.167)

1

o]

a0 passo que a mecédnica quantica leva a

£33+

|<5|MQ < (10.168)

permitindo, portanto, violar a (10.167).

Um experimento crucial foi realizado em 1982 por A. Aspect, P. Grangier e
G. Roger [Phys. Rev. Lert. 49, 91 (1982)]. Eles utilizaram pares de fétons emitidos
numa transicdo no *°Ca , em que o par é produzido no estado | S) . Para os angulos
que empregaram, a previsdao da mecénica quéntica era [violando a (10.167)]

Oug = 2,70
e o resultado experimental foi

G, = 2,697 £ 0,015

violando claramente a desigualdade de Bell (10.167).

Num experimento postertior [A. Aspect, J. Dalibard, G. Roger, Phys. Rev. Lett.
49, 1804 (1982)], as orientacdes dos analisadores de polarizacdo dos fétons 1 ¢ 2
eram alieradas aproximadamente ao gcaso, a intervalos de 10 ns , com os dete-
tores separados por uma distdncia L de 12 m, o que dd L/c ~ 40 ns . Logo, ne-
nhum sinal podia ser transmitido de um detetor para o outro durante o tempo de
vBo dos fotons. Apesar disso, as correlacdes e a violagdo da desigualdade de Bell
persistiram!*

*  Em 1997, N. Gisin ef al. observaram as correlagOes para fotons separados por distdncias da ordem de 10
km!
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Nesse sentido, portanto, as correlacdes sido ndo-locais. e uma teoria de varid-
veis ocultas teria de ter acOes instantdneas a distdncia para ser compativel com
elas, o que, para Einstein, nfo seria uma solucfo satisfatéria, pois. em suas pala-
vras: “SO se pode achar uma escapatéria supondo que a medida de 1 (telepati-
camente) altera a situacdo real de 2 ou negando situacOes reais independentes a
objetos separados por um intervalo do género espaco. Ambas as alternativas me
parecem inteiramente inaceitdveis”.

Embora as correlagcdes EPR sejam nfo-locais, ndo violam o principio relativis-
tico de que nenhum sinal pode propagar-se com velocidade > ¢ (Sec. 6.6). Com
efeito, para observar as correlacGes entre os detetores 1 e 2, € preciso comparar as
observacdes feitas, e para isto € preciso, independentemente, transmitir um sinal
(por exemplo, eletromagnético) entre 1 e 2 contendo esta informacao.

O efeito EPR tem uma aplicacfo prética na criptografia, onde se quer trans-
mitir uma mensagem cifrada de um ponto 1 para outro ponto 2, de tal forma que
a “chave” usada para decifrar a mensagem n3o possa ser interceptada e decodi-
ficada.

A chave, que é uma seqii€ncia ao acaso de bits (0 ou 1), tem de ser transmi-
tida entre os 2 pontos “a prova de intercepcdo”. Os resultados de uma experiéncia
EPR, onde 0 e 1 podem, por exemplo, corresponder as polarizacdes lineares x e y,
satisfazem a esta condicfo justamente porque ndo transmitem nenhum sinal, repre-
sentando puro acaseo. A informacdo estd contida na correlacdo entre os resultados
observados em 1 ¢ 2. Esse método de criptografia qudntica ja estd sendo empre-
gado [A. K. Ekert, Phys. Rev. Lett. 67, 661 (1991).

Descoeréncia

Consideremos um foton que incide sobre
uma ldmina transparente (fig. 10.29), de
tal forma que a refletividade e a transmis-
sividade sejam iguais (ambas 50%).

Y

Quanticamente, o vetor de estado resul-

tante € uma superposicac coerenie de
1) (fé6ton no feixe refletido) e
12) (féton no feixe transmitido), como,

Fig. 10.29 Divisdo de feixe p- ex., ( 1/"‘@} (11) +12)).
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Um tal estado € muito diferente de uma “mistura estatistica™, em que o féton
estaria com igual probabilidade em [1) ou em |2 ), sem que saibamos onde se
cncontra.

Com efeito, na superposicdo quéntica coerente, € possivel, usando um disposi-
tivo do tipo de um interferébmetro de Michelson, voltar a reunir os feixes 1 e 2 e
observar interferéncia entre dois caminhos possiveis. Nesse senfido, podemos dizer
que o Toton estd ao mesmo fempo nos feixes 1 e 2, evoluindo pela equacio de
Schrédinger.

Isso pode nfo ser muito surpreendente para um objeto microscépico, como 0
féton. Mas, se a mecédnica quintica e o principio de superposi¢do também se apli-
cam a objetos macroscépicos, conforme acreditamos, por que razdo eles niio apare-
cem em superposicoes coerenies de estados macroscopicamente distintos?

Esse aparente paradoxo foi formulado em 1935 por Schridinger, nos seguintes
fermos:

“Um gato estd encerrado numa cimara de aco, juntamente com ¢ seguinte me-
canismo diabdlico (inacessivel ao gato); dentro de um contador Geiger, hd uma
pequena quantidade de material radioativo, tAo pequena que no decurso de uma
hora talvez um tdnico dtomo se desintegre, mas com igual probabilidade de que isto
néo acontega. Se acontecer, 0 contador, através de um relé, ativa um martelo, que
quebra um frasco de dcido prissico. Deixando o sistema isolado durante uma hora,
resulta que o gato estard vivo caso nenhum dtomo se desintegre a0 longo deste
periodo, mas que uma Unica desintegracdo basta para envenend-lo. A funcdo de
onda do sistema todo representa essa situagdo como uma superposicio do gato vivo
e do gato morto em partes iguais”

A superposicdo qudntica coerente, nesse caso como no exemplo acima, do
toton, difere de uma distribuic@o estatistica, em que as probabilidades dos dois
estados seriam 1guais, pela possibilidade, em principio, de observar interferéncias
entre eles.

Recentemente houve progressos importantes na elucidacio desse problema. As
variaveis empregadas na descricio de vm sistema macroscépico constituem apenas
uma fracdo diminuta do conjunto total de varidveis (microscépicas) que seriam ne-
cessdrias para caracterizar completamente o seu estado guantico. Todas as demais
varidveis ndo sdo observadas, o que representa uma perdae de informacdo.

Esse € um processo compardvel ao que ocorre na dissipacdo de energia macros-
copica por atrito, em que energia mecénica € convertida em calor por transferéncia
a graus de liberdade internos.
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Para que um sistema seja observado, € preciso que ele seja aberto, ou seja, que
interaja com o ambiente gue o rodeia (o “resto do Universo”). Esse ambiente nao €
observado, e a informacdo que recebe do sistema macroscépico € assim perdida.
Note a referéncia a “deixar o sistema isolado”™ no trecho acima de Schrodinger.

Pode-se mostrar [cf. W. H. Zurek, Phys. Today 44. 36 (1991)] que esse “atrito
da informacdo™ € o processo responsdvel pela perda da coeréncia quantica na es-
cala macroscdpica. Ele é chamado de descoeréncia, e ocorre numa escala de tempo
muitas ordens de grandeza menor do que os tempos usualmente observaveis, pas-
sando assim despercebido. O fempo de descoeréncia € inversamente proporcional
ao “grau de macroscopicidade™ do sistema.

Entretanto, tomando precaucoes especlal$ para reduzir a interacdo com O am-
biente, foi possivel, recentemente, observar o efeito e medir o tempo de descoerén-
cia num sistema de alguns fotons contido dentro de uma cavidade ressonante a
baixas temperaturas [M. Brune ef al., Phys. Rev. Lett. 77, 4887 (1996): veja tam-
bém S. Haroche er al., La Recherche 301, 50 (setembro de 1997)].

A interacdo com o ambiente parece ser responsavel, ao menos em parte, pelo
caridter probabilistico da teoria quéntica, o aspecto “Deus joga dados” que tanto
desagradava a Einstein. Seria o preco a pagar pelo “pecado original” de estudar um
sistema de forma isolada, fazendo abstracdo de sua interacdo com o resto do Uni-
verso, que € uma das bases do método cientifico (Fis. Bds. 1, Sec. 1.3).

E um grande mérito — e nio um defeito — da teoria quintica ter atingido a
fronteira onde se torna aparente o efeito dessa interacido sobre o mundo fisico.

PROBLEMAS

1. No problema do degrau de potencial (Sec. 10.2), mostre que ndo podem
existir estados estaciondrios com £ < 0.

Sugestdo: Escreva as solucdes nas regides 1 e 2 e mostre que nfo € possivel
satisfazer as condicOes de contorno em x = 0.

2. No problema da barreira retangular (Se¢. 10.4), calcule a amplitude de re-
Jlexdo R = B/A e a probabilidade de reflexdo R. Mostre que R + J = 1.
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AV 3. Uma particula de massa m estd
confinada, em uma dimensdo, por um
poco de potencial retangular, limitado a
esquerda por uma barreira impenetravel
(fig.), correspondendo ao potencial

B Ui P X
V(x,) s m(x < 0),
=N . =—V(O-=:x<a),
= O(Jc > a)
h A
onde V > 0.
(a) Para -V < E = —1E| , escreva as solucdes estaciondrias de energia E da

equacio de Schrodinger dentro e fora do pogo de potencial.

(b) Aplicando as condi¢bes de contorno, demonstre que os autovalores da
energia sao as raizes da equacao

Jmb ) | -
g » al = — !

{ |
[ ] i

4, Demonstre que o valor esperado da distincia do elétron ao nicleo no estado
fundamental do dtomo de hidrogénio € (r) = Zan.

5. Calcule os valores esperados da energia cinética ( 7') e da energia potencial
{ V) no estado fundamental do dtomo de hidrogénio e verifique que satisfazem ao
teorema do virial: (V) = —2{(T).

Sugestdo: Use a (10.112).

6. Um elétron estd confinado dentro de uma camada delgada num semicon-
dutor. Tratando-a como uma lamina de espessura a entre paredes impenetrdveis {cf.
(10.35)], estime a, sabendo que a diferenca de energia entre o estado fundamental
e o primeiro estado excitado € de 0,05 eV.

7. Um feixe de elétrons de 2 eV incide sobre uma barreira de potencial retan-
gular de 4 eV de altura ¢ 10 A de espessura. Qual é a probabilidade de trans-
missdo? Qual seria para elétrons de 3 eV?
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8. Uma particula se enconira coniinada numa caixa com paredes impenetraveis
de largura ¢. em uma dimensdo. Para 7 = (), ela se enconira, com cerieza, na metade
direita da caixa, havendo igual probabilidade de ser encontrada em gualquer ponto
dessa metade. _

(a) Obtenha uma funcao de onda inicial que descreva a particula.

(b) Qual & a probabilidade de que uma medida da energia, para r = 0, encon-
tre-a no estado fundamental?

Sugestao: aplique a Regra I1.

9. A solucfio mais simples, com nodos, da equacdo de Schrédinger para auto-
estados s do dtomo de H [eq. (10.116)] € da forma

Procure uma solucdo dessa forma. Mostre que o nivel de energia correspondente
(estado 2s) € idéntico ao 1.° estado excitado na teoria de Bohr.
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RESPOSTAS DOS PROBLEMAS

CAPITULO 2

1. (a) t2B1p = niz ; (b) 813 = 537 (arfdgua) ; Gz = 56,7 (ar/vidro).

I3
I3
>

3. (n — 1) para n par; n para n impar (exceto para uma fonte situada na bissetriz,
quando sdo n — 1),

4. (a) 87,5 ¢cm ; (b) 80 cm.

S. d = hsen 6 (1 — HEOS |
\ Ji—nzsenz BlJ

8. (¢) 137,5°

9. 0, = arcsen {\/ﬁ)

15. 1,14 cm

17.(a) R=4d;/3 =333cm ; (b) p=d, /3 = 8§3cm

(x4 - 1) : o . .
18. p = i—A— f : g=—(A-1)f, onde sinais superiores e inferiores
se correspondem.
16. (a) f=—1m ; (b) f=+ 6,27m. A lente passa de divergente a conver-

gente: a classificacio se inverte para indice de refracio relative < L.
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1

20. g= R|1+ f -
V() —sen” 8, — cos 8,

. . i - Il ‘
na aproximacfo paraxial, tende a f’ = [—L R
i, —1
i2

D?.

22. J = FY—

5 e Bom) 6 on)
2 q - R, R,

I
g |+ D)+ + 2]~ (ny 00)
26. x = — 0, In
Ay (1 + ﬁ{])

r

28. (ayp=2f ; Mym=—1

CAPITULO 3

i R ?\‘—D
L ¥ g
s d = mA

(-1

4. 88 x 10 rad
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5. (a) hz;—R . () p, =mAR (n=0,1,2,.)
N _ Ao . _ L
T E(")_H(m.m) F AT R

CAPITULO 4

2. A= 6.006A

5. 113km = 6,5% do raio da Lua.

6. (a) Da ordem de 100 m. (b) 9,8 x 10~ rad ~ 0,02”

10. (a) S5.000 ; (b) 6 =31,6° ; 88 = 5,6 x 10 °rad

sen[(BN + 1)%} sen [(N & ])_M]]g

2

A - 3A
sen| — SEN
[2] [2 ]

12. (a)

13. 85

CAPITULO 5

1. a=-==; §=8 ; Up=Uy Uy=0,

A

5. (a) Circular levégira, amplitude 2@ ; (b) Eliptica dextrdgira, eixos 3@ € 4.
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6. (a) 4 = %?‘u / (Hg — ”1) : (b) circular ; (¢) d = 0,027 mm

7. Em ambos os casos, a intensidade ndo varia com a rotagcdo do analisador ; (b)
Para luz natural, continua nio havendo variacio ; para polarizacdo circular, a inten-
sidade transmitida varia e se anula para duas orientacdes (opostas) do analisador.

1 > >
B, I'= —2'-10 cos°6 sen 0

9. fi, - (,E, —%E)=0/¢,

7 - 2cos8; sen 0, - 2cosB, senb,
WS e ® +6,) ' sen(d, +6,)cos(B, —6,)
2
i = = +1 (8'1 :0)
1. By E sen(QGl)sen(Zeg) ) sen (291)sen(292) -
' T sen’ (8, +6,) T Sen? (6, +6,)cos’ (6, —0,) ’
4
I :f”‘—_—(n—;_an (9, :0)
2
: - g nz—iz_ o 4n* _ p_ [n'—IJ
13. (a)i_ng_f_l s L =0—""3 i@ P=-

7 : 2
[n3 + 1] 4n® + [rzz - 1)

CAPITULDO 6

6. (@ X' =7 -Pxn) ; =0 ; B =x ;= Y(x - Bx)
9. tgh =ytghy

10. E de 216 milhdes de reais



L1,

=

13

14

16

1

19

22.

(a) 333

.v/vﬁz(E—E)"
¢}

(b)) 223 T

: (b) 99,9998%

(@) M, = 1}2 (1 + o) my,

. (a) vl =

te 0’

: (b)LzLD[[l —Bz) CUSEB’+SGHEG’} J : B

;(b)[

;) V=av/(1+0o)

1_
1+

2

2

b J M, ¢
B

Respoaé:c's - Ccs,ﬁ

oy | =2

421

: ©)x(f) = ct
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CAPITULO 7

. (@) 300m ; (b) 41x 107%eV : (&) 7.5 x 10%°
2.(a) 42eV ; (b) 4,16V

3. 17,6 MeV

7. (b) 6.403A
9. (b) 0,027%

10. E, = nhw ; fregiiéncia

2 7]

_ﬁ_ s
1. (@) E, =—— ; (b) E =76x105¢V

M r,

12. (a) 1,242x 10 %em  (b) 1.5A

4
me
(

4.8 E =<2 =1,2,..) ; (b) —E, = 544¢eV
R ETS TR

CAPITULO 8

1 0
2 |+> - [0] : |_> B [1) . Nesta representacdo, os vetores de estado de

polarizagdo circular direita e esquerda sdo os vetores de base.
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2

7.(a)p = cos®Bicos (B, — B8,) : (b) 9, =

8.(b) 8 = —m/4

. |B J,| =—in — sen (26) cos (20)
. 8 ey cos (26) sen (20)

5. p=lcf +lcf +2Re(CiC, ™) (k=p/B)

j= [|c+|2 - IC-IEJ v pandn)

CAPITULO 10

. R-[H_Ej[em_lJ &5 o 4 rsen” (ka)

n+1j{1-re® t* +4 rsen’(ka)

= S 4
Resoostas - {Lap 10

423



o

=

a=48 x10°m

2eV: 204 x10° : 3eV:107 x10~

0 (0 < x < ar2)

@ol)=15
N2/a (a/2 < x < a)

o) = NG-—ZG{,) exp(—zzjnj
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