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Opa, surpresa?! Sim, jovem, ola novamente a todos os meus queridos e focados alunos e alunas.
A aula que tens em maos é uma aula de geometria de posi¢dao, um item presente em seu edital e
gue gostariamos de deixar como um apéndice pedagdgico ao final de seu curso. Deixe-me explicar
melhor o que quis dizer com isso.

Esse conteudo nunca antes figurou em sua prova a partir de 2006. Nunca. A EsSA nunca cobrou
posicdes relativas entre pontos, retas e planos, porém: esse item esta em seu edital. Eles tém, entao,
o direito de cobrar esse item de vocés. E dai, para evitarmos surpresas, seguiremos no estudo desse
conteudo para aprendermos um pouco mais sobre como pontos, retas e planos se comportam entre

si. Bom, entdo vamos 13?
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Fundamentos da Geometria Plana: elementos primitivos, axiomas e postulados. Angulos:
definicdo, elementos, notacdes, unidades de medida, classificacdo, angulos consecutivos,
Aula 00 angulos adjacentes, bissetriz de um angulo, angulos opostos pelo vértice, retas paralelas
cortadas por transversais. Triangulos: definicdo, elementos, relacbes angulares, condicdo
de existéncia, classificacdo, cevianas, pontos notaveis, base média, congruéncia.
Teorema de Tales, semelhanca de triangulos e teorema das bissetrizes. Relacbes métri-
Aula 01 cas no triangulo retangulo. Poligonos: definicdo, elementos, nomenclatura, poligonos
céncavos, poligonos convexos, classificacdo, relacées angulares e nimero de diagonais.
—— Quadrilateros notaveis: definicdo, elementos, relacGes angulares, classificacdo, base média
ula g
e mediana de Euler.
Poligonos regulares: Poligonos regulares inscritos e poligonos regulares circunscritos. Cir-
Aula 03 cunferéncia: definicdo de circunferéncia e de circulo, elementos, posicdes relativas, angulos
na circunferéncia, quadrilateros inscritiveis, teorema de Pitot,e poténcia de ponto.
p—— Trigonometria: razées trigonométricas no triangulo retangulo, trigonometria num trian-
ula .
gulo qualquer (Lei dos senos e dos cossenos)
il (5 Circunferéncia trigonométrica, operacées com arcos (adicdo, subtracdo e arco duplo) e
ula = . Zn o
funcoes trigonométricas.
Aula 06 REVISIONAL ESTRATEGICO
Aula 07 Areas de figuras planas.
Aula 08 Introducdo a Geometria Espacial: poliedros.
Prismas: definicdo, elementos, classificacdo, planificacdo, areas, volume e casos especiais:
Aula 09 cubos e paralelepipedos. Cilindros: definicao, elementos, classificacdo, planificacdo, areas
e volume.
Pirdmides: definicdo, elementos, classificacdo, relacbes métricas na piramide, areas e
Aula 10 volume. Cones: definicdo, elementos, classificacdo, relacdo métricas no cone, dreas e
volume.
P Esferas: definicdo, elementos, seccdo esférica, drea da superficie estérica e volume. Tron-
ula
cos.
Aula 12 REVISIONAL ESTRATEGICO
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1.0- GEOMETRIA DE POSICAO

1.1- PRINCiPIOS BASICOS DA CONSTRUGAO DE FORMAS E POSICOES RELATIVAS

Entes fundamentais

Esse topico ja foi, alids, estudado em nossa primeira aula de geometria. Se lembra? Estudamos

la o conceito de ponto, reta e plano, ou ao menos, a ideia de que sejam. Vamos nos relembrar
rapidamente dessas formas:

Acima podemos ver esses trés elementos reunidos. A forma P representa o que chamamos de

ponto; a forma r é o que chamamos de uma reta e a forma 7t constitui um plano.
PosigOes relativas entre dois pontos

Ha duas possibilidades. Os pontos podem, ser distintos, como ilustra a figura abaixo:

@ Matematica lll p/ Escola de Sargentos das Armas (EsSA) Com videoaulas - P6s-Edital
www.estrategiaconcursos.com.br 3

65163187007 - Alana Daiane Vanlentina



Italo Marinho S& Barreto
Aula 13

Quando dois pontos sdo distintos como acima, podemos, por exemplo, calcular distancias entre
eles, como estudamos no decorrer de nosso curso.
A outra posicdo relativa entre dois pontos é eles serem pontos coincidentes?®, isto é, estdo um

sobre o outro, como ilustra a figura a seguir:

Posi¢Oes relativas entre ponto e reta

Existem duas posicdes possiveis aqui. Uma delas é o ponto ndo pertencer a reta, como ilustro abaixo:

e U

Dizemos, aqui, que P ¢ r. Poderiamos ter, também o ponto pertencendo a reta, como abaixo:

Nesse caso especifico, escrevemos que P € r. Utilizamos aqui o simbolo de conjuntos “c” (lé-
se “pertence”) pois uma reta é um conjunto infinito de pontos. Entdo, se um ponto encontra-se na
colecdao de pontos que constitui a reta, entdo podemos dizer que esse ponto pertence aquela reta.

Tudo certo, jovem? Prossigamos agora com as posicoes relativas entre duas retas.

1Alguns textos consideram que se dois pontos A e B sdo coincidentes, entdo na verdade trata-se de um ponto Gnico.
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Posi¢Oes relativas entre duas retas

Nas proximas imagens, precisarei desenhar o plano 7t para auxiliar na sua visdo das posi¢des relativas
entre as retas. entdao, vamos |4 para o nosso primeiro caso.

A nossa primeira posicao relativa entre duas retas acontece quando as retas sao coplanares e ndo
se intersectam. Quando isso acontece, dizemos que as retas sao paralelas. Veja abaixo um exemplo

de duas retas r e s paralelas:

Para uma definicdo mais especifica:

Duas retas serdo ditas paralelas quando forem coplanares e ndo se intersectarem.

Muitos alunos precipitados poderiam achar que basta a condicdo “ndo se intersectem” para que
duas retas sejam consideradas paralelas. Mas ndo é bem assim. existem pares de retas que nao se

intersectam e ndo sd@o paralelas. Vejamos um caso desses:
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~
- oo

Vemos acima um par de retas. Veja que a reta r e a reta s ndo se intersectam e ndo sdo paralelas.
Isso porque ndo sao coplanares, uma das duas condicdes para paralelismo. Quando duas retas sao
nao-coplanares, sdo chamadas de retas reversas. Dessa forma:

Duas retas serdo ditas reversas quando ndo forem coplanares.

Na figura anterior, as retas r e s sdo exemplos de retas reversas. Vejamos mais um exemplo:
S

Aqui podemos ver um cubo com duas retas suportes de suas arestas evidenciadas: as retasr e s.
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Trata-se de retas reversas, pois ndo sao coplanares.
Tente vocémesmo, agora, contar quantos pares de retas reversas existem na figura a seguir. Tente

contar também a quantidade de retas paralelas. Faca isso como um treino pessoal, tudo certo?

Existe também o caso de as retas se intersectarem em um ponto Unico. Quando isso acontece,

dizemos que as retas sdo concorrentes. Veja abaixo um exemplo de um par de retas concorrentes:

T

Veja que elas se intersectam no ponto P; escrevemos entdo que rN's = P.
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Um ultimo caso de posicdo relativa entre retas e o caso de as retas serem consideradas coinciden-

tes:

Isso acontece quando as retas estdo uma sobre a outra, isto é, r C ses C .

PosigOes relativas entre retas e planos

Em primeiro lugar, pode acontecer de a reta estar contida no plano:

Dizemos aqui, entao, que r C 7.
Pode acontecer também de a reta ser secante ao plano, isto é, intersectar o plano em um ponto

Unico. Veja:

Nesse caso, dizemos simplesmente que r N7t = P.
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Caso a reta secante seja perpendicular ao plano, como ilustra a figura a seguir, podemos dizer que

a reta é normal ao plano:

Podemos também ter a reta paralela ao plano, como vemos a seguir:
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Posi¢Oes relativas entre planos

Eles podem ser secantes, como vemos a segulir:

Podemos dizer aqui que 711 N71; = 1. Podemos ter o caso particular em que os planos sao perpen-

diculares, como ilustro abaixo:

Finalmente existe o caso em que os planos sdo paralelos (existe ainda o caso em que os planos sdo

coincidentes, isto é, estdo um sobre o outro). Veja a seguir um exemplo de planos paralelos:
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M2

1.2- DETERMINAQ&O DA RETA E DO PLANO

Determina¢do de uma reta

Determinar uma figura é reunir um nimero minimo de pontos para que apenas uma forma contenha
esses pontos. Entdo, por exemplo, vocé acha que um ponto sozinho determina uma reta Unica?
A resposta é nao, visto que por um ponto passam infinitas retas. Porém, por dois pontos passa

uma unica reta. Entdao dois pontos determinam uma reta. Veja:

Os dois pontos A e B da figura determinaram a reta desenhada. Tudo bem, jovem?

Determinagao de um plano

Existem trés maneiras de determinarmos um plano. Vejamos cada uma delas.
A primeira forma de determinarmos um plano é com trEs pontos n3o-colineares. Veja a figura a

seguir:
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Veja que pelos pontos A, B e C passa apenas um plano, que é o plano desenhado.
Caso esses trés pontos fossem colineares, nao determinariam um plano Unico, mas uma familia de
planos. Veja a seguir um exemplo de trés pontos colineares e um conjunto de planos que passam por

eles:

Uma outra forma de determinarmos um plano é com uma reta e um ponto ndo pertencente a reta.

Veja um exemplo desse caso de determinacdo de plano:

P
e T

P

Veja que P ¢ 1; isso é suficiente para que exista apenas um plano que contenha esses dois objetos.

Tudo certo até aqui, jovem?

Em breve o restante da teoria estara aqui para vocé. Enquanto isso, ndo se esqueg¢a de checar a
sua videoaula para o conteudo completo e cheque esse livro eletronico em no maximo trés dias.

Estaremos com o nosso conteudo todo aqui para vocé. Abragos!
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QUESTOES PARA

MEMORIZACAO

EEN(EEAR-2000) QUESTAO 1
Assinale a afirmativa VERDADEIRA:

(a) Dois planos paralelos a uma reta sdo paralelos entre si.
(b) Dois planos perpendiculares a uma reta sdo perpendiculares entre si.
(c) Duas retas perpendiculares a um plano sdo paralelas entre si.

(d) Duas retas paralelas a um plano sao paralelas entre si.

EEE(EEAR-2002) QUESTAO 2

Assinale V (verdadeiro) ou F (falso), considerando a geometria de posi¢do espacial e plana.
() AcondicdornNs = @ é necessario para que as retas r e s sejam paralelas distintas.
() Duas retas que formam um angulo reto sdo necessariamente perpendiculares.
() Se duas retas tém um Unico ponto em comum, entdo elas sdo concorrentes.

() Acondicdorns = @ é suficiente para que as retas r e s sejam reversas.

A seqliéncia correta é:

(a) V-V-V-V
(b) V-F-V-F
(c) F-V-F-V
(d) F-F-F-F

EEN(ESPCEX-2002) QUESTAO 3

Considere as afirmacdes abaixo:
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I- Se um plano encontra outros dois planos paralelos, entdao as intersecgdes sao retas paralelas.

[I- Uma reta perpendicular a uma reta de um plano e ortogonal a outra reta desse plano é perpen-

dicular ao plano.

lll- Se a interseccdo de uma reta r com um plano é o ponto P, reta essa nao perpendicular ao plano,

entdo existe uma Unica reta s contida nesse plano que é perpendicular a reta r passando por P.

Pode-se afirmar que

(a) todas sdo verdadeiras.

(b) apenas | e Il sdo verdadeiras.
(c) apenas | e lll sdo verdadeiras.
(d) apenas Il e lll sdo verdadeiras.

(e) todas sdo falsas.

EEN(ESPCEX-2009) QUESTAO 4

Considere duas retas r e s no espaco e quatro pontos distintos, A, B, C e D, de modo que os

pontos A e B pertencem a reta r e os pontos C e D pertencem a reta s.

Dentre as afirmacgdes abaixo
I. Se as retas AC e BD sdo concorrentes, entdo r e s sdo necessariamente concorrentes.
Il. Os tridangulos ABC e ABD serdo sempre coplanares.

lll. Se AC e BD forem concorrentes, entdo as retas r e s sdo coplanares.

Pode-se concluir que

(a) somente a | é verdadeira.

(b) somente a Il é verdadeira.

(c) somente a lll é verdadeira.

(d) as afirmacdes Il e lll s3o verdadeiras.

(e) as afirmacdes | e lll sdo verdadeiras.

EEE(ESPCEX-2011) QUESTAO 5

Considere as seguintes afirmacoes:

I. Se dois planos « e [3 sdo paralelos distintos, entdo asretas vy C xe r, C [3 sdo sempre paralelas.
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Il. Se « e [3 sdo planos nao paralelos distintos, existem as retas 1; C xe 1, C 3 tal que 11 e 15 sdo

paralelas.

[ll. Se uma reta r é perpendicular a um plano & no ponto P, entao qualquer reta de & que passa por

P é perpendiculara .
Dentre as afirmacgdes acima, é (sdo) verdadeira(s)

(a) Somente Il
(b) lell
(c)lell

(d) el

(e) I, el

EEE(ESPCEX-2012) QUESTAO 6

O sélido geométrico abaixo é formado pela justaposicao de um bloco retangular e um prisma reto,

com uma face em comum. Na figura estdo indicados os vértices, tanto do bloco quanto do prisma.
K

A

Considere os seguintes pares de retas definidas por pontos dessa figura: as retas LB e GE; as retas

AG e HI e as retas AD e GK. As posi¢des relativas desses pares de retas s3o, respectivamente,

(a) concorrentes; reversas; reversas.
(b) reversas; reversas; paralelas.

(c) concorrentes, reversas; paralelas.
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(d) reversas; concorrentes; reversas.

(e) concorrentes; concorrentes; reversas.

EEE(ESPCEX-2012) QUESTAO 7
Considere as seguintes afirmagdes:

I. Se uma reta r é perpendicular a um plano «, entao todas as retas de « sao perpendiculares ou

ortogonais a r;

Il. Se a medida da projecao ortogonal de um segmento AB sobre um plano « é a metade da medida

do segmento AB, entdo a reta AB faz com o« um angulo de 60°;

[1l. Dados dois planos paralelos o e 3, se um terceiro plano y intercepta « e 3, as interse¢des entre

esses planos serao retas reversas;

IV. Se « e [3 sdo dois planos secantes, todas as retas de « também interceptam f3.
Estdo corretas as afirmacdes

(a) apenaslell
(b) apenas Il elll
(c) Liell

(d) L, 1elVv

(e) I, eIV

EEE(ESPCEX-2017) QUESTAO 8

Considere dois planos « e [3 perpendiculares e trés retas distintas r, settaisquer Cc o, s C B e
t=anp.

Sobre essas retas e os planos é correto afirmar que

(a) asretas r e s somente definirdao um plano se forem concorrentes com t em um unico ponto.
(b) asretas r e s podem definir um plano paralelo a reta t.

(c) asretas T e s sdo necessariamente concorrentes.

(d) ser e s forem paralelas, entdo elas definem um plano perpendiculara x e 3.

(e) o plano definido por r e t é necessariamente paralelo a s.

EEE(AFA-1998) QUESTAO 9
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Qual das afirmacdes abaixo é verdadeira?

(a) Por uma reta dada pode-se conduzir um plano paralelo a um plano dado.
(b) Se uma reta é paralela a dois planos, entao esses planos sao paralelos.
(c) Por um ponto qualquer é possivel tracar uma reta que intercepta duas retas reversas dadas.

(d) Se duas retas concorrentes de um plano sao, respectivamente, paralelas a duas retas de outro
plano, entao estes planos sao paralelos.

EEN(AFA-1999) QUESTAO 10

Quatro pontos ndo-coplanares determinam, exatamente, quantos planos?
(a) 1
(b) 2
(c) 3
(d) 4

EEE(AFA-2002) QUESTAO 11

Considere as proposi¢oes a seguir:

I- Se dois planos sao paralelos, entdo toda reta que é paralela a um deles é paralela ou estd contida
no outro.

[I- Se uma reta é paralela a um plano, entdo é paralela a todas as retas do plano.
[ll- Se uma reta possui dois pontos distintos num plano, entao ela esta contida no plano.
IV- Se dois planos sao secantes, toda reta de um, sempre intercepta o outro plano.

Pode-se afirmar que as proposi¢des verdadeiras sao

(a) lelV
(b) llell
(c) lelll
(d) lelVv

EEN(AFA-2004) QUESTAO 12

Assinale a Unica alternativa FALSA.
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(a) Se um plano « é perpendicular a um plano 3, entdao existem infinitas retas contidas em « e
perpendiculares a 3.

(b) Se & e [3 sdo planos perpendiculares entre si e Y é um plano perpendicular a reta comuma x e
[3, entdo pode-se afirmar que asretasr, 1= anNvyes,s =3 Ny, sao perpendiculares entre si.

(c) Se duas retas r e s sdo reversas, entdo ndo existem dois planos « e 3, perpendiculares entre si,
taisquer C xes C f3.

(d) Duas retas do espaco, paralelas a uma terceira, sdo paralelas entre si.

EEE(AFA-2006) QUESTAO 13

Considere as afirmativas abaixo:

I. Se «x e 3 sdo planos interceptando-se nareta r e a reta s é paralelaa x e a [3, entdo s também é

paralelaar.

Il. Se uma reta intercepta um plano «, existe um plano 3 paralelo a « que ndo é interceptado pela
reta.

[ll. Se dois planos sdo paralelos, toda reta contida em um deles é paralela ao outro plano.
IV. Dois planos perpendiculares a um terceiro plano sao sempre paralelos entre si.
V. Se trés retas tém um ponto comum, elas sao coplanares.

O numero de afirmativas verdadeiras é

(a) 1
(b) 2
(c) 3
(d) 4
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1.3- GABARITO

Q.1:C Q.6: E Q.11: C
Q.2: B Q7:A Q.12: C
Q.3:C Q.8:B Q.13: B
Q.4:C Q.9:D

Q.5:D Q.10: D
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