II OLIMPÍADA DE MATEMÁTICA DO CONE SUL

Argentina 1991

PROBLEMA 1

Sejam A, B e C três pontos não colineares (não alinhados) e E (( B) um ponto qualquer que não pertença à reta AC. Construa os paralelogramos ABCD (nesta ordem) e AECF (também nesta ordem). Demonstre que BE // DF. 

PROBLEMA 2 

Duas pessoas A e B jogam o seguinte jogo: A começa escolhendo um número natural e logo, cada jogador na sua vez, diz um número de acordo com a seguinte regra:

· se o último número dito for ímpar, o jogador soma 7 a este número; 

· se o último número dito for par, o jogador o divide por 2. 

Ganha o jogador que repete o número que for escolhido inicialmente. Encontrar todos os números que A pode escolher para ganhar.

Justifique a sua resposta.

PROBLEMA 3 

Sabe-se que o número de soluções reais do seguinte sistema é finito. Prove que este sistema tem um número par de soluções:

(y2 + 6) (x – 1) = y (x2 + 1)

(x2 + 6) (y – 1) = x (y2 + 1) 

PROBLEMA 4

Um jogo consiste de 9 botões (de cor verde ou vermelha) dispostos da seguinte maneira:
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Se é apertado um botão do bordo do quadrado trocam de cor ele e todos seus vizinhos, se é apertado o botão do centro trocam de cor seus 8 vizinhos, porém ele não. Os exemplos seguintes mostram com círculos -vermelhos- as luzes que trocam de cor ao pressionar o botão que é indicado.
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É possível (apertando sucessivamente alguns botões) acender todas as luzes de cor verde, se inicialmente estavam todas acesas com a luz vermelha? Justifique a sua resposta.

PROBLEMA 5 

Dado um quadrado ABCD de lado 1, e um quadrado interior de lado x, Encontre (em função de x) o raio da circunferência que é tangente a dois dos lados do quadrado ABCD e que passa por um vértice do quadrado interior, tal como é indicado na figura.
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PROBLEMA 6 

Dado um número natural n (diferente de 0), seja f (n) a média de todos seus divisores positivos. Por exemplo: 

f (3) = (1 + 3)/2 = 2  e  f (12) = (1 + 2 + 3 + 4 + 6 +12)/6 = 14/3

a) Demonstre que: 
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b) Encontre todos os números naturais n para os quais: f (n) = 91/9
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