Futuro oficial da Marinha, Marinha Mercante ou Aeronautica do Brasil! Esta é a aula
02 do nosso curso de Matematica 2 para as provas da AFA, EFOMM e ESCOLA NAVAL e
veremos hoje alguns topicos importantes de Analise Combinatdria.

“Quanto mais eu treino, mais sorte eu tenho.” (Oscar Schimidt)
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ANALISE COMBINATORIA
1. PERMUTACAO COM REPETICAO

Discutiremos agora arrumacgdes de uma colec¢do de objetos com objetos repetidos, tais com a colegdo {b, a, n, a, n, a} e escolhas de

v It

objetos de um conjunto onde um objeto pode ser selecionado mais de uma vez, tais como pedir seis cachorros quentes a serem
escolhidos dentre trés variedades. Determinaremos as féormulas para esses problemas de contagem através de dois exemplos:

EXEMPLO 1

Quantas arrumagdes podem ser feitas com as seis letras b, a, n, a, n, a?

Formaremos as arrumacgdes escolhendo primeiro as trés posi¢cdes onde os a’s ficarao, isto é (§)= 20 maneiras agora, escolhamos as

duas posicGes (entre as trés remanescentes) onde os n’s ficardo, isto é 3) =3 maneiras e finalmente na dltima posic3o fica o b.
2

Assim, existem 20 - 3 - 1 =60 arrumagdes.

2. TEOREMA

Se existem n objetos dos quais k; sdo do tipo 1, k, sdo do tipo 2, ..., e ky, sdo do tipo m onde k; +k, +...+k, =n entdo o numero de

arrumacoes destes n objetos denotado por P(n; k,, k,, ..., k) é:

|
b =( 8 o () =

Prova com efeito, além do argumento utilizado no exemplo acima a saber, escolhendo as posi¢cdes para um dos tipos dentre aquelas
gue vao restando podemos provar o teorema acima da seguinte forma:

Suponhamos que para cada tipo dos k; objetos do tipo i sejam dados indices 1, 2, 3, ..., m tornando-os distintos. Existem entdo n!
arrumacdes destes n objetos distintos. Enumeremos agora estas n! arrumacdes de objetos distintos enumerando todas as
P(n; k,, k,, ..., k) disposi¢cdes (sem indices) dos objetos e entdo, para cada disposi¢do colocando os indices de todos os modos

possiveis. Por exemplo, da disposi¢cdo banana os indices podem ser colocados nos a’s de 3! maneiras:

ba a,nna, ba,a,nna, ba,a nna,

ba,a,nna, ba a;nna, ba,a,nna,

Para cada uma dessas 3! maneiras para indexar os a’s, existem 2! maneiras para indexar os n’s. Assim, em geral, uma disposi¢do
qualquer tera k;! maneiras de indexar os k; objetos do tipo 1, k,; maneiras para o tipo 2, ..., k., maneiras para o tipo m. Entao:

n!

P b b = o

e K

) 6!
Assim sendo a palavra banana tem P.*! = ——— =60 anagramas.

312111
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3. COMBINACOES COM REPETICAO

Exemplo 1: De quantos modos distintos podemos comprar seis cachorros quentes podendo escolher entre 3 variedades distintas?

Para resolver problemas de escolhas com repeti¢do, precisamos fazer uma correspondéncia um a um com um problema relacionado
a uma escolha sem repeticdo. Suponhamos que as trés variedades sejam sem molho, com molho e completo e que a atendente
tenha anotado o seguinte pedido:

sem molho | commolho | completo

X | XXXX | X

Se cada s representa um cachorro quente, entdo o pedido acima significa um sem molho, quatro com molho e um completo. Uma
vez que todos os atendentes saibam que esta é a sequéncia dos pedidos de cachorros quentes (sem molho, com molho, completo)
podemos omitir os nomes das variedades escrevendo apenas x | xxxx | x. Assim, qualquer pedido de k cachorros quentes consiste
numa sequéncia de k x1s e dois |’s. Reciprocamente, toda sequéncia de k x’s e dois |’s representa um pedido: os x’s antes do
primeiro | representa o nimero de cachorros sem molho: os x’s entre os dois |’s representa o nimero de cachorros com molho e os
x's finais representam o niumero de cachorros completos. Deste modo, existe uma correspondéncia um a um entre pedidos e tais
sequéncias, mas o numero de sequéncias de seis x’s e dois |’s é simplesmente o nimero de escolhas de duas posi¢des na sequéncia

para os |’s. Assim, a resposta é (§)=28 .

4. TEOREMA

k+n-1
O numero de escolhas com repeticdo de k objetos dentre n tipos de objetos é [ K j .

Prova. Com efeito, faremos um “pedido” para uma escolha como e fizemos no exemplo anterior com um x para cada objeto
escolhido. Como fizemos anteriormente, os x’s antes do primeiro | conta o nimero de objetos do primeiro tipo, os x’s entre o
primeiro e o segundo |’s conta o nimero de objetos do segundo tipo, ..., € 0s X’s apds o (n—1)—ésimo | conta o nimero de objetos
k+(n—1)J

do enésimo tipo (n—1 tragos sdo necessarios para separar n tipos). O nimero de sequéncias comk x'se (n—1) |’s é ( K

5. DISTRIBUICOES

Geralmente um problema de distribuicdo é equivalente a um problema de arrumacgdo ou de escolha com repeticdo. Problemas
especializados de distribuicdo devem ser divididos em subcasos que possam ser contados por intermédio de permutagdes e
combinacgdes simples. Um roteiro geral para modelar problemas de distribui¢do é, distribuicdes de objetos distintos correspondem a
arrumacoes e distribuicGes de objetos idénticos correspondem a escolhas.

Assim, distribuir k objetos distintos em n urnas diferentes é equivalente a colocar os objetos em linha e atribuir o nome de cada uma

. . . . k 4. . o~
das n diferentes urnas em cada objeto. Assim, existem n.n.n...n=n" distribui¢des.

| —
k vezes

Por outro lado, o processo de distribuir k objetos idénticos em n urnas distintas é equivalente a escolher um subconjunto (ndo
_(k+n-1)!

=————distribuicdes.
kl(n—1)!

k+n-1
ordenado) de k nomes de urnas, com repeticdo, entre as n escolhas de urnas. Assim, existem ( "
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OBSERVACAO

Os problemas de escolhas com repeticio podem ser formulados de trés formas

equivalentes a saber:

1. O numero de maneiras de escolhermos k objetos com repeticio dentre n tipos de
objetos distintos.

2. O numero de maneiras de distribuir k objetos idénticos em n urnas distintas.

3. O numero de solugdes inteiras ndo negativas da equagdo X, + X, +...+x, =k,

6. PERMUTACOES CIRCULARES

Consideremos n objetos distintos e disponhamos esses n objetos em torno de um circulo.
Se n > 3, podemos imaginar esses objetos situados nos vértices de um poligono, por exemplo, um poligono regular.

O quadro abaixo apresenta as disposi¢cdes dos objetos A, B, C, D em torno de um circulo.
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Observamos entdo que:

A 12 coluna do quadro foi obtida fixando-se o objeto A e permutando-se os objetos B, C, D de todos os modos possiveis, isto €,
3!=6 modos. Em cada linha uma disposi¢cdao pode ser obtida de outra por uma rotagdo conveniente e dadas duas disposi¢cdes em
linhas diferentes, nenhuma pode ser obtida da outra por qualquer rotagao.

Assim, chama-se permutagao circular de n objetos distintos qualquer disposicao desses objetos em torno de um circulo e duas
permutagdes circulares sdo indistinguiveis se, e somente se, uma pode ser obtida a partir da outra por uma rotagdao conveniente
como, por exemplo, duas permutagdes quaisquer de uma mesma linha do quadro acima. Diremos ainda que duas permutagGes
circulares sao distinguiveis se, e somente se, uma ndo pode ser obtida da outra por qualquer rotagdo como, por exemplo, duas
permutagdes quaisquer em linhas diferentes do quadro acima.

Portanto, no cdlculo das permutagdes circulares interessa apenas a posi¢do relativa dos objetos entre si, isto €, o numero de
permutacgdes circulares distinguiveis.

Generalizando temos que o nimero de permutagdes circulares de n objetos, denotado por (PC),, é igual a n!/n, isto é:

(;C), =™ = (n—1)!
n
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1. Quantos sdo os anagramas da ARRANHAR?
2. Quantos anagramas da palavra ARATACA comegam por consoante?

3. Afigura abaixo representa 17 ruas que se cortam perpendicularmente, sendo 8 verticais.

5 ]

B

Quantos caminhos minimos uma pessoa pode percorrer para ir do ponto A ao B:
a) Sem restricoes?

b) Sem passar por C?

c) Sem passar por Ce D?

4. Quantos sdo os anagramas da palavra ARARAQUARA que ndo possuem duas letras A juntas?

5. Dadaaequagdo x, +x, +x, =7, calcule:

a) O numero de solugdes inteiras positivas.
b) O numero de solugGes inteiras ndo negativas.

6. De quantos modos diferentes podemos distribuir 10 bombons idénticos em 4 caixas diferentes?

7. Dispondo de 4 cores diferentes, de quantas maneiras distintas podemos pintar 5 objetos idénticos? (Cada objeto deve se
pintado com uma Unica cor).

8. De quantos modos podemos distribuir as 52 cartas de um baralho comum entre 4 jogadores de modo que um deles fique com
todas as cartas de espadas? Quantas sdo as distribui¢cdes nas quais cada jogador fique com um 3&s?

7
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9. (UFLA 2008) Um problema classico em combinatéria é calcular o nimero de maneiras de se colocar bolas iguais em caixas
diferentes. Calcule o nUmero de maneiras de se colocar 7 bolas iguais em 3 caixas diferentes, sem que nenhuma caixa fique vazia.

10. (FGV 2008) O nimero de permutag¢des da palavra ECONOMIA que ndo comegam nem terminam com a letra O é:

a) 9.400.
b) 9.600.
) 9.800.
d) 10.200.
e) 10.800.

11. Quantas solugbes inteiras possui a equagdo x, +x, +X; +x, =12 com x, =07? Quantas sdo as solu¢des com x, 22, x, =2,

X; =24 e x, =207

12. (ITA 2014) Determine quantos paralelepipedos retdngulos diferentes podem ser construidos de tal maneira que a medida de
cada uma de suas arestas seja um numero inteiro positivo que ndo exceda 10.

13. (AFA 2010) Numa sala de aula, estdo presentes 5 alunos e 6 alunas. Para uma determinada atividade, o professor devera
escolher um grupo de 3 dessas alunas e 3 dos alunos. Em seguida, os escolhidos serdo dispostos em circulo de tal forma que alunos
do mesmo sexo nao fiquem lado a lado. Isso podera ocorrer de n. O nimero n é igual a:

a) 24000.
b) 2400.
c) 400.
d) 200.

14. Um calenddrio de mesa consiste de um dodecaedro regular com um més diferente em cada uma das suas 12 faces pentagonais.
O numero de formas essencialmente diferentes de dispor os meses nessas faces é:

a) 12!
b) 11!
11!

c —_—
) 5

|

q 2
5

11!

e —_—
b

15. Cinco casais estdo dispostos ao redor de uma mesa redonda. Seja A o nUmero de maneira que as pessoas podem ser dispostas
ao redor da mesa com a condicdo de que cada casal deve estar junto; e B o nimero de maneira que elas podem ser dispostas com a
condi¢cdo de que homens e mulheres estejam em lugares alternados. O valor de A + B é:

a) 3648.
b) 3600.
) 3248.
d) 3200.
e) 2880.
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16. De quantas maneiras é possivel colocar 6 anéis diferentes em 4 dedos?

17. (AFA) As senhas de acesso a um determinado arquivo de um microcomputador de uma empresa deverao ser formadas apenas
por 6 digitos pares, ndo nulos. Sr. José, um dos funcionarios dessa empresa, que utiliza esse microcomputador, devera criar sua
Unica senha. Assim, é INCORRETO afirmar que o Sr. José:

a) Poderd escolher sua senha dentre as 2% possibilidades de forma-las.

b) Podera escolher dentre 120 possibilidades, se decidir optar por uma senha com somente 4 digitos iguais.

c) Tera 4 opgdes de escolha, se sua senha possuir todos os digitos iguais.

d) Terda 480 opgdes de escolha, se preferir uma senha com apenas 3 digitos iguais.

18. (EN 1997) A Escola Naval (EN) recebera 20 novos Oficiais, entre Fuzileiros, Intendentes e Oficiais da Armada. De quantos modos
pode ser preenchido o efetivo da EN se deve haver entre os 20 novos Oficiais pelo menos dois Fuzileiros, pelo menos dois
Intendentes e pelo menos dois do Corpo da Armada?

a) 4o0.
b) 80.
¢) 100.
d) 120.
e) 420.

19. Um fundo de investimentos disponibiliza nimeros inteiros de cotas aos interessados nessa aplicagdo financeira. No primeiro dia
de negociacdo desse fundo, verifica-se que 5 investidores compraram cotas, e que foi vendido um total de 9 cotas. Em tais
condigGes, o numero de maneiras diferentes de alocagdo das 9 cotas entre os 5 investidores é igual a:

a) 56.
b) 70.
c) 86.
d) 120.
e) 126.

20. Quantos inteiros entre 1 e 1.000.000, inclusive, possuem a soma de seus digitos igual a 13?

21. (IME 2011) Um trem conduzindo 4 homens e 6 mulheres passa por seis estacOes. Sabe-se que cada um destes passageiros ira
desembarcar em qualquer uma das seis estagdes e que nao existe distingdo dentre os passageiros de mesmo sexo. O nimero de
possibilidades distintas de desembarque destes passageiros é:

a) 1287.

b) 14112.
c) 44200.
d) 58212.
e) 62822.

22. De quantos modos se podem pintar as faces de uma piramide pentagonal regular usando seis cores diferentes, sendo cada face
de uma cor?
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23. Uma particula, estando no ponto (x, y, z), pode mover-se para o ponto (x + 1, y, z) ou para o ponto (x, y + 1, z) ou para o ponto
(x, y, z+ 1). Quantos sdo os caminhos que a particula pode tomar para, partindo do ponto (0,0,0), chegar ao ponto (a, b, c), onde a >
0,b>0ec>0?

24. Sdo dados n pontos em circulo. Quantos n-agonos (ndo necessariamente convexos) existem com vértices nesses pontos?

10
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1. Sao:
e 3letrasiguaisa A
e 3letrasiguaisaR

e 1lletraN
e 1lletraH
3311 8
Logo: P7 = =1120
31311111

2. Seja o esquema:

PPPPPPP

A;: escolha de uma posi¢do para ocupar a posi¢do P;. 3
A,: ocupacgdo das 6 posicdes restantes pelas 6 letras restantes, apds ter ocorrido A;. P:'“
3-6!

Pelo principio multiplicativo o nimero pedido é: 3P, = FIRT =90

3.

a) Entende-se por caminho minimo de A a B, qualquer percurso efetuado, partindo de A e caminhando sempre para cima ou para
a direita até alcancar B.

Representemos por H cada segmento horizontal compreendido entre duas verticais consecutivas, e por V cada segmento vertical
compreendido entre duas consecutivas. Desse modo, podemos associar cada caminho minimo de A a B com uma permutacdo das
15 letras HHHHHHHVVVVVVVV e reciprocamente.

Assim, por exemplo, as permutacgdes:
HHHHHHHVVVVVVVV
HHHVVHHVVVVVVHH
VHHVVHHVHHVVVHV

11
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Representam 3 caminhos minimos distintos de A a B (ver figura abaixo).

B
\%
\%
\%
\Y D
\Y4 C
\4
\%
\%
KTH HHHH{H|H
. 7 7 7 78 15!
Logo, o numero de caminhos minimos de A até B é: P, =78!=6435.

b) Calculemos o nimero de caminhos minimos passando por C.

A;: percurso de Aa C. Pl

A,: percurso de C a B, apds ter ocorrido A;. Pt

Pelo Principio Multiplicativo, o nUmero de caminhos minimos passando por C é: P;"'Pf’4 =70-35=2450.

Logo, o nimero de caminhos minimos ndo passando por C é: 6435—P;*P>* =6435-2450=3985 .

c) Calculemos o nimero de caminhos minimos passando por C e D.

A;: percurso de Aa C. P
A,: percurso de C a B, apds ter ocorrido A;. 1
A;: percurso de D a B, apds terem ocorrido A; e A,. P;'3

, . .. . pih 33 44 133
Pelo P.M., o nimero de caminhos minimos passando porCe D é: P, -1-P;” =P, -P,~.

. . . .. ~ . 7.8 4,4 33
Assim o nimero de caminhos minimos ndo passando por Ce D é: P,.” =P~ . P,” =5035 .

4. Disponhamos as letras diferentes de A como no esquema abaixo:
QeReReReUe

Observemos que existem 6 posi¢Ges, onde 5 serdo escolhidas para colocar as letras A, sem que duas delas fiquem juntas.

6
A;: escolha de 5 das 6 posigdes para colocar as letras A. [SJ
A,: permutacdo das demais letras, ap6s ter ocorrido A;. ptt

6
Pelo Principio Multiplicativo, o niimero pedido é: (SJ-P:'“ =120.

12



MATEMATICA

Prof. HAROLDO FILHO PROMILITARES * AFA/EFOMM/EN * MODULO 2

5.

a) Podemos identificar o problema do cédlculo do nimero de solugdes inteiras positivas dessa equagdo com o seguinte problema:
Escrevendo-se em fila 7 algarismos iguais a 1, de quantos modos podemos separar esses algarismos em 3 grupos, onde cada
grupo contém pelo menos um algarismo?

1111111
Observemos que entre os 7 algarismos ha 6 espacos; se colocarmos elementos de separagdo (como barras verticais) em 2
desses espacos, obteremos uma disposicao correspondente a uma solugdo da equacdo dada. Assim, por exemplo, a disposigao:

1]1 1 1 1]1 1corresponde asolugdo (1,4,2).
Reciprocamente, cada solugdo inteira positiva da equagdo corresponde a um modo de se colocar as 2 barras em 2 dos 6
espagos. Por exemplo, a solugdo (2,3,2) corresponde adisposigao: 1 1 |1 1 1] 1 1.

Entdo, o numero de soluges inteiras positiva da equacdo x, +x, +x, =7 € igual ao nimero de modos de se escolher 2 dos 6
. 7 6
espacos, para se colocar as 2 barras, isto é: 5 =15

Um raciocinio andlogo para a equagdo X, +X, +...+x, =k (k natural) nos fornece o nimero de solug8es inteiras positivas:

k-1
n-1)
Com efeito, supondo escritos em fila n algarismos iguais a 1, devemos separa-los em n grupos, tendo cada grupo pelo menos

um algarismo.
111111..1

Basta, entdo, escolher n-1 dos k-1 espagos entre os algarismos para se colocar as n—1 barras, o que pode ser feito de ( 1]
n p—

modos.
Sek=n,aequagdo x, +x, +...+x, =k possui uma Unica solugdo, e se n > k a equagdo ndo possui solugdo inteira positiva.

b) Seja ainda a equagdo x, +x, +x, =7 e determinemos, agora, o nimero de solugbes inteiras ndo negativas, Isto é, solu¢des
como (7,0,0), (5,1,1), (4,2,1), (0,2,5) etc.

Suponhamos escritas todas estas solugdes em uma mesma coluna, e somente uma unidade a cada inteiro dessas solugdes,
obtendo, assim solugdes inteiras positivas de uma nova equagao.
X, +%, +x;, =10

6. Este numero é o nimero de solugdes em inteiros ndo-negativos da equagdo x, +x, +x, +x, =10.

Onde x; denota o nimero de bombons na caixa i, parai=1, 2, 3, 4.

10+4-1 13
Logo [10 ]=(10] =286 é o numero total de possiveis distribuicdes para estes objetos idénticos nas caixas diferentes.

4+5-1 8
7. Precisamos decidir quantas vezes cada cor vai ser utilizada. Isto sera igual a [5 ]=(5J =56.

Se soubermos, por exemplo, que a cor 1 deve ser utilizada duas vezes, a cor 2 nenhuma vez, a cor 3 duas vezes e a cor 4 uma vez,
sabemos o que fazer uma vez que os objetos sdo idénticos.

13
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8. As distribui¢cdes nas quais um jogador fica com todas as 13 cartas de espadas é igual ao nimero de modos de distribuir as 39
39!
(131

Para calcular o nimero de distribui¢cGes nas quais, cada jogador fica com um as, observe que existem 4! modos de distribuir os 4

. . . pl3, 13,13
cartas restantes entre os outros 3 jogadores, isto é P, =

ases entre os quatro jogadores e

48!
P " modos de distribuir as outras 48 cartas. A resposta ¢ 4! - -
12!

©0lo00lo0

Caixa 1 Caixa 2 Caixa 3

Cada possibilidade das duas barras na figura determina uma distribuicao das bolas nas caixas. No desenho, caixa 1 com duas bolas,
caixa 2 com trés bolas e caixa 3 com duas bolas.

O resultado pedido é igual ao numero de solugdes inteiras e positivas da equagdo x +y + z =7, onde x, y e z representam o nimero
de bolas em cada caixa.

Comox,y,z>1,facgagmosx=a+1,y=b+1ez=c+1. Desse modo,a+b+c=4.

O numero de solugGes dessa equagdo é dado por CR3, 4 =C6, 4 = 15.

10. E

11. Por uma solugdo inteira desta equagdo entendemos como um conjunto ordenado para os X;’s cuja soma seja igual a 12, tal
como X, = 2, X, = 3, X3 = 3 e X4 = 4. Podemos modelar este problema como uma distribuicdo de objetos idénticos ou um problema de
escolha com repeticdo. Seja x; 0 numero de objetos idénticos na caixa i ou o niumero de objetos do tipo i escolhido. Usando

12+4-1 15
qualguer um destes modelos o niumero de solugdes inteiras é 1 = 1 =455,

Solugdes com x; > 0 correspondem neste modelo a colocar pelo menos um objeto em cada caixa ou escolher pelo menos um objeto
de cada tipo. Solugdes com x; = 2, X, > 2, X3 = 4, x4 = 0 corresponde a colocar pelo menos dois objetos na 12 caixa, pelo menos dois
objetos na 22 caixa, pelo menos quatro objetos na 32 caixa e qualquer nimero de objetos na 42 caixa. A resposta é, portanto,

((12—2—2—4)+4—1) [7]
=| _|=35.
4-1 3

12. Supondo que queremos calcular o nimero de paralelepipedos reto-retangulos distintos, cujas medidas das arestas pertencem
ao conjunto {1,2,...,10}, segue-se que o resultado é dado pelo nimero de combinagdes completas de 10 objetos tomados 3 a 3, ou

12 !
seja, CR3, ={ 3]=%=220.

13.

5. .5.
_’4/>< &=200

Z 321

12) Escolha dos alunos: chcg =

22) Disposicdo circular:

14
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| ] | ] | ] | ] | ] | ] | ] | ] | ] | ] | ] | |
___| | ] | ] | ] | ] | ] | ] | ] | ] | ] | ] | ] | ] | ] | |

® Llunas

Disposicdao dos homens = 2!
Disposicdo das mulheres = 2!
Para cada arrumacgdo dos homens e cada arrumacgdo das mulheres existem 3 posi¢des relativas = 3

Total = CExC3 x21x21x3=2400

11
14. Escolha uma face para representar janeiro. H3 ( s formas de escolher os meses que serdo colocados no anel de 5 faces

6
adjacentes a janeiro, e 4! formas de permuta-los. No segundo anel de 5 faces, os meses podem ser escolhidos de (5] formas, e

permutados de 5! modos. Finalmente, o més para a face antipoda de janeiro estara definido.

. . . ..o, (11 6 11!
Logo, o numero de formas essencialmente diferentes de montar esse calendario é ( < ]'4!-[5)5! =?.

15.
A=41.2° =768
B=4151=2880

A+B=768+2880=3648

16. Primeiramente, devemos decidir quantos anéis haverd em cada dedo, o que equivale a resolver em inteiros ndo-negativos a

equagdo xq+x, +x3+x4 =6. Ha Cg =84 solugdes inteiras e ndo-negativas. Determinados os seis lugares, devemos neles colocar

0s 6 anéis, o que pode ser feito de 6! = 720 modos. A resposta é 84 x 720 = 60.480.

17. A quantidade de digitos que podem ser usados na senha é 4. Assim, o total de senhas possiveis é 4°=2",
. L A . 6! 6! -

Se a senha tiver 4 digitos iguais, o total de possibilidades é Cj -C3-P;"** =4-3. = =360, onde inicialmente escolhemos o
digito que apareceria 4 vezes, depois os outros dois e entdo permutamos esses digitos.
Se todos os digitos forem iguais basta escolher um dos 4 digitos.

6! 720

3111111! 6

o digito que apareceria 3 vezes, os outros trés digitos aparecerdao cada um uma vez e entdo permutamos esses digitos.

Se a senha tiver 3 digitos iguais, o total de possibilidades é Cj -1-P2""! =4 =480, onde inicialmente escolhemos

Logo, a opgdo b é a incorreta.

18. D

19. Seja x; 0 nimero de cotas que o investidor i comprou.

15
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O numero de maneiras de alocar a compra das cotas é dado pelo total de solugdes inteiras positivas da equagdo

. , 4
Xy +Xy +X3+X, +X5 =9, isto é, Cg =70.

20. O numero 1.000.000 ndo possui soma dos digitos igual a 13. Podemos entdo considerar os numeros até 6 digitos.
XqX5X3X4X5Xg => X1 +Xy +X3 +X4 +X5 +Xg =13 € 0<x;<9,i=1,2,3,4,5,6

18! 18-17-16-15-14
A equacdo X, +X, +Xs +X, +Xe +X. =13 possui P = =
UACA0 Xy X X T X T P 8 71315 120

Devemos eliminar as solugbes que ndo satisfazem 0<x; <9,i=1,2,3,4,5,6. Uma solu¢do ndo valida possui exatamente um x; maior

=8568.

que 9. Assim, basta escolher qual x; sera maior que 9 e analisar a quantidade de solugGes para cada valor.

7! 7-6-5 ~
X; =10 => X, +X3 +X,4 +Xg +Xg =3 =P} SETVTRr S solugdes.
6! 65 ~
X; =11=> X, + X3 +X, + X5 +Xg =2=> P57 :ﬁ:7=15solugoes.

5! ~
X; =12=>%, + X3 +X, +X5 +Xg =1=P5" =1'—4'=5$olugoes.

X; =13 =>X, + X3 +X,4 +Xg +Xg =0=>1solucdo.

Logo, a quantidade de niimeros que satisfazem as condi¢des do enunciado é 8568 —6-(35+15+5+1)=8232.
21. D

22. Temos 6 escolhas para pintar a base da piramide, a seguir o niumero de escolhas para pintar as faces laterais é (PC); =4!

Logo temos no total 6x4!=144 modos de pintar a pirdmide.

23. A particula deve mover-se para a direita a vezes, para a frente b vezes e para cima c vezes.

, a+b+c)!
A resposta é P2¢ = fatbrol
alblc!

24. Fixemos as ideias no caso n = 5. Os pontos sdo A, B, C, D, E. Cada ordem dos vértices gera um pentdgono. Por exemplo, ABCDE
gera o pentagono convexo, ACEBD gera um pentagono estrelado, etc. Ha 5! ordens para os 5 vértices. Entretanto, contando os
pentagonos pela ordem dos vértices, contamos cada pentagono 10 vezes. Com efeito, dado um pentagono (o convexo, por
exemplo), ele corresponde a 10 permutagGes dos vértices, porque ha 5 modos de escolher por onde se comega (B, por exemplo) e 2
de escolher se os vértices aparecerdo em sentido horario ou anti-horario. O pentdgono convexo pode ser BCDEA, pode ser BAEDC,
pode ser ABCDE, etc. H4 5!/10 = 12 pentdgonos.

No caso geral, ha n! ordens para os vértices e cada poligono é contado 2n vezes, porque ha n modos de escolher o vértice por onde
se comeca a contagem e 2 modos de escolher o sentido em que os vértices aparecem.

. nl n-1
Aresposta é —=——-.
2n 2
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