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Matematica para Concursos

1 - Numeros Naturais
Conjunto dos NUmeros Inteiros

Este € mais um conjunto numérico que devemos conhecer para futuros estudos, representado

pela letra Z.
Conjunto dos Numeros Naturais representado pela letra N.
O conjuntoN ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14.......c.ccveruen.n. }, este conjunto é

infinito ou seja n&o tem fim.
Este ficou pequeno para a matematica, observe os exemplos:
a)9-12=7?b)8-100="7

Dentro do conjunto dos ndmero naturais ndo existe resposta para estas perguntas, ou seja as
respostas estdo dentro do conjunto dos nimeros inteiros.
Vamos conhecer este conjunto:

O conjunto Z ={....-5,-4,-3,-2,-1,0,+1,+2,+3,+4,+5....}, observe que este conjunto é
formado por nimeros negativos, zero e nimeros positivos. Vale lembrar que zero é um
numero nulo ou neutro, ndo é negativo e nem positivo.

No seu dia a dia vocé ja dever ter deparado com nimeros inteiros.

Quando temos um crédito temos um ndmero positivo, um débito € um nimero negativo,
temperaturas acima de zero séo positivas, abaixo de zero sdo negativas, também em relagdo
ao nivel do mar, os paises que estédo acima do nivel do mar tem altitudes positivas, abaixo do
nivel do mar altitudes negativas, se vocé prestar atencdo ao seu redor vai encontrar muitos
numeros negativo e positivos.

Reta Numérica Inteira

!quuu.illlllllll‘;:»
8-7-6-5.4-3-2-1 0 +1+2+3+4+5+6+7

Observe que a reta tem uma seta que indica a ordem de crescimento dos nimeros, eles estdo
crescendo da esquerda para a direita, -7 € menor que -6, 0 € maior que -1 e assim em diante.

Vamos comparar alguns numeros inteiros.
a) -5 > -10,
b) +8 > -1000,
c) -1 > -200.000,
d) -200 < O,
e) -234 < -1,
f)+2 > -1,
9)9-9<+1

Lembrete:

1°: Zero é maior que qualquer nimero negativo.

2°: Um é o maior nimero negativo.

3°: Zero é menor que qualquer nimero positivo.

4°: Qualquer nimero positivo € maior que qualquer niumero negativo.

NUmeros opostos ou simétricos

| | ] ] | | | | | | | | |
-8 -7 -6 -5-4-3-2-1 0 +1+2+3+4+5+6+7 7

Observe que a distancia do -3 até o zero € a mesma do +3 até o zero, estes nimeros sdo
chamados de opostos ou simétricos.

Matematica para Concursos
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Logo:
- 2 é oposto ou simétrico do + 2, + 20 é oposto ou simétrico do - 20, - 100 é oposto ou
simétrico de + 100.

Adicao e Subtragdo de Nimeros Inteiros

Exemplos:
a) (+3) + (+7) =+ 3 + 7 = +10 (tiramos 0s parentes e conservamos os sinais dos nameros)
b) (-9) + (-8) = - 9 - 8 = -17 (tiramos 0s parentes e conservamos os sinais dos niameros)

c) (+12) + (-10) = + 12 - 10 = +2 (tiramos 0s parentes e conservamos os sinais dos
nameros)

d) (+15) - (+25) = + 15 - 25 = 5 (tiramos os parentes e trocamos o sinal do niumero que
estava depois da subtracdo)

e) (-18) - (-12) = -18 + 12 = -6 (tiramos os parentes e trocamos o sinal do niUmero que
estava depois da subtracdo)

Lembrete:
Para facilitar seu entendimento, efetue esta operages pensando em débito(nimero negativo)
e crédito(nimero positivo), + 3 + 7, tenho 3 reais se ganhar 7 fico com 10, - 15 + 10, devo
15 reais se tenho s6 dez para pagar ainda fico devendo sete ou seja -7, - 5 - 8, tenho uma
divida de 5 reais fago mais uma divida de 8 eu fico devendo treze ou seja -13.

Multiplicag&o e Divisdo de NUumeros Inteiros
Exemplos:

a) (+5) x (+8) =+40 (+x + =+)

b) (-8) X (-7) = + 56 (- x - = +)

©) (-4) X (+7) =-28 (- x + =)

d) (+6) X (-7) =-42 (+ x-=~-)

e)(-8):(-2)=+4(CG-:-=+)
f)(+18) : (-6) =-3 (+:-=>)

Q) (+48) : (+2) =+ 24 (+:+=+)
h)(-14) : (-7)=+2(-:-=+)
Lembrete:

Observe que a multiplicagéo ou divisdo de nimeros de mesmo sinal o resultado e sempre
positivo, a multiplicacdo ou diviséo de numeros de sinais diferentes o resultado é sempre
negativo.

Potenciagdo de NUmeros Inteiros
Exemplos:
b) (-2)5 = (-2) x (-2) X (-2) x (-2) X (-2) =-32a) (+3)2=(+3) x (+3) =+ 9

c) (-8)0 = 1 (todo nimero elevado a zero € igual a 1 positivo) d) (+9)0 = 1 (todo numero
elevado a zero € igual a 1 positivo)

e) (18)1 = 18 (todo numero elevado a um é igual a ele mesmo)

Importante:

(-2)2 = (-2) x (-2) = 4 é diferente de - 22 =-(2) x (2) =-(4) =-4
No primeiro caso tanto o sinal quanto ao nimero estdo ao quadrado e no segundo caso apenas
0 numero esta elevado ao quadrado.

Radiciagédo de Numeros Inteiros
Exemplos:

a) JOE _c  (lembre-se que 5 x 5 = 25)
b) AT =7 (lembre-se que 7 x 7 = 49)

C) f-3L = (lembre-se néo existe raiz quadrada de nimero inteiro negativo)

d) --+H1l=-9 (observe que neste caso o menos esta fora da raiz, sendo assim existe a raiz)
e) qII-—E 5 (lembre-se (-2) x (-2) x (-2) = - 8) Neste caso € raiz cubica e néo raiz quadrada.

d) %’E =2 (lembre-se (2) x (2) x (2) = 8)

Matematica para Concursos
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Resolvendo Expressdes Numéricas com Ndmeros Inteiros

a)-[-3+2-(4-5-6)]
=-[-3+2-4+5+6]

=3-2+4-5-6
=7-13
=-6

Primeiro eliminamos os parénteses, como antes
dele tinha um sinal de menos todos os numeros
sairam com sinais trocados, logo depois eliminamos
os colchetes, como também tinha um sinal de
menos todos os ndmeros sairam com 0s sinais
trocados, somamos 0s positivo e o negativos

Primeiro resolvemos dentro do parénteses, depois
b) {-5+[-8+3x(-4+9)-3]}

multiplicamos o resultado por 3, logo apés
={-5+[-8+3x(+5)-3]}

eliminamos os colchetes, como antes deste tinha

={-5+[-8+15-3]}

um sinal de mais, todo os ndmeros sairam sem

={-5-8+15-3}

trocar sinal, eliminamos também as chaves,

=-5-8+15-3
observe que também néo teve troca de sinais pelo
=-16 + 15
mesmo motivo anterior, juntamos positivo e
=-1
negativos.
Conjunto

2 - Conjuntos numéricos: racionais e reais

Conceito primitivo; ndo necessita, portanto, de definicdo.

Exemplo: conjunto dos nimeros pares positivos: P = {2,4,6,8,10,12, ... }.

Esta forma de representar um conjunto, pela enumeracao dos seus elementos, chama-se
forma de listagem. O mesmo conjunto também poderia ser representado por uma propriedade
dos seus elementos ou seja, sendo x um elemento qualquer do conjunto P acima, poderiamos

escrever:

P={ x| x épar e positivo } = { 2,4,6, ... }.

Relacéo de pertinéncia

Sendo x um elemento do conjunto A , escrevemos x O A , onde o simbolo Osignifica "pertence

a

A.

Sendo y um elemento que ndo pertence ao conjunto A , indicamos esse fato com a notacédo y

O conjunto que ndo possui elementos , € denominado conjunto vazio e representado por @ .
Com o mesmo raciocinio, e opostamente ao conjunto vazio, define-se o conjunto ao qual

pertencem

todos os elementos, denominado conjunto universo, representado pelo simbolo U.
Assim é que, pode-se escrever como exemplos:

i:{x;x;f:x}eU:{x;x:x}.

Matematica para Concursos
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Exercicios

1) USP-SP - Depois de n dias de férias, um estudante observa que:
a) choveu 7 vezes, de manhé ou a tarde;

b) quando chove de manha nao chove a tarde;
¢) houve 5 tardes sem chuva;

d) houve 6 manhas sem chuva.

Podemos afirmar entéo que n é igual a:

a)7

b)8

c)9

d)10

e)ll

2) 52 pessoas discutem a preferéncia por dois produtos A e B, entre outros e conclui-se que o
numero de pessoas que gostavam de B era:

I - O quadruplo do nimero de pessoas que gostavam de A e B;

11 - O dobro do nimero de pessoas que gostavam de A;

111 - A metade do nUmero de pessoas que ndo gostavam de A nem de B.

Nestas condi¢des, o niumero de pessoas que ndo gostavam dos dois produtos é igual a:
a)48

b)35

c)36

d)47

e)37

3) UFBA - 35 estudantes estrangeiros vieram ao Brasil. 16 visitaram Manaus; 16, S. Paulo e
11, Salvador. Desses estudantes, 5 visitaram Manaus e Salvador e , desses 5, 3 visitaram
também S&o Paulo. O niumero de estudantes que visitaram Manaus ou Séo Paulo foi:

a) 29

b) 24

c) 11

d) 8

e)5
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4) FEI/SP - Um teste de literatura, com 5 alternativas em que uma Unica é verdadeira,
referindo-se a data de nascimento de um famoso escritor, apresenta as seguintes alternativas:
a)século XIX

b)século XX

c)antes de 1860

d)depois de 1830

e)nenhuma das anteriores

Pode-se garantir que a resposta correta é:

a)a

b)b

c)c

d)d

e)e

5) - Se um conjunto A possui 1024 subconjuntos, entdo o cardinal de A é igual a:
a)5
b) 6
c)7
d) 9
e)10

6) - Ap6s um jantar, foram servidas as sobremesas X e Y. Sabe-se que das 10 pessoas
presentes, 5 comeram a sobremesa X, 7 comeram a sobremesa Y e 3 comeram as duas.
Quantas ndo comeram nenhuma ?

a)l

b) 2

c)3

d) 4

e)0

RESULTADO
1)c2)a3)ad)c5)eb)

Matematica para Concursos
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3 - Divisibilidade

Critérios de divisibilidade
S&o critérios que nos permite verificar se um niimero é divisivel por outro sem precisarmos
efetuar grandes divisoes.

Divisibilidade por 2 Um nimero natural é divisivel por 2 quando ele termina em 0, ou 2, ou
4, ou 6, ou 8, ou seja, quando ele é par.

Matematica para Concursos
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Exemplos :
8490 é divisivel por 2, pois termina em O.
895 néo é divisivel por 2, pois ndo € um namero par.

Divisibilidade por 3 Um nimero é divisivel por 3 quando a soma dos valores absolutos dos

seus algarismos for divisivel por 3.

Exemplo:

870 é divisivel por 3, pois a soma de seus algarismos é igual a 8+7+0=15, como 15 é divisivel
por 3, entédo 870 é divisivel por 3.

Divisibilidade por 4 Um nUimero é divisivel por 4 quando termina em 00 ou quando o nimero
formado pelos dois ultimos algarismos da direita for divisivel por 4.

Exemplo:

9500 é divisivel por 4, pois termina em 00.

6532 é divisivel por 4, pois 32 é divisivel por 4.

836 é divisivel por 4, pois 36 é divisivel por 4.

9870 néo é divisivel por 4, pois ndo termina em 00 e 70 néo é divisivel por 4.

Divisibilidade por 5 Um nimero natural é divisivel por 5 quando ele termina em 0 ou 5.
Exemplos:

425 é divisivel por 5, pois termina em 5.

78960 é divisivel por 5, pois termina em O.

976 nao é divisivel por 5, pois ndo termina em O nem em 5.

Divisibilidade por 6 Um nimero é divisivel por 6 quando é divisivel por 2 e por 3 ao mesmo
tempo.

Exemplos:

942 é divisivel por 6, porque é divisivel por 2 e por 3 ao mesmo tempo.

6456 é divisivel por 6, porque é divisivel por 2 e por 3 ao mesmo tempo.

984 nao é divisivel por 6, é divisivel por 2, mas né&o é divisivel por 3.

357 néo é divisivel por 6, é divisivel por 3, mas néo é divisivel por 2.

Divisibilidade por 8 Um nUimero é divisivel por 8 quando termina em 000, ou quando o
numero formado pelos trés Gltimos algarismos da direita for divisivel por 8.
Exemplos:

2000 é divisivel por 8, pois termina em 000.

98120 é divisivel por 8, pois 120 é divisivel por 8.

98112 é divisivel por 8, pois 112 é divisivel por 8.

78341 néo é divisivel por 8, pois 341 ndo é divisivel por 8.

Divisibilidade por 9 Um nimero é divisivel por 9 quando a soma dos valores absolutos dos
seus algarismos for divisivel por 9.

Exemplo:

6192 é divisivel por 9, pois a soma de seus algarismos € igual a 6+1+9+2=18, e como 18 é
divisivel por 9, entdo 6192 é divisivel por 9.

Divisibilidade por 10 Um namero natural é divisivel por 10 quando ele termina em O.
Exemplos:

8970 é divisivel por 10, pois termina em 0.

5987 néo é divisivel por 10, pois ndo termina em O.

Divisibilidade por 11 Um namero é divisivel por 11 quando a diferenca entre as somas dos
valores absolutos dos algarismos de ordem impar e a dos de ordem par é divisivel por 11.
Exemplos:
87549

Si (soma das ordens impares) = 9+5+8 = 22

Sp (soma das ordens pares) = 4+7 = 11

Si-Sp=22-11=11

Como 11 é divisivel por 11, entdo o numero 87549 é divisivel por 11.
439087

Si (soma das ordens impares) = 7+0+3 = 10

Matematica para Concursos
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Sp (soma das ordens pares) = 8+9+4 = 21

Si-Sp=10-21

Como a subtragdo ndo pode ser realizada, acrescenta-se o menor multiplo de 11 (diferente
de zero) ao minuendo, para que a subtragdo possa ser realizada: 10+11 = 21. Entdo temos a
subtragao 21-21 = 0.

Como zero é divisivel por 11, o nimero 439087 é divisivel por 11.

Divisibilidade por 12 Um namero é divisivel por 12 quando é divisivel por 3 e por 4.
Exemplos:

1200 é divisivel por 12, porque é divisivel por 3 e por 4 ao mesmo tempo.

870 nao é divisivel por 12 é divisivel por 3, mas ndo é divisivel por 4.

8936 néo é divisivel por 12 é divisivel por 4, mas né&o é divisivel por 3.

Divisibilidade por 15 Um namero é divisivel por 15 quando é divisivel por 3 e por 5 ao
mesmo tempo.

Exemplos:

9105 é divisivel por 15, porque é divisivel por 3 e por 5 ao mesmo tempo.

9831 néo é divisivel por 15 é divisivel por 3, mas néo é divisivel por 5.

680 nao é divisivel por 15 é divisivel por 5, mas n&o é divisivel por 3.

4 - NUmeros Primos

Devemos antes de tudo lembrar o que sdo nimeros primos. Definimos como nimeros primos
aqueles que séo divisiveis apenas por 1 e ele mesmo.

Exemplos:

2 tem apenas os divisores 1 e 2, portanto 2 é primo.

23 tem apenas os divisores 1 e 23, portanto 23 é primo.

10 tem os divisores 1, 2, 5 e 10, portanto 10 n&o € primo.

Atengéo:

1 ndo é um ndmero primo, porque ele tem apenas um divisor ele mesmo.

2 é 0 Unico numero primo que € par.

Os numeros que tém mais de dois divisores sdo chamados nimeros compostos.
Exemplo: 36 tem mais de dois divisores entdo 36 € um nimero composto.

Como saber se um nimero € primo

Devemos dividir o nimero dado pelos nimeros primos menores que ele, até obter um
quociente menor ou igual ao divisor.

Se nenhum das divis@es for exata, o nimero é primo.

Decomposi¢édo em fatores primos
Todo numero natural, maior que 1, pode ser escrito na forma de uma multiplicagédo em
gue todos os fatores s&o numeros primos. E o que nés chamamos de forma fatorada de um
numero
Decomposi¢do do nimero 36:
36 =9x4
36 =3x3x2x2
36 =3x3x2x2=22x32
No produto 2 x 2 x 3 x 3 todos os fatores sdo primos.
Chamamos de fatoragéo de 36 a decomposicao de 36 num produto de fatores primos.
Entéo a fatoracdo de 36 é 22 x 32

Método Pratico Escrever a Forma Fatorada de um Numero Natural
Existe um dispositivo pratico para fatorar um namero. Acompanhe, no exemplo, os
passos para montar esse dispositivo:
© Dividimos o nimero pelo seu menor divisor primo;
2° A seguir, dividir o quociente obtido pelo seu menor divisor primo.
3° Proceder dessa forma, dai por diante, até obter o quociente 1.
4° A forma fatorada do nimero
120 =23 x3 x5

Matematica para Concursos
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120

o
[
Ll g B T T R e ]

Determinacéo dos divisores de um nimero
Na pratica determinamos todos os divisores de um nimero utilizando os seus fatores
primos.
Vamos determinar, por exemplo, os divisores de 72:
1° Fatoramos o nimero 72.

2° Tragamos uma linha e escrevemos o 1 no alto, porque ele é divisor de qualquer nimero.

3° Multiplicamos sucessivamente cada fator primo pelos divisores ja obtidos e escrevemos
esses produtos ao lado de cada fator primo.

4° Os divisores ja obtidos ndo precisam ser repetidos.

Ent&o o conjunto dos divisores de 72 = {1,2,3,4,6,8,9,12,18,36,72}

1
i .

()
r-a

o

— LJ o — L

5 - Maximo Divisor Comum (mdc)

IO méaximo divisor comum entre dois ou mais nimeros naturais
n&do nulos (nimeros diferentes de zero) é o maior nimero que
& divisor ao mesmo tempo de todos eles.

N&o vamos aqui ensinar todos as formas de se calcular o mdc, vamos nos ater apenas a
algumas delas.

Regra das divisdes sucessivas

Esta regra € bem pratica para o calculo do mdc, observe:

Exemplo:
Vamos calcular o mdc entre os nUmeros 160 e 24.

Matematica para Concursos
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1°: Dividimos o numero maior pelo
menor. quocientes 2 9
2°: Como né&o deu resto zero,
dividimos o divisor pelo resto da
diviséo anterior.

3°: Prosseguimos com as divisdes
sucessivas até obter resto zero. restos 327 0

nameros dados 160 | 64 H

O mdc (64; 160) = 32

Para calcular o mdc entre trés ou mais niameros, devemos coloca-los em ordem decrescente e
comecamos a calcular o mdc dos dois primeiros. Depois, o mdc do resultado encontrado e o
terceiro niumero dado. E assim por diante.

Exemplo:

Vamos calcular o mdc entre os nimeros 18, 36 e 63.

quocientes 9 quocientes q 5
nimeros dados 35 | 18 nameros dados 63 | 18 9
restos O restos 9 1]
O mdc entre 36 e 18 & 18 omdc entre 63 2 18 € 9, logo 0 mdc (18, 36, 63) =9

Observe que primeiro calculamos o mdc entre os numeros 36 e 18, cujo mdc é 18, depois
calculamos o mdc entre os nimeros 63 e 18(mdc entre 36 e 18).
O mdc (18; 36; 63) = 9.

Regra da decomposicdo simultanea

Escrevemos os nimeros dados, separamos uns dos outros por virgulas, e colocamos um traco
vertical ao lado do ultimo. No outro lado do trago colocamos o menor dos fatores primos que
for divisor de todos os niumeros de uma sé vés.
O mdc serd a multiplicacdo dos fatores primos que serdo usados.
Exemplos:

mdc (80; 40; 72; 124)mdc (12; 64)

40, 72, 80, 124| 2 64, 12| 2
20, 36, 40, 62 |2 92 6 |2
10, 18, 20, 31 16 3

como hao existe um divisor primo comun Como ndo existe um divisor primo, que seja

atodos o mdc serda o produtode 2 %2 =4 divisorde 16 2 3 ao mesmo tempo o mdc
o mdc (40, 72, 80,124} = 4 entreeles é o produtode 2 x 2 = 4.
mdc({12, 64) = 4

Propriedade:

Observe o mdc (4, 12, 20), o mdc entre estes nimeros é 4. Vocé deve notar que 4 é divisor de
12, 20 e dele mesmo.

Exemplo

mdc (9, 18, 27) = 9, note que 9 é divisor de 18 e 27.

mdc (12, 48, 144) = 12, note que 12 é divisor de 48 e 144.

Minimo Mdltiplo Comum (mmc)

IO minimo multiplo comum entre dois ou mais numeros
haturais ndo nulos(nimeros diferente de zero), € o menor
nimero que multiplo de todos eles.

Regra da decomposicao simultanea

Matematica para Concursos
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Devemos saber que existe outras formas de calcular o mmc, mas vamos nos ater apenas a
decomposicéo simultanea.

OBS: Esta regra difere da usada para o mdc, fique atento as diferencas.

Exemplos:

mmc (18, 25, 30) = 720
1°: Escrevemos 0s humeros

dados, separados por virgulas, e 30, 36, 48| 2
colocamos um trago vertical a 15. 18 24 |2 4 2
direita dos nimeros dados. 15, g’ 12 |2 ZHIHD
2°: Abaixo de cada numero T i >
divisivel pelo fator primo 13, 9, 6 16 % 0 x5 =720
colocamos o resultado da diviséo. 1la, 9, 3 |3 =
O ntmeros nao divisiveis pelo a, 3, 1 (3
fator primo sdo repetidos. 5 1. 15 formao fotorodao, observe que o 2
3°: Continuamos a diviséo até 1’ 1’ 1 apareceu 4 ¥yezes, 0 J apareceu
obtermos resto 1 para todos os F: e 2 veres e 0 § apareceu 1 vez
nameros.

Observe o exemplo ao lado.

mmc (4, 8, 12, 16) = 48 mmc (10, 12, 15) = 60

4.8, 12, 16| 2 10, 12, 15|2

2,4 6, B|2 a9, b, 14)2

1,2 3, 4|2 5, 3,153

1,1, 3, 2|2 Oy 1,,.':15!2

1,1, 4, 1|3 1. 1 A

2rISH =4I R 5 =60
) I I e |

4
23 =163 = 48

-
-
-

Propriedade:

Observe, o mmc (10, 20, 100) , note que o maior deles € multiplo dos menores ao mesmo
tempo, logo o mmc entre eles vai ser 100.

Exemplo:

mmc (150, 50 ) = 150, pois 150 é multiplo de 50 e dele mesmo

mmc (4, 12, 24) = 24, pois 24 é multiplo de 4, 12 e dele mesmo

6 - NUmeros Racionais

O conjunto dos Numeros Racionais (Q) é formado por todos os nimeros que podem ser
escritos na forma a/b ondeae b12Z e b 1 0 ( 1° Mandamento da Matematica: NAO DIVIDIRAS

POR ZERO)

Exemplos: (simplificando) , -5 ou—

4 2 2o, 3
o 100 4

Operacdes
As operagdes com numero racionais segue as mesma regras de operagédo das fragdes.

Adic&o e Subtracdo

Reduz-se as fragbes ao mesmo denominador. Para isso devemos encontrar o mmc dos
denominadores, criarmos uma mesma sequéncia de fracdo com o novo denominador e
numerador igual ao resultado da divisdo do novo denominador pelo velho multiplicado pelo
numerador velho.

Exemplo:

o mmc(3,4)=12 entéao —t— dividindo-se 12 por 3 e multiplicando-se por 2,

21 8 9 17 _.5
P -l -1

1048 1 i

Matematica para Concursos 15
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depois dividindo-se 12 por 4 e multiplicando-se por 3 temos

Multiplicag&o

Multiplica-se os numeradores e os denominadores obtendo-se assim o resultado. E importante
observar se o resultado da multiplicagdo nao pode ser simplificado ( dividir o numerador e o
denominador pelo mesmo ndmero) , normalmente isso é possivel e evita que se faca
operagBes com numeros muito grandes :

2
.— = — simplificando por 3 temos como resultado —
3

Lh|

Divisédo

Deve-se multiplicar a primeira pelo inverso da segunda
ficamos

=]
com —

10

i simplificando por 2

da |
o | ek

Expressoes

Quando se resolve expressdes numeéricas devemos observar o seguinte:

a. Deve-se obedecer a seguinte prioridade de operagao:
1° - multiplicacdo e divisdo na ordem em que aparecer
2° - soma e subtragdo na ordem em que aparecer

b. Deve-se primeiro resolver as operacdo dentro do parénteses, depois do colchete e por
fim da chave, e dentro de cada separador obedecer as regras do item a

Exemplos:
1. 20 4 < .
—_+_]. — resolva a operagdo que esta dentro do parenteses :
B S

mmc(2,3) =6

3 4 4 7333
e S :> P e
(6 v (6 6) 5 €4 24

) las

Primeiro os parenteses e no segundo parénteses primeiro a multiplicagdo

[

& 5 1 631 11 -311
—t=||=-—=]==]|—=: -—.—
15 15)] 14 12][= 5112 iz 12 |z
[11 -12] 1 -123 1 -—-123
e e e T S e T
153 ] 3 45 73 135

7 - NUmeros Fracionarios

Fracbes

Matematica para Concursos
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E Sera representado em nossa apostila da seguinte forma: a/b

b
] a . . )
O simbolo — significa a:b, sendo a e b niumeros naturais e b diferente de zero.
Chamamos:
a/b de fracdo; ade numerador; b de denominador.
Se a é multiplo de b, entdo a/b € um nimero natural.
Veja um exemplo:

A fracdo 12/3 é igual a 12:3. Neste caso, 12 é o numerador e 3 é o denominador. Efetuando a
divisdo de 12 por 3, obtemos o quociente 4. Assim, 12/3 é um numero natural e 12 é multiplo
de 3.

Durante muito tempo, os nimeros naturais foram os Unicos conhecidos e usados pelos
homens. Depois comecaram a surgir questdes que ndo poderiam ser resolvidas com ndmeros
naturais. Entdo surgiu o conceito de namero fracionario.

O significado de uma fracéo

Algumas vezes, a/b € um ndmero natural. Outras vezes, isso ndo acontece. Neste caso, qual é
o significado de a/b?

Uma fragdo envolve a seguinte idéia: dividir algo em partes iguais. Dentre essas partes,
consideramos uma ou algumas, conforme nosso interesse.

Exemplo:
Michele comeu 4/7 de um bolo. Isso significa que o bolo foi dividido em 7 partes iguais, Aline
teria comido 4 partes:

Na figura acima, as partes pintadas seriam as partes comidas por Aline, e a parte branca é a
parte que sobrou do bolo.

Como se |é uma fracéo

As fracdes recebem nomes especiais quando os denominadores séo 2, 3,4,5,6,7,8,9e
também quando os denominadores séo 10, 100, 1000, ...

1/2 um meio 2/5 Dois quintos
1/3 um terco a/7 quatro sétimos
L7454 urmr guarctu (70 S€LE UIavus
10 ET==Y qninte 12/Q da=z naon

1/6 um sexto 1/10 um décimo

1/7 um sétimo 1/100 um centésimo
1/8 um oitavo 171000 um milésimo
J_I"‘J arnrt TToTrTY JIIJ_UUU \./;II\.;U III;:éD;IIIUD

FracBes Proprias

Séo fragbes que representam uma quantidade menor que o inteiro, ou seja representa parte
do inteiro.
Exemplos:

Matematica para Concursos
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Lh

0

2

, observe que neste tipo de fragdo o numerador é sempre menor que o denominador.

DCI||_,I'|

L
=

e

Fracdes Improprias

Séo fragbes que representam uma quantidade maior que o inteiro, ou seja representa uma
unidade mais parte dela.
Exemplos:

T
E,m, E , observe que neste tipo de fragdes o numerador é sempre maior que o

denominador.

FracGes Aparentes

Séo fragbes que representam uma unidade, duas unidades etc.

Exemplos:
3B 18 ) ) o _
EE? , observe que neste tipo de fragdes o numerador € sempre multiplo do denominador.

Frac6es Equivalentes

Duas ou mais fragdes que representam a mesma quantidade da unidade sdo equivalentes.
Exemplos:

14 e 5
E £ E , sdo fracbes equivalentes, ou seja E = ﬁ (1/2 é a metade de 2/2 e 5/10 é a metade
de 10/10)

Simplificando Fracdes

Quando multiplicamos ou dividimos o numerador e o denominador de uma fracdo pelo mesmo
numero, esta ndo se altera. Encontramos fracdes equivalentes a fracéo dada.
Exemplos:

3/4 = 6/8 , observe que numerador e denominador foram multiplicados por 2.

12/18 = 4/6 , observe que numerador e denominador foram divididos por 3.

Reduzindo FracGes ao Mesmo Denominador

Exemplo:

SATeEEE . . ~ . N ~

% .4 primeira coisa a se fazer é encontrar fracées equivalentes as fracdes dadas de tal
forma que estas tenham o mesmo denominador. Basta determinar o m.m.c entre os
denominadores, que neste caso é 12.

g 15 42
—_——E—
12 l2parpiobtermos, pegamos o m.m.c, dividimos pelo denominador, pegamos o

resultado e multiplicamos pelo numerador, observe: 12 : 3 =4, 4 x 2 = 8 e assim com as
outras fragdes.

Adicdo e Subtragdo de Fragbes

1° Caso

Denominadores iguais

Para somar fragdes com denominadores iguais, basta somar os numeradores e conservar o
denominador.
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Para subtrair fracdes com denominadores iguais, basta subtrair os numeradores e conservar o
denominador.

Exemplos:
#3.4 B T
5 55 15 15 15
2° Caso

Denominadores diferentes

Para somar fragdes com denominadores diferentes, devemos reduzir as fracdes ao menor
denominador comum e, em seguida, adicionar ou subtrair as fragdes equivalentes as fracdes
dadas. Para obtermos estas fracdes equivalentes determinamos m.m.c entre os
denominadores destas fragoes.

Exemplo: e |
Vamos somar as fracdes :1 +E

Obtendo o m.m.c dos denominadores temos m.m.c(4,6) = 12.

12:4=3e3x5=15 12:6=2e2x1=2
15 2z 17
A e
12 12 12

Multiplicacé@o e Diviséo de Fracoes

Multiplicac@o

1° Caso

Multiplicando um niimero natural por uma fragdo

Na multiplicagdo de um numero natural por uma fragdo, multiplicamos o nimero natural pelo
numerador da fragdo e conservamos o denominador.

Exemplos:
jxgzﬁ i}{j:E
5 5 7 7

Multiplicando Fracao por Fragao

Na multiplicacéo de nameros fracionarios, devemos multiplicar numerador por numerador, e
denominador por denominador.

Exemplos:

e aind, il oM I o
e —_ K —H—_—= = — (o resultado foi simplificado)
3THTTED 2 2 3 43:3 16

Divisao

Na divisdo de niumeros fracionarios, devemos multiplicar a primeira fragédo pelo inverso da

segunda.
Exemplos:
4
B3 14 3 4 7 IR
—F —= —H—=— iy T T
oAl B F 39 15
7
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Potenciacéo e radiciacdo de nimeros fracionarios

Potenciagéo

Na potenciacéo, quando elevamos um numero fracionario a um determinado expoente,
estamos elevando o numerador e o denominador a esse expoente:

Exemplos:

2 % . =
[2 g B S B B oy
— == ik = — KM —=—
3 3 3 9 L4 4 4 4 54
Radiciacédo

Na radiciacdo, quando aplicamos a raiz a um numero fracionario, estamos aplicando essa raiz
ao numerador e ao denominador:
Exemplos:

f?_3 B5 9 Byl
Y16 ~ 4 8l 9 27 3

Fracao geratriz

Conforme vocé ja estudou, todo nimero racional (Conjunto Q), resulta da divisdo de dois
numero inteiros, a divisdo pode resultar em um numero inteiro ou decimal.

Convém lembrar que temos decimais exato.
Exemplo: 2,45; 0,256; 12,5689;12,5689

Temos também decimais ndo exato (dizima periédica)
Exemplo: 2,555555.... ; 45,252525....; 0,123123123...; 456,12454545; 7,4689999....

Vocé deve saber, que em uma dizima periédica a parte decimal que repete, recebe o nome
de periodo, a parte que néo repete é chamada de ante-periodo, a parte ndo decimal é a

parte inteira.
Exemplo:
Dizima periédica composta Dizima periédica simples
2,4555... = 2,5533...
o ) Periodo 5 g i i Periodo 5

Ante-periodo

Parte inteira

Parte inteira

Encontrando a Fracdo Geratriz de uma Dizima Periddica
Dizima periédica simples:
Devemos adicionar a parte decimal a parte inteira. Devemos lembra que a parte decimal sera
transformada em uma fragdo cujo numerador é o periodo da dizima e o denominador é um
numero formado por tantos noves quantos sdos os algarismos do periodo.

Exemplos:

25 D+25 2%
Gabag., cHeE et o8 gpegers, s T—_Seis 1,444...:1+j:ﬂ:2
9

Dizima periédica composta

Devemos adicionar a parte inteira uma fracdo cujo numerador é formado pelo ante-periodo,
seguindo de um periodo, menos o ante-periodo, e cujo denominador é formado de tantos
noves quantos séo os algarismos do periodo seguidos de tantos zeros quanto s&o os
algarismos do ante-periodo.

Exemplos:
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Periodo = 47(implica em dois noves) Ante-periodo = 1 (implica em um 0)

ov -0 v 7
0,0777... =0+ =38 ]
ag oo Qo

Periodo = 7 Ante-periodo = 0

8 - NUmeros Decimais

Frag&o Decimal

Sao fracées em que o denominador é uma poténcia de 10.
em SI: j. 4?

00 10 100’ 100 1ooo 10000

Toda fracdo decimal é escrita na forma de numero decimal.

Exemplos:

3 2 i i o 3 e i i

— Tré&s d&cimas; Trés centésimas; —— Trés milésimaos; Tresdécimo de milésimo
La 100 1000 10000

NUmeros Decimais

3 ] 3 K|

— =102 — =003 — =0,003 — = [0,a003

10 1an 1000 10000

Lendo numero decimais:
0,25 = Vinte e cinco centésimos; 2,24 = Dois inteiros e vinte e quatro centésimos
12,002 = Doze inteiros e dois milésimos; 0,0002 = Dois décimos de milésimos

Transformando uma fracdo decimal em ndmero decimal:

25 13 121 325 45 4225
—=03k;, —=13; —=12,1;, —=13,258) ——= 0,045 —— =422,k
100 10 10 100 1000 10

Observe: Denominador 10 um nimero depois da virgula, denominador 100 dois nidmeros
depois da virgula, denominador 1000 trés nimeros depois da virgula e assim por diante.

Transformando um numero decimal em fracdo decimal:

2 25 231 2 443 2313 10023

Opd=iyi@nh =t agilr=e ol M@= R, s 231 = ; 1,0023 =
10 10 100 1aan 100 1000 10000

Observe: Um namero depois da virgula denominador 10, dois nimeros depois da virgula
denominador 100, trés nameros depois da virgula denominador 1000 e assim por diante.

Propriedade: Um nimero decimal néo se altera ao acrescentarmos zeros a direita do
seu Ultimo nimero.

Exemplos:

0,4 = 0,400 = 0,4000 = 0,40000

0,23 = 0,230 = 0,2300 = 0,23000 = 0,230000
1,2=1,20 = 1,200 = 1,2000, 1,20000

Adicéo

Na adicédo de numeros decimais devemos somar os nimeros de mesma ordem de unidades,
décimo com décimo, centésimo com centésimo.
Antes de iniciar a adigdo, devemos colocar virgula debaixo de virgula.

Matematica para Concursos
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Exemplos: 7.400
0,30 142 1,230

0,3 +0,81

1,42 + 2,03 L0l (203 o Bl EE

7,4+ 1,23 + 3,122 T3 ET 11,742

Subtragéo

A subtracéo de numeros decimais é efetuada da mesma forma que a adicao.

4,4 -1,21; 2,21 -1,211; 9,1 - 4,323

4,40 2,210 0,100
J 1,21 _],211 _ 4323

3,19 0,999 1LITT
Multiplicagé@o

Efetuamos a multiplicacdo normalmente.

Em seguida, contam-se as casas decimais de cada nimero e o produto fica com o niumero de
casas decimais igual a soma das casas decimais dos fatores.

Exemplos:

4,21 x2,1; 0,23 x1,42; %,42 x 1,2

4,51 42 0,42
%x2,1 _ x1,42 il
421 046 024
G482 096 + 042
B, 841 +023 0,504

0,3266

Divisédo

Na divisdo de nimeros decimais, o dividendo e o divisor devem ter o mesmo numero de casas
decimais. Devemos iguala-las antes de comegar a divisdo.

7,02: 3,51
= nz| 3,51 702 | 351 Observe: O ndmero de casas decimais s3o iguais, eliminamos a
: — 00 & virgula 2 efetuamos a divisdo normalmente. A divisio & exzta o
000 resto & zero,
11,7: 2,34
7 4 Chserve: Eliminamos a wirgula 2 efetuamos a divis2o,
11,7 2,34 11,70 | 2,34 1170 234 : sl
2 |J— ’ - - _'l. L Resto iguzl & zero divis83o exata,
[gualamos o nomera L1170 g
de casas decimais, 0000
23:7
59 Cbhserve: A divisdo ndo @ exata. © namero 3,2
23 I? Ei — representa o gquociente aprozimado, por falta, ate
21 3 77 Dqu décimo. Quando o quociente possui duas casa
_D = 14 decimais a aproximacgaoc, por falts, ate centésimo e
Civis3o nao exata. s assim por diante,
) Quando acrescentamos a wirgula 3 direita do 22

L_,!L,II:II:iEI"ItE 3 almentamos um Zero no resto 2,
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Potenciacéo

Efetuamos da mesma forma que aprendemos com os nimeros naturais.
Exemplos:

(0,2)2=0,2 x 0,2 = 0,04; (1,2)2= 1,2 x 1,2 = 1,44; (1,23)0= 1; (23,5)1= 23,5

9 - Potenciacdo e Radiciacdo, Razbes, Proporcdes

Potenciacéo

Chamamos de potenciacdo, um nimero real ae um nimero natural n,com nt0,
escrito na forma an.

Observe o seguinte produto de fatores iguais.
2 x 2 x 2 este produto pode ser escrito da seguinte forma, 23 onde o nUmero 3 representa
quantas vezes o fator 2 esta sendo multiplicado por ele mesmo.

2
I—Base.

Expoente, informa quantas vezes o fator vai ser multiplicado por ele mesmo.
Base, informa o fator a ser repetido.

Poténcia, é o resultado desta operacédo

23 = |é-se, dois elevado a 32 potencia ou dois elevado ao cubo.

Exemplos:

32 = trés elevado a segunda poténcia ou trés elevado ao quadrado.

64 = seis elevado a quarta poténcia.

75 = sete elevado a quinta poténcia.

28 = dois elevado a oitava poténcia.

J —Expoente

Observacoes:
12) Todo numero elevado a expoente um ¢é igual a ele mesmo.

21 =2, 31 =3, 51 =5, 61 =6, 131 = 13, (1,2)1=1,2,

23) Todo numero diferente de zero elevado a expoente zero é igual a um.

40 =1, 60 =1, 80 =1, 340 =1, 260 =1, (3,5)0 =1,

-Poténcias de base 1

0o12=1,12 = 1,13 = 1,112 = 1,toda poténciade 1 éiguala 1.1 =1,
-Poténcias de base 10

o0 =1, 102 = 100, 103 = 1000, 104 = 10000, toda poténcia de 10 é igual ao niumero
formado pelo algarismo 1 seguido de tantos zeros quantas forem as unidades do expoente.

Propriedades da Potenciagéo

12) Multiplicagdo de poténcia de mesma base.
Somamos 0s expoentes e conservamos a base, observe.
23 x 22 =23+2=25=32

R RRY.
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33x3=33+1=34=281

4 x42 x 43 = 46 = 4096

22) Diviséo de poténcia de mesma base.
Subtraimos os expoentes e conservamos a base, observe.
23:22=21=2

34:32=32=9

75 :73=72=49

32) Poténcia de poténcia.

Conservamos a base e multiplicamos os expoentes.
(32)2=32x2=34=81

[(32)3]2 = 32x3x2 = 312 = 531441

Trabalhando com Potenciacao
Exemplos:

a)34 =3x3x3x3=81
b)52 =5 x5 =25

c)63 =6 x6 x 6 = 216

d)113 =1
€)230 = 1
2340 = 1

g)106 = 1 000 000

h)(1,2)2=1,2x1,2 = 1,44

i)(0,5)2 = 0,25

0)(0,4)5=10,4%0,4x0,4x0,4x0,4 x0,4=0,01024

[1]3 1.4 1 4
—_ e Ry, O
K) 2 AER T T

D} (-3)2=-3x-3=9
m) (-4)3=-4x-4x—4=-64

Observacao:

Lembre-se que (-3)2 * -32.
(-3)2=-3x-3=9
-32=-(3x3)=-(9 =-9

Poténcia com Expoente Negativo

Observe:

F (IF 55 1}5_1 2‘3_[33_2?
hal 1 B 7 Y 3) L2} s

Radiciacao

Radiciacdo é o ato de extrair a raiz de um numero, lembrando que temos raiz quadrada, raiz
cubica, raiz quarta, raiz quinta e etc...
Radiciacdo é a operacéo inversa da potenciagdo (procure revisar este contetdo).

indice
N—  radical

- S S

radicando

Lembrando que:

Se o indice € um nimero maior que 1 (n > 1), se este for igual a dois (raiz quadrada "néo
escrevemos este valor, o local do indice fica vazio ou seja fica entendido que ali estd o nimero
2"), se for igual a 3 (raiz cubica "este valor deve aparecer no indice"), etc...

Exemplo:

Ja=iemog raiz nquadradade 4, %@=Iemﬂg raiz clhice de H
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Raiz de um namero real

1° caso: a>0en é par.
vamos calcular a +/4#9 onde n=2(par] & a=49(nimero positivo)

5 N
Temas que {—?}2 =40 o {47 =40; eontio 440 = 37,
Devemeos lembrar gue o resultade de uma operagdo deve ser (nico, entdc @ 449 =7

2° caso: a >0 e n é impar.
Yamos calcular a 3«.'[25 onde n=3{impar] e a=125{ndmero positiva)

Temos guLe 3».;'125 =5 porque 53 =5%x3x5=115
3° caso: a<0enéimpar.

Yamos calcular a 3—8 onde n=2{impar) 2 a--2{numsro negativo)

Temos que%n'—_g = =1, porgque (—]:]3 = (=D == x(-F = -8
4° caso: a< 0 en é par.

Yamos calkular a - 81 onde n=E{par) ¢ a=-Bi{ndmero negativo)

Temos +-81=n3o esxiste, porgue ndo exita urm ndmero gue elevado ao quadrado seja igual a =31

Razao

Chama-se de razédo entre dois nidmeros racionais a e b, com b 1 0, aoquociente entre eles.
Indica-se a

=

razdo de a para b — poroua:b.

Exemplo:

Na sala da 62 B de um colégio ha 20 rapazes e 25 mogas. Encontre a razéo entre o niumero de
rapazes e o numero de mogas. (lembrando que razéo é diviséo)

0+5 4 . ]

—— =— (Indica que para cada < rapazes e=miste 5 mogas)

2525 5

Voltando ao exercicio anterior, vamos encontrar a razdo entre o nimero de mocas e rapazes.
==, {indica que para cada 3 mocas existe < rapazes)

20+-2 4
2

! i H
z JE -ze, 2 esth para S ou 2 para 0. 5 JE -z, Bestapara P ou B para D

Lendo Razdes:

Termos de uma Razéo

_Anteecedente

™
“Consequente

Grandezas Especiais

Escala, é a razdo entre a medida no desenho e o correspondente na medida real.
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Fscala= Medida do desenho
Medida real

Exemplo:
Em um mapa, a distancia entre Montes Claros e Vigosa é representada por um segmento de
7,2 cm. A distancia real entre essas cidades é de 4320km. Vamos calcular a escala deste

mapa.

As medidas devem estar na mesma unidade, logo 4320km = 432 000 000 cm
.2em 1

Escala =

" 432000 000em 60 000 000

Velocidade média, é a razdo entre a distancia a ser percorrida e o tempo gasto. (observe
que neste caso as unidades sao diferentes)

Velocidade—  Distancia
Tempo
Exemplo:
Um carro percorre 320km em 4h. determine a velocidade média deste carro.
220km

Veloodade :T =80km'h (sgnfica |, que este carro anda etn média B0km em 1h)

Densidade demogréfica, € a razéo entre o nimero de habitantes e a area.

N° de habitantes

x

Area

Densidade demografica —

Exemplo:
O estado do Ceara tem uma area de 148 016 km2 e uma populagdo de 6 471 800 habitantes.
Dé a densidade demogréfica do estado do Ceara.

5471500

Densidade =m=43,?2habﬂun2 Jmpnfica qus cada lkm? éhabitads por 43 72 pegzons)

Razbes Inversas

Vamos observar as seguintes razoes.

oo | Lk
L]
Lh | Ca

Observe que o antecessor(5) da primeira é o consequente(5) da segunda.
Observe que o consequiente(8) da primeira é o antecessor(8) da segunda.

O produte das duas razfes éigual al.isto &, §><§=]

Dizemos que as razdes sdo inversas.

Exemplos:
L 4 5
A razio mversa de— & =
2 4
A razic mversa de— & —.
76

Proporcao

Proporgdo, € uma igualdade entre duas razdes.
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Dados os numeros racionais a, b, ¢ e d, diferentes de zero, dizemos que eles formam, nessa
ordem uma proporcao quando a razédo de a para b for igual a razdo de c para d.

\B - IMelos a:b=c:d
‘d\ ImMens
~extremos extremos

2 4 :
Naproporgio E: E,lemos, 2esta para cinco assm como 4 esté para 10,

Os extremos sé@o 2 e 10, os meios sdo 5 e 4.

Propriedade Fundamental das Proporgdes

Em toda proporg¢éo, o produto dos meios € igual ao produto dos extremos.

Exemplos
al = _ii guma proporeds, produte dos meios e jpual aoprodute dos extremos, 2x10=25x4,
b)

g: 2 Eutna proporcio, produte dosmeios é igual ao produte dos extremos, 6xd = 2xE

Trabalhando com Proporgéo

Exemplos.
-Determine o valor de x nas seguintes proporg¢des.
a)
15 10 . : 20
—=—= b =3l s—n=2
3 oo 15
b)
z+3 12 = 30
_E:ﬁ [x+3)=-ﬂ-12=‘>bx+18=48=56x=48—18:~f6x=3[]=H;=E:~x=5
c)
3
1=2:,>2-x=5-§::>2><1=l—s::>14—E=E:‘>1¢12»;=15:>§<;=E
¥ 5 7 BT 14
d)
1 A2
BBl Bl 3 asemosusaraipeg 1oRE 8
& 3 Eik R 1553 5
5
-Calcule y, sabendo que os nimeros 14, 18, 70 e y formam, nessa ordem, uma
proporgao.
14 70 1260
=5~ SRy SIBIIS s 1260y s S Sysi0
o

10 - Média

Vocé escuta a todo momento nos noticiarios a palavra média.
Exemplo:

A média de idade da selegéo brasileira é 23 anos.

A média de prego da gasolina é 1,33 reais.
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Média aritmética de dois ou mais termos é o quociente do resultado da divisdo da soma dos
numeros dados pela quantidade de nimeros somado.
Exemplos:

1. Calcule a média aritmética entre os nimero 12, 4, 5, 7.

LfERAFTRD BB s
4 4

observe o que foi feito, somamos os quatro nimero e dividimos pela quantidade de niameros.

Ma

2. O time de futebol do Cruzeiro de Minas Gerai, fez 6 partidas amistosas, obtendo os
seguintes resultados, 4 x 2, 4 x 3,2 x5, 6 x0, 5 x 3, 2 x 0. Qual a média de gols marcados
nestes amistoso?

_4+4+2;5+5+2 Ma_z6_3 T

Ma

Média Aritmética Ponderada

*

Exemplo:
1. Um colégio resolveu inovar a forma de calcular a média final de seu alunos.
1° bimestre teve peso 2.
2° bimestre teve peso 2.
3° bimestre teve peso 3.
4° bimestre teve peso 3.

Vamos calcular a média anual de Ricardo que obteve as seguintes notas em historia. 1° bim =
3, 2° bim = 2,5, 3° bim = 3,5 e 4° bim = 3

2RI+Z2KED+IXRI, D+ X3 6+3+10,5+%9 30,5
= Mp = Mp=""2"=

Mp - - -
2+2+3+43 10 10

Mp =3,05

Este tipo de média é muito usada nos vestibulares, vocé ja deve ter ouvido algum colega falar
assim, a prova de matematica para quem faz engenharia é peso 3 e historia é peso 1, isto é
devido a engenharia ser um curso ligado a ciéncias exatas. Este peso varia de acordo com a
area de atuagéo do curso.

11 - Produtos Notaveis

Vamos relembrar aqui, identidades especiais, conhecidas particularmente como Produtos
Notaveis.

1 — Quadrado da soma e da diferenca

(a +b)2 =a2 + 2ab + b2

(a—Db)2 =a2 - 2ab + b2

Das duas anteriores, poderemos concluir que também é valido que:
(a+b)2 + (a-b)2 = 2(a2+b2) ou escrevendo de uma forma conveniente:

@) r@-py

r2:2-|-E;\2 5

2 — Diferenca de quadrados
(a+b).(a—b) =a2-b2

3 — Cubo de uma soma e de uma diferenga

(a +b)3 =a3 + 3.a2.b + 3.a.b2 + b3

Para determinar o cubo da diferenca, basta substituir na identidade acima, b por -b, obtendo:
(a—b)3 =al3 -3.a2.b + 3.a.b2 — b3
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Uma forma mais conveniente de apresentar o cubo de soma, pode ser obtida fatorando-se a
expressdo como segue:

(a + b)3 = a3 + 3.a.b(a+b) + b3

Ou:

(a + b)3 =a3 + b3 + 3ab(a + b)

Esta forma de apresentacéo, é bastante (til.

Exemplos:
1 — A soma de dois nimeros é igual a 10 e a soma dos seus cubos é igual a 100. Qual o valor
do produto desses nimeros?

SOLUQAO:

Temos: a + b = 10 e a3 + b3 = 100. Substituindo diretamente na formula anterior, fica:

103 = 100 + 3ab(10) de onde tiramos 1000 = 100 + 30.ab

Dai, vem: 900 = 30.ab, de onde concluimos finalmente que ab = 30, que é a resposta
solicitada.

Nota: os nimeros a e b que satisfazem a condigdo do problema acima, ndo sdo nameros reais
e sim, numeros complexos. Vocé pode verificar isto, resolvendo o sistema formado pelas
igualdades a+b = 10 e ab = 30. Verifique como exercicio!

Alerto para o fato de que é muito trabalhoso. Mas, va 14, faga! E um bom treinamento sobre as
operagBes com numeros complexos. Pelo menos, fica caracterizada a importancia de saber a
férmula acima. Sem ela, a solugdao DESTE PRORBIEMA SIMPLES, seria bastante penosa!

2 - Calcule o valor de F na expressédo abaixo, para:
a=-700,b=-33,x =23,48ey =9,14345.

. (ax + by}j + [ay - b}:}z
ey o)t + (ax- By

SOLUQAO: Com a substituicdo direta dos valores dados, os célculos seriam tantos que seria
inviavel! Vamos desenvolver os produtos notaveis indicados:

” a'x 4 2axky +E;~:I“:u':I +|:1:{.3-=2 —an&:ﬁ'-l-bj?rj
a'v® 4 Dapbx + 05 x% + 2% 0f - Raxby + %7

i

Se vocé observar CUIDADOSAMENTE a expresséo acima, vera que o numerador e o
denominador da fracdo sao IGUAIS, e, portanto, F = 1, INDEPENDENTE dos valores de a, b, x
ey.

Portanto, a resposta € igual a 1, independente dos valores atribuidos as variaveis a, b, x e y.
Resp: 1

12- Divisao Proporcional

Grandezas Diretamente e Inversamente Proporcionais

Entendemos por grandeza tudo aquilo que pode ser medido, contado.

O volume, a massa, a superficie, o comprimento, a capacidade, a velocidade, o tempo,
sdo alguns exemplos de grandezas.

No nosso dia-a-dia encontramos varias situagdes em que relacionamos duas ou mais
grandezas.

Em uma corrida quanto maior for a velocidade, menor serd o tempo gasto nessa prova.
Aqui as grandezas sé&o a velocidade e o tempo.
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Numa construcdo , quanto maior for o nimero de funcionarios, menor sera o tempo
gasto para que esta fique pronta. Nesse caso, as grandezas sédo o numero de funcionario e o

tempo.

Grandezas Diretamente Proporcionais Em um determinado més do ano o litro de gasolina
custava R$ 0,50. Tomando como base esse dado podemos formar a seguinte tabela.

Quantidade de

Quantidade a pagar

pasolina (em litros) (em reais)
n 0,50

»] 100

8] 1.50
Observe:

Se a quantidade de gasolina dobra o prego a ser pago também dobra.
Se a quantidade de gasolina triplica o prego a ser pago também triplica.
Neste caso as duas grandezas envolvidas, quantia a ser paga e quantidade de gasolina, sao
chamadas grandezas diretamente proporcionais.

Duas grandezas sao chamadas, diretamente proporcionais quando, dobrando uma
delas a outra também dobra; triplicando uma delas a outra também triplica.
Observe, que as razdes séo iguais.

5 _=§

Grandezas inversamente proporcionais

Um professor de matematica tem 24 livros para distribuir entre os seus melhores
alunos. Se ele escolher apenas 2 alunos, cada um deles recebera 6 livros. Se ele escolher 4
alunos, cada um deles recebera 6 livros. Se ele escolher 6 alunos, cada um deles recebera 4

livros.
Observe a tabela:

NUmero de alunos
bscolhidos.

NUumeros de livros
para cada aluno

I

1z
'

©

[

Se o nimero de aluno dobra, a quantidade de livros cai pela metade.
Se o nimero de alunos triplica, a quantidade de livros cai para a tercga parte.
Duas grandezas séo inversamente proporcionais quando, dobrando uma delas, a
outra se reduz para a metade; triplicando uma delas, a outra se reduz para a terca parte... e

assim por diante.

1 3
1

& 1

b A2
— _ & — gA0fVErsRs
i 0

Quando duas grandezas sdo inversamente proporcionais, 0s nimeros que expressam
essas grandezas variam um na razao inversa do outro.

13 - Regra de Trés: Simples e Composta
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Consta na histéria da matematica que os gregos e os romanos conhecessem as
proporgdes, porem ndo chegaram a aplica-las na resolugéo de problemas.

Na idade média, os arabes revelaram ao mundo a regra de trés. Nos século XIII, o
italiano Leonardo de Pisa difundiu os principios dessa regra em seu livro Liber Abaci, com o
nome de Regra de Trés Numeros Conhecidos.

Regra de trés simples

Regra de trés simples é um processo pratico para resolver problemas que envolvam
quatro valores dos quais conhecemos trés deles. Devemos, portanto, determinar um valor a
partir dos trés ja conhecidos.

Passos utilizados numa regra de trés simples

-Construir uma tabela, agrupando as grandezas da mesma espécie em colunas e
mantendo na mesma linha as grandezas de espécies diferentes em correspondéncia.
-ldentificar se as grandezas sdo diretamente ou inversamente proporcionais.
-Montar a proporc¢édo e resolver a equacéo.

Exemplos:

a)Se 8m de tecido custam 156 reais, qual o preco de 12 m do mesmo tecido?

Tecido(m) Preco
8 156
112 X

Observe que as grandezas sao diretamente proporcionais,
aumentando o metro do tecido aumenta na mesma proporgéo o preco a ser pago.

ol

E =J—j? =Bx=12 156 =2Bz=1872 == =18—?E = x=234
12 =« ]

Observe que o exercicio foi montado respeitando o sentido das setas.

A guantia a ser paga é de R$234,00.

b)Um carro, a velocidade de 60km/h, faz certo percurso em 4 horas. Se a velocidade do
carro fosse de 80km/h, em quantas horas seria feito o mesmo percurso?

Velocidade{km/h) Tempo(horas)
6O 4
&0 X

Observe que as grandezas sao
inversamente proporcionais, aumentando a velocidade o tempo diminui na razéo inversa.
Resolucao:
4 a0 240
T =80k =4 60 =B0k =240 = = ﬁ:x =3horas
X

Observe que o exercicio foi montado respeitando os sentidos das setas.

Regra de Trés Composta

A regra de trés composta é utilizada em problemas com mais de duas grandezas, direta ou
inversamente proporcionais.
Exemplo:
a) Em 8 horas, 20 caminhdes descarregam 160m3 de areia. Em 5 horas, quantos
caminhdes serdo necessarios para descarregar 125m3?

Horas Caminhdes Volume
8 20 160
L5 > | 125,

Aumentando o nimero de horas de trabalho, podemos diminuir o nimero de caminhdes.
Portanto a relagéo é inversamente proporcional (seta para cima na 12 coluna).
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Aumentando o volume de areia, devemos aumentar o niumero de caminhdes. Portanto a
relacéo é diretamente proporcional (seta para baixo na 32 coluna). Devemos igualar a razéo

que contém o termo x com o produto das outras raz8es de acordo com o sentido das setas.

Resolucao:

@-@Hi @-@:‘35{ =ll-dl=iz= Eﬂﬂ:x-z—gn:a 2

r B4 oz e

Sera preciso de 25 caminhdes.

14 - Porcentagens

Toda fracdo de denominador 100, representa uma porcentagem, como diz o préprio
nome por cem.

: 9

E =12%, —=13%, ?8 =T
Exemplo: 100 100 10':'
Observe que o simbolo % que aparece nos exemplos acima significa por cento.
Se repararmos em nosso Vvolta, vamos perceber que este simbolo % aparece com muita
frequiéncia em jornais, revistas, televisdo e anuncios de liquidagéo, etc.
Exemplos:
O crescimento no nimero de matricula no ensino fundamental foi de 24%.
A taxa de desemprego no Brasil cresceu 12% neste ano.
Desconto de 25% nas compras a vista.

Devemos lembrar que a porcentagem também pode ser representada na forma de

numeros decimal, observe os exemplos.
Exemplos:

1% =2 2025 M=l =007 THh=2=073 03%=2
00" 7 00 T 100

Trabalhando com Porcentagem
Vamos fazer alguns célculos envolvendo porcentagens.
Exemplos:
1.Uma televiséo custa 300 reais. Pagando a vista vocé ganha um desconto de 10%.
Quanto pagarei se comprar esta televiséo a vista?

10
10% = —
100 (primeiro representamos na forma de fracéo decimal)
3000
=300 = =30
10% x 10020% de 100 = 100 100

300 — 30 = 270

Logo, pagarei 270 reais.

2.Pedro usou 32% de um rolo de mangueira de 100m. Determine quantos metros de
mangueira Pedro usou.

32

32% = ﬁ s
100 42100 = 2 sel0h = 2220
100 100

Logo, Pedro gastou 32 m de mangueira.
3.Comprei uma mercadoria por 2000 reais. Por quanto devo vende-la, se quero obter um
lucro de 25% sobre o preco de custo.

32

7504 = 1%50
750 de 2000 = 22 x2000 = 229%% _ 509
100 00

O preco de venda é o preco de custo somado com o lucro.
Entdo, 2000 + 500 = 2500 reais.
Logo, devo vender a mercadoria por 2500 reais.

=0,003
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4.Comprei um objeto por 20 000 reais e o vendi por 25 000 reais. Quantos por cento eu
obtive de lucro?
Lucro: 25 000 — 20 000 = 5 000 ( preco de venda menos o preco de custo)

So00 1 25

——=—=0,0=—=2%

20000 <4 (resultadd)fia divisdo do lucro pelo preco de custo)

5.0 prego de uma casa sofreu um aumento de 20%, passando a ser vendida por 35 000
reais. Qual era o preco desta casa antes deste aumento?

Porcentagem Preco

120 35 000

100 X

120 = 100 35000 = 120 = 3500000 = == w = x= 2916667

Logo, o preco anterior era 29 166,67

15 - Juros Simples

A idéia de juros todos nds temos, é muito comum ouvirmos este termo em jornais,
revistas. Mas o que realmente significa juros.

Juro é aquela quantia que é cobrada a mais sobre uma determinada quantia a ser paga
ou recebida.
Juros Simples ou simplesmente Juros, séo representado pela letra j.
O dinheiro que se empresta ou se deposita chamaremos de Capital e representaremos pela
letra c.
O Tempo que este dinheiro ficara depositado ou emprestado, representaremos pela letra t.
A Taxa é a porcentagem que devera ser cobrada, pelo tempo que o dinheiro ficou depositado
ou emprestado. E representado pela letra i.
Observe:
Capital = cJuros = jTempo = tTaxa = i

Resolugdo de Problemas
Estes problemas, podem ser resolvidos por regra de trés composta, mas para facilitar os
célculos podemos usar uma férmula.

j= &3 el
Exemplos:
1.Quanto rende de juros um capital de 1 500 reais, durante 3 anos, a taxa de 12% ao
ano?
c=1500
t=3anoz
li=12

ci-t . 150012-3 . 54000
JmF—— ===
100 100 100

Logo, rendera de juro 540 reais.

— =540

2. Qual o capital que rende 2 700 reais de juros, durante 2 anos, a taxa de 15% ao ano?
C=:
I=21anos
i=15
j=12700
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_ oot
100
c-15-2 2700000
2700 = =100-2700 =¢-30 = 270000 = ¢c- W= c=— — ¢ =9000
100 a0
Logo, o capital era de 9 000 reais.
3.Por quanto tempo o capital de 6 000 reais esteve emprestado a taxa de 18% ao ano
para render 4 320 de juros?
¢ = 000
=2
i=18
1= 4320
j= ¢e1-1
100
: L A
452 = M =100 4520 = 102000 t =452000 = 102000 t =t = 2004 =
100 10E000
Logo, durante 4 anos
4.A que taxa esteve emprestado o capital 10 000 reais para render, em 3 anos,14 400
reais de juros?
j= Gr1st
100
c =10000
t=3 anos
i=2
1=14400
1-441:IU=w = 10014400 = 200001 == 1440000 = 300001 = 1= W =1 =48
100 30000

Logo, a taxa é de 48%.

Observagéo:

Devemos ter o cuidado de trabalharmos com o tempo e taxa sempre na mesma unidade.
Taxa em ano = tempo em anos

Taxa em més = tempo em més

Taxa em dia = tempo em dia

Exemplos:
5.Vamos calcular os juros produzidos por 25 000 reais a taxa de 24% ao ano durante 3
meses.

j:c-i-t

100
c=25000
t =3 meses
i=24% a0 ano = 2404 =12 = 704 ap més
j=1
= 25000.2.5 _B j=25E|E|DU j= 2500

100 100
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Logo, o juro que este capital vai render é de 2 500 reais.

16 - Juros Compostos

Chamamos de juros compostos as operacdes financeiras em que o juro é cobrado sobre
juros.

Pense assim, vocé emprestou um certa quantia a um amigo a uma taxa de 2% ao més, no
més seguinte 0os 2% sera cobrado sobre o total do més anterior (capital + juros), e assim vai
més a més.

Vale lembrar que, existe varios exemplos deste tipo de juros, basta observar o rendimentos
das cadernetas de poupanca, cartées de créditos e etc...

Férmula para o célculo de Juros
ICompostos.
M=Cx(+it
IC = Capital inicial
= taxa % por periodo de tempo
k = nimero de periodos de tempo
IM = montante final = (captital + juros)

Exemplos de aplicacdo da férmula anterior:
1. Aplicou-se a juros compostos uma capital de R$ 1.400.000.00, a 4% ao més, durante
3 meses. Determine o montante produzido neste periodo.
C = 1.400.000,00 i = 4% am (a0 més) t = 3 meses M =
?
M=Cx (1 + i)t
M = 1.400.000 x (1 + 0,04)3
M = 1.400.000 x (1,04)3
M = 1.400.000 x 1,124864
M = 1.574.809,600
O montante é R$ 1.574.809,600
Obs: devemos lembrar que 4% = 4/100 = 0,04

2. Qual o capital que, aplicado a juros compostos a 8% ao més, produz em 2 meses um
montante de R$ 18.915,00 de juros.

C=7?i=8% am (ao més) t =2 meses M = 18.915,00
M=Cx(+i)t

18915 =C x (1 + 0,08)2

18915= C x (1,08)2

18915 =C x 1,1664

C =18915 : 1,1664

C =16.216,56379

O capital é R$16.216,56379

Obs: devemos lembrar que 8% = 8/100 = 0,08

3. Durante quanto tempo esteve aplicado, em uma poupanca, o capital de R$ 180.000,00
para render, de juros, a importancia de R$ 22.248,00, se a taxa foi de 6% ao més?

C = 180.000,00 i = 6% am (ao més) t = ? M = 180.000,00(capital) + 22.248,00(juros) =
202.248,00

M=Cx (1 +it

180000 = 202248 x (1 + 0,06)t

180000 = 202248 x (1,06)t

(1,06)t = 202248 : 180000

(1,06)t = 1,1236

t logl,06 = logl,1236 (transformamos em logaritmo "faca uma reviséo™)
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; logl,122¢  0,0508
logl.06 0,0253

O tempo é 2 meses.
Obs: devemos lembrar que 6% = 6/100 = 0,06

4. A que taxa ao més esteve aplicado, em uma caderneta de poupang¢a, um capital de R$
1.440,00 para, em 2 meses, produzir um montante de R$ 1.512,90?

C = 1.440,00i =? % am (a0 més) t = 2 meses M =1.512,90
M=Cx(+i)t

1512,90 = 1440 x (1 + i)2

(1 +1i)2 =1512,90 : 1440

(1 +i)2 =1,050625

1+i=.J1,050625
1+i=1,0=5
i=1,025-1

; 2,5
1=0,028 = — = 2,C0f
100

A taxa é 2,5% ao més.

17 - Sistemas de Medidas

Areas

Medindo Superficies

Assim como medimos comprimento, também medimos superficies planas. Quando falamos em
medir uma superficie plana, temos que compara-la com outra tomada como unidade padréo e
verificamos quantas vezes essa unidade de medida cabe na superficie que se quer medir.

Unidade de Medida de Superficie

Devemos saber que a unidade fundamental usada para medir superficie € o metro
quadrado(m2), que corresponde a area de um quadrado em que o lado mede 1 m.

T
|| L]
m 1 0 guadrado gue possui g55as meddas
tem urna area de Tms.
5] -
m
Quadro de Unidades Usadas para Medir Superficies
Unidade
Mltiplos fundamen Submliltiplos
tal
2dm oco
km 2nm 2 Ham ° 2 mm  °
.000.000m
10.000m2) 2 hoom 2 im 2 0,01m 2 0,0000m 2 0,000001m

Observe que cada unidade é 100 vezes maior que a unidade imediatamente anterior.
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Calculando Areas

Area de Paralelogramos
Lembre-se que paralelogramos séo os quadrilateros que possui os lado opostos paralelos.

Area do paralelogramo = baselb) = alturalh)

// altura A fg Wi

base

Area do Paralelogramo:

Arzado Fetangulo = base » altura
oLl
lturalh) A=buh

hase(h)

Area do Retangulo:

Area do Quadrado:

[ariil)

Todo quadrado & um refanduo, [ogo calcuamos 2 2rea do quadrado
lada(l) ladof) da mesrma forma que calculamos a do retZnaulo, tacamos base e
altura pelos lados 2

Area do quadrado = lade xlado oo A= 43 £ ous=d

ladcil)

Area do Losango
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/ 5 =r Diagonal maior ()
N/f == Diagonal menor

Area dolosango = diagonal maior % diagonalmenor oy A=Dxd
2 2

Area de Trapézios

Lembre-se, trapézio ndo é um paralelogramo. O trapézio possui apenas dois lados paralelos a

basa menar ib)
- b i a 1 1 '
Area dotrapézio = (hase maior + base menor) x altura

/ alturalh) al
/ A=iD+d)x altura

z

! L
base maior (B}

base maior e a base menor.

Area de triangulos

Lembre-se, tridangulo ndo é paralelogramo e nem trapézio.

Area de um triangulo:

Areadotridngulo = base x aftura
7

S
/ aill
/ alturath) ke
e 2

bas:e(b]

Area do triangulo equilatero: Triangulo que possui os trés lados iguais.
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/ \ Araa do tiangulo equilatera = lado a0 quadradox a raiz de 3

4
/ \ iy
lado \ lado
4
(h)\ 4

altura \ 2
r’/ m \\
lado

Exemplos

1. Vamos calculara a area de um terreno quadrado de 25 m de lado.

A= = A-(25mP = A-625m?

2. Vamos calcular a area de um campo de futebol cujas dimensdes sdo, 150m de comprimento
por 75m de largura. (o campo tem a forma retangular, com esta na horizontal eu falo
comprimento vezes largura)

A=e¢xf = A=130mx<7dm = .Pl:llESUm2

3. Determine a area de um paralelogramo em que a altura mede 10cm e sua base mede 6cm.

A=bxh = A=06mx10¢tm = A =-‘;5(II'-:1111
4. Sabendo-se que a altura de um tridAngulo mede 8cm e sua base mede 13cm, determine sua
area.

a2
=b§_h - A=w — A=m4%. — A -52cm?

5. Um losango possui a diagonal maior medindo 8cm e a menor medindo 6cm. Calcule a area

Dxd _HA_Ecmxﬁcm :}A—Z'dcmz

A= T
2 2 2

deste losango.

= A=12Zcm?

6. A base maior de um trapézio mede 40cm e sua base menor mede 25cm. Calcule sua area
sabendo que sua altura mede 20cm.

[ ia 2 2. 2
A=[B+;_J:I:-Eh -, A [40an fjcm]m{) L, o4 05amtA200 Aziﬁmcm

- 2
P M 0 A =830cm
2 2 2 2

7. Um triangulo equilatero possui os lados iguais a 12cm, determine o valor da sua area.

2 2 2
e ¥ :‘5 (12cn;] V3 e A=144\Ecm

e L = A=T723cm?

Observagéo:
Existes medidas especificas para medir grandes extensdes, como sitios, chacaras e fazendas.
Séo elas o hectare e o are.
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1 hectare(ha) = 10.000(m2) 1 are(a) = 100(m2)

Exemplos:

Uma fazenda possui 120 000 m2 de area, qual a sua medida em hectare?
120.0000 : 10.000 = 120 ha.

Uma fazenda possui 23,4 ha de area, qual a sua area em m2 ?

23,4 x 10.000 = 234.000 m2

Circunferéncia e Circulo

Circunferéncia: é um conjunto de pontos de um mesmo plano que estdo a uma mesma
distancia de um ponto pertencente a este mesmo plano.
Este ponto é o centro da circunferéncia, a distancia do centro a circunferéncia chamamos de

raio(r).
Exemplo:
F
0
(O é o centro da circunferéncia e @ € o raio da circunferéncia)

Regido Interior e Exterior de uma Circunferéncia
Exemplo:

Externa

.rf"(_““‘\
[nterns
]

Corda, Didametro e Raio

Corda: é um segmento de reta que toca a circunferéncia em dois pontos distintos.
Diametro: é a corda que passa pelo centro e divide a circunferéncia em duas partes iguais.
Raio: é o segmento de reta que tem uma extremidade no centro da circunferéncia e o

outro na propria circunferéncia.

Exemplo:

o
iain da drocunferéncia
E
=) F cords da circunferéncia
=F  digmetro da circunferén ca
F ]

Arco da Circunferéncia
Exemplos:

A ]
-/-' e
/ / OF arco menaor
S A penn
F

¥>\DGFELFCD fraior

| Al Sl
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Semicircunferéncia

Devemos notar que o didametro divide a circunferéncia em duas partes, cada uma destas
partes é chamada de semicircunferéncia.
Exemplo:

Circulo
————

E a reunido da circunferéncia com sua regido interna. Centro, raio, corda, diametro e arco
de um circulo sdo o centro, o raio, a corda, o diametro e o arco da circunferéncia.
Exemplo:

i

Posicdes Relativas de Reta e Circunferéncia

Reta secante

é a reta que toca a circunferéncia em dois pontos distintos.
Exemplo:

&

H
0] Feta secante

Reta tangente

é a reta que toca a circunferéncia em apenas um ponto.

Feta tangente

y

Exemplo:

Reta externa
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é a reta que ndo toca nenhum ponto da circunferéncia.
Exemplo:

[ s
“Res

Comprimento da Circunferéncia
O comprimento de uma circunferéncia é o nimero que representa os perimetros dos
poligonos inscritos nessa circunferéncia quando o numero de lados aumenta indefinidamente.
Podemos entender comprimento como sendo o contorno da circunferéncia.

Fata extama

Exemplo:

Uma volta completa em torno da terra.

O comprimento de um aro de bicicleta.

O comprimento da roda de um carro.

O comprimento da bola central de um campo de futebol.

Calculando p

Esta é uma constante (seu valor ndo muda nunca).

Esta surgiu da divisdo do comprimento pelo didmetro da circunferéncia. Verificou-se que néo
importava o comprimento da circunferéncia, sempre que dividia o comprimento pelo didmetro
o resultado era o mesmo (3,14159265....), para ndo termos que escrever este nimero a todo
o momento ficou definido que esta seria representado pela letra p (pi) do alfabeto grego,
lembre-se usamos p apenas com duas casas decimais p = 3,14.

Calculando o Comprimento da Circunferéncia

Devemos fazer algumas observacgdoes, veja:

C : : ;
) =g = U =xD devemos lembrar que D = Zr (difimetre @igual ao debro do raic)
loge C = Zer [compritnen to = 2 Weres 77 VEZES O raid)

Para calcularmos o comprimento de uma circunferéncia usamos a formula C = 2pr.
Exemplos:

1. Determine o comprimento de uma circunferéncia em que o raio mede 3 cm.
C = Zar basta substitur mos or por 3cm ewpor 3,14
0= 22 314 2 3em = C =18 84 em

2. Vamos calcular o raio de uma circunferéncia sabendo que o comprimento mede 62,8 m.

= Doy basta substitir mos Cpor&2 8 m e g por 314

hZ,8m
B2 Bm=2wEldwr =262 Bm 628 wr—=yr— =y =10m
Calculando a Area de um Circulo
Para calcularmos a area de um circulo usamos a formula . A= mz

Exemplos:
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A = devemos substinuir oot 3,14 erpor dim.
WSt = A= T w16 mE =S A =502 m

1. Calcule a area de um circulo, sabendo que seu raio mede 4 m.

ﬁ:mgvmos subsiihr A por 314|:m2 e por 314

314 em?
Idem? =314 xr? =12 =T:~r3 =100 =r =100 =1 =10cm
2. Determine o raio de uma circ:,mferéncia sabendo que sua area é igual 314 cm2.

Volume

Chamamos de volume de um sélido geométrico, o espago que esse sélido ocupa.
Medindo Volume
Para medirmos volume, usamos a unidade denominada metro cubico (m3).
O que é 1 m3?
E o volume de um cubo, em que suas arestas medem 1m.
Exemplo:

1m

Multiplos e submultiplos do metro cubico

Unidade
Mltiplos fundamental Submuiltiplos
sKmhm3 dam @ msdms cm3mm3
10 004 2
1000 000 000 T OO 000 1000 IO NS 6;000-0010,000 06600t
m3m3 m3 m3 3mm3

Atencdo: Vocé deve ter notado que cada unidade é maior que a unidade imediatamente
inferior 1000 vezes ou 1000 vezes menor que a unidade imediatamente superior.

No seu dia a dia, vocé deve ter observado que as unidades mais usadas sdo, o m3, cm3 e
dm3.

Lendo unidades de volume 4,35 cm3 = Quatro centimetros cubicos e trinta e cinco milimetros
cubicos ou quatro virgula 35 centimetros cubicos.

12,123 m3 = Doze metros cubicos e cento e vinte e trés decimetros clbicos ou doze virgula
cento e vinte e trés metros cubicos.

Transformando unidades

2,234 m3 para dm3 = 2234 dm3 (Observe que a virgula deslocou para direita 3 casas)

4,4567 dm3 para cm3 = 4456,7 cm3 (Observe que a virgula deslocou para direita 3 casas)
4567,5 dm3 para m3 = 4,5675 (Observe que a virgula deslocou para esquerda 3 casas) 45 cm3
para m3 = 0,000045 (Observe que a virgula deslocou para esquerda 6 casas como ndo tinhamos
mais numeros completamos com zeros)
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Calculando volumes

Paralelepipedo retangulo:

altura(h

largura(l)

comprimenta(c)
V=ecxlxnh

Exemplos:
Calcule o volume das seguintes figuras.

/ P

WM Vzexixh
V=Bemxdoemx5em

S dem v = 160.0m3
- i
VW=exlxh
10m V=EmxZ2m=x10m
V =150 m*3
3m
5m

Volume do cubo:

F

arestala)

V=axaxa
ou 5
aresta(a) V=a

aresia(a)

Exemplos:
Determine o volume da seguinte figura.

i
dm v =z,'..3
vV =(4m) 3
WV =84m3
dm
4 m
Exemplos:

Vamos calcular o volume de uma caixa cubica, cuja aresta mede 9 m.

V =a3
V=(9m)3
V=729 m3

Quantos m3 de dgua séo necessarios para encher uma piscina em que as dimensdes séo:
comprimento = 12 m, largura = 6 m e profundidade = 1,5 m.
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V=cxlIxh
V=12mx6mx15m
V =108 m3

Perimetro de um Poligono

Perimetro de um Poligono
Perimetro de um poligono é a soma das medidas dos seus lados.

Perimetro do retangulo

b

b - base ou comprimento
h h h - altura ou largura
Perimetro = 2b + 2h = 2(b + h)

b
Perimetro dos poligonos regulares
E
N
.-"f ."
P I"._ f
'3 \ ¢ ‘
'r i
o "'.__
.". 4
L p—
z
Triangulo equilatero Quadrado
P=l+1+IP=1+1+I+1
P=3.IP=4
2
! F ! ']
! £
£ £
£ Z
£ :
£
Pentagono Hexagono
P=l+++1+ P=l+++1+1+
P=5 P=6|

| - medida do lado do poligono regular
P - perimetro do poligono regular
Para um poligono de n lados, temos:
P=n

Comprimento da Circunferéncia

Um pneu tem 40cm de didmetro, conforme a figura. Pergunta-se:
Cada volta completa deste pneu corresponde na horizontal a quantos centimetros?
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Envolva a roda com um barbante. Marque o inicio e o fim desta volta no barbante.
Estique o bastante e mega o comprimento da circunferéncia correspondente a roda.

Inicio & fim
Ca wolta.

C=40cm

Medindo essa dimensé&o vocé encontrard aproximadamente 125,6cm, que € um valor um pouco superior a 3
vezes o0 seu didmetro. Vamos ver como determinar este comprimento por um processo néo experimental.

Vocé provavelmente j& ouviu falar de uma antiga descoberta matematica:

Dividindo o comprimento de uma circunferéncia (C) pela medida do seu diametro (D), encontramos
sempre um valor aproximadamente igual a 3,14.

o
Assim: — =
ss 5 =314

O numero 3,141592... corresponde em matematica a letra grega (Ié-se "pi"), que é a primeira lera da palavra
grega perimetro. Costuma-se considera = 3,14.

Logo:

Utilizando essa férmula, podemos determinar o comprimento de qualquer circunferéncia.

=i = L= = dta=7bE =
Podemos agora conferir com auxilio da férmula o comprimento da toda obtido experimentalmente.

C=2pirC=23,14-20-C=1256cm

FI

3,141592...

18 - Sistema Métrico Decimal

Sistema Métrico Decimal

Desde a Antiguidade os povos foram criando suas unidades de medida. Cada um deles possuia
suas préprias unidades-padrédo. Com o desenvolvimento do comércio ficavam cada vez mais
dificeis a troca de informagdes e as negocia¢cdes com tantas medidas diferentes. Era necessario
que se adotasse um padrédo de medida Unico para cada grandeza.

Foi assim que, em 1791, época da Revolucao francesa, um grupo de representantes de varios
paises reuniu-se para discutir a adog¢éo de um sistema unico de medidas. Surgia o sistema
métrico decimal.
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Metro

A palavra metro vem do gegro métron e significa "o que mede". Foi estabelecido inicialmente
que a medida do metro seria a décima milionésima parte da distancia do Pélo Norte ao
Equador, no meridiano que passa por Paris. No Brasil o metro foi adotado oficialmente em
1928.

Multiplos e Submultiplos do Metro

Além da unidade fundamental de comprimento, o metro, existem ainda os seus multiplos e
submultiplos, cujos nomes séo formados com o uso dos prefixos: quilo, hecto, deca, deci, centi
e mili. Observe o quadro:

Unidade

Fundamenta Submultiplos
|

quilémetro hectdmetro decametro mm milimetro
km hmdam 1m0,1m0,01m mm
1.000m 100m10m 0,001m

Os multiplos do metro sédo utilizados para medir grandes distancias, enquanto os submultiplos,
para pequenas distancias. Para medidas milimétricas, em que se exige preciséo, utilizamos:

micron (u) = 10-6 m angstrén (A) = 10-10 m

Para distancias astronémicas utilizamos o Ano-luz (distancia percorrida pela luz em um ano):
Ano-luz = 9,5 - 1012 km

O pé, a polegada, a milha e a jarda sdo unidades ndo pertencentes ao sistemas métrico
decimal, séo utilizadas em paises de lingua inglesa. Observe as igualdades abaixo:

Pé = 30,48 cm
Polegada = 2,54 cm
Jarda = 91,44 cm
Milha terrestre = 1.609 m
Milha maritima = 1.852 m

Observe que:
1 pé = 12 polegadas
1 jarda = 3 pés

Leitura das Medidas de Comprimento
A leitura das medidas de comprimentos pode ser efetuada com o auxilio do quadro de
unidades. Exemplos: Leia a seguinte medida: 15,048 m.

Sequéncia pratica
1°) Escrever o quadro de unidades:

km hm dam m dm cm mm

2°) Colocar o niUmero no quadro de unidades, localizando o ultimo algarismo da parte inteira
sob a sua respectiva.

km dammdmcmmmhm

15,048
3°) Ler a parte inteira acompanhada da unidade de medida do seu ultimo algarismo e a parte
decimal acompanhada da unidade de medida do Ultimo algarismo da mesma.
15 metros e 48 milimetros
Outros exemplos:
6,07 kmlé-se "seis quildmetros e sete decametros”
82,107 damlé-se "oitenta e dois decametros e cento e sete
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centimetros".
0,003 m Ié-se "trés milimetros".

Transformacao de Unidades

=10 =10 k110 =10 =10

=10

ST TN T TN TRy

km | hm |dam| m [ dm | ecm | mm

P ptilie plhe, B BB P e
10 0 10 110

A0 10

Observe as seguintes transformacdes:
* Transforme 16,584hm em m.

.
I | I | fm  fm  fom |

Para transformar hm em m (duas posi¢des a direita) devemos multiplicar por 100 (10 x 10).
16,584 x 100 = 1.658,4

Ou seja:

16,584hm = 1.658,4m

kmhm dam m

. Transforme 1,463 dam em cm.

km jhm jpam m | fim lem Jom |

Para transformar dam em cm (trés posic¢oes a direita) devemos multiplicar por 1.000 (10 x 10
x 10).
1,463 x 1.000 = 1,463
Ou seja:
1,463dam = 1.463cm.
¢ Transforme 176,9m em dam.

kmhm dam mdmcmmm

Para transformar dam em cm (trés posicdes a esquerda) devemos dividir por 10.
176,9 : 10 = 17,69

Ou seja:

176,9m = 17,69dam

* Transforme 978m em km.

km |hm |dam m | hm |cm |mm |

Para transformar m em km (trés posicdes a esquerda) devemos dividir por 1.000.
978 : 1.000 = 0,978

Ou seja:

978m = 0,978km.

19- Sistemas de Equacdes do 1° Grau

Equacdes do 1° grau com uma variavel

Equacdo é toda sentenca matematica aberta representada por uma igualdade, em que exista
uma ou mais letras que representam numeros desconhecidos.

Matematica para Concursos



http://concurseirosdanet.blogspot.com

Matematica para Concursos

E wna SEnlenga malematica aberta
E urna 1gualdade
Fortento éuma equacao

Exemplo: X+3=12-4
Forma geral:
ax = b, em que x representa a variavel (incégnita) e a e b sdo nameros racionais, com a 0.

Dizemos que a e b séo os coeficientes da equacgéo.(ax = b, é a forma mais simples da equagéo
do 1° grau)

Exemplos:

X -4 =2+ 7, (variavel x)

2m + 6 = 12 — 3 ,(variavel m)

-2r + 3 = 31, (variavel r)

5t +3 =2t— 1, (variavel t)

3(b — 2) = 3 + b,(variavel b)

4 + 7 =11, (é uma igualdade, mas n&do possui uma variavel, portanto ndo é uma equagéo do
1° grau)

3x — 12 > 13, (possui uma variavel, mas ndo é uma igualdade, portanto ndo é uma equacéo
do 1° grau)

Obs: Devemos observar duas partes em uma equacao, o 1° membro a esquerda do sinal de
igual e 0 2° membro a direita do sinal de igual.
Veja:

2% membro

1t membro

Conjunto Universo: Conjunto formado por todos os valores que a variavel pode assumir.
Representamos pela letra U.

Conjunto Solugéo: Conjunto formado por valores do conjunto U que tornam a sentenca
verdadeira. Representamos pela letra S.

Exemplo:

Dentre os elementos do conjunto F = {0, 2, 3, 6, 8, 9}, qual deles torna a sentenca
matematica 2x — 4 = 2, verdadeira.

2(0) — 4 = 2 Errado

2(2) — 4 = 2 Errado

2(3) — 4 = 2 Verdadeiro

2(6) — 4 = 2 Errado

2(8) — 4 = 2 Errado

2(9) — 4 = 2 Errado

Devemos observar que o conjunto U = {0, 2, 3, 6, 8, 9}, e conjunto S = {3}
Raiz da equagéo

Um dado ndmero é chamado de raiz da equacédo, quando este torna a igualdade verdadeira.
Verificando se um dado nimero é raiz da equacao:

Exemplos:
1. Vamos verificar se o nimero 4 é raiz da equagdo 9a — 4 = 8 + 6a
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Equacédo 9a — 4 = 8 + 6a
Vamos substituir apor 4 >>9(4) -4 =8 +6(4) >>36 -4 =8 + 24 >> 32 =32
Ent&o, o numero 4 é raiz da equacao ou seja conjunto solugéo.

2. Vamos verificar se o niumero — 3 é raiz da equagdo 2x — 3 = 3x + 2.
Vamos substituir xpor - 3 >>2(-3) -3 =3(-3) +2>>-6-3=-9+2>>-9=-7,

- 7).sentenca falsa — 9 é diferente de —7 (- 9
Entédo — 3 ndo € raiz da equagdo ou seja ndo é conjunto solugdo da equagéo.

Equacdes Equivalentes

Duas ou mais equagfes que possui 0 mesmo conjunto solugcdo (ndo vazio) sao chamadas
equacdes equivalentes.

Exemplo:

1. Dada as equacdes , sendo U = Q.
X + 2 =8, araiz ou solugéo é = 6
X =8 — 2, araiz ou solucéo é =6

X = 6, a raiz ou solugéo é = 6

Podemos observar que em todas as equacgdes apresentadas a raiz ou o conjunto solucédo é o
mesmo. Por esse motivo, sdo chamadas equacdes equivalentes.

Resolvendo Equagdes do 1° Grau

Resolver uma equacédo do 1° grau em um determinado conjunto universo significa determinar
a raiz ou conjunto solugdo dessa equacdo, caso exista solugao.

Resolugéo:
Exemplo:
Vamos resolver a equagado 5a + 11 = - 4, sendo U = Q.

Aplicando o principio aditivo, vamos adicionar —11 aos dois membros da equagéo, e isolar o
termo que contém a variavel a no 1° membro.

Sa+11=-4

5a+ 11+ (—11) =-4 + (— 11)

2 (adicionamos — 11 para podermos eliminar o + 11 do 1° membro)

ax* +bx+c=0
Sba=-4-11
5a=-15

Aplicando o principio multiplicativo, vamos multiplicar os dois membros por (1/5)
5a . (1/5) = - 15 . (1/5)(multiplicamos os dois lados por (1/5) para podermos eliminar o 5
que multiplica a variavel)

_a=_15
5

| wn

a=-3

logo—3 00, s=¢-33

obs:
Devemos lembrar que equagédo é uma igualdade, tudo que fizermos em um membro temos
que fazer no outro para que a igualdade permaneca.

Modo prético:

Se vocé prestou atengédo na resolugéo, deve ter observado que o niumero que estava em um
membro com determinado sinal aparece no outro membro com sinal diferente, e quem estava
multiplicando aparece no outro membro dividindo. No processo pratico fazemos assim.
Sa+11=-4

5a = - 4 — 11(observe o sinal do nimero 11)
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5a = -15

a = -(1/5) (observe o nimero 5)
a=-3

S={-3}

Resolvendo equagdes pelo método pratico:
Exemplos:

1) Resolva as seguintes equacdes do 1° grau com uma variavel sendo U = Q

ay+5=8

y=8-5(+5 passou para o 2° membro — 5)
y=3

S={3}

b) 13x — 16 = - 3x

13x + 3x = 16 (- 3x passou para 0 1° membro + 3x)

16x = 16

Xx= 16/16 (16 estava multiplicando X, passo para o 2° membro dividindo)
x=1

s ={1}

c) 3(x—2) — (1 — x) = 13 (aplicamos a propriedade distributiva da multiplicacao)
3Xx—-6-1+x=13

3x +x =13 + 6 +1(+6 e +1, passaram para 0 2° membro —6 e — 1)

4x = 20

X= 20/4 (4 passou para o 2° membro dividindo)

x=5
S = {5}
b2 SE
ety | (tiramos o mmc)
4 10 5
St-14 & —2D
20 20

5t —14 = 8t — 20 (cancelamos os denominadores)

5t -8t =-20 + 14

- 3t = - 6 (multiplicamos por — 1, 1° membro é negativo)
3t=6

t=2

S = {2}

2) Vamos resolver a equagédo 5x — 7 = 5x — 5, sendo U = Q.

5x -7 =5x-5

5x—-5x=-5+7

Ox =2

x= 2/0

Nao existe divisdo por zero, dizemos que a equagéo é impossivel em Q, entédo S = { }(vazio).

3) Vamos resolver a equagdo 5x — 4 = - 4 + 5x.

5x —4 = -4 + 5x

5x—-5x=-4+4

Ox=0

Dizemos que esta equacéo é indetermina (Infinitas solu¢des), logo S = Q.

4) Determine o conjunto solug¢ao da equacdo 18m — 40 = 22m, sendo U = N.
18m — 40 = 22m
18m — 22m = 40

- 4m = 40 (-1)
4am = - 40
m= -40/4
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m = -10
N&o existe — 10 no conjunto N(naturais), logo S = { }.

Usando Equacdes para Resolver Problemas do 1° Grau

Exemplos:
1)Um numero somado com seu dobro é igual quinze. Determine este nimero.

& igual

seu dobro

um ndmero— X+ 2 =15—quinze
somadao

X+ 2x =15
3x =15
x= 15/3
x=5

O ndmero procurado é 5.

2)Em um terreiro ha galinhas e coelhos, num total de 13 animais e 46 pés. Quantas galinhas e
quantos coelhos ha nesse terreiro?

Coelho = x

Galinhas = 13 — x (total de animais menos o numero de coelhos)

Logo, 4x+2(13-x)=46 (nimero de pés de coelho vezes o numero de coelhos + nimero de pés
de galinha vezes o nimero de galinha é igual ao total de pés).

4x+2(13-x)=46

4X + 26 — 2X = 46

4x — 2X = 46 — 26

2x = 20
x= 20/2
x =10

NUumero de coelhos = 10
Ndmero de galinhas =13 - 10 = 3

20 - Inequacges de 1° grau

Denominamos de inequacéo, toda sentenca matematica aberta representada por uma
desigualdade.

O sinais de desigualdade que usamos nas inequag¢des sao: >(maior), <(menor), £(menor e
igual), 3(maior e igual).
Exemplos:

2x -5 < 2,4x - 3(x+2) > 5(x+9),2m - 6 £ m - 700

Resolucédo

A forma que usamos para resolver as inequagfes é a mesma usada nas equacgdes,
observando que as equacfes séo igualdades e as inequacdes sdo desigualdades.
Exemplos:

X-9>7-x

+H3 -0z +3
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=
xE—
2
xeQir=-2]
{xEQIx{—E}
4

Obs: Observe que no segundo exemplo a inequacado foi multiplicada por -1, o sinal da equagao
que era <(menor), passou a ser >(maior). Sempre que multiplicarmos uma inequacao por -1,
temos que inverter o sinal da desigualdade.

21 - Equacdes do 2° Grau

De forma geral, chama-se equacgdo do 2° grau com uma variavel toda equacédo que pode ser
escrita na forma, ax2 + bx+c¢ =0, em que x é a variavel e a, b e c séo os coeficientes da
equacédo do 2° grau.

- arepresenta o coeficiente de x2.
- b representa o coeficiente de x.
- C representa o termo independente.

Exemplos de equacgdes do 2° grau.
5x2-3x+2=0o0onde:a=5,b=-3ec=2
X2 +6x+9=0onde:a=1,b=6ec=9
-3x2 +7x+1=0o0nde:a=-3,b=7ec=1
-Xx2 +5x-6=0o0onde:a=-1,b=5ec=-6
3x2-5=0onde:a=3,b=0ec=-5

X2 +4x =0onde:a=1,b=4ec=0

Equacdes do 2° grau Completas e Incompletas

Completas: ax2 + bx+c=0

Quando possui os coeficientes a, b e c.

Exemplos:

X2 —-4x—-12=0,0nde:a=1,b=-4ec=-12
-X2+11x—-18 =0,0nde:a=-1,b=11ec=-18

Incompletas: ax2 + bx =0, ax2+c=0ou ax2 =0

Quando b ou c é igual a zero, ou ambos iguais a zero.
Exemplos:

3x—4a=0,0onde:a=3,b=-4ec=0
2x2+5=0,onde:a=2,b=0ec=5

3x2 =0,onde:a=3,b=0ec=0

Raizes de uma equacdo do 2° grau

Dizemos que um nUumero é raiz da equacdo, quando este torna a sentengca matematica
verdadeira.
Exemplos:

1. Verifique se o nUmero 9 é raiz da equacdo x2 — 11x + 18 = 0.

X2 -11x+18 =0

(9)2 - 11(9) + 18 = 0 (substituimos a variavel x por 9)

81-99+18=0

0 = 0 (sim, 9 é raiz da equacéo, observe que os dois membros sdo iguais)

2. Verifique se 3 é raiz da equacédo 2x2 + 5x — 3 = 0.
2x2 +5x-3=0
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2(3)2 + 5(3) - 3 = 0 (substituimos a variavel x por 3)

2(9) +15-3=0

18+ 15-3=0

30 1 0 (ndo, 3 ndo € raiz da equagéo, observe que os dois membros sédo deferentes)
Resolvendo Equacdes do 2° Grau

Equacdes Incompletas

ax2 - bx =0, (c =0)

a)x2-4x=0

X(x - 4) = 0 (observe: xfoi colocado em evidéncia)
x=0

x-4=0

X=4

S = {0;4}

b)-2x2 - 8x =0
X(-2x - 8) = 0 (observe: x foi colocado em evidéncia)

x=0
-2x =8 (-1)
-8
I = —
2
2x =-8
X=-4
S = {0;-4}

Conclusédo: Neste tipo de equagdo sempre umas das raizes vai ser igual a zero.
ax2 +c¢c =0, (b =0)

ax2-16 =0
X2 = 16 (dois numeros que elevado ao quadrado dé dezeseis , - 4 e + 4).

b)-2x2 + 8 =0
-2x2 = - 8(-1)
2x2 =8

Z.8
&:7[2

Conclusédo: Neste tipo de equagdo sempre as raizes vao ser opostas.
rax2=0,(b=0,c=0)

2_0
73

5x2 =0
=240
x2 =0

X = 0 (zero é nulo)

s={0}
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Conclusédo: Neste tipo de equacao sempre a raiz vai ser igual a zero.

EquacBes Completas

ax2 +bx+c=0

—bxa/A
MRS R e
2a
Usamos a férmula de Baskara.(Foi um matematico indiano)

A=lé-ge Delta

A=bZ-dac
A, é odiscriminate da equacéo.

Observe, que a, b e c sdo os coeficientes da equagédo do 2° grau.
Resolucao

Exemplos:
X2—-8x+12=0
a=1,b=-8ec=12

A=hZ_dar

(primeiro vamos calcular o valor de delta)

A=[-82 —affi2)

(substituimos a por 1, b por -8 e ¢ por 12)

A=64-48
A=16
(Delta positivo)
_ —btafA
Femrr 0w
2a

(férmula de Baskara)

_-(-8)£.16

I e

2(-1)
(substituimos b por — 8, delta por 16 e a por -1)
v =514
K'I =___2£I :_4_2=—E
P44 12
s :}i_e__ 2 =_ 2 = —

X2 —-12x +36 =0
a=1,b=-12ec =36

A=bZ —dac
A=(-12)% — 4(1)(36)

A=144-144
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A=0

(Delta igual a zero)

K _(-12)+40 12+0
coThEAA  _ —(-12)140 =
2a 2(1)

S = {6}

2x2 —4x+3 =0
a=2,b=-4ec=3

A=bZ dac  A=(4)2 - 42)(3)

A=16-24 A=-8

(Delta negativo)

S = { }, nédo existe raiz de nUmero real negativo

Importante

D > O(Positivo)

A equacdo possui duas raizes reais e diferentes. (x’ 1 x)
D < 0 (Negativo)

A equacdo ndo possui raizes reais.

D=0

A equacdo possui duas raizes reais e iguais. (X’ = x)

Problemas Envolvendo o Discriminante (Delta)
Exemplo:
Determine o valor de m na equacdo 2x2 + 3x + m, para que as raizes sejam reais e iguais.

D = 0 (Raizes reais e iguais)
a=2,b=3ec=m

=bZ_4 b2 -2ac=0 (3)2—4(2)m)=0

9-8m=0 —8m=-9{-1) $m =9
9

m = —

8

(Esta equacédo s6 vai possuir raizes reais e iguais quando m = 9/8)

Determine o valor de m na equagédo 2x2 - 4x + 5r, para que as raizes sejam reais e diferentes.
D>0
a=2,b=-4ec=5r

A=bZ—dac  bl-dac>0 (42 42500
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16—40r>0 _40r »-16(-1)  40r <16

(quando multiplicamos por — 1 o sinal da desigualdade muda)

;o168 -
408 5

(Esta equacdo s6 vai possuir raizes reais e diferentes quando r < 2/5)

Determine o valor de k na equagédo -3x2 + 5x — 2k, para que ndo exista raizes reais.
D<0
a=-3,b=5ec=-2k

A=bZ-dac  bZ-dac<0 (512 - 4(-3)-2k}<0

25-24k <0 - 24k <-25(-1) 24k > 25

25
k:'ﬁ

Soma e Produto das Raizes da Equagéo do 2° Grau

E possivel calcular a soma ou produto das raizes da equacdo do 2° grau sem precisar resolver
a equacao. Gragas as relacbes de Girard.

- Soma das raizes.
-b -b
XAX'=——on 8= _—
d d
- Produto das raizes.
C c
X-x'"=—ou P=-—
a a

Exemplos:
Calcule a soma e o produto das raizes equagdes do 2° grau.

X2 +7x+12=0
a=1l,b=7ec=12

——:>S—ﬁ S==7
a

:}P—%:‘D'P-'lz

Determine o valor de p na equacédo 4x2 — (m — 2)x + 3 = 0 para que a soma das raizes seja
3/4.

m-2

_ [m-2)] 3 [m+2] m-2
4

4 4 4

a 4 4 4

20

dim-2)=4:-(3) =4Am-8=12 = 4dm=12+8 = 4m = ED::}m—T:%m ]
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22 - sistemas

Sistemas do 1° grau

Dizemos que duas equacgdes do 1° grau, formam um sistema quando possuem uma
solugdo comum (mesma solucao).
Nesse caso as duas equagdes tem 0 mesmo conjunto universo.

Resolvendo sistemas do 1° grau:
1°) Método da adigéo:

Esse método consiste em adicionarmos as duas equagées membro a membro,
observando que nesta operagéo deveremos eliminar uma variavel.

Exemplo 1:
4y =901
b ] ol

135%651695 duas equacdes membro a membro:
Logo: 2x = 14 logo x = 14/2 Logo x =7

Voltamos na 12 ou 22 equacgao:
12 equacédo: x +y = 9 (vamos substituir x por 2)
2+y=9logoy=9-2logoy =7
S={(=Z7n}
Obs: no conjunto solugéo de um sistema, devemos colocar o par de niumeros dentro de
um paréntesis por ser um par ordenado, primeiro x depois y.

Exemplo 2:
dx — 3y =135
Tz - 3w =11

Observe que na forma em que se encontram as equacgdes. Se adicionarmos nao
eliminaremos nenhuma das variaveis. Vamos multiplicar a 12 ou 22 equacdao por (-1), para que
os coeficientes de y figuem opostos —3 e +3.

-4z +3y=-5
dgr — T =571} o Tu — =11
det— T 11 3z -0y =6

G
=0 logo #¥=— Iogo % =2
3
Voltando na 12 equag¢ao vamos substituir x por 2.

4% -3dy =0 logo #(2)-3y=5 logo B-3y =5 logo -3y =5-8(-1)

3

logo 3y =3 logo ¢y==— [DG0D y¥=1
3

s ={(2;:1)}

Sistemas do 2° Grau

Veja os seguintes sistemas de equacdes, com variaveis xe y.

nty =25 z 32_3:2:4
®y =6 B4y =2

Note que, em cada sistema temos uma equacao do 2° grau e uma equacgdo do 1° grau.
Estes sdo chamados sistemas do 2° grau.
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Resolvendo sistemas do 2° grau:

Vamos resolver pelo método da substituicao.
X +y =513}

®y =6(23)

Isolando a variavel x na 12 equacéo.

X+y=5 logox=5-y

Substituimos o valor de x na 22 equacéo.

Yy =6 l0ogo y(5-yi=6& |ogo Sy —}rE =& logo —}f2+51,f—6 =0
Resolvendo a equacédo do 2° grau.

-yZ 45y -6 =0

6= (5P -4(-10-6) logo &=25-24 lbgo &=1

y=_Ei" logo }f'=£ loga y'=3
-2 -
-4

I||=_ | ||=2

e ogo

Voltando na 12 equacao.
X=5-y
X"=5-3x" =2e .

S ={(3:;2),(2;3)

23 - Equacobes

Equag®es Irracionais

Chamamos de equagdes irracionais toda equacdo em que a variavel ou incégnita se encontra
dentro do radicando (dentro da raiz).
Exemplos:

o= o -7 B -F = -7 +3

X -8 = fEx+3 W4 —AFX—8 = fx-4

Resolvendo Equacao Irracionais

Para resolvermos as equacdes irracionais elevamos os dois membros (lados) da equacao a
uma determinada poténcia de forma a eliminar o radical (sinal de raiz), se for raiz quadrada
elevamos ao quadrado, se for raiz cibica elevamos ao cubo e assim por diante, desta forma
estaremos transformando numa equagéo racional, que ja sabemos resolver.

Exemplos:

Vamos resolver as seguintes equagdes irracionais sendo o conjunto universo os numeros reais,
(U =R).

a) Ho= g :
Elevamos os dois lados ao
()2 = (44 F —— aquadradod PFsEr PR~

o quadrada.
o = 16%
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Verificacéo:

:-::4‘4";

verificano € =0

0 = 4,0 — Substituimos x por 0.

Owverdadeiro osdois membros s3o iguais.

0=da=0

0=

Yeridicando ¥ = 16

16 = 4E—Quhstitl.|imns w por16.
16 =4 =4

L6 = I werdadeirno o5 dois membros s3o iguais,

5=4{0,1a8}

b) Bx—afn—1=232 -7

g SRR
- -1 =w-7

[— alw - 1:[2 = |{>< = TF—EIcvamns os dois lados ao quadrado.

R -1=5% - 14y + 49

S wE 14w - 490w -1 -0

- %% +15% - 50 = 0 —Chegamos em urna equacdo do 2° grau completa.

6 = b? - 4ac

t = (157 - 4{-1)-50) = A = 225 - 200= A = 25

i =i o = e TR U
2a 2(-1] -2
Wi i =
1:E:I|:| 2:&:5
-a -a
Verificacao:
Sw—afwed =3 -7

werificando ® = 10

2(10) - fl0 -1 = 3(10) - 7
A ¥ S g e F R

20 -3 = 23

17 = 23 Falso os dois lados s3o diferentes.

—terificando x = &
25 - E-1=3(5)-7
10 -4 =15 -7
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Definimos como equacdes fracionarias toda equagédo que possui variavel ou incégnita no
denominador. Lembrando sempre que o termo equagéo significa igualdade.

T
X472 x=d g

Resolvendo equagdes fracionarias

Exemplos:
-8 1 f 8 4
e T MR T

Antes de comegarmos a resolver devemos observar :
1° Passo: Determinar o conjunto universo ou campo de existéncia.
2° passo: Resolver a equacdo usando os conhecimentos aprendidos na 62 série.

Exemplos resolvidos:

Vamos resolver as seguintes equagdes fracionarias:

4 9 1

9 X I8

1°) Vamos determinar o conjunto
universo.

( lembre-se nédo existe divisdo
por zero por este motivo )

*x20, logo o comuntoll =R *

2°) Vamos a resolucao:
mmc (5, x, 15) = 15x

12x-15  17x

155 15x
12% — 15 = 17x
12 - 1Tx =15
— 5x = 15(-1
Sy = -15
L

5

g

§5={-3}

b 12 4

C A=

1°) Vamos determinar o conjunto universo.

x2 0

St o B w1

oo o conurto U =R 2]
2°) Vamos a resolucgao.

Ak

X x-2

O mmc (X; x-2) = x (X — 2)

12(x-2)
X — 20 xpe — 2)
12 - 24 = 4x
12¢ - dx = 24
Sx = 24

p
e
3Wi=id
S={3)
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c)

i g R SR
a =

i=3 ¥+3 ¥_g

1° ) Vamos determinar o conjunto universo.

¥—3=0 enméo ¥=3
A+3=0emtfo x=-3 Logo o conjunto =R -{-3:+3}
2°) Vamos a resolucgao.
Mmc(x-3), (x+3), (x2 — 9) = (x+3)(x-3) este é o multiplo entre eles
0C+ DO—1)+00 - 30C+1) 2 —2x
iy~ " DemB—3—~ Cancelamos os denominadores

}:2—x+3}4—3+{><2+x—3x—3}=2x2—Ex

W=y 4= 3432 +x - -3 = B~ W

W a4+ 30+ ) 4ac-20- pP 4+ 21 =3+ 3 Gancelamos o Lermos opostos
=10

& g
A=z X= Ilembre- se gue ¥ tem gue serdiferente dezero)
Logo 5 = { }conjunto vazio
Revisédo:

Sempre que formos resolver uma equacao fracionaria, primeiro devemos determinar o
conjunto Universo ou seja o campo de existéncia.

Calculamos o mmc entre os denominadores.

Lembre-se, que durante a resolugdo substituimos os antigos denominadores pelo mmc, depois
dividimos o mmc pelos antigos denominadores, pegamos o resultado e multiplicamos pelo
denominador.

Vocé pode observar que em toda equacéo irracional devemos fazer a chamada verificagdo, o
motivo que nos leva a verificar é o fato da variavel ou incégnita esta dentro do radicando
(raiz).

25 - Equag0es Biquadradas

Vocé ja estudou ao longo de sua vida escolar as equagées de 1° grau, as equacdes de 2°
grau agora chegou a hora de aprendermos as equagdes biquadradas( Bi = duas vezes)
Definimos como equacdes biquadradas as equacdes escritas na seguinte forma:

ax4 + bx2 +¢c =0

a, b e ¢ sdo chamados coeficiente numéricos.

a pertence a R* Ou seja a € um namero diferente de zero.

b pertence a R e c pertence a R, Ou seja "b" e "c" podem ser qualquer
namero real.

Exemplos:
X4 - 2x2 +6 =0 Px4 - 42x2 =0
x4 -xZ2 +6 =0 x4 + 06 =0
7 x4—=5x2+8="0 F2x4—=%2+8=0

Obs: Note que nos exemplos temos equacdes biquadradas completas (quando possui todos os
coeficientes numéricos) e incompletas (quando falta um dos coeficientes numéricos b ou c,
lembrando que o coeficiente a existira sempre).
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Resolvendo equac¢des biquadradas

Vamos resolver a equacédo x4 - 10x2 + 9 = 0, observe que se trata de uma equacédo
biguadrada x4 = (x2)2 , este esta elevado ao quadrado duas vezes (biquadrada).

Vamos escrever a equacao x4 - 10x2 + 9 = 0, da seguinte forma (x2)2 -10x2 + 9 =0

observe que temos x2 duas vezes, vamos substitui-lo por y ou qualquer letra, sendo assim a
nova equacéo sera y2 -10y + 9 =0.

v -10y+9=0
a=1,b=-10 g c=9

ﬁ.=h2—4a|:
ho=(-10F -40130) = A=100-36 = A = &4
C-bia
A Z2a
~(-10) £ o4 1038
TES, YT
U LELI LI . I I
2 2 3

Lembre que H2=!,.-' logo !
HE=9 =>>=:=t-JE = ® = *3

><2=1 ;"H:'_"\E = % =t
S={-2;-1;1;=2%}

26 - Progressdo aritmética (P.A.)

Progresséo Aritméticas (PA)
E uma sequiéncia de numeros reais onde cada termo, a partir do segundo, €é igual ao
anterior mais uma constante ( chamada razao).

Exemplos:

Sendo al = 1 e a razédo (r) = 2 entdo (al é o primeiro termo a2 o segundo termo e assim por
diante)

a2=al+ra2=1+2=3

a3=a2+ra3=3+2=5

a4 =a3+ra4d=5+2=7

an = an-1 + r (representacdo de um termo qualquer)

AssimaP.A.sera (1, 3,5, 7...... )

Para calcularmos a razao de uma P.A. efetuamos a diferenca entre um termo qualquer e seu
anterior.

Exemplos:

Dada a P.A. (1, 4, 7, 10....)
r=4-1=3;r=7-4=3;r=10-7=3
Termo Geral de uma P.A

Para calcularmos qualquer termo de uma P.A. usamos a férmula seguinte:
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an=al+ (n-21)r

an = representa o termo procurado.

al = representa o primeiro termo da P.A
n = representa o nimero de termos.

r = representa a razao da P.A.

Exemplos:
1. Calcule o sétimo termo da P.A (1, 6, 11, ...)
ar=?n=7al=1r=6-1=5
an =al + (n-1)r
a7 =1+ (7 -1)5

a7 =1+ (6)5
a7 =1+ 30
a7 =31

Logo o sétimo termo desta P.A é 31.

2. Calcule o numero de termos de uma P.A sabendo que al =-14,an =19 er = 3.
al = -14r=3 n=?an = 19
an =al + (n-1)r
19 =-14 + (n - 1)3
19=-14+3n -3
-3n =-14 -3 -19
-3n = -36(-1)
3n =36
n = 36/3
n=12
Logo o nimero de termos é 12.

Propriedades

12 = Sendo a, b, c trés termos consecutivos de uma P.A, dizemos que o termo b central
entre eles é a média aritmética dos outros dois.

Exemplo:
Sendo 2, x, 18 trés termos consecutivos de uma P.A. Calcule o valor de x.

2+15 20
= ¥ =— =10
2 2

22 = Numa P.A finita, a soma de dois termos equidistantes dos extremos é igual a soma dos
extremos.
Exemplo:

"

Sendo a P& finita (32, £, 7, 9,11, 13, 1E, 17)
e

equidistante

a=tremo extremo

9=11=7+13=5+15=3+17 =20
Formula da Soma dos Termos da P.A.

[y +a Jen
S
Sn = representa a soma dos termos da P.A.
al = representa o primeiro termo da P.A.
an = representa um determina termo da P.A.
n = representa um determinado nimero de termos da P.A.

Exemplos:
1. Calcule a soma dos 15 primeirios termos da P.A (8, 12, 16...)
al5=?r=12-8=4n=15s15=7?al1l =8
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Observe que para usar a férmula da soma primeiro devo calcular al5 .

an=al+ (n-21)r
al5 =8+ (15-1)4
als5 =8+ (14)4
al5 =8 + 56

al5 =64
. 8y +ap Jen
i 2
o _(Brewis _ 7215 _ 1080
15 a 15 a 15 o

Logo soma dos 15 temos é 540.

Sig =540

2.Sendo al =0 er = 2, calcule a soma dos 16 primeiros termos dessa P.A.

r=2S16 =?al6 =?al =0

an=al+ (n-21)r
alée =0+ (16-1)2
alé =0+ (15)2
alé6 =0+ 30

alé = 30
. Z[al +4,, Jon
é 2
g _esmie 3wl 480
16 g 16 o 16 o

Logo a soma dos 16 termos é 240.

516 =240

27 - Progressdes Geométricas (P.G)

Progressdes Geométricas (P.G) é uma sequéncia de niumeros reais onde cada termo, a

partir do segundo, é igual ao anterior multiplicado por uma constante (Chamada razéo).

Exemplos:

Sendo al = 3 e a razdo (q) = 2, entado:
a2=al.gqa2=3.2=6
a3=a2.qga3=6.2=12

a4 =a3.qad=12.2=24
ab=a4.qab=24.2=48

Assim, a P.G sera (6, 12, 24, 48,....)

Sendo al = 54 e g = 1/3, entéo:
a2=al.qa2=54.1/3=18
a3=a2.qa3=18.1/3=6

a4 =al3.qa4=6.1/3=2
ab=a4.qa5=2.1/3=1/3

an = an-1 . g (Representa um termo qualquer da P.G)
Assim, a P.g sera (18, 6, 2, 1/3,....)

Férmula do Termo Geral da P.G
an=azi.qn-1

an
al

representa o termo procurado.
representa o primeiro termo da P.G
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q = representa a razéo da P.G
= representa o nimero de termos.

>
|

Exemplos:

1. Calcule o sétimo termo da P.G (5, 10, 20,....)
ar=?al=5q=10:5=2n=7
an=al.qgn-1

ar =5 .27 -1

ar =5.26
a7 =5.64
a7 = 320

Logo o sétimo termo da P.G é 320.

2. Calcule a razdo de uma P.G, sabendo-se que a5 = 405 e al = 5.
a5=405al=5n=5qg="7
ab=al.qgn-1

405=5.905-1

405 =5 .q4
g4 = 405/5
g4 =81

q = 3 (calculamos a raiz quarta de 81 que é 3)
Logo a razédo da P.G é 3.

Propriedades

12) Se trés niUmeros quaisquer X, y, z sdo termos consecutivos de uma P.G, entdo o termo
central € média geométrica dos outros dois.

Temos: y2 =x . z (média geométrica)

Exemplo:

3, 6, 12 sdo trés numeros consecutivos de uma P.G entéo:

62 =3 .12 logo 36 = 36

23) Numa P.G finita, o produto de dois termos equidistantes dos extremos é igual ao
produto dos termos extremos.
Exemplo:

Sendo a P.G finita (1, 2, 4|,_|El, 16, 32;

estremn equidistantes extremo
4.8=2.16=1.32=32

Observe a aplicacao:
Calcule o valor de x tal que x - 3, X, X + 6, nessa orem, sejam trés niameros em P.G.
X2 = (X -3)(x + 6)
X2 = X2 + 6x - 3x - 18
X2 =x2 +3x-18
X2 -x2 -3x=-18
- 3x = -18(-1)
3x =18
X = 18/3
X=6
Foérmula da Soma dos Termos da P.G Finita

Devemos observar dois casos:

Se Q#1 WLsamos:

Elr-I -q—al
5ﬂ=—
g-1
Seg=1,entdoal =a2 =a3 =.......... = an
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28 - Nogbes de trigonometria

Trigonometria no Triangulo Retangulo

A palavra trigonometria significa medida dos trés angulos de um tridngulo e determina um
ramo da matematica que estuda a relagdo entre as mediadas dos lados e dos angulos de um
tridngulo.

Conta a histéria da mateméatica que Tales foi um grande estudioso desse ramo da
matematica, mas ndo podemos afirmar que este foi seu inventor. A trigonometria nédo foi obra

de um s6 homem, nem de um povo sé.

Seno, Cosseno e Tangente de um Angulo Agudo

Observe o triangulo retangulo abaixo, onde a é a hipotenusa (lado oposto ao angulo de
90°), b e ¢ sé@o os catetos do triangulo retangulo(catetos sao os lado que formam o angulo de

90°)

Cateto oposto & aquele que esta de frente

[
\_JDOTEHUSE para o angulo y.
cateto ; Cateto adjacente & aguele que forma o Angulo
b v oom a hipoteniica
il i
cateto ©
Lembre-se, os catetos variam de nome de acordo com a posi¢cao do angulo.
Seno:
cateto opﬁstn
genodey—-——-———"—— oUW S€NOY——
hipotennza a
Cosseno:
cateto adjacente
COSEeNO dey= . (ﬁ ol CORY= E
hipotenusa a
Tangente:
cateto oposto b
Langente dey = - g v=—
S Y cateto adjacente 5 <
Cotangente:
cateto adjacente
cotangente dey = ! oucotgy = %

cateto oposto
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Razdes Trigonométricas Especiais

\Er"'-f‘ i 30° 450
razao
1 2 /
Seno o ==H
2
" 8] 32 !
055eNo T = 2
3
Tangente e 1 olh
3
Cotangente Az g

Existem outro angulos, seus senos, cossenos, tangentes e cotangentes, se encontram em
uma tabela chamada tabela trigonométrica.

Exemplos

1. Calcule o valor de x na figura abaixo.(observe na tabela sen 30°)

T I

\ sen 30° = = ¥ =

= 20"

2. Determine o valor de y na figura abaixo.(observe na tabela con 60°)

[

™

m| 3072

8 e 20.43
\%q}m cos30 =§Fﬁ = 5 =§ij. = Iy =202 =¢~3==——;{_—“5’—

¥

3. Observando a figura seguinte, determine:
G

a) a medida x indicada; \

b) a mediday indicada; \ \

didados to AL
ol a medida de segmen 5 ﬁx\\
= 50 N

ER 7 pL)

300rm
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5 130 = = = ﬁ__jsx-_:amﬁ:bx_mu"g:»x 10043
300 100 3 A
b) te&0° = m“‘“r 3= 1“{;“6:}3;\5 muﬁzw_%:}} 100

¢) AD = 300 — 1nu — AD=200m

Relacbes Métricas no Tridngulo Retangulo

Triangulo retangulo é aquele que possui um angulo de 90°.

catato \Tusa flado oposto ao dngulo de 509

cateto flados que formam o Sngulo de 902)

Relacbes

a = hipotenusa
b = cateto maior

C c = cateto menor
m = projecao do cateto b
n = pmojegac do cateto ¢
n i h = altura
B 5
d
Podemos afirmar que:
b2 = am, c2 = an, h2 = mn, ah = bc, a=m+n
Exemplos:
Determine o valor de x nas seguintes figuras:
1.2.

8 x\
! \\ 10 »

3 Felagdo b? = am . .
5 2= L
Relagdo o2 = an o s Relacdo hZ = mn
6 = 10x

%I= an -10x = -36 (-1} YEZ— O 4

Hi= 0.4 Rt~y 2= 36

®I= 3 , 38 1= 36

%= /36 - 10 %= +36

=0 ® =36 w=0
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]
/ 4,8
B
Relagio ah = b

#.408 = 8.0
4,85 = 48

29 - Teorema de Pitagoras

O guadrado da hipotenusa é igual a soma dos quadrados dos catetos.

Exemplos:
Calcule o valor de x nas seguintes figuras:
a)b)
2 15
3 \M‘H\\ \.\
1z
4
152 =12 £ + -
# T 42 + 32 2
200 = 144 44
® & 16 +9 3
5 -4 =144 -225
#- =25
x? =81
W= 25
% = 81
#=h
w=0
c)
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{><+4)2 ={><+2}2 +><2

p

x2+8x+16=>¢2+4x+4+>¢

2

%2 4B 416 -H° —dy - d - x7

cqSau o

a=($)? - 4(-1)(12)

M= 16 + 48

& = 64

x=—<4>id§
2417

—4+4

i

Ho==@ B EoEad

Como  ndo  esiste medida negative k=06

30 - Funcdes exponenciais

Chamamos de funcédo exponencial qualquer funcdo de R em R (nUmeros reais), definida por
f(x) = ax, onde al R*+ (a € um namero real positivo) e a# 1.

Exemplos:
f(x) = 6x (a=6) ; f(x) = (1/2)2x (a=1/2); f(x) = 9x+2 (a=9)

Grafico da Funcdo Exponencial

Funcao Crescente (a > 1) Funcao Decrescente (0 < a <1)

,-'"k
r‘\," ¥

Observe que a fungdo exponencial é crescente quando a for um nimero maior que 1.

Observe que a funcgdo exponencial é decrescente quando a for um nimero maior que 0 e
menor que 1.

Equacdes Exponenciais

Denominamos equacdes exponenciais as equagées em que a incégnita (variavel) se encontra
no expoente.
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Exemplos:
6X +5= 62
2X +3=8

3% = {7

Resolvendo Equagdes Exponenciais

a)
9x +3= 9 (observe que as bases séo iguais)
X + 3 = 1 (igualamos os expoentes)

x=1-3

X=-2

S ={-2}

b)

2x = 16 (devemos fatorar o niumero 16)
2x = 24

X = 4 (igualamos 0s expoentes)

S = {4}

c)

5x = 1/25 (devemos fatorar o nimero 25)
5x = 1/52 (devemos inverter a fragdo)
5x = 5-2 (quando invertemos o expoente fica negativo)

X = - 2 (igualamos o0s expoentes)
S ={-2}
d)

2

g kT2 2 g

g~ STKFLE 200

(1 é igual a 3 elevado a 0)

X2 + 7x + 12 = 0 (igualamos 0s expoentes)

x1 = 3 e x2 = 4 (resultado da equacédo do 2° grau)
S={3;4}

e)
o = 5»4'2? (devemos fatoraro 9 g 27)

a
] =%
=
32:-: =35

3

Zn = = {igualamos o035 expoentes)

mn

{diz&n de fracfes)

s
I
[ a rafen] o
x
M| =

=
"
Bl w o

S = {3/10}

d)

9x - 12.3x + 27 = 0 (vamos fatorar o 9)
32x -12.3x +27 =0
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(3x)2 - 12.3x + 27 = 0 (32x = (32)x, vamos substituir 3x por y)
y2 - 12y + 27 = 0 (equacéo do 2° grau)

yl =9 ou y2 = 3 (resultado da equacado do 2° grau)

3x =yl logo 3x = 9 logo 3x = 32 logo x = 2

3x =y2logo 3x =3 logo x =1

S ={1;3%}

31 - logaritmo

O conceito de logaritmo foi introduzido pelo matematico escocés John Napier (1550-
1617) e aperfeicoado pelo inglés Henry Briggs (1561-1630). A descoberta dos logaritmos
deveu-se sobretudo a grande necessidade de simplificar os calculos excessivamente
trabalhosos para a época, principalmente na area da astronomia, entre outras. Através dos
logaritmos, pode-se transformar as operag¢des de multiplicagdo em soma, de divisdo em
subtracéo, entre outras transformacdes possiveis, facilitando sobremaneira os céalculos. Na
verdade, a idéia de logaritmo é muito simples, e pode-se dizer que o nome logaritmo é uma
nova denominagéo para expoente, conforme veremos a seguir.

Assim, por exemplo, como sabemos que 42 = 16 , onde 4 é a base, 2 0 expoente e 16 a
poténcia, na linguagem dos logaritmess—diremos que 2 é o logaritmo de 16 na base 4. Simples,
néo é?

Nestas condigdes, escrevemos simbolicamente: log416 = 2.

Defini¢céo de logaritmo

Dados os numeros reais b (positivo_e diferente de 1), N (positivo) e x ,_que satisfacam
a relagédo bx = N, dizemos que x é o logaritmo de N na base b. Isto é expresso simbolicamente
da seguinte forma: logbN = x. Neste caso, dizemos que b é a base do sistema de logaritmos, N
é o logaritmando ou antilogaritmo e x é o logaritmo. =

ax=hb x =logab sendo b>0 ,a>0 e a#1

Na igualdade x = log ab obtemos :

a= base do logaritmo
b= logaritmando ou antilogaritmo
x= logaritmo

Exemplos :
1) log 232 =5 pois 25= 32
2) log 416 = 2 pois 42=16

3)logs1l=0pois50=1

Consequéncias da definicéo

Sendo b>0 ,a>0 e a1 e m um numero real qualquer, temos a seguir algumas consequéncias
da definicdo de logaritmo:

logal=0 | logaa=1 logaam=m Alogab=Db

logab=logac b=c
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Propriedades operatérias dos logaritmos

1) Logaritmo do produto: loga(X.y)=logax+logay (a>0, a#1, x>0 e y>0)
2) Logaritmo do X quociente: (a>0, a#1, x>0e
=0 loga — =logax -
0g a =logaX —log ay
y
3) Logaritmo da poténcia: Iog aX m=m. Iog aX (a>0, a#1, x>0em

m
4 x=x T

Caso particular: como , temos:

T m
n
log angf m=1l0g ax = ~log ax

n

Cologaritmo

Chamamos de cologaritmo de um numero positivo b numa base a (a>0, a#1) e
indicamos cologa b o logaritmo inverso desse niimero b na base a

cologab=1loga tlT (a>0, a#1 e b>0)

1
Comologa —=joga1-logab=0-logab=-logab, podemos também escrever :
b

cologab=-1logab

Mudanca de base

Em algumas situac¢des podemos encontrar no calculo varios logaritmos em bases
diferentes. Como as propriedades logaritmicas s6 valem para logaritmos numa mesma base, é
necessario fazer, antes, a conversao dos logaritmos de bases diferentes para uma Unica base
conveniente. Essa conversdo chama-se mudanga de base. Para fazer a mudanca de uma base
a para uma outra base b usa-se:

log bX
|Og aX = W

32 - POLINOMIOS

*  Definicéo
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Uma funcéo polinomial ou simplesmente polindmio, é toda func¢édo definida pela relacdo
P(x)=anxn + an-1.xn-1 + an-2.xn-2 + ... + a2x2 + alx + a0.
Onde:

an, an-1, an-2, ..., a2, al, a0 sdo numeros reais chamados coeficientes.
n IN
X C (nos complexos) é a variavel.

GRAU DE UM POLINOMIO

Grau de um polindmio é o expoente maximo que ele possui. Se o coeficiente an#0, entdo o
expoente maximo n é dito grau do polinémio e indicamos gr(P)=n. Exemplos:

a) P(x)=5 ou P(x)=5.x0 é um polindbmio constante, ou seja, gr(P)=0.

b) P(x)=3x+5 é um polindmio do 1° grau, isto &, gr(P)=1.

c) P(X)=4x5+7x4 é um polinémio do 5° grau, ou seja, gr(P)=5.

Obs: Se P(x)=0, nao se define o grau do polinémio.

e Valor numérico

O valor numérico de um polindmio P(x) para x=a, € o nimero que se obtém substituindo x
por a e efetuando todas as operagdes indicadas pela relacdo que define o polindmio. Exemplo:

Se P(x)=x3+2x2+x-4, 0 valor numérico de P(x), para x=2, é:

P(X)= x3+2x2+x-4

P(2)= 23+2.22+2-4

P(2)= 14

Observagédo: Se P(a)=0, o nimero a chamado raiz ou zero de P(x).
Por exemplo, no polindmio P(x)=x2-3x+2 temos P(1)=0; logo, 1 é raiz ou zero desse
polindmio.

Alguns exercicios resolvidos

1°) Sabendo-se que —3 é raiz de P(x)=x3+4x2-ax+1, calcular o valor de a.
Resolugdo: Se —3 é raiz de P(x), entdo P(-3)=0.

P(-3)=0 => (-3)3+4(-3)2-a.(-3)+1 =0

3a =-10 => a=-10/3

Resposta: a=-10/3

2°) Calcular m IR para que o polindmio
P(X)=(m2-1)x3+(m+1)x2-x+4 seja:

a) do 3°graub) do 2° grau ¢) do 1° grau

Resposta:
a) para o polindbmio ser do 3° grau, os coeficientes de x2 e x3 devem ser diferentes de
zero. Entédo:
m2-1#0 => m2*1 => m=#1
m+1#0 => m=#-1
Portanto, o polindmio é do 3° grau se m#*1 e m#-1.

b) para o polindmio ser do 2° grau, o coeficiente de x3 deve ser igual a zero e o coeficiente
de x2 diferente de zero. Entao:
m2-1=0 => m2=1 => m==%1
m+1#0 => m=#-1
Portanto, o polindmio é do 2° grau se m=1.

c) para o polindmio ser do 1° grau, os coeficientes de x2 e x3 devem ser iguais a zero.
Entao:
m2-1=0 => m2=1 => m==%1
m+1=0 => m=-1
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Portanto, o polindbmio é do 1° grau se m=-1.

3°) Num polindmio P(x), do 3° grau, o coeficiente de x3 é 1. Se P(1)=P(2)=0 e P(3)=30,
calcule o valor de P(-1).

Resolugéo:

Temos o polindmio: P(x)=x3+ax2+bx+c.

Precisamos encontrar os valores de a,b e c (coeficientes).

Vamos utilizar os dados fornecidos pelo enunciado do problema:

P(1)=0 => (1)3+a.(1)2+b(1)+c = 0 => l+a+b+c=0 => a+b+c=-1
P(2)=0 => (2)3+a.(2)2+b(2)+c = 0 => 8+4a+2b+c=0 => 4a+2b+c=-8
P(3)=30 => (3)3+a.(3)2+b(3)+c = 30 => 27+9a+3b+c=30 => 9a+3b+c=3

Temos um sistema de trés variaveis:

a+tb+c=-1

4a+2b+c=-8
9a+3b+c=3

Resolvendo esse sistema encontramos as solucgdes:

a=9, b=-34, c=24

Portanto o polindmio em questéo é P(x)= x3+9x2-34x+24.
O problema pede P(-1):

P(-1)= (-1)3+9(-1)2-34(-1)+24 => P(-1)=-1+9+34+24
P(-1)= 66

Resposta: P(-1)= 66

e Polinémios iguais

Dizemos que dois polindmios A(x) e B(x) sdo iguais ou idénticos (e indicamos A(x)=B(x))

quando assumem valores numeéricos iguais para qualquer valor comum atribuido a variavel x.

A condigdo para que dois polindmios sejam iguais ou idénticos é que os coeficientes dos
termos correspondentes sejam iguais.

Exemplo:

Calcular a,b e ¢, sabendo-se que x2-2x+1 = a(x2+x+1)+(bx+c)(x+1).

Resolugdo: Eliminando os parénteses e somando os termos semelhantes do segundo
membro temos:

X2-2x+1 = ax2+ax—+a+bx2+bx+cx+c

1x2-2x+1 = (a+b)x2+(a+b+c)x+(a+c)

Agora igualamos os coeficientes correspondentes:

at+b=1

a+b+c=-2
at+c=1

Substituindo a 12 equacgao na 22:

1+c = -2 => ¢c=-3.

Colocando esse valor de ¢ na 32 equagéo, temos:
a-3=1 => a=4.

Colocando esse valor de a na 12 equagéo, temos:
4+b=1 => b=-3.

Resposta: a=4, b=-3 e ¢c=-3.

Obs: um polindmio é dito identicamente nulo se tem todos os seus coeficientes nulos.
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. Diviséo de polinémios

Sejam dois polindmios P(x) e D(x), com D(x) n&o nulo.

Efetuar a divisdo de P por D é determinar dois polindmios Q(x) e R(x), que satisfagcam as
duas condi¢bes abaixo:

12) Q(X).D(x) + R(X) = P(X)

22) gr(R) < gr(D) ou R(x)=0

P(x) | D(x)
RO Q)

Nessa divisao:

P(x) é o dividendo.

D(x) é o divisor.

Q(X) é o quociente.

R(x) é o resto da divisdo.

Obs: Quando temos R(x)=0 dizemos que a divisdo é exata, ou seja, P(x) é divisivel por
D(x) ou D(x) é divisor de P(x).

Se D(x) é divisor de

Exemplo:
Determinar o quociente de P(x)=x4+X3-7x2+9x-1 por D(x)=x2+3x-2.
Resolugdo: Aplicando o método da chave, temos:

X4+X3-7x2+9x-1 X2+3x—-2

-X4=-3x3+2x2 X2=2x+1—-Q(x)

-2x3-5x2+9x-1

+2Xx3+6X2-4X

X2+5x-1
- X2—-3X+2
2x+1—R(x)
Verificamos que:
X 4 O, EX2+3x-2)(X2-2x+1)+ (2x + 1)+ x

P(X)
307x2 + 9X-DXQMRX)

—

Divisdo de um polindmio por um binémio da forma ax+b

Vamos calcular o resto da divisao de P(x)=4x2-2x+3 por D(x)=2x-1.
Utilizando o método da chave temos:

4x2 - 2x+ 3 2x-1

= 4x2 + 2X 2x

LY W S Sk o
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Logo: R(x)=3

A raiz do divisor é 2x-1=0 => x=1/2.
Agora calculamos P(x) para x=1/2.
P(1/2) = 4(1/4) — 2(1/2) + 3

P(1/2) =3

Observe que R(x) = 3 = P(1/2)
Portanto, mostramos que o resto da diviséo de P(x) por D(x) é igual ao valor numérico de
P(x) para x=1/2, isto é, a raiz do divisor.

. Teorema do resto

O resto da divisdo de um polindmio P(x) pelo bindmio ax+b € igual a P(-b/a).

Note que —b/a é a raiz do divisor.

Exemplo: Calcule o resto da divisdo de x2+5x-1 por x+1.
Resolugdo: Achamos a raiz do divisor:

X+1=0 => x=-1

Pelo teorema do resto sabemos que o resto € igual a P(-1):
P(-1)=(-1)2+5.(-1)-1 == P(-1) = -5 = R(x)

Resposta: R(x) = -5.

. Teorema de D’Alembert

Um polinémio P(x) é divisivel pelo binémio ax+b se P(-b/a)=0

Exemplo: Determinar o valor de p, para que o polindmio P(x)=2x3+5x2-px+2 seja divisivel
por x-2.
Resolugdo: Se P(x) é divisivel por x-2, entdo P(2)=0.
P(2)=0 => 2.8+5.4-2p+2=0 => 16+20-2p+2=0 => p=19
Resposta: p=19.

. Diviséo de um polindémio pelo produto (x-a)(x-b)

Vamos resolver o seguinte problema: calcular o resto da divisdo do polindmio P(x) pelo
produto (x-a)(x-b), sabendo-se que os restos da divisdo de P(x) por (x-a) e por (x-b) sao,
respectivamente, rl e r2.

Temos:

(eq. 1)a é a raiz do divisor x-a, portanto P(a)=r1l
(eq. 2)b é a raiz do divisor x-b, portanto P(b)=r2
E para o divisor (x-a)(x-b) temos P(x)=(x-a)(x-b) Q(x) + R(x)(eq. 3)

O resto da divisdo de P(x) por (x-a)(x-b) € no méaximo do 1° grau, pois o divisor é do 2°
grau; logo:
R(x)=cx+d

Da eq.3 vem:

P(X)=(x-a)(x-b) Q(x) + cx +d
Fazendo:

x=a => P(a) = c(a)+d(eq. 4)

x=b => P(b) = c(b)+d(eq. 5)

Das equacgdes 1, 2, 4 e 5 temos:

ca+d=rl

Matematica para Concursos 78

ch+d=r2



http://concurseirosdanet.blogspot.com

Matematica para Concursos

Resolvendo o sistema obtemos:

rl - r2ar2 - ar1
e d=tcom a # bc=
a-ba-b
rl - r2ar2 - ar1
Logo : R( x) =, coma#bx+

a-ba-b
Observacoes:
12) Se P(x) for divisivel por (x-a) e por (x-b), temos:
P(@)=rl =0
P(b)=r2 =0

Portanto, P(x) é divisivel pelo produto (x-a)(x-b), pois:

rl —r2ar2 — art
R (X) =x+=0+6=0
a-ba-b
22) Generalizando, temos:
Se P(x) é divisivel por n fatores distintos (x-al), (x-a2),..., (x-an) entdo P(x) é divisivel
pelo produto (x-al)(x-a2)...(x-an).

Exemplo:
Um polinémio P(x) dividido por x da resto 6 e dividido por (x-1) da resto 8. Qual o resto da
divisdo de P(x) por x(x-1)?
Resolugéo:
0 é a raiz do divisor x, portanto P(0)=6(eq. 1)

1 é a raiz do divisor x-1, portanto P(1)=8(eq. 2)
E para o divisor x(x-1) temos P(xX)=x(x-1) Q(x) + R(x) (eq. 3)

O resto da divisdo de P(x) por x(x-1) € no maximo do 1° grau, pois o divisor é do 2° grau;
logo:
R(x)=ax+b

Da eq.3 vem:
P(X)=x(x-1) Q(x) +ax + b

Fazendo:
x=0 => P(0) = a(0)+b =>P(0) = b
x=1 => P(1) = a(1)+b => P(1) = a+b (eqa. 4)

(eg. 5)

Das equacgdes 1, 2, 4 e 5 temos:

b=6

a+b=8
Logo, b=6 e a=2.
Agora achamos o resto: R(x) = ax+b = 2x+6
Resposta: R(x) = 2x+6.

. O dispositivo de Briot-Ruffini

Serve para efetuar a divisdo de um polinémio P(x) por um bindmio da forma (ax+b).
Exemplo: Determinar o quociente e o resto da divisdo do polindmio P(x)=3x3-5x2+x-2 por
(x-2).
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Resolugéo:

RAIZ DO DIVISOR

COEFICIENT ES DE P(x)
Y - |
[ Jute )l B4
| 3.(2) - 51.(2) + 1] | 3.(2) -2
| 33100001 . | . -
COEFICIENTES DO QUOCIENTE Q(x) RESTO

Observe que o grau de Q(x) é uma unidade inferior ao de P(x), pois o divisor é de grau 1.
Resposta: Q(x)=3x2+x+3 e R(x)=4.

Para a resolucédo desse problema seguimos os seguintes passos:

1°) Colocamos a raiz do divisor e os coeficientes do dividendo ordenadamente na parte de
cima da “cerquinha”.

2°) O primeiro coeficiente do dividendo é repetido abaixo.

3°) Multiplicamos a raiz do divisor por esse coeficiente repetido abaixo e somamos o
produto com o 2° coeficiente do dividendo, colocando o resultado abaixo deste.

4°) Multiplicamos a raiz do divisor pelo nimero colocado abaixo do 2° coeficiente e
somamos o produto com o 3° coeficiente, colocando o resultado abaixo deste, e assim
sucessivamente.

5°) Separamos o Ultimo nimero formado, que é igual ao resto da divisdo, e os numeros
que ficam a esquerda deste serdo os coeficientes do quociente.

¢ Decomposi¢éo de um polinémio em fatores

Vamos analisar dois casos:
1° caso: O polindmio é do 2° grau.
De uma forma geral, o polindbmio de 2° grau P(x)=ax2+bx+c que admite as raizes rl e
r2 pode ser decomposto em fatores do 1° grau, da seguinte forma:

ax2+bx+c = a(x-rl1)(x-r2)

Exemplos:

1) Fatorar o polindmio P(x)=x2-4.
Resolugdo: Fazendo x2-4=0, obtemos as raizes r1=2 e r2=-2.
Logo: x2-4 = (x-2)(x+2).

2) Fatorar o polindmio P(x)=x2-7x+10.
Resolugdo: Fazendo x2-7x+10=0, obtemos as raizes r1=5 e r2=2.
Logo: x2-7x+10 = (x-5)(x-2).

2° caso: O polinédmio é de grau maior ou igual a 3.
Conhecendo uma das raizes de um polindmio de 3° grau, podemos decompd-lo num
produto de um polindmio do 1° grau por um polindmio do 2° grau e, se este tiver raizes,
podemos em seguida decompd-lo também.

Exemplo: Decompor em fatores do 1° grau o polindmio 2x3-x2-x.
Resolugéo:
colocando x em evidéncia2x3-x2-x = X.(2x2-x-1)
2Fazendo X.(2X -X-1) = O obtemos: x=0 ou 2x2-x-1=0.
Uma das raizes ja encontramos (x=0).
As outras duas saem da equagao: 2x2-x-1=0 =>rl1=1 e r2=-1/2.
Portanto, o polindmio 2x3-x2-x, na forma fatorada é:
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2.X.(x-1).(x+(1/2)).

Generalizando, se o polindmio P(x)=anxn+an-1xn-1+...+alx+a0 admite n raizes r1, r2,..., rn,
podemos decompb-lo em fatores da seguinte forma:

anxn+an-1xn-1+...+alx+a0 = an(x-r1)(x-r2)...(x-rn)

Observacoes:
1) Se duas, trés ou mais raiz forem iguais, dizemos que séo raizes duplas, triplas, etc.
2) Uma raiz rl do polindmio P(x) é dita raiz dupla ou de multiplicidade 2 se P(x) é
divisivel por (x-r1)2 e néo por (x-r1)3.

33 - Geometria

O nome Geometria em grego, significa medida da terra. (geo = terra; metria = medida)
No antigo Egito, a geometria era amplamente utilizada. Os agrimensores usava-na para medir
terrenos, enquanto os construtores recorriam a ela para fazer edificacdes. As famosas
piramides, construidas préximas ao rio Nilo, sdo um 6timo exemplo disso

O Egipcios ganharam tanta fama que os matematicos gregos iam constantemente ao
Egito em busca de novas aplicagbes na geometria.

Por volta de 600 a.C, os matematicos gregos comegcam a sistematizar os conhecimentos
geométrico que foram adquirindo, fazendo com que a Geometria deixasse de ser puramente
experimental.

Esse trabalho de organizacéo l6gica dos conhecimentos foi feito principalmente pelo
matematico grego Euclides, por volta de 300 a.C, e reunido numa obra de 13 volumes,
chamada os Elementos.

Toda a geometria que estudamos hoje é praticamente a mesma daquela época.

Ponto, Reta e Plano

Ponto, reta e plano néo sédo definidos. Temos a idéia intuitiva de ponto (quando olhamos uma
estrela no céu, localizamos uma cidade no mapa etc...), de reta (observando as linhas do
campo de futebol, de uma quadra de futsal os fios da rede elétrica bem esticado etc...), de
plano (observando o piso de sua casa, o campo de futebol a superficie de uma piscina etc...).
Se observarmos bem a nossa volta, vamos nos deparar com estes a todo momento.

Ponto: N&o possui dimensdes. Representamos o ponto por uma letra mailscula do alfabeto
latino.

Exemplos:

A . F L
Ponta A Ponto F Ponto L

Reta: A reta é imaginada sem espessura, ndo tem comego e nem fim. Representamos a reta
por uma letra mindscula do alfabeto latino, quando desenhamos uma reta no caderno ou
quadro, estamos representado parte da reta.

Exemplos:
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A B p
Retar RHeta B

D ponto A petence a retar Oponto Bpertence aretap

f

D
x Reta f

/ CpmtoD pertencearetaf

Plano: O plano é imaginado como um conjunto infinito de pontos. Plano é imaginado sem
limites em todas as dire¢des, como acontece com a reta é impossivel representarmos o plano
no papel ou quadro. Por isso representamos parte deste. Representamos o plano por uma letra

do alfabeto grego. Como alfa(a), beta (b) e gama (g).

Exemplos:
.
Flano alfa
Observe:
.B
q’ 16
/ i "f‘ A= m, A pertence ao planc alfa
/ i S Po e, Avretal estd contida no plano alfe.
// | B¢, Bnoc pertence acplancalfa.,
,-: t 7o, Aretat nac ests contida ne plano slfa.
t

Devemos lembrar que, usamos pertence e ndo pertence para relacionar elemento e conjunto,
esta contido e ndo esta contido para relacionar conjunto com conjunto. Vale lembrar que

ponto é elemento, reta e plano séo conjuntos.
Segmento de Reta

Dados dois pontos distintos(diferentes), a reunido do conjunto desses dois pontos com o
conjunto dos pontos que estdo entre eles é um seguimento de reta.

Exemplo:
AH & um sepmento de retao,
sendo A e H az extrermidades
H H [ desteszeguimento.

Representamos azs1im AH
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Semi-reta

Como vimos em geometria, a reta é considerada um conjunto de pontos. Considere um
ponto A que pertence a uma reta r. Podemos dizer que esse ponto A separa a reta em dois
conjuntos de pontos. Cada um desses conjuntos de pontos é denominado semi-reta. O ponto A
é chamado origem das semi-resta.

Exemplo:

= R A T %

Observe que:
=0 e : .
AR 1indica a zermi-reta de origem em A e que pazza por B

—=
AT indicaa gemi-reta de origem em A e que passa porT.

34 - Nocobes de Probabilidade

A histéria da teoria das probabilidades, teve inicio com os jogos de cartas, dados e de roleta.
Esse é o motivo da grande existéncia de exemplos de jogos de azar no estudo da
probabilidade. A teoria da probabilidade permite que se calcule a chance de ocorréncia de um
ndamero em um experimento aleatoério.

Experimento Aleatério

E aquele experimento que quando repetido em iguais condicées, podem fornecer resultados
diferentes, ou seja, sao resultados explicados ao acaso. Quando se fala de tempo e
possibilidades de ganho na loteria, a abordagem envolve célculo de experimento aleatério.

Espaco Amostral

E o conjunto de todos os resultados possiveis de um experimento aleatério. A letra que
representa o espaco amostral, é S.

Exemplo:
Lancando uma moeda e um dado, simultaneamente, sendo S o espaco amostral, constituido
pelos 12 elementos:

S = {K1, K2, K3, K4, K5, K6, R1, R2, R3, R4, R5, R6}

1. Escreva explicitamente os seguintes eventos:
A={caras e m nimero par aparece},

B={um numero primo aparece},

C={coroas e um nimero impar aparecem}.

2. Idem, o evento em que:
a) A ou B ocorrem;

b) B e C ocorrem;

c) Somente B ocorre.

3. Quais dos eventos A,B e C sdo mutuamente exclusivos

Resolucgéo:
1.Para obter A, escolhnemos os elementos de S constituidos de um K e um nimero par:
A={K2, K4, K63};
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Para obter B, escolhemos os pontos de S constituidos de numeros primos:
B={K2,k3,K5,R2,R3,R5}

Para obter C, escolhemos os pontos de S constituidos de um R e um nimero impar:
c={R1,R3,R5}.

2. (a) A ou B = AUB = {K2,K4,K6,K3,K5,R2,R3,R5}

(Bec=8B 1 c={R3R5}
(c) Escolhemos os elementos de B que nao estdao em A ou C;
B 1A°1C <= {k3,k5,R2}
3. A e C sdao mutuamente exclusivos, porque A 1C:|
Conceito de probabilidade

Se num fendmeno aleatdrio as possibilidades sdo igualmente provaveis, entdo a probabilidade
de ocorrer um evento A é:

mimero de casos favordirels

Fd)=

mimere de casos possivels

Por, exemplo, no lancamento de um dado, um nimero pasra pode ocorrer de 3 maneiras
diferentes dentre 6 igualmente provaveis, portanto, P = 3/6= 1/2 = 50%

Dizemos que um espacgo amostral S (finito) é equiprovavel quando seus eventos elementares
tém probabilidades iguais de ocorréncia.

Num espaco amostral equiprovavel S (finito), a probabilidade de ocorréncia de um evento A é
sempre:

mimero deelementos de & (4

PeAY = B
mimero de elementos de S 205

Propriedades Importantes

1. Se A e A’ sdo eventos complementares, entdo:
P(A)+P(A)=1

2. A probabilidade de um evento é sempre um numero entre £ (probabilidade de evento
impossivel) e 1 (probabilidade do evento certo).

0<P(S) <1

Probabilidade Condicional

Antes da realizagdo de um experimento, é necessario, que ja tenha alguma informacéo sobre o
evento que se deseja observar.Nesse caso 0 espaco amostral se modifica e o evento tem a s
sua probabilidade de ocorréncia alterada.

Férmula de Probabilidade Condicional
P(El e E2 e E3 e ...e En-1 e En) é igual a P(E1).P(E2/E1).P(E3/E1l e E2)...P(EN/E1 e E2 e ...En-1).
Onde P(E2/E1) é a probabilidade de ocorrer E2, condicionada pelo fato de ja ter ocorrido E1;

P(E3/E1 e E2) é a probabilidade ocorrer E3, condicionada pelo fato de ja terem ocorrido E1 e E2;
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P(Pn/E1l e E2 e ...En-1) é a probabilidade de ocorrer En, condicionada ao fato de ja ter ocorrido
El e E2...En-1.

Exemplo:

Uma urna tem 30 bolas, sendo 10 vermelhas e 20 azuis. Se ocorrer um sorteio de 2 bolas,
uma de cada vez e sem reposigdo, qual sera a probabilidade de a primeira ser vermelha e a
segunda ser azul?

Resolucéo:

Seja o espago amostral S=30 bolas, bolinhas e considerarmos os seguintes eventos:
A: branca na primeira retirada e P(A) = 10/30

B: preta na segunda retirada e P(B) = 20/29

Assim:

P(A e B) = P(A).(B/A) = 10/30.20/29 = 20/87

Eventos independentes

Dizemos que E1 e E2 e ...En-1, En sao eventos independentes quando a probabilidade de ocorrer

um deles ndo depende do fato de os outros terem ou n&o terem ocorrido.

Férmula da probabilidade dos eventos independentes:

P(El e E2 e E3 e ...e En-1 e En) = P(E1).P(E2).p(E3)...P(En)

Exemplo:
Uma urna tem 30 bolas, sendo 10 vermelhas e 20 azuis. Se sortearmos 2 bolas, 1 de cada vez
e respondo a sorteada na urna, qual serd a probabilidade de a primeira ser branca e a segunda
ser preta?

Resolucgéo:

Como os eventos sao independentes, a probabilidade de sair vermelha na primeira retirada e
azul na segunda retirada é igual ao produto das probabilidades de cada condicédo, ou seja, P(A
e B) = P(A).P(B). Ora, a probabilidade de sair vermelha na primeira retirada “e 10/30 e a de
sair azul na segunda retirada 20/30. Dai, usando a regra do produto, temos:
10/30.20/30=2/9.

Observe que na segunda retirada forma consideradas todas as bolas, pois houve reposicao.
Assim, P(B/A) =P(B), porque o fato de sair bola vermelha na primeira retirada n&o influenciou
a segunda retirada, ja que ela foi reposta na urna.

Probabilidade de ocorrer a unido de eventos

Férmula da probabilidade de ocorrer a unido de eventos:
P(E1 ou E2) = P(E1) + P(E2).P(E1 e E2)

De fato, se existirem elementos comuns a E1 e E2, estes eventos estarao computados no
célculo de P(E1) e P(E2). Para que sejam considerados uma vez s, subtraimos P(E1 e E2).

Férmula de probabilidade de ocorrer a unido de eventos mutuamente exclusivos:
P(E1 ou E2 ou E3 ou ... ou En) = P(E1) + P(E2) + ... + P(En)

Exemplo: Se dois dados, azul e branco, forem lan¢ados, qual a probabilidade de sair 5 no azul
e 3 no branco?

Considerando os eventos:

A: Tirar 5 no dado azul e P(A) = 1/6

B: Tirar 3 no dado branco e P(B) = 1/6

Sendo S o espago amostral de todos os possiveis resultados, temos:

n(S) = 6.6 = 36 possibilidades. Dai, temos:P(A ou B) =1/6 + 1/6 — 1/36 = 11/36

Exemplo: Se retirarmos aleatoriamente uma carta de baralho com 52 cartas, qual a
probabilidade de ser um 8 ou um Rei?
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Sendo S o espago amostral de todos os resultados possiveis, temos: n(S) = 52 cartas.
Considere os eventos:

A: sair 8 e P(A) = 8/52

B: sair um rei e P(B) = 4/52

Assim, P(A ou B) = 4/52 + 4/52 — 0 = 8/52 = 2/13. Note que P(A e B) = 0, pois uma carta
néo pode ser 8 e rei ao mesmo tempo. Quando isso ocorre dizemos que os eventos A e B sao
mutuamente exclusivos.

35 - Nocbes de estatisticas

Objeto da estatistica

Estatistica € uma ciéncia exata que visa fornecer subsidios ao analista para coletar, organizar,
resumir, analisar e apresentar dados. Trata de parametros extraidos da populacéo, tais como
média ou desvio padréo.

A estatistica fornece-nos as técnicas para extrair informacéo de dados, os quais sdo muitas
vezes incompletos, na medida em que nos déo informacéo Util sobre o problema em estudo,
sendo assim, é objetivo da Estatistica extrair informagéo dos dados para obter uma melhor
compreensao das situagdes que representam.

Quando se aborda uma problematica envolvendo métodos estatisticos, estes devem ser
utilizados mesmo antes de se recolher a amostra, isto €, deve-se planejar a experiéncia que
nos vai permitir recolher os dados, de modo que, posteriormente, se possa extrair o maximo
de informagé&o relevante para o problema em estudo, ou seja para a populacao de onde os
dados provém.

Quando de posse dos dados, procura-se agrupa-los e reduzi-los, sob forma de amostra,
deixando de lado a aleatoriedade presente.

Seguidamente o objetivo do estudo estatistico pode ser o de estimar uma quantidade ou testar
uma hipétese, utilizando-se técnicas estatisticas convenientes, as quais realgam toda a
potencialidade da Estatistica, na medida em que vao permitir tirar conclusdes acerca de uma
populagéo, baseando-se numa pequena amostra, dando-nos ainda uma medida do erro
cometido.

Populagdo e amostra

Qualguer estudo cientifico enfrenta o dilema de estudo da populagédo ou da amostra.
Obviamente teria-se uma precisédo muito superior se fosse analisado o grupo inteiro, a
populagéo, do que uma pequena parcela representativa, denominada amostra. Observa-se que
é impraticavel na grande maioria dos casos, estudar-se a populagédo em virtude de distancias,
custo, tempo, logistica, entre outros motivos.

A alternativa praticada nestes casos é o trabalho com uma amostra confiavel. Se a amostra é
confiavel e proporciona inferir sobre a populagéo, chamamos de inferéncia estatistica. Para que
a inferéncia seja valida, é necessaria uma boa amostragem, livre de erros, tais como falta de
determinacéo correta da populagéo, falta de aleatoriedade e erro no dimensionamento da
amostra.

Quando néo é possivel estudar, exaustivamente, todos os elementos da populacdo, estudam-
se s6 alguns elementos, a que damos o nome de Amostra.

Quando a amostra néo representa corretamente a populacéo diz-se enviesada e a sua
utilizacdo pode dar origem a interpretacdes erradas.

Recenseamento

Recenseamento é a contagem oficial e periédica dos individuos de um Pais, ou parte de um
Pais. Ele abrange, no entanto, um leque mais vasto de situa¢des. Assim, pode definir-se
recenseamento do seguinte modo:

Estudo cientifico de um universo de pessoas, instituicdes ou objetos fisicos com o propdsito de
adquirir conhecimentos, observando todos os seus elementos, e fazer juizos quantitativos
acerca de caracteristicas importantes desse universo.
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Estatistica descritiva e estatistica indutiva

Sondagem

Por vezes néo é viavel nem desejavel, principalmente quando o nimero de elementos da
populagéo é muito elevado, inquirir todos os seus elementos sempre que se quer estudar uma
ou mais caracteristicas particulares dessa populagéo.

Assim surge o conceito de sondagem, que se pode tentar definir como:

Estudo cientifico de uma parte de uma populacdo com o objetivo de estudar atitudes, habitos e
preferéncias da populagéo relativamente a acontecimentos, circunstancias e assuntos de
interesse comum.

Amostragem

Amostragem é o processo que procura extrair da populacdo elementos que através de céalculos
probabilisticos ou ndo, consigam prover dados inferenciais da populagéo-alvo.

NZo Probabilistica

Acidental ou conveniéncia

Intencional

uotas Ou proporciorial

PaV-TatTatavatdat Patat=t |
e

Tipos de Amostragem
Probabilistica

Aleatéria Simples

Aleatoria Estratificada

ongtomerado

N&o Probabilistica

A escolha de um método néo probabilistico, via de regra, sempre encontrara desvantagem
frente ao método probabilistico. No entanto, em alguns casos, se faz necessario a opgdo por
este método. Fonseca (1996), alerta que ndo ha formas de se generalizar os resultados
obtidos na amostra para o todo da populacdo quando se opta por este método de
amostragem.

Acidental ou conveniéncia

Indicada para estudos exploratérios. Freqlientemente utilizados em super mercados para
testar produtos.

Intencional

O entrevistador dirige-se a um grupo em especifico para saber sua opinido. Por exemplo,
quando de um estudo sobre automoéveis, o pesquisador procura apenas oficinas.

Quotas ou proporcional

Na realidade, trata-se de uma variagdo da amostragem intencional. Necessita-se ter um prévio
conhecimento da populacédo e sua proporcionalidade. Por exemplo, deseja-se entrevistar
apenas individuos da classe A, que representa 12% da populagdo. Esta sera a quota para o
trabalho. Comumente também substratifica-se uma quota obedecendo a uma segunda
proporcionalidade.

Desproporcional

Muito utilizada quando a escolha da amostra for desproporcional a populacédo. Atribui-se pesos
para os dados, e assim obtém-se resultados ponderados representativos para o estudo.

Probabilistica

Para que se possa realizar inferéncias sobre a populagdo, é necessario que se trabalhe com
amostragem probabilistica. E o0 método que garante seguranca quando investiga-se alguma
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hipétese. Normalmente os individuos investigados possuem a mesma probabilidade de ser
selecionado na amostra.

Aleat6ria Simples

E o mais utilizado processo de amostragem. Pratico e eficaz, confere precisédo ao processo de
amostragem. Normalmente utiliza-se uma tabela de nimeros aleatérios e nomeia-se os
individuos, sorteando-se um por um até completar a amostra calculada

Uma variacdo deste tipo de amostragem é a sistematica. Em um grande numero de exemplos,
0 pesquisador depara-se com a populagdo ordenada. Neste sentido, tem-se os individuos
dispostos em sequéncia o que dificulta a aplicacdo exata desta técnica.

Quando se trabalha com sorteio de quadras de casas por exemplo, ha uma regra crescente
para os numeros das casas. Em casos como este, divide-se a populagéo pela amostra e obtém-
se um coeficiente (y). A primeira casa sera a de nimero x, a segunda sera a de nimero x + y;
a terceira serd a de nimero x + 3. y.

Supondo que este coeficiente seja 6. O primeiro elemento sera 3. O segundo serda 3 + 6. O
terceiro sera 3 + 2.6. O quarto sera 3 + 3.6, e assim sucessivamente.
Aleatéria Estratificada

Quando se deseja guardar uma proporcionalidade na populagcdo heterogénea. Estratifica-se
cada subpopulacao por intermédio de critérios como classe social, renda, idade, sexo, entre
outros.

Conglomerado

Em corriqueiras situagdes, torna-se dificil coletar caracteristicas da populacdo. Nesta
modalidade de amostragem, sorteia-se um conjunto e procura-se estudar todo o conjunto. E
exemplo de amostragem por conglomerado, familias, organiza¢ges e quarteirdes.

Dimensionamento da amostra

Quando deseja-se dimensionar o tamanho da amostra, o procedimento desenvolve-se em trés
etapas distintas:

« Avaliar a variavel mais importante do grupo e a mais significativa;

« Analisar se é ordinal, intervalar ou nominal;

« Verificar se a populagéo é finita ou infinita;
Variavel intervalar e populacéo infinita

]
a.F

n=| —

d

Variavel intervalar e populagéo finita
2t N
d (M= 2" o®

Hn=

Variavel nominal ou ordinal e populacao infinita

- (.E"’.p.g:]
= T
Variavel nominal ou ordinal e populacgéo finita
gor gipa N )
@ @ N1z pgf
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Obs.: A proporcdo (p) sera a estimativa da verdadeira proporcdo de um dos niveis escolhidos
para a variavel adotada. Por exemplo, 60% dos telefones da amostra é Nokia, entdo p sera
0,60.

A proporgédo (q) sera sempre 1 - p. Neste exemplo g, sera 0,4. O erro é representado por d.
Para casos em que nao se tenha como identificar as propor¢cdes confere-se 0,5 para p e Q.

Tipos de dados

Basicamente os dados, dividem-se em continuos e discretos. O primeiro é definido como
qualquer valor entre dois limites quaisquer, tal como um didmetro. Portanto trata-se de um
valor que ser "quebrado”. Sdo dados continuos, questdes que envolvem idade, renda, gastos,
vendas, faturamento, entre muitas outras.

Quando fala-se em valores discretos, aborda-se um valor exato, tal como quantidade de pecas
defeituosas. Comumente utiliza-se este tipo de variaveis para tratar de numero de filhos,
satisfacéo e escalas nominais no geral.

O tipologia dos dados determina a variavel, ela sera portanto continua ou discreta. Isto quer
dizer que ao definir-se uma variavel com continua ou discreta, futuramente ja definiu-se que
tipo de tratamento se dara a ela.

De acordo com o que dissemos anteriormente, numa analise estatistica distinguem-se
essencialmente duas fases:

Uma primeira fase em que se procura descrever e estudar a amostra:

Estatistica Descritiva e uma segunda fase em que se procura tirar conclusdes para a
populagédo:

12 Fase Estatistica Descritiva

Procura-se descrever a amostra, pondo em evidéncia as caracteristicas principais e as
propriedades.

22 Fase Estatistica Indutiva

Conhecidas certas propriedades (obtidas a partir de uma andlise descritiva da amostra),
expressas por meio de proposi¢des, imaginam-se proposi¢cdes mais gerais, que exprimam a
existéncia de leis (na populacéo).

No entanto, ao contrario das proposi¢cdes deduzidas, ndo podemos dizer que sao falsas ou
verdadeiras, ja que foram verificadas sobre um conjunto restrito de individuos, e portanto ndo
séo falsas, mas néo foram verificadas para todos os individuos da Populagéo, pelo que também
ndo podemos afirmar que sao verdadeiras !

Existe, assim, um certo grau de incerteza (percentagem de erro) que é medido em termos de
Probabilidade.

Considerando o que foi dito anteriormente sobre a Estatistica Indutiva, precisamos aqui da
nocao de Probabilidade, para medir o grau de incerteza que existe, quando tiramos uma
conclusédo para a populacgédo, a partir da observacdo da amostra.

Dados, tabelas e gréficos

Distribuicao de frequéncia

Quando da analise de dados, é comum procurar conferir certa ordem aos nimeros tornando-os
visualmente mais amigéaveis. O procedimento mais comum é o de divisdo por classes ou
categorias, verificando-se o numero de individuos pertencentes a cada classe.

1. Determina-se o menor e o maior valor para o conjunto:

2. Definir o limite inferior da primeira classe (Li) que deve ser igual ou ligeiramente inferior ao
menor valor das observagoes:

3. Definir o limite superior da Gltima classe (Ls) que deve ser igual ou ligeiramente superior ao
maior valor das observacdes:

4. Definir o nimero de classes (K), que sera calculado usando K = . Obrigatoriamente deve
estar compreendido entre 5 a 20.

5. Conhecido o nimero de classes define-se a amplitude de cada classe:

6. Com o conhecimento da amplitude de cada classe, define-se os limites para cada classe
(inferior e superior)
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Distribuices simétricas

A distribuicédo das frequéncias faz-se de forma aproximadamente simétrica, relativamente a
uma classe média

Caso especial de uma distribuicéo simétrica
Quando dizemos que os dados obedecem a uma distribuicdo normal, estamos tratando de
dados que distribuem-se em forma de sino.

Distribuicdes Assimétricas

A distribuicao das frequéncias apresenta valores menores num dos lados:

B il

enviezads para a direita emviezada paia a esquerda

Distribui¢bes com "caudas" longas

Observamos que nas extremidades ha uma grande concentragdo de dados em relacdo aos
concentrados na regido central da distribuig&o.

Medidas de tendéncia Central

As mais importante medidas de tendéncia central, sdo a média aritmética, média aritmética
para dados agrupados, média aritmética ponderada, mediana, moda, média geométrica, média
harménica, quartis. Quando se estuda variabilidade, as medidas mais importantes sdo:
amplitude, desvio padréo e variancia.

Medidas

Média aritmética

| -
n
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Média aritmética para dados agrupados

Média aritmética ponderada

Bl r P )
F

el

Mediana
1) Se n é impar, o valor é central,
2) se n é par, o valor é a média dos dois valores centrais

Moda
Valor que ocorre com mais freqiiéncia.

Média geométrica

F=ofT, X

Média harmonica

Ty
1z

x,

Quartil

g=[ﬂsuﬁ-uzj.4m+[us—pmﬂ]xﬁ—pm

Sendo a média uma medida téo sensivel aos dados, é preciso ter cuidado com a sua utilizacéo,
pois pode dar uma imagem distorcida dos dados.

Pode-se mostrar, que quando a distribuicdo dos dados é "normal”, entdo a melhor medida de
localizagéo do centro, é a média.

Sendo a Distribuicdo Normal uma das distribuices mais importantes e que surge com mais
freqUiéncia nas aplicag8es, (esse fato justifica a grande utilizacdo da média).

A média possui uma particularidade bastante interessante, que consiste no seguinte:

se calcularmos os desvios de todas as observacgdes relativamente a média e somarmos esses
desvios o resultado obtido é igual a zero.

A média tem uma outra caracteristica, que torna a sua utilizacdo vantajosa em certas
aplicaces:

Quando o que se pretende representar é a quantidade total expressa pelos dados, utiliza-se a
média.

Na realidade, ao multiplicar a média pelo namero total de elementos, obtemos a quantidade
pretendida.

Moda

Define-se moda como sendo: o valor que surge com mais freqiiéncia se os dados sao
discretos, ou, o intervalo de classe com maior freqiiéncia se os dados s&o continuos.

Assim, da representacdo grafica dos dados, obtém-se imediatamente o valor que representa a
moda ou a classe modal

Esta medida é especialmente util para reduzir a informagéo de um conjunto de dados
qualitativos, apresentados sob a forma de nomes ou categorias, para os quais ndo se pode
calcular a média e por vezes a mediana.

Mediana

A mediana, € uma medida de localizacdo do centro da distribuicdo dos dados, definida do
seguinte modo:
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Ordenados os elementos da amostra, a mediana é o valor (pertencente ou ndo a amostra) que
a divide ao meio, isto é, 50% dos elementos da amostra sdo menores ou iguais a mediana e os
outros 50% s&o maiores ou iguais a mediana

Para a sua determinacéo utiliza-se a seguinte regra, depois de ordenada a amostra de n
elementos:

Se n é impar, a mediana é o elemento médio.

Se n é par, a mediana é a semi-soma dos dois elementos médios.

Consideragcdes a respeito de Média e Mediana

Se se representarmos os elementos da amostra ordenada com a seguinte notacdo: X1:n ,
X2:n, ..., Xn:n

entdo uma expressado para o calculo da mediana sera:

Como medida de localizacdo, a mediana é mais robusta do que a média, pois ndo é tdo
sensivel aos dados.

1- Quando a distribuicdo é simétrica, a média e a mediana coincidem.

2- A mediana néo é tdo sensivel, como a média, as observagfes que sdo muito maiores ou
muito menores do que as restantes (outliers). Por outro lado a média reflete o valor de todas
as observagdes.

Como ja vimos, a média ao contrario da mediana, € uma medida muito influenciada por
valores "muito grandes" ou "muito pequenos”, mesmo que estes valores surjam em pequeno
namero na amostra. Estes valores séo 0s responsaveis pela ma utilizagdo da média em muitas
situagBes em que teria mais significado utilizar a mediana.

A partir do exposto, deduzimos que se a distribui¢do dos dados:

1. for aproximadamente simétrica, a média aproxima-se da mediana

2. for enviesada para a direita (alguns valores grandes como "outliers"), a média tende a ser
maior que a mediana

3. for enviesada para a esquerda (alguns valores pequenos como "outliers™), a média tende a
ser inferior & mediana.

Medidas de disperséo

Introducéo

No capitulo anterior, vimos algumas medidas de localizagédo do centro de uma distribuicdo de
dados. Veremos agora como medir a variabilidade presente num conjunto de dados através
das seguintes medidas:

Medidas de disperséo

Um aspecto importante no estudo descritivo de um conjunto de dados, é o da determinacgéo da
variabilidade ou dispersado desses dados, relativamente a medida de localizagdo do centro da
amostra.

Supondo ser a média, a medida de localizagdo mais importante, sera relativamente a ela que
se define a principal medida de disperséo - a variancia, apresentada a seguir.

Variancia

Define-se a variancia, como sendo a medida que se obtém somando os quadrados dos desvios
das observagdes da amostra, relativamente a sua média, e dividindo pelo niumero de
observagdes da amostra menos um.

E(ﬂ —média)®

n-|

E(x]—mec!‘:‘:z:lz
n-1
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Desvio-padréo

Uma vez que a variancia envolve a soma de quadrados, a unidade em que se exprime néo é a
mesma que a dos dados. Assim, para obter uma medida da variabilidade ou dispersao com as
mesmas unidades que os dados, tomamos a raiz quadrada da variancia e obtemos o desvio
padrao:

O desvio padrdo é uma medida que s6 pode assumir valores ndo negativos e quanto maior for,
maior sera a dispersédo dos dados.

Algumas propriedades do desvio padréo, que resultam imediatamente da definicdo, sdo:

o desvio padrdo sera maior, quanta mais variabilidade houver entre os dados.

Distribuicdo Normal

A distribuicdo normal é a mas importante distribuicdo estatistica,

considerando a questdo pratica e tedrica. J& vimos que esse tipo de distribui¢cdo apresenta-se
em formato de sino, unimodal, simétrica em relagdo a sua média.

Considerando a probabilidade de ocorréncia, a area sob sua curva soma 100%. Isso quer dizer

que a probabilidade de uma observagéo assumir um valor entre dois pontos quaisquer é igual
a area compreendida entre esses dois pontos.

68,26% == 1 desvio
95,44% => 2 desvios
99,73% => 3 desvios

Na figura acima, tem as barras na cor marrom representando os desvios padrdes. Quanto mais
afastado do centro da curva normal, mais area compreendida abaixo da curva havera. A um
desvio padréo, temos 68,26% das observagdes contidas. A dois desvios padrées, possuimos
95,44% dos dados comprendidos e finalmente a trés desvios, temos 99,73%. Podemos
concluir que quanto maior a variablidade dos dados em relagdo a média, maior a probabilidade
de encontrarmos o valor que buscamos embaixo da normal.

Propriedade 1:

"f(x) é simétrica em relagéo a origem, x = média = O;

Propriedade 2:

"f(x) possui um méaximo para z=0, e nesse caso sua ordenada vale 0,39;

Propriedade3:

"f(x) tende a zero quando X tende para + infinito ou - infinito;

Propriedade4:

"f(x) tem dois pontos de inflex&@o cujas abscissas valem média + DP e média - DP, ou quando z
tem dois pontos de inflexdo cujas abscissas valem +1 e -1.
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