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FUNCAO COMPOSTA E INVERSA

1. FUNCAO COMPOSTA

A composi¢cdo de fungées consiste na aplica¢do sucessiva de fungbes. Muitas vezes busca-se uma expressdo
unica que substitua essas aplicacdes sucessivas, em outros casos descobrir valores da fungdo composta ou das
fungbes originais ou estudar seus dominios. Isso aparece em diversos exercicios e os conceitos a seguir vdo nos
ajudar a lidar com cada uma dessas questdes.

Dados os conjuntos A, B e C e as fungdes f: A—B, definida por y=f(x), e g:B—C, definida por z=g(y),

chama-se fungdo composta de g com f a fungdo h =(gof) :A —C, definida por:

2=(gof)(x)=g(f(x))

Assim, a funcao (g of) pode ser entendida como uma fung¢do Unica que apresenta o mesmo resultado que as

aplicacgdes sucessivasde fe g.

O diagrama de flechas a seguir ilustra esse conceito:

a1l .p_9 ..

Na definicdo acima, adotamos o contradominio de f coincidente com o dominio de g. No caso geral, a

condicdo para que a funcao (g of) esteja definida é que a imagem de f esteja contida no dominio de g.

A composicdo de funcbes ndo é comutativa: gof#fog. Pode acontecer, inclusive, de sé uma das funcoes

(fog) ou (gof) estar definida.
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PROBIZU
A sentenca aberta que define (gof)(x)=g(f(x)) é obtida de g(x) substituindo-se x pela expressdo de f(x).

Exemplo: Sejam as fungdes reais f(x) =x* +4x—5 e g(x)=2x—3, calcule as expressdes de (fog) e (g-f).
(fog)(x)=F(g(x))=f(2x—3)=(2x—3)* +4-(2x—3)—5=4x* —4x —8

(g2F)x)=g(f(x))=g(x? +ax—5)=2-(x* + 4x—5) -3 =2x> + 8x —13

2. FUNCAO INVERSA

A funcdo inversa estd relacionada a ideia de relagdo inversa, ou seja, se na fungdo original a entrada x
corresponde a uma saida y, na fung¢do inversa a entrada y corresponde a saida x. Isso é abordado em

diversas situagées, como encontrar a express@o ou valores da fungdo inversa, a forma do seu grdfico e suas
caracteristicas, inclusive associada a composi¢do de fun¢des. Vamos agora ver como fazer tudo isso nos
conceitos apresentados a seguir e nos exercicios seguintes.

Se f é uma funcdo de A em B, bijetora, a relagado inversa de f é uma funcdo de B em A, chamada funcdo

inversa de f e denotada por f1 e também é bijetora.

A definicdo acima resulta nas seguintes expressoes:
(xy)efe(y,x)ef?
f(x)=y<f(y)=x

A funcdo inversa é composta pelos pares ordenados obtidos pela inversdao da ordem dos elementos dos pares
ordenados da funcao original.

Assim, se a fungao f: A—B associa cada elemento x € A a um elemento correspondente yeB, a fungao f_l,

inversa de f, associa a cada elemento y €B, o elemento correspondente xeA.

Exemplo: Seja a fungdo bijetora f(x)=2x+1, encontre o valor de f1(7).

Observe que para essa questdao nao é necessario obter a expressao de f_l, apenas usar a definigao de relagdo inversa.
L7 =x=f(x)=7

Vamos usar a express3do de f(x) para encontrar o valor de x tal que f(x)=7:
f(x)=2x+1=7<x=3

Dai se conclui que:
f1(7)=3.
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PROBIZU

Uma funcdo soé possui inversa se ela for bijetora.

No caso de fun¢des que ndo sao bijetoras, a relagdo inversa estd definida, mas ela ndao é uma fungao, pois
pode haver elementos no conjunto de partida que ndo estejam relacionados a ninguém ou a mais de um
elemento no conjunto de chegada.

O dominio da funcao inversa é a imagem da funcdo original e a imagem da funcdo inversa é o dominio da
funcdo original.

D(f‘l) —im(f) e im(F2)=D(¥)

Esses conceitos podem ser observados nos diagramas de flecha seguintes:

V= D(f)y = Im(f ") B=Im(f)=D(")

PROBIZU

Para encontrar a imagem de uma funcgao bijetora, basta encontrar o dominio da sua func¢ao inversa.

1
Exemplo: Encontre a imagem de f: R—1{1} - R tal que f(x)=—1.
X_

Vamos comegar encontrando a inversa de f.

1 1 1 _ +1
y=f(x)=——=x-1=>x=-+1=f 1(y)=x=L11=
x—1 y y
- ., -1 x+1
Substituindo-se a variavel y por x, temos: f ~(x)=——=
X

-_ 7 * . . ~
Observe agora que o dominio de f leg Df_l =R , pois o denominador x deve ser nao nulo.

Mas sabemos que a imagem de uma funcgao inversivel é igual ao dominio da sua fungao inversa, entao a

imagem de f é Im =D, =R".
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A fungao inversa da fungao inversa é a fungao original.

(F1) " =1

O resultado da aplicagdo da fungdo composta de f~1 com f sobre um elemento x €Ds é o préprio x, ou seja,

a composicao da fungdo inversa com a fungdo original é a funcdo identidade.
(f_1 o f)(x) =f1 (f(x)) =X, VxeDs

O resultado da aplicacdo da funcdo composta de f com 1 sobre um elemento xeDf_l é o proprio x, ou

seja, a composicao de uma fungdo com a sua inversa é a funcdo identidade.

(Fof2)(x)= f(f_1 (x)) =X, VXeD_,

Como (x,y)ef<(y,x)ef ™, os graficos de f e f1 s3o simétricos em relacdo a bissetriz dos quadrantes

impares (BB), como pode ser visto no exemplo abaixo:

y A

o w9 | G

2.1. OBTENCAO DA FUNCAO INVERSA

Diversos exercicios solicitam que se encontre a expressdo da fungao inversa, identificando o seu dominio. A
seguir vamos apresentar duas maneiras de fazer isso.
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12 Método:
Na expressdo y=f(x), efetuamos as operacdes algébricas necessdrias a fim de obter uma expressdo de x

em funcdo de y . Essa é a expressdo da fungdo inversa, ou seja, x =f1 (y)

Ao final, pode ser efetuada a substituicdo da varidvel x por y, e vice-versa, resultando a expressao

y=Ff1(x), onde xe D1

Exemplo: Obtenha a expressao da fungao inversa da fungao bijetora f: R — R, definida por y=2x—-4.

y:2x—4@2x:y+4@x:§+2:f‘1(y):§+2:>f‘l(x):§+2

22 Método:

Sabemos que f(f_l(x))zx. Vamos, inicialmente, obter a expressdo de f(f_l(x)), substituindo x por
f1(x) na expressdo de f(x). Na expressdo encontrada, efetuamos as operacdes algébricas necessarias
para isolar f2(x).

Exemplo: Obtenha a expressdo da fungao inversa da fungao bijetora f: R — R, definida por y=2x—4.

f(f_l(X))=X<:>2~f_l(x)—4=x<:>2-f_1(x)=x+4<:>f_1(x)=§+2

Muitas vezes, para obter a expressdo da funcdo inversa, é necessario identificar, dentre as possiveis
expressdes encontradas, aquela que corresponde ao dominio adotado para a fungao original.

Exemplo: (ITA 1987) Considere x =g(y) a funcdo inversa da seguinte funcao: ”y:f(x):x2 —x+1, para cada

. 1, - ~ L -
nuimero real x ZE . Nestas condicGes, a funcdo g é assim definida:

1 3
a) g(y)z—ﬂ/Y——,paracada y >
2 4
1 1
b) 8(V)=—+1/V——,paracada y>
2 4
3
c) g(y)=1/\/—z, para cada y >
1
d) g(v)a/v—z, para cada y >
3 1 1
e =—+,/ly——,paracaday=>—.
) 8(y) 2 «/v P v

A, Mlw

N, W
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RESOLUCAO: (a)

y=f(x)=x2—x+1<:>x2—x+(1—y)=0

_1i«/1—4(1—y) 1 3

o X=

fl@)=22—z+1

"™V = (0.5, 0.75)

B |

13), _ . - 1 . .
Observe que (E,Zj é o vértice da parabola. A condi¢ao x 25 define que se busca a func¢do inversa do ramo

. ~ 1 3 - ..
direito da parabola. A funcao f:[;,ﬂx{ —>[Z,+oo{ é bijetora e, portanto possui inversa.
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EXERCICIOS DE COMBATE

1. (CPII 2008) Duas fungdes reais f e g, ambas de dominio [0,4], estdo representadas graficamente abaixo:

Ly:f(x) 4y = 9X)

0 4

O némero de elementos do conjunto solucdo da equacdo g[f(x)]=1 é

a) 3
b) 4
c) 6
d) 7
5%, se x<1
—3x*> 3x 17
2. (EsPCEx 2010) Considere a funcdo real g(x) definida por: g(x)= 2 +?+T,se1<xﬁ3. O valor de

x 1
—+—, se x>3
2 2

g(g(g(1)) ¢
a) 0
b) 1
c) 2
d) 3

e) 4
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3. (EPCAR 32 ano 2005) Considere a figura abaixo, grafico da fungdo real g tal que g: D—>]—4,6].

'
«wT

o -
3 N ow s O
AL T S ol

'
5N

E correto afirmar que

a) os elementos do conjunto D, dominio de g, sdo os mesmos do conjunto |, imagem de g .

b) o conjunto {xeRlx/E<x<5 e g(x):n} possui exatamente 2 elementos.

o 3 g(e(g(-2))) |<&@

d) afuncdo g é sobrejetora, mas ndo é injetora.

4. (AFA 2000) Dadas f e g, duas fungdes reais definidas por f(x)=x>—x e g(x)=senx, pode-se afirmar que

a expressdo de (fog)(x) é

a) senxcos’ x

b) —sen(x3 —x)

c) —senx cos? x

d) senx> —senx

5. (AFA 2001) Sejam f e g funcbes definidas por f(x)=x2 —4x+3 e g(x)=log,,q x. O dominio de (gof)(x) éo

conjunto dos numeros reais x, tais que
a) 0<x<1loux>3

b) x<1 ou x>3

c) 1<x<3ex#0

d) x>3
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2,se |x|>2

e f:R—>R tal que
-1, se x| <2

6. (AFA 2002) Sejam as fungdes g e f definidas por g: R — R tal que g(x)={

f(x)=x—2. Sobre a composta (g of)(x) , € correto afirmar que
a) se x>1, entdo (gof)(x)=-1.

b) se x<0, entdo (gof)(x)=2.

c) se x<—1, entdo (gof)(x)=-1.

d) se x<1ex#0,entdo (gof)(x)=-1.

7. (AFA 2003) Analise o grafico abaixo das fungdes f e g e marque a op¢do correta.

ua

a) O gréafico da funcdo h(x)=g(x)—f(x) é uma reta ascendente.
b) O conjunto imagem da fungdo s(x)=f(g(x)) é R .
c) f(x)-g(x)>0, Vx>t.

d) g(f(x))=g(x), VxeR

4x2—6x—1 se x=>1

4x+3 se x<1

8. (AFA 2004) Considere as fungdes reais (fog)(x) :{ e g(x)=2x-3.

Com base nessas fungdes classifique as afirmativas abaixo em VERDADEIRA(S) ou FALSA(S).
I. f(x) épar.
Il. f(x) admite inversa em todo seu dominio.

. f(x) é crescenteem {xeR|x<-1} eem {xeR|x>-1}.

IV.se x<—6 entdo f(x)>-3.
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A sequéncia correta é
a)V,V,F,V
b)F,F,V,F
¢) F,F,V,V
d F,V,V,F

9. (AFA 2005) Observe os graficos abaixo, das fun¢des f

e g, definidas no intervalo [0,1].

4y =1(x) 4y =4(x)
0.8 08
0,3 0.3
0l 01 04 1% 0

Com base nos graficos, assinale a alternativa FALSA.
a) g(f(0,4))>g(f(x)), ¥xelo,1].

b) g(f(0,05))>g(f(0,1))

c) g(gx)=x, ¥xe[0,3;0,8]

d) g(f(0,6))>g(f(1))

10. (AFA 2005) Seja f a funcdo real cujo grafico se apresenta a seguir:

Y4

3
2
]

. /

0,5

Analisando o grafico, € INCORRETO afirmar que
a) f(f(1))=(0,5).
b) f(x)+1>0, VxeR.

c) f(0)<f(x),VxeR.
5

)

d) se g(x)=f(x)—1, entdo g(—Z):f(

i /5
0,5 >
-1

X

10
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11. (AFA 2006) Dadas as funcdes reais f e g definidas por f(x) = \/x —5x+6 e g(x)_\/; sabendo-se que
existe (g=f)(x), pode-se afirmar que o dominio de gof é

a) R—1]2,3

b) R—[2,3]

c) R-{2,3}

d) R"—[2,3]

12. (AFA 2007) No grafico abaixo estd representada a funcdo real f: A—B. Classifigue em (V) verdadeira ou
(F) falsa cada proposicao a seguir sobre a funcao f.

JLy

-4

No conjunto A existem apenas 15 numeros inteiros.

() SeB= , entdo f é sobrejetora, mas n3o é injetora.
() Acomposta (fofofo...of)(4)=f(4) ou f(-4).

) f éfuncgo par.
Tem-se, entdo, a sequéncia correta
a) V—F-V—F
b) F=V—F-V
) F=F-V-V
d) V-V—F—F

11
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13. (AFA 2010) Analise o grafico abaixo da funcdoreal g: R > R.

Se h é uma fungdo real tal que h(x)=g(x)+2, entdo, marque alternativa verdadeira.
a) (hohoh...oh)(0)=4
b) (hohoh)(3)>(hohohoh)(2)

c) Se y=h(h(h[%nj entdo ye[2,3]
d) Se x=h(h(h(§jD entdio xe|1,2[

14. (AFA 2011) Considere o grafico da funcdo real p: A—>B

A y=px)

o

Ol

8 _lo
®
=, N
o
;

...........

Analise as alternativas abaixo e, a seguir, marque a FALSA.

a) p(x)<0<={xeR|x<0ouc<x<r}.

b) p(p(p(p(P(M))))=p(p(p(p(1))).

c) Existe um Unico xeA tal que p(x)=c.

d) Im(p)={—r}ul—c,c].

15. (AFA 2011) Considere o conjunto A={0,1,2,3} e a funcdo f:A—A tal que f(3)=1 e f(x)=x+1, se
x#3. A soma dos valores de x para os quais (fofof)(x)=3 é

a) 2

b) 3

12
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c) 4
d) 5

16. (AFA 2012) Considere a figura abaixo que representa um esbogo do gréfico da fun¢do real f
v 4
TR 3u _

u

0 U 2u 3

Sabe-se que g(x)=f(x)—3u, h(x)=g(x+u) e j(x)=|h(x).
Um esboco do grafico que melhor representa a fungao j é

a)

]
[}
i .

20 wu 0 u 2u 3u 4u 5u 6u X

b)

Y

[
-

2u u O U 2u 3u 4u 5u Bu X

c)

T

-
X

U 4u 5u

13
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d)

u 2u 3lu 4u 5LJ X

w

17. (AFA 2015) Considere o grafico da funcdo g: A — A abaixo e marque (V) verdadeiro ou (F) falso.

y=gqlx)

) A fungdo g possui exatamente duas raizes.

) g(4)=—g(-3)

) Im(g)={-3tu]-24|

) A fungdo definida por h(x) =g(x)+3 NAO possui raiz.

(
(
(
(
() (gogege...og)(-2)=2
A sequéncia correta é

a) F-V-F-F-V

b) F-F-V-F-V

c) F-V-F-V-F

d) V-V-F-F-V

14
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18. (EFOMM 2012) Se fo(x)——1 e f ,=f of paran=0,1,2,... entdo f,(x) vale:
X+

x+1

nx
c) —
x+1

X
(n+1)x+1

X

nx+1

19. (EFOMM 2014) Se g(x)=9x—11 e f(g(x)):g(g+1j sdo funcBes reais, entdo f(16) vale

a) 1
b) 3
c) 5
d) 7
e) 9

1
20. (EN 2014) Considere f e g funcdes reais de variavel real definidas por, f(x)= A1 e g(x):2x2. Qual é
X_
o dominio da fungdo composta (f og)(x) ?

a) R

b) {xeRlxi— 1 e X# 1 }

22 22

e ieel
o]
{

xelR| x;t— e x;t—}

22

e) \xeR| x;t—— e x;t——}

22

15
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21. (CPII 2007) Assinale a opcdo que apresenta o grafico de duas funcdes reais inversas:

\‘W/f(x} = %2 41 Y 2
&“ oy
00 %

a) 0 x.: b)

/\g(x)=-x2—1 w

flx) = x y Jflx) ="
c) d)
- RPNk S
0 % g(ﬂ; 2
0 X
glx) = ~x

22. (CPIl 2013) Em qual dos planos cartesianos a seguir NAO est3o representados os graficos de duas funcdes
inversas?

c)

16
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23. (IFC 2009) Dada a funcdo f(x)=x2—2x+3, definida para x>1, a expressdao da sua funcdo inversa

(F1(0) &

a) FH0=1-vx—4 (x>4)
b) F1(x)=1+x-2 (x>2)
) F1(x)=2x ++/3x

d) FL)=14vx+4 (x>-4)

24. (EPCAR 3° ano 2006) Dada a funcdo real f, tal que f(5x+3)=x. Sendo 1 ainversa de f, pode-se

afirmar que

a) flof(5)=28

b) £1 é funcdo impar.
c) (Fef)(-7)=1

d) (Fof1)(x)=x

25. (EsPCEx 1995) Sejam as fungdes f: R, —[-3,+0[ e g:R, —[2,+w[, definidas respectivamente por

f(x)=3x* -3 e g(x)=2x*> +2. Se h(x)=g(f(x)), ent3o o valor de h™1(10), onde h™2(x) é a funcio inversa
de h(x), é:

Vo
3

a)

J13

b) =~

é‘

c [N

(S,

é‘

d —

w

&

e_

17
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26. (EsPCEx 2004) Sejam as fungdes reais f(x) e g(x). Se f(x)=x+2 e f(g(x)):g, pode-se afirmar que a

funcdo inversa de g(x) é:

1 f(X)
a) g (x)= 5

X+4
2

c) g (x)=F(x)

d) g ' (x) =2f(x)

x—4
2

b) g 1(x)=

e) g (x)=

27. (AFA 1997) Seja f:[1,490)—[-3,+00) a funcdo definida por f(x)=3x> —6x. Se g:[-3,40) —>[1,+x) éa
funcdo inversa de f, entdo [g(6)—g(3)]2 é

a) 5

b) 2/6

c) 5—2\/5

d) -5+26

28. (AFA 2007) No grafico abaixo estdo representadas as funcdes reais f e g sendo A=fng.

E FALSO afirmar sobre as mesmas funcdes que

a) (fog)(x)=0=g(x)=-2.

b) se s(x) :\/ 100_1 o7 » entdo o dominio de s é dado por R* —{—2} .
f(x)) -(g(x)

c) se h: R —B tal que h(x)=f(x)-g(x), entdo h serd bijetora se B=[-2, +o].

-1

f
d) o grafico da func¢do jdefinida por j(x)=— possui pontos no 42 quadrante.

g (x)

18
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x2—4x+7, se x=>2
29. (AFA 2007) A funcdo f definida por f(x) = 2x—1, se —1<x<2.

—x? —2x—4, se x<-1
a) nao admite inversa porque nao é injetora.

b) admite inversa e uma das sentencas que define amesmaé y=-1—+—x—3 se x<-3.

c) ndo admite inversa porque existem valores de x com varias imagens.

d) admite inversa £1 tal que f1(-5)=-2.

30. (AFA 2012) Considere as proposicées abaixo e as classifique em (V) verdadeira ou (F) falsa.

() Nas fungdes reais g:C—A e f:A—B, se existe a fungdo composta (f-g):P—S, entdo P=C e S=B.
() Seh:{m,n,p}—{m,n,p} éumafungdotalque h(m)=p, h(n)=m e h(p)=n,entdo h éuma funcio injetora.

x+1,se x#1 e x#2
() Se f:{0,1,2} —>{0,1,2} é uma fungdo tal que f(x)=<x, se x=2 ,entdo (fofof) T (x)=1 se,
x—1,se x=1

e somente se, x=0.
A sequéncia correta é
a) F-F-V
b) V-V-—F
c) F-V—F
dvVv-v-V

X

100
1+27%

31. (EN 2005/2015) Considere as fungdes reais f(x)= e g(x):zi, x e R . Qual é o valor da fungao

composta (gof_l)(90)?
a) 1
b) 3
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32. A fungdo inversa de f(x)=
10" +107*

a) f1(x)= %Ioglo G#j

b) F1(x)= log10(2—x)

c) f_l(x):%Ioglo(Zx—l)
_ 1 2
d) f 1(x)=zloglo(i)

e) f1(x)=logy, (gj

10 -107* ,
—F e
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GABARITO

1.

g(x)=1c>x=0, Xx=3 ou x=4
g[f(x)]=1<=f(x)=0, f(x)=3 ou f(x)=4
f(x) =0 para trés valores de x

f(x) =3 para trés valores de x

f(x) =4 para um valor de x

Logo, g[f(x)]=1 para 3+3+1=7 valores de x.

RESPOSTA: D

2.
g(1)=5'=5

5 1
g(g(l))=g(5)=5+§:3

3, 3. 17
)))=g(3)=-2.324+2.3:2L >

g(g(g(1))=g(3) ;353

RESPOSTA: C

3.

a) INCORRETA

O dominio de g é D=]-4,6[ —{a,5}, onde ac]-2,—1[ e 1=]-4,6]. Logo, D=I.

b) INCORRETA

A reta horizontal y =7 intersecta o grafico de g(x) em dois pontos, um deles no intervalo ]2,4[ e o outro no
intervalo ]5,6[ . Logo, o conjunto {x eR|V2<x<5 e g(x):n} possui apenas um elemento.

c) INCORRETA

g(-2)=0=g(g(-2))=g(0)=2=g(g(g(-2)))=g(2) =2

g(4)=6=3-g(2)

d) CORRETA
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A funcdo g é sobrejetora, pois sua imagem é igual a seu contradominio e ndo é injetora, pois ha retas

horizontais, tragadas por pontos do contradominio, que intersectam o grafico em mais de um ponto.

RESPOSTA: D

4.

(fog)(x)=F(g(x))=f(senx) =(senx)’ —senx —senx-(sen?x—1) =senx-(—cos?x) = —senxcos® x

RESPOSTA: C
5.
y>0
f(x):y:(gof)(x):g(y)zlongy:> y+1>0=y>0
y+1+#1

f(x):x2—4x+3>0<:>x<1 ou x>3

RESPOSTA: B

6.

2, se |x—2|>2

(gof)(x)=g(f(x))=g(x‘2):{_1, se [x—2|<2

Ix—2|<2e-—2<x-2<2<0<x<4

Ix—2|>2<x—2<-2 ou x—2>2<x<0 ou x>4

2, se x<0ou x>4
-1, se 0<x<4

:(gof)(x)z{

RESPOSTA: B

7.
g(x)=k

f(x)=mx+k, onde m>0 e k<0

a) INCORRETA
h(x) =g(x)—f(x) =k —(mx+k) =—mx que é uma funcdo decrescente.

b) INCORRETA

s(x) =f(g(x))=f(k) gue possui um valor Unico e negativo.
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c) INCORRETA

f(x)-g(x)20=f(x)-k>0 k;;) f(x)<0ex<t
d) CORRETA
g(f(x)=k=g(x), vxeR

RESPOSTA: D

8.
_ +3 _ Xx+3
y=g(x)=2x-3g  (y)= :VT:»g =222

1°) (fog)(x)=f(g(x)) =4x* —6x—1 se x>1

f(g(e7 () =a(g ™00’
< f(x)= 4(X+3j ( ) 1 se E>1

S f(x)=x>+3x—1 se x

—6-g 1 (x)-1se g t(x)>1

2°) (fog)(x)=f(g(x))=4x+3 se x<1

f(g(g_l(x))):4( 1(x))+3 se gt (x)<1
< f(x)=4- (X 3) 350 X34

2 2
< f(x)=2x+9 se x<-1

2
_ >
Portanto, f(x):{x +3x—1se x=>-1

2x+9 se x<-1
. FALSA
Contra exemplo: f(-1)=—3=3=f(1)
Il. FALSA

Como f(0)=—-1=f(-5), a funcdo f(x) n3o é bijetora em todo o seu dominio e, consequentemente, n3o

admite inversa em todo o seu dominio.

11l. VERDADEIRA

Se x<—1, entdo f(x)=2x+9 que é crescente em ]—o0,—1][.
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, . . L. , , -3
Se x>-1, entdo f(x):x2 +3x—1 é crescente, pois a abscissa do vértice da parabola é x,, =7 =-1,5 o que
implica que a funcdo é crescente em [—1,5;+oo[ .
IV.FALSA

Se x<—6, entdo f(x)<f(—6)=2-(—-6)+9=-3.

Outra maneira de encontrar f(x) é efetuar operagdes algébricas em (fog)(x) a fim de representa-la em

funcdo de g(x).

Se x=>1, temos:

(Fog) (0 =F(g(x))=ax? —6x—1=(4x® —12x+9) + (6x—9)~1=(2x—3)* +3-(2x-3)~1=
~(gx))’ +3-g(x)-1

x>1=g(x)>g(1)=2-(1)-3=-1

=f(x)=x>+3x—1 se x>-1

Note que, na expressdo f(g(x))=(g(x))2 +3.g(x)—1, substituimos g(x) por x, por isso devemos ter x>—1.
Se x<1, temos:

(fog)(x)=f(g(x))=4x+3=2-(2x-3)+6+3=2-g(x)+9

x<1l=gx)<g(1)=-1

=f(x)=2x+9 se x<—-1

RESPOSTA: B

9.

a) VERDADEIRA
g(f(0,4))=g(0,8)=0,8>g(f(x)), vxe[0,1]
Note que 0,8 é o valor maximo de g(x).

b) VERDADEIRA

No intervalo [0;0,3], g(x) é decrescente.

Logo, se 0<f(0,05)<f(0,1)=0,3, entdo g(f(0,0S)) >g(f(0,1)).
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c) VERDADEIRA

No intervalo [0,3;0,8], o grafico de g(x) é uma reta que liga o ponto (0,3;0,3) ao ponto (0,8;0,8).
Portanto, se x€[0,3;0,8], temos g(x)=x, o que implica g(g(x))=g(x)=x.

d) FALSA

No intervalo [0,8;1], a fungdo g(x) é decrescente. Assim, se f(0,6)>0,8, entdo
g(f(0,6))<g(0,8)=g(f(1)).

RESPOSTA: D

10.

V4

N

a) f(f(1))=f(0,5) (CORRETA)
f(1)=-0,5=f(f(1)) =f(-0,5)=-0,5=(0,5)
b) f(x)+1>0, VxR (INCORRETA)
f(x)>-1,VxeR<f(x)+1>0,VxeR

c) f(0)<f(x), VxR (CORRETA)

f(x)>f(0)=-1,vxeR
d) se g(x)=f(x)—1, entdo g(—2):f(§j (CORRETA)

g(—2)=f(—2)—1=1—1=0=f(§j

RESPOSTA: B

11. Para que (g-f)(x)=g(f(x)), devemos ter x D; e f(x)eDy.

xeDf<:>x2—5x+620©x£2 ou x=3

f(x)eDg SF(x)=Vx? —5x+6>0>x#2 e x#3
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Fazendo a intersec¢do das duas condicdes, temos:
Dg.f ={x€R|x<2 ou x>3}=R—[2,3].
Atencao para os extremos do intervalo!

RESPOSTA: B

12.

(V) No conjunto A existem apenas 15 nimeros inteiros.

O dominio de f é A=]-8,8 que contém 15 nimeros inteiros. Observe que f(0)=4.

(F) Se B=[-4,4], entdo f é sobrejetora, mas ndo é injetora.

f ndo é sobrejetora, pois a ordenada y=0 ndo é imagem de nenhum elemento do dominio. Note que a reta
horizontal y=0 ndo corta o grafico em nenhum ponto. Observe ainda que f realmente ndo é injetora, pois

ha retas horizontais que cortam o grafico em dois pontos.

(V) A composta (fofofo...of)(4)=f(4) ou f(-4).

Seja f"(x)=(fofofo...of)(x) e considerando que f(4)=-4 e f(-4)=4, entdo

n vezes
Se n épar f"(4)=f(-4).

Se n éimpar f"(4)=f(4).

Vamos demonstrar por inducdo finita que isso é verdade para n impar (o resultado para n par serd uma
consequéncia imediata).

Seja n=2k+1, com keZ . Sabemos que a afirmago é verdadeira para k=0, pois f:(4)=f(4).
Supondo que f24D () = £(4) (hipdtese de indugdo), entdo

F23) (4) = (o £ 1240 () = (£(£24 () = (£ (£(4))) = £(F(—)) = F(a) .

Portanto, pelo Principio da Indugdo Finita, f"(4)=f(4) para n impar.

(F) f éfuncdo par.
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A funcdo f ndo é par, pois o grafico ndo é simétrico em relacdo ao eixo das ordenadas.

Note que se tivéssemos f(0)=0, a funcdo f seria impar, pois o grafico seria simétrico em relacdo a origem.

RESPOSTA: A

13.

g(b)e]o,1[=h(b)e]2,3[

RESPOSTA: C

14.

A y=p(x)

L

T e
(o 4 S

a) px) <0<=>{xeR|x<0ouc<x<r} (VERDADEIRA)

O conjunto corresponde a abscissa dos pontos do grafico que se encontram abaixo do eixo Ox, ou seja, que

possuem ordenada negativa.

b) p(p(p(p(p(1))))=p(p(p(p(r)))) (VERDADEIRA)

27



MATEMATICA LY [e]»]V]Xe}]

PROF. RENATO MADEIRA PROMILITARES — AFA/EFOMM/EN

p(N=-r=p(p(r))=p(-r)=—a=p(p(p(r)))=p(-a)=—a.

assim, p(p(p(p(p(1))))=p(p(p(p(r)))=—2.

c) Existe um Unico xeA tal que p(x)=c (FALSA)

p(0)=p(b)=c

d) Im(p) ={—r}U]—c,c] (VERDADEIRA)

O conjunto Im(p) ={—r}\U]—c,c] corresponde a projec¢do do grafico sobre o eixo das ordenadas (Oy ).

RESPOSTA: C

15.
A={0,1,2,3}

f:A—>A
f(3)=1
f(x)=x+1,sex#3

=f(0)=1,f(1)=2,f(2)=3
(fofof)(x)=3=F(f(f(x))) =3 = f(f(x)) =2 <= f(x) =1<>x=00ux =3

Logo, a soma dos valores de x tais que (fofof)(x)=3 é 0+3=3.

RESPOSTA: B

16. Como g(x)=f(x)—3u, o grifico de g pode ser obtido a partir do grafico de f deslocando-o 3u

verticalmente para baixo.

—
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Como h(x)=g(x+u), o grafico de h pode ser obtido a partir do grafico de g deslocando-o horizontalmente

u para a esquerda.

y A
3u
2u
u i
.—”/./ -~
u 2u 3u B
;_‘T—T_t‘—-___ ! /‘/. = o >
e 0 b -
\\.\\\:G ':\_ S > * e ’_'/L”;’;_L‘f’,
-2G<%>>f’

, 0 grafico de j pode ser obtido a partir do grafico de h espelhando-se as partes negativas

como j(x)=|h(x)
em relag¢ao ao eixo Ox.

y £
3u
2
J u
u 2u 3u -
TTomee 0 /_,«”/ 4u X
h ™ & e
___/
20

Logo, o grafico que melhor representa a funcdo j é o da opcao (a).

RESPOSTA: A
17.
-3 se x=-4
Xx+4 se —4<x<0
0 se x=0

A funcdo g é dada por g(x)=
¢o g por & 2 se 0<x<3

—X+3 se 3<x<5

5 se x=5

(F) Afuncdo g possui exatamente duas raizes.

A funcdo g possui apenas uma raiz x=0.
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(V) g(4)=—g(-3)

g(4)=—4+3=1
g(-3)=—3+4=1

}2g(4)=—g(—3)

(F) Im(g)={-3}u]-2,4

Aimagemde g é Im(g)={-3}U]-2,4[ U{5}.

(F) A fungdo definida por h(x) =g(x)+3 NAO possui raiz.
h(-4)=g(-4)+3=-3+3=0, ou seja, x=—4 éraizde h.
(V) (gogogeo...og)(-2)=2

g(-2)=2 A g(2)=2=(g-goge....g)(-2)=g(g(...g(g(-2))))=g(g(...£(2))) =2

Note que, como g(2)=2, entdo (g ogog o...og)(2)=2 , qualquer que seja o numero de composi¢oes.

RESPOSTA: A
18.
X
fo(x)=——
0 x+1
X
£ () =(£, of, ) () = £, (£, (x) :f( X ): xtl _ X
1 (0 O) 0(0 ) 0 11 « P~
——+1
x+1
X
£, (x)=(f o f, ) (x) =f, (f; (x) :f( X ): 2x+1 __ X
’ (O 1) 0(1 ) o\ 2x+1 X 3x+1
—+1
2x+1
Vamos ent&o supor que f,(x)=———=———, VneN, e provar que esse resultado é verdadeiro pelo Principio
(n+1)x+1

da Inducao Finita (P.L.F.).

Ja mostramos que a proposicdo é verdadeira para n=0,1,2.

Supondo que f (x)=;, ara algum k e N, entdo temos:
P e K (k+Dx+1' " & <
X
fk+1(x):foofk(x):fo(fk(x)):fo( X ): (k+Dx+1 _ X -
(k+1)x+1 X 11 (k+2)x+1

(k+1)x+1
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Logo, pelo Principio da Indugdo Finita, conclui-se que f, (x)=—~ VneN.
(h+1)x+1
RESPOSTA: D
OBSERVACAO

O Principio da Indugdo Finita (P.l.F.) estabelece que, se uma determinada propriedade é valida para n=ny e,
supondo que ela seja vélida para n=k>ng, pode-se concluir que ela também é vélida para n=k+1, entdo a

propriedade é valida para todo nimero natural n=ng.

19. Vamos identificar o valor de x para o qual g(x)=16.
g(x)=9x-11=16<>9x =27 <>x=3

Portanto, g(3)=16.

Fazendo x=3 na expressdo f(g(x)):g(ngl), temos:

f(g(3))=g(§+1j@f(16)=g(§j=9-%—11:1

RESPOSTA: A

20.

(fog)(x)=f(g(x))= :>4g(x)—1¢0<:>g(x)¢%

1
4.g(x)-1

1 1
g(x)¢4<:>2x £ OXET——

zf

D —{xeRlx;ﬁ— 1 AX# 1 }
(fg) 22 22

RESPOSTA: B

21. O gréfico de uma funcdo e sua func¢do inversa sdo simétricos em relacdo a reta y=x (bissetriz dos

quadrantes impares — PB;3).

Nas alternativas A), C) e D) ndo hd essa simetria.
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Na alternativa B), o grafico de f(x)== é simétrico em relagdo a Bq3- Logo, ela é igual a sua inversa, que é o
X

que esta indicado na figura.

Na alternativa C), por outro lado, o grafico de f(x)=x também é simétrico em relagdo a B13 (na verdade é a

propria). Logo, ela também 3 igual a sua inversa, mas a opc¢ao indica outra funcao.

Portanto, a alternativa correta é B).

Y i - <2 +1 Y ’
(Ld = glx) = ——
A) - B) x

> 0 X
Py 2 B3

X
C) D) y {{x) = e

qlx) = ¢~ *

B3

RESPOSTA: B

22. O gréfico de uma funcdo e sua fungdo inversa sdao simétricos em relacdo a reta y=x (bissetriz dos

quadrantes impares — 343 ). Na alternativa B), ndo ha essa simetria.

t1a / Hha

// //

C)

RESPOSTA: B
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23.

2+\J4-4-1-(3—y)
2

y=f(x)=x? —2x+3=x* —2x+(3-y) =0 x= Sx=1+,y-2,y>2

Como x>1, entao x:1+«/y—2, y=2.

Invertendo as varidveis, temos: f 1 (x)=y=1+/x—2, x>2.

RESPOSTA: B

24.

f(5x+3)=x=f 1(f(5x+3))=f 1(x) = f 1(x)=5x+3
a) £ 1<f(5)=28 (INCORRETA)

f1of(5)=f1(f(5)) =528

b) £ é funcdo impar. INCORRETA)
f1(—x)=5(—x)+3=—5x+3

Logo, f1n3oé par e nem é impar.

c) (fof)(=7)=1 (INCORRETA)
5x+3=—T7<x=—2=f(5-(-2)+3) =2 <= f(-7)=-2
Sx+3=—2cx=-1=>f(5(-1)+3)=-1f(-2)=-1
(f£)(-7) =f(f(-7)) =f(-2) =1

Note que poderiamos ter encontrado a expressdo de f(x), encontrando a inversa de F1(x):

y—3 x—3

y-3 x=—&flx)=—=
5 5

f_l(x)zy:5x+3<:>x:T<:>f(y)

d) (fFof1)(x)=x (CORRETA)
Essa expressao é uma consequéncia imediata da defini¢cao de fungao inversa.

RESPOSTA: D

25.

h~1(10) =k <h(k) =10 < g(f(k)) =10

g(F() =2[f (W] +2=10 = [f(O] =4
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Como f(k)eD(g)=R,, entdo f(k)=2.

f(k)=3k2—3=2<:>k2=§<:>k:§

Note que k>0, pois keD(f) =R, .

RESPOSTA: D

26. Vamos, inicialmente, obter a expressdo de g(x):

f(x)=x+2=f(g(x))=g(x)+2
f(g(x))=g(x)+2:§<:>g(x)=§—2
Vamos agora encontrar a expressdo de g_1 (x).
X . (*) .
g(x)zy:E—2c>g (y)=x=2y+4=g  (x)=y=2x+4=2f(x)
(*) Troca de x por y e vice-versa.
RESPOSTA: D
27.

g(6)=a>f(a)=6=>f(a)=3a’ —6a=6<>a’—2a—2=0<>a=

Zig/ﬁzli\/g

D¢ :[1,+oo):>a:1+«/§:>g(6):1+\/§

IIél
gl

g(3)=b<:>f(b)=3:>f(b)=3b2—6b=3<:>b2—2b—1=0<:>b=2_
D =[1,+0)=b=1+12 =g(3)=1+2

(66)-g@F =[(1++3)-(1+2)] =[V3—2f =3-206+2=5-26

RESPOSTA: C
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28.
sy
VR

f(x)=x+2=f(2)=4
f(2)=g(2)=4
gx)=kxrg(2)=4=k-2=4<=k=2=g(x)=2x

a) (fog)(x)=0=>g(x)>—2. (CORRETA)

(fog)(x)=f(g(x))=g(x)+2>0<=>g(x)>-2

-1

(F()) (2 ()"

b) se s(x)= entdo o dominio de s é dado por R —{-2} . (CORRETA)

s(x)=\/ -1 =\/ )
(1) (800)™ \(x2)"* (20"

(x+2)'° (2" <0 = x<0Ax=-2=D(s)=R" —{-2}
c) se h: R —B tal que h(x)=f(x)-g(x), entdo h serd bijetora se B=[-2, + o[ . (ERRADA)

h(x) =f(x)- g(x) = (x +2)(2x) = 2x% + 4x n3o ¢ injetora, logo n3o é bijetora.

29.
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-1

f
d) o grafico da fungdo jdefinida por j(x)= 1 ) possui pontos no 42 quadrante. (CORRETA)
g (x)

fl(x)=x-2

-1 _5
g (x)—2

) _x-2_2-4__ 4

gl(x) X X X
2

=jlx)=

que possui pontos no 4° quadrante, por exemplo, (1,-2).

RESPOSTA: C

—(-4) _,
2-1

29. Analisando a fungdo f; (x)=x* —4x+7, para x=>2, observa-se que a abscissa do vértice é x,, =
Portanto, f; é injetora e sua imagem é Im(f,)=[3,+o0[ .

Analisando a funcdo f, (x)=2x—1, para —1<x<2, observa-se que ela é injetora e sua imagem é
Im(f,)=]-3,3[.

Analisando a fungdo f3(x):—x2—2x—4, para x<-1, observa-se que a abscissa do vértice é

=2
V7 2.(-1)

Como as trés funcgdes sdo injetoras e suas imagens ndo possuem intersecdo, entdo f é injetora.

=-1. Portanto, f; é injetora e sua imagem ¢ Im(f;)=]-0,-3].

A imagem de f ¢é dada por Im(f)=Im(f,)ulm(f,)ulm(fy)=[3,+c[ U]-3,3[ U]-0,-3]=RR, entdo f &
sobrejetora e, consequentemente, bijetora. Isso implica que f admite inversa.

A seguir esta o grafico de f onde também é possivel identificar a bijetividade.

falx) = —a° 2r

Ainversa de f; (x)=x2 —4x+7,para x>2, é dada por:

4i\/16—4- 7—
=x> —4x+7 x> —4x+(7-y)=0=x= ( y)ZZi\/V—3,V23

Y 2

Xx>2=x=2+.Jy—3=F1(x)=2+x-3, x>3
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Ainversa de f,(x)=2x—1, para —1<x<2, é dada por:

+1 _ +1
y:2x—1<:>x=yT:>f 1(x)=XT, —3<x<3.

Ainversa de f,(x)=—x*> —2x—4, para x<—1, é dada por:

2+ fa-4.(4
y=—x*—2x—4 X% +2x+(4+y) =0 x= (4+v) —1+-y-3, y<-3

. =

X<-1=>x=-1- —y—3:>f_1(x)=—1—\/—x—3, x<-3

24++/x—=3, x=>3

_ +1
Logo, ainversade f & f(x)= XT' —3<x<3.

~1-+/-x-3, x<-3
Portanto, a alternativa b) é a correta.
Note que f1(—5)=-1—+—(-5)-3=-1-+/2.

E interessante observar que as alternativas a) e c) estabelecem a mesma coisa. Assim, se uma estivesse
correta, a outra também estaria. Logo, ambas precisam estar erradas.

RESPOSTA: B

30.
( F ) Nas fungdes reais g:C— A e f: A—B, se existe a fungdo composta (fog):P—)S, entdao P=C e S=B.
Uma condicdo suficiente para que exista a fungdo compostaé PcC e BcS.

(F) Se h:{m,n,p} —{m,n,p} é uma fungdo tal que h(m)=p, h(n)=m e h(p)=n, entdo h é uma fungdo

injetora.

Se h(p)#n, entdo h(p)=m ou h(p)=p, portanto h ndo é injetora.

X+1, se xzle x#2

(V) se f:{0,1,2} -1{0,1,2} é uma fungdo tal que f(x)=4x, se x=2 entdo (fofof) T (x)=1 se,
x—1, se x=1

e somente se, x=0.

(Fofof) T (x) =1 (fofoF)(1) =x < x =F(F(f(1))) =F(£(0)) =f(1) =0

f(1)=1-1=0

f(0)=0+1=1

RESPOSTA: A
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31.
f1(90) =k < f(k) =90 = f(x) = 100k=90©1+2‘k:E®2‘k
1+2° 9
k 11
(gof1)(90)=g(f1(90)) =g (k) =22 =(2¥)2 =92 =3
RESPOSTA: B
32.

1
x 100 -——
y_1ox—1o - 10¢ 107 -1

10 +107%  qgc, 1 10%+1
10"

<102y +y=10"% -1

Ty

1 1+ 1 1+
<:>102X(1—y)=1+y<:>102" =1—<:>2x=|0g10(1—yj<:>x=—|0g10( y]

2

(e 1 1+
Trocando as variaveis f 1(X):y:E|og10 (1—)()

REFERENCIA: Mathematics Today — November 2014 — pg. 10.
RESPOSTA: A

1
-2k =9
9

1-y
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