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APRESENTACAO

Nesta aula, aprenderemos a operar com numeros complexos. Esse € um assunto muito
cobrado nos concursos. Por isso, vamos resolver vdrias questdes para garantir nossos pontos na
prova!

Estudaremos operagdes com numeros complexos, médulo e conjugado de um numero
complexo, forma trigonométrica, férmulas de De Moivre e polindmio complexo.

Caso tenha alguma duvida, entre em contato conosco através do forum de duvidas do
Estratégia ou, se preferir:

(W)W

@ /profvictorso
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1. DEFINICAO

Podemos entender os numeros complexos como a extensdao do conjunto dos reais. Ela
surgiu como tentativa de se resolver uma equagao que possuia solu¢des com raiz quadrada de
numeros negativos. Por exemplo:

Prof. Victor So

x*+x+1=0

Possui raizes:
-1+v-3
X = B —

Como no conjunto dos reais nao é possivel calcular v—3, definiu-se o valor (—1) como i
e assim encontramos:

_—1i\/i23_—1ii\/§
B 2 B 2

X
i é dito unidade imaginaria.
O conjunto dos numeros complexos é representado pelo simbolo C.

Um numero z € C é um par ordenado (a,b) coma,b € R que satisfaz as seguintes
propriedades:

Sejaw = (c,d) € C,comc,d € R.
i) lgualdade:
Se z = w, temos:
(a,b) =(c,d)ea=ceb=d
ii) Adicao:
z+w=(ab)+ (c,d)=(a+c,b+d)
iii) Multiplicacdo:
z-w=1(a,b)-(c,d) = (ac — bd,ad + bc)

CURIOSIDADE

&

Rafael Bombelli foi um algebrista italiano que nasceu em janeiro de 1526 em Bologna
(Italia) e morreu em 1572, provavelmente em Roma, Itdlia. Talvez tenha sido o
matematico mais importante da Italia, sendo pioneiro no estudo sobre os nimeros
imagindrios. Sua principal publicacio sobre algebra (Algebra), composta de cinco
volumes, so foi editada no ano seguinte a sua morte (1573).

AULA 18 - NUMEROS COMPLEXOS
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Tudo comegca com Bombelli (1526-1572), discipulo de Cardano (Girolamo
Cardano nasceu em 24 de setembro de 1501 em Pavia, Italia. Morreu no dia 21 de
setembro de 1576, em Roma), que utilizou o método desenvolvido pelo seu mentor,

na equacdo: x3—15x —4 = 0. Ele obteve como solugdo: x = 3\/2 +v—121+

3

V2 —+—121. Embora parecessem estranhas as raizes quadradas de numeros
negativos, Bombelli trabalhava livremente com elas, aplicando as regras usuais da
algebra.

Bombelli mostrou que V2+vV—121=2+vV—1 e v2—+v—121=2—+V—1.
Portanto, a solugdo x = ?{/2 +v—121 + i/Z —V=121=2++V-14+2—-+v-1=4.

Dado que 4 é realmente raiz da equacao, a partir desse momento, os matematicos
comegaram a usar as raizes quadradas de numeros negativos, ainda que fosse
desconfortavel aparecer vV—1. Hoje, chamamos essa raiz quadrada, v—1 de unidade
imagindria e a representamos pela letra i. Somente no século XIX, quando Gauss (1787-
1855), o principe dos matematicos, divulga a representacdao geométrica dos numeros
complexos, aquela sensacao desconfortavel da raiz quadrada de um niumero negativo
desaparece.

2. FORMA ALGEBRICA

Considere o nimero complexo z = (a,b),a,b € R.

Pela propriedade da adi¢cdao temos:

z=(a,b) = (a,0) + (0,b)
Usando a propriedade da multiplicagao, veja que (b,0) - (0,1) = (0, b):

(b,0)-(0,1)=kh-0-0-1,b-1+0-0)=(0,b)
Desse modo:
z=1(a,0)+(0,b) =(a,0)+ (b,0)-(0,1)
O par (0,1) é chamado de unidade imaginaria e definido como i.
0,1 =i
Os pares (a, 0) e (b, 0) sdo ditos numeros reais.
(a,0) =ae(h,0)=0>b
Logo, encontramos:
z=(a,b) =a+ bi

Essa é a representacdao do nimero z na forma algébrica.
a é dito parte real de z ou Re(z).

b é dito parte imaginaria de z ou Im(z).

AULA 18 - NUMEROS COMPLEXOS 6



-5

¥ Estratégia

Militares

Prof. Victor So

Um numero z sera real quando z for daformaz = a,a € R.

Um numero z serd imagindrio puro quando z for da forma z = bi,b € R.
Observe que as poténcias de i seguem um padrao:

i“=-1
i3 =—i
it=1
i =i
i®=-1

Perceba que os valores de i se repetem, as poténcias de i assumem apenas 4 valores
diferentes.
Ent3o, se uma questdo lhe pedir para calcular um nimero complexo com i"*,n € N, basta
dividir n por 4 e encontrar o resto da divisao.

Logo, temos a seguinte relagao:

Ly (2

l

l-r

n € N er é oresto da divisdao de n por 4
Por exemplo:

. 257 .
Descubra se o numero i“”’ é real puro.

257

Logo, o numero 257 ¢ imaginario puro.

2.1. OPERAGCOES DOS NUMEROS COMPLEXOS

2.1.1. IGUALDADE ENTRE NUMEROS COMPLEXOS
Sejaz = (a,b)ew = (c,4d).

zZ=Ww

Pela propriedade dos nimeros complexos, temos:

(a,b)=(c,d)ea=ceb=d
Entdo:

AULA 18 - NUMEROS COMPLEXOS
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la+bi=c+dieoa=ceb=d]

Na igualdade, basta igualar os termos reais aos termos imaginarios.

2.1.2. ADICAO DE NUMEROS COMPLEXOS
Sejaz = (a,b)ew = (c,d).
Pela propriedade da adigao:
z+w=(ab)+ (c,d)=(a+c,b+d)
Fazendo (a,b) = a+ bi,(c,d) =c+die(a+c,b+d)=(a+c)+ (b+ d)i:
z+w=a+bi+c+di=(a+c)+(b+d)i
]z+w: (a+c)+(b+d)i]

Na adicdo, basta isolar os termos reais e os termos imaginarios e soma-los.

2.1.3. MULTIPLICACAO DE NUMEROS COMPLEXOS
Sejaz = (a,b)ew = (c,4d).
Pela propriedade da multiplicacao:
zw = (a,b)(c,d) = (ac — bd,ad + bc)
Fazendo (a,b) = a+ bie (c,d) = c+ di:
zw = (a + bi)(c + di)
Desenvolvendo algebricamente essa multiplicagao:
zw = (a + bi)(c + di) = ac + adi + bci + bdi?
Fazendo i* = —1:
ac + adi + bci + bdi? = ac + (ad + bc)i — bd = (ac — bd) + i(ad + bc)
‘zw = (ac —bd) +i(ad + bc)’

2.2. MODULO E CONJUGADO DE UM NUMERO COMPLEXO

2.2.1. MODULO DE UM NUMERO COMPLEXO

Sejaz = a + bi,a,b € R. Mdédulo de um nimero complexo é definido como |z|, cujo valor

|z| = ‘/az + b®

AULA 18 - NUMEROS COMPLEXOS
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2.2.2. CONJUGADO DE UM NUMERO COMPLEXO

Sejaz=a+ bi,a,b € R. O conjugado de um nimero complexo z é definido por Z e seu
valor vale:

Z =a — bi

2.3. PROPRIEDADES

Vamos ver algumas propriedades envolvendo o conjugado e o mddulo dos numeros
complexos. Citarei os principais que vocé provavelmente usard na prova.

DNz=zZoIm(z) =0, zéreal

2) zz = |z|?
3)z=12z
NWTFwW=7+w
5)ZW = Zw
6 T_ Z

)G =+
7) lz| = |2
8) Re(z) = (ZJZFZ_)
%nm@=<&2@>
10)Z% = (D))", n € N
11) |zw| = |z]|w]|
12) A = 2

) wl  |wl

13) |z| = w| < |z+w| < |z| + |w]
14) |z| — w| < |z —w| < |z]| + |w]
15) |z*| = |z|"

Demonstragao das propriedades:
1)z=zZoIm(z) =0,z éreal
Sejaz =a+ bi,a,b € R.
Z=a—bi
z=Z=a+bi=a-bi
Logo, para a igualdade ser verdadeira, temos b = —b. A Unica solucdo é b = 0.

Portanto, z é real.

AULA 18 - NUMEROS COMPLEXOS 9
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2) zZ = |z|?

zZ = (a + bi)(a — bi) = a? + abi — abi — b?i?
Lembrando i* = —1:

2
zZ=a’*—-b%*%?=a*+b*>=+a%+b? =|z|?

@
NIl
Il

N

NIl

=a+bi=a—bi=a+bi=2z
4)z+w=zZ+w

Sejaw =c +di,c,d € R.

Zz+w=a+bi+c+di=
(a+o)+ib+d) =
(a+c)—ib+d)=
a—bi+c—di=

Z+w

5)zw = zw

Zw = (a + bi) (c + di) =
(a—=bi)(c—di) =
ac — adi — bci — bdi? =
ac + bd —i(ad + bc) =

W

6) () =

SR

Condicdo de existéncia: w = c+ di # 0, c e d ndao devem ser nulos ao mesmo tempo.
Caso contrario, ndo poderiamos efetuar a divisao.

(Z) a + bi
w/  \c+di
Quando dividimos dois numeros complexos, precisamos tornar o divisor um numero real
e, para isso, podemos usar a propriedade (2) zZ = |z|%. Entdo, vamos multiplicar o divisor e o

dividendo pelo conjugado de w:
a+bi\ (c—di\ -
c+di)\c—di)

AULA 18 — NUMEROS COMPLEXOS
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(ac —adi + bci — bdi2>

c2 — d*i?
<ac + bd — i(ad — bc)) B
2 + d*

(ac + bd B i(ad — bc))
2 + d 2 + d*
ac+ bd i(ad— bc)
z t 2
c2+d c2+d
ac+bd +i(ad — bc)

c2 + d*
ac — bdi* + adi — bci _
c2 + d* -
a(c+di) — bi(c + di) _
c2 + d* B

(a—bi)(c+di)
(c+di(c—di)
a—bi z

c—di w

7) |z| = |z|
lz| = |a + bi| = /aZ+b2
1Z| = |a — bi| = Ja? + (=b)2 = |a? + b*
8) Re(z) = —(Z:Z_)
zZ=a+ bi
(z+z) a+bi+a—bi 2a
5 = 5 == a = Re(2)
9) Im(z) = ((Zz_l_z_))
zZ=a+ bi
(z—12) a+ bi — (a — bi) 2bi
( 2i )=< 2i >=2i=b=1m(z)

10) z" = (2)",n €N

AULA 18 - NUMEROS COMPLEXOS
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Vamos demonstrar usando o PIF (Principio da Indugao Finita):

a) Paran = 1, temos:

Logo, é verdadeira paran = 1.
b) HipStese: a propriedade é validaparam,m € Nem > 1. zm = (2)™
Tese: a propriedade sera vélida param + 1. Isto é: zn+1 = (z)m+!
Demonstragao:

7 = 7y
Pela propriedade (5) zZw = zw, temos:

N

Da hipotese:
"z = (2)"z = @)

Logo, a propriedade é vdlida para qualquer n € N.

11) |zw| = |z||w]
|zw| = |(a + bi)(c + di)| =
|ac — bd + i(ad + bc)| =
V(ac — bd)? + (ad + bc)? =

\/azcz — 2abcd + b*d? + a2d® + 2abcd + bc? =

\/azcz + b*d* + a2d* + b*c2 =
\/az (c2 + dz) +b* (c2 + dz) =
Y@ +5?) (24 0%) =
\/az + bz\/c2 +d* =

|z |w]

Il

12)

wl T wl
|£|_ a+bi
wl e+ di
(a + bi) (c — di)
(c + di) (c = di)

AULA 18 — NUMEROS COMPLEXOS
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ac+bd + i(bc — ad)| _
2 +d° -
lac + bd + i(bc — ad)| _
2 + d* -
J(ac + bd)? + (bc — ad)? B
2 + d* -
vVa2c? + 2abed + b*d® + b*c? — 2abed + a?d”
2 +d° -
Vazc? + b*d* + a?d” + bPc?
2 + d* -

J(az + bz) (c2 + dz)
Vaz + b2 + d? _
(CZ + d2)2
vat+b”_

|z|

|wi

13) Iz| — w| S |[z+ w| < |z] + |w]
|z+w|? =|a+bi+c+dil* =
la+c)+i(b+d)? =
(@a+0)?+B+ad)?=
%+ 2ac + %+ b* + 2bd + d* =
a? + b* + 2(ac + bd) + ¢* + d* =
|z|? + 2(ac + bd) + |w|?
Mas zw = (a + bi)(c — di) = ac + bd + i(bc — ad)
ac + bd = Re(zw)
|z + w|? = |z|* + 2Re(zW) + |w|?
Lembrando que 2Re(zw) < 2|zw| = 2|z||w| = 2]|z||w]
|z + w|? = |z|? + 2Re(zWw) + |W|? < |z|? + 2|z||w| + [W|? = (|z] + |w])?
Usando essa desigualdade, temos:

z+w)+(—wW)| < |z+w|+ |—w|

AULA 18 — NUMEROS COMPLEXOS 13
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1z| < |z + w|+ |w|

1z] — lw| < |z + w]

14) |z| = lw| < |z = w| < |z] + W]
Vamos usar a propriedade anterior.
Sabemos que |z + w| < |z] + |w|
lz—w+w| < |z—w|+ |w|
1z| < |z —w| + |w]
1z| — [w| < |z —w|
Também temos:

|z—=w|=lz+ (=w)| < |z] + [-w| = |z]| + |w]|

15) [z"] = |z|"
Usando a propriedade (11):

lzw| = |z]|w]

= lz|-|z| - ... |z] = |z|"

nvezes

|z =zz"z"..-z

nvezes

Prof. Victor So

1. Calcule as poténcias de i:

a) l-110

b) %
C) l-34—7

Resolugao:

a)° = 4x27 + 2= """

b) 2 =4x7+1=i% =i
c)¥=4x86+3:>i347 i3 =—i

Gabarito:a) —1 b)i c) —i

i =-1

2. Calcule:
a) (i+3)+(5—60)
b) (3 +4i)(7 — 2i)
o A+D)—-©1A-19)
) 243i
1+i
Resolugao:

a) 1+3D)+GB—-60)=1+5+3i—6i=6-—3i

b) B+4)(7—2i)=21—6i+28i—8i>=21+22i—8(=1)=21+8+22i =29+

22i
) A+D)—(1—D=1+i—1+4i=2

AULA 18 - NUMEROS COMPLEXOS
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1+i (1+0) (1-0) 1—i% 2 T2
Gabarito: a) 6 — 3i b) 29 + 22i c) 2i d) %

) 243i _ (243i) (1—i) __ 2-2i+3i-3i® _ 2-3(~D+i _ 5+i

3. Prove as propriedades apresentadas neste capitulo.
Resolugao:
Vide demonstragdes da aula.

4. Determine os valoresde x,y € R:
a) (x+yi?=2i
b) 3+yi=x+6i
) x+y+yi=2+i
Resolugao:
a) (x+yi)?=2i
x% + 2xyi + y2i® = 2i
x? —y? + 2xyi = 2i
{xz —y2=0
2xy =2
1

X =-
y

1)2 2 _
() —»*=0
(1_;’4)=0

y
yt=1=y=+1=x=+1

b) x=3ey=6

) x+y+yi=2+1

F+y=2
y=1
x=1

Gabarito:a) x,y e {—-1,1} b)x=3ey=6 cJx=1ey=1

3. FORMA TRIGONOMETRICA

3.1. REPRESENTAGCAO NO PLANO DE ARGAND-GAUSS

Os numeros complexos podem ser representados no plano cartesiano. Vamos definir o
eixo x como sendo a parte real do niumero complexo e o eixo y sera a parte imaginaria. Esse plano
sera chamado de plano complexo ou plano de Argand-Gauss.

Vamos definir z = (a,b) = a + bi,a,b € R e representar no plano complexo:

AULA 18 - NUMEROS COMPLEXOS 15
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b
b6 P(a,b)

O ponto P é chamado de afixo de z e 6 é chamado de argumento de z ou Arg(z).
Definimos p como sendo o valor da distancia de O até P.

Vamos calcular o valor de p aplicando o teorema de Pitagoras:
2 _ 2 b2 _ 2 2
pc=a“+b"=>p=_a*+b
Veja que esse valor é o mddulo de z!

p =+a*+b? =|z|
Vamos colocar a e b em fungdo de p e 6:

Usando trigonometria, temos:

a
cosf = E = a = pcosH

senf = ;:> b = psenf

Assim, podemos escrever z em fungdo de p e 6:

z = a+ bi = pcosf + ipsenf

1z = p(cosO + isend)|

Essa é a forma trigonométrica do nimero complexo. Também pode ser chamado de forma
polar.

O termo cos@ + isenf pode ser escrito como cisf.

Desse modo, z também pode ser escrito como:

O argumento de z pode ser escrito como:

Arg(z) =6

b
tg(6) = 2

AULA 18 - NUMEROS COMPLEXOS 16
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b
0 = arctg (E)

3.2. PROPRIEDADES

3.2.1. MULTIPLICACAO DE NUMEROS COMPLEXOS NA FORMA
TRIGONOMETRICA
Seja z; = |z1]|cis(01) e z, = |z, |cis(65).
Multiplicando os dois nUmeros complexos, temos:
2123 = |z1lcis(01)|zzlcis(87) =
|z1]|z2|(cosB1 + isenB)(cosO, + isenf;) =
|21||22|(6059100592 — senfsenf, + i(senfcosb, + Sené?zcosel))
Das formulas da soma dos angulos de seno e cosseno:
cos(8, + 0,) = cosf,cosf, — senfsenb,
sen(6; + 0,) = senb,cosb, + senf,cosb,
Substituindo na equacgdo, encontramos:

212y = |z1]123|(cos(01 + 6,) + isen(01 + 6,)) = |z11|2z|cis(01 + 6;)

2125 = |24]|2;|cis (01 + 65)]|

INDO MAIS

FUNDO!

-
»

Perceba que podemos usar essa propriedade para rotacionar um complexo, pois ao multiplicarmos

um complexo z = |z|cis@ por cisa, para a > 0, temos que o complexo resultante é
z' = |z|cis(6 + a)

Im

z' = |z|cis(0 + )

AULA 18 - NUMEROS COMPLEXOS
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Analisando algebricamente, temos para z' = x' + y'i:
x' +y'i = |z|(cos(8 + a) + isen(0 + a))
x'+y'i= Izl(cos 6 cos a — senfBsena + i(senf cos a + sena cos 9))
x"+y'i =|z|cosOcosa — |z|senOsena + i(|z|senb cos a + |z| cos O sena)
Substituindo z = x + yi, temos:
X+ yi =|z|cosO + i|z|senf = |z| cos 6 = x e |z|senf =y
x'+y'i =xcosa — ysena + i(y cosa + xsena)
_(x" =xcosa — ysena
N {y’ = ycosa + xsena
Essa é uma rotagao no sentido anti-horario.

3.2.2. DIVISAO DE NUMEROS COMPLEXOS NA FORMA
TRIGONOMETRICA

Dividindo os dois nimeros complexos, temos:
z1 _ |z1|(cosB1 + isenf)
Zy  |z21(cosB, + isenf,)
|z1|(cosB4 + isenb,) <|zzl(cosez — isen92)> _
|z,|(cosB, + isenf,) \ |z;|(cosOB, — isenB,)

|z1| (cosOicos0, + senB senB, + i(senb cosO, — senb,cos6,)
|1z, | ( cosB3 + senb’ )
Das férmulas da diferenca dos angulos de seno e cosseno:
cos(8, — 0,) = cosBcosO, + senbBsenb,
sen(6, — 0,) = senb,cosf, — senb,cosb,
E da propriedade da soma dos quadrados de seno e cosseno:
cos0z + senfz =1

Substituindo na equagado, obtemos:

21 |Zl'( cos(8; — 8,) + isen(; — ) = uas(e1 6,)
2

zy  |z4|

— =——cis(0 0

Zy | 2| ( 1~ 2)

HORADE

PRATICAR!

AULA 18 - NUMEROS COMPLEXOS
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5. Calcule o argumento dos nimeros:

a) 1+

b) 3+ 4i

c) —2-3i

Resolugao:

a) O argumento do nimero complexo é dado por:

arctg G)
Mas sabemos que tg(1) = %

Logo, o argumento é %.
4
b) arctg (E)

c) arctg (:—2) = arctg (2)

Gabarito: a) arg(1+i) =m/4 b) arg(3 + 4i) = arctg (g) c) arg(—2 —3i) =
3

arctg (E)

6. Transforme os niumeros complexos em sua forma polar:
a) 1+

b) 3+ 4i

c) V3—i

Resolugao:

a) 1+i=vZ(L+22) = vacis (%)

b) |3+ 4i| =V3*+4* =25 =5
Denominando z = 3 + 4i, vamos chamar seu argumento de 6.
Logo:

6 = arctg (g)

Sendo a forma polar z = |z|cis8:

3+ 4i = 5cis (arctg G))

c) \/g—i=2(§—é) =2cis(11T”)

2
11nm

Gabarito: a) V2cis (%) b) 5cis (arctg (g)) c) 2cis (T)

7. Sendo z; = 2cis (g) e z, = 4cis (g) Calcule:

a) Z1Zy

b) %

Resélugﬁo:

a) 2cis (g) 4cis (g) = 8cis (g + %) = 8cis (g) = 8i
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0 20— Beis(E-2) = Qeis(@) = ) (£ +1) = T+

Gabarito: a) 8i b) \/TE + i

4. FORMULA DE DE MOIVRE

PRESTE MAIS

ATENGAO!

oy

Esse é um tema muito cobrado nas provas, a maioria das questdes de nimeros complexos
podem envolver a féormula de De Moivre em seus calculos.

4.1. PRIMEIRA FORMULA DE DE MOIVRE

A primeira formula de De Moivre dizquedadoz € Cen € Z:
z = |z|cis@

z" = |z|"cis(n)

z" = |z|"cis(nO),n € Z

Vamos primeiramente demonstrar a formula paran € N:
Para isso, usaremos o Principio da Inducao Finita (PIF):
|. Paran = 0, temos:

z% = |z|%is(0) = 1
Logo, é valido paran = 0.
Il. Hip6tese: Sejam € N,m > 0. z™ = |z|™cis(m8B)
Tese: Se é valido para m, também sera valido param + 1.

2™t = |z|™*cis((m + 1)6)
Demonstragao:
z™tl = zmz = |z|™(cos(mB) + isen(m®))|z|(cosO + isend) =
|z|™*1 (cos(mB) cosd — sen(mB)send + i(sen(mB)cosd + senb cos(mb)) =
|z|™ 1 (cos((m + 1)0) + isen((m + 1)6)

*Usamos a formula do seno e cosseno:

sen(A + B) = senAcosB + senBcosA
cos(A + B) = cosAcosB — senAsenB
Portanto, a férmula de De Moivre é valida paran € N.
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Vamos provar paran € Z:
Usando PIF:
I. Paran = 0, temos:
z% = |z|%:is(0) = 1
Logo, é valido paran = 0.
Il. Hip6tese: Sejam € Z,m < 0. z™ = |z|"cis(mB)
Tese: Se é valido para m, também sera valido param — 1.

Demonstragao:
z™  |z|™cis(mB)

Zm=1 — — i
z |z|cisO

Pelas propriedades da divisao da forma polar:
z™ 1 = |z|™ Lcis(mO — 0) = |z|™ Leis((m — 1)6)

Logo é valido paran € Z.

4.2. SEGUNDA FORMULA DE DE MOIVRE

A segunda férmula de De Moivre diz respeito a radiciacdo dos nimeros complexos.

Dadoz € Cen € Ne z = pcisf:

. ., [0+ 2k B
\z = \/ﬁas<T>,nENek—0,1,2,3,...,n—1

Demonstragao:
Sejaw"=z,neNew = p,cis(8,) e z= pcis(6).
Pela primeira formula de De Moivre:
w' = plcis(8,)" = pl cis(nb,,)
Como w" = z:
pn cis(nb,) = pcis(0)
{ Py, =P
cis(nf,,) = cis(0)
Logo:
pn=p=p,="p
cis(nb,,) = cis(0)

cos(n8,,) + isen(nf,) = cos 0 + isenf
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{cos(new) = cos6
sen(nf,) = senf

Pega igualdade de seno e cosseno e sabendo que eles possuem periodo 2m:
nb, =0+ 2kn, k =0,1,2, ...

0+ 2km

0, = -
Portanto:

WwWtr=z=w="1z

vy = \/_as <9 + 2nn>

Se k = n, temos:

0+2nt 0
QW:T=H+ZE

0 6
cis (— + 271') = Cis (—)
n n

k deve variar de 0 an — 1 ja que para k = n, os valores comegam a se repetir.

Assim, w" = z possui n raizes! Cada uma dada por:
yfpcis (), k=0,12,..,n—L,n€Nen>2
E ainda, essas raizes, quando representadas no plano complexo, formam um poligono
regular. Uma vez que o mdédulo dessas raizes possui o mesmo valor ’{/_, podemos
afirmar que o poligono estara inscrito em um circulo de raio ’i/ﬁ

Vamos provar:
Seja z4, z3, 73, ..., Z" raizes de z, entao:

[ )] - 47
(5| =13l
(#5) = y

, (0+(n—Dm\| _ 1n
peis (Z=5)| = [p]
Desse modo, todos possuem o mesmo moédulo. O Unico fator que altera entre eles é
o seu argumento. Concluimos que todos pertencem ao circulo de raio |’i/ﬁ|

Agora, para provar que a figura que se forma no plano complexo é um poligono
regular, devemos mostrar que o angulo entre duas raizes vizinhas é o mesmo.

|z2] =

AULA 18 — NUMEROS COMPLEXOS
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Vamos supor z,,0 < k <n—1,k € Z, raiz de z. Vamos calcular os argumentos de

Zkr Zk+1 € Zj—1+ ou 2k
. +2km
Z, = ”,/pas( ~ )

Arg(zy) = 9+Tzlkn
Arg ) = 22k
Arg(z_4) = G+Z(+1)n

Vamos calcular o valor dos angulos arg(z,) — arg(z,_1) e arg(z,4+1) — arg(zy):
0+2kn  0+2(k—Dm _ (0+2kn—(0+2(k—1)m)) _ 2m
arg(z)) — arg(zj_,) = Z2T = )

arg(zj+1) — arg(z,) = — - - -
Portanto, todos as raizes adjacentes possuem o mesmo angulo entre elas. Sendo o
A 21 ,
angulo —, temos um poligono regular de n lados.

n n n n
0+2(k+ D 6+2km _ (0+2(k+D)m—(0+2km)) _ 2

Podemos afirmar também que os argumentos das raizes estdao em progressao
aritmética de razdo r = 2m/n.

Paran = 2, temos raizes diametralmente opostos no plano complexo.

Paran = 3, temos um triangulo equildtero inscrito na circunferéncia.

Para n =4, temos um quadrado cuja medida da diagonal é o diametro da
circunferéncia.

FIQUE

ATENTO!

0,0

' 4
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Toda vez que vocé encontrar uma questdo pedindo a raiz de z de z™ = 1, transforme 1 para sua forma

polar. Dessa forma, vocé encontrara todas as raizes de z e ndo apenas z = 1! Faca 1 = cos(2km) +
isen(2km) = cis(2km), k € N.

HORADE

PRATICAR!

@9

8. Sejaz = 2cis (g) Calcule:
a) z°
1
b) z2
Resolugao:
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a) 2% = (Zcis (g))g

Aplicando a formula de De Moivre:

(ZCiS (§)>9 = 2%cis (9?”) = 512cis(3m) = 512cism = —512

b) 72 = (ZciS (g))E =2cis (g) = ﬁ(cos (g) + isen (g)) = ﬁ(? n l(%) ) _ V6 i
Gabarito: a) =512 b) */2—3 + g

9. Determine todas as raizes de z® = 1 e represente essas raizes no plano de Argand-Gauss.
Resolugao:
2 =1 =cis(2kn),k=0,1,2, ...
Aplicando a féormula de De Moivre:
. 2km . km
Z =cCis (—) = cis (—)
6 3
Portanto, as raizes de z sdo:
. (T . (21 , . (4m . (5@
z1=1,z, =cis 3)Z3=cis(5),z = cis(m), zs = cis <) 2%6 = Cis(5
Representando essas raizes no plano complexo:

14

22

02 04 06 08 12Rel

<6

-12

e L =1 s (T s (27 oz s [AT .. (57
Gabarito: z; = 1,2z, = cis 3) 23 =Cls\+ ), Zs = cis(m),zg5 = cis 3 ) %6 = Cis (5
10.Sabendo que —1 + +/3i é uma das raizes ctbicas do nimero complexo z. Calcule o valor

de z.
Resolugao:

Quando a questdo afirma que um nimero complexo é raiz n-ésima de um numero
complexo z, para descobrir o valor de z basta elevar esse niUmero a poténcia de n.

z=(=1+3i) = (2 (-3+ ?i))3 = 23cis (2?”)3 = 2%cis(2m) = 8
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Gabarito: z =8

5. APLICACAO DOS NUMEROS COMPLEXOS NA GEOMETRIA

Os numeros complexos possuem aplicabilidade na geometria. Vamos explorar mais esse
assunto.

5.1. DISTANCIA ENTRE DOIS COMPLEXOS

Vamos representar dois nimeros complexos quaisquer no plano de Argand-Gauss:

TIm

w

Re

A partir do conceito de soma de vetores (estudado na Fisica), podemos ver que:
W=Z+%
Veja que X é o vetor diferenca (X = W — Z). Assim, a distancia entre os afixos z e w é dado

pelo tamanho do vetor W — Z. Sabemos do estudo de vetores que o tamanho de um vetor é
sinbnimo de maddulo do vetor, isto é:

dZ W) =dW,2) = |z — w||

*d(Z,w) é a distancia de vetor z ao vetor w.

Observando a figura, percebemos que podemos aplicar a desigualdade triangular e
encontrar as seguintes relagdes:

|z| = |x| < lwl| < |z]| + ||
|z| = |x| < |z + x| < |z] + ||

5.2. MEDIATRIZ

Sejaztalquez = {|z — z;| = |z — z,|,onde z,z,, z, € C}.
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Estamos buscando um conjunto de valores de nimeros complexos que possuem a mesma
distancia entre z; e z,. Areta que, por definicdo, garante que os pontos dela estardao equidistantes
a dois pontos, é a mediatriz.

Vamos calcular cada um dos mddulos e verificar que os pontos que satisfazem z sdao uma
reta, a qual é perpendicular a reta que liga z; e z;.

Demonstragao:

Considerando z = x + yi, zy = x; + y i e z; = x; + y,1, temos:

|z — z4] =J(x—x1)2+(y—y1)2e|z—zzl =\/(x—x2)2+(y—y2)2

Fazendo a igualdade dos mddulos:

2 2
|z — z1| = |z — z,] =>\/(x—x1)2 +(-y,) =J(x—x2)2 +(-v,)
x2=2.x.x+ x5 +y = 2.y.y, + ¥ =x2 = 2.x. 0+ x5+ y: = 2.y.y, + ¥
2.x( —x) + 2.y, —y1) = (g —x) (2 + 1) + 2 —y1) 2 + y1)
2.y, —y1) — 2 —y) 2 +y1) = =2.x(x, — x1) + (xz — %) (x5 + x1)

Portanto:

( Y, +3’1) X2 — Xq ( X2 +x1>
y - = - x—

2 Y, =Y, 2
Perceba que a equacdo acima é semelhante a equacao da reta (y—yo = m(x—xo)).
Além disso, podemos notar que y, = y12y2 =Yy, eXo= 1;er = xy. O ponto de encontro da reta

mediatriz com a reta que liga z; a z, é o ponto médio de z; e z, (ponto M).

Além disso, ao ver a condicdo de perpendicularidade entre as duas retas, observamos que
o coeficiente angular que liga z; e z, tem coeficiente angular S eal Ao fazermos a condicdo de

perpendicularidade da Geometria Analitica, verificamos que:
(_X2 —X1> ()’2 _y1> I
Y, =W . X2 — X1

Portanto, a reta definida por z é a mediatriz dos pontos z; e z,.
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5.3. CIRCUNFERENCIA

Vamos analisar o conjunto z = {|z — z,| = r:z,z;, € C,r € R, }.

Quando fazemos |z — z;| = r percebemos que queremos um conjunto de valores de z tal
que a distancia dele até z; é sempre constante e igual a r. Esse conjunto define no plano uma
circunferéncia de centro em z; e raio igual ar.

Vamos verificar analiticamente. Fazendo z = x + yi e z; = x1 + y, L.

Calculando |z — z4|, temos que:

2= 211 = [ 30 = (e +9,0] = =22+ (v —9,)" =7

5[G—x) 7+ =y =1

Representacado grafica:

A

AULA 18 - NUMEROS COMPLEXOS
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5.4. ELIPSE

Dado o conjunto z ={|z— 2|+ |z—2z,| =2a,noqualaec € R,}, esse conjunto
representa todos os pontos cuja soma de suas distancias a dois pontos fixos é constante e igual
2a.

Vamos considerar o seguinte caso como exemplo:
|z—c|+ |z+c| =2a

Esse lugar geométrico é conhecido como elipse, com focos horizontais nos pontos c e — c.
Podemos verificar isso analiticamente, fazendo a soma dos médulos e igualar a 2a.

|z—c|l+|z+c| =J(x—c)2+y2+J(x+c)2+y2 =2a
Apds sucessivas manipulacdes algébricas, chegamos em:
x2(a? — c2) + a?y? = a?(a? — c?)

. 2 o 2
Considerando que a? = b” + c?, como no teorema de Pitagoras, e fazendo b~ = a? — c?,
temos:

b*x? + a’y? = a?b*
Dividindo a ultima equagao por azbz, resulta na equacdo reduzida da elipse:

Y _
2 bz_1

2 2

X

Repare que a > b (b? = a? — ¢?). Assim, a elipse esta “deitada”, com os focos em (—c, 0)
e (c,0), conforme a figura abaixo.

tIm
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Para o caso de os focos da elipse estarem na vertical, devemos considerar o conjunto de
z={|z—ci|+|z+ci| = 2a,ondeaec € R,}

, . . .~ 2
Dessa forma, fazendo os mesmos cdlculos, considerando a mesma substituicdo de b” =

a? — c?, nés chegamos na equac3o reduzida da elipse “em pé”:
2 2
y° X
a p

Representagdo grafica da elipse com focos em (0, ¢) e (0, —c):

tIm

A elipse também pode ser definida pelo seguinte conjunto:
z={lz—z|+1|z—2z,| =2a,a € R, ez, z, € C}

Nesse caso, z1 e z, sdo os focos da elipse.

5.5. HIPERBOLE

Vamos considerar o conjunto z = {|z — ¢| — |z + ¢| = +2a,a,c € R, }.

Esse conjunto representa todos os pontos nos quais a diferenca entre a distancia de z a
dois pontos fixos é constante. O lugar geométrico que possui essa propriedade é a hipérbole com
focos nos pontos —c e c.

Dessa maneira, os focos da hipérbole estdao na horizontal e sua equacgao reduzida é dado

por:
x2 2
ﬁ‘%zl

Representagdo grafica da hipérbole de focos em (—c,0) e (¢, 0):
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De forma semelhante ao que ocorre para o caso das elipses, se considerarmos o conjunto
z={|z —ci| — |z + ci| = +2a,a,c € R,}, teremos nossa hipérbole com focos na vertical.
Porém, ao repetir os mesmos processos algébricos, chegamos em:

x2

y
2 2!

2

Representagdo grafica da hipérbole de focos (0, —c) e (0, ¢):

‘I m

\/
/\

A hipérbole também pode ser definida pelo seguinte conjunto:

z={lz—z]|—|z— 2| =+2a,a € R, ez,z, € C}
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Nesse caso, z; e z, sdo os focos da hipérbole.

5.6. PARABOLA

Para finalizarmos as figuras geométricas no estudo dos Numeros Complexos, vamos definir
o conjunto z = {|z —al| = |Re(z) + a|, no qual a € R. Neste conjunto, percebemos que
|[Re(z) + alé a medida de distancia entre duas retas verticais que passam por Re(z) e — a, na
qual chamamos de diretriz. Portanto, o lugar geométrico representado é a pardbola, cujo
parametro p = 2a.

Ao fazer a verificagao analitica (|x + yi — a| = |x + al), podemos chegar na expressao:
y? = 4ax,onde p = 2a

Representacgdo grafica da pardbola de diretriz d e foco (a, 0):

De forma semelhante, podemos ver que o conjunto dado por z = {|z—ai|l =
|Im(z) + ai|,no qual a € R também formara uma pardbola. Entretanto, agora tera foco na
vertical e sua diretriz estard na horizontal.

Fazendo os mesmos processos analiticos, chegamos a seguinte equac¢ao da pardbola:

x?> = 4ay,ondep = 2a

Repare que o termo ao quadrado na equagdo agora € x.

Representacgdo grafica da parabola de diretriz d e foco em (0, a):
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6. FORMULA DE EULER

A formula de Euler é uma féormula matematica que mostra uma relagdo entre a fungao
trigonométrica e a funcao exponencial. Essa féormula é dada por:

le® = cos6 + isen |

Onde 6 é o argumento real em radianos.

O interessante dessa férmula é que podemos usar as propriedades das funcdes
exponenciais para operar com os numeros complexos, por exemplo:

i(T4T T T ) T T 7T ) 7T
09 = o545 55 5) = o (75) + 5 ()
e\3' 4 cos(3+4)+Lsen(3+4) cos 17 + isen 17

Pelas propriedades dos complexos, podemos escrever:

35 = &3 . ¢

Usando a formula de Euler:

& e ot = (cos (Z) + £sen (Z)) (cos (Z) + 1sen (3)
= cos (3) cos (3) + sen () cos (3) + 1 sen (3) cos () = sen (3) sen (3)

= cos (E) cos (E) _sen (E) sen (E) +i| sen (E) cos (E) + sen (E) cos (E)\

3 4 3 4 3 4 4 3
COS(%+%) sen(%+%)
- i3+ = (_) (_)
e\3 4 Ccos 12 + i sen 12

AULA 18 - NUMEROS COMPLEXOS 32



W

//

& Estratégia

Militares

Prof. Victor So

Para 8 = m, temos um caso especifico da formula de Euler que é chamado de identidade
de Euler:

Veja que, por meio da férmula de Euler, podemos escrever as seguintes identidades:
e =cos@+isend (I)
e = cos(—0) +isen(—0) = e = cosO —isend (II)

Fazendo (I) + (II), obtemos o cosseno:

ei9 + e—i@
cosl = ————

2

Fazendo (I) — (II), obtemos o seno:
i0 —i6
e
senf = -
21
CURIOSIDADE

‘o.o @‘

A férmula de Euler pode ser provada por cdlculo ou pela série de Taylor. A titulo de
curiosidade, uma fungdo f, derivdvel n vezes, pode ser expandida em uma série de
Taylor. A expansdo de f em série de Taylor em torno do ponto x = a é dada por:

(a)(x a)t | ' (a)(x-a)? fM(a)(x-a)"
f@) = f@+7 § O g LT
Onde f"(a) é a n-ésima derivada da fungdo f no ponto x = a.

Quando a = 0, temos a série conhecida como série de Maclaurin:
rn n n

21
As seguintes expansdes sao alguns exemplos de séries de Maclaurln

a) Fungdo exponencial

x _ yo X"
er = Zn:OE
b) Funcdo cosseno
. Zoo (_1)n
COSX = Xn=0"Gor
c¢) Fungao seno

o (D" ont1
n=0 (2p+1)!
Aplicando a expansao em série de Maclaurin na fungéo e, obtemos:
i ix Dx i(—1)x3
em:Z,‘fo( " — 142 x ) iens
3!
Note que as partes reais de e** sdo os termos cu10 n é par e as partes imagindrias sao

os termos cujo n é impar. Separando as partes reais e imaginarias, encontramos:

senx =),

2n n,2n+1
ix — o (_1)nx ( 1)
e = Zn=0 2n)! +1 2” 0 @2n+1)!
cosXx senx
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Portanto, temos a formula de Euler:
e =cosx+isenx

7. RESOLUGCAO DE PROBLEMAS TRIGONOMETRICOS COM

COMPLEXOS

Vocé sabia que podemos resolver alguns produtos trigonométricos usando numeros
complexos? Vejamos um exemplo de questao:

7.a) Calcule o valor da soma
S = cos (E) + cos (3_71) + cos (S—R)
7 7 7
Resolucao:

A principio poderiamos usar as transformacdes trigonométricas para encontrar o valor da

expressao, mas vamos aprender outro método. Seja z € C tal que
T s

Z=coS—+isen—
7 7

Podemos escrever os cossenos da soma em funcao de z. Aplicando a formula de Moivre,
temos:

TL'+_ T
Z=cosS=+isen=
7 7

%= cos(——)+isen(—;) =cosg—isen;

+1 5 T T 1( +1)
= _—= 1 _—— —
z ~ cos7 cos7 > Z Z

Analogamente:

5= 37T+_ 3m 1 37r__ 37r:> 37r_1z3+1
—cos7 Lsen7ez3—cos7 lsen7 cos7—2 p
- 57T+_ Sm 1 57r__ 57r:> St 1 5_|_1
Z—cos7 Lsen7ezs—cos7 lS€Tl7 cos7—zz =

Dessa forma, a soma fica

S = cos (E) + cos (S—H) + cos (S—H)
B 7 7 7
1 1 1 s 1 28+ 7244+ 28 4+ 224+ 2721041
S=—<z+—+z3+—+z +—)
2 z 73 z° 275

Note que

Z7=cosm+isenn =z = —1]

Multiplicando essa equagdo por z e z3, obtemos:
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710 — _,3

Fazendo as substituicdes na soma:
26 +z*—z+4+22-23+1 1—-z+z22—-23+2z%+2°
5= 2z° B 225
Note que podemos transformar o numerador da soma em uma PG de razao —z, veja:

PG derazao—z

1—z4+22—2342%—254 26+ 2°

225
Dessa forma:
(—2)" -1
S =%+ZS _ -7+ D) +2z°(—z—-1)
2z° 2z5(—z—1)
Masz’ = —-1=2z"+1=0, logo:
z5(—z—-1 1
g2z . 1
2z5(—z—1) 2

Interessante, nao? Se vocé prefere operar com complexos, esse método pode ser muito
util para vocé!

8. QUESTOES NIVEL 1

1. (EEAR/2019)

A parte real das raizes complexas da equagdo x> — 4x + 13 = 0, é igual a
a)l

b) 2

c)3

d)4

2. (EEAR/2018)

Dado o numero complexoz = a + bi,sez +Z=10ez—Z = —16i,entdoa + b é
a) -6

b) -3

c)2

d) 8

3. (EEAR/2018)

Sejam os numeros complexos z; =1 —1i,z, = 3 + 5ie z3 = z; + z,. O modulo de z3 é igual a
a) 2v/2

b) 4v/2
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c)2V3
d) 4V3

4. (EEAR/2008)
O mddulo do complexo z
a)3
b) 4
c)5
d)6

-3 + 4ié

5. (EEAR/2008)

2053 gphtém-se

Calculando i
a)1

b) i

c)—i

d) -1

6. (EEAR/2017)

Se i é a unidade imaginaria, entdo 2i3 + 3i? + 3i + 2 é um nuimero complexo que pode ser
representado no plano de Argand-Gauss no quadrante

a) primeiro

b) segundo

c) terceiro

d) quarto

7. (EEAR/2016)

Sabe-se que os numeros complexos z; = [2m(3+m)]+ (3n+5)i e z, = 2m? +12) +
[4(n + 1)]i sdo iguais. Ent3o, os valores de m e n sdo, respectivamente

a)3el

b)2el

c)2e-1

d)3e-1

8. (EEAR/2016)

Sejam z; e z, dois numeros complexos. Sabe-se que o produto de z,; e z, é —10 + 10i. Se z, =
1 + 2i, entdo o valor de z, é igual a

a) 5+ 6i

b) 2 + 6i

c)2+15i

d) —6 + 6i
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Seja z = V3 - (cos20° + i - sen 20°) um numero complexo na forma trigonométrica. Assim, z2 é

igual a:
a)3-(cos20°+i-sen20°)
b)3 - (cos40° +i-sen 40°)

¢) 2v/3 - (cos20° + i - sen 20°)
d) 2v3 - (cos 40° + i - sen 40°)

10. (EEAR/2010)

O valor de i1 — %1
a)l—2i

b)2 —i

c)—2

d)1

_i38é

11. (EEAR/2008)

Dado x € R, para que o numero z = (2 — xi)(x + 2i) seja real, o valor de x pode ser

a)4
b) 0
c)-1
d) -2

12. (EEAR/2006)

O produto z-z', sendo z = 2 (cos%" +i-sen %”) e z
expresso por:

a) 2a(cos0 +1i-sen0)

b) 2a (cosg +i-sen g)

c) a(cos§+ i sen g)

d)a(cos2m +i-sen 2m)

13. (EEAR/2007)

A forma algébrica do niimero complexo z =
a)0,1 - 3i

b)0,1-1,1i

1,7+ 11i

d1-1,7i

14. (EEAR/2006)

!

3n . 3n
= a(cosT +1i-sen T)’ pode ser

Sendom —ni = iemi—n = 1+ 3i, os numeros complexos m e n sao tais, que sua soma é

igual a
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15. (EEAR/2000)

Sejam A,z; e z, as representa¢Oes graficas dos complexos 0 + 0i,2 + 3i e -5 — i,
respectivamente. A menor determinagdo positiva do angulo z,Az, é

a) 135°

b) 150°

c)210°

d) 225°

16. (ESA/2009)
x%-1
x3-1

O valor da expressao quandox =i é:

a) %
b)1+i
@A-1)
d) —(lz—i)
e) %

17. (ESA/2011)
Seja uma fungao f: R - C definida por f(x) = 2(cos2x + i - sen 2x). Calcule o valor de

£ ()-

a)V3 +i
b) 1+ iV3
V3 -—i
N
d)7+5
V3
e)——-
2 2

18. (ESA/2013)

Com relagdao aos numeros complexos z; =2 +i ez, =1 — i, onde i é a unidade imaginaria, é
correto afirmar

a)z, -2z, =-3+1i

b) |z4| = V2

c)lz;| = V5

d) |21 - z,| = V10

e)lz; +2,| =3
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19. (ESA/2015)
1

A parte real do nimero complexo e
1

a)—
b) —2
co0
d);
e)2

20. (ESA/2018)

Considere o numero complexo z = 2 + 2i. Dessa forma, z
a) é um numero real negativo.

b) tem argumento %.

c) € um numero real positivo.

d) tem médulo igual a 1.

e) é um numero imaginario puro.

21. (EsPCEx/2011)
Seja o nimero complexo z =

x+yi
3+4i’

z éigual a:
a)0

b) V5

2v5
)5

d) 4
e)10

22. (EsPCEx/2012)

100.

Prof. Victor So

com x e y reais e i = —1. Se x? + y? = 20, entdo o médulo de

A figura geométrica formada pelos afixos das raizes complexas da equagdo x3 — 8 = 0 tem area

igual a
a) 7V/3
b) 6V3
c)5V3
d) 43
e)3V3

23. (EsPCEx/2015)

. T . s . . 7 . . o s . ~ ’
Se (1+1i) (cosﬁ +i- senﬁ) = x + yi, em que i é a unidade imaginaria e x e y sdo nimeros

reais, o valor de V3 - x + y é:

a)ve
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b) V3
V2
C)?

d) 3vé6
V3
E) el

24. (EsPCEx/2014)

A representagao geométrica, no Plano de Argand-Gauss, do conjunto de pontos que satisfazem a
condi¢ao |z+ 2 —3i| =|z— 1+ 4i|, com z =x+ yi, sendox e y nimeros reais, é reta de
equacao

a) 2x-3y+ 7=0

b) 3x-7y-2=0

c) 2x-3y+3=0

d) 4x-3y+3=0

e) 2x-y=0

25. (EsPCEx/2013)
De todos os nimeros complexos z que satisfazem a condigdo |z — (2 — 2i)| = 1, existe um nimero
complexo z4 que fica mais proximo da origem. A parte real desse nimero complexo z, é igual a:
) 4—2
A=

b) 4+2\/§

42
c) 0

442

d) ”
V2
e)—

2

26. (EsPCEx/2012)
Sendo Z o conjugado do niimero complexo Z e i a unidade imaginaria, o nimero complexo Z que
satisfaz a condigdo Z + 2Z =2 — Zi é

a)Z=0+1i
b)Z =0+ 0i
cA)Z=1+0i
dzZ=1+i
e)Z=1-i

27. (EsPCEx/2013)
Sendo z o nimero complexo obtido na rotagdo de 90°, em relagdo a origem, do nimero complexo

1 + i, determine z3

a)l—i
b)-1+i
c) —2i
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d)—1-2i
e)2+ 2i

28. (EsPCEx/2017)
4
Seja a igualdade g — gi = (cosg + isen g) , onde i é a unidade imaginaria. Se a e b sao nimeros
reais, entao o quociente % éigual a:
) 3
al
.
) — 3v3
o
3
d) — =
) 15v3
&=

29. (EsPCEx/2016)
Sejam z e v numeros complexos onde |z| = 1 e v tem coordenadas no plano de Argand-Gauss

(\/Z—E,g) Sobre o numero complexo z - v (resultante da multiplicacio dos complexos z e v),
podemos afirmar que

a) sempre é um numero real.

b) sempre tem médulo igual a 2.

c) sempre é um nimero imagindrio puro.

d) pertence a circunferéncia x2 + y?> = 1

e) sempre tem argumento igual a %

30. (EsPCEx/2017)
Na figura abaixo, esta representado o plano de Argand-Gauss com os afixos de 12 numeros

complexos, identificados de A a L. Sabe-se que esses afixos dividem a circunferéncia em 12 partes

iguaiseque 4 = (1,0).
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J

O poligono regular cujos vértices sao os afixos de VE é
a) BEHK

b) CFIL

c) ADGJ

d) BDH]

e)CEIK

Prof. Victor So

GABARITO

OO NOGEWNPE

Q 0O T O O 60 TV QYW T T T T T O T T T
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20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.

QO 9 MOV T VO ®O QD

RESOLUCAO

1. (EEAR/2019)
A parte real das raizes complexas da equagdo x? — 4x + 13 = 0, é igual a
a)l
b) 2
c)3
d) 4
Comentarios

Resolvendo a equagdo de segundo grau pelo Método De Bhaskara, obtemos:

DD -4 (D - (13)

2-(1)

4++-36

X=—
2

4+ 6vV—1

X=—
2
x=2+3i

Sabemos entdo que sendo x; e x, as raizes, entdo:
Re(x;) = Re(x,) =2
Gabarito: “b”.

2. (EEAR/2018)

Dado o numero complexoz = a + bi,sez +Z=10ez—-Z = —16i,entdoa + b é

a) -6

b) -3

c)2

d) 8

Comentarios
Sabemos que:
{z+_z_=2_-Re(z) {Z+_Z_=2.'(a)
z—2z=2i-Im(2) z—2z=2i-(b)
{Zlia: —1106i = {2 —58
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Sendo assim:
a+b=5—-8=-3
Gabarito: “b”

3. (EEAR/2018)

Sejam os numeros complexos z; = 1—1i,z, = 3 + 5ie z3 = z; + z,. O modulo de z3 é igual a
a) 2v/2

b) 42

c)2V3

d) 443

Comentarios

Z3=Zl+22
23 =(1—10) + (3 +50)

zZz =4+ 4i
Sendo assim:
|z3] = (4)% + (42 = V32
|z5| = 42
Gabarito: “b”.
4. (EEAR/2008)
O médulo do complexoz = —3 + 4ié
a)3
b) 4
c)5
d)6

Comentarios
|zl =/(=3)% + (9? = V25

|z| =5
Gabarito: “c”.

5. (EEAR/2008)
Calculando 2953
a)l

b) i

c)—i

d) -1

obtém-se

Comentarios

Seja i% com d daforma:d = 4q + r. Entdo i¢ = i"
Faremos uma divisdo com resto do expoente 2053 por 4. Obtendo que
2053 =4-513+1
Entao:
j2053 — j1 — ;
Gabarito: “b”.

6. (EEAR/2017)
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Se i é a unidade imaginaria, entdo 2i3 + 3i? + 3i + 2 é um numero complexo que pode ser
representado no plano de Argand-Gauss no quadrante

a) primeiro

b) segundo

c) terceiro

d) quarto

Comentarios

Lembre-se
{iz =-1
i3 = —i
Entdo,
213+ 3i2+3i+2=2-(-)+3-(-1D)+3i+2=—-1+1i
—1+ i =V2(cos(135°) + i - sen(135°))
—14i=v2 cis(135°) — Segundo Quadrante
Gabarito: “b”.

7. (EEAR/2016)
Sabe-se que os numeros complexos z; = [2m(3+m)]+ (3n+5)i e z, = 2m? +12) +
[4(n + 1)]i sdo iguais. Ent3o, os valores de m e n sdo, respectivamente
a)3el
b)2el
c)2e-1
d)3e-1
Comentarios

Z1 = 2y
[2mB+m)]+ Bn+5)i=2m?+12) + [4(n+ 1)]i
{[Zm(S +m)] = (2m? +12)
Bn+5)=[4(n+1)]
{6m =12 N {m =2
5=n+4 n=1
Gabarito: “b”.

8. (EEAR/2016)

Sejam z; e z, dois nUmeros complexos. Sabe-se que o produto de z; e z, é —10 + 10i. Se z; =
1 + 2i, entdo o valor de z, é igual a

a) 5+ 6i

b) 2 + 6i

c)2+15i

d) —6 + 6i

Comentarios

Z1 7y = —10+ 10
(1+4+2i) -z, =—-10+ 10i
_ —10+10i

2= Ty g
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_ —10+10i (1-2i)

2700 Ta-20)
(=10 +100)(1 - 20)
%= 12 — (20)2
10 +30i
2= 114
Zz = 2 + 6l

Gabarito: “b”.
9. (EEAR/2015)
Seja z = V3 - (cos20° + i - sen 20°) um nimero complexo na forma trigonométrica. Assim, z2 é

igual a:
a)3-(cos20°+i-sen20°)

b)3 - (cos40° +i-sen40°)

) 2v3 - (cos20° + i - sen 20°)

d) 2v/3 - (cos 40° + i - sen 40°)

Comentarios
Uma notacdo que simplifica as operacdes na forma trigonométrica é
(cos20° +i-sen 20°) = cis 20°
Sendo assim, queremos
z? = (V3 -cis 20")2
Utilizando as propriedades da forma trigonométrica do nimero complexo, obtemos:
z% = (\/5)2 -cis (2 -20°)
z%2 = 3 - cis 40°
z%2 =3 - (cos40° + i - sen 40°)
Gabarito: “b”.

10. (EEAR/2010)
Ovalorde il — i
a)1—2i
b)2 —i
c)—2
d1

21 :38

—i°°é

Comentarios

Seja i% com d daforma: d = 4q + r. Entdo i? = i"

Sendo assim:
11=4-2+3 11 =43 = —
{21=4-5+1 = {i21=i1=i

Portanto, temos que:
M= =B === - (D=
=1-2i
Gabarito: “a”.
11. (EEAR/2008)

Dado x € R, para que o numero z = (2 — xi)(x + 2i) seja real, o valor de x pode ser
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a)4
b) 0
c)-1
d) -2

Comentarios

z=02—xi)(x+2i) =
=2x+4i —x% +2x = 4x + (4 — x?)i
Para ser real, queremos:
Im(z)=0
Im(x+ (4—x?)i)=4—-x%>=0

x2=4

x =%2
Analisando as alternativas, obtemos o item d como resposta.

Gabarito: “d”.

12. (EEAR/2006)

5w . 5w
O produto z-z, sendo z=2|cos—+i-sen—) e Z
4 4

3 . 3w
= a(cosT +1i-sen T)’ pode ser
expresso por:

a)2a(cos0+i-sen0)
T . s
b) 2a (cos; +1i-sen E)
T . T
) a(cosE+ i sen E)
d) a(cos2m + i - sen 2m)

Comentarios

) _ 5m
zZ= CLS4
_ ~ 3m
z =a CLS4

Entdo, das propriedades da forma trigonométrica do complexo:

, ~ (5m 3m - (8m
z-z' = (2a)-cis <T+T) = 2a - cis (T)
=2a-cis2m = 2a-cis0
z-z =2a-(cos0+i-sen0)
Gabarito: “a”.

13. (EEAR/2007)

A forma algébrica do nimero complexo z = i + 2 é
a)0,1 - 3i

b)0,1-1,1i

1,7+ 11i

d1-1,7i

Comentarios

Iremos efetuar as simplificacdes dos dois temos da soma:
3 3+ 2i

= +
T3 T2
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3 (340 3+2i (i+2)
23 B =2 G+2)
B 33+i) (B+20)(i+2) _

_32—1'2 j2 — 22
_9+3i 4+7i_
T 5

_(9 4>+<3 7),_

=10 5/"\10 5/~

111
10 10
z=01-1,1i

Gabarito: “b”.
14. (EEAR/2006)

Sendom —ni = iemi—n = 1+ 3i, os nGmeros complexos m e n sao tais, que sua soma é

Comentarios

Primeiramente, devemos tomar cuidado, porque m e n sao complexos e nao reais.

Agora, perceba que:
m—ni)—(mi—n)=(m+n)—(m+n)i =
=(m+n)-(1-1i)
Logo:
O-A+3)=m+n)-(1-1)
(-1-20)=(m+n)-(1-1)
(-1 —2i)
m+n= a-0n

Simplificando os termos, obtemos:
(-1-2i) (1+1) _ (1-3i)

1-0D A+ 2

1
= = ———]
m+n 5 21

Gabarito: “c”.
15. (EEAR/2000)

Sejam A,z; e z, as representa¢Oes graficas dos complexos 0 + 0i,2 + 3i e —5 — i,

respectivamente. A menor determinagdo positiva do angulo z,A4z, é
a) 135°
b) 150°
c) 210°
d) 225°

Comentarios
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A =(0,0)
Resolveremos o problema n=utilizando geometria analitica: { z; = (2,3)
Zz == (_5,_1)
Sendo assim, as retas podem ser calculadas:
Reta A—)le
A—)Zl = y = mlx + C1
~3-0 3
™M=2-072
A reta precisa passar por A(0,0), entdo:
3
O - E ° O + Cl = C1 == O
Entdo a reta é dada por:
3
==X
Reta Az,:
Az, = y=muyx+c,
_-1-0 1
™="5-0"5
A reta precisa passar por A(0,0), entdo:
1
O - g ° 0 + C2 = CZ - O
Entdo a reta é dada por:
1
y= gx
Portanto, na geometria analitica o angulo entre duas retas é calculado:
m; —m,;
tga = |———
1 + m1 ° mz
3 1
160
e e
14(2)(5)
a = 45°
Observe agora, a figura:
4 4
_'5 3 4 5 6

21

Entdo o angulo z; Az, = 180° — 45° = 135°
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Gabarito: “a”.
16. (ESA/2009)

2
~ X7
O valor da expressdo ——
i+1

)_
b)l1+i

c(@1-1i)
d) (1 i)

)T

Comentarios

Lembremos que:

Entdo:
-1 i*-1 -1-1 2
x3—1 i3—1 —i—1 1+i
Simplificando a expressao, obtemos:

2 2 (-0 _20-9_
1+i 1+i A-) @-)
2-(1-1) )
:T:(l—l)

Gabarito: “c”.

17. (ESA/2011)

Seja uma funcgao f: R - C definida por f(x) = 2(cos2x + i - sen 2x). Calcule o valor de

1 (%)
a)V3 +i
b) 1+ iV3

c)\/——i

Comentarios

A funcdo é definida por:

f(x) =2"cis(2x)

=2-cis (2-%)=2-cis (g)

)= (cosg+i-seng)=
2

= <1+l £>—1+l\/_

T
Parax = - temos:

2 2
7-[ .
f (g) =1+ l\/§
Gabarito: “b”.
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Com relagao aos numeros complexos z; =2 +i ez, =1 — i, onde i é a unidade imaginaria, é

correto afirmar
a)zq -z, =-3+1i
b) |24 = V2

c) |z;| = V5

d) |z - z;| = V10
e) |z + 2z, =3

Comentarios

a) Falso
z1-2,=Q2+i)-1—-i)=3—-i
b) Falso.
|zl = /(@)% + (1) =5
c) Falso

22 = (D2 + (D2 = V2
|zy - z5| = 24| - |25 =V5-v2 =10

d) Verdadeiro

e) Falso
|z + z,| = 12+D+ A -0 =1[3]=3
Gabarito: “d”.

19. (ESA/2015)
A parte real do nimero complexo ﬁ
)1
al—;
c)o0
1
d) "
e)2

Comentarios

Gabarito: “a”.

20. (ESA/2018)

Considere o niimero complexo z = 2 + 2i. Dessa forma, z19°:
a) é um numero real negativo.

b) tem argumento %.

c) é um numero real positivo.

d) tem moédulo igual a 1.

e) é um numero imaginario puro.

Comentarios
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Trabalharemos com a forma trigonométrica do complexo.

/i /i
Z=2+2i=2(1+i)=2(\/§-cisz)=2\/§-cisz

= 7100 = (2\/5 - cis %)100 =
=219 (v2)"" - cis (100 %) -

= 2150 ¢is (25m) = 2130 . cis () =
= 2150 (cosm + isenm) =

— 2150 . (_1) —
— _2150

= 5100 — _ 150
Analisando as alternativas, concluimos que z1°% é um ndmero real negativo.
Gabarito: “a”.

21. (EsPCEx/2011)
Seja o nimero complexo z = :

+yi L . .
+Zi, com x e y reais e i = —1. Se x* + y* = 20, entdo o médulo de

z éigual a:
a)o
b) V5
245
) -
d) 4
e) 10

Comentarios

Utilizando as propriedades do médulo:
2] = |x + yi] _ (,/(x)2 + (y)z) _ V20 _ 24/5
|3 + 4i] (\/W) 5 5
25
5

= |z| =
Gabarito: “c”.
22. (EsPCEx/2012)
A figura geométrica formada pelos afixos das raizes complexas da equagdo x3 — 8 = 0 tem area
igual a
a) 7V/3
b) 63
c)5V3
d) 4V3
e) 3V3

Comentarios

Usaremos a forma trigonomeétrica do nimero complexos:
x3 =8 =8-cis (2kr)
1

X = (8 - Cis (21’(71))§
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2km
x=2-cis (T) k € {0,1,2}
(

xy=2-cis0

21 _ 1 V3.
Xy =2 cis— x2—2-<——+ l)

3 = ! 2" 2
41
X3 =2-cCis— X3 =2- _l_ﬁi
3 \ )
X, =2
x3=—1—1iV3
Resolveremos utilizando a geometria analitica.
X1 = (21 O)
x; = (=1,V3)
X3 == (—1, —\/§)
A drea do triangulo de vértices x4, x, e x5 é dada por:
1 2 0 1 1
A=|5-|-1 V3 1 =|§-(6\/§)|=3\/§
-1 —V/3 1
A=3V3 wa

Gabarito: “e”.
23. (EsPCEx/2015)

Se (1+1i) (cos% +i- sen%) = x + yi, em que i é a unidade imaginaria e x e y sao numeros
reais, o valor de V3 - x + y é:
a)V/6
b) V3
) V2
3

d) 3V6
V3
E) 7

Comentarios

Utilizando a forma trigonométrica obtemos:

1+10)- (cislﬂ—z) = (\/E-cis%) : (cis%) =
=2 cis (%+1n—2) =\/§-cisg=
:\/E-(cos%+i-seng) =
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Logo,

Gabarito: “a”.

24. (EsPCEx/2014)
A representagao geométrica, no Plano de Argand-Gauss, do conjunto de pontos que satisfazem a

condi¢ao |z+ 2 —3i| =|z— 1+ 4i|, com z =x+ yi, sendox e y nimeros reais, é reta de

equacao

a) 2x-3y+ 7=0

b) 3x-7y-2=0

c) 2x-3y+3=0

d) 4x-3y+3=0

e) 2x-y=0
Comentdrios

|z — (=24 30| =|z— (1 —4i)]|
Esta equacdo representa o lugar geométrico da reta mediatriz entre os afixos (—2 + 3i) e

(1 — 410).
Resolveremos utilizando a geometria analitica. Queremos uma reta que seja perpendicular ao
seguimento que une os afixos e passe pelo ponto médio entre eles. Sendo assim, sejam os pontos

A e B correspondentes aos afixos (—2 + 3i) e (1 — 4i), tal que:

{A =(-2,3)
B=(1,-4)
Logo:

—4 -3 7

Mg =——F—=<=—2
Entdo o coeficiente da reta perpendicular ao AB é tal que:

m' -mgp =—1
(g)=
m 3) =
, 3
>m ==
m=7

Seja C o ponto médio do AB, ent3o:
1 1 1
C=5- (A+B) = > ((-2,3)+ (1,-9)) =§-(—1,—1)
c ( 1 1)

= =|—--— ——

2" 2
Logo, a reta mediatriz passa pelo ponto C e possui coeficiente angular m’

y =) =m' - (x = (xc))

r=(-2)= () (- (-2)

3
2y+1=7-(2x+1)
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14y +7 =6x+3
6x — 14y —4=0
3Ix—7y—2=0
Gabarito: “b".
25. (EsPCEx/2013)

De todos os niimeros complexos z que satisfazem a condi¢do |z — (2 — 2i)| = 1, existe um nimero

complexo z; que fica mais préoximo da origem. A parte real desse nimero complexo z é igual a:
4—2
a)——
2

4+2
2
4—2
c) 0
d) 4+2

4
V2
6)7

b)

Comentarios

A equacdo representa o lugar geométrico de uma circunferéncia de centro C = 2 — 2i e raio
1. Conforme:

O ponto z; é a intersecgdo entra a reta OC e a circunferéncia. Iremos resolver utilizando a
geometria analitica. O ponto sera dado por C = (2,—2)
A circunferéncia é dada por:
(x—2)2+@y+2)2=1
Areta OC é dada por:
(2-0)
mﬁ = m =-1
y—0=-1-(x—0)=—x
y=-X
Substituindo na equacdo da circunferéncia, obtemos:
(x—2)2+(—x+2)?%=1
2-(x—2)%2=1
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Observando a figura, é facil perceber que a interseccdo entre a reta e a circunferéncia nos
concede 2 pontos, o mais préximo a origem e o mais distante da origem. Ainda podemos
perceber que o ponto de menor abscissa é o ponto mais préximo z; logo, o valor x, nos fornece
a parte real de z; entdo.

Re(zl)=2—g=4_2ﬁ

Gabarito: “a”.

26. (EsPCEx/2012)
Sendo Z o conjugado do niimero complexo Z e i a unidade imaginaria, o nimero complexo Z que
satisfaz a condigdo Z + 2Z =2 — Zi é

a)Z=0+1i
b)Z =0+ 0i
c)Z=1+0i
dzZ=1+i
e)=1-i

Comentarios

SejaZ = a + bientdo Z = a — bi
Z+2Z=2-17i
(a+ bi)+2(a—bi) =2— (a+ bi)i
3a—bi=2—(ai—b)
3a—bi=2+b)—ai
{3a=2+b = 3a=24+a = a=1=b
b=a
Z=1+1

Gabarito: “d”.

27. (EsPCEx/2013)
Sendo z o nimero complexo obtido na rotagao de 90°, em relagao a origem, do nimero complexo
1 + i, determine z3
a)l—i
b)-1+i
c) —2i
d)—1-2i
e)2+2i
Comentdrios
Considere a rotagdo de 90° no sentido positivo entdo trata-se de uma rotag¢ao no sentido
anti-horario de 90°. Rotacionar um complexo no sentido 90° no sentido anti-horario,

corresponde a multiplicar o complexo por i = cis (g) = ¢is(90°).
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z-as() (1+i)=vV2-cis (E).cis(%): 2 -cis (%)

= Z3=< 2 - cis (%))3:
= (V2)’ - cis (3 %)
= 2V2 - cis (%)z
= 2V2 - cis (%):

S

= z3=2+2i
Gabarito: “e”.

28. (EsPCEx/2017)

4
. . a b . T . 4 ., . . . s ~ ’

Seja a igualdade 3zl = (cos - + isen g) , onde i é a unidade imaginaria. Se a e b sao nimeros
. ~ . a,.

reais, entdo o quociente - é igual a:

d) -2

15\/_
) P

Comentarios

Entdo,

Logo,

Gabarito: “a”.
29. (EsPCEx/2016)

AULA 18 - NUMEROS COMPLEXOS 57



ﬁ Estratégia

Militares

a) sempre é um numero real.

b) sempre tem médulo igual a 2.

c) sempre é um numero imaginario puro.
d) pertence a circunferéncia x% + y?> = 1
e) sempre tem argumento igual a %

Comentarios

Considere a forma geométrica dos complexos z e v

z=cis @, 0<0<2nm
— .n
v—c154

Entdo,
is 6 - cis = cis (6+)
z-v=cisf-cis—=cis —
4 4
= |z-v|=1
O produto z - v representa uma circunferéncia de centro na origem e raio 1

xZ+yt=1
a) Falso.
T
Z+ vV =Cis (9+Z)
Sef ==
* T
Z -V =CcCis (E)=i
b) Falso.
lz-v|=1
c) Falso.
T
Z-V =Cis <9+Z)
Seg =2
4

z-v=cis(m) =-1
d) Verdadeiro.
e) Falso.

s
Arg(z-v)=9+z

Gabarito: “d”.

Prof. Victor So

Sejam z e v numeros complexos onde |z| = 1 e v tem coordenadas no plano de Argand-Gauss
V2 V2
2’2
podemos afirmar que

). Sobre o numero complexo z - v (resultante da multiplicagdo dos complexos z e v),

30. (EsPCEx/2017)
Na figura abaixo, esta representado o plano de Argand-Gauss com os afixos de 12 numeros

iguaiseque A = (1,0).

AULA 18 - NUMEROS COMPLEXOS
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K

J

O poligono regular cujos vértices sao os afixos de VE é
a) BEHK
b) CFIL
c) ADGJ
d) BDH]
e)CEIK
Comentarios

Perceba que os pontos representam as solucdes da equacgdo z1? = 1.

1 T
z = (cis 2km)12 = cis (kg), ke€{0,1,2,..,11}

Logo,

2T 3w 41

s
A = cis(0),B = cis (g),C = cis (?)'D = cis(z),E = cis (—),F = cis(—

6 =cis () H = cis () 1 = eis (). = s () e = s (). 1 = i
= cis <) = cis 5 ) = cis c ,] = cis <) = cis ) = cis
Sendo assim, queremos calcular

VE = <cis (4%7{ + 2k’n>)4

—es(T4 5T we0,1,2,3)
= ClS 6 2 ) ) Ly &y

|

Sendo assim:
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<4n
6
<k’ 5 ] <n+2n) ) (7n> 4
= = — —) = — =
cis st cis G
K =3 _<n+3n> ] (10n> K
= = — ) = —_ ) =
L cis st cis G

Logo, o poligono que representa VE é BEHK
Gabarito: “a”.

9. QUESTOES NIVEL 2

31. (AFA/2021)

Considere no plano de Argand Gauss os nimeros complexos z = x + yi, em que X e y sao humeros
reais e V—1 = i, tais que

{ lz+i|=5
Im(z) + z* + |z|> — Re(z)[Re(2) + 2(i1%?3)Im(2)] = 12

E corretor afirmar que os pontos P(x, y), afixos de z, podem formar um
a) trapézio isosceles.

b) trapézio retangulo.

c) pentagono regular.

d) quadrado.

32. (AFA/2021)

Considere no plano de Argand Gauss os numeros complexos z = A(cosa + isena) e w =
B(cos B + isen f3) conforme grafico abaixo.

r Im(z)
< Z
§ : -------------- ﬁ‘
o :
= :
) ;
8 -3 70 Re(z)
o
F
[ 4
?
a

Sew = z*, entdo B é igual a
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a)12

b) 123
c) 144

d) 1443

33. (AFA/2020)
Considere no plano de Argand Gauss a regido S formada pelos afixos P(x,y) dos numeros
complexos z = x + yi, em que V=1=i

lz—i|l>1

S={lz| <2

Re(z) <0
Analise cada proposi¢cao abaixo quanto a ser (V) Verdadeira ou (F) Falsa.
( )AareadeS é maior que 4,8 u.a.
( )Se k é o elemento S de menor argumento, entido ki € S
( ) Todo z pertencente a S possui seu conjugadoem S
Sobre as proposi¢des, tem-se que:
a) apenas uma é verdadeira.
b) apenas duas sdo verdadeiras.
c) todas sao verdadeiras.

d) todas sao falsas.

34. (AFA/2019)

Considere, no plano de Argand-Gauss, os numeros complexos A e B, sendo A = x —2i, xER e

B=1+Ii.

Se no produto A-B tem-se Re(A-B) = Im(A-B), entdo, sobre todos os nimeros complexos A, é
correto afirmar que:

a) seus afixos formam uma reta.

b) nenhum deles é imagindrio puro.

c) o que possui menor modulo é o que tem o maior argumento principal.

d) existe A tal que |4| = |B]|.

35. (AFA/2017)

Resolva a equagdo z® —1 = 0 no conjunto dos numeros complexos. Considerando as raizes
encontradas, analise as proposi¢oes abaixo e classifique-as em V (VERDADEIRA) ou F (FALSA).

( ) A equagdo possui trés raizes de multiplicidade 1.

( ) Os afixos das raizes formam um tridngulo equilatero cuja drea é 32—\/5 unidades de area.

( ) Duas das raizes sao conjugadas.

( ) Todas as raizes tém o mesmo médulo.

A sequéncia correta é
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a) V-F-V-v
b) V-V-F-V
c) F-F-V-F

d) V-F-V-F

36. (AFA/2016)

Considere no Plano Argand-Gauss os nimeros complexos z = x + yi, onde i = V—1e cujos afixos
sdo os pontos P(x,y) € R?

Dada a equagdo (z— 1+ i)* = 1, sobre os elementos que compdem seu conjunto solugdo, é
INCORRETO afirmar que

a) apenas um deles é imaginario puro.

b) todos podem ser escritos na forma trigonométrica.

¢) o conjugado do que possui maior argumento é 1 + 2i.

d) nem todos sao nimeros imaginarios.

37. (AFA/2015)

. . . 1, . .
Considere os numeros complexos z; = x — i, 2, = Fl 23 = —-1+2iezy, =x+yiemquex€R,
y € R} e i? = —1 e as relagdes:

N Re(z1 +7z;) < Im(z7 + z3)
Il |z3 - z4| =5
O menor argumento de todos os complexos que satisfazem, simultaneamente, as relagdes l e ll é
s
a —
) 6
b) 0
s
c —
s
d) -

38. (AFA/2015)
Nas expressoes x, y e z, considere a simbologia:
- log é o logaritmo decimal;
- i éaunidade imagindria dos niimeros complexos;
- sen éosenodeumarco; e

- mn!éofatorialden

| c 022023 <100
Sex = log1+log83+l;gg(;(7)j-)--+zog1003' = l:{;;;_.;&) ez =sena+ sen(a+ m) + sen(a + 2m) +
-+ sen(a + 99m), entdo o valorde x¥ + z é
a)o
b)1
c)2
d)3

39. (AFA/2014)
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Considere no plano complexo, o conjunto dos niimeros z = x + yi;{x,y} c R e i? = —1 que
satisfazem a condicdo |z| > |2z + 1].

E FALSO afirmar que

a) este conjunto pode ser representado por um circulo de raio igual a %

b) z = —1 é o elemento de maior mddulo, neste conjunto.

1, . .
c)z=- ;€0 elemento de maior argumento, neste conjunto.

d) ndo existe z, neste conjunto, que seja imaginario puro.

40. (AFA/2013)
Considerando os numeros complexos z; e z,, tais que:
-z, é araiz cubica de 8i que tem afixo no segundo quadrante
- zyéraizdaequaciox* +x2—-12=0eIm(z,) >0
Pode-se afirmar que |z{ + z,| é
a) 2v/3
b)3 ++V3
c)1+2v2
d)2 +2v2

41. (AFA/2012)
O valor de n tal que };;_;(1 + i) = 31 + i, sendo i a unidade imaginaria, é
a) par menor que 10
b) primo maior que 8
c) impar menor que 7
d) multiplo de 9

42. (AFA/2011)
O nimero complexo z = a + bi é o vértice de um triangulo equilatero, como mostra a figura abaixo.

4lm

| S

Re
E correto afirmar que o conjugado de z? tem afixo que pertence ao
a) 12 quadrante.
b) 22 quadrante.
c) 32 quadrante.
d) 42 quadrante.
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43. (AFA/2010)

Sejam z=x+ yi(x € R*,y € R* e i a unidade imaginaria), Z o conjugado de z e A o lugar
geométrico dos pontos P(x,y) do plano cartesiano para os quais z - Z = 2x + 3.

Se A e B sao os pontos de interse¢do de A com o eixo (O_y) e se A’ é o ponto de interse¢do de A com
o eixo Ox que possui a menor abscissa, entdo a area do tridngulo A’AB é, em unidades de area,
igual a

a) 2v/3

b) 2v2

V3

d)v2

44. (EFOMM/2020)

Seja o somatodrio abaixo, onde i é a unidade imaginaria.
2020

S = z i
7=0

Sobre o valor de §, é correto afirmar que

a)sS=1-i
b)S=1+1i
gs=1
ds=i
e)s=i3

45. (EFOMM/2018)
Resolva o sistema
{ |z —2| = |z + 4|

para z complexo, encontramos como solugao
|z— 3|+ |z+ 3| =10’

a)— 1+£ ;—1 — 8\5/—
b)+1+8\—r L1 - S\SF
)—1+i -1-23;
d)+1+i +1- 28
e)+1—£ LY,

5

46. (EFOMM/2018)

Resolvendo 1 + i + i2 + --- + i", com n = 4k + 1 e k € Z (n°S inteiros), obtemos
a)i"

b)1+i"

c)1.

d) 1+ i%.

e)1l+i.
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47. (EFOMM/2017)
Analise as afirmagdes que se seguem.
I. Se x,y,z sdo nimeros reais positivos, entio —— 3 Z>3/x- y-Z.

Il. Se z é um niimero complexo de médulo unitario que satisfaz a condi¢do z>" # —1, sendo n um

n

z
numero inteiro pOSItIVO, entdao —— 11 e um numero real.

lll. Se A4 3 representa a matriz dos coeficientes de um sistema linear com quatro equagées e trés
incAgnitas, esse sistema sera possivel e determinado sempre que o posto desta matriz A for menor
ouiguala3.

Entdo, pode-se dizer que

a) todas as afirmativas sdo verdadeiras.

b) todas as afirmativas sdo falsas.

c) somente as afirmativas | e Il sdo verdadeiras.

d) somente as afirmativas | e Il sdo verdadeiras.

e) somente as afirmativas Il e lll sdo verdadeiras.

48. (EFOMM/2016)
O numero complexo, z = |z|(cosO + i - senB), sendo i a unidade imagindriae 0 < 0 < 2w, que
satisfaz a inequagdo |z + 3i| < 2 e que possui 0 menor argumento 0, é

a)z=—;——1i
b)z=—2+25;

3 3
) _—2/5 5.
c ——3\/_ x

-2V5 | 5,
d)Z—T El

e)z=—-2v5+5i

49. (EFOMM/2016)

Seja o nimero complexo z = —1 — v/3i, onde i é a unidade imaginaria. O valor de z® é:
a)z = 256 (cos%" + isen%”)

b) z = 256 (cosg + iseng)

c)z =256 (cosz?" + isens?”)

d)z =256 (cos%’t + isen%”)

e)z = 256(cos2m + isen2m)

50. (EFOMM/2015)
Considere o nimero complexo z, # 1, tal que z; seja solugdo da equagdo z® = 1, com menor
argumento positivo. A solu¢ao z, da mesma equagao, cujo argumento é o triplo do argumento de
zq, éigual a

. V3

1
a)5+l7.
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1 .V3
b) — E + 17.
c)—1.
a -8

2 2

1_.¥3

e) >~ i

51. (EFOMM/2013)

Se 0s numeros reais x e y sao solugdes da equagao (E)Z + x:iy =1+ i, entdo 5x + 15y é igual
a:

a) 0.

b) —1.

c)1.

d) —v2.

e) —V2.

52. (EFOMM/2010)

Considere o conjunto dos nimeros complexos Z com a propriedade |Z + 169i| < 65, admitindo
que i é a unidade imaginaria. O elemento desse conjunto que possui o maior argumento 8,0 < 0 <
2m, éigual a

a) 60 — 144i

b) 65 — 169i

c) —104i

d) —65 — 169i

e) 65 — 156i

53. (EFOMM/2006)
O inverso do complexo 2i é

a)%—l
b) > + i
c)%

d)—>
e)—2

54. (EFOMM/2006)

Qual o valor de e, que é um escalar real, em que a parte imagindria do niumero complexo ::Zil_ é
nula?

a) —4

b) —2

o1

66



Prof. Victor So

Militares

ﬁ Estratégia

d)2
e)4

55. (EFOMM/2005)

Determine o valor de x para que o produto (12 — 2i)[18 + (x — 2)i] seja um nGimero real.
a)4

b) 5

c)6

d)7

e)8

56. (EFOMM/2021)

O numero complexo m éigual a:
a) V2 +V2i

b) 4V2 — 4+2i

) V2 — 4V/2i

d) 4V2 + V2i

e) V2 + 4/2i

57. (EN/2021)

Seja o nimero complexo z tal que |z — 5 — 4i| = 2, onde i é a unidade imaginarias. O valor maximo
de |z + 7 + i| éigual a:

a)12
b) 14
c) 6v41
d) 7V41
e) 15

58. (EN/2021)

Em uma brincadeira entre amigos, Douglas anotou, em cada papelzinho, todos os numeros
z z — . .
%+ ;l =1, em que Z representa o conjugado de z, além de 7

complexos z, tais que |z| =1 e
respostas de outros exercicios que ndao envolvem nimeros complexos. Feito isso, ele colocou todas

as respostas em uma urna. Calcule a probabilidade de um amigo de Douglas retirar uma solugao
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qualquer que apresente uma solu¢do complexa. Suponha que a chance de retirar qualquer

papelzinho da urna seja a mesma.
a) %
b) -
5
c) o
d)5

8
E)E

GABARITO

31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.
43,
44,
45.
46.
47.
48.
49.
50.
51.
52.
53.
54.
55.
56.
57.
58.

m ® Q9 T O Q9 T 6 Q6 6 M V 6 60 6 o VW O T a6 v o6 v 60 v
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RESOLUCAO

31. (AFA/2021)
Considere no plano de Argand Gauss os numeros complexos z = x + yi, em que x e y sao humeros
reais e V—1 = i, tais que

lz+i|=5
{Im(z) + 2% + |Z|?> — Re(2)[Re(2) + 2(i1°®)Im(2)] = 12

E corretor afirmar que os pontos P(x, y), afixos de z, podem formar um
a) trapézio isdsceles.

b) trapézio retangulo.

c) pentagono regular.

d) quadrado.
Comentarios

Vamos encontrar os pontos P(x,y) que satisfazem ao sistema. Da primeira equagdo,
temos:

lz+il=5=2x+@+Di|l=5=2x*+ @ +1)2=25 )
Da segunda equagao:
Note que 1093 = 4-273 + 1, logo i1993 = i1 = .
Im(z) + z%2 + |z|?> — Re(2)[Re(2) + 2(i1°®)Im(2)] = 12
y+ (x + yi)? + |x — yi|*> — x(x + 2iy) = 12
y+ (24 2xyi —y?) +x* +y* —x* = 2xyi—12=0
y+x2—12=0
>x2=12—y (UI)
Usando (II) em (I):
12—y+y*+2y+1=25
y2+y—12=0
y+Hly—-3)=0
Raizes:
y1=—4=x2=12—-(-4)=16>x, =4ex, = —4
y,=3=>x>=12-3=9=>x; =3 ex, = —3
Portanto, os pontos s3o (4,—4),(—4,—4),(3,3) e (=3, 3).

Esses pontos formam um trapézio isésceles como na figura abaixo:
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Gabarito: A

32. (AFA/2021)

Considere no plano de Argand Gauss os nimeros complexos z = A(cosa + isena) e w =
B(cos B + isen B) conforme grafico abaixo.

Tlm(z)
5 z
I NG =
S :
8 -3 70 Re(z)
2
[ =4
(V]
3
(a)
w
Sew = z*, entdo B é igual a
a) 12
b) 123
c) 144
d) 1443
Comentarios
De acordo com o grafico, temos z = —3 + iv3. Podemos escrevé-lo na forma polar:
V3 i
zZ = 2\/§ <—7 + E = 2\/§Ci5(1500)
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Com isso, temos A = 2+/3.

Comow = z%, temos:
4
w = (2v3) ¢is(600°) = 144cis(240°)
Portanto, B = 144.
Gabarito: C

33. (AFA/2020)
Considere no plano de Argand Gauss a regiao S formada pelos afixos P(x,y) dos numeros
complexos z = x + yi,em que V-1 = i
lz—i|l>1
S={lz| <2
Re(z) <0
Analise cada proposi¢ao abaixo quanto a ser (V) Verdadeira ou (F) Falsa.
( )AareadesS é maior que 4, 8 u.a.
( )Se k é o elemento S de menor argumento, entdo ki € S
( ) Todo z pertencente a S possui seu conjugadoem S
Sobre as proposi¢oes, tem-se que:
a) apenas uma é verdadeira.
b) apenas duas sdo verdadeiras.
c) todas sao verdadeiras.

d) todas sdo falsas.
Comentarios
Tomaremos como conhecidas nogdes de lugar geométrico de nimeros complexos.
Sendo assim, temos que:

1- |z—i| =1 = Regido exterior de uma circunferéncia de centro i e raio 1.
2- |z| <2 = Regido interior de uma circunferéncia de centro O e raio 2.
3- Re(z) <0 = Regido aesquerda do eixo imaginario.

Podemos assim, representar a area S, conforme:
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4 -3

Podemos calcular a drea S como a diferenca da area de uma semicircunferéncia de raio 2
e uma semicircunferéncia de raio 1:

Ag =-m2 —nl"=-n<=--3,2=48
2 2 2 T 2 7’ ouna
Logo, a primeira assertiva é falsa.

Pela figura, o elemento de S de menor argumento é o elemento k = 0 de argumento 0°.
Sendo assim, temos que:

ki=0-i=0€S
Logo, a segunda assertiva é verdadeira.

Observando a figura podemos tomar um afixo conveniente e verificar. Tomemos z = —i €
S.

(—D)=i ¢S
Logo, a terceira assertiva é falsa.
Por fim, concluimos que apenas uma assertiva é verdadeira
Gabarito: “a”

34. (AFA/2019)

Considere, no plano de Argand-Gauss, os nimeros complexos A e B,sendo A=x—2i, xER e

B=1+i.
Se no produto A-B tem-se Re(A-B) = Im(A-B), entdo, sobre todos os nimeros complexos A, é

correto afirmar que:
a) seus afixos formam uma reta.
b) nenhum deles é imaginario puro.

c) o que possui menor médulo é o que tem o maior argumento principal.
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d) existe A tal que |A| = |B|.
Comentarios

Sabemos que A = @ = (x—21) =x+ 2i, com x € R. Logo, A representa uma reta
horizontal que passa por 2i.

Analogamente, B =1—1i
Sendo assim,
A-B=((x+2)-1-D=Q+x)+ @2 —-x)i

Sabemos que Re(A-B) > Im(A-B) = 24+x =22—-x = x=20
Entdo, agora sabemos que A representa uma semirreta horizontal que passa por 2i e possui
parte real positiva.

a) Falso.
Formam semirreta.
b) Falso.
z=20 €EA

c) Verdadeiro.
z = 2i possui menor modulo e maior argumento principal (90°)
d) Falso.
|[A| = |B|
S+ =2
x> +4=2
x% = —2 (absurdo)

”

Gabarito: “c
35. (AFA/2017)

Resolva a equagdo z3 —1 = 0 no conjunto dos nimeros complexos. Considerando as raizes

encontradas, analise as proposi¢oes abaixo e classifique-as em V (VERDADEIRA) ou F (FALSA).
( ) A equagdo possui trés raizes de multiplicidade 1.

. , o . . ,3V3 . .
( ) Os afixos das raizes formam um tridngulo equilatero cuja drea é - unidades de drea.

( ) Duas das raizes sao conjugadas.

( ) Todas as raizes tém o mesmo madulo.

A sequéncia correta é

a) V-F-V-V

b) V-V-F-V

c) F-F-V-F

d) V-F-V-F
Comentarios

73 =1 = e2™ = cis(2nk)

2
3
zy =cis(0) =1

Z=cis( -k) ,k=10,1,2
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(2w 21T +i 2m\ 1+\/§ .
Zy = ClS ? = C0S ? L-Sen ? = E 7 l
1

. 471'_ 47‘[+_ 471'_ V3 .
Z3 = ClS ? = C0S ? lL-Sen ? = E 71,

Sendo assim, temos que a para a primeira assertiva é Verdadeira.

Sendo assim, projetando os pontos dados no plano de Argand-Gauss, temos:

051

05 1

Tratando-se de raizes da unidade, sabemos que os médulos das raizes medem 1 u.c.

E facil perceber que o lado do tridngulo equilatero formado mede, V3 u. ¢, sendo assim, a
area do triangulo pode ser calculada conforme:

Szglz—\/—(\/_) =£ua

Portanto, temos que a para a segunda assertiva é Falsa.

Perceba que z, = Z3, logo a terceira assertiva é verdadeira.
Tratando-se de raizes da unidade, a quarta assertiva é verdadeira.
Por fim, temos V-F-V-V

Gabarito: “a”
36. (AFA/2016)

Considere no Plano Argand-Gauss os nimeros complexos z = x + yi, onde i = v —1 e cujos afixos

sdo os pontos P(x,y) € R?

Dada a equagdo (z— 1+ i)* = 1, sobre os elementos que compdem seu conjunto solugdo, é
INCORRETO afirmar que

a) apenas um deles é imaginario puro.

b) todos podem ser escritos na forma trigonométrica.

c) o conjugado do que possui maior argumento é 1 + 2i.
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d) nem todos sdao numeros imaginarios.

Comentarios
Podemos calcular os valoresde t = z — 1 + i partindo dos conceitos de raizes da unidade.
Conforme:
th =1 = e2™ = ¢is(2mk)

2n
t =cis (T k) ,k=0,1,2,3

ti=cis(0)=1
t, =cis (%T) = cos (g) +1i-sen (g) =1

. (4T .
t3 = cis (—) = cos(m) +i-sen(m) =—1

4
L= ci om\ 3n+_ 3m\ .
4—ClST —COST lSETlT = —i

Ent3o, obtemos os valores de z, conforme:
Z1=t1+1—-i=2—-1
Zy=t+1—-i=1
Zz3=t3+1—1i=—i
Zy=ty+1—-i=1-2i
a) Verdadeiro.
Z3 é imagindrio puro

b) Verdadeiro.
Todo complexo pode ser escrito na forma trigonométrica ou exponencial.

¢) Falso.
O valor de maior argumentoé z; =2 —1i,logo,z; =2 +1i
d) Verdadeiro.
Z, é real puro
Gabarito: “c”
37. (AFA/2015)

. . . 1, . .
Considere os numeros complexos z; = x — i, Z, = JbZ3 = —1+2iezy,=x+yiemquex € R,
y € R e i? = —1 e as relagdes:

I. Re(z1{ + 73) < Im(z{ + z)
1. |z3 - z4| =5
O menor argumento de todos os complexos que satisfazem, simultaneamente, as relagdes l e ll é
T
a [—
) 6
b) 0
T
c -—
)
d)-

Comentarios
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Re(7 + %) < Im(% + 7)

:>Re<(x+z)+< %>)<Im<(x+1)+(——1>>
Re(x+50) < m (x5
= xS% (1D

1. |25 - z,| =5
= (=142 -(x+y)|=V5
= |—(x+2y)+ Q2x—y)i| = V5
= Jx+2y)2+Q2x—y)2=+5
56Ty =5
= x24+y2=1 (2
O lugar geométrico que satisfaz as condigdes (1) e (2) é um arco da circunferéncia (2) que

possui parte real menor que E e parte imaginaria maior que zero, sendo assim, o0 menor

. 1
argumento se dara para o ponto de parte real x = >

e o -2

Logo:

Gabarito: “d”
38. (AFA/2015)
Nas expressoes x, y e z, considere a simbologia:

- log é o logaritmo decimal;
- i éaunidade imagindria dos nimeros complexos;
- sen éosenode um arco; e

- n!éofatorialden
Se x = 31og(100!) 44344100
" log1+log8+log27+--+log1003’ Y = @ 10

-+ sen(a + 99m), entdo o valorde x¥ + z é
a)o0
b)1
c)2
d)3

ez=sena+ sen(a+ m) + sen(a + 2m) +

Comentarios
Primeiramente, trabalhemos com o denominador de x:
logl + log8 + log27 + ---+ log1003 =
= 3logl + 3log2 + 3log3 + --- + 3log100 =
= 3(logl + log2 + log3 + - + log100) =
= 3(log(1-2-3-...-100)) = 3log(100!)
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B 31log(100!) B
* = 30g(100)

Sendo x = 1, é desnecessario o calculo de y. Sendo assim, calculemos o valor de z.
Lembrando que: sen (0 + m) = —sen 6, logo, no valor de z as somas irdo alternando.
z=sena+ sen(a + ) + sen(a + 2m) + --- + sen(a + 997) =
z=sena—sena+sena—--—sena =0
Sendo assim, xY +z=1"+0=1

Gabarito: “b”

39. (AFA/2014)

Considere no plano complexo, o conjunto dos niimeros z = x + yi;{x,y} c R e i? = —1 que
satisfazem a condicdo |z| > |2z + 1]|.

E FALSO afirmar que

a) este conjunto pode ser representado por um circulo de raio igual a %

b) z = —1 é o elemento de maior médulo, neste conjunto.
1, . .
)z =-— ;€0 elemento de maior argumento, neste conjunto.

d) ndo existe z, neste conjunto, que seja imagindrio puro.
Comentarios

12z + 1] < |z|

|(2x + 1) + 2y)i| < |x + yi|

+/Qx+ 12+ 2y)2 < +/x2 +y?

Elevando ambos os lados ao quadrado, obtemos:

Qx+ 12+ (2y)? < x* + y?

4x% +4x + 1+ 4y? < x? + y?
3x2+4x+3y*+1<0

Completando quadrado para x, obtemos:
2

2 1
3( +—> +3()?*-5<0
x+3 0 -3

2 2
2 1 ) 2 ) 1
(x + §> + (y)? < <§> circulo de centro C (— 3 0) eraior = 3
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04

02

-0.2 0 02 04 08

Sendo assim,

a) Verdadeiro.
b) Verdadeiro.

O afixo z = —1 é o mais distante da origem.
¢) Falso.

O complexo z, é o complexo de maior argumento que satisfaz as condi¢des dadas.

04 1

02 04 06 08 1

d) Verdadeiro.
Nenhum ponto do conjunto solugdo cruza o eixo y. Logo, nenhum é imaginario puro.

Gabarito: “c”.

40. (AFA/2013)

Considerando os numeros complexos z; e z,, tais que:

- Z4 éaraiz cubica de 8i que tem afixo no segundo quadrante
- zyéraizdaequagiox* +x?—12=0eIm(z,) >0
Pode-se afirmar que |z{ + z,| é

a) 243

b)3 ++3

)1+2V2
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d)2 +2v2
Comentarios
Primeiramente encontraremos z;:

Seja, w raiz cubica de 8i

T T 2
w = 38i = 3\/8-cis(5+2kn)= ?{/§-ci5(—+—kn)

6 3
T 2
w=2-c15(6+3kn), k=0,1,2
V3 1
wy =2 Cls(%)=2<2+ > \/_+l
5 V3 1
wy =2 cis<?n>= <—7 §>=—\/_+l
. (3T .
w3 =2 CLS<7>=2(0—1)=—ZL

Logo, z1 = w;, = —V3+i
Agora, encontraremos z,
Sejay = x?
xt+x2—-12=0

y2+y—12=0
_—1+/12-4-1-(-12)
Y= 21

y,=3 ouy,=-4
X1 = \/§,’ Xy = —\/§; X3 = 21; X4 = —2i
Logo, z, = 2i.

Entdo:

|21+ 2] = |3+ i+ 2i] = |-/3 +3i| =

— (V3) + @2 = VEFT = VT =23

Gabarito: “a”

41. (AFA/2012)
O valor de n tal que };;_;(1 + iy = 31 + i, sendo i a unidade imaginaria, é
a) par menor que 10
b) primo maior que 8
c) impar menor que 7
d) maltiplo de 9
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Primeiramente perceba que o somatorio é a soma de uma P.G determoa; =(1+1i) e
razdo q = (1 + i), sendo assim:

C ~_ar-(1—q")
le(l+l)]—1—_(]—

=(1+l)1'_(1(1f1i)+1))=(1_+l_l)-(1—(1+i)")=31+i

B1+0-—i (1-31i) (1-0)  30+32

a+0 A+ (-0 2

11— (A+D"=—-(15+16) = (1+D"=16(1+10) =
>+t =16

Faremos agora a transformacdo para a notagdo trigonométrica:

= 1-(1+)"=

n—1

., (T ,
(\/E - Cis (Z> ) =16 - cis(2m)
n-1 n—1
=272 -cis <( 2 ) -n) = 2% cis(2m)
Sendo assim, temos:
n—l_4
2 _
n—1_ , > n=9
=

Analisando as alternativas, obtemos: item d é verdadeiro

Gabarito: “d”

42. (AFA/2011)
O nimero complexo z = a + bi é o vértice de um tridngulo equilatero, como mostra a figura abaixo.

4lm

| SRS

Y SELETETILES

Re
E correto afirmar que o conjugado de z? tem afixo que pertence ao
a) 12 quadrante.
b) 22 quadrante.
c) 32 quadrante.

d) 42 quadrante.

Comentarios
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O triangulo da figura é equilatero, logo 68 = 60°

Utilizando a forma trigonométrica:

z=+a®*+b?-cis0

2 2
z? = (,faz + b? - cis 9) = <‘/a2 + b2> - cis 20 = (a2 + bz) - cis 20
72 = (az + bz) - cis 120°
72 = (a2 + bz) - cis —120° = (a2 + bz) - cis 240°
O argumento de 72 é 240°, Logo, 72 pertence ao 32 quadrante.

Gabarito: “c”

43. (AFA/2010)

Sejam z=x+yi(x € R,y € R* e i a unidade imaginaria), Z o conjugado de z e A o lugar
geométrico dos pontos P(x,y) do plano cartesiano para os quais z - Z = 2x + 3.

Se A e B sao os pontos de interse¢do de A com o eixo (O_y) e se A’ é o ponto de interse¢do de A com
o eixo Ox que possui a menor abscissa, entdo a area do tridngulo A’AB é, em unidades de area,
igual a

a) 2v/3

b) 2v2

V3

d) V2

Comentarios
Sabemos que z - Z = |z|? = x? + y? ent3o:
x> +y?=2x+3
x> —2x+1—-14+y>—-3=0
(x—12+y2—4=0
(x—1?%+y? =2°

O lugar geométrico é uma circunferéncia de centro C(1,0) e raior = 2.
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E facil ver que A = (—1,0).
Agora usaremos a equacgao para obter as coordenadas de A e B.
(0—1)2+y?=2?
1+y%2=4
y*=3
y=1V3
Logo, A = (0,v3) e B = (0,—V3)

Utilizando a geometria analitica para obter a area do tridngulo ABA'.

1 0 V3 1| 1
S=E' det 0 _\/§ 1 =§-|—2\/§|=\/§u.a
-1 0 1
Gabarito: “c”

44. (EFOMM/2020)

Seja o somatorio abaixo, onde i é a unidade imagindria.
2020

s=§:ﬂ
J=0

Sobre o valor de S, é correto afirmar que

a)S=1-i
b)S=1+i
gs=1
d)s=i
e)s=i3

Comentarios
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Primeiramente perceba que havera um padrdao no somatdério que implicara em
cancelamentos.

2020
S = z =%+ il +i%+i3+ %+ ...+ 2017 4 j2018 | ;2019 4 ;2020 _
J=0
=t+i—-2+—-i+1t+--+i—-2—-i+1=1
Obs: a cada quatro elementos consecutivos da soma ha cancelamento e a resultante é nula. De j =

0 até j = 2019 havera cancelamento e o Unico termo que resta ao final é {2920 = 1,

Gabarito: “c”
45. (EFOMM/2018)
Resolva o sistema
|z —2| = |z + 4|
{Iz—3| +|z+ 3| =10

para z complexo, encontramos como solugdo

a)—-1+285-1 -85
b)+1+£l +1- 285
c)—1 +£l —1—%
d)+1+il +1- 285
e)+1—£ —1—£

5
Comentarios

Utilizando os conceitos de lugar geométrico para niumeros complexos, iremos analisar as
equacgodes do sistema:

{lz— 2| = |z + 4| (eq. 1)
lz=3|+|z+3| =10 (eq.2)

Aeq.1representa o lugar geométrico de uma reta mediatriz entre os afixos w; = 2ew, =
—4 no plano de Argand-Gauss.

A eq.2 representa o lugar geométrico de uma elipse de focos f, =3 e f, = =3 e eixo
maior 2a = 10 no plano de Argand-Gauss.
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Sendo assim, os pontos A e B sdo as solugdes do problema. Sendo z = x + yi, temos que

a equagao que representa a mesma elipse no plano xy é:
2 2

x- 0y
P
Os pontos A e B sdao os pontos para os quais x = —1
D? ¥,

25 16

, 384
Y =725

. 8V6

y = iT

8v6 . 8v6

Logo, A = -1+ LeB=—1—Ti

5
Gabarito: “a”

46. (EFOMM/2018)

Resolvendo 1 + i + i2 + --- + i", comn = 4k + 1 e k € Z (n°S inteiros), obtemos
a)i"

b)1+i"

c) 1.

d) 1+ i%.

e)l+.i.
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Comentarios

Obs:
1, se n=4k
in = i, sen=4k+1
-1, sen=4k+2
—i, sen=4k+ 3
Portanto:

T+i+ 2+ 83+ 0%+ o 4 042 4l itk el =
=1+i-31—i+1+—2—it+1+i=1+i
Gabarito: “e”
47. (EFOMM/2017)

Analise as afirmagdes que se seguem.

~ , . . ~_ Xtytz 3
l. Se X,Y,Z sa0 numeros reais pOSItlvos, entao T = VXY Z.

Il. Se z é um nimero complexo de médulo unitério que satisfaz a condi¢do z2" # —1, sendo n um

n

numero inteiro positivo, entao é um numero real.

1+z2n

lll. Se A4 3 representa a matriz dos coeficientes de um sistema linear com quatro equagoes e trés
incagnitas, esse sistema sera possivel e determinado sempre que o posto desta matriz A for menor
ouiguala3.

Entao, pode-se dizer que

a) todas as afirmativas sao verdadeiras.

b) todas as afirmativas sao falsas.

c) somente as afirmativas | e Il sdo verdadeiras.

d) somente as afirmativas | e Il sao verdadeiras.

e) somente as afirmativas Il e lll sdo verdadeiras.
Comentarios

I- Verdadeiro.

Trata-se de uma aplicagao direta de desigualdade das médias potenciais com
média geométrica. Essencialmente, todas as medias potenciais de potencias
maiores ou iguais a 1, sdo maiores ou iguais a média geométrica. Com a igualdade
ocorrendo apenasparax =y = Zz.

- Verdadeiro.
Iremos utilizar a forma trigonométrica de z = cis 6
(cis 8)*" = cis (2n0) # —1 = cis (w + 2km)
2n0 + w + 2km
no # g +kr (1)
Agora,
zt  cis(nB)
1+ 220 1+ cis(2n6)
Lembre-se da seguinte fatoracdao importante:
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1+ cisa=2cos (E) cis (E)

2 2
o a\y . a
1—cisa=2sen (E) cis (E)
Entdo: 1 + cis(2n6) = 2 cos(nb) cis(nod)
cis(n6) cis (n@) 1

= - = - = (2)
1+ cis(2n8) 2 cos(nB) cis(nh) 2 cos(nB)

1
De (1) sabemos que cos(nf) # 0, logo, Teosng) € sempre real.

Uma nogado intuitiva de posto de matriz da algebra linear é que o posto de
uma matriz indica quantas linhas da matriz nao sao obtidas por combinacgao
linear das outras linhas, sendo assim, na matriz dada, se o posto vale 3,
significa que 1 das equac¢des do sistema que forma a matriz é obtido a partir
da combinacao linear das outras 3 equacgdes e para a resolucao do sistema,
esta linha ndo é util e deve ser descartada para a adequada resolucdo da
matriz. A assertiva diz que o posto é menor ou igual a 3, sendo assim, se o
posto for 2, teremos apenas 2 equacgdes utilizaveis para se resolver o sistema,
porém o sistema possui 3 incognitas, sendo assim, o sistema ndo poderia ser
determinado.

48. (EFOMM/2016)

O nimero complexo, z = |z|(cosO + i - senB), sendo i a unidade imaginadria e 0 < 0 < 27, que

satisfaz a inequacgdo |z + 3i| < 2 e que possui 0 menor argumento 0, é

5 25,
a)z=—-——1i
3
b)z=—2+22i
-2v5
c)z:T——l
dz="20543
e)z = —2vV5+5i

Comentarios

Utilizando noc¢bes de lugar geométrico de numeros complexos, a inequacdao dada
|z 4+ 3i] < 2 representa o interior de uma circunferéncia de centro C = —3i e raio r = 2,

conforme a figura:
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A figura também destaca o ponto z como o complexo de menor argumento, obtido
geometricamente através do ponto de tangencia na circunferéncia por 0. Calculemos agora o |z|:

|z|=«/32—22=£

3w
E sabemos que 6 = S a

0= 3 B 2
cos 8 = cos > —a)= sena = 3
3 v5

sen 6 = sen 7_0[ =—cosa=—?

Logo,
z = |z|cis@ = |z|(cosf + i -sen8) =

2 5. 2V5 5.
Z=\/g'(—§—?l>_

i |

3 3

Gabarito: “c”

49. (EFOMM/2016)

Seja o0 numero complexo z = —1 — /31, onde i é a unidade imaginaria. O valor de z8 é:
4 . 4

a)z = 256 (cos? + Lsen?)
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b) z = 256 (cosg + iseng)

c)z =256 (cos%ﬂ + isens?”)

d)z = 256 (cos%’t + isenz?”)

e)z = 256(cos2m + isen2m)
Comentarios

Trabalharemos na forma trigonométrica.

z=—-1-+3i
2l = =12+ (—3) =2
o 1))

. ,(4n)
zZ= cis 3

Entao:

= 28 1 (8-— =
ClS 3
321

= 256 - cis (T =

7z8 = 256 - | cos n +i-sen n
N 3 3

Gabarito: “d”

50. (EFOMM/2015)

Considere o nimero complexo z; # 1, tal que z; seja solu¢do da equagdo z® = 1, com menor

argumento positivo. A solugao z, da mesma equagao, cujo argumento é o triplo do argumento de

Zq, éigual a

1. .3
a)-+i—.
)2+ 2

b) — 2 +i %,

c)—1.

d)—2—iZ
2 2

V3

1 .
e)E—lz.
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Comentdrios
Trata-se de raizes da unidade.
z% =1 = cis(2kmn)
z = {cis(2km)

. (an)
z = cis G

km
Z = Cis (?) k=1,2,34,5

O valor para k = 0 é invalido, pois o enunciado diz que z # 1.

T . s ~
O valor de z; tem argumento 7 Pois este é o menor argumento dentre as solugdes dadas.

. T
Portanto z, possui argumento 3 - =T

Zy=cismt=cosm+i-senmt=-—1
Gabarito: “c”
51. (EFOMM/2013)

Se 0s numeros reais x e y sao solu¢des da equagao (E)Z + x:iy =1+ i, entdo 5x + 15y é igual
a:

a) 0.

b) —1.

c)1.

d) —V2.

e) —V2.

Comentarios

Primeiramente, vejamos o primeiro termo da soma:

() =(57) =) ==

Sendo assim:

1
-1+ — =1+
xX+1
1 :
= —=2+1
X+ 1y
) 1 2—10 2 1
STy =TTy 50N
2
X ==
= 51
y=—§

Por fim,

2 1
5x+15y=5-§+15-<—§>=2—3=—1
Gabarito: “b”
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52. (EFOMM/2010)
Considere o conjunto dos nimeros complexos Z com a propriedade |Z + 169i| < 65, admitindo
gue i é a unidade imaginaria. O elemento desse conjunto que possui o maior argumento 8,0 < 0 <
21, éigual a
a) 60 — 144i
b) 65 — 169i
c) —104i
d) —65 — 169i
e) 65 — 156i
Comentarios

Utilizando nog¢bes de lugar geométrico de numeros complexos, a inequa¢ao dada
|z + 169i| < 65 representa o interior de uma circunferéncia de centro C = —169i e raior = 65,
conforme a figura:

50 1

~200 -150 -100 100 150 200

-250 1

A figura também destaca o ponto z como o complexo de maior argumento, obtido
geometricamente através do ponto de tangencia na circunferéncia por 0. Calculemos agora o |z|:
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|z| = ‘/1692 —65° =156

E sabemos que 6 = 37” +a

cos @ =cos<3—ﬂ+a> =sena=6—5=i
2 169 13
senf = sen(g—ﬂ+a> = —cosa= _@= _E
2 169 13
Logo,
z = |z|cis® = |z|(cosf +i-senf) =
5 12 ]
z = 156-<E—1—3 )= 60 — 1441

Gabarito: “a”

53. (EFOMM/2006)

O inverso do complexo 2i é

a) 1 1

i,

b)lg +i

c) > i

d) —3

e)—-2
Comentarios

1 1 i { [ l
20 200 22 -2 2

Gabarito: “d”

54. (EFOMM/2006)

Qual o valor de e, que é um escalar real, em que a parte imagindria do nimero complexo % é

nula?

a) —4

b) —2

1

d) 2

e) 4

Comentdrios
241 _ 240 (e—2) _(Qe+2)+(e—Hi) _
e+2i e+2i (e—2i (e2 — (21)?)
2e+1) (e—4)
Tt ra) (ezra) !
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2410\ (e—4) B
e+2i)_(ez+4)_

e=4
e—4=0 .
> {hazr0 {ee:_zzli

= Im(

Logo, e = 4

Gabarito: “e”

Prof. Victor So

55. (EFOMM/2005)

Determine o valor de x para que o produto (12 — 2i)[18 + (x — 2)i] seja um niimero real.

a)4
b) 5
c)6
d)7
e) 8

Comentarios

(12 — 20)[18 + (x — 2)i] = 2(x + 106) + 12(x — 5)i
= Im((12 -2)[18+ (x —2)i]) = 12(x = 5) =0

=>x—-5=0
= x=5

Gabarito: “b”

56. (EFOMM/2021)

O numero complexo m é igual a:
a) V2 +V2i

b) 4V2 — 4+2i

<) V2 — 44/2i

d) 4V2 + V2i

e) V2 + 4/2i

Comentarios

Analisando o numero complexo do enunciado, temos que:

WZi—4VZ =8 ( L f>=8-<cos(%)+isen(%)>=

2 2

Pela segunda férmula de De Moivre:

8 ,(Bn)
cis 2

3 31T 3 31T %Tn‘l‘Zkﬂ
8-cis(T>=2 ciS(T>=2cis —3 rcomk =0,1,2

AULA 18 - NUMEROS COMPLEXOS
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Logo:
o Z Vz
_ A\, (T (V2 V2 _
k =0 = 2cis 3 —2c15(4)_2<2 + 5 l)_\/E_H/El
k=1 20is | A | = 25| - | = 265 ()
3 197
k=25 2ci 7 T4 — 9ci 7\ (1971)
= cis = 2cis 3 cis 12
Com isso, temos que a alternativa correta é a letra A.
Gabarito: A

57. (EN/2021)

Seja o numero complexo z tal que |z — 5 — 4i| = 2, onde i é a unidade imaginarias. O valor maximo
de |z + 7 + i| é igual a:

a)12

b) 14

c) 6vV41

d) 7v41

e) 15
Comentdrios

Geometricamente, temos:

e \ tangente

L = Re(z)

A reta que liga P a z, é dada por:
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_Ay_4—(—1)_ 5
M= A " 5-(-7) 12
Portanto:

Yy — Yo = m(x — xg)

5
y—4—ﬁ-(x—5)

5 25 48

Y=Yt
5 23
y=ﬁx+ﬁ

Mas Q é a interseccao da reta com a circunferéncia. Entao:

(x=57%+ @ —-4)?=2?

Entdo:

5 23 2
(x—5)2+(—x+——4> =22

12 12
89 41
X1 = E ou x, = E

41 . LA . ;. :
Note que x, = = representa a distancia minima entre z e (—=7,—1). Mas ele deseja a

distancia maxima. Entao:

89
*T13
Portanto:
5 89 23
REPIEERED
62
Y13

Entdo, a distancia entre o ponto R e o ponto (—7,—1), que é a mesma coisa que escrever

|z — (=7 — i)|, entdo:
89 > /62 2
dméx = \/(E - (_7)> + <E - (_1)>

dméx == 15

Gabarito: E
58. (EN/2021)
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Em uma brincadeira entre amigos, Douglas anotou, em cada papelzinho, todos os numeros
z V4 — . ,
%+ ;| =1, em que Z representa o conjugado de z, além de 7

complexos z, tais que |z| =1 e
respostas de outros exercicios que ndo envolvem numeros complexos. Feito isso, ele colocou todas
as respostas em uma urna. Calcule a probabilidade de um amigo de Douglas retirar uma solugao
qgualquer que apresente uma solu¢do complexa. Suponha que a chance de retirar qualquer

papelzinho da urna seja a mesma.
6

a) E

b) -
5

C) E
1

d) 5

8
E)E

Comentarios

AULA 18 - NUMEROS COMPLEXOS

Trabalhando com E + §| =1, temos:

Vejaque z-Z = |z|?> = 1, logo:
|z2 +Z2| =1
Chamando z = a + bi, entdo Z = a — bi. Portanto:

la? + 2abi — b? + a? — 2abi — b?| =1

|2a? —2b?%| =1

1

2_b2 S

la | 5

Portanto:
1
a? — b? =§,sea22b2
1
oua®— b? = —E,se a’ < b?

Sea? —b%*=1/2,coma? = b?ea®+ b* =1 (la+ bi] =1), entdo:
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Repare que a? > b2. Entdo, podemos formar 4 afixos que satisfazem essas condicdes.
Por outro lado, a? + b> =1 e a® — b? = —%, coma®?—b?<0.Entioa=+1/2eb =
i\/§/2, o que satisfaz também a condicdo. Entao temos mais 4 afixos.

Portanto, temos 8 solugdes complexas e 7 que nao sao complexas, ou seja, temos 15

numeros na urna. Logo, a probabilidade de retirar uma solu¢do complexa da urna, ndo viciada, é
de:

Gabarito: E

10. QUESTOES NIVEL 3

59. (ITA/2020)

A parte real da soma infinita da progressao geométrica cujo termo geral a,, é dado por

cosn+i-senn
a, = on ,n=1,23,..

éigual a
a)
b)
c)
d)
e)

—1+2cos1
5—4cos1
—2+4cos1
5—4cos1
4-2cos1
5—-4cos1
1+2cos1
5—4cos1
2+4cos1
5—-4cos1

60. (ITA/2020)

Seja z € C uma raiz da equagdo 4z> —4zsena+ 1 =0, paraa € [—g g] Determine, em funcdo

)

de a, todos os possiveis valores para:
1
a)2z + —.
) + 2z

1

15
b) (22)"° + T

61. (ITA/2020)
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Seja H o hexagono no plano de Argand-Gauss cujos vértices sdo as raizes do polindmio p(x) =
6
(x - \/§) + 64. Determine z € C sabendo que o conjunto M = {zx € C : x € H} é o hexdgono que

possui v; = —1 +/3i, v, = 1 —/3i e v; = 5 — /3i como trés vértices consecutivos.

62. (ITA/2019)

Sabe-se que —2 + 2i é uma das raizes quartas de um nimero complexo z. Entao, no plano de

Argand-Gauss, a area do triangulo, cujos vértices sdo as raizes cubicas de z, é igual a

a) 4(vV3+1).
b) 6V3.

c) 8(vV3-1).
d) 10v3.

e) 12v3.

63. (ITA/2019)

Determine o nimero complexo z de menor argumento que satisfaz |z — 25i| < 15.

64. (ITA/2018)
Sejaz = cosg + isen g Pedem-se:

. kn 8 kn T 3m 5
a) Use a propriedade z* = cos—+isen—, k € N, para expressar cos (7), cos (7) e cos (7)

em fungao de z.

L . 3 5
b) Determine inteiros a e b tais que% = cos (g) + cos (7") + cos (7”).

65. (ITA/2017)

: . . 2(a+ bi
Considere a equagdo (a — bi)>%! = W'

O nimero de pares ordenados (a, b) € R? que satisfazem a equagdo é
a) 500.
b) 501.
c) 502.
d) 503.
e) 504.

66. (ITA/2017)
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O lugar geométrico dos pontos (a, b) € R? tais que a equagdo, em z € C,
Z2+z+2—-(a+ib)=0
Possua uma raiz puramente imagindria é
a) Uma circunferéncia.
b) Uma parabola.
¢) Uma hipérbole.
d) Umareta.

e) Duas retas paralelas.

67. (ITA/2016)

Considere as afirmagodes a seguir:

I Se z e w sd3o niimeros complexos tais que z — iw = 1 — 2i e w — z = 2 + 3i, entdo z> +
w? = -3 + 6.

. A soma de todos os nimeros complexos z que satisfazem 2|z|? + z?> = 4 + 2i é igual a
zero.

M. Sez=1-i,entdo z5° = 229(—1 +i).
E (sdo) verdadeira(s)

a) Apenasl.

b) Apenaslell.

c) Apenaslelll

d) Apenaslielll.

e) Lilell

68. (ITA/2015)

Sejam A, B e C os subconjuntos de C definidos por A = {z eClz+2-3i|l< \/E},

B = {z eC|z+il < %}ec ={z € C:z% + 6z + 10 = 0}. Entdo, (A\B) N C é o conjunto
a) {-1-3i,—1+ 3i}.

b) {-3—i,—3+ i}.

c) {-3+i}.

d) {-3—1i}.

e) {-3+3i}.

69. (ITA/2015)
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Sez = Ct—:gi
a) —2?".

b) —=.

c) 2?”

d) =

e) 5—".

70. (ITA/2015)

Prof. Victor So

10
) , entdo o valor de 2 arcsen(Re(z)) + 5 arctg(2 Im(z)) é igual a

Seja M c R dado por M = {|z2 + az — 1|:z € Ce|z| = 1}, com a € R. Determine o maior

elemento de M em fungdo de a.

71. (ITA/2014)

Se z € C, entdo z° — 3|z|*(z%2 — z?) — z% éigual a

a) (z% —z%)3.

b) (26 — 7).
o) (z3-2z%2
d) (z-12)°.

e) (z—2)%(z*-z%).

72. (ITA/2014)

Sejam z, w € C. Das afirmagodes:

I. 1z + w|? + |z — w|? = 2(|z]* + |w|?);
1. (z+ @) - (z— @)* = 4zwm;

M. |z+w|*-|z—- w|?> = 4Re(z®),

E (sdo) verdadeira(s)

a) Apenasl.

b) Apenaslell.

c) Apenaslelll

d) Apenaslielll.

e) Todas.

73. (ITA/2014)

AULA 18 - NUMEROS COMPLEXOS
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a) Determine o valor maximo de |z + i|, sabendoque |z — 2| =1,z € C.

b) Se z, € C, satisfaz (a), determine z,.

74. (ITA/2013)

A soma das raizes da equacdoem C, z8 — 17z* + 16 = 0, taisque z — |z| = 0, é

a) 1.

b) 2

c) 3

d) 4.
5

e)

75. (ITA/2013)

Considere a equagdoem C, (z — 5 + 3i)* = 1, se z, é a solugdo que apresenta o menor argumento
principal dentre as quatro solugdes, entdo o valor de |z,| é

a) v29.
b) V41.
c) 3vV5.
d) 4v3.
e) 3v6.

76. (ITA/2013)

Paraz =1+ iy, y > 0, determine todos os pares (a,y),a > 1, tais que z10 = a. Escrevaa e yem
fungao de Arg z.

77. (ITA/2012)

Sejam z = n?(cos 45° + i sen 45°) e w = n(cos 15° + i sen 15°), em que n é o menor inteiro
positivo tal que (1 + i)™ é real. Entdo, % éigual a

a) V3 +i.

b) 2(V3 +i).
o 2(vV2+i).
d) 2(v2—i).
e) 2(vV3-i).
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78. (ITA/2012)

Y3 ~ . P
Seargz = 4 entdoum valor para arg (—2iz) é

q

a) -5
b) 7
c) g
d) =%
e) %.

79. (ITA/2011)

Dado z = %(—1 + V3i), entdo 382 z" éigual a
a) —82—9\/§i.

b) —1.

c) 0.

d) 1.

e) %; 3i

80. (ITA/2011)

Das afirmagGes abaixo sobre nimeros complexos z; e z,:

I- |Zl—Zz|S||Z1|—|Zz||-

- |71 2| = |1Z2]1Z2]].

n- Se z; = |z,|(cos O + isen®) + 0, entdo z;! = |z,| '(cos 0 — isin9).
E(sdo) sempre verdadeira(s)

a) Apenasl.

b) ApenasIl.

c) Apenaslil.

d) Apenaslielll.

e) Todas.
81. (ITA/2011)

A soma de todas as soluc¢des da equagdioem C: z%2 + |z|? +iz—1 = 0éigual a

a) 2.
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82. (ITA/2011)

Prof. Victor So

Sejam n > 3 impar, z € C\ {0} e z4,z,, ..., Z, as raizes de z" = 1. Calcule o numero de valores

|z; — 2j|,i,j = 1,2,...,n,com i # j, distintos entre si.

83. (ITA/2010)

Se z é uma solugdo da equacgao em C,

Pode-se afirmar que
a) i(z—2z)<O0.

b) i(z—2z) > 0.

c) |z| €[5,6].

d) |z| €e[6,7].

e) |z+§|>8.

84. (ITA/2010)

Os argumentos principais das solugdes da equagdao em z,

pertencem a
a) 15,71
b) 15,57 L
o 1331
T T 3m T

d I7.;[VI5 L

e) 10,5[U]Z 2]

85. (ITA/2009)

AULA 18 - NUMEROS COMPLEXOS

z—z+|z|2=—l(\/§+i)<

VZ-1 V2+1
—1

3

iz+3zZ+(z+2)?%*-i=0,
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Sejamx,ye Rew = x%(1 + 3i) + y*(4 — i) — x(2 + 6i) + y(—16 + 4i) € C.
Identifique e esboce o conjunto

2={(x,y) e R}, Rew < —13 e Imw < 4}.

86. (ITA/2008)
Determine as raizes em C de 4z° + 256 = 0, na forma a + bi, com a, b € R, que pertencam a

s={ze(C1<|z+2|<3}

87. (ITA/2008)

Sejam a, B € Ctais que |a| = |B] = 1 e |a — B| = V2. Entdo a? + B? éigual a
a) —2.

b) 0.

c)1.

d) 2.

e) 2i.

88. (ITA/2007)

Considere a equagao
4

6(1—ix>3_(1+i 1—i)
1+ix)  \1—i 1+i/°

Sendo x um nimero real, a soma dos quadrados das solu¢bes dessa equacao é

a) 3.
b) 6.
c)9.
d) 12.

e) 15.

89. (ITA/2007)

Assinale a op¢do que indica 0o médulo do nimero complexo
— , x * km, k € L.
1+icotgx

a) |cos x|.
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b) (1 + senx)/2.
c) cos? x.
d) |cossec x|.

e) |sen x|.

90. (ITA/2007)

Determine o conjunto A formado por todos os niimeros complexos z tais que

2 _3e0<|z-2il<1
z—2i z+2i CevslEmal=L

91. (ITA/2006)

Se paritodo zeC|f(z)| =|z| e |f(z) — f(1)| = |z — 1], entdo, para todo z € C, f(1)f(z) +
f(1)f(z) éigual a

a) 1.

b) 2z.

c)2 Re z.

d) 2 Im z.

e) 2|z|%.

92. (ITA/2006)
Se a € [0,2m[ é o argumento de um nimero complexo z # 0 e n é um numero natural tal que
(&)n = i sen(na), entdo, é verdade que
a) 2na é multiplo de 2.
b) 2na — m é multiplo de 2m.
c) na — /4 é multiplo de 1t /2.

d) 2na —  é multiplo ndo nulo de 2.

e) na — 2m é multiplo de m.

93. (ITA/2005)

. ~ ~  |1-2zw
Seja z € C com |z| = 1. Ent3o, a expressdo |—| assume valor
z—w

a) maior que 1, para todo w com |w| > 1.
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b) menor que 1, para todo w com |w| < 1.
c) maior que 1, para todo w com w # z.
d) igual a 1, independente de w comw + z.

e) crescente para |w| crescente, com |w| < |z|.

94. (ITA/2004)

Considere a fungdo f:R — C, f(x) = 2 cosx + 2i sen x. Entdo, Vx,y € R, o valor do produto

f()f(y) éiguala
a) f(x+y).

b) 2f(x + y).
c)4if(x+y).

d) f(xy).

e) 2f(x) + 2if (y).

95. (ITA/2004)

Considere todos os nimeros z = x + iy que tém mddulo V7/2 e estdo na elipse x + 4y? = 4.,
Entao, o produto deles é igual a

a) %.
b) .
c) %.
d) .

e) 4.

96. (ITA/2004)

A soma das raizes da equacdo z3 + z2 — |z|? + 22 =0,z € C, é igual a
a) —2.

b) —1.

c) 0.

d) 1.

e) 2.
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97. (ITA/2004)

1+i
ndo z = —, calcul
Sendo 75 calcule
60
Zz" =|z+ 2%+ 2% + -+ 2%,
n=1

98. (ITA/2003)

Seja z € C. Das seguintes afirmag¢Oes independentes:

2iz%+57-i entiio W = —2i7° 452+
1+37°+2iz+3|z|2+2|z| 1+322-2iz+3|z|2+2|z|"

l.Sew =

2iz+3i+3 . 2|z|+3V2
I. Z = ———en < .
Sez+0ew rz0s’ © tdo |w| < N

(1+i) 2>
4V/3+4i’

~ T,
ll.Sew = entdo 2 argz + — é um argumento de w,

€ (sdo) verdadeira(s):
a) todas.

b) apenaslell.

c) apenasllielll.

d) apenas | elll.

e) apenas Il.

99. (ITA/2003)

Das afirmagbes abaixo sobre a equagdo z* +2z3+2z2+2z+1 =0 e suas solugdes no plano

complexo:
I. A equacgao possui pelo menos um par de raizes reais;

Il. A equagao possui duas raizes de médulo 1, uma raiz de médulo menor que 1 e uma raiz de médulo
maior que 1;

r k 1
- <=
3 2

Ill. Se n € N* e r é uma raiz qualquer desta equagdo, entdo )}/, |
E (sdo) verdadeira(s):

a) nenhuma.

b) apenas I.

c) apenas Il.

d) apenasllIl.
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e) apenaslelll.

100. (ITA/2003)

zZ+zZ+2

Determine o conjunto dos numeros complexos z para os quais o nimero w = NP TS T
z— z -

pertence ao conjunto dos numeros reais. Interprete (ou identifique) este conjunto

geometricamente e faga um esbogo do mesmo.

101. (ITA/2002)

Seja a equacgdo em C, z* — zZ + 1 = 0. Qual dentre as alternativas abaixo é igual a3 soma de duas
das raizes dessa equacao?

a) 2v/3.

b) —V3/2.
c)V3/2.
d) —i.
e)i/2.

102. (ITA/2002)

Sejam a e b dois nimeros complexos ndo-nulos, tais que a? + b% = 0. Se Z, W € C satisfazem

{Ew+zW=6a
Zw — zw = 8b

determine o valor de |a| de forma que |zw| = 1.

103. (ITA/2001)

Sez=1+iV3, z-wW=1ea € [0,27] é um argumento de z - w, entdo « é igual a:
a)m/3.

b) m.

c)2m/3.

d) 5m/3.

e) 3m/2.

104. (ITA/2001)
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1-cosa l.1—2 cosa+2 sena

O niimero complexo z = ,a € ]0, /2] tem argumento /4. Neste caso,

senacosa sen 2a

a éigual a:
a)m/6.
b) /3.
c) /4.
d) /5.
e) /9.

105. (ITA/2001)

A parte imaginaria de [(1 + cos 2x) + i sen 2x]¥, k inteiro positivo, x real, é

k k

a) 2 sen“x cos”™ x.

k k

b) sen*x cos” x.

k

c) 2* sen kx cos* x.

d) 2% sen*x cos* x.

k

e) sen kx cos” x.

106. (ITA/2000)

Seja z, o nimero complexo 1 + i. Sendo S o conjunto solugdo no plano complexo de |z — z,| =

|z + z¢| = 2, entdo o produto dos elementos de S é igual a

a)4(1 - i).
b) 2(1 + ).
c) 2(1 — ).
d) —2i.

e) 2i.

107. (ITA/1999)

Sejam a; e b, numerosreaiscomk = 1,2, ..., 6. Os numeros complexos z; = a; + ib sdo tais que
|z,| =2eby, = 0,paratodok = 1,2,...,6.5e (ay, a,, ..., ag) é uma progressio aritmética de razdo
—1/5 e soma 9, entdo z3 é igual a:

a) 2i.

b)§+§i.
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c) V3 +i.
3vV3 | V73,
-5 +5t

42  2V17 .
&) +— L
108. (ITA/1999)

O conjunto de todos os nimeros complexos z, z # 0, que satisfazem a igualdade |z + 1 + i| =
llz| — 11+ i]| &

a) {z € (C:argz=5—"+2k1t,k S Z}.
4
b) {z €C:argz ==+ 2km k € Z}.
4
c) {ze C:|z| = 1eargz=§+kn,k€ Z}.
d) {z €C:|z| = \/Eeargz=g+2kn,k € Z}.

e){ze (C:argz=%+kn,kEZ}.

109. (ITA/1998)

Considere, no plano complexo, um poligono regular cujos vértices sdo as solugbes da equagdo z° =

1. A drea deste poligono, em unidade de area, é igual a:

a) V3.
b) 5.

110. (ITA/1998)
x3-3xy’=1

) 3 . Entdao, o nimero complexo z = x + iy é tal
3x‘y—y> =1

Sejam x e y numeros reais tais que: {

que z3 e |z| valem, respectivamente:
a)l—ie V2.

b)1+ie?2.

ciel.

d)—-iel.
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e)l+ied2.

111. (ITA/1997)

2

wo+3z%4+4i -
, entao m

Considere os nimeros complexos z = V2+iV2Zew=1+i/3.Se m= o2l

vale
a) 34.
b) 26.
c) 16.
d) 4.

e) 1.

112. (ITA/1997)

Considere, no plano complexo, um hexagono regular centrado em z, = i. Represente por
Zq, 2y, ..., Zg, Seus vértices, quando percorridos no sentido anti-horario. Se z; = 1 entao 2z3 é igual

]

a) 2 + 4.

b) (V3 —1) + (V3 + 3)i.

) V6 + (V2 + 2)i.

d) (2v3-1) + (2v3 + 3)i.
e) V2 + (V6 + 2)i.

113. (ITA/1997)

Seja S o conjunto dos numeros complexos que satisfazem, simultaneamente, as equagdes:

|z—3i| =3e|z+i| =|z— 2 —i|. O produto de todos os elementos de S é igual a
a) 2 + iV3.

b) 2v2 + 3iv/3.

c) 3v/3 — 2iV3.

d) -3 + 3i.

e) -2 + 2i.

114. (ITA/1996)
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93

O valor da poténcia (g)
—1+i
a) 7
1+i
b) 7
—1-i
C) W
93
d) (vV2) i

&) (v2)” +1i.

115.(IME/2021)

Sejam z, e z, dois numeros complexos tais que |z{| = 4, |z;| = 3 e |z + 2| = 6. O valorde |z; —

7

Z)| e:

a)\V7
b)

o1
d)V14
e)2V3

116. (IME/2021)

VA , P 4 . 4T\ _
Z]' onde Zz é o numero complexo Z = COS (?) +1sen (?), Z O seu

conjugado e os angulos estao expressos em radianos. O determinante de M é:
a)2 (cos (2?”) +isen (2?”))
b) 2 (cos (4?”) +isen (4?”))
c)2 (cos (83—") +isen (8?))

d) cos(m) + i sen (1)

Seja a matriz M = [_12

e) cos(2m) + i sen(2m)

117.(IME/2021)

4+w+2i

— ,emquew € Rei? =

Determine o lugar geométrico dos pontos h do plano complexo h =

-1.
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118.(IME/2020)

SejaA={z€C|2<|z— 3 —4i| <3} onde C é o conjunto dos numeros complexos. O valor do
produto entre o simétrico do complexo de menor médulo do conjunto A e o conjugado do complexo

de maior médulo do mesmo conjunto A4 é:
a) —16

b) -8

c)—-16/5

d)1

e)16

119.(IME/2020)

. in . . Z 20
Seja uma regido S no plano complexo que consiste em todos os pontos Z tais que 20 € > possuem

partes real e imaginaria entre 0 e 1, inclusive. Determine a area da regiao S.

Obs: Z é o conjugado do nimero complexo Z.

120.(IME/2020)

Sabendo que i? = —1, encontre todos os valores reais de x que satisfazem a seguinte inequag3o:

2.log,(senx)+1
Re{_ - } 0
i(e?* —2cos?2x+1)

onde Re{Z} é a parte real do niumero complexo Z.

121.(IME/2019)

Seja z um nimero complexo tal que z'2 € R, Re(z) = 1 earg(z) € (0, g)

A soma dos inversos dos possiveis valores de |z| esta no intervalo:

(33

(=3
—
/N
w
N—

N W
NIN Nn

N———

/N
N———

N |

(g
~

=2

/N

N
= N
N—

L
N|©
|2
N——"

/N

122.(IME/2019)
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Seja Z um numero complexo tal que Zz—f possui argumento igual a %’t elog;(2Z+2Z+1) =2.

Determine o nimero complexo Z.

123.(IME/2018)

Seja a funcao H: C — C definida por
ass3 + a,s? + a;s + ag
bZSZ + bls + ag

H(s) =

Com a; e by reais, paraj = 0,1,2,3 e k = 0,1, 2. Seja a fungdo f: R — R em que f(w) é a parte
real de H(iw) em que i = v—1 é a unidade imaginaria e w € R. A afirmag3o correta a respeito de
f(w) é:

a) f(w) é uma fungao impar.

b) f(w) é uma funcao par.

c) f(w) é sempre negativa.

d) f(w) é sempre positiva.

e) f(w) é uma fungao periédica.

124.(IME/2018)

Seja o niimero complexo z que satisfaz a relagdo 2(z — i)2°17 = (V3 + 1) (iz — 1)?°'7. Determine

z, sabendo que |z| = /3/3.

125.(IME/2018)

Determine o valor de a na expressao abaixo, sabendo-se que 0 < a < 1,

colog< 265) 256
a
log(a4) 256

1 colog(uz) 256

16 = Im{Z}

log, 256

onde Z é um nimero complexo que satisfaz a equagao:
2403372 _ 92017, 4 1 —

Obs.: Im(Z) é a parte imaginaria do nimero complexo Z.

a)%

b)

) %

1
d)ﬁ
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126.(IME/2017)

Prof. Victor So

Sejam Z; e Z, numeros complexos tais que Z, é imaginario puroe |Z; — Z,| = |Z,|. Para quaisquer

valores de Z; e Z, que atendam a essas condigdes tem-se que:
a)Im(Z,) >0
b) Im(Z,) <0
) |1Z41]| < 2|Z,|
d)Re(Z{) >0

e)Re(Z,) < Im(Z,)

127.(IME/2017)

Sejam os complexos z = a + bi e w = 47 + ci, tais que z3 + w = 0. Determine ovalorde a,b e c,

sabendo que esses numeros sao inteiros e positivos.

128.(IME/2016)

Seja Z um numero complexo tal que Zz—f possui argumento igual a %" elog;(2Z+2Z+1)=2.

Determine o nimero complexo Z.

129.(IME/2016)

O valor do somatorio abaixo é:

2+3

4sen(%)

15

Z Img <cisz’“1 (
=1

Observagdo: Img(w) é a parte imaginaria de w.
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130.(IME/2014)

Calcule o determinante abaixo, no qual w = cis (2?”) ei=+v—1.
1 w 0 i
i 1 -1 w?
1—-i w i—-1 1
0 w 1 i
131.(IME/2013)

o 4 a
numer mplexoz = ———
Seja o0 numero complexo ib(Ltib

¥ onde a e b s3o numeros reais positivos e i = vV/—1.
Sabendo que o médulo e o argumento de z valem, respectivamente, 1 e (—) rd, o valor de a é
a) %

b)2

o1

d)2

e)4

132.(IME/2012)

Seja o numero complexo Z = a + bi,coma e b € R (real) e i = V—1. Determine o médulo de Z
sabendo que

a® = 3(1 + ab?)
b® = 3(ab — 1)

133.(IME/2012)

As raizes cubicas da unidade, no conjunto dos nimeros complexos, sdo representadas por

1, w e w?, onde w é um nimero complexo. O intervalo que contém o valor de (1 — w)® é:
a) (-0, —30]

b) (—30,—-10]

c) (—10,10]

d) (10,30]

e) (30, 0)

134.(IME/2010)
Considere o sistema abaixo, em que x1, X2, X3 e Z pertencem ao conjunto dos nimeros complexos.
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(1 + i)x1 - ix2 + i.X'3 =0
Zixl—xZ — X3 = VA
(Zi + 2)x1 + ixZ - ix3 =0

O argumento de Z, em graus, para que X3 seja um numero real positivo é:
Obs.:i = V-1

a)0°

b) 45°

c) 90°

d) 135°

e) 180°

135. (IME/2011)

Sejam z; = 10 + 6ie z; = 4 + 6i,onde i é a unidade imaginaria, e Z um nimero complexo tal que

zZ—Z T . , ’ .
arg 1) = =, determine o médulo do nimero complexo (z — 7 — 9i).
z—2Z 4

Obs: arg(w) é o argumento do numero complexo w.

136. (IME/2011)

922

ke —5, onde z pertence ao conjunto dos nimeros complexos.

Resolva a equagdo z% +

137.(IME/2009)

Seja z = p - €® um nimero complexo onde p e 0 sdo, respectivamente, o médulo e o argumento
de z e i é a unidade imaginaria. Sabe-se que p = 2a cos 0, onde a é uma constante real positiva. A

representacao de z no plano complexo é

a)
M Eixo
Imaginério
2\
. Eixo
\i/ 7 Real
b)
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MEixo
Imaginario
a
ia
Eixo
” Real
c)
Eixo
Imaginario
a
ia
\ Eixo
a Real
d)
Eixo
Imaginario
a
Eixo
w Real
e)
Eixo
Imaginario
i.a
Eixo
Real
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138. (IME/2009)
R — z3 .
Sabe-se que z,z, = —e |z3 + 24| — |z3 — z4| = 0, sendo z4,z,,z3 e z, nimeros complexos
4
diferentes de zero. Prove que z; e z, sao ortogonais.

Obs: Numeros complexos ortogonais sao aqueles cujas representagoes graficas sdao perpendiculares

entre si e Z é o numero complexo conjugado de z.

139. (IME/2008)
Determine a expressao da soma a seguir, onde n é um inteiro multiplo de 4.

1+2i+3i%+ -+ Mm+1)i"

140. (IME/2008)

Considere os numeros complexos Z; = sena +icosa e Z, = cosa —isena, onde a é um
nimero real. Mostre que,se Z = Z,Z,,entdo —1 < Re(Z) <1e—-1<Im(Z) < 1,onde Re(Z) e
Im(Z) indicam, respectivamente, as partes real e imaginaria de Z.

141. (IME/2007)

Sejam z e w nimeros complexos tais que:

{wz—z2=4+12i
Z-wW=2+4i

onde z e w representam, respectivamente, os nimeros complexos conjugados de z e w. O valor de

Z+wé:
a)l—i
b)2 +1i
c)—1+2i
d)2 —2i
e) -2+ 2i

142. (IME/2006)

Sejama; =1—-i,a,=r+siea,.;1=@0—-5)+(r+s)i (n>1) termos de uma sequéncia.
Determine, em funcdo de n, os valores de 1 e s que tornam esta sequéncia uma progressao
aritmética, sabendo que r e s sdo numeros reaise i = vV —1.
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143. (IME/2004)

Sendo a, b e c nimeros naturais em progressao aritmética e z um numero complexo de médulo
unitario, determine um valor para cada um dos numeros a, b, c e z de forma que eles satisfagam a

igualdade:

144. (IME/2003)

Seja z um numero complexo de médulo unitario que satisfaz a condigdo z2" #+ —1, onde n é um

n

numero inteiro positivo. Demonstre que é um numero real.

14z2n
145. (IME/2001)

Dois niimeros complexos sao ortogonais se suas representagdes graficas forem perpendiculares

entre si. Prove que dois nimeros complexos Z; e Z, sao ortogonais se e somente se:
lez + 2122 - 0

Obs: Z indica o conjugado de um niimero complexo Z.

146. (IME/2001)

Considere a matriz A = (ay;), onde:

ayj = k-ésimo termo do desenvolvimento de (1 +ji)54, comk=1,..,55j=1,.,55ei=
V-1.

a) Calcule az, + asy ;.

b) Determine o somatoério dos elementos da coluna 55.

c) Obtenha uma férmula geral para os elementos da diagonal principal.

147. (IME/1999)

Determine as raizes de z2 + 2iz + 2 — 4i = 0 e localize-as no plano complexo, sendo i = v/—1.

GABARITO
59.a
60.3) 2sena b) —2sen(15a)
61.z =3 +1i
62.e
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63.z =12+ 16i

64.2a)cos (g) = i(z +§); cos (37”) = %(23 +Zi3);cos (5711) = %(25 +Zis) bla=1;b=2
65.d

66.b

67.b

68.c

69.d

70. M =4 + a?

71. a

72. e

73.a)V5 + 1 b)z0=2+(
74.
75.
76.
77.
78.
79.
80.
81.

82.

83.
84.

2\/§)+.\/§

5 5

Q T O

= sec(Arg z)1° ey = tg(Arg z)

S ® 60 T O T

O o |
N
[

’

85. s o fos 7 o 05 1 15 ; \\ 24 3 3t
86. 42, —V3 + i
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87.b
88.b
89.e
90.4 = {i}
91.c
92.b
93.d
94.c
95.b
96.a

97.vV4 + 2V2
98.a

99.4d

100.
(1,0)
101.
102.

103.
104.
105.
106.
107.
108.
109.
110.
111.
112.
113.
114.
115.

116.
117. x-1)2+@-1%*=1
118. a

119. S=50(6—-m)u.a.

QJQ_QJQ_D'Q)O‘Q_Q)D‘(DOQJOEQ_

Prof. Victor So

120. S={xER|k7t<x<%+knou§+kn<x<%n+k7r,comkEZ}

121. c
122. Z=2-2(2+1)i
123. b

124. a

125.
126.
127.

—V3/3

Q8 o N

1,b=4,¢c=52

AULA 18 - NUMEROS COMPLEXOS
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128. Z=2-2(2+1)i
129. a
130. 0
131. d
132. |Z] = V18
133. b
134. e
135. 32
136, 5= {FO, o)
2 2
137. a
138. Demonstragao
139. p=r
140. Demonstracao
141. d
142, S=—2 _er=—
n<-2n+2 n<—2n+2
143. a=3;b=4;c=5;z=cis(m)
144. Demonstracao
145. Demonstracao
146. a) —5724 + 54i, b) (1 + 550)%*, ¢) ay; = (;o*, ) (kD)
147. z={1+1i,—-1-3i}

RESOLUCAO

59. (ITA/2020)

A parte real da soma infinita da progressao geométrica cujo termo geral a,, é dado por

cosn+i-senn
a, = o

,n=1,23, ..
éigual a

a)
b)
c)
d)

e)

Comentarios

—1+2cos1
5—4cos1
—2+4cos1
5—4cos1
4-2cos1
5-4cos1
1+2cos1
5—4cos1
2+4cos1
5-4cos1

Note que podemos escrever o termo geral da seguinte forma:
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cisn (cis )™ cis 1\"
n . gn T ( 2 )
Usando o termo geral, temos a seguinte sequéncia:

cis 1 (cis 1)2 (cis 1)3 (cis 1)”
(3 A\ (5 .

Logo, a razao da PG é:

a, =

cis 1
2

1 e . ,
Como |q| = S < 1, temos que a soma infinita converge. Assim, usando a férmula da soma

q:

infinita da PG, obtemos:

cis 1 cis 1 ]
g = aq 2 T2 csl
_1_q_1_ci51_2—ci51_2—ci51
2 2

cosl+isenl
>S5 = -
2—cosl—isenl

Multiplicando o numerador e o denominador pelo conjugado do denominador, temos:

B (cosl1+isenl) (2—cosl+isenl)
~ (2—cosl—isen1) (2—cosl+isenl)

cos1(2—cos1l) +isenlcosl+isen1(2—cosl)—sen?1

- (2 —=cos1)? + sen?1
cos1(2—cos1) —sen?1 +i[sen 1cos1 + isen 1(2 — cos 1)]

5= (2 —=cos1)? + sen?1

A parte real da soma infinita é dada por:

_cos1(2—cos1) —sen®1
(2 -cos1)? + sen?1

Simplificando a expressao:

2cos1—cos?1— sen?1 2cos1—1
~“4—4cosl+cos?l+sen?l 4—4dcosl+1
—1+2cos1
- 5—4cos1

Gabarito: “a”

60. (ITA/2020)

Seja z € C uma raiz da equagdo 4z> —4zsena+ 1 =0, paraa € [— g,g] Determine, em funcdo

de a, todos os possiveis valores para:

1
a) 22+Z‘
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1
(22)15'

b) (22)'° +

Comentarios
Como z é raiz da equacao, por teste, temos que z # 0.

Assim, vamos dividir a equacdo 4z% — 4zsena + 1 = 0 por 2z.

2z —2sena+—=20
2z

1
= 2z +— = 2sen«a
2z

a) 2z + L = 2sena
2z

b) Seja w = 2z = |w/|cisf, vamos encontrar |w| a partir do |z|. Para isso, vamos resolver
a equacgao dada no enunciado:
4z% —4zsena +1 =0
A= (—4sena)> —4-4-1 = —16cos’a
Como a € [— g%], podemos escrever que:

4sena + 4cosa i
24

7 =

1
zZ= 2 (sena + i cosa)

—_

lZl:E

Dessa forma, podemos concluir que |w| = 1.

w4+ — = 2sena
w

cisf + —— = 2sena
cisf
(cosBO + isenB) + (cosO — isenf) = 2sena

2cos 8 = 2sena
T
cosf = sena = 0 =E—a

Dessa forma,

1 1
15 — 15 _ o15
(22)* + 25 - w + we e cis>0 + Ty

157
= 2 cos(1568) = 2 cos (T — 15a) =
157 15n
2 cos (T) cos (15a) + 2sen (T) sen(15a) = —2sen(15a)

w2+

22 = —2sen(15a)

Gabarito: a) 2sena b) —2sen(15a)
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61. (ITA/2020)

Seja H o hexagono no plano de Argand-Gauss cujos vértices sdo as raizes do polinémio p(x) =
6
(x - \/E) + 64. Determine z € C sabendo que o conjunto M = {zx € C : x € H} é o hexdgono que

possuiv; = —1 ++/3i,v, = 1 —V/3iewv; = 5 —+/3i como trés vértices consecutivos.
Comentarios

Vamos encontrar os vértices do hexagono H:
6
p(x) = (x—\/g) +64=0

(x — \/§)6 = —64 = —2°%=2°.cis(w + 2km)

k
—\/§=2-cis(z+—n)

6 3
m  km
= x,=V3+2- CLS(6+?)
Os vértices sdao dados por:
s yia V3
x1=\/§+2-cis(g+0-§) V3+2- ClS() \/—+2<—+ >_2\/—+l
I8
x2=\/§+2-cis(6+1 —) V3+2- czs() V3 + 2i
s s V3
x3:\/§+2'Ci5(g+2'§) V342 ClS( ) V3 4+ 2(—7+2>
YER
x4=\/§+2-cis(%+3-g) V3+2- as( ) V3 + 2<_7_§>=_i
x5=\/§+2-cis(76r+4 —) V3+2- as( )=\/— 2i
11n YER
x6=\/§+2-ci5(6+5 —) V3+2- as( 6) \/§+2<7—E>=2\/§—i

Esbogcando os pontos no plano de Argand-Gauss:
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Note que o centro do hexagono H é o ponto x, = V3 e ele possui lado de medida 2 (basta
ver a distancia do vértice i ao vértice —i).

Sabendo que o hexagono M é formado pelos vértices consecutivos v; = —1 + V3i, v, =
1-+3ie vy =5— V3i, temos o seguinte esboco:

Im

e )

i g v
N\ V3 i 'y
: ; :
: : :
: : !
: : :
: | .
-1 1 E Re
i
1]
i
;
V- B— \ b
(2)) U3
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Estamos interessados em saber qual o nimero complexo z que transforma o hexagono H
no hexdgono M. O bizu aqui é analisar os centros dos hexagonos e usar a forma polar do complexo
z:

z=|z|-cis @
O centro do hexagono H é o ponto:
xO = \/§

Observando-se a figura, podemos ver que o lado do hexagono M mede 4 (distancia de v,
até v;). Além disso, o centro do hexdgono M é:

4
parte real - Re(v,) + 5= 1+2=3

parte imaginaria - V3i
Assim, ocentrode M é v, = 3 + V3i.

Como M é formado pelo hexagono H pela multiplicacao de z, e os lados dos hexagonos H

e M medem, respectivamente, 2 e 4, temos que o médulo de z é:
2l =2 =2
Zl = — =
2

Como o argumento do centro do hexagono H é 0°, temos que o argumento de z serd igual
ao argumento do centro de M, logo:

arg(z) = arctg (ZZEZS) = arctg (?) = 30°

Portanto, o complexo z é:

V3 i
z = |z|cis@® = 2cis(30°) = 2 <—+—> =3+

2 2
nz=V3+i
Gabarito: z = V3 + i

62. (ITA/2019)

Sabe-se que —2 + 2i é uma das raizes quartas de um numero complexo z. Entdo, no plano de

Argand-Gauss, a area do tridangulo, cujos vértices sao as raizes cuibicas de z, é igual a

a) 4(v3+1).
b) 6v3.
c) 8(v3-1).
d) 10/3.
e) 12v3.

Comentarios

O enunciado diz que —2 + 2i é uma das raizes quartas de z. Disso, temos:
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z = (=2 + 2i)*

O problema pede as raizes cubicas de z, entdo devemos encontrar o nimero complexo w3
de forma que w3 = z.

Assim, desenvolvendo z:
z=(2+2D)*=[2(-1+D)]*
Observe que podemos escrever o termo —1 + i:

V2 iV2 3 3
-1+i= \/§<—7+T> = \/E(cosrn+ isen:n)

Desse modo:
z=[2(-1+D]*=

3 3m\ 1%
24 [\/E (COS— + isen —)] =
4 4
3 3m\*
24/ (2)* (cos: + isen :) =
6 3r . 3m\*
2 (cos — 4+ isen —)
4 4
Aplicando a Formula de De Moivre, sabemos que:
3 3m\* 3 . 3 ) )
(cos: + isen I) = CcoS (4 . T) + isen (4 . I) = cos 31 + isen3mw = cosw + isent
Voltando ao z:
6 3m 3m\* 6 )
z=2 (cos Y + isen T) = 2°(cosm + isenm)

Entao, devemos encontrar w, tal que:
w3 =z
w3 = 28(cosm + isenm)
” 1
w = 24(cosm + isenm)3

1
Quando aplicarmos a Férmula de De Moivre no termo (cosm + isenm)3, devemos somar
2nm, sendo n € N, no cosseno e seno para descobrir todas raizes de w:

1
w = 4(cosm + isenm)3 =

1
4[cos(m + 2nm) + isen(w + 2nm)]3 =

4[ (n N 2nn> ny (n N 2nn)] N
COS 3 3 sen 3 3 ,nE

Logo:

wy = 4<cos (g) + isen (%)) = 4<%+§> =2+i2V3
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4 (57r>+_ <5n) _4 1 iv3 — 923
w3 = 4| cos 3 isen 3 =4|7-—5 )= i

Colocando as raizes no plano de Argand-Gauss:

Im

wy = (2; —2V/3)

Temos um triangulo equilatero, BCD com altura h (B até o segmento CD):
h=4+2=6
e base b (segmento CD):
b=2V3+2V3=4V3
Entdo, a area é:

bh 43
A=7=6T\/_=12\/§

*Um modo mais facil de resolver seria descobrir o médulo de w, pois descobririamos o raio
da circunferéncia no qual suas raizes se encontram. E como sdao 3 pontos, sabemos que
encontrariamos um triangulo equildtero inscrito no circulo.

1
w = 4(cos (m + 2nm) + isen(w + 2nm))3
1
lw| = 4(cos(n + 2nm) + isen(mw + 2717'[))3 =4
Logo, r = 4. Das propriedades do triangulo equilatero inscrito no circulo, temos:
2
—h=4=>h=6

3
Das propriedades do triangulo equilatero:
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bh 43
A=7=6T\/_=12\/§

Essa resolucdo apresenta, de forma detalhada, os passos para se chegar a resposta. Na hora
da prova, vocé deve escolher o caminho mais rapido para nao perder tempo.

Gabarito: “e”.

63. (ITA/2019)
Determine o nimero complexo z de menor argumento que satisfaz |z — 25i| < 15.
Comentarios

Vamos resolver essa questdo pelo método geométrico. Se |z — 25i| = 15 é a equacdo da
circunferéncia de centro z, = 25i e raio 15, entdo, |z — 25i| < 15 representa todos os pontos
do circulo de centro z, = 25i e raio 15. Desse modo:

Im &

|z — 25i| < 15

Zo(0,25)

O numero complexo z de menor argumento é aquele que pertence a reta tangente ao
circulo no primeiro quadrante e passa pelo ponto 0(0, 0). Seja z, esse nimero, entdo, temos:
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Precisamos descobrir o valor de |z;|,cos@ e sen6. Note que o tridngulo 0Z,Z; é
retangulo, entdo, podemos usar as relagdes trigonométricas:

15 3 4
sen(90° — Q) = 7 = cos(f) = < = sen(f) = 3

Pelo teorema de Pitagoras:

0Zg = 0ZF + ZoZi = 25% = 15% + |z |* = |z | = 20

Assim, z; € dado por:

3 4
z, = |z,|(cos 8 + isenB) = 20 (§+ lg)

o |z, = 12 + 16i|

Gabarito: z; = 12 + 16i

64. (ITA/2018)
Sejaz = cosg + isen g Pedem-se:
: k _ km . kmn 57
a) Use a propriedade z* = cos - tisen—, k € N, para expressar cos (7) cos ( . ) e cos ( - ) em
fungao de z.
b) Determine inteiros a e b tais que ; = cos (7) + cos ( ) + cos (—)

Comentarios

a) A questdo pede para representar cos (7) cos ( ) e cos (—) em funcgdo de z.

T . T  _ , .
Sabemos que z = COS; +1 sen; ez = COS; —1 sen;, somando-se os dois, temos:
e T y T N T . T 2 (71')
ZTZ=COS-TlSen- T CoOS— —1lSen— = 4CO0S\—=~
7 7 7 7 7

Ainda, pela propriedade do |z|:
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Substituindo na equagao:

Assim:

os(7)=3(e+3)

3m 51 . km . km
Analogamente para cos (7) e cos (7) e usando a propriedade z* = cos—-+isen—

3 3m 3
zZ° = C057+ 1sen—

7

3 _1 3 1
os(7) =3( +5)
25=c055—n+isen5—n
7 7

(7)=3(+7)
cos ) =3 z p

i -2 _ T 3 o7
b) Vamos definira soma S = » = C0s (7) + cos ( . ) + cos ( 7)

1/ 1y 1/, 1y 1/ 1 1,01 .1 1
s=(a(z43) 3= )3+ 55) ) =a gt a e )

1<zﬁ+z4+z8+z2+z1°+1> 1<1+z2+z4+z6+z8+21°>

2 z° 2 z5
A soma da parcela de cima de S é uma PG:
Y e ()
2 z° 2\z°(z2 -1) 2\z7 — z°

Note que z” = cosm + isenmt = —1

S :1<Z7ZS - 1) :1<—ZS — 1) :1

2\ —-1-2° 2\—z°>—-1 2
Logo:
a=1leb=2
Gabarito:

a)cos (E) = l(z + l) : COS (3—") = 1(23 + 1) ; COS (5—") = l(z5 + 1)
7 2 z 7 2 z3 7 2 z5
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65. (ITA/2017)

2(a + bi)
(a%+ b2)250 1+ 1°

Considere a equagdo (a — bi)>°! =
O nimero de pares ordenados (a, b) € R? que satisfazem a equagio é
a) 500.
b) 501.
c) 502.
d) 503.
e) 504.

Comentarios

2(a + bi)
_ Bi501 —
(@ =bi) (@ + b5)Z0 + 1

Vamos aplicar o médulo na equagao do problema:
2(a + bi)
(a? + b?)?>° + 1

|(a — bi)>| =

Como (a? + b?)?%° + 1 é um nimero real, podemos retird-lo do médulo:

W _ 2+/(a? + b?)

(a% + b2)?0 + 1

\/m_ 24/ (a? + b?)

@+ b2)P0 + 1

2
\/(a +b)(\/(a +b?)° _(a2+ b2)25°+1)=0

2
2 21250 _
V@ + b7 (@ + )P - TS ) =0
Para a equacao ser verdadeira, podemos ter:

i)y/(a? + b?) = 0, neste caso (a, b) = (0,0) é solugdo.
Ou

if) (a? + b?)?0 —

2
(a?+ b?2)250 +1

(aZ + b2)500 + (aZ + b2)250 _ 2
(@ + b5 + 1
Como o termo (a? + b?)?° + 1> 1

= 0, para (a,b) # (0,0)

=0

Temos:
(a2 + b2)5°° + (az + b2)250 —2=0
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Substituindo (a? + b?)2°° = x:

x24+x—-2=0

Solucdes:
x,=1loux, =-2
Como (a? + b?)?>° > 0, a solugdio é x;:

a’?+b%=1
Aplicando esse valor a equacao inicial do problema:
2(a + bi) 2(a + bi) 2(a + bi)
— bi 501 — = = = bi
@=b)" = @y v 1~ 141 2 @+ b

(a — bi)*°t = a + bi
Multiplicando ambos os lados por a — bi:
(a—bi)**?2=a?+b?>=1

Portanto, temos, dessa equacao, 502 raizes. Somadas essas raizes com a raiz (0, 0),
encontramos 503 raizes distintas.

Gabarito: “d”.

66. (ITA/2017)
O lugar geométrico dos pontos (a, b) € R? tais que a equagdo, em z € C,
z2+z+2—(a+ib)=0
Possua uma raiz puramente imaginaria é
a) Uma circunferéncia.
b) Uma pardbola.
¢) Uma hipérbole.
d) Umareta.
e) Duas retas paralelas.
Comentarios

Vamos considerar z = x + yi. Para que z possua uma raiz puramente imagindria, teremos,
necessariamente, que x = 0. Assim:

Z=yi
Substituindo na equagao do problema:
z24+z+2—-(a+ib)=0
(i) +yi+2—(a+ib) =0
—y2+yi+2—a—ib=0

Reorganizando os termos:
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Logo:
{—yz —a+2=0
y—b=0
Usando y — b = 0 na equagdo de cima:
—y?—a+2=0
—b*—a+2=0
Disso, encontramos:
a = —b? + 2 que é a equacdo de uma parabola.

Gabarito: “b”.

Prof. Victor So

67. (ITA/2016)

Considere as afirmagodes a seguir:

I Se z e w sd3o niimeros complexos tais que z — iw = 1 — 2i e w — z = 2 + 3i, entdo z> +

w? = -3 + 6i.

. A soma de todos os nimeros complexos z que satisfazem 2|z|? + z?> = 4 + 2i é igual a

zero.
M. Sez=1-ientdo z5° = 229(—1 +i).
E (sdo) verdadeira(s)
a) Apenasl.
b) Apenaslell.
c) Apenaslelll.
d) Apenaslielll.
e) I, llell.
Comentarios
I.{z—iW= 1—2_1'
w—z=2+3i
Vamos descobrir o valor de z e w:
Somando-se as equagdes:
Z—w+w—z=1-2i+2+3i
Reorganizando a equacao:
w(l—-i)=3+i
3+i @B+DA+10) 3+3i+i—1 2+ 4i
:1—i:(1—i)(1+i):< 1— 2 )Z 2
w=1+2i

w

Substituindo w na seguinte equagao:
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w—z=2+4+3i
1+2i—z=2+3i
1+2i—2—-3i=2z

z=—-—1-—1

Encontrando z2 + w?:
z2+w? =
(—1-0D%2+ (1 +20)%*=
(I+2i+i%)+ (1 +4i+4i%) =
1+2i—1+1+4i—4=
-3+ 61

Logo, verdadeira.

I.2|z|?> +2z2 =4+ 2i
Substituindo z = a + bi na equagdo:

2la + bil? + (a + bi)? = 4 + 2i

2/ (a? + b%)% + (a® + 2abi — b?) = 4 + 2i
2(@®*+b?)+(a®>+2abi—b?>)—(4+20) =0
2a®> +2b%> +a® + 2abi —b*—4—-2i=0

362 +b%>—-4+i(2ab—-2) =0
Assim, temos:
{Saz +b2—-4=0
2ab—2=0
Simplificando:
{3&2 +b%2—4=0
ab—1=0

~ . 1
Das relagdes acima, ab =1 =>a = A

Substituindo a da equagao acima:
2

1
3(—) +b*-4=0

b
3 2
b—2+b —4 =0
b* —4b* + 3
pr

Prof. Victor So

Para a equacio ter solucdo, precisamos que b? # 0, entdo, a parte de cima deve ser igual
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b* — 4b* + 3 =
Encontrando as raizes da equacao:

_4+V16—12 4+VE 442

b? =3 1
2 2 2 ou
{b2=3
b =1
Assim, as raizes encontradas sao:
Para b? = 1:
1
b1—1—>a1=_—>a1=1
by
z1=1+1
1
b2=_1—>a2—_—>a1 _1
b,
Z,=—-1—-1i
Para b? =
1 V3
b3—\/§—>a3—_—>a3=_
b4 3
—\/§+ 3
Z4 3 i
1 V3
b4:_\/§:>a4:_:>a4:__
b, 3
V3
Z4=___\/§i
3
Logo, somando z; + z, + z3 + z,:
V3 V3
zl+zz+z3+z4=1+i—1—i+?+\/§i—?—\/§i=0

Logo, assertiva verdadeira.

I1l. Queremos descobrir z>°:

z:l—izx/i(g—%):\/i(cos

z°9 = (\/5 (COS

Aplicando a Férmula de De Moivre:

-

T)risen(7))
) 4 isem (%")))

/N
N
=)
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(x/i <cos (%n) + isen (%)))59 -
N <Cos (59 %ﬂ) + isen (59 %”)) -

5 4131 4131
\/E ’ (cos ( 4 ) + isen (T))

% . . pe 4131 4131
Para simplificar cos —, )& sen(——), sabemos que a cada 2, os valores de seno e

) 413w, . L
cosseno se repetem. Assim, basta tornar Y multiplo de 2m e divisivel por 4. Desse modo:

4131 _ 4081 + 57 1025 + 5
4 4 T
Voltando a equacao:
59 413w 413w
\/E <cos< ) + isen )) =

("
@ (e (3) o )-

2 2
\/560
— 10=
229(—1-1)

Logo, assertiva errada.
Apenas | e Il s3o verdadeiras.

Gabarito: “b”.

68. (ITA/2015)
Sejam A, B e C os subconjuntos de C definidos por A = {z € C: |z + 2 — 3i| <19},
B={zeC|z+il <Z}eC={z€C:2*+ 62+ 10 = 0}. Entio, (A\B) N C é 0 conjunto
a) {-1-3i,—1+ 3i}.
b) {-3—-1i,-3+1i}.
c) {-3+i}.
d) {-3—i}.
e) {—3+ 3i}.
Comentarios

Analisando os subconjuntos:
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Subconjunto A é um circulo com centro em (=2, 3i) e raio < v19.
. . , . : 7
Subconjunto B é um circulo com centro em (0, —i) e raio < s

Subconjunto C sdo duas raizes da equacgao.
Vamos descobrir as raizes de C:

_ —6+36—40 _
= > =

z -3+
Assim,z; = -3 +iez, = -3 — 1.

O problema pede (A\B) N C, isso significa que o elemento de C deve pertencer a A e ndo
deve pertencer a B.

Substituindo z; no subconjunto A:
|-3+i+2—-3i|=|-1-2i] =v5 <19,z €4
Substituindo z; no subconjunto B:
7
F3+i+ﬂ=kﬁ+2ﬂ=VL&>?qu
7, satisfaz as condigdes.

_— 7 7 . e .
*Se nao ficar claro que V13 > py tente colocar 5 €M uma raiz guadrada e assim ficara mais

2
7 |7 ,49
5_£ = |4 =V1225

Testando z, nas condigdes:

facil:

Em A:
|-3 —i+2—3i| =|-1—4i| =V17 <V19,z,eA
Em B:
|-3—i+i|=]-3]=3 <%,ZZEB

Z, nao satisfaz as condigGes.
Logo, apenas z; = —3 + i satisfaz as condigdes.

Gabarito: “c”.

69. (ITA/2015)

10

Sez = (i—g) , entdo o valor de 2 arcsen(Re(z)) + 5 arctg(2 Im(z)) é igual a
21

a) —?.
T

b) —3.
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2w
C) ?

d) 4?"

5
E) ?
Comentarios

O problema pede os angulos dos valores reais e imaginarios de z. Entdao, devemos
simplificar z de modo que fiquem mais claros esses valores:

_<1+\/§i>10
T\ -vE

Vamos transformar z no formato cos(8) + isen(0) = cis(8)

10 10
1+3i 1 V3i _my \ 20
<1 + V3i>m 2 2t 72 cts (§)
Z = = ——— = = ————
1—+/3i 1—+/3i 1 V3i cis (_E)
—z 272 3

Aplicando a Formula de De Moivre:
cis (%) b _ cis (an)
as(-D) (-1
Multiplicando ambos os termos por cis (an) e simplificando:
cis (10_7'[) cis (10_71’)
3 3/_

) cis (— lgn) cis (1gn) -

. (201
CLS(T)_ _ <207r)_ ] (6 +27T)_
cis(0) = cis 3 =cis|6m 3) =
] (271)_ 1+\/§
cis 3)= "3 21

Assim:

2 arcsen(Re(z)) + 5arctg(2Im(z)) =
1 2V/3
2arcsen (— E) + Sarctg — =

1
2arcsen (— E) + Sarctg (\/§)

~ 1
Qual angulo de seno que resulta — E?

sen(_g)=_l
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Qual dngulo de tangente que resulta v/3?

tg (g) =3

Logo:

2arcsen <— %) + 5arctg(V3) =2 (_ %) +5 (g) - 4;

Gabarito: “d”.
70. (ITA/2015)

Seja M c R dado por M = {|22 +az—1[:z€eCe|z| = 1}, com a € R. Determine o maior

elemento de M em funcao de a.
Comentarios
Vamos resolver essa questdo pela forma trigonométrica, aproveitando |z| = 1
Como |z| = 1, podemos escrever:
z = cis(0),0 € [0, 2m]
Substituindo z na equacao:
M = |z? 4+ az — 1| = |(cis8)? + acisf — 1|
Pela Férmula de De Moivre:
|(cis8)? + acis — 1| = |cis(20) + acisf — 1| =
|cos(260) + isen(20) + a(cosb + isenf) — 1|
Expandindo cos(26) e sen(28):
|(cosB? — senB?) + i(2senBcosh) + a(cosO + isenfd) — 1|
Vamos igualar cos8? = 1 — sen6? para eliminar o (—1) da equag3o:
|((1 — senB? — senB?) + i(2senBcosO) + a(cosO + isend) — 1| =
|1 — 2sen6? + i(2senBcosO) + a(cosb + isend) — 1| =
|—2senB? + i(2senBcosO) + a(cosh + isend)|
Observe o termo —2senf? + i(2senfcos), se isolarmos 2senf nesse termo, teremos:
—2senB? + i(2senfcosh) = 2send(—senb + icosH)

Note que temos (cosO + isenf) evidenciado em a(cosO + isenf), disso podemos
manipular 2senf (—senf + icosf) para que possamos fatorar com o termo de a:

Vamos igualar —senf = i%sen@:

2senf(—send + icosf) =2senb (i*send + icosh)
Pronto, jogando i para fora dos parénteses:

2senf(i’senf + icosO) = 2isend(cosO + isenh)

Dai encontramos —2senf? + i(2senfcosf) = 2isend(cosh + isenh)
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Voltando ao nosso problema, e aplicando as substituicdes que encontramos:
|—2senB? + i(2senBcosO) + a(cosh + isenf)| =
|2isenO(cosO + isenb) + a(cosb + isenf)| =
|2isenOcisO + acisO| = |cis8(2isen + a)| =
|cisO||2isend + a

Sabemos que |cis8| = 1, ent3o:

M = |2isenf + al| = \/m
Sendo ambos os termos positivos, temos que o maior valor de M sera quando senf = 1:
Logo, o maior valor de M é:
M =44+ a?
Gabarito: M = V4 + a?
71. (ITA/2014)

Se z € C, entdo z° — 3|z|*(z%> — z?) — z% éiigual a

a) (z2—12z%)3.

b) (26 — 7).
c) (23 -2z3)>2
d) (z-2)°.

e) (z-—2)%(z* —2z%).
Comentarios
Vamos usar a propriedade dos nimeros complexos |z|? = zZ e substituir na equac3o:
26 = 3|z|*(z2 — 22) — 26 = 25 — 3(2z2)% (2% — Zz?) — 2% = z% — Zz® — 3(22)?(z% — Z?)

Observe o termo z® — Z°, isso é uma diferenca de dois cubos que pode ser fatorado

usando-se a férmula da aula de Matematica Basica!
x> —y®=(x—y)x* +xy+y?)
Assim, temos:
z% — 7% —3(z2)%(z2 — 7%) =
(z2 = Z%)(z* + 222 + z%) — 3(z2)*(z* — z?) =
(z2 —22)(z* + z%2%2 + z* — 32%2%) =
(z%2 = 7%)(z* — 22%2% + z%) =
(22 — 72)(2% — 72)% =
(z% — 72)3

Gabarito: “a”.

72. (ITA/2014)
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Sejam z, w € C. Das afirmagodes:
I. 1z + w|? + |z — w|* = 2(|z]* + |w|?);
Il. (z+®)? - (z— ) = 4zw;
1. |z + w|?> — |z — w|?> = 4Re(zw),
E (sdo) verdadeira(s)
a) Apenasl.
b) Apenaslell.
c) Apenaslelll.
d) Apenaslielll.
e) Todas.
Comentarios
l. Vamos usar a propriedade |z|? = zZ:
|z +w|? + |z —w|? =
Z+wWz+w)+z-w)z—w) =
Z+wWiZ+a)+z-w)(Z—-w) =
ZZ+wWZ+ wzZ+ww+2Z—wzZ—wZ+ww =
222+ 2w = 2(]z|* + |w|?)
Verdadeira.
Il. Desenvolvendo a equacao:
z4+0)?—(z—0)?=2z%+2z00+ 0> — (z°> — 2z + @?) = 4z
Verdadeira.
ll. Usando a propriedade |z|? = zZ:
z+w|?—|z—-w|?=
Zz+w)(z+w)—(z-w)(z—w) =
z+wWiZ+w)—z-w)(Z—-w) =
ZZ+zw+ zo + ww — (zZ — Zw — Zw + WD) =
2Z2W + 2zw = 2(Zw + zWw)

*Veja que, na assertiva, temos zw, entao, devemos transformar zw:

Iw = Zw = Zo
2w+ zw) = 2(zw + zw)
Que é a soma de um numero complexo com seu conjugado, logo:
2(zw + zw) = 2(2Re(z®)) = 4 Re(zw)

Verdadeira.
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Gabarito: “e”.

73. (ITA/2014)
a) Determine o valor maximo de |z + i|, sabendo que |z — 2| =1,z € C.
b) Se z, € C, satisfaz (a), determine z,.

Comentarios

a) Vamos ilustrar o problema: primeiramente, sabemos que o lugar geométrico de
|z — 2] = 1 é uma circunferéncia de centro (2, 0) e raio 1 no plano de Argand-Gauss:

Im

A
®
-2 -1 0 2 4 Re 5
14
_24
|z + i| é o afixo de z que passa por (0, —i):
Im
14
A
o
-1 0 2 Re
c
B
-1

A questdo pede o maior valor de |z + i|, entdo, deveremos encontrar o maior valor do
segmento BC que cruze a circunferéncia de centro A. Pelas propriedades da geometria plana,
temos que o maior valor do segmento sera quando ele cruzar com o centro de A:
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Im

05

&

-05

=
o
o
o
~
o

Ré*®

1§

Agora vamos calcular o valor do segmento BC. Basta calcular BA e somar o valor do raio da
circunferéncia:

Usando o Teorema de Pitagoras no triangulo BDA:

BA? = 12 + 22
BA=+5
Logo, o valor maximo sera:
BC =V5+1

b) O problema pede para encontrarmos o afixo z,. Assim, teremos que descobrir as
coordenadas do ponto C.

Im

05

Re®

Os triangulos ABD e ACE sao semelhantes. Desse modo:

AB AC
BD CE
V5 1
1 _CE
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5
5
Logo:
( (”) 5)
C=(2+ ,
5
5
=2+ c > l—
Gabarito:a) V5 +1 b)z, =2+ (T\/_) §¥5

74. (ITA/2013)
A soma das raizes da equacdoem C, z% — 17z* + 16 = 0, taisque z — |z| = 0, é
a) 1.
b) 2
c) 3
d) 4.
e) 5
Comentarios
Vamos fatorar a equacdo, observe que o elemento —17z* = —z* — 16z*
z8 —17z*% + 16 =
z8 —z*—16z* + 16 =
z*(z*-1)—-16(z*-1) =
(z*-1D(Ez*-16)=0
Assim, temos:
*=1ouz*=16

Para z* = 1 = cis(0 + 2nm),n € N, e usando a Férmula de De Moivre:

z= c15(2n7‘t)4 = cis (nzn)

Disso, encontramos as raizes: +1 e + i.

Para z* = 16:
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nm
zZ= 2c15(2n7r)4 = 2ClS( 5 )

Dessa equacao, temos as outras raizes: +2 e + 2i.

Mas precisamos satisfazer a condi¢cdo z — |z| = 0 => z = |z|, isto é, z deve ser um
nuimero real positivo!

Logo, apenas 1 e 2 satisfazem a condicao.
S§S=142=3

Gabarito: “c”.

75. (ITA/2013)

Considere a equagdoem C, (z — 5 + 3i)* = 1, se z, é a solugdo que apresenta o menor argumento
principal dentre as quatro solugdes, entdo o valor de |z,| é

a) /29.
b) V41.
c) 3+5.
d) 4V3.
e) 3ve6.
Comentarios
Da equacgdo do problema, temos:
(z=5+30)*=1=cis(2nr),n e N

Usando a Formula de De Moivre:

nm
z—5+3i= CLS(Znn)4 = CLS( > )

ClS(Z)pOde assumir os valores cis0 = 1, cis (2) = i,cism = —1,cis (37”) = —i
Assim:
nm
Z_CLS(2)+5—3L
z7=14+5-3i=6-3i
z,=1+5—-3i=5-2i
Zz=—1+5-3i=4-3i
Z,=—i+5—-3i=5—-4i

O argumento de cada uma dessas solugoes é:

Zl - 6_3i
3 1
@) =(~¢) =3
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Logo, 8, é o menos argumento. Entdo z, =z, = 5 — 4i

|zo| = /52 + 42 = V41

Gabarito: “b”.

76. (ITA/2013)
Paraz = 1 + iy, y > 0, determine todos os pares (a, y),a > 1, tais que z1° = a. Escrevaa e y em
funcao de Arg z.
Comentarios
Vamos usar a forma trigonométrica e considerar z = pcis(60):
z10=¢q
Substituindo a forma trigonométrica na equacao e aplicando a Férmula de De Moivre:
(pcis6)!® = a
pOcis(100) = a
p*%(cos(108) + isen(100)) = a
Mas a > 1, isso quer dizer que p'°(cos(108) + isen(100)) é real e positivo. Entdo,
temos:
sen(108) = 0 para zerar a parte imaginaria e cos(108) > 0, pois p'°cos (108) = a
Para satisfazer as duas condicdes, temos:
cos(108) =1 = cos(2nm),n € N

Hz?epw:a

Definimos que z = p(cos@ + isen(6)) = 1 + iy
O enunciado afirma que y > 0, entdao, podemos restringir os valores de 6.

Sendo z = p(cosO + isenf), 0 € ]0;%[.

2T

. Vs
Com isso, encontramos 8 = ce 0= =

Entdo para z = p(cosO + isenf) = 1 + iy:
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Para§ = =
5
1 s
p= 050 secH = sec (E)
T 10
a = sec (E)
_ G—Sene—te—t (n)
Y =Pt = osg — 9V T
2T
Para 68 = =
277\ 10
a= sec( c )
21
y=t9(7)
Portanto:

10

(a,y) = (sec (g) ,tg (g)) ou (a,y) = | sec (2%)10»759 (2?”)

a = sec(Arg z2)*° ey = tg(Arg z)
Gabarito: a = sec(Arg z)1° ey = tg(Arg z)

77.(ITA/2012)

Sejam z = n?(cos 45° + i sen45°) e w = n(cos 15° + i sen 15°), em que n é o menor inteiro
positivo tal que (1 + i)™ é real. Ent3o, % éigual a

a) V3 +i.
b) 2(V3+1i).
o 2(vV2+i).
d) 2(v2-i).
e) 2(V3—i).
Comentarios
Do enunciado, temos:
z =n%(cos 45° + i sen 45°) = n?cis(45°)
w = n(cos15° + isen15°) = ncis(15°)
Z— n’cis(45°) _ ncis(45°)
w  ncis(15°) cis(15°)
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Das propriedades dos numeros complexos na forma trigonométrica:

2 _meis(45) _ o oo (VE
w . cis(159) ncis(45° — 15°) = ncis(30°) = n<7+§>

Ainda, do enunciado temos n menor inteiro positivo tal que (1 + i)™ é real.
n
V2 V2 no "
a+o"= \/§<7+T> =2§Cl'5( )

Aplicando a Férmula de De Moivre:
nomI\" n NI
22cis (Z) = 22cis (T)

Entdo, para o valor acima ser real temos:

TlTL’_O TlTl,'_
4— Ou4—77,'

Mas n é o menor inteiro positivo que satisfaz a equacao, logon = 4.
Portanto:
Z V3 i
—=4|—+5)=2(V3+i
S=(7+g) =205+
Gabarito: “b”.

78. (ITA/2012)

Y3 ~ . -
Seargz =, entdoum valor para arg (—2iz) é

T
2.

a)
b)
c)
d)

a|3 g IR AN

e)
Comentarios

Vamos definir z = pcis(8). Do enunciado, argz = %entéo 0 =

e=p(cos@)+isen (D) = (45

Descobrindo o valor de —2iz:

—2iz = =2ip <§ + ?) = p(\/f - i\/i) =2p (E - %) = 2pcis (7_11)

NE!

2 4

Portanto:
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arg(—2iz) = T

“ "

Gabarito: “e

Prof. Victor So

79. (ITA/2011)

Dadoz——( 1+ V/3i), entdo Y32, z" é igual a
a) —7\/§i.
b) —1.
c) 0.
d) 1.
e) 23i.
6
Comentarios

Do enunciado:

1
—( 1+\/_l)_——+—l_ClS

89

2 2

S=Z:Z"=Z+zz+zg+----|-z89

n=1

A soma acima é uma PG de razdo z:

Usando a formula da soma de uma PG finita:

a;(q" — 1)
Sp=—o——
q
S _z(z%-1) 29—z
897 21 z—1

Substituindo z = CLS( ) na equacao:

V3 (Zn

cis (2?”)90 —cis (2?”)
Sgo = T
cis (?) -1

Usando a Férmula de De Moivre:
5y = cis (@) —cis (2?”) _ cis(2m30) — cis (2?71) _ 1—cis (2?”)
cis (ZTT[) -1 cis (2?71) -1 cis (2?”) -1

Simplificando a equacado, temos:

1—cis (2?”) B -1 (cis (2?”) = 1) —

2= cis (2?”) -1 )
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Gabarito: “b”.
80. (ITA/2011)

Das afirmag06es abaixo sobre nimeros complexos z; e z5:
I- |Z1—Zz|S||21|—|Zz||-
- |Z122| = |IZ2]1Z]].
-  Sez; =|z|(cos@ + isen®) # 0, entdo z7' = |z;| (cos @ — isin0).
E(sdo) sempre verdadeira(s)
a) Apenas|.
b) ApenasIl.
c) Apenaslil.
d) Apenaslielll.
e) Todas.
Comentarios
I |zy — 25| < ||Z1| - |Zz||

Como se trata de uma questao de verdadeiro ou falso, ndao precisamos gastar nosso tempo

tentando provar essa desigualdade. Vamos suporz; = 1e z, = —2:
|2y — 2zl =1 - (=2)| =3
1zl = 1zl| = |11 = =2l = |-1] = 1

Portanto, falso pois 3 > 1.
Iz - z,] = ||z ]|
Tomandoz; =1ez, = 2:
|21 - 2| = ||z 12|
11-2] =2 =#[[2]|12]] = 4
. z; = |z;|(cos @ + isenf) + 0

|z, |7
z;t =|z]7 (cosO + isenf) ! = L

cosO + isenf
Multiplicando ambos os lados por cosf — isen8:

A cosO —isend |z, (cosO — isenB)
(cos@ + isenH) -

z;t =

_1 .
- = |z cosf — isenf
cosf — isenf c0s0? + senB? |z |7 ( )

Portanto, verdadeira.

Gabarito: “c”.

81. (ITA/2011)

A soma de todas as solugdes da equagioem C : z% + |z|? +iz— 1 = 0 éigual a
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a)
b)
c)
d) —-.

S NI~

e) —2i.
Comentarios
Vamos definir z = a + bi e substituir na equacao:
2+ |z +iz—=1=0
(a+bi)?>+|a+bil>?+i(a+bi)—1=0

(a? + 2abi — b?) + a2+b22+ai—b—1=
a’+2abi —b*>+a*+b*+ai—b—1=
2a* + 2abi+ai—b—1=
(2a2-b—-1)+i(2ab+a) =0
Devemos encontrar a solug3o do sistema:

{Zaz—b—1=0(1)
2ab+a =0 (1)

De (II):
2ab+a=a(2b+1)=0

=0 b—1
a=0oub=-3

Paraa = 0 em (I):
202 —b—-1=0=>b=-1=>z = —i

Parab = —% em (I):

2a2—b—1=2a2+%—1=2a2—%=0
1
aziz
Portanto, temos as raizes:
) 1 i 1 i
n=—i,p=5-sen=-5-3

Somando as raizes:

_+(1 i>+( 1 i)_ y
272 2 2)T 74

Gabarito: “e”.

82. (ITA/2011)
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Sejam n > 3 impar, z € C\ {0} e z4,z,, ..., Z,, as raizes de z" = 1. Calcule o numero de valores
|zl- — Z]-|, i,j=1,2,..,n,comi # j, distintos entre si.

Comentarios

Vamos analisar z" = 1. O enunciado diz que n > 3, entdo, as raizes dessa equac¢do geram
um poligono regular no plano de Argand-Gauss (se n=1, teriamos um ponto e n=2, uma reta).
Vamos transforma-la na forma trigonomeétrica:

z" =1=—cis(2km),k €N
Logo, usando a férmula de De Moivre:
2kn)

Z = CiS (—
n

Entdo variando o valor de k até n— 1 (pois k = n estariamos encontrando raizes
repetidas):

z; =cis(0) =1
. (271)
2, = cis(—

~ (ATr
Z3 = CIS (—)
n

_ <2(n — 1)71)
z, = cis | ———
n

Essas sdo as n raizes da equacgao. Representando z no plano complexo:

Im

“l  Re

O problema pede o nimero de valores diferentes de |zl- - zj|, ,j=1,2,..,n,comi #j.

|zl- - zj|, com i # j € um segmento de reta que liga z; a z;.
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Entdo, ele quer saber quantos valores diferentes podemos encontrar nesses segmentos.
Vamos chamar cada segmento de d;;. Veja a figura:

Im

Analisando a figura, vemos que as distancias de z; até as raizes complexas situadas na parte
positiva do eixo imagindrio se repetem com as raizes complexas da parte negativa do eixo
imaginario. Pois:

diz = diq
d13 = dl(n—l)
dig = dl(n—z)

Observe que tomamos z; como referéncia para o problema. Se escolhéssemos qualquer
outra raiz, os valores de d;; seriam os mesmos.

Logo, o numero de valores distintos que d;; assume sera a quantidade de retas que
podemos tragar na parte superior do circulo entre z; e as raizes nela situadas.

. . , N n-1 .
O enunciado afirma que n é impar, entdao, teremos 5 pontos na parte superior da
circunferéncia:
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Re
Portanto, o numero de valores distintos é:
n—1
2
. -1
Gabarito: nT
83. (ITA/2010)
Se z é uma solugao da equacdao em C,
12
VZ—-1 V241
z—Z+|Z|2=—l(\/§+i)< i >] :

Pode-se afirmar que
a) i(z—2)<0.

b) i(z—2z) > 0.

c) |z| €[5,6].

d) |z| €[6,7].

e) |z + §| > 8.

Comentarios
Devemos encontrar a solugdo z para analisar as alternativas.

O primeiro passo serd organizar a bagunca que o examinador fez no lado direito da
equacgao:

_[(ﬁﬂ,) <\/53— 1_i\/§3+ 1)112

Vamos desenvolver a equagado para ver no que da:

[(W l)<\/‘ 1 \/53+1>]“
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—[(%) (VZ+i)(V2-1-i(V2+ 1))]12 =
—[(%)(2—\/——iZ—i\/E+i\/§—i+\/§+1]12=

[a-m-re] - [@a-s] a0

Vamos transformar 1 — i na forma trigonométrica:

] V2 iv2 ] T
1—-i= V2<7—T> = VZCLS(—Z)
Voltando a equacao:

- = - (vaei (_g))" - —2vais (- 0)

12

Aplicando Férmula de De Moivre:

T 12n
—2%cis (— Z) = —2%cis (— —) = —26¢cis(—=3m) = —2%cis(w) = 2° = 64
Agora, podemos analisar a equac¢ao do problema:

4
\/f—l_i\/i+1>] 64

12

z—z‘+|z|2=—[(«/§+i)< 3 2

Vamos chamar z = a + bi e substituir na equacgao:
a + bi — (a — bi) ++/(a? + b?)? = 64
2bi+a*+b*—64=0
Ent3do, temos o sistema:
{ , 21;1' =0
a‘+b*—64=0
2bi=0=>b=0
a’+b*—64=0=>a’=64
a=418
Portanto, z; = 8 e z, = —8.
Vamos analisar as alternativas:
a) Errado. Pois z é real, logo, a diferenca de z e seu conjugado é 0.
b) Errado. Idem item a.
c) Errado. z = +8
d) Errado. z = +8

e) Verdadeiro.
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z+—| = |8+—| = [8.125| > 8
z 8

Gabarito: “e”.

84.(ITA/2010)
Os argumentos principais das solu¢des da equagdo em z,
iz+3zZ+(z+2)?-i=0,

pertencem a

a) 15,71
b) 15,2
IR
d) 13,2101 5

Comentdrios
Vamos usar a forma algébrica de z. Sejaz = a + bi,a,b € R:
iz+3Z+(Z+2)?-i=0
i(la+bi)+3(a—bi)+(a+bi+a—bi)>?—i=0
ai—b+3a—3bi+4a*—i=0
4a’+3a—-b+i(a—3b—-1)=0

{4a2+3a—b=0(1)
a—3b—1=0(I

De (I), temos b = 4a? + 3a. Substituindo em (I1):

a—34a*+3a)—1=0
—12a®*—-8a—-1=0

_8xV64—-48 1 1

a =——-ou——
—24 2 6
Paraq = —=,b = —=
2 2
Paraq = —=,b = ——
6 18
Entdo:
1 i
Z —_— ————
o2 02
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Portanto as duas raizes pertencem ao terceiro quadrante no plano complexo. A Unica
alternativa que indica um intervalo apena no terceiro quadrante é a alternativa c.

llustrando:

Im
05

Gabarito: “c”.

85. (ITA/2009)
Sejamx,ye Rew = x*(1 + 3i) + y*(4 — i) — x(2 + 6i) + y(—16 + 4i) € C.
Identifique e esboce o conjunto
2 ={(x,y) e R, Rew < —13elmw < 4}.
Comentarios

A questao pede o esboco do conjunto 2 em funcdo dos valores de w. Vamos desenvolver

w=x?(1+30)+y*(4—1i) —x(2+6i) +y(—16 + 4i)
w = x% + 3x% + 4y? — y%i — 2x — 6xi — 16y + 4yi
w = (x? +4y% — 2x — 16y) + i(3x? — y* — 6x + 4y)
Logo, temos:
Rew = x? + 4y? — 2x — 16y
Imw = 3x? —y? —6x + 4y
O conjunto pede Rew < —13:
Rew = x? + 4y? — 2x — 16y < —13
x?—2x+4y? — 16y < —13
Fatorando os elementos x e y:
x2—2x+1+4y*—16y+16<—-13+1+16
(x—1)?%+4(y—-2)?<4

(-1 0-27

<1
4 1
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Isso é uma elipse com centro (1, 2) de vértices (-1, 2) e (3, 2) e pdlos (1, 1) e (1, 3)! Essa
inequacgao traz como solugdo todos os pontos dentro da elipse! Vamos ilustrar:

4
Yy

35

3

-15 =1 -0.5 0 05 1 15 2 25 3 g 35

. 22 2
*Elipses possuem a forma = + 2’—2 =1

Agora, para o conjunto Imw < 4:
Imw=3x?—y?—6x+4y <4
Fatorando a equagao acima:
3x2—6x+3—y>+4y—4<4+3—4
3x—1)?>—-(y—2)*<3
x—1)2 —2)?
( : ? : ?
E uma hipérbole com centro (1, 2), vértices (0, 2) e (2, 2) e pélos (1,2 + \/§).

1

Juntando as 2 inequag¢des, temos como resultado:

Gabarito:
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86. (ITA/2008)

Determine as raizes em C de 4z° + 256 = 0, na forma a + bi, com a, b € R, que pertencam a

s={ze(C1<|z+2| <3}
Comentarios

Vamos encontrar as raizes de z:

47z% + 256 =0
o  _256_
72V = —— = —
4

1 1 1
z = (—1)6646 = (—1)62

Sabemos que —1 = cism. Entdo substituindo e aplicando férmula de De Moivre:

1 T Nn
z = 2cis(m + 2nm)é = 2cis (— + —

6
Logo, as raizes sao:

7z, = 2cis (g) =2 (?
Z, = 2cis (g) = 2i
Zz = 2cls (5—n> =2 <—§+%>
amro () -2(-2-
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Z6=2ci5(117ﬂ>=2<§—£>=\/§—i

A questdo pede as raizes que satisfazem a condicao:

1<|z+2|<3

Para z = +2i:
z+2|=|+2i+2]|=V4+4=/8=2V2=28
*\2 = 1.4

Paraz = —/3 + i:
|z+m=yﬂ5ii+ﬂ=Lw@+2i4=J@—v®2+1=J8—mEEVI§zL1

*V3 =17

Paraz =3 + i
|z+m=h@ii+ﬂ=h@+2i4=J@+V®2+1=J8+MFEVM4

V9 < V14.4 < V16
3<V144 <4

Portanto apenas as raizes +21i, —/3 + i satisfazem a condicao.

Gabarito: +2i, —/3 t+ i
87. (ITA/2008)

Sejam a, B € Ctais que |a| = |B] = 1 e |a — B| = V2. Entdo a? + B2 éigual a

a) —2.
b) 0.
c) 1.
d) 2.
e) 2i.
Comentarios
la — Bl =2
la = pI? =2
(@-p)(a-p)=2
(@a-p)(@-p)=2

a@ —af —af + B =2
la|? — af — Ba+|BI? =2

AULA 18 - NUMEROS COMPLEXOS 162



; Estratégia

Militares

Mas, |a| = |B| = 1, entdo:

aBf + Ba =0 ()
Facamosa =a+ bie ff = c + di.
Substituindo na equagdo (1), temos:

(a+bi)(c—di)+ (c+di)(a—bi)=0
ac —adi + bci +bd +ac — bci+adi+bd =0
2ac + 2bd =0
ac = —bd (II)
_ —bd

a=——-o
Cc

Como |a| = 1, temos:
—bd\* b%(c? + d?)
> =

=>a2+b2=1=>(7> +bh%=1

c? 1

Como |B]| = 1, temos ¢? + d? = 1, logo:
= b? =c?ea?=d?
Vamos analisar agora o pedido na questao:
a’ + B
(a + bi)* + (c + di)?
= a® + 2abi — b* + ¢? + 2cdi — d?
=2(ab + cd)i + (a®> —d?) + (¢? — d?)

0 0
= 2(ab + cd)i

Porém, como b? = c? e ac = —bd, temos as seguintes possibilidades:

b=cea=-d
ou
b=-cea=d
Para qualquer um dos casos, 2(ab + c¢d) = 0, ou seja,

a’+p%=0

Gabarito: “b”.

Prof. Victor So

88. (ITA/2007)

Considere a equagao
4

6(1—ix)3_(1+i 1—i)
1+ix/) \1-i 1+i/°

Sendo x um nimero real, a soma dos quadrados das solu¢bes dessa equacao é
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a) 3.
b) 6.
c) 9.
d) 12.

e) 15.

Comentarios

1—ix\> /140 1-0\*
6(1+ix) =(1—i_1+i)
16(1—ix)3=[(1+i)2—(1—i)2r

1+ ix 2

1—ix\>
16 = (20)*
<1+ix) LQ/
16

(1-ix)®=(1+ix)3
1—3ix —3x* +ix® =1+ 3ix — 3x% — ix3
6ix = 2ix3 = x3 = 3x
x(x2-=3)=0~x=00ux =+V3
As solugbes dessa equacdo so: S = {0,v/3, —/3}
A questdo pede A = 02 + (v3)2 + (—V3)? =6
Gabarito: “b”.

Prof. Victor So

89. (ITA/2007)

Assinale a op¢do que indica 0o médulo do nimero complexo

———,x* kn k €.
1+icotgx

a) |cos x|.

b) (1 + senx)/2.
c) cos? x.

d) |cossec x|.

e) |sen x|.

Comentarios
1 1—icotgx 1—icotgx

277 + i cotgx - (1+icotgx)(1—icotgx) 1+ cotg?x

Contudo, lembre-se que 1 + cotg?x = cossec?x
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1+ cotg?x ( 1 )
sen?x

= sen’x — isenxcosx = z

|z| = \/(senzx)z + (—senxcosx)? = \/senzx (sen?x + cos? x) = |senx|

1
Gabarito: “e”.

Prof. Victor So

90. (ITA/2007)

Determine o conjunto A formado por todos os niimeros complexos z tais que

VA

Z
— =3el<|z-2i|l<1.
z—2i+z+2i ¢ |z il =

Comentarios

A 4 2z 3
z—20 z+2i
Vamos aplicar o conjugado nessa equagao.

z N 2z .z N 2z _ 3
z—2i Z+2 z42i z-2i
Agora temos o sistema:
( Z 2z ( 2 2Z
= =3 — =3 (I
Z+2i+z—2i N Z+2i+Z—2i D
z N 2z _ 3 2z N 4z —6 (D)
z—2i Z+4+2i z—2i Z+2i
Fazendo (II) — (I), obtemos:
3z _
— -=3=>z=2z+4+2i
Z+ 20

Sejaz =a + bi coma,b € R, substituindo:
a+bi=a—>bi+2i
2bi = 2i
~b=1

Note que a equagdao ndao depende de a, usemos a desigualdade do enunciado:

b=1Va=>0<|a+i-2il<1

>0<Jaz+1<1
Comova? + 1 > 0, temos:
20<ad?+1<1=>-1<a?’<0=>a=0
Portanto, temos uma Unica solugdo z = i. Dessa forma, A = {i}.
Gabarito: A = {i}
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91. (ITA/2006)

Se para todo z € C,|f(z)| = |z| e |f(2z) — f(1)| = |z — 1|, entdo, para todo z € C, mf(z) +
f(1)f(z) éigual a

a) 1.

b) 2z.

c)2 Re z.

d) 2 Im z.

e) 2|z|>.

Comentarios

If(2) = f(D)] =z -1

Elevando ao quadrado, temos:
If(2) = fF(DI? =z -1/
F@D-f)(f@-fD)=z-D(E-1

F@D = F@fD) - fFOfF@ + (D =z —z—Z+ 1
Mas, |f(z)| = |z|. Logo:

fF@f) + f(Df(2) = z+7Z = 2Re(2)

Gabarito: “c”.

92. (ITA/2006)

Se a € [0,2m[ é o argumento de um numero complexo z # 0 e n é um nimero natural tal que
(l—;)n = i sen(na), entdo, é verdade que

a) 2na é multiplo de 2.

b) 2na —  é miltiplo de 2.

c) na — /4 é multiplo de /2.

d) 2na — m é multiplo ndo nulo de 2.

e) na — 2m é multiplo de .
Comentarios

z = |z|cis@

z\" z|cisO\"
<m> = (l ||Z| ) — ClS(ng) = isen(na) = COSTLQ = 0 esen(ne) - Sen(na) = 9 = a

Ck+)m

Como cosna = 0, = na = 2na — n = 2kmn. Logo, o gabarito é a letra b.

Gabarito: “b”.
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93. (ITA/2005)

. ~ ~_ |1-2zw
Seja z € C com |z| = 1. Ent3o, a expressio |ﬁ| assume valor

a) maior que 1, para todo w com |w| > 1.
b) menor que 1, para todo w com |w| < 1.
c) maior que 1, para todo w com w + Z.

d) igual a 1, independente de w com w # z.

e) crescente para |w| crescente, com |w| < |z]|.
Comentarios
Aideia é usar a informacdo de que |z| = 1 = |z|? = 1 e substituir na expressao:

1—2zZw |z|? — Zzw 77 — 7w _Zz=w _
=zl|—| =1z =1

zZ— W

Z—Ww Z—Ww Z—Ww
Essa igualdade sé vale se z + w.

Gabarito: “d”.

94. (ITA/2004)

Considere a fungdo f:R — C, f(x) = 2 cosx + 2i sen x. Entdo, Vx,y € R, o valor do produto

fx)f(y) éigual a
a) f(x +y).
b)2f(x + y).
c)4if(x +y).
d) f(xy).
e) 2f(x) + 2if (y).
Comentarios
f(x) =2cosx+2isenxef(y)=2cosy+2iseny
f)f(y) =(2cosx+2isenx)(2cosy+2iseny) =
4cosxcosy + 4icosxseny + 4isenxcosy — 4senxseny =
4(cosxcosy — senxseny) + 4i(cosxseny + senxcosy) =
4cos(x +y) + 4isen(x +y) =
2[2cos(x +y) + 2isen(x + y)] =|2f (x + y)

Gabarito: “c”.

95. (ITA/2004)

Considere todos os niimeros z = x + iy que tém médulo V7/2 e estdo na elipse x? + 4y? = 4.

Entao, o produto deles é igual a
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a) %.
b) .
c) %.
d)Z.
e) 4.

Comentarios

Izl—ﬂ:x2+ 2.7
— 72 Y =%
x% 4+ 4y% =4 73

7 >y=1+—,x =%1

Como x2 + 4y? = 4, { 7 .
4

x%+y* =

Os numeros complexos que satisfazem essa relagao sao

O produto desses valores é (1 +§i) (1 —?i) (—1 —?i) (—1 +§i) = j—z.

Gabarito: “b”.

96. (ITA/2004)
A soma das raizes da equagdo z3 + z%> — |z|? + 22 =0,z € C, é igual a
a) —2.
b) —1.
c) 0.
d) 1.
e) 2.
Comentarios
Observando a equagao, podemos escrever:
z3+2z2—|z[?+2z=0
z23+22—-22+22=0
z(z°+z—-2+2)=0
Sejaa z = a + bi, entdo, temos:
z=0ou(a+bi)2+ (a+bi)—(a+b)+2=0
a?+2abi —b*+a+bi—a+bi+2=0
{az—b2+2=0 {az—b2+2=0
ab+b=0 b(a+1)=0
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Seb=0=>a€]R.Logo,a=—1eb=i\/§.
As raizes dessa equagdo sdo {—1 + /3, —1 — V/3}.
A soma das raizes é (—1+V3) + (-1-+v3) = -

Gabarito: “a”.

97. (ITA/2004)
Sendo z = T' calcule

" =|z+ 22+ 2% + -+ 2%,

Comentarios

Primeiro devemos achar a forma polar do nimero complexo z.

141 <40
zZ = = cis
V2
Agora, podemos calcular a soma da PG.
z(z%° —1 z%t —z cis(61 - 45°) — cis(45°
lz+2°+2° + -+ 2% = ( )| _ ( ) 459 _
z—1 z—1 cis(45°) — 1
Cis |=—————| —cis+ 1 | = cis= —COS — — L L L
[ Z| |cis [15n+4] cisg| |—cosz—sengi—cosy—senzi
., TT - T - T T =
CLSZ—I CLSZ—l cosZ—1+senZL

(—2005% — ZSen%i) (cos% —-1- sen%i) B
(cos% —-1)? - (sen%i)2 B

—2coscos + 2cos + 2seni — 2sensen| |—2 + 2cos + 2seni| |—2 + 2cos + 2seni|
(cos %)2 —2cos+1+ (sen %)2 2 —2cos 2 —4/2
2+ 2
‘( D=2 B, o e

= \/(—1)2 +(W2+1)2= J4 +2V2

Gabarito: V4 + 22

98. (ITA/2003)

Seja z € C. Das seguintes afirmagdes independentes:

2iz%+57—i I —2iZ°+5z+i
l.Sew = —— ,entaow = R Ypp— ;
143z +2iz+3|z|%2+2|z| 1+32z2-2iz+3|z|%+2|z|
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I.Sez+0ew = 2;;:;:;3, entdo |[w| < 2|Z\|/+§iﬁ;
_ (1+Dz? - o
ll.Sew = YNEIVTS entao 2 argz + ; €um argumento de w,

é (sao) verdadeira(s):
a) todas.

b) apenas |l ell.

c) apenas il elll.

d) apenas | ellll.

e) apenas Il.
Comentarios

Vamos analisar item por item.

I. Devemos lembrar das propriedades do conjugado. x t y=x+y,xy =x-Y, (i) =

IR

_ ( 2iz2 + 5z — i ) (2iz%2 + 5z — i)
w =

—2 . =
1+ 3z + 2iz + 3|z|? + 2|z| (14 32° + 2iz + 3|z| + 2|z])

—2iZ° + 5+
1+ 322 — 2iz + 3|z|? + 2]|z|

awW =

Com isso, observa-se que o item é verdadeiro.

Il. Dos niumeros complexos, sabemos que |u + v| < |u| + |v|, em que u e v sdo nimeros
complexos.

Da questdo, podemos escrever que

] = 2iz+3i+3) |2iz+3i+3| _|2iz+3i+3| _ |2iz +|3i+3|
(1+2i)z 11+ 2i]|z| V5|z| T V5lzl V52|
|2iz+3i+3|< 2|z \ 3v2 :>|2iz+3i+3|<2|z|+3x/i
V5|z] " v/5lz| 5|z V5lz| /5|7

Item verdadeiro.
Ill. Também das propriedades dos nimeros complexos, sabemos que arg(uv) = arg(u) +
arg (v) e arg (%) = arg(u) — arg (v). Dessa forma, temos:
[(1 + i)z
arg |[————
Slava + 4

Item verdadeiro.

] =arg(1+1i)+ 2arg(z) — arg(4\/§ + 4i) = %+ 2arg(z) — % = 1ﬂ—2 + 2 arg(z)

Gabarito: “a”.

99. (ITA/2003)
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Das afirmagbes abaixo sobre a equagdo z* +2z3 +2z%2+2z+1 =0 e suas solugdes no plano

complexo:

I. A equacgao possui pelo menos um par de raizes reais;

Il. A equagao possui duas raizes de médulo 1, uma raiz de médulo menor que 1 e uma raiz de médulo
maior que 1;

k
, . ~ ~ r 1
lll. Se n € N* e r é uma raiz qualquer desta equagdo, entio ) ',::1 |§| < >

E (sdo) verdadeira(s):
a) nenhuma.

b) apenas I.

c) apenas Il.

d) apenas lll.

e) apenas | elll.

Comentarios
5

1_o.

z—-1
Como z=1 nao é solugao da equagao, segue que a equagao Z5 = 1 fornece as SO|U§O€S da

equacdo do enunciado, exceto a solucdo z = 1. As solugbes dessa equacao formam um
pentagono regular inscrito em uma circunferéncia de raio unitario, como na figura:

. Podemos reescrever a equacdo da seguinte forma: z* +z3 +z2 +z+1 =

Im(z) &

Re(z)

Dessa forma, as equagdes da equacao do enunciado sao as interse¢des do pentdgono com
o circulo de raio 1 exceto o 1, e nenhuma dessas raizes estd no eixo dos Re(z). Logo, o item | é
falso.

Il. O Item Il também é falso, pois todas as raizes possuem maddulo 1.

lll. No item Ill, temos que

1
”r c -1 3"—1 1 1 1
R
3 1 2.3 2 2:3" 2
k=1 k=1 3
Logo, o item lll esta correto.

Gabarito: “d”.
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100.(ITA/2003)

zZ+zZ+2

Determine o conjunto dos numeros complexos z para os quais o nimero w = NP TS
z— z -

pertence ao conjunto dos numeros reais. Interprete (ou identifique) este conjunto

geometricamente e faga um esbogo do mesmo.
Comentarios

Sabemos que z+Z € R, pois z+Zz = (a + bi) + (a — bi) = 2a € R. Dessa forma, a
Unica condicdo que devemos analisar agora é a condi¢cdo do denominador para que o niumero w
seja real. Para isso, devemos ter que:

lz—1|+|z+1] -3 > 0.

Essa equacdo representa a parte externa de uma elipse com centro na origem e focos nos

pontos (—1,0) e (1,0) no plano de Argand-Gauss. Além disso, essa elipse tem semieixo maior a =

3 . V5
> € semieixo menor b= Py

A representagao geométrica desse conjunto é:

Y

Em que esse plano sombreado é infinito para o exterior da elipse.

Gabarito: parte externa de uma elipse com centro na origem e focos nos pontos (—1,0) e (1,0)

101.(ITA/2002)

Seja a equagdo em C,z* — z% + 1 = 0. Qual dentre as alternativas abaixo é igual 3 soma de duas

das raizes dessa equagao?
a) 2+/3.

b) —V3/2.

c)V3/2.

d) —i.

e)i/2.

Comentarios
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Fagamos z“ = y. Com isso, a equagao fica: y* —y + 1 = 0, cujas solugdes sao y =
ouy = 1_7@ Na forma polar, as solu¢des sao {cis (g) ,CLS (5?”)}

y: . (T . 51
Voltando para a varidvel z, temos que z = +cis (g) ez = *cis (?).

x o oox (VB0 VB i VB i3 i
As solugdes sdo {—+—,————,——+—,———
2 2 2 2’2 2

T3 } Logo, a soma de duas delas pode ser

—1.

Gabarito: “d”.

102.(ITA/2002)

Sejam a e b dois nimeros complexos n3o-nulos, tais que a? + b%? = 0. Se Z, W € C satisfazem

{Ew+zW:6a
Zw — zw = 8b

determine o valor de |a| de forma que |zw| = 1.
Comentarios
Sejaa=x,+y,ieb=x,+y,l
Pelo sistema dado no problema, temos que zw = 3a + 4b e zw = 3a — 4b.

Além disso, sabemos que |zw| =1 ¢ |zw|? =1 = (Zw)(zw) =1 = (3a + 4b)(3a —
4b) = 1

9a? — 16b? =
Mas, pelo enunciado, a? + b? = 0. Fazendo b? = —a?:
9a? — 16(—a?) =

a’>=—>=|a|l =

1
1
25 5

. 1
Gabarito: |a| = E

103.(ITA/2001)

Sez=1+iV/3, z-w=1ea € [0,2m] é um argumento de z - w, entdo « é igual a:
a) /3.

b) m.

c)2m/3.

d) 57t/3.

e) 3m/2.

Comentarios
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1 1-iV3  1+iV3

(1+ix/§)-W=1=>W=1+N§= Z Z

U
S

T VA
trg(aw) = hrg(@) + argw) =T+ T =22

Gabarito: “c”.

104.(ITA/2001)

, 1-cosa .1-2cosa+2sena
O numero complexo zZ =

po—— o ,a €10, /2] tem argumento /4. Neste caso,

a éigual a:
a) /6.

b) /3.

c) /4.

d) /5.

e) /9.
Comentarios

Se o numero complexo w tem argumento 1 /4, entdo sen[Arg(w)] = cos[Arg(w)]
Assim, temos que:

1—cosa 1—2cosa+2sena

senacosa sen 2a
sen2a — sen(2a)cosa = senacosa — 2senacos?a + 2sen*acosa

2senacosa — 2senacos’a = senacosa — 2senacos?a + 2sen’acosa

senacosa = 2sen’acosa

1
Como sena # 0 e cosa # 0, |sena = 5

T
Dessa forma, a = -

Gabarito: “a”.

105.(ITA/2001)

A parte imaginaria de [(1 + cos 2x) + i sen 2x], k inteiro positivo, x real, é

k k

a) 2 sen“x cos™ x.

b) sen*x cosk x.

k

c) 2k sen kx cos* x.

d) 2* sen*x cos* x.

e) sen kx cos” x.

Comentarios
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z=[(1+ cos2x) +isen 2x]*
[(1 + 2cos?x — 1) + i 2senxcosx]¥
(2 cos? x + i 2senxcosx)®
2kcos®x(cosx + isenx)* = 2¥cos*kxcis(kx) = 2%cos* cos(kx) + 2k cos*sen(kx)i
Im(z) = 2*%cos*sen(kx)

Gabarito: “c”.

106.(ITA/2000)

Seja zy o nimero complexo 1 + i. Sendo S o conjunto solu¢do no plano complexo de |z — z,| =
|z + zy| = 2, entdo o produto dos elementos de S é igual a

a)4(1—1i).
b) 2(1 + i).
c)2(1—1i).
d) —2i.

e) 2i.

Comentarios
1z — zo| = |z + 2]
1z = 20” = |z + 20|* = (2 = 20)(z = 20) = (2 + 2,) (z + 20)
(z—20)(Z —2) = (z+ 2)(Z + Z)
1z|? — 225 — 2Z + |20|? = |2|* + 224 + 20Z + |20]?
z2Zg+2pz =0
z = a + bi, logo:
zA-D+A+Dz=0=>(@+b))A1—-D)+A+i)(a—bi)=0
>a+bi—ai+b+a—-bi+ai+b=0=>b=-a
Mas, |z—2zy| =2=(a+b)—(1+D*?=4=>@-1)>+(b-1)* =4
Parab = —a:
(a—1)2?+(—a—1)?%=4
202 +2=14
a?=1>a=4+1
=>b=—-a=+1
As solugdes dessa equagdo sao {1 — i; —1 + i}
O produto dessas solugdes é:
A=D1+ =2i
Gabarito: e
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Sejam a; e by nimerosreaiscomk = 1,2, ..., 6. Os numeros complexos z; = a; + ibj, sdo tais que
|z;| =2eb, = 0,paratodok =1,2,...,6.5e (a, a,, ..., ag) é uma progressao aritmética de razdo
—1/5 e soma9, entdo z3 é igual a:

a) 2i.

8 6,
b) E + E L.
c)V3 +i.

Comentarios
Da primeira informag&o do problema, sabemos que |z, | = 2 = a2 + b2 = 4 (I)

A questdo também diz que (a4, ay, ..., ag) € uma PA de razdo —1/5 e soma 9. Com isso,
temos que

(a; + az)6 -1 -1
S=#=9$a1+ a6 =3=>2a1+5(?)=3$a1=2$a3=2+2(?)
a1¥5q
_8
5

Da equacao (l), temos que:

by= [4—az= [a-220
3= 43 = 25 5

Pois b; = 0. Assim,

Gabarito: “b”.

108.(ITA/1999)

O conjunto de todos os niumeros complexos z, z + 0, que satisfazem a igualdade |z + 1 + i| =
||z| -1+ i|| é:

a) {ze (C:argz=%n+2k1t,ke Z}.

b) {ze (C:argz:§+2kn,ke Z}.

c){ze C:|z| = 1eargz=§+kn,keZ}.
d){ze(C: |z| =\/§eargz=§+2kn,kez}.

e){zE(C:argz=%+k1t,k€Z}.

AULA 18 - NUMEROS COMPLEXOS 176



; Estratégia

Militares

Prof. Victor So

Comentarios
Seja z o numero complexo z = a + bi, entdo:

lz+1+il=|lz| — |1+l
J(a+1)2+(b+1)2=|Ja2+b2—\/§|
(@a+ 12+ (b+1)2 = (Ja? + b2 —/2)?
a?+2a+1+b2+2b+1=a?+b%+2—2vV2Ja? +b?
2a +2b = —2v2\/a? + b2
a+b=—\/§\/m

a+b<0
(a + b)* = 2(a*+ b?)
(@—b2=0=a=hb

Comoa=bea+b<0
Arg(z) =%+2kn.

Gabarito: “a”.

109.(ITA/1998)

Considere, no plano complexo, um poligono regular cujos vértices sdo as solu¢des da equagio z° =

1. A drea deste poligono, em unidade de area, é igual a:

a) V3.
b) 5.

c)m.

d) 33,
2

e) 2m.

Comentarios

Sabemos eu 0 médulo de cada uma das solugdes da equacdo z® = 1 é 1. Assim, hexagono
regular gerado pelas solucdes dessa equacdo esta inscrito em uma circunferéncia de raio 1 e tem
lado igual a 1.

Dessa forma, a drea da figura é a drea de um hexdgono regular, que é 6 vezes a drea de um
triangulo equilatero de lado 1.

12v3\ 3V3
AH:6< 4 )Z 2

Gabarito: “d”.

110.(ITA/1998)
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. x3 —3xy? = . .
Sejam x e y nimeros reais tais que: 322 3_ 1 Entdo, o numero complexo z = x + iy é tal
Xy =y =

que z3 e |z| valem, respectivamente:
a)l—ie%2.
b)1+ie%/2.
cJiel.
d)—iel.
e)1+ie?d2.
Comentarios

{x3 —3xy? =1 (i)

3x%y —y3 =1 (ii)
Multiplicando a segunda equacao por i e somando com a primeira, temos:
14i=x*+3x%yi —3xy? —y3i = (x + yi)? -~
|z|* =2

|z] = V2

Gabarito: “b”.

111.(ITA/1997)

wo+3z%+4i 2
z2+w3+6-2i

Considere os niimeros complexos z = V2 + ivV2 e w =1+ iV/3. Se m = , entao m

vale

a) 34.

b) 26.

c) 16.

d) 4.

e) 1.
Comentarios

Vamos escrever z e w na forma trigonométrica.

z=2<§+@>=2ci5(z)

2 4
W=2<%+g>=2cis(g)
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2
wo + 3z% + 4
Z2+w3+6-—2i

S (2“5 (%)26 +3 (ZCis (%3))4 + 4i
(22“5 (%)) + (ZCiS (%)) +6—2i

2 |16+ 4i
-2+ 2

64 —3-16 + 4i
4i—8+6—2i

2cis(2m) + 3 - 2*cis(m) + 4i

22¢is (%) + 23¢is(m) + 6 — 2i

2

Gabarito: “a”.

112.(ITA/1997)

Considere, no plano complexo, um hexagono regular centrado em 2z, = i. Represente por
Z4, 2y, ..., Zg, Seus veértices, quando percorridos no sentido anti-horario. Se z; = 1 entao 2z; é igual

a

a) 2 + 4i.

b) (V3 -1) + (V3 +3)i.

) V6 + (V2 + 2)i.

d) (2v3 —1) + (2V3 + 3)i.
e) V2 + (V6 + 2)i.
Comentarios

Para responder essa questao vamos usar a técnica de vetores nos numeros complexos.

—_—
Sabemos que o vetor que liga o centro do hexagono com o complexo z; € 0Z; =1 —i.Se

. . 2m . .
pegarmos esse vetor e multiplicarmos por cis oY obtemos o vetor que liga o centro do hexagono

ao complexo z;.

P ——

. | 2m
0z, - Cls? = 0Z,
Parazz = x + yi:

2n
(1- i)cis? =x+(y—1i

(l—i)(_?l+g>=x+(y—1)i

\/§—1+(\/§+1)i

5 5 =x+ (y—1)i
 V3-1 (3+3)i
xX+yL= > + > = Z3

225 =V3 -1+ (V3 +3)i

Gabarito: “b”.
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113.(1ITA/1997)

Seja S o conjunto dos nimeros complexos que satisfazem, simultaneamente, as equagdes:
|z—3i| =3e|z+i| =|z— 2 —i|. O produto de todos os elementos de S é igual a

a) 2 + i/3.

b) 2v/2 + 3iV/3.

c) 3v3 - 2iV3.

d) -3 + 3i.

e) —2 + 2i.

Comentarios

Por lugar geométrico de complexos, temos que |z—3i| =3 representa uma
circunferéncia no plano de Argand-Gauss e |z + i| = |z — 2 — i| representa uma reta mediatriz
ao segmento entre A = (0,—1) e B = (2, 1) passando pelo ponto médio.

Seja z = x + yi, usando as equagdes dos lugares geométricos, temos:
(D0|z-3il=3=2x*+(y —3)2=9(i)
D |z+il=lz=-2-il=>x*+(@+1)?=(x—2)2+(y—1)?
x2+y2+2y+1=x?—4x+4+y2-2y+1
x+y=1/(ii)
Fazendo a intersec¢do da reta (ii) com a equacgao (i) obtemos as solugdes do problema.
{ x+y=1
x2+(y—3)2=9
1-y)*+@—-3)?*=9
2y? — 8y + 1 = 0 (iii)

Como a questao pede o produto de todas as solu¢des do problema, e sabemos que existem
duas solugdes (pois o A da equagdo (iii) é diferente de zero) podemos escrever:

217, = [(1 = y1) + y:i][(1 — y2) + y,i]
212, = [1 = (y1 + ¥ +i[(y1 + ¥2) — 2y1-]
Porém, podemos calcular as expressdes y; + y, e y;V, pelas relagdes de Girard. Logo:

—(-8)
ity = 5 =4

_ 1
Y1Y2 =5
1

Gabarito: “d”.

AULA 18 - NUMEROS COMPLEXOS 180



; Estratégia

Militares

Prof. Victor So

114.(ITA/1996)

93
O valor da poténcia (ﬂ) B:
1+i
—1+i
a) T
1+i
b) 2
—1-i

c) N
d) (V2) i
) (v2)” +1i.

Comentarios

A ideia é escrever a base do expoente dado na questao em sua forma polar.

V2 2(1-0) 7m

= ClS —

14+i 2 4
A _<7n-93)_ (7m 92+ D)\ _(7n-92+77t)_
1+ = ClS 4 = ClS 4 = ClS 4 4 =
) <161 +77T>_ ) (162 +3n)_ c3m =141
ClS T 4 = ClS A 4 = ClS 4 = \/7

Gabarito: “a”.

115.(IME/2021)

Sejam z; e z, dois nUimeros complexos tais que |z;| = 4,|z,| = 3 e |z + 23| = 6. O valorde |z; —
Zzl é:

a)V7
b) %>
c)1

d) V14
e) 2v/3

Comentarios

Vamos resolver esse problema vetorialmente. Fazendo-se um esbogo da situagao, temos:
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Pela lei dos cossenos, temos:
12 =

|z, 1% + |2,|* — 2]24|12,] cos 6

|zy + 2,
62=42+3%2—-2-4-3cosH
36 =25 —24cos@

11

0 = ——
. COS 24

Aplicando novamente a lei dos cossenos:
121 — 2,1% = |211? + |2,]? — 22412] cos(180° — 6)

|z, —2,]> =4*+32+2-4-3cosH
|z, — z,|*> = 25 + 24 (—E>

24
o2y — z,] = V&
Gabarito: D

116.(IME/2021)

. . 1 z _
Seja a matriz M = 7z onde z é o niumero complexo z = cos 5 +isen ) Z oseu

conjugado e os angulos estdao expressos em radianos. O determinante de M é:

a)2 (cos ( ) +isen (23"))
b) 2 (cos ( ) +isen (43"))
c)2 (cos( ) +isen (8?”))

d) cos(m) + i sen (m)

e) cos(2m) + i sen(2m)
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Comentarios

Calculando o determinante:

detM =Z + z2
4n 4 8n 8n
det M = cos (?) —1 sen( 3 ) + cos (?) + 1 sen (?)
4 ] 4 21 21
detM = cos (?) —isen (?) + cos (?) + i sen (?)
detM = ———l( E) +(—1) +l<§>
2 2 2

Gabarito: A

Prof. Victor So

117.(IME/2021)

. P 4+w+2i
Determine o lugar geométrico dos pontos h do plano complexo h = 5

-1.

,emquew € R e i?

Comentarios

Comow € R, temos:

A+w+2i) 24+wi\ 8+2w+4i+4wi+w?i—2w
- (2 —wi) ‘(2+Wl'>: 4 + w?
8+i(w?+4+4w)
- w2+ 4

Fazendo h = x + yi:
8+i(w?+ 4+ 4w)

x+yl = W+ 4
Logo:
8
w?+4
w* + 4 + 4w 4w
Y wZ+4 1 w? + 4
Da segunda equacao:
4w 16w?
yl= S - = O
Da primeira equagao:
w? =— (ID)
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Substituindo (I1) e (II1) na (I):
4(2 —x)
16 | —= _
y-1%= [ 8); ]=64(2x—x)<)6c—i>=2x—x2

X
>x2-2x+(@y-1)2=0
>x2-2x+1+(@y-1)32%=1
- DP+(-12=1
O lugar geométrico é uma circunferéncia de raio 1 e centro (1, 1).
Gabarito: (x —1)? + (y—1)2 =1
118.(IME/2020)

SejaA={z€e(C|2<|z—3—4i| <3} onde C é o conjunto dos niimeros complexos. O valor do
produto entre o simétrico do complexo de menor médulo do conjunto A e o conjugado do complexo
de maior médulo do mesmo conjunto A4 é:

a) —16

b) —8

c)—16/5

d)1

e) 16
Comentarios

Note que 2 < |z — 3 — 4i| < 3 representa duas circunferéncias concéntricas no plano de
Argand-Gauss de centro 3 + 4i:

2<|z-(3B+4i)| <3
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[Rrg P —
Q e

Os elementos de A estdo representados pela regido colorida.

Devemos encontrar o complexo de menor mddulo e o complexo de maior médulo no
conjunto A. Para isso, tracamos uma reta que passa pela origem e pelo centro das circunferéncias.

[ |
Im
-
Zy
(3;4)
BT S

1

1

1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1
1
) ] 1
] 1 1
L) 1
(] 1 1
] ] 1
1 1 1 1
] 1 ] 1
] 1 1 1
) 1 ) 1

0 ' ; : l N
1 3 5 6 Re
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Z, é o complexo de menor médulo e Z, é o complexo de maior mddulo. Vamos calcular a
equacdo da reta r, como ela passa pela origem do sistema e pelo ponto (3; 4), temos:
4
ry==x
y=3
Os complexos sao a interseccdao da reta com a circunferéncia maior. A equac¢ao da
circunferéncia maior é
x=32+@y—-4)2=9
Fazendo a intersec¢ao da reta com essa circunferéncia, obtemos:
2

(x—3)2+(§x—4) =9
4 2
(x—3)2+(§(x—3)> =9

(x—3)z+§(x—3)2 =9

5
Para x;, temos:
8
V1= H
Para x,, temos:
32
V2 = T
Assim, os complexos sao:
6 8
Zi = < + gl
24 32
5 = ? + ?l

Queremos o produto do simétrico do complexo de menor mddulo com o conjugado do

complexo de maior médulo:
P=(-2)7 = (6+8_>(24 32_)
A R VR AR
2 8 16
P=—=@B+4+4i)=(3—-4i)=——(O+16) =—-16
(3 +40<(3—4) = —= (9 +16)

Gabarito: “a”.
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119.(IME/2020)
Seja uma regidao S no plano complexo que consiste em todos os pontos Z tais que % e — possuem

partes real e imagindria entre 0 e 1, inclusive. Determine a drea da regidao S.

Obs: Z é o conjugado do numero complexo Z.

Comentarios
Seja o nimero complexo Z =a+ bi, com a €ER e b € R. Entdo o conjugado de Z é
expresso por:

Z =a—bi

Entao:
1. i=—+—Lcom0<—<1e0<—<1 Entao:

20 20 20

0<a<20e0£b£20

2. 2=20 5 0< 2 < 1e0 <220 < 1. Entdio:

Z a?+b? a2+ 2+b

a) 0 <=2 <1;

a?+p? —
0<20a<a?+b?>?=2a*4+b*-20a>0=a*—-20a+ 100+ b%?>100
= (a —10)? + b? > 107
b) 0< 2‘i”<1

0<20b<a?+b%2=2a%2+4+b%2-200>0

= a?+ (b —10)? > 102

Representando a regides encontradas no plano Argand-Gauss, temos:

Im(Z) ]
20
S1 S
10 ¢
Ss S,
1L
0 10 20 Re(Z)

Da figura, temos:
1
Sl == SZ == Zﬂ:(lO)Z == 257-[

S, =10% = 100
S+S,+S,+S; =202 =400
S =400 — 100 — 2 - 257 = 300 — 507
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S =50(6—-m)u.a.

Gabarito: S = 50(6 — ) u.a.

120.(IME/2020)

Sabendo que i? = —1, encontre todos os valores reais de x que satisfazem a seguinte inequagio:

2.1o senx)+1
R { _gz( ) }>O
i(e?* —2cos?x+1)

onde Re{Z} é a parte real do numero complexo Z.

Comentarios

Vamos trabalhar com a expressao fornecida.

. log,(sen?x) + 1
" i-(cos2x + i.sen2x —2cos? x + 1)

Usando o cosseno do arco duplo, temos:
cos2x = 2cos?x —1
s cos2x —2cos?x+1=0
Portanto, a expressao S € um nimero real puro:
log,(sen?x) + 1
B (0 +i.sen2x)
P log,(sen?x) + 1 _ log,(2sen?x)

i%2-sen2x sen 2x
Podemos usar outra expressao para o cosseno do arco duplo:

cos2x =1 — 2 sen’x
~ 2sen’x =1 —cos 2x
Logo, temos:

log, (1 — cos 2x)

Re{S} =S5 =—
sen 2x

Portanto, para que a parte real de S seja positiva, temos que o numerador e o denominador
devem ter sinais opostos:

e log,(1—cos2x) >0esen2x <0
log,(1 —cos2x) >0
~1—cos2x>1
—cos2x >0
cos2x <0

Temos, portanto, que cos 2x < 0 esen 2x < 0. Logo, 0 arco 2x esta no terceiro quadrante:
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3n
n+2kn<2x<7+2kn,comkez

-'-E+k7t<x<3—ﬂ+k7r
2 4
e log,(1—cos2x) <0esen2x >0
log,(1 —cos2x) <0
~1—-cos2x <1
—cos2x <0
cos2x >0

Temos, portanto, que cos2x >0 e sen2x > 0. Logo, o arco 2x estd no primeiro
guadrante:

T
0+ 2km < 2x <E+2kn,c0mk €EZ
T
-'-kn<x<Z+k7r
Portanto, o conjunto solucao é a unidao das duas solugdes encontradas:

s T 3
S={xER|kn<x<Z+knou5+kn<x<T+kn,comkeZ}

Gabarito:S={xER|kn<x<§+knou§+kn<x<%”+k1t,comkez}

121.(IME/2019)

Seja z um nimero complexo tal que z!? € R, Re(z) = 1 earg(z) € (0, g)

A soma dos inversos dos possiveis valores de |z| esta no intervalo:

Comentarios

Do enunciado, z!? € R. Isso implica que Im(z'?) = 0. Vamos representar z em sua forma
polar:

z = |z|cis@

z1%2 = (|z|cis@)1? = |z|*2cis(120)
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Se Im(z'?) = 0, entdo a parte imaginaria de z'? é nula. Logo:
sen(120) =0

Sabemos que sen(km) = 0,k € Z. Vamos encontrar os valores de 6 que satisfazem a
equacgao:

km
126 = — k€EZ
0 =km=>|0 = 12k

Lembrando que arg(z) = 6 e o enunciado afirma que arg(z) € (0, g) Temos:

HE{T[ nnnSn}
12°6°4°3°12

Da informacdo Re(z) = 1, podemos escrever z em sua forma algébrica:
z=1+4bi
Igualando z na forma algébrica com z na forma polar:
z=1+4 bi = |z|(cosO + isenB)
Igualando a parte real do numero z:
1 = |z|cos@

1
= |— = cosf
|z|

A questdo pede a soma dos inversos dos possiveis valores de |z| no intervalo determinado.
M W M T 5T
Das condi¢des do problema encontramos 5 possiveis valores para z (9 € {12 TS 12}) Entao
a soma é dada por:

1 1 1 1 1
= + + + +
|Z1| |Zz| |23| |Z4| |ZS|

1 ~
Encontramos que 7 = cos 6. Entado:
z

S = cos (17;) + cos (g) + cos (%) + cos (Z) + cos (i;)
Conhecemos os valores de cos (%) , COS (g) e Cos (g) Vamos calcular o valor de

cosS (12) + cos (1”2)

Usando a transformagao da soma em produto dos cossenos:

cos(A) + cos(B) = 2 cos (A + B) cos (A — B)

2 2
. 57'L'+TL' St w
T T Eh) T T T
cos<12>+cos(12)=2cos 12 12 > 12 cos 12 12 > 12 ) _
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2 cos (E) cos (E) = ZQE @

Substituindo os valores em S:

S = cos (%) + cos (%) + cos (%) + cos (g) + cos (i—;[)

5 = cos (23 + cos (12) + cos (%) + cos (5) + cos (5)

12 12 6 4 3
V6 V3 V2 1 Je+V3+2+1
STty tgs 2

Aproximando os valores:

V2 =14
V3 =17
V6 = 2,4

Gabarito: “c”.

122. (IME/2019)

Seja Z um numero complexo tal que % possui argumento igual a %” elog;(2Z+2Z+1)=2.

Determine o nimero complexo Z.
Comentarios

Temos que encontrar o nimero complexo Z. Dado as informagdes do enunciado:
ZZ) 3
Zi

()=

2Z

Vamos definir w = = Escrevendo Z, Z, i na forma polar:

Z = |Z|cisO

Z = |Z|cis(—0)

i =cis (;)

Substituindo em w:

w = 2|Z]cist = 2cis (20 - E)
|Z|cis(—0)cis (%) 2

O argumento de w é dado por:

(W) =20 — & 4+ 2km = %
arg(w) = 5 ™=
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20=" 1" okm=""_ 2k
=2 T2 T=7% T

5w
9=?—kﬂ',kez

Dessa informagao, podemos concluir que Z possui 2 valores possiveis:
Um para k = 0 e outro para k = +1.
Vamos usar a outra informacgao da questao:
logs(2Z+2Z+1)=2=>2Z+2Z+1=3%2=9
Escrevendo Z na forma algébrica e substituindo na equagao:
Z =a+ bi
2(a+bi)+2(a—bi)+1=9
2a + 2bi+ 2a—2bi =8

4a = 8

a=2
Disso, encontramos a = 2.

Assim:

. . (5m
Z=2+bi= |Z|as<?—kn),kez

51 5m
2 + bi = |Z] cos(?—kn)—l—isen(?—kn)

5w
=2 =|Z| cos(F—kn>

Como 2 > 0,|Z| > 0, temos que ter cos (5?" — kn) > 0.

Sek =0:
cos (5_11) <0
8
Sek=1:
3
cos (—?> >0

Para k = 1, encontramos a solugdo do problema.

Representando a raiz no plano complexo:
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Falta encontrar o valor da constante b.
b é negativo, dado que ela esta localizada no quarto quadrante.

Vamos calcular seu médulo, usando a férmula da tangente:

3m\ |b|
tg (?) =7

Calculando o valor de tg (3?”):

tg 3m\ _ g(E-T =Se"(g‘%)=c°s(%)=cotg m__1
TR & N R

. w ~
Precisamos calcular o valor de tg (E)' Podemos usar a formula do arco metade da tangente:

A _ 1—cosA
tg<5>— 1+ cosA
_2-v2 (2—\/2)2_2—\/2_ ~
_\lz+\/§_ 2 2 =V2-1

Assim, temos:

AULA 18 — NUMEROS COMPLEXOS 193



ﬁ Estratégia

Prof. Victor So

Militares

1 _bl
vZ2-1 2
Ib| =2(V2 + 1)

Como b < 0,temos b = —2(\/5 + 1).
Portanto, Z é:
Z=2-2(V2+1)i
Gabarito: Z =2 — 2(VZ + 1)i

123.(IME/2018)

Seja a funcao H: C — C definida por

ass3 + a,s? + a;s + ag

H =
(S) bzsz + b1S + ag

Com a; e by reais, paraj = 0,1,2,3 e k = 0,1, 2. Seja a fungdo f: R — R em que f(w) é a parte
real de H(iw) em que i = v—1 é a unidade imaginaria e w € R. A afirmag3o correta a respeito de
f(w) é:
a) f(w) é uma fungao impar.
b) f(w) é uma fungao par.
c) f(w) é sempre negativa.
d) f(w) é sempre positiva.
e) f(w) é uma fungao periddica.
Comentario

Sendo w € R e H definida nos complexos, vamos substituir s = iw na fungao para encontrar as
relagdes do problema.
. as (iW)3 + az(iW)Z + al(iW) + Qg
H(iw) = — ;
b,(iw)% + b, (iw) + a,
3

—azw i— azwz + a1Wi + ag
—bzwz + b1Wl + ay

H(iw) =

Organizando os termos em parte real e parte imaginaria:
0 — Aaw? + aywi—azwii  (ag — a,w?) + (aw — azw?)i
ag — b2W2 + b1Wi N ag — szZ + b1Wi

(ag — azw?) + (a,w — azwd)i] ((ay — byw?) — bywi
(ao - bzwz) + b1Wi (ao - bzwz) - b1Wi

H(iw) = 2

H(iw) =

[(ap — azwz)(ao - bzwz) + (aw — a3w3)b1w] + [(ayw — a3w3)(a0 - bzwz) — (ay - azwz)b1W]i
(ag — b,w?)? + (byw)?

O enunciado afirma que f(w) = Re(H(iw)). Assim, temos:
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(ap — azw?)(ag — byw?) + (ayw — azw?)byw
(ap — bow?)?% + (byw)?
(ap — azw?)(ag — b,w?) + (ay — azw?)byw?
(ag — byw?)2 + biw?

fw) =

fw) =

Analisando a paridade de f:
(ag — az(—w)?)(ag — by (—w)?) + (ay — az(—w)*) by (—w)?
(@0 — b2 (-w)2)2 + (by (W)
(ap — azw?)(ag — byw?) + (a; — azw?)byw?
(ag — byw?)2 + b3w?

f=w) =

f(=w) =

Perceba que f(w) = f(—w). Logo, f é uma fungdo par.

Gabarito: “b”.

Prof. Victor So
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Determine o valor de a na expressao abaixo, sabendo-seque 0 < a < 1,

colog<a(265)> 256

log 256"
colog(az) 256 (a4)

1
Eloga256 = Im{Z}

onde Z é um nimero complexo que satisfaz a equagao:
2403322 _ 22017Z +1=0
Obs.: Im(Z) é a parte imaginaria do nimero complexo Z.
1
a) Z
1
b) 3
1
C) R
1
d) =
1
E) a
Comentarios
Vamos calcular o valor de Z:
24—03322 _ 22017Z +1=0
O bizu nessa equacao é multiplica-lo por 2 para poder fatora-la:
(24—03322 _ 22017Z + 1) -2=0
24-034-22 —2. 22017Z +2=0

24-034-22 —-2. 22017Z +1=-1

Perceba que a equagio possui a forma (a + b)? = a? + 2ab + b?. Ent3o, fatorando:
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(22017Z _ 1)2 =1
Encontrando as raizes da equagao:
220177 — 1 = +v/—1 = #i
220177 =1+
1+i
Z= 22017
Encontramos o valor de Z. Agora vamos calcular o valor de a na equagao logaritmica:
colog( (265)> 256
1 colog, » 25610g(a4) e
—log, 256 («2) = Im{Z}
16
Note que o expoente da base logaritmica é uma PG:
@’ a?',a?’, .., a265)
Vamos usar a propriedade log, b" = nlog, b para calcular a equag¢do acima. Dessa forma,
temos:
1
Im{Z} = Ecologaz(,s 256 - log ,6: 256 - colog 63 256 - ...-log ,0 256
Lembrando que podemos usar a propriedade dos logaritmos log s b = %loga b e que
colog, b = —log, b. Dessa forma:

1 1 1 1 1
Im{Z} = 16 (— ﬁloga 256) . (W log, 256) . (— ﬁloga 256) o (ﬁloga 256)

1 1 1 1 1 66
iz} = 7¢(-35) (z65) (~3%) - (35) Go8a256)
*(0 até 65 sdo 66 termos

Perceba que os nimeros com expoentes impares sdo numeros negativos. Assim, dos 66 termos,
metade deles sdo negativos. Entdo, temos o produto de 33 nimeros negativos. Isso resulta em um

numero negativo.

— . i (] 256)66
265 264 263 ' 20 08a

1
Im{Z} = — 16 (265+64+63+-~-+1+0> (log, 256)°°

Encontramos uma PA no expoente do niimero 2. Vamos calcula-la:

16

S =0+1+2++64+65

Aplicando a férmula da soma dos termos de uma PA de razio 1:

_ (a1 + a66)66 _ (0 + 65)66

= 2145
66 2 2
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1 1
— 66
Im{Z} = —E(m> (lOga 256)
1 1
— 66
Im{Z} = — >4 (22145) (log, 256)
1
Im{Z} = — 27 (log, 256)°°

Veja que — é negativo e (log, 256)%° é positivo. Disso, resulta que — 22149 (log, 256)%¢

22149

também é negativo, logo, Im{Z} deve ser negativo.

1—i
~ 22017
= Im{Z} = 27017
1 1 66
T 2017 2149 (log, 256)
22149
W = (loga 256)66

2132 = (log, 256)°¢
= log, 256 = +22
*256 = 28
28 _ gt4

0 < a <1 = o expoente de a deve ser negativo.

Gabarito: “a”.

125.(IME/2018)

Seja 0 nimero complexo z que satisfaz a relagdo 2(z — i)2°17 = (V3 + 1) (iz — 1)2°17. Determine
z, sabendo que |z| = V/3/3.

Comentarios

O bizu nessa questao é aplicar o médulo nos dois lados da equagao e encontrar alguma relagao.
Veja:

2( )2017 (\/_ + 1)(12 )2017
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|2(z — )2°7| = |(V3 + 1) (iz — 1)**V7
2|z —i|*" = |(V3 + 1) ||iz — 1|2V

le_ i|2017 — 2|lZ— 1|2017

|Z— i|2017 1|2017

= liz —
|z —i| = |iz - 1|
Usando a propriedade zZ = |z|?:
z-DEz-v=(z-Daz-1)
z-D)(Z-D=(iz—1(1z-1)
(z-D)(Z+i)=(iz—1)(-iz—-1)
zZ+iz—iz—i*=—i’zz—iz+iz+1
zZ+iz—iz+1=zz—-iz+iz+1
zZ+iz—iz+1=zz—iz+iz+1
2iz = 2iz
z=12Z
= Z é um numero real

3
Como |z| = g, temos:

_ V3 V3
zZ= 3 ouz-= 3
Vamos testar os valores.
1)z = ik
3
Substituindo na equagao inicial:
2017 2017
V3 V3
2<?—i> =(V3+ 1)<i?—1>

Devemos escrever os nimeros complexos acima em sua forma polar:

V3 2(1 i\/§>:2 _(5n)

3 =522 ) 7% E
V3 T
\/§+1:2<7+§>:2ClS(€)
i3 2 ( V3 i\ 2  (5m
- T—ﬁ(‘7+z)—7§“(?>

Substituindo na equacao:
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()

2017

2 (% cis (5;))2017 = <2cis (%)
cis (2—” : 2017) = 2cis (%) (%)

' (5 2017)— ' (n) ' (5” 2017)
ClS 3 = ClSs 6 ClS 6

5w
cis <? . 2017)

. (100851:)_ . (n+10085n>
cis 3 = cis e e
. (20170m . (10086m
cis (“——) = cis (——)

Vamos ver se encontramos solugao:
20170 100867

2 S/
6 6 + 2km, k
= 2k = 20170 10086m
™% 6
10084 2521
> k= =
12 3

Perceba que 2521 n3o é divisivel por 3, logo k & Z. Isso implica que z = v/3/3 n3o é solugdo.

2)z=—E
3
2017

2 <—§— i>2017 =(V3+1) <—i\/3—§— 1)

Devemos escrever os niimeros complexos acima em sua forma polar:

V3 . 2/ 1 i3\ 2  4m
___‘__<_E_T>_\/_§”S<?)

3 V3
V3 1 . T
\/§+1=2<7+E>=2C13(g)

_£:1<_§_£):1m(7_ﬂ)
3 V3

Substituindo na equagao:

2 | 2017 /4 om

2 (—) cis (? . 2017) = 2cis (E) (ﬁ>
. (AT ooy . (Tm

cis (? . 2017) = cis (E) cis (? . 2017)

. (80681 o/ 141197w
cw( 3 ) = as(—+—>

6 6
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_ /16136m\ . (14120m
Ccls (—6 ) = ClS (—6 )

Vamos ver se encontramos solugao:
16136m  14120m

= +2km,keZ
6 6
2k 16136 14120m
= = —
i 6 6
= 2016 504 168
12 3
Assim, o nimero complexo que satisfaz a relagao é:
V3
zZ=——
3
Gabarito: z = —/3/3
126.(IME/2017)
Sejam Z; e Z, numeros complexos tais que Z, é imaginario puroe |Z; — Z,| = |Z,|. Para quaisquer

valores de Z; e Z, que atendam a essas condi¢des tem-se que:
a)Im(Z,) >0
b) Im(Z,) <0
€) 1Z41]| < 2|Z,|
d)Re(Z,) =20
e) Re(Z,) < Im(Z,)
Comentarios

Se Z, é imaginario puro, entao:

Z, = bi,b e R"
Substituindo na equagao:

|Z1 — Z,| = |Z,|

|Z, — bi| = |bi|

|Z, — bi| = |b|

Essa equagdo representa uma circunferéncia com centro (0, b) e raio |b|. Representando no
plano complexo, temos 2 casos:

1)b > 0:
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2b
|b]
b
Z
Zy
-
Re
2)b < 0:
A
Im
-
Re
Zs
b
|b]
2b

Para quaisquer valores de Z, e Z,, vamos analisar as alternativas:

a)Im(Z,) >0
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Falso, pois podemos ter Im(Z,) = b < 0 conforme figura 2.
b)Im(Z,) <0
Falso. Andlogo a alternativa (a). Podemos ter b > 0.
) 1Z41] < 2|Z,|
Observando o grafico, vemos que o maior valor que Z; pode assumir é |Z,| = 2|b|.
Logo, podemos escrever a condi¢ao:
|Z1] < 2|Z,|
Correto.
d)Re(Z,) =0

Falso. Z; pertence a uma circunferéncia centrada em (0, b) com raio b e dessa condi¢ao Re(Z,)

pode ser menor que zero.
e)Re(Z,) < Im(Z,)
Falso. Pois, se b < 0, podemos ter Re(Z,) > 0.

Gabarito: “c”.

127.(IME/2017)

Sejam os complexos z = a + bi e w = 47 + ci, tais que z3 + w = 0. Determineovalorde a,b e c,

sabendo que esses nimeros sao inteiros e positivos.
Comentarios
Usando o produto notavel:
(a+ b)? = a® + 3a?b + 3ab? + b3
z3 = (a + bi)3® = a® + 3a?bi + 3a(bi)? + (bi)3 = (a® — 3ab?) + (3a?*b — b?)i
Da equacao do problema:
Z2+w=0>2=-w
(a® — 3ab?) + (3a’b — b3)i = —(47 + ci)
(a® — 3ab?) + (3a*b — b3)i = —47 — ci
Igualando as partes reais e as partes imagindrias, encontramos:

{a3 —3ab? = —47
3a’b— b3 = —c

{a(az —3b?%) = —47
b(3a? — b?) = —c

Vamos analisar a equagao:

a(a? — 3b?%) = —47
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Perceba que 47 é um numero primo.
Como a, b, c € 7', temos as seguintes possibilidades:
1)a=47ea?-3b*=-1
Substituindo a = 47 em a? — 3b? = —1:
47% — 3p% = -1
2209 + 1 = 3b?

3b% = 2210

2210

b2 =——
3

2210 nao é divisivel por 3 (soma dos algarismos: 2 + 2 + 1 + 0 = 5). Como b é inteiro positivo,

nao temos solugao nesse caso.
2)a=1ea?—-3b*=-47

a=1=1*-3b* =47

48 = 3b?
b% =16
b=+4

b inteiro positivo = b = 4
Vamos encontrar o valor de c:
b(3a%? — b?) = —¢c
a=1b=4>431)*-4*)=—c
= ¢ =052
~a=1,b=4,c¢c=52
Gabarito:a=1,b=4,c =52

128.(IME/2016)
Seja Z um numero complexo tal que zz—f possui argumento igual a %" elog;(2Z+2Z+1)=2.
Determine o nimero complexo Z.

Comentarios

Temos que encontrar o nimero complexo Z. Dadas as informagdes do enunciado:
(ZZ) 3
ar = =—
8\7i) "2
2z

Vamos definirw = = Escrevendo Z, Z, i na forma polar:

Z = |Z|cisO
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Z = |Z|cis(—0)

i =cis (g)

Substituindo em w:
B 2|Z|cis@ _ 2ci (29 n)
w = 2cis >

- |Z|cis(—0)cis (%)

O argumento de w é dado por:

T 3
arg(w) =20 — -+ 2kmr = —

2 4
3n w 5w
20=T+E—2kﬂ=T—2kﬂ'

51
Bz?—kn,kEZ

Dessa informacgdo, podemos concluir que Z possui 2 valores possiveis:
Um para k = 0 e outro para k = +1.
Vamos usar a outra informagao da questao:
logs(2Z+2Z+1)=2=2Z+2Z+1=3%2=9
Escrevendo Z na forma algébrica e substituindo na equacgao:
Z=a+ bi
2@+ bi)+2(a—bi)+1=9
2a + 2bi+2a—2bi =8

4a =8

a=2
Disso, encontramos a = 2.

Assim:

51
Z =2+ bi= |Z|Ci5(?—kﬂ),kEZ

5 5
2 + bi = |Z] cos(?— kn) —sen(?— kn)

5m
= 2 = |Z| cos (?— kn)
5w
Como 2 > 0,|Z| > 0, temos que ter cos (? — kn) > 0.

Sek=0:

(51r> <0
cos 3
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Sek=1:

( 311) >0
cos 3

Para k = 1, encontramos a solugao do problema.

Representando a raiz no plano complexo:

b Im

Falta encontrar o valor da constante b.
b é negativo, dado que esta localizado no quarto quadrante.

Vamos calcular seu médulo, usando a formula da tangente:

3m\ |b|
9(g) =7

Calculando o valor de tg (3?”):

tg(S_n)ztg(z_E)zsen(%—%)zcos(%)ZCOtg(E)z 1
8 2 8 cos (g — %) sen (g) 8 tg (%)
Precisamos calcular o valor de tg (g) Podemos usar a férmula do arco metade da tangente:

¢ (A)_ 1 — cosA
9\2) 7 |1+ cosa
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vz

Assim, temos:

1 _ bl
ta(g) 2

1 _bl
vZ2-1 2
bl =2(v2 +1)

Como b < 0,temos b = —2(V2 + 1).
Portanto, Z é:
z=2-2(V2+1)i
Gabarito: Z = 2 — Z(ﬁ + 1)i

> [2-vZ /(Z—ﬁ)z_z
V2 242 2
2

V2

Prof. Victor So

=V2-1

129.(IME/2016)

O valor do somatorio abaixo é:
15

kZl Img (Cisz"‘l (%))

Observagdo: Img(w) é a parte imaginaria de w.

Comentarios
Lembrando da formula de De Moivre:

cis™(0) = cis(nB)

O somatorio pedido é o somatdrio dos senos do complexo g. Veja:

Im(cis@) = Im(cos@ + isenO) = sen0

Dessa forma, podemos escrever:

AULA 18 - NUMEROS COMPLEXOS

206



;)“’ Estratégia

Militares

Prof. Victor So

15 15 2k — 1)
_ . 2k-1( T\ _ z ; - urn
S = Z Img <as (36)> = Img| cis 36
k=1 k=1
§ = sen ( n) N (31r> N (51:) P (271:) N (291:)
= se 36 sen 36 sen 36 sen 36 sen 36

Da aula de trigonometria, vamos usar a formula do somataério do seno:

sen (a + (n_z—l)r) sen (%)

sen(()

sen(a) + sen(a+r)+--+sen(a+ (n—1r) =

Analisando o somatadrio, temos:
o m
" 36
21
~ 36
29t w (n-1)2=«

an=a+(n—r)r:¥=£+ 36

=28 =(n—-1)2

a

r

>n=15

Substituindo os valores na formula do somatério do seno:

2n 2m
(15 -1) (3¢ 15 (2
a+ (n— 1)1‘) sen (nr) sen 311:_6 + 5 (36) sen @

sen(
2 2
S: =

sen (3) (g_’g

Podemos simplificar o nimero usando a férmula:

1 —cos(24
cos(24) = 1 — 2sen?4 = sen’A = 1~ cos24)
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Gabarito: “a”.

130.(IME/2014)
Calcule o determinante abaixo, no qual w = cis (2?”) ei=+v-—1.
1 w 0 i
i 1 —1i w2
1-i w i—1 1
0 w 1 i

Comentarios

Vamos simplificar o determinante aplicando o Teorema de Jacobi:

1 w 0 i x(=1)
i 1 —-i w?
1-i w i-1 1| X x(-1)
0 w 1 i
1 w 0 i
i 1 —-i w?
—-i 0 i—1 1-i
-1 0 1 0
Usando a regra de Chio:
| 1| w 0 i
il 1 —i w*
—i4 0 i—-1 1—-1i
-1 0 1 0
1—wi —i w2 — i?
0—(—wi) i—-1 1-i—(—i%
0—(—w) 1 0—(—i)
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Vamos reorganizar as linhas e colunas para aplicar a regra de Chié:

1T—wi| =i |w?+1
wi i—1 —i
w 1 i

Aplicando a regra de Chié:

| 1 w i

—i
—i| 1—wi w2+1|

wi-w(i—-1) —i—i(i—-1)
1—wi—w(—i) w?2+1—i(—i)

Do enunciado:
. 2T . 2T 3 .
w=as(?):>w3—1= as(?) —1=cis(2m)—1=0

Portanto, o valor do determinante é igual a 0.

Gabarito: 0

Prof. Victor So

131.(IME/2013)

N , a ~ , . oy .
Seja o nimero complexo z = TYCEETSL onde a e b sdo numeros reais positivos e i = v—1.
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Sabendo que o médulo e o argumento de z valem, respectivamente, 1 e (—) rd, o valor de a é

a) %

b) >

1

d) 2

e) 4
Comentarios

Do enunciado, temos:

lz]| =1
arg(z) = —m
Sabendo que z = |z|cis0, temos:
z=cis(—m) =-1

Desse modo:
— a —
2= +ib)?

Desenvolvendo a equagao:

a
ib(1 + 2bi — b?) -1
a =-1
ib—2b% — b3i
4 =-1
—2b%2 + b(1 — b2)i
(—2b% — b(1 — b?®)i) a _ 4
(—2b% — b(1 — b2)i) (-2b2% + b(1 — b2)i)
(—=2b% — b(1 — b?)i)a B
(—2b%)2 + [b(1 — b?)]2
—2ab* —ab(1 - b?)i _
4b* + [b(1 — b2)]2
Vamos igualar a parte real e a parte imaginaria das expressoes:
2ab?
— =-1 2ab?
4b* + [b(1 — b?)]?
* b - b%)] > 2b% + [b(1 = b?)]
—ab-b) __, ab(1—b?) =0
4b* + [b(1 — b?)]? ~ B
Da segunda equagao:
ab(1-b*» =0
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Temos duas possibilidades:
1)a=0
Esse caso nao satisfaz as condi¢cdes do problema. Veja:

—0> 2(0)b" —0%1
= Tty A -2

2)b(1-b%>) =0
1) Parab = 0:

2ab? 0
4b* + [b(1 - b2)]2 0

Nao convém.
Il) Parab = —1:

Nao convém, pois o enunciado afirmaque b € R,.

Ill) Para b = 1:
2ab? 4
4b* + [b(1 — b®)]%2
2a — 1
e
a=2

Gabarito: “d”.

132.(IME/2012)

Seja o numero complexo Z = a + bi,comae b € R (real) e i = +—1. Determine o médulo de Z
sabendo que

a® = 3(1 + ab?)
b3 =3(a*bh - 1)

Comentarios
Perceba que as equagodes cuibicas lembram o produto notavel:
(x+y)3=x34+3xy% +3x%y + y3
Do sistema dado no enunciado:

a® = 3(1 + ab®) {a3—3ab2=3 {a3—3ab2=3
= =
b3 =3(@*b—-1) (b3-3a’b=-3 (-b3+3a’b=3

Vamos elevar Z ao cubo:
Z3 = (a+ bi)® = a® + 3a(bi)? + 3a*bi + (bi)® = (a® — 3ab?) + (b3 + 3a?b)i

Usando os dados do sistema, encontramos Z3:
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Z3 =3+ 3i

A questdo pede o médulo de Z, aplicando o médulo na equagdo acima:

|Z3| =13 + 3i|
|Z|?> =vV9+9 =18
|Z| = Y18

Gabarito: |Z| = {18
133.(IME/2012)

As raizes cubicas da unidade, no conjunto dos nimeros complexos, sao representadas por

1,w e w?, onde w é um nimero complexo. O intervalo que contém o valor de (1 — w)® é:
a) (—o0, —30]
b) (—30,—10]
c) (—10,10]
d) (10,30]
e) (30, )
Comentarios
As raizes ctibicas da unidade s3o representadas por 1, w e w?. Desse modo, podemos escrever:
wi=1
2km
w = cis(—),k EZ
3
As raizes sao:
. . (2T ) . (AT
cis(0) =1,w =cis (?> ew” =cis <?>

Vamos calcular o valor de (1 — w)®:

awe = (1-as(3)) = (1 (-2+ 2 (;_g,)
35 - (-

6

33 <cis (ﬂTnD =27cis(11m) = —

= (1—-w)8 = -27 € (-30,-10]
Gabarito: “b”.

134.(IME/2010)
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Considere o sistema abaixo, em que x1, X2, X3 e Z pertencem ao conjunto dos nimeros complexos.

(1 + i)x1 - i.xZ + i.X'3 =0
Zixl—xz — X3 = VA

O argumento de Z, em graus, para que X3 seja um niimero real positivo é:
Obs.: i = V-1
a) 0°
b) 45°
c) 90°
d) 135°
e) 180°
Comentarios

Vamos resolver o sistema:

A+ Dx; —ixy +ixg=0 (1)

2ix1—X2 _x3 =Z (II)
Fazendo (1) + (I1I):

B+3))x;=0=>x,=0
Substituindo x; = 0 em (I1]):
(21+2)X1+1X2—1X3 =0=>l(X2—X3) = Oﬁxz =X3

Substituindo x; = 0,x, = x5 em (II):

Zixl_xz - x3 - Z = Z - 21(0) - x3 - x3

Z = _Z.X3
Z
=X = ——
X3 >

X5 deve ser um numero real positivo. Vamos escrever Z em sua forma trigonométrica para
analisar os valores de x3:
Z = |Z|cis@
1. . |Z] . |Z] .
X3 = —=|Z|cis@ = —— (cosO + isenf) = — (—cosO — isenh)
2 2 2
x5 real positivo = senf = 0e —cosf >0

Assim, temos que encontrar o valor de 6 tal que:

{sen@ =0
cosf <0
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send = 0= 0 = 2kn, k € Z
cos0<0=>0=nm
Portanto, o argumento de Z que torna o numero x5 real positivo é:
arg(Z) =6 = m =180°

Gabarito: “e”.

135. (IME/2011)

Sejam z; = 10 + 6ie z, = 4 + 61, onde i é a unidade imaginaria, e Z um numero complexo tal que

zZ—Z T . ’ ’ .
arg (ﬁ) =2 determine o médulo do nimero complexo (z — 7 — 9i).
—42

Obs: arg(w) é o argumento do niumero complexo w.
Comentarios
Sejaz = x + yi:
Z—27; (x + yi) — (10 + 61) B (x—10) + (y — 6)i B
z—z, (x+yi)—(4+6i0) (x—4)+ (y—-6)i
(= 10)+ = ©)illx —4) = = ©)i] _
[(x—4) + (v —6)i]l(x —4) — (y — 6)i]
[(x -1 -+ -6)*]+ [y —6)(x —4) — (x —10)(y — 6)]i _
(x—4)*+ (y—6)*

Como arg (Z_ZZ) = %, entdo Im C:Z) = Re (2:2)
(x=10)(x -+ —-6) = —6)(x—4) — (x—10)(y — 6)
x?—14x+ 40 +y?> — 12y + 36 = 6y — 36
x?—14x+y2—18y+112=0
(x=7)?*+(y—9)?2=18
A equacdo pede o valor de |z — 7 — 9i|, logo:

Jax =72+ @y -9)2=+/18=3V2

Gabarito: 3V2

136.(IME/2011)

922
(z+3)2

v uaca = -5, ju u XO0S.
Resolva a equacdo z2 + 5, onde z pertence ao conjunto dos nhimeros complexos

Comentarios
Para resolver essa equacgdo, vamos desenvolver a expressao:
7% + 9z = -5
(z+ 3)?
z2(z+3)?>+ 922 = —5(z + 3)?

z%(z*+ 6z+4+9) + 922 = =5(z>+ 6z +9)
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z¥ 4+ 623+ 232°+302+45=0

Chegamos em algo relativamente complicado de resolver. Uma das formas de atacar essa
equacao é fatorando em dois polindmios de segundo grau.

Reescrevendo a equagdo, temos:
(z* + z3 + 32%) + (523 + 522 + 152) + (15z? + 15z + 45) = 0
(z2+2z+3)(z2+52+15) =0
Logo, o conjunto solugao S é:

S_{—li\/ﬁi —Six/ﬁi}
B 2 ’ 2

Gabarito: S = {‘1i2\/ﬁi, —5i2\/§i}

137. (IME/2009)

Sejaz=p- €% um niimero complexo onde p e 0 sao, respectivamente, o mdédulo e o argumento

de z e i é a unidade imaginaria. Sabe-se que p = 2a cos 0, onde a é uma constante real positiva. A
representac¢ao de z no plano complexo é

a)
Eixo
Imaginario
=%
Eixo
U Real
b)

Eixo
Imaginario

Eixo
7 Real
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Imaginario

\ Eixo

d)

a Real

Eixo
Imaginario

Eixo

e)

Real

Eixo
Imaginario

Eixo

Comentarios

Real

Prof. Victor So

z=p: e'® = 2acosfe’® = 2acosO(cosh + senbi) = 2acos?6 + 2acosOsenbi =

z = 2acos*0 —a + a + 2acosfsenbi = a(2cos?0 — 1) + asen26i +a =

z = acos(260) + asen(20)i + a = ae?? + a

z=ae?? 4+ q
z—a = ae?

|z—al =a

Essa é uma equacdo de circunferéncia de raio a e deslocada de a no sentido positivo do

eixo real.
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Gabarito: “a”.

138.(IME/2009)

R VA 7

Sabe-se que z,Z; == e |z3 + z4| — |23 — z4] = 0, sendo z,,Z,,z; e z, nimeros complexos
z

diferentes de zero. Prove que z; e z, sao ortogonais.

Obs: Numeros complexos ortogonais sdo aqueles cujas representacoes graficas sdo perpendiculares
entre si e Z é o numero complexo conjugado de z.

Comentarios

Para provar que z, e z, sao ortogonais devemos demonstrar que 8, — 6, = +90°, em que

1 2 1 2

0, e 6, sao os argumentos dos numeros complexos z; e z,, respectivamente.
Para isso, temos que:

— Z3
Z1Zy = Zs
0; + (—6,) = 0; — 6, (i)
|Zs + Z4| = |Zs - Z4|

|z3 + z4 |2 = |z; _Z4|2

(23 +24)(23 + 24) = (23 — 24)(23 — 24)

|Z3|2 + 2374 + 2324 + |Z4|2 = |Z3|2 — Z3Z4 — Z3Z4 + |Z4|2

Z3Zy = —Z3Z4
93—94=94—93+(2k+1)7'[
2k + D o .
0, — 0, =" _ 1900 (if)

De (i) em (ii), temos:

61 - 62 - i90°
Gabarito: Demonstragao

139.(IME/2008)

Determine a expressao da soma a seguir, onde n é um inteiro multiplo de 4.

1+2i+3i%+--+ n+1)i"
Comentarios

Podemos observar que isso € uma PAG, pois os termos de i estdo em PG e seus coeficientes
estao em PA.

Dessa forma,

P=1+2i+3i®+ -+ m+1)i"

Pi=i+2i®+3i3+ -+ n+1)i"!
P-Pi=1+i+i®+-+i"— (n+1)i""!
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P1-i)= Q - (n+ 1)i"t!
i—1
Como n é multiplo de 4, temos:

in+1 =i

PA-D=1-(n+1)i
[1— (n+ Di](1+0)

2
. n +2—ni
=
Gabarito: P = n+22_m

Prof. Victor So

140.(IME/2008)

Considere os numeros complexos Z; =sena +icosa e Z, = cosa — i sena, onde ¢ é um
nimero real. Mostre que,se Z = Z,Z,,entdo —1 < Re(Z) <1e—-1<Im(Z) < 1,onde Re(Z) e

Im(Z) indicam, respectivamente, as partes real e imaginaria de Z.
Comentarios
Z=17,Z,
Z = (sena+icosa)(cosa—isena)
Z = senacosa — isen*a + icos’a + senacosa
Z = 2senacosa + (cos?a — sen®a)i = sen2a + cos2ai
—1<sen2a<1=>-1<Re(Z)<1
—1<cos2a<1=-1<Im(Z)<1

Gabarito: Demonstragao

141.(IME/2007)

Sejam z e w nimeros complexos tais que:

{w2—22=4+12i
Z-wW=2+4i

onde z e w representam, respectivamente, os nimeros complexos conjugados de z e w. O valor de

Z+wé:
a)l—i
b)2 +1i
c)—-1+2i
d)2 —2i
e)—2+2i

Comentarios
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A partir do enunciado, temos:
w?—z2=4+12i
w—-—2)(w+2z)=4+12i
z-ww+2z)=—-4-12i ()

Ainda das informacdes do enunciado:

z—w=2+4i
Z—w=2+4i
z—w=2-—4i (II)

De (I) em (II), temos:
2-4)w+2z)=—-4-12i
lw+z=2-2i|

Gabarito: “d”.

142.(IME/2006)

Sejama; =1—-i,a,=r+siea,.;=@—5s)+(r+s)i (n>1) termos de uma sequéncia.
Determine, em funcdao de n, os valores de r e s que tornam esta sequéncia uma progressao

aritmética, sabendo que r e s s30 numeros reais e i = vV—1.
Comentarios
Para que a sequéncia do enunciado seja uma PA, devemos ter o seguinte:
Apn+1 —An =P
—s+ri=p()
Fazendo a, = a; + (n — 1)p:
Upy1 —An =P > a1 — (@ +(m—Dp)=p=>ap—a,—np+p=p
Apn+1 — A1 = MNP
r—s—1+@+s+1i=npUl)
De (I) e (II), temos:

{ —s+ri=p
r—s—14+@r+s+1i=np
n-—2
{r—s—lz—ns S_n2—2n+2
=
r+s+1=nr i n
n?—2n+2
Gabarito: s = ———er = ——=
n<—2n+2 nc—-2n+2

143.(IME/2004)
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Sendo a, b e c nimeros naturais em progressao aritmética e z um nimero complexo de médulo
unitario, determine um valor para cada um dos numeros a, b, c e z de forma que eles satisfagam a
igualdade:
1 1 1
z° " zb " zc
Comentarios
Como a, b, c formam uma PA, temos:
(a,b,c)=(b—1,b,b+71)
Sendo z um complexo de médulo unitario, podemos escrever:
z|=1=>z=cis 8

Assim, temos:

1 1 1 5
i
1 1
+—+ = (cis 0)°

Zb—r Zb Zb+r

1 1
Z—b(zr +1+ Z—r) = cis (96)
zP(Z"+1+2z7") = cis(90)

(cis8)7((cis®)" + 1 + (cisf)™") = cis(96)

Multiplicando a equacio por (cis6)? = cis(b8):
cis(r@) + 1 + cis(—r80) = cis(96 — bO)
cos(r@) + isen(r@) + 1 + cos(rf) — isen(rf) = cos((9 — b)B) + isen((9 — b)B)
2cos(rf) +1 = cos((9 — b)@) + isen((9 — b)H)
Igualando a parte real e a parte imaginaria, obtemos o seguinte sistema:
{cos((9 —b)8) = 2cos(rd) + 1
sen((9 — b)Q) =0
Como sen((9 — b)@) = 0, temos que cos((9 — b)H) = +1. Ent3o, temos:
cos((9 — b)H) =1=2cos(r8)+1=1=cos(rf) =0
Assim, uma possivel solugao é:
sen((9—b)0):0:>b=4et9=7r
cos((9 — b)H) =2cos(r8) +1 = cos(5m) =2cos(rm) +1=>2cos(rm) = -2=>r=1
=>a=3ec=5
Note que temos verificada a relacdo do enunciado:
1 1 1
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1 1 1
3 + 4 +
(cis(n)) (cis(n)) (cis(n))
cis(—3m) + cis(—4m) + cis(—5n) = cis(97)
-1+1+(-1) =-1
—1=-1
Gabarito:a = 3;b = 4;¢c = 5;z = cis(m)

- = (cis(n))9

144.(IME/2003)

Seja z um numero complexo de médulo unitirio que satisfaz a condigdo z2" # —1, onde n é um

Tl

numero inteiro pOSItIVO Demonstre que e um numero real.

Comentarios

Vamos provar por absurdo.
Zn
Vamos supor que
porq 14z2n

nao seja real. Assim, temos:

z" zn
=+
1+ z2n <1 + ZZ">

Z"(1 4 z27) # (1 + z2")z"

z" + |z|*z™ # z" + z2"|z|*"
Como |z]| =1,
Z" +z" # z" + Z"

0 # 0 (ABSURDO)

TL

Logo — & um numero real.

Gabarito: Demonstragao

145.(IME/2001)

Dois nimeros complexos sao ortogonais se suas representagdes graficas forem perpendiculares

entre si. Prove que dois nimeros complexos Z, e Z, sao ortogonais se e somente se:
Z1Z,+Z.Z,=0
Obs: Z indica o conjugado de um nimero complexo Z.
Comentarios
Como a questao fala “se e somente se”, devemos provar tanto a ida quanto a volta.
Vamos comegar pela ida: Se Z,Z, + Z,Z, = 0, prove que Z, e Z, sio ortogonais.
Z1Z_2 = _2_122
0, e B, sdao os argumentos de Z; e Z,, respectivamente.
0,—0,=0,—6,+Rk+ 1w,k €Z
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6, —0, =
Logo Z, e Z, sdo ortogonais!
Volta: Se Z; e Z, sdo ortogonais, prove que Z;Z, + Z;Z, = 0
Se 6; — 6, = 90°, temos:
Z, = |Z,|(—senb, + cosO,i)
Z1Z_2 + 2_122 =
|Z,|(—senB, + cos6,i)|Z,|(cosO, — senb,i) + |Z,|(—senb, — cosb,i)|Z,|(cosO, + senb,i)

= |Z,||Z,|(—senb,cos0, + sen?0,i + cos?0,i + senB,cosh, — senb,cos0,
— sen?0,i—cos%0,i + senf,cos6,) = 0

O caso para 8; — 8, = —90° é completamente andlogo. Sendo assim, a volta esta provada.
Logo, Z,Z, + 2,72, = 0 & Z; 1 Z,.

Gabarito: Demonstragao

146.(IME/2001)

Considere a matriz A = (ay;), onde:

ay; = k-ésimo termo do desenvolvimento de (1 +ji)*>*, com k=1,..,55;j=1,..,55 e i=
V-1.

a) Calcule a3, + as4 1.

b) Determine o somatoério dos elementos da coluna 55.

c) Obtenha uma férmula geral para os elementos da diagonal principal.
Comentarios

Primeiro devemos escrever o termo geral desse bindmio:

55
54 54
V54 _ _ o 54—k+10;i\k=1 _ k=1
(1 +ji) _kzla’”:“’” (54—k+1)(1) G (54—k+1)(“)

O detalhe dessa questdo é que, no desenvolvimento de um bindmio, a varidvel contadora

p do somatdrio varia de 0 até n. Nesse caso, o k variade 1 até 55, entdao devemos fazerp = k —
1.

Analisando item por item, temos:
a) azp + Asa

54! 54!

54 54

_ \3-1 \54-1 _ N 53
- (54—3+1> (20) +<54—54+1> (15) 52121 G0 T3 O
— —5724 + 54

b) Para obtermos a soma dos elementos da coluna 55 devemos fazer j = 55.
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55 55 54

— N\Nk—1 __ \ 54
Z Q55 = Z (54 —k+ 1) (550 = (1 +550)
k=1 k=1

c) Para obtermos os temos da diagonal principal devemos fazer j = k

54
Yele = (55 - k) (ki)™

Gabarito: a) —5724 + 54i, b) (1 + 55i)°*,¢) a;; = (5::( (ki)k1

147.(IME/1999)

Determine as raizes de z2 + 2iz + 2 — 4i = 0 e localize-as no plano complexo, sendo i = V-1.
Comentarios
Fazendo z = a + bi, temos:
(a+bi)*+2i(a+bi)+2—-4i=0
a’ + 2abi —b* +2ia—2b+2—-4i=0
(a>—b?>—-2b+2)+(2a+2ab—4)i=0
{ 2a+2ab—-4=0 (i)
a’? —b%2—=2b+2 =0 (ii)
De (i), temos:

2—a
a+ab=2=>b=

2 —a\? 2—a
- (=) -2(
a a

a4+3a2—4=0=>{

De (ii), temos:

I
~
+
N
I

Z1=1+iEZ2=_1_3i

A representacao geométrica fica:

Im 4

-2

22
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Gabarito: z={1+1i,—1 — 3i}

11. CONSIDERACOES FINAIS DA AULA

Chegamos ao final da nossa aula. Estudamos todo o conteddo de numeros complexos
cobrado na prova. Aprendemos a operar os numeros complexos e juntamos ao nosso arsenal de
conhecimento teoremas importantes, como as férmulas de De Moivre. Eles serdao muito Uteis na
hora de resolver as questdes do nosso concurso.

Continue se esforcando! Ja percorremos um grande caminho até aqui, entdao, ndo desistal
O caminho para sua aprovagao pode estar mais préoximo do que vocé imagina. Conte comigo em
sua jornada.

Quaisquer duvidas, criticas ou sugestdes entre em contato pelo férum de dudvidas do
Estratégia, ou se preferir:

(w)(o)

@ /profvictorso
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