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n UFRJ 2011 Um ponto P desloca-se sobre uma reta numerada, e
sua posi¢ao (em metros) em relagao a origem é dada, em fungao do
tempo t (em segundos), por P(t) = 2(1-t) + 8t.

> PO

a) Determine a posi¢ao do ponto P no instante inicial (t = 0).
b) Determine a medida do segmento de reta correspondente ao
conjunto dos pontos obtidos pela variagao de t no intervalo

)

n Unifesp 2012 Numa classe h&d x meninas e y meninos, com X,
y 2 4. Se duas meninas se retirarem da classe, o nimero de meninos
na classe ficard igual ao dobro do nimero de meninas.

a) Dé aexpressao do nimero de meninos na classe em fungao do
nimero de meninas e, sabendo que nao ha mais que 14 meni-
nas na classe, determine quantos meninos, no maximo, pode
haver na classe.

b) A direcao do colégio deseja formar duas comisses entre os
alunos da classe, uma com exatamente 3 meninas e outra
com exatamente 2 meninos. Sabendo-se que, nessa classe, o
nimero de comissoes que podem ser formadas com 3 meninas
é igual ao numero de comissdes que podem ser formadas com
dois meninos, determine o nimero de alunos da classe.

Unifesp 2012 Por motivos técnicos, um reservatério de dgua na
forma de um cilindro circular reto (reservatério 1), completamente
cheio, serd totalmente esvaziado e sua dgua seré transferida para
um segundo reservatério, que estad completamente vazio, com ca-
pacidade maior do que o primeiro, também na forma de um cilindro
circular reto (reservatério 2). Admita que a altura interna h(t), em me-
tros, da dgua no reservatorio 1, t horas a partir do instante em que se
iniciou o processo de esvaziamento, pdde ser expressa pela fungao
h(t) = 15t—120.
t-12

a) Determine quantas horas apds o inicio do processo de esva-
ziamento a altura interna da dgua no reservatério 1 atingiu 5
m e quanto tempo demorou para que esse reservatorio ficasse
completamente vazio.

b) Sabendo que o didmetro interno da base do reservatério 1 mede
6 m e o didmetro interno da base do reservatério 2 mede 12 m,
determine o volume de 4gua que o reservatério 1 continha ini-
cialmente e a altura interna H, em metros, que o nivel da dgua
atingiu no reservatorio 2, ap6s o término do processo de esvazia-
mento do reservatorio 1.

n Unesp 2012 Um artesdo foi contratado para ornamentar os vitrais
de uma igreja em fase final de construgao. Para realizar o servico, ele
precisa de pedacos triangulares de vidro, os quais serdo cortados a
partir de um vidro pentagonal, com ou sem defeito, que possui n
bolhasdear(n=0,1,2...).

Sabendo que nao ha 3 bolhas de ar alinhadas entre si, nem 2 delas
alinhadas com algum vértice do pentagono, e nem 1 delas alinhada
com dois vértices do pentagono, o artesao, para evitar bolhas de ar
em seu projeto, cortou os pedagos de vidro triangulares com vérti-
ces coincidindo ou com uma bolha de ar, ou com um dos vértices
do pentédgono.

Bolha de ar

Vidro ——
pentagonal

Nessas condigdes, determine a lei de formagao do nimero maximo
de tridngulos (T) possiveis de serem cortados pelo arteséo, em fun-
¢ao do nimero (n) de bolhas de ar contidas no vidro utilizado.

n Unicamp 2012 O velocimetro é um instrumento que indica a velo-
cidade de um veiculo. A figura a seguir mostra o velocimetro de um
carro que pode atingir 240 km/h. Observe que o ponteiro no centro
do velocimetro gira no sentido horério a medida que a velocidade
aumenta.

a) Suponha que o angulo de giro do ponteiro seja diretamente
proporcional a velocidade. Nesse caso, qual é o dngulo entre
a posicao atual do ponteiro (0 km/h) e sua posi¢ado quando o
velocimetro marca 104 km/h?

b) Determinado velocimetro fornece corretamente a velocidade
do veiculo quando ele trafega a 20 km/h, mas indica que o
veiculo estd a 70 km/h quando a velocidade real é de 65 km/h.
Supondo que o erro de afericao do velocimetro varie linear-
mente com a velocidade por ele indicada, determine a fungao
v(x) que representa a velocidade real do veiculo quando o ve-
locimetro marca uma velocidade de x km/h.
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n Unicamp 2014 O consumo mensal de dgua nas residéncias de

uma pequena cidade é cobrado como se descreve a seguir. Para um

consumo mensal de até 10 metros clbicos, o preco é fixo e igual a

20 reais. Para um consumo superior, 0 preco é de 20 reais acresci-

dos de 4 reais por metro cibico consumido acima dos 10 metros

cubicos. Considere c(x) a fungao que associa o gasto mensal com o

consumo de x metros clbicos de dgua.

a) Esboce o gréfico da funcao c(x) no plano cartesiano para x en-
tre 0 e 30.

b) Para um consumo mensal de 4 metros cubicos de dgua, qual é
o prego efetivamente pago por metro cubico? E para um con-
sumo mensal de 25 metros cubicos?

n Fuvest 2014 Dados m e n inteiros, considere a funcao f definida
m
or f(x)=2———, parax#-n.
porf{x) X+n P

a) No caso em que m=n= 2, mostre que a igualdade f(ﬁ) =2
se verifica.

b) No caso em que m = n =2, ache as intersecdes do gréfico de f
com os eixos coordenados.

c) No caso em que m =n = 2, esboce a parte do grafico de fem
que x > -2, levando em conta as informagdes obtidas nos itens
a) e b). Utilize o par de eixos dado na pagina de respostas.

y

d) Existe um par de inteiros (m, n) # (2, 2) tal que a condigao
f(«/f)= V2 continue sendo satisfeita?

n Fuvest 2015 A funcao f esta definida da seguinte maneira: para
cada inteiro impar n,

se nEx<n+l

¢ x—(n=1), se n=1<x<n
B n+1-x,

a) Esboce o grificodefpara0<x<6.

1
b) Encontre os valores de x, 0 < x < 6, tais que f(x)=g.

n Unicamp 2015 Seja @ um numero real positivo e considere as fun-

¢oes afins fix) = ax+ 3a e g(x) = 9 — 2x, definidas para todo nimero real x.

a) Encontre o nimero de solugdes inteiras da inequacgao fix)g(x) > 0.

b) Encontre o valor de a tal que fig(x)) = g(f(x)) para todo numero
real x.

n Fuvest 2017 Considere a fungéo f,:[0,1]— [0,1] que depende de
um parametro a € ]1,2], dada por

1
ax, se OSxSE,

Ja(x)=

a(1-x), Se%SxSI.

a*

Sabe-se que existe um Unico ponto p, e]%,l[ tal que £, (p,)=p,

Na figura a seguir, estdo esbogados o gréficode f, e a reta de equagao
y=x.

B4 & y=x
1 ______________
|
al l
2 i |
pa ————— - |
| |
1 !
1l !
1o !
1ol !
1 :
Pl
11 ! >
0 l pa 1 X
2

a) Encontre uma expressao para o ponto p, em fungao de a.

b) Mostre que f, (fa (%)) <% para todo a€li2].

¢) Utilizando a desigualdade do item b), encontre a € |1,2] tal que

fa(fa(fa (%))]: Pa, €M que p, é o ponto encontrado no

item a).
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9.

a) P(0) =2
b) 9 metros



8. a) A expressao y = f(x) do numero de meninos em fungao do nimero de
meninas éy = 2(x - 2).
Como se trata de uma fungao crescente, temos que:
Vs =20 o D=2y, , =204-2) =y =24
Yo = 206 =D =4=20x_ -2 =>x_ =4

Portanto,|y= 2x—4, comxeN, talque 4 <x< 14| e 0 numero maximo

de meninos na sala é 24.
b) O nimero de combinagdes com exatamente 3 dentre as x meninas é
expresso por:
x! x(x =N(x—2)
Ax-3) 6

O numero de combinagdes com exatamente 2 dentre os y meninos é
expresso por:

y! _yly=0_ 2Ax-2)(x-4-1)
2L (y-2)! 2 2

x(x="Nx-=2)

=(x-2)(2x-5)

Assim, temos que: =(x=2)(2x =5).

Como 4 < x £ 14, podemos simplificar o fator (x — 2), que é ne-
cessariamente positivo, obtendo a equagdo: x(x—1)=6(2x-5)<
& x*-13x+30=0 & x=3 ou x=10.

Comoa unicasolugao nointervalo 4 <x< 14 éx=10,temosx=2-10-4=16;

portanto, o nimero de alunos na classe é iguala 10+ 16 = .

7. a) Comh(t) =5, temos:

5= 510 b6 horas|

t-12

Para que o reservatério fique completamente vazio, temos h(t) = 0. Logo:

0=, =8 hores]

t—12
b) No t =0, o reservatério 1 tem altura:
h(0) =w =h(0)=10m
0-12
O volume é:

2
ver (&) 10 = mstear]

Como esse volume serd totalmente transferido para o reservatério 2, a altura
H, em metros, que o nivel da dgua atinge corresponde a:

2
gonn{%) H =F=25m]

6. Do enunciado, observamos que:

Sen =0, 0 artesdo cortaré 3 triangulos T, = 3.

Se n =1, aparecerd uma bolha interna em um dos 3 triangulos, fazendo
com gue ele desapareca e dé origem a 3 outros triangulos.
logo,T,=3-1+4+3=T =5

Sen=i+1:

T, =T, -14+3=T_ =T+2ieN,ouseja, uma progressdo aritmética com
T,=3er=2

Portanto, o nimero maximo de tridngulos cortados pelo artesdo em fungdo

do ndmero de bolhas n é:

T,=T,+rn-0) =[T, =3+ 2n|

POLIEDRO

5. a) Por proporgao, temos:
240 km/h—)210°} 240 210°

=—="—r0=97
104km/h—6 104 (3]

b) A fungéo pedida expressa a velocidade real, v(x), em fungao da velocida-
de registrada, x.
Como o erro varia linearmente com x, a velocidade real também varia
linearmente com ele, de modo que temos uma fungao de 1° grau (do
tipoy = mx+n).
O enunciado também fornece dois pares de coordenadas: v(x) = 20, para

x = 20; e v(x) = 65, para x = 70. Substituindo os valores fornecidos, temos:
20=m-20+n
65=m-70+n

Logo, a fungéo pedida é: v(x) =0,9 - x +2|

v(X)=m-x+n = { < m=09en=2

4, a)Se o consumo for 30 m?® de agua, o gasto mensal sera de
20+(30-10)-4=100, logo o gréfico sera:

C i i

100

0 5 10 15 20 25 30

20
b) Para um consumo de 4 m?, o prego efetivo por metro cubico é » = 5reais.

Para um consumo de 25 m? o preco efetivo por metro cubico é
20 -10)-
—+(25 10 4=3,2reai&
25

o] Y




3.

2,

d) Tomando f(ﬁ): J2, temos:

m
p LI | YN
J2+n
m
:>2-J3= =
V2+4n
=S02-2+4n-m2=m=
(2
=V2(2-n)=m+2-n=
m+2-=2n
2=—
J_ 2—-n

O que implica que nao existem m e n inteiros diferentes de 2; caso contré-
rio, V2 seria um racional, ja que (n + 2 - 2n) e (2 - n) seriam inteiros, pois
sao soma de multiplos de inteiros.

a) Tomando m = n = 2, obtemos f(x)=2—%. Agora basta calcular
X+

f(s/i):
f(v3)=2- 2 _2N2+4-2_2+202 2-\2 _
V2427 242 T 2+42 2-\2
=4+4~/§—2\/§—4=&=ﬁ
4-2 2
Interse¢des com eixo x(y = 0)
2_L=o:>%=2:>x+2=l:>

X+2 X+

b) -

+ Interse¢es com eixo y(x = 0)
2

f(0)=2———=1

0 0+2

a) Fazendo o estudo do sinal das funcdes, temos:

f(x): comoa =0

9
-3 2
- + +
f
- + +
g
= * =
f-g

. . . 9
Portanto, o conjunto-solugao serd, nos reais, S= {x eR|-3<x <5} o

que implica em sete solugdes inteiras: -2, -1,0,1,2,3 e 4.
b) f(g(x)=f(9—2x)=a(9-2x)+3a
g(f(x)) =glax + 3a) =9 — 2(ax + 3a)
Se f(g(x))=g(f(x)), entdo
9a—2ax+3a=9-2ax —6a
18a=9
1

a=—
2

a)

1
b) f(x)_g S

1. a) Tomandon=1,n=2en= 3, temos:

0=x<1
1<x<2
2<x<3
3<x<4
4<x<5
5<x<6

X o, se
—X+2 ,se
x—=2
—-x+4 ,se

, 5e

f(x)=1

x—4 ,se

-x+6 , se

=]
(YO
.

it -—--
(o))

>y

0<x<1
1sx<2
2<x<3
3<x<4 )
4<x<5

5<x<6

1
Se fa(pa)= Pa€Pa € }5'][ , entao:

a
3(1_pa)=pe =>pe=m

5
Tome agora a fungio f(x)=%+x—% e vamos verificar onde f(x)<0:

2
%+x—%<0=>—x2+2x—l<0=>(x—1)2>0=>x¢1
2

Portanto, f(x)< 0 paratodo x # 1,e,ainda, %

+X<l, paratodox # 1.
2

P
Tomando x = a, tem-se %4. a< l,se e

1 1
s f1 6= ||<=. 2]
Logo fa( a(2)]<2 seae]l,2]
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2
) Sabendo que f, (ﬁ;(%)] =a -%< % equep, :ﬁ, tem-se:

e S e
)

€ 0 mesmo que
3

a —a—:izsa(—a3 +a’ +2a—2):0:a(a—1)(—az+2):0:
2 l+a

:>a=0,a=l,a=J§oua=—J5

Como a€ [1,2], entao:
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m Unicamp 2014 Sejam a e b reais. Considere as fungdes quadraticas

da forma f(x) = X* + ax + b, definidas para todo x real.

a) Sabendo que o gréfico de y = f(x) intercepta o eixo y no
ponto (0,1) e é tangente ao eixo x, determine os possiveis
valoresdeaeb.

b) Quando a + b =1, os gréficos dessas fungdes quadraticas tém
um ponto em comum. Determine as coordenadas desse ponto.

m Unifesp 2014 Chamando de y’e y"as equagbes das parabolas ge-
radas quando a curvay = 2x2 — 12x + 16 é refletida pelos eixos x e y,
respectivamente, determine:

a) adistancia entre os vértices das parabolas definidas pory'e y"
b) yey"

n Unifesp 2015 A concentragao C, em partes por milhdo (ppm), de
certo medicamento na corrente sanguinea apos t horas da sua in-
gestao é dada pela funcdo polinomial C(t) = —0,05t> + 2t + 25. Nessa

fungao, considera-se t = 0 o instante em que o paciente ingere a

primeira dose do medicamento.

Alvaro é um paciente que estd sendo tratado com esse medica-

mento e tomou a primeira dose as 11 horas da manha de uma

segunda-feira.

a) A que horas a concentragdo do medicamento na corrente san-
guinea de Alvaro atingira 40 ppm pela primeira vez?

b) Se o médico deseja prescrever a sequnda dose quando a con-
centracdo do medicamento na corrente sanguinea de Alvaro
atingir seu maximo valor, para que dia da semana e horario ele
devera prescrever a segunda dose?

CURSO
n Unicamp 2017

Veja também em:
Matemtica - Livro 2 - Frente 3 - Capitulo 13 |

Sejam ¢ um numero real e f{x) = X* — 4x + ¢ uma funcao quadratica

definida para todo numero real x.

No plano cartesiano, considere a parabola dada pelo gréfico de

y=f(x).

a) Determine c no caso em que a abscissa e a ordenada do vértice
da parabola t¢ém soma nula e esboce o respectivo gréfico para
0<x<4.

b) Considere os pontos de coordenadas A = (g, f(a)) e B = (b, f(b)),
onde a e b s&o nlimeros reais com a < b. Sabendo que o ponto
médio do segmento ABéM = (1, ¢), determine a e b.

Fuvest 2017 Um caminhao deve transportar, em uma Unica viagem,
dois materiais diferentes, X e Y, cujos volumes em m? s3o denotados
por x e y, respectivamente. Sabe-se que todo o material transportado
serd vendido. A densidade desses materiais e o lucro por unidade de
volume na venda de cada um deles sdo dados na tabela a seguir.

Material Densidade Lucro

X 125 kg/m?
14 400 kg/m?

R$ 120,00/m?
R$ 240,00/m?

Para realizar esse transporte, as seguintes restricdes s&o impostas:

. o volume total mdximo de material transportado deve ser de
50 m?;

Il. a massa total méxima de material transportado deve ser de
10 toneladas.

Considerando essas restrigoes:
a) esboce, no plano cartesiano a seguir, a regiao correspondente
aos pares (x, y) de volumes dos materiais X e Y que podem ser

transportados pelo caminhao;

Y
80

70

60

50

40

30

20

10

0 10 20 30 40 50 60 70 80 x

b) supondo que a quantidade transportada do material Y seja
exatamente 10 m?, determine a quantidade de material X que
deve ser transportada para que o lucro total seja méaximo;

c) supondo que a quantidade total de material transportado seja
de 36 m3, determine o par (x, y) que maximiza o lucro total.
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nFuvest 2018 Considere a fungdo real definida por

f(x)=Jx—l +J1—l—x.
X X

a) Qual é odominiodef?
b) Encontre o(s) valor(es) de x para o(s) qual(is) fix) = 0.
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10. a) Comof(0)=1,entdob=1.
Como o gréfico é tangente ao eixo x, tem-se:
A=0=>a’-4=0=>a=20ua=-2
Portanto:a=2oua=-2eb=1.
b) Sejama, #a,eb +a,=1eb,+a,=1.
Agora, chamemos de f (x) =x*+ax+b, ef,(x) =x*+ax+Db,
No ponto de interse¢ao

b,=b, _(1-a)-(1-a) _
-3, -3,

f(x)=f,(x)=>ax+b,=a,x+b, =>x= 1

ef(1)=12+a1+(1 -a)=2 paratodoa,.
Logo, o ponto de intersegao serd (1, 2).

11. a) SendoV o vértice pardbolay = 2x* - 12x + 16, tem-se:

-(-12) -16
V(%y, Yy)=V| ————=, — |=(3, -2
2 3262
Logo, seu simétrico em relagdo ao eixo x é (3, 2) e em relagdo ao eixo y

é(-3,-2).
Assim, a distancia entre os dois pontos é dada por:

JB-(-3)T +[2-(-2)] = V36+16=[213]

b) Por simetria dos pontos em relagdo ao eixo x, tem-se:
yi-y=2x-12x+16
Portanto: y'=-2x2+12x-16

Por simetria dos pontos em relagdo ao eixo y, tem-se:
y'=+2(x)?-12-(-x)+ 16
ENtao: |y = + 2x + 12x+ 16|

9.  a) Pelo enunciado, temos:
C(t)=-0,05t* +2t+25
40=-0,05t* + 2t +25
0,05t* =2t+15=0
t=10hout=30h
Logo, a concentracdo do medicamento na corrente sanguinea de Alvaro
atingira 40 ppm pela primeira vez as 11 + 10 = 21h da segunda-feira.
b) Construindo o gréfico da fungéo, temos:

ct)

0 20

-

=2
2-(-0,05)
ele deverd prescrever a segunda dose do medicamento 20 horas ap6s

Ao calcular o x do vértice, obtemos t= =20 h. Dessa forma,

a primeira, que foi ministrada as 11 horas da segunda-feira, portanto as
7 horas da terga-feira.

8 a) Sefl)=x'-4x+centio X, = _2(—?)) =2 .Conclui-se, pelo enunciado,
queY,=-2,umavezque (X, +Y, =0).
(I): Sendo o vértice da paradbola dado por (2, -2), logo f(2) = -2.
(II): Sabe-se, pois, que f(2) = (2)* -4+ c=>f(2) =c-4.
De () e(ll), tem-seque:c-4=-2=>c=2
Desta feita, a fungdo é determinada por f(x) = x? - 4x + 2, cujo gréfico
perfaz uma pardbola de vértice (2, -2) e que passa por (0, 2). Tendo a
reta X, =2 como eixo de simetria da parabola, pode-se concluir que a
pardbola passa pelo ponto (4, 2). Ademais, se f(x) = O (rafzes da fungao),
entdox, =2- V2=06e X,=2+ V2 =3,4. Assim, 0 esbogo do gréfico da
fungdo f(x) = x* — 4x + 2 se dara nos seguintes moldes:

Y
(0,2)

-2

b) A e Bsao extremos de um segmento de reta, no qual M é ponto médio,
entdo:

Xy +X, )
: =2—2=x,, que, de acordo com os dados do enunciado:
a+b

——=1=b=2-a
. yA +yB — H .
(: — =Yu que, de acordo com os dados do enunciado:

f(a) + f(b)
——— =c=f(a)+f(b) =2c
2
(IN):Se f(x) =x* - 4x + ¢, entdo: fla) =a? -4a+ cefib)=b*-4b + ¢
(IV): De (1) e (I, conclui-se que: (a? -4a+c)+ (2 -4b+ ) =2c =
al+b?-4a-4b=0
(V): De () e (IV), pode-se afirmar que:
a+(2-a) —4a-4(2-a)=0=a’-2a-2=0=>a=1%43
Se a=1++3—sb=1-+/3 (ndo convém, pois a < b).
Se a=1++3—"sb=1-43.

la=1-v3—"5b=1+43]
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CURSO
7. a) Como x ey sdo volumes, as primeiras restricdes seraox >0 ey = 0. Além b) Primeiro, é preciso notar que x deve ser positivo. Agora, basta resolver a
disso, o volume total deve ser menor que 50 m?, o que implica que equagdo:
X + y < 50. E a massa maxima deve ser 10.000 kg, o que implica que
125x + 400y < 10.000. \/’:J'\/:‘X 0 X“"“ “—‘:
Logo, a regido solugao do sistema de inequagdes sera: 1
LY wx—;—x —ZXEH—;@Z X2 —x =x?=x+1

\ 50 Chamando VX* =X =t , tem-se:

A=+’ -2+1=0t=1

\5‘5‘ Logo:
Y —x=1ex —x=1ox2 —x~1=0e x= 1i2‘/§
50\ 80 X Ccomo x= 1_2‘/5 <0, ndo pode ser raiz.
b) Sey =10 m? o que corresponde a 4.000 kg, pode-se transportar mais Basta verificar se x= 1+ J§ A
40 m?ou 6.000 kg de X.
Para que o lucro seja maximo, deve-se enviar o maximo possivel, que W
serd 40 m? (5,000 kg). 2 1+ f Tt J—
¢) Quanto maior a quantidade de Y, maior o lucro, pois o lucro por m? de \l
Y é o dobro do lucro por m? de X. Contudo, 0 maximo que podemos J1+ J5 f_1 J’_1 145
transportar de'Y é 25 kg. 2 2
De acordo com o grafico, o lucro maximo ocorrerd no ponto de interse-
Gao das retas x +y = 36 e 125x + 400y = 10.000. Resolvendo o sistema, =1+ ,’# = 1+2~/§ =1+
obtemos o ponto (16, 20) como solugdo. Logo, o lucro maximo ocorrera
em (16, 20). — s:{ 1+ J§}
2
6. a) Ascondigdes de existéncia da expressao sao: LIVRO 1 - Questoes Dissertativas
I x#0 ) Matematica — Frente 2 — Capitulo 1
I x-—+20=X 150
* X m Unifesp 2013 Sabe-se que o comprimento C de um quadripe-
+ -0 - 1. de, medido da bacia ao ombro, e sua largura L, medida na direcao
= 2 vertical (espessura média do corpo), possuem limites para além dos
- - - quais o corpo do animal nao se sustentaria de pé.
1 x—1 Por meio da fisica médica, confrontada com dados reais de animais,
Il 1-—20=——20 2
X X é possivel identificar que esses limites implicam na razéo C:L3 ser,
-9 - 1. no méaximo, proxima de 7 : 1, com as medidas de C e L dadas em
- : z centimetros.
+ - +
Logo, o dominio sera:
- 0 .
(>

D=[-1,00U0,40)

a) Qual é aproximadamente, a largura L, em centimetros, de um
cachorro que tenha comprimento C igual a 35 cm, para que
2

ele possa se sustentar de pé na situacao-limite da razao C:L[3?

Adote nos calculos finais +/5 = 2,2, dando a resposta em niime-

ro racional.

2
b) Um elefante da [ndia de L = 135 cm possui razao C:13 igual a

5,8 : 1. Calcule o comprimento C desse quadripede, adotan-
do nos calculos finais 3/5=1,7 e dando a resposta em niimero
racional.




m Unesp 2015 Para cada n natural, seja o nimero

K, = \/3~\/3~,/3-(...)-~/§ —\/2~\/2~,/2(...)-~/5 .Sen — +oo, para que

nvezes nvezes
valor se aproxima K,?

Gabarito - LIVRO 1 - Questdes Dissertativas
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23. a) Napopulagao, ha:
32% de 500 = 160 individuos AA
46% de 500 = 230 individuos Aa
Acrescentando N individuos de gendtipo aa, a probabilidade de que seja
sorteado um que tenha o gene A é de 50%. Logo:

160+230 50% 390

- =1 [N=280
500 +N

500+N 2

b) Ap6s y anos, sem os individuos de genétipo aa, a probabilidade pedida é:
230 230 23 23

P =) P =—
230+160 390 39 39

22. Paran—+ e, K corresponde a uma diferenca entre duas séries, cada uma

envolvendo produto de raizes:
1.1

1 1 1 1
- = — ———
S=v3-y3-yy3.=32.34.38_ =32 4 8 -
11

1 9 1 1
S, =v2- V2 - yWV2.=22.24 .28, =27 4 8

Note que os expoentes sao somas de séries infinitas convergentes em PG,

de modo que:

1
11 a 5
Sp=—F—F.5,=—1=-2_=)
2 4 1-q ,_1
2

Assim: §, = 3' =3, da mesma forma que S, =2"'=2.

Finalmente, temos:K | =5 -5,=3-2=1.

LIVRO 1 - Questoes Dissertativas
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m Unifesp 2011 Para testar a durabilidade de uma bateria elétri-
ca foram construidos dois pequenos aparatos moveis, A e B, que
desenvolvem, respectivamente, as velocidades constantes de
30 cm/s e 20 cm/s. Cada um dos aparatos é inicialmente posicio-
nado em uma das duas extremidades de uma pista retilinea e ho-
rizontal de 9 m de comprimento, e correm em sentido contrario,
um em diregao ao outro, cada um em sua faixa. Ao chegarem a
extremidade oposta, retornam ao inicio, num fluxo continuo de
idas e vindas, programado para durar 1 hora e 30 minutos. O tem-
po gasto pelos aparatos para virarem-se, em cada extremidade
da pista, iniciarem o retorno rumo a extremidade oposta, é des-
prezivel e, portanto, desconsiderado para o desenvolvimento do
experimento.
a) Depois de quantos segundos os aparatos A e B vao se encon-
trar, pela primeira vez, na mesma extremidade da pista?
b) Determine quantas vezes, durante toda a experiéncia, os apara-
tos A e B se cruzam.

m Unesp 2012 O niimero de quatro algarismos 77XY, onde X é o di-
gito das dezenas e Y o das unidades, é divisivel por 91. Determine os
valores dos digitos X e Y.

Gabarito - LIVRO 1 - Questdes Dissertativas
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25. a) Os carros estarao em uma das extremidades quando a distancia percor-
rida por eles for multipla de 900 cm:
Carro A: 30 t, =K,900 s = 30K,
Caro B:20-t, =K,900  ty = 45K,
b) Para o 1° encontro:
_ dey _ 900 cm -1
V(20 cm/s+30 cm/s)

rel

= MMC(30,45)=90's

8s

A partir de um encontro qualquer, o encontro seguinte ocorrerad quando
os aparatos tiverem percorrido, na soma das distancias, 18 m a velocida-
de relativa de 50 cm/s.
Logo:

_ 18m _

T 50cm/s

Assim, o nimero de encontros total € dado por n, onde:
54005218 s+(n—1)36 5=30021+2n-2=>n<150,5
Logo: n=150

24. Dividindo 7.700 por 91, temos:
7.700=91.84 + 56
Somando 35 nos dois membros, obtém-se:
7.700+35=91.84 + 56 + 35
7.735=91.84+91
7.735=9185

Assim, o numero 7.735 é divisivel por 91.

|O digito X tem valor 3, e o digito Y tem valor 5.

LIVRO 1 - Questodes Dissertativas
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Unicamp 2011 Define-se como ponto fixo de uma fungao f o nime-

ro real x tal que f(x) = x. Seja dada a fungéo f(x) = 1 +1.

(+3)
X+—
2
a) Calcule os pontos fixos de f(x).
b) Na regiao quadriculada a seguir, represente o grafico da fungéao
f(x) e o gréfico de g(x) = x, indicando explicitamente os pontos
calculados no item (a).
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m Fuvest 2014 Um recipiente hermeticamente fechado e opaco
contém bolas azuis e bolas brancas. As bolas de mesma cor sdo
idénticas entre sie ha pelo menos uma de cada cor no recipiente. Na
tentativa de descobrir quantas bolas de cada cor estdo no recipien-
te, usou-se uma balanga de dois pratos. Verificou-se que o recipiente
com as bolas pode ser equilibrado por:
i) 16 bolas brancas idénticas as que estao no recipiente ou
ii) 10 bolas brancas e 5 bolas azuis igualmente idénticas as que
estao no recipiente ou
iii) 4 recipientes vazios também idénticos ao que contém as bolas.
Sendo P,, Py e Py, respectivamente, os pesos de uma bola azul, de
uma bola branca e do recipiente na mesma unidade de medida,
determine
a) os quocientes L7} e P—R;
2 b
b) o numero n, de bolas azuis e o nimero ng de bolas brancas no
recipiente.

m Unifesp 2016 A densidade populacional de cada distrito da ci-
dade de South Hill, denotada por D (em nimero de habitantes
por kmz), estd relacionada a distancia x, em quilémetros, do distri-
to ao centro da cidade. A férmula que relaciona D e x é dada por
D=5+ 30x- 15%.

a) Um distrito, localizado no centro da cidade de Sao Paulo, tem
densidade populacional de 16,5 hab/km?. Comparando a den-
sidade populacional do distrito que fica no centro da cidade de
South Hill com a do distrito do centro da cidade de Sao Paulo, a
segunda supera a primeira em y%. Calcule y.

b) Determine a que distancia do centro da cidade de South Hill a
densidade populacional ¢ méxima. Qual é o valor dessa densi-
dade méxima?

MUnesp 2016 O gréfico da parabola dada pela funcédo
f(x):—%(xz—16x—24) indica, para uma determinada popula-

cao de insetos, a relagao entre a populagao total atual (x) e a po-
pulagdo total no ano seguinte, que seria f(x). Por exemplo, se a
populagao atual de insetos € de 1 milhdo (x = 1), no ano seguinte
sera de 2,925 milhoes, ja que f(1) = 2,925.

Dizemos que uma populagéo de insetos estd em tamanho susten-
tavel quando a populagéo total do ano seguinte é maior ou igual
a populagéo total atual, o que pode ser identificado graficamente
com o auxilio da reta em azul (y = x).

populacio total Ay=f(x)
no ano seguinte y=x
(milhes de insetos)
10 ! !
| I
I I
I I
I
5 | |
| I
I I
7 : : populagdo total
T ,/ L T T T % noanoatual
3 ’ 0 5 10 15 ) \‘ 20 (milhdes de insetos)
/ | [
populagao ! populagio em estado : populagao
=51 sustentivel . de extincio . extinta

Determine a populagéo total atual de insetos para a qual, no ano
seguinte, ela serd igual a zero (adote \/5=4,7), e determine a
populagéo total atual para qual a sustentabilidade é méxima, ou
seja, o valor de x para o qual a diferenca entre a popula¢éo do ano
seguinte e do ano atual, nessa ordem, é a maior possivel.

m Unifesp 2018 Raquel imprimiu um numero x de fotografias ao

custo unitario de 54 centavos. Cada foto foi vendida ao prego de

75 centavos sobrando, no final do periodo de vendas, y fotografias

sem vender, o que resultou em um prejuizo de 12 reais em relagao

ao custo total das impressoes.

a) Calcule quantas fotografias foram impressas, para o caso em
quey = 100.

b) Determine a expressao de y em fungéo de x para a situagao des-
crita no enunciado.

Gabarito - LIVRO 1 - Questdes Dissertativas
Matematica — Frente 2 - Capitulo 4

+1=x.

1
1
X+—
2

N S 3
Simplificando, tem-se: 2x* — x — 3 = 0, cujas raizes séo — 1 e 5

27. a) Os pontos fixos de f sdo as raizes da equagao

1
X+=

b) O gréficode f:y= L (x + %) (y =1)=1(hipérbole).
. 1
Assintotas: x = -3 ey=1

3
Raizx=——
aiz: X 3

Eixoy: (0; 3).
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26. a) Como ocorre o equilibrio do recipiente com os trés casos, temos:

16P; =10Ry + 5P,
bl N L LT
16P = 4R, P 5| [Py

b) Igualando agora com o peso do recipiente com as n, bolas azuis e n,

bolas brancas, temos:

Ng-Pg+ny-Py+Pr=16F =ng +nA%‘—=16—£—R$5nB +6n, =60
B B
com n, e ng inteiros positivos.

Isolando ng, temos:
_60—6n, _6(10-n,)
5 5

O que implica que:

Ng

ngémultiplode 6 e
10-n, é mdltiplo de 5.
Logong €{6,12,18,24,..}
Seng=6
Seng=12 = n,=0 (ndoconvém)

= ny=5

Seng>12 = n, <0 (ndoconvém)

Portanto:n,=5en,=6

15. a)De acordo com o enunciado, a densidade populacional do dis-
trito que fica no centro da cidade de South Hill é dada por
D=5+30-0-15-0> <D=5 hab/km”.
Como a densidade populacional do distrito localizado no centro de Sdo
Paulo é 16,5 hab/km?, temos g =2,3=230%. Ou seja]y =230}
b) A distancia do centro da cidade de South Hill, onde a densidade € méxima

e dada por x, = 2'(30)

=1km, e o valor da densidade méxima é dado

por D=5+ 30-1-15-% =20 hab/km?|

14. Segundo o enunciado, x representa a populagao de insetos atual, enquanto
f(x) representa a populagdo de insetos daqui a um ano.
A primeira pergunta pede a condigao para o qual “a populagao daquia um
ano sera zero”. Ou seja, para o qual teremos f(x) = 0. Assim:

f(x)=0 = -i.({-16x-24)=o =X~ 16x—24=0
40

Por se tratar de uma equagdo comum de 22 grau, resolvendo por Baskhara,
temos:

A=(-16)' ~4-1(~24)=16-16+4-24=16-(16+6)=16-22
- -(—1654-@ g 16¢42~~/2_2
Repare que uma das ralzes é negativa (e deve ser descartada). A outra raiz é
a correta, com valor de aproximadamente 17,4 milhdes de insetos — o que

=x=8+2-/2=>x28+2.47

esta de acordo com o valor sugerido no gréfico.

A segunda pergunta estabelece uma ideia chamada sustentabilidade da
populagdo e a define como sendo a diferenca entre a populagao futura, f(x),
e a atual, x. Matematicamente: S = f(x) — x.

Desenvolvendo, criaremos outra fungao de 22 grau:

9

S(x)=—%(xz—16x—24)—x=> S(x)=—%xz +§x+%—x:> S(x)=—%x’ +%x+§

O valor de x que maximiza essa fungdo ocorre no vértice da parabola:
1

b 5
=——X, =——2— X, 21,33
R 2.(_1) ‘
40

Ou seja, a maxima sustentabilidade ocorre quando a populagao atual for de
aproximadamente 1,33 milhdo de insetos.

10

13. a) De acordo com o enunciado, tem-se:
+ Prego de custo total das fotos: 0,54x.
- Total de unidades vendidas: x - y.
+ Valor arrecadado com a venda: 0,75 - (x - y).
Sendo prejulzo a diferenga negativa entre o prego de venda e o pre¢o de
custo, tem-se:
-12=075-(x-y)-054x
E, paray = 100, tem-se:

b)-12=075-(x-y)-054x =

-12=075x-075y-054x &
-12=021x-075y &

=-021x+0,75y

12
4 .
— ,21-x)=y xeye

3 (12+0,21-x)=y com xeyeN
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m Unifesp 2014 O carro modelo flex de Claudia, que estava com o tan-
que vazio, foi totalmente abastecido com 20% de gasolina comum e
80% de etanol. Quando o tanque estava com o combustivel em 40%
de sua capacidade, Claudia retornou ao posto para reabastecimento
e completou o tanque apenas com gasolina comum.

a) Apos o reabastecimento, qual a porcentagem de gasolina co-
mum no tanque?

b)  No primeiro abastecimento, o prego do litro de gasolina comum no
posto superava o de etanol em 50% e, na ocasiao do reabastecimen-
to, apenas em 40%. Sabe-se que houve 10% de aumento no preco
do litro de etanol, do primeiro para o segundo abastecimento, o que
fez com que o prego da gasolina comum superasse o do etanol em
R$ 0,704 na ocasido do reabastecimento. Calcule o preco do litro de
gasolina comum na ocasiao do primeiro abastecimento.

m Unicamp 2014 A pizza é, sem duvida, o alimento preferido de
muitos paulistas. Estima-se que o consumo diério no Brasil seja de
1,5 milhao de pizzas, sendo o Estado de Sao Paulo responsavel por
53% desse consumo. O gréfico abaixo exibe a preferéncia do consu-
midor paulista em relagéo aos tipos de pizza.

18%

Il MOZARELA
[ CALABRESA
CIMARGUERITA
CJoUTRAS

22%

25%

a) Se nao for considerado o consumo do Estado de Sdo Paulo,
quantas pizzas sdo consumidas diariamente no Brasil?

b) Quantas pizzas de mozarela e de calabresa sao consumidas dia-
riamente no Estado de Sao Paulo?
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B2} uniesp 2015

Saude on-line

mdihiiiid

% desse total
dos adultos que navegam 64%
na internet j& pesquisaram sdo mulheres
informagdes médicas
na internet R
desse total S peeee ' ' '

4 30 /0 desse total

possuem apenas diploma de ~ 360/0
s3o homens

ensino fundamental (ou equivalente)

Os resultados apresentados no infogréfico foram obtidos a partir de

um levantamento informal feito com 1.840 adultos, dos quais 210

eram mulheres que nunca haviam navegado na internet, 130 eram

homens que nunca haviam navegado na internet, e os demais pes-
guisados navegam na internet.

a) Dos 1.840 adultos, quantos nunca pesquisaram informagoes
médicas na internet?

b) Do grupo das pessoas que navegam na internet e ja fizeram
pesquisas de informagoes médicas nesse ambiente, sabe-se
que 12,5% das mulheres possuem apenas o diploma de ensi-
no fundamental (ou equivalente) em sua escolarizagao. Desse
mesmo grupo de pessoas, quantos sdo os homens que pos-
suem apenas o diploma de ensino fundamental (ou equivalen-
te) em sua escolarizagao?

m Unicamp 2015 O Cdédigo de Transito Brasileiro classifica as infra-

¢oes, de acordo com a sua natureza, em leves, médias, graves e gra-

vissimas. A cada tipo corresponde uma pontuagao e uma multa em
reais, conforme a tabela abaixo.

Infragao Pontuacao Multa*
Leve 3 pontos R$ 53,00
Média 4 pontos RS 86,00
Grave 5 pontos R$ 128,00
Gravissima | 7 pontos R$ 192,00

*Valores arredondados

a) Um condutor acumulou 13 pontos em infragoes. Determine
todas as possibilidades quanto a quantidade e a natureza das
infragdes cometidas por esse condutor.

b) O gréfico de barras abaixo exibe a distribuicdo de 1.000 infra-
¢oes cometidas em certa cidade, conforme a sua natureza. De-
termine a soma das multas aplicadas.

40%

Leve Média Grave Gravissima

11

m Unesp 2016 Os gréficos indicam a diversificagdo de aplicagoes
para um investimento, por grau de risco, sugeridas por cada um dos
bancos A,Be C.

ALY
Qe

Um investidor decidiu aplicar um capital de R$ 6.000,00, em partes

que foram distribuidas pelos trés bancos, seguindo a diversificagao

do grau de risco sugerida por cada banco. O capital aplicado foi

distribuido da seguinte forma:

+  Total de RS 1.000,00 no banco A (considerando os trés graus de
risco juntos).

« RS 2.700,00 em investimentos de baixo risco (nos trés bancos
juntos).

«  R$ 1.850,00 em investimentos de médio risco (nos trés bancos
juntos).

«  R$1.450,00 em investimentos de alto risco (nos trés bancos juntos).

O gréfico a seguir representa a diversificagao da aplicagao, por grau

de risco, juntando os trés bancos.

[ Baixo risco
I Médio risco
Alto risco

INvEsTIMENTO TOTAL DE R$ 6.000,00
(sancos A, BEC)

Calcule os montantes de capital que foram investidos nos bancos B
e C, e as medidas dos angulos o, B e y, indicados no gréfico.

m Unifesp 2018 Um estudo médico recrutou 160 pacientes homens
com histdrico de alteragdes no antigeno prostético especifico (PSA).
Os pacientes foram submetidos aos exames laboratoriais de PSA to-
tal e de PSA livre e, em seguida, a uma bidpsia da prostata. A bidpsia
apontou, em cada caso, se a patologia era maligna ou benigna. A ta-
bela apresenta os resultados das médias dos exames laboratoriais do
grupo de pacientes com patologia maligna e do grupo de pacientes
com patologia benigna.
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Biopsia com Bidpsia com
PSA (média) indicagao de indicagcao de
patologia maligna patologia benigna
PSA total
oo | ° % ]
PSA livre
(ng/ml) 19 2
PSA livre + PSA 019 025
total

Pedro foi um dos pacientes que participou do estudo e seus exames

indicaram PSA total = 9,5 ng/mL e PSA livre = 2,28 ng/mL.

a) Calcule o quociente entre o PSA livre e o PSA total de Pedro. Usan-
do esse indicador como referéncia na comparagao com os dados
da tabela, indique se o resultado do exame de Pedro estd nume-
ricamente mais proximo ao resultado médio do exame de quem
tem a patologia maligna ou de quem tem a patologia benigna.

b) Sabendo que 40% dos pacientes foram diagnosticados com pato-
logia maligna, calcule a média do PSA total dos 160 pacientes que
participaram do estudo.

m Unicamp 2018 A tabela a seguir exibe o valor das mensalidades do
Ensino Fundamental em trés escolas particulares nos anos de 2017
e 2018.

Unesp 2018 Observe o infogréfico, publicado recentemente em
um jornal digital.

E PARA ONDE VAI O DINHEIRO APOSTADO NA MEGA-SENA?

Prémio Despesas Seguridade Imposto
liquido de custo social derenda
s | aow | e ] []]]
| 1
| 1 1
| A i
e s
v FIES Fundo  Fundo i
Crédito Penitenciario Nacional :
educativo Nacional da Cultura !
7,76% 3,14% 3% I 1,7% Il%]
x Comité
Olimpico Brasileiro
Comité

Paraolimpico Brasileiro
(www.nexojomal.com.br. Adaptado.)

a) Admitindo-se que o total de dinheiro apostado em determinado
concurso da Mega-Sena tenha sido 15 milhdes de reais, calcule
quanto desse dinheiro, em reais, foi destinado ao esporte brasi-
leiro (comités olimpico e paraolimpico, juntos).

b) Admita que o comprimento da barra do gréfico correspondente
as “Despesas de custo” tenha 13,28 unidades de comprimento
(13,28 u). Para que a proposta do infografico esteja matematica-
mente correta, calcule a medida indicada no infogréfico por x,

ANO Escola A Escola B Escola C em unidades u de comprimento.

2017 R$ 1.000,00 RS 1.200,00 RS 1.500,00

2018 RS 1]50 00 Rs 132000 RS 1680 OO Gabarlto - LIVRO 1 - Questées Dissertativas
Matematica — Frente 2 — Capitulo 5

a) Determine qual escola teve o maior aumento percentual nas
mensalidades de 2017 para 2018.

b) Uma familia tem trés filhos matriculados na Escola B. Suponha
que essa escola ofereca um desconto de 10% na mensalidade
para o segundo filho e de 20% para o terceiro filho. Calcule o
valor a ser gasto mensalmente com os trés filhos em 2018.

12

31. a) Sendo P a porcentagem de gasolina, tem-se:
P =£ -ﬂ-T+ £ T,em que T é o volume do tanque.
100 100 100
68

~P=
100

-T.Logo,P=68%-T

b) Sendo, inicialmente, x o preco do etanol, tem-se que, no primeiro abaste-
cimento, os pregos eram:
P etanol = x e P, gasolina = 1,5x
No segundo abastecimento, os pregos eram:
Pcetanol = 1,1x e P gasolina= 1,4 - 1,1x
Do texto, tem-se:
P gasolina — P etanol = 0,704
1,54x-1,1x= 0,704
x=16
Logo, o prego inicial da gasolina era P gasolina = 15 -
P, gasolina = RS 2,40.

30. a) Desconsiderando o consumo no Estado de Sao Paulo, restardao 47%

das pizzas consumidas no Brasil por dia, portanto sdo consumidas

%- 1.500.000 =705.000 pizzas por dia.

b) J&4 em Sao Paulo, temos 1.500.000 — 705.000 = 795.000 pizzas por dia,
das quais 60% sao mozarela ou calabresa, logo % 795.000=477.000
pizzas.
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a) Dos 1.840 adultos consultados, aqueles que nunca pesquisaram infor-
magoes médicas na internet sao 210 + 130 = 340. Portanto, 340 pessoas
nunca navegaram na internet.

Portanto, restaram 1.500 pessoas que navegaram na internet. Consi-
derando esse grupo, 20% (300 pessoas) nunca pesquisaram informa-
¢oes médicas.

Logo, o valor total pedido é de 340 + 300 = 640 pessoas.

b) Por meio do enunciado, sabemos que 64% de 1.200 = 768. Assim, 768 sao
mulheres e, dessas, 12,5% (96) possuem diploma de Ensino Fundamental.
Porém, do enunciado, temos também que 43% de 1.200 = 516. Assim,
516 pessoas possuem diploma de Ensino Fundamental.

Logo, o nimero de homens que possui esse diploma é de 516 — 96 = 420.

a) Podemos formar 13 pontos de 4 maneiras distintas:
1. Uma gravissima e duas leves;
2. Duas graves e uma leve;
3.Uma grave e duas médias;
4. Uma média e trés leves.
b) Do total de 1.000 infragdes, 100 sdo multas leves, 400 médias, 200 graves
e 300 gravissimas.
Multiplicando a quantidade de cada tipo de infragao pelo respectivo valor
da multa, temos, em reais:
100+ 53 +400 - 86 + 200 - 128 + 300+ 192 = 122.900
Portanto, a soma das multas aplicadas sera de R$ 122.900,00.

Dos 1.000,00 reais aplicados no banco, 5% foram investidos em aplica-
¢des de alto risco. Restaram 6.000 — 1.000 = 5.000 reais para os bancos
B e C. Sendo x o valor que foi aplicado no banco B e 5.000 - x no banco
C, as quantias aplicadas em investimentos de alto risco foram 10% e 40%,
respectivamente.
Assim, nas aplicagdes de alto risco, temos:
5% de 1.000 + 10% de x + 40% de (5.000 — x) = 1.450
50+0,1x +2.000 - 0,4x = 1450
-0,3x =-600

x=2.000
Portanto, 2.000 reais foram aplicados no banco B e 5.000 — 2.000 = 3.000 reais
no banco C.
No gréfico fornecido, os angulos sao proporcionais as quantias aplicadas.
Entdo, podemos montar as regras de trés a seguir:

Aplicacoes de alto risco Aplicagoes de alto risco

Valor (reais) Angulos Valor (reais) Angulos
6.000 - 360° 6.000 - 360°
1450 - o 2.700 - B
_360-1450 _360-2.700
~ 6000 P=5m00
o+ +y=360°

87°+162°+7y = 360°

y=111°

a) Oquociente é 228 _ 0,24- O resultado do exame de Pedro esta mais pr6-
9,5

ximo de quem tem a patologia benigna.

b) Se 40% dos pacientes foram diagnosticados com patologia maligna, ha
100% —40% = 60% dos pacientes com patologia benigna.

Utilizando os dados da tabela, a média do PSA total é:

40-]?01(-)60-8 =

13

18.

17.

a) Sabe-se que a variagao percentual A% & dada por:

A%:(( valor final - valor |n|C|a|).]OO]% .

valor inicial

Assim, tem-se:

A% =(7] '150_1'000J-100%=15%
1.000

A%g =(]'320_]200]-100%=109ﬁ
1.200

A%c =(M -100%=12%
1.500

Logo, a escola que apresentou o MAIOR aumento percentual foi a escola A.

b) Em 2018, a familia pagara na escola B:

100% da mensalidade do primeiro filho: RS 1.320,00.

90% da mensalidade do segundo filho: R$ 1.188,00.

80% da mensalidade do terceiro filho: RS 1.056,00.

Assim, a familia pagara, em 2018, um total de R$ 3.564,00.

a) O valor destinado ao esporte brasileiro foi de (1,7% + 1%) de 15.000.000,

ou seja, 0,027 - 15.000.000 = 405.000 reais.

b) Os comprimentos de cada barra sdo proporcionais as porcentagens.
Como a primeira barra se refere a 100%, pode-se calcular seu compri-
mento y utilizando a regra de trés:

Porcentagem Comprimento
20% —— 13,28 uc
100% — vy
o VI8 e i
20

A segunda barra tem o mesmo comprimento, mas refere-se a apenas
7,76% + 3,14% + 3% + 1,7% + 1% = 16,6%. O valor de x esta associado a
7,76% + 3,14% = 10,9%. Assim, é possivel montar a seguinte regra de trés:

Porcentagem Comprimento
166% —— 664 u.c
109% —— x
66,4-10,9
=———"=436uc.
16,6
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E Unifesp 2011 Considere a;, a,, a3, by, by, by nimeros reais estrita-
mente positivos, tais que os pontos (a;, by), (a,, by) e (a3, by) perten-
gamaretay = 2x.

a)

b)

ap’ +a,x+ay
bx? +byx+b;
pende de x, pede-se determinar seu valor.

Na figura, se os pontos A, B e C sao vértices de um tridngulo isds-
celes e o segmento AC é um dos didmetros da circunferéncia

Sabendo-se que Q(x) (com byx? + byx + by = 0) inde-

convenientemente centrada na origem do sistema ortogonal,
pede-se determinar a medida do segmento AB em fungéo de a,.

C(a,, b,)

_n.w Tttt
Xy
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(@, by) by =23,
35. (a,, b,)} pertencem aretay=2x=>{b, =2a,
(a3, bs) b; =2a;
a X +ay X+a; A X +ay-X+ay
a) Q)= =

by-X*+by-x+b;  2a-x%+2a, -x +2a,

2
(a,-x +a2-x+a3)

1
- — Q()() = —
2-(a,-x2+a2-x+a3) 2
b)
y
—>Cla, b)
| 0 C 3 X
I B
A
Por semelhanga de triangulos, tem-se que as coordenadas do pon-
toAé(-a,-b,).
Como o tridngulo ABC estd inscrito na circunferéncia e o lado AC é
um didmetro, temos que o angulo AéC é reto.
) AOCC
C
b'I
0] a, c
Pelo Teorema de Pitagoras:
_2 —
OC - blz + a]z —_— OC - '\,b]z + 312
Il) AC=20C=>AC= Z.be + af
Iy AACB
C
-
fb'\
K
Y
O™ X
v
A B

Pelo Teorema de Pitagoras:
fil(b12 + af):xz +x? (com AB=BC= x)

4(b]2 +a12)=2x2 =>x= 2(b12+a12)

IV) Como b, =2a, =x=, }2((2a,)2 + a12)=>x =, f2(4a12 +a]2) =

=X= 1Oa12.'.A_B=a]-\/ﬁ
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m UFPE2011 Na figura a sequir AB=AD =25, BC=15 e DE=7.

Os angulos DEA, B&A e BFA sio retos. Determine AF.
B

Gabarito - LIVRO 1 - Questdes Dissertativas
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m ITA 2011 Considere um tridangulo equildtero cujo lado mede 3.
No interior desse triangulo existem 4 circulos de mesmo raio r.
O centro de um dos circulos coincide com o baricentro do tridngulo.
Este circulo tangencia externamente os demais, e estes, por sua vez,
tangenciam 2 lados do tridangulo.

a) Determine o valorder.
b) Calcule a area do triangulo nao preenchida pelos circulos.
¢) Para cada circulo que tangencia o tridngulo, determine a distan-

cia do centro ao vértice mais proximo.

m Unicamp 2017 A figura a seguir exibe trés circulos no plano, tan-
gentes dois a dois, com centros em A, Be C e raios de comprimentos
a, b e ¢, respectivamente.

()

a) Determine os valores de g, b e ¢, sabendo que a distancia entre
AeBéde5cm,adistancia entre Ae C é de 6 cm e a distancia
entreBe Céde9cm.

b) Paraa=2cmeb=3cm,determine o valor de ¢ > b de modo

que o triangulo de vértices em A, B e C seja retangulo.
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m Unicamp 2018 A figura a seguir exibe um triangulo com lados de
comprimentos a, b e ¢ e angulos internos 6, 26 e B.

a) Supondo que o tridngulo seja isdsceles, determine todos os
valores possiveis para o angulo 6.
b) Prove que, se c =2a, entdo = 90°.

Gabarito - LIVRO 1 — Questdes Dissertativas
Matematica — Frente 3 - Capitulo 6

40. a)r=l
2

b) (3\5 - n:)cm2

c)1cm

26. a) Do enunciado:

AB=5 |a+b=5
AC=6&la+c=6
BC=9 |b+c=9

Somando as equagoes, tem-se: 2a+2b+2c=20<a+b+c=10cm
a=(a+b+c)-(b+c)=10-9=1cm
Assim: |b=(a+b+c)-(a+c)=10-6=4cm
c=(a+b+c)-(a+b)=10-5=5cm

a=lcm,b=4cmec=5cm

b) O triangulo ABC terd lados de medidas AB=a+b=5cm,AC=a+c=
=2+ccmeBC=b+c=3+ccm.
O maior lado é necessariamente BC,jdque AB=5=2+3=2+b<2+
c<3+c=BC(poisb=3<q).
Se o triangulo satisfizer o teorema de Pitagoras, sera retangulo.
Como o maior lado é BC, tem-se:
(3+c)2 =5 +(2+c)2 o 2x=20[c=10]
O valor ¢ = 10 cm é a resposta procurada e gera o triangulo de lados
AB=5cm,AC=12cmeBC=13cm.

15

2]. a) Parac=1,tem-se f(x)=2x+1.Assim:
[F()] = (2x+1 =8 + 12 + 6x+1
e

f(x*)=2¢ +1-
Logo,
[f(x)]3 =f(x) 8’ +12¢ +6x+1=2" + 1

& 6x? +12x2 + 6x =0 & 6x(x* + 2x+1) =0 & 6x(x + 1) =0.

b) Por hip6tese, a fungdo g(x) € logarftmica de base 10. Com isso, a fungao
g(x) esta definida para todo x real se satisfizer a condi¢ao de existéncia da
fungao logarftmica:
1.Base > 0.
2.Base # 1.

3. Logaritmando > 0.

Assim, g(x) esta definida para todo x real se:
x-f(x)+C>0=>x-(2x+¢)+c>0=>2x* + cx+ ¢ >0, para todo x real.
Sabe-se que a fungdo 2x2+cx+c é quadratica coma concavidade voltada
para cima e, com isso, 2x2 + cx + ¢ > 0, se, e somente se, o discriminante
da expressao 2x? + cx + ¢, que é dado por c? - 8¢, for negativo.

Logo, 2X* +cx+c>0& c?-8c<0 e |0<c<8|.

Portanto, g(x) esta definida para todo 0 < c < 8.

LIVRO 2 - Questdes Dissertativas

Matematica — Frente 1- Capitulo 5

m Fuvest 2011 Determine o conjunto de todos os nimeros reais x
para os quais vale a desigualdade:

logy(1- x%) —log, (14 ) <%.

m Unicamp 2012 Uma bateria perde permanentemente sua capaci-
dade ao longo dos anos. Essa perda varia de acordo com a tem-
peratura de operacao e armazenamento da bateria. A fungao que
fornece o percentual de perda anual de capacidade de uma bateria,
de acordo com a temperatura de armazenamento, T (em °C), tem a
forma P(T)=a- 10™, em que a e b sdo constantes reais positivas. A
tabela abaixo fornece, para duas temperaturas especificas, o percen-
tual de perda de uma determinada bateria de ions de Litio.

Temperatura (°C) Perda anual de capacidade (%)
0 1,6
55 20,0

Com base na expressao de P(T) e nos dados da tabela:
a) esboce, aseguir, a curva gue representa a fungao P(T), exibindo

o percentual exato paraT=0eT=55;
4P

50

40

30

20

10

010203040506070=

b) determine as constantes a e b para a bateria em questao. Se
necessario, use log,(2) = 0,30, log,q (3) = 0,48 € log, (5) = 0,70.
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m Unifesp 2014 A intensidade luminosa na 4gua do mar razoavel-
mente limpa, que é denotada por |, decresce exponencialmente
com o aumento da profundidade, que por sua vez é denotada por x
e expressa em metro, como indica a figura.

luz incidente
e
nivel do mar
profundidade 0 m 100% porcentagem da
tmboo o] 25% intensidade inicial
omb-—- - - - _]| 6,25%
Y] ~1,56%
amp------1 ~0,39%
7 11] ~0,10%
emb————__| ~0,02%

a) Utilizando as informagoes da figura e denotando por |, a cons-
tante que representa a intensidade luminosa na agua razoavel-
mente limpa ao nivel do mar, determine | em fungao de x, com
x sendo um inteiro positivo.

b) A relagio empirica de Bouguer-Lambert nos diz que um
feixe vertical de luz, quando penetra na dgua com intensi-
dade de luz |y, terd sua intensidade | de luz reduzida com
a profundidade de x metros determinada pela férmula
I = lge *, com e sendo o nimero de Euler, e p um pardmetro
denominado de coeficiente de absor¢éo, que depende da pu-
reza da 4gua e do comprimento de onda do feixe. Utilizando
a relagao de Bouguer-Lambert no estudo da intensidade lumi-
nosa na agua do mar razoavelmente limpa (dados da figura),
determine o valor do parametro p. Adote nos célculos finais
In2=0,69.

m Unicamp 2014 A altura (em metros) de um arbusto em uma dada
fase de seu desenvolvimento pode ser expressa pela fungao h(t) =
0,5 + logs(t + 1), onde o tempo t > 0 é dado em anos.

a) Qual é o tempo necessério para que a altura aumente de 0,5 m
para 1,5 m?

b) Suponha que outro arbusto, nessa mesma fase de desenvol-
vimento, tem sua altura expressa pela fungdo composta g(t) =
h(3t + 2). Verifique que a diferenca g(t) — h(t) é uma constante,
isto é, nao depende de t.

m Fuvest 2015 Resolva as inequagoes:
a) X -x2-6x>0
b) log, (x> -x*-6x) <2

m Unicamp 2015 Considere a funcao f(x)=10" ** + 10' =¥ definida

para todo niimero real x.

a) Mostre que f{log;,(2 + J/3)) é um niimero inteiro.

b) Sabendo que log;q 2 * 0.3, encontre os valores de x para os
quais fix) = 52.
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m Fuvest 2016 Considere as fungoes f e g definidas por
f(x)=2log,(x—1),se xe R x>,

g(x)=log,

1—%],5ex€TR x<4.

2 Calcule f[g] £(2).£(3), g(—4), 9(0) e g(2).

b) Encontrex, 1 < x < 4, tal que f(x) = g(x).
¢) Levando em conta os resultados dos itens a) e b), esboce os
gréficos de f e de g no sistema cartesiano a seguir.

ry

v

'S

w

N

-

%)

-3 1

ES

v

m Unifesp 2017

Vejatambém em:
Matemética - Livro 1- Frente 1 - Capitulo 4 ]

Em um experimento, uma populagao inicial de 100 bactérias dobra

a cada 3 horas. Sendo y o nimero de bactérias apés x horas, segue
X

quey= 100-23,

a) Depois de um certo niimero de horas a partir do inicio do expe-
rimento, a populagdo de bactérias atingiu 1.677.721.600. Calcu-
le esse numero de horas. (dado: 1.677.721.600 = 256°)

b) Sabendo-se que da 452 para a 482 hora o nimero de bactérias
aumentou de 100 - 2% calcule o valor de k.

Nota: Substituir o dado da questio por este: 16.777.216 = 256°.
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m Unesp 2017 Leia a matéria publicada em junho de 2016.

ENERGIA EOLICA DEVERA ALCANCAR 10 GW NOS PROXIMOS DIAS
Odia mundial do vento, 15 de junho, terd um marco simbdlico este
ano. Antes do final do més, a fonte de energia que comegou a se tornar
realidade no pafis hd seis anos alcang¢ard 10 GW, sendo que o potencial
brasileiro é de 500 GW. A perspectiva é a de que, em metade deste tempo,
o0 Brasil duplique os 10 GW.
Disponivel em: <www.portalabeeolica.org.br>. (Adapt).
Considerando que a perspectiva de crescimento continue dobran-
do a cada trés anos, calcule o ano em que o Brasil atingird 64% da
utilizagdo do seu potencial edlico. Em seguida, calcule o ano aproxi-
mado em que o Brasil atingird 100% da utilizagcdo do seu potencial
edlico, empregando um modelo exponencial de base 2 e adotando
log 2 = 0,3 no célculo final.

m Fuvest 2017 Um analgésico é aplicado via intravenosa. Sua con-
centragao no sangue, até atingir a concentragao nula, varia com o
tempo de acordo com a seguinte relago:

c(t)=400~-klog, (at +1),

em que t é dado em horas e c(t) é dado em mg/L. As constantes

a e k sdo positivas.

a) Qual é a concentragao do analgésico no instante inicial t = 0?

b) Calcule as constantes a e k, sabendo que, noinstante t = 2,a con-
centragdo do analgésico no sangue é metade da concentragao
no instante inicial e que, no instante t = 8, a concentragao do
analgésico no sangue é nula.

Unicamp 2018 Sendo ¢ um nimero real, considere a fungao afim

f(x) = 2x + ¢, definida para todo nimero real x.

a) Encontre todas as solugdes da equacio [f(x)]* = f(x°), parac = 1.

b) Determine todos os valores de ¢ para os quais a funcao
g(x) = log(xf(x) + ) esteja definida para todo nimero real x.
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46.

45.

Partiremos da condigéo de existéncia do logaritmo em que o logaritmando
deve ser um nimero positivo.

Para quelog,s(1—- xz) exista: (1—x2)> 0 -1<x<1()

Para que log, (1 +x) exista: (1+x)>0 & x> -1 ()]

Logo, das relagdes (I) e (Il): =1<x <1 i

Agora, vamos resolver o médulo da equagéo:

1

|Iog,6(l—x2)—log4(1+x)| <E¢:2- <1

2
—Iog4(; x) ~log,(1+x)

|Iog,(l-x2)—2-log,(l+x)| <le |Iog4(l-x2)—log4()+x)z|< 1

(1-x?) (14x)-(1=x)
og,,[(]_*x)*]da‘log.[ (1+x)t <!

| . ) <l -1<l| %) <1&lo —]-<to (=0 <log, 4 L
00, (1+x) 09, (1+x) 944 (" (1+x) s
1 | (-x)
4<[(1+x)]<4
(l-x)<(l+x)-4w1-x<4+1xmx>—3 3 3
a——-<x<g

(1-x)-4>(1+x) 2 4-4x>1+x x<%
Das condigoes (Ill) e (IV), podemos determinar o conjunto de todos os nu-

meros reais X para os quais vale a desigualdade proposta.

V={xeR‘—i<x<i}
5 5

a) Temos uma fungdo exponencial crescente e com assintota horizontal

(y=0, eixo x):
P(T)

50

P(T) = 1,680
40

T

0 10 20 30 40 50 60 70
16=a-10°° 16=a
20=2-10%% 20=a-10%®

Substituindo a primeira equagéo do sistema anterior na segunda equa-
¢ao, tem-se:

b)P(T)=a-10°" = {

s_20_200_25_5°
16 16 2 2
Aplicando “log na base 10" aos dois membros da equagao:

20=16-10"" & 10°

Sb s
log10° =IogT
(55-b)log10=2log5-log2
55-b=2.0,70-0,3

- 11
55

. la=16 eb=0,02

=0,02



44, a) Notemos que, a cada metro, a porcentagem fica dividida por 4 e, como x

1
deve ser inteiro, tem-se que I(x) € uma PG de razao q= Z,Iogo:

9=} [&]

b) Igualando a expressao obtida em (a) com a dada no texto, tem-se:

1A} o
ID(E] =|u'e s

Utilizando x = 1, tem-se:

%:e‘“ = In[%):ln(e'")::’ - =In(2'2) =

=>-pu=-2-In2=>-pn=-2-0,69

43. a) Chamaremos t, o instante de tempo em que o arbusto tem altura 0,5 m e
toinstante em que tem altura 1,5 m, logo:
h(t)=05eh(t)=15
Portanto:
05+log,(t+1)=05=>1t=0
05+ Iog(t‘+ N=15=t=2
Entédo, o tempo necessério para crescer de 0,5 m para 1,5 m é de 2 anos.
b) g(t) =h(3t+2)=0,5 +log,(3t+2+1)
Logo:
g(t) - h(t) =0,5 +log,(3t+3) - [0,5 + log,(t + 1)] =
=log,(3t + 3) - log,(t + 1) = log,3 + log,(t + 1) - log,(t + 1) = log,3 = 1

Portanto:
gy -h®=1m
4. a)-x-6x>0 = x(x*-x-6)>0
Fazendo o estudo do sinal de f(x) =x e g(x)=x*- x -6, temos:
f(x): alx):
/ +\ / +
>~ e »
/E) -2\-/ 3
Quadro de sinais:
-2 0 3
- - + T
f
+ - - +
9
- + - + ‘ ~ S={xeR/-2<x<0 oux>3}
™1 -

b) Iogz(x3 —x? —6x)s2

[CE .. —2<x<00ux>3]

Iogz(x3 - —6x)SIog;' X =Xt —6x—4<0

Como -1 é raiz do polindmio p(x) = x> - x2 — 6x — 4, p(x) é divisivel por
(x+1), logo:

l1-1-64
-1 ‘ 12410

p()=(x+1)x* =2x—4), pois

Dessa forma, as raizes de p(x) sao -1, 1-/5 e 1++/5.
Portanto, a inequagao fica (x + 1)(x2 -2x— 4)S 0.
Fazendo o estudo do sinal de f(x) =x+ 1 e g(x) = x2 - 2x — 4, temos:
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Quadro de sinais:

1-¥5 -1 1445
- - + + ¢
+ - - +
9
- + - +
~VMT—<mwT—f_g

Logo, a solugdo de log, (J-(3 —x? -6x)s 2é

S={xeR/—2<xsl—J§ ou —1€x<0 ou 3<xs1+J§}

_ ]ﬂodl-nﬁ} l—lodz-nﬁ]_ Iodby@) 10 _
2. 3) f(logo(2+3))=10 +10 =10-10 )

=20+10V3+20-10V3 .. f(logyo (2+3)) =40,

=10(2+3)+ 210\/5

logo é um numero inteiro.

b) f(x)=52 — 10** +10"* =52

10-10%+ 2 =52
10%

Substituindo 10* =y, temos:

10y —52y+10=0 — y:Souy:%

Logo, 10°=50u10*=— —

1
5
x=log50ux=-log5

Porém, logS:Iog(%):]—O,E:OJ

Sx=0,70ux=-0,7
s={-07,07}

Matematica — Frente 1- Capitulo 6

m Fuvest 2012 Considere a funcgéo f, cujo dominio é o intervalo fe-

chado [0, 5] e que esté definida pelas condicdes:

para0<x <1, tem-se f(x) =3x+ 1;

paral<x< 2 tem-sef(x)=-2x+6;

* félinear nointervalo [2, 4] e também no intervalo [4, 5], confor-
me mostra a figura a seguir;

*  aareasob o gréfico de fno intervalo [2, 5] é o triplo da area sob
o gréfico de fnointervalo [0, 2].

-
o4 ——
w

e

[¢)]

=¥

Com base nessas informacgoes:
a) desenhe, no sistema de coordenadas a seguir, o gréfico de fno
intervalo [0, 2];
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0 1 2 X

b) determine a drea sob o gréfico de fno intervalo [0, 2J;
c) determine f (4).

m Fuvest 2012 Determine para quais valores reais de x é verdadeira a
desigualdade |x? —10x +21 <[3x 15}

E Unicamp 2012 Considere a fungao f(x) = 2x + |x + p|, definida para

x real.

a) Afigura a seguir mostra o gréfico de f(x) para um valor especifi-
co de p. Determine esse valor.

4f(x)
8

40 1 2 3%

b) Supondo, agera, que p = -3, determine os valores de x que
satisfazem a equacao f(x) = 12.

19

m Fuvest 2016 A figura a seguir representa o gréafico de uma fungao
f:[-5, 5] &> R. Note que f(-5) =f(2) = 0. A restricdo de f ao inter-
valo [-5, 0] tem como gréfico parte de uma parébola com vértice
no ponto (-2, 3); restrita ao intervalo [0, 5], f tem como gréfico um
segmento de reta.

y
4
3
2 /
1 /
X
N\ 4 3 L2 4 1.2 3 & 5
\ N
\\ //.,/
_A'

a) Calcule f(-1) e f(3).

Usando os sistemas de eixos da folha de respostas, esboce
b) o gréafico de g(x) =|f(x)|, x € [-5, 5];

¢) ogréficode h(x) = f (), x € [-5, 5].

Unicamp 2016 Considere a fungéo fix) = |2x — 4| + x — 5, definida

para todo niimero real x.

a) Esboce o gréfico de y = f(x) no plano cartesiano para—4 < x < 4.

b) Determine os valores dos nimeros reais a e b para os quais a
equagao log,(x + b) = flx) admite como solugdes x; = —1ex, =6.



CURSO
Gabarito - LIVRO 2 - Questoes Dissertativas 52. a) Podemos tomar os pontos do gréfico para obter o valor de p. Um ponto
Matematica — Frente 1 - Capitulo 6 muito conveniente é (1; 2), onde a fungido modular ‘quebra” de padréo.
Assim: f(x) = 2x + |x + p|, mas, como f (1) = 2, tem-se:
3xX+1, 0<x<1 2=2~1+|1+p|=|1+p|=0:1+p=0.-.
50. a)f(x)= - .
—2Xx+6, 1<x<2 b) Substituindo os valores fornecidos, temos:

f(x) =2x+ [x +p| = 12 =2x + [x - 3|

x=0 =y =1 x=1=y,=4
Uma possivel abordagem para resolver essa equagao modular é criar hi-

Xx=1= y,=4 x=2=y,=2
pdteses complementares sobre seu contetido, assim:

y
i 12 hipétese: x - 3 2 0.
54 A equagao pode ser reescrita:
12=2x+(x—-3) < 3x=15 < x=5(compativel com a hipétese).
T .

36. a) Por simetria, a segunda raiz da parabola vale 1. Assim, a equagao geral
para parabola é:f(x) =a - (x—1) - (x+ 5). Como f(-2) = -3, entao:
Bedi(2-1)(-2% 5):>a=%

Assim, f(—l)=%-(—l—l)~(—1+5):> ftm=s

Em x =0, a pardbola e a reta se encontram, logo f(0) = —g.

—_1 -
N ——— —— —

x Y

5
Assim, a equagao da reta para x > 0 &: f(x)=ax 5

2 ¢ 5 5
Como f(2) = 0, entao: 0=a~2—§=>a=—

d 6
il Sl
L Assim, f(3)=3 . 3: f(3) :
g b) T
2 -
! |
! |
T : :
S x
; : ot _5\\ 4 -8 -2 - i) PR
0 1 2 X I \\. | | - ”1
1 ] 5 ]] I \.\ | | | C”
Area A +A, = (4+1) = +(4+2) = =2+3=— — ~
2 2 2 2 I S Pt
Area: n 4
2
2 1 .1 .
c) A! +A4 =(f(4)+2)'5+(f(4))-5=3.5 C) \
2A(4)+4+7(4)=33 = f(4)=? o , |

|

/

AN
\

f(4)=22
(4) 3 \ /

5y 4 3 N 1.2 3 4
2 b _1 / I I
1. @ -10x+21<x-15] “

2
(x2=10x+21) - (3x-15)’<0 el e

B

(32 =10x+21-3x+15)- (x* = 10x+ 214 3x-15)< 0 .

(x2—13x+36)-(x1—7x+6)50
(x-9)(x—4)(x-1)(x-6)<0

Vamos montar o quadro de sinais da fungao:
+ - + - +

1 4 6 9

Assim: [S=[1;4] U [6;9

X

20
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CURSO
37. Inicialmente, cumpre esclarecer que, pela definicdo de médulo, pode-se E Unesp 2015 A figura representa duas raias de uma pista de atletis-
concluir que: ) - . .
mo plana. Fabio (F) e André (A) vao apostar uma corrida nessa pista,
{ |2x —4|=2x -4, parax22 cada um correndo em uma das raias. Fabio largara a distancia FB da
|2x— 4= -2x+4, parax<2 linha de partida para que seu percurso total, de F até a chegada em

C; tenha o mesmo comprimento do que o percurso total de André,

Sendo assim, para o intervalo real -4 < x < 4 , define-se a fungao i ]
queirdde Aaté D!

f(x) = |2x — 4| + x - 5 da seguinte forma:
{ f(x)=2x—4+x-5=f(x)=3x—9, para 2<x<4

f(x)=-2x+4+x-5=f(x)=—x -1, para —4<x<2 \"5‘“%9'5&
e

D
a) Insta observar que a fungdo supramencionada é composta de dois interva- -
los em cada um dos quais tem-se uma fungao do primeiro grau; resultando, E--

portanto, em dois segmentos de reta. Para traga-los, faz-se necessério obter

dois pontos para cada intervalo. Sendo assim, cria-se a tabela: K|
TA raia de André D
LIVRO 2 - Questdes Dissertativas o
z
< fora de escala
= F raia de Fabio C
Unifesp 2013 Na figura, ABCDEFGH é um paralelepipedo reto-
-retangulo, e PQRE é um tetraedro regular de lado 6 cm, conforme Considere os dados:
indica a figura. Sabe-se ainda que: . ABCD e AB'C'D's3o retangulos.
« PeRpertencem, respectivamente, as faces ABCD e EFGH; . B A'eEestio alinhados.
*  Qpertence a aresta EH; . + C DeEestdo alinhados.
+ T é baricentro do tridangulo ERQ e pertence a diagonal EG da . ADeBTC s30 arcos de circunferdncias de centro E.
face EFGH;
«  RFéum arco de circunferéncia de centro E. Sabendo que AB = 10 m, BC =98 m, ED = 30 m, ED'= 34 me o= 72°,
A D calcule o comprimento da pista de A até D’e, em sequida, calcule a
P distancia FB. Adote nos célculos finais T = 3.
\ c Gabarito - LIVRO 2 - Questdes Dissertativas
Matematica — Frente 1 - Capitulo 7
56. a) Do enunciado, tem-se:
E T g\ HER=60° & HEF =90°; assim, REF =30°.
= —_
A medida do comprimento do arco RF é dada por:
> =X oep= 3 on.6o[Camem
E G 360° 360°
— b) Dado que T é baricentro do AERQ e pertence a diagonal EG, tem-se:
a) Calcule a medida do arco RF, em centimetros. HEG=30°; RQ LEG e RQNEG= {M}, tal que M é ponto médio
b) Calcule o volume do paralelepipedo ABCDEFGH, em cm?’. deRQ.

O tridngulo MEQ é semelhante ao tridangulo HEG, pois
EMQ; EAGeHEG= MEQ; assim:

HE HG HE 6

—=—&—==—HE=643

= MQ¢6J§ 79 J3cm
2

A altura H do tetraedro é tal que H = PT é dada por:
(PT) +(ET) =(EP)’ > H +12=36 H=2/6  (H>0)
Logo, o volume do paralelepipedo ABCDEFGH é de

V=6-643-26 =|V=2162 cm?|
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ae
55. ! wee
o
E -

I

1
1] |
o] 1
E A raia de André D'
1]
o
[}
=B F raia de Fabio (o]

fora de escala
2n
Inicialmente, note que 72° equivale a 3 radianos.

L _2

Assim, ?1': E, entdo, L1 = 12nm = 36m

30

Ly 40 4
Ademais, =~=—. Logo, L, =—-36=48m
L, 30 99273

1
Pelo Teorema de Pitagoras (AA'ED’), temos:

(AD) +(30)° =(34)? - AD'=16m
Portanto, o comprimento da pista de A até D'é igual a:

9Bm+36m+16m=150m
Temos também: FB=1, -,
Logo,FB=48m-36m=12m

LIVRO 2 - Questoes Dissertativas
Matematica — Frente 1 - Capitulo 8

m Fuvest 2012 No triangulo acutangulo ABC, ilustrado na figura, o
comprimento do lado BC mede /15/5, 0 angulo interno de vértice

Cmede o, e o angulo interno de vértice B mede o/2.
A

B C
Sabe-se, também, que 2cos(2 ) + 3cos o + 1 = 0.

Nessas condigoes, calcule:
a) ovalordesena;
b) o comprimento do lado AC.

m Unifesp 2012 A fungéo D(t)=12+(1,6)-c05(&(t+10)] fornece

uma aproximagao da duragao do dia (diferenca em horas entre o ho-

rario do por do sol e o horério do nascer do sol) numa cidade do Sul do

pais, no dia t de 2010. A varidvel inteira t, que representa o dia, varia de 1

a 365, sendo t= 1 correspondente ao dia 1° de janeiro e t = 365 corres-

pondente ao dia 31 de dezembro. O argumento da fungao cosseno é

medido em radianos. Com base nessa fungao, determine:

a) aduracao do dia 19.02.2010, expressando o resultado em horas
e minutos.

b) em quantos dias no ano de 2010 a duragao do dia naquela cida-
de foi menor ou igual a doze horas.

22

Fuvest 2013 Um guindaste, instalado em um terreno plano, tem
dois bragos articulados que se movem em um plano vertical, per-
pendicular ao plano do chao.

Py

'P>

i

o Q

7 % %

Na figura, os pontos O, P, e P, representam, respectivamente, a arti-

culagao de um dos bragos com a base, a articulagdo dos dois bragos

e a extremidade livre do guindaste. O brago @T tem comprimento

6 e o brago PP, tem comprimento 2. Num dado momento, a altura

de P, é 2, P, estd a uma altura menor do que P, e a distanciade O a

pP,é 24/10. Sendo Q 0 pé da perpendicular de P, ao plano do chao,

determine:

a) oseno e o cosseno do angulo PZGQ entre a reta O_P; e o plano
do chao;

b) amedida do angulo OI3,P2 entre os bracos do guindaste;

¢) osenodoangulo P,60 entre o brago OP, e o plano do chao.

m Unesp 2013 Sabendo-se que cos (2x) = cos® x - sen? x, para quais

- 1 Fos
valores de x a fungao f(x) = cos x+5cos(2x) assume seu valor mini-

mo no intervalo 0 < x < 2x?

m Unifesp 2016 Por razdes técnicas, um armario de altura 2,5 metros
e largura 1,5 metro esta sendo deslocado por um corredor, de altura
h metros, na posicao mostrada pela figura.

Chao

a) Calcule h para o caso em que o = 30°.
b) Calcule h paraocasoemquex=12m.

mFuvest 2018 Considere as fungdes f:[—g,g]a[—l,l] ¢

g:[0,%] = [-11] definidas por f(x) = sen x e g(x) = cos x. Sendo f e
g bijetoras, existem funcdes f ' e g™ tais que f ' o f=fof ' =id
eg'eg=geog ' =id em queidé afuncio identidade.

a) ParaOsasl,mostreque(gof"')(a)= 1-a?.

b) Mostre que f! (%) + g"(M] = g .

4



CURSO
Gabarito - LIVRO 2 - Questoes Dissertativas 57. a) Otriangulo OQP, é retangulo em Q, assim temos:
Matematica — Frente 1 - Capitulo 8 2 Jio
sent = —==..|seno.=——-
2o 10
59. a) Dado que 2 cos(2a) + 3 cosa. + 1 =0, temos que:
2 2 2 1 310
2 2 sen‘o.+cos a=1"cos o =1—-—..|coso=——
2(cosa—sen a)+3cosa+1=0 10 10

b) Os triangulos OP P, e OQP, sdo congruentes, logo o angulo OF-’|P2 € tam-
bém 90°.

2(2cosza—1)+3cosa+1=0

4cos’o+3cosa —1=0 R
cosa.=—1(nao convém, pois 0 < a.<180°) ©) O angulo ROQ mede 20, logo:
1 senot = 2senot- CosaL
coso. =—(convém)
4 sen2a=2-@-3-@:. sen20t=g
10 10 5

Assim, pela relagao fundamental da trigonometria, temos: 1
2 58. f(x)=cosx+—=-cos(2x)
sen’a. +(Z) = [ sena:@ 2

1 2 2
f(x)= +—- -
(x)=cosx 3 (cos X—sen x)
1
f(x)=cosx +—-| cos’x — (1—cos?x
(x) 2 [ ( J]

1
f(x)=cosx+—-(2-cos’x -1
(x) 2 ( )

1
f(x)=cos®x + cosx — 3

A fungdo assumird seu valor minimo quando cosx for igual a

b 1 1
Xv=—£€ﬂxv :—ﬁtbxv =—5.
Tragar AD = x, dessa forma teremos 2 tridngulos isésceles, AADC e AABD. Entlo. como 0<x< 21 e cosx= — = |x= 2% oux=2%|
Sendo AM a altura do AADC e cosa = % temos que DM=MC =§. 3
Assim, BD+DM+MC=£a x+£=£:. el 315 | 40. a) De acordo com o enunciado, temos:
. s 5 15 sen30°=L=l<:> =£=é
25 2 2 4
60. a) Odia 19 de fevereiro é o 50° dia do ano (t=50).
. cos30°=i=£<::»)<=ﬂ=ﬂ
Assim: 15 2 2 4
n n
D(50) = 12 + 1,6-cos[@-(50+10)]=12 +16-cos = Ass.-m:h=y+x=%+_3“f= 5+i~/§
=D(50) = 12,8h
5+343
A duracdo do dia pedido seré[12 horas e 48 minutos) O valor de h= 2 m

b) Uma abordagem possivel é avaliar em quais dias, ao longo do ano, a du-

ragao é de exatamente 12 horas:

D(t)=12=»12+1,6-cos[%-(t+10):|=121

0S| . (t+10) [= 0= ——.(t+10)= = +k- Tt &> t =80 +180-k com ke Z
180 180 2

Como temos o intervalo de 1 <t < 365, existem 2 solugdes possiveis:
Parak =0 = t =80 dias

Parak =1= t =260 dias

O padrao pode ser mais bem interpretado em um gréfico:

Duragao (horas)

12

\ Lembrando que sen’o+cos’a.=1,vem

0 80 260 t(dias? 4 2
sen2a+(EJ =1e(0° <o <90°)
Entre o 80° e o 260° dia, incluindo os extremos, existe um total de 9
o sen‘o = —
260-79= =%
sena ==
5

No triangulo ABC, temos:

23
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2
=3.—=15
Y=g
Assim, h=x+y=12+15=27m.
[Ovalordeh = 2,7 m|

39. a) Vamos primeiro analisar f~'(ct) .
Digamos que f~'(0) =B = f(B) = o.=> senf =0 .

Agora, vamos a (gof")(a):
(g ° f“)(a) =g(f (o)) =g(B)=cosp = ,/l —sen’B =1- o
b) Agora, vamos calcular f"( )+g" (M] :

1
2 4

Sabe-se que f(f) = sen(l) -l = f"(l)= E,
6 6) 2 2) 6

Ainda, tem-se que:

COS(£)= COS[E = E] = COSE.COSE-I- senE.senE =£+ -\/—5-=>
12 4 6 4 6 4 6 4 4
-1 \/6_ \/3 T
=209 |—/—m—|=—
4 12
LOgOl f"(l)+g“' @ =£+1=£
2 4 6 12 4

LIVRO 2 - Questoes Dissertativas
Matematica — Frente 2 — Capitulo 6

m Unicamp 2011 Uma empresa imprime cerca de 12.000 paginas de
relatérios por més, usando uma impressora jato de tinta colorida. Ex-
cluindo a amortizagao do valor da impressora, o custo de impresséo
depende do prego do papel e dos cartuchos de tinta. A resma de pa-
pel (500 folhas) custa RS 10,00. J4 o prego e o rendimento aproximado
dos cartuchos de tinta da impressora sao dados na tabela a seguir.

Cartucho (cor/modelo) | Preco (R$) | Rendimento (paginas)
Preto BR RS 90,00 810
Colorido BR R$ 120,00 600
Preto AR RS 150,00 2.400
Colorido AR R$ 270,00 1.200

a) Qual cartucho preto e qual cartucho colorido a empresa deve-
ria usar para o custo por pagina ser o menor possivel?

b) Por razées logisticas, a empresa usa apenas cartuchos de alto
rendimento (os modelos do tipo AR) e imprime apenas em um
lado do papel (ou seja, ndo ha impressao no verso das folhas).
Se 20% das paginas dos relatérios sdo coloridas, quanto a em-
presa gasta mensalmente com impressao, excluindo a amorti-
zagao da impressora? Suponha, para simplificar, que as paginas
coloridas consomem apenas o cartucho colorido.

m Unicamp 2014 O peso médio (média aritmética dos pesos) dos

100 alunos de uma academia de ginastica é igual a 75 kg. O peso

meédio dos homens é 90 kg e o das mulheres é 65 kg.

a) Quantos homens frequentam a academia?

b) Se néo sao considerados os 10 alunos mais pesados, 0 peso mé-
dio caide 75 kg para 72 kg. Qual é o peso médio desses 10 alunos?

24

m Unifesp 2016 A heparina € um medicamento de agao anticoagu-

lante prescrito em diversas patologias. De acordo com indicagao

médica, um paciente de 72 kg devera receber 100 unidades de he-

parina por quilograma por hora (via intravenosa).

No rétulo da solugéao de heparina a ser ministrada consta a informa-

¢ao 10.000 unidades/50 mL.

a) Calcule a quantidade de heparina, em mL, que esse paciente
devera receber por hora.

b) Sabendo que 20 gotas equivalem a 1 mL, esse paciente devera
receber 1 gota a cada x segundos. Calcule x.

m Fuvest 2016 O Sistema Cantareira é constituido por represas que
fornecem agua para a Regido Metropolitana de Séo Paulo. Chama-se
de “volume til” do Sistema os 982 bilhdes de litros que ficam acima
do nivel a partir do qual a 4gua pode ser retirada sem bombeamen-
to. Com o uso de técnicas mais elaboradas, é possivel retirar e tratar
parte da é4gua armazenada abaixo desse nivel. A partir de outubro
de 2014, a Sabesp passou a contabilizar uma parcela de 287 bilhdes
de litros desse volume adicional, denominada “reserva técnica” ou
“volume morto’, e chamou de “volume total”a soma do volume (til
com a reserva técnica. A parte do volume total ainda disponivel para
consumo foi chamada de “volume armazenado”.

O primeiro indice usado pela Sabesp para divulgar o nivel do Sis-
tema, apos o inicio do uso da reserva técnica, foi o percentual do
volume armazenado em relagdo ao volume Util (€ ndo ao volume
total). Chama-se este percentual de [ndice 1.

a) Calcule o valor que tera o [ndice 1 quando as represas estiverem

completamente cheias, supondo que a definicdo de “volume
armazenado” nao tenha mudado.
A partir de abril de 2015, a Sabesp passou a divulgar outros dois
indices, além do [ndice 1 (veja o Quadro). Note que o [ndice 3
pode assumir valores negativos e valera 100% quando as repre-
sas do Sistema estiverem completamente cheias.

b) No momento em que o Indice 1 for 50%, que valores terdo os
[ndices 2 e 3?

¢) Qual é o valor do [ndice 2 no momento em que o [ndice 3 é
negativo e vale —-10%?

Quadro
£ iz volume armazenado £ volume armazenado
indice 1=——— """ x100% | indice 2= —————————x 100%
volume util volume total
. volume armazenado) - (volume dareserva técnica
Indlce3=( ) T )"100%
volume (til
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m Unicamp 2017

Veja também em:
Matemética - Livro 1 Frente 2 - Capitulo 5§ |

Diversas padarias e lanchonetes vendem o “cafezinho”e o “cafezinho
com leite”. Uma pesquisa realizada na cidade de Campinas registrou
uma variagao grande de pregos entre dois estabelecimentos, A e B,

que vendem esses produtos com um volume de 60 mL, conforme
mostra a tabela a seguir.

Produto A B
R$ 2,00 RS 3,00

Cafezinho

Cafezinho com leite

R$ 2,50 RS 4,00

a) Determine a variagéo percentual dos pregos do estabelecimen-
to A para o estabelecimento B, para os dois produtos.

b) Considere a proporcao de café e de leite servida nesses dois
produtos conforme indica a figura a seguir. Suponha que o pre-
¢o cobrado se refere apenas as quantidades de café e de leite
servidas. Com base nos pregos praticados no estabelecimento
B, calcule o valor que estd sendo cobrado por um litro de leite.

. =

Cafezinho Cafezinho com
leite

Gabarito - LIVRO 2 - Questoes Dissertativas

Matematica — Frente 2 — Capitulo 6

64. a) Vamos calcular quantas paginas podemos imprimir por real gasto:

810 600
Preto BR: ——=9 pag/R Colorido BR: ——=5 pé
reto = péag/R$ olorido — pag/R$

2400 1200
Preto AR: ——=16 pag/R Colorido AR ——= 4,4 pag/R
150 pag/R$ 70 pag/R$

Os cartuchos que deveriam ser usados sao Colorido BR e Preto AR.
b) 12.000 paginas equivalem a 24 resmas, assim o custo com o papel sera
de R$ 240,00 por més.
O nuimero de paginas coloridas é de 0,2 - 12.000 = 2.400.
Gasto com a impressao das paginas coloridas:
270

2400-———=R$ 540,00
1.200

O nuimero de paginas em preto: 9.600.
Gasto com a impressao das paginas em preto:

9.600- L R$ 600,00
2400

Assim, o custo total da impressao é de:
R$ 240,00 + RS 540,00 + RS 600,00 = RS 1.380,00

63. a) Com h representando o nimero de homens da academia, tem-se:
90h + 65(100 —h)

100
Portanto, 40 homens frequentam a academia.

=75=>h=40

b) A soma do peso médio dos alunos é 7.500 kg.

Com x representando a soma dos 10 mais pesados, tem-se:
7.500 — x
90
Portanto, o peso médio desses alunos é

=72=x=1.020
1.020

=102kg.
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43. a) O numero de unidades de heparina a serem ministradas a esse pacien-
te em uma hora é: 72-100 = 7.200 unidades. Portanto, em mL, temos:
50-7.200
710000

b) Do item a, temos:

=|36 mL|.

36-20 gotas =720 gotas. Logo, £

=0,2 gotas a cada sequndo, ou seja,
3.600 g 9 ’

1 gota a cada 5 segundos. Portanto .

(982 +287) bilhoes
982 bilhoes

42. 3) indicel = -100% = 129%
b) Parao Indice 1 ser 50%, o volume armazenado deve ser metade do volu-
me (til, logo, 491 bilhdes de litros.

491 bilhoes
(982 + 287) bilhdes
(491-287)bilhges

982 bilhoes

indice2 = - 100% = 39%

indice3 = = 21%

) Para o Indice 3 ser —10%, tem-se o volume armazenado (V,,):

V,, —287 bilhdes

982 bilhoes
189 bilhdes

(982 +287) bilhoes

-10% = - 100% = Vj = 189 bilhdes

indice2 = - 100% = 15%

41. a) Tomando como base os pre¢os de A, as variagdes percentuais dos pregos
do cafezinho e do cafezinho com leite foram, respectivamente, iguais a:

cafezinho: 53—3—22—;23—2—% =0,5=

cafezinho com leite % =0,6=

b) Cada porgao, tanto do cafezinho quanto do cafezinho com leite, tem vo-
lume de 60 mL. Assim, para o estabelecimento B, podemos dizer que o

prego de 60 mL de café é igual a RS 3,00. No cafezinho com leite, 2 4o
3

volume é cafezinho, ou seja, 2
3

- 60 mL =40 mL, com um custo de
2. RS 3,00 = RS 2,00. Para os 20 mL de leite que sobraram, o custo é de
3

R$ 4,00 - RS 2,00 = R$ 2,00. Dessa forma, o custo do leite em B é igual a

P20
=|R$ 100,00 por litro|
0oL IR i
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m Unicamp 2013 Em 14 de outubro de 2012, Felix Baumgartner que-

brou o recorde de velocidade em queda livre. O salto foi monitorado

oficialmente e os valores obtidos estao expressos de modo aproxi-

mado na tabela e no gréfico a seguir.

a) Supondo que a velocidade continuasse variando de acordo com
os dados da tabela, encontre o valor da velocidade, em km/h,
no 30° segundo.

Tempo (segundos) 0 1 1 3 4
Velocidade (km/h) 0 35 70 105 140

b) Com base no gréfico, determine o valor aproximado da veloci-
dade maxima atingida e o tempo, em segundos, em que Felix
superou a velocidade do som. Considere a velocidade do som
igual a 1.100 km/h.
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V = (km/h)

it e e el s Rt s Sl e el il s i 45. a) Observe o grafico apresentado.
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m Unicamp 2016 O grafico de barras a seguir exibe a distribuicéo da 0 21 22 23 24 25
idade de um grupo de pessoas. Idade

De acordo com seus dados, observa-se que a média (ponderada) das ida-
T T T T T

: : : . 1 des dos homens deste grupo (M,) mensura-se por:
. | Il Homens 4.2145.2244.2341-2442.25
wasizen = M, =

©"| [EMulheres 445444142

=225

Analogamente, a média (também ponderada) das mulheres deste mes-

mo grupo (M,), € dada por:
5:2142:2:243.2343-2441-25
M,, =

: : : =225
. SR — 542434341

Com efeito, demonstra-se, como solicitado pelo enunciado, que a média
FIE I ............... de idade dos homens deste grupo ¢ igual a média das mulheres.

b) Restringindo-se aos dados do enunciado, segundo o qual existem

Numero de pessoas

______________ 16 homens e 14 mulheres, conclui-se que: para que a soma das idades
de um homem e de uma mulher, escolhidos ao acaso dentre as con-
digdes apresentadas no problema, resulte em 49, ter-se-4, como estru-

tura l6gica, os seguintes eventos: H,, € M,, ou H,, e M,, (sendo H,, um

23 24
Idade homemcom24anoseM,,uma mulhercom 25 anos; e H, um homem com

25 anos e M,, uma mulher com 24 anos).
a) Mostre que, nesse grupo, a média de idade dos homens é igual

a média de idade das mulheres.
b) Escolhendo ao acaso um homem e uma mulher desse grupo,

Sendo assim, tem-se:

Hy €My ou HeM,,

1 1 2 3 7 1
determine a probabilidade de que a soma de suas idades seja % % Y R emA 5%
igual a 49 anos. Portanto, a probabilidade de a soma das idades de um homem e uma

mulher, escolhidos ao acaso, resultar em 49 é 3,125%.
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66. a) De acordo com os dados da tabela, a velocidade é dada pelo produto do Unifesp 2011 Progressao aritmética € uma sequéncia de ndmeros

segundo considerado por 35. O valor da velocidade no minuto 30° é 30 tal que a diferenca entre cada um desses termos (a partir do segun-
% 35 = 1.050 km/h. do) e o seu antecessor é constante. Essa diferencga constante é cha-

b) Observando o gréfico, a velocidade maxima est4 entre 1.300 km/h e mada “razdo da progressao aritmética”e usualmente indicada por r.
1.400 km/h e pode-se adotar o valor de 1.350 km/h como valor méximo. a) Considere uma PA genérica finita (ay. ay a3, - @) derazdor, na
Félix superou a velocidade do som entre 30 s e 45 s, um valor aproximado qual n é par. Determine a férmula da soma dos termos de indice
para tal feito é a média aritmética entre eles, ou seja, 37,5 s. par dessa PA, em fungdo de a;, ner.

b) Qual a quantidade minima de termos para que a soma dos ter-
mos da PA (-224,-220,-216, ...) seja positiva?

26



Unicamp 2011 No més corrente, uma empresa registrou uma recei-
ta de R$ 600 mil e uma despesa de RS 800 mil. A empresa estuda,
agora, alternativas para voltar a ter lucro.

a) Primeiramente, assuma que a receita ndo variard nos préximos
meses, e que as despesas serao reduzidas, mensalmente, em
exatos RS 45 mil. Escreva a expressdo do termo geral da pro-
gressao aritmética que fornece o valor da despesa em funcao
de n, o nimero de meses transcorridos, considerando como
més inicial o corrente. Calcule em quantos meses a despesa
sera menor que a receita.

Supenha, agora, que a receita aumentard 10% a cada més, ou
seja, que a receita obedecerd a uma progressao geométrica (PG)
de razdo 11/10. Nesse caso, escreva a expressao do termo geral
dessa PG em fungao de n, o nimero de meses transcorridos,
considerando como més inicial o corrente. Determine qual sera
a receita acumulada em 10 meses. Se necessario, use 1,12 =1,21;
1,13=133e1,1°=161.

Unicamp 2012 Uma curva em formato espiral, composta por arcos
de circunferéncia, pode ser construida a partir de dois pontos A e B,
que se alternam como centros dos arcos. Esses arcos, por sua vez,
sao semicircunferéncias que concordam sequencialmente nos pon-
tos de transicao, como ilustra a figura a seguir, na qual supomos que
a distancia entre A e B mede 1 cm.

a) Determine a area da regiao destacada na figura.
b) Determine o comprimento da curva composta pelos primeiros
20 arcos de circunferéncia.

m Fuvest 2012 Considere uma progressao aritmética cujos trés pri-

meiros termos sao dados por a, =1 +Xx,a,=6x,a;=2¢ +4,em que X

é um numero real.

a) Determine os possiveis valores de x.

b) Calcule a soma dos 100 primeiros termos da progressao aritmé-
tica correspondente ao menor valor de x encontrado no item a.

m Unifesp 2013 A sequéncia (12, a, b), denominada S;, e a sequéncia
(c, d, e), denominada S,, sdo progressdes aritméticas formadas por
ndmeros reais.

a) Somando 1 ao segundo termo e 5 ao terceiro termo de S;,a nova
sequéncia de trés nimeros reais passa a ser uma progressao ge-
omeétrica crescente. Calcule a razdo dessa PG.

b) Aplicando a fungao trigonométrica seno aos trés termos de S,,

anova sequéncia que se forma tem soma dos trés termos igual
a zero, e termo do meio diferente de zero. Determine a razao r

T
de S,, para o caso em 5<r< .

POLIEDRO
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Unicamp 2013 Numa piscina em formato de paralelepipedo, as
medidas das arestas estao em progressao geométrica de razaog > 1.

a) Determine o quociente entre o perimetro da face de maior area
e o perimetro da face de menor area.
b) Calcule o volume dessa piscina, considerando q = 2 e a érea

total do paralelepipedo igual a 2.

m Unicamp 2014 Dizemos que uma sequéncia de nimeros reais nao
nulos (ay, ay, as, a,, ..) € uma progressdo harménica se a sequéncia
dos inversos (1/ay, 1/ay, 1/az, 1/a,,..) € uma progresséo aritmética (PA).

a) Dada a progressao harmonica (2/5,4/9,1/2, ...), encontre o seu
sexto termo.
b) Sejam g, b e c termos consecutivos de uma progressao harmo-

nica. Verifique que b = 2ac/(a + ¢).

m Fuvest 2014 Considere o tridngulo equilatero AA,OB, de lado 7 cm.

(0]
Qv

O~

\'ald

A A B

0 1 0

Figura obtida apds aplicar o

procedimento duas vezes.
Sendo A, o ponto médio do segmento E ,e B, o ponto simé-
trico de A; em relagao a reta determinada por O e By, determine
o comprimento de OB,.
Repetindo a construcdo do item a), tomando agora como
ponto de partida o tridangulo AA,0B,, pode-se obter o tri-
angulo AA,0B, tal que A, é o ponto médio do segmento
A,_B], e B, o ponto simétrico de A, em relagao a reta determinada
por O e B,. Repetindo mais uma vez o procedimento, obtém-se
o tridangulo AA;0B;. Assim, sucessivamente, pode-se construir
uma sequéncia de triangulos AA, OB, tais que, para todon > 1,
A, é o ponto médio de m, e B, o ponto simétrico de A,
em relagdo a reta determinada por O e B, _, conforme a figura.
Denotando por A, para n = 1, o comprimento do segmento
A_A,, verifique que a,, a,, as, ... é uma progressao geométrica.
Determine sua razao.
Determine, em fun¢do de n, uma expressao para o comprimen-
to da linha poligonal AjA\A,... A, n > 1.

O ponto P'é simétrico ao ponto P em relagao a reta r se o segmento PP ¢é perpen-
dicular a retare aintersegao de PP e r é o ponto médio de PP.

b)

<)
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m Fuvest 2018 Considere a sequéncia a, =6,a, =4,a;=1,a, = 2,
e an = a,_, para n > 5. Defina S,'fz a, + ap + ..+ a, para
k >0, isto é Sk é a soma de k + 1 termos consecutivos da
sequéncia comegando do n-ésimo, por exemplo, S} =4+ 1 =5.
a) Encontren e ktal que S,’: =20.

b) Paracada inteiroj, 1 <j< 12, encontre n e k tal que Sﬁ =i,

c) Mostre que, para qualquer inteiro j,j > 1 existem inteirosn > 1 e

k > 0 tais que Sk=}.

Unicamp 2018 Considere a sequéncia de nimeros reais (a;, a,, as,
ay as) tal que (a;, ay, a;) € uma progressao geométrica e (a3, ay, as) €
uma progressao aritmética, ambas com a mesma razao w.

a) Determine a sequéncianocasoemquea;=3ew =2,

b) Determine todas as sequéncias tais que a, = 1 e a; = 8.
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72. a) A sequéncia (a, a, a, ., a,) € PA com primeiro termo a,, razao 2r e

¢ g
n
= termos.
2

. +a,)-n .
Lembrando que a soma de n termos é S, :% e a férmula do

termo geral a =a-+ (n = Dr, temos:

S_(2aI+r|r)r1
T4
b) PA (-224, ~220, ~216, ..

a,=-224,R=4

a,=-224+(n-1)-4
n

s, =(a+a,)2

n (al an)2

5,>0

(=224 +(=224+ (n— 1)4))%> 0

~224n+(n=1n-2>0

n? =2n—-224n>0
+ \ / +

n*=113n>0
o~—— 113 -

n< 0 (ndoconvém, pois n>0)
n>113

n(n—1l3)>0=>{

28

71.  a) Seja PA (x,; X, X; ..; ) @ sequéncia de despesas.
Como x, =800 mil reais e r = -45 mil reais, assim:
X, =800 + (n - 1) - (-45) = x_ = (845 - 45n) mil reais.
A despesa é menor que a receita de 600 mil reais quando
845-45n<600=>n>54 .. n2>6.
A despesa passara a ser menor que a receitaem 6 — 1 =5 meses.
b) Seja PG (x,; x; x;; ..; X ) a sequéncia de receitas.

Temos x, = 600 mil e a razao q = 1,1.Termo geral das receitas:

x,=600- (1,11
Receita acumulada em 10 meses, em milhdes de reais:
1719=2) 2
$,0 =600- ( o )= 6(?? -[(1,1)5] —1=6.<)oo-[(1,61)2 —1]=9.552,60

|Logo: x,, =R$ 9.552.600

70. a) Nafigura, observa-se 4 semicircunferéncias, cujos raios sao tais que:
R,=1;R,= 2R, =3 e R,= 4 (em centimetros).
A érea da regiao destacada é dada pela soma das areas das 2 semicircun-
feréncias de raios R, = 3 e R, = 4, assim:
132 n4?

Area: —+ —
2 2

2

Area: 25Tncm

b) Os comprimentos dos arcos de circunferéncia formam uma progressao
aritmética e o comprimento da curva é dado pela soma dos 20 primeiros
termos dessa PA, assim:

2" 2 2
PA=(m, 2m, 3m, 4n, .., 20m)
(a+ay)n (m+20m)20
Sn = SZO =

2
IComprimento dacurva=210n cm.l

2120 )
2

=210m

6. a) PA(1+x, 6x, sz+4)

6x-2=1+x+ 2" +4

2% -1+ 5=0
x_1‘|i:\/‘|21—40
4
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x=5 ou x=l
2

b) Parax = % temos: PA(E, 3, 2)

272
=3
=2
R=3-3-3
32

a,oo=a,+99R:am=—;—+99%=am=lOO- =150

N w

Logo, a soma seré dada por:

100
51oo=(a1+3100)'7

Sing :(%HSO} 50

Si00 = 3%. 50=7575

S0 =7.575
68. a) De acordo com o enunciado, tem-se:

S,=(12,a b)—PA
12+b

Logo: =ac>b=2a-12 ()

Somando 1 ao 1° termo e 5 ao 3° termo, tem-se:
(12,a+1, b+5) = PG

Logo: (a+1)° =12-(b+5) (Il

Substituindo (1) em (ll):
a’+2a+1=12-[(22-12)+5]
a’+2a+1=12-[2a-7]

a’—22a+85=0
Resolvendo a equagao, tem-se:

22il2< 17
a=

5(ndo convém, pois aPG é crescente)
Sendo a =17, temosb=2-(17) -12=22, e a PG entdo é (12, 18, 27), cuja

razao é q=3.

b) Se a sequéncia S, € uma PA de razdo 1, ela pode ser reescrita como:

S,=(d-r,d g+
C e

Apos aplicar a fungdo trigonométrica “seno’, os novos elementos passam
aser:
sen(d—r), send, sen(d+r).
Uma vez que sua soma é zero, tem-se:
sen(d—r)+send+sen(d+r)=0
send-cosr—senr-cosd+send+send-cosr+senr-cosd=0
2-send-cosr+send=0
send-(2cosr+1)=0

send=0 (ndo convém)

ou

2-cosr+1=0

-1 T
:cosr:;,com05<r< mir=—|
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67. a) Areadas faces

A= a’q (menor)

A, =a'q?

A, =a’q® (maior)

2R =2a+2aq=2a(q+1)

2P, =2aq+2aq’ =2aq(q+)
2,

2

=q

b) A; = 2(A, + A, + A,) = 2(2a’ + 4a” + 8a?) = 283’
28a’=252=>a=3
V=23 ~q3

5 1
66. a) Se [g,i, l,) é PH, entao {E, 2,2,...) éPA, coma=—el=—— logoo
592 2 4 2 4
sexto termo da PA serd 3, =§+ 5-(—%) ==, 0 que implica que o sexto
4
termo da PH ég-

111
b) Se (a, b, ¢) € uma PH, entao [—, —, —J é PA.
abc

O que implica que:
11
1 37 2 a+c 2ac

b 2 b ac

Ta+c

65. a) A, & ponto médio de AjB, = OA, & mediana = OA, é altura, pois AA OB,
€ equilatero.
B, € simétrico a A, em relagdo a 0_Bu=> mEd(A1;\zBo)= 90°
med(AzﬁoAJ =60°  (tridngulo
med(BoAA; ) = 30° => med( OAA, ) =60°

E, como equildtero), tem-se

Como a figura é simétrica, med(OB]AZ)=60°, o que implica AOA B, ¢

equilétero com lado OB, medindo aaltura do AAOB, logo:| o, :ﬂcm

b) Seguindo o raciocinio do item a), podemos concluir que cada um
dos tridngulos AA OB é equilstero, e seus lados medem a altu-
ra do triangulo AA OB _, e A A, mede a metade dos lados do

AA,_ OB, .
7
S =AgA =—cm
& =AM 5
c
NE)
2AArr-Any)
altura n-1""n-2 NE)
3, =AAL= AA;.;OB.—..: = 2 2 =T{An—l'An—2)

V3

+13n =5 3-11= (a ) é progressao geométrica com razéoT3

¢) O comprimento da poligonal AAA, .. A € a soma AA + AA, +
+AA 4+ +A _A =a+a,+..+a,=S5_Logo, tem-se:
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CURSO
46. a) Primeiro, deve-se perceberque 4+ 1+ 2+6+4+ 1+ 2 = 20, portanto x 2 0

sS40 necessdrios sete termos consecutivos da sequéncia, a partir do nu- Unicamp 2012 Seja dada a matrizA=|2 x 6 |,emquexéum
mero 4, para se obter a soma 20, logo podem-se tomarn=2e k= 6. ndmero real. 0 6 16x
Nota: Qualquer sequéncia que comece com o numero 4 pode ser a) Determine para quais valores de x o determinante de A é po-
utilizada; logo, é possivel tomar k=6 e ne{2,6,10,14,..} . sitivo.

b)sk =1paran=3ek=0 3
Sk=2paran=4ek=0 p) Tomando C=| 4 |, e supondo que, na matriz A, x = -2,
Sk=3paran=3ek=1 -1
Sy=4paran=2ek=0 calcule B= AC.
Sk=5paran=2ek=1 a 1 1

Sk=6paran=1ek=0
n= P mUnicamp2014ConsidereamatrizA: -1 0 bj,ondeagbec
Sk=7paran=2ek=2

Sk=8paran=4ek=1 ¢ =20
Sk=Oparan=3ek=2 sao numeros reais.
Sk=10paran=1ek=1 a) Encontre os valores de g, b e c de modo que AT =-A.
Sk=11paran=1ek=2 b) Dadosa=1eb=-1,para que valores de c e d o sistema linear
Sk=12paran=4ek=2 X 1
Nota: Existem outras possibilidades para n em todos os casos. Alyl=]1]tem infinitas solugées?

¢) Para demonstrar, basta notar que a soma dos quatro primeiros termos é 5 d
13, portanto:

« Para qualquer multiplo de 13, basta tomar uma quantidade de termos m Unicamp 2018 Sabendo que p e g sdo nimeros reais, considere
multiplos de 4, ou seja, ke {3,7,11,15,..} . as matrizes

« Se o numero nao for multiplo de 13, entdo serd da forma 13q + r, com 101 P
0 < r< 13.Logo, é possivel podemos tomar as possibilidades obtidas no A=[1 2 p|eB=|0|.
item b e ir acrescentando sequéncias de mais 4 termos. 1 p 1 q

47. a)Se(a,a, a) ¢ uma PG, entdo temos: a2=a—3=§ea,=i’2—=3. . T
w2 w? 4 a) Prove que para quaisquer p e g teremos B'AB > 0.
Se(a, 3, ) € uma PA, entao temos: a, = a, + W=5 € a,=a,+ 2w=7. b) Determine os valores de p e q para os quais o sistema linear nas
ik (33 X
Logo,asequénciaé: [ = = 3 5 7|. o ) o _
42 variaveis reais x, y e z,A| y [=B, tem infinitas solugdes.
b) A sequéncia pode ser descrita por: (1, w, W,, W, + W, W, + 2w). z

Mas w2+ 2w = 8, 0 que implicaquew =2 ouw =-4.
Logo, a sequéncia pode ser: (1, 2,4,6,8) ou (1,-4, 14,12, 8).

Gabarito - LIVRO 2 — Questoes Dissertativas
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T a 5. a) A +A,,=| 1 + = 3
Unicamp 2013 Considere a matriz A, =| 1 , que depende o Ml 'l
do parametro real a > 0. e !
a) Calcule amatriz (A, +A,, ). , |2 e 2 e
y (AtAun)=l 3 I 3
b) Um ponto no plano cartesianocomascoordenadas[y:|étrans- 200l 2o
1
formado pela matriz A, em um novo ponto da seguinte forma: : |72 0
s (Ag+Ax) = 1
X' X Y 0 -5
J=AGl (=] :
y Yl |—-x=y
a
X -6 b) x| [-6
Calcule o valor de a, sabendo que o sistema A, y = 5 admite A, y =l 5
solugao. X+ oy
X
I E
[v] ~x-y
o
X+ oy -6 x+aoy=-6
——X-y _[2] —éx—y:Z
x+oy=-6 X+oy=-6 X+oy=—6
1 =3
-——X-y=2 —X—oy =20. X+ oy =-20
o

O sistema s6 terd solugdo se - 2a=-6 .

30
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x 2 0
76. a)A=|2 x 6 |, xeR.
0 6 16x

>0 o 16 —64x-36x>0 & 16 -100x>0 &

& ax-(4x* - 25)>0

Resolvendo a inequagdo do produto, obtemos — 25 < x < 0 ou x > 25.
F=xeR[-25<x<0ux>25}|

b) Para x = - 2, temos:

B=A-C
-2 2 0 3 [2]
B=|2 -2 6 ||4|=[B=|-8
0 6 -=32[[- 1 56 |

50. a) Sabendo que:
1) BT é atransposta da matriz B;
2) O produto de matrizes é associativo, isto é: B'AB = (B'A)B = B'(AB),

tem-se:
10 1][p
B'AB=(8"A)B=[p O q]-[1 2 p||0|=(p+a)}
1 p 1]]q

Como todo quadrado de nimeros reais € nao negativo, (p +q)?>0,e a
relagao esta demonstrada.

b) O sistema linear dado é obtido de uma equagdo matricial da forma
A - X = B, na qual a matriz A é a matriz dos coeficientes do sistema de
equacgodes.

A discussao do numero de solugdes do sistema linear € feita a partir do
cdlculo do determinante da matriz A:
101
detA=det|1 2 p|=p-p*=p(1-p).
1p 1
Por hipétese, o sistema deve ter infinitas solugdes, e isso ocorre se
detA=0=p(l -p)=0=p=0oup=1.

1) Se p =0, o sistema a ser analisado fica:
X+2=0
X+2y=0
X+2=q

e para que o sistema tenha infinitas solugdes, uma possibilidade é o sis-
tema apresentar duas equagdes idénticas (ou proporcionais).
Assim: q =0 (12 e 32 equagdes).

2) Se p =1, 0 sistema a ser analisado fica:

X+z=1
x+z=1 X+z=1
X+2y+z=0 = {2y+1=0 = y=—%
X+y+z= +1=
Y q y q y=q-1

e para que o sistema tenha infinitas solugdes, uma possibilidade é o
sistema apresentar duas equagdes idénticas (ou proporcionais).

Assim: q =% (22 e 32 equacgoes).

Logo, osvaloresdepegsaop=0eq=0 ou p=1 eq:%.

KY|

CURSO
a -1 ¢ -a -1 -
5. A™=[1 0 -2]|e-A=[1 0 -b
1 b 0 -c 2 0
Como AT = —A, temos:
a=-a=[a=0|
=-le-c=1=|c=-1
b=2e-b=-2=[b=2]
X 1 1 1 1 1
bla=lb=—-1eAly|=[1]|=|[-1 0o —1|y|=[1
z d c -2 0)\z d

Esse sistema tem infinitas solugdes se:
1T 1 1
-1 0 -l=0=

c -2 0
Donde obtemos:

x+y+z=1}
=y=2
X -z=1

-2y =d
Portanto,

-2-2=d=[d=—4|
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Veja também em:
Matemitica « Livro 2 - Frente 1 - Capitulo 8 |

Os pontos T e U deslocam-se sobre retas paralelas r, e r, de tal
forma que TU passe sempre pelo centro C de um quadrado PQRS,
de lado 2, e forme um angulo de medida a com r;, conforme indica,
como exemplo, a sequéncia de cinco figuras.

1 2 3 4 5

5 R U S R=U 5 UR _ sy R US R

- - Tl - - -- ---
/ (s c c \

rIA P P I L] _ | _ oL

T QT P=T Q” TPT Q " ° TaQ P aQrt

a) Calcule as medidas de TU nas situagoes em que a =45 e a=90°,

b) Denotando TU por y, determine y em fungao de a e o respec-
tivo dominio dessa fung¢do no intervalo de a em que a posicao
deTvariadePaté Q
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52. a) Paraa = 45° tem-se a medida do segmento TU igual & medida da dia-
gonal PR do quadrado PQRS. Assim:

d=6J2

Para a = 90°, tem-se 0 segmento ﬁparalelo ao lado PS. Assim:
b) Seja MN o segmento paralelo ao lado PS do quadrado, passando pelo

centro C.

Os triangulos CNU e CMT sao congruentes. Assim: CM = CN =1 e

Te=XL.
2

Quando T varia de P até Q, tem-se 45° <o <135°.
No tridangulo TMC, tem-se:

LIVRO 2 - Questdes Dissertativas
Matematica — Frente 3 - Capitulo 9
m Unesp 2011 Considere um triangulo isésceles de lados medindo
L,% e L centimetros. Seja h a medida da altura relativa ao lado de
medida E

2

Se L, h e a drea desse tridngulo formam, nessa ordem, uma progressao
geométrica, determine a medida do lado L do triangulo.

I\)|I_-
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m Unicamp 2011 Um engenheiro precisa interligar de forma su-
ave dois trechos paralelos de uma estrada, como mostra a figura a
seguir. Para conectar as faixas centrais da estrada, cujos eixos dis-
tam d metros um do outro, o engenheiro planeja usar um seg-
mento de reta de comprimento x e dois arcos de circunferéncia de
raio r e dngulo interno a.

estrada

r

estrada

a) Se o engenheiro adotar o = 45°, o segmento central medi-
ra x=d\/§—2r(~/§—1). Nesse caso, supondo que d =72 m, e
r = 36 m, determine a distancia y entre as extremidades dos
trechos a serem interligados.

b) Supondo, agora, que a. = 60° r =36 m e d = 90 m, determine o
valor de x.

m Unicamp 2011 Considere uma gangorra composta por uma ta-
bua de 240 cm de comprimento, equilibrada, em seu ponto cen-
tral, sobre uma estrutura na forma de um prisma cuja base é um
triangulo equilatero de altura igual a 60 cm, como mostra a figura.
Suponha que a gangorra esteja instalada sobre um piso perfeita-
mente horizontal.

240 cm

60 cm

a) Desprezando a espessura da tdbua e supondo que a extremida-
de direita da gangorra est4 a 20 cm do chao, determine a altura
da extremidade esquerda.

b) Supondo, agora, que a extremidade direita da tabua toca o
chao, determine o angulo a formado entre a tibua e a lateral
mais préxima do prisma, como mostra a vista lateral da gangor-
ra, exibida a seguir.

240 cm

60 cm o
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m Unesp 2012 Sejam dois espelhos planos (E; e E,), posicionados
verticalmente, com suas faces espelhadas voltadas uma para ou-
tra, e separados por uma distancia d, em centimetros. Suspensos
por finas linhas, dois pequenos anéis (A e B) sao posicionados en-
tre esses espelhos, de modo que as distancias de A e B ao espelho
E, sejam, respectivamente, a e b, em centimetros, e a distancia ver-
tical entre os centros dos anéis seja h, em centimetros, conforme
mostra a figura.

Z
| i
| |
A 0 1
________ ____/_/,J,::L‘l‘_:
iz A, [
i S I
o 8 |
\:\\\\
I \\
| el
h ! e
L -
o
]
PPl o I
e = o |
-} |
D I
b ~._ B
_______ L_________\_Q.\____
S a
d
E E

Determine o angulo de incidéncia o, em relacdo a horizontal, em fun-
¢dodea, b, d e h, para que um feixe de luz atravesse o anel A, se reflita
nos espelhos E,, E, e E, e atravesse o anel B, como indica o percurso
na figura. Admita que os dngulos de incidéncia e de reflexao do feixe
de luz sobre um espelho sejam iguais.

Unicamp 2012 A planta de um coémodo que tem 2,7 m de altura é
mostrada a seguir.
30m

1 -|
24m ‘

-
-

d
Interruptor}f

S —

1,0m
a) Por norma, em cémodos residenciais com &rea superior a 6 m?,
deve-se instalar uma tomada para cada 5 m ou fragao (de 5 m)
de perimetro de parede, incluindo a largura da porta. Determi-
ne o nimero minimo de tomadas do cémodo representado na
figura e o espacamento entre as tomadas, supondo que elas
serao distribuidas uniformemente pelo perimetro do cémodo.

b) Um eletricista deseja instalar um fio para conectar uma lam-
pada, localizada no centro do teto do comodo, ao interruptor,
situado a 1,0 m do chao, e a 1,0 m do canto do cdmodo, como
estd indicado na figura. Supondo que o fio subird vertical-
mente pela parede, e desprezando a espessura da parede e
do teto, determine o comprimento minimo de fio necessario
para conectar o interruptor a lampada.

33

Fuvest 2012 Na figura, a circunferéncia de centro O é tangente a
reta CDno ponto D, o qual pertence a reta AO. Além disso, A e B sdo
pontos da circunferéncia, AB = 6J§ e BC :2\/5

C

Nessas condicbes, determine:
a) amedida do segmento CD.

o

) o raio da circunferéncia;
) aérea do tridngulo AOB,
d) aarea daregido hachurada na figura.

(8

Unicamp 2014 Considere um hexagono, como o exibido na figura
abaixo, com cinco lados com comprimento de 1 ¢m e um lado com
comprimento de x cm.

a) Encontre o valor de x.
b) Mostre que a medida do dngulo a € inferior a 150°.

Gabarito - LIVRO 2 - Questdes Dissertativas
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83.

I L
E

1) Areado AABC: h-

s|Z

!
2

M=

2
2}PG(L; h; h—L]—>h2=L-h—L.v.h=L—
4 4 4



82. a) Parad=72mer=36m,temosx=72s/5—2-36-(\5—1).'.x=72m.

Do desenho, temos quey=2a+x-cosaea=r- sena.
Assim,y =2-36-sen45°+ 72 - cos 45° =... y=72~/§m ;

b) Do desenho, temos que a largura da estrada é 2r(1 - cos a)).
Assim, d=2r(1 —cosa) +Xx-sen a.

Para a=60°r=36 m e d =90 m, poderemos calcular x.

90 =2.36. (1 cos 60°) +x-sen 60° . [x =363 m|

81. a) A situagado descrita corresponde ao desenho a seguir.

A
X160 120
~ M
X 120
B
20
D c

Os triangulos hachurados sao congruentes.

Assim, x—60=40 ..

b) De acordo com o texto, temos a seguinte situagao:

60 1

No AMM'C, temos sen B= —=—..=30°
120 2

Assim, 60° = o + B (angulo externo).

60°=30°+a .. o= 30

34

CURSO
80.
La g d L b+d |
1 |
4 S IR R c
T e - Y -
5E‘i|:,ig: ? U
I l
\JI_‘_ |
IR |
- ~ |
=" .. I
-l RN I
r" ! S~ !
- ~<
O cRal el !
.- SP] ~o
Byl ) __ b b ___ 541
. S e 3
b d b+d

Desenhando-se a imagem A'do anel A no espelho E,, aimagem B'do anel
B no espelho E, e aimagem B"de B'no espelho E,, temos o triangulo retén-
gulo A'CB". Assim:

tga tga

= tq ——
a=ar g[a+b+2d)

=a+d+b+d=> =e\+b+2d=>

79. a) Sabendo que o comodo tem perimetro igual a 10,8 metros e seja n(n €N*)
0 numero minimo de tomadas no comodo, temos:

@ss P=4 %sn & n22l16 .. n=3
n

10,8
O espagamento entre as tomadas € dado por T: 36m

O nimero minimo de tomadas € 3 e o espagamento entre elas
& 3,6 metros.

b) Como o interruptor est4 instalado a 1 metro do chao, o fio terd compri-
mento de 1,7 metro até atingir o teto, em um ponto P.

Seja d a distancia desse ponto P até o centro do teto, temos:

Pelo Teorema de Pitadgoras, tem-se:
d?=12%+0,5?

d?=144+0,25

d*=169 < d=13

Comprimento minimo: 1,7 + 1,3

| Comprimento minimo: 3,0 m. |

78.




a) Utilizando relagdes métricas no circulo, temos:
BC-AC=(DC)

2/3-8¥3=(Dc)’
b) co:%-xxc:cﬁo:ao"

AAOM: cos30° = %

¢) Area AAOB: %-AO-AB-senso"=%-6.6J'-%=9J§

- Area AAOB=9+3
B B
d) Area do segmento circular: -d
A6 0 A 0

2
Area do segmento circular: T 36 -93

IArea do segmento circular: 12n -93 |

77. a) Aplicando o Teorema de Pitadgoras, tem-se:

x=/5 (cm)
b) Da figura anterior, tem-se:
tgB=1 =B =45

tgﬁz=§=»ﬂz<45°

5
tgPy = =By =30°

9P, =% =B, <30°

4 CC:BI +B2 +B3 +B4 <150°

» / POLIEDRO
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m Unicamp 2012 Um topdgrafo deseja calcular a distdncia entre
pontos situados a margem de um riacho, como mostra a figura a
seguir. O topdgrafo determinou as distancias mostradas na figura,

bem como os angulos especificados na tabela a seguir, obtidos com
a ajuda de um teodolito.

Riacho

a) Calcule adistancia entre A e B.
b) Calcule adistdncia entre Be D.

m Unicamp 2013 Um satélite orbita a 6400 km da superficie da Terra.
A figura a seguir representa uma sec¢éo plana que inclui o satélite, o
centro daTerra e o arco de circunferéncia AB. Nos pontos desse arco
o sinal do satélite pode ser captado. Responda as questoes a seguir,
considerando que o raio da Terra também mede 6.400 km.

Satélite

a) Qual o comprimento do arco AB indicado na figura?
b) Suponha que o ponto C da figura seja tal que cos(8) = 3/4.
Determine a distancia d entre o ponto C e o satélite.

35
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Fuvest 2014 Uma bola branca esta posicionada no ponto Q de
uma mesa de bilhar retangular, e uma bola vermelha, no ponto P,
conforme a figura. A reta determinada por P e Q intersecta o lado L
da mesa no ponto R. Além disso, Q é o ponto médio do segmento
PR, e o angulo agudo formado por PR e L mede 60°. A bola bran-
ca atinge a vermelha, apos ser refletida pelo lado L. Sua trajetria,
ao partir de Q, forma um angulo agudo 8 com o segmento PR e o
mesmo angulo agudo a com o lado L antes e depois da reflexao.
Determine a tangente de o e o seno de 6.

//\60° o
R L

m Unicamp 2016 Considere o tridangulo exibido na figura a seguir,
com lados de comprimentos g, b e c e angulos o, B e y.

a) Suponha que a sequéncia (o, B e y) € uma progressao aritméti-
ca (PA). Determine a medida do angulo B.

b) Suponha que a sequéncia (g, b e ¢) € uma progressao geométri-
ca (PG) derazéoq= \/5 Determine o valor de tan .

36

m Unesp 2017 Uma lancha e um navio percorrem rotas lineares no
mar plano com velocidades constantes de 80 e 30 km/h, respectiva-
mente. Suas rotas, como mostra a figura, estdo definidas por angulos
constantes de medidas iguais a a e 3, respectivamente. Quando a
lancha esté no ponto L e o navio no ponto N, a distancia entre eles
éde 10 km.

Navio
\

B
g
™~

~
~

A _ Lancha

‘(ﬁ~‘

Sendo P o ponto em que a lancha colidird com o navio, demonstre
que o angulo obtuso LPN serd igual a a + (. Em seguida, calcule a

distancia entre N e P, considerando cos (a + 3) = _3.
16
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91. a)De acordo com o enunciado, podemos construir a seguinte figura:
B

D

O triangulo ABC é isosceles e o segmento AH € sua altura; assim, no trian-

gulo ABH, temos:

n BH
COS—=—
6 AB
?:% o AB=1—J5§ < |[AB=5y3

b) Aplicando a Lei dos cossenos no triangulo BCD, temos:
BD?=10% +152 —2-10-15-cos§

BD2=100+225—300'%

BD? =175 < [BD=5v7]

90. a) Sendo O o centro do circulo que representa a Terra, S o ponto onde se
encontra o satélite e a 0 angulo BOS, temos:

i e =l:>a=60°, pois 0° < o < 90°.

O angulo AOB tem medida igual a 2o = 120°, pois os triangulos AOS e
BOS sao congruentes.



57.

X
o 4
: AQST~APUT(AA~)=>E=E=>£=2— =X
QS TS xf3 y 6
2
Pitdgoras em AQST, temos:
(@T) =(@5) +(sTF =ar =27
X3
a2 _
Logo: tga—ﬁ—T—%@ e
6
Pela lei dos senos:
X, X
QA _ AT eng=FT sengo° =26 -ﬁ:» sen9=@
sené0®  send 2 7

» / POLIEDRO

Assim, o comprimento ¢ do arco AB é dado por:
120°

c= -2nR
360°
c= l -21-6.400
3
12.800n
= 3 km

b) Aplicando a lei dos cossenos no triangulo OCS, tem-se:

d? = 6.400% + (2- 6.400)> — 2-6.400- 2 - 6.400 - cos®
d? = 6.400% + 4- 6.400% — 4-6.400? %

d? =5-6.400% — 3-6.400?

d? =2.6.400% & [d=6.400v/2 km

Observe a figura:

R A60°

a Mo
S T U L

Chamando PQ = QR = X, temos:

xv/3

QS=T,PU=X\/§ERS=§.

Além disso, como ARSQ ~ ARUP, temos SU =§

Agora, chamando ST=Y,temos TU= g -y.

*
LAJS
~J
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CURSO
56. a) De acordo com o enunciado, (e, B, ¥) formam uma progressao aritmética
(PA), para a qual serd denotado R como razado. Sendo assim, pode-se con-
cluir que:
J*=P-R
y=p+R
Como a, B e y denotam também as medidas dos angulos do triangulo
apresentado no enunciado, pode-se concluir que:
(I et +p+y=180°
De (I) e (Il), obtém-se que:
B-R+B+P+R=180°=p=60°
b) Pelo enunciado, os lados (a, b, ¢) formam uma progressaoc geométrica (PG)
de razio «/2. Com efeito, pode-se afirmar que:
0 b=a-v2 b=a-v2
1=
c=a(v2)  c-2a
Escolhendo-se como referéncia o lado b, tendo, por consequéncia, p
como seu angulo oposto e aplicando-se a lei dos cossenos, chega-se a
seguinte conclusao:
b?=a’+c? -2-a-c-cosp
2
(\5 -a) =&’ +(2a)' —2-a-(2a)- cosp =>cos|3=%
E bom lembrar que B < 90°, pois & angulo de um tridgngulo ndo oposto ao
maior lado. Logo, sen B e cos P sao positivos.
Sendo assim, utilizando a relagdo fundamental e a concluséo acima ex-
posta, obtém-se:
2
sen’p +cos’B=1=>senP+ (g] =1=senf= g
V7
Por fim, como tanp =ﬂ, entdo tanf -4 _ ﬁ
cosp 3 3
4
Vale observar que tan 3  abreviagdo americana para a nossa notagao tg p.
55.

L
Sendo J o ponto da figura acima e as retas r, s e t paralelas, tem-se que

m(LFé\J) =ae m(Nig\J) = B, pois sdo alternos internos. Assim,

Sendo t o tempo decorrido até a colisdo, tem-se que PL =t - 80 e
PN =t-30,em km.

Aplicando a lei dos cossenos em ALPN, obtém-se:

10? = (30t)’ +(80t)* - 2-(30t)-(80t)-cos(at + B) = t* =L=>t=%h, dal,

100
1
NP=E-30=> NP=3km
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m Unesp2014 Em um plano horizontal encontram-se representadas
uma circunferéncia e as cordas AC e BD. Nas condicOes apresenta-
das na figura, determine o valor de x.

AC

m Fuvest 2015 Na figura a seguir, a circunferéncia de centro em O e
raio r tangencia o lado BC do tridngulo ABC no ponto D e tangencia
areta AB no ponto E. Os pontos A, D e O séo colineares, AD = 2re o
angulo ACO é reto. Determine, em funcao derr,

C
o
D
A B E

a) amedidado lado ABdo triangulo ABG;
b) amedida do segmento CO.

m Fuvest 2016 Uma bola de bilhar, inicialmente em repouso em um
ponto P, situado na borda de uma mesa de bilhar com formato cir-
cular, recebe uma tacada e se desloca em um movimento retilineo.
A bola atinge a borda no ponto R e é refletida elasticamente, sem
deslizar. Chame de Q o ponto da borda diametralmente oposto a P
e de 6 a medida do dngulo QPR.

38

a)

b)

Q)
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Para qual valor de 6, ap6s a primeira reflexao, a trajetéria da bola
sera paralela ao diametro PQ?

Para qual valor de 6, ap6s a primeira reflexao, a trajetéria da bola
sera perpendicular a PQ?

Supondo agora que 30° < 6 < 60° encontre uma expressao, em
fungao de 6, para a medida a do angulo agudo formado pela
reta que contém P e Q e pela reta que contém a trajetéria da
bola apés a primeira reflexao na borda.
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95.

Pelo teorema das cordas, tem-se:

(AE)- (EQ)=(BE)- (ED) = 2x - (x+3)=x- (3x-1)
Comox#0:

2K (x+3)=4 -x-1)=>2x+6=3x-1=x=7

A B E
a) AOAE~ ABAD, pelo caso (AA~), pois med(E;\O) =

=med(D/3\B) e med(AéO) = med(AﬁB) =90°,

Além disso, (3r)’ = + (AE)?, Pitagoras em AAOE, logo: AE = 24/2r (Il)

Substituindo em (), temos:

= d AB:ﬁr
AB 2r 2

3r_2\/§r_

b) No triangulo CDO, retangulo, temos:

(COP = (A0)-(DO) . (COY = 3r-r .
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58. Em todas as colisdes a seguir, o angulo de incidéncia € igual ao de reflexdo.

a) Nafigura a seguir, ROP & igual a 6, logo APRO ¢ equildtero.

Assim, tem-se que 6 = 60°.
Ha também a possibilidade de 8 = 0°, em que a trajet6ria coincide com o
diametro PQ e a bola colide exatamente em Q (Q = R) e retorna sobre ﬁ

b) Na figura, para o APRS, tem-se 30 + 90° = 180° = 0 = 30°.
R

c) Nafigura, para o APRS, tem-se 38 + o = 180° = o = 180° - 36
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m Unicamp 2011 Uma placa retangular de madeira, com dimensées
10 x 20 cm, deve ser recortada conforme mostra a figura a seguir.
5

A

20

U

39

CURSO

Depois de efetuado o recorte, as coordenadas do centro de gravida-
de da placa (em funcao da medida w) serao dadas por

400—-15w
80—-2w

400+ (w —20)°
eyeeW=—-—"7"-"—,

XcW)= 80— 2w

em que X € a coordenada horizontal e y é a coordenada vertical

do centro de gravidade, tomando o canto inferior esquerdo como

a origem.

a) Defina A(w), a fungdo que fornece a area da placa recortada em
relagao a w. Determine as coordenadas do centro de gravidade
quando A(w) = 150 cm”.

b) Determine uma expressao geral para w(xs), a fungao que for-
nece a dimensao w em relagao a coordenada x, e calcule y¢
quando X =7/2 cm.

m Fuvest2011 As circunferéncias C, e G, estao centradas em O, e O,, tém
raios r; = 3 e r, = 12, respectivamente, e tangenciam-se externamente.
Umaretat é tangente a C; no ponto P,, tangente a C, no ponto P, e inter-
cepta areta m no ponto Q. Sendo assim, determine:

a) o comprimento P;P,.

b) aérea do quadrilatero O,0,P,P;.

c) aéreado triangulo QO,P,.

m Fuvest 2011 Na figura a seguir, o cubo de vértices A, B, C, D, E, F,
G, H tem lado (. Os pontos M e N sao pontos médios das arestas
AB e BC, respectivamente. Calcule a area da superficie do tronco de
piramide de vértices M, B, N, E, F, G.

H G
|
E |
; F
|
/l[_)_____ -/C
,/// /’/”N
A M B

m Unicamp 2013 A superficie de um reservatério de agua para
abastecimento publico tem 320.000 m? de 4rea, formato retangu-
lar e um dos seus lados mede o dobro do outro. Essa superficie
é representada pela regidao hachurada na ilustragdo a seguir. De
acordo com o Cédigo Florestal, é necessario manter ao redor do
reservatério uma faixa de terra livre, denominada Area de Protecao
Permanente (APP), como ilustra a figura a seguir. Essa faixa deve
ter a largura constante e igual a 100 m, medidos a partir da borda
do reservatério.
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m Unicamp 2013 Os lados do tridangulo ABC da figura abaixo tém as
seguintes medidas: AB = 20,BC = 15 e AC = 10.

B

A Cc

a) Sobre olado BC marca-se um ponto D tal que BD = 3 e traga-se
o segmento DE paralelo ao lado de AC. Ache a razao entre a
altura H do tridngulo ABC relativa ao lado AC e a altura h do tri-
angulo EBD relativa ao lado ED, sem explicar os valores de h e H.

b) Calcule o valor explicito da altura do trigngulo ABC em relagao
ao lado AC.

a) Calcule a area da faixa de terra denominada APP nesse caso.

b) Suponha que a dgua do reservatério diminui de acordo com a
expressdo V(t) =V,2 ™", em queV, é o volume inicial e t é o tempo
decorrido em meses. Qual é o tempo necessario para que o vo-
lume se reduza a 10% do volume inicial? Utilize, se necessario,
log;02 = 0,30;

40

m Fuvest 2013 No paralelepipedo reto-retdngulo ABCDEFGH da fi-
gura, tem-se AB=2,AD=3e AE=4.

O
(@]

>
s CORSID | EVUS NS ..
@

~

a) Qual éaarea do triangulo ABD?

b) Qual é o volume do tetraedro ABDE?

c) Qual é aéreado triangulo BDE?

d) Sendo Q o ponto do triangulo BDE mais préximo do ponto A,
quanto vale AQ?

m Fuvest 2013 Percorre-se o paralelogramo ABCD em sentido anti-
-horério.

A partir de cada vértice atingido ao longo do percurso, prolonga-se
o lado recém-percorrido, construindo-se um segmento de mesmo
comprimento que esse lado. As extremidades dos prolongamentos
sao denotadas por A, B, C'e D’de modo que 0s novos segmentos
sejam, entao, AA, BB, CC’'e DD’ Dado que AB = 4 e que a distancia de
D a reta determinada por A e B é 3, calcule a area do:

a) paralelogramo ABCD;

b) triangulo BB'C;;

c) quadrildtero AB'C'D:
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Unicamp 2015 A figura abaixo exibe um circulo de raio r que tan-
gencia internamente um setor circular de raio R e angulo central 6.

L)

a) Para 0 = 60° determine a razdo entre as areas do circulo e do
setor circular.
b) Determine o valor de cos 6 no caso em que R=4r.

m Fuvest 2016 Sdo dadas trés circunferéncias de raio r, duas a duas
tangentes. Os pontos de tangéncia séo P,, P, e P,.

Calcule,em funcéo der,

a) o comprimento do lado do tridangulo equilétero T determinado
pelas trés retas que séo definidas pela seguinte exigéncia: cada
uma delas é tangente a duas das circunferéncias e ndo intersec-
ta a terceira;

b) aareado hexdgono nao convexo cujos lados sao os segmentos
ligando cada ponto P,, P, e P; aos dois vértices do tridngulo T
mais préximos a ele.

m Unifesp 2018 Uma chapa retangular metélica, de area igual
ag132m? passa por uma méquina que a transforma, sem nenhuma
perda de material, em uma telha ondulada. A figura mostra a telha
em perspectiva.

B
4m
195cm
A

A curva que liga os pontos A e B, na borda da telha, € uma senoide.
Considerando um sistema de coordenadas ortogonais com origem
em A, e de forma que as coordenadas de B, em centimetros, sejam
(195, 0), a senoide apresentaré a seguinte configuragao:

a) Calcule o comprimento da senoide indicada no grafico, do pon-
to A até o ponto B.

b) Determine a expressao da funcéo cujo gréfico no sistema de
coordenadas € a senoide de A até B. Determine o dominio, a
imagem e o periodo dessa funcao.

m Fuvest 2018 Uma cerca tem formato de um poligono regular de n

lados, cada lado com comprimento /. A égua Estrela pasta amarrada

a cerca por uma corda, também de comprimento /, no exterior da

regido delimitada pelo poligono. Calcule a érea disponivel para

pasto supondo que:

a) a extremidade da corda presa a cerca estéd fixada num dos
vértices do poligono;

b) aextremidade da corda pudesse deslizar livremente ao longo
de todo o perimetro da cerca.
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104. a) 5 5 Area=Aw)=20-10-5-w
/ Aw) = 200 - 5w
" A(w) =150 = 200 - 5w = 150
w=10cm
Assim:
20 ch(w):w >

=—am
80-2-10 6

_400+(10-20) 25

10)=—— =2
Yes(10) 80-2-10 3
b) (W) =%.-. Xcg +80 — 2W - Xcg =400 — 15w .-
80xe — 400
W(XCG)=—2XZZ—15

7
7 7 80-5—400
ch;:E—’W 3 :7—=15cm

2.2-15
2
400+ (15-20)

=85cm
80-2-15

w=15em=y(15)=

Yc(15)=8,5cm
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103.

a) Podemos determinar o comprimento P P, por meio do tridngulo ABC a
seguir.
(n "”2)2 =(n ‘ﬁ)z +(PIP2)2
(3+12)°=(12-3) +(Pp,)°
(Pp,) =152 9% =144
PP, =12

b) A area do quadrildtero O,0,P,P, pode ser calculada somando-se a area
do triangulo ABC 4 drea do retangulo ACP P,
S8 = Sasc +Sacef,
S _bh_ PPy (1, —n)
) 2
Sacep =Dh=PPy - =5,cpp =36

=S =54 PP

50|01PzP1 =90 A L+ B

c) A érea do triangulo QO,P, pode ser determinada pela relagao:
s _bh_Qp PO,
©LET T 2
Aplicando o critério de semelhanga nos triangulos QO,P, QO,P,, temos:
Of; _Q0, _ 12_15+Q0,
of QO 3 Q0
QO, =5
Logo,
Q0,=20
Aplicando o Teorema de Pitagoras no tridngulo QO,P:
(Q0, )" =(apr,)’ + (R0, )2 =20°=(QR, )2 +12*
QP,=16

=4Q0, =15+Q0,

16-12

S0, =5 =%

102. A érea da superficie do tronco de piramide de vértices M, B, N, E, F, G é dada
pela soma das areas de suas faces.

5= Suen * Serc + Smnce + Smere + Snars

Sven == 2 222 8
5 _Bh_ERFG_tt_¢
a7 7 2 T 2 T2
(B+b)-h (EF+MB)-BF 1( z) 3¢
BFE = = =—|{+—-|f=—
2 2 2 4

2
SMBFE=SNGFB=T
_(B+b)-h _(EG+MN)-h

NGE = =

2 2

42

262 ¢ 0220 3¢
W= osh =P+ - s h=—"C
16 4 16 22
1 t2) 3¢ 9f
Sunce = —| (N2 +—= | ——="—
MNGE 2[ 5 J2J§ 8
2 2 3% 3¢ 92 (2+402 4602+ 602 +902
S=—+—+—+—+—=
8 2 4 4 8 8
S=13e'2
4

101. a) Sendo x (x > 0) a medida de um dos lados do retangulo, a do outro é 2x
e sua area é de 320.000 m2. Logo
X+ 2x = 320-000 & x? =160.000 & x = 400 m=> 2x =800 m

Unindo as regides dos quatro vértices do reservatério temos um circulo
de raio 100 m e érea

n100% = 10.000m m2.

Somando a esse circulo as areas dos dois pares de retangulos, temos:

A =10.0007 + 2(800 -100 + 400 -100)

A = (10.000m + 240.000) m?



b) Apés t meses, o volume fica reduzido a 10% de V, = 0,1V, Substituindo
na expressao e utilizando a aproximagao fornecida:
V)=V, 27"
0,1V, =V,- 2"
log10™" =log2™
—1=-t-log2
1=1-0,3

100. a) De acordo com o enunciado, podemos construir a seguinte figura:
B

A 10 C F
Os triangulos ABC e EBD sao semelhantes, assim:
H_BC_15_|H ¢
h BD 3 h

base-altura

2
Lembrando que a érea do tridngulo também pode ser calculada por

S=./plp—-a)(p—b)(p-c), em que p é o semiperimetro do triangulo de

b) A érea do tridngulo pode ser calculada por S=

lados a, b e ¢, podemos escrever a seguinte equagao:

5='”“'7;'t””'=\/p(p—a)(p—b)(p—c)

Substituindo as medidas dos lados do tridngulo ABC, temos:

10-H 45\( 45 45 45
2 ‘\{(7](7‘2")[7“5)(7""]
5.p [0:5:5:3:5:25

16

oy 35515
4
MRENE
4
99. a)
D
3¢
A B
AB-AD 23 YT
Aveo ="—5—="7" ?
Asep =3
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b)

2

B

1 1
Vs =3 Ao h=1:3:4
Vietraedro = 4

¢) Inicialmente, observe que, pelo Teorema de Pitagoras, teremos:

BD=v22 +3 =13
BE=+/22+42=20 =25
DE=+y3"+42 =5

iz

]
D 5 E

25

Aplicando a teoria dos cossenos:

(2J§)2=52+(Jﬁ)2 —2-5-J§-c059.‘.cose=%

Da relagao fundamental da trigonometria:
sen’d +cos’0=1
2
sen9=1- EME] ssenf= 2061
65 513

Finalmente:

1
AM=§-DB-DE-sen9

AM=%.J§.5.2_~/5

513
A jsoe =61

d) Como o ponto Q pertence ao triangulo BDE e é o mais proximo de A, ele

é 0 pé de uma altura do tetraedro ABDE, entao:

1
g'AABDE'AQ=Vtetraedro

%~J5~AQ=4

12/
oL Ll
61

Al

98. a) A base do paralelogramo dado, ABCD, mede 4, e a altura relativa a base

mede 3; logo, a drea é dada por:
Apscp=4-3
Appep =12

b) Dentre varias, uma das formas de calcular a drea de um triangulo é:
A a-b-senf
2

Para o triangulo BB'C, temos:
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A
AB=BB eBC'=2-BC.

BB'-BC'-sena.
BB'C’ =f

AB-2.BC-sena
Aggc =f

Agec =AB-BC-sena

A érea do paralelogramo ABCD ¢ dada por:
Note que:

2.AB-BC-sena

Ajgcp = 3 =AB-BC-sena=12

Assim, a area do tridngulo BB'C vale:

Aggc =AB-BC-senot =

) Para o quadrildtero AB'C'D) temos:

Aneco = Ao +2- A +2- Accpr
Angcy =12+2-1242-Accpy
Apgco =36 +2Acp

Assim, a area do triangulo CC'D’ pode ser obtida por:

CC’-CD’-senB
ACC'D'=#
Sabendo que: BC=CC eCD’=2-AB.
Acco =w AB-BC-senp

Note que a érea do paralelogramo ABCD também é dada por:

2-AB-BC-senp
AABCsz

@

=AB-BC-senf=12

Assim, a area do triangulo CC'D’vale:
Accp =AB-BC-senB=12
Logo, a drea do quadrildtero AB'C'D’é:

Apgcp =36+2-Accpy
Avgcr =36+2:12
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CURSO

97. a)

sen30°:£ = Xx=2r =>R=x+r=3r

Age _ T _6r° _6r° _6r

Acor 1oz RE (7 o
6

Logo 8. arc senl
2 3

s.B=2arc senl
3

63. a) Como o tridngulo é equilatero, e as esferas sao todas iguais, a bissetrizdo
angulo de cada vértice do triangulo passa pelo centro da circunferéncia
que estd mais préxima do vértice. Logo, sendo equildtero, o angulo do
vértice vale 60°. Portanto:

tg30°=ﬁ=>VT,=rJ§.
Ty

Assim, o lado triangulo vale £=2(r + r\/i): t=2r-(1+ J§)

A drea do hexagono pode ser calculada pela diferenga entre a drea do

b

-~

triangulo equildtero e o triplo da &rea do triangulo formado por dois vér-
ticese o ponto de tangencia entre duas circunferéncias.

23 L, (1 VB 532 (14 4B)

4

=r ~(4J§+6—3-3J§)=> A=r -(3+\/§)

A=
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62. a) Seja ¢ a medida do comprimento da senoide.
De acordo com o enunciado, tem-se:

4-0=8132=(=2,033m)

b) Sejaf(x) =a- sen(k - x) a fungdo que representa o grafico da senoide de A

até B.
O gréfico representa 6 perfodos da senoide, assim:
pen’odo=2—n= o
6 2
k= 12_1\: _ 4
195 65

Comoaalturadatelhaéde4cm,entdaoaimagem édadapelointervalo
—-2<y<2assima=2

Portanto, f(x)=2~sen(:—:-x); D, =[0;195]; Imy, =[-2, 2]ep=62—5.

61. a) Se a corda fica presa a um dos vértices do polfgono, entdo, a regido de
pastagem é um setor circular com centro neste vértice e angulo central
N=:2 :
360° — ——180°. Assim:
n

360-""2180

A=—N0 nf?
360

n+2
A=——n
n
b) Se a corda pudesse deslizar liviemente ao longo de todo o perimetro do
polfgono, entao, a drea de pastagem seria n vezes a drea da figura a seguir:

U
I
I
I
I
X I
I
I
I
I
I

Ou seja, a area sera:
180-""2180
A=| 2 +——D —n [h=
360

=A=0(n+m)
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m Unicamp 2014 Considere no plano cartesiano os pontos A= (-1,1)

eB=(22).

a) Encontre a equagao que representa o lugar geométrico dos
centros dos circulos que passam pelos pontos A e B.

b) Seja C um ponto na parte negativa do eixo das ordenadas. De-
termine C de modo que o tridangulo ABC tenha area igual a 8.

45

m Fuvest 2017 O centro de um disco de raio 1 € colocade no ponto
C=(0,1) do plano cartesiano Oxy. Uma das extremidades de um fio
de espessura desprezivel e comprimento 3 é fixada na origem O e a
outra extremidade esta inicialmente no ponto (3,0). Mantendo o fio
sempre esticado e com mesmo comprimento, enrola-se, no sentido
anti-horério, parte dele em torno do disco, de modo que a parte en-
rolada do fio seja um arco OP da circunferéncia que delimita o disco.
A medida do angulo OCP, em radianos, é denotada por 8. A parte
nio enrolada do fio € um segmento retilineo PQ que tangencia o
disco no ponto P.

A figura a sequir ilustra a situagao descrita.

a) Determine as coordenadas do ponto Q quando o segmento PQ
for paralelo ao eixo y.

b) Determine as coordenadas do ponto Q quando o segmento PQ
for paralelo a reta de equagao y = x.

c) Encontre uma expressao para as coordenadas do ponto Q em

fungao de 6, para € no intervalo [O,E].
2
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108. a) Seja O(x,y) o centro do circulo que passa por A e B, temos:
d(0,A)=(0,B)=> yJ(x+ 12 +(y =1 =(x =27 +(y -2

=3x+y-3=0
b) Como C pertence a parte negativa do eixo das ordenadas, C(0y);
y <0.
2 21
P
Mas A, apc =3, emque D=|-1 11
0yl
4-3
Portanto: M =8
2
4-3y=16 ou 4-3y=-16
20
= —4 =—_—
Y y 3

Como y deve ser negativo, entao y = —4, portanto C(0, —4).



65. a) Segue a ilustragao da situagao descrita:

Yoo

o

Como PQ ¢ paralelo ao eixo y, segue direto que a coordenada xde Qé 1.

Emy,a coordenada seréd de 1 + PQ.
No entanto, OQ = OP + PQ:

1
=—2m-1+
n PQ
s
PQ=3-=
Q=35

3

b) Segue a ilustragdo da situagdo descrita:

A y=X

Assim,

Primeiro, encontra-se as coordenadas do ponto P.

V2

T
A coordenada x serd dada por 1- senz=7 .

V2

n
Acoordenada y serd de 1- 1-COSZ= 1- 5
Agora, calcula-se o segmento PQ.
0Q=0P+PQ

1
3=—-2-m-14P
3 Q

T
PQ=3-=
4

Para finalmente encontrar as coordenadas de Q, sao necessarias as proje-
¢oes do segmento PQ nos eixos coordenados.

T Tt \E

ica X=|3-—|-cos45°=|3—— |- —

Posicdo em [ 4] ( 4) >
Projegéoemy=(3—£)-sen45"=(3—£)-—2
4 4) 2

Logo, as coordenadas serdo assim calculadas:

£+(3_£).£=£(4_z)

Coordenada em x:

4) 2 2 4
Coordenada em y:[l—g]+(3—g).%= 1+ 5(1—%]
Assim: (o5 [?(4—%) 1+\/§(1—%)]
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Seguindo 0s mesmos passos do item anterior, tem-se:
Coordenadas do ponto P

P=(send, 1-cose)

Comprimento do segmento PQ

0OQ=0P+PQ

3=0+PQ

PQ=3-6

Projecao sobre os eixos coordenados

Projecao em x: (3 — 6)cos 6

Projecao emy: (3 —8)cos 6

Coordenadas de Q em fungdo de 6

IQ= (sen®+(3-6)cose; 1—-cose + (3 - e)sene)]




