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1 FRENTE: MATEMATICA [V

Uma progressao geométrica (P.G.) é outro tipo especial
de sequéncia, em que cada termo é gerado a partir do anterior,
multiplicando-o por uma constante chamada razdo q. Portanto, séo
necessarios um termo inicial e uma razao para determinarmos a P.G.

Podemos escrevera_, =a, - q.

Consequéncia da definicao

(@, b, ) P.G. = b?=ac.

Termo geral

a =a,

n

“g='oua =a_ -q""
Soma dos n primeiros termos
i. g=1.5S=na,

(a1+ an )n
2

ii. g=1:¢g=

Limite da soma dos termos (popularmente conhecida como
soma infinita)

Quando a razéo q satisfaz -1 < q < 1, entao |ms, = a

N—oo 1— q
Produto dos n primeiros termos

n(n-1)

P=aj-q 2

ou P? =(aa,)"

Exercicios

01. (ITA) Suponha que os ndmeros 2, X, y e 1458 estejam, nessa
ordem, em PG. Desse modo, quanto é o valor de x + y?

02. Prove que se a, b, c e d estdo em P.G., nessa ordem, entdo
(b -c)?=ac + bd - 2ad.

MATEMATICA

EAD - ITA/IME
AULAS 08 A 11

03. (IME) Os numeros m, 22.680 e n fazem parte, nessa ordem, de
uma progressao geométrica crescente com razao dada por q.
Sabe-se que:

e existem, pelo menos, dois elementos entre m e 22.680;
® n é o sexto termo dessa progressao geométrica;
e n<180.000.

Determine os possiveis valores de m e n, sabendo que m, ne q
sd0 nUmeros naturais positivos.

04. (IME) Seja f(x) = 13 — logxl, x € R. Sendo n um numero inteiro
positivo, a desigualdade somente

), 21004100
4

12 36

2"(x)

— <
T

+...+

Al

+ ‘

é possivel se:
A)0<x< 108
B) 10°6<x< 108
Q) 103<x<10°
D) 10°<x< 108
E) 10°<x<10°

05. Uma P.G. finita tem n termos. Sendo S a soma dos termos, S" a
soma de seus inversos e P o produto dos elementos, prove que

-]
S,

06. Julgue se (a, b, ¢) formam, nessa ordem, uma PA. e uma PG.
simultaneamente, entéoa=b =c.

07. Suponha que X, y, z estejam em PG. de razdo r e x #y. Se X,
2y, 3z estao em PA., entdo r é igual a:
A) 1/4
B) 1/3

08. (ITA) Sejaa,, a,, ..., a,(a >0,i=1,2, .., n), uma progressao
geométrica de razdo r e f: R*— R uma funcao definida por
f(x) = log(gx?), em que p e g sao nUmeros reais positivos.
Nessas condigoes, f(a,), f(a,),...,7(@a), é:

A) uma progressao geométrica de razao log(qre).

B) uma progressao geométrica de razao p - log r.

C) uma progressao aritmética de razdo log g + p - log a,.

D) uma progressao aritmética de razéo log g + p - log r.

E) uma progressao aritmética de razao p - log r.
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09. (ITA) Se os trés lados de um triangulo estdo em progressao
geométrica, entdo a razao dessa progressao esta compreendida,
necessariamente, entre os valores:

A) %(\/5—1) e %(\/§+1)

B) %(\/2—1) e %(\/4_+1)

Q) %(\/5—1) e %(\/§+1)

D) %(\/5—1) e %(\/EH)
F)Oe1

10. (IME) O segundo, o sétimo e o vigésimo sétimo termos de uma
progressao aritmética (P.A.) de nUmeros inteiros, de razao r,
formam, nessa ordem, uma progressdo geométrica (P.G.), de
razdo g, com q e r € N (natural diferente de zero).

Determine:

A) o menor valor possivel para a razao r,

B) o valor do décimo oitavo termo da P.A., para a condicdo do
item A.

11. (ITA) Se designarmos por S, a soma dos n primeiros termos de
uma progressao geométrica de infinitos termos, de razéo q > 1
e primeiro termo a, > 0, podemos afirmar que:

R et
SZn -3n SZn _SZn
Sn Sy,
SZn =Sn SZn _SZn
Sn
C =55,-5,
) Spm—Sn

D) S3n _SZn + Sn

E) NDA

12. (IME) Sejas, = zn“ai, em que os a, sao complexos. Os moédulos
dos a, estdo emiprogressao geométrica. Os argumentos dos a,

estdo em progressao aritmética. Sao dados & =13,5(x/§+i) e

a, = |\/§__1 Calcule limS,.
4 2 nN—eo

13. (IME) Determine a expressao da soma a seguir, onde n é um inteiro
multiplode 4 : 1+ 2i+ 32+ ... + (n + 1)i".

14. (ITA) Numa progressdo geométrica de razdo q, sabe-se que:

(1)o produto do logaritmo natural do primeiro termo a, pelo
logaritmo natural da razéo é 24.

(2)a soma do logaritmo natural do segundo termo com o
logaritmo natural do terceiro termo é 26.

Se /n g é um numero inteiro, entdo o termo geral a,_ vale:

A) e6n—2 B) e4+6n
C) eZAn D) e4+6”
E) n.d.a.

15. (ITA) Seja (a,, a,, a,, ...) uma progressao geométrica infinita de
razdoa,, 0 <a, <1, esomaigual a 3a,. A soma dos trés primeiros
termos desta progressdo geométrica é:

A) 8/27 B) 20/27

C) 26/27 D) 30/27

E) 38/27

Gabarito
Exercicios de Fixa¢ao

01 02 03 04 05
* * * D *
06 07 08 09 10
* B E A *
1 12 13 14 15
A * * A

Resolucoes

01. 2, x, y, 1458 formam uma PG.
2-1458=x"-y (1)

XZ
2ry=xt=y=— ()

2
(2) em (1): 2~1458=x-x?=>x3 =5832=[x=18|

x2 182
=—=y=—=162=|y=162
y=7=y=5
x+y=18+ 162 =180

02. a, b, ¢, d formam uma P.G. Seja q a razdo da PG. Entao
b=qg-a,c=q’-3;d=¢*-a
b-c?=(q-a-g>-aP=a’- g 1-qr=a-g¥3-2g9+ P
=>b-c?=a%-g*’-2 a* ¢ +axg*
= (b-c) =a-(aq?)+(a-q)-(a-9°)-2-a-(a- )

(b-c?=a-c+b-d-2-a-d

03. Veja que 22680 =23 - 34-5' .71,
Sejam X, y, z 0s outros trés termos da P.G. formada por m, 22680,
n, x,y, z. Como n é 0 6° termo e h4, pelo menos dois elementos
entre m e 22680, temos trés possibilidades para a ordem dos

numeros, considerando x <y < z.
i) m, Xy, 22680, z, n

22680 = 22680 oy 22680

Nesse caso, m= 3 >
q q q

Como 22680 =23-34-5"- 7", q pode ser 2, 3 ou 6.

m | x| y [2680] 2 | n okl
2835 | 5670 | 11340 | 22680 [ 45360[ 90720 (<1800

q=2:
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m|x|y|22680|z|n
840 |2520| 7560 |22680|68040|204120

n > 180.000
(néo serve)

q=3:

g = 6: Nao serve, pois 22680 - 62 > 180.000

i) m, x,y,z 22680, n

22680 22680 22680 22680
7 S5 o YE 7 ezZ= !
q q 7 q

o que faz q poder assumir apenas o numero 3, pois

22680=23-3*-5"-71

Nessecaso, m =

m X y z 22680 n
280 | 840 | 2520 | 7560 [22680|68040
i) x, m, y, z, 22680, n
Nesse caso, temos:
22680 22680 22680 22680
X = T M= . Y= > zZ=
q q q q

Veja que x ndo precisa ser natural, mas m precisa.
Assim, g pode assumir os valores 2, 3 ou 6, pois 22680 =

23.34.51.71

q=2 X m y z 22680 n
2835 | 2835 | 5670 | 1134022680 |45360

2

q=3: x m y z |22680| n
280 | 840 | 2520 | 7560 [22680|68040

q=6 X m y z 22680 n
105 | 105 | 630 | 3780 |22680 136080
6

Assim, temos:
(m, n) = (2835, 90720); (280, 68040); (2835, 45360);
(840, 68040); (105, 136080)

:jimﬁgziﬁmﬁ3

=|[3-logx|<3=-3 < [3-logx/<3=

Trivia

=[3-logx|<3=-3<3-logx<3=-6<logx<0=

05.

06.

07.

=0<logx<6=10"°<x<10°
Resposta: D

P.G, finita de n termos:

a-q%a-gq,a g4 .., a q"

SomaS:S=a-q°+a-q'+ ...+a-g'=al@+q9" +..+g""
:S:a(1_q)
1-q
Soma dos inversos:
, 1 1 1 1
S=—5+— ot o
aq aq aq a-q
1T 1T 1
SE| Sttt gt ot
a\g” a9 g q
S=a' - (@+g'+g?+...+9"™)
S =g 1-9") 1
1-q ) o'
Produto dos elementos: P=a-qg°-a-q'- a-g*-...-a-q'

= P=an . q0+1+2+._+(n—1)

n(n-1)

—P=3" qT = PZ =a2n .qn(n—1)

o 129
S__ \1-a) _

= _a2_ n—1

S a_1(1—q”). 1 a
n-1

1-9) 4

SY 2 n-1\" 20 n(n-1) 2

=1 =(a*- =a". =P C.q.

(9) (@) q q
a+cC

(a,b,c)—PA. .-.b=7:2b=a+c=>4b2=a2+2ac+c2 )

(@,b,0) >PA. " b’=a-c=>4b2=4-a ¢ 2)
Me@):a?+2-a-c+=4-a-c
=a’-2ac+c=0

=@-0*=0
= la=d
a+c_ a+a
b=—-=—"=3
2 2

Logo:a=b=c
(x,v,z22PG.razdior=y=x-r,z=x"-1r?

. . 2
(x, 2y, 32) PA. = 2y:x+33:>2.x.rzx+3+

=4r=1+3rr=3r-4r+1=0
A=(-42-4-3-1=4
442 r=1x(xy)

r__ 1
2-3 r=

w|—

~ 1
Logo, a razdo vale 3

Resposta: B
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i+1 = a\ o
fla,,)-f@)=loglqg-(a nfl-loglq-al
=logqg+P-log(a-r-logg-P-loga
=Plog (a, - r)-log (a)]
a-r

=Plog| — |=P-I

og( 2 ) ogr
Logo, f(a,, ) —f(a)=P-logr
Assim, f(a,), f(a,), ..., f(a) forma uma PA de razdo P - log r

Resposta: E

Sejam a, b, c os lados do triangulo:
a,a-qg,a-qg?

) g=1
a+a-qg>a- g (des. trinagular)
+
9*-q-1<0 A=5,q=1_2\/§
=>1£q<ﬁ
2
i) g<1
-1+
ag’+aq>a=>+q-1>0 A=5q= 1_2\/5
2
\/§_1< <1 \
2 q —-1-+5 V51
2 2
Logo \/§_1<q<\/§+1
2 2
Resposta: A

PG:a, +r, a, +6ra, +26r

(a, +71)(a, + 26r) =a, +6r)?

= a2+ 27ra, + 26r =al? + 12ra, + 36r°

= 15ra, = 10r*= 3a, = 2r

Veja que, como a PA. é formada por nimeros inteiros, entdo

a, € Z. Além disso, como r é natural, os menores valores para a,
e r sao, respectivamente, 2 e 3.

a) Logo, o menor valor possivel para r é 3.

b) O valor do décimo oitavo termo da PA., para a condicdo do
item (a), é:

ag=a, +17-r
a,=2+17-3
a,=53

PG.:a,a -qa g ... a9 ..

a1(1—q”) n_ ~2n
Sn=? =>Szn—5n=M
. _a1(1—q2”) g
on = 5
1_q a (an _an)
sl [PE ST
R .

12

13.

MoébuLo pe EsTubpo

1
SZn_Sn qn(1_qn)_a

n 2n 1

Sw=S _d'-9" __d-¢g" _1
S=Sm  q"-q" (P -0")

LOgO, Sn — SZn _Sn
SZn - Sn SBn - S2n

Resposta: A

Cis 0 =e®

n
Sn = zaj
=1

a =13,5(«/§+i)=%~2(§+%)=27-cisg=e6

:ﬁ_l:_l_'.ﬁi:'].cisﬂ:'].eg
2 2 2 2 6

4

1
Modulos em PG. = 1=27-¢ = q=§

4 3
Argumentos em PA. :>?n=g+3~r:>3r=€n:> r=

ola

Logo queremos:

L 2n L il
S.=27-e® +?-e 6 +£~e 6 +23—37~e b 4.

32
L
3
1z 27 2% 27 2% 27
— G.Sw e b 4+ _.pb6 4 _.p 6 4..
3 3 32 3? ©
1= in
Sw(1——e6]—27 et

27 cis 30° 27(2 2
=S, =limSn= = 7 ds =

(1_;Q'ZJ 1—% cis 30° 1_1(\/§+i]

302 72
_27(\/5'”)'(6‘\5”)_243x/§—162+243i
S 6-V3-i (6-43+i)  20-63
3
n=4k, k e IN

1+2i+3+...+(n+ i
Vejaque 1T +2i+3iP+4i=1+2i+(-3)-4i=-2-2i
Veja também que:

14+2i+3° +4° +5" + .. +87 +--=(n=3)"" +...+n- " +(n+1)" =
-2-2i -2-2i

-2-2i
n . N
=Z(—2—2l)+(n+1)-1 n
_.nni 1_n+2—ni
- )
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14. (a, - (q=24 ~ ~N
(@ -+t -g)=26=>/((@’ P)=26=/(a’+( g’ =26

=2/a, +3(,q=26

{fna1~€nq =24

2/na, +3/nq=26
Como / g é inteiro, a Unica solucdo é: £ q=6=q=¢e®
ta,=4=a =¢
Assim temos:
an=a, - g’ = et - b1 = gbn2

15.

Se‘,=i=3a1:1—a1=l=>a1=g
1-a 3 3

2 4 8 18+12+8 38
:>a1+a2+a3=§+§+E:T=E

Anotacoes

- J
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