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Que satisfacdo em té-lo aqui comigo, jovem! E hoje vamos de niumeros complexos, assunto extre-
mamente recorrente no seu concurso! O assunto de numeros complexos é extenso, e sera dividido
em duas partes: a parte algébrica e a parte trigonométrica.

esse assunto exige alguns pré-requisitos: vocé tem de ter uma boa nog¢ao de trigonometria e fun-
¢do exponencial. Se ainda ndo estudou esses assunstos, vai |8 dar uma olhada antes de prosseguir.
Nao precisa estudar a parte grafica de funcdes exponenciais para o entendimento desse tema nao,
apenas as propriedades mais recorrentes de poténcias mesmo. Quanto a trigonometria, faremos
aqui mesmo uma pequena revisdao, mas seria interessante que vocé cobrisse as no¢bes de seno e
cosseno com alguma minuciosidade a mais. Dé também uma olhada na parte de trigonometria no
ciclo, especificamente a parte em que estudamos a reducao de quadrantes.

Vamos |3, entdo? Numeros complexos, aqui vamos nds!
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1.0- NUMEROS COMPLEXOS: FORMA ALGEBRICA

1.1- ASPECTOS GERAIS

Unidade imaginaria

Vamos comegar indo direto ao ponto, sem enrolagdo. Identifica-se o que chamamos de unidade

imagindria pela letra 1, de forma que:

Alguns tratados sobre o assunto preferem escrever:

i1

Essa ultima notagao, porém, pode vir a causar alguns problemas. No decorrer do texto falaremos
mais sobre isso. Por ora, usaremos as duas sem maiores problemas.

Essa defini¢do que demos altera completamente o que conhecemos sobre nimeros. Primeiro, o
gue podemos afirmar com certeza, € que 1 nao pode ser um numero real, pois nenhum numero real
elevado ao quadrado poderia resultar em um numero negativo. Mas jovem, usando exatamente a

notagao que utilizamos acima nao ha mistério algum na utilizagdo dos nUmeros complexos. Veja:

EEE QUESTAO 1

Resolvendo a equagdo x? —4x +5 0 encontramos as seguintes raizes:

(a) 2+1ie2—1.
(b) 2e—2.
(c) 2+ie—2—1.

(d) N3o ha raizes.

R: Aplicando a férmula de Bhaskara, calculemos o A dessa equacgao:
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A  b*—4ac
(—4)2—4.1.5
16 — 20
—4,

Veja que, em geral, dirlamos que essa equagao nao tem solugao. Mas nao é bem isso, € que ela nao

tem solugao real! Mas ela tem sim solugcdo complexa. Veja:

—b+ VA
2a

—(—4) V-4
2-1

4++/—4
5

Agora veja que, pelas propriedades de radiciagado:

X

VEE AT
Vi

Mas veja que, como vimos ha pouco,1  v/—1, logo:

2i.
Entdo, podemos concluir que:
444

4+ 20

241,

Logo, ha duasraizes: x 2+4+iex 2—1.

Gabarito: A

Perceba que, entao, é realmente um ato apenas de usarmos o fatode quei  +/—1 e associarmos

isso as propriedades de radiciagao. Vejamos agora a forma geral de um nimero complexo.
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Exatamente, corujinha! Praticamente nada,

Entdo meio que nada de novo por enquanto. Dizermos que 1

por enquanto
ndo tem quase
nada de novo?

v—1 de fato nio muda muita coisa. Quando apa-
recerem raizes negativas, vocé devera sempre usar
esse i para escrever os seus numeros. Por exem-
plo, apareceu v/—9 em alguma conta sua, faga
vV—9 V9.v/=1 3i; dessa forma, a raiz qua-
drada de —9 seria 31. Dessa forma, nada de novo
de fato apareceu para a gente. Estudaremos a seguir uma das formas de escrevermos um numero

complexo. Vamos |3a?

Forma algébrica

Numeros complexos podem ser escritos de duas formas diferentes: a forma algébrica e forma trigo-
nométrica. Estudaremos primeiro a sua forma algébrica, também chamada de forma cartesiana de

um numero complexo. Essa forma é dada pela seguinte configuragdo:

z a+biabelR

Veja abaixo alguns nimeros complexos escritos na forma algébrica

z a+bi| a b
2431 2 3
—5+4 |—-5| 4
41—3 -3 4
241 2 1
2—1 2 —1

71 0 7
3 3 0

T3 13
2 2 2 2
n—V7i | | —V7

N3o importa o quao “esquisitos” eles fiqguem; contanto que a e b sejam numeros reais, a+ bisera
certamente um numero complexo.
O numero a é o que chamamos de a parte real de z. O numero b é, como vocé ja deve imaginar,

a parte imagindria de z.
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A parte real de um numero complexo z pode ser representada pelas seguintes notagoes: 93(z) ou
Re(z). Ja a parte imaginaria pode ser representada por: J(z) ou Im(z).

Quando um numero complexo z possui parte real nula e parte imaginaria ndo-nula (isto é, Re(z)
Oelm(z) / 0)ele é chamado de um niumero imagindrio puro. Sao os casosde z 7iouz —;—i,
por exemplo. Emambostemosa 0Oeb / 0. Caso ele possua parte imaginaria nula, o nUmero sera
chamado de um nimero real puro. E o caso de todos os elementos de R: —2, 7, etc.

Isso nos permite concluir o seguinte:

Todo numero real € complexo, mas nem todo complexo é real.

Vejamos um exemplo de aplicagdo direta desse conceito:

EEE(EEAR-2001) QUESTAO 2

Seja m € R. Para que o produto (2+ mi) - (3 4+ 1) seja um nimero imaginario puro, o valor de m

deve ser

(a) 5
(b) 6
(c) 7
(d) 8

R: Efetuando a multiplicag3o:
(24+mi)- (34+1) 6+ 2i+3mi+mi?

6+21+3mi—m

(6—m)+ (24 3m)i.

Para que seja imaginario puro, bastara que 6 — m seja nulo, istoé, m 6.

Gabarito: B
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Moédulo de um nimero complexo

Considere z  a + bi um numero complexo qualquer. Aprenderemos agora a calcular o médulo
desse niumero complexo. Utiliza-se a letra grega p (Ié-se “rhd”) ou o simbolo |z| para identificarmos
esse modulo. Vamos entdo a definigao.

Define-se o mddulo de z como o nimero real ndo-negativo |z| tal que:

lz] VaZ+b?

Vejamos um exemplo direto dessa aplicagao.

EEE QUESTAO 3

Considere os seguintes nimeros complexos: z; 3+4i,zy 5—12iezz —8+ 15i. Podemos

afirmar que:

(a) |z1] < lz2| < |z3]
(b) |z1] > |za] > |z3]
(c) [z1] < lza| € |z5] > |z3]
(d) |z1] > |z2] e |z2| < |23

R: Basta aplicarmos diretamente a formula apresentada para o calculo do médulo. Calculando |z]:

1zy| 32+ 42
vV ?2+16

25
5.
Calculando |z;|
12, 524+ (—12)2
/25 + 144
V169

13.

@ Matematica Il p/ Escola de Sargentos das Armas (EsSA) Com videoaulas - Pés-Edital
www.estrategiaconcursos.com.br



Ismael de Paula dos Santos, Italo Marinho Sa Barreto
Aula 06

Por fim, calculando |z3|:

|z3] (—8)% + 152

V64 4+ 225
V289

17.

Visto que 5 < 13 < 17, temos |z1| < |z3] < |z3].

Gabarito: A

Haha, calma, coruja! E claro que teve uma moti-

vacao inicial para que fizessem essa expressao da

Mas de onde
surgiu essa for-
mula? Foi do nada
assim?

forma que foi feita. Mas por enquanto, nos im-

porta apenas a expressao e saber utiliza-la algebri-
camente. Mas vale a gente saber de antemao que
a motivagdo real da expressao |z| vat+b2é
geométrica. Assim que terminarmos de mencio-
nar as principais operagoes entre complexos, dis-
cutiremos sobre as propriedades algébricas do médulo de um nimero complexo. Vamos |3, entao?

Agora aprenderemos a operar entre complexos.

1.2- OPERACOES COM NUMEROS COMPLEXOS

Adicdo/subtracao

N3o ha mistérios aqui. Adicionar ou subtrair nimeros complexos € adicionar ou subtrair os termos

semelhantes, simplesmente. Veja:

HEEE QUESTAO 4

Considere oscomplexosz; 34241,z 7+26iez3 1+10i. Podemos afirmar que |z;+2z,—z3|

vale:

(a) 41
(b) 46
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(c) 49
(d) 51
R: Fagamos primeiro o cadlculo do complexo proposto:
Z1+2zp—z3 3+24+7+261—(1+101)

104+501—1—101
2 +401

Calculando o maodulo:

‘Z] +Zz*l3| \ 92+402

81+ 1600
V1681
41.
Gabarito: A
Multiplicacdao
Basta sempre levarmos em conta que i  —1 e nos lembrarmos das propriedades distributivas da

multiplicagao. Vamos |4, vejamos um exemplo.

HEEE QUESTAO 5

Acerca do nimero (2 + 31)(7 — 41i) — 26, podemos afirmar que se trata de um

(a) ndmero imaginario puro
(b) ndmero real puro
(c) nimero complexo de mdédulo v 13

(d) nimero complexo de médulo nulo

R: Efetuando a conta:
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(24+31)(7—41)—26 14—8i+211—12-1*—26
14+131+12—26

131.

Logo, como a parte real é nula, trata-se de um numero imaginario puro.

Gabarito: A

Potenciagdo

Ha dois tipos de potenciagao que sao cobradas com frequéncia nos mais diversos concursos e que
serdo estudadas agora. Um terceiro tipo que veremos em breve s6 podera ser possivel utilizar quando
estudarmos a chamada forma trigonométrica de um nimero complexo. Mas por ora, vejamos essas
duas primeiras formas de potenciagao.

Primeiro, aprenderemos a calcular poténcias do tipo i¥, com k € Z*.

Para efetuarmos tal poténcia, basta dividirmos o expoente da poténcia por quatro

e substituirmos o expoente pelo resto da divisao efetuada.

Isso acontece porque as poténcias de i se repetem em ciclos de quatro poténcias. Veja.

0

Sabemos quei® 1, certo? Equei' i. Também sabemos, pela defini¢io de nimero complexo,

2

que i~ —1. Ent3o:

Calculamos ent3o que i3 4
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1.

Veja ent3o que i* retorna para o mesmo valor que i°.

Entao, temos o seguinte ciclo para as poténcias de 1i:

N7 NN
—1|83=

=1 [{ =1 | 8=

v

Vejamos como podemos utilizar esse fato para resolvermos questdes

—1

EEE(ESSA-2014) QUESTAO 6

O nimero complexo 1'%, onde i representa a unidade imaginaria,

(a) é positivo.

(b) éimaginario puro.

(c) éreal.

(d) esta na forma trigonométrica.

(e) estd na forma algébrica.

R: Basta dividirmos o expoente por 4 e substituirmos o expoente pelo resto da divisdao, como

acabamos de ver:

102 | 4
22125
2
Ent3o:
i]OZ iZ

Trata-se, portanto, de um numero real.

Gabarito: C
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Essa é, entdo, umas das formas que temos de calcularmos poténcias de complexos. A outra (excetuando-
se aquela que veremos somente no proximo capitulo) é bastante especifica: trata-se das poténcias

do complexo 1 + i. Para isto, observe o que acontece quando calcularmos (1 + 1)

(1+1)2 1421412
(1+1)2 1+42i—1
(14+1i)* 2i.

Agora veja como podemos utilizar esse resultado para resolvermos questdes.

EEE QUESTAO 7

Calcule o valor do médulo do complexo z (4—;—;‘;)100.
(a) 0
(b) 1
(c) 2
(d) 3

R: Primeiro, observe o que podemos fazer com o numerador da expressao dada, inicialmente

colocando o0 4 em evidéncia:

(4+4)'° @1+
4100_(1_+_U100
(22)100_(1+i)2-50
2200'(‘] _+_i)2-50
2200‘[(]4_“2]50

2200 . (21)50

2200 950 350

2250 ;50
Veja que 50 dividido por 4 deixa resto 2, logo:

(4 _+_4i)100 2250 ) iZ
2250 ) (_] ).
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Substituindo na expressao apresentada:

Assim, temos: |z|

=1

Conjugado de um niimero complexo

O conjugado de um numero complexo z

(4 +41)10

2250
2250 (=1)

—1.

Z a—Dbi

a + bié o complexo:

Veja que para identificarmos o conjugado de um numero complexo qualquer, desenha-se uma

linha horizontal sobre o nimero complexo. Muitas vezes também se utiliza a notagao de linha, isto é,

z!.

Vejamos alguns exemplo.s Utilizarei a tabela analisada anteriormente para nos ajudar no calculo

de alguns conjugados:

z a+bi| a b a—bi
2431 2 3 2-3i
—5+4 | 5| 4 —5—4
4-3 |=3| 4 —4i—-3
241 2 1 2—1
2—1 2| -1 241

7i 0 —7i
3 3 0 3

T3 1131, v3,
2 2 2 2 |2 2
n—V7i | | V7 | n+V7i
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Acima vemos, na ultima coluna, o conjugado do complexo presente na primeira coluna. Veja que
ao calcularmos o conjugado, o que realmente se altera € o sinal da parte imaginaria.

Um fato importante sobre o conjugado de um nimero complexo é o que acontece quando multi-
plicamos um numero complexo qualquer pelo seu préprio conjugado. Veja:

Considere um complexoz a+ bi. Entdoz a— bi, dai:

z-Zz (a+Dbi)-(a—bi)
a? — abi + abi— b%?
a?—b%. (=1
a? + b2

E veja que:

|z v/ a?+ b2

lz2 o+ b2

Logo, podemos afirmar que:

z-z2 |z

Isso quer dizer que um numero complexo multiplicado pelo seu conjugado é sempre igual ao qua-
drado de seu mddulo. Isso tem uma utilidade grande na hora de dividirmos numeros complexos, que
€ 0 que veremos a segulir.

Sim, mas nao qualquer sinal! Temos de trocar

o sinal da parte imaginaria! Perceba que nume-

Ta, entdo, para
calcularmos o
conjugado, é so
trocarmos o sinal?

ros reais puros, por nao terem partes imaginarias,

NAO se alteram quando calculamos seus conjuga-

dos. Entao, se eu te pedir para calcular o conju-

gado de z 7, teremos Z /. Entado, nao pode
ser qualquer sinal. Tem de ser o sinal da parte ima-
ginaria, quando houver. Tudo bem? Ent3ao vamos

I3, para a divisao entre numeros complexos. Sigamos!
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Divisao
Imagine que queiramos dividir o complexo z; pelo complexo z;, com z; / 0. Entao, na verdade,

~ 24 - T
estamos querendo calcular o resultado da operagao: > Para fazermos isso, basta multiplicarmos o

numerador e o denominador dessa fragdo por z,, isto €, pelo conjugado de z,. Vejamos um exemplo:

HEEE QUESTAO 8

2431, .
A parte real do complexo z 7_5; € © himero real:
1
(a) z]
(b) —5
(¢) 2
(d) —2

R: Fagamos o que foi sugerido, isto €, efetuemos o produto do numerador e pelo denominador

pelo conjugado de 1 — 51:

2+ 31
1—51
(2+31)(1+51)
(T—51)(1+51)
2+ 101+ 31+ 152
12 4 52
2+101+31—15
1425
—13+ 131

26
—13  13.

26 T 26
L
22"

Logo, Re(z) —

N —

Gabarito: B
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1.3- PLANO DE ARGAND-GAUSS

Lembra que |a no inicio de nosso livro eletronico cheguei a mencionar que a forma algébrica de
um numero complexo também pode ser chamada de a forma cartesiana? Agora vocé tera uma nogao
bem melhor do porqué. Vamos |3, ent3o.

O plano de Argand-Gauss é um plano cartesiano como o abaixo:

AIm

Re

Veja que nao temos mais um eixo X, mas sim um eixo real; também n3ao temos mais um eixo
Y, temos um eixo imagindrio. E bastante facil de utilizar, na verdade. Por exemplo. suponha que

queiramos representar, no plano, o complexoz 4 + 51i. Veja como podemos fazer isso:
AIm

5 - wm omm mm omm wm

A

Re

Vé o que fizemos? No eixo real marcamos a parte real de z (que € 4); no eixo imagindrio marcamos
a parte imaginaria de z (que € 5).

O ponto A é um ponto chamado de afixo do numero complexo z. Ele representa graficamente o
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complexo. Muitas vezes o complexo também sera representado pela seta vermelha que indicamos
acima, partindo sempre da origem do plano até o afixo.

Vejamos um exemplo de questdo (lembrando que, por enquanto, resolveremos apenas questdes
de pura aplicagdo, sem muita complicagao; as complicagBes serdo feitas nas resolugdes dos exercicios

da segao de questdes comentadas):

EEE(EEAR-2003) QUESTAO 9

Os numeros complexos que correspondem aos pontos A e B do grafico sao, respectivamente,

VA
3--...?A
4
22T .
1 T V
P a1+ 123 X
B é-rweseriim =2
1.3

(a) (1+31); (—3—21)

(
(b) (3+1); (—2—31)
(c) (—3—21); (1+31)
(d) (—2—3i); (3+1)

R: Veja que o complexo representado por A tem parte real 1 e parte imaginaria 3; logo, trata-se do
complexo 1 + 31 (perceba que isso ja resolve a questao por eliminagao).

O complexo B possui parte real —3 e parte imaginaria —2; logo, trata-se do complexo —3 — 21i.

Gabarito: A

EEN(EEAR-2019) QUESTAO 10

Sejam Z; 3+ 31, Q e R as respectivas representagdes, no plano de Argand-Gauss, dos numeros

complexos Z, e Z3.
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.....................

.....................................

Assim, é correto afirmar que Z;

(a) Z;— 23
(b) £+ 23
(c) =24+ Z;5
(d) —Z,—Z3

R: Sem mistérios, vamos achar Z;. O problema diz que Z; é representado por Q. O afixo Q tem

parte real 1 e parte imaginaria —2; logo Z; 1 — 2i. O afixo R tem parte real —2 e parte imaginaria

—5; logo, Z3 —2 — 51. Veja também que, lembrando que Z; 3 + 3i:

Z,—Z; (1—2i)— (—=2—5i)
1—2i+2+5i
3+43i
Z;.

Logo, Z; Z;,— Z;.

Gabarito: A
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Interpretacdao geométrica do mdédulo

Coruja, incrivelmente, sim. Tudo o que estou fa-

lando é rigorosamente importante para a gente.

Gente, mas isso
tudo cai mesmo
para mim?

Numeros complexos sdao simples em suas opera-
¢Oes, mas nao sao tao simples quando comega-
mos a trata-los graficamente. Entao, quanto mais
soubermos sobre a geometria e a trigonometria
dos niumeros complexos, melhor. Principalmente
porque quando comeg¢armos a falar das leis de De
Moivre, o assunto ficara metade algébrico e metade geométrico, entao, ja devemos comegar de
agora. Entao entendamos a presen¢a do modulo como elemento geométrico e mantenhamos a
nossa atengao focada. Sigamos!

Observe o numero complexoz  a + bi abaixo:

Podemos extrair um triangulo retangulo dessa figura, da seguinte forma:

Utilizando o teorema de Pitdgoras:

lz2  a®+b?

|zl Va%+b2.
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E dai, finalmente, entendemos qual é a motivagao do mdédulo de um nimero complexo: trata-se
do comprimento do segmento vermelho, isto €, o segmento que une a origem ao afixo do complexo
em questao.

Entenderemos isso com mais calma na resolugdo dos exercicios.

Argumento

Comecemos com aquegas frases que a gente |é e quase nada é ébvio. Vamos |a:
Argumento é o dngulo (medido em radianos) anti-hordrio formado entre um complexo e o semi-
eixo real positivo.

Veja alguns exemplos:

Am AIm

Re

Z:6+41 z:—6+41

Am AIm

Z=-5—4i Z=6—2i,

Observe os angulos verdes nos exemplos acima. Cada um desses quatro angulos sao os argumen-

tos dos respectivos nUmeros complexos que representam.
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O mais importante é vocé perceber que quanto mais longe do primeiro quadrante, maior é o an-
gulo. Entao, a medida que passamos de quadrante em quadrante, vamos ganhando mais e mais an-
gulo, como podemos ver no exemplo. Veja que a ultima figura, que representa o complexoz 6—2i,
tem o maior argumento (maior angulo verde), pois esta quase completando uma volta.

Em resumo: quanto mais perto de completar uma volta, maior sera o argumento (lembrando em

sempre pensar na volta anti-hordria. Vejamos um exemplo.

HEEE QUESTAO 11

Calcule o argumento do complexo v/3 —i.

(a) 22

(b) T

()

(d) 17

R: Primeiro, marquemos esse complexo no plano de Argand-Gauss:
A Im

900 900

90)\

Veja que no triangulo retangulo formado embaixo, podemos usar de trigonometria para

calcularmos o angulo «:

V3
x4
tgox V3
X 60°
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Dai, portanto, o argumento desse complexo é: 90° 4+ 90° 4+ 90° + 60°  330°. Porém, devemos

passar esse argumento para radianos (lembrando que, para isso, basta multiplica por basta

iy
180°’
efetuar essa multiplicagao):

jage, T 330°.m

“Y 1800 1800
I
18

11

6

Gabarito: D

N3o se preocupe quanto ao entendimento que possa vir a estar defasado no momento. Reve-
remos todo esse conteudo na forma de exercicios. Agora, estudaremos a famosa e um pouco mais

complicada segunda forma dos nimeros complexos: a forma trigonométrica. Vamos |3, entao!
Propriedades algébricas do médulo
Seguem as principais propriedades algébricas:

o |z -zl |zl - |za);

2| |l
z| |zl
e |z| |Z[;

IRe(z)| < |z] e [Im(z)] < |z];

lz| > 0.

Vejamos uma aplicagdo direta dessas propriedades:

EEN(ESSA-2013) QUESTAO 12

Com relagao aos numeros complexosz; 2+1iez; 1—1, onde1é aunidade imaginaria, é

correto afirmar

(a) zy-2p —3+1

(b) Izl V2
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(¢) lza] V5
(d) |z1-z2] V10
(e) lz1 +2z2] V3

R: Comentemos alternativa por alternativa:

(a) Fagamos os calculos:

z1-zp (241)-(1—1)
2.1-2-i+1i-1—1-1
2—-2i+1i+1
3—1.
Vemos que nao foi o que a alternativa disse que daria o célculo, portanto, nao se trata dessa

alternativa.

(b) Lembrando da definigao de modulo:

lz1] V22412
N/
V5.

Alternativa falsa.

(c) Novamente, utilizando a definicao de médulo:

|z4] 124 (—1)2

VI1+1
V2.

Alternativa falsa.
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(d) Utilizando-nos das duas alternativas anteriores das propriedades que estudamos sobre

modulos:

Alternativa verdadeira.

(e) Fagamos os célculos:

Alternativa falsa.

|z1 - 23|

121 + 23]

1Z1] - |22
V5.2
V10.

2+i+1—i
13
3.

Gabarito: D

EEE(EEAR-2002) QUESTAO 13

O valor de m, para que o mdédulo do nimero complexo Z

(a) £1.
(b) +2.
(c) £3.

(d) zero.

R: Fagamos os calculos utilizando as propriedades de médulos:

Z]

[(m+21)(1+1)] 4

(m+21)(1 +1) sejaigual a4, é
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(m+2i)]-1(1+1) 4
Vm2+4.4/12412 4

(m2+4).-2 4
(m?2+4)-2 16
m?+4 8
m? 4
m  +2.

Gabarito: B
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2.0- NUMEROS COMPLEXOS: FORMA TRIGONOMETRICA

2.1- ASPECTOS GERAIS

Forma trigonométrica ou polar

Antes de qualquer coisa, observemos o complexo geral abaixo, z a + bi:

A

Separemos o triangulo retangulo da figura acima:

Agora, utilizaremos alguma trigonometria. Lembremo-nos de que:

Cateto oposto Cateto adjacente
sen - e cos -
Hipotenusa Hipotenusa
Dessa forma, temos:
sen@ e cos @ d
2] 2]

Logicamente, entao, podemos escrever que:
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b |z|-senpea |z|-cos@

Comoz a+ bi, temos:

z a+bi
|z] - cos @ + (|z| -sen¢@) -1

|z| - (cos @ + isen @).

Essa é a chamada forma trigonométrica ou forma polar de um namero complexo.

z |z|-(cos @ + isen)

Algumas vezes pode acontecer de a questao abreviar o termo cos @ + isen ¢ para a forma cis @:

z |z|-(cos @ + isen )

\ J

.\r
cis @

z |z|-cis@

Trata-se apenas de uma abreviagao, uma forma mais contracta de escrever a forma polar.
Para conseguirmos, entdo, achar a forma trigonométrica de um namero complexo, basta calcular-

mos o seu modulo e o seu argumento para substituir nessa expressdo. Vejamos um exemplo:

EEE(EEAR-2001) QUESTAO 14

1T 1 0
Seja o numero complexoz |—1 1 i |. Aforma trigonométrica de z é:
B3 1 —i
(a) V2 (cos% — isen%)

(b) V2 (cos%t + iseng)
(c) V2 (cos Ty iseng)

3
m . Im
(d) 2 (cos T + isen T)
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R: Calculemos o determinante usando a regra de Sarrus:

Calculando o madulo:

O argumento desse complexo €&, portanto:

@ 90° 4 90° 4 90° 4 45°
315°.

Passando esse angulo para sua forma em radianos:

. T 315°7t
315’1800 180°
77t
T

Esse numero complexo, na forma trigonométrica sera, entao:

b.-.4 Matematica Il p/ Escola de Sargentos das Armas (EsSA) Com videoaulas - P6s-Edital
www.estrategiaconcursos.com.br



Ismael de Paula dos Santos, Italo Marinho Sa Barreto
Aula 06

/. /Tt
v \FZ <cosT +1senT> .

Gabarito: A

Bom, corujinha, em primeiro lugar para resol-

ver questoes que pe¢am diretamente para que
E pra que serve
a forma

trigonométrica?

vocé passe complexos para a forma trigonomé-
trica. Mas na verdade, veremos em seguida que
a forma trigonomeétrica é util principalmente para
efetuarmos operagoes entre raizes e poténcias
com numeros complexos. Isso ficara mais claro
quando viermos a discutir sobre as leis de De Moi-

vre, o que vai acontecer agora mesmo.

2.2- 12 LEl DE DE MOIVRE

Rotacao

Aprenderemos agora a rotacionar numeros complexos no plano de Argand-Gauss. Funciona da se-
guinte forma. Seja z um nimero complexo qualquer. Sempre que multiplicamos esse complexo pelo

termo cos 0 + isen©:

O complexo z sofrerd uma rotagao anti-horaria de angulo 0.

Vamos tentar entender melhor? Entao vamos pensar em termos de exemplo. Criarei, em seguida,
um numero complexo qualquer. Dai, efetuarei uma rotagao qualquer com ele e poderemos verificar
gue de fato ocorreu uma rotagao daquele determinado angulo. Bom, sem mais delongas, vamos ao
exemplo.

Considere o complexo z 4 + 51, representado abaixo:
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Re

Suponha que queiramos rotacionar esse complexo num angulo de 90°. Entdo, basta multiplicar

esse complexoz 4 + 51 por cos 90° + 1sen90° 1. Isso significa que multiplicar por 1 é o mesmo
N — N —

0 1
que rotacionar um complexo em 90°! Fazendo as contas:

(4+5i)-1 4i+5i?
4i—5
—5 4 4.

Agora veja esse complexo representado no plano:

A Im

Re

Vé que, de fato, o complexo z 4 + 51 sofreu uma rotagao de 90°?
Entdo, sempre que quisermos rotacionar um complexo z  a + binum angulo 0, bastara sempre

multiplicar tal complexo por cos 0 + isen0. Vejamos uma questado sobre isso.

EEE(EEAR-2002) QUESTAO 15
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Um quadrado ABCD estd inscrito num circulo com centro na origem do plano de Gauss. O vértice

A é imagem do complexo 3 + 41. Os afixos dos outros trés vértices sao os complexos:
(a) =3+4,;, —3—4,;3—4.

(b) —4+31;, —3—41;,4—31.

(¢) —4+31;, —3—41;, 3 — 4.

(d) —=3+41;, -3 —41;4— 31

R: Observe a figura proposta:

‘Im
4 \____ A
B
1
1
20° :
oAl "‘0 :
8 >
7 v‘
3 Re
D
C

Como ja dito, quando multiplicamos um complexo qualquer pelo fator cos « + isen «, nos
rotacionamos esse complexo no plano num angulo anti-hordrio «. Veja que cada vértice dista do
anterior num angulo de 90°, entao, cada vértice pode ser calcangado multiplicando seu vértice

anterior por:

cos20° +1-sen?20° O0+4+1-1
i.
Isso significa que, rotacionar um complexo em 90° anti-horarios no plano € o mesmo que multiplicar
por 1.
Entdo, para alcangarmos o vértice B, basta multiplicarmos o complexo do vértice A da seguinte

forma:
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B A-i
(3+4i)-1i
31+ 4i?
3i—4
—4 + 3i.

Chegando ao vértice C:

(—4+31) -1
—44 4 3i?
—4i—3
—3—4i.

E finalmente, para chegarmos ao vértice D:

(—3—41) -1
—31 —4i?
—3i+4
4— 34,

Gabarito: B
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12 lei de De Moivre

A primeira lei de De Moivre é super simples de se utilizar. Ela diz o seguinte. Considere um namero

complexo escrito em sua forma trigonométrica, z  |z|- (cos 0 + isen)). Entdo:

z™  |z|™ - [cos(nB) + isen (nO)]

Ela pode até parecer meio complicada, mas ndo é. Vejamos um exemplo.

EEE(ESSA-2018) QUESTAO 16

100.

Considere o numero complexo z 2+ 2i. Dessa forma, z

(a) € um ndmero real negativo.
T

(b) tem argumento 1

(c) € um namero real positivo.

(d) tem méduloigual a 1.

(e) € um ndmero imaginario puro.

R: Ha duas formas de resolvermos esse exercicio. Fagamos das duas formas. A primeira é
passarmos z para a forma trigonométrica e utilizarmos a primeira Lei de De Moivre. Como

acabamos de vé-la, comecemos fazendo por ela. Vejamos:

Re

O médulo desse complexo é: [z] /22422  2v/2. O argumento desse complexo é ¢  45°,

Logo, na forma trigonomeétrica, esse complexo se torna:

z  2V2.(cos45° +1-send5°).
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Dai, pela primeira lei de De Moivre:

z  2V2-(cos45° +1i-send5°)
2190 (2v/2)190 . (cos4500° + 1 - sen4500°).

Para calcularmos seno e cosseno de angulos maiores que 360°, basta dividimo-los por 360° e

considerarmos apenas o resto:

4500|360
900 |12
180
Dai entdo:
2190 (2v/2)'%0 . (cos4500° + 1 - sen4500°)
(2v2)'%0 . (cos 180° + i - sen 180°)
(2v2)1%°. (-1 +41i.0)
(2v2)!%. (=1).

N3o precisamos nem continuar a conta, porque a parte imagindria i sumiu, o que faz desse nimero
um numero real. O —1 que multiplica a expressao faz desse nUmero um numero real negativo, que
caracteriza o dito na alternativa A.

Um outro modo de fazermos esse exercicio € utilizarmos o seguinte truque algébrico (que so

funciona para poténcias pares de 1 +1):

z 242

z 2(1+1)

2% (1 4i)'
2100 (1 41)100

2100 )2 -50

(1+1)2>

(T+

2100

210 (1 +2i +i%)*®

2100 (1421 — 1)
(2

)%

2100
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2100 950 350
Veja que:
504
10|12
2
Logo:

2100 2100 950 ;2

2100 ) 250 . (_])

Trata-se de um numero real negativo, como encontrado antes.

Gabarito: A

2.3- 22 LElI DE DE MOIVRE

Vamos direto a lei.
Suponha que queiramos resolver a equagao w™  z, para w. Essa equagao tera exatamente n

raizes, cada uma podendo ser calculada da seguinte forma:

Wi “Izl-lcos(@)+isen(%)],k 0,1,2,...,k—1

Hahahaha, assustou foi, coruja? essa formula

assusta mesmo, é considerada uma das maiores
formulas dos contetidos de matematica de ensino
> médio. Mas e se eu te falar que a dificuldade dessa
formula esta em trigonometria, e ndo em nume-
ros complexos? Vou te mostrar isso acontecendo.

Vamos la? Ent3ao fagamos agora um exemplo de

C:s
W

Vamos, por exemplo, tentar resolver a seguinte equagao:

aplicagao direta da 22 lei de De Moivre. Sigamos!
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22 1.

Inicialmente, ao estudante que ja esteja estudando ha algum tempo, deve parecer facil dizer que
ao menos duas solugdes sao triviais: z 1ez —1. Mas hd mais 4 solugdes complexas, que podem
ser obtidas a partir da 22 lei de De Moivre.

A primeira coisa que precisamos fazer é passar o complexo 1 para a forma trigonométrica. Demos

uma olhada no complexo 1 no plano de Argand-Gauss:

AIm

—

Re

Vemos entdao que o argumento desse numero complexo € @ 0. O modulo desse complexo é

|z| /12402 1.

Agora, substitua tudo na 22 |lei de De Moivre, mantendo o k sem substituir:

Wy Q/H lcos (_9 +nzk7t) + isen (—9 +T12k7t)]

V1. lcos (O +2]6(.]80 )+isen (0 +2]6<.]80 )]

1 |cos k- 360° + isen k- 360°
6 6

cos (k- 60°) +isen (k- 60°)

Agora, basta substituir k por 0,1,2,3,4 e 5:

wy cos(0-60°)+1isen (0-60°) cos0°+isen0° 1

wy  cos(1-60°)+1isen (1-60°) cos60° + isen60° %+

1

V3.
2

@ Matematica Il p/ Escola de Sargentos das Armas (EsSA) Com videoaulas - Pés-Edital
www.estrategiaconcursos.com.br



Ismael de Paula dos Santos, Italo Marinho Sa Barreto

Aula 06

w; cos(2-60°)+1isen (2-60°) cos120°+ isen120° —% -+ Ti
wsz  cos(3-60°)+1isen (3-60°) cos180°+isen180° —1
wy cos (4-60°) +1isen (4-60°) cos240° + isen240° —% — ?i
ws  cos(5-60°)+1isen (5-60°) cos300° + isen300° % — ?i.
. : o 1 V3. 1 V3. 1T V3.1 V3.
Existem, portanto, seis solugdes: S {1,2 — S5 b=y + 71,—1,—2 — 5Ly 5t

Um detalhe importante acontece quando distribuimos essas solugdes no plano de Argand-Gauss:

AIm

1, V3. 1, V3,

w2 5+ wi o 55t

w3 —1 Wo 1
>
Re

] 1 wW l_ﬁi

Mg * 1772

Os afixos de cada complexo tornam-se vértices de um hexagono regular!! E veja que esse hexagono
esta inscrito num circulo cujo raio é exatamente o médulodez 1.

Em geral, podemos sempre afirmar o seguinte:

A equagdao w™  z possuin solugdes complexas cujos afixos sdo vértices de um

poligono regular de género n e cujo circulo circunscrito tem raio y/|z|
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QUESTOES

COMENTADAS

EEE(ESSA-2009) QUESTAO 17

2

~ X .
O valor da expressao 37 quandox 1é:
x J—

() 14;1
(b) 1-1

o3
—(1—1

(d) —7

(e) ];1

R: Basta fazermos as contas, jovem:

x2 —1 i2 -1
x3 — 1 3 —1

Comoi? —leid3 —i,temos:

—1—1
—2
—1—1
2
T+1

Multiplicando a expressao em cima e embaixo por 1 — 1 conseguimos racionalizar a expressao:

2.(1—1)
(T+1)-(1—=1)
2-(1—1)

12 -2
2.(1—=1)
1— (1)
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2.-(1—1)
T+1
2-(1—1)
2

1—1.

Gabarito: B

EEE(ADAPTADA ESSA-2011) QUESTAO 18

Seja uma fungao f : R — C definida por f(x) 2 (cos2x +1i-sen2x). Calcule o valor de f (g)

(a) V3+i
(b) 1+iV3
(c) ?—1
1

(d) 5 +53
(o) 31
2 2

R: Substitua o valor de x pelo que a questdo pede e faga as contas:

f(x)

/(5)

2 (cos2x 4 1i-sen2x)
2[cos(2-%>+i-sen <Zg)]
2 [cos (%() +1i-sen (g)] .

. . . Tt .
Aqui devemos nos lembrar de que 7t radianos equivale a um arco de 180°, portanto 3 equivale a um

o

3

arco de 60°; dai:

f (7(> 2(cos60° +1-sen60°)

6
25+ )
1 V3
1+1i-V3.
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Gabarito: B

EEE(ESSA-2015) QUESTAO 19

. |
A parte real do niumero complexo vp é
(a) =3
(b) —2
(c) O
(d) +
4
(e) 2

R: Fazendo as contas:

) 1, .
Dai, a parte real de —z €opréprio —7

Gabarito: A

EEE(EEAR-2000) QUESTAO 20

Sejam A, Z, e Z, as representagoes graficas dos complexos 0401, 2+ 31 e —5—1, respectivamente.

A menor determinac3o positiva do angulo Z;AZ, é
(a) 135°

(b) 150°
(c) 210°
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(d) 225°

R: Ha duas formas de fazermos esse exercicio, e ambas utilizam contetudos de geometria analitica.
Para nao haver desespero pela falta de entendimento, aconselhamos o estudante a pular esse
especifico exercicio caso ainda ndo tenha estudado tal conteudo.

Fagamos primeiro utilizando a lei dos cossenos. Depois utilizaremos a teoria de vetores, ambos
assuntos de geometria analitica. Marquemos os trés complexos nos planos e evidenciemos os seus

afixos:

Re

Veja que formamos um triangulo. Um de seus lados mede exatamente o modulo de Z;, que é:

\Z1] 22+ 32
V449
V13.

Outro lado desse triangulo mede |Z;|:

1Zyl V(=5)+ (—1)?
V25 +1
V26.

O terceiro e ultimo lado medira a distancia entre os pontos (2,3) e (—5,—1), que pode ser

calculada pela seguinte formula (da matéria de geometria analitica):

d +/(-5—2)2+(—1-3)2
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Nosso triangulo fica assim:

Aplicando a lei dos cossenos:

(V65)*  (V26)* + (V13)*—2-V13.V26 - cos x
65 26+13—2-V13-26-cosx
65 39—2-V13-13-2.cosx

65—39 —2.13v2.cosx
26 —26V2-cos«x

1 —vV2-cosx
Cos & —L
V2
COSs & —Q
2
o 135°.

Uma outra forma de fazermos é utilizarmos a teoria de vetores. O angulo « formado entre dois

> -
vetores u e v pode ser calculado por:

> >
u-v
Cos X

uw-v
Osvetoressiou (2,3)ev (—5,—1), logo:

(2)3) i (_53_])
(2,3)[ - [(=3,—T)I
2-(=5)+3-(=1)

V13-v/26

Cos &

—_—
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—10—-3

V1326
—13

Vv13-13-2

132
1

NISI

Edai« 135° como concluido antes.

EEE(EEAR-2002) QUESTAO 21

Seja z um numero complexo, cujo mddulo é 2 e cujo argumento é —. A forma algébrica do conju-

3

gadodezé

(a) 1—+3i
(b) V3—1i
(c) V3+i
(d) 14++31

R: E sé montarmos e efetuarmos a conta:

7T . 7T
z 2- (cos— +1sen—>

3 3
2 - (cos60° + isen60°)
1 .V3
1 V3
14+ V31,
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Gabarito: A

EEE(EEAR-2002) QUESTAO 22

Sejam x e Yy os numeros reais que satisfazem a igualdade i(x —21i) 4 (1 —yi)

1 é a unidade imaginaria. O mdédulo do numero complexo z

(a) V5
(b) 5
(c) 2v5
(d) 2

R: Vamos desenvolver a equagao dada:

i(x—21)+ (1 —yi)
xi—2i2 +1—vyi
xi+2+1—yi—x—y+1i
B—x—y)+x—y+1)i

Logo, temosque3—x—y Oex—y+1 0,istoé:
x+y 3
x—y —I
Somando as duas equagdes, temos:
2x 2
x 1
Substituindo na primeira equagao:
x+y 3
T+y 3
y 2

(x+y)—1, onde
(x +yi)? éigual a

(x+y)—1i
x+y—1i
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Desejamos calcular o médulode z  (x +yi)?, isto é, o médulode z (1 + 21)2. Veja que

1+2i /12422 /5. Logo:

2| (14 21)7
Izl |1+ 2if?
2l (V5)?

|z| 5.

Gabarito: B

EEE(EEAR-2003) QUESTAO 23

Sendo i a unidade imaginéria, a poténcia de [(1 —1)2—(14+ i)2]3 éigual a

(a) 64

(b) —64
(c) 641
(d) —64i

R: Basta efetuarmos as contas:

(1—2— 1+ [1—2i+2—(1+2i+i2)]
(1— 21—{—1—1—21—1)3
(—4i)°
(—4)°-

64 (—i)

641

Gabarito: C
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EEN(EEAR-2003) QUESTAO 24

(3+2i)(6—41) ,
T+31 °©

Sendo 1 a unidade imaginaria, o resultado de

(a) —1—3i
(b) —13—39i
(0 13 _ 3%
5 5

137 39

W5 +5

R: Comecemos a fazer os calculos:

(3421)(6—41) 18— 12i+12i—8i2
—1+31 —1+31
18 +8
—1+31
26
—T+31
26 (—1—3i)
(C1+30) - (—1—31)
~26— 78i
(—=1)2 4+ (=3)?
—26—78i
1+9
26— 78i
10
1339

Gabarito: C

EEN(EEAR-2003) QUESTAO 25

1+1 . .
Sendo —— um numero complexo, seu conjugado vale
i

1—1
i

(a)
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—1+1
i

(b) —
() T+1i

R: Fagamos os calculos, racionalizando a expressao dada:

T+1i (T+1i)-1
1 1-1

O conjugadode 1 —1ié 1+ 1.

Gabarito: C

EEE(EEAR-2004) QUESTAO 26

Aequagdox? —4x+5 0, no campo complexo, tem como conjunto verdade

(a) 2—1,2+1).
(b) {2 —2i,2 + 2i).
() (1—1,1+1)
(d) {4—1,4+1i).

EEE(EEAR-2004) QUESTAO 27

A soma dos possiveis nimeros complexos z; e z, taisque z2 5+ 121, é

(a) 6.
(b) 0.
(c) 4.
(d) 3+ 2i.
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EEE(EEAR-2005) QUESTAO 28

Sendo 1 a unidade imaginaria, a poténcia [(1 —1)2—(1+ 1)2]3 é igual a
(a) 64.
(b) —64.
(c) 644.
(d) —641.

EEE(EEAR-2005) QUESTAO 29

. ) ) i ~ COSX+ isenx ,
Sendo 1 a unidade imaginaria, simplificando-se a expressao : obtém-se
cosx — isenx

(a) i(cos2x — sen2x).
(b) i(cos 2x + sen2x).
(c) cos2x — isen2x.

(d) cos2x + isen2x.

EEE(EEAR-2005) QUESTAO 30

Sez 2 (cos %Tn +1-sen %Tﬂ), entdo 27 é igual ao produto de 8v/2 por

I
(a) cos— + isen—

AT
T . s
(b) cosT—i—tsenT
(c) cosE-l-isen7—7t
3;4 34
™o T
(d) coquLtsenT

EEE(EEAR-2005) QUESTAO 31

Seja M o afixo de um nimero complexo z. A forma polar de z é

4 . 4w
(a) 2 (cos?+1sen?>
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4 . 4w
(b) cos?-i-tsen?

(c) 2 (cos7—6n+isen7%t>
/m . Im
(d) cos?—{—tsen?

EEE(EEAR-2005) QUESTAO 32

B+ (3-1)%

=3P (3_1n0’ obtém-se:

Sendo 1 a unidade imaginaria, simplificando-se a expressao

(a) —10.
(b) —8.
(c) 8.
(d) 10.

EEN(EEAR-2006) QUESTAO 33
Seja Q a imagem geométrica de um numero complexo. O argumento desse nimero é

¥

Q,--f\zﬁ

"

-1

(a) arcsen%

(b) arcsen%

(c) arccosl

3
(d) arccos (—2—;/2>

EEE(EEAR-2006) QUESTAO 34

Sendom—ni iemi—n 1+ 31, os numeros complexos m e n s3o tais, que sua soma é igual
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EEE(EEAR-2006) QUESTAO 35

O produto z- z/, sendoz 2 (cos %Tn + isen %) ez a (cos %TT[ + isen %t), pode ser ex-

presso por:

(a) 2a(cos0 + isen0)

(b) 2a (cos%t + isen g)

™ . T
(c) a (cosj +1sen§>
(d) a(cos 27+ isen2m)

EEE(EEAR-2007) QUESTAO 36

O quadrante em que se representa, no plano de Argand-Gauss, o nimero complexoz 1+1i3éo

(a) 1e.
(b) 22.
(c) 3e.
(d) 4e.

EEE(EEAR-2007) QUESTAO 37

3421,
- é

A forma algébrica do nimero complexo z 33 + )

(a) 0,1 — 3i.
(b) 0,1—1,1i.
(c) 1,7+ 11i.
(d) 1—1,7i.

EEN(EEAR-2008) QUESTAO 38

Dado x € R, paraque onimeroz (2 — xi)(x + 2i) seja real, o valor de x pode ser

@ Matematica Il p/ Escola de Sargentos das Armas (EsSA) Com videoaulas - Pés-Edital
www.estrategiaconcursos.com.br



Ismael de Paula dos Santos, Italo Marinho Sa Barreto
Aula 06

(a) 4.
(b) 0.
(c) —1.
(d) —2.

EEE(EEAR-2008) QUESTAO 39

O médulodo complexoz —3+41é

(a) 3.
(b) 4.
(c) 5.
(d) 6.

EEN(EEAR-2008) QUESTAO 40
Calculando 12933 obtém-se

(a) 1.

(b) 1i.
(c) —1.
(d) —1.

EEE(EEAR-2009) QUESTAO 41

Sejam dois nUmeros complexos z; e z;. Se z; tem imagem P(4,—1) e 2,

éigual a

(a) 3+41.
(b) 1T—5i.
(c) 5—4i.
(d) 2+ 2i.

EEE(EEAR-2009) QUESTAO 42

—1+ 31, entdoz; — 2,

Se a forma algébrica de um nimero complexo é —1 + 1, entdo sua forma trigonométrica tem

argumento igual a
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57
N
T
(c) g
(d) 7

EEE(EEAR-2009) QUESTAO 43

Na figura, o ponto P representa um numero complexo, cujo conjugado é

)
————
)
1
)
:
R E—
1
98]
I 4

(a) —3 +4i.
(b) —4 + 3i.
(c) 4—3i.
(d) 3—4i.

EEN(EEAR-2010) QUESTAO 44
O inverso do nUmero complexoz —2iéz/
(a) 5

(b) 5
() =2
(d) 2i

EEE(EEAR-2010) QUESTAO 45

Seja o numero complexoz 1+ 1. Se z’ é o conjugado de z, entdo o produto |z| - [z/| é igual a

(a) 1.
(b) 2.
(c) V3.
(d) 2v3.
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EEE(EEAR-2010) QUESTAO 46

Ovalordei'm —{21 — {38 ¢
(a) 1—21.
(b) 2 —1.
(c) —2.

(d) 1.

EEE(EEAR-2010) QUESTAO 47

Multiplicando-se o nimero complexo 2 — 31 pelo seu conjugado, obtém-se

(a) 0.

(b) —1.
(c) 11.
(d) 13.

EEE(EEAR-2011) QUESTAO 48

Seja z’ o conjugado do nimero complexoz 1 —3i. Ovalorde2z+2z'é

(a) 3— 31
(b) T—31i.
(c) 3+1.
(d) T+1.

EEE(EEAR-2011) QUESTAO 49
O nimero complexoz (a—4) + (b —5)i serd um nimero imaginario puro se

(a)a 4eb 5.

(b)a 4eb /5.

(c)a/4eb b.
(d)a/4eb /5.

EEE(EEAR-2012) QUESTAO 50

O moédulo do nimero complexoz —1+31i¢é
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(a) 1
(b) 2
(c) V5
(d) V10

EEE(EEAR-2013) QUESTAO 51

Sejam p; e py, respectivamente, os modulos dos nUmeros complexos z; 1+ 2iez;

Assim, py + p2 é igual a

(a) 5

(b) V5
(c) 2¢/5
(d) 3v5

EEN(EEAR-2013) QUESTAO 52
Sez 3+ 2iéum numero complexo, entdo z* é igual a

(a) 5+ 121
(b) 9+ 12i.
(c) 13 +44.
(d) 9+4i.

EEN(EEAR-2013) QUESTAO 53

Seja z’ o conjugado de um nimero complexo z. Sabendo quez a+ bie que 2z + 2’

ovalordea+bé

(a) 5
(b) 4
(c) 3
(d) 2

EEN(EEAR-2014) QUESTAO 54

9+ 2i,

Se i é a unidade imaginaria, pode-se afirmar que i’ é igual a
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(a) i.
(b) i%.
(c) i3.
(d) i

EEE(EEAR-2015) QUESTAO 55

Sejam z um numero complexo e z’ o conjugadode z. Sez; z+z'ez; z—Z/, pode-se garantir

que

(a) z; € um numero real e z, € um imaginario puro.
(b) z; € um imagindrio puro e z, € um numero real.
(c) z1 e zp s3o imaginarios puros.

(d) z; e z; s3ao numeros reais.

EEN(EEAR-2015) QUESTAO 56

Sejaz /3 (cos20° +1i-sen20°) um nimero complexo na forma trigonométrica. Assim, z? é

igual a:

(a) 3-(cos20°+1i-sen20°)
(b) 3-(cos40° +1-sen40°)
(c) 2v/3 - (cos20° +1i-sen20°)
(d) 2v/3 - (cos40° +1i-sen40°)

EEN(EEAR-2016) QUESTAO 57

Sejam Z; e Z, dois numeros complexos. Sabe-se que o produto de Z; e Z, é —10 4+ 101i. Se

Z; 1+ 2i, entdaoovalorde Z, éigual a

(a) 5+61
(b) 2+ 6i
(c) 24151
(d) —6+61

EEN(EEAR-2016) QUESTAO 58
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Sabe-se que os nimeroscomplexos Z;  [2m(34+m)]+(3n+5)ieZ, (2mZ+12)+4n+1)i

sao iguais. Entdo, os valores de m e n sao, respectivamente
(a) 3el
(b) 2e1
(c) 2e—1
(d) 3e—1

EEE(EEAR-2017) QUESTAO 59

Considerez; (24+x)+(x2—1)iez; (m—1)+ (m?—9)i. Se z; € um nimero imaginario
puro e z, € um numero real, é correto afirmar que x + m pode ser igual a
(a) 1
(b) 2
(c) 3
(d) 4

EEN(EEAR-2017) QUESTAO 60

Se i é a unidade imaginaria, ent3o 213 + 3i2 4 31 + 2 é um nimero complexo que pode ser repre-

sentado no plano de Argand- Gauss no guadrante.

(a) primeiro
(b) segundo
(c) terceiro

(d) quarto

EEN(EEAR-2018) QUESTAO 61

Sejam os numeros complexosz; 1—1,z2p 3+5iez3 2z;+ z3. O mddulo de z3 é igual a
(a) 2v2
(b) 42
(c) 2V/3
(d) 4V3

EEN(EEAR-2018) QUESTAO 62
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Dado o niumero complexoz a+bi,sez+z 10ez—z —l6i,entaoa+bé
(a) —6
(b) =3
(c) 2
(d) 8

EEE(EEAR-2019) QUESTAO 63

A parte real das raizes complexas da equagiio x* —4x + 13 0, éigual a
(a) 1
(b) 2
(c) 3
(d) 4

EEE(EEAR-2019) QUESTAO 64

Se i é a unidade imaginaria dos nimeros complexos, o valor de i'® +1i7 é
(a) —i
(b) —1
(c) O
(d) 1

EEE(ESPCEX-2011) QUESTAO 65

x+yi

Seja o numero complexo z 3T omxey reaisei? —1.Sex?+y? 20, entdo o médulo
i

de z é igual a:

(a) O

(b) V5

25
(0 2

(d) 4
(e) 10

EEE(ESPCEX-2012) QUESTAO 66
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A figura geométrica formada pelos afixos das raizes complexas da equagdo x3 — 8 0 tem &rea

igual a

(a) 7V3
(b) 6V3
(c) 5V3
(d) 43
(e) 3V3

EEE(ESPCEX-2012) QUESTAO 67

Sendo Z o conjugado do nimero complexo Z e i a unidade imaginaria, o nUmero complexo Z que

satisfaz a condicdo Z +27Z 2—Zié

(a)Z O+ M
(b) Z 0401
(e)Z 1+01
(d)Z 141
(e)Z 1—-1

EEE(ESPCEX-2012) QUESTAO 68

2x — 1, se x for racional

]
Seja a fungdo f(x) 2x*, se x forirracional . Assim, o valor de f <§> + f(i% + 5i19) +

x2 + 8, se x for n3o real

f (f (\/—_2)), emqueil —1é:

(a) 0
(b) 1
(c) 2
(d) 3
(e) 4

BN (ESPCEX-2013) QUESTAO 69

Sendo z o numero complexo obtido na rotagao de 90°, em relagao a origem, do nimero complexo

1+ i, determine z3:
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(a) T—1
(b) —i+1
(c) =21
(d) —1—21
(e) 2+ 21

EEE(ESPCEX-2013) QUESTAO 70,

De todos os niumeros complexos z que satisfazem a condigdo |z— (2—21)| 1, existe um niumero

complexo z; que fica mais proximo da origem. A parte real desse nUmero complexo z; é igual a:

(a) 4—2\f2

(b) 4+2\/§
(e) 2= V2
4

(d) 4+4ﬁ

EEE(ESPCEX-2014) QUESTAO 71

A representagao geomeétrica, no Plano de Argand-Gauss, do conjunto de pontos que satisfazem a

condigdo [z+2—3i|] [z—1+44i|,comz x4+ yi, sendo x e y nimeros reais, é reta de equagao

(a) 2x—3y+7 O.
(b)3x—7y—2 0.
(¢) 2x—3y+3 O.
(d)4x—3y+3 0.
(e) 2x—y 0.

BN (ESPCEX-2015) QUESTAO 72

. Tt . Tt . . ] . .. ~ ,
Se (1+1) (cos — +1isen —) X + 1y, em que 1 € a unidade imaginaria e x e y s3ao numeros

12 12
reais, o valor de v3 - x +y é:
(a) V6
(b) V3
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V2
<3
(d) 3v6

V3
®) 7

BN (ESPCEX-2016) QUESTAO 73

Sejam z e v numeros complexos onde |z] 1 e v tem coordenadas no plano de Argand-Gauss

(\/72, ?) . Sobre o numero complexo z - v (resultante da multiplicagdo dos complexos z e v), pode-
mos afirmar que

(a) sempre € um numero real.

(b) sempre tem moddulo igual a 2.

(c) sempre € um nimero imaginario puro.

(d) pertence a circunferénciax? +y2 1.

4
(e) sempre tem argumento igual a 1

BB (ESPCEX-2017) QUESTAO 74

Na figura abaixo, estd representado o plano de Argand-Gauss com os afixos de 12 nUmeros com-

plexos, identificados de A a L. Sabe-se que esses afixos dividem a circunferéncia em 12 partes iguais

eque A (1,0).

Im
D
E C
F B
G ,» Re
H L
I K
J

O poligono regular cujos vértices s3o os afixos de v/E é
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(a) BEHK.
(b) CFIL.

(c) ADG].
(d) BDHJ.
(e) CEIK.

EEE(ESPCEX-2017) QUESTAO 75

o a b. . . m?* . . L ~
Seja a igualdade 35t (cos— + isen E) , onde 1 é a unidade imagindria. Se a e b sao

5 6
numeros reais, entao o quociente 5 é igual a:
V3
(a) &=
5
(b) 3V3
5
(c) _3V3
5
(d) _ﬁ
5
153
(e) ——
4
GABARITO
Questao 1: A Questao 15: B Questao 29: D Questao 43: B
Questao 2: B Questao 16: A Questao 30: D Questao 44: A
Questao 3: A Questao 17: C Questao 31: C Questao 45: B
Questao 4: A Questdo 18: B Questdo 32: A Questiao 46: A
Questao 5: A Questao 19: A Questdo 33: B Questao 47: D
Questao 6: C Questao 20: A Questao 34: C Questao 48: A
Questao 7: B Questao 21: A Questao 35: A Questao 49: B
Questao 8: B Questao 22: B Questao 36: D Questao 50: D
Questao 9: A Questao 23: C Questao 37: B Questao 51: D
Questao 10: A Questao 24: C Questao 38: D Questao 52: A
Questao 11: D Questao 25: C Questao 39: C Questao 53: A
Questao 12: D Questao 26: A Questao 40: B Questao 54: C
Questao 13: B Questao 27: B Questao 41: C Questao 55: A
Questao 14: A Questao 28: C Questao 42: B Questao 56: B
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Questao 57: B Questao 62: B Questao 67: D Questao 72: A
Questao 58: B Questao 63: B Questao 68: C Questdo 73: D
Questao 59: A Questao 64: C Questao 69: E

Questao 60: B Questao 65: C Questao 70: B Questao 74: A
Questao 61: B Questao 66: E Questao 71: B Questao 75: A

@ Matematica Il p/ Escola de Sargentos das Armas (EsSA) Com videoaulas - Pés-Edital
www.estrategiaconcursos.com.br



Ismael de Paula dos Santos, Italo Marinho Sa Barreto
Aula 06

2.3~ INDICE REMISSIVO

Afixo, 17

Argumento de um complexo, 21
Conjugado de um numero complexo, 14
Forma algébrica, 6

Imaginario puro, 7

Moddulo de um nimero complexo, 8

Parte imaginaria, 6
Parte real, 6
Plano de Argand-Gauss, 17

Primeira lei de De Moivre, 34
Real puro, 7
Segunda Lei de De Moivre, 36

Unidade imaginaria, 4
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