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POLIEDRO

Comentarios e estatisticas:

No Vestibular 2003 do ITA, a Banca Examinadora preparou uma prova equilibrada, abrangendo
todos os topicos importantes da programacao, mas as questdes foram muito trabalhosas, decorrendo
gue bons candidatos ndo tiveram tempo para que seus conhecimentos fossem efetivamente
verificados. Os alunos poderiam ter percebido que alguns testes poderiam ser resolvidos por
eliminacdo através das aternativas. Sem 0 uso dessa estratégia, ficaria comprometida a resolucéo

no tempo disponivel de 4 horas. O auno também deveria selecionar as questes mais ssimples,
como de costume, as de Geometria Plana e Geometria Espacial no fina da parte de testes.

Quanto a parte dissertativa, algumas questbes de aparéncia complicada eram de resolucéo
simples, mas somente para aquel es alunos conceitual mente seguros.

No geral, achamos que a prova deste ano apresentou um nivel de dificuldade superior a do ano
passado.

Distribuicdo das questdes:

Andlise Combinatéria (10)

Conjuntos (21)

Determinante (26)

Equagdes Algébricas (7, 8)

Funcéo (4, 24)

Func&o do 20 Grau (3)

Geometria Analitica (15, 16, 28)

Geometria Espacia (19, 20, 30)

Geometria Plana (17, 18, 29)

Matrizes (11)

NuUmeros Complexos (1, 22)

Polindmios (6, 25)

Progressao Aritmética (2)

Progressao Geométrica (5, 23)

Sistema Linear (12)

Tridngulo de Pascal (9)

Trigonometria (13, 14, 27)
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NOTACOES
C : conjunto de niimeros complexas. Ja,b[ ={xT R;a<x <b}.
R : conjunto dos nUmeros reais. /E : conjunto vazio.
Z : conjunto dos nimeros inteiros, A\B={xT A;x1 B}.
={0 1 2 3 ..}. X®=U\X, paraX1 U,Ut £
N*={12,3,..}. | - matriz identidade n" n.
Z : conjunto do ndmero zI C. Al inversa damatriz inversivel A.
i : unidade imaginaria; i2=- 1. AT : transposta damatriz A.
arg z : um argumento de zi C\{0}. AB : segmento de reta unindo os pontos A e B.
[a,b] ={xT R;aE£x £D}. m(@) : medida (comprimento) de AB.

1. Seja zI C. Das seguintes afirmagdes independentes:

_ 2iz°+5Z- | . -2iZ% +5z +i
. Sew= > , entao W= > :
1+3z°+ 2iz+3|4" + 2|7 1+3z2°- 2iz+3|Z[ + 27|
i i 2|2 +34/2
I Sezt 0ew=22"3%3 s |W|£|Z|_“/—_
1+ 2i)z V5(Z]
_@H)z® P .
. Sew , entdo 2arg z + — é um argumento de w.
N 12
€(sdo) verdadeira(s):
A. ( ) todas. B.( )apenasl ell. C.( )apenasll elll.
D.( )apenasl elll. E.( ) apenasll.
Alternativa: A
: a+bi = _a- bi .
I. Verdadeira- Sabemosque se k = ,entdok = - parac+dit 0
c+di’ c-di
Como temos:
2.2 +5Z- i .
teremos entao:

1+3z%+ 2iz +3Jzf +2[7|
Notemos que neste ponto, tanto
- 2172457+ faz colocarmos |z| ou [Z], visto

V132 2ize 3t + 2l uesoiguas
Il. Verdadeira - Temos w=22+3*3 o g0: W= 2Az+31+1)
1+2).z z(1+2i)
_|2z+3@+0)| _|2iz+30+0)| _ |2iz+3A+i)|
NRak b Mok o 2
lz@+2i)  |z]|@+2i) J5.1z|
Aplicando agora a desigualdade |a+b| £]a +|0|, temos:
2[4+3j1+i], 2{4+342

|W|£|2|z| [31+i)| b o g 223l

N3 B MET R

MATEMATICA SISTEMA DE ENSINO POLIEDRO



Resolugéo ITA 2003 Matemética ) @

POLIEDRO

(L+i)22 _V2.cis(45°).[r cis(@)]” _ 2.cis(45°) r 2.cis(2q)

Ill. Verdadeira- w=

43 +4i 8.cig(30°) 8.cis(30°)
2 0 2 2 ..
_2riasas v 20) V¥ g, g aoey = Y27 @ | oo
8.¢is(30°) 8 8 &2 g
P P
\ ag(w)=—+2g=—+2.arg(z
g(w) TR 9(2)

2. O valor de ¥ — xz para o qua os nimeros sen% X,Y,Z e sen75° nesta ordem, formam

uma progressao aritmética, &
A.()3*? B.()2° C.()672
2- /3

5 M
D.( )2 E() 2

Alternativa: D
Do enunciado, temos; sen75° = sen%+ 4R P (4R)? = (cosl® - sen15°)? b R? :3—12
Por outro lado, sendo R arazdo desta PA:

y2- xz=y?- x(y+R) =y? -xy- xR =y.(y- X)- xR=yR- xR=R.(y- x)=RR =R? :3—12

Logo: | y* - xz=2"°

3. Considere afuncdo
f :Z\{O} Ya® R, f(x) —+/3¢°2 (92x+1)1/(2X) ] (32X+5)1/X ‘L

A soma de todos os valores de x para 0s quais a equacao Y + 2y + f(x) = 0 tem raiz dupla &
A.()O B.( )1 C.()2
D.( )4 E.()6

Alternativa: C

Dadof: Z. ® R f(x) =\/F.(92X+1)2_1x - (32“5)% +1
. 1

X2 2x+1 Gy 1
T  f(x)=32 &) & (F)x 41
emos que (x) ?j ) - ( )
X- 2+2x+1 2X+5

f(x)=32 x -3 x +1 (1)
Para que a equacdo Y + 2y + f(x) = 0 tenha raiz dupla, temos que:
D=0P 2%- 4f(x)=0P f(x)=1(I)
X- 2+ 2xX+1 2x+5 2X+5 X- 2+ 2x+1
De(l)e(ll)vem: 32 x -3 x +1=10 3 x =32 x U

2X+5_ X- 2+2x+1
X 2 X
2(2x+5) = X(x - 2) +2(2x +1) b 4x+10=x?- 2x +4x +2b x%- 2x- 8=0

b

Somadas raizes = - 9 =- ('—lz)b Soma=2
a

SISTEMA DE ENSINO POLIEDRO MATEMATICA



@ (‘Maiematica Resclucto ITA 2003

POLIEDRO

4. Considere umafuncio f :R % 3® R ndo-constante etal que f(x+y) =f(x)f(y)," x, yT R.
Das afirmacdes.
. f(x)>0,"xI R.
1. f(nx) = gf (x)gn, "xT R, " nl N*,
. fépar.
€(sdo) verdadeira(s):

A.( )apenasl ell.

B. ( ) apenasll elll. C.( )apenaslelll.
D. ( ) todas. E. (

nenhuma.

N N

Alternativa: A
|. Verdadeira- Fazendo x =y :ET R, temos:

Fan 59 KOy aé(o\ f (k) =f zaé“’\ 1280
&2 25 &27 &2 &2
Teriamos, entéo, f (k)3 0.
Parax =y = 0, temosf(0) = f 2(0)\ f(0) = 0 ou f(0) = 1. Precisamos determinar o vaor de f(0).
Parax =k ey =0, temos: f(k + 0) = f(k).f(0) \ f(k) = f(k).f(O)\ f(k).[1-f(0)] =
Sef(0) = 0, teremos f(k) =0 " k1 R, que é uma funcio constante, contrariando a hipétese do
problema. Logo f(0) =1 ef(k)* 0. Assm, f(x)>0" xT R

I1. Verdadeira- Observe ainducéo vulgar:
f(2x) = f(x + x) = f4(X)
f(3x) = f(2x + x) = f(2¥).f(x) = F3(x)

fnx) = [f] " x1 Re" nl N*.

Vamos demonstrar pelo PIF:
13parte. n=1 f(1x) = [f(x)] (verdadeiro)
22parte;  hipdtese:  f(kx) = [f(X)]¥
tese: f[(k+1).x] = [f(x)]*™?
demonstragdo: f[(k+1).x] = f(kx + x) = f(kx).f(x) = [FOOT%.F(x) = [FO)]** (cad)

lll. Falsa- Parax=a e y=—a, temosf(a—a) =f(a).f(a)\ f(0) =f(@.f(-a\ f(a. f(-a) =
Entdo f(—a) * f(a) e afuncdo ndo é par.

5. Considere o polinémio P(x) = 2x +a2x2+ - +a,X", cujos coeficientes 2, &, ... , & formam,

~ s ~ 1. .
nesta ordem, uma progressao geomeétrica de razéo g > 0. Sabendo que - > éumaraizdePe

3

gue P(2) = 5 460, tem-se que o valor de 19 éigua a
q*
5 3 7
A. — B. C. —
() 2 ()= 5 ( )4
11 15
D. —= E. —
() 5 () 3
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Alternativa: C
Sabemos que: 2, &, &, &, ..., & €éumaP.G. derazdo q.
)

Como - 1 €raiz, podemos escrever: - 2+—- 93,8 o (- ])'”.i =0
2 2 4 8 16 2"

P.G. derazéo - q

2

Ouainda -2+22- % 43 (. 1)”.—26;(‘1 =0

4 8
P.G. derazéo - 1
2
L% Y
Gros -l
Aplicando a expressdo da somada P.G., temos: ; g L)
-—-1
2
Logo, devemoster:
N
? %9 =1. Como q> 0, entdo n € par e g = 2. Porém, temos ainda que P(2) = 5460, logo:
o}
4+ 4a +8ag + 163 + ... + 2".3, = 5460
ou:
2+2a,+ 4ag+8a,+ ... +2"1a, =2730
P.G.derazéo2q b P.G. derazdo 4
. ~ 2.(4"- 1)
Aplicando a expressdo dasomadaP.G., temos. ———= =2730P n=6
. 2. - n?- 7
Assim, temos que n 4q3:36 §_% p 4qa:_
q 16 16 q 4

6. Dividindo-se o polindmio P(x) = x° + ax* + bx? + cx + 1por (x — 1), obtém-se resto igual a 2.
Dividindo-se P(x) por (x + 1), obtém-se resto igual a 3. Sabendo que P(x) é divisivel por

(x—2), temse que o valor ab éigual a
c

A.()-6 B.( )-4 C.()4
D.( )7 E ()9

Alternativa: E

Dado o polindmio P(x) = x° + ax* + bx? + cx + 1, de acordo com o enunciado do problema:
PQ)=2b2=1°+al*+b1°+cl+1b O=a+b+c

P(-1)=3pb 3=(-1)°+a(1)*+b(-1?+c(-1)+1b 3=a+b-c

P2)=0b 0=2+a2*+b2°+c2+1b -33=16a+4b+2c

jatb+c=0 o ;
%a+b- c=3 I:)a:-B;b:E;C:_E
116a+4b+2c=-33
9
-3.—=
ab 2 ab
Logp —=—2=%= b — =9
Ea 3 c
2
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Das afirmacdes abaixo sobre aequaciio 2+ Z2 + Z+ z+ 1 = 0 e suas solugdes no plano

complexo:

l. A equacdo possui pelo menos um par de raizes reais.

I1. A equacdo possui duas raizes de médulo 1, umaraiz de modulo menor que 1 e umaraiz de
modulo maior que 1.

n
. Seni N er éumaraiz qualquer desta equago, entéo & |- <%.
k=1
€(sdo) verdadeira(s):
A. () nenhuma apenas|. C.( )apenasll.

B.()
D.( ) apenaslll. E. ( )apenasl elll.

Alternativa: D

Observe afatoracgo: z°-1=(z- 1).(z* +z° +z? +z+1)
Asraizes daequaggo z* +z° +2z%+z+ 1= 0 sfo raizes daequacdo z°- 1=0,

A equacdo z°-1=0 possui 5 raizes que 80 0s vértices de 23
um pentagono regular centrado na origem com um vértice
no ponto (1; 0).

Observe a figura ao lado:

1 Imiz)

Re (z)
z,, 73, Z, €z S0 asraizes da equagéo dada no problema. .
4 zj
I. Falsa- todas as raizes sd0 imaginarias.
Il. Falsa- todas as raizes possuem modulo igual a 1.
k

[1l. Verdadeira - a 8_ . Paran ® ¥ temos a seguinte série convergente:

1+ 1 +i +. .—ﬁ —ﬁ —1 Para" n1 N teremos um resultado menor do que 1

3 9 27 1-1/3 2/3 2 2

Sejak T Rta que aequacdo 2x® + 7 + 4x + k = 0 possua uma raiz dupla e inteira x; e uma
raiz xo, digtinta de x1. Entéo, (k + x1)x. éigua a

A.( )-6 B.( )-3 C.()1

D.( )2 E.()8

Alternativa: B
Sendo xq, X1 € %, as razdes de 2¢ + 7x¢ + 4x + k = 0, pelas relagdes de Girard temos:

N

!

|
;
1

7

2xl+x2=-gb x2=-§- 2x, (1)

|xf+2x1x2:2 (1)

xlxz—-E(III)
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Substituindo (| )em (Il ), obtemosx =-2 ou X;=- % (ndo convém).

Assm: XZZ% ek=-4

Portanto: (K +X,).x, =(-4- 2)% P | (K+X5)X,=-3

9. Considere o conjunto S={(a, b)] N" N:a+b=18}. A soma de todos os nimeros da forma
18!

== "(a b S é&

alp!

A ()8 B.( )9 C.()%°
D.( )12° E ()12

Alternativa: A
18 18 _ 85
abl a(18-a)! &ag
Assim, a soma pedida é dada por: aé O=otep | § &70=¢°
=088 g azogaﬂ

Do enunciado, temos: b=18—a,coma, bl Ne

10. O nimero de divisores de 17640 que, por suavez, sfo divisiveis por 3 &
A.( )24 B.( )36 C.( )48
D.( )54 E ()72

Alternativa: C
Sabemos que 17640 = 23325172,
Assim, o total de divisores de 17640 que sdo divisiveis por 3 € dado por:

4 2 2 3 42
YTV v v =

ZEI 5|:| ?EI

21 31 51 ‘:u‘l

22 32 72

23

| Ndmeros de divisores positivos (ou s6 negativos) = 48 |

11. Sejam AeP matrizesn” ninversiveis e B= PAP. Das afirmacdes:
|. BT éinversivel e (BN)™ = (BY)".
Il. SeAésmétrica, entéo B também o é.

. det(A—11)=det(B-11),"1 T R

€(sdo) verdadeira(s):

A. ( ) todas. B.( ) apenasl. C.( )apenasl ell.
D.( )apenasl elll. E. ( ) apenasll elll.

Alternativa: D

|. Verdadeira-B=P1APb detB=det (P A.P)b detB=det P detA.det Pb det B =detA
Comodet A * O (A éinversivel) edet B = det B = det A, entdo B éinversivel e (B)™ = (B™)!

SISTEMA DE ENSINO POLIEDRO MATEMATICA
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Ill. Verdadeira-B=P*APb B-P!l P=P*AP-P*I Pb B—(P*.P) =P}A-I )PP
B—Il =PL(A=11)Pb det(B—I1)=det P det(A—I1).det P
Logo det (B —1 1) =det (A —11)

12. O nimero de todos os valoresde a1 [0, 2p], distintos, para 0s quais o sistema nas incognitas
X, Yy e z, dado por

}-4x+ y- 6z = cos&a
[ X+2y-5z = senZa
f6x+3y- 4z = -2cosa,
€ possivel e ndo-homogéneo, éigual a
A.()2 B.( )3 C.()4
D.( )5 E.()6
Alternativa: A
Escalonando o sistema dado:
JX+2y-5z = senZaQ[ i.x+2y-52 = sen2a
i-4x+y-6z = cos3a ~i 9y-26z = 4sen2a+cos3a |
{6x+3y-4z = -2cosa f -9y+26z = -6sen2a- 2cosa
}x+ 2y-5z = senZa
~i 9y- 26z = 4sen2a+cos3a
i 0.z = -2sen2a+cos3a- 2cosa

Para que o sistema sgja possivel (neste caso, indeterminado) devemos ter:
—2%en2a + cos3a—2cosa=0pP —2sen2a + (cos3a—cosa) —cosa=0
p —2sen2a—2sen2a sem—cosa=0pP —2sen2a(l+ sem)—cosa=0
b —4.semacosa(l + sera) —cosa=0b cosa(—4serfa—4sena—1) =0
b cosa=0ou(2sera+1)>=0
p 3p

I. cosa=0PpP a :E ou a= B N&o convém nenhuma das solucdes, pois, neste caso, teremos

um sistema homogéneo.

. sena:_—lb a:E ou azg
2 6 6

Logo, o sistema é possivel e ndo-homogéneo para 2 valores de A.

13. Paratodox T R, aexpressio [cos(2x)]?[sen(2x)]?senx éigual a:
A.( )27 [sen(2x) + sen(5x) + sen(7x)].

( ) 27*[2 senx + sen(7x) — sen(9x)].

( ) 27*[- sen(2x) — sen(3x) + sen(7x)].

( ) 2% [-senx + 2 sen(5x) —sen(9x)].

( ) 27*[senx + 2 sen(3x) + sen(5x)].

MATEMATICA SISTEMA DE ENSINO POLIEDRO
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Alternativa: B

SeE= [cos(2x)]2.[sen(2x)]2.senx, "x1 R, temos:
, 2
E= [sen(2x).cos(2x)]2 sen(x)p E= glsen(4x)9 sen(x) b E= %.sen(4x).sen(x).sen(4x)

&2 H
12

E= et .sen(4x).sen(x).sen(4x)bp E ——[cos(Sx) cos(5x)] .sen(4x)

E= g.[sen(4x).cos(3x) - sen(4x).cos(5x)| b E = 6[ 2sen(4x).cos(3x) + 2sen(- 4x).cos(5x)]

E= %[sen(x) +sen(7x) +sen(x) - sen(9x)] P | E=2*[2sen(x) +sen(7x)- sen(9x)]

14. Considere os contradominios das funcGes arco-seno e arco-cosseno como sendo

N |
N |

DD D~
e i g

[0, p|, respectivamente. Com respeito a fungéo

é P 3pu

f:[-1,1]® 8 > ZH f(x) = arcsenx + arccosx,

emos que:

) f € ndo-crescente e impar.
) f ndo é par nem impar.
) f & sobrgjetora.
) f éinjetora.
) f € constante.

Alternativa: E

Dadaafungdo f:[-1,1]® g- %S_pu f(X) = arcsenx + arccosx

2
temos. sen [f(X)] = sen(arcsenx + arccosx)
sen [f(x)] = sen(arcsenx).cos(arccosx) + sen(arccosx).cos(arcsenx)
sen [f(X)] = xX +1- x2a/1- ¥
sen [f(X)] = +1—x°
sen [f(x)] =10
3p yP f(x)==, queéumafuncio constante.

2b

£f( )E

15. Considere a familia de circunferéncias com centros no segundo quadrante e tangente ao €ixo
Oy. Cada uma destas circunferéncias corta o eixo Ox em dois pontos, distantesentre si de 4 cm.
Ent&o, o lugar geométrico dos centros destas circunferéncias é parte:

A.( ) deumadipse.

B.( ) deumapardbola.

C.( ) deumahipérbole.

D. ( ) deduasretas concorrentes.
E ( ) daregay=—x.

SISTEMA DE ENSINO POLIEDRO MATEMATICA
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A figura abaixo representa a situacéo do enunciado:

A\ 4

Na figura, podemos identificar o centro da circunferéncia como sendo: C(—r; m)

Mas, no tridngulo retangulo assinalado, podemos escrever: r* = nt + 4

> m?

P

Assim, as coordenadas dos centros das circunferéncias representam um ramo de hipérbole.

ouaindar’—nf=4b =1

16. A areado poligono, situado no primeiro quadrante, que € delimitado pelos eixos coordenados e
pelo conjunto {(x, y) T R®: 3% + 2y? + 5xy —9x — 8y + 6 = O},

éigua a
A.() 6

5
B.() >

C.() 242
D.( )3

E.()%

Alternativa: B

Vamos resolver na varidvel x a equacdo 3x2 +(5y - 9)x +2y%- 8y +6=0

(9- 5y)=[(5y- 9)*- 432y - 8y +6 ] ; 0. 5v) <. /(v 1)
« = ( ) ( )\X:(Q 5y) % /Y +6y+9:( y) £/(y +3)
6 6 6
(= O WE(y+3), _9-By+y+3 . _9-5y-y-3

6 6 6
obtemosassimasretas. 3x+2y —6=0e x+y—-1=0

MATEMATICA SISTEMA DE ENSINO POLIEDRO
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Observe os gréficos das retas na figura ao lado:

Areado poligono =A pzop - Apaoc = 3—22 1?1 =3- %

AreazE
2

e
A 4

17. Sgjam r e s duas retas paralelas distando entre s 5 cm. Sgja P um ponto na regido interior a
estas retas, distando 4 cm der. A &rea do triangulo equildtero PQR, cujos vértices Q e R estéo,
respectivamente, sobre asretasr e s, éigual, em cm?, &

A.( ) 315
B.( ) 743
C.() 5/6

D.()l—;ﬁ
E-()%\/E

Alternativa: B
Observe afigura

SISTEMA DE ENSINO POLIEDRO MATEMATICA
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18. Considere trés poligonos regulares tais que 0s nlimeros que expressam a quantidade de lados de
cada um constituam uma progressdo aritmética. Sabe-se que o produto destes trés niimeros é
igual a 585 e que a soma de todos os angulos internos dos trés poligonos € igua a 3780°. O
numero total das diagonais nestes trés poligonos é igual a
A.( )63 B.( )69 C.()9
D.( )97 E ( )106

Alternativa: D

Consideremos os trés poligonos A, B e C, com m, ng e nc lados, respectivamente.
Do enunciado do problema:

12ng =Ny +N¢ 12ng =N +N¢

% Np.Ng.Nc =585 p } Na.Ng.Nc =585
1180°.(n, - 2) +180°.(ng - 2) +180°.(nc - 2) =3780° 1n, +ng+nc =27
Resolvendo o sistemac i = 5; s = 9; =13

Assim, 0 nimero total de diagonais &

G=5(6-9,9(9-3 13(13-3

2 2 2

19. Considere o triangulo isdsceles OAB, com lados OA e OB de comprimento /2R elado AB de
comprimento 2R. O volume do sélido, obtido pela rotacéo deste tridngulo em torno dareta que

passapor O e é parddlaaolado AB, éigua a

4
A ( )%R3 B.( ) pR® C.( )?'OR3
D.( ) V2pR® E () J3R®

Alternativa: C

U5 @
—
MN—
\,\\ ///
0 b 2R <
// \\
// \\
- TN
\_J—p;'

O volume do sélido formado pela revolucéo do tridngulo em torno do eixo w ser&:

6pR2ZRU 5 3
V = pr22R- 28PR-R 4, V:2pR3§- 16, y=%R
Lo Rl

cilindro cane
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20. Considere uma pirdmide regular de alturaigual a5 cm e cuja base € formada por um quadrado
de &reaigua a8 cnf. A distancia de cada face desta piramide ao centro de sua base, em cm, é
igual &

15 5V6 3
A () VI B.( ) 26 c.() A8
3 9 5
D.( ) % E ()3
Alternativa: B
Dada a piramide do enunciado:
$ $
b D-
G
0]
2\/5 & ﬁ Y%

2
Através do teorema de Pitagoras; a®=5% + («/E ) b a=3/3.
Entéo:

3/3d=542 b :¥

AS QUESTOES DE 21 A 30 DEVERAO SER RESOLVIDAS
NO CADERNO DE RESPOSTAS ANEXO.

21. Sgjam U um conjunto ndo-vazioe A1 U, Bl U. Usando apenas as definicdes de igualdade,
reunido, interseccao e complementar, prove que:
l. SeACB= /& entdioBi A"
II.B\A°=BC A.

Resolucao:
I. Como ACB=A entdo " xi B, xi A.Logo"x1 B,xI A0 Bi A°
I B\AS ={x/xT Bexi A% ={x/x] Bexl A}=BGA
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22. Determine o conjunto dos nimeros complexos z para 0s quais 0 NUMero
z+Z+2
W =
Jz-1]+|z+1]-3
pertence a0 conjunto dos numeros reais. Interprete (ou identifique) este conjunto
geometricamente e faga um esbogo do mesmo.

POLIEDRO

Resolucao:

O numerador da fragdo € z+Z+2=a+bi+a-bi+2=2a+2. Comoaeb | R, teremos como
resultado um ndimero redl.

O denominador da fracio é \/|z 1+[z+1-3  Para ser red, devemos ter
[2- J+[z+4- 3>0\ [z- 4 +jz+1 >3

Esta desigualdade representa pontos do plano ndo pertencentes e exteriores a uma elipse de focos
(1; 0) e (- 1; 0) com eixo maior igua a 3.

23. Considere a seguinte situacdo baseada num dos paradoxos de Zendo de Eléia, filésofo grego do
seculo V A.C. Suponha que o atleta Aquiles e uma tartaruga apostam uma corrida em linha
reta, correndo com velocidades constantes va € v, com 0< vt < va. Como atartaruga € mais
lenta, élhe dada uma vantagem inicial, de modo a comegar a corrida no instante t = 0 a uma
disténcia d; > 0 na frente de Aquiles. Calcule os tempos ti, to, t3, ... que Aquiles precisa para
percorrer as distancias di, dy, ds, ..., respectivamente, sendo que, paratodo n 3 2, d, denota a

n-1

disténcia entre a tartaruga e Aquiles no ingtante é t, da corrida. Verifique que os termos ty,
k=1

k =1, 2 3, ..., formam uma progressdo geométrica infinita, determine sua soma e dé o

significado desta soma.

Resolucgao:
No instante t = 0, temos:

® °
Auguiles & tartariga
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Para o instante t = t; (tempo que Aquiles levou para percorrer di): t; = L
Va

Nesse periodo, atartaruga deslocouse d, = vt.i

Va
. d v, d, v V2
Paraoinstantet=t: t, =—2 b t,=—-.—L=—L d eparaatartaruga dy = —.dy
Va Va VAo Vi va
Analogamente:
2
Vv
t3 :_:;'dl
Va
n-1 d v
t, =t—n.d1, que é o termo gera da PG infinita, em que & = t; =—- ederazdo q=—- (que é
menor que 1, pois \ < va, garantindo a convergéncia da soma)
) a d /v d
Suasomaédadapor: S=—1-=—1A s=—-1
1-q 1-v,/v, Va - Vi

Esta soma representa o tempo que Aquiles levara para alcancar a tartaruga.
Obs: Da Cinemética, temos:

Aquiles: Sa(t) = va.t

Tartaruga: S(t) = dp + wi.t

Noencontro: Sa(t) =S(t) P vat=di +w.th t= 4 , COMo ja mostrado anteriormente.
Va- Vi

24. Mostre que toda funcdo f :R\{0} ® R, satisfazendo f(xy) = f(x) + f(y) em todo seu dominio, é
par.

Resolucéo:

Parax =y = a temos: f(a.a) =f(a)+f(a)\ f(a’)=2f(a);" al R

Parax =y = —a, temos: f(-a- a)=f( a)+ f( a)\ f(a®)=2f(-a); " al R
Portanto: 2f(a) = 2f(—a) \ f(a) = f(-a) para" al R. Logo afuncio é PAR.

25. Sejam a, b, c e d constantes reais. Sabendo que a divisio de Pi(x) = X* + a + b por
Pa(x) = X° + X + 4 é exata, e que a divisio de P3(x) = x>+ ox® + dx — 3 por P4(x) = x° —=x + 2
tem resto igual a—5, determineovalor dea+ b+ c+d.

Resolucgao:
Sga{ab,c,d} | R. Temos
P(x)=x*+ax*+b

P(x) =x%+2x+4

Py(x) =x3+cx? +dx- 3
Py(X)=x?- x+2

SISTEMA DE ENSINO POLIEDRO MATEMATICA
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19 Py1(x) eédivisivel por Px(x), logo:

x*+0x° +ax?+0x+b |[x?+2x+4

POLIEDRO

-x*-2x3- ax? x?- 2x+a
- 2x3+(a- 4)x2+0x
233+ 4x2 +8x
ax2+8x+b (8- 2a).x+(b- 4a2)° Ox +0
- ax?- 2ax- 4a 8- 2a=0b a=4
(8- 2a).x+(b- 4a) b-4a=0pP b=16

2°) P3(x) = P4(x).Q(x) + (- 5)

Logo:
X +ox?+dx- 3 |x%- x+2
-x3 +x2- 2x X +C +1 (d+c-1)x- 2c- 5° Ox+(-5)
(c+1)x*+(d- 2)x- 3 -2c- 5=-5PpP ¢c=0
- (c+D) X2 +(c+D)x- 2(c+1) d+c-1=0pbd=1

(d+c- 1)x- 2c- 5 \ a+b+c+d=4+16+0+1b |at+ b+ c+ d=21]

26. Sgam a, b, ¢ e d nimeros reais ndo-nulos. Exprima o valor do determinante da matriz

écd 1 a au
gacd 1 b b7
éabd 1 ¢ c?0
Sabc 1 d d?f
na forma de um produto de nimeros reais.
Resolucéo:
bed 1 a &
. . acd 1 b b?
Seja A amatriz apresentada e detA =
abd 1 ¢ &
abc 1 d d?
Multiplicando a 12, 22, 32 e 42 linha por a, b, ¢ e d, respectivamente, temos:
abcd a a® a° 1 aa & [l a a® a

ot oL [Acd b b? b’ _abod 1 b b> bl L b b* b
abed labed ¢ ¢ ¢ abedll ¢ 2 & L oc & B

abed d d* d® 1 d d & 0 dd &

Trata-se do determinante de Vandermonde. Assim:

| detA =(b- a)(c- a)(d- a)(c- b)(d- b)(d- c) |
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27. Encontre todos os valores de al H % , para 0s quais a equacao na variavel real X,

¢
&

CDX N|'C3

e
arctg E\E 1+

arctgg\/— 1- &= =a,

O
ﬂ

N |

admite solucéo.

Resolucéao:

O X

0
Com a, arctgg«/— 1+?—earctgg/_ 1- —l
(4]

e" 0.
2

0 e ol
tgearctgg«/— 1+——+arctgg/§ 1-——u tga

«/_1+72/«/_17ez o 2(v2- 1)

e’ 0

e (S
-g«/_ 1+—_9J' 1= 2(~/§-1)+T 1+8(T—1)

(SIS

2X — - _ , Eé
be —8(«/5 1)(cotga 1)> 0b cotga>1 b | al HO’ 28

2
. ~ y© . . A
28. Sabe-se que uma elipse de equagio pes +F =1 tangencia internamente a circunferéncia de
equacdo x° + y* = 5 e que a reta de equacdo X + 2y = 6 é tangente a elipse no ponto P.
Determine as coordenadas de P.

Resolucéo:
As informacfes remetem a seguinte construcao:

VA

N

(1) x2+y? =5 R=+56
P

>
H

&
5

(r)3x+2y =6

9 —+y =1,b=R=+6

b
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Com amudanca de base X =§, Y :L, vem, em XQY, a construcao:
a’ b
T A
R3/B
=
g
b5 =1 1/
B »
1‘ Efla . X
ip

Assm: YP:senq:ib Yp =

35
5..
Retornando & base xOy: yp =+/5.Yp b yP:ED XP:§ b p&§; _2
3 9 &9’ 35

w|§|

29. Considere um quadrado ABCD. Sejam E o ponto médio do segmento CD eF um ponto sobre o
segmento CE ta que m(BC)+m(CF)=m(AF). Prove que cos a = cos2b, sendo os angulos
a =BAF e b = EAD.

Resolucéo:

Como m(BC) +m(CF) = m(AF), vamos rotacionar o lado BC em torno de C até a reta CD.

Obtemos assim o triangulo isdsceles AFB’. A base AB’ do triangulo AFB’ corta BC em G tal que
DABG @DB’'CG eBG = GC.

Temos entdo que a = 2x. Os triangulos ADE e ABG sdo congruentes. Entdo b = x.

Assim, a = 2b e podemos afirmar que cosa = cos 2b.
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30. Quatro esferas de mesmo raio R> 0 sdo tangentes externamente duas a duas, de forma que seus
centros formam um tetraedro regular com arestas de comprimento 2R. Determine, em fungdo
de R, aexpressdo do volume do tetraedro circunscrito as quatro esferas.

POLIEDRO

Resolucao:
Observe afigura, que a esfera desenhada € uma das 4 do enunciado:

A

NI

Tetraedro regular de aresta 2R e dtura h =———

E € o centro do tetraedro regular e EF :%

E também € o centro do tetraedro regular circunscrito as 4 esferas.

Assm: EF+R = % tal que H é aatura do novo tetraedro. Entéo:

RV6 12R +2R6 _ 2R (<6 +6)
6 3

V6, R(\6+6) |5 2R(6+6)
> ) L-T_zR(JE+1)

o)

3

+R:%\ H:4R+%R\/6\ H =

L é o lado do tetraedro circunscrito: H =

3 ; 3 3
Volume do tetraedro = = V2 = QZR(\/E+1)LJ £ :8R3(J§ +1) £ b |V
12 € u 12 12
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Errata daresolucéo ITA 2003 - Fisica

Questéo 13

Alternativa: E

O som da corneta, com frequéncia aparente de 485 Hz, foi emitido na atura 18,3 m e levara um
tempo Dt para atingir o aluno:
Dt SEISE P Dt@0,053s
v 340
Ent8o, a distanciatotal percorrida pela corneta sera dada por:

d =18,3+ Vi . It +%g.Dt2 :18,3+18,9.0,053+%.9,8.0,0532

Logo: | d @9,3 m

Professor es responsaveis: Coor denacao: Digitacéo e diagramacao:
Alex Sander Schrdeder de Barros André Oliveira de Guadalupe Anderson Flavio Correia
Celso Faria de Souza Nicolau Arbex Sarkis Antonio José Domingues da Silva
Emerson de Maria Jodo Paulo Marques de Lima
Fabiano Rodrigues dos Santos Kleber de Souza Portela
Henrique Ferreira Nelson de Siqueira

Umberto César Chacon Malanga

ALOJAMENTO

O Poliedro possui um aojamento em Sdo José dos Campos com todas as facilidades para
hospedar alunos de outras cidades. O Alojamento Poliedro € uma pousada construida num
espaco de 10.000 m? com acomodaces amplas e confortaveis, que garante o melhor
desempenho do aluno durante o curso.

O convivio nos alojamentos € importante, pois criase um ambiente de forte estudo e
concentracdo, ndo sO pelo apoio dado por professores e coordenadores do Poliedro, como
também pela progressiva interacdo dos alunos, que podem discutir assuntos e questées das
diversas matérias, permitindo um crescimento mais homogéneo do grupo.

O alojamento oferece alimentacdo completa e dispde ainda de 6nibus fretados que executam o
trgeto aojamento-curso-alojamento nos horarios de interesse. Tudo isso para que 0 auno se
preocupe apenas com o estudo.

ENSINO MEDIO NO POLIEDRO

O Colégio Poliedro possui uma turma 3° Ano IME-ITA, que oferece uma preparacao integrada
a0 cursinho, especifica para os vestibulares do IME, ITA, Escolas Militares e Faculdades de
Engenharia.
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