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m Unicamp 2013 Um recipiente cubico de aresta a e sem tampa, apoia-

. . . 3 .
do em um plano horizontal, contém dgua até a altura Za. Inclina-se

lentamente o cubo, girando-o em um angulo 8 em torno de uma das

arestas da base, como est4 representado na figura a sequir.

a) Supondo que o giro é interrompido exatamente antes de a
agua comegar a derramar, determine a tangente do angulo 6.
Considerando, agora, a inclinagéo tal que tan(8) = 1/4, com

0 < 8 < m/2, calcule o valor numérico da expressao
c0s(28) — sen(26).
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109. a) De acordo com o enunciado, podemos construir a seguinte figura:

Por outro lado, quando apoiado em um plano horizontal, o recipiente
o . 3a N .
contém 4gua até a altura - o que significa que o volume de &gua cor-
3 i - )
responde a 3 do volume do recipiente; assim, o volume de ar contido no
- 1 . .
recipiente corresponde a 7 do volume do cubo e é equivalente a um

prisma triangular.

Var:Vprls
15 ax a
—a’=—-ax==
4 2 2
A tangente do angulo 6 é dada por:
a
th=5=;
a a
1
tg6=—
9 2
1 T -
b) Se th:z, com 0<08<—, entdo:
X 1
senf= =—
W17 N7
cos@= x _ 4
xN17 17
cos(28)—sen(28) = cos? 8 —sen’® — 2senBcosO
16 1 1 4
cos(20)-sen(28)= ———-2- = —=
(26)—sen(26) 17 17 = 7 7
15 8
cos(20)—-sen(20)= ——-—
(28)-sen(26)= - - =
7
cos(28)—sen(28)= =
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Unicamp 2017 Sabendo que k € um numero real, considere a fun-
Gao fix) = k senx + cosx, definida para todo nimero real x.
a) Seja tum numero real tal que f(t) = 0. Mostre que f{2t) = —1.
b) Para k = 3, encontre todas as solugdes da equagéao
fx)? + fi-x)* = 10 para0 < x < 2m.
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67. a) (1):Sef(x)=k-sen x+ cos x e f(t) =0, entdo
fl=k-sent+cost=0=>k-sent=—cost.
Como sen(2t) =2 - sent - cos te cos(2t)=cos’ t—sen’t:
f(2t)=k-sen(2t) +cos(2t)

Nt N !
2sentcost  cog? t—sent

De (), pode-se concluir que:
f(2t) = 2k - sen t- cos t+ cos? t— sen’t = f(2t) = cos? t — sen’t
ey
-cost
Lembrando que a relagao fundamental da trigonometria impde que
cos’t+sen’t=1, entdo:
f(2t)=—cos’t —sen’t = f(2t) = —(coszt + senzt) =f(2t)=-1 (cqd)
1
b) Para k = 3, tem-se que (1) f(x) = 3sen x + cos x.
Além disso, sabe-se que:
sen(—x)=—sen x
—_—
fungdo Impar

sen x \ X

COSX = coj(—x)

Nesse caso, para [f()()]2 +[1‘(—>()]2 =10, teremos, de (I) e (II), a seguinte
equagao:

e

cos(—x)=cos X

fungao par
sen (-X)

Portanto: sen (-x) =-sen x

(I1) f(=x) = —3sen x + cos x

(3sen x + cos x)2+ (—3sen x + cos x)*= 10 =

cos? x=l-sen’x (RF.T) \5

=>9-sen2x+c052x:5—>senx=17%

T 3n 51 n
X=—0UX=—0U X=—0U X=—
4 4 4 4
Uma vez que:
A sen x

() 0

y,
Nt

S

INEY

225“(




m UFPE 2011 Um escritdrio tem 7 copiadoras e 8 funcionarios que
podem opera-las. Calcule o numero m de maneiras de se copiar si-
multaneamente (em maquinas distintas, sendo operadas por fun-
cionarios diferentes) 5 trabalhos idénticos neste escritério. Indique a
soma dos digitos de m.

m Unesp 2011 Em todos os 25 finais de semana do primeiro semes-
tre de certo ano, Maira ird convidar duas de suas amigas para ir a sua
casa de praia, sendo que nunca o mesmo par de amigas se repeti-
ra durante esse periodo. Respeitadas essas condi¢des, determine o
menor nimero possivel de amigas que ela podera convidar.

Dado: ¥201=14,2.

m Unicamp 2011 O perfil lipidico € um exame médico que avalia a
dosagem dos quatro tipos principais de gorduras (lipidios) no san-
gue: colesterol total (CT), colesterol HDL (conhecido como“bom co-
lesterol”), colesterol LDL (o “mau colesterol”) e triglicérides (TG). Os
valores desses quatro indicadores estao relacionados pela formula
de Friedewald: CT = LDL + HDL + TG/5. A tabela a seguir mostra os
valores normais dos lipidios sanguineos para um adulto, segundo o
laboratério SangueBom.

Indicador Valores normais
CcT Até 200 mg/d{
LDL Até 130 mg/d(
HDL Entre 40 e 60 mg/d(
TG até 150 mg/d(

a) O peffil lipidico de Pedro revelou que sua dosagem de coleste-
rol total era igual a 198 mg/d(, e que a de triglicérides era igual
a 130 mg/d(. Sabendo que todos os seus indicadores estavam
normais, qual o intervalo possivel para o seu nivel de LDL?

b) Acidentalmente, o laboratério SangueBom deixou de etiquetar
as amostras de sangue de cinco pessoas. Determine de quan-
tos modos diferentes seria possivel relacionar essas amostras as
pessoas, sem qualquer informagao adicional. Na tentativa de
evitar que todos os exames fossem refeitos, o laboratério ana-
lisou o tipo sanguineo das amostras, e detectou que trés delas
eram de sangue O+ e as duas restantes eram de sangue A+.
Nesse caso, supondo que cada pessoa indicasse seu tipo san-
guineo, de quantas maneiras diferentes seria possivel relacionar
as amostras de sangue as pessoas?
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m Fuvest 2011 Para a prova de um concurso vestibular, foram ela-
boradas 14 questoes, sendo 7 de Portugués, 4 de Geografia e 3 de
Matematica. Diferentes versdes da prova poderao ser produzidas,
permutando-se livremente essas 14 questoes.

a) Quantas versoes distintas da prova poderao ser produzidas?

b) Ainstituicao responsavel pelo vestibular definiu as versoes clas-
se A da prova como sendo aquelas que seguem o seguinte pa-
drdo: as 7 primeiras questoes sao de Portugués, a Ultima deve
ser uma questao de Matematica e, ainda mais: duas questoes
de Matematica ndao podem aparecer em posi¢oes consecutivas.
Quantas versoes classe A distintas da prova poderao ser produ-
zidas?

¢) Dado que um candidato vai receber uma prova que comega
com 7 questoes de Portugués, qual é a probabilidade de que ele
receba uma versao classe A?

Fuvest 2011
a)

Quantos sao os numeros inteiros positivos de quatro algaris-
mos, escolhidos sem repeticao, entre 1,3, 5,6, 8,97

b) Dentre os nimeros inteiros positivos de quatro algarismos cita-
dos no item a), quantos sao divisiveis por 57

c) Dentre os nimeros inteiros positivos de quatro algarismos cita-
dos no item a), quantos sao divisiveis por 4?

m Unicamp 2012 O mostrador de determinado reldgio digital indica
horas e minutos, como ilustra a figura a seguir, na qual o digito da
unidade dos minutos estd destacado.

-8

O digito em destaque pode representar qualquer um dos dez alga-
rismos, bastando para isso que se ative ou desative as sete partes
que o compdem, como se mostra abaixo.

(345618590

a) Atribuindo as letras a, b, ¢, d, e, f, g aos trechos do digito desta-
cado do relégio, como se indica a seguir:



pinte no grafico de barras a seguir a porcentagem de tempo em que
cada um dos trechos fica aceso. Observe que as porcentagens refe-
rentes aos trechos f e g ja estao pintadas.

ST T

e f g
b)

Supondo, agora, que o digito em destaque possua dois trechos
defeituosos, que ndo acendem, calcule a probabilidade de o al-

garismo 3 ser representado corretamente.

m Fuvest2012

Dez meninas e seis meninos participardo de um torneio de té-
nis infantil. De quantas maneiras distintas essas 16 criangas po-
dem ser separadas nos grupos A, B, C e D, cada um deles com 4
jogadores, sabendo que os grupos A e C serdo formados apenas
por meninas e o grupo B, apenas por meninos?

Acontecida a fase inicial do torneio, a fase semifinal tera os jo-
gos entre Maria e Jodo e entre Marta e José. Os vencedores de
cada um dos jogos farao a final. Dado que a probabilidade de
um menino ganhar de uma menina é 3/5, calcule a probabilida-
de de uma menina vencer o torneio.

UFG 2013 Uma pessoa dispde de RS 800,00 para comprar cami-
sas e calcas, de modo a obter exatamente vinte trajes distintos. Cada
traje consiste de uma calca e uma camisa, que custam R$ 110,00 e
RS 65,00, respectivamente. Considerando-se que cada peca pode
fazer parte de mais de um traje, calcule o nimero de camisas e de
calcas que a pessoa comprara sem ultrapassar a quantia em dinhei-
ro de que dispoe.

m Unesp 2013 Quantos sao os nimeros naturais que podem ser de-
compostos em um produto de quatro fatores primos, positivos e
distintos, considerando que os quatro sejam menores que 30?7
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m Unifesp 2015 Um tabuleirc de xadrez possui 64 casas quadradas.
Duas dessas casas formam uma dupla de casas contiguas se estéo
lado a lado, compartilhando exatamente um de seus lados. Veja dois
exemplos de duplas de casas contiguas nos tabuleiros.

Dispdem-se de duas pegas, uma na forma ©, e outra na forma ®,
sendo que cada uma cobre exatamente uma casa do tabuleiro.

a) De quantas maneiras diferentes é possivel colocar as pegas ©
e ® em duplas de casas contiguas de um tabuleiro de xadrez?
b) Considere as 64 casas de um tabuleiro de xadrez como sendo

os elementos de uma matriz A=(a;)gxs- Coloca-se a pega ©, ao
acaso, em uma casa qualquer do tabuleiro tal que i = j. Em se-
guida, a peca @ sera colocada, também ao acaso, em uma casa
qualquer do tabuleiro que esteja desocupada. Na situagao des-
crita, calcule a probabilidade de que as pecas © e @ tenham
sido colocadas em duplas de casas contiguas do tabuleiro.

m Fuvest 2015 Um “alfabeto minimalista” é constituido por apenas
dois simbolos, representados por * e #. Uma palavra de comprimen-
ton,n > 1, é formada por n escolhas sucessivas de um desses dois
simbolos. Por exemplo, # € uma palavra de comprimento 1 e #**# é
uma palavra de comprimento 4.

Usando esse alfabeto minimalista,

a) quantas palavras de comprimento menor do que 6 podem ser
formadas?
b) qual éomenorvalorde N para o qual é possivel formar 1.000.000

de palavras de tamanho menor ou igual a N?

Unesp 2016 Esta previsto que, a partir de 12 de janeiro de 2017,
entrara em vigor um sistema Unico de emplacamento de veiculos
para todo o Mercosul, o que inclui o Brasil. As novas placas serao
compostas por 4 letras e 3 algarismos.

Admita que no novo sistema possam ser usadas todas as 26 letras
do alfabeto, incluindo repeti¢des, e os 10 algarismos, também in-
cluindo repeti¢oes. Admita ainda que, no novo sistema, cada carro
do Mercosul tenha uma sequéncia diferente de letras e algarismos
em qualquer ordem. Veja alguns exemplos das novas placas.

ARGENTINA

AB123CD

VENEZUELA

BRASIL

PARAGUAY

123ABCD

3BCD1A4




No novo sistema descrito, calcule o total de placas possiveis com
o formato “Letra-Letra-Algarismo-Algarismo-Algarismo-Letra-Letra’,
nessa ordem. Em seguida, calcule o total geral de possibilidades de
placas com 4 letras (incluindo repeticao) e 3 algarismos (incluindo
repeticdo) em qualquer ordem na placa. Deixe suas respostas finais
em notagao de produto ou de fatorial.

m Fuvest 2017 Um quadriculado € formado por n x n quadrados
iguais, conforme ilustrado para n = 2 e n = 3. Cada um desses qua-
drados sera pintado de azul ou de branco. Dizemos que dois quadra-
dos Q, e Q, do quadriculado estdo conectados se ambos estiverem
pintados de azul e se for possivel, por meio de movimentos horizon-
tais e verticais entre quadrados adjacentes, sair de Q, e chegara Q,
passando apenas por quadrados pintados de azul.

Q Q,

n=2 n=3

a) Se n =2, de quantas maneiras distintas sera possivel pintar o
quadriculado de modo que o quadrado Q, do canto inferior
esquerdo esteja conectado ao quadrado Q, do canto superior
direito?

b) Suponha que n = 3 e que o quadrado central esteja pintado
de branco. De quantas maneiras distintas serd possivel pintar
o restante do quadriculado de modo que o quadrado Q, do
canto superior esquerdo esteja conectado ao quadrado Q, do
canto superior direito?

c) Suponha que n = 3. De quantas maneiras distintas sera possivel
pintar o quadriculado de modo que o quadrado Q, do canto
superior esquerdo esteja conectado ao quadrado Q, do canto
superior direito?

m Unifesp 2018 Em uma classe de 16 alunos, todos sao fluentes em

portugués. Com relagao a fluéncia em linguas estrangeiras, 2 sdo

fluentes em francés e inglés, 6 sao fluentes apenas em inglés e 3 séo

fluentes apenas em francés.

a) Dessa classe, quantos grupos compostos por 2 alunos podem
ser formados sem alunos fluentes em francés?

b) Sorteando ao acaso 2 alunos dessa classe, qual é a probabilidade
de que ao menos um deles seja fluente em inglés?
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121. 9
120. 1. Seja n: o numero de amigas (n €N)
Assim, C":2 > 25
| —N(h=2)!
) — > n(n=D0=2'5 55 2 _n-5020
© 2i(n-2) 2(n-2)

3. Raizes aproximadas da expressao n?—n —50sdo-66e 7,6.

N o
66~~~ 76 n

119. a) Substituindo os valores temos:
130
198=T+LDL+HDL.'.LDL= 172-HDL

Como40<HDL<60=40<172-LDL<60..112<LDL<132

Assim:[112< DL <130

b) Distribuindo as amostras entre as 5 pessoas, temos SI = 120 maneiras
distintas.
Como 3 pessoas sac O+ e 2 sao A+, temos 3! - 2! maneiras de relacionar

as amostras de sangue, ou seja, 12 maneiras.

118. a) O total de permutagbes das 14 questdes € igual a 14! (P = 14!).
Assim, poderao ser produzidas 14! versdes distintas da prova.

b) As 7 primeiras questoes devem ser de Portugués, entao existem 7! per-
mutagdes possiveis para essa parte da prova. A prova é composta de 4
questdes de Geografia e 3 de Matematica, que podem ser permutadas
de 4! e 3! modos diferentes, respectivamente.

Como a ultima questdo da prova deve ser de Matemética e essa discipli-
na nao pode ter duas questoes consecutivas, as questoes dessa parte da
prova podem ser distribuidas em 6 modos.

MGMGGGM GGMGMGM
MGGMGGM GMGGMGM
MGGGMGM GMGMGGM

Assim, poderao ser produzidas 7!-4!-3!-6 versoes classe A distintas da pro-
va, ou 4.354.560.

¢) O nimero de provas, cujas 7 primeiras questoes sao de Portugués, é: 7!-7!
O numero de versoes classe A distintas da prova é: 7!-41-31.6.

Desse modo, a probabilidade de o candidato, nessas condigoes, receber
uma versao classe A é:

7141316 41316 AM.3.2.8 6

TTan o 7854 |PT3s

117. a) 6-5-4 -3 =360 nimeros.

b) Para ser divisivel por 5, dentro dos possiveis nimeros do item a, 0 nime-
ro necessita ser terminado em 5. Assim, temos apenas uma possibilidade
de terminagdo dentre os 6 nimeros possiveis.
5-4.3.1=60numeros.

c) Para ser divisivel por 4, os dois ultimos algarismos devem formar um nu-
mero divisivel por 4. Dentre os nimeros disponiveis, podemos ter apenas
0 16, 36, 56, 68 ou 96, totalizando 5 possibilidades. Logos, teremos:
4-3.5=60numeros.
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116. a) Basta verificar a série de 0 a 9 (dada como modelo no enunciado):
a — aceso em 8 dos 10 digitos — 80%
b — aceso em 6 dos 10 digitos — 60%
¢ — aceso em 7 dos 10 digitos — 70%
d — aceso em 4 dos 10 digitos — 40%
e — aceso em 7 dos 10 digitos — 70%
f — aceso em 9 dos 10 digitos — 90%

g — aceso em 8 dos 10 digitos — 80%

Com os valores plotados na grade fornecida, temos:

a b c d e f g

b) Inicialmente, dimensionamos o espago amostral: ha um total de C;, =21
modos de termos dois trechos defeituosos (queimados). Exemplos se-
riam“a"e’b’,“a" e "e","c" e"g’, e assim por diante.

Para que o digito 3 seja corretamente representado, ha apenas uma com-
binagdo de trechos que pode estar queimada (“b" e “d"), pois todos os de-
mais trechos sdo usados para representar o digito 3.

1

Assim, temos a probabilidade:

.
10-9-87 65 6-5
S aC o 10987 6565
a) Coa-CoaCea 4321 2 2
Maria x Joa
b) Semifinal{ o0 ampeao.
Marta x José ampeao

P(menino ganhar):%:a P(meninaganhar)=

[N}

Caso 1: Meninas vencem ambas as semifinais. Maria x Marta.
22,40
55 25 125
Caso 2: Maria ganha de Jodo. José vence Marta. Maria vence José na final.
232 12
555 125
Caso 3: Jodao ganha de Maria. Marta vence José. Marta vence Jodo.
232_12
555 125

. 20 12 12 44
Logo: P(menina vencer) = —+ —-—=——

125 125 125 125

P(menina vencer) = %

114. A pessoa compraré 4 calcas e 5 camisas.

113. Inicialmente, vamos escrever os nimeros (fatores) primos menores que 30:
2,3,57,11,1317,19, 23, 29.
Observe que temos 10 fatores dos quais devemos escolher 4 distintos, ou

10
oo =(4 ]

51

112. a) Observando o tabuleiro, temos 7 duplas de casas contiguas em cada
uma das 8 linhas e em cada uma das 8 colunas. Logo, temos 2-7-8 =112
duplas de casas contiguas. Temos ainda a possibilidade de as pegas tro-
carem de lugar em cada dupla. Logo, 2- 112= maneiras diferentes
de posicionar as pegas.

b) De acordo com o enunciado, se i =}, a 12 pega sera colocada na diagonal
do tabuleiro, podendo ser posta nos cantos (a,, ou ag) oundo (a,, a,, a,,
aSS‘ aGG

Se a 12 pega for colocada nos cantos do tabuleiro, temos 2 possibilidades

oua,).

para dispor a 22 pega. Porém, se a 12 pega nao for colocada nos cantos,
temos 4 possibilidades para dispor a 22 pega.

Assim:
22 6 4 1 6 7
P==—t—=-—==—t—=—=
8 63 8 63 126 126 126

111. Como o alfabeto é formado apenas por 2 simbolos, o nimero de “palavras”
de comprimento n é 2",
a) Logo, o numero de “palavras” com comprimento menor que 6 é
A1-2)
1-2

2422423420 4+2°= =62.

b) O ndmero de “palavras” com comprimento menor ou igual a N é

2'+22+23+2“+__A+2N=2(::§N).

-2
Portanto, N é o menor natural que satisfaz T21000 000.. 2" >500001.

Como N é natural, 2'® = 262 144 e 2'* = 524 288, podemos concluir que
N=19.
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m Unesp 2011 A média aritmética dos elementos de um conjunto
formado por n valores numéricos diminui quatro unidades quan-
do o numero 58 é retirado. Quando o nimero 57 é adicionado ao
conjunto original, a média aritmética dos elementos desse novo
conjunto aumenta trés unidades em relagao a média inicial. Qual o
valor da soma dos elementos originais do conjunto?

Unicamp 2011 Um grupo de pessoas resolveu encomendar ca-
chorros-quentes para o lanche. Entretanto, a lanchonete enviou
apenas 15 sachés de mostarda e 17 de ketchup, o que nao é sufi-
ciente para que cada membro do grupo receba um saché de cada
molho. Desta forma, podemos considerar que ha trés subgrupos:
um formado pelas pessoas que ganharao apenas um saché de mos-
tarda, outro por aquelas que ganharéo apenas um saché de ketchup,

e o terceiro pelas que receberdo um saché de cada molho.

a) Sabendo que, para que cada pessoa ganhe ao menos um sa-
ché, 14 delas devem receber apenas um dos molhos, determine
o numero de pessoas do grupo.

b) Felizmente, somente 19 pessoas desse grupo quiseram usar 0s
molhos. Assim, os sachés serdo distribuidos aleatoriamente entre
essas pessoas, de modo que cada uma receba ao menos um sa-
ché. Nesse caso, determine a probabilidade de que uma pessoa
receba um saché de cada molho.
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m UFG 2012 Um fabricante combina cereais, frutas desidratadas e
castanhas para produzir trés tipos de granola. As quantidades, em
gramas, de cada ingrediente utilizado na preparagao de 100 g de
cada tipo de granola sao dadas na tabela a seguir.

lipocs gt Cereais Frutas Castanhas
ingredientes

Light 80 10 10

Simples 60 40 0

Especial 60 20 20

O fabricante dispde de um estoque de 18 kg de cereais, 6 kg de
frutas desidratadas e 2 kg de castanhas. Determine quanto de cada
tipo de granola ele deve produzir para utilizar exatamente o estoque
disponivel.

m Unicamp 2013 Na formulagao de fertilizantes, os teores percen-

tuais dos macronutrientes N, P e K, associados respectivamente a

nitrogénio, fésforo e potassio, sao representados porx,ye z.

a) Os teores de certo fertilizante satisfazem o seguinte sistema de
equagoes lineares:

3x+y-2z=0,20
2y+z=0,55
z=0,25

Calcule x e y nesse caso.

b) Suponha que para outro fertilizante valem as relagoes 24% <
X+y+2z<54%, x> 10%,y > 20% e z= 10%. Indique no plano
cartesiano a seguir a regiao de teores (x, y) admissiveis para tal
fertilizante.

m Unicamp 2013 A numeracao dos cal¢ados obedece a padroes dis-
tintos, conforme o pais. No Brasil, essa numeragao varia de um em
um, e vai de 33 a 45, para adultos. Nos Estados Unidos a numeragao
varia de meio em meio, e vai de 3,5 a 14 para homens ede 5a 15,5
para mulheres.

a) Considere a tabela abaixo.

Numeracao brasileira (t) Comprimento do calgado (x)
35 23,8cm
42 27,3cm

Suponha que as grandezas estao relacionadas por fungoes afins t(x)
= ax + b para a numeragao brasileira e x(t) = ct + d para o com-
primento do cal¢ado. Encontre os valores dos parametros a e b da
expressao que permite obter a numeracgao dos cal¢ados brasileiros
em termos do comprimento, ou os valores dos parametros c e d da
expressao que fornece o comprimento em termos da numeragao.
b) A numeragao dos calgados femininos nos Estados Unidos pode
ser estabelecida de maneira aproximada pela fungao real f de-
finida por f(x) = 5(x — 20)/3, em que x é o comprimento do cal-
¢adoemcm.
Sabendo que a numeragao dos calgados ny forma uma pro-
gressao aritmética de razao 0,5 e primeiro termo n; = 5, em que
n, = f(c,), com k natural, calcule o comprimento .
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Unicamp 2017 Sabendo que m é um nimero real, considere o sis-
tema linear nas variaveis x, y e z:

mx+2z=4,
X=y+z=3,
2x+mz=4.

a) Seja A amatrizdos coeficientes desse sistema. Determine os va-
lores de m para os quais a soma dos quadrados dos elementos
da matriz A é igual & soma dos elementos da matriz A= A - A.

b) Para m = 2, encontre a solugédo do sistema linear para a qual o
produto x y zé minimo.
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124. a) Observando a tabela e utilizando as fungdes afins do enunciado, pode-
mos escrever:
t(23,8) =35 X(35)= 23,8
) ou (I
t(273) =42 X(42)=273
Optando por (I) e substituindo na fungao t(x) = ax + b, temos:

=
a-27,3+b=42 3,5a=7

{a-23,8+b=35 {23,8a+b=35 {b:—lz,ﬁ
a=2

Optando por (Il) e substituindo na fungao x(t) = cx + d, temos:

c-35+d=238 [35c+d=238 [[d=63
= =
c-42+d=273" |7c=35 c=05

b) A numeragao americana dos calgados femininos é uma progressao arit-
mética de razdor=05 e n, = 5. Assim,n;=n+4-reng =5+4-05=7.

Substituindo na fungao dada, temos:

f(ce)=ng & 5(cg —20)/3=7
€ —20=21/5
3x+y-2=0,20 (1)

2y+2=0,55 (2)
z=0,25 (3)

125. a)

Substituindo (3) em (2), conclui-se que y = 0,15.
Na equagao (1), temos:
3x+0,15-0,25=0,20 = 3x=0,30 &
b) Paraz=10%,
24%<x+y+2z<54%
24%< x+y+10% < 54%
14% < x+y<44%
Como x 2 10% e y = 20%, x + y = 30%. Assim, a desigualdade anterior
pode ser substituida por x + y < 44%. A regiao a ser destacada esta a
direita da reta x = 10%, acima de y = 20% e abaixo de x + y = 44%, como
na figura a seguir.

50

40

30

20
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126. 12 kg de granola light, 10 kg de granola simples e 4 kg de granola especial.

127. a) Seja x o numero de pessoas. Como 14 receberam 1 saché, x - 14

receberam 2 sachés. Como temos 32 sachés, podemos escrever
32=14-1+(x-14)-2 ~.x=23]

b) Vamos calcular agora a probabilidade de que uma pessoa receba um
saché de cada molho. Sendo x o nimero de pessoas que receberam 2
sachés de cada tipo, 19 - x receberao apenas 1 saché.

Assim, 19-x+2x=32 .. x=13.
A probabilidade de que uma pessoa receba um saché de cada

molhoéE.
19

128. 1. Média aritmética inicial:

Xy + Xy +. X
=12 " " Zn DX+ Xy +et Xy =DM

M

2. Retirando o nimero 58:

X)Xy +..+ X, —58
n-1

3. Adicionando o nimero 57:

X)+ Xy + ...+ X, +57

=M —4..x+ X, +ot %, =(n=1)- (M, - 4)

=M +3 o XX et X, = (N41)-(M+3)

n+1
4. De 1,2 e 3, podemos montar o sistema: {Mi+4n=62
M;+3n=54
n=8eMi=30
5. De 1,temos x, + X, +..+x =830 = 240.
Soma = 240
73. a) Tem-se:
(m 0 2 m o0 2][m o 2
A=|1 -1 1|Entio, A’=A-A=|1 -1 1||1 =1 1|=
_2 0 m 2 0 m||2 O m
[m?+4 0 4m
m+1 1 m+1 |,cujasomadoselementos é igual a
4m 0 m’+4

2(m? +4)+2(4m)+2(m+1)+1=2m* +10m+11.

Como a soma dos quadrados dos elementos de A é igual a
m?+2-1%+2.2 +(=1f =2m* +11, tem-se que

22 +10m +11=2m? +11¢ [m=0].

Assim, para que a soma dos quadrados dos elementos de A seja igual a
soma dos elementos de A2, deve-se ter m = 0.

b) Para m = 2, o sistema se reduz a:
2Xx+2z=4 X—-y+z=3
X=y+z=3| x+z=2
2x+2z=4

X=2—-2
y=-1

(2—z)—y+z=3=’
X=2-2

O sistema é possivel e indeterminado. Logo, o produto xyz se torna uma
fungdo P(2) dada por:

P(z)=x-y-z=(2-2)(-1)-z=2*-2z

Portanto, P(z) ¢ uma fungao de segundo grau com concavidade voltada

(2

para cima e atinge minimoem z=— 5 =1, com valor minimo igual a

PO =(1)" —2-1=-1.
Sendo assim, a solugdo com o minimo valorde x -y - zé:
(2-z-1z)=(2-1-10)=|(1-11)
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EEY Fuvest 2011

a) Sendo i a unidade imaginéria, determine as partes real e imagi-

naria do nimero complexo:
gl Ly
+i 2

b) Determine um polinémio de grau 2, com coeficientes inteiros,
que tenha z, como raiz.

c) Determine os nimeros complexos w tais que z, - w tenha mo-
dulo igual a 542 e tais que as partes real e imaginaria de z; - w
sejam iguais.

d) No plano complexo, determine o nimero complexo z; que é o
simétrico de z, com relagao a reta de equagéo y—-x =0.

m Unifesp 2011 No plano de Argand-Gauss (figura), o ponto A é cha-
mado afixo do nimero complexo z = x + i, cujo médulo (indicado
por |z|) é a medida do segmento OA e cujo argumento (indicado
por 8) é o menor angulo formado com OA, no sentido anti-horario, a
partir do eixo Re (z). O nimero complexo z = i é chamado “unidade
imaginaria”

b Im(z)
A

Y-y d
i
!
o |

0o X Fle—(z)

a) Determinar os nimeros reais x tais que z= (X + 2|')4 éum nume-

ro real.
b) Se uma das raizes quartas de um nimero complexo z é o com-
plexo z,, cujo afixo é o ponto (0, a), a > 0, determine [z].
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130. a) Primeiramente, vamos multiplicar o numerador e o denominador da fra- .
Da condigao (1l):

—5b % by (-5bY

1 1=i 1 i 1=i (=2 = =52 (7] +(7J =5J2=>b=%2
ZO= (_]'(_'] N (_][_] +-I=__(_)+i 2 ? ? 2

1+i/ \1=i 2i)\-2 2 4
1 Paraa=-3b e b= 2, os nimeros complexos sao:

=5t [w=—6+2 e w=6-2 |

¢ao pelo conjugado do denominador.

Assim:

1
d) O numero complexo zo=§+i é identificado como o ponto (%;l

Re(zo):% elm(zy)=1

1
cujo simétricoem relagdo aretay-x=0€o0 ponto(l; EJ

b) Um polinémio de grau 2, com coeficientes inteiros, pode ser definido Desse modo, o numero complexo z, ¢ dado por:
: ) :

pela seguinte fungao:

1.
p(z)=az’ +bz+c () 7 =1+5'

Se z, € raiz do polinémio, o conjugado de z, também deve ser raiz do

polinémio.
Das relagoes de Girard, temos:
C

-b
Hi+Zy=— € Z-Zp=-—
da da

Seja z, = z, uma das raizes do polindmio, entdo z, =2, onde 7, é 0
conjugado de z,, temos:
— -b — ¢ 131 a) (x4 20)* (x4 20) (x4 207 =(x2+ i 42) =3+ 4xi-4)(x7 + 4xi-4)
ZptZpg=— € Zy-Zp=-—
a a
(+20)" =x* +8x7i-24x* ~32x+16=(x* —24x* +16 )+i(8x 32

- - 1.
Do exercicio anterior, vimos que z,=—+i, logo: .
2 Para tal numero ser real, basta que:

z°+£=_—bc[l+i)+(l—i]=_—bc_—b=lua=—b 8x* —32x=0
a 2 2 a a
2
_ 1 1 X|8x°—32 =O<
zo-zo=£t:’»(—+i]-(——i)=5‘:t5=£i:>c=E ( ) x'=4=x=2o0ux=-2
a 2 2 a a 4 4
Logo,x=0o0ux=-20ux=2
; o z {5 i
Como os coeficientes devem ser inteiros, para que a fragao (Ta) seja b) Lembrando que o médulo de raiz quarta de um complexo € a raiz quarta
inteira, a deve ser mdltiplo de 4. (real) do médulo:
Para a = 4k, temos:
Im @)

b=-4k e C=5k
Substituindo os valores dos coeficientes em (1): ° z,(02)
p(2) = 4kz? + (—4k) z+ 5k
p(z)=(4zz —4z+ 5)~k [ Re (2

- 2 -
Onde k deve assumir valores inteiros nao nulos. Para k = 1, temos, por 2ol =

I linémio: 5 4

exemplo, o polindmio Entio: |Zo|=§'ﬂ;|=>‘z|=|zo| =

p(z)=42%-4z+5
L LIVRO 3 - Questoes Dissertativas
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(DRe(z-W)=ln(2zo-W) & |zo-W|=5v2 ()

B m Unicamp2012Um circulo de raio 2 foiapoiado sobre asretasy = 2xe

1 . L 1, . : .

7 -w=(§+|]~(a+ b|)=5a+§b|+a|+b|2 y = -x/2, conforme mostra a figura a seguir.
zo-wzla—b+(a+lb)-i /)

2 2
Da condigao (l):
1 1 1 1 G
—a-b=a+-b=>—-a-a=-b+bea=-3b
2 2 2 2

X

a) Determine as coordenadas do ponto de tangéncia entre o cir-
culoearetay=-x/2.

b) Determine a equagao da reta que passa pela origem e pelo
ponto C, centro do circulo.

54
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m Unesp 2014 Chegou as maos do Capitao Jack Sparrow, do Pérola
Negra, o mapa da localizagao de um grande tesouro enterrado em
uma ilha do Caribe.

Ao aportar na ilha, Jack, examinando o mapa, descobriu que P1 e P2 se

referem a duas pedras distantes 10 m em linha reta uma da outra, que

o ponto A se refere a uma arvore ja ndo mais existente no local e que

a) ele deve determinar um ponto M1 girando o segmento P1A em
um angulo de 90° no sentido anti-horério, a partir de P1;

b) ele deve determinar um ponto M2 girando o segmento P2A em
um angulo de 90° no sentido horério, a partir de P2;

c) otesouro estd enterrado no ponto médio do segmento M1M2.
Jack, como excelente navegador, conhecia alguns conceitos
matemadticos. Pensou por alguns instantes e introduziu um sis-
tema de coordenadas retangulares com origem em P1 e com
o eixo das abscissas passando por P2. Fez algumas marcagoes e
encontrou o tesouro.

m Unifesp 2015 Um tomadgrafo mapeia o interior de um objeto por
meio da interagdo de feixes de raios X com as diferentes partes e cons-
tituigcoes desse objeto. Apds atravessar o objeto, a informacéo do que
ocorreu com cada raio X é registrada em um detector, o que possibili-
ta, posteriormente, a geracao de imagens do interior do objeto.

fonte y

detector

o ;
objeto  *._ .

No esquema indicado na figura, uma fonte de raios X estd sendo
usada para mapear o ponto P, que estd no interior de um objeto
circular centrado na origem O de um plano cartesiano. O raio X que
passa por P se encontra também nesse plano. A distdnciaentre Pea
origem O do sistema de coordenadas é igual a 6.

a) Calcule as coordenadas (x, y) do ponto P.

b) Determine a equagao reduzida da reta que contém o segmento

que representa o raio X da figura.

95

m Unicamp 2015 Seja r a reta de equacgao cartesiana x + 2y = 4. Para
cada nuimero real t tal que 0 < t < 4, considere o triangulo T de vérti-
ces em (0, 0), (t, 0) e no ponto P de abscissa x = t pertencente a reta
r,como mostra a figura abaixo.

Ay

N

[=)
3/

X+2y=4

a) Para0<t<4,encontre a expressao para a fungao A(t), definida
pela area do triangulo T, e esboce o seu gréfico.

Uit et st ety sl .
A(f) | 1 1 1 [ I I !
d ol Ll L L L _L___ !

| ] | | ] | | !
| | | [} 1 | | !
I ] I I ] | | |
I~ 1 -——"—T°~"~""T~-"~"r-—"—"""r--""r-—-°"r-—°-r——- :
1 ] | ] ] | |
| | | | I | | !
T S S |
I ] | | [ I I !
| I I I I | I !
| | | | I | | !
I e T e R !
I ] | | | I | |
I ] | | | I I !
e i i T S Sy S !
I I I I I I | !
| ] | ] ] | | !
Ll L _L___L___L___L___ !
I | | I [ I I :
| | | I 1 | |
| | | I ] | | t !
T T T T T T T »
0 1 2 3 4
b) Seja k um numero real ndo nulo e considere a fungao

g(x) = k/x, definida para todo niumero real x ndo nulo. Determine
o valor de k para o qual o gréfico da funcdo g tem somente um
ponto em comum com a reta r.
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135. a) y

*y

De acordo com o texto, o ponto T, pertence a reta de equagao y = —x/2,
entéo suas coordenadas sdo T (- 2a, a). A medida OT = OT, =R =2, pois
o quadrildtero OT, T,C € um quadrado; assim, pelo Teorema de Pitdgoras,
tem-se:

(~2a)} +a? =22

b) Sejar a reta de equagdo y = 2x, cuja inclinagao © € tal que m =1tgb = 2.
Seja s a reta que passa pela origem e pelo ponto C, cuja inclinagao
(0 + 459 é tal que:

m, =tg(0+ 45°)
_ tg0 + tg45° - 2+1 -3
* 1-tgB-tg45° 1-2.1

Assim, aequacaodaretasédadapor: y=-3x+0&

134. Sendo P, Q e R as projegdes ortogonais dos pontos M, A e M, sobre o eixo

X, respectivamente, tem-se o seguinte:

Yi
108 b o e o2 M,(10-b; 10-a)
|
Ml(b.a) T |
L ey ] \B
1 |
|
oy I
| |
| |
| |
I |
: 1
| |
p. ot .o :
a bS] 10-b
! P,(10;0)
I
I
|
|
|
|
T

AP PM, = AAQP, e AQAP, = ARPM,
Entdio, se M, (a,b), tem-se A(b, -a), M,(10 -a, 10 - b) e o ponto médio de MM,
, T, onde se encontra o tesouro, &

Tz[w]{bno-b)z(sﬁ)

2 2

P1 P2

133. a) A abscissa X, é dada por: cos60° = %"= 5‘ X, =3
Aordenada y, € dada por: sen60° = yg, = ? Yo = 343

Assim, m

b) Seja r a reta que contém o raio X e Q o ponto de interse¢do de r com o
eixo .
O angulo P@O: 75°, entdo OQ = 6. Assim, Q (0; 6).
A reta rcontém P e Q e sua equagio reduzida é dada por:

3 33 1
0o 6 =0
x y 1

18+4343x=6x-3y=0
3y=3(\3-2)x+18



132. a) ComoP e re x =t, entdo P(t. %) com0<t<4.

2

ﬁ)=%+t;0<t<4.

Logo, a drea do tridngulo é A(t)= % -t ( 2

A

|

|

|

|

|

|

T ;
| o1 2 3 a4
b) Para que o gréfico de g(x) e a reta rtenham apenas um ponto em comum,

=k

. y
o sistema X
x+2y=4

deve ter apenas uma solugao.

Substituindo y, chegamos em: x2— 4x + 2k =0
Para que tenha apenas uma solugao, o discriminante da equagao deve ser
nulo. Logo:

42-4.2.k=0

k=2

LIVRO 3 - Questoes Dissertativas
Matematica — Frente 3 - Capitulo 15

m Unicamp 2011 Suponha um trecho retilineo de estrada, com um
posto rodoviario no quildémetro zero. Suponha, também, que uma
estacdo da guarda florestal esteja localizada a 40 km do posto rodo-
viario, em linha reta, e a 24 km de distancia da estrada, conforme a
figura a seguir.

o “—i—
Guarda
florestal

24 km

Posto rodoviario

km 0 Estrada

Duas antenas de radio atendem a regiao. A area de cobertura
da primeira antena, localizada na estagao da guarda florestal,

a)

corresponde a um circulo que tangencia a estrada. O alcance
da segunda, instalada no posto rodoviario, atinge, sem ultra-
passar, 0 ponto da estrada que estd mais proximo da estacao
da guarda florestal. Explicite as duas desigualdades que defi-
nem as regides circulares cobertas por essas antenas, e esboce
essas regides no gréfico a seguir, identificando a érea coberta
simultaneamente pelas duas antenas.

57

30
20
10

| estrada
40 km

postol0 | 110/ 20 30|
rodoviario

b) Pretende-se substituir as antenas atuais por uma Unica antena,
mais potente, a ser instalada em um ponto da estrada, de modo
que as distancias dessa antena ao posto rodoviario e a estacao
da guarda florestal sejam iguais. Determine em que quilémetro

da estrada essa antena deve ser instalada.

m Unifesp 2013 Considere o sistema de inequacgdes:

X2 +y? =220

(><—1)2+[)/—\/§JS1

2

a) Represente graficamente, no sistema cartesiano de eixos orto-
gonais inserido no campo de resolugao e resposta, a solugao
desse sistema de inequagoes.

b) Calcule a rea da superficie que representa a solugao gréfica do

sistema de inequagoes.

m Unesp 2013 Os pontos A e C s&o intersecgdes de duas conicas da-
das pelas equacdes x* + y*=7 ey = X - 1, como mostra a figura fora

2443

de escala. Sabendo que tg 49° = ?e tomando o ponto B(O, —ﬁ)

determine a medida aproximada do angulo ABC em graus.
y
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m Unicamp 2013 Considere a familia de retas no plano cartesiano
descrita pela equagao (2—p)x+(2p+1)y+8p+4=0, nas variaveis x
e y,em que p é um parametro real.

a) Determine o valor do parametro p para que a reta correspon-
dente intercepte perpendicularmente o eixo y. Encontre o pon-
to de intersegao neste caso.

b) Considere areta x+ 3y + 12 =0 dessa familia para p = 1. Denote
por Ao seu ponto de intersegao com o eixo x e por O a origem
do plano cartesiano. Exiba a equacao da circunferéncia em que
o segmento OA é um diametro.

Fuvest 2014 Considere a circunferéncia A de equagéao cartesiana

X’ +y? -4y =0 ea parabola o de equagioy =4 - x>

a) Determine os pontos pertencentes a intersegao de A com c.

b) Desenhe, no par de eixos dado na pagina de respostas, a circun-
feréncia A e a parabola o. Indique, no seu desenho, o conjunto
dos pontos (x, y) que satisfazem, simultaneamente, as inequa-
;6esx2+y2—4y50 ey24—x2.

y

Fuvest 2016 No plano cartesiano Oxy, a circunferéncia C tem cen-

tro no ponto P=(2,1),e aretat é tangente a C no ponto Q= (-1, 5).

a) Determine o raio da circunferéncia C.

b) Encontre uma equagdo paraaretat.

c) Calcule a édrea do triangulo PQR, sendo R o ponto de intersecao
de t com o eixo Ox.

58

m Unesp 2018 O grafico representa uma hipérbole, dada pela fun-

o real f(x) = x+2i. Sabe-se que ABCD é um retangulo, que EC
—X

é diagonal do retdngulo EBCF e que a area da regido hachurada é

iqual a 4,7 cm?.

Assintotas do
gréfico de f(x)

Eixo de simetria dos
ramos da hipérbole

a) Determine as coordenadas (x, y) do ponto A.
b) Calcule a area da regido indicada em cinza no grafico.

m Fuvest 2018 No plano cartesiano real, considere o tridangulo
ABC, em que A = (5,0), B = (80), C = (5,5), e a reta de equagao
y=o0x,0< a< 1. Seja flo) a area do trapézio ABED, em que D
€ a interseccao da reta y = ax com a reta de equagéo x = 5, e o
segmento DE é paralelo ao eixo Ox.

yl
C
y =ax
D E
0 A B X

a) Encontre o comprimento do segmento DE em fungao de a.
b) Expresse fla) e esboce o grafico da fungéo f.
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m Fuvest 2018 Sejam C um subconjunto n&o vazio e P um ponto,
ambos em um mesmo plano, tais que P ¢ C. Diz-se que “P
enxerga C sob um angulo a”se a for a medida do menor éngulo
com vértice em P que contenha C. Por exemplo, na figura, o
ponto P enxerga o quadrado C sob o angulo a indicado.

a) Se C for um circulo de raio r, centrado na origem de um plano
cartesiano real, determine o lugar geométrico dos pontos que
enxergam C sob um angulo de 60°.

b) Se C for a unido dos segmentos OA e OB, em que O = (0,0),
A =(a0) e B=(0b), com ab > 0, determine o lugar geométrico
dos pontos que enxergam C sob um angulo de 90°.
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141. i

»Cobertura |
|_simultanea

/ | 1A
20 N
10
~_-]B_estrida _
postdo | |10, 20| 30| A0 km
rodovidrig

a) Seja A a localizagao da guarda florestal.
O AAOB possui lados 40, 24 e 32. Assim, 0B = 32 km.
A(32; 24)
Area de cobertura da 12 antena:
l(x = 32)2 + (y - 24)2 < (24)? |
Area de cobertura da 22 antena: m

b) Na situagao desse item, temos o seguinte desenho:
A

40 24

a D
0 C 32%a B

AABC temos: a2 = (32 — a)? + (24)%

59

140, a) x*+y* —2x20
X=X+ 14y 2]
(x=1"+y*21
Logo, (x, y) é ponto exterior ou pertencente a circunferéncia de centro
C(1,0)eraioR =1.
2 NE) ’ 1
(x=1) +[y—TJ <7

Lego, (%, y) é ponto interior ou pertencente a circunferéncia de centro

G l,ﬁ eraioR, = l
2 2

Assim, a solugao gréfica do sistema de inequagdes é dada por:

b)

3

2 2
Os AABO e AACO sao retangulos, pois [%] +[T) =1 Logo,

+—=1e o AABC é equildtero. A drea pedida (A) é o semicirculo

1
2
de &, (A,), subtraido de um segmento circular de 60° de A, (A, ).

>
A
—_—
N =
N

Il

Ia

A, = Area (setor de 60°) —Ayugc
PO 2 O B

2

360° 4 6 4
Ah-p R [F_ BB =
Vg e a) 4 2
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139. De acordo com o enunciado, os pontos A e C representam as solugdes do
seguinte sistema de equagdes:
X +y’=7 xX+y’=7
{ y=>)(lz—l @{ y+1y=x2
Substituindo a 22 equagao na 12, temos:
y+l+y =7y +y-6=0
~y=2o0uy=-3(ndo convém, pois x* # —2)
Sey=2,entao x2 = 3, ou seja, x= is/i Assim, A(—sﬁ, 2) e C(s/i 2).
Seja O a origem do sistema cartesiano, tal que o triangulo AOC seja isdsceles.
O ponto B pertence a circunferéncia, pois 0¥ ++7 = 7. Assim, podemos

construir a seguinte figura:

y
AV .M C
2 ]
0] NEY %
B
Setg 49"5d_§=—2—, entio tg 41°s—‘é=ﬁ’£ Assim, MOC=41°.
3 3 2 MO

Portanto, o angulo AOC= 82°,e 0 angulo inscrito ABC=41°|.

138. a) A reta procurada é paralela ao eixo x; assim, devemos ter:

p=2

2-p=0
=3 1..p=2
p+1#£0 p:—z

Parap=2,aequagao dareta édadapor:5y+8-2+4=0y=-4
Assim, o ponto de intersegdo da reta com o eixo y é P(0; -4).

b) Se o ponto A pertence ao eixo x, entdo y = 0; assim:
X+3:-0+12=0x=-12 .. A(-12;0)
Como OA ¢ um diametro da circunferéncia, sendo O a origem do plano

cartesiano, o centro C é o ponto médio de OA, e a medida do raio & igual

oA |
a—; assim:

C(XOZXAJ YD"Z'YA):}C(_@ 0)

0A=J(0+12)’ +(0-0) =12=3R=6

A equagao da circunferéncia é dada por:
(x+6)* +(y —0) =67

(x+6)7+y* =36
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137. a) Para determinar as intersegoes, basta resolver o sistema

x2+y?—4y=0 ()
y=4-x’ (i)

Substituindo x2 de (i) em (i), temos:

4—y+y2—4y=0:>y2—5y+4=0:>ou

Sey=1: 1=4-x :>x2=3:>ou
Sey=4 4=4-x2=x*=0=[x=0]
Portanto, os pontos de interse¢io sao: (\/5 1); (—\/5, 1) e(0,4).

b) Primeiramente, notemos que A é a circunferéncia de centro (0, 2) e raio 2.
Agora, notemos que a regiao que representa o conjunto de pontos tais
que x* +y?* -4y <0 é aregiao interna a circunferéncia A e que a regiao
representa o conjunto de pontos tais que y > 4 — x? é a regiao acima da

parébola, logo:

-

117. a) Orraio é a distancia entre P e Q, logo:
?=(2+1) +(1-5) =9+16=25=[r=35|
b) Como t é tangente & circunferéncia, a reta PQ é perpendicular a reta t.

Assim, seus coeficientes angulares detém a propriedade m, = _—] Logo,
Meq

N N
m, = Go.] l_4
-1-2
Como t passa por Q = (-1, 5), entdo a equagao de t:
3 3x 23
=S5==-(x=(-))=>|ly=—+—
y=5=2-(x-(-0)=|y=7+7

c) Como R esta no eixo Ox e pertence a t, entdo:

O=3ﬂ+§=>xk=—§.Assim,opontoR=(—§;0).
4 4 3 3
A drea do APQR vale:
2 11
AA___l. -1 5 l=l.(]0_§+ﬁ+])=l.ﬁa AA=E
2 |-23 2 3 3 2 3 6
3
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a) O ponto A é da forma A(x, 0) e x < 0. Logo:

f(x)=0
x+i=0¢:w=0
-X 2-x
e x -2X-3=0&x=-10ux=3

As coordenadas do ponto A sdo (-1, 0).
b) Para fix) = 4

x+2i=4=;x1 —6X+5=0x=10uUx=5
-X

O ponto C e a extremidade a direita da regido hachurada tém coorde-
nadas (5, 4) e (1,4), respectivamente. Assim, o centro do retangulo tem
coordenadas:

Xp + X¢ -1+5
X, =B L ey = =2
M 2 M2

Y, +Y 0+4
VM=¥¢’VM=T=2

Todo segmento que passa por M e encontra a hipérbole em dois pontos
tem esse ponto como ponto médio. Dessa forma, conclui-se que M é o
ponto de encontro das assintotas da hipérbole e as abscissas de E e F sao
iguais a 2. Portanto, por simetria, conclui-se que a drea do triangulo EBC
é a soma das reas cinza e hachurada.

Aasac = A(ir\za + Apschurada

34=A

2 cinza

+47 A, =13cm’

Célculo de AD:

Como CA LOX e aéo coeficiente angular da reta 0D, tem-se:

a:ﬁ:ADzh
OA

a) Célculo de DE:

E//?B:aCDE-uACAB:C—Ci:Ez

AB

5-50 DE
a=T:DE=3(1—a)

(3+3(1+a))5a
2

~1502

b) fla)=

Sfla)=

+15a,0<a <]

Logo, o grafico é um arco de pardbola da origem até o vértice (1, 15,

2
f(cr) d

s
2
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81. a) O lugar geométrico dos pontos que enxergam uma circunferéncia sob o
angulo de 60° é uma circunferéncia com mesmo centro e o dobro do raio,
pois, seja um ponto que enxerga a circunferéncia sob um angulo de 60°,
como na figura:

60°
30° d

120°

Tem-se: sen30° = %:’ d=2
Logo, o lugar geométrico dos pontos que enxergam C sob um angulo
de 60° é a circunferéncia de equacdo x? +y? =4r?.

b) O lugar geométrico dos pontos que enxergam a unido de OB e AO é
formado por trés semicircunferéncias: uma com centro no ponto médio

2 2
\/a +b
de AB eraio —3 - ,outra com centro no ponto médio de OB e raio

a
b & uma dltima com centro no ponto médio de AO e raio —.

2

B(0,b)

A(a,0)

Logo, o lugar geométrico dos pontos que enxergam C sob um angulo de
90° sdo as semicircunferéncias de equagdes:

( a)z( b]2 a’ +b?

Xx——| +|ly-=| ==¥——
2 2 4
2 2

a , a

L -
(x-5) +-2

2 2
x2+(y—2) =b_,comx<0ey>0.
2 4

,comx>0ey>0,

,comx>0ey<0,e

LIVRO 4 - Questoes Dissertativas

Matematica — Frente 1 - Capitulo 14

m UFPR2011 Considere trés caixas contendo bolas brancas e pretas,
conforme ilustra a figura.

osol  boed Leo|

Caixa 1 Caixa 2 Caixa 3
Uma bola é retirada aleatoriamente da caixa 1 e colocada na caixa 2.
Entao, uma bola é retirada aleatoriamente da caixa 2 e colocada na
caixa 3. Finalmente, uma bola é retirada aleatoriamente da caixa 3.
Calcule a probabilidade de que essa ultima bola retirada seja branca.
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m Unifesp 2012 O quadro mostra o resultado de uma pesquisa reali-
zada com 200 nadadores de competicao da cidade de Sao Paulo, vi-
sando apontar o percentual desses nadadores que j4 tiveram lesdes
(dores) em certas articulagdes do corpo, decorrentes da pratica de
natagao, nos ultimos trés anos.

Articulagao Percentual de nadadores
ombro 80%
coluna 50%
joelho 25%
pescogo 20%

Com base no quadro, determine:

a) quantos nadadores do grupo pesquisado tiveram lesoes (dores)
no joelho ou no pescogo, considerando que 5% dos nadadores
tiveram lesoes nas duas articulagoes, joelho e pescogo.

b) qual é a probabilidade de um nadador do grupo pesquisado,
escolhido ao acaso, ndo ter tido lesdes (dores) no ombro ou na
coluna, considerando as manifestagoes de dores como eventos
independentes.

m Unifesp 2013 Considere a distribuicdo de gendtipos AA, aa, Aa
em uma populagao de 500 animais jovens, todos com x anos de
idade. Sorteando ao acaso um individuo dessa populagao, a proba-
bilidade de que ele seja de gendtipo AA é de 32%, e de que seja de
gendtipo Aa é de 46%.

Quando os membros dessa populagao envelhecem, ao atingirem y

anos de idade (y > x), 0 gene a provoca a morte instantanea e, como

A é dominante sobre a, os individuos AA e Aa permanecem sadios,

enquanto que os individuos aa morrem.

a) Quantos individuos de gendtipo aa teriamos que acrescentar a
populagdo dos 500 animais de x anos de idade para que o sor-
teio de um individuo nesse novo grupo pudesse ser feito com
probabilidade de 50% de que o individuo sorteado tivesse o
gene A em seu gendtipo?

b) Sorteando-se ao acaso um individuo da populagao original dos
500 animais quando a idade de seus membros é dey anos, logo
apds a morte dos individuos de gendtipo aa, qual é a probabi-
lidade de que o individuo sorteado tenha um gene a em seu
genotipo?

m Fuvest2013 Sdcrates e Xantipa enfrentam-se em um popular jogo

de tabuleiro, que envolve a conquista e ocupagao de territérios em

um mapa. Sdcrates ataca jogando trés dados e Xantipa se defende

com dois. Depois de langados os dados, que sao honestos, Sécrates

terd conquistado um territério se e somente se as duas condigoes

seguintes forem satisfeitas:

1) o maior valor obtido em seus dados for maior que o maior valor
obtido por Xantipa;

2) algum outro dado de Sécrates cair com um valor maior que o
menor valor obtido por Xantipa.

a) No caso em que Xantipa tira 5 e 5, qual é a probabilidade de
Sdcrates conquistar o territério em jogo?

b) No caso em que Xantipa tira 5 e 4, qual é a probabilidade de
Sécrates conquistar o territério em jogo?
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m Unicamp 2013 O diagrama a seguir indica a distribuicao dos alu-
nos matriculados em trés cursos de uma escola. O valor da mensali-
dade de cada curso é de RS 600,00, mas a escola oferece descontos
aos alunos que fazem mais de um curso. Os descontos, aplicados
sobre o valor total da mensalidade, sédo de 20% para quem faz dois

cursos e de 30% para os matriculados em trés cursos.
a) Por estratégia de marketing, suponha que a escola decida di-

vulgar os percentuais de desconto, calculados sobre a mensali-
dade dos cursos adicionais e nao sobre o total da mensalidade.
Calcule o percentual de desconto que incide sobre a mensali-
dade do segundo curso para aqueles que fazem dois cursos e
o percentual de desconto sobre o terceiro curso para aqueles
que fazem trés cursos.

b) Com base nas informagdes do diagrama, encontre o nimero de
alunos matriculados em pelo menos dois cursos. Qual a proba-
bilidade de um aluno, escolhido ao acaso, estar matriculado em
apenas um curso?

m Unifesp 2014 Uma populagao de 10 camundongos, marcados de

1 a 10, sera utilizada para um experimento em que serao sorteados

aleatoriamente 4 camundongos. Dos 10 camundongos, apenas 2

tém certa caracteristica C;, 5 tém certa caracteristica C, e nenhum

deles tém as duas caracteristicas. Pergunta-se:

a) Qual é a probabilidade de que ao menos um dos camundon-
gos com a caracteristica C; esteja no grupo sorteado?

b) Qual é a probabilidade de que o grupo sorteado tenha apenas
1 camundongo com a caracteristica C; e a0 menos 2 com a
caracteristica C,?

Unicamp 2014 Uma loteria sorteia trés nimeros distintos entre

doze niimeros possiveis.

a) Para uma aposta em trés nimeros, qual é a probabilidade de
acerto?

b) Se aapostaem trés nimeros custa R$ 2,00, quanto deveria cus-
tar uma aposta em cinco nimeros?



» / POLIEDRO

m Fuvest 2014 Deseja-se formar uma comissao composta por sete
membros do Senado Federal brasileiro, atendendo as seguintes
condig¢des: (i) nenhuma unidade da Federagao terd dois membros
na comissao, (i) cada uma das duas regides administrativas mais po-
pulosas tera dois membros e (jii) cada uma das outras trés regioes
tera um membro.

a) Quantas unidades da Federagdo tem cada regiao?

b) Chame de N o ndmero de comissdes diferentes que podem ser
formadas (duas comissdes sdo consideradas iguais quando tém
0s mesmos membros). Encontre uma expressao para N e simpli-
figue-a de modo a obter sua decomposicao em fatores primos.

c) Chame de P a probabilidade de se obter uma comissdo que sa-
tisfaca as condigdes exigidas, ao se escolher sete senadores ao
acaso. Verifiqgue que P < 1/50.

Segundo a Constituigao da Republica Federativa do Brasil — 1988, cada unidade da
Federagao é representada por trés senadores.

m Unesp 2015 Renato e Alice fazem parte de um grupo de 8 pes-
soas que serao colocadas, ao acaso, em fila. Calcule a probabilidade
de haver exatamente 4 pessoas entre Renato e Alice na fila que sera
formada.

Generalize uma férmula para o célculo da probabilidade do proble-
ma descrito acima com o mesmo grupo de “8 pessoas’, trocando
“4 pessoas” por“m pessoas’,em que 1 < m < 6. A probabilidade deve-
réd ser dada em fungao de m.

Gabarito - LIVRO 4- Questoes Dissertativas
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153. F‘=2
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152. a) Da relagao n(A U B) = n(A) + n(B) - n(A N B), que fornece o nimero
de elementos da unido de dois conjuntos, temos que o ndmero de
nadadores que tiveram lesdao no joelho ou no pescogo é igual a:
n=(25%+ 20% — 5%) - 200 = [n=80]|

b) Supondo-se independentes os eventos, a probabilidade de que um desses
nadadores tenha sofrido uma lesao em ambos os lugares (ombro e coluna)
é dada pelo produto 80%-50%, ou seja, é de 40%.
Sendo assim, a probabilidade de escolhermos aleatoriamente um na-
dador que néo tenha sofrido lesao em pelo menos um desses lugares
(ombro ou coluna) é de: 100% — 40% = .
J4 a probabilidade de escolhermos um nadador que ndo tenha
sofrido lesdes no ombro nem na coluna é dada pelo produto:
(100% — 80%) - (100% — 50%) = [10%].
Ambas as intepretagdes sao possiveis com base no enunciado.

151. a) Na populagao, hé:
32% de 500 = 160 individuos AA
46% de 500 = 230 individuos Aa
Acrescentando N individuos de genétipo aa, a probabilidade de que seja
sorteado um que tenha o gene A é de 50%. Logo:

160+230= 390 =l@ N=280
500+N 500+N 2

b) Apés y anos, sem os individuos de gendétipo aa, a probabilidade pedida é:
230 230 23 23
Pe—— = = |P=—
230+160 390 39 39
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150. a) Para aqueles que fazem dois cursos, a mensalidade com o desconto de
20% é de (1 - 0,20) x 2 x 600 = 960 reais. Se o prego de um dos cursos
é de 600 reais, o outro custa 960 — 600 = 360 reais, 0 que equivale a um
desconto de:
600-360 240 40
G0 =600 100"
Para os alunos com trés cursos e desconto de 30%, a mensalidade fica
em (1 -0,30) x 3 x 600 = 1.260 reais. Assim, o 1° curso custa 600 reais, o
2° custa 360 reais e o 3° custa 1.260 — 600 — 360 = 300 reais por més. O

desconto no ultimo é de:

600-300 300 50

e

b) Com base no diagrama, o nimero de alunos matriculados em pelo menos
2 dois cursos € 7 + 3 + 4 + 2 = 16. O diagrama ainda indica 9+ 6 + 8 =23
alunos matriculados em apenas um curso.
A probabilidade pedida é:

23
T16+23
]
39

149. a) Ao langar os dados, Sécrates pode obter 6 x 6 X 6 = 216 resultados di-
ferentes. Para conquistar o territério, deve obter pelo menos dois dados
com resultados iguais a 6. Enumerando as possibilidades, temos:
(6,6,6),(6,6,x),(6,x 6) e (x6,6);sendoxe {1, 2,3,4,5}

Assim, hd 1 +5 + 5 + 5 = 16 possibilidades, e a probabilidade pedida é
0|2
216 7

b) Nesse caso, Sacrates deve obter um resultado 6 e pelo menos um resul-
tado maior que 4. As possibilidades do item a devem ser acrescidas de:
(6,5,5),(5,6,5), (55, 6) e as permutagdes de (6, 5, y), sendo y{1, 2, 3,4},
Assim, hd 16 + 3 + 4 x P, = 19 + 4 x 3! = 43 possibilidades, e a probabili-

43
dade pedida é|—
aepelaea

148. a) P (pelo menos 1 camundongo com C)) = 1 - P (nenhum com C)) =

‘I——-—-—-—:l—%.‘.p (pelo menos 1 camundongo com CJ:%

b) Neste item, temos duas situagoes a serem consideradas:

I) 1 camundongo comC, e 3 com C;:

4] g - "
Nesse caso, temos P; =—=4 situagdes diferentes, mas todas elas

3
com a mesma probabilidade: ié iz
10987
2 543 2
KR 3 I : =4.—.=.—. =
(1:C,e3G) 10987 21

Il) 1 camundongo com C,, 2 com C, e 1 sem essas caracteristicas:
4! . A
Nesse caso, tem-se P} =5= 12 situagdes diferentes, mas todas elas

com a mesma probabilidade: 259 é
10 987

g 254
S P1:C,2CelGNG)=12-=.2.2. =
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1 9131 1
147. a) P(acerto)=——= =
Cgz 120 220

b) Ao fazer uma aposta com 5 numeros, fazemos Cs; =%=10 apostas

com 3 numeros, portanto devemos pagar 2-10 = 20 reais por essa aposta.

146. a) As regides brasileiras sao divididas nas seguintes unidades federativas:
Regido Norte: sdo 7 unidades (AP, PA, AM, RR, AC, RO e TO); regiao Nordes-
te: sdo 9 unidades (BA, SE, AL, PE, PB, RN, CE, Pl e MA); regido Centro-Oeste:
4 unidades (MT, MS, GO e DF¥); regiao Sudeste: 4 unidades (ES, MG, RJ
e SP); regiao Sul: 3 unidades (PR, SC e RS), o que totalizam 27 Unidades
Federativas.

* o Distrito Federal possui status de Unidade Federativa.

Regido Administrativa UF

Sudeste
Sul
Centro-Oeste

Nordeste
Norte

N|([O|h|w|p

b) As regides administrativas mais populosas sdo Sudeste e Nordeste.
Para a regiao Sudeste, escolhemos as duas UF que terao representantes e,
para cada UF, um dentre os trés senadores:

MOTOlGEe

O mesmo para a regido Nordeste:

()

Para a regiao Sul, escolhemos a UF que tera representante e, para essa UF,

um dentre os trés senadores:
3) (3
()
O mesmo para as regides Centro-Oeste e Norte:
4\ (3
N = . =223
(3 7-3
Ny = . = f.
N

Logo:
N=2.33.22.3%.32.22.3.7.3=2°.3".7

¢) Escolhendo 7 senadores ao acaso, teremos:
81 1.80.79.78.77-76-7
= |2 BLB0 70 7877 76:75 g 79.78.11.76.75
7 7-6-5-4.3.2.1
Assim:

.37 22.37.7
P=— 2 2= 7<
32.79.2:3:13.11.22.19.3.5?  79.13.11-19.5
22.3%.100.7 1 1
< 2: 2:—
70-12.10-18-5* 2.5% 50

193
147, 3) Placerto)= ——=——'=
3) Placerto) oy 120220

|
b) Ao fazer uma aposta com 5 nimeros, fazemos Cs3 =%=10 apostas

com 3 nuimeros, portanto devemos pagar 2-10 = 20 reais por essa aposta.
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145. Inicialmente, vamos considerar que Renato (R) estd posicionado “mais a
esquerda” que Alice (A) na fila. Nesse caso, existern apenas 3 configuragdes
para a fila:

(Al 1]

LIr[ [ [ [ [a[]
[R[ [ 1]

Em cada uma delas, contabilizamos um total de n = 6-5-4-3-2-1= 6!

[A]

possibilidades.

Assim, existem N, = 3-6! sequéncias em que quatro pessoas separam Re-
nato (a esquerda) de Alice (a direita). Naturalmente, temos outras N,=3-6!
sequéncias em que Renato esta “mais a direita” que Alice.

Como nosso espago amostral € formado por 8! possiveis filas, temos a pro-
babilidade solicitada:

P(4 pessoas entre Renato Alice) = 3ensel 6!;!3' o % = %

Para um caso mais geral, com m pessoas entre Renato e Alice (1 < m<6),0

que muda é a quantidade de configuragées:

. Param =1 pessoa (entre Renato e Alice, nessa ordem), temos 6 con-
figuragdes: pode haver 5, 4, 3, 2, 1 ou nenhuma pessoa a esquerda de
Renato.

. Param=2 pessoas (entre Renato e Alice, nessa ordem), temos 5 configu-
ragoes: pode haver 4, 3, 2, 1 ou nenhuma pessoa a esquerda de Renato.

« Param = 3 pessoas (entre Renato e Alice, nessa ordem), termos 4 confi-
guragdes: pode haver 3, 2, 1 ou nenhuma pessoa a esquerda de Renato.

«  Assim, temos um padrao recorrente: inserindo m pessoas entre Renato
e Alice, sempre havera (7 — m) configuragdes com Renato a esquerda de
Alice, e outras (7 — m) com Renato a direita de Alice.

Logo, a probabilidade solicitada é:

(7-m)-61+(7-m)-6! _ 2:(7-m)-6! _7-m
8! 8! 28

P(m pessoas entre Renato e Alice) =
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m Unicamp 2011 Uma grande preocupacgao atual é a poluicao, par-
ticularmente aquela emitida pelo crescente nimero de veiculos au-
tomotores circulando no planeta. Ao funcionar, o motor de um carro
queima combustivel, gerando CO,, além de outros gases e residuos
poluentes.

a) Considere um carro que, trafegando a uma determinada velo-
cidade constante, emite 2,7 kg de CO, a cada litro de combusti-
vel que consome. Nesse caso, quantos quilogramas de CO, ele
emitiu em uma viagem de 378 km, sabendo que fez 13,5 km
por litro de gasolina nesse percurso?

A quantidade de CO, produzida por quilémetro percorrido de-
pende da velocidade do carro. Suponha que, para o carro em
questao, a fungdo c(v) que fornece a quantidade de CO,, em
g/km, com relagéo a velocidade v, para velocidades entre 20 e
40 km/h, seja dada por um polindmio do segundo grau. Deter-
mine esse polindmio com base nos dados da tabela a seguir.

b)

Velocidade (km/h) Emissao de CO2 (g/km)
20 400
30 250
40 200

m Fuvest 2011 As raizes da equagéo do terceiro grau:

X =147 + ke -64=0

sao todas reais e formam uma progressao geométrica. Determine:
a) as raizes da equacao.

b) o valorde k.

m Fuvest 2012 O polinémio p(x) =x*+ax + bx* + cx-8,em quea,b,
€ sao numeros reais, tem o nimero complexo 1 + i como raiz, bem
como duas raizes simétricas.

a)

b)

Determine g, b, c e as raizes de p(x).

Subtraia 1 de cada uma das raizes de p(x) e determine todos os
polinémios com coeficientes reais, de menor grau, que possu-
am esses novos valores como raizes.

m Unicamp 2013 Considere o polindémio p(x)=x?—11x+k+2, em
que x é varidvel real e k um parametro fixo, também real.

a) Para qual valor do parametro k o resto do quociente de p(x) por
x—1éiguala3?

b) Supondo, agora, k = 4, e sabendo que a e b sdo raizes de p(x),

T T
calcule o valor de sen _+E .
a

m Fuvest 2013 Considere o polinémio p(x) = A1

a) Ache todas as raizes complexas de p(x).

b) Escreva p(x) como produto de dois polinémios de segundo
grau, com coeficientes reais.
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m Fuvest 2014 Os coeficientes a, be c do polindmio p) =x° + ax’ + bx + ¢

sao reais. Sabendo que -1 e 1 + o, com o > 0, sdo raizes da equagao

p(x) =0 e que o resto da divisdo de p(x) por (x — 1) é 8, determine

a) ovalordea;

b) o quociente de p(x) por (x + 1).

i é a unidade imaginaria, #=-1.

Unicamp 2016 Considere o polinémio cubico p(x) = X* — 3x + a,

onde a é um numero real.

a) No caso em que p(1) = 0, determine os valores de x para os
quais a matriz A a seguir ndo € invertivel.

x 10
A=|0 x

a 3 x
b) Seja b um numero real ndo nulo e i a unidade imaginéria, isto
é = —1.Se 0 nimero complexo z = 2 + bi é uma raiz de p(x),
determine o valor de |Z].

B33 unicamp 2017

Veja também em:
Matematica - Livro 2 - Frente 2 - Capitulo 8 ]

Sabendo que a e b sdo nimeros reais, considere o polinémio clbico

p(x)=x3+ax2+bx+ 1.

a) Mostre que, se r € uma raiz de p(x), entdo 1/r € uma raiz do
polinémio g(x) = C+bl+ax+1.

b) Determine os valores de ae b para os quais a sequéncia (p(—1), p(0),

p(1)) é uma progressao aritmética (PA), cuja razao € igual a p(2).

Gabarito - LIVRO 4- Questoes Dissertativas
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162. a) Para percorrer 378 km, o carro consome % L de gasolina, ou seja

28 L de combustivel. Como cada litro emite 2,7 kg de CO,, entéo, na via-
gem, o carro emitira 28 - 2,7 = 75,6 kg de Co,.
b) cv)=cot-vi+Pv+7y,ve [20;40]
c(20)=400
c(30)=250—>u=%,B=—40ey=1.000
c(40) =200

2
Assim c(v):v?—:m v+1.000 para v €[20;40]



161. a) Sejam as raizes da equagao x* -

14 x2 + kx - 64 = 0, dadas por x,, x, € x,,
reais e formando uma progressao geométrica, temos:

x% =X, X3 (média geométrica)

Das relagées de Girard, temos:

C
Xy + Xg + X3 = XXg + XpX3 + XXz = —; Xy Xy X3 =—
a a a
Logo,

X1 X3 X3 =-{%64)<:>(x1-x3)-x2=64c:>x§-x2=64

x§=64=>x2=4
Comox3 =x,-X3,
S x3)=16

~(-14)

Xy 4 Xy +X3=

S X+4+x3=14x+x3=10

Para encontrar as raizes x, e x,, resolveremos o seguinte sistema:
X;-X3=16 =2
{x1+x3=10 X3=8
Assim, as raizes da equagao sao .
b) Da relagdo de Girard (xyx, )+ (xx3 )+ (x,%3 ) =
(2-4)+(2-8)+(4-8)=~

X

C
—, temos:
a

k=56

160. a) Como o polinémio possui apenas coeficientes reais e o complexo 1 +i é

uma de suas raizes, podemos escrever todas as raizes do seguinte modo:
T+i,1-ik -k
Aplicando as relagdes de Girard, obtemos:

(1+i)+(1—i)+k+(—k)=—% & a=-2

(1+i)~(l—-i)-k-(-—k)=—% & k=2ouk=-2

Como 2 e -2 sao as outras raizes do polinémio e o valor de a é -2, temos:
px)=x*-2x3 +bx? +x -8
{ p(2)=0 <> 16-16+4b+2c—8=0

b=—2ec=-8
p(=2)=0 < 16416+ 4b—-2c—8=0 ¢
Portanto:

[a=-2,b=-2, c=8, x,=1+|,x,=1-],

x;=2ex,=-2|

b) Subtraindo 1 de cada uma das raizes de p(x), obtemos 1, -3, i, —i.

Na forma fatorada, esses polinémios podem ser escritos da seguinte forma:
qx)=w-(x=1)-x+3)-x-i)-x+)=gx)=w-(x+1)-(x-1)-(x+3),

w € uma constante real ndo nula.

Portanto:
;(‘{; =we (1) (x=1)-(x+3), Yw cR*

159. a) Pelo teorema do resto, se o resto da divisao de p(x) por x — 1 é 3, entdo

3e12-1111+k+2=3k=11.
b) Para k = 4, temos o polinémio p(x) =
a

1Mea-b=6.
sen| —+— |=sen| n| —
a b ab

1n

p(1) =3, ou seja, p(1) =

x!=11x+6,comraizesaebea+b=

POLIEDRO

CURSO

x*t=-1

x=%‘ﬁ[cos[n+m)+i-sen(

4
[ (K kn) . [
x=1| cos| —+— |+i-sen| —
4 2

4

métrico.

k=0 — x=cos(

]+. sen[
Jos
)+a.se (
)+a.sen(

]

w
E]

k=1—> x=cos(

>

Jslf._f."

k=2 — x= cos(

k=2 — x=cos (

.h.|§

b) p(x)=x*+1
p(x)=x* +2x* +1-2x*

p(x):(x +1 (xJ_)

»|g

2

)

4:.|§

I

)

+—

)
)

\p()-():(x2 +l+x~ﬁ)(x2 +1-XJ§)|

157. a) Por Girard, temos:

r+(—r)+s=@=>s=2

e
-18

Portanto:s=2e r=%3

P(2) =
=7-11i

Portanto: =1+ (1+ ai) + (1-ai) =
Logo: p(x)=x> —x? +bx + ¢
Pelo teorema do resto: p(1) =8
Como -1éraizzp(-1)=0

heges 1-1+b+c=8

- =
-1-1-b-c=0

Portanto: p(x) = X =x2+3x+5

Dividindo p(x) por x + 1, temos:

r-(-r)- Z_T:” =9=r=43

b+c=8
-b+c=2

158. a) As raizes de p(x) sao as raizes complexas da equagao x* +1=0.

x* =1[cos(rm + 2kn) +i-sen(n + 2%kr)]| (keZ)
T+ 2kn

?)

)

Substituindo k por valores inteiros, temos as solugdes no 1° ciclo trigono-

V2 W2
22
V2.2
T2
|2 W2
T2 T
_|2 W2
2 2

b) Escrevendo o polindmio na forma fatorada, temos:
Z-2)z-3)z+3)=2PO+)=0+i-20+i-3)(+i+3)=

156. Como os coeficientes sao reais e x > 0, as raizes sao —1; (1 + o) e (1 - ati).

2op

b=3
G=5

-]

a) [a=2]

66

b) o quociente de p(x) por (x + 1) é x* -

1 -1 3 5
ot 2 s o
Logo, as raizes complexas s3o as raizes de x* — 2x+ 5=0=>
ou
Portanto:

2x+ 5.
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97. Inicialmente, é necessario observar que, pelos dados do enunciado,
det A=x?-3x+a.Portanto, p(x) =det A=x*-3x +a
a) Para que matriz ndo seja invertivel (ou seja, para que ela seja singular)
det A=0; logo, p(x) =0.
Em outros termos, determinar os valores para que a matriz seja singular é
encontrar as rafzes do polinémio p(x).
Pelo enunciado:
p(1) =0, tem-se que:
p()=(12-3-(1)+a
0=-2+a=> a=2.Sendo assim, p(x) =det A=x>-3x+2
Se p(1) = 0, entdo 1 é raiz do polinémio e, com efeito, pelo teorema de
D’Alembert, p(x) é divisivel por (x - 1). Logo, utilizando-se do método de
Briot-Ruffini para obter o quociente q(x) da divisao de p(x) por (x - 1):

1 | 1 0 -3 2
| : =3 0
Sendo assim, q(x) = 1-x?+ 1 - x = 2, cujas ralzes sdo -2 e 1, podendo ser

fatorado da seguinte forma: q(x) = 1- x>+ 1-x=2=1-(x=1)-(x+2)
Porquanto, p(x) = (x - 1)-q(X) = (x=1) - (x = 1) - (x+ 2) = (x = 1)*- (x + 2)
Logo, as rafzes de p(x) sdo 1 e -2, sendo 1 uma raiz dupla e -2 uma raiz
simples.

De todo o exposto, conclui-se que os valores de x para os quais a matriz
néo é invertivel sao 1 e -2.

b) Denotando x,, x, & X, como ralzes de p(x), em que x, = Z itado no enun-
ciado, pode-se afirmar que, se x,=z = 2 + bi € raiz de p(x), entdo, pelo
teorema das ralzes complexas, o seu conjugado, X, =7=2 —bi, também
é raiz de p(x).

Lembra-se, pois, que p(x) = x* - 3x + a e, pelas relagdes de Girard, conclui-
-se que:

0
XXy % ==

(2+bi)+(2-bi)+x;=0=x;=-4
Se -4 ¢ raiz de p(x), entao p(-4) = 0
p-4)=(4P-3-(4)+a
0=-64+12+a=>a=>52
Sendo assim, p(x) = x* - 3x+ 52.
Como -4 € raiz de p(x), entdo, pelo teorema de D'Alembert, p(x) & divisivel
por (x + 4). Utilizando-se do método de Briot-Ruffini para obter o quocien-
te q(x) da divisdo de p(x) por (x + 4):
-4 | 1 0 -3 52

| 1 4 13 0

Com efeito, q(x) = 1-x*— 4 - x + 13, cujas ralzes (Bhaskara) sdo 2 + 3i e
2 - 3i,como j4 era de se esperar, pois x,=z =2 + bi.
Sendo assim,b=43=z=2+3i

Em qualquer um dos casos, |z] = y2* + (13 =[z| =13
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96. a) (I): Se r é raiz de p(x) = x* + ax? + bx + 1, entdo p(r) = 0 e, portanto,
r+ar’+br+1=0.
(I1): Se q(x) = x* + bx? + ax + 1, entdo:

3 2 3 2
q(1/r)=(%) +b(%) +a(%)+1=0=q(1/r)=r+arr$

Nesse caso, q(1/r) = 0, se, e somente se, r* + ar? + br + 1 = 0 (conclusao
obtida em (1), como querfamos demonstrar) e r#0.
Com efeito, cabe a corregao do enunciado, impondo que 1/r serd raiz de
q(x) se réraizde p(x) e ser #0.

b) Se p(x) = X3 + ax? + bx + 1, conforme dito no enunciado, entdo:
p=1)=(=1P+a=1)2+b(-1)+1=>p(-1)=a-b
p(0)=(0)*+a (02 +b0)+1=>p0) =1
p(M)=0)2+a(1)?+b()+1=>p(l)=a+b+2
p)=(2P+a@P+b)+1=>p(1)=4a+2b+9
Se p(=1), p(0) e p(1) estdo em progressao aritmética, entdo

P(=1+pP(1)
2

Ante 0 exposto, pode-se concluir que: w =1=
Portanto: p(-1)=-b,p(0)=1,p(1)=b+2ep(2) =2b+9
Se p(2) é razao da progressao aritmética, entao:

=p(0).

p(0) = p(-1) + p(2), ou, em notagao de sequéncia,a,=a, +T.
Sendoassim: 1= (-b) + (b + 9)=

Nesse caso, p(—1)=8,p(0) =1, p(1) =—6 e p(2) = -7, 0u seja, a sequéncia
¢é dada por (8, 1, —6), cuja razdo é —7.

LIVRO 4 - Questoes Dissertativas
Matematica — Frente 2 - Capitulo 14

m Fuvest 2015 Resolva os trés itens a seguir.
a) Calcule cos(3n/8) e sen(31/8).

b) Dado o numero complexo z:\;‘z—ﬁ+i\,f2+\/§, encontre o

menor inteiro n > 0 para o qual z" seja real.

¢) Encontre um polinédmio de coeficientes inteiros que possua z

€OMO raiz e que Ndo possua raiz real.

m Unicamp 2015 Seja (g, b, ¢, d) uma progressac geométrica (PG) de

numeros reais, comrazao q= 0e a = 0.

a) Mostre que x = —1/g é uma raiz do polinédmio cubico
plx) =a+bx+ o + di.

b) Sejam e e fnumeros reais quaisquer e considere o sistema linear

a c\x e
nas variaveis x e y, [d b][y] = [f} Determine para que valo-
res da razdo g esse sistema tem solugéo Unica.
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5 2cos’x~1
100. a) Lembrando que cos(2x)=cos’x—sen’x .. cos(2x)= 5
1-2senx
Tomando x= %n nestas duas expressoes, temos:
cos3—n=2-cosl(3—u)~l cosz[zt-)=ﬂ cos(gl)= 2-\2
4 8 8 4 8 2

L l—25en2(3—n)
4 8

enz(%u)= 2+4\/§ sen(3—n)=
8 2

b) z=y2-2+iy2+2= Z(cos%+isen3—n) & D= Z‘(cos?nsen%—")

8 8

3nm

Mas, Z"eR .. senT=0 L

?=k7t,' keZ .. 3n=8k
Logo, n é multiplo de 8 e, portanto, 0 menor inteiro positivo é n = 8.

¢) Como Z* R, ou seja, 2* =256, z & raiz de P(x)=x* +256, que nao con-
tém raiz real.

101.a) SeqgéarazdodaPG(a,b,c,d),entiob=a-qgc=a-q’ed=a-q*

2
Logo, p(x) =a+agx+aq>?+ag’s? ep[—a]] =a+ aq(—%) + aqz (—é]

+

3
+aq3-(—l] —a-a+a-a=0
q
1 .
—a é araizde p(x).

b) Para que o sistema tenha solugao Unica

#0 = ab—cd#0 = a’q-a’q° 20

ac
db
= azq(1—q‘)¢0 =

= a#0,q#0el-q*#0 =

= a#0,9#0,9#1g#-1,q#ieq#-1

.. q pode ser qualquer real pertencente a R - {0,1, -1}

LIVRO 4 - Questdes Dissertativas
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UFPR2011 Uma jarra de vidro em forma cilindrica tem 15 cm de

altura e 8 cm de didmetro. A jarra esta com 4dgua até quase a borda,
faltando 1 cm de sua altura para ficar totalmente cheia.

a) Seuma bolinha de gude de 2 cm de didametro for colocada den-
tro dessa jarra, ela deslocara que volume de dgua?
b) Quantas bolinhas de gude de 2 cm de diametro serao necessa-

rias para fazer com que a 4gua se desloque até a borda superior
dajarra?

Gabarito - LIVRO 4- Questoes Dissertativas
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4
170. a) En: cm3

b) 12 bolinhas.
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m Fuvest 2015 No cubo ABCDEFGH, representado na figura a seguir,
cada aresta tem medida 1. Seja M um ponto na semirreta de origem

A que passa por E. Denote por 8 o angulo BMH e por x a medida do
segmento AM.

gr----4---3=x

a) Exprima cos 8 em fungao de x.
b) Para que valores de x o dngulo 8 é obtuso?
¢) Mostre que, se x =4, entao 8 mede menos do que 45°.

m Unicamp 2016 Considere os trés solidos exibidos na figura a seguir,
um cubo e dois paralelepipedos retangulos, em que os comprimen-
tos das arestas, a e b, sao tais que a > b > 0.

b b
a a b
a a a
SI 52 SJ
a) Determine arazéo r = a/b para a qual o volume de S, é igual a
soma dos volumes de S, e S;.
b) Sabendo que a soma dos comprimentos de todas as arestas

dos trés sélidos € igual a 60 cm, determine a soma das areas de
superficie dos trés sélidos.
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m Fuvest 2017 Considere uma folha de papel retangular com lados
20cm e 16 cm. Apds remover um quadrado de lado xcm de cada um
dos cantos da folha, foram feitas 4 dobras para construir uma caixa
(sem tampa) em forma de paralelepipedo reto-retangulo com altura
x cm. As linhas tracejadas na figura indicam onde as dobras foram
feitas.

a) Expresse o volume da caixa em funcao de x.
b) Determine o conjunto dos valores de x para os quais o volume
da caixa é maior ou igual a 384 cm®,

m Unifesp 2017 Um sélido é formado por 24 cubos idénticos, con-
forme a figura. O contato entre dois cubos contiguos sempre se da
por meio da sobreposicao perfeita entre as faces desses cubos. Na
mesma figura também estado marcados A, B, C e D, vértices de qua-
tro cubos que compdem o sélido.

A
£

a) Admitindo-se que a medida de AB seja 27 cm, calcule o vo-
lume do sélido.

b) Calcule a medida de CD admitindo-se que a medida da aresta
de cada cubo que compde o sélido seja igual a 2 cm.
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m Unesp2018 Uma rampa, com a forma de prisma reto, possui trian-
gulos retangulos ADE e BCF nas bases do prisma, e retangulos nas
demais faces. Sabe-se que AB =20 m,BC =15me CF =5 m. Sobre a
face ABFE da rampa estao marcados os caminhos retilineos AE,AGe
AF. com G sendo um ponto de EF. como mostra a figura.

B
a) Calcule a medida do segmento AE. Em seguida, assuma que

a inclinagéo de subida (razéo entre vertical e horizontal) pelo
caminho AG seja igual a 1 e calcule a medida do segmento EG.
4

b) Considere os seguintes dados para responder a este item:

o 73° 11,3° 14,0° 184°

tga 0,125 0,200 0,250 0,333

Comparando-se o caminho AF com o caminho AE, nota-se que
o angulo de inclinacao de AF e de AE, em relacéo ao plano que
contém o retangulo ABCD, aumentou. Calcule a diferenga apro-
ximada, em graus, desses angulos.

Gabarito - LIVRO 4- Questodes Dissertativas
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a) Aplicando Pitdgoras nos triangulos retangulos MEH e MAB, com MA = x

(MH) =(ME)' +(EH)®  [MH=+x?-2x+2
(MBY =(MAY +(AB)  [MB=yX2+1

e ME=x -1, temos:

ComoBH=4/3, pois BH é a diagonal do cubo com aresta 1, temos:

(BH)’ =(MH)’ +(MB)’ ~2(MH)(MB)-cosé .-

32— x4 243 + 1= 2Vx2 1 - 2x+ 2.0 -

cosp=— XX
41 2xr2
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b) Para 0 obtuso, temos:
X=X
Vi1 =2x+2

Comox*+1>0e x*—

cosB<0 .. <0

2x+ 2 > 0, para todo x real, basta x* - x < 0.
Fazendo o estudo do sinal, temos:

o\/1

c) Com x = 4, temos:

-4 144 V2
50 = —————— X2 —cos45 . [9<45°
RN PN P Jm JF Vi~ \f costs - [0<a57)

105. a) O enunciado denota S1, S2 e S3 como os respectivos volumes dos s6-

lidos (paralelepfpedos) expostos. Sabe-se que o volume desse tipo de
sélido se dé porV =Ab - H, sendo Ab a area da base do sélido e H a sua
altura. Assim:

S,=a’
(h4S,=a*-b

S,=a-b’
Pelos dados do enunciado, tem-se que:
(s,=S,+5, entdo
a’=a’-b+a-b’comoaz0
a’-a-b=b’

2
a’—a-b=Db?, adicionando a parcela % nos dois membros da equagao:

b —. Assim, obtém-se:

2
e J — a= P—t
2 2

2 b 2

2
2-a-b+2=b+
4

b)Y 5-b?
(322
2

=bib2-‘/§$a=

Como a e b séo medidas de arestas dos sélidos e, portanto, sdo positivos,
conclui-se por fim que:

a 1445
b 2
b) Denotando C,, C, e C, como a soma dos comprimentos de todas as ares-
tas dos trés sélidos, obtém-se:
G=12a
()4 C,=8a+4b
G =4a+8b
Do enunciado,

(MC +C,+C,=60cm
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CURSO

De (lll) e (IV), tem-se que:
(12a)+ (Ba+4b) +(4a+8b)=60=>b=5-2a (V)

Denotando as areas de superficie dos trés sélidos como A, A, e A,, aufere-
-se que:

A,=6a'

A, =2(a’ +2ab)

A,=2(b” +2ab)

Sendo assim, o valordeM = A, + A, + A,, sera encontrado por:
M=6a’ +2(a’ + 2ab) + 2(b” + 2ab)

(V)M=8a" +8ab + 2b’

Substituindo (V) em (VI)

M=8a’ + 8a(5-2a) + 2(5- 2a)’
M=8a" +40a—16a" + 2(25-20a+4a’)

103. a) As dimensbes da caixa apds a retirada dos quadrados e a montagem
estdo expressas abaixo:

(16-2x)

(20-2x)

Assim, a expressao do volume da caixa serd dada por:
| V(x)=

b) Como o volume precisa ser maior ou igual a 384 cm?, tem-se;
V(x)= 384
x(20-2x) (16—-2x) > 384
4x(10-x) (8-x) = 384
x (10-x) (8-x) = 96
x*—18x* +80x — 9620

x(20-2x)(16 - ) |

Utilizando o teste das rafzes racionais, tem-se que x = 2 € uma raiz.

Logo, a expressao fatorada fica:

(x-2) (x*-16x+48) 20

(x-2) (x—4) (x-12) 20

Fazendo o estudo do sinal, tem-se o sequinte gréfico da fungao polinomial:

A
v

e//\ ) .
2 4 12 X
\@/

Analisando a condigao inicial das dimensdes da caixa, nota-se que:

x>0 x>0
20-2x>0 — x <10 — 0<x <8
16 - 2x >0 X < 8

Logo, o conjunto de valores de x que satisfazem a condigdo inicial é:

{xeR} 2<x<4)
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104. a) Seja aa medida da aresta do cubo.

O segmento AB equivale a diagonal de um bloco retangular de arestas
medindo a, 2a e 3a.

Assim:

D=va +b*+c2

Ja? +(2a) +(3a) =247
Va® +4a* +9a% =2\7
Viad =27
14a*=4.7
a?=2
a=\2

Vigigo = 240 =24(+2)’

Vigigo = 4842 cm?

b) A medida do segmento CD equivale a diagonal de um bloco retangular
de arestas medindo 14cm, 8 cm e 10 cm.
Assim: CD=14% +82 +107

CD =419 +64+100

CD=4/360
CD=6\/ﬁcm

102. a) Pela figura, DE=5 m e AD = 15 m. Aplicando o teorema de Pitdgoras no
triangulo ADE, tem-se:
(AE)*= (AD)* +(DE}
(AE)? =152+ 52
(AE) =250
Sendo H a projegao ortogonal do ponto G no segmento CD,GH=CF=5me
utilizando a inclinagdo de subida dada, tem-se:
%:%ﬁ%:%@AH=2O m
Aplicando o teorema de Pitdgoras nos triangulos AGH e AEG, tem-se:
(AG)? = (AH)? + (GH)? (AG)? = (AE)* + (EG)?
(AG)P =207+ 52 425 =250 + (EG)?
(AG)2 =425 (EGE =175
b) Aplicando o teorema de Pitdgoras no triangulo ABC, obtém-se:
(AC)? = (AB)* + (BC)?
(ACY =207+ 152
(ACP =625
AC=25m

Utilizando a tabela fornecida, conclui-se que:

EAD=18,4°, FAC=11,3° e EAD —FAC=7,1°

4
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Fuvest 2012 A base do tetraedro PABCD é o quadrado ABCD de
lado £, contido no plano o.

A B
Sabe-se que a projegao ortogonal do vértice P no plano esta no
semiplano de o determinado pela reta BC e que nao contém o lado
AD. Além disso, a face BPC é um triangulo isésceles de base BC cuja
altura forma, com o plano o, um angulo 8, em que 0 < 8 < 1/2. Sen-
do PB= (/2 /2, determine, em funcdode (e ©:
a) o volume do tetraedro PABCD;

b) aaltura do triangulo APB relativa ao lado A_B;
€) aaltura do triangulo APD relativa ao lado AD.

m Unifesp 2014 A figura indica uma pirdmide regular quadrangular
reta cujas faces laterais séo triangulos equilateros. A aresta da base
dessa piramide mede 12 cm.

Duas formigas, F, e F,, partiram do ponto médio da aresta VA para
o ponto médio da aresta VC, sempre caminhando por faces, arestas,
ou cruzando arestas. Dentre todos os caminhos possiveis ligando os
dois pentos, a formiga F, escolheu o mais curto deles. Ja aformiga F,
escolheu o caminho mais curto dentre todos que passam pela base
ABCD da piramide. Calcule:

a) adistancia percorrida pela formiga F,.

Sugestao de
planificagao

b) a distancia percorrida pela formiga F..

Sugestao de
planificagao
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m Unicamp 2014 Considere a pirdmide reta de base quadrada, ilus-
trada na figura a seguir, com lado da base b= 6 m e altura a.

a) Encontre o valor de a de modo que a area de uma face triangu-
lar seja igual a 15 m?.
b) Paraa=2 m, determine o raio da esfera circunscrita a piramide.

m Unifesp 2015 O metano (CH,) possui molécula de geometria
tetraédrica (figura l). Do ponto de vista matematico, isso significa que,
em uma molécula de metano, os 4 4tomos de hidrogénio localizam-
-se idealmente nos vértices de um tetraedro regular, e o dtomo de
carbono localiza-se no centro da esfera que circunscreve esse tetrae-
dro (figura Il). Nesse modelo de molécula, a distancia entre um dtomo
de hidrogénio e o 4tomo de carbono é de 0,109 nanémetro (nm).

Ficura Ficura ll

a) Sabendoquelnm = 10™° m, calcule, em milimetros, a medida
da distancia entre hidrogénio e carbono na molécula de meta-
no. Registre sua resposta em notagao cientifica.

b) Uma importante propriedade do tetraedro regular é a de que,
sendo P um ponto interior qualquer, a soma das distancias de
P as quatro faces do tetraedro serd igual a altura do tetraedro.
Nas condi¢bes do problema, isso equivale a dizer que a altura

do tetraedro € igual a % do raio da esfera. Na figura Il, o indica

a medida do angulo de ligagdo HCH na molécula de metano.
Considerando a tabela trigonométrica a seguir e as informacoes
fornecidas, calcule o valor aproximado de o
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o (em grau) sena. cosa, tga
70 09397 0,3420 2,7475
70,5 09426 0,3338 28239
71 0,9455 0,3256 2,9042
71,5 09483 0,3173 2,9887
72 0951 0,3090 30777
72,5 09537 0,3007 31716
73 09563 0,2924 3,2709
735 0,9588 0,2840 3,3759
74 09613 0,2756 34874
745 09636 0,2672 3,6059
75 0,9659 0,2588 3,7321
75,5 0,9681 0,2504 3,8667
76 09703 0,2419 4,0108

Fuvest 2017 Considere um tetraedro regular ABCD cujas arestas
medem 6 cm. Os pontos E F, G, H e | séo os pontos médios das

arestas AB, BC, AC, BD, CD, respectivamente.

D

a) Determine a area do triangulo EFH.

b) Calcule a area do quadrilatero EGIH.

c) Determine o volume da pirdmide de vértices E, G, I, H e F, cuja
base € o equilatero EGIH.
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a) vqume:% 2 .(PP)

’

APPNseria= T, —sppr= 2508

%

2

1 , f{senB £ -send

volume=—-{* . ——=—"—
3 2 6

£3.send

.|volume =

b) Pelo teorema das 3 perpendiculares, observe a figura:

PQ é altura do APAB relativo ao lado AB.

14 ]
BQ= NP':E. cos0, assim:

A2—-cos’0

PQ=

N~

2

APBQ: (@)2 =(§c059)2 + (PQ)2

c) Observe a figura a seguir, que contém a altura PM.
p

£ -sen®
2

2 :
(MP)2 =02+ (% cosO+ %~cosze+ %-senze

-J5+4cos0

(MP) =[2-(%+cose) ~[MP=

N s
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CURSO
110. a) A
M
vV
N
C

Do texto, tem-se que VA = VC = 12 cm. Chamando M - o ponto médio
deVA e N - o ponto médio de VC, podemos escrever, pelo teorema dos
COS5enos:

(MN)2 = (VM)? + (VC)2 - 2VM - VC - cos (A\T’C) =

(MNP =62+62-2-6-6-C05120°=

(MNY¥=36+36+36=>

b) v

Primeiramente, note que a distancia percorrida por F, pode ser descrita
pelo segmento MN. Agora, tomando as perpendiculares MP e NQ
obtém-se um triangulo retangulo is¢sceles MON.

Por Pitdgoras, tem-se:

MN=(9+33)v2
.'.|MN:3\/§ 3+3) cm|

109. a)
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CURSO
Se a drea do AVAB = 15 m? entio 107. a) Como EH, EF e FH séo bases médias dos triangulos ABD, ABC e BCD, res-
6-(VM) pectivamente, entao EH = EF = FH = 3 cm, 0 que implica que o triangulo

=15=VM=5m.

EFH é equilatero, logo sua édrea sera:

Como MH =3 m, VH =4 m (por Pitadgoras).

— 2
b) Como ABCD é quadrado de lado 6 cm, sua diagonal AC mede 652 me H Augrn = % cmi= ¥ cm?
¢ ponto médio de AC.
Agora, inscrevendo a piramide em uma esfera, tem-se: b) Primeiramente, nota-se que EG =Gl = H = EH = 3 ¢m, pois sdo todas bases

médias das faces.

Além disso, o triangulo DEC € is6sceles, logo a mediana El é também altu-
ra e, portanto, perpendicular a DC. Aplicando Pitdgoras no triangulo ECI,
tem-se:

(EC) = (B1) +(ICY =E1=32cm

Assim, EGIH é quadrado, e sua drea é:

¢) A piramide EGIHF ¢ regular com base quadrada, logo sua altura h é tal

que:

R? =(R-2? +(3v2)
R?=R?-4R+4+18

108. a) De acordo com o enunciado, temos:
0,109 nm=1,09-10"'nm=1,09-10"-10"m=

=1,09-107"-10-10°mm=1,09-107 mm|

b) Seja a a aresta do tetraedro, assim, a altura H é dada por:H =IO 2
3 -
. 4 Portanto, o volume da piramide sera:
Do enunciado, temos: H=§R. V=g.£.l m3=97‘5 i
2 3 2

Assim:iR=ﬁ©R=_a_6_

y 8 4 LIVRO 4 - Questdes Dissertativas
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a’=R*+R?-2-R-R-cosa.
R’coso=2R"—a" EZ2] unicamp 2012 Um brilhante é um diamante com uma lapidagao
—— R 1(a)2 particular, que torna essa gema a mais apreciada dentre todas as

2R? 2R 2\R pedras preciosas.

, TRS ] 116 1 a) Emgemologia, um quilate é uma medida de massa, que corres-
cosa=l--| = =l-=-—=—= : - .

2\J6 2 6 3 ponde a 200 mg. Considerando que a massa especifica do dia-
Da tabela, tem-se: mante ¢ de aproximadamente 3,5 g/cm?, determine o volume
cos 70,5° =0,3338.-.cos 109,5° =-0,3338 de um brilhante com 0,7 quilate.
Portanto, o= 109,5° b) A figura a seguir apresenta a secdo transversal de um
brilhante.
2mm

1 mm

0,6 mm

1,8 mm

I
:Eixo de simetria
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Como é muito dificil calcular o volume exato da pedra lapidada,
podemos aproximéa-lo pela soma do volume de um tronco de cone
(parte superior) com o de um cone (parte inferior). Determine, nesse
caso, o volume aproximado do brilhante.

Dica: o volume de um tronco de cone pode ser obtido empregan-

do-se a formula V = gh(R2 +Rr+r2), em que R e r séo os raios das

bases e h é a altura do tronco.

m Unesp 2014 A imagem mostra uma taga e um copo. A forma da
taga é, aproximadamente, de um cilindro de altura e raio medindo
R e de um tronco de cone de altura R e raios das bases medindo Re
r. A forma do copo €, aproximadamente, de um tronco de cone de
altura 3R e raios das bases medindo Re 2r.

Sabendo que o volume de um tronco de cone de altura h e raios das
basesBe b é%-n-h-(Bz+B-b+b2) edado queJ6_5§8,
determine o raio aproximado da base do copo, em funcao de R, para

que a capacidade da taga seja % da capacidade do copo.

m Unesp 2017 Um cone circular reto de geratriz medindo 12 cm
e raio da base medindo 4 cm foi secionado por um plano paralelo
a sua base, gerando um tronco de cone, como mostra a figura I. A
figura Il mostra a planificagao da superficie lateral S desse tronco de
cone, obtido apos a se¢ao.

FiGura 1 FiGura 2

Y

Calcule a area e o perimetro da superficie S. Calcule o volume do
tronco de cone indicado na figura .
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181. a) Como um quilate corresponde a 200 mg, 0,7 quilate corresponde a
140 mg, oy, ainda, 0,14 grama. Assim, temos:
v=21% 004
3,5

b) De acordo com o enunciado, temos:
Volume do tronco: V = %h(RZ +Rr+ r2)

_n0,6
3

Volume do cone: V= %Ab -H

v (22+2-1+2‘)=n.0,2.(7)=1,4u

V=%-1t22-1,8=2,4n:

Volume do brilhante: volume do tronco + volume do cone.
Volume do brilhante: 1,4t + 24 .

| Volume do brilhante: 3,8 £ mm? |

180. O volume da taga é dado por:
1
= 2 L 2, n.
Vg = ®-R"-R+ 31: R(R +R r+r2)

E o volume do copo:

V,

opo = %n- R(R4R-2r +(2r)

Ataga terd % da capacidade do copo se, e somente se:
nR+ 7t—R(R2+Rr +r?)= Z[nR(RZ+2Rr + 4r2)] o

3 3
&R +R(R?+Rr+r2) =2R(R*+ Rr+4r% )

&3 +R2+Rr+r2 =R+ 4Rr+ 82 &

2
<:>7r2+3Rr—2R2=0<:>7(%) +3(%)—2=o@

L \/E pois L>O.
R 14 R
Assim, —= —3118 ﬁrz%,e o raio da base do corpoé2rz—573.
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m.

Como o plano secante é paralelo a base do cone maior, 0 cone menor é

semelhante de razéoK = 2 = l

2
Dal, o raio r do cone menor mede r=%- 4=2eadreaSserd

S=n-4-12-7-2-6=[ S=36ncm’|

120°

O perimetro de S serd dado pela adigdo dos perimetros das bases do
tronco a soma de duas geratrizes do tronco:

perimetro = 2n-2+2n-4+6+6=m

O volume sera: V=%u.41 .gﬁ_%.%n.zﬂ.a\@:

V=—”2;h/:E cm?
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m Unicamp 2012 Um supermercado vende dois tipos de cebola, con-
forme se descreve na tabela abaixo:

Tipo de cebola o aro Raio médio (cm)
aproximado (g)
Pequena 25
Grande 200 4

a) Uma consumidora selecionou cebolas pequenas e grandes, so-
mando 40 unidades, que pesaram 1.700 g. Formule um sistema
linear que permita encontrar a quantidade de cebolas de cada
tipo escolhidas pela consumidora e resolva-o para determinar
esses valores.
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b) Geralmente, as cebolas sao consumidas sem casca. Determine
a area de casca correspondente a 600 g de cebolas pequenas,
supondo que elas sejam esféricas. Sabendo que 600 g de cebo-
las grandes possuem 192r cm? de area de casca, indique que
tipo de cebola fornece o menor desperdicio com cascas.

m Fuvest 2016 Dois avides vao de Brasilia a Moscou. O primeiro voa
diretamente para o norte, até atingir o paralelo de Moscou, quando
entdo muda o rumo para o leste, seguindo para o seu destino final.
O segundo voa para o leste até atingir o meridiano de Moscou, to-
mando entdo o rumo norte até chegar a esta cidade.
a) Desprezando as variagoes de altitude, qual avido teré percorrido
a maior distancia em rela¢ao ao solo? Justifique sua resposta.
b) Calcule a diferenca entre as distancias percorridas, supondo
que a Terra seja esférica.

Note e adote:

cos 56° = 0,56; sen 56° = 0,83; cos 16°=0,96; sen 16° =0,28
Latitude e longitude de Brasflia: 16°S e 48°W

Latitude e longitude de Moscou: 56°N e 37°E

Raio da Terra: 6.400 km
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182. a) Sendo x ey as quantidades de cebolas pequenas e grandes selecionadas,
respectivamente, temos:
{x +y=40

=x=36ey=4
25x + 200y =1.700

| Foram selecionadas 36 cebolas grandes e 4 pequenas. |

b) Podemos observar que 600 gramas de cebolas pequenas correspondem
a 24 cebolas, pois @:24. Podemos calcular a drea de casca dessas 24
25
cebolas, que é dada por 24 - 4r - 22 = 384 cm?.

Como esse numero é maior que 192 cm? concluimos que a cebola

grande gera o menor desperdicio de cascas.

Area de casca das 24 cebolas pequenas: 384r cm?.
A cebola grande gera o menor desperdicio de cascas.

113. a) Asdistancias percorridas para o norte sao iguais para os dois avides. Porém,
as distancias percorridas para o leste ndo sao as mesmas, ainda que ambos
percorram arcos de circunferéncias de medidas iguais de 48°W até 37°E.

O avido 1 voa para leste no paralelo 56°N, enquanto o 2 no paralelo 16°S.
Logo, o raio da circunferéncia que o avido 1 percorre é menor que o do 2.
Uma vez que o comprimento da circunferéncia, no caso, a distancia per-
corrida, € dado pelo produto entre a medida do arco e o tamanho do raio,
entdo a distancia percorrida pelo avido 1 € menor que a do 2.

b) A diferenga entre as distancias (Ad) vale:

Ad=d, —d,= Ad=medArco, -, - medArco, -, =

Ad=85°-—"_.6400- cos16°—85°- ——.6400- COS 56° =
180° 180°

Ad=85°-$~6400 (0,96 -0,56) = Ad=1.208,9m km.

Obs.: A medida do arco deve ser em radianos.



