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Apresentacao

Caros alunos

E sempre um grande desafio para um autor definir o conteddo a ser ministrado
na Ensino Médio, distribuindo-o pelos trés anos. Por isso, depois de consultar as
sugestdes da Secretaria de Educacdo Basica (entidade pertencente ac Ministério
da Educacao) e de ouvir a opinido de indmeros professores, optamos pelo seguinte
programa:

Volume 1: nogdes de conjuntos, conjuntos numéricos, nocdas gerais sobre fun-
¢oes, fungao afim, fungdo quadratica, fungao modular, fungao exponencial, fungao
logaritrmica, progressdes, semelhanca e tridngulos retangulos, areas das principais
figuras planas, trigonometria no triangulo retangulo e estatistica descritiva.

Volume 2: trigonometria na circunferéncia, funcdes circulares, trigonometria erm
um triangulo gqualquer, geomeltria espacial de posicao, areas e volumes dos prin-
cipais solidos, matrizes, sistemas lineares, determinantes, analise combinatoria
e probabilidades.

Volume 3: geometria analitica plana, estatistica descritiva, matematica financeira,
numeros complexos, polindmios e equacdes algébricas.

Ao tratar de alguns assuntos, procuramos apresentar um breve relato histérico
sobre o desenvolvimento das descobertas associadas ao topico em estudo. Ja em
capitulos como os que tratam de fungdes, matematica financeira e estatistica des-
critiva, entre outros, recorremos a infograficos e matérias de jornais e revistas, como
forma de mostrar a aplicacdo da Matematica em outras areas do conhecimento e
no cotidiano. 530 textos de facil leitura, que despertam a curiosidade do leitor e
qgue podem dizlogar sobre temas transversais, como cidadania e meio ambiente.

Mo desenvolvimento tedrico, procuramos, sempre que possivel, apresentar os
assuntos de forma contextualizada, empregando uma linguagem mais simples. En-
tretanto, ao formalizarmos os conceitos em estudo (os quais sdo abundantemente
exemplificados), optamos por termos com maior rigor matematico.

Tivermos também a preocupacado de mostrar as justificativas |dgicas das pro-
priedades apresentadas. omitindo apenas demonstracdes exageradamente longas.
incompativeis com as abordagens feitas atualmente no Ensino Médio. Cada nova
propriedade é sequida de exemplos e exercicios resolvidos, por meio dos quais &
explicitada sua utilidade.

Quanto as atividades, tanto os exercicios como os problemas estdo organizados
ermn ordem crescente de dificuldade.

Cada capitulo do livro é encerrado com um desafio. Geralmente & um problema
mais complexo, que exige maior raciocinio, articulacdo e criatividade do leitor na
busca da solucdo. E mais uma oportunidade para vivenciar a resolucio de problemas.

Os autores
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Conheca este livro

Inicio do capitulo

0 inicio do capitulo recebe destague especial
e, sempre que possivel, & introdusido com
siluagies do cotidiano.

Um pouco de Historia

0 wabalhe com a histdha da Matemdtica wloca
os alunos em contalo com o processo de
construcio do conhedmento e a criatividade na
resolucio de problemas enfrentades pela
humanidade no decorrer do tempo, situando
também os acontecimentas na linha do tempa.
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Trogue ideias

A secio propde atividades que devem ser
realizadas em gupo. Tais ativdades buscam
despertar a cuniosidade e levar o leilor 8 constnuir
nawes condeilos, ou aprofundar conteddes |
apresentados, além de favorecer a autonomia e
instigar a busca pelo conhedmenilo.

Incluem textos que Hustram o emprego de
conhedmentos matematicos a oulros campos,
eslabelecendo, por exemplo, um elo entre a
Matemdtica e a Hsica ou entre a Matemdtica e
a Economia. Os textos aprofundam alguns
conceilos e auxiliam a construcio de outros.

Grande vanedade de exercicios é proposta
nesta secao, que tem por objetivo conselidar
os conteddos e conceilos abordados.

Desafio

Ao final de cada capitulo & apresentado um
desafie com o objetivo de, mais uma vez,
permitir que o leitor vivencie a resolugio de
problemas, estimulando sua criatividade e
SeU racocini.

Exemplos e Exercicios resolvidos

| Todos os capitulos deste livro apresentam

| séries de exercicios intercaladas em meio ao
| tlexto. Muitzs dessas séries sdo precedidas de
[ exemplos ou exercicios resolvidos, que

| auliam o leitor 2 ampliar o repertario de

f exemplos apresentados no lexto.

Pense nisto

Chamadas curtas sao intercaladas em meio ao
Lexto comvidando o leitor para refletir sobre
algum detalhe do texto, alguma propriedade
ou alguma solucio para um problema.

Um pouco mais sobre
Alguns conteddos podem ser complementados
ou aprofundados a partir da leitura de textos

no final de determinades capitulos.

Gy e i
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A circunferéncia

trigonométrica

[ Arcos e angulos

Seja uma circunferéncia de centro O, sobre a qual tomamos dois pontos — Iy
distintos, A e B. A circunferéncia fica dividida em duas partes, cada uma das 7
guais & um arco de circunferéncia.

Observe, na figura ao lado, que existem dois arcos determinados por A e B: ¥4

ot

- O arco de extremidades A e B gue contém o ponto X — representado |
por AXE.

+ O arco de extremidades A e B que contém o ponto Y — representado ‘*\
por AYB. ~—— B

Quando nao houver dividas em relagdo ao arco ao qual nos referimos, pode-

mos escrever simplesmente AB para representar o arco com extremidades A e B.

VejJamos agora dois casos particulares:

- Se A e B sdo simétricos em relacio ao centro O, o segmento AB é um dia-
metro e cada um dos arcos determina uma semicircunteréndia e & chamado
arco de meia-volta. Veja a figura ao lado.

- Mo caso de A coincidir com B, dois arcos sao determinados. Um deleséo
arco de uma volta e o outro, o arco nulo. Observe-os nas figuras seguintes.

A=B A=B B

X

arco nulo

arco de
uma volta

Observe que a todo arco AB corresponde um dngulo central, isto &, um
angulo cujo vértice & o centro da circunferéncia.

L © -
AUB & o dngulo central
cormespondente ao arco AB_

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501 9/420
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= CAPITULOD 1

Medida e comprimento de arco

A medida angular de um arco ou, simplesmente, medidade um arco € igual
a medida do dngulo central correspondente. Observe estes exemplos:

B

D
med{AOB) = 120" med(COD) = 45°
A Dizemes gque o arco AR c Dizemaos que o arco TO
mede 1207, mede 457

A medida linear de um arco refere-se ao seu comprimento. Quando retifi-
camos um arco de circunferéncia, obtemos um segmento de reta cuja medida
& igual ao comprimento do arco, que & medido em centimetros, metros, mili-

metros, quildmetros etc. ‘

linear A madida angular do arco & -
a medida do dngulo central A medida angmar de
comespondents; e, assim, nao urn arco depende da
depende da medida do raio; medida do raio da
seu comprimento depande da . ..
medida do raio da circunferéncia. circunferéncia corres-
Pn:-less_u:-r. 56 dese;ar.. use a figura pondente? E a medida
da pagina 10 para ajudar o R
estudantes a compreanderem essa do comprimento de
relagan um arco, depende?

o,

Unidades de medida de arcos e angulos

Ao tratarmos da medida de um arco, adotamos o grau (°) ou radiano (rad).

; - : 1 - .
= 1grau € a medida de um arco igual a 380 da circunferéncia corres-

pondente.
Como sabemos, o grau possui submultiplos importantes, como o minuto
e 0 segundo.

0 arco de 1 minuto (indica-se 1') corresponde a Ej_ﬂ doarcode medida 1% 0

arco de 1 segundo (indica-se 1"} corresponde a é do arco de medida 1°.

1radiano é a medida de um arco cujo comprimento & igual ao raio da
circunferéncia correspondente.

O arco !\HB, ao lado, bem como seu dngulo correspondente r"\f}B, mede
1 rad.

J o arco €D abaixo, bem como seu dngulo correspondente COD, mede
2 rad, pois seu comprimento € igual ao dobro da medida do raio.

comprimentos iguais

comprimento = 2r

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501 10/420
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A gireunfer&ncia ngonamébrics 9

Como sabemos, o comprimento € de uma circunferéncia de raio r & igual
a 2nr. Isso significa que o raio “cabe” 2 vezes nesse comprimento (aproxima-
damente 6,28 vezes).

Assim, um arco de comprimento igual a r mede 1 rad; um arco de compri-
mento igual a 2r mede 2 rad etc. Da mesma maneira, um arco de comprimento
2mr (volta completa) mede 2r rad. Concluimos, desse modo, que o arco de uma
volta mede 2r rad ou 360°.

Observe as correspondencias abaixo:

2xrad — 360°
xtrad — 180°
—rad — 90
> ra

T _
—rad — 60

3 ra

5 rad — 45°

A relacdo "um arco de meia-volta mede 180° ou & rad” servira de base para
efetuarmos as conversoes de unidades de medidas de arcos, como mostram os
exercicios resolvidos a seguir.

@ EXERCICIOS RESOLVIDOS

1 Um arco mede 30°. Qual € a medida desse arco em radianos?

Solucao: ) )
i 1: Como 307 corresponden & & parte de 1807, temaos,
Podemos estabelecer a regra de trés simples: em radianos, a sexta parte de a1, que & g-
T rad 1807 2 Como 1 rad cormespandem a 180°,
x — 30 % rad corresponden a 15:] 45"
. _ 30°-mrad _ T Professor, incentive o céloulo mental na transformacio
Dai x 180° =L E rad de graus para radianos (& vice-varsa).

! ot o I .
Em uma circunferéncia, um dngulo central mede T radianos.

Quanto mede esse angulo em graus?

Solucao:
Podemos estabelecer a regra de trés simples:
n rad 1807
I rad ®
4
5 rad - 180°
Assim: x = = x = 45°
m rad

Quanto mede, em graus, um arco de 1 radiano?

Solucao:

Como = rad (ou 3,14 rad, aproximadamente) correspondem a
180°, podemos fazer:

3,14 rad — 180°
{ = x=180 - 573=5mg
1rad —x 3.14

(]

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501

Como vocé podena
resolver mentalmente
o exercicio 17 E o exer-
cido 27

Expligue por que 57,3
L é igual a 57°18".

A

573" = 57° + 0,3%
0,3% = 0,3 - 60" = 18' (18 minutos)
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CAPITULD 1

Quando a unidade de medida de um arco vier suprimida, fica convencionado que a medida deste arco é dada em
i . . — T . — T
radianos. Assim, por exemplo, quando dizemos gue um arco AB mede g estamos dizendo gue o arco AB mede r

radianos; se o arco €0 mede 3, queremos dizer que o arco £0 mede 3 radianos, e assim por diante.

O comprimento de um arco

Quando medimos o comprimento de um arco, a
unidade de medida utilizada & a mesma do raio: metro,
centimetro, milimetro etc.

Observe que na figura ao lado o comprimento de um
arco depende da medida do raio considerado: os arcos

JTE, CDeEF medemn, cada um, 45° (u:uu % rad], mas seus

comprimentos sao diferentes.

Vamos calcular os comprimentos €1, E}_ e fj dos arcos }"TE, the ﬁ, respec-

tivamente:

= drco EE
{3600_2m1 , 3607 2, » 8 = 2, >i= Eoe =X
45° — ¢, 450 ¢, ¢ o4 4

= arco CHDZ
{350**—2;:5 360" _ 2y o 2 &L m_ o, _m
45" — ¢, 45° ¢, 6 o, 4 0 4z

= drco ﬁ:
{360"—2?“1 , 360° _ 21, .8 — 2mry >ﬁ=£ R L
45° —¢, 45° ¢, 6 T 47 am

Mantida fixa a medida do dngulo central, o comprimento de um arco é

diretamente proporcional ao raio da circunferéncia que o contém.
f1 fz EE I
Mo exemplo, — = —=—=—.
r ry , 4
Observe que a constante de proporcionalidade corresponde a medida do

angulo central, expressa em radianos. O dngulo central da figura mede 45° ou
O comprimento do arco coincide,

Y
— rad. numericamante, com a sua medida
4 em radianos. £ interessante j&
destacar esse fato, mostrando,
Em geral, podemos escrever: antecipadamente, informagbes

importantes para a apresentagac
da circunferfncia trigonométrica.

A
£ ¢ & medida do arco em radianos
o =— emque+ € comprimento do arco Na relaggo a0 lado, o
‘ r . ; B .. que acontece ser = 17
r: medida do raio da drounferéncia
B

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501

12/420



15/11/2019 https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501

A circunferéncia rigonomélnica -l.l
4 Em uma circunferéncia de raio 3 om, toma-se um arco AR de comprimento B
4,5 cm. Qual &, em radianos, a medida desse arco?
Solucao: £=45m
12 modo: A
P _i fo A5 _ 5
Podemos usar a relacdo o = —, isto & o =—— = 1,5rad
r 3
22 modo:

Uma solucdo equivalente consiste em usar a definicdo da medida de 1 radiano, comparando a medida do
arco com o seu comprimento:

medida do arco comprimento do arco
1 rad 3 cm
=x=1,5rad
X 4.5 cm
5 Qual & o comprimento de um arco de 727 sobre uma drcunferéncia de raio 8 cm?
Solucao:
12 modo:

= O comprimento da circunferénciaéc =2 - x- 8 cm = 16m cm.
Podemos fazer:
{Iﬁn:crn—BEG" 16

T :
=X — cm (ou aproximadamente 10,05 cm)
x —Ir =

3el" _

Observe gque 5; assim, o comprimento do arco & igual a
7z

guinta parte do comprimento da circunferéncia correspondente.
22 modo:
= Expressamos 72° em radianos:

{I gg' : " :jd — X = _2; rad
Dai, usamos a relacao:
£ n _ € _l16n
a=—=—=—==¢ =
r 5 8 5

Portanto, o comprimento deste arco & IEH
=}

cm.

6 Determine a medida do menor dngulo a formado entre os ponteiros de um reldgio ao marcar 2 h 40 min.
Solucao:
0 angulo pedido mede o
Observe gue, entre duas marcas consecutivas de horas, tem-se um arco cujo angulo

central tem rnedidaﬂ = 30°. Assim, considerando o deslocamento do “2 ao 8%,
temos que: -

CITTAPT

a+x=6-30"=>a= 180" —x

Em 1 hora (60 minutos), o ponteiro das horas percorre um arco de medida 30°.

Para calcular a medida x do dngulo percorrido pelo ponteiro das horas em 40 minutos, podemos estabelecer
d proporcao:

{ED minutos — 307 — x = 20°

40 minutos — x
Assim:
o= 180" — 20" = 160"

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501 13/420
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CAPITULD 1

N

EXERCICIOS

Expresse em radianos:

a) 30° d) 2107 g) 200

b) 157 e) 2707 h) 1507

) 1200 f) 3007 i)y 315°

Expresse em graus:

a) L rad d) X rad q) 27 g
3 5 9

b) X rad e) 0,5 rad h) 117 rag
2 [

c) = rad f) EL i) 3rad
4 4

Uma semicircunferéncia tem comprimento
188,4 m. Quanto mede seu raio? Considere
m=314.

Caleule o comprimento de um arco AE definido em
uma circunferénda de raio 8 om por um dngulo
central ADB de medida 120°.

Considerando gue, na figura abaixo, AR esta dividi-
do em 12 partesiguais, gual & o percurso mais curto
sobre as sermicircunferéncias: AMB ou ADCEE?

Ma figura, as circunferéncias €, e C, tém mesmo

centro O e raios de medidas R, e R, respectiva-

mente, tais que 2R, = 3R,

Determine:

a) as medidas dos arcos AF e T0, em radianos;

b) a razdo entre os comprimentos de AE e TD,
nesta ordem.

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501

g:/\ E: NO

Um pénduloe de 15 em de compri-

mento oscila entre A e B descre-

vendo um dngulo de 157 Qual é o 15 s

comprimento da trajetdria descrita o

pela sua extremidade entre A e BY

Usem = 3,14, A E
—

Um andarilho caminhou 7536 m, em uma pista
circular de 40 m de raio. Quantas voltas ele deu
na pista? Considers m = 3,14.

Determine a medida do raio da circunferénda em
cada caso:

a)

<] 18 cm
b)

<l 18cm
Use = 3,14

Ma figura, o tridngulo ABC é istsceles de base AC
e o tridngulo CAD est3 inscrito em uma semicir-
cunferéndia cujo raio mede & cm. Considerando o
arco AD gue nao contém o ponto C, determine:

a) sua medida, em radianos;
b) seu comprimento, em centimetros.

Um automdvel percorre 157 m em uma pista
circular, descrevendo um arco de 72°. Determing
a medida do raio da curva. Use it = 3,14,

ALEX AAGOTNG

Elementos sem proporcao entre si.
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12 Determine a medida do menor dngulo formado

entre os ponteiros de um reldgio ao marcar:

a)3h d) 5 h 40 min
b) & h 30 min e) 9 h 35 min
c) 3 h 45 min

13 O ponteiro dos minutos de um reldgio tem

comprimento de 12 em. Qual é a distdncia que
a ponta do ponteiro percorre num intervalo de

tempo de 20 minutos? Use = 3,1.

L

14 Na figura, as crcunferéncias de mesmo raio 1m
centros em A, B, C e D e sdo tangentes exte-

A circunfer&ncia ngonamébrics

rnormente. Os pontos E, F, G e H sao pontos de
tangéncia.

Sabendo que AC = 1042 cm, determine o com-
primento do trajeto AB + BC + CD + DE +

+ EH + HG + GF + FE + EA.

B circunferéncia trigonométrica

Fixemos dois eixos perpendiculares cruzando-se em O e orientados
conforme as indicacoes: o vertical, para cima, e o horizontal, para a

direita.

No sistema assim descrito, consideremos uma circunferéncia com
centro O e raio unitario (isto &, raio de medida igual a 1).

O circulo limitado por essa circunferéncia fica dividido em quatro
partes iguais denominadas quadrantes (Q) e indicadas na figura por

120Q,220Q,320Qe420.

\e
20 150

Af1,0)

Vamos convencionar que todos os arcos tomados nessa circunferéncia tém
origem no ponto A1, 0) — intersecdo da circunferéncia com o semieixo hori-

zontal positivo — e o sentido positivo € o anti-horario.

Construimos, deste modo, a circunferéncia trigonométrica.

Numeros reais associados a pontos

da circunferéncia trigonométrica

Como o raio & unitario, o comprimento da circunferéncia trigonomeétrica
2 - - 1 = 2n (aproximadamente 6,28) unidades de medida de comprimento.

Vamos associar a cada ndmero real x, 0 = x <2 21, um Unico ponto P da

circunteréncia trigonomeétrica, de modo que:

= se x = 0, o ponto P coincide com o ponto A(1, 0);

= se x = 0, descrevemnos, a partir de A, no sentide anti-horario, um arco de

comprimento x cujas extremidades sao A e P.

Py A1, 0)

0 comprimento

\ do arco AP é x.

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501
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14 CAPITULOD 1

Observe a associacao seguinte:

3
2 C
- 1
3| B
3 ol a A B C o E
T\ D & 0 1Tom 2 in 4 ar s 6 In
2 2
4 5
3=
2
Ternos que:

- 0 arco AC corresponde a % do arco de uma volta completa.

Seu comprimento & % (aproximadamente 1,57), que € a quarta parte de 2. Note, também, que sua

medida & % radianos (ou 90°). Dizemos que € & imagem do numero real %

- 0 arco AD corresponde 3 metade do arco de uma volta completa.

Seu comprimento & i (aproximadamente 3,14}, que & a metade de 2n. Observe que sua medida &
r radianos (ou 180°). Dizemos que D é imagem do ndmero real m.

- 0 arco AE corresponde a 2 do arco de uma volta completa e seu comprimento &, portanto, % de
2m, isto & 3x
ik, i 2 .
.. 3 . - .. . 3n
Sua medida e 53 radianos (ou 270°). O ponto E € imagem do nimero real >

- O arco AB tem comprimento igual a 1 e sua medida é 1 rad (observe que o comprimento de AB é
igual & medida do raio). O ponto B & imagem do numero real 1.

e assim por diante.
Ao tazermos essa associacdo, € importante lembrar que a medida (o) de um arco, em radianos, coin-

cide numericamente, na circunferéncia trigonométrica, com o seu comprimento (€), pois, como o = — e
r=1, temos o = £. r

f ——
| _EXEMFPLO 1 |

Observe, na circunferéncia trigonomeétrica ao lado,
asimagens A, B, C, D, E, F, G, H, | e J, correspondentes
aos numeros reais =, =, L, E, 3, Jx A% 11

6 4 3 3 b 3 2
11

T’T e b, respectivamente.

0; 21

[ r "

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501
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A gireunfer&ncia ngonamébrics -l 5

OBSERVACAD (&

Estamos considerando, por enquanto, a assocacado de um ndmero real pertencente ao intervalo [0, 2af a um ponto da
circunferéncia trigonométrica.

No capitulo 4, é apresentada a associacido de um ndmero real qualguer a um ponto da drcunferénda trigonométrica.

Antecipadamente, observe que a imagem do ndmero real 2 é o ponto A(1, 0): trata-se da extremidade "final” do
arco de uma volta completa, de medida 2x radianos (ou 360°) e comprimento 2

o)A

EXERCICIOS

15 Marque, na circunferéncia trigonométrica, os © 18 O guadrado ABCD esta inscrito na circunferéncia

pontos correspondentes aos seguintes ndmeros trigonomeétrica. Determine, para cada vértice, o
reais 0 In In - 5 ndmero real x, com 0 = x < 2x, associado.
346 37

16 Agrupe, por guadrante, os pontos cormespondentes

aos seguintes ndmeros reais: ?, 3773 T'
2n 3n 5t 4 7n = 15m 15z 10 13
25593122 g 13 4 o

N 4

17 sgjam os pontos P, Q e R da circunferéncia trigo-
nometrica seguinte. Qual & o ndmero real x, com

a
N

0 = x < 2n, assodado ao ponte P? E ao ponto

Q? E ao ponto R? 19 O tridngulo eguildtero ABC ests inscrito na cir-
L cunferéncia trigonométrica seguinte. Quais sdo
o5 nimeros reais x, com 0 = x < 2w, que tém

p imagens nos vertices do triangulo?

V.

“ N

o
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CAPITULD 1

b Simetrias

Ma circunferéncia trigopnomeétrica, vamaos estudar trés tipos de simetrias: em
relacdo ao eixo vertical, em relacao ao eixo horizontal e em relacao ao centro.

Para o estudo de cada uma delas, tomaremos um arco de medida a radianos,
T

do 12 quadrante, correspondente ao ndmero real a, com 0 = a <

Seja P a imagem do namero real a:

= Simetria em relacdo ao eixo vertical
O simeétrico de P em relacao ao eixo vertical € o ponto F, imagem do nimero
real m — a, visto que os angulos centrais assinalados na figura sao congruentes.

—{ ExempLO 2 )

.- . . I T _ 3n
Os pontos P e P!, imagens dos ndmeros reais 2 en VYRR respec-

tivamente, sdo simétricos em relacao ao eixo vertical. O mesmo ocorre com
Qe @, imagens de 0 e &, respectivamente.

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/2414501

Por que os tridngulos
POQ e POQ da figura ao
lado s3o congruentes?

Os tridngulos s30 retdngulos, t8m
um lado comum e hipotenusas
iguais ao raio.

= Simetria em relacdo ao eixo horizontal
Levando em conta a congruéncia entre os dngulos centrais assinalados na
figura, podemos afirmar que o namero real que possui imagem simétrica
a imagem de a & o numero 2x — a.

Observe que os tidngulos sae
retangulos e congruentes (3
hipotenusa de ambos & igual ao
raio & um dos lados & comum).

EXEMFLO 3

Em relacdo ao eixo horizontal, sac simétricos os pontos P e P' (note a

congruéncia entre os angulos assinalados). Os pontos P e P* sao as imagens

. I T Sm .
dos numeros reais — e 2m — — = T respectivamente.

3

Por que os tridngulos
POQ e FOQ da figura ao
lado sao congruentes?

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501
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A gireunfer&ncia ngonamébrics

- Simetria em relacdo ao centro
Quando dois pontos sdo diametralmente opostos, como P e P'da figura, é

possivel afirmar que o numero real com imagemem PéaeemP'éa + m,
pois os angulos assinalados na figura sdo congruentes.

—{ EXEMPLO 4 |

relacao ao centro da circunferéncia.

Note que:
in

JE_E
6 6

[
6

T
= g — sao simétricos em

Os pontos correspondentes aos ndmeros reais 3

=T

EXERCICIOS

20 Marque, na circunferéncia trigopnométrica, os
pontos correspondentes aos ndmeros L e EE_
3 3

Cite a simetria, se houver.

21 Proceda da mesma forma gue no exercicio anterior

para:
a]lei c}leﬂ
6 3 8 g
b) & e 1ln d) T e 32T
4] 4] 2 2

22 Considere o nimero real 11T
10
a) Em gue quadrante se encontra a imagem P

desse ndamero?

b) Os pontos simétricos de P em relacdo ao eixo
horizontal, ao eixo vertical e ao centro da cir-
cunferéncia trigonomeétrica sao, respectivamen-
te, os pontos Q, R e 5. Obtenha os ndmeros
reais associados a esses pontos.

Na figura ao lado o
hexagono regular
ABCDEF esta inscri-
to na circunferén-
cia trigonométrica.
O wvértice A & Ima-

gem do ndmero
real zero.

a) Os demais vértices do hexagono sdo imagens
de ndmeros reais pertencentes ao intervalo
[0, 2n[. Determine esses ndmeros.

b) Obtenha o perimetro e a drea do hexdgono
ABCDEF.

Divide-se a circunferéncia trigonométrica em 8 par-
tes iguais, sendo Al1, 0) um dos pontos de diviso.
Obtenha os ndmeros reais x, com 0 = x < 21 cujas
imagens sao os pontos de divisdo.

Na figura, o arco PG pertence a circunferéncia de centro 0. Sua medida,

em radianos, & o e seu comprimento & 5 cm.

Com centro em M, ponto medio de OQ, tracamos uma circunferéncia que

contém o arco QR e tangendia internamente a outra circunferéncia no ponto

Q. Determine o comprimento de QR

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501
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“Aplicacdes

; = a A MNa Antiguidade, os gregos exerceram um papel
Medlndo d|StanC|aS importante no desenvolvimento de diversos ramos do
i i i conhecimento humano. Movidos talvez pela curiosidade
INACessSIvVels ou fascinio pelos astros, empreenderam incursoes
interessantes em assuntos de astronomia. Um deles
foi Eratdstenes, que conseguiu estimar o comprimento
__ da circunferéncia da Terra a partir da observacio das
« sombras formadas pela luz solar.

Eratostenes calculou a distancia
e entre Siena e Alexandria com base no
Alexandria tempo de viagem das caravanas, que
percormiam a média de 100 estadios por
dia. Estadio era a unidade de medida
de comprimento usada pelos gregos,
que equivale a aproximadamente 157
metros. Para ir de uma adade a outra,
as caravanas levavam, em média,
50 dias e, ao calcular essa distandia
com a unidade de medida da época,
Eratostenes chegou a 5 mil estadios,
aproximadamente 785 quildmetros.
Alexandria
Ele pensou em

Casa Paulistana de Comunioagho

area aberta, fazia
M sombra ao
-"E%m meio-dia.

Ele verificou que o angulo (8)
formado entre a coluna e os
raios solares era de 7,2°.
Eratdstenes sabia que,
no solsticio de verao
do Hemisfério Norte, os
raios solares atingiam

perpendicularmente a
superfide de Siena (atual
Assud). Ele percebeu isso ao
ubsu'mque,nunm-:ia,
a luz atingia o fundo de um angulo 6. Note que AC = SC = R.
gmdaptig:;nl_mismsﬂ = Considerando que os raios
colunas nao faziam sombra do Sol sio retas paralelas

ao meio-dia. interceptadas por uma
transversal (reta r), ele pade
conduir que o dngulo 8 formado
entre elas também media 7,2°.
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Solsticios e equindcios
.................. 0 solsticio ocorre duas vezes a0 e
ano, quando a luz do Sol atinge
de forma mais intensa um dos
hemisférios da Terra: em junho é
verao no Hemisfério Norte e em
dezembro & verao no Hemisfério
Sul.
Entre os dois solsticios ha os
equindcios de margo e setemnbro,
pericdos do ano em que a luz solar
atinge da mesma maneira os dois
hemisférios, fazendo dias e noites
terem a mesma duracao.
Cada um dos solsticios e
equindcios marca o inicio de uma
das quatro estagbes do ano: verao,
outono, inverno e primavera.

Eratostenes Medidas atuais da Terra
Eratostenes (Cirene, 276 a.C. — Alexandria, Hoje sabemos que, considerando o
194 a.C.) era bibliotecario em Alexandria e achatamento que existe nos polos, o raio
aprofundou seus estudos na area da Matematica. polar terrestre & de aproximadamente
Nascido na Grécia, ele se dedicou também 6 357 quilometros e que o
a Gramatica, 4 Geografia e 3 Astronomia. £ comprimento da drounferéncia polar
considerado um importante colaborador para & de 39 942 quildmetros.
a Geografia, por ter criado e adotado um Ou seja, podemos afirmar que
vocabulario proprio para esse ramo do saber. Eratdstenes obteve com seu método
proximas das conhecidas atualmente,
considerando a precariedade dos
instrumentos utilizados. Por exemplo,
Circunferéncia e raio da Terra qual teria sido a precisao da medida

angular feita inicialmente? Além disso,
; Como 7,2° equivalemalde alamnﬂdeluuql.lensduas_clladas
T,Trqui_ualemasomlzsﬁdns 50 estavam sob o mesmo meridiano, o gque
aproximadamente 785 km 360°, e sabendo que Alexandria hoje, sabe-se, ndo é exato. Na verdade,

ha uma diferenca de cerca de 3°.

estava a 5 mil estaddios de
e ' Ainda assim, sua iniGativa & plena de

Siena, concluiu também que a MGos. coma tambdm seus oulnoas
distdncia entre as duas cidades trabalhos nas dreas de Aritmética e

) Geografia.
corresponderia a % do

\

amet
srsssasaennnnasanent

comprimento da circunferéncia

da Terra. Multiplicou 50 por

5 mil e obteve o comprimento da

circunferéncia terrestre de 250 mil

360° equivalem a 250 000 estidios  ostidins, aproximadamente 39 250
aproximadamente 39250 km quildmetros.

Como o comprimento da

circunferéncia é dado por 2xr,

sendo r a medida do raio, para

obter a medida do raio terrestre,

FEEASSEAERR AR B R

%

P
H ttErErenaa

basta fazer:
39250 K
2n Forrtes de pesquisa: BOYER, Carl B. Histdria da Matemdtics.
i . 3 e, SEo Pauke: Edgard Bhecher, 2000.; Eraldstenss, usm ginio
0 I:Jau.E dana_um resultado i Py S B ey
préximo a 6250 km. cienciafdocsMini-Curso-Eratostenss, Am-Genio-do-Tamanho-da-

Terrapdi=_ Aeeszo em: 10 mae 2016
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Razbes trigonomeétricas

na circunferéncia

Mo estudo das razoes trigonométricas para dngulos agudos em um tridngulo

R . - n
retdngulo sao definidos sen o, cos ot e tg o para 0 < o < E

Vamos agora estender o conceito de seno, cosseno e tangente para um nu-
mero real o, com 0 = o = 20

B seno

Seja P um ponto da circunferéncia trigonomeétrica, imagem de um numero
real o, 0 = o = 2m.
Definimos o seno de o« como a ordenada do ponto P:

SN

sen ot = ordenada de P

|1|Ld{.|5-l-'_j =z rad
I1IL‘1’."|IL.I'—1\|5|"] = gz rad

Observe gue, projetando ortogonalmente o ponto P sobre o eixo vertical,
obtemos o ponto P
Considerando o sentido positivo (“para cima”} do eixo vertical e tomando o

segmento OF, podemos também definir o sena de o como a medida algébrica :
desse segmento, isto &,
k"

sen oo = med(OP)

Daqui em diante, o eixo vertical da circunferéncia trigopnomeétrica sera cha-
mado eixo dos senos.

OBSERVACAD (5]

™
Observe a figura ao lado. Ela nos permite compreender que a definicio anterior & "compa- P
tivel” com a definicio apresentada no estudo da trigonometria do tnangulo retangulo: L
medida do cateto oposto a o o [
Sen (L - - c 0l = ;
medida da hipotenusa 2 o I'i A
Tracando o segmento PP ﬁ, termos no AOPP o F
sen AOP = sen o % g PP = OP mnd@}
\ J
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O mesmo procedimento e utilizado quando P ocupa posicdes nos demais quadrantes. Considerando
o sentido positivo "para cima” do eixo dos senos, observe o sinal do seno de um ndmero real o em cada
gquadrante, 4 medida gue varia a posicao de P (P € imagem de o).

3#Q

#0

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501

Razdes rigononmdiricas na cireunfer&ncia

Mo 3¢ e no 48 quadran-
tes a medida algébrica

ordenada de P = 0
e = 0 Megativa.

ordenada de P < 0
sen e =20

do segmento OF € posi-
tiva ou negativa?

ordenada de P << 0

0 objetive dessa pergunta & lembrar o estedante da definicao de medida algébrica de um segmento. Se P estd
acima de 0, ent3o med(GF ) = 0 e s2 P estd abaixo de O, entdo med(0F ) - 0. E importante também lembrar o

astudante da notacao que utilizamos, nesta colegdo, para a medida algébrica de um segmento.

Como o raio da drounferéncia trigonométrica @ unitario, temos que, para todo « € [0, 2], — 1 = sen o = 1, uma vez

que a ordenada de qualguer ponto da circunferéncia trigonométrica varia de

Tal.

» Valores notaveis

Ja estamos familiarizados com o seno de alguns nameros reais, como

L I I

= —p=

B4 " 3

:;L'n%:- = sen 30" = 31!-

n @ _
el = sen 45" =

M

sen % = sen 60" =

3
il

Usando os valores acima, € possivel obter, por simetria, 0 seno de outros ndmeros reais.

Acompanhe, na sequéncia dos quadrantes abaixo, os valores dos senos de ndmeros reais correspondentes

o : n
a pontos simetricos de P, sendo P a imagem de —:

4]
BQ
5
?ﬂ:% sen 1507 = % sen 307 = ]T
ol ol
oI 1 b3
" sen g = seng = 7§
Eole] 1 1
P sen 2107 = —= sen 3307 = ——
& ou ou
11 1
7%’ erl%— —% in H_."T”= -7
P"
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22 CAPITULD 2

Observe gue determinamos o valor do seno de um numero real comparando-o com o seno de um ou-
. T . . . -
tro numero real 5 | cula imagem pertence ao 12 quadrante. Esse processo € conhecido como redugao ao

primeiro quadrante.

Também & possivel obter o valor do seno de ndmeros reais cujas imagens P coincidem com os pontos
de intersecao da circunferéncia trigonométrica com o0s eixos coordenados:

AL
2

Dy AN

D | c: A \ 0 A
) \/-
P(—1,00
Pi0.—1] an
=0 I i =0 .ﬂ__1 sendn =0
sen ) = sen g =1 senm = sen - = { .
sen (" =10 wen B0° = 1 sen 180° =0 cen 270°F = —1 sen 360° =0

ordenada de P& 1. A ordenada de P & 0. A ordenada de P& —1. A ordenada de P é 0.
Professor, em alguns modelos de calouladora, a sequéncia de tedas que
davemn ser pressionadas pode sar diferente. Em alguns modelos, o cilculo

de zen 367, por exemplo, & feito pressionando as tedas:

Na calculadora G)-(&)-GE)-)

@ Mas calculadoras cientificas, € possivel obter o valor do seno (e de outras razées trigopnométricas, como

A ordenada de P & 0.

veremos adiante) de um arco qualquer expresso em graus ou em radianos.

« Em graus, & preciso ajustar a calculadora na configuracao {degree, em inglés, significa grau)

utilizando a tecla .

Para obtermos o valor de sen 36°, por exemplo, € preciso seguir a sequéncia abaixo:
Primeiro ajustamos a configuracao da calculadora para “graus”:

MODE e ' E G

Em seguida, utilizamos a tecla m que fornece o valor do seno:

Obtemos o valor aproximado 0,587785252.

0.587785252

= Em radianos, & preciso ajustar a calculadora na configuragao , usando-se a tecla [Glels.

5
Ajustamos a configuracao para “radianos”:

L . . ; . ;
Para obtermos o valor de sen —(E corresponde a 35"), & preciso seguir a sequéncia abaixo:

RAD

O-0-0-8-0-0-8
Obtemos o valor aproximado 0,587785252.
Observe a importancia do uso dos parénteses: se pressionassemos

0.587785252

" - - SEnIT .
B, a calculadora “entenderia” a operacao: c que e,
. . T . i .
obviamente, diferente de mn(g) e obteriamos, como resultado, o numero zero, pois sen © = 0.

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501

24/420



15/11/2019

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501

Razdes rigononmdiricas na creunferéncia

@ ' EXERCICIOS RESOLVIDOS

1 (Qual & o valor de:

a) sen 2407 b) sen 13577 €) sen %? d) sen %I?

€) Observe, inicialmente, que% = %:

T
sen 240" = —sen 607 = E
? SEr = sen — = ———
3 . 3 2
b3 T
d) Mote gue e T 1 6
5&[1135”—5en45"—4r72 I m 1
sen —= sen —= ;
2 Utilizando a tabela trigonométrica, obtenha o valor de sen 2007, Confira a resposta usando uma calculadora

cientifica.
Solucao:

Mo calculo de sen 2007 podemaos tracar, a partir do ponto P, o diametro da i
dreunferéncia, obtendo o ponto @ no 18 gquadrante.

Temos: med(A0Q) = 200" — 180" = 20°.

Dai, sen 200° = —sen 20°.

Ma tabela trigonométrica da pagina 276, temos: —sen 20° = —0,34202.
Ma calculadora, basta pressionar

sin B2 1o Jo B = | -0.342020M3

desde gue ela esteja configurada na opcao [slde] Obtemos o valor aproximado —0,342020143.

3
Resolva a equacao sen x = JT sendo U = [0, 2nf.
Solucao:

. . : 3
Devemnos determinar todos os ndmeros reais x, com 0 = x < 2m, tal que senx = -5
) 43
Marcamos no eixo dos senos a ordenada ——.
R 3
Observe gue tanto P como P' tém ordenada —.

n _A3 {3

Como sen 3 = - (SEH &60° = T)' ternos gue P & imagem de %, e P

g imagem de & X _In
4 3 3

Assim, o conjunto solucdo da equacao &5 = {% ETK ]
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24 CAPITULD 2

EXERCICIOS
1 Caleule o valor da seguinte express3o: 6 Com auxilio da tabela trigonométrica da pagina
276, calcule:
0+ sen & — sen 3% '
y= e = 2 == 2 a) sen 1307 d) sen%
=
2- :.{-_'n% b) sen 2307
c) sen 3207 e) sr.-:-nE
5
2 Déo '.ra|3ur de: 7 Determine o sinal de:
9 T . o
a) sen = e) sen 225 a) sen 3° c) sen & €) sen 2007
b) senn f) sen 300° b) sen 3 d) sen 100"
c) sen 1207 en 2
) sen 9) sen 2x 8 Sabendo gue yen% = a, responda:
d) sen 150° h) sen 3307 a) a>0oua<0?
- b) qual & o valor de sen 8—;, em funcio de a?
3 Localize os nimeros reais - , 2n ) 4n =L
2323 3 9 Resolva as equacgdes seguintes, sendo U = [0, 2x|.
circunferéncia trigonométrica. Em sequida, forneca 1 3
o seno de cada um deles. a) senx = 5l d) senx = -
b)senx=10 e) senx =2
4 I|dentifique os pares de ndmeros reais que possuem €) senx = —1 fl 4-sen’x -3 =0

O MEesmo seno:
Com uma calculadora cientifica, Joel desejava obter
ovalor de sen 4°, gue ele sabia que era um ndmero

(WN]
w
=
=
w
w
-
o
& B

real positivo, pois 4% & um arco com imagem no
5 Sem consultar a tabela tigonométrica, compare 12 guadrante. Ao pressionar, obleve:

os pares de valores seguintes: ﬂ =
_— —_— —

a) sen 75" e sen 857

b) sen 100° e sen 1707 — | —0NSEA0249S
€) sen 260" e sen 2507 Expligue a contradicdo encontrada. O que pode
d) sen 300° e sen 2907 ter ocorrido?
\ v
B cosseno

Seja P um ponto sobre a circunferéncia trigonométrica, imagem do numero
real o, 0 = o= 2m.
Definimos o cosseno de ot como a abscissa do ponto P

cos (r = abscissa de P

Ao projetarmos ortogonalmente esse ponto P sobre o eixo horizontal, obte-
mos o ponto P

Considerando o sentido positivo (“para a direita”) do eixo horizontal e
tomando o segmento OP, podemos também definir o cosseno de o como a

medida algébrica desse segmento, isto & med(AF) = « rad
oS = mm medlAfBF) = o rad

A partir desse momento, o eixo horizontal da circunferéncia trigonométrica
sera chamado eixo dos cossenos.
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Razdes rigononmdiricas na cireunfer&ncia

Na figura ao lado, € possivel compreender que a definicdo anterior & “compativel” com a
definicaoc apresentada no estudo da trigonometria do tridngulo retangulo:

medida do cateto adjacente a o n

CO5 (L ,comD{ﬂ{E

medida da hipotenusa

or
1

No tridngule retingulo POP, temos: cos AOP = cos o r'|'|n2~[:||:{_'ll"'|I

OF oP
P

O mesmo procedimento € utilizado quando P (imagem do ndmero real o)
ocupa posicdes nos demais quadrantes. Lembre-se de que o sentido positivo

do eixo dos cossenos & para a direita.

& pense NisTO:

Qual é o sinal da medida

algébrica do segmento

0 #0 ﬁquandn P estd no
\ ‘-\ h\ 2% quadrante?
P E no 3=7
A A A

=]

.

P

abscissa de P < 0

cos e = 0

abscissade P = 0
cos o< 0

abscissa de P == 0
cos == 0

Observe que o cosseno de um arco qualguer, na circunferéncia trigonome-

trica, varia entre —1 e 1 (a exemplo do seno), isto e, —1 = cos o = 1.

» Valores notaveis

Utilizando os valores dos angulos notaveis, @ possivel obter, por simetria, o
cosseno de outros nlmeros reais.

EXEMFLO 1

3n

. I 2
A partir de cos E = cos 45° = T vamos obter os valores de cos —, cos — e cos —.

Mo 28 & 38 quadrantes a medida
algébrica do segmento OF &
negativa.

De fato, te P estd & direita de O,
entao med{0F ') = 0 (veja 12 8 42
quadrantes). e P estd 3 esquerda
de O, entdo med(TF) - 0 (28e 38
quadrantes).

S5t in

cus£=—c05£=—£ +:|::5.£=|:Ds.£=£
4 4 2 4 4 2
€05 135° = —cos45° = —% c05225==—cus45==—T2 c55315°=c5545“=T2
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26 CAPITULD 2

amos, agora, obter o valor do cosseno de ndmeros reais cujas imagens P coincidem com os pontos

de intersecao da circunferéncia trigonométrica com os eixos coordenados:

MIH{\
=
e

e

Y

e (TS ]
N

A
N J“

N

hAwd
NN

P, —1]
A e P coincidem - - :
b1 . in
cosD =1 we =10 s = —1 ws=-=10
cos 0F =1 s 90" =0 cos 180" = —1 cos 270" =10
Aabscissade P& 1. A abscissa de P& 0. Aabscissade P& 1. A abscssa de P& 0.

E Ma obtencdo dos valores do cosseno de um arco qualguer, medido em
graus ou radianos, valem todos os comentarios apresentados para o seno.
Ma calculadora cientifica, a tecla usada para obtencio dos valores do cosseno
e

1x

12

. . s
Por exemplo, no calculo de cos (lembre que o namero tem

,

NV

A P coincidem
cos 2m =1
cos 3607 =1

Aabscssade P& 1.

MNa figura central (con-
siderando as dnco ad-

ma), qual é a medi-
da algébrica de OP?

12 med{TF ) 1, pois o sentido

positive do eixo dos cossenas &
imagem no 28 quadrante), ajustamos a calculadora na configuracao g  Pparaadireita

pressionamaos:

B0-0D0-08-808 0D
~8 - 0955925636

Obtemos o valor aproximado —0,965925826.

® ' EXERCICIO RESOLVIDO

4 Obtenha, por reducdo ao primeire guadrante, os valores abaixo.
a) cos 1200

b) cos an
3

Solucao:
a)

1
::0512[]“-—:0560"-—3 = e
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EXERCICIOS

11 Calcule o valor de cada express3o seguinte:

cos 907 — cos 180°
cos 607 - cos 07 + cos 907

a)y=

b) x = cos = - C08 = + COS T - COS -
4 2 B

Localize a imagem de cada um dos ndmeros reais

-
5t In , 1l=x . PR .
—, —, — e — na dircunferéncia trigonomé-
6 6 6 &

trica. Em seguida, forneca o cosseno de cada um

deles.

Localize a imagem de cada um dos ndmeros reais:
n 4n 6m  9n . s Y

—, —, — e=—=na dreunferéncia trigonométrica.
5 5 5 5

Em seguida, forneca o sinal do cosseno de cada

um deles.

Calcule:

a] cos 3307 E} cos E
2

b) cos 907 f) cos %
5n

c) cos 1207 g) cos 3

h) cos 0
d) cos n

Sem usar a tabela trigonométrica, compare os
seguintes pares de valores:

a) cos 65" e cos 85"

b) cos 917 e cos 397

c) cos 507 e cos 3407

d) cos 1907 e cos 1707

Sek EMek <4, gqual éasoma dos ndmeros reais

da forma cos (k - %)?

Sabendo gue cos 127“ = m, determine:

a) o sinal de m;

b) o valor de cos % em funcdo de m.

Razdes rigononmdiricas na cireunfer&ncia

Cassifique como verdadeiras (V) ou falsas (F) as
afirmacoes seguintes e corija as falsas.
a) cos 90° — cos 30° = cos 60°
b) (sen 1)7 1 (cu:‘. 1)7 =1
3 3
€) cos 2 < cos 1
d) sen 100" + cos 100° < 0
e) cos =0

f) Existe um ndmero real a, tal que cos a = 2.

Observando a figura abaixo, encontre o perimetro
e a area do tridngulo OAB situado no 12 quadrante
da direunferénca trigonométrica.

Na dircunferénda trigonométrica abaixo, A é ponto

-
N

médio de OB e B  a imagem do nimero real o
Encontre, em funcdo de w, a drea do tridngulo
ABC

A
!_/
Resolva as eguacoes seguintes, considerando
U = [0, Zna].

a)cosx=10 d) cosx = L
3 2

h]cmx—T e)3-osxt+6=10

€) cosx=1 f) 4 - cos”"x=3

MNa calculadora cientifica de Juliana, a tecla n

es513 guebrada. Ela deseja obter o valor de cos 1—“

sem converter 2 radianos para graus. Encontre
5

uma maneira de ela resolver esse problema.
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: Sirm. Nao.

28 CAPITULD 2 Naite que:
sen® i = (sen o, sen @+ sen o’
cos? i = (cos o) cos? o & cos o

) Relacdes entre seno e cosseno

Relacao fundamental da trigonometria £ verdade que

sen’ o = (sen o para

todo 0 = o = 47
oao = (L 3

Do estudo da trigonometria no tridngulo retdngulo, temos a relacdo funda-

mental da trigonometrnia:
E sen® o = sen of?

sen’ o + cost o = 1

sendo o a medida de um dos dngulos agudos do tridngulo.

Vamos agora ampliar essa relagao para a circunferéncia trigonométrica, mos- P
trando gue ela é valida para todo ndmero real pertencente anintervalo [0, 2x]. /|| -
Seja P a imagem de um numero real « € [0, 2. sen i
= Se P pertence ao primeiro quadrante, temos que: o
OP=1; OP=cosu; OP'=sena
Aplicando o teorema de Pitagoras no AOPP, temos:
(OP)? = (0P + (PP = 1 = (cos o) + (sen ),

isto & senfq +cosfo=1.

5e P pertence ao segundo quadrante, temos: P I
OP=1; PPP=0P"=senqa;, OP = —cosw

Dai:

17 ={(sena)® + (—cos )’ = sen’ o + cos’ o = 1 3 @]

Se P pertence ao terceiro ou quarto quadrante, procedemos de modo

semelhante ao que foi feito para o 28 quadrante.

Se P coincide com algum dos pontos A, B, C ou D seguintes, temos:

= P coincide com A(1, 0):
cosr=lesena=0entdocos? ot + senf =12+ ¥ = 1

= P coincide com B(0, 1): /‘\
cosce=0esene=1,entdoms?ax+senfoa=0+12=1 E[IUJK‘/MW}

= P coincide com C(—1, O):
cosae=—lesena=0entdocos’ o +sen‘=(—1F + 0* =1
= P coincide com D(0, —1):

cos it =0 esena=—1, entdo cos® o + sen? e = 07 + (—1)°
Logo:

1 o{a, —1)

sen? ot + cos? oo = 1 |, para todo o € [0, 27]

Essa relacao permite obter o seno de um numero real a partir do cosseno
desse mesmo nUmero, e vice-versa.

~—1 EXEMPLO 2

i B}
Dado sen x = E com E = % < 7, para obtermos cos x, usamos a relacao fundamental

1y 1_8 [E 242
—| + Ty =1 Iy=1—-——=— =4+ |2 = +—
(3] cos? X » COS% X g~ g sk ] 3
Como % < ¥ <. [, notamos que x esta no 22 quadrante e, consequentemente, cos x << 0.
. 242
Assim, temos cos x = — R
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Razdes rigonomélricas na circunleréncia 29

» Arcos complementares

Quando estudamos os tridngulos retangulos no volume 1 desta colecao, vimos
gue, se o e [} sao as medidas dos angulos agudos de um tridngulo retangulo
(ot + B = 90°), entdo sen o« = cos e sen |} = cos

Vamos agora estudar essa relagao na circunferéncia trigonométrica.

SejaxeE R, comD =< x = EH

Na circunferéncia trigonométrica ao lado, P ¢ a imagem do
numero real x (ou do arco de medida x radianos), e Q & imagem

. n
do namero real E — %

Temaos:

OFf =cosx e PPP=senx

QQ' = cas(% — x) e 0Q'= sen (% — x)

Observando gue:
med(POP) = med(Q0Q)
OF = 00 = 1 {medida do raio)
concluimos que os triangulos retdngulos destacados sdo congruentes. Dai,
temos:

PP' = QO >SEHK=CDS(EH—)€) e OPF=0Q >cusx=5&n[%—x).

EXERCICIOS

23 \erifique a validade da relacio fundamental para os sequintes nimeros reais:

n T 2n
a) — b) — ) =%
) 3 ) 7 ) 3
24 Sendocosx = %, com X no 42 guadrante, determine sen x
-
25 Um nidmero real « € [0, 2x] pode satisfazer simultaneamente sen « = % e cos o = 22
26 Sesenx = %, com x no 32 guadrante, determine cos x.
27 Considerando sen 747 = ;—f calcule:
- |

a) cos 747 €} cos 167 e) cos 164°

b) sen 167 d) sen 2547
28 Sabendo gue sen’ o = %, € [0, 2n], obtenha o valor de cos o

N - . N m
Determine os possivels valores reais de m para que se tenha, simultaneamente, sen o = = ecoste=m— 1.

30 £ verdade que sen’ 207 + sen?® 707 = 17 Expligue, sem consultar a tabela trigonomeétrica.

31 Sabendo gue sen o= —3 -+ Cos @, Com % <2t <7, obtenha o valor dey = sen o + oos o
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20 CAPITULD 2

[ Tangente

Para definirmos a tangente de um numero real o, vamos acrescentar a tangentes |
circunferéncia trigonomeétrica um terceiro eixo. senos

Esse eixo, denominado eixo das tangentes, & obtido ao se tangenciar, B /
por uma reta vertical, a circunferéncia no ponto A1, 0). O ponto A € a ori- Pt

gem do eixo das tangentes, e seu sentido positivo (para cima) coincide com “ Niga

o do eixo dos senos. »
Unindo-se o centro O 4 extremidade P (P # B e P #+ B) de um arco de

medida ¢ radianos (em que P € imagem do numero real o, construimos a

reta OP, que intersecta o eixo das tangentes no ponto T. o

Por definicdo, a medida algébrica do segmento AT & a tangente do

arco de ot rad (ou tangente do numero real ay). Indicamos:

tg ot = med(AT)

E verdade que tg o pos-
sui valor minimo —1 e
valor maximo igual a 17

Considerando o sentido positive do eixo das tangentes, temos, para P perten-
cente ao primeiro quadrante: tg o = 0.
Facamos variar a posicao de P nos demais quadrantes:

Mao, embora 1 < senx =1
e l=c¢osx=11tgx
nac & limitada

ol tg #0Q : tg
i ttg
T
LY A

=18
\
1|
1|.
=
o
.“-I
e

T
K

T 1T
P & imagem de . P & imagem de o P & imagem de .
T esta abaixo de A T estd acima de A T esta abaixo de A
tg = 0 tg =0 tgue=2 0
OBSERVACOES (2]

-

) by . ) —
= Sg ¢ = =, 0 ponto P pertence ao eixo dos sencs, eareta = Seq = 0 ou o = Wou o = 2w, a reta OF intersecta o

2 ; . .
— . eixo das tangentes em sua ongem A. Assim med(AT) = 0 e
OF ¢ paralela ao eixo das tangentes. Neste caso, nao se tg0 =0,tgn = Oetg 2r = 0.

. LS 3In
define tg 3 Analogamente, ndo se define tg 5 -

sen{ P tg
n g
2 \
b Pla=T
o A OS5 ] i
3 */
2
\ ..l
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» Valores notaveis

tg%=tg30"=

Observe esses valores na drcunferéncia trigonométrica ao lado:

mos a trigonometria do tridngulo retangulo.
{3

Ja conhecemos os valores da tangente de angulos notaveis quando estuda-

Razdes rigononmdiricas na cireunfer&ncia

3
tg%=tg45"=1

tg%=tg60°=ﬁ

Com esses valores e possivel determinar, por simetria, a tangente de
outros arcos.
—{ EXEMPLO 3 |
Na circunferéncia trigonométrica seguinte, a partir de tg i 1, vamos encontrar os valores de
3n . . ;
tg i tg e g e Observe a congruéncia entre os dangulos assinalados.
tangentes s
3 bt Assim:
L EEet EETEs 3n 7
g tg— =tg— = —1
Fl E 4 E 4
m o
oI T
() n tg=— =1tg— = 1
XN 974 =17
ERa S -1

u
© | EXERCICIO RESOLVIDO
5 Com o auxilio da tabela trigpnométrica da pagina 276, encontre o valor de tg 290°.
Solucao:
Observe que 360° — 70" = 290"
Da figura, concluimos que tg 290° = —tg 70°.

Consultando a tabela trigonométrica, temos:

g 2907 = —2,74748

LT

p
\

X/
e a :i .
=

___,.-*2‘90'
| p g 2907

EXERCICIOS
32 Calcule, se existir: 33 Calcule, se existir:

a) tg 120° d) tg 90° a) tg 32_“ =) T.g% e) lglﬁﬂ

b) g 180° e) tg 2407 3

b) tg 0 d) tg ==L

o) 1g 210° ) tg V193
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22 CAPITULD 2

34 sendo x = 307, caleule o valor da expressao:
_2-senx — 4 - cosad tg (2x)
y cos [4x) — sen (2%)

35 Dé o sinal de:
a) tg 2007 c) g4 e) tg 1
b) tg 310° d) 1g 2
36 Classifique como verdadeiras (V) ou falsas (F) as
afirmacdes seguintes:
a) tg 100" < tg 105°
b) tg 20° > tg 25°

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501

c) Existern dois ndmeros reais no intervalo [0, 2]
cuja tangente vale 3.

d) tg 80° < sen 80°
€) tg 250° = 0

f) tg Zn ndo existe.

Mostre, geometricamente, gue tg % = 1.

Considerando tg 22° = 0,4, obtenha os valores de:
a) g 158" c) tg 338"
b) tg 202"

[ Relacio entre tangente, seno e cosseno

Vamos estabelecer uma importante relacao da trigonometria envol-
vendo as trés razoes apresentadas: seno, cosseno e tangente.

) . L T 1
Seja oo um namero real, com 0 = = 2m, o # E e+ =

= Yamos supor que « seja distinto de 0, m e 2. O ndmero real of
tem imagem em P, extremidade do arco de o rad.

Observando a figura ao lado, temos:
OF' = cos AT =1tgu
OP" = PP' = sen iz OF = 1 (raia)

3
2

Os triangulos OP'P e OAT sao semelhantes, pois possuem em comum, além
de um angulo reto, também o dangulo de medida . Podemos, entao, estabe-

lecer a proporcao:

OoF _ PP ,Cos o sen o
OA AT 1 tg o

_ send

COSs (L

Se o ponto P pertence ao 22, 32 ou 42 quadrantes, chega-se 8 mesma relacao,

usando procedimento similar.

=Se o € {0, n, 2n}, temos que
tge =0, senx = 0 e cos « # 0; dai

-\

5en (L

tgu =0 = .
g oS

T 3m . .
- Seq= JECIU o= T’ nio se define

a tangente.

Desse modo, secc € B, 0= o0 = 2m,

T 3n -
w# — e o #F—, vale a relacao:
2 2
SEn o
tgo=
€OS L
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Quande estudamos a tigonometria no tnangulo retdngulo, definimos,
para um angulo agudo o
medida do cateto oposto a o

tg o - -
9 medida do cateto adjacente a o
Mote que essa definicio é compativel com a relacio apresentada
anteriormente. De fato, considerando o tridangulo retangulo OPP da
figura antenor, termos:

J"’_ medida do cateto oposto a o

P op" s5EM (1

o
9 oF o COS (L

N_ medida do cateto adjacente a ot
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EXEMPLO 4
relacdo apresentada:
sen - a3
& ; T _ 3 _ 2 _
SE{i—B,EI"ItaDtg3 _E —l 3.
cos 3 5
enX
eSeq =" entdoty> — 4 __2 _
Se o L entao tg ) = " 1.
cos — S
4 2
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Razdes rigononmdiricas na cireunfer&ncia

Os valores da tangente de dngulos notaveis e de outros angulos podem ser obtidos usando a

sen 407

= Se o = 407 entao tg 40° = )
cos 40°

Consultande a tabela trigonométrica, obtemos:

a0r = 9.64273 _ (3 23910762 ..

t
? 0.76604

® ' EXERCICIO RESOLVIDO

6 Sgja @ um ndmero real pertencente ao intervalo [ﬂ,
E de cos a?

Solucao:
SEn o
De tg x = 2, podemos escrever v

b1

2 [ Sabendo que tg o = 2, qual & o valor de sen o?

=2=senu =2 - 050

licando a relacdo fundamental da trigonometria (sen? a + cos? o = 1), temos:
4 g

1
{2:::3-:1}1+c053u=l=:4-c05?u+c05’m=I=5-cm’m=l=ms.x=ij_§=i

Como i € 12 quadrante, temos cos o = 0 e, assim,cus.:a:T esenp=2-—=

EXERCICIOS

39 Sabendo que sen o _%E[I = ]% n[, determinge

o valor de tg o

40 Sv.':-%'|t < < 2mecos o = 0,2, qual é o valor de

g e?

+5 5 _ 245

5 5

4 Sexc ]E 4, abtenha o valor de:

7 I[Elgx—

a) sen x b) cos x

. 8 .
42 Considerando tg 58° = —, determine o valor de:
p |

a) sen 58" b) sen 327 ¢) tg 302" d) g 122°

Resolva as equaces sequintes, considerando U = [0, 2x:

a) cos?x —sen?x =10

b)cos?x+ 2 — 3 -senfx=10
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Trigonometria em

triangulos quaisquer

Mo estudo dos tridngulos retangulos, sao definidas as razdes trigonométricas seno, cosseno e tangente
para angulos agudos.

Com a definicao de seno, cosseno e tangente na circunferéncia trigonométrica, @ possivel relacionar
as medidas dos lados e dos dngulos de outros tridngulos, como o acutangulo e o obtusangulo. Ma dltima
parte deste capitulo, vamos conhecer outro método para calcular a area de um tridngulo.

E com esse objetivo que estudaremos agora a lei dos senos e a lei dos cossenos.

B Lei dos senos

Do entroncamento (E) de uma rodovia saem dois peguenos trechos
retilinecs de estrada, em um terreno plano, que levam aos portdes de
entrada de dois condominios, indicados pelas letras A e B.

Deseja-se determinar a distancia entre A e B, mas a medicao direta
é dificil, pois ha uma regido alagadica entre esses pontos.

Observe 0 esquema ao lado. Com auxilio de um teodolito, um to-
pografo mediu, a partir de E, o dngulo entre as retas AE e EB, obtendo
65°. Em segquida, percorreu os 600 metros do trecho EA e, a partir
do ponto A, mediu o dngulo entre as retas EA e AB, obtendo 38°.

Conhecedor de matematica, o topografo sabia que ja tinha
reunido informagdes suficientes para determinar a distdncia entre
os portoes de entrada dos dois condominios {distancia entre A e B).

CITZAFT

Elernentos sem proporcao entre si.

Por meio do teorema que apresentaremos a seguir, conhecido como lei dos senos, poderemos resolver
esse e outros problemas.

Teorema

As medidas dos lados de um triangulo s3o proporcionais aos senos dos respectivos angulos opostos, e a
constante de proporcionalidade € igual 8 medida do didmetro da circunferéncia circunscrita a esse tridngulo.

Demonstracao:

Dado um tridngulo ABC, consideremos a circunferéncia circunscrita a ele. Sejam O e R, respectivamente,
o centro e a medida do raio dessa drcunferéncia. A, B e € sdo os dngulos do tridngulo ABC com vértices
em A, B e C, respectivamente:

A
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Trigonomelria em ridngulos gquaisguer

Tracando o didgmetro BD, temos med(BAC) = med(BDC), pois BAC e BOC, como angulos inscritos (isto
&, seus vértices sao pontos da circunferéncia e seus lados sdo secantes a ela), veem o arco comum BC e
determinam a mesma corda BC na circunferéncia.
Como o tridngulo BDC & inscrito em uma semicircunferéncia, ele é retangulo em C
sen (BOC) = BC _ 2 a__ R

Professor, se achar necessério, revise o
conceito de dngulo inscrito e a relagao entre a
medida do Angulo inscrito e a medida do arco
correspondents.

BD 2R
De modo analogo, temos:

a
s sen A = = = =
sen A

2R

OBSERVACOES

= %e umn dos angulos for
reto (A ABC retdngulo),
a demonstracio é
analoga; usa-se o fato
de qgue sen 90¢ = 1.

5 um dos dngulos
for obtuso (AABC
cbtusangulo), usa-se
raciocinio andlogo e
a relagao:

Assim: b _=2R e —=
sen B sen C
Segue a expressao da lei dos senos:

2R.

5enﬁ=2R . sen (180° — A) snnAJ

EXEMPLO 1

Violtemos ao problema da distdncia entre os portdes dos dois condominios apresentado na pa-
gina anterior.
Vamos construir o modelo geométrico que representa a situacao descrita.
Temos:
med(ABE) = 180° — (65° + 38°) = 77°
A distdncia d entre os pontos A e B pode ser obtida por meio da
lei dos senos: d 600

sen B5° sen 77°
Consultando a tabela trigonométrica da pagina 276 ou uma
calculadora cientifica, obtemos os valores de sen 65° e de sen 77
d ___600 _, 4. 558
0,90631 097437

Logo, a distdncia entre A e B & 558 metros.

L

® ' EXERCICIOS RESOLVIDOS

1 No tridngulo ABC ao lado, determine as medidas do lado AB e do raio da
circunferéncia circunscrita.

Solugao:
med(C) = 180° — (45" + 105%) = 30°
Pela lei dos senos: B¢ = —AB__ J128 _ _AB .. fGi-3
senh  senC 42 1
2 2
O lado AB mede 8 cm. . . 5
Usando a constante de proporcionalidade: 2R = = = =16=R=8
sen & sen 307 1
2

O raio da drcunferénda circunscrita ao tridngulo mede 8 em.

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501
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Zb CAPITULD 3

f 2 Calcule as medidas dos lados AB e BC do trisngulo ao lade, em funcio da
medida b do lado AC. Use a tabela trigonométrica ou uma calculadora

cientifica. b
Solucao:
Observe que rned{ﬁ,‘l = 180° — &60° — 45° = 75° 60" 451

b AB___ BC y ‘

Pela lei dos senos: <en 60° - sen 45°  sen 75°

Consultando a tabela das razdes trigonométricas ou usando a calculadora,

temos:
o - Podemos também escre-
AR =Send5” \ o pc—SeN75 4 ioé AB=0,816b e BC=1,115b 6
sen B0 sen 607 ver 48 = — + b?
— —_ san 457 3
= 0816 =1115% Sim. Como AB m + b, usando os valores

A2

conhecidos para Angulos notdves temos: AB = b= AB ﬁ ‘b £,£ £§ b ﬁ ]
PH N ]
2

EXERCICIOS

1 Num tridngulo ABC sao dados mEd[ﬁ] = 60", 5 Determine a medida x do angulo MNP,
rned{t) = 45" ¢ AB = 8 cm. Determine o compri-
mento de AC.

E 2 Mo tridngulo ABC da figura, determine as medi-
das de AB e BC. Use a tabela trigonométrica da
pagina 276 ou uma calculadora dentifica.

Hhan C 6 Determine a medida do raio da circunferéncia cir-
cunscrita a um triangulo ABC, sendo BC = 15cm
N2+ A e med(A) = 307

3 Dado sen 75" = 6 , determine x e y na

figura abaixo. 7 Entre os pontos A e B, extremidades do lado de
urn terreno, existe uma regiao plana alagadica, cuja
extensao deseja-se estimar. Um topografo, situado
em A, avistou um posto rodoviario situado na estrada
sob um dngulo de 407 em relacdo a AB. Dirigiu-se,
z entdo, ao posto, situado a 1500 metros de A, e
avistou as extrermidades do terreno sob um angulo
de 85°. Considere: sen 557 = 0,82; sen 85" = (0,99
e sen 407 = 0,64,

ﬂ 4 (O proprietiio deum terreno deseja conbecer a distin-

cia entre sua casa e a nascente de um rio. O caminho
da casa 4 nascente, porém, é de dificl acesso.
A partir da frente da caza e com auxilio de um teo-
dolito, mediu o dngulo através do gual avistava a
nascente e o pomar, cbtendo 48°. Caminhou, entao,
420 metros emn linha reta até o pomar, de onde mi-
rou & nascente e a casa segundo um angulo de 647,
Quantos metros separam sua casa da nascente? Use
a tabela trigonométrica da pagina 276 ou uma cal-
culadora gentifica.

ORAPHDRAN A

GRAFROAAR A

a) Qual ¢ a extensdo da regido alagadica?

b) Qual & a distincia entre o posto e o ponto B?
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38/420



15/11/2019

L.

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/2414501

Q 8 Um tridngulo possui dois dngulos com medidas 30°

e 707 e estad inscrito numa crcunferéncia de raio
12 m. Usando a tabela trigonométrica da pagina
276 ou uma calculadora cientifica, determine a
medida de seu lado:

a) menor. b) maior.

Duas casas deveraneio X e Y estao situadas na mes-
ma margem de um rio. De X avistam-sea casa 'Y e
a entrada de um clube particular na outra margem,
soby um angulo de 56°. De Y avistam-se a entrada
do clube e a casa X, sob um angulo de 42°.

Sabendo que a distincia entre X e a entrada do
clube & de 600 metros, determine o ndmero inteiro

Trigonomelria em ridngulos gquaisguer

10 (Unesp-SP) Cinco cdades, A, B, C, D e E, 530 in-

terligadas por rodovias conforme mostra a figura.

A rodovia AC tem 40 km, a rodovia AB tem 50 km,

os dngulos x, entre AC e AB, ey, entre AB & BC,

530 tais gue sen x = % eseny = % Deseja-se

cornstruir uma nova rodovia ligando as cdades D

e E que, dada a disposicdo destas adades, sera

paralela a BC.

a) Use a lei dos senos para determinar quantos
guildmetros tem a rodovia BC.

b) Sabendo que AD tem 30 km, determine quan-
tos quildmetros terd a rodovia DE.

mais proximo gque representa: . : _ 1
X . Ma figura a seguir, sabe-se que cos o = ——.
a) a distdnda entre a entrada do clube e Y. Determine o valor de sen p. 4
b) a distincia entre as casas X e Y.
¢} alargura do rio. 4cm
Admita gue, nesse trecho, as margens do rio
sdo paralelas e use os valores: sen 427 = 0,67;
sen 56° = 0,83 e sen 82° = 0,99. gem
B Lei dos cossenos
A prefeitura de uma cidade litordnea esta estudando a viabilidade de cons-
truir um tunel com tracado retilinec para atravessar um trecho montanhoso.
Esse tunel ligaria diretamente as praias Brava e Mansa pela avenida Beira Mar,
gue esta interrompida entre elas. Vamos supor que todo o terreno ao redor
dos morros seja plano.
Em uma pequena embarcacao e munido Avenida Beira Mar Praia Mansa

de aparelhos de medicdo, um funcionario
especializado avistou, do ponto F, o dltimo
condominio residencial na avenida Beira Mar,
no final da praia Brava, representado pelo
ponto B, e um outro condominio, loge no
comeco da praia Mansa, na avenida Beira
Mar, representado pelo ponto M. Observe a
figura ao lado.

Feitas as medicoes, o funcionario verificou
que, naquele momento, estava a 1,5 km de
B =a 3.2 km de M: alem disso, mediu o dn-
gulo formado pelas retas FE e FM, obtendo
med(BFfM) = 41°.
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25 CAPITULD 3

Se o projeto for aprovado, quantos quildmetros de extensao tera o tinel de tracado retilineo, conside-
rando a medida do segmento BM como base para a determinacio da extensao desse tinel?
Por meio do teorema a seguir, denominado lei dos cossenos, podemos resolver esse e outros problemas.

b Teorema

Em todo triangulo, o quadrado da medida de qualguer lado é igual 4 soma dos quadrados das
medidas dos outros dois, menos o dobro do produto da medida desses lados pelo cosseno do dngulo
por eles formado.

Demonstracao:
- Sejam o tridngulo acutangulo ABC, e CH = h, a medida da altura relativa ao lado AB.
ABCH: a2 =h?* + (c — m}l} N
AACH: R = b? — m?
ra=pP-m+2-2-com+m=
sa?=b+c—-2-c-om i1
.&ﬂCII:chf‘u=% sm=b-cos A2

Substituindo (2 em (1, obtemos:

a’=b? 4+ — 2bccos A
Analogamente, podemos obter:

b2 = a® + 2 — 2ac cos B e 2=a’+b*—2abcosC

- Sejam o tridngulo ABC obtusangulo em A, e CH = h, a medida da altura relativa ao lado AB.

c ABCH: a2 = h? + (c + m)? } .

AACH: W = b? — m?

sat=b"-m'++2-com+m=

sat=b+c2+2-c-m (1

SMCHA: cos (180*—M=%, istoé, m=>b-cos(180° — A) =
=b-(—cosA) = —b-cas A

m=—bcosA 2

Substituindo (2 em (1), obtemos:
a?=b*+c?— 2bccos A
Analogamente, podemos obter:

b?=a?+c — 2accos B e c=a’+b?—2abcosC

- No caso de o tridngulo ABC ser retingulo (em A, por exemplo), como cos 90° = 0, verifica-se a
igualdade a® = b* + ¢ — 2bc cos 907, que se reduz a expressao do teorema de Pitdgoras. Para cada um
dos dois angulos agudos do triangulo (Bed),a igualdade decorre tambem do teorema de Pitagoras.

Como pudemnos perceber nos trés casos, em qualguer tridngulo ABC, temos:

a?=b?+ & — 2bccos A
b2 =a?+ & — 2accos B
d=a'+b?—2abcosC

Cada uma das relactes acima & conhecida como lei dos cossenos.
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Trigonometria em ridngulos Quaisaguer

EXEMPLO 2

Considerando o problema sobre a extensao do tanel, proposto na introducao da lei dos cossenos,
podemos construir um modelo geométrico para representar a situacdo descrita:

B . M

BF: distdncia entre o ponto F e o condominio B.

15 MF: distdncia entre o ponto F e o condominio M.
e 32 BM: extensao do futuro tanel.

F

Aplicando a lel dos cossenos, temos:
w=15+4+322-2-15-32-cos41°
Considerando cos 417 = 0,75, temos:
»¥=225+1024-96-075
X =1249-7.2
¥ =529=x=23
Assim, o futuro tanel tera 2,3 km (ou 2 300 m) de extensao.

® ' EXERCICIO RESOLVIDO

E 3 Na figura seguinte, determine a medida do lado AC e a medida do dangulo com vértice em A. Use a tabela
trigonométrica da pagina 276 ou a calculadora.

A Solucao:

Determinando a medida AC:
b*=8"+10"—-2 -8 - 10 - cos 50°
b* = 164 — 160 - cos 50°

b* =164 — 160 - 0,64279

b =782 Com a calouladora na configuragdo DEG, pressionamos:

-\,1
EnRaORD 6 6 0 6 B 6k EE5s)

Para determinar a medida do dngulo com vértice em A, podemos usar:

= a lei dos cossenos:
8 =10+7827—-2 10 - 7,82 - cos A
64 = 161,1524 — 156,4 - cos A
cos A = 0,62

Consultando a tabela tigonométrica encontramos o angulo cujo cosseno

& mais proximo de 0,62, o angulo 527

med(A) = 52°

ou Como podemaos obter a
medida do dngulo com

vertice em A a partir
= sen A =0,7837 de seu seno usando a

calculadora cientifica?

= 3 lei dos senos:
8 _ 782
SEM ﬂ - sen 507
Coma BAC é agudo (pois opée-se a BC, que ndo & o maior lado do tri-
dngulo ABC), termos que med(A) = 52° (pela tabela trigonométrica).
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40 CAPITULD 3

EXERCICIOS

12 Determine o valor de x em cada caso:

) por Zen,

X

13 Obtenha o perimetro do tidngulo RST abaixo.
5

14 Calcule a medida do lado BC do trigngulo abaixo.
A

-
2 5
3

C

15 O acesso ao aeroporto de uma ddade é feito por duas
vias de contorno retilineo gue se cruzam segundo um
anguloe de 53°. A primeira term 2,1 km de extensao,
& a outra, 3,5 km de extensao. As vias t8m origem
em dois postos de gasolina. Qual & a distancia entre
esses postos? Use cos 537 = 0,6.

16 A prefeitura de uma ddade estd estudando a via-
bilidade de construir uma terceira passarela sobre
a rodovia, ligando os bairros A e B diretamente, a
partir das passarelas ja construidas.

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501
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ALEX AMGIENG

Elementos sem proporgao entre si.
0 acesso atual & feito pelas passarelas 1 e 2, que li-
garm os bairros A e B, respectivamente, ao ponto P.
Medictes feitas pela empresa contratada mos-
tram gue as passarelas 1 e 2 medem, respecti-
vamente, 130 m e 220 m. O &ngulo formado
pelas passarelas 1 e 2 mede 60°.
Se o projeto for aprovado, quantos metros de exten-
580 terd a passarela que ligard diretamente os dois
bairros? Admita gue as extremidades & P e B estejam
na mesma altura em relagao ao solo.

17 Na figura, sendo med(ABC) = o, determine:
a) cos ¢) a drea do tridngulo ABC.

b) o valor de h.

Sesoeeopesasse

oy

10cm

18 Encontre os valores de x e y na figura. O que pode
ser dito sobre o tnangulo ABC?

C
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Trigonometria em ridngulos Qualsoaguer 41
19 Um maotorista de caminhao precisa fazer entregas E

nas ddades Alfa e Beta, distantes 104 13 km (apro-
xmadamente 36 km) entre si. Do ponto P em gue
seencontra, na bifurcacdo de uma estrada, ele sabe N c
que a distinda a Beta é o triplo da distincia a Alfa.

Alfa Beta

A B

A *B
F 21 Na figura abaixo, a medida de AB & 60% maior

que a medida do raio da dreunferéncia de cen-

Sabendo gue med[.ko'B} = 120" e gue a veloa- tro ©. Determine tg .

dade maxima permitida no trecho de P a Beta
& de 50 km/h, determine o tempo minimo gue
serd gasto para chegar a Beta, onde serd feita a
primeira entrega.

20 Na figura, o perimetro do quadrado ABCD mede
24 ¢m e o tridngulo DEC & equilatero. Determine
a medida de AE.

TROQUE IDEIAS

| Area de um trisngulo |

Ja sabemos, da Geometria Plana, que a area da superficie limitada por um tridngulo (ou, simples-
mente, area de um tridngulo) ¢ dada pelo semiproduto da medida da base pela medida da altura
relativa a essa base:

[+]

b

Vamos considerar agora uma situacao particular: conhecemos as medidas de dois lados do trian-
gulo e do dngulo formado por esses lados. Nessa situacdo, existe uma maneira mais pratica para o
calculo da area.

Propriedade:

Em qualguer tridngulo, a area & igual ao semiproduto das medidas de dois lados pelo seno do
dngulo por eles formado.

Areg — 2 C-senB

B C

Consulte as respostas nas Orientagdes Diditicas.
* Messa atividade vocé esta convidado a demonstrar essa propriedade e, na sequéncia, resolver
problemas utilizando essa farmula.
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42 CAPITULD 3

a) Mo AABC acutangulo seguinte, sao conhe-
cidas as medidas a e ¢ dos lados BC e AE,
respectivamente, e a medida do dngulo ABC.

Prove a validade da farmula ‘1 .

Sugestao: Utilize a formula geral da area
de um tridngulo; considere BC como base
e trace a altura AH relativa a BC.

b) Prove a validade da formula (1, conside-
rando o AABC obtusdngulo em B.

Dados: a, ce B.

Sugestdo: Utilize o mesmo procedimento
do item a; vocé precisara usar a relacio
entre os senos de dngulos suplementares.

A

[
B

Observacao: No caso do AABC ser retan-
gulo em A, por exemplo, considerando a
hipotenusa BC como base, temos:

)
EXERCICIOS
22 Calcule, em cada caso, a drea do tridngulo ABC:
a) A
ﬁ om
a5
B Tem C
b}
4cm
135"
B 4cm “
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Comoh,=c-senB=b-sen( seque’l.
¢) Considerando agora um dos catetos como
base, por exemplo AB, explique como se
b-c-senh
2
d) Agora é hora de aplicar os resultados ob-
tidos nos itens anteriores! Resolva os dois
problemas a seguir.

obtém a formula

i) Calcule a area do triangulo ABC seguinte:
C

4!‘“
A

10 cmi B

ii) Na figura, AQOB & um setor drcular de 45°
contido em um drculo de rmio 4 cm. Qual
& o valor da area destacada em laranja?

A
Y
o B
<) A
A :
C Tem B
d) A
[
4cm i
B C

44/420



15/11/2019

7

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/2414501

23 Dado o tridngulo MNP abaixo, determine:

a) ovalor de cos o, utilizando a lei dos cossenos:

b) o valor de sen «, utilizando a relacdo funda-
mental da trigonometria;

c) a area do tridngulo MNP

24 Um terreno triangular tem frentes de 6 me 8 m
em ruas gue formam entre si um dngulo de 65°.
Qual & a area do terreno? Quanto mede o terceiro
lado do terreno?

Considere sen 65" =09 e m =44,

25 Na figura, O & o centro da circunferéncia cujo
comprimento & 10 @ cm.
Sabendo gue med(ABO) = 757, determine:
a) a area do tridngulo BOC,
b) a medida do dngulo ABC.

26 s medidas de dois lados consecutivos de um pa-
ralelogramo s3o 5 cm e 243 cm.0 angulo agudo
formado por esses lados mede 307

Trigonometria em ridngulos Qualsoaguer

a) Quanto medem as diagonais desse paralelo-
gramao?

b) Qual & & area desse paralelogramo?

Na figura, as trés circunferéncias t8m centros em
0, P e Q eraio com medida 2 cm. Elas sdo, duas
a duas, tangentes externamente, nos pontos A, B
e C. Calcule a area:

a) do tridngulo AOB;
b) da regido colorida.

MNa figura seguinte, temos OA = 6 cm e
OB = 3 cm. As retas AE e AC sdo tangentes &
circunferéncia de centro O nos pontos B e C,
respectivamente.

Qual & a area da regido colorida?

Sugestao: Lembre gue toda reta tangente a uma
circunferéncia & perpendicular ao raio no ponto
de tangéncia.

C %
- 3
L
" DESAFIO
B C
O hexagono ABCDEF é regular e seu perimetro é 48 cm.
Do vertice A saem 3 diagonais. Qual € a soma das medidas dessas A L
trés diagonais?
F E

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501

43

45/420



15/11/2019 https://api.plurall.net/media_viewer/documents/2414501

Funcoes

trigonométricas

B Introducio

Ma tabela abaixo, constam as previsdes para a maré alta e para a mare baixa durante trés dias conse-
cutivos de maio de 2015, para o porto de llhéus, no sul do Estado da Bahia.

Porto de Ilhéus — Malhado (Estado da Bahia)

Latitude: 14°46,8'S Longitude: 39°01 6'W Fuso: +03 Ano: 2015
Instituicao: DHN 40 Componentes  Nivel Médio: 1,12 m  Carta: 01201
' Hora Altura {m)
z i SAB 3 h41 min 2,0
@ 452015 9 h 51 min 0,2
E 16 h 02 min 2,1
a 22 h 06 min 0,2
DOM 4 h 09 min 2.0
' 552015 10 h 21 min 0,2
16 h 38 min 2.0
22 h 43 min 0,2
~. 5EG 4 h 47 min 2.0
015 10 h 56 min 0,2
17 b 09 min 2.0
23 h 15 min 03
Fonbe: Mamba do Braul. Depomeed emc <soenamac il bridbegchmfbon- preveao-manslabo s/ 401 450201 6 him s Acesan am: 10 mac 2016,

Observe que:

= As marés altas ocorrem de 12 em 12 horas, aproximadamente, como mostram os destaques na cor
vermelha da tabela.

= As marés baixas ocorrem, também, de 12 em 12 horas, aproximadamente, como mostra a tabela.

= As alturas da maré alta praticamente se repetem de 12 em 12 horas: com apenas uma excecao, todas
as alturas previstas para a maré alta medem 2,0 m.

= As alturas da maré baixa praticamente se repetem de 12 em 12 horas: com apenas uma excecio,
todas as alturas previstas para a maré baixa medem 0,2 m = 20 cm.

Meste capitulo, veremos outros fenémenos como o descrito: que se repetem em intervalos de tempo
iguais. Sao os chamados fenGmenos cu movimentos periodicos.

Vamaos definir aqui as funcoes trigonométricas, a partir de uma ampliacéo na circunferéncia trigono-
métrica, em gue associaremos a qualguer ndmero real um ponto da circunferéncia.

Os fendmenos periddicos podem ser descritos, de maneira aproximada, por modelos matematicos que
envolvemn, geralmente, funcoes trigonométricas. Ma secao Aplicagdes, deste capitulo, iremos conhecer mais
sobre a modelagem matematica de alguns desses fendmenaos.
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B As demais voltas na circunferéncia
trigonométrica

No capitulo 1, quando definimos a circunferéncia trigonométrica, associamos
a cada ponto da circunferéncia um numero real pertencente ao intervalo [0, 2x[.

Essa associacao possui carater biunivoco, ou seja, aléem de a cada ponto da
circunferéncia estar relacionado um Gnico namero real X, x = [0, 2], também,
reciprocamente, a cada namero real desse intervalo associa-se um ponto sobre
a circunferéncia trigonométrica.

Vamos estender o intervalo dessa associacao:

A cada nimero real esta associado um ponto da circunferéncia.

Isso permitira a definicao das funcdes trigonomeétricas (ou funcoes circu-
lares), além de garantir o seu carater ciclico (ou periodica).

Até o capitulo anterior trabalhamos apenas na “primeira valta”, ou seja, no
intervalo [0, 2x].

Com a inclusdo dos nimeros reais negativos e dos nUmeros reais maiores
que {ou iguais a} 2n, poderemos ampliar nosso estudo as demais voltas.

Seja x € R. Como podemos determinar o pontoe P, imagem de x? 1

= Sex =0, partimos do ponto A(1, 0) e percorremos, no sentido anti-horario,

um arco de comprimento x (e medida xrad), cujas extremidades sao AeP.

= Se x < 0, partimos do ponto A{1, 0} e percorremos, no sentide horario,
um arco de comprimento | x|, cujas extremidades sao A e P.

= Sex =10, aimagem P & o proprio ponto A.
Veja os exemplos a seguir.

—{ EXEMPLO 1

P & imagem de —%.

} oy I
O comprimento do arco AP @ igual a |~

m|om
3| 3

5
2
Observe que B -
Sk _4n. . m _, T P ¢ imagem de =~
2 -2 T2 4R,
uma wolta
completa
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CAPITULD 4

| 1
~— EXEMFLO 3
Xx=—3n

Mote que —3m = — (21 +7)
[y

uma volta e meia
no sentido hordno

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501

P & imagem de —3m.

~ EXEMFLO &
_ 25m
6
Observe que
25n  24n s T
6 6 "6 it
duas voltas
completas

P & imagem de

25m

Mao é dificil perceber que um determinado ponto da circunferéncia trigo-
nométrica & imagem de infinitos ndmeros reais.
\eja, por exemplo, o ponto P nesta figura:

-

o

X
2
gem também seja P, podemos fazer:

5n

2

_x o
2+4rt >

Sabemos que P é imagem de

2 =

+
I

|l maE maA
+
[
[
=
|

T
2+EI[=

+
L
[
=
I

3n
2

Percorremos, a partir de A, no
sentido anti-horario, um arco de

. n .
comprimento 5 eem sequida,

demos 1, 2, 3, ... voltas comple-
tas, no mesmo sentido.

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501

. Para obter outros numeros reais cuja ima-

X gp-_3F
7 ~ 2" 2
x_ X _gp=_1In
5 2 > 4m 3
x_ o _Mnm
> 3 2rr—2 b = 3

Percorremos, a partir de A, no

sentido anti-horario, um arco de
) T ;

comprimento 3 e, em seguida,

demos 1, 2, 3, ... voltas comple-

tas, no outro sentido {(horario).
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De modo geral, possuem imagem em P todos os nimeros reais da forma: ‘

T . L ;
— + k - 2m, sendo k um nimero inteiro. Note que, se dois
2 arcos, de medidas

at, e o, radianos, sao

Todos os arcos assim construidos { Nz 7z 3z x on I 13n j conaros ekmé'ﬂ
5 5 2°2' 2°2° 3 " 0, = O, W,
| sendo k & £

como o, &, diferern de um ndmero inteiro de

woltas {pois sao cbngruos), entao o o,

: A . . , ) ) kn
1 Represente, na circunferéneia trigonométrica, as imagens dos niimeros reais X tais que x = T, comk € £.

Solucao:

Atribuimos valores inteiros para k:

B
k=-2 = x=-=m a imagem € C
k=—-1 =2x= %; a imagem & D C A
k=0 =x=0; aimagem & A
k=1 ﬁx—l;aimagernéﬂ
2 D
k=2 = x=m aimagem & C

Assim, as imagens correspondentes aos ndmeros reais da forma T para k inteiro, 530 os pontos: A,
B, CouD.

FACA NO
; CADERNO

EXERCICIOS

1 Agrupe os seguintes ndmeros reais de acordo com os quadrantes em gue se encontram suas imagens na
dreunferéncia trigonométrica.

3n 22n 17n 19n 26w 5n 05 Nn 1=n 10 49 . 15n
4 3 47 6 3 4° 5 37710 4
B
2 Indigue, na circunferéncia trigonométrica, as imagens dos seguintes ndmeros
resis: 13z, —2F, 40w, 05, I8 21x, —14m —UE, 7r, - 2Eegoon —S -

]

3 Represente, na drounferéncia trigonométrica, as imagens dos ndmeros reais gue pertencem aos seguintes
conjuntos:

a)A={xCER|x=km kEZ} dlD—{xCI]»Hx— %Ikm:kci}

h]B—{xCﬂﬂx—% t ki kCE} e}E—{xCle—% b k-2 kE.E}

c]C—{xCR|1— Ik~2n;kC£}

L.'Ilﬂ

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501

SekeF k-2ne{. 4mn 20 2 4m, )

k-2

® ' EXERCICIO RESOLVIDO

47

49/420



15/11/2019

CAPITULD 4

48

& As imagens dos ndmeros reais pertencentes ao conjunto A = {x ER|x=

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501

k-m

ke i} 530 05 vertices

de um poligono regular na dreunferéncia trigonométrica.

a) Como se chama esse poligono?

b) Obtenha seu perimetro e sua area.

B Funcées periédicas

Mo dia a dia, € comum encontrarmos diversos fendmenos que se repetem apas o mesmo intervalo de

tempo:

= 05 dias da semana repetem-se de 7 em 7 dias, de 14 em 14 dias, de 21 em 21 dias etc;

= 05 meses do ano repetem-se de 12 em 12 meses, de 24 em 24 meses, de 36 em 36 meses etc;

= as horas cheias, em um relogio analogico, repetem-se de 12 em 12 horas, de 24 em 24 horas, de 36

em 36 horas etc.

O menor intervalo de tempo em que ocorre a repeticao de um determinado fato ou fendémeno é cha-

mado de periodo.

Outros exemplos de fendmenos periddicos sao as fases da Lua; a altura das marés; o movimento dos
bracos (para frente e para tras) dos praticantes de cooper em uma corrida; o fluxo de ar através da tragueia,
durante a inspiracao ou expiragao, no processo de respiracac humana etc.

Ma Matematica também existem funcbes que apresentam um comportamento periddico. Vejamos os

exemplos a seguir.

)
EXEMPLO 5 |

g

a medida que x varia em RJ:

Mao e dificil perceber que:

X fix)

0 1 = se X € par, f(x) = 1;

1 -1 = se X & impar, fix) = —1.

2 1 Observe que:

& ! - 1(0) = f(2) = f(4) = f(6) =
— - (1) = 13) = 1(5) = £(7) =

Seja f: B — 7 definida pela lei f(x) = (—1)*. Acompanhe na tabela alguns valores que f assume

f(8) = ...
fl9) = .

Mos dois casos, quando x varia por duas unidades, o valor de f{x) se repete:
f) =fix+2)=flx + 4} =flx + 6) = ...
O menor valor positivo de p para o qual fix) = f(x + p) & 2. Dizemos entdo que o periodo dessa

- fil)=2-( 1P=2
funcao é 2. i) =2+ { 1 = 2
fizh—2-( 1F-2
Observe o grafico de f: & -2 -2
Er.ufim, @0 ;a:pneme x & par, f{x} = 2, e se x &impar, f(x) 2
¥ Como Fi0) = fi2) = fid) 2 a f{1} = F(3} = fi5} = .. 2,
T & periddica e seu perodo & igual a 2.
1 %= . L] -
: H Afuncao f: M — £
0 1 2 3 4 5 6 7 x definida por
. - P + f) =2-(-1)é
periadica?
-
h 4
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Uma funcido f: A — B & periddica se existir um numero real positivo p tal
que f(x) = f(x + p), ¥x € A
O menor valor positivo de p é chamado de periodo de f.

Como veremos a seguir, as fungdes trigonométricas sao exemplos de fungbes
periodicas e podem modelar varios fendmenos periodicos.
Estudaremos duas fungoes trigopnomeétricas: a fungdo seno e a fungao

Coss5eno.

B Funcao seno

Seja x um numero real e P sua imagem na cdircunferéncia trigonométrica.

Denominamos de funcao seno a funcao f: R — R que associa a cada numero
real x o seu seno, isto &, f{x) = sen x.
Observe que f associa a cada numero real x a ordenada do ponto corres- medlBF) = x rad
pondente & sua imagem P na circunferéncia trigonométrica. E importante
lembrar que a ordenada de qualguer ponto pertencente a circunferéncia
trigonometrica varia entre —1e 1,isto &, —1 = senx = 1.
Utilizando valores ja conhecidos representados na circun-
feréncia trigonomeétrica ao lado, podemos identificar algumas

propriedades da funcgao seno:
= O simal da funcao f dada por f(x) = sen x & positivo se x per-
tence ao 12 ou ao 22 quadrantes; e € negativo se X pertence

ao 32 ou ao 42 quadrantes.

Mo 1¢ quadrante, a funcao f & crescente, pois, 8 medida
que x aumenta, os valores de sen x aumentam de 0 ate 1;
no 2¢ e no 3% gquadrantes, T & decrescente: a medida que

x aumenta, os valores de y = sen x diminuem de 1 (valor

maximo) até —1 {valor minimo); no 42 quadrante, a funcio

retoma o crescimento e seus valores aumentam de —1 a 0.

Em resumo, no 12 e no 48 quadrantes f é crescente e no

22 e no 32 quadrantes T & decrescente.

A funcao seno é periodica e seu periodo & 21
De fato, os numeros reais X e x + k - 2m, para k inteiro, t8m a mesma ima-
gem na cirfunferéncia trigopnométrica e, portanto, sen x = sen (x + k - 2m),

k € Z. Assim, T & periodica e seu periodo p corresponde ao menor valor

positivo de k - 2, que & 2.
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50 CAPITULD 4

» O dominio e o contradominio de f sao iguais a B. No entanto, o conjunto
imagem da fungao seno € o intervalo real [—1, 1], pois ¥x € R, temos
que: —1 ==senx =1

« f & uma funcao impar, pois ¥x € R, sen (—x) = —sen x
Levando em consideracao todas as propriedades anteriores, construimos o
grafico de f, dado por f(x) = sen x, que recebe o nome de senoide.

5e ¥, # X, entac
sen x, # sen x?

sanoide Nao. pois existern elementos
distintos do dominio que tém
como imagem elementas ndo
distintos do contradominio, por
exemplo, 0 + 2me

sen (0 = sen 2x = 0.

1
1
1

Afmmmmmnn

[=]
- ET SEEE
FYET EEEEE
U-'I-'-l Fo======
[STET EEEEEEEE
wb
N
=l 4]

Representamos no grafico apenas um periodo de f. A senoide, no entanto,
continua para a esquerda de 0 e para a direita de 2, pois o dominio de fé R.
Mote que, de —2m a 0, de 2m a 4n etc., encontrariamos “copias” do grafico

representado, devido a periodicidade de f.

Arguivo Edfar Exibir Opclss Feramanias Janela Ajuca Sntrar...

ool 4] N wef=2] 4, T

Ervtrada: . LI 5

Observe o grafico adma. Ele foi construido com o software livre GeoGebra. Nesse brofessor. comente com o
grafico & possivel visualizar quatro periodos completos da funcdoy = senx(de —4n  estudantes que, para se obter
a—2n,de—2nal, de0a2rede2nadr; observe que 2 = 6,28 e 4n == 12,56). ?If“;;';f“f deve-se digitar em

A partir da senoide, & possivel construir o grafico de outras funcdes. Acom-
panhe os exemplos gque seguem.

—{ EXEMPLO 6 )

Para construir o grafico de um periodo da fungdo f: B — R dada por f(x) = 3 - sen x, podemos
fazer uma tabela em trés etapas:
= atribuimos valores convenientes para x;

= 3550Ciamos a X 0s correspondentes valores de sen x;

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501
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= multiplicamos sen x por 3 a fim de obter a imagem correspondente a cada x.

y=3 senx X |senx|y=3-senx

1] 0 0
= 1 3
2

— L 0 0
3n
5 —1 -3
2n ] 0

Observe que o periodo de f € 2x, e seu conjunto imagem & Im = [-3, 3].

¥t Fixemos x; na sencade temos flx) —
) T - sen x,; na fungao g dada temos

gisg) = 3 senx, = 3 - fix).

Professor, comente que & construgac
dios dois grafices no mesmo sistema
de coordenadas facilita a visualizagao
dessa ohservacao.

y=3-senx

Observe que, no grafico
dey = 3 - sen x, para

cada x corresponde
uma ordenada y que é
o triplo da ordenada na
senoide {y = sen x).

EXEMFLO T

Vamos construir o grafico de um periodo da funcido ¥ B — R definida pory = sen 2x.
Ha trés etapas na construgao da tabela:

= atribuimos valores convenientes para t = 2x;

= associamos a cada t (t = 2x) o correspondente sen t (sen 2x);

: t
= calculamos os valores de x a partir dos valores de t(x = —)

2

X |[t=2x|y=sen2x
0 0 0

s I 1

4 2

% s 0

3n | 3z °

4 2

n n 0
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Como sabemos, para que sen t complete um periodo, ¥
& necessario que tvariede 0 a 2m.

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/2414501

e igual a diferenca b — a. Observe, ao lado, um periodo
completo do grafico de f.

Temos: 0 =t=2ne0=2x=2n=0=x=m "_""i
isto &, x € [0, xw]. ;

Assim, o periodo da funcao f dada por y = sen 2x E :t
corresponde ao comprimento do intervalo [0, n], que & 2
n — 0 = 1w O comprimento de um intervalo real [a, b] R A

e

eja a seguir a construcdo, no mesmo planu cartesiano, dos graficos das
fungdes f e g, dadas por f(x) = sen 2x e g(x) = sen x.

\/\L?TV\

\eja que o grafico de f (quando comparado ao grafico de g) sofreu uma
“compressao” na horizontal, causada pela reducdo do periodo: o pericdo de
glx) = sen x é igual a 2x e 0 periodo de f{x}) = sen 2x é igual a .

Mote ainda que o conjunto imagem de ambas é [—1, 1].

~— EXEMPLO 8
L.

Seguimos o procedimento descrito nos exemplos anteriores:

- ) I
« atribuimos valores convenientes parat = x — 3

It
—) o correspondente sen t = sen (x -

= associamos a cada t (t =X — 3

. I
= calculamos os valores de x a partir dos valores de t (x =1+ —)

Professor, sugira aos estudantes
que construam os graficos de f e
g no GeoGebra, Alerte-os de que,
na digitacao da lei que define f no
GeoGebra, o uso dos parBntesas

& obrigatdrio. Deve-se digitar:

¥ = sin (2x).

Vamaos construir o grafico de um periodo da funcao f: B — R definida pory = sen (x — %)

i).
3 )

3

X t=x—§ y=sen(x—§)

- ¥

? 0 0

on o 1
| 6 2

f13—ﬁ b 0 x
1 3n 4

2] 2

% 21 0
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No exemplo 8, note que:
=Im = [—1, 1], pois ¥x € R,

- Iy
—1 -==5E|'|( 3) : 1;
= o periodo de f corresponde ao comprimento

do intervalo % 2—‘1{] que e:
in m_ bn
At _E2_2_or
3 3 3 "
= o grafico de y = sen (x - %) corresponde ao grafico da senoide (definida por y = sen x), transla-

dado dEJE unidades para a direita, como podemos observar no grafico acima, em que adicionamos

% a cada abscissa dos pontos do grafico da senoide.

Observe os dois graficos, f(x) = sen (x - %J e gix) = sen x, tracados no mesmo plano cartesiano.

Y
Professor, comente com os

estudantes que, no GeoGebra, o
ndmero real 1 deve ser digitado
“por axtenso™ pi.

m Assim, a digitagio correta da lai da
o g nosoftware é

4]

n T T Ir . x y-sinlx pif3). O uso dos
—_ parénteses & obrigatdrio
An 3 Estimule-os a construir os graficos
=3 dessas duas fungbes com o
Geobebra.

Periodo da fun¢ao seno

Sejam ¢ e d ndmeros reais, com ¢ # 0. A funcdo definida por y = sen (cx + d)

tem periodo p dado por p = iz_nl
c

De fato, fazendo t = cx + d, para que sent complete um periodo, & necessario gque tvariede 0 a 2m:

D=t=2nel=x+d=2ne —d=m=—-d+ 2n
= Para c = 0, temos: _4d = ¥ = M, isto &, x £ [— E, M} e 0 periodo p &
C C C c
—d+2n _(_E)=E
C o C
= Para c = 0, temos: _4d == M isto &, x £ [M —E] e 0 periodo p &
C C c C
_i_(ﬂ)= 2t g,
C c C
2m

Reunindo os dois casos, teremos p = ﬁ
C

Assim:

= no exemplo 6, para a fungao dada por f(x} = 3 - sen x, temos o periodo 2_Ir| = 2m,

|1

= no exemplo 7, para a funcao dada por f(x) = sen 2x, o periodo pode ser determinado porp = 2 _ T

121

= no exemplo 8, para a funcdo definida por f{x) = sen (x - %) temos o pericdo p = |2_H| 2m.
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54 CAPITULD 4

®  EXERCICIOS RESOLVIDOS

Pense nisto: 3
o ) u :
Os nimenos reais da forma = + k- 2 k€ F t8m imagem no ponto P

ol . . I
2 Caleule o valor de ar—n(?-[ bk 2x)--1,kEZ

a) sen 19z b)_sen 1980° €) sen 19n
4  Analogamente, os reais da forma 7‘ bl 2w, 2
Solucdo:  keZ, 18mimagem em P ﬁ%n(i tk 2.:} -1,sekeL. r
19 16n _ 3m ‘31
a) NULEL]UET —T F— = 4% + —:
duas voltas sen

completas I T
. In . . . L Y, = === v
assim, % ] TH tém mesma imagem P na circunferéncia e ¥2 | ™
2|
trigenometrica e, portanto, sen % = sen % Hk:]/ﬂ
3t n_ 42 19 _ 42

Como sen - = sen — = ——, concui-se gue sen — =

4 2 4 2
b) Dividindo 1980 por 360°, temos:

1980°| 360" Assim, 1980° = 360°-5 + 180 e, desse modo, 1980° e 180° sdo arcos cOngruas.

l 5 t . .
resto = 180° Dai, sen 1980° = sen 180 0. -‘ :
19x _ 16m  3m _ 3n con Se Kk & um ndmero inteiro,
9 2 2 I 2 -f'f_,} 2 qual & o valor de
guatro vollas {3 )
completas SEI'i[T t+ k- ZIL]?
0 K
T .
A:.:.irn,s.enﬂ—:.enS—n— 1. Ednsr_-n(?rk-z::)!
2 2 |
in

. x " - 2
3 Para guais valores reais de m existe o nimero real o tal que sen o = 2m — 12
Solucao:
Paratodox ER, temos —1 =sena=1,istoé -1 =2m-1= 1=20=2m= 2= 0=m=1.

Assim, a resposta & {me R|0 = m = 1}

4 Sejaf: B — K a funcao definida por y =1 + 3 - sen (Ex

b‘ll'.-'-l
"-\__o-"

Obtenha o dominio, o conjunto imagem e o periodo de f.
Solucao:

= Inicialmente, observe gue o dominio de f é |, pois ¥x € [, o ndmero 1 + 3 - sen (Ex T) e real.
2

= Sabemos que, Vx € R, —1 = sen (Zx )!E 1= —-3=3-3sen (2}: %) =3 =
o |

l.-"l‘.-'-l

T

= —3+1=1 i35er1(21 =3+ 1,isto & —2=y=4; logo, Im=[-2, 4].

un

= Para que sent complete um periedo, sendo t = 2x %, devernos ter 0=t=2nx=0=2x % = 2n &
= =)

i
= f = Ix = 2T +?ﬁ %ﬁxﬁ 111[:1, isto &, KC[I_IE]' 111—01[], e o periodo p é% %_ﬂ.
2 e —t
11x
T
— ‘. s ralaes _2n _ _2n _
Também poderiamos ter aplicado a relacdo p m sendoc=2=p m .
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Fungdes rigonomeiricas

EXERCICIOS

Dé o sinal de:
a) 5EHL i) c) y;-nﬂ e) sen 3816°
2 3
b) 5en( i ) d) sen 850 f) =en 3
Qual & o valor de:
19w il

a L1 C — e —_—
) sen 4w ) sen 3 ]sen( B_J
b) sen % d) sen 1290° f) sen %

Classifique os itens a seguir como verdadeiros (V) ou falsos (F).
i’ k' ]

a) O valor de sen L% k- 2I:), para k inteiro, & %

b) sen (k- m ) = 0, para k inteiro.

c) sen 10007 = 0.

d) O seno do ndmero real 10 é negativo.

) =
e) 5er1[ ﬁ] sen -

Determine o periodo e o conjunto imagem, construindo o grafico de um periodo completo para cada funcio
dada.

a) f: R — R tal que f(x) = 2 sen x. d) f: B — R definida por f(x) = 3 + sen =

b) f: B — B definida por f(x) = —sen x. e) f: R — R definida por fix) = 2 4 5&n[%].
c) f: R — B definida por f{x) = sen 3x

t+ 1

Para quais valores reais de t temos sen o = , sendo o um ndmero real qualguer?

O nimero real o & tal que 5 = (L = 1, com sen o = 2m — 3. Quais 330 05 possivels valores reais de m?

Seja f: R — R definida por f(x) = 3 + 2 - sen dx.

a) Qual & o periodo de 7 b) Qual & o valor maximo que f assume?

Em uma pequena roda-gigante, a altura (em metros) em
fque urn passageiro se encontra no instante t (em segundos)
& dada pela lei:

T ) )
hit) = & + 4 - sen (ﬁ '.], para t € [0, 270].
a) Noinido do passeio, a que altura se encontra o passageiro?
b) A gue altura se encontra o passageiro apds 9 s do inicio?
Use 2 = 1,4
¢) Qual &a altura minima gue esse passageiro atinge no passeio?
d) Qual & o tempo necessario para a roda-gigante dar uma
volta completa?

e) Quantas voltas completas ocorrem no passeio?

THISKETOCKIETTY BAASES
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Aplicacoes

A trigonometria e a roda-gigante

A roda-gigante € uma das atragdes mais tradicionais

dos parques de diversoes.

Imagine uma roda-gigante, como a mostrada na figura 1
ao lado, que tenha 12 cadeiras igualmente distribuidas ao
longeo da circunferéncia, cujo raio mede 9m. Uma estrutura
de ferro sustenta a roda-gigante a partir do seu centro,
mantendo-a presa ao solo. A distancia do centro da roda-
-gigante ao solo & 10 m.

Aroda gira, lentamente, com velocidade praticamente
constante de 3° por segundo, completando a volta em
120 s. Um passageiro sentado em uma das cadeiras ob-
serva que sua altura em relacao ao solo varia de maneira
periddica ao longo do passeio, de forma que uma deter-
minada altura & atingida algumas vezes a medida que a
roda executa as varias voltas do passeio.

Como podemos expressar a altura em gue se encontra uma
determinada cadeira a cada instante do passeio?

Imagine que, no inicio da contagem do tempo, um
passageiro se encontra na cadeira A (figura 2). Como a
velocidade de giro @ de 3°/s, em 10 s cada cadeira percorre
30°. Na figura 2 estdo representadas as posigdes que esse
passageiro vai ocupar a cada 10 s ao longo de uma volta
completa da roda.

Velocidade de giro: 3°/s (c:nu E_RD radfz)

i . _ BB
MBOR': sen 30 ~ 0B >
>BB-=9-senum-3°}=9-sen(1r:r-£)
60
: ._cc
MCO0C: sen 60 oc 5

>CC'=9-sen(20-3°}=9-sen(2ﬂ-6—fj)

Elementos sem
proporcao entre si.

10m

figura 1

14 ] i1

figura 2

Observe que sdo iguais as alturas correspondentes aos seguintes pares de posicoes: A e G,

BeF, CeE FeB'eE'eC"

Além disso, os segmentos BB, FF, FF" e BE" sdo congruentes (Atencdo, porém, para a diferenca das

alturas correspondentes a B e B" e tambem a F e F*!}, ocorrendo o mesmo com os segmentos CC, EE,

EE e CC.
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Temos as seguintes posicoes para uma volta completa na roda, considerando intervalos de tempo de
dez em dez segundos:

Tempo (s) | Posicao Altura (m)
IT
10+ 9 - 0-—|=10+0=10
0 A sen( ED)
10 B 1u+9-sen(1u-l)=m+4,5= 14,5
60
20 C 1u+9~sen(2u~6—7‘n)eiu+?,3=1?,3
30 D 1ﬂ+9~sen(30vi)=10+9=19
60
40 E 1u+9~sen(4u~6—“n)~_-ln+?,az1?,3
70 F* 10+9- sen(?ﬂvl)= 10 + (-4,5) = 5,5
60
90 ) 1£I+9vsen(9[}~l)=m+{—9]=l
60
110 B 1ﬂ+975en(110~%)=ID+{—4,5}=5,5
120 A m+9v.c.en(1zn~5—“n)=m+n=1a

OBSERVACAD

Note gue a altura relativa ao ponto F', por exemplo, também pode ser expressa por: 10 — FF' = 10 — 9 - sen 30° =
~ 10 + 9-sen 210° = 10+9-5en(?ﬂ-%.
Raciocinio analogo pode ser usado para os pontos E°, C' e B™.

Observando a primeira e a Gltima coluna da tabela, vemos que, para cada instante t (em segundos),
corresponde uma altura h (em metros), dada por:

= . L
hit) = 10+ 9 sen(t ED)

O periodo dessa funcao é 21:': = 27:“ = 120. Note que 120 s é o tempo de execucdo de uma vaolta
completa. 50l 50
A diferenca entre a maior e a menor altura atingida nesse movimento & 19 m — Lan =18 m.
hmﬁ hnﬁ

Fonte de pesquisa: VERBYTSKA, Qksana. Maternalca no dia a dia. Universidade de Lisboa. Disserlagio de mestbrado. Disponived em. = reposilono.ul.plf
Ilsbream 104511603 T/Mullc] 12046 in_Oksana Verbytoka pdi= Acesso em: 10 mar 2016
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55 CAPITULD 4

[ Funcio cosseno

Seja x um numero real e P sua imagem na circunferéncia trigonomeétrica.
Chama-se fungao cosseno a funcao : B — R que associa a cada ndmero real

X 0 58U cosseno, ou seja, f(x) = cosx.

Observe que T associa a cada nimero real x a abscissa do ponto correspon-
dente a sua imagem P na circunferéncia.

Vamos usar alguns valores ja conhecidos representados na circunferéncia tri-

gonométrica a sequir para reconhecer algumas propriedades da funcao cosseno. med(AF) = x rad
« O sinal da fungao cosseno é positivo se x pertence ao 1% ou ao 42 gqua-
drantes, e & negativo se x pertence ac 22 ou ao 3% quadrantes.
» No 12 e no 22 quadrantes, f ¢ decrescente (observe . %
que os valores de cos x diminuem de 1 até —1 a =

medida que x aumenta); no 32 e no 42 quadrantes,
os valores de cos x aumentam de —1 a 1, a medida
gue X aumenta, o que significa que f & crescente. =

= A tungao cosseno & periodica e seu pericdo & 2.
Como vimos, os nomerosreaisXxex + k-2 ke F,

.

t&m a mesma imagem na drcunferéndia trigonométrica
e, portanto, cos x = cos (x + k- 2m), ke £. 0 periodo
de f & o menor valor positivo de k - 2, que & 2m.

2
[

.
ol
I

[

o+
b

%]

]
« O dominio e o contradominio de f s3o iguais a B; e ' .
o conjunto imagem de f é [—1, 1], pois, Vx € R, & i B
temos —1 == cos x = 1, ja que o raio da circunfe- ST:T : -
réncia trigonometrica & unitario e as abscissas dos 3 =
pontos da circunferéncia variam de —1 até 1. %n

« ¥y E R, cos (—x) = cos x; isso significa dizer que a funcao cosseno & uma
funcao par.

COS5EN0S

Com as consideracdes anteriores, tracamos o grafico de um periodo da
funcao f definida por f(x) = cos x. Esse grafico recebe o nome de cossenoide.

cossenoide

T - TTTTsEEEEs -------_----------------_----LJI-----------
S
[
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Observe a seguir o grafico de y = cos x construido com o GeoGebra.

P T ey ————

(5] 4l

GECGEARS,

R

| @D 2] o

e

59

Fungdes rigonomeiricas

F iz

Seguindo o mesmo processo apresentado para a construgao de outros graficos similares a senoide, vamos

construir dois graticos obtidos a partir da cossenoide.

—| EXEMPLO 9 :I

Observe, no exemplo 9, que:

Vamos construir o grafico de f: B — R definida pory = 3 - cosx + 1.

X €os X y=3-cosx+1 ¥
0 1 3-1+1=4 4

’/‘
= 0 3-0+1=1
2
T —1 3.(-1)+1=-2 1
3n 0 E _ in 2:11"
5 0 3-0+1=1 2\/3

-2 .
2n 1 3-1+1=4

O

- 0 periodo dessa fungdo & 2, pois, para que cos x complete um periodo, x deve variar de 0 a 2m.

= 0 conjunto imagem dessa funcao & [—2, 4], pois, Vx € B, temos:

—1=cosx=1

s —3+1=3F-cosx+1=3+1

s—3=3-cosx=3=
»—2=y=4

A seguir & possivel ver os graficos das fungdes de R em R dadas por f(x) = cosx e
glx) = 3 - cos x + 1 no mesmo plano cartesiano construido no GeoGebra.

2
Armuies EdTer Exbi Jpoles Femmetien Jnve Ao Esrar. 3._'
E Y P W N ] 09 N P D S il E
F )
,’n\‘ f ™, o ralk
i 4 al % ! \ F:
! | L ) )
\ ! \ / y f % I
\ u/ \ / .1 Fi 1 i
| f b ¥ b i Y !
\ ' \ i \ ) | |
.. | T e I T Y [ o=
 k I,-'l '\1'\ );./z' S ! \'.:‘
" N R ] ] @ [ - 3 4 ] ¥ o L
Y = 3 7
N, .r'II LY £ LY r ".\ i
R W oA o
Erirpon (]
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60 CAPITULD 4

Observe o “alongamento na vertical” no grafico de g comparado ao grafico  Prefesser, & importante que os

. - . R estudantes lembrem que, ao
de f. O conjunto imagem de f & [—1, 1] de comprimento 1 — (—1) = 2 e 0 digitar alei de g no GeoGebra,

conjunto imagem de g é [—2, 4] de comprimento 4 — (—2) = 6. O periodo de & PjEc0 colocar o sinal de

multiplicacao, indicado por «:
ambas as funcoes é 2m. y—3seosx | 1.

EXEMPLO 10

Vamaos construir o grafico de f: B — R definida pory = 1 + cos 2x.

2x Imsh y=1+ cos 2x y=1+ cos 2x
1+1=2
1+0=1
—-
1+(-1)=0
140=1
141=2
0 ] 1 2
slel o |
-P_% s —1 0
b8 2n 1 2
¥

Mote que Im = [0, 2] e o periodo da funcao & p = w, pois, para que cos 2x complete um periodo, &
necessario que 2xvariedeDa2m 0=2x=2n=0=x=mistoé xE [0, t]leopericdoén —0=m

L
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Fungdes rigonomeiricas

Por meio de raciocinio idéntico ao apresentado no item anterior, temos que o periodo p da funcao f: K
2n

por fix) = cos (o + d), sendo ¢ e d ndmeros reais, comc + 0, ép |
C

» R definida

Compare inicialmente os graficos das funcdes g e h, dados respectivamente por g(x)

hi{x) = cos (2x), tracados em um mesmo sistema de coordenadas, com auxilio do GeoGebra.

B

Cos X e

Observe que, ao "se comprimir na horizontal' o grafico de g, obtém-se o grafico de h: o periodo de

gelrneoperiodode hem

Arquivo Ecitar Exbir Oppies Feramentas Jansla Ajuda

AL B[Ol 4N =]+
il

5 il =t

P /,

- 5k il
el _,-""ﬁ
_—

Entroda:

Ervirar, ..

A sequir, observe que o grafico da funcao pedida no exemplo 10, f(x) = 1 + cos (2x), & obtido a partir

do grafico de hix) = cos (2x) transladando-o uma unidade para cima, na vertical.

Arquiio Editer Exibir OpgSes Ferramentas Janola Ajuds

B B P B2 [ol[5) P4 NS B LS

5 B R | B

i \ 4 ! \

¥

\ ¥, Fi
T /’ o
T = 5 X
n\/ \/*

Entrada
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® | EXERCICIOS RESOLVIDOS

5 Calcule:
a) cos 2%:'1 b) cos 100m
Solucao:
[ = [ =
a}lgn:_l-’-in p 2T gy 2R
6 6 6 - 6
duas voltas
completas
-
Assim, Egn EJ—ET[ tém a mesma imagem na circunferéncia
- farinn o e A 5E N E] .
trigonometnca e cos cos — cos —_ SekEX:
6 6 2 =m0 _ «k-2xE {., -4n, -2x, 0,
b) 100 = 50 - 2 = e S .
-3 -mE_. 0, 5
oo (k) — 1 ou-1
cos 100 = cos 2 = cos 0 = 1 = Parak € Z, qual é o

6 Sejaf: B — R definida por fix) = 2 + cos (%
Solucao:

i

&

= 1= = i l = l

O0=t=2r =0 > 3 n = 3

Facamas t = %
ACAMOSs 5

A
2

p de f & igual ao comprimento desse intervalo, que é igual a: p =

Também podemos usar a relacdo p = % = %
L —
2

EXERCICIOS

6

valor de cos (k - 2m)?
E de cos (k - m)?

=) Qual & o periodo de 2

+ para gue cost complete um periodo, t deve variar de 0 a 2n:

3n n_. _13¢ _ . n 13n :
= o SX=—oS ,.:1:.5.|rnx€:[3, 3 ]Euperludu
Br ox_1m_
3 3 3

= Ax.

o FACA MO

13 Calcule o valor de:

a) cos 11n d) c_us%

b) cos 100 e) c_us( 2—;)

c) r:.n;Js.-I;lﬁ f) cos { 7 -
14 Calcule o valor de:

a) cos 15607 d) LL}S%

b) cos 1035° e) cos (—2707)

19 43n
c) cos = f) cos m

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501

15 Calcule o valor de y na expressao:

O G
- Cos -~ sen—-
wsﬁ + 3 - sen 1/z
4 4

16 Sabendo gue x € um nimero real pertencente ao
T 3n —— P
intervalo | o, | determine os possivels valores

) 2m
reais de m de modo gue tenhamos cos x = —.

-

1
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17 Se x € R, quais s30 os possivels valores inteiros de

m gue satisfazem & igualdade cosx _3Trn % ]

Determine o periodo e 0 conjunto imagem e cons-
trua o grafico de um periodo completo para cada
funcio dada:

a) f: K — B dada por f(x) = 2 - cos x

b) f: R — K definida por flx) = 2 — cos x

c) f: B — K definida por f(x}) = cos (%)

d) f: R — K definida por f{x) = cos 3x
e) f: K — B dada por f(x) = 2 + cos 3x

Indigue como verdadeira (V) ou falsa (F) as afir-
maches a sequir e corrija as que sao falsas.

a) cos (1 t+ k- En) = + E, para k inteiro.
6 2
b) cos (% + k- n) = 0, para k inteiro.
c) Afuncao f: R — [ definida por
fix}) = 2 - cos x tem valor minimo igual a —1.
d) A funco f: R — IR definida por fix) = x - cosn
e periddica.
e) O periodo de f: B — R dado por
f(x) = cos (% x) & 16.

f) cu:.( %)}D

Um artigo publicado em um caderno de economia
prevé gue as exportacoes de um certo pais (em
milhdes de dolares), no ano de 2020 + x, em gue
ke {0, 1,2, ..., 19, 20}, serao dadas pela lei:

f(x) = 400 + 18 - cos (% )
Supondo gue isso realmente ocorra, determine:

a) o valor das exportacies desse pais nos anos de
2020, 2025 e 2030, em milhoes de dolares;

b) guantas vezes, entre 2020 e 2040, f atingira
seu valor minimo e gual & esse valor?

Fun¢des rigonomeiricas

21 Para cada funcdo f sequinte, especifique seu do-

minig, seu conjunto imagem e seu periodo:

a) f(x) = cos 3x
b) f(x) = 3 cos (x 1 %)

o) f(x) = 1+zcus(% %)
d) f(x) = x + cos =

e) f(x) = —4 sen 6x

Em um mesmo plano cartesiano, construa, em cada

caso, os graficos das funcoes f e g definidas por:

a) fix) = cosx e glx) = cos (1 %)

b) f(x) = cosx e glx) = cos (1 1 %)

{Enem-MEC) Um satélite de telecomunicacoes,
t minutos apds ter atingido sua orbita, esta a
r quildmetros de distincia do centro da Terra.
Quando r assume seus valores maximo e minimo,
diz-se que o satélite atingiu o apogeu e o perigeu,
respectivamente. Suponha que, para esse satélite,
o valor de r em funcdo de t seja dado por

5865

9 =
"= 357075 - cos 0.060

Um cientista monitora o movimento desse satélite
para controlar o seu afastamento do centro da Ter-
ra. Para isso, ele precisa calcular a soma dos valores
de r, no apogeu e no perigeu, representada por S.
O cientista deveria concluir gue, periodicamente,
5 atinge o valor de:
a) 12765 km

b) 12000 km

c) 11730 km

d) 10965 km
e) 5865 km

Sejam f e g fungdes de R em R definidas por fix}) = senx e g(x) = —x + %

Qual é o nimero de solugdes reais da equacao f(x) = g(x)?
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B4 CAPITULD 4

[ A trigonometria e o fenémeno das marés

TROQUE IDEIAS

HCARDD RAALTOTOARERS,

Praia de Serra Grande, llhéus (BA), 2014.

Vamos retomar a situacdao proposta na introducdo deste capitulo, sobre as previsdes para as
mares nos dias 4, 5 e 6 de maio de 2015 no porto de llhéus, Bahia.
+ As marés altas ocorrem de 12 em 12 horas e, para facilitar a modelagem, vamaos admitir 2,0 m
o valor comum previsto nos trés dias;

= As marés baixas ocorrem de 12 em 12 horas; vamos adotar o valor 0,2 m como o valor de

referéncia da altura da maré baixa prevista para os trés dias.

12 parte: Considerando as observacdes anteriores e lembrando que as previsdes referem-se a trés
dias sequidos, podemos preencher (com algumas aproximacoes nos horarios) a tabela que relaciona
a altura da maré (em metros) e o tempo (em horas), contado a partir do primeiro horario de previsao
(3 h 41 min), que sera considerado o instante inicial {t = 0.

Tempo (h)

Altura da maré (m) | | o :
“20 02 20 02 20 02 20 02 20

22 parte: Vamos supor que a relacdo entre a altura (h) da maré, em metros, e o tempo (t), em
horas, se estabeleca por meio de uma funcao do tipo h(t) = A + B cos (wt), em que A, B e w sio
constantes reais positivas.

Nesta atividade, vocé vai determinar a lei da fungao que relaciona a altura (h) da maré e o tempo
(t), construir seu grafico e resolver um problema. Para isso, € preciso, primeiro, encontrar os valores
das constantes A, B © wW. Consulte as respostas nas OrientagGes Didéticas.

a) Determine o valor de w, lembrando que o periodo dessa funcdo é dado por p = E—E.

[w|
b) Com o valor de w obtido no item a escreva a lei (parcial) dessa funcao. Para determinar os valores
de A e B, a sugestdo é utilizar a informacao sobre o conjunto imagem dessa funcao.
c) Escreva a lei da funcao que relaciona h com t.
d) Por meio da lei obtida, é possivel prever a altura da maré em outros momentos, além dos de
baixa e alta. Determine a altura da maré para t = 10 (aproximadamente 14 horas do 12 dia) e
para t = 28 (aproximadamente & horas do 22 dia).

e) Construa o grafico da funcao obtida no item c.
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3 Introducido

Em 2010, pouco mais de 9 mil pessoas residiam na zona rural de Manaus, enguanto cerca de 1792 mil residiam na zona urbana. Vista da
cidade de Manaus (AM), 2015.

Em jornais, revistas e na internet frequentemente encontramos informacgoes numéricas organizadas em

forma de tabelas, com linhas e colunas. Viejamos alguns casos.

Populacao nos Censos Demograficos, segundo as Grandes Regioes, as Unidades
da Federacao e a situacao do domicilio — 1980/2010

Ano |2 oo | BRASIL | D | ordeste | Sudeste | Regido sul RS0 ke
, Urbana B2013375 | 33988597 | 17959640 43550664 | 12153971 4950203
1980 Rural 39137198 | 3368352 | 17459516 9029863 7226155 2053312
— Urbana 110875826 5931567 _25 753355 5514943}'- 16392710 7648757
Rural 36041633 | 4325699 | 16716870 7511263 5724316 1763485
, Urbana 137755550 9002962 [ 32929318 65441516 | 20306542 10075212
2000 Rural 31835143 | 3890599 | 14763935 6855835 | 4783241 1541533
, Urbana 160925792 (11644509 [ 38821246 74696178 | 23260 896 12482963
2010 Rural 29830007 | 4199945 | 14260704 5668232 | 4125995 1575131

(1) Pespulagdo recenseada. (2) Populagio resdente.
Fonte: IBGE, Censo Demograbcn 1980, 1991, 2000 @ 2010, Disponived am: < wwacenso 200 DLibge goe bysanopsafindex. php?dados — B - Acees am: 10 mae. 2016
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CAPITULD 5
Producao, consumo e importacao de feijao (mil toneladas)
Producao Consumo Importacao
Ano
Projecao Lim-'FE Projecao Ijmit_e Projecao IJmi’Ee
superior superior superior
2015/16 3363 4022 3357 3778 150 296
2016/17 3334 4267 3364 3959 149 357
2017/18 3345 4290 33N 4100 149 403
2018/19 3355 4313 3379 4219 149 442
2019/20 3366 4335 3386 4326 149 476
2020/21 3376 4358 3393 44323 148 507
2021/22 3387 4380 3400 4512 148 536
2022/23 3397 4403 3407 4596 148 562
2023/24 3408 4425 3414 4675 147 587
2024/25 3INE 4447 3421 4751 147 611

Fonte: Propegies do agronegdan Brazl 2014715 a 2024/25

Projegoes de longo praco. jul. 20015, Deponivel em. <wwsescagricullura.gov brfarg editogPROJECDES DD

AGRONEGDOO 2025 WEE.pdl = Acesso erm: 10 mar. 2016,

Sejam m e n ndmeros naturais nao nulos.

Uma tabela de m - n nimeros reais dispostos em m linhas (filas horizontais) e n colunas (filas verticais)
€ uma matriz do tipo (ou formato) m X n, ou simplesmente matriz m % n.

Representamos usualmente uma matriz colocando seus elementos (nimeros reais) entre parénteses
ou entre colchetes.
Vejamos alguns exemplos:

1T 0 1 2
= A=(5 =2 l]e’ll.lrr1arr1.:.triz1><3 -p=|9 2 1 3 |4 mamatriz3 x 4.
2 ’ 1T 0 0 9
3 -7 4
-B=[ % 0 |2uma matriz 3 x 2. «E= 1 |&uma matriz3 x 1.
0
=14

= C= [g 21:|éurna matriz 2 ® 2.
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Malrizes 6?

Como surgiram as matrizes

As matrizes teriam surgido com a escola
inglesa Trinity College, em um artigo do mate-
matico Arthur Cayley (1821-1895), datado de
1858. Vale lembrar, no entanto, que, bem antes,
no seculo I a.C., os chineses ja desenvolviam
um processo de resolucao de sistemas lineares
em que aparecia implicita a ideia das matrizes.

Cayley criou as matrizes no contexto de
estrutura algebrica {(assunto de Matematica do
Ensino Superior), sem pensar em suas aplicagbes
praticas que apareceriam posteriormente, como
a representacac de informactes numéricas em
tabelas, organizadas segundo linhas e colunas,
a computacao grafica, as imagens digitais etc.

ASANITOTOSAENA,

Fonte de pesquisa: BOYER, Carl B. Hisddria da Maternalica. 32 ed.
580 Paulo: Edgard Blucher, 2010,

ﬂ Representacao de uma matriz

Consideremos uma matriz A do tipo m * n. Um elemento qualquer dessa
matriz pode ser representado pelo simbolo a, no qual o indice I refere-se a linha
e 0 indice ) refere-se a coluna em gue se encontra tal elemento.

Vamos convencionar gue as linhas sao numeradas de cima para baixo, e as
colunas, da esquerda para a direifa.

De m_lodin geral, uma matriz A do tipo m * n é representada por A = (R
em que i e j sao numeros inteiros positivos taisque 1=i=m, 1=j=n, e a, &um
elemento qualguer de A. Acompanhe o exemplo a seguir.

—| EXEMPLO 1

0
SejaamatrizA=|-2 5
4

Il
|
-

= 0 elemento que esta na linha 1, coluna 1, éan
= 0 elemento que esta na linha 1, coluna 2, éa,, = 0.

—2.

= O elemento que esta na linha 2, coluna 1, e a,,
= 0 elemento que esta na linha 2, coluna 2, éa22 =5
= 0 elemento que esta na linha 3, coluna 1, éaJ1 =3

= O elemento que esta na linha 3, coluna 2, éa_.IE = 4.
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(a1=] CAPITULD 5

® ' EXERCICIO RESOLVIDO

1 Escrevaa matriz A =(a),,, emquea, =i— |
Solucao:
F . 1 = . . a'I1 aI.‘.’ a13
A & uma matriz do tipo 2 X 3 e pode ser genericamente representada por A = 2. A a2l
n 23 23
Fazendo a = i — j, temos:
a =1-1=0 ma,=1-2=-1 *a =1-3=-2
~a,=2-1=1 *a,=2-2=0 =a,=2-3=-1
! 0-1-2
Assim, A = :
I ' [I D _1]

) Matrizes especiais

Vejamos alguns tipos de matrizes especiais.

= Matriz linha: & uma matriz formada por uma unica linha.

= A= (D 2 4) & uma matriz linha 1 X% 3.
=B =[0 —3]é&uma matriz linha 1 x 2.

= Matriz coluna: @ uma matriz formada por uma dnica coluna.

-
2
- A= 64 & uma matriz coluna 4 x 1.
| -8
[ 3
11, .
=B = 3 |guma matriz coluna 3 = 1.
L O

« Matriz nula: € uma matriz cujos elementos sdo todos iguais a zero.

Pode-se indicar a matriz nulam X npor 0 .

000y, )
'D?”:[D 0 U]eamatnznulale

.D”2=[g g)e‘amatriz nula 2 x 2.

« Matriz quadrada: ¢ uma matriz que possui nimero de linhas igual ao nimero de colunas.

i |
= A= Lfll ﬁjé uma matriz quadrada 2 % 2. Dizemos gue A & matriz quadrada de ordem 2.
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Malrizes 69

5 -1

-B= & uma matriz quadrada 3 % 3. Dizemos que B & quadrada de ordem 3.

-2 0
4301

B W]

Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Temos que:
= os elementos de A cujo indice da linha é igual ao indice da coluna constituem a diagonal principal
de A

Se A éuma matriz quadrada de ordem 3, os elementos a,,, a,, € a,, formam a diagonal principal de A:

ran d,; 3y
A= ]aﬂ 4y a8,
d d d

= 05 elementos da matriz A cuja soma dos indices da linha e da coluna € igual a n + 1 constituem a

diagonal secundaria de A.

Retomando o exemplo anterior, os elementos a,,, a,, e a,, formam a diagonal secundaria de A.

dyy 3y
A = |a, J85F8,
dy 95 9y

[ Matriz transposta

Dada uma matriz A = {aujm - chama-se transposta de A (indica-se por A%} a matriz:
ht = (a:l}n x> m

tal que a; = a, para todo i e todo j.

Em outras palavras, a matriz A' & obtida a partir de A trocando-se, ordenadamente, suas linhas pelas
colunas.

f1 3 1 5
= A transposta de A = | Jéh‘ =[ J

\5 9 3 9
Para a matriz A, observe queza,, = 1 = a|,
EII2=3=all1
El11=5=aII2
a,=9=a,
1 2 3 -
= A transposta deB=[4 c Ei|EBt= g g .
4 0 1 4 -1 5
= AtranspostadeC=|—-1 2 3 |[éeC=| 0 2 —4|
5 —4 7 13 7

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501 71/420



15/11/2019

70

2N
EXERCICIOS o S5,
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CAPITULD 5

1 Dé o tipo (formato) de cada uma das seguintes

matrizes:
. 3 (1 57
a)A=| 73 dD=| 3 14
4 37 |29 6
[1
h}B—(a 429) e)E =
ri 3 1 4 2 -3
c}c—l42} F={ 2 7 0 -1
3 9 0 -5

2 Em cada caso, determine o elemento a, ,, se existir:

-
1T 0 7
\
a)A=|-5 4 3 c]A—{EB 'i'.
-1 2 5 /
M4
3 4 10 7
b)A=| d]A—[S 1 J
L1
3 Escreva a matrizA = (a,), , ,, emquea, = 3i — 2j.

6 Emcada caso, obtenha a transposta da matriz dada:
0 -2
_ 7 4 |1 1
a) A [I CI'] e)E 05 7
341
5
(6 2 7
bYE=|1 0 flF=| 1
L4 -1 0
L3

i 2 1 -2
gc=|0 3] 59} g)G=| 3 1

rral

Determine a matriz B —{b‘}g ¢ SENAO b., =2+i+j.

Qual & a soma dos elementos da matriz C = {cu}J "y
em que ¢, = 1+i-—-j?

dD=( 8 75)

7 Seja A =(a

“]Mﬂ em gue a, = 2i + 3j. Escreva a

matriz Al
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GETTY IWATES

THIMKETOCKS

erm que

Qualéo Elemenlp a,, da matriz A —{all}am,

2
a,=(-1+1-

Sejaa matrizA = [alj“ pemguea, = i-j. Forneca
o5 elementos que pertencem as diagonais principal
e secundaria de A

Ma matriz seguinte, estao representadas as
quantidades de sorvetes de 1 bola e de 2 bolas
comercializados no primeire bimestre de um ano

&m uma sorveteria:

A = (1320 1850
1485 2040

Cada elemento a dessa matriz representa o nimero

de unidades do sorvete do tipo i (i = 1 representa

uma bola e i = 2, duas bolas) vendidas no més j

(j = 1 representa janeiro e j = 2, fevereira).

a) Quantos sorvetes de duas bolas foram vendidos
em janeira?

b) Em fevereiro, guantos sorvetes de duas bolas
foram vendidos a mais gue os de uma bola?

c) Se o sorvete de uma bola custa RS 3,00 e
o de duas bolas custa R$ 5,00, gual foi a
arrecadacao bruta da sorveteria no primeiro
bimestre com a venda desses dois tipos de
sorvets?

A matriz D seguinte representa as distdncias (em
quilémetros) entre as cidades X, ¥ e Z:

o 15 27

D=]15 0 46

27 46 0
Cada elemento a, dessa matriz fornece a distin-
cia entre as addades i e j, com {i, j} C {1, 2, 3}.
Se a ddade X & representada pelo ndmero 1, Y
por 2 e £ por 3:
a) determine as distdndas entre XeY, ZeX eYeZ
b) qual & a transposta da matriz D?
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4 o ratrie A — £ ., _ 0 sei=]
12 péamatiz A=(a),,, emque a { 1 sei<j
13 coinn — 1 . Jeos{m), seiz=j
seja A (d'-)-‘ xze B QUE 3, {:-Jen (mj), sei=j

a) Escreva A b) Escreva Al

14 O guadrangular final de um torneio panamericano de futebol feminino redne as selecGes de Argentina, Brasil,
Canada e México, que jogam entre si no sistema “todos contra todos” uma dnica vez. Na matriz Q seguinte
esta representada a quantidade de gols gue a selecdo do pais 1 marcou no jogo contra a selecao do pais ), com
{1} C{1,2, 3,4}, sendo que os indices 1, 2, 3 e 4 representam, respectivamente, as selecoes de Argentina,
Brasil, Canada e México. (Sei = |, o elemento q, sera indicado por x.)

x 0 2 2

|1 x 3 2
“ 3 3 x 0
1 2 1 x

Mo futebol, a vitdria vale 3 pontos, o empate vale 1 e a derrota ndo pontua.
a) Qual foi o placar de Canadd * México?

b) Qual selecdo terminou com a menor pontuacdo? Qual foi essa pontuacio?

15 Na tabela a seguir, estdo representadas as quantidades de proteinas, colesterol, calcio e carboidrato encon-
tradas em alguns tipos de gueijos.

Composicao por 100 g

Proteinas (g) Colesterol (mg) Calcio (mg) Carboidrato (g)
Queijo minas frescal 17.4 62 579 32
Queijo mozarela 226 80 B75 3.0
Queijo parmesio 35,6 106 992 1,7

Fonbe: Tabels Brasbeira de Compougdo de Ahmentos (TACD) 48 edi o revisada e amplhada. 201 1. Deponived emc < wwaunicampbinepaflacofcontaiaco 4
edican_amphada e resada pdiFarquro=laco 4 versao_amphada_ e revsadapd = Acesso em: 10 mar. 20016.

a) A essa tabela é possivel associar uma matriz § = (q I]m - Quais 530 os valores de m e n?
b) Obtenha os valores de q,, e q,,, explicando seus respectivos significados.

¢) Danile consome, semanalmente, duas porgdes de 500 g de gueijo mozarela cada uma. Substituindo-o
por queijo minas frescal, guantos miligramas a menos de colesterol ele terd ingerido ao fim de um ano?
Considere o ano com 52 semanas.

d) Uma amostra de queijo parmes3o apresenta mais ou menos gque a metade de carboidratos presente em
uma amostra de mesma massa de queijo frescal?
16 (hama-se trago de uma matriz quadrada a soma dos elementos de sua disgonal principal.

a) Determine os tracos de cada uma das matrizes seguintes:

a4 1 2 -2
A‘[g 5].'3— 04 _;; ; & C—{cl_)_‘“emquec!—Eiij 1.

sen 6 1

b) Determine 0 = 8 < 2x, de modo gue o trago da matriz M = 4 cosE Wseja igual a 1.
3)
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Aplicacoes

rizes e imagens digitais

Vocé sabia que uma imagem na tela de um computador ou uma foto tirada em uma camera digital
podem ser representadas por matrizes?

Uma imagem digital & formada por um grande nimero de pontos. Cada um desses pontos € chamado
pixel (do inglés “picture element”). O pixel ¢ a menor unidade (elemento) de uma imagem digital. Em
linguagem informal, pixels sdo mindsculos "pontinhos” coloridos que, reunidos, compdem uma imagem.
O megapixel € um maltiplo do pixel e corresponde a 1 milhao de pixefs. Por exemplo, uma imagem
digital obtida por uma camera com resolucao de 3840 pixels na horizontal e 2400 pixels na vertical
(3840 x 2400) corresponde a um total de 9216000 pixels (pois 3840 - 2400 = 9216000), ou seja,
aproximadamente 9 megapixels. A titulo de curiosidade, para compartilhamento de fotos na internet ou
envio por e-mail, sdo suficientes cameras de 1 ou 2 megapixels.

Quanto maior o ndmero de pixels, maior sera o nomero de detalhes disponiveis no momento da
captura da foto e, desse modo, maior & a chance de uma melhor resolucdo de imagem no momento
gue a foto for impressa (a resolucido depende também da capacidade de captacao do sensor da camera).

Para compreender o modo pelo gqual uma imagem digital é processada e digitalizada, vamos iniciar
com um exemplo simples, no qual serao usadas apenas duas cores (imagens binarias): preto e branco.

Uma determinada imagem pode ser associada por meio de um algoritmo computacional a uma
matriz cujos elementos sdo os nimeros 0 e 1. Convencionaremos que 0 indica a cor preta e 1 indica
a cor branca.
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Seja M a matriz 12 x 12 dada a seguir; a imagem a direita correspondente a essa matriz M.

= e e e
T — Y
R
N — T
L T Ry
[ T - I T T e
T — T = T
— ok ok o [ o ok (Y ek ek ok e
e — T
[ R R
- ek ek sk sk ok ok ok ek B omd
=R e e =

No exemplo seguinte, a matriz 35 % 35 a esquerda fornece a imagem digital do gato Félix, a direita.

REMROILGAD

Reproducio de imagem disponivel am. <wweeul | bpdmematngmatnz-hlmbmatne booleanmalne. boolean_bohiml=. Aceso am: 10 ma. 2016,

As imagens digitais sao representacoes processadas por um computador ou adguiridas por meio de um dis-
positivo de captura e processadas, posteriormente, por algoritmos computacionais. Como informacao digital,
elas podem ser armazenadas, processadas e transformadas por qualgquer sistema de informacao multimidia.

Na computacdo, a menor unidade de informagao que pode ser transmitida ou armazenada € 1 bit (do
inglés “binary digit” ou “digito binario™). O bit pode assumir apenas dois valores: 0 e 1. Normalmente, em
imagens 2D (duas dimensoes) capturadas em uma camera digital, os programas computadonais associam a
cada unidade de imagem um valor inteiro nao negativo correspondente a 1 byte = 8 bits.

= O 12 bit pode ser 0 ou 1; temos 2 possibilidades;
= O 22 bit pode ser 0 ou 1; temos 2 possibilidades;

= O 82 bit pode ser 0 ou 1; temos 2 possibilidades.

Assim, o numero de valores distintos possiveis que podem ser associados a um pixel &
2-2-...-2=28=256

8 fatores

Messas condicoes, 0 passa a indicar a cor preta (auséncia total de intensidade luminosa) e 255 passa a
indicar a cor branca (intensidade luminosa maxima), sendo que os valores intermediarios 1, 2, 3, ..., 252,
253 e 254 passam a indicar as indmeras tonalidades de cinza. Do cinza muito escuro ao cinza muito claro
ha 254 tonalidades distintas!

E através dessa codificacio que sdo formadas as imagens digitais em preto e branco, com as tonalidades
intermediarias de cinza.
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Observe estas duas imagens.
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REPROEUCAD

Reproducio die imagens disponivel sm: <wanaosc uscamp. be'—opagf
raalenal-didabcoimoel | 9803 cusafnoded. hlrml =, Aoswos erc 10 mac 3016,

A imagem digital da esquerda mostra um rosto feminino e ha um destague em uma pequena parte do

olho. A imagem da direita mostra uma matriz 10 x 10 (sao 100 pixels, pois 10 -

10 = 100) associada a essa

parte destacada. Observe que cada um dos elementos dessa matriz guarda um ndmero inteiro entre 0 e 255,
correspondente a tonalidade de cinza utilizada em cada pixel, que esta indicada na propria matriz.

Por fim, para as imagens coloridas, no modelo mais usado de cidmera, cada pixel pode ser decom-
posto em trés cores primitivas — vermelho, verde e azul —, representadas pelas suas iniciais em inglés
("red” para vermelho, “green” para verde e “blue” para azul). Esse sistema ¢ conhecado como RGB.

A cada pixel esta associada uma tripla ordenada de valores, indicando, nessa ordem, a intensidade de verme-
Iho, verde e azul no ponto deimagem considerado. Assim, por exemplo, temos as seguintes correspondéndias:

vermelho:
verde:
azul:
amarelo:

abobora:

azul cobalto:

cobre:

laranja:

intensidade _[

de vermelho

RGB (255, 0, 0)
RGB (0, 255, 0)
RGB (0, 0, 255)
RGB (255, 255, 0)
RGB (255, 117, 24)
RGB (0, 71, 171)
RGB (184, 115, 51)
RGB (255, 155 165, 0)

intensidade

intensidade  de azul

de verde

Esta curioso para saber a quantidade de tonalidades coloridas distintas que podem ser obtidas em um
pixel? Esse ndmero e superior a 16 milhdes! Entenda o porgué:

= O primeiro elemento da tripla RGEB, que da a intensidade de vermelho, pode assumir 256 valores distintos.

= 0 sequndo elemento da tripla RGB, que da a intensidade de verde, pode assumir 256 valores distintos.

= O terceiro elemento da tripla RGB, que da a intensidade de azul, pode assumir 256 valores distintos.

Assim, o nimero de tonalidades coloridas distintas em cada pixel &:

256 - 256 - 256

= 16777216

Fontes de pesquisac Malrin= & imagens digilan. Deponied em: <ol Lbetdmematrgmatro-himbmat b himi = Acssn e 10 mae 2006, Furdamenios de
procesarmen o dis imagem digital. Deponivel am: -<waaaic urscarmg by’ —opogimatenal-dd absoymoB 1 B9800 ursaftuss hibml = Aresss am: 10 mar 2016.
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Malrizes

[ igualdade de matrizes

Duas matrizes A e B de mesmo tipo m ¥ n sdo iguais se todos os seus
elementos correspondentes sao iguais, isto &, sendo A = (aj eB= [b ) ,
Am i on §sm X n

Dizemos que elementos

FE!T‘IDS que A = B se a, = b“, para todo i {i = 1, 2, ..., m) e para todo de mesmo indice (inha
l“ =1,2,...n). e coluna) sdo corres-
a 1 3 d pondentes.
Por exemplo, para que as matrizes A =( 2 b Je B= c -5 sEjam iguais,
a=3
devemaos ter: 1=d
2=c
b=-5

EXERCICIOS

17 Determine os ndmeros reais a, b, c e d para gue 21 Determine os ndmeros reais a, b, ¢, d, e e f que
al 2 b tornam verdadeira a igualdade:
4LJ_[L16} a+3 b+2 c+1] _
DJ 23
d 5-e 2f

se tenha [
18 Determine X, y e 2 reais gue satisfacam
% + ¥ 2 - 7 z
4 x—y z 1
; ) : . 0 -3
19 Em cada item determine, caso exista, o ndmero A=
real m que satisfaz a igualdade:

a](rn 1 0]_(3 2rn] B—[5 5]
1-m m 3 4 55

] 22 Uma matriz quadrada A & dita simétrica se A = A%

a) Entre as matrizes sequintes, quais sdo simétricas?

SEM T oS I
ppf2 - m 1[0 1 C_[:.enB_“ c053_n]
3 7 m 7 2 2
) . . 3 2y
20 Determine os ndmeros reais p e q de modo gue as b) Sabendo queamatriz| x —2 5 |&simétrica
_._(p*q 2)[6 2) 3 z 1
matrizes & sejam iguais.
0 2p-gq o3 gual & o valor de x + 2y — 27
\ J
[ Adicio de matrizes

As tabelas abaixo representam o nimere de unidades vendidas, em uma concessionaria, de dois vei-
culos 0 km, modelos A e B, de acordo com o tipo de combustivel, durante os dois primeiros meses de
determinado ano:

Janeiro Fevereiro
Combustivel ) Combustivel )
Flex | Gasolina | Alcool Flex | Gasolina | Alcool
Modelo Modelo
A 4453 1985 415 A 5893 2031 531
B 26493 1378 289 B 32 1597 402

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501
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76 CAPITULD 5

De que maneira podemos determinar as vendas de cada tipo de veiculo no
primeiro bimestre desse ano? Intuitivamente, sabemos que é preciso somar os

elementos correspondentes das tabelas anteriores. Usando matrizes, temos:

4453 1985 415 N 5893 2031 531| | 10346 4016 946
2693 1378 289 3412 1597 402] | 6105 2975 691

Assim, por exemplo, 4016 € 0 namero total de veiculos do modelo A, a
gasclina, vendidos no primeiro bimestre.
Dadas duas matrizes do mesmo fipo, A = (au)mx .eB= {b‘}m o 8 50ma de

A com B (representa-se por A + B) @ a matriz C = (€, .. emgue =3 - b',

Am X o

paral =i=mel =] =n.
Em outras palavras, a matriz soma € & do mesmo tipo que A e B e & tal que

cada um de seus elementos & a soma de elementos correspondentes de A e B.

3 2421 o o1 L 3 -5 2
15 37 2= z
13-4 -1 (-4 1 2

155 M b Vary

- e 3 21 7 5 1
z F, F, = = =
Resolva a equacao matricial A + X = B, sendo A [_1 47 :| eB [ 1 & 7|
Solucao:
Uma equacdo matricial & aguela em gue a incognita & uma matniz.

A matriz procurada € do tipo 2 X 3 e podemos representa-la por X = [ 3 b ‘;]
e

Termos:

Do conceito de igualdade, termos:
*3+a=7 =a=4 *24+b=5 =b=3 *1+ec=1=c=0
s ]l t+td=1=d=12 s —dt+te=6=e=10 «2+f=7=1=5

_{4 30
Lugu,)(-[2 10 5:|_
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Propriedades
Sendo A, B e € matrizes do mesmo tipo (m % n) e ﬂm wnd matrz nula, do
tipo m * n, valemn as sequintes propriedades para a adicdo de matrizes:
I. Comutativa: A+ B=B+ A
II. Associativa: (A +B)+ C=A+ (B+ O
III. Existéncia do elemento neutro: existe M tal que A + M = A, gqualguer
gue seja a matniz A__ .
Observe gue, nesse caso, M & a matriz nula do tipo m * n.

IV. Existéncia do oposto (ou simétrico): existe A'tal que A + A' = 0__

Para exempliticar, vejamos a demonstracao das propriedades II e IIL

= Para a propriedade II, dadas as matrizes A = {aij]m - B = [bij)m .-
C = ()« teMOS:

Malrizes

(A+B)+C=D=(d

A
A on

e A+(B+0O=E=(g)«.

Queremos mostrar que D = E.
Paratodoie {1, 2, .., m} e paratodoj € {1, 2, ., n}, temos:
c:III = [a“ - b“) - -

Usando a propriedade associativa da adicdo de ndmeros reais, podemos

escrever:

dq: a, +|[:t:ij - <:|j}= e, e entdo, D =E, istoe, (A+B +C=A+(B+ 0O
= Para a propriedade ITI, como A + M = A, entaoa, + m, = a, = m, = 0,

para todo i e todo j. Assim M = 0 ou sgja, o elemento neutro da

adicdo & a matriz nula.

m X n'

[ Matriz oposta

Seja a matriz A = [:au}m ... Chama-se oposta de A a matriz representada
por —A , tal que A + {—A) = Gmxn, sendo ﬂmxna matrz nula do tipo m * n.

Observe que a matriz —A e obtida de A trocando-se o sinal de cada um de
seus elementos:

1

1
3 - -1 -3 —-= 1
= A= 3 :entdo, —A = 3 .
-2 4 0 2 -4 0
cr-| 7T Al s _p_| -7 4
B= [DJS 5 ], entao, —B [_‘15 _5]

) subtracio de matrizes

Dadas duas matrizes do mesmo tipo A = (a,), .., e B = (b}, .., chama-se
diferenca entre A e B (representa-se por A — B) a matriz soma de A com a
oposta de B, isto &:

A—B=A+(-B)

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501

&mts:m‘m:

Mote que, se B .[b")m“
& a oposta de

A [aljmxﬂcntéo

b.. a, para todo
ie{1,2, ..., m}e
jie{1,2 ..., nk

.

-

SeBéopostade A, A | BE=0e
dal concluimos que, para todoi e
todo j, al b
it &, a,

b ER

B.. -:m ainda,
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78 CAPITULD 5

Observe os exemplos a seguir:

2 5 -2 3 2 57 2 -3 4 2
-1 6 |—|2 5|=|-16|t|-2-5[=|-3 1
4 -2 3 =1 4 —-2) -3 1 1T -1

_[u 1]_[1 —1]={n 1)+[—1 1“\,:[—12]
-3 2) \-25) \-3 2/7{2-5 \-1-3

® ' EXERCICIO RESOLVIDO

1 0 2
3 Resolvaaequacdo X —A+B=CsendoA=| 3 |[B=| 4 |eC=|-2]
2 -5 3
Solucao:
12 modo: m
A matriz X procurada € do tipo 3 X 1, e a representaremos por X =| 0
p
Temos:
m 1 0 2 m— 1 2 m—1=2 =m=3 3
X-A+B=C=|n|-|3 |[+| 4 |=|-2|=|n+1|=|-2|2{n+1="22n="3ox=|-3
P -2/ \-5 3 p—3 3 p-3=3 =p=6 6
22 modo:

Recorrendo as propriedades da adico de matrizes, podemos “isolar” a matriz X procedendo da mesma
forma se X, A, B e C fossemn numeros reais. Obtemos:

X=C—B+A
Assim:
2 0 1 3
X=|=2|-|4|*| 3 [=X=|"3 Use propriedades da adicdo de matrizes para
3 —5 - - obter outra solucae para o exerddo resohado 2.

51] [321] 4 30
6 71 L-1-412 2105

ATK-B=X—E A f

23 Efetue: 24 S-Ejamasmalrizrﬂ.;ﬁ.—{allwu,emqueaq—2i joe
a}(S ?} { [E 82} B= (b)y.memqgueb, =i+j SeaC=A+B,
94 emquec, = a, 1 bl.
0 -1 117 a) Obtenha os valores dos elementos c.ec,.
b)|2 5 |+| 0 2 b) Obtenha a férmula que fornece o valor de um
41
34 elemento genérico ¢, em funcdo deiej.
{1 5 04 6 6 87
) { N } ( ) 25 Resolva as sequintes equactes matriciais:
11 1] Jo 1 2][a 11 431 (=0
diz 3 4 11 340 3 -2 ayx+| 11 |=[23
1 -2-5 3 27 2 1 3 20 78
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(32

c) 2 | 2

0 2 3

26 As tabelas a seguir indicam o ndmero de faltas de
trés alunos (A, B e C) em dnco disdplinas (Portugués,
Matematica, Biologia, Histona e Fisica, representadas
por suas iniciais), nos meses de margo e abril.

Margo
P M B H F
Aluno A 2 1 0 2
Aluno B 1 0 2 1 1
Aluno C 5 4 2 z z
Abril
P M B H F
Aluno A 1 2 ] 1 3
Aluno B 0 1 1 3 1
Aluno C 3 1 3 z 3

Malrizes

a) Qual é a matriz gue representa o nimero de
faltas desses alunos no primeire bimestre em
cada disciplina?

b) No primeiro bimestre, qual aluno teve o maior
nimero de faltas em Portugués? E em Mate-
matica? E em Historia?

27 Uma matriz quadrada A & dita antissimétrica se
A=A

5

a) A matriz [ 0 EI') & antissimétrica? E a matriz

e }
1 0 ;
0 1

b) Existe algum wvalor real de m para o qual a
mairiz[ 0 m]é antissimétrica? Determine-o,

se existir.
28 Determine a matriz X, tal que (X + A) = B, sendo:

4 2
1 -24
A=|-1 0 EB—|: :|
[5 :I 5 6 0

1

3 Multiplicacdo de um nimero real

por uma matriz

Seja a matriz A = (a,}, .., @ k um ndmero real.
, Em que bII =k- a para todo

triz A (indica-se: k - A) € a matriz B = (bljjm .
ie{1,2, .., m}eparatodoje{1,2, .., n}

Isso significa que B € obtida de A multiplicando
mentos de A.

Observe os exemplos a seguir:

-seA=(2 4 7) entio3-a=(61221)

. (2 3
= Se A= 4 :|Ent.§u—-f\= 1
L10 1 J 2 15>
"(—1 4 2 3
= Se A= 1 , entao {(—2) A=[
—1
— -30
| 2
Propriedades

Sejam k e € ndmeros reais e A e B matrizes do
guintes propriedades:
Lk-(€-A)=1(k-{)-A
I k-(A+B=k-A+k-B

I (k + £}

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501

IV. 1-A=

O produto de k pela ma-

-se por k cada um dos ele-

mesmo tipo. Valem as se-

A=k-A+£-A
A
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CAPITULD 5

Atitulo de exemplo, vamos provar a propriedade IL. As demais sao analogas.
Dadas as matrizes A = (aij}m ..eB= (bu)mx . esendo k € R, temos:

k- {h - B'} =C= [:cij]mxn'. k-A=D-= l::dijjmxn ek-B=E= {Eu)rnxn

Vamos mostrarque C = D + E.

Paratodoie {1, 2, ..., m} etodo | € {1, 2, ..., n}, temos que:

G~ k- (aij + b..]

Usando a propriedade distributiva da multiplicacdo em relacdo a adicao,

para nameros reais, obtemos:
¢ =k-a+k-b,=d +e
Dai, podemos concluirque C=D + E, istoé: k-{(A+Bl=k-A+k-B

-

EXERCICIOS
29 I:);:lvz.i;:mr1'|.':11ri.z.l'fk—[‘| 2 3J,ubienhaa5rnatriza: L2 43
L=
351 32 Dadas as matrizes A = f 2 , B [I2J
1 —_
a)4-A b“;"& c) —2-A 2 0
0 3
24 3 7 C= 1 , determine a matriz X que verifica a
30 sgamasmatrizes A=| 1 5 |[eB=|-1 & 5 0
o7
708 equagdo 2A + B =X+ 2C.
Determine as seguintes matrizes:
a)3A+ B b) A — 3B g 2-A+3-8

33 Determine a matriz X que satisfaz a equacio:

31 Resolva a equacdo matricial:

72 1), .41 03
6 43 8 125

2-X+ A=8,

les=[ 24 5]

4
1

= QU]
L b

sendo & —[

3 Multiplicacdo de matrizes

A tabela abaixo representa as notas obtidas em um curso de espanhaol pelos

alunos X, ¥ e £, em cada bimestre do ano letivo.

12 bimestre 22 bimestre | 3% bimestre | 4% bimestre
Aluno X 7 8 [ 8
Aluno Y 4 5 5 7
Aluno Z 2 7 9 10

Para calcular a nota final do ano, o professor deve fazer uma média ponde-
rada usando como pesos, respectivamente, 1, 2, 3 e 4. Assim, a media de cada
aluno sera determinada pela formula:

{nDTa1_hm . 1} + {nmaz_hm . 2] + {nutaj_hm . 3} + {nmad.hm : 4]
1+2+3+4

que equivale a fazer:
(nDtaw bm, - 0,1) + (nOta, G,Z) + (nota,.. - 0,3) + (nota,,,, - Dr‘i}
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Malrizes B’]

Podemos representar a tabela das notas bimestrais pela matriz:

7 8 6 8
A=|4 5 5 7
8 7 910

Vamos representar 0s pesos dos bimestres (expressos na forma decimal, em relacdo a soma dos pesos)
pela matriz:

0,1
5102
0.3
0.4

Vamos calcular as médias de cada aluno:

=aluno X:(7-0,1)+i8-02)+1{6-03)+(8-04)=73
=aluno¥: (4-01)+(5-02)+{5-03)+(7-04)=157
saluno Z:(8-01)+{(7-0,2)+9-03)+(10-04) =89

Essas medias podem ser registradas em uma matriz C, que € o produto da matriz A (notas) pela matriz
B (pesos):
7 8 6 8 7.3
C=(4 5 5 7| =157
8.9

8 7 910
A ideia utilizada para obter a matriz € sera usada agora para definirmos matematicamente a multipli-
cacdo de matrizes.

A

r

"

Lo e e e

2
4

"

Dadas as matrizes A = (a eB= {bjk]n xpt chama-se produto de A por B, e se indica por A - B,

y
ifmxn
a matriz C = (C.k}me- emquec, =a, - h“c +a,- b‘,_k +a,- bn +a,- bdk + ... +a, - bnk; para todo
ie{1,2, .. mletodoke {1, 2, ..., p}

Acompanhe o procedimento gue devemos seguir para obter o elemento ¢, da matriz C:

18} Tomamos ordenadamente os n elementos da linha i1 da matriz A: a.a,..a_.(

28) Tomamos ordenadamente os n elementos da coluna k da matriz B: b, b,,. ... b . 2

38) Multiplicamos o 12 elemento de (1 pelo 12 elemento de (2, 0 22 elemento de (1 pelo 28 elemento
de (2, e assim sucessivamente.

48) Somamos os produtos obtidos.

Assim:

c,=a -b,+a,-b,+...+a -b

OBSERVACOES (7]

= A definicao garante a existéncia do produte A - B se o nimero de colunas de A é igual ao nimero de linhas de B.

= A matriz produto C = A « B € uma matriz cujo nimero de linhas € igual ao nimero de linhas de A e o ndmero de
colunas & igual ac ndmero de colunas de B. Observemos o esquema abaixo:

‘ﬂhﬁxm'Blnxnl C-:mn-cp:l

[—
garanle a existéncia
do produto

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501 83/420



15/11/2019 https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501

82 CAPITULD 5
~—| EXEMPLO 2 }
2 3 1 12
Dadas as matrizes A = [_1 0 2 ] eB=| 0 5 |, vamos determinar, se existirem, A - BeB - A.
41

= ComoAedotipop2 ¥ 3eBeéedotipo3 % 2, sequeque C=A - Bexsteeedotipo 2 x 2.

C
i 1 2
Escrevendo os elementos de € em sua forma genérica, temos C = {c ' c1 ] i
3 R L R

Da definicao, temos:
= ¢, (linha1deAecolunaldeB)c,=2-1+3-0+1-4=6

2 3 1 1
0
4

=¢,llinha1deAecoluna2deB)c,=2-(-2)+3-5+1-1=12

24 3 1 =2
5
1

-c, (linha2deAecolunaldeB)c, =(-1)-1+0-0+2-4=7
=N O 2 1

= ¢,llinhazdeAecoluna2deB)c,=(-1)-(-2)+0-5+2-1=4

6 12
L C= .
ogo, [? 4)

=« ComoBedotipp3 ®x2eAédotipo2 X 3, sequeque D = B - A existe e & do tipo 3 x 3.
f1 =2 d,, d; d,
- | 2 31
f'-.55|m, D= 05 J N [_1 0 2] = d21 dzi‘ dzEJ.
1\4 1 d31 daz da:

Aplicando a definicdo, obtemaos:
-d (linhaldeBecolunaldeA)d, =1-2+(-2)-(-1)=4

1 -2 2
—1
=d,(linhaldeBecoluna2deA)d,=1-3+(-2)-0=3
1 -2 3
0
-d_(linhaldeBecoluna3deA):d, =1-1+(-2)-2=-3
il -2 1
2
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Malrizes

+d, (linha2deBecolunaldeA)d, =0-2+5-(-1)=-5

0 5 2
=i

+d,, (linha2deBecoluna2deA):d,,=0-3+5-0=0
0 5 3

0

-d, (linha2deBecoluna3deA)d,_ =0-1+5-2=10
0 5 1

2

-d,, (linha3 deBecoluna 1deA):d,,=4-2+1-(=-1)=7
4 1 2

+d,,(inha3deBecoluna2deA):d,,=4-3+1-0=12
4 1 3

+d,,(linha3deBecoluna3deA):d,;=4-1+1-2=6

4 1 1
2
4 3 -3
LDgD,D=[_5 0 10
7 12 6

Observe, neste exemplo, que C=A-Béuma matriz2 x 2e D = B - A euma matriz 3 x 3.

~—| EXEMPLO 3

0 5
Como A e dotipo 2 ¥ 2 e B tambem, concluimos que existem A - Be B - A, pois:

Dadas as matrizes & = |: 1 2} eB= [1 3 } vamos determinar, se existirem, A-BeB - A.
12

ﬁ“f_-E’-“ »A-Bédotipo2 x 2 - :

B,.,-A,,,=B-Aedotipo2 x2 ) ‘
E— E sempre possivel
Temos: multiplicar duas ma-
trizes quadradas de
. 7
Ao 127.T1-37_[en < mesma ordem? O que
- e e se pode afirmar em
2 S5 12 a relacio ao tipo da
i 7
s, =(-D1+2-1=1 cc,=(-1)-(-3)+2-2=7 kmatnznmduto.
. =0-14+5-1=5 - =D'{—3}+5'2=1ﬂ Sim; qualquer que seja a crdem n dessas
21 23 matrizes, temos:
{n % nl{n X n)
iguais
p 1 7 A matriz produto tambEm & quadrada de
DElI, A-B= [5 10:[ orderm .
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24 CAPITULD 5
1-3 12]_1|d,4d
B-A= R = | 1 Tz
[1 2:| [u 5:| Lin duJ
sdy,=1-(-1)+(=-3)-0=—1 =d,=1-2+(-3})-5=-13
«d,=1-(-1)+2-0=-1 »d,=1-2+2-5=12
Dai,B-A=[‘ 13}
112
Observe, neste exemplo, que A -B # B - A
b 4
® ' EXERCICIOS RESOLVIDOS
4 SEjamasmalriz&Arf:an)E“, emquea =i—jeB =(I:|jk)_{ku,Em queb, =j+kSendoC=A-B=

= (€ )sxw gual é o valor do elemento ¢, ?

Solucao:

0 elemento ¢, da matriz produto C sera obtido multiplicando-se ordenadamente os elementos da linha 3
de A e os da coluna 5 de B e, em seguida, somando os produtos obtidos.

Dessa forma, usamos a “regra de formacao” dos elementos de A e B para determinar apenas as filas pro-

curadas:
b, . .. B
A=|dy 8y 4y (= 210 ;B=] - b, - =[- 7
B3 e Ixs

Assim,c, =2-6+1-7+0-8=19.

& 7 4
5 Resolva a equacdo matricial A - X = B, sendo A = [2 3] eB= (J

Solucao:
Precisarmos, inicialmente, determinar o tipo da matriz X.
Temos:
A - X = B
1 1 1
(2x2) (n = p) (2 x1)
Devemos ter:

= n = 2, para garantir a existénda do produto;
= p = 1, pois o namero de colunas de X € igual ao ndmero de colunas de B.

-
o (09

Efetuando a multiplicacdo, obtemos:

5r+ 7s 4 =
= donde resulta o sistema s 4 ccujasolucioér=5es = —3.
2r + 3s 1 2r+3s=1

Assi (>
im, X = 3}
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Malrizes 85
EXERCICIOS
34 Determine, se existirem, os produtos: 2
_ 3-
a|l2}./2 3 f 5 {:6 : B}
|3 4 21
_ 4 1
1 -2].[-23 2 -1 91( J[ ]
b
) ER- i| |: 10 0 4_' 3 0
_ 1 2 1 2 1 3 01
g2 } 1-4 hio 3 1[4 11
L0 3112 a 5 -2 2 )41 20
[3 4 1 2 35 Sejam as matrizes:
L7 8 1 4 A=] 2 {],B—[i :]ec—(41]
_ 14
5 0 : .
1 3 2 Determine, se existir:
e) 1 1 1 5 a) A-B ) A-C e) B A
L2 2 b)B-A d) B - C
%, A
[ Matriz identidade

Seja A uma matriz quadrada de ordem n.

A ¢ denominada matriz identidade de ordem n (indica-se por | } se os
elementos de sua diagonal principal sdo todos iguais a 1, e os demais elementos
sao iguais a zero. Assim:

-, = ['1} ?] & a matriz identidade de ordem 2.

100)
=1,=]0 1 0 |eamatriz identidade de ordem 3.

0o 1)
1 0 0
o 1 y . .
.= * | & a matriz identidade de ordem n.
: -0
o o

b Propriedades

Vamos observar, por meio de exemplos, algumas propriedades relativas a
multiplicacdo de matrizes envolvendo a matriz identidade.

I. A & uma matriz quadrada de ordem n. 3 -1 2] [1 L 2]
‘L=lo 5 al-|lo 1 o|-|o 5 4]|-B -
o [2 =1 321 lo o 1] ka2 _
-Se]aﬁ—[d } 10 0][3 1 2] 3 z‘ seja B [ 3
LrB—=|0 1 of|0 5 4|-[o 5 4|-8
e e B O B O v O el O e e Verifique que B -1, = B
T R P PR B et

3

ea- s 86 51-B 3
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26 CAPITULD 5

Com m # n:

mxn'

II. A nao & uma matriz quadrada, isto &, A

. 2 1-3
*SejaA= |4 5_22><:'Tem05:

Note que A - |, nao existe.

Note que |, - A nao existe.

4 5
'SEjEIB-=[3 1:| .
—2 0 Jax2

Note que B - |, ndo existe.

MNote que |, - B nao existe.

Em geral, pode-se dizer que:

- Se A e quadrada de ordem n, temos: A - | =1 - A=A,
= Se A= |:a..

u:lmxn,cummaﬁ n,temos: | -A=AeA-| =A

Propriedades da multiplicacao de matrizes

Supondo que as matrizes A, B e € sejam de tipos tais que as operacoes abaixo possam ser realizadas,
valem as seguintes propriedades para a multiplicacac de matrizes:

I Associativa: (A-B)-C=A-(B-0
II. Distributiva a direita em relacdo a adicao: (A +B) - C=A-C+B-C
III. Distributiva a esquerda em relagao a adicao: C-{(A+B) =C-A+C-B

Observe a validade das propriedades I e II nos exemplos a seguir.

8'\

} e II"4 0 -4 5 1 11

'PerrIEdadEI.SEJEImﬂ=k3 1 B=| 41 p —3]eC~= ot
—16 20 4
""B_[—B 15 5}

8
e _[-18 20 ) [17]_(e8
A-B)-C [—13 15 s] [_5] [25]

e (e) - me0-(3.0) G- (3)
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Malrizes 8?

8
3-14), (0 2 B ‘ PENSE NISTO:
|, B= el = .
57 2 1
. 15
8\ Considere A [3 4],
11]=[—45] & 5 [9 2:|e
—ﬁ}, 21 o8
2 8 ) 4 5
_=3—1.:1_.|.|=—11._=D—22_.|.|=r’—34J C=f 7 1 |e
Aec [5 7 2] [_5] (105} oc (1 -4 8] |_g] \-84 vos

verifique que C- (A + B)

= Propriedade II: Sejam A = [

3-36

3-36
6 31J >m+ayc=& 31&'

n+a=[

34 45 C-A+C-B.
_ — - . -
ﬂ-C+B-C={ HJ+( J={211quecnincidemm * .
105 —84 A1 B [1‘; 132]=4C-11".|B'|'
Ao estudar as propriedades da multiplicacao de matrizes, & importante _ [ ?“ 10 3] l‘é}f‘ :g
o 213120 | g

observar que:

45 -1 D
A multiplicagdo de matrizes nao & comutativa, isto e, emgeral, A-B+B-A. < & I I_'3 i] l—dﬁ 389]
45 36 48
{ - o2 |2 _.]
Sejamr’\=[_$ E)EB=|_E|] %] vamos determinar A - Be B - A -t [; .1?. l” 8 ﬁnj B
: 19 07 [-36 48
2 3 01 -3 8 C-ALC-B=[ 4 33[1|63 -6
R e P T
67 33
& 2

B A — 01]_2 3)_(-15
1wy §=2 -12)1-15 -4 7
Existern casos em gue apenas uma das multiplicacGes pode ser feita. Por
exemnplo, se Aedotipo 2 X 3 eB edo tipo 3 x 4, entao:
3(A-B)eédotipo 2 x 4;
A (B - A), pois o nimero de colunas de B & 4 e o nimero de linhas de A é 2.
SeA-BebB-AexstemeA-B=B-A, dizemos que A e B comutam.
Acompanhe o exemplo a sequir.

7 3 —1 —3]
= =1
A [5—4]EB -5 2
2 3) (13 _(-17 0
hoE _[5 —1]'(—5 2]_1 0 —1?]
(-1-3Y (2 3Y 17 0
¢ “‘[—52] & —J_L 0 —17
Também & importante observar, ao estudar as propriedades da multiplicacao
de matrizes, que:
Nao vale a propriedade do anulamento do produto na multiplicacao de matrizes.
A conhecida propriedade a-b=0=a=0o0u b =0, vidlidaparaaeb
reais, nao & valida para matrizes. Isso significa que & possivel que o produto

entre duas matrizes seja a matriz nula sem que nenhuma das matrizes seja nula.
Observe:

O R CL R P VS R B B )
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25 CAPITULD 5

® ' EXERCICIO RESOLVIDO

6 Determine os valores reais de x e y de modo que as matrizes A = ( 2 0 ]e B= [i fJ comutern.
-3 4

Solucao:
Devemoster A -B =B - A

2 0% (3« 6 2%
A'B‘[—g 4J'[y1)_[—9+4y —3;+4J
{3 x 2 0} _[6—3x 4x
B"”“[yl)'[—a 4)‘[2;—3 4}
BE=6—3x =x=0D

6 2% _ 5—3:{4}{: Ix = dx =x=10 . .
“9+dy -3 +4){2y-3 4 94+ 4y=2y-3=3y=3 x=0ey=3

—3x +4=4 =x=0

EXERCICIOS

= = "

120 2
36 Sejam asmatrizes A= 1 2 |eB= 9 |

201 J 3
SeC = (cl.)_* ., & a maliiz produto A - B, determine, se existirem, os elementos:
a) c,, b) ¢, c) .

37 Sejam as matrizes A = {au)ws, emque a = i+jeB= (b

JL}J a4t

em gue blk =2j— kSendo C= {ck]bm‘a
matriz produto A - B, determine o elemento €,

22y (4) (-2
Determine x e y reais, a fim de que: [F 3} [ 5] L I}

39 Seja A uma matriz quadrada de ordem n; definimos A7 = A - A Assim, determine A7 nos seguintes

CASDE:
120 1 02
a}A—[34I bya=|0 3 4
/ 5 60
40 Generalizando a definicdo dada no exercicio anterior, temos:
Sen € M* e A é uma matriz quadrada, definimos A" = A - A - - A
[
11 n fatores
Sendo A = [ 0 1], determine:
a) A7 b) &7 c) A d) A e) A

M1 sabendo que A = |: 24 m,l_l eAf = |: 2120 - ;I 54], determing o valor de m.
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Malrizes

42 A tabels abaixo mostra as notas obtidas pelos alunos A B & C nas provas de Portugués, Mateméatica e
conhecimentos gerais em um exame vestibular.

Portugués Matematica Conhecimentos gerais
A E [ 7
T 9 3 2
C 7 8 10

Se o5 pesos das provas sdo 7 (em Portugués), 6 (em Matematica) e 5 {em conhedmentos gerais), qual a
multiplicacdo de matrizes que permite determinar a pontuacaoe final de cada aluno? Determine a pontuacao

de cada um.

43 Resolva a equacio matricial X - [2 !

73

] - (g 2?]'

44 Ma festa junina organizada pelos alunos do Ensino Médio de umn colégio, o sanduiche de “carne louca”™ e o hot
doyg (cachorro-quente) eram vendidos em trés barracas I, IT e Il espalhadas pelo colégio. Na tabela seguinte esta
representada a quantidade de cada sanduiche vendida por barraca em certa noite; excecao feita a um campo

cujo valor se perdeu.

Barr_.;c-:__q—_____":jiljfu_ﬁ“:re Hot dog “Came louca”
1 22 18
i 36 27
- ? 28

Sabendo que os precos unitirios do hot dog e da "came louca” eram RS 4,50 e R$ 6,00, respectivamente,
e que a soma dos valores arrecadados nas trés barracas foi RS 777,00 naguela noite:

a) determine o valor desconhecido da tabela.

b) represente, por meio de uma multiplicacdo de matrizes, os valores arrecadados em cada uma das barracas.

2 S'I

45 Sejam A = 3 T eB —|: _;2} Sabendo que A- B =0, ,, determine os valores dex e y.
¥
410

. - _ 0 x 120
46 Determine X e ¥ reais a fim de que as matrizes v 3J%-1 5 | comutem.
. 2 )

47 D& exemplos de matrizes quadradas de ordem 2 gue comutam com a matriz |: Ol '13;|

48 Um laboratdno fabrica um antidcido efervescente em duas versies: tradicional (T) e especial (E). Na tabela
seguinte, temos a composicdo de envelopes de 5 g, nas duas versoes:

;ﬁ-i'“"'mxx_m Versio T .
omponents --\-\---\""‘-u\__\_\_\_
Bicarbonato de sodio 23g 259
Carbonato de sodio 059 059
Acido citrico 22qg 2g
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a0 CAPITULD 5

a) Em um certo més foram fabricados 6000 envelopes na versao T e 4000 envelopes na versdo E.
Caleule, em guilogramas, a quantidade necessaria de cada componente para a fabricacdo dessas
10000 unidades.

b) Represente, por meio de multiplicacio de matrizes, os valores encontrados no itemn a.

¢) Em um outro més foram produzidos 15000 envelopes do antidcido. Caleule a guantidade produzida de
cada versdo, sabendo que o consumo total de bicarbonato de sodio foi de 35,6 kg.

49 Resolva as seguintes equactes matriciais:

o))
o5 8 * (o)

@ 50 Uma dona de casa registrou, na tabela seguinte, as quantidades (em gramas) de frutas compradas em duas
semanas consecutivas, em um mesmo supermercado:

Fruta - . -
m Banana | Maca | Laranja | Mamao

12 semana 2700 2430 3450 4155

24 semana 1840 3120 3390 3700

Os pregos do quilegrama (kg) da banana, maca, laranja e mamao, em vigor nesse perfodo, eram respectivamente
R$ 2,35 R$ 3,40, R$ 1,70 e RS 2,60.

Determine, a partir do calcule de um produto de matrizes, a quantia, em reais, gasta pela dona de casa,
em cada semana.

51 Na matriz A, a seguir, estio representadas as quantidades de cilcio e magnésio, em miligramas, encontradas
em 100 g de algumas verduras:

Couve-
-manteiga Couve-flor Espinafre Acelga  Alface
refogada cozida cru crua  americana
177 16 98 43 14} +— Caldo
A=
26 5 82 10 6 +— Magnésio

Em um restaurante foram elaboradas trés receitas (1, 10, 1II) nas quais foram usadas porgdes de 100 g desses
alimentos. Na matriz B a seguir estao representadas as guantidades de porgoes:

Receital Receitall Receita Il

1 0 2 «— Couve-manteiga
0 1 1 «—  Couve-flor
B=| 1 2 1 « Espinafre
1 1 1 «— Acelga
| 2 3 3 «— Alface americana

a) Determine a matrizC = A - B.
b) Explique o significado do valor encontrado para o elemento ¢, da matriz C.

c) Expligue o significado do valor encontrado para o elemento ¢, da matriz €.
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91

Aplicaces

Computacao grafica e matrizes

As transformacdes geométricas no plano (ou
transformagdes 2D — duas dimensdes) sao muito
usadas pela computacao grafica para a construcao
de figuras e producao de imagens. Tais imagens
podem ser percebidas nos efeitos especiais utilizados
no cinema, na TV e nos sistemas multimidia em geral,
além de servir de ferramenta de auxilio em varias
areas da atividade humana.

As trés transformaces basicas sao: translacao,
rotacao e escala. Vamos estuda-las, relacionando-
-as com a teoria das matrizes e com a Trigonometria.

Representaremos um ponto qualguer P(x, y) de

FCTIONAGE PAOTD

4]

EVESE

uma figura pela matriz coluna P = [;] e o ponto
correspondente PY(x, y'), obtido pela transformacao,

xl
por P' = L"i|' Para cada transformacdo, vamos obter

- i . . L.
uma relacao entre P e P por meio de uma matriz O filme Guardites ds Galive apresenta personagens aiados por

(M) de transfurmaqéu. compulacio grifica, como o Grool.
Translagcao
A translacdo @ uma transformacido que desloca uma figura sem al- ¥

terar sua forma e suas dimensdes. Esse deslocamento pode ser vertical,
horizontal ou sequndo uma certa direcao.

Consideremos o triangulo ABC ao lado, o qual e transformado no
tridngulo A'B'C' por uma translacio horizontal.

Observe gque, nessa transformacao, a abscissa de cada ponto do
MABC é deslocada guatro unidades a direita, e a respectiva ordenada 0
nao sofre alteracdo.

- X % Ll 4 . )
emos, portanto: [}r = I'\'.'f' - D'* istoe, P=P+ M, sendo M = NE matriz dessa transformacao.
J

Suponha agora que o AABC fosse deslocado, na vertical, quatro unidades para baixo, como mostra a
figura seguinte:
v -
. ) %™  PENSE NISTO:
Observe, no AAB'C, obtido pela translacdo, que a orde-
nada de cada um de seus pontos e deslocada quatro unida- Qual & a matriz que

- - . - transforma o tnangulo
des para baixo e a respectiva abscissa nao sofre alteracao. - g
: de vértices A{1, 1),

] B(3, 1) e C(2, 4) no
1 . Assim, [ ] ( [ ]E, desse modo, P' = P + M, sendo tridngulo de vértices
A5, 6), BI7, 6) e

=t

a4t

0 0 Cie, 9)?
M= —L_ _4)?@ matriz dessa transformacao. \
FLAE B . Se Plx, y) & um ponto do tridn gula ABC & Pz, \.Ioum ponto do tridngulo AB'C, |"’"""-\.'.I'.~
A fxy  (xy  f4
=P (4 I,l:_\u*.:‘!ia.l_ : I | J | \
..5‘,' LY Ly 5 |
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Rotacao

Vamos considerar unicamente a rotagao ("giro”) de um ponto Px, y), em torno da origem
(0, 0), de um angulo de medida @ graus (0 = 0), tomado no sentido anti-horario.

¥
e Pl y)
] De acordo com o AOPQ, o ponto Plx, y) tem suas
coordenadas expressas por:
of X=1r-C0s0 T
......... .i.............. Pix, ¥l LSS L .
P sendo r = ¥x + y a medida do raio da circunferén-
= '_ cia de centro na origem, passando por P e P
) o al x

Ao girarmaos P de um dngulo de medida 6 {graus), ele se transforma no ponto P'. Da Trigonometria, obtemos
asformulassen(a +b) =sena-cosb+senb-cosaecos(a +b) =cosa- cosb — sen a- sen b, validas

para quaisquer a e b reais. De acordo com o AQPQ, temos:

. ms{a+ﬁ}=%=f= r-cos e+ 0) =r- (cosacos @ — sen osen 0) e, usando (1 e (2, escrevemos:

x‘=r-(lrcnsﬂ—%59nﬂ)= X=x-cosfB—y-send

. 5m(u+ﬂ}=%=>y’=r-sen{a+B}=r-{senqc059+sen9cnsa}e, usando (1 e (2, escrevemos:
¥ X
y‘=r*(Tm5ﬂ+senﬂ-T)=> y=y-cos8 +x-senf

Assim, escrevemos:
¥ cos@ —sen® X
[}a} “|sen® cosO |’ [lul'i|

ismé,P‘=M-EsenduM=[c“59 —sen &

con@ cos @ |3 Matrizde transformacao.

Observe a figura seguinte, em que o ponto P(x, y) é rotacionado em torno da origem, no sentido anti-

-horario, de 180°. Quais sio suas novas coordenadas?

Como 0 = 180°, temos:

cos 180° —sen 1807 -1 @

sen 180° cos 180°

. ; 3 -1 0 X
------ - Assim, P'=M-P=[X|= ]( ]=)t’=—xe = =
P ' (_v] [n -1 \y =
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Escala

Nessa transformacdo, ocorre uma modificacao no tamanho da figura (ampliacdo ou reducao), origi-
nando outra figura, semelhante ou ndo a primeira.

Na figura sequinte, o retdngulo ABCD é transformado no retdngulo A'B'C'D'. Cada ponto
{x, y) do retdngulo ABCD é transformado no ponto (¥, v) do retdngulo ABCD', com x' = 4 - x e
y' = 4 - y; observe que os retangulos ABCD e AB'C'D' sao semelhantes.

,IJI.
D C
"
T f> """""""""""" :
H
(] C L
L R |
LI A b i
2 A ; B A i B
o 1 2 3 4 B 12 x
' 4 07 =] . . 4 0 . -
Podemos escrever |, | = 04l Listoe, PP=M - P sendo M = 0 4 a matriz de transformacao.
As abscissas (e ordenadas) dos b LY
pontos M e M sao dadas pela média a mesma abscissa & a mesma ordenada

aritrmética das abscissas (e ordenadas)

das extremidades das diagonais. ‘ PENSE NISTO:

usando os pontos B e D)

Professor, essa propriedade pode 41 12
ser explorada do ponto de vista da A, O ':]cni' N=x,=—7F 8
Geometria Analitica (mesmo que = E = = - _0ra
esse contaddo ndo seja visto neste Em um retangLflu., as dlE_lgDHalS intersectam-se em , B ¥y 2 (pbiemos a mesma
volume). Observe que: seus pontos médios. Vieja os pontos M e M. Qual 83 | ,pecicsa e 2 mesma ordenada usanda s
Al1, 0) e O3, 1) = x,, = L relac3o entre suas abscissas (e ordenadas) e as abscis- | pontos Be D)

4 sas (e ordenadas) das extremidades das diagonais? Azsim, as coordenadas do ponto médio
-2ey, - 0+ -l{uhlemns de um segmento s30 dadas pela média

- aritrmética das coordenadas dos extremos
do segmento

Veja agora a transformacao abaixo: cada ponto (x, y) do retdngulo ABCD é transformado no ponto
(x', y) do retingulo AB'CD, comx' =4 -xey =3 -y

v i
o C

Jepmssmssasssssassmsnanmannmnn

|= b L
P
+—t—+t
I
[ T
T
o
oo
. [=
H H
' ]
' '
i i
[¥E e i
'
i
: i
K
'
'
\

ol b — oo

Observe, nesse caso, que os retdngulos ABCD e A'B'C'D' nao sao semelhantes.
T4 0] [=x] .. . o aa _|14 0 : -
Temos: [}":| = [D 3] [y]‘ istoe, PP=M-P sendo M = [[} 3] a matriz de transformacao.

Fonte de pesquisa: BOLDRINI, José L, COSTA, Susk | Redsigues, FIGUEIREDD, Viera Licia & WETZLER, Hendy G Algelva knear. 3 ed. S50 Paulo: Harbia, 1086
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a4 CAPITULD 5

I Matriz inversa

Seja A uma matriz quadrada de ordem n. A matriz A é dita inversivel (ou invertivel) se existe uma matriz
B (quadrada de ordem n), tal que:

A-B=B-A=1I

Lembre que | representa a matriz identidade de ordem n.
Messe caso, B é dita inversa de A e ¢ indicada por A7,

~—{ exemrLo 8 )

Ainversa de A = {5 BJé AP =[ 3 _;] pois:

- y |
Para verificar se uma matriz quadrada & ou ndo invertivel e, em caso afirmativo, determinar sua inversa,

apresentaremaos, a seguir, um processo baseado na definicao de matriz inversa e na resolucao de sisternas.
Vamos trabalhar com matrizes 2 % 2.

~—{ ExempLO B )

3 2
Vamaos verificar se existe a inversa de A = (5 4).

b1
Devemnos verificar se existe A~ = [2 d J talque A - A7 = |,

Ternos:
3 2}y {faby_[10 >3a+2c 3b+2dy_(1 0
5 4 c d 01 Sa+ 4c 5b+ 4d 01

Do conceito de igualdade de matrizes seguem os sistemnas:

T 1cu'asulucéioéa=2ec= _3
Ba+d4c=0" ] C >
3b+2d=0 . luGio &b = —1 d_3
Sh + 4d = 1+ “Wasolucane b = e ;
m = 2 ! 1 -

[ ! —_ -
Assim, A7 = . . ! [ : 3]_

2 2

ra

E facil verificar que a outra condicio, A~ - A = l,, esta satisfeita.

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501 96/420



15/11/2019

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/2414501

Malrizes

* Para que a matriz nula 0, _ , s8ja inversivel, devernos ter a, b, ¢ e d tais

tE ¥

que:
a by [0 O 10
EXEMPLO & (-: d) (ﬂ o) (ﬂ 1)
4 2i| Ora, & facil ver que, em qualquer posigao da matriz produto, sé

Vamos verificar se existe a inversa de X = [2 1 aparecerao elementos nulos ea igualdade nunca serd satisfeita. Logo, a
matriz nula 0, _, nao & inversivel.

ab
Devernos verificar se existe X' = [c d]’ talque X - X' = I

4 2lla b 10 da+ 2cdb+ 2d 10 da+ 2c=1 4b+2d =0
. = { ]= +» el
2 1llcd 01 da+c 2b+d 01 2a+ c=0 b+ d=1

. I: & inversivel:

. ‘1 0% fa By 1 0
Vamos resolver o sistema (1 [a 1J'(c .1) lo 1)

i donde obtemas:a = 1,b=0,c = Oed = 1.
da + 2c =1 Az + = 1 Assim, a inversa de I, & a prépria matriz |,
{23+c=0{—2) >{ Ao Src=0 (D
D=1

(Falso)

Amatriz nula 0, éin-
versivel? A matnz iden-
tidade L, & inversivel?

O sistema acima nao admite soluctes, pois nao existemn a e ¢ reais tais
queD-a+ 0-c= 1. Desse modo, ja podemos concluir que nao existe a
inversa de X (o sistema (2 também nao admite solucio. Verifique_).

(O processo apresentado nos exemplos anteriores pode ser aplicado a matrizes quadradas de ordem n,
n = 2. Vale lembrar, no entanto, que, para n = 3, o processo &, em geral, trabalhoso.

@ ' EXERCICIO RESOLVIDO

) Resolva a equacio matricial A - X = B, sendo A = [;53 ;]e B= ﬁ]
Solucao:
18 modo:
Para garantir a existéncia do produto A - X, X deve ser uma matriz 2 X 1, a saber X = [;} Veja a continu-

acao no exercicio resolvido 5, na pagina 84.

22 modo:

Supondo gue A seja invertivel, de A - X = B, temos: Poderiamos, mas nao seria possivel
“isolar” a matriz X

AV -(A-X)=AT-B  (multiplicamos, 4 esquerda, por A7) e L L

= A (AT =B A
) o o _ . mas nao podernos, neste ponto,
(A -A)-X=A"T-B (usamos a propriedade associativa da multiplicac3o) dentro dos parénteses, trocar a ordem
das duas matrizes, pois, em geral, nao
. . I tativa da multipli d
I-X=A7-B (usamos a definicio de matriz inversa) s S e

X=A"-B + (usamos a propriedade da matriz identidade)

Ma primeira passagem,

Assim, verifiguemos se A & invertivel: poderiamos ter mul-

23

tiplicado, a direita, os
aby_(10 - Sa+7c S5b+7dY_[1 0 dois membros por A'7
cdf (01 2a +3c 2b+3d) |01
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Qg CAPITULD 5

Seguem os sistemas:
{5@ +T7c=1
2a+3c=0

Eb+7d=0
— a—3er_——2e{2b+3d=1 = b=-TFed=5

Assim, conduimos que A é invertivel e A" = [_32 _5?}

-2 5

Logo, substituindo A-'eBem &, temos: X = A1 B = [3 _?] . [4] :(5]

EXERCICIOS
52 . 2 5 N . 35 58 Sendo A = X x : i’ d : .

Verifique se ;3 |gainversa de - ETOD 1 g pom=E £ I, determine os

valores de x para os gquais A + A™" = |, sendo 1,
53 Determine, se existir, a inversa da matriz [1 2} a matriz identidade de ordem 2.
-
89 seama=|- >les=[" %]
. . - 36 3 2 9 8§

B4 Determine, se existin, a matriz inversa de 24/

. ) B a) Determine A7,
55 Para que valor(es) real(is) de x a inversa da matriz ) Determine

b) Usando o resultado do item a, resolva a equa-
A—( 01 1)&;:1 propria matriz A? cdo A - X =B
b

88 <. : 32 0 1 102
Sejam as matrizes A = 1 eB = 3 4} 60 DetermineainversadamatrizX=|0 3 0 |
Determing: 201

a) A+ B b) A -B ) BT-A 21 1 -2
61 Dadasabmalrizrﬁﬁ.—[ : 3:|EB—|:D 1:|,de—
w H -t s ~ § r
Deierrn;m X @y reals sabendo q'f 3 Inversa de termine a matriz X (guadrada de ordem 2) tal que
[FE )éamalru[x 1J * 1 J (X-B)' = A

Uma matriz quadrada A se diz ortogonal se A & inversivel e A~" = A,
a) Determine os numeros reais x, y e Z de modo que a matriz B seja ortogonal.

1 0 0
B—lo 2 22
22
Xy z

b) Mostre que nao existem X e y reais de modo que a matriz C seja ortogonal.

_ﬁx
y 2

C
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Sistemas lineares

) Equacio linear

Augusto foi sacar R$ 90,00 em um caixa eletrénico que so dispunha
de cédulas de R$ 10,00 e de R$ 20,00. Como pode ser feita a distribuicao
das cédulas a fim de totalizar R$ 20,007

Vamos representar por:

LICA MARTISSOLRAR IMAGEM

- X 0 nimero de cédulas de R 10,00;
- y o nimero de cédulas de R$ 20,00.

Devemos determinar quais sao 0s possiveis valores de x e de y de
modo que: Caixa eletrdnico de banco em Sao Paulo.
10-x+20-y=90
A equacao obtida acima & um exemplo de equacao linear.

Equacdo linear nas incognitas x,, X,, ..., X_ & toda equacao do tipo:
. n .
ax +ax +...+ax =b
emquea, a, ..., a_e b sdo coeficientes reais.

Chamamos b de coeficiente (ou termo) independente da equacao.
Acompanhe alguns exemnplos de equacdes lineares:

X, — 2, + dx, = T s dy—2y+3z—-t=0
“dx—3y= -2 -ﬁ-x—2y+z=—%
sx+y+z=1 -%-x1=—3

Observe que uma equacao linear € uma equagdo do primeiro grau com uma
ou mais incognitas.

= Mote que, numa equacao linear, os expoentes de todas as incognitas s3o sempre iguais a 1. Dessa forma, nao repre-
sentam equacoes lineares:
% —w, =5 Ay =1 ¥y =0
* Uma equacio linear ndo apresenta termo misto (aguele gue contém o produto de duas ou mais incognitas). Dessa
forma, ndo representam equacdes lineares:
2o+, =5 x+y+aow=10 ¥+ yz 4

Solucao de uma equacao linear

Dizemos que a sequéncia de ndmeros reais (o, o, ..., o) € solucao da equa-
cdo ax, + ax, + ... + ax = bseasentenca a,cr, + a,o, + ... +ag = bfor
verdadeira, isto &, quando, na equacao dada, substituimos x, por o, x, por
o, ... X por o e, apos efetuarmos as operacoes indicadas, obtemos uma
sentenca verdadeira.
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CAPITULD &

Vejamos alguns casos:
« O par ordenado (2, —3) é solucdo da equacdo 4x — 5y = 23, pois, subs-
tituindo x por 2 e y por —3, obtemos:
4-2-5:-(—3)=8+15=23= 23 =123

l._ﬁ,_.-’
sentenca verdadeira

= Considere a situagdo do saque no caixa eletronico, apresentada na intro-
ducdo deste capitulo.
Vamos apresentar as solugoes da equacao 10x + 20y = 90, lembrando que

X e y devem ser numeros naturais.

Temnos as seguintes possibilidades:

X y
(Namero de cédulas de RS 10,00) | (Numero de cédulas de R$ 20,00)

1 4

3 3

5 2

7 1
Simn, basta observar que:

9 0 10 | 20y = 30 &
e 10 (x 1 2y) = 90 =
el 2y=-19

- - - Vale a pena comentar com os
Assim, os pares ordenados (1, 4), (3, 3), (5, 2), (7, 1), (9, 0) sdo soluches  eswdanies que, em uma equagan
linear, podemaos multiplicar ou

da Equagﬁu. dividir seus membros por um
. ; ~ . ndmero real ndo nulo de modo a
+ Aterna ou tripla ordenada (—1, —1, 2) ésolucaodaequacidon 2a — 3b + €= obter equagsies equivalentes, isto
— 3r pnisz . {_1} -3 (_-” +2=—-2+3+2=3 &, com mesmas solugbes.

Ja atripla (5, 4, 1) nao é solugao dessa equacdo, pois2 -5 -3 -4+ 1 =
=10-12+1=-1+3.

Observe que, ac representarmos a solucdo de uma equacao linear, cbede- As soluches da equacao
cemos a ordem alfabética de suas incognitas. Na equacao acima, quando linear 10x + 20y = 90

. . - 530 a5 mesmas solugies
dizemos que (—1, —1, 2) & uma solucao, subentende-se que a = —1,

b=-1ec=2 da equagio x + 2y = 97

® ' EXERCICIO RESOLVIDO

1 Obtenha trés solugdes da equacdo linear x — 3y = —2, em que X e y 530 NAmMeros reais.
Solucao:

Podemos escolher, arbitrariamente, um valor para uma das incognitas (por exemplo, x) e, a partir dai, de-
terminar o valor da outra incognita:

x=1=1-3y=-2=y=1=(1, 1) é solugdo.

Xx=0=0-3y= —Eﬂyréﬁ[ﬂ,i)ésclugéc.

x=7=7-3y=-2=y=3=(7, 3) ésolucio.

Dé um exemplo de uma
equacio linear que nac
possui solugao em B.

Como podemos escolher qualguer valor real para x e calcular o valor de y
correspondente obtendo a solucdo (x, y), concluimos gue essa equacdo
possui infinitas solugbes.
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EXERCICIOS

@ 1 Quais das equaches seguintes podem ser dassifi-

cadas como lineares?
a)a-b+2c=3
b]xii—-‘i

¥
dle L
da+b*+c=1
e) ab +ac+ bc= -2

flx—y=2
@ {x tyt+t2z=4
h)y -m-n=p+2

Verifigue se os pares ordenados abaixo sdo solu-
coes da equacdo linear 2x —y = 7.
a) 2, -3 b) (2, 7) c) (5 3)
Verifigue se as triplas ordenadas abaixo sdo solu-
coes da equacdo x + 2y + 4z = 1.

a) (-1, 3, -1} ¢ (1,1, 1)
b) (0, 4, 1) @ (0. 0, )
A equacado linear 3x — 2y + z = 1 admite como

solucao (1, —3, m). Qual & o valor de m?

Para um jantar beneficente foram vendidos con-

vites a RS 80,00 ou R$ 120,00 por pessoa. A

arrecadacio obtida com a venda dos convites foi

R$ 25200,00.

a) Escreva uma equacdo linear relacionando as
incdgnitas x (ndmero de convites de RS 80,00
vendidos) e y (ndmero de convites de R$ 120,00
vendidos) com a arrecadacao obtida com a
venda dos convites.

Sistemnas lingares

b) E possivel gue o ndmero de convites vendidos
por R$ 80,00 tenha sido 457 E 657

ok possivel que o numero de convites ven-
didos por R$ 120,00 tenha sido o triplo do
nidmero de convites vendidos por R$ 80,007
E a metade?

Determine m real, de modo que o par {m, 2Zm + 1)
seja solucdo da equacdo 3x — 11y = 4.

Determine duas solugoes de cada uma das equa-
¢oes seguintes:

a) 4x, + 3x,= -5
byx+y—-z=0

) x+y=2
d,'lx_IFEx?}Exs—IE

Cintia term de pagar uma compra de RS 35,00 e
st dispoe de moedas de R$ 1,00 e de notas de
R$ 5,00. De guantos modos distintos poderd fazer
0 pagamento?

Considerande o problema anterior, determine o
nimero de maneiras distintas de se fazer o paga-
mento, supondo gue Cintia disponha apenas de:
a) moedas de R$ 1,00 e notas de RS 2,00;

b) notas de RE 2,00, notas de RS 5,00 e notas de
R% 10,00.

Uma equacdoe linear com duas incognitas apre-

senta os pares ordenados (1, 1) e (—2, —3) como

algurnas de suas solugdes.

a) Esueva uma equacdo linear gue satisfaca tais
condighes.

b) Obtenha mais trés solugbes dessa eguacdo.

) sistemas lineares 2 x 2

Tina passeava pelo calcadao da praia quando avistou um quiosque que vendia
sanduiches e agua de coco. Em um cartaz havia as seguintes sugestoes de pedidos:

3 aguas de coco +
+ 2 sanduiches .

¥
l — R$ 1?,&” o
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2 4guasde coco+
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Tina ficou interessada em saber o preco unitario do sanduiche e da agua de
coco. Estudante aplicada, representou por x e y os precos unitarios da agua
de coco e do sanduiche, respectivamente, obtendo as seguintes equacoes:

3x+ 2y= 30
2x+ y= 17

O conjunto dessas duas equacies lineares & exemplo de um sistema linear
de duas equacoes e duas incognitas.

Um sistema linear 2 X 2, nas incognitas x e y, € um conjunto de duas
equagoes lineares em que X e y sao as incognitas de cada uma dessas equacgdes.

Retomando o problema de Tina, para resolvé-lo, ela utilizara o método da
adicdo, ja estudado no Ensino Fundamental. Esse método consiste em adicionar,
convenientemnente, as duas equacdes, a fim de que se obtenha uma equacao
COMm apenas uma incognita.

Temos o seguinte sistema:

3x+ 2y = 30
2x+ y=17

Se multiplicarmos a sequnda equacio por —2 e a adicionarmaos a primeira,
eliminaremaos a incognita y, de modo que a equacao obtida somente apresen-
tara a incognita x.

3x+2y= 30 -, 3x+.2§= 30
—dx—2y=—34 —4x — 29= —34

—X = —d=x=4

Professor, caso considers
pertinente, & possivel relembrar
os métodos de comparagao e

. - de substituicao na resolugac de
Logo, a agua de coco custa 4 reais. cictemas 3 = 2

Vamaos lermbrar os dois métodos

Substituimos esse valor em gqualguer uma das equacdes anteriores: reslvends o sistama

3x+2y=30 = 3:4+2=30 = 2y=18 = y=9 {j‘::‘:’ “
Logo, o sanduiche custa 9 reais. Comparagic:

. . . 2y =30 3x ol y=17
Observe que x = 4 e y = 9 satisfazem simultaneamente as duas equactes: 0 3
¥

y=17 2z
{3-4+2-9=12+18=3D Dat 303 17 2
2:4+ 9=8+9=17 any g
Substituigao:
Assim, dizemos que o conjunto solucdo do sistema &: 5 = {(4, 9)}. Efrz Eu-;' ?,’3 by
Observe gue esse método utiliza duas propriedades conhecidas de uma = * '3 -30=x-dey-19
igualdade que envolve nimeros reais: ‘ PENSE NISTO:
= Multiplicando os dois membros de uma igualdade por um ndmero real
ndo nulo, a igualdade & mantida. Vocs se lembra dos

outros dois processos de
resolucio de sistemas

y . . 2 ¥ 2 — substituicao e
« Adicionando-se {ou subtraindo-se), membro a membro, duas igualdades, comparacio? Resoha 0

obtemos uma nova igualdade. sistema por meio de um

x=yezeR*=x-z=y-z

desses processos.
X=yeZ=wW=x+z=y+w J
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Interpretacao geomeétrica e classificacio

Além do processo algébrico, um sistema linear 2 x 2 pode ser resolvido
graficamente. Acompanhe as situacoes a sequir.

1. Voltemos ao exemplo de Tina.
30 — 3x
2

y=15— %x, que & a lei de uma funcao afim cujo grafico é a reta r repre-

sentada ao lado. Ja a equacao linear 2x + y = 17 equivaleay = —2x + 17,
que & a lei de uma funcao afim cujo grafico € a reta s.

A equacao linear 3x + 2y = 30 é equivalente a y = , Isto &,

As retas r e s intersectam-se unicamente no ponto P4, 9), isto &, o par

3x+ 2y= 30

ordenado (4, 9) & a dnica solucdo do sistema I+ y=17"

pois verifica,

simultaneamente, as duas equacdes.

Messe caso, dizemos que o sistema é possivel e determinado (S.RD.).

: : x—2y=>5
II. Sejao 5|5tema{2x_4y= 7

Resolvendo-o pelo metodo da adicao, temos:

x—2y=5-1-2 _, J-2k+ 4f =-10
2x—dy =7 - = 7

O0-x+0-y= —3

Observe que, guaisguer que sejam os valores de x e y, ¥ s
a equacaoc obtida nunca é satisfeita, pois seu primeiro y===3 y= "‘;5
membro sempre resultara nulo e 0 # —3. Assim, o sistema is ///

nac admite solucao. n/' T x
Graficamente, as funcdes afim dadas pelas leis y = X E z -1,75
<25

2x—7 . - L ~
ey ="z tém por graficos retas paralelas distintas, ,,/
como mostrado ao lado.

Como as retas sao paralelas distintas, nao ha ponto de intersecao. Assim,
0 sistemna nao admite solucao.
Messe caso, dizemos que o sistema @ impossivel e indicamos por .1 Seu
conjunto solugdo e 5 = (. _

x+ y=1

Ix+ 2y = 2° usando o método

III. Ao resolvermos algebricamente o sistema{
da adicao, obtemos:

0{oud=20)

—_—
[
>
+ +
P
]
([
[ —

B
F i
-m
[

=)
£
+

[
=z
Il

Observe a 29 equacdo: 2x + 2y = 2. Dividindo seus dois membros por 2,
obtemosx + y = 1, ou sgja, a 12 equacao. Desse modoe, o sistema proposto
se reduz a equacao x + y = 1, que possui infinitas soluces, por exemplo:

. _ 31
0. 1): 2. —1): (1. 0): 44}{ 5. 6) etc.

Expressando-se y em funcdo de x, obtemosy = 1 — x e, deste modo, todo
par ordenado da forma (x, 1 — x), em que x € R, & solucdo do sistema e
escrevemos: 5= {{x, 1 —x); x € B} 11

Messe caso, dizemos que o sistema é possivel e indeterminado (5.P.1.).
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Poderiamos também expressar x em funcao de y. De x + y = 1 obtemos:

x =1 — ye, deste modo, o conjunto solucao do sistema seria S = {{1 — vy, y);

y € R} (2. Nao é dificil verificar que (1 e (2 sdo formas equivalentes de
expressar a solucao do sisterna.

Geometricamente, as funcdes do 1% grau dadas pory = —x + 1 e ¥

- 2-(—x+1
y= 2><2+ 2 - ( ; ) = —x + 1 tém por graficos retas coincidentes \

e, portanto, possuem como intersecao todos os pontos de r. Como r tem 1
infinitos pontos, o sistema admite infinitas solugbes.

Desse modo, um sistema linear 2 % 2 pode ser dassificado de acordo com o ] 1 x
namero de solucdes que possui. Veja: r

determinado (S.PD.)
possivel / tnica solucdo; retas concorrentes

Sistema linear tem solugso indeterminado (S.P1)

2x2 impaossivel (5.1.) infinitas solugGes; retas coincidentes

nao tem solucao; retas paralelas

EXERCICIOS

11 Resolva os seguintes sisternas, algébrica e grafica- 15 Em uma prova com 20 testes, cada resposta correta

mente, e clas&ifique cada um deles. vale 5 pontos e cada resposta errada acarreta uma
¥ 4 2}, _ perda de 2 pontos. Em cada teste ha apenas uma
a) { 2y = ‘|'| alternativa correta.
i a) Mauricio acertou 13 dos 20 testes. Qual foi sua
b) {x F2y = 0 pontuacdo final?
- — 5 b) Amanda obteve pontuacio final de 23 pontos.
c {31 } 3: iy Quantas questdes ela errou?
©) E possivel gue se termine a prova com 17
d) {h zy= ] ontos?
bx—dy = 7 P :
12 Ppara uma festa infantil foram compradas 72 uni- ) ) ¥+ y=m
dades de refrigerante, algumas de 2 L e outras de Bl Ao resoler graficamente o sistema {Zx F2y=15

1,5 L, num total de 129 L. Determine a quantidade

. em gue m & um ndmero real, obtém-se duas
de refrigerantes de 1,5 L comprada.

retas paralelas distintas. Quais 530 os possiveis
B . . . o - . 7

13 Em uma padaria, dois cafés e dinco minipaes de valores dem
ueijo custam RS 14,20: trés cafés e sete minipies )
quejo o P 17 Duas retas r e s correspondem, respectivamen-
de queijo custam R$ 20,60, . N ) -
B . - te, as fungoes afim definidas por:y = x + 2 &

Quanto custardo guatro cafés e dez minipaes de )
queijo? ¥y = —2%+m, emguem € K 5eresintersectam-
-se no ponto (3, 5), gual é o valor de m?

14 |uisa e Maira foram fazer compras, cada qual com i ) ) ) o

certa quantia. Se Maira desse R$ 40,00 a Luisa, elas Determine m e n reais para os guais a solucao gra-

ficariam com a mesma quantia; se Luisa tivesse . . o [2x—y=3 . L
] ’ fica do sistema linear & formada
R% 30,00 a menos, teria a metade do que Maira mx +ny = —6
possui. Quantos reais elas possuem juntas? por infinitos pontos.
L A
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I sistema linear m x n

Um conjunto de m equacdes lineares e n incagnitas x,, X,, ..., X, € chamado sistema linear m % n.

x+ y—2z= 1
=4 x— 2y + z = —2 &um sistema linear com trés equactes e trés incognitas.
x— y— z= 10

x+y+z+ w=1 | ) i B L
Ix—y—z+2w=7 eum sistema linear com duas equactes e quatro incognitas.

atb= 3

b—c= 0, . . - N
*Yc+d= 5 eumsistema linear com guatro equacoes e quatro incognitas.

a—d=-—1

Os sistenas lineares 2 X 2, estudados na secao anterior, sao um caso particular de um sistema linear
mxnemguem=n=2.

UM POUCO DE HISTORIA

Os sistemas lineares

0 estudo dos sistemas lineares desenvolveu-se, historicamente, com maior intensidade nas civilizacoes
orientais. Um dos capitulos do livro chinés Nove capitulos sohre a arte matemdtica (aproximadamente
século IIT a.C.) contém um topico sobre equagdes indeterminadas e a solugao de um problema envolven-
do um sistema linear com quatro equacgtes e cinco incognitas. Os coeficientes do sisterna eram escritos
com barras de bambu sobre um tabuleiro, que desempenhava o papel hoje ocupado pelas matrizes.

Credita-se aos chineses a descoberta de um processo de resclucao de sistemas eguivalente ao
atual metodo do escalonamento, que estudaremaos neste capitulo.

Fonte de pesquisa: BOYER, Carl B. Histdra da Matemalra. 33 ed. 530 Paulo: Edgard Blucher, 2000

b Solugao de um sistema

_ Dlzem_ns que a sequéncia de numeros reais (o, oo, .., ) € solucao #E um
sistema linear de n incognitas se & solucao de cada uma das equagdes do sistema.
Observe:

X+ Y= 5
= O par ordenado (4, 1) & solucdo do sistema X— y 3, pois,

—6x+ 10y= —14

substituindo x por 4 e y por 1 em cada equacao do sistema, obtemos
sentencas verdadeiras: 4 +1=54—-1=3; -6-4+ 10-1 = —14.

x+y+z=10
= Atripla ordenada (5, 3, 2) ésolucao do sistema x — y + z = 4, pois,
x—y—z= 10

fazendox = 5,y = 3 ez = 2, obtemos sentencas verdadeiras:
5+3+2=10;5-3+2=4;,5-3-2=0.
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Matrizes associadas a um sistema

Podemos associar a um sistema linear duas matrizes cujos elementos sio os coeficientes das equagdes
gue formam o sistema.
Observe os sistemas lineares a seguir:

= Ao sistema {5’{ +dy=1 podemnos associar as matrizes A = (5 4

I+ Ty=2 3 7 ] chamada matriz incompleta

5 4

formada pelos coeficientes das incégnitas, e a matriz B = {
7

R
; J chamada matriz completa.

) x+ y—2z= 0 _ ) )
= Ao sistema { x—2y+ z= 3 podemos associar as matrizes A e B, incompleta e completa, respec-

2x— y— z=-4

1T 1 -2 11 =20
A=|1 -2 1 e B=|1-2 1 3
2 -1 -1 2 -1-1-4

.2x+1,r—2= 0

tivamente:

= Ao sistema _g; I ; : ; podemos associar as matrizes A e B, incompleta e completa, res-
z= -2
pectivamente:
21 -1 21 -1 0
A=10 5 1 g=|0 5 1 1
0 -2 1 c 0-21 3
00 1 oo 1 -2

Mote que B & obtido de A acrescentando-se a coluna relativa aos coeficientes independentes de cada
uma das equacoes do sistema.

Representacdao matricial de um sistema

Lembrando o processo de multiplicacao de matrizes e utilizando a matriz incompleta de um sistema, €
possivel representa-lo na forma matricial. Vejamos alguns casos:

= O sistema {5’{ Ay =1 pode ser escrito na forma matricial:

I+ Ty=2
5 4 [x|_11
3 7 y 2
x+ y— 2z=10

« Osistemad x— 2y + z= 0 pode ser representado pela equacdo matricial:
2x— y— z=0

L2 -1 -1
[ x
; Y (O B ¥ 11, ; :
= A equacao matricial 1-1-1 2 | 5 = - & outra forma de representar o sistema:
\w

{x+y+z+ w=1
X—y—z +2w=17T
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EXERCICIOS

xty=1 |
2x+3y=0
a) Verifigue se os pares ordenados (3,

19 Com relagdo ao 5i:.lerna{
2l e

%, %] 530 soluches dele.

b) Represente-ona forma de uma equacdo matricial.

20 Dado o sistemna linear, indigue quais triplas orde-
nadas sao solucoes:

2ty z= 0
x—y+ z= 4
it y+2z= -5
7 1
—, ——] ¢} (-1,1,0
L1 oo
21 Construa a matniz incompleta A e a completa B de
cada um dos sistermnas:

a)(2,1,3) b) (2,

xty=7 3x+ 2y= —4

a)lx+z=28 c)d x y= —7

y+z=19 dx + y= 2
3z=-13

dx— y+z=—1
"
Bly x 12y z= 2 d]{zirijmr 4

* z= -5

22 Escreva, em cada caso, o sistema associado 4
representacdo matricial dada:

°[235)-(2
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s 7 -2 | M
b)| "~ . -
JAs AR

£

11 1) (=) (3
€2 -43 ||y —[11

3-3-3) |z} 10

23 Em cada caso, determine o valor real de m:

a) Atripla ordenada (2, —1, 3) ésolucio do sisterna

x4 y z = -2
x 2r= 4
2% + my = 0
b) O par ordenado (5, m) é solucdo do sistema
X+ y= 8
'{ 4x + Gy = -5

¢) Atripla ordenada (m, 0, —2) ésolugio do sisterna
{ xt y— z=25
3Ix + 2r=5
x+2y+z2=5
2x+3y—z=0
a) Represente-o na forma de uma eguacao matridal.
b) Verifigue que (-5, 4, 2} & uma solucdo desse
sisterna, mas (1, 1, 1) ndo é&.
¢) Verifigue gue toda terna ordenada (—15 + 5z,
10 — 3z, 2), em gue z € K, é solugdo desse
sisterma.
d) Se (p, 16,— 2} & solucdo desse sisterna, deter-
mine o valor de p.

248 Dado o sistema linear {

[ sistemas escalonados

Observe os sistemas lineares seguintes:

4x— y+2z= 5 Ax—y+2z= 5

=40x+ y—3z= 7 ou, simplesmente, y—3z= 7
Ox+0y+ z= —2 z=—2
da+ b— c+ d=0 :
L J3x— y+2z=—4 .] —2b+ c+3d=1 Ll2x—y+z —4w=3
y— z= 7 —2c+ d=3 ¥y +3w=2
—5d=1

Todos eles apresentam as seguintes caracteristicas comuns:

= Em cada equacdo existe pelo menos um coeficiente (de alguma incognita) nao nulo.

= Considerando a ordem “de cima para baixo”, o numero de coeficientes nulos, antes do 1% coeficiente
nac nulo, aumenta de equacao para equacao.

Os sistemas que apresentam tais caracteristicas sdo chamados sistemas escalonados.
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Resolucdo de um sistema na forma escalonada

Vamos estudar a seguir dois tipos de sistemas escalonados.

12 tipo: Sistema com numero de equacoes igual ao nimero
de incégnitas
x—2y+ z= -5
Seja o sistema escalonado: y+2z= —3
3z= —6

Partindo da ultima eguacao, obtemos z. Substituindo o valor obtido para
z na segunda equacao, obtemos y. Por fim, substituindo y e z na 12 equacao,

obtemos x.
Acompanhe:
3z

—-b=z=-2

y+2:-(-2)=-3=y—-4=-3=y=1

x—2-14+(-2)=-5

»x— 4 =-5

Assim, a solucao do sistema e (—1, 1, =2).

s X = —1

Se um sistema escalonado apresenta nimero de equacdes igual ao numero
de incognitas, ele & possivel e determinado, isto €, ele tern uma Gnica solucao.

22 tipo: Sistema com nimero de equac¢des menor que o
numero de incégnitas

Considere o seguinte problema:
Encontre trés nimeros reais cuja soma seja 100, sende um deles o dobro

do outro.

Chamando de x, y & z os numeros procurados, obtemos o seguinte sistema:

{x+ y+ z= 100

= 2z

ou ainda: {

y—2z =

x+ y+ z=100
0

Observe que o dltimo sistema esta escalonado. Podemos, por tentativa,
encontrar algumas solucoes desse sisterna, seguindo os passos a sequir:

0 outro niimero O terceiro nimero (x) &
Escolha um . calculado por meio da diferenca:
. (y) & o dobro do _—
nuamero — . — | 100 — soma dos dois numeros
escolhido .
qualquer (y = 22) anteriores
(x =100 — (y + 2))
(z) — (y) — (x)
10 — 20 — 70
30 — 60 — 10
4,5 — 9 — 86,5
—30 . —60 e 190
Emgeral, secc e R: i3 — Zin — 100 — 3
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Observe que, para cada escolha do primeiro nimero (z), encontramos uma Unica solucao para o sis-
tema. Como z pode assumir qualquer valor real, conduimos que o sistema apresenta infinitas solugdes.
O conjunto solucdo do sistema &:
S={(100 — 3, 20x, o) x € R}

Processo pratico

Vamos apresentar um procedimento que permitira obter diretamente a solucdo geral de um sistema
escalonado que possul niomero de equagoes menor que o namero de incognitas.
Para isso, vamos utilizar o seguinte sistema escalonado:

{x —2y+3z="5
y—2z=1

Acompanhe os passos:

1¢) |dentificaros a incdgnita que ndo aparece no inicio de cada uma das equacdes do sistema (geralmente,
estaea "altima” incognita de todas as equacdes), chamada variavel livre (ou incognita livre). A variavel
livre podera assumir qualquer valor real e, para cada valor assumido por ela, obtemos os valores das demais
incognitas, encontrando uma solugdo do sistema (se houver mais de uma variavel livre, procederemos de
modo analogo). MNesse sistema, a variavel livre e z.

2% Reescrevemos cada equacao do sistema de modo que o termo com a variavel livre fique no 22 mem-
bro e obtemos:
{x —2y
¥

3%) Se atribuirmos um valor para z, obteremos um sistema (escalonado) determinado. Resolvendo-a,
encontraremos uma solucao do sistema.
Se atribuirmos outro valor para z, obteremos outro sistema, também determinado, gue, resolvido,
fornecera outra solugdo do sistema. E assim por diante.
Facamos, entdo, z = o (o € um numero real qualquer) e em (1 teremos:

5-3z
1 +2z

x—2y=5—3m0 2
y=1+20013
49} Substituimos '3 em (2
x—2-1+20)=5—-3x=x—2—-Adu=5—-3u=x=7+«
5=) Por fim, as solucGes do sistema podem ser representadas pela solucao geral:
(74, 1+ 20, ) como € B temos S = {7 + o, 1 + 20, o)) o € R}
Esse tipo de sistema apresenta sempre infinitas solugdes, sendo, portanto, um sistema possivel e
indeterminadao (5.PL).
Atribuindo valores reais para «, obtemos algumas de suas solucoes:
=10 « (7,1,0)
=1 s (8,3, 1)
= —2=+ (5 —3, —2)

1 15 51
o= >(2,2,2)Etc.

Quando um sisterna escalonado apresenta ndmero de eguacdes menor que o
numero de incognitas, ele é possivel e indeterminado, isto €, tern infinitas solugoes.
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OBSERVACOES (]

= E importante destacar que, na identifica cao dals) vanavel(is) livre(s), levamos em consideracdo que, em cada equacao do
sistema, os termos que contém as incégnitas aparecem sempre em uma mesma ordem (em geral, a ordem alfabética).

= A escolha da vaniavel livre &, na verdade, arbitrana. Poderiamos, por exemplo, ter escolhido y como vanavel livre. No

. ) }
caso do sistema que acabamaos de resolver, teriamos z = £ LI - i

(faca as contas) e o conjunto solucao

+ 13 1
do sistema seria 5 {[_‘p’ 3 ¥ . 3 ),‘ = H}. Pode-se mostrar que os dois conjuntos solugdo obtidos sao

iguais, isto &, possuem os mesmos elementos.
Mo entanto, vamos seguir a convengao adotada a fim de facilitar a verificacao das respostas e estabelecer um proce-
dimento comum.

o EXERCICIOS RESOLVIDOS
2 Resolva o ﬁist.ern.ai{x + 2; t 32 : %

Solucao:
O sisterna proposto esta escalonado e tem o ndmero de eguactes menor gue o ndmero de incognitas.
Trata-se de umn sisterma indeterminado.

A variavel livre do sistema é z. §
) x+2y=2- 2
Reescrevendo o sistema de modo que 2 figue no 29 membro, temos: \+3
¥= z
i+y=321-o @
Fazendo z = o (com e € I), obtemos:
y=1+3c 2
Substituindo ‘2 em 1, obtemos:
X+2-1+3w=2-a=x=—-Ta
Assim:
S={{(—=7, 1+ 30, o) x ER}
Vejamos algumas solugtes particulares:
_ - 1 (151
a=3=(-21, 10, 3} 11-3:’.&( 3,2,3)

= g=—-2=(14, -5 -2}

3 : a-b+ ct+d=1
Reﬁcluaumstema{ e d=0-

Solucao:

O sistema esta escalonado e tern o nimero de equagoes menor que o ndmero de incognitas.

As varidveis livres sdo: b e d.

Reescrevendo o sistema de modo gue as varidveis livres figuem no 28 membro e fazendo b = wed =
{com o € Rep € R), temos:

at c=1+a-f
2= 2
De 2 Dbtemus:r::-zﬁ

Em 1 lEmm:a+E=l+(1—ﬁ=;a=]+(I—%ﬁ

O conjunto solucdo do sistema é: 5 = {(1 +a - %ﬁ o, -g, ﬁ), aERefeE R}
Atribuindo-se valores reais quaisquer a a e a fi, obtemos algumas solugtes particulares do sisterna:

_ _ 1,51
cx—DEﬁ—'I:b( 2,0,3, I)

sag=lef=2=(-1,1,1, 2) etc.
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escalonado.
x+3y=7
a

]{ 2y=5
I+ 2y =11
h]{ x— 3y = -1
x+y+ z=0
<) y— z=5
2z=8
Xx—5y+3z= 8
d) 3y+7z= -2
y—hz= 3

I3xt+ 2y= 5
a
]{ y=-7
xtyt+ z= 2
b) y+ z= —1
zz= 8
X—y+22="5
oy

25 Verifigue se cada um dos sistemas abaixo esti

26 Resolva e cdassifigue os seguintes sistemas:

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501

XxX+ty+ z-2w=5
¥y — z+3w=3
d) 22— w=4
Iw==6
dxt yt+t2z= —1
e) 59— z= 0
0z= -5
a+t b c=
27 (O sistema 2hb +

3ce= 7

Sistemnas lingares

¢ = [, nasincognitas a,

b e ¢, & possivel e determinado e sua solugao &
{—1, 2, —2). Determine os valores das constantes

reais o, ey

28 Considere o problema: “Determine dois nimeros

reais cuja diferenca seja igual a 8".

a) Represente esse problema por meio de um

sistema linear.

b) Apresente ao menos quatro solugtes do problema.
¢) Classifique o sisterma do item a, obtendo tam-

bém sua solucdo geral.

29 Uma das solugoes de {x

;*zijrﬁén, 1,0).

Determine o conjunto solucdo desse sistema.

J Escalonamento

Uma loja vende componentes eletrénicos de trés tipos diferentes:

A BeC

Lm levantamento sobre as vendas desses componentes, realizado
durante trés dias consecutivos, revelou que:
= no primeiro dia, foram vendidos um componente do tipo A, dois
do tipo B e trés do tipo C, arrecadando-se R$ 260,00;

= no 22 dia, foram vendidos dois componentes do tipo A, um dotipo Beum
do tipo C, resultando num total de vendas igual a R$ 150,00,

= no 32 dia, foram vendidos quatro componentes do tipo A, trés do tipo B
e um do tipo €, num total de R$ 290,00.

Qual é o preco unitario de venda de cada tipo de componente?

Vamos representar o preco unitario dos compeonentes dos tipos A, B e C por

abec, respectivamente.

12dia— [ a+2b+3c=260
Temos: 28dia —+42a+ b+ c=150
32 dia — |da+3b+ c=290

O meétodo do escalonamento, que sera estudado a sequir, possibilitara re-

solver esse sistema.
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b Sistemas equivalentes
Dois sistemas lineares, 51 e 51, sa0 equivalentes se toda solucao de 51 e
solugao de §,, e vice-versa.

+ y=2
+2y=1

pois ambos admitem apenas o par (3, —1) como solucio.

Os sisternas 5, {: e5; {3§ ;2; : ;‘ por exemplo, sao equivalentes,

Dado um sistema linear qualquer, nosso objetivo é transforma-lo em um outro
equivalente, porém na forma escalonada. Procederemos dessa maneira, pois,
como vimos, nao & dificil resolver um sistema na forma escalonada.

Para isso, poderemos usar os seguintes procedimentos:

L Multiplicar por k, k € R*, os dois membros de uma equacao qualguer do
sistema.

II. Substituir uma equacdo do sistema pela soma dela, membro a membro,
com alguma outra equacao. Cada uma dessas equacoes pode ou nao
estar previamente multiplicada por um ndmero real nao nulo.

III. Trocar a posicao de duas equacgdes do sistema.

Observe que os daois primeiros procedimentos ja foram usados quando estu-
damos a resolucao de sistemas lineares 2 x 2.

Para escalonar um sistema linear qualguer, vamos seguir o roteiro abaixo.

19 Escolhemos para a 12 equacao aquela em que o coeficiente da 12 incognita

seja nao nulo.
Se possivel, fazemos a escolha para que esse coeficiente seja igual a —1
ou 1, pois os calculos ficam, em geral, mais simples.

29) Anulamos o coeficiente da 12 incognita das demais equagdes, usando ©

procedimento II citado acima.

39) Fixamos a 12 equacao e aplicamos os dois primeiros passos com as egua-

coes restantes.

42 Fixamos a 12 e a 22 equacoes e aplicamos os dois primeiros passos nas
equacoes restantes, até o sistema ficar escalonado.

~— EXEMFLO 1

a+ 2b+ 3c= 260
Vamos escalonar e, depois, resolver o sistema<{2a + b + ¢ = 150, proposto na situacao da
da+ 3b+ c= 29

loja de componentes eletrénicos apresentada na pagina anterior.

Em primeiro lugar, precisamos anular os coeficientes de a na 27 e na 3® equacdes.

Substituimos a 22 equacao pela soma
dela com a 12, multiplicada por —2:
—24 — 4b—6c=-520

a+ b+ c= 150 @
a+2?b+ 3c= 260 —Sb—Gc=—370

—3b — 5c=-370
ESE=Ee==750 . Substituimos a 33 equacdo pela soma
dela com a 12, multiplicada por —4:
—}i— 8b — 12c=-1040
a+3b+ c= 2903
— 5b— 11c= 750
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Fixando a 12 equacao, vamos repetir o processo para a 22 e a 32 equacoes.

. . i .
a+ 2b+3c= 260 S_u?sﬂ;mmus;d Equaé.:ﬂ pella.scl{m?jdela,mu;
—3bh—5c=—370 1|p1|;a a pg; , curg;SD, mu tlplcg a por —5:
—8c=—400 R — (e
17b+ 25c=+185003 (=5 2eq)
—8c= —400

O sistema obtido esta escalonado e tem o mesmo numero de equacdes e de incognitas, isto &,
o sistemna é possivel e determinado.
Resolvendo-o, obtemos:

= na 3% equacgdo — ¢ = 50;
=na2iequacdo— —3b —5-50 = —370 = —3b = —120 = b = 40;
=naliequacdc—a + 2 -40 + 3 - 50 = 260 =+ a + 230 = 260 = a = 30.

Desse modo, os precos unitarios dos componentes dos tipos A, B e € sao, respectivamente,
R% 30,00, R$ 40,00 e R$ 50,00.

~—{ EXEMPLO 2
3x— y+ z=2

Vamos escalonar e resolver o sistema ¢ x— 2y — z=10-
2x+ y+2z=2

Vamos trocar as posicoes das duas primeiras equacoes, a fim de que o 12 coeficiente de x seja

. x—2y— z=10
iguala 1: 43x — y+ z=2-
2+ y+2z=12

Precisamos anular os coeficientes de x na 22 e 32 equactes:

(—3)- (s eq.) + (2eeq):
—g)t-r by+3z=0
X

x—2y— z=10 - y+z=2 @
Sy+4z= 2~ syt+dz=12

_ —_— Mo processo de escalo-
(=2)-(1eq) + Beq): namento, podemas en-

_?4'43’_"22 =0 contrar duas equagoes

X+ y+2z=2 0 com os coeficientes da

Sy+dz=2 mesma incognita iguais

{ou proporconais),

0 mesmo ocormendo
Fixando a 12 equacao, repetimos o processo para a 22 e a 32 equacoes: com os coeficientes
independentes (veja (*
no exemplo 2). Nesses

(—1)-(2*eq) + (3*eq.) casos, ja podemos
Xx—2y— z - 0 —;j'— 3;‘ —3 retirar uma delas do
Sy+4dz=2 y+ @ sisterma, pois s30 equa-
0=0 -

0= 0 ches equivalentes.
L A

Obtemos:
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A 32 equacdo pode ser suprimida do sistema, pois, apesar de ser sempre verdadeira, ela nao traz
informacao sobre os valores das incagnitas. Assim, obtemos o sistema escalonado:

x—2y— z=001 - R . P
{ , Cujo numero de equacoes @ menor que o numero de incognitas e, portanto,

y+dz=245

é possivel e indeterminado.

A variavel livre do sistema e z. Fazendo z = «, oo € R, obtemos:

ey — 2 — A
= 2[m 2_ =
! 5
-E.m'l:x=23|r+z >x=2(%)+[1 >x=_3f15+4
. _Jf —3e+4 2-—-da }
Assim, 5 —{( S X S ,u), HER}.
) |

—(Bxamrios)

Mo processo de escalo-
x— y+ z=-1

. namento, podemos en-
Vamos escalonar e resolver o sistema { —5x— 20y — 15z= 11. contrar duas equacbes
3x+ 3y+ 4dz= 3

incompativeis entre si.
No exemplo 3, em (%
poderiamos ter dividi-
do os coeficientes da

22 pquacao por (—5),

Precisamos anular os coeficientes de x na 22 e na 32 equacdes:

S5-(leeg)+ 2 -(2aeg)

10% — Sy+ 5z=-5 obtendo a equacio
2x —y+ z=-—1 i Dl"’-—ig}’—ggz=$§ © 9y + 5z %,queé
— — — — — 7=
a2z 1 * ! incompativel com a 32
_\ equacao: Sy + 5z = 9.
(—=3)-(leeg) + 2 - (3eeg): Quando isso ocorrer,
—B{+3y—3z=3 podemos concluir que

se trata de um sistema

x+by+8z=6 ® : el
9}""' 52: 9 L IMPOSssIvEL )

Repetimos o processo para a 24 e a 32 equacoes, fixando a 12 equacao. Vamos anular o coeficiente de
¥ na 32 equacao.

(2eq) + 5-(3eqg):

x— y+ z=-1 _45{1 %:J‘E &

—45y-25z= 17 0-y+0-z=62
0=162 0

A equacdo obtida é sempre falsa, pois, para todoy € B e z € R, o primeiro membro se anula
el + 62

Logo, o sistema & impossivel, isto €, nao admite solucio.
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EXEMPLO 4
x+ y= 3
Vamos escalonar e resolver o sistema 2x— y = 5.
—dx+ y = -3

E preciso anular o coeficiente de x na 22 e na 34 equacoes. Temos:

x+ y= 3
—3y=—1 «—(-2) - (10eq.) + (22 eq)

PS5y — @) -(1#eq) + (3 eq)

Esse sistema € impossivel, pois a 22 e a 32 equagdes nao podem ser satisfeitas simultaneamente.
Assim, 5 = &
E interessante interpretar graficamente esse sistema. Ja vimos que uma equacdo linear com

duas incognitas € representada, graficamente, por uma reta. Facamos, em um mesmo plano
cartesiano, a representacao dessas trés retas.

x| 3 3
— Fesnluv;aode{h T!I, [ =’P[?-§'

x—y=5 -

Ax | 3 6 9
lanéscrllm;eu::u:le[ch |x:., ?3 =>C{—5.?'
némluqande{}_f";? . 3R, 7

x
x+y=3

Quais s3o as coorde-
nadas dos pontos P, Q
e R?

Observe que as trés retas obtidas sao, duas a duas, concorrentes entre si {veja os pontos P, Q e
R}, mas nao existe um ponto que pertenca, simultaneamente, as trés retas.

3
EXEMPLO 5
Vamos escalonar e resolver o sistemad 2%+ 3y — z=1
dx— y+5z=12
Devemnos anular o coeficiente de x na 22 equacao:
2+ 3y— z=1
ST — -+ + ()
O sistema obtido esta escalonado, tem o ndmero de equaces menor que o numero de incégnitas
e & possivel e indeterminado; sua variavel livre & z.
Sez =, o € R obtemos:
2apquagdo; —Ty+ Tu=0=y=u
laequacdo: 2x + 3o —ax=1=x =% =%— ¥
5= {(L — 0, [, rx); [y R= R}»
2
- |
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30 Resolva os sequintes sisternas, por meio do esca-
lonamento, e dassifigue-os.

xt2y+ z= 9
a)d2x+ y— z= 3
x— y—2z= -4

= y— 2z= 1
b){—x+ y+ z= 2
-2yt z=-2

x+3Iy+2z= 2
) {3x+ Sy +4dz = 4
Sx+ Iy +4z= 10

xtyt+z= 2
d) { 2x z=—1
3x+y = 1

31 Resolva os seguintes sistemas:

it By — 3z=7
a){—x+3y—2z=1
3x+ 2yt z=5
Xty= 3
b)y{x+z= 4
yt+tz=-3
x—y+ z2=13
c){d x+y—3z=1
3x 2z=3
a-b—-c=-1
dy{a—-b+ec= 1
atb—c= 1

32 Um casal de namorados jantou, em um fast-food
de cozinha drabe, trés veres em um mesmo més,
= Ma primeira noite, consumiram dois quibes,

cinco esfirras e dois sucos e pagaram R$ 32,00.
= Ma segunda noite, consumiram trés quibes, seis
esfirras e trés sucos e pagaram RS 44 70.
= Ma terceira noite, consumiram dois quibes, dez
esfirras e trés sucos e pagaram RS 49,00,

Qual & o prego unitanio do quibe, da esfira e do suco?

33 Uma vendedora de loja de roupas atendeu, no
mesmo dia, trés dientes e efetuou as seguintes
vendas dos mesmos produtos:

Cliente 1 — 1 calga, 2 camisas e 3 pares de meias
Valor: RS 287,00
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Cliente 2 — 2 calgas, 5 camisas e 7 pares de meias
Valor: RS 674,00

Cliente 3 — 2 calgas, 3 camisas e 4 pares de meias
Valor: RS 462,00

Quanto custou cada camisa?

Em um programa de prémios na TV, o participante
comeca com R% 500,00. Para cada pergunta res-
pondida corretamente, recebe R$ 200,00; e para
cada resposta errada perde RS 150,00.

Se um participante respondeu todas as 25 ques-
toes formuladas e terminou com R% 600,00,

quantas questoes ele errou?

Resolva, utilizando o escalonamento, os seguintes

sistemas:
xt+ y= 10

a)d x y= 4
25— Gy=—1

b) x+3y—z=1
xt yt+tz=7
X+ y= 3

€)1 x y= 1
I+ Ty=11
x—2y= 8

d) 33— y= 9
X+ y= 1
54+ 7y = —10
x+ 2y = 11

e)d x+3y=16
2x+ 5y = 27
xty+z = 4
2% z+ w=-4

f) y—Z— w=-2
X z+2w=-2

Resolva, graficamente, os sistemas correspon-

dentes aos itens & e ¢ do exercicio antenor.

J0SE LU S PELASY INGEEND SRTIQMED &
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37 Trés amigas, Ana, Bia e Carol, tém juntas

R% 340,00. Se Ana gastar R$ 10,00, passara a ter

o dobro do gue tem Bia. 5e Ana gastar 40% do

total gue possui, passard a ter RS 9,00 a menos

gue Carol. Quanto tem cada uma?

Ern uma papelaria foram feitos os seguintes pedidos:

= pedido I: 4 canetas, 3 lapiseiras e & borrachas.

= pedido II: 2 canetas, 2 lapissiras e 3 borrachas.

Os valores dos pedidos I e IT eram, respectivamente,

R$ 37,20 e R$ 20,60.

Cormn base nessas informacbes, determine, se possivel:

a) o preco unitario da lapiseira;

b) o preco de cada caneta;

c) o preco pago por 5 lapiseiras, 2 canetas e 3
borrachas;

d) a diferenca entre o preco da caneta e o preco
da borracha.

PFara a final de um campeonato de futebol, foram

colocados a venda 40000 ingressos, divididos

entre arquibancada, numerada descoberta e nu-

merada coberta.

Sabe-se gue:

= todos os ingressos foram vendidos;

= o preco do ingresso para a numerada coberta

Sistemnas lingares

= 60% do total de ingressos foram vendidos para a
arquibancada, 25% para a numerada descoberta
e os demais para a numerada coberta, gerando
uma arrecadacdo de 4,32 milhoes de reais;

= a razao entre os precos dos ingressos para a
numerada descoberta e coberta &, nessa ordem,
igual a % Determine o preco dos ingressos para

cada setor.

Uma fabrica de colchdes utiliza trés tipos de
molas M, M, & M, na confeccio de trés tipos
de colchoes €, C, e C,, todos com dimensdes
2m x 1,20 m. O nidmero de molas usados na
confeccdo dos trés tipos de colchdes & dado na
tabela seguinte.

Mola ———dlchdel ¢ | ¢ | ¢
M_i 96 144 240
MJ 96 A48 24
M, 96 96 24

Sabendo gue, em uma semana, foram utilizados,
19200 molas do tipo M,, 10080 molas do tipo
M, e 12480 molas do tipo M, determine a soma

15

& igual & soma dos precos dos ingressos dos das quantidades de colchoes produzidos naguela

outros dois setores; SEMana.

) Determinantes

Algumas operacies envolvendo os coeficientes das incognitas de um sistema

linear permitem classifica-lo como possivel (determinado ou indeterminado) ou
impossivel.

5e 0 nimero de equacoes do sistema é igual ao seu nimero de incognitas,

ha um método geral de discussao.

b Caso 2 x 2

ax+by=e daincognitasxey.

Seja o sistema linear
ok +dy= T

Vamos construir um sisterna equivalente a ele, porém na forma escalonada:

o
=
+
o
s
II
m

) (—c} - (1M eq) + (a) - (24 eq.)
(ad

— bo) - af —ce (= - — by =-—ce
_____ - y .;Z:+ad3,r=af ®
fad —bc) - y=af—ce
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Podemos ter:

= ad — bc # 0: nesse caso, podemos obter o valor de y, que € Unico, e, em
seguida, obter o valor de x, que também & dnico.

Trata-se de um sistema possivel e determinado (5.PD ).
= ad — bc = 0: nesse caso, o 12 membro de & se anularia.

Se 0 22 membro de (# também se anulasse, teriamaos 0 = 0, e o sistema se
reduziria a sua 12 equagao, sendo, portanto, possivel e indeterminado (5.P1).

S5e 0 22 membro de '*# ndo se anulasse, a 22 equacao seria uma sentenca
falsa, ¥y € R.

Logo, o sistema nao teria solugao: seria um sistema impassivel (5.1.).

O numero real ad — bc @ definido como o determinante da matriz in-
completa (M) dos coeficientes do sistema. Temos:

M=[a b]ede‘tM=a-d—b-c
c d

Indicaremos esse ndmero por: det M ou det [ . SJ ou
C

Observe que det M € igual a diferenca entre o produto dos elementos da
diagonal principal de M e o produto dos elementos de sua diagonal secundaria.

-5¢

diagonal secundaria = ™~ diagonal principal

Temos:detM=a-d—b-c

EXEMPLO &
. (6 4.
= O determinante (D) da matriz [1 3] =N

&

§-Y

D= =6-3—1-(—4) =18 +4=22

L

= O determinante da matriz [E ;] &

2

0 N_p.a-5-(-1)=5

O simbaolo | 1 € usade para reprasentar uma
i i |= 1 '(—1}—{—1}'(—1]— -1-1=-2 matriz & nunca o determinante da matriz.

ab
C

Mote que escrevemos ad — bc,

Qual é o valor do de-

oo terminante da matriz | porém [d b] ad — be nao faz sentido.

cd

(identidade de ordem 2)7
L
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b Caso 3 X 3

Consideremos o sistema linear seguinte nas incognitas x, y e

ax+by+cz=m
dx+ey+fz=n
githyt+iz=p

Sequindo raciocinio analogo ao desenvolvido no caso 2 % 2 (veja um pouco mais sobre determinantes de

abc
matrizes de ordem 3 e a regra de Sarrus na pagina 124), define-se o determinante da matriz|d e f |pelo

gh i
numero real:

aei + bfg + cdh — ceg — ath — bdi  '*

Existe uma maneira mais facil de se obter esse valor por meio da regra pratica de Sarrus (1798-1861):

12) Copiamos ao lado da matriz A as suas duas primeiras colunas.

28) Multiplicamos os elementos da diagonal principal de A. Seguindo a direcdo da diagonal principal,
multiplicamos, separadamente, os elementos das outras duas “diagonais”.

38} Multiplicamos os elementos da diagonal secundaria de A, trocando o sinal do produto obtido. Se-
guindo a direcao da diagonal secundaria, multiplicamos, separadamente, os elementos das outras

duas "diagonais”, também trocando o sinal dos produtos.

48) Somamos todos os produtos obtidos no 22 e no 32 passos.

Observe:
e

18 passo: a_ b c:)_-::a"’ b
d o< g : d" e
—ceg — ath —bdi asi bfg cdh
3= pﬁssu 22 passo

48 passo: O determinante da matriz & igual a:
aei + bfg + cdh — ceg — ath — bdi, que coincide com .

Acompanhe os dois exemplos seguintes.

| EXEMFLO 7

1 3 5
Vamos calcular o determinante da matriz A = [2 4 6 ]
-4 1 —1
1. ™3_ % 1 37
247 27" 4
PR P> P

-~ T ™M
+B0 -6 +6 —4 -12 +10

detA=+80-6+6—-4-72+10=14
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~— EXEMPLO 8

Termnos:
. e - -

2 3 0 2
—[1)\3:{2 ~177 3
RSy s YR

+367 0+ —ar” TNp SNoip™ -3
Termos:

detB=36-4—-16—-3=13

Vamos calcular o determinante da matriz B =

02 3
-13 2|
-41 -2 e

Qual é o valor de

det I, sendo I, a matriz

identidade de ordem 37
b

Vejamos:
= A=[8]=detA="5

*B=(-2)=>detB 2

50 se define o determinante de matrizes quadradas (1 = 1, 2 % 2,3 = 3, ).
Mo caso 1 x 1 {matriz com um dnico elemento), o determinante da matriz & igual ao seu elemento.

0 estudo dos determinantes de matrizes quadradas de ordem superior a 3 ndo faz parte dos objetivos desta colegao.

A

® ' EXERCICIOS RESOLVIDOS

. 1, sei=|
4 S'Eja A= {a.jsxsf em ql.leau = {i +j,5&i 1._:]
Calcule det A
Solucao:

Escrevenos a matriz A em sua forma genérica:

a11 a'li‘ aI3
A - aﬂ a!i‘ 23
331 ay a2

Utilizamos a lei de formacio dos elementos de A

1 3 4
eobtemos: A=) 1 1 &
1 1 1
= Y - -
deta- | 1>STSKCT
: 1‘/1}(1 1‘\‘1 -
- . ta

—4 -5 -3 1 15 4

=detA=-12+20=8
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5 Resolva, em B, a equacdo:

X 4 -2
=1 x 1 =;3|
1 x+1 3

Solucao:
0 12 membro representa o determinante de uma
matriz 3 ¥ 3:

P T3 < kot

= +J:}J—121— 1) it Hﬂ& :‘3{1’—1}
Seu valor &
-+ - 12— 1)} +3E+4 -2 —1)=
=-—11x+ 18
0 22 membro & igual ao determinante de uma
matriz 2 X 2:
X 3
21
Como os dois determinantes sao iguais, temos:

—1x+18=x—6 = x=2

=x—6

>=42}
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6 Considere o sisterna nas incognitas xeyem © i

{rr‘ur. + 4y = 8

¥ t2y=4

Determine os possivels valores de m para os quais
o sistermna:

a) admite um dnica solucdo;

b) admite infinitas solugdes;

¢) nao admite solugdo.

Solucao:

Comao vimos, um sistema com ndmero de equa-
coes igual ao ndmero de incognitas pode ser
classificade de acordo com o anulamento ou
nao do determinante D da matriz incompleta dos
coeficientes:

Sistemas lineares

a)SeD#0=2m — 4+ 0,istoé m # 2, entdo
o sisterna & possivel e determinado e apresenta
uma Unica solucao.

b) Se D = 0, isto &, se m = 2, o sistema pode ser
indeterminado ou impossivel. E preciso substi-
tuir m por 2 e analisar:

2x+4y =8

x+2y=4
Dividindo por 2 os coeficientes da 1% equagao,
obtemos x + 2y = 4 e o sistemna se reduz 4
equacdo linear x + 2y = 4, que possui infinitas
solugdes ({4, 0), (0, 2), (1, %} e (—2, 3) sio
algumas de suas mlugﬁeﬁ. i
Assim, se m = 2, o sistema admite infinitas
solugdes, isto &, & indeterminado.

¢) Pelo que vimos no item b, ndo existem € R
para o qual o sistema é impossivel, isto &, nao
admite solucao.

A origem dos determinantes

Os primeiros trabalhos sobre determinantes teriam surgido, quase
na mesma epoca, no Oriente e no Ocidente: em 1683, em um artigo
do matematico japonés Seki Kowa (1642-1708) e, dez anos depois,
com o alemao Gottfried Leibniz (1646-1716). Ambos desenvolveram
expressoes matematicas ligadas aos coefidientes das incognitas das
equacoes de um sistema linear. Em linguagem e notacao atuais, tais
expressoes definem o determinante da matriz incompleta dos coefi-
cientes de um sistema.

Outros matematicos, como Cramer, Bezout, Laplace e Vandermonde
tambem publicaram, no seculo XVIIl, artigos sobre determinantes e
deixaram contribuicoes valiosas.

Mo entanto, somente no século XIX a teoria dos determinantes
ganhou maior impulso na Europa, com os trabalhos de Jacobi (1804-
1851) e Cauchy (1789-1857). A esse dltimo atribui-se o titulo de criador
do termo "determinante”, aléem de ser o responsavel por reunir, em
1812, tudo o que era conhecido ate entdo sobre o assunto.

[
|

e el
Estdtua de Leibniz na parte
externa da Royal Acaderny

of Arts de Londres.

Fontes de pesquisa: BOYER, Carl B. Hetldna da Maternalaca. 33 ed. 550 Paule: Edgard Blucher, 2010, BATISTA,
I L LIMCAS, 5. Abordagem hetonoo-hlosdhica @ Educagio Malemabea — uma proposla de inberagio enlne
dominios de conheomento. Fduc. Mal. Pesqun., 550 Paulo, v. 6, n. 1, po 101-133, 2004, Disponived e <wen.
wel befgrupo-pesquisafilbsecemyiarquno g 4EE2-10997-1-PE. pd =, Acesss em: 10 mar. 2016,
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120 CAPITULD &

)

EXERCICIOS

41 Calcule os seguintes determinantes:

1 1
1 2 LI
Sl FY Ll PR
3 4
b) |£ 2 filla 3 (ach
37 a—a
_— :.ar-_'nE tg m
<) 5 o g)
tg— cosm
d}l 2 4‘ h) sen 87 —cos 8
0 -3 cos 8 sen 8°

42 Sejarn.fk—[ 43] e B—F D}.
12 13

Calcule o determinante das seguintes matrizes:

a) A e) A+ 2B
b) B f) A-B

c) A+ B g) A+,
d)A-B h) A

43 sgja A = [H.f,l . emgue a = 4i — 3j. Calcule
det A. o '

44 Calcule o valor de cada um dos seguintes deter-

minantes:
302 1 0 1 3
Al 2 5 942 5
1 -1 0 30 -1
1 -1 2 1 2 4
b)5 7 4 dg 3 o
1 1 00 -5

45 Sgja A = ,*aJ Lemquea = (i —j). Obtenha
LR A ]

o valor de:
a) det A b} det A'
B oo rarizes A L _flsei=]
Sejarn as matrizes [d';l.-sz.-_i' ermgques, 2, sei <’
L 1, sei=j
eB {btl.sx s Emaue b; { 1,5ei=<j’

Calcule det A, det B, det (A + B) e det (A - B).

47 Resolva, em B, as seguintes equacdes:

x 3

a) Xx+2 x 2_8
x 0 1
bY[2x x 2|=0
3 2% x
1 2 x
-1 x x+1|=6
3 2 x

Resolva, em |, as inequacoes:

a}xxiEE_
4 3
6 1 5 1 2 -1
b)lx 0 1 |=]|0 x 4
1 3 2 0 0 -6
xt+ty=3

Considere o sistema { Erm gue as in-

2xtmy= 2
cognitas sdoxeyem € R
Determine m € [ de modo gue o sistema:
a) admita uma dnica solugdo;

b) admita infinitas solucdes;

€) ndo admita solucdo.

Determine a e b reais tais que b 1 g | =14e
a
b a 2
0 4 —1|=
2 —2 3

Considere a matriz M = [2 9}
35

a) Construaa matrizM — k- |, sendok S Rela
matriz identidade 2 > 2.

b) Quais os valores de k que tornam nulo o deter-
minante da matriz M — k- 17

Considere o sistema linear representado pela
equacao matricial:

1 ke[
k+1 2] [y 0
Para quais valores reais de k o sistema admite
solucao dnica?
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Sistemnas lingares 121

[ Os sistemas lineares e o balanceamento de equac¢des quimicas

Mas aulas de Quimica, vocé provavelmente ja deve
ter aprendido a balancear uma equacao quimica, ao
estudar sobre a estequiometria das reacoes.

A reacdo seguinte representa a decompaosicao
térmica do clorato de potassio (KCIO,):

2 KCIO, 4. 2 KOl +3 O,

Ela esta balanceada. Os ndmeros inteiros 2, 2 e
3 sdo coeficientes estequiomeétricos dos compos-
tos KCIO,, KCl e O,, respectivamente. Note que a
guantidade de atomos de potassio (K), cloro (Cl) e
oxigénio (O) € a mesma nos dois lados (reagentes e
produtos) da reacao.

Vamos conhecer outro método de balancea-
mento, baseado na resolucio de sistemas lineares.
A reacdo seguinte, ndo balanceada, representa o
processo de obtencdo do etanol (C,H.OH) a partir
da sacarose {CQIIHDH}. A sacarose & o chamado
“aclcar de mesa” ou "acucar comercial comum”
encontrado em frutas e na cana-de-acucar. Usina de aglicar e de dlcool, Pontal (SP), 2013

B PAARTIRAFLLRAR (MAAGENS

= {4

C,;H,,0,, + H,0 — CH.OH + CO,
* Vamos atribuir incognitas aos coeficientes de cada composto envolvido na equacio:

x C,H,,0,, + yH,0 .z CH.OH + w CO,

127 12
Consulte as respostas nas Orientagoes Didaticas.
a) Para cada elemento quimico da reacao, faca a contagem da quantidade de atomos, igualando a

quantidade no lado dos reagentes a quantidade no lado dos produtos e escreva em seu caderno
as eguacoes lineares obtidas:
i) oxigénio (O) ii) carbono (C) iii) hidrogénio (H)
b) Escreva, em seu caderno, o sistemna linear de trés equacbes e quatro incognitas obtido.
c) Escalone o sistemna linear obtido.
d) Classifique o sistema escalonado e obtenha sua solugdo geral em funcdo de w.
e) Como w pode assumir qualguer valor real, escolha w de modo a obter uma solugao em que todas
as incognitas sdo os menores inteiros positivos possivels; em seguida, escreva, em seu caderno,
a equacao balanceada.
f) Usando esse processo, faca o balanceamento das sequintes equacdes quimicas:
i) CH,,0, — CO, + C,H,OH
i) AL(CO,), — ALO, + CO,
mjcH,+0,—C0,+HO

Fonte de pesquisa: ATKINS, P, JOMES, L Prancipees da Cuinica: questionando
a wida modema e o meo ambente. 5 ed. Ponlo Alegre. Bookman, 2012,
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122 CAPITULD &

) sistemas homogéneos

Dizemos que um sistema linear & homogéneo se o termo (ou coeficiente)
independente de cada uma de suas equacoes @ igual a zero. Assim, 530 exem-
plos de sistemas homogéneos:

x+2y+ 2z=10

g JAx+3y=0 o })3x+ y—- z=0 . 3::;:3
T3x+2y=10 ‘ —x+5y+1Tz=CI' : Zx—y=0
Mao;
xty-z4+3=-0=
=xty-z 3
- e assim por diante; trata-se
xty—2+3=0 da sistema
Osistemay 2x— y + z — 1 = 0 € homogéneo? x Iy oz 3
X z+2=0 2 ¥y Iz 1
% z 2

Vamos observar uma propriedade caracteristica dos sistemas homogéneos:
« Em §,, o par ordenado (0, 0) é uma solucao, pois verifica as duas
equacdes.
- Em S,, a tripla ordenada (0, 0, 0) é uma solucdo, pois verifica as trés
equacoes.
« Em 5, o par ordenado (0, 0) € uma solucao, pois verifica as trés equacbes.
De modo geral, um sistema homogéneo com n incognitas sempre admite
a sequéncia (0, 0, ..., 0) como solucao. Essa solucao é chamada solucdo nula,
n Zeros
trivial ou imprépria. Desse modo, um sisterna homogéneo & sempre possivel,
pois possuil, ao menos, a solucao nula.
Se o sistema s0 possui a solucao nula, ele e possivel e determinado.
Havendo outras solucdes, além da solucdo nula, ele é possivel e inde-
terminado. Essas solucdes recebem o nome de solugdes proprias ou nao
triviais.

~—_EXEMPLO 9

Resolvendo o sistema dx+3y=0 por escalonamento, obtemos:
3x+2y=10
Ax+3y=10
-y = 0 =— (laeg)-(—3) + (2eeq.) -4

Temos um sistema escalonado com mesmo nimero de equacdes e de incognitas, ou seja, um sistema
possivel e determinado; sua Gnica solucao € (0, 0).
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Sistemas lineares

EXEMPLO 10

Dsistemahumugéneu{ x — 3y=0

_5x + 15y=0 admite infinitas soluctes. Observe:

Notando que —5x + 15y = 0 equivalea —5 - (x — 3y) = 0, isto &, x — 3y = 0, temos que o sistermna
se reduz a equacao linear x — 3y = 0, que possui infinitas solugdes.

Como x = 3y, sua solucao geral & (3o, o); oo € B. Vejamos algumas solucdes:

ot = 0 (0, 0}  a solugdo nula, trivial ou impropria.
1=1(3,1)

[V

o=—4_(-12,—4) | solucbes proprias ou
) diferentes da trivial.

Observe que o determinante da matriz
incompleta dos coefidentes desse sis-
tema & zero. Podemos, ent3o, garantir
que o sistema é indeterminado?

0

I
|-

!
——

|-
w|—

-
Sim. Conforme vimos na pagina 116, quando o determinante se anula, o sistema & impossivel ou indeterminado. Messe exemplo, trata-se de um sistema
homogénen, que sempre apresenta solugao, sto & nao pode ser impossivel. Logo, sé pode ser indaterminado.

EXERCICIOS

a) Determine m real para gue o sistema seja

53 Resolva e dassifigue os seguintes sistemas homo-
homogéneo.

génens:
a x+2y=10 b) Utilizando o resultado do item a, resolva o
{3,; b Sy=10 sistena.
b) { Tx—14y=10 55 O sisterna a seguir & escalonado:
xt+ 2y=10
® Iy=10
2x+ 3y z=10 (m+1y=0

s x—dy+ z=10

3+ y— 22=0 Para guais valores reais de m o sisterna admite

somente a solucdo nula ou trivial?
x+ 2y z=10

d _ _
) 42x y+ 3z B 0 56 Considere o sisterna X+ 2y D, no qual x
dx+ 3y + z=10 dx + my =0

ey sdo incognitasem € B

54 Seja o sistema: a) Para guais valores de m o sisterna admite so-
¥ yt 42=m 2 luctes proprias?
mx + 3y z= 0 b) Nas condigdes do item a, forneca trés solugbes
6x + (m — 3y + 152 = 0 praprias desse sistema.
L -

Patricia fez um pagamento de R$ 5 200,00 usando cédulas de R$ 20,00, R$ 50,00 e R$ 100,00,
num total de 96 cédulas. Sabe-se que as quantidades de cédulas de R$ 20,00, R$ 50,00 e R$ 100,00
formavam, nessa ordem, uma progressao aritmética (PA ). Qual é a razao dessa PA 7
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UM POUCO Determinantes de matrizes de

MAIS SOBRE | ordem 3 e a regra de Sarrus

Consideremos o sistema linear seguinte nas incognitas x, y e Z:

ax+by+cz=m

dx +ey+fz=n

gx+hy+iz=p

Vamos construir um sistema equivalente a ele, porém na forma escalonada:
ax+by+cz=m

flbd —aeg)-y+ (cd —af)-z=md — an < d-(11eq) + (—a) - (Meq)

lbg —ah)-y+{cg—ai)-z2=mg — ap <+ g-({l4eq) +(—a)- eq)

ax+bytcz=m

(bd —ae) -y +{cd —af)-z=md — an

(aie + cdh + bfg — ath — ecg — bid) - z = (mdh + nbg + ape — anh — mge — pbd)j
L —(bg — ah) - (24 eq.) + (bd — ae) - (I eq.)

O dltimo sistema obtido esta escalonado.

Observe que:

« se {aie + cdh + bfg — afh — ecg — bid) # 0, obtemos um Unico valor para z; substituindo-se
Z na 2% equacao, obtemos o valor de y, e, em seguida, obtemos o valor de x, chegando a dnica
solugao desse sistema. Nesse caso, teriamos um sistema possivel e determinado;

se (aie + cdh + bfg — ath — ecg — bid) = 0, podemos ter um sistema indeterminado ou im-
possivel, conforme o 22 membro da ultima equacio seja nulo ou ndo nulo, respectivamente.

O numero real aei + edh + bfg — afh — ecg — bid ¢ definido como o determinante da matriz
c

a
f | gue & a matriz incompleta dos coeficientes do sistema e indicamos: | d
[ g

[ Ve QR s I ]
o m O
o m T

= aei + bfg + cdh — ceg — afh — bdi.

a b ¢
Observe o calculode| d e f | por meio da regra de Sarrus:
g h i
b Sk b
d e f7i>d e = aei + bfg + cdh — ceg — ath — bdi
Y e
—oeg  —afh —bdi aei big cdh
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Geometria Espacial

de Posicao

b
o

O desenvolvimento da Geometria

Nas civilizacGes mais antigas — egipcia e ba-
bildnica —, a Geometria desenvolveu-se gquase
semnpre visando a resolucdo de problemas de
medicoes, como o calculo de distancias, areas e
volumes, os quais estavam diretamente ligados
a atividade de subsisténda.

Conhedmentos de Geometria permitiram construches
como este leatro, no Peloponeso, na Gréda, em 350 a.C_

Foi na Grécia, aproximadamente no século WV
a.C., que a Geometria se desvinculou das ques-
toes de mensuracao para tomar um rumo mais
abstrato. Passou-se a exigir que as propriedades
das figuras geométricas fossem validadas por
meio de uma demonstracao logica, e nao mais
por métodos experimentais.

O primeiro pensador grego associado ao
método demanstrativo foi Tales de Mileto {cerca
de 625-546 a.C.). Acredita-se que Tales provou
as seguintes propriedades usando esse metodo:

= “Se dois dngulos sao opostos pelo vertice,

entao sao congruentes.”

« “Todo dngulo inscrito em uma semicircun-
teréncia é angulo reto "

= “Se um triangulo é isosceles, entdo os an-
gulos da base sdo congruentes.”

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501

= “Se duas retas sdo transversais de um feixe
de retas paralelas, entao a razao entre as me-
didas de dois segmentos quaisquer de uma
transversal € igual a razdo entre as medidas
dos respectivos segmentos correspondentes
da outra transversal” {essa propriedade e
conhecida como teorema de Tales).

Outro pensador grego de grande impertancia
para a Geometria foi Pitagoras, que viveu por volta
de 585-500 a.C_ Pitagoras fundou uma "escola”,
Ou seja, uma especie de academia para estudo
da filosofia e da ciéncia, na qual reuniu varios
pensadores e discipulos. Como os ensinamentos
da escola pitagorica eram transmitidos oralmente,
naoc ha documentos de suas descobertas. Uma
grande contribuicdo dos pitagcricos se deu com
a teoria dos numeros (em Aritmética), e seu maior
legado para a Geometria @ a demonstracao da
propriedade que leva o nome de seu mestre.

Teorema de Pitagoras — “Mum tridngulo
retangulo, o guadrado da medida da hipo-
tenusa @ igual a soma dos quadrados das
medidas dos catetos.”

O maior pensador grego ligado a Matema-
tica, e especialmente 3 Geometria, foi Euclides
{cerca de 300 a.C), que se formou no Museu de
Alexandria — espécie de universidade da epoca.
Esse museu foi criado por Alexandre Magno — rei
da Maceddnia que conquistou a Grecia. A obra-
-prima de Euclides & Os elementos, com treze
volumes. Os trés ultimos volumes dessa obra
abordam a Geometria Espacial, reunindo algumas
descobertas anteriores, mas apresentando-as de
forma logico-dedutiva.
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Messa formulacao, Eudides pretendia gue as noctes ou conceitos
geomeétricos fossem definidos, ou seja, caracterizados objetivamente
por palavras e baseados apenas em conceitos estabelecidos anterior-
mente. Além disso, tinha o objetivo de que todas as propriedades ou
proposicoes fossern demonstradas, ou seja, de que sua validade fosse
estabelecida por meio de argumentos logicos e utilizando nas de-
monstracoes apenas propriedades demonstradas anteriormente. Isso
caracterizou uma ruptura definitiva com a Matematica de base expe-
rimental e empirica dos séculos anteriores. E bem verdade que, mui-
tos séculos depois, os matematicos verificaram que o método criado
por Euclides nao foi usado de maneira perfeita na sua obra e que
Os elementos tem ainda varios apelos a intuicdo. De todo modo,
o valor da obra de Euclides e inestimavel e ela perdura até nossos
dias, com alguns aperfeicoamentos feitos por matematicos dos
seculos XX e XX,

CHAALES TAOMAS-STANFOD

Frontispicio da primeira raducao

Fontes de pesquisa: MILES, C. F. P, BUSSAE, | H. 0. A Geomedria e anbiguidede clisuca, 5o Paulo,  Para o inglds, em 1570, da obra
FTD, 1999.; BOYER, Carl B. Hislivia da Matemdtica. 3 ed. S50 Paule: Edgard Blucher, 2010, 035 efermentos, escrita por Eudides.

Vamos examinar uma figura geométrica que conhecemos da nossa vivéncia
cotidiana: o cubo. Ha varios objetos que remetemn a forma de um cubo: caixas,
dados de jogar, brinquedos, moveis etc.

e BIET

TRINSETOOGE T IMAG ]S
THNETTQCOIETTY IMAGES

STEVAMDAC D RTHINKSTOCKETTY

Ao analisar um cubo, podemos notar que:
= possui oito vertices. Os oito vértices (A, B, C, D, E, F, G, H) de um cubo
sao exemplos de pontos. O ponto nac tem dimensao.

=

G

IS P
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= possuil 12 arestas. As 12 arestas de um cubo

HD) sdo exemplos de segmentos de reta.

,.|
B =

Na figura a seguir, ao imaginarmos que cada
aresta do cubo foi “prolongada” nos dois sentidos,
estaremos imaginando retas. Cada uma dessas retas
contém uma aresta do cubo.

Geometria Espacial de PosicSo

= ¢ formado por seis quadrados denominados
faces. As seis faces de um cubo sdo exemplos
de superficies planas. Na figura abaixo, a face
BCGF aparece destacada.

L SEGEEETTETT PR Y o

=]
(]

Y

Se imaginarmos que cada face do cubo foi “ex-
pandida”, como na face ABCD da figura abaixo,
estaremos imaginando planos. Cada um desses
planos contém uma face do cubo.

jmmmmmmmmm et maa

o = e e S

u Nocoes primitivas (ou iniciais)

A construcao da Geometria se baseia em trés nogoes iniciais, das quais temos um conhecdmento intuitivo,
decorrente da observacao do mundo concreto. Essas nocdes sdo as de ponto, reta e plano.
amos convencionar comao representd-las da seguinte forma:

retar
{letra mindscula)

ponto A
{letra maidscula)

/ a
//

A

plano @
{letra grega)

As nogbes primitivas ou iniciais nao sao definidas. Todas as demais nogdes ou conceitos geomeétricos
podem ser definidos, isto €, caracterizados objetivamente por meio de palavras, obedecendo-se a uma regra
basica: s se podera definir um novo conceito se forem utilizados na definicao conceitos ja estabelecidos.

Neste capitulo, toda definicao sera indicada por [DEF].

VieJamos as trés primeiras definices:

« [DEF] Espaco: & o conjunto formado por todos os pontos.

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501
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+ [DEF] Retas concorrentes: duas retas sao concorrentes se possuem um
Unico ponto comum.

rins = {F}

s

- |DEF] Retas paralelas: duas retas sao paralelas se sao coincidentes ou sao
coplanares (estao contidas em um mesmo plano) e nao tém ponto comum.

re s sao paralelas rCesCa e rNs=
coincidentes r & % 130 paralelas distintas

n Proposicoes primitivas (ou iniciais)

O estudo logico da Geometria se apoia em algumas propriedades relaciona-
das a pontos, retas e planos. Essas propriedades sdo aceitas como verdadeiras,
sem necessidade de demonstracao logica, e sao chamadas proposicoes iniciais,
proposicoes primitivas ou postulados.

Postulados da existéncia

« Numa reta e fora dela existem infinitos pontos.

Por exemplo:
AcrBer Ceretc
DErEErFEr GEretc

= Mum plano e fora dele existemn infinitos pontos.

F
*

¢
B Por exemplo:
/ ‘AD c AcoBeEa CeEa D E aetc.
a * EEa F&Ea G&oetc

Postulados da determinacao

Infinitas.

= Dois pontos distintos determinam uma dnica reta.

A‘
— Dado um ponto P,
guantas retas passam
B, AxB por ele?
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De outra forma, podemos dizer que: dados dois pontos distintos A e B, existe uma so reta que tem A
e B como seus elementos (ou uma so reta que passa por eles).
= Trés pontos nao colineares determinam um dnico plano.

B+ B* i
—- I&-se: g & o plano determinado
A, C. A, C, pelos pontos A, Be C

A, B e C nao colineares i = plano (ABC)

De gutra forma, podemos dizer que: dados trés pontos A, B e C ndo pertencentes a uma mesma reta,
existe um s0 plano que tem A, B e € como seus elementos (ou um s6 plano que passa por eles).

Postulado da inclusao

= Se uma reta possui dois pontos distintos num plano, ela esta contida nesse plano.

AcmBEn A_H-Cu

De putra forma, dizemos que, se uma reta tem dois pontos distintos num plano, todos os seus pontos
pertencem a esse plano.

Postulado das paralelas (ou postulado de Euclides)

= Por um ponto passa uma Unica reta paralela a uma reta dada.

r /
— r

P&Er PEsesHr

+*3

De outro modo, podemos dizer que, dado um ponto P nac pertencente a uma reta r, por P podemos
tracar uma dnica reta s paralela a r. No caso de o ponto P pertencer a r, também & Unica a paralela, pois
& a propria reta r.

Os quatro postulados enunciados sdo aceitos como verdadeiros sem demonstracao. Todas as demais
propriedades, proposicoes ou teoremas de Geometria podem ser demonstrados, ou sgja, terao sua valida-
de estabelecida por meio de uma argumentacao logica, obedecendo-se a uma regra basica: s0 se podera
demonstrar (ou provar) uma nova propriedade se forem utilizadas, na demonstracio, propriedades ja
estabelecidas como verdadeiras.

Neste capitulo, as proposicoes serdo indicadas por [PROP]. Para ndo nos estendermos demais, omitiremos
algumas demonstracoes; entretanto, algumas das proposicoes mais importantes estarao demonstradas no
item Teoremas fundamentais, na pagina 145 deste capitulo.
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[ bDeterminacio de planos

Ha quatro modos de determinar a posicao de um plano no espaco. Vejamos:
14) [POSTULADO] por meio de trés pontos ndo colineares.

3
B, / B, /
- # *
A C Be C

A, B e € nao colineares i = plano (ABC)

22) [PROP] por meio de uma reta e um ponto fora dela.

-

P&Er iz = plano (r, F) = plano (PAB)

:

3% [PROP] por meio de duas retas concorrentes.

i
: r J ar
P P
e - e
rns={r} i = plane {r, s) = plano (PAB)

42) [PROP] por meio de duas retas paralelas e distintas.

el 5
25

\

rifs = plano {r, 5] = plano (PAB)

Infinitos.

Mo 12 modo, a unicidade do plano o € garantida pelo postulado da determi-
nagdo. Ja nos 28, 32 e 42 modos, a unicidade & garantida pelo fato de que existe

um Unico plano que passa pelos pontos P, A e B nao colineares. Dada uma reta r, quan-
tos 530 o5 planos que a
contém?
e —— v,
~ EXEMFLO 1
O solido ABCDEFGH ao lado € um bloco re- H G
tangular também chamado paralelepipedo retor- ; B
retdngulo. oA ~
Ele & formado por seis faces retangulares, con- E e |
e e L] Fmmmmmmsssssssss s S
gruentes duas a duas. c
":’ i 3
A B
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Geomelria Espacial de Posicdo 13]

Vamos ilustrar os dois Gltimos modos de determinacao de planos:
- as retas AB e AD sdo concorrentes em A e determinam o plano o que contém o retdngulo ABCD.
As retas BC e CD sdo concorrentes em C e determinam o mesmo plano o

= as retas CD e GH sdo paralelas distintas e determinam o plano 3, que contém o retdngulo COHG.

EXERCICIOS L AL

1 Observe o cubo ABCDEFGH e reproduza-o em seu 2 Quantos sdo os planos determinados por trés retas

caderno. distintas, duas a duas, paralelas entre si7

3 Quantos sdo os planos determinados por quatro
E. pontos dois a dois distintos?

4 Quantos planos distintos sdo determinados por

o guatro retas distintas, duas a duas, concorrentes

& em pontos todos distintos?
A B P

Para cada itemn, pinte, em seu caderno, o plano 5 E comum encontrarmos mesas com 4 pernas

determinado pelas retas: gue, mesmo apoiadas em um piso plano, balan-
a) AB e BD ¢) GHe CG cam e nos obrigam a colocar um calgo em uma
b) AD e EH d) EH e BC das pernas para que figuem firmes. Explique
Sugestao: Veja como modelo o plano indicado no por gue isso ndoc acontece em uma mesa de
paralelepipedo da pagina 130. 3 pernas.

\ J

u Posicoes relativas de dois planos

Planos secantes

[DEF] Dois planos distintos que tém um ponto comum sao chamados
planos secantes.

Postulado da intersecao

Se dois planos distintos t8m um ponto comum, entao
eles tm pelo menos um outro ponto comum.

Propriedade da intersecao de planos

Se dois planos distintos tém um ponto comum,
entdo a intersecao desses planos & uma dnica reta que
passa por aguele ponto. [PROP] Essa reta é denominada
intersecao ou trago de um deles no outro.

Veja a demonstracao do teorema 1 na pagina 145.

e fsecantes, i N B = 1) 1 € a inlersecao
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Planos paralelos

[DEF] Dois planos sao paralelos se nao tém ponto comum ou sao coindi-
dentes.

e V

ix & B paralelos coincidentes ix e f paralelos distintos

—{ ExempLO 2 |
L. "

Observe, no cubo sequinte, os planos o, [} e v, que contém, respectivamente, as faces EFGH,
BCGF e ADHE.

Ternos que:

= B e v sdo planos paralelos distintos;

= ot e [} sao planos secantes; o M [ = FG

= ¢ e ysdo planos secantes; ¢« My = EH.

P L E T TS

ms

EXERCICIOS FACANO

6 Classifique as afirmactes a seguir como verdadeira (V) ou falsa (F).
a) Se dois planes distintos tém um ponto comum, entdo eles tém uma reta comum gue passa pelo ponto.
b) Dois planos distintos que tém uma rela comum sao secantes.
€) Se dois planos t&m uma dnica reta comum, eles sdo secantes.
d) Dois planos secantes t&m infinitos pontos comuns.

e) Dois planos distintos, paralelos a um terceiro, sdo paralelos entre si.

7 Objetos do nosso dia a dia permitem imaginar
planos secantes e planos paralelos. Na espre-
guigadeira mostrada na figura:

[ 1

a) quais planos s3o secantes?

b) quais planos s3o paralelos?
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I Posices relativas de uma reta e um plano

A posicdo de uma reta em relagdo a um plano depende exclusivamente do ndamero de pontos que eles

té&m em comum. Podem ocorrer trés situacoes:

+ Areta e o plano t8m em comum dois pontos distintos; nesse caso, conforme o postulado da inclusao,

a reta esta contida no plano.

re=r

Todos os pontos da reta r pertencem tambéem ao plano o

+ [DEF] A reta e o plano t8m em comum um dnico
ponto; nesse caso, a reta e o plano sao secantes.

T

/ /

’ /

A P s

/ /
/

;

O ponto P & aquele em gue a reta r intersecta

o plano oo. Dizemos que P & o traco da reta r no
plano o

rine = {P}

e,

Propriedades

= [DEF] A reta e o plano nao t8m nenhum pon-
to comum; nesse caso, a reta e o plano sdo
paralelos.

M= @

[PROP] Se uma reta ndo esta contida num plano e & paralela a uma reta do plano, entdo ela & paralela

ao plano.

Vieja a demonstracio do teorema 2, na pagina 146.
[PROP] Se um plano contém duas retas concorrentes, ambas paralelas a um outro plano, entdo esses

planos sao paralelos.

Vegja a demonstracao do teorema 3, nas paginas 146 e 147.

S
EXERCICIOS

B (assifique as afirmacoes a seguir em verdadeira
(V) ou falsa (F).
a) Uma reta e um plano gue t&m um ponto co-
murm sao secantes.

b) Uma reta e um plano secantes t&m um dnico
ponto comum.

¢) Uma reta e um plano paralelos no t&m ponto
comum.

d) Um plano e umna reta podem ter exatamente 2
pontos em comum.

e) Se uma reta est contida num plang, eles tdm

infinitos pontos em comum.
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9 Observe o cubo ao lado.

. - H G

Determine a posicdo r
relativa entre: c ' E
a) areta AB e o plano :

{CD-G};._, ol
b) a reta AD e o plano o

(CDG); i
) areta ED e o plano A B

(ABC);

d) o plano (ABC) e o plano (EHD);

e) o plano determinado pelas retas FFeGHeo

planc determinado pelas retas EF e FG.

133
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10 Observe a figura ao lado, que & a representacdo geométrica
de uma cadeira apoiada sobre uma superficie plana no solo.
Usando elementos dessa figura, dé exemplos de:

a) dois planos paralelos distintos.

b) dois planos secantes e sua intersecao.

c) duas retas paralelas distintas.

d) duas retas concorrentes e o plano por elas determinado.

e) uma reta secante a um plano e o trago da reta no plano.
f) uma reta paralela a um plano. -

CITZAPT

. Posicoes relativas de duas retas

Vamos analisar as posicoes relativas de duas retas observando inicialmente
se elas t8m ou ndo ponto em comum. Podemn ocorrer quatro situacoes:
= As duas retas tm em comum dois pontos distintos; nesse caso, conforme
o postulado da determinacao, as retas sao coincidentes.

« [DEF] As duas retas tém em comum um Unico ponto; nesse caso, elas sao
concorrentes e existe um Onico plano que as contém.

rns={F}

= [DEF] As duas retas ndo t&m nenhum ponto em comum, mas existe um .
Professor, o objetivo deste Pense

plano que as contém; nesse caso, elas sao paralelas. nisto ¢ levar o estudante a fazer 3
sintese:
Se estiveram am umn mesmo plano,
sa0 paralelas.

Se nao houver um plano que as
contenha, S30 rEVErsas, Ccomo as que

= [DEF] As duas retas nao tém nenhum ponto em comum e ndo existe planp  contém as arestas do cuba abaixa.
gue as contenha; nesse caso, elas sio reversas.

R L

r

s \ ;
: FMNs=AsCaer Qual ¢ a posigao rela-
- I tiva de duas retasr e

s gue n3o tém ponto
comum?
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EXEMPLO 3
No cubo ao lado, temos que:
= as retas E o m sa0 concorrentes;
- as retas EF e GH sdo paralelas;
- as retas £G e BD sdo reversas,
- as retas AE e FH sao reversas;

as retas AE e GH sao reversas.

Geometria Espacial de PosicSo

— * Podem ser paralelas

eV

ou concormentas

11 Afigura aolado representa

= 5e dois planos o e f s30 secantes e uma reta r esta contida em o,
qual é a posicao relativa de rem relacio a uma reta s contida em [§7

= 5e dois planos o e f s3o paralelos e uma reta r esta contida em o,
qual & a posicao relativa de rem relacio a uma reta s contida em 7
|

EXERCICIOS

a superficie de um sélido
chamado prisma hexagonal
regular. Ela € constituida
por dois hexdgonos regula-
res ABCDEF e AB CDEF,
congruentes, contidos em
planos paralelos, e seis
retangulos AIB1BA, B1CICB,
C,D,DC, D.EED, EFFE e
A F FA congruentes entre si.
Analise a veracidade das afirmacfes seguintes,
referentes a posicoes relativas de retas e planos,
contendo os vértices desse prisma:

a) Avreta AB eareta 'D,_E: sa0 paralelas.

b) A reta AB e a reta ﬁ 530 FEVErsas.

¢) O plano (ABB,) e o plano (DEE,) sdo paralelos.
d) O plano (ABB,) e o plano (CDD,) sdo paralelos.
) Areta AB é paralela ao plano {CDD1}_

12 Jassifique as afirmacoes a seguir em verdadeira (V)

ou falsa (F).

a) Duas retas ou 530 coinddentes ou sdo distintas.

b) Duas retas ou sdo coplanares ou s30 reversas.

¢} Duas retas distintas determinam um plano.

d) Duas retas concorrentes t&m um dnico ponto
comum.

e) Duas retas gue nao &m ponto comum s3o
paralelas.

f) Duas retas concorrentes sio coplanares.

FACA NO
CADERMNO

g) Duas retas coplanares ou sao paralelas ou sao
concorrentes.
h) Duas retas ndo coplanares sdo reversas.

base & um retangulo.

Determine a posicao relativa entre:
a) as retas AE e -B_C-;
b) as retas 2B e E;
c) as retas AD e E;

s A A B
d) a reta AB e o plano (BEC);

e) a reta AD e o plano (BEC);

f) as retas BD e EC.

Observe a piramide ao lado, cuja L

Observe o solido geo-
métrico ao lado e os
pontos assinalados.

Classifiqgue em ver-

dadeira (V) ou falsa

(F) as afirmacdes se-

guintes.

a) As retas TG e BG
530 coplanares.

b) As retas AB e GH sao coplanares.

c) As retas EH & FJ sdo coplanares.

d) Os planos (FQJ) e (IEH) s30 paralelos distintos.
e) Os planos (ABE) e (EF)) sdo paralelos distintos.
f) Asretas U e BC s3o reversas.

g) As retas El e FH s3o reversas.

— * Podem ser paralelas

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501
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136 CAPITULD 7

05 conceitos que estao sendo apresentados.

O Algumas propriedades

Vamos enunciar algumas propriedades referentes a retas e planos, as quais
540 consequéncias das definicdes que acabamos de ver.

= 14 propriedade: 5e uma reta & paralela a um
plano, entao ela é paralela a infinitas retas do

plano [PROP]. plano [PROP].

Essas propriedades podemn ajudar o estudante a compreendear

= 24 propriedade: Se uma reta & paralela a um
plano, entdo ela & reversa com infinitas retas do

Se uma reta r € paralela a um plano a, qual é a posicao relativa de r
em relagdo a uma reta s contida em a?

= 3i propriedade: Se uma reta € secante com um
plano, entdo ela & concorrente com infinitas

retas do plano [PROP]. do plano [PROP].

r

[+
‘\‘ O abjetivo &
. levar o estudante
L a farer a sintese:
t, t Elas sa0

paralelas
T

S

ou rE\'ElSQS-'_'_'_'_,_,_o—'-Pr

L

= 44 propriedade: S5e uma reta e secante com um
plano, entao ela é reversa com infinitas retas

o,

Espara-se
que o estudante

4

Se uma reta r & secante com um plano o, qual é a posicio de r
em relagdo a uma reta s contida em o?

A

= 52 propriedade: Se uma reta esta contida num plano, entao ela € paralela

ou concorrente com infinitas retas do plano [PROFP].
/

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501
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Geomelria Espacial de Posigo 137
= B2 propriedade: Se dois planos o e [} sao secan- = 72 propriedade: Se dois planos o e [} sdo secan-
tes, sendo i a intersecao deles, entdo existem tes, sendo i a intersecao deles, entdo existern
infinitas retas de um que sao paralelas ao outro infinitas retas de um que sdo secantes ao outro
(retas paralelas a i) [PROP]. ({retas concorrentes com i) [PROP].
L
-—
e
-— .
I
= 83 propriedade: Se dois planos sdo paralelos e = 94 propriedade: Se um plano intersecta dois
distintos, entao toda reta de um deles & paralela planos paralelos, entao as intersecoes sao retas
ao outro [PROP]. paralelas [PROP].

=

Se dois planos s3o paralelos e distintos entre si, toda

5 7
reta de um deles é paralela a qualguer reta do outro? Nao, pode ser também reversa.

B Angulos de duas retas

Ja vimos, em anos anteriores, que duas semirretas distintas de mesma origem
formam um dngulo.

sermirretas: OF e O
o dngulo: s

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501 139/420
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158 CAPITULD 7

Sejam r e s duas retas concorrentes em Q. O ponto O divide r em duas " r
semirretas (Or' e Or") e divide s em duas semirretas (Os' e Os").

,, , . . . . o]
Messe caso, sdo formados quatro angulos: rOs!, r'Os®, rOs' e r'Os".
Podernos provar que os dngulos r'Os' e r'Os’, ditos opostos pelo vértice, "
sd0 congruentes. s

Também sido congruentes os dngulos rOs” e r'Os', opostos pelo vértice.

Chama-se angulo das retas concorrentes r e s qualguer um desses quatro
angulos [DEF].

Sejam duas retas r e s reversas. Tomemos um ponto O qualquer e conside-
remos as retas r paralela a r e s paralela a s, ambas passando por O:

r

]

Como F e 5' s3o concorrentes em O, o dngulo rOs' é chamado dngulo for-
mado pelas retas r e s reversas, em que r//r e s)//s [DEF].

n Retas que formam angulo reto

Vimos que duas retas concorrentes formam quatro dngulos. Quando esses
quatro dngulos sao congruentes, cada um deles & chamado dngulo reto e as
retas sao chamadas retas perpendiculares [DEF].

Se duas retas sao concorrentes e nao sao perpendiculares, diz-se que elas
sao obliquas [DEF].

Se duas retas sao reversas e formam angulo reto, as retas sao chamadas
ortogonais [DEF].

r

rls
r e s perpendiculares r e s obliguas

~—{ ExempLO 8 )

H G
Consideremos o cubo ABCDEFGH. i ‘
_— = E - ™  PENSE NISTO:
As retas GH e GC sao concorrentes em ' F -
. ! .
G e formam angulo reto; logo, sao . Indique um par de
. — e 1 retas concorrentes
perpendiculares. As rﬂe‘[as AB e GC sao .. . no perpendiculares
reversas e formam angulo reto; logo, e C {obliguas) e um par
sdo ortogonais. A = - de retas reversas nao
— o . ortogonais no cubo ao
GH L GC 1 {l&-se & perpendicular a) lado
BB 1 GC L {l&-se: & ortogonal a) \, : 4
- s |
Possivel resposta; « AC 2 BC sao concorrentes nio perpendicularas + BG & AE sio reversas ndo oriogonais
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EXERCICIOS

15 (assifique as afirmacoes a sequir como verdadeira

(V) ou falsa (F).

a) Duas retas perpendiculares s3o sempre con-
correntes.

b) Se duas retas formam angulo reto, entio elas
sao perpendiculares.

¢) Duas retas que formam dngulo reto podem ser
reversas.

d) Duas retas perpendiculares a uma terceira s3o
perpendiculares entre si.

e) Duas retas perpendiculares a uma lerceira sao
paralelas entre si.

16 A figura abaixo representa um s0lido chamado
prisma reto de base triangular.
c

D E

Ele & formado por dois tridngulos congruentes e
trés retangulos.

Geometria Espacial de PosicSo

& FACA MO
& CADERNO

Classifigue cada uma das afirmagdes seguintes
como verdadeira (V) ou falsa (F). As retas:

a) AE e DE sdo reversas.

b) AC e FC sdo concorrentes.

c) AD e CF sao coplanares.

d) AB e EF sdo paralelas.

e) DE e CF s30 ortogonais.

Observe o paralelepipedo retangulo seguinte.
Use duas retas determinadas pelos vértices desse
paralelepipedo para justificar, em cada caso, que
a sentenca dada & falsa.

E F

a) Duas retas gue estdo contidas num plano sao
paralelas.

b) Duas retas coplanares sdo concormrentes.

¢) Se duas retas s3o ortogonais, toda paralela a
uma delas & perpendicular a outra.

d) Seduas retas distintas s3o paralelas a um plano,
entao elas sao paralelas entre si.

n Reta e plano perpendiculares

Se uma reta & secante com um plano num ponto
0 e e perpendicular a todas as retas do plano que
passam por O, diz-se que a reta & perpendicular
ao plano [DEF].

Se uma reta & perpendicular a duas retas concor-
rentes de um plano, entdo ela & perpendicular ao
plano [PROP].

Veja a demonstracdo do teorema 4, nas paginas
147 e 148.

S5e uma reta e um plano sdo secantes e a reta
nao e perpendicular ao plano, diz-se que a reta e
obliqua ao plano [DEF].

Se uma reta r é perpendicular a um plano o, qual & o dngulo que r forma
com uma reta s contida em o?

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501

r rlaaCoedE a,
rlb,bCae0EDb,
rleceCoaedEe

/ elc.
a

r L oz significa

ré obligua a o

Amgulo reto:
r r e s oriogonais

o, 0

r
res
perpendicularas
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CAPITULD 7

)

EXERCICIOS

18 Classifique cada uma das afirmacgbes seguintes

como verdadeira (V) ou falsa (F).

a) Para que uma reta e um plano sejam perpen-
diculares & necessano gue eles sejam secantes.

b) Uma reta perpendicular a um plano forma
angulo reto com gualguer reta do plano.

c) Se uma reta é perpendicular a duas retas dis-
tintas de um plano, entao ela é perpendicular
ao plano.

d) Se uma reta & perpendicular a duas retas pa-
ralelas e distintas de um plano, entao ela esta
contida no plano.

e) Uma reta e um plano s3o paralelos. Toda reta
perpendicular a reta dada é perpendicular ao
plano.

f) Uma reta e um plano sdo perpendiculares. Toda
reta perpendicular a reta dada € paralela ao
plano ou esta contida nele.

A figura ao lado representa
um solido chamado prisma
hexagonal regular. Suas
bases sdo hexdgonos regu-
lares e suas faces laterais sao
retangulos. Considerando
apenas as retas que contém
suas arestas e os planos que
contém suas faces, respon-
da &s guestoes sequintes.

o FACA MO
i # cADERNO

a) Areta AM & perpendicular a quais planos?

b) Quais s3o as retas perpendiculares ao plano
(AEC)?
¢) O plano (CDQ) & paralelo a guais planos?

d) O plano (BCP) é secante com guais planos?

A figura abaixo mostra uma cantoneira instalada
na parede. Ma figura, a reta r & perpendicular ao
plano @. Com base nas retas e nos planos assina-
lados, responda:

LITrar

Elementos sem proporgao entre si.

a) Qual & a intersecdo de f com y?
b) Qual & a intersecdo de @ com 7
¢) Qual ¢ a intersecdo de @ com y?

d) Quanto medem os dngulos rs e rt?

u Planos perpendiculares

Se dois planos sdo secantes e um deles contém uma reta perpendicular ao outro, diz-se que os planos
sao perpendiculares [DEF].

anfp=i
i L [ significa < r C o

rLp
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—{ EXEMPLO 5 |

Observe o cubo ABCDEFGH:

H G
= F

D c
A B

Geometria Espacial de PosicSo

Os planos (ABC) e (ADE) sao secantes (sua intersecao
2] E}, AE & perpendicular ao plano (ABC) e AE esta
contida no plano (ADE). Assim, os planos (ABC) e (ADE)
sao perpendiculares.

‘.mmm:

Que outros planos (de-
terminados pelas faces
do cubo) =30 perpendi-

culares ao plano (ABC)?

(BCF), (CDG) e (ABE).

Se dois planos sao secantes e nao sao perpendiculares, diz-se que eles sdo obliquos.

i & obliqguo a B

EXERCICIOS

21 Observe abaixo o paralelepipedo retorretangulo

ABCDEFGH.
H_ G
E . R,
,-":[':“"T-'.','_ """" c
A e

a) TG e perpendicular ao plano (ABE)? Qual é o
trago dessa reta nesse plano? Quais planos,
determinados pelas faces do cubo, contém FG
e sdo perpendiculares ao plano (ABE)?

b) Os planos (ABC) e (CDG) sao perpendiculares?
Qual & o traco de um deles no outro?

¢) O plano (BDF) & perpendicular ao plano (ABC)?

Explique. Qual & o traco de um deles no outro?

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501
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22 (lassifique as afirmacies a sequir como verdadei-

ras (V) ou falsas (F).

a) Se dois planes s3o secantes, entdo eles sdo
perpendiculares.

b) Se dois planos sdo perpendiculares, entdo eles
sao secantes.

) Se dois planos sdo perpendiculares, entdo toda
reta de um deles & perpendicular ao outro.

d) Se uma reta é perpendicular a um plano, por
ela passa um dnico plano, perpendicular ao
plano dado.

e) Dois planos perpendiculares a um terceiro sdo
perpendiculares entre si.

f) Se dois planos sdo perpendiculares a um ter-
ceiro, entao eles s3o paralelos.

g) Se dois planos s3o paralelos, todo plano per-
pendicular a um deles & perpendicular ao outro.
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23 O projeto de varal de chio, mostrado na figura ao lado,

permite-nos imaginar retas e planos.

a) Quais planos, determinados por 3 pontos ndo coli-
neares entre os assinalados, sao obliguos ao plano
(CDE)?

b) Os planos (KLE) e (EFG) sdo secantes? Qual & o trago
de um deles no outro? Esses planos sao perpendi-
culares ou obliquos?

¢) Os planos (ABC) e (EFG) sdo paralelos ou secantes?

[ Projecées ortogonais

Projecao ortogonal de um ponto sobre :
um plano é o ponto de intersecao entre a P
: P'= proj P
' i = plano de projecao
; PP = reta projetante de P

reta perpendicular ao plano conduzida pelo
ponto e o plano [DEF].

P!

i
Projecao ortogonal de uma figura @
plana, ou nao plana, sobre um plano & : :
o conjunto das projecoes ortogonais dos
pontos da figura sobre esse plano [DEF].

=
-
[ PR P
1
i
Ml

o

F = proj, | F = proj, |

A projecao ortogonal de uma reta r r
sobre um plano o e assim definida:

= Ser é perpendicular a @, a projecao

de r sobre a & o ponto P em que r

intersecta o [DEF]. / tP /
= Serndo é perpendicular a o, a proje- < :

cao dersobre o é aretar, intersecio

de o com o planc [§, perpendicular a P =proj_ 1
ot conduzido por r [DEF].

A projecao ortogonal de um segmento de
reta AB sobre um plano o é assim definida:
- Se AB é perpendicular a o, a projecio
de AB sobre a é o ponto P em que a

reta AE intersecta a [DEF].

- Se AB nao e perpendicular a o, a pro- Fi
jecao de AB sobre o € o segmento A'B' 4 4

tal que A’ e B' sao, respectivamente,
as projecoes de A e B sobre o [DEF].

AN
N

-
Ii
T
=3
&l
=]
Il
=
=
=
=
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EXERCICIOS

24 (assifigue como verdadeira (V) ou falsa (F) cada

uma das afirmacoes seguintes.

a) A projecio ortogonal de um ponto sobre um 25
plano & um ponto.

b) A projecdo ortogonal de uma reta sobre um
plano & uma reta.

c) A projecio ortogonal de um segmento sobre
um planc & um segmento.

d) A projecdo ortogonal de um segmento obligue
a urmn plano, sobre o plano, tem medida menor
gue a medida do segmento.

e

—

Sedois segmentos sao congruentes, entao suas
projecoes ortogonais sobre qualguer plano sao
congruentes.

f) Projetando-se ortogonalmente um tridngulo
sobre um plano podemos obter um segmento
de reta.

g) A projecdo ortogonal de um cilindro sobre umn
plano & um circulo.

Classifigue as afirmacoes a seguir como verdadeiras

(V) ou falsas (F).

a) Se as projeches ortogonais de duas retas sobre
um plano sdo paralelas, entao as retas sao
paralelas.

b) Duas retas paralelas ndo perpendiculares ao
plano de projecao tém projecoes paralelas.

¢) A projecdo ortogonal de um dngulo sobre um
plano pode ser uma sermirreta.

d) A projecdo ertogonal de um dngulo sobre um
planc pode ser um segmento de reta.

e) A projecao ortogonal de um dngulo sobre um
plano pode ser uma reta.

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501
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s FACA NO
CADERNO

B pistancias

A distdncia entre dois pontos A e B pode ser assim definida:

= 5e A e B coincidem, a distancia entre eles é nula.

= Se A e B sao distintos, a distancia entre eles & a medida do
segmento de reta AB.

B

d,, = AB
AB: medida do
segmento AB

A distincia de um ponto P a uma reta r € a distancia de P
a P, em que P' € a intersecao entre a reta perpendicularar,
conduzida por P, e a reta r. [DEF].

[

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501

O menor comprimenta a ser parcarrido entre
diois pontos distintos quaisquer & o percurso
definido pelo segmento de reta que os une.

Messe casn, o segmento de reta B éo
caminho procurado

Qual é o caminho de menor compri-
mento para ir do ponto A ao ponto B?

A menor distdncia & igual P
& medida do segmento
PC, em que C &o pé da
perpendicular a rtragada
par P

Se um ponto P ndo pertence a uma
reta r, qual @ a menor distancia entre P
e um ponto gualguer de r?

P
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144 CAPITULD 7

A distancia entre duas retas r e s paralelas € a distancia de um ponto P qualguer de uma delas ate a
outra [DEF].

A figura abaixo mostra que a distancia entre r e s foi obtida tomando-se um ponto P em r e tracando-
-se PP perpendicular a s, com P' em s (P & 0 ponto de intersecao entre a reta perpendicular a s conduzida
por P e a reta s).

A distincia de um ponto P a um plano o € a distdncia de P a P', em que P' & o ponto de intersecao
entre a reta perpendicular a o, conduzida por P e o plano o [DEF].

A menor distdncia & igual
4 medida do segmento
PC, o qual asta contido
na reta perpendicular a e
conduzida por P

5e umn ponto P ndo pertence a um
plano o, qual & o ponto do plano o

que fornece a menor distancia a P?

A distancia entre uma reta r e um plano o, sendo r contida em o ou r paralela a o, @ a distdncia de um
ponto P qualguer de r ao plano o [DEF].

A figura abaixo mostra que a distancia entre r e o foi obtida tomando-se um ponto P em r e tragando-se
PP perpendicular a o, com P em o (P' & o ponto de intersecdo entre a reta perpendicular a o conduzida
por P e o plano o).

\

=3
\
|
+
|
o
:!
]
=
=

N
A
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A distancia entre dois planos « e [} paralelos € a distancia de um ponto P qualguer de um deles ao
outro plano [DEF].

A figura abaixo mostra que a distdncia entre o e [ foi obtida tomando-se um ponto P qualguer em o
e tracando-se PP perpendicular a f, com P em 3.

S SRR [ P .

A

A distancia entre duas retas reversas r e s € a distincia de um ponto qualguer P da reta r ao plano o
que contém s e & paralelo a reta r [DEF].

EXERCICIO '\ FACA NO

26 Observe o bloco retangular representado abaixo com as medidas indicadas.

Determine a distancia:

=
&1

a) entre os pontos Ce G;
b) do ponto E & reta FG: E
¢} do ponto A ao plano (CDG):

d) do plano (ADE) ao plano (BCF); Iem
e) do poento E ao plano (ABC), -
f) entre as retas E e 'ﬁ:';

g) entre as retas AD e CF.

LS R R,

Y
i

n Teoremas fundamentais

Teorema 1

Se dois planos distintos t8m um ponto comum, entdo a intersecao desses y, N
planos & uma dnica reta que passa por aquele ponto. ‘ Y

1 o # [ (o plano a é distinto do plano ). _ *-y s
Hipoteses: J (2 P € « (o ponto P pertence a o). : i
3 P = [i (o ponto P pertence a [3). A ,;’

Tese: i | i=w M [feP & i(existe uma Gnica reta i que ¢ a intersecao de o W
com [§, e P pertence a i).
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Demonstracao:
I. Seqe b sdo distintos e t8m um ponto comum P, existe outro ponto Q que

também pertence a ot e a 3 (veja o postulado da intersecdo na pagina 131).

II. Chamando dei a reta m temos que i esta contidaem o (pois P E e
Q € w) e i também esta contida em [ (pois P € e Q € [i).
Para provarmos quei € a intersecdo de a e |3, devemos provar gue todos
os pontos gue estdo em o e em [ estdo em i

III. Vamos supor, por absurdo, que exista um ponto X talque X 2, X € [ie
X & 1. Entao os planos o e [ teriam em comum o ponto X e a reta i e, desse
modo, deveriam coincidir, o que € absurdo, pois contraria a hipétese (1.
A contradigdo vem do fato de admitirmos que X & i. Assim, X deve
pertencer a reta i e, portanto, i é a intersecdo de o e [b.

Teorema 2

Se uma reta nao esta contida num plano e e paralela a uma reta do plano,

entao ela e paralela ao plano.
r

1 r @ o (a reta r ndo esta contida em ). ..-ﬂ’/f.'

Hipoteses: < @ r /s (aretar e paralela a reta s).
3 s C «t(areta s esta contida no plano o). / "_,_,.-'7
Tese: r/f o (a reta r & paralela ao plano a). =

Demonstracao:

I. Como as retas r e s sao paralelas distintas, elas determinam um plano 3.
I. ComosCaesC [}, coma e [ distintos, entao s = o M i
III. Vamos supor, por absurdo, que r e o tivessemn um ponto P em comum:

PererC iitemI)=Pef§
Como P pertence a @ e a [}, entdo P pertence
a intersecio de o com 3, que & a reta s. _—
Dai, as retas r e s teriam em comum o ponto . B -

P, 0 que é absurdo, pois contraria a hipdtese — //'
2 . A contradigdo vem do fato de supormaos
quer EP[I tém o ponto P em comum. Log.cr, A_,/"-E "'.,'/:
r e & nao podemn ter ponto comum, ou seja, \

(i3 [+

r & paralela a o

ey

Teorema 3

Se um plano contém duas retas concorrentes, ambas paralelas a outro plano,
entao esses planos sao paralelos.

A . - 7
i - T
r C «x (a reta r esta contida no plano o). /’ P //
- -~
s C ¢ (areta s esta contida no plano o). A =

1
2
Hipoteses: £ @3 r N s = {P} (r e s sdo concorrentes no ponto P).
A
5

r/f |3 (r e paralela ao plano f3).
s// b (s é paralela ao plano ). E

Tese: o ff [} (o plano o & paralelo ao plano f).
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Demonstracao:
I. Osplanos o e P sdo distintos, pois o contéem retas paralelas a f.

II. Vamos supor, por absurdo, que « e § sejam secantes, isto &, que exista
uma retaitalquec M i =i
srfffrCo,i=anp=rfi
ssfifsCoai=an=s/i
Assim, as retas r e s passariam por P e ambas seriam paralelas ai, o
que & absurdo, pois contraria o postulado das paralelas de Euclides.
A contradicao veio do fato de admitirmos que o e 3 sao secantes.
Logo, o e [} nao podem ser secantes, e devemnos ter o /f 3.

Teorema 4

S5e uma reta é perpendicular a duas retas concorrentes de um plano, entao

ela & perpendicular ao plano.

(@ riaaretaré perpendicular a reta a).

r 1 b (a reta r & perpendicular a reta b).
Hipoteses: .

E =N Y R

Geometria Espacial de PosicSo

b
a C «u(a reta a esta contida no plano o). ,/’/

b C «z(a reta b esta contida no plano a).

\'5 a N b= {P}{(as retas a e b sdo concorrentes em P).
Tese: r Lt (a reta r & perpendicular ao plano o).

Demonstracao:

|r 1. Devemos mostrar que r € perpen-

dicular a todas as retas de o que
passam por P. Para isso, tomemos
no plano oo uma reta x passando por

P e distinta de a e b. Vamos mostrar
que r é perpendicular a x.

II. Tomemos na reta r dois pontos R e R simétricos em relacao ao fﬁ/‘//bﬁg’a/’/
ponto P. Teremos, portanto, PR = PR ~ PiN,

III. Tormemos agora um ponto A na
reta a e um ponto B na reta b, com
A # PeB # P, detal forma que AB

intersecte a reta x num ponto X.
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148 CAPITULD 7

IV. Temos:
= a & mediatriz de W; entao, RA =
= b & mediatriz de RR’; entao, RB = RB.

V. Comparando os triangulos RAB e R'AB, encontramos:

| 2l

RA =FA ;
RE=TFE » ARAB = AR'AB (critério LLL) e, dai, RAX = RAX. R
AR & comum

VI. Comparando os tridngulos RAX e R'AX, encontramos:
RA=TFA
RAY = RAX » ARAX = ARAX (critério LAL)

AX & comum

e, dai, X = ¥

Temos:

= XequidistadeReR o — R
A reta x € a mediatriz de RR' e,

= X ExX 5 il

+ x passa por P (ponto médio dem. assim, r = RR' é perpendicular a x.
Assim, mostramos que a reta r € perpendicular a reta x, qualguer que seja
x contida em « e passando por P.
Conclusao: a reta r & perpendicular ao plano o

=

7

> 7
" DpEsario

(Enem-MEC) Gangorra & um bringuedo que consiste de uma tabua longa e estreita equilibrada
e fixada no seu ponto central (pivd). Nesse brinquedo, duas pessoas sentam-se nas extremidades
e, alternadamente, impulsionam-se para cima, fazendo descer a exiremidade oposta, realizando,
assim, o movimento da gangorra.
Considere a gangorra representada na figura, em gque os pontos A e B sao equidistantes do piv:
B

?

A
[ 1

A projecao ortogonal da trajetoria dos pontos A e B, sobre o plano do chao da gangorra, quando
esta se encontra em movimento, &:

a) a B c) E}/\ \/
A B

b) ™A B d)
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Poliedros

[ Introducio

As indmeras obras de engenharia, arquitetura, artes plasticas etc. mostram a imensa guantidade de
formas que podem ser relacionadas com figuras estudadas na Geometria.

-

. o
g E:
= ?: E
E §5
@ E
e =
I Ed

MASI-' Museu de Arte de Sao Paulo. Obra da Firamide de vidro no Museu do Louwre, em Paris,
arguiteta Lina Bo Bardi, construida em 1968. Franga, construida em 1988,
b - z
E £ F
= i i
4 - E
: % . e | =
& oo g
b bt ,i ’Eﬂ T8 & = £ K
: 4 1 N Wl . BE
| Py r —_—
nu ul‘-'l& pen wiile T B
Catedral Nacional em Brasilia. Obra do argquiteto Paliicio Taj Mahal, em Agra, india, construido
Oscar Niemeyer, construida em 1960, ne século XM

Muitas formas reais encontradas em objetos do cotidiano, embalagens de produtos, construgbes, entre
outros, lembram solidos geomeétricos, os quais sao figuras tridimensionais idealizadas pela Geometria.

Veja algumas fotos de objetos que constituem formas reais. Ao lado de cada uma esta desenhada a
figura correspondente ao solido geométrico mais proximo da forma real.

W AIFS

THINKITCCKIETTY

t =
i : 3
- .
-~ E
; 5
formo de micro-ondas paralelepipedo g I —
retangulo 2 dlindro
E lata de atum
g i
:
Ef -I:'
e E
i B
g 2
o &
z &
= o
T =
= L
:
globe terrestre - casguinha de sonete cone
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150 CAPITULD 8

WERALYTASY FOTCATOOGAEE PHOTD

PR DA S ALA

prisma obliguo
quadrangular

Porta da Europa em Madri, Espanha, 2015.

Mo nosso dia a dia, encontramos também uma grande variedade de formas reais tridimensionais que
sd0 mais complexas e que, de modo geral, nao estao associadas aos solidos geométricos mais “comuns”.
Observe as imagens.

i &IET

ALET&THINKSTOOSMIET™Y

g 2

2

g

i

II
Hotel Burj Al Arab
e Dubai, Emirados —
Arabes, 2015, suporte para fita adesiva vaso decorativo

Quando examinamos as formas tridimensionais idealizadas pela Geometria, estamos observando solidos
geometricos.
Os solidos geomeétricos mais simples podem ser de dois tipos:
= Poliedros: sdo solidos geométricos cujas superficies sao formadas apenas por poligonos planos
(tridngulos, guadrilateros, pentagonos etc.). A palavra poliedro vemn do grego antigo, em que polf
significa "varios", e edro, "face”. Veja alguns exemplos de poliedros:

i =
| — 1

T T T e S ST L

paralelepipedo -
poliedro

LTETTY B

o prisma hexagonal

cub pirdmide triangular pirdmide guadrangular
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Poliedras -l 5]

Em um poliedro podemos distinguir:

« faces: sdo os poligonos que formam a superficie do poliedro. Observe, por exemplo, que o prisma
hexagonal apresenta 8 faces: 2 hexagonos e 6 quadrilateros (retdngulos).

- arestas: sao os lados dos poligonos que constituem as faces do poliedro. Cada aresta & um seg-
mento de reta determinado pela intersecao de duas faces. Observe, por exemplo, que a piramide
triangular possui & arestas.

« vértices: sao as extremidades das arestas. Cada vértice € a intersecao de duas ou mais arestas.
Observe, por exemplo, que, na piramide guadrangular na pagina anterior, os 5 vértices sao: A, B,
C, D, V. No vértice A concorrem 3 arestas e o vértice V & o “ponto de encontro” de 4 arestas.

+ Corpos redondos: sio solidos geométricos cujas superficies t8m ao menos uma parte que @ arre-
dondada (nao plana). Veja os exemplos:

L @ &

dilindro Cone esfera tronco de cone de bases
paralelas

Faremos um estudo dos principais poliedros neste capitulo. Ja os principais
corpos redondos serao estudados no capitulo 9.

Observe ao lado alguns cbjetos encontrados em nosso cotidiano.
Cada um deles apresenta caracteristicas comuns, tais comao:
= suas superficies sdo constituidas de poligonos;

FOTOE: TRINGSTOOGGETT IMAGES

= tem pelo menos dois poligonos congruentes contidos em planos
paralelos;

= 05 outros poligonos sao paralelogramos.

i Lo ) ; Diversos objetos comuns em nosso dia
Solidos com essas caracteristicas sao chamados prismas. a dia lembram prismas.

poligono convexo P
Consideremos dois planos o e p, distintos e paralelos entre
si, um poligono convexo P, contido em o, & uma reta r que
intersecta o e  nos pontos X e Y, respectivamente.
Por todos os pontos de P, tracemos retas paralelas a r,
conforme mostrado na figura ao lado.
Observe que os pontos de intersecdo dessas retas coma e B
B determinam segmentos congruentes ao segmento XY. :
A reuniao de todos os segmentos assim obtidos & um solido ; ¢ “'
chamado prisma. ] ]

V1
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152 CAPITULD 8

Elementos e classificacao

Considerando o prisma representado na figura abaixo, temos:

face lateral altura

aresta
lateral

base aresta da base

+ 05 poligonos ABCDE e AB'CD'E', chamados bases do prisma, sdo congruentes e estdo contidos em
planos paralelos entre si (o e [3);

« o5 paralelogramos AA'B'B, BB'C'C, CCD'D, DD'E'E e EEA'A sao chamados faces laterais;

+ a distancia entre os planos o e B, que contém as bases, & a altura do prisma.

Quanto ao namero de lados de cada poligono da base, os prismas sao classificados em: triangular,
guadrangular, pentagonal etc., conforme o poligono da base seja, respectivamente, um tridngulo, um
guadrilatero, um pentagono etc.

Quanto a inclinacio das arestas laterais em relacdo aos planos das bases, os prismas sao classificados em:

= prisma obliquo: se as arestas laterais sdo obliquas aos planos das bases;

= prisma reto: se as arestas laterais sdo perpendiculares aos planos das bases. Observe que, nesse
caso, as faces laterais sao retdngulos.

Exemplos:

prisma obliguo prisma reto prisma reto prisma obliquo prisma reto
triangular quadrangular pentagonal hexagonal heptagonal
(A base & um tridngulo.) (A base & um guadrilitero.) (A base & um pentdgono.) (A base & um hexdgono.) (A base & um hepligona.)

5 as bases de um prisma reto s3o poligonos regulares, ele é chamade prisma regular. ]
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Poliedras ]53

Paralelepipedo

Todo prisma cujas bases sao paralelogramos € chamado paralelepipedo.
Sua superficie total & a reuniao de seis paralelogramos.

paralelogramo

paralelogramo

+ Paralelepipedo reto: & um paralelepipedo cuja superficie total & a reuniao de guatro retdngulos
(faces laterais) com dois paralelogramos (bases).

f——— paralelogramo

retangulo

+ Paralelepipedo retangulo ou retorretangulo: € um paralelepipedo cuja superficie total € a reuniao
de seis retangulos.

—— retangulo

retangulo

+ Cubo: & um paralelepipedo cuja superficie total € a reunido de seis quadrados. Note que o cubo é
um paralelepipedo retangulo em gue todas as arestas sao congruentes.

—— guadrado

quadrado

Paralelepipedo retangulo

Considere que o container mostrado na ima- -
gem tem a forma de um paralelepipedo retangulo
cujas dimensoes sao: 8 m de comprimento, 4,5 m
de largura e 3 m de altura.

Suponha que Onofre, dono de uma empresa
que aluga container, contrate uma pessoa para
pintar toda a superficie externa do container da
foto ao lado. Considerando que essa pessoa cobra
R$ 4,50 para pintar uma superficie de 1 m?, que
guantia Onofre tera de desembaolsar para pagar
pelo servico contratado?

B CVA LAWY PO TN

CRIGHASTL
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154 CAPITULD &

Calculo da area total

A figura 1 representa um paralelepipedo retingulo, em que a e b sdo as
medidas dos lados do retdngulo da base, e ¢, a medida da altura. A figura 2
representa a planificacdo da superficie desse paralelepipedo.

&) b

a
o Ly C
/; :
A : B S
s c ®F ® o@®
- b

A d B C a C
figura 1 @
4
d
figura 2

Essa planificacdo mostra que a superficie do paralelepipedo é a reunido de
seis retangulos, congruentes dois a dois. Assim, a sua area total A € igual a
soma das areas desses seis retdngulos, ou seja:

f\=2-ﬂ|+2-h3+2-f\3 5 A1=2.ab+2ac+2hc

t

~—{ ExempLO 1 )

Vamos resolver o problema proposto na pagina anterior, ou seja, vamos calcular a quantia que
Onofre devera pagar a pessoa contratada para pintar toda a superficie externa do container.

Como a base do container tem 8 m de comprimento por 4,5 m de largura e sua altura mede
3 m, entao a area da superficie a ser pintada é igual 4 soma das areas de seis retangulos, ou seja,
A=2ab+ 2ac + 2bc,emquea=8m,b=45mec=3m.

Assim, a area, em metros quadrados, &

A=2(8-45)+2(8-3)+2(45-3) = A=147

Como o pintor cobra R$ 4,50 por metro quadrado pintado, entdo, pelos 147 m? de area a ser
pintada, ele devera cobrar de Onofre a quantia de 147 - R$ 4,50 = R$ 661,50.

Calculo da medida da diagonal

Mo paralelepipedo da figura a seguir, sejam d a medida da diagonal do
paralelepipedo e d, a medida da diagonal da base.

o C
i
™
A i i B ¢
i -
B s RS
.-;'; ---- ‘*--::: b
A a B
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Poliedras ']55
Observe que os tridngulos BAD e IYDB sao retangulos:
- c o B
T T ABCONBCTY: paralelepipedo
b "-ﬂ& c "'-!:!_‘_ retéingulo = 0D 1 plano (ABC) =
T "“-.*__ = ['D & perpendicular a qualguer
*‘h._ a e, reta, do plano (ABC), que contém
- ST o = " = B D_llipnmo de intersecao entre a reta
A B h 'Dr e o plano (ABC).
a . "
Loga: YD L DB = AD'DE &
retangulo.

Assim, ternos:
Mo ABAD: dﬁ =a'+ B!
No ADDB: d* =di+

} »d?P=a’+b*+ 2

Por que o tniangulo
D'DB é retangulo?

logo: d=4a’>+b*+ ¢ : :

Calculo do volume

O volume de um solido & a medida da regido do espaco limitada por sua superficie.

Para expressar o volume de um solido por meio de um ndmero, devemnos estabelecer uma unidade padrao: a
unidade de volume € o cubo cuja aresta mede 1 u.c. {unidade de medida de comprimento). Para cada unidade
de medida de comprimento, temos uma cormespondente unidade de volume, como mostrado na tabela a seguir:

Unidade de medida Unidade de

da aresta do cubo volume
1dm 1dm?
1cm 1em?
1m 1m?
1mm 1 mm?

De modo geral:

unidade de medida da aresta = 1 u.c. e unidade de volume = 1 {u.c.)?

Consideremos um paralelepipedo retangulo com as seguintes dimensdes:a =5u.c, b=2uc ec=3uc

A divisao do comprimento, da largura e da altura desse paralelepipedo em cinco unidades, duas uni-
dades e trés unidades, respectivamente, nos permite obter 30 cubos unitarios (5 - 2 - 3 = 30}, conforme
mostrado nas figuras abaixo:

'
' A
i
i [l i [ [
& 4 i |55
P G S |I.- H Sl
' 1_,.-..1 1 "ﬁ"‘f'“...,"" ..'#-.-. Juc
i CA Y Y T P TR ot B
0 S S Y S
o= --H - .-P.-.
: 00 ,1! =1 A A ;
T = = Sl A P W] P W
e TIoF 11" Tl-" Tl=F Tl
- _,l...._.,'. R T ..’,} fem
i P I | P P P Juc
I I {
Suwe. Suwe

Dizemos, entdo, que o volume desse paralelepipedo é:
V={5uc) (2uc)-{3uc)=30uc)
De modo geral, se as medidas das trés dimensoes de um paralelepipedo retdngulo sdo os nimeros
inteiros a, b e ¢, seu volume é dado por:

V=a-b-c
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CAPITULD 8 ) - )
156 Profassor, nas Orientagoes Didaticas deste manual & apresentada a demonstracao no caso am que as medidas das arestas

do paralelepipedo retdngulo sao nimeros racionais (ndo inteiros) positivos. Se achar pertinente, leve-a para a sala de aula.
E uma boa oportunidade para ampliar a discussao e a reflexao.

Ma figura 1 da pagina 154, como a - b € a area da base (A ) e ¢ ¢ a medida
h da altura, temos: .
0 gque apresentamaos é
V=(a-b)-c = V=Ah'h um caso particular da
obtencio da farmula
do volume de um pa-

| EXEMPLO 2 ralelepipedo retdngulo,

Vamos calcular o volume do container de Onofre (ver pagina 153), em que as medidas de
B - - suas arestas 530 nume-
lembrando que ele tem a forma de um paralelepipedo retingulo cujas

) _ - . ros inteiros (positivos).
dimensoes sao: & m de comprimento, 4,5 m de largura e 3 m de altura. Pode-se mostrar que

Considerandoa=8m,b=45mec =3 m, temos: essa formula é valida
V=a-b-c=8-45-3 = V=108 para paralelepipedos
retéangulos nos quais

Logo, o volume do container de Onofre & 108 mA. as medidas das ares-

. - tas s30 expressas por
quaisguer NUMmeros
Cubo | reais positivos. )

O cubo é um paralelepipedo retingulo cujas seis faces sao quadrados con-
gruentes. Assim, suas 12 arestas sao congruentes entre si.

Comao ja sabemos, as formulas da area total, da diagonal e do volume de
um paralelepipedo retangulo sdo: A = 2ab + 2ac+ 2bc,d=+a? + b* + 2 e
V' =a-b- c respectivamente.

Considerando b = ¢ = a em cada uma dessas formulas, obtém-se as formu-
las da area total, da diagonal e do volume de um cubo de aresta de medida a:

- Area A: A=2-a-a+2-a-a+2-a-a = A=6a Hy .
P d
-Diagonald: d=Jai+af+ a2 =32 = d=ai3 '}:___:‘r_ ______
"'*' "‘, a
= VolumeV: V=a-a-a = WVW=2a P d

A unidade de medida de volume do Sistema Internacional de Unidades (51) & o metro Em gquantos cubos de
cubico. Apesar de ndo fazer parte do 31, a unidade litro & reconhecda como unidade aresta 1 am pode ser
de medida por esse sistema de medidas e definida como o velume de um cubo cuja decomposto um cubo
aresta mede 1 dedmetro, ou seja, 1L = 1 dm®. de aresta 1 m?

Como a aresta do cubo mede 1 m = 100 om, entao cada aresta
pode ser dividida em 100 partes de 1 om cada, gerando
EXEMPLO 3 100 - 100 - 100 = 1000000 de cubos de aresta 1 cm.
Mo exemplo anterior, determinamos o volume do container de Onofre: 108 m?.
Agora, vamos determinar o maior nimero de caixas gue podem ser transportadas nesse container,
considerando que todas tém a forma de um cubo cuja aresta mede 50 cm e que a massa total das
caixas nao excede a tonelagem maxima que pode ser transportada no container.
Como cada dimensao do container & divisivel por 50 cm, temos:

Se cada aresta da caixa mede 50 cm, o volume ocupado por uma dnica caixa &:
V, = (50 cm) - (50 cm) - (50 cm) = 125000 cm® = 0,125 m*
Sex e o numero de caixas que podem ser transportadas, entao devemos ter: x -V, = 108 m*. Logo:
x-0,125=108 = x= 864 =
O maior ndmero de caixas que podem ser transportadas no container € o maior numero inteiro
X que satisfaz a sentenca *, ou seja, 864.
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Poliedras ]5?

@ ' EXERCICIO RESOLVIDO

1 Em um aguério, um tangue para peixes tem
a forma de um paralelepipedo retdngulo de
basze quadrada, e a agua em seu interior ocupa

3 : :
= da sua capacidade. Considerando gue esse
=

tangue tern 3 m de altura e a aresta da base

OLAENE S0 A GA BT OARENS,

mede 4,5 m, determine quantos litros de dgua
faltam para gue ele figue totalmente cheio.
Solucao:

Primeiramente, calculemos o volume V, em
m?, do tangue:

V=A - -h = V=(45F-3 = V=6075

: " 3 - . 5
Como a agua existente no tangue ocupa = - V, entdo a agua a ser colocada no tangue, para enché-lo
2

totalmente, devera ocupar um volume v.:’ em m?, tal que:
V.=V %'V—%'V =3 V_—%-GD,?S = V, =2430
= b b = = |
Lembrando que 1 m* = 1000 dm’ e 1 L = 1 dm?, entdo:
V.= 2430 m* = 24,30 - 1000 dm*® = 24300 dm® = 24300 L

Logo, sao necessarios 24300 litros de agua para terminar de encher o tangue do aquario.

)
& EXERCICIOS P g-1A

1 Calcule a medida da diagonal, a drea total e o vo- 4 Calcule a drea total e o volume de um cubo cuja
lume de cada um dos paralelepipedos retangulos diagonal de uma face mede 1,2 m.

representados abaixo: ) L .
5 A figura mostra a planificacdo da superficie de

a) g <) um paralelepipedo retdangulo no qual a unidade
i 25cm i Z0em das dimensoes indicadas € o centimetro. Deter-
J I I mine:
" ‘ 2.5cm = 1,5 cm %
25cm 30cm
4
b) ] 4
E 25cm
= 2,0 cm
2.0cm
e
2 Determine o volume deum paralelepipedo retdngulo,
sabendo gue a medida de sua diagonal £ 3410 dm
e duas de suas dimensoes medem 4 dm e 7 dm. a) x, sabendo que a drea total do paralelepipedo
& igual a 364 em?;
3 Caleule a medida da diagonal, a drea total e o b) o volume do paraledepipedo para x = 4 cm:
volume de um cubo cuja soma das medidas das ¢) a medida da diagonal do paralelepipedo para

arestas & igual a 48 cm. x = 6 oam.
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CAPITULD B

Uma caixa tern a forma de um paralelepipedo re-
tangulo cujo volume éigual a 192 cm. Se as areas
de duas de suas faces sdo iguais a 32 am’ e 24 o,
determine a area total desse paralelepipedo.

Priscila usou massa de modelar para construir um

paralelepipedo retangulo cujas dimensoes eram

20 em ¥ 30 em x 45 cm. Em seguida, ela des-

manchou o paralelepipedo que havia construido e

aproveitou toda a massa usada na sua construgdo

para modelar um cubo de x centimetros de aresta.

Com base nessas informagtes, determine:

a) x;

b) a medida da diagonal do cubo;

©) a razdo entre a area total do paralelepipedo e
a area total do cubo.

O gue ocorre com a area total e com o volume de
um cubo guando a medida da aresta:

a) dobra?

b) & reduzida a € de seu valor?

€) & reduzida 4 metade de seu valor?

d) & multiplicada por um ndmero positivo k?

Fausto tern em sua casa um reservatorio de agua
com a forma de um prisma reto de base quadrada,
no qual a aresta da base e a altura medem, respec-
tivamente, x dm e 8 dm. Se ele pretende reformar
tal reservatorno, aumentando em 20% as medidas
das suas arestas e da sua altura, a fim de gue o novo
reservatorio tenha capacidade para 3110,4 litros
de dgua, gual devera ser o valor de x?

Pretende-se construir um reservatonio de agua em
forma de um paralelepipedo retidngulo que tem
4 m de altura e cujo perimetro da base & igual a
40 m. Determine o comprimento e a largura desse
reservatdrio para gue ele tenha capacidade para
384 000 litros.

Um reservatonio de dgua {HJ tem a forma de um
paralelepipedo retdngulo, com as seguintes dimen-
soes: 2 m de altura, 4 m de largura e & m de com-
primento. Pretende-se construir outro reservatorio
{R?:l, com a forma de um paralelepipedo retingulo
cujas dimensoes s3o diretamente proporcionais as
respectivas dimensoes de R . Nessas condigOes, se
R, tiver 15 m de comprimento,

a) qual serd a drea lotal de sua superficie?

b) que porcentagem de acréscimo sofrerd o volu-

me de R,?

Seja um paralelepipedo reténgulo cuja area total
& igual a 846 cm? e tal que as medidas das ares-

tas, em centimetros, s80 termos consecutivos de
uma progressao aritmética de razdo 3. Para esse
paralelepipedo, determine:

a) a medida da diagonal, em centimetros;

b) o volume, em centimetros cibicos.

Um comerciante comprou 20 blocos de doce de
abobora, cada qual com a forma de um paralele-
pipedo retangulo de base 12 cm % 21 em e altura
medir1du;|—l do perimetro da base. O comerciante
dividiu cada bloco em cubinhos de 3 cm de aresta
e colocou-os & venda por R$ 0,80 a unidade. Se
ele pagou ao fornecedor RE 15,00 por bloco, qual
sera o seu lucro na venda de todos os cubinhos
obtidos dos 20 blocos?

(Unifesp-5P) Um cubo de aresta de comprimento
a vai ser transformado num paralelepipedo retor-
retangulo de altura 25% menor, preservando-se,
porém, o seu volume e o comprimento de uma de
suas arestas, como é mostrado na figura.

15

A diferenca entre a drea total (a soma das dreas
das seis faces) do novo solido e a area total do
solido original sera:

1. LI E ]
a) A a c) > &) g 2
1 2 .
b) — &’ d) =&
)3 )32
O vaso mostrado na figura foi feito com placas de

vidro, cada uma com 0,5 em de espessura. Con-
siderando que ele tern a forma de paralelepipedo
retangulo com as dimensoes externas indicadas,

determine:
3 e "
Wy o~ "
E JL‘l “L Tl
g I
EI |
|
il 24 cm
12 am 11 cm

a) a capacidade desse vaso em litros;

b) o volume do vidro utilizado na sua confeccio.
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Aplicacoes

O volume do cubo e a funcao linear

Para ajudar no abastecimento de dgua de uma regido castigada pela estiagem, a prefeitura de uma

cidade abastece diariamente, com 13500 litros (ou 13,5 m?) de agua, um pequeno e distante povoado.
Essa quantidade de agua e retirada de um caminhao-pipa e despejada, por meio de uma bomba, em um
reservatorio clibico vazio, com 2,5 m de aresta. No processo de transferéncia da agua, um funcionario
utiliza apenas uma trena graduada para verificar a altura que a dgua atinge no reservatario e, dessa forma,
ele consegue saber o volume de agua transferido pela bomba sem que haja desperdicio de agua. Como
iss0 & possivel?

O volume de agua (em metros cabicos) despejado no reservatorio varia de acordo
com o nivel atingido pela agua, em metros.

- Para um certo nivel h , o volume de aguaedadoporV, = A _-h =(2,57-h,_.

- Para um outro nivel h,, o volume de agua é dado porV, = (2,5)* - h,, eassim | i________ L "
por diante. " 25
Enfim, para cada nivel h que a agua atinge, o volume transferido é: 25
V=(25P:h

c . .V, :
Como a area de base (2,5 = 6,25) & constante, a razdo N é constante (e igual a 6,25) e, desse modo,
as grandezas “volume de agua transferido” e "nivel da agua” sao diretamente proporcionais e a rela-
cao entre essas grandezas € dada por: % =6,25 = V =6,25-h, comVem m*e h em m. Trata-se da

funcao linear y = 6,25 - x, cujo grafico esta abaixo representado:

Volume [m*)
54 g
5T 7
Q7S To- - e
63513
3,125 T
o g5 10 15 20% Altura ou
216 nivel (m]

Assim, para gue o volume transferido seja de 13500 L = 13,5 m®, devemos ter:
13,5 =6,25-x = x= 2,16 (veja o ponto P).

Em resumo, o funcionario deve fazer medicdes sucessivas com a trena até que o nivel de dgua atinja
a altura de 2,16 m, ou seja, 2 metros e 16 centimetros. Nesse ponto, a transferéncia de agua deve ser
interrompida, pois o recipiente cdbico ja contém os 13500 litros.
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160 CAPITULD 8

» Principio de Cavalieri

Conseguimos estabelecer uma farmula para o volume de um paralelepipedo retangulo de maneira
intuitiva; entretanto, para determinar a expressao do volume de outros solidos, 0 processo ndo e tdo sim-
ples. Uma maneira que pode ser utilizada para a obtencdao do volume de um solido e adotar como axioma
um resultado formalizado pelo matematico italiano Bonaventura Francesco Cavalieri (1598-1647), que e
conhecido como principio de Cavalieri.

Antes de enunciar o principio de Cavalieri, vamos apresentar um exemplo para que ele possa ser compreendido
de maneira intuitiva.

Dispoe-se de um conjunto de chapas retangulares de madeira, todas com as mesmas dimensdes e,
consequentemente, com o mesmo volume.

Imagine que elas foram usadas para formar duas pilhas diferentes, cada qual com a mesma quantidade
de chapas, como maostram as figuras 1 e 2:

figura 1

Mote que, em ambas as pilhas, a quantidade de espaco ocupado pela colecao de chapas € a mesma,
isto &, os solidos das figuras 1 e 2 tém o mesmo volume.

Imagine agora esses mesmos s0lidos com bases contidas num mesmo plano o e situados num mesmo
semiespaco dos determinados por o Qualguer plano [} paralelo a o e secante aos solidos 1 e 2 determina
nesses solidos superficies equivalentes, ou seja, de areas iguais.

£

A mesma ideia pode ser estendida para duas pilhas, cada qual com a mesma quantidade de moedas
de dimensdes iguais:

solida 1 salido 2

- superficies --
equivalentes

solidos de mesmo volume
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Poliedros 16’]

O gue acabamos de apresentar de maneira intuitiva € o que chamamos principio de Cavalieri.

Dois solidos, nos quais todo plano secante, paralelo a um dado plano, determina superficies
de areas iguais {(superficies equivalentes), sao solidos de volumes iguais (sdlidos equivalentes).

A

= A » W

1 2

De modo geral, sua aplicagao deve ser feita colocando-se os dois solidos com bases em um mesmo
plano, paralelo aguele em gue estarao as secoes de areas iguais.
A seguir, usaremos o principio de Cavalieri para calcular o volume de um prisma.

Areas e volume
Area da base (A,)

Como a base de um prisma & um poligono, a area da base de um prisma & a area de um poligono.

Por exemplo, se a base do prisma for um gquadrado cujo lado mede €, entdo A_ = €2 se a base do

prisma for um triangulo, em que b e h sao, respectivamente, as medidas da base e da altura relativa a

essa base, entdo #'\h = %

Area lateral (A)

Como a superficie lateral de um prisma € a reuniao de suas faces laterais, entdo a area lateral de um
prisma & a soma das areas das faces laterais.

Area total (A)

Como a superficie total de um prisma € a reuniao da superficie lateral com as bases, entio a area total
de um prisma & dada por:

A=A +2-A

Volume (V)

Imaginemaos um prisma P, de altura de medida h e area da base igual a B. Consideremos um parale-
lepipedo retangulo P,, em que h é a medida da altura e a drea da base é igual a B. Note que P, e P, tém
as alturas de medidas iguais, assim como sao iguais as areas de suas bases.
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162 CAPITULD 8

Suponhamos que os dois solidos tenham as bases contidas num mesmo plano
o e figuem no mesmo semiespaco de origem o, conforme mostrado na figura:

SRR |-
:

T
|

Observe que qualquer plano P paralelo a « e que secione P, também seciona
P,. Note tambem que as secoes I[Bx1 e BJII tém areas iguais, pois sdo congruentes
as respectivas bases.

EHTED., pel.cu principio de Cavalieri, o prisma P, e o paralelepipedo P, tém
volumes iguais, ou seja, V, =V, .

! 1 X
ComoV, =B-h entao:V, =B-h.
Assim, concluimos que:

V=A~A-h

O volume de um prisma € igual ao produto
da area da base pela medida da altura.

Como exemplo, consideremos P, um prisma reto triangular com 12 cm de
altura e area da base igual a 18 cm® e P, um cubo cuja aresta da base mede
6 cm. Temos:

Vo =A,-h=V, =18-12 =V, = 216 cm?®
V=@ =V, -6 = V, —216cm’ } ’

Py
» V, =V, = P eP,sao solidos equivalentes
1 F
i~ S\
~—| EXEMFLO 4 |

Afigura ao lado representa um prisma reto, em gue a altura mede 6 cm 3y2em

e a base & um tridngulo retingulo isésceles cuja hipotenusamede 32 em. . B
Vlamos determinar a area total (A)) e o volume (V) desse prisma.
= Calculo de A‘: A
Considere a planificacao da superficie do prisma dado, mostrada
na figura abaixo.
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Poliedros 163

Observe que a area total do prisma e igual a soma das areas de dois tridngulos retangulos
isosceles (BAC e BA'C) com as areas de trés retdngulos (ABB'A!, CAN'C e BCC'B'). Temos:

= ABAC e retangulo e isosceles; entao:
(BAZ + (AQ)? = (BC? et (ACP? = (342) =

» AC=BA =3 cm

LDQDZ.‘"Lh=%'3'3 > A =45m’

= Como a area lateral & a soma das areas dos retangulos ABE'A, CAA'C e BCCB', entao:
A,=3-6+3-6+3J2-6 = A =182 +42)cm?
Portanto: A = A, +2-A = A =36+ 1812 +2-45 = A =9(5 + 242) cm?
Logo, a area total desse prisma reto € igual a 9(5 + 21’5} cm?.
= Calculo de V-
Como o volume de um prisma € dado por V = A, - h, entdo:
V=45-6 = V=27cm’
Logo, o volume desse prisma reto & 27 om?.

@ ' EXERCICIOS RESOLVIDOS

2 Um prisma reto & tal que sua base & um losango com 24 dm de perimetro s T

e um dos dngulos internos mede 607, conforme a figura. Considerando gue
esse prisma tem 18 dm de altura, determine o seu volume.

Solucao:

Primeiramente, vamos determinar A, area da base do prisma.

Se o perimetro do losango da base & igual a 24 dm, entao cada lado mede 6 dm.

o

18 dm

P e

A drea do losango da base € igual 4 soma das areas dos tridngulos PSR e PQR,
gue s3o congruentes. Assim, temos:

Abzz-nmzz-%ﬁ-ﬁ-senﬁn“ = A =183 dm’
Ovolume V do prisma e dado porV = A, - h. Entdo, como h = 18 dm, temos:
v = (1843 dn?) - (18 dm) = 32443 dm?

Logo, o volume desse prisma & 32443 dm?.

3 Um artesio faz pecas macicas de latdo e as vende por R$ 35,00 o guilograma.
Fabricio comprou uma dessas pecas, que tem a forma de um prisma regular he- '
xagonal de 10 em de altura e cuja aresta da base mede 4 em. Considerando gue :
a densidade do latdo é 8,5 gfcm®, quanto Fabricio pagou pela peca comprada? 2

;
Use {3 =1,7. ; 10em
Solugdo: e S
!' “\
Como a densidade do latdo & 8,5 gfcm?®, isto &, a massa de latdo num volume
de 1 em? & 8,5 g, entdo devernos primeiramente determinar o volume V da peca i
comprada por Fabricio. 4cm
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164 CAPITULD 8
= Cdlculo de V:
A a tem a forma de um prisma regular hexagonal; entdo, V = A - h, em  Frofesson se achar necessdrio,
peLs P =g 9 ! ! Ab ! apresente novamente a
gue h = 10 cm e A, & a drea de um hexagono regular cujo lado mede 4 gm. dedusao da fdrmula da &rea

de um tridngulo equildters

L L R .y - em funcao da medida de seu
Como um hexagono regular € composto de seis tridngulos equilateros, entdo: |adn_u = '

Ab—6~(¥) = A;&(%):Ah—-m,acm’

E=4
Como V' = A, - h, temos:
V = (40,8 cm®) - (10 em) = 408 cm®
= Calculo da guantia paga por Fabricio:

Como a densidade do lat3o & 8,5 gfem?, a regra de trés seguinte permite que se calcule a massa da peca

comprada:
massa (g) volume (cm?)
85 —— 1 85 _ _ —
§ 208 = T 208 = X 34689 = 3,468 kg

Se o artesdo vende cada peca a R$ 35,00 o quilograma, entdo a peca comprada por Fabricio custou

3,468 - R$ 35,00, ou seja, R$ 121,38.

4 Determine o volume do paralelepipedo obliguo mostrado na
figura, sabendo que sua base & um guadrado cujo lado mede

5 em e gue a aresta lateral mede 8 em.

Solucao:
A area da base do paralelepipedo é:
A =5 = A =25cm?
Para determinar a medida h da altura do paralelepipedo,
note que o triangulo AMA' & retdngulo; assim:

_ AM 1 _ h .
sen 307 A = 3 3 = h=4cm

Como o volume V do paralelepipedo & dado porV = A, - h,

temos:

V = (25 cm?®) - (4 cm) = 100 cm?

OBSERVACRD (]

Define-se a densidade de um material homogéneo como o guocente de sua massa pelo seu volume.

A representacdo da densidade pode ser feita pela letra grega p (que se |8 "rd") e & expressa, entre outros modos, em
gramas por centimetro clbico, quilogramas por metro clbico, libras por polegada cdbica etc. Assim:

m . :
p= v em que m & a massa e V o volume do material.
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EXERCICIOS

16 Calcule a drea lateral, a drea total e o volume de

cada um dos seguintes prismas:

a) prisma reto triangular

b) prisma regular hexagonal

2,5cm

e m——
P TR

,
"n‘

Tcm

¢) prisma obliquo de base quadrada

Considere um prisma reto cuja base & um tridn-
gulo equilatero de perimetro 12 dm. Determine a
area total e o volume desse prisma, sabendo gue
a medida da sua altura € o dobro da medida da
altura da base.

Ma figura tem-se a planificacao da superficie de
um prisma reto cuja base & um trapézio isdsceles.

A 6 B
5
A D 10 C B A
12
E H G F 3
E F

Considerando que a unidade das medidas indica-

das é o centimetro, determine:

a) o volume desse prisma;

b) a raz3o entre a drea da base e a 4rea lateral
desse prisma, nessa ordem.

Poliedros

19 A base de um prisma reto de 8 em de altura & um

quadrado inscrito em um circulo de 642 cm de
digmetro. Determine a area total e o volume desse
prisma.

Sabe-se que a base de um prisma reto & um hexa-
gono regular cujo apotema mede 643 dm.Sea
altura desse prisma mede 20 dm, determine sua
area total e seu volume.

Um artesdo vende porta-joias que tém a forma
de prismas heptagonais regulares. Ele oferece aos
clientes a opcio de revestimento de toda a superfi-
cie lateral do porta-joias com resina e, por esse ser-
vigo, cobra sobre o preco marcado um adicional de
RS 0,15 por centimetro guadrado de superficie
revestida. Mafalda comprou um desses porta-
-juias e optou por fazer tal revestimento. Entdo,
se o porta-joias gue ela comprou tinha 4 cm de
altura e a aresta da base media 3 cm, que quantia
adicional ela pagou?

Um prisma hexagonal regular tem 19243 m* de
volume e a drea de sua superficie lateral & igual a
192 m?. Determine a medida do lado do hexagono
e a altura do prisma.

Sabe-se gue a base de um prisma & um tridngulo
equilitero com 12 dm de perimetro e que a medida

-
de sua altura &igual a % da medida da altura da

base. Relativamente a esse prisma, determine:

a) a area total; b) o volume.

Um pnsma hexagonal regular & tal gue a area da
base esta para a area lateral assim como 1 esta
para 3. Determine a drea lateral e o volume desse
prisma, sabendo que ele tem 18 em de altura.

A figura representa um galpdo com o formato de
um prisma reto de base pentagonal, em que a
unidade das medidas indicadas & o metro. Conside-
rando gue esse galpao tem 18 m de comprimento,
determine o volume de ar que ele comporta.
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) Piramide

O desenvolvimento da Geometria pode ter sido estimulado por necessidades
praticas de demarcacao de terras, de construcao de edificios ou por sentimentos
estéticos das artes em geral.

Esse senso estético parece ter sido altamente desenvolvido entre os egip-
cios, como mostram registros de construcoes de piramides (aproximadamente
5000 a.C.), destinadas a servir de timulo para o farad e sua familia, bem como
guardar seus tesouros.

Para os egipcios, as piramides representavam os raios do sol brilhando em
direcao a Terra. Todas elas foram construidas na margem oeste do rio Nilo, na
direcao do sol poente. ART KEMBLS AL AMYFOTOARERA

Entre as inumeras pirdmides construidas no
antigo império egipcio, destacam-se trés: a de
Quéops (conhecida como Grande Pirdmide de
Gizé), a de Quéfren e a de Miguerinos — co-
nhecidas também como Pirdmides de Gizé —,
mostradas na foto ao lado.

Atualmente, a Grande Piramide de Gize,
alem de ser Patrimonio Mundial da Unesco,
ocupa o primeiro lugar na lista das sete mara-
vilhas do mundo antigo.

A Grande Pirdmide de Gizé, ao centro, term mais de
A500 anos. E a dnica maravilha do mundo antigo que
resistiu até hoje is intempéries. Egito, 2004,

Dados um poligono convexo P contido
em um plano o e um ponto V nao perten-
cente a o, tracemos todos os possiveis seg-
mentos de reta que t8m uma extremidade
em V e a outra num ponto do poligono.
A reunido desses segmentos & um salido
chamado piramide.

Elementos e classificacio

Ma piramide VABCDEF, representada ao lado, temos que:

« o ponto V é o vértice da piramide. arests

~ lateral

» o poligono ABCDEF € a base da piramide.

- os segmentos AB, BC, CD, DE, EF e FA sio as arestas da  face lateral

altura

terais.

= 0s tridngulos VAB, VBC, VCD, VDE, VEF e VFA sdo as faces A ;r:z':m
laterais.

+ a distancia de V ao plano da base € a altura da piramide. base
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As pirdmides podem ser classificadas de acordo com o poligono da base. Por exemplo:
v o
v
C

C

N D

A B B A
piramide quadrangular B c

pirdmide triangular (A base & um quadrilaterc.)

(A base & um triangulo.) pirdmide pentagonal

(A base & um pentagono.)

B C
Pil‘:'ll'l'l?dE hexag_nnal piramide heptagonal
(A base & um hexagono ) (A base & um heptigono.)

EXERCICIOS PP g

26 Em cada caso, identifique a pirdmide que possui: - 28 A figura sequinte representa a planificacdo da
a) & faces €) 6 arestas superficie de uma pirdmide:
b) 10 faces d) 16 arestas

27 Determine o ndmero de vértices, de arestas e de
faces de uma pirdmide cuja base & um poligono
convexo de 11 lados.

28 Em cada caso, indigue a classificacio da pirdmide,
sabendo gue a soma dos dngulos de suas faces é

igual a:
a) 20 retos b) 56 retos
Sugestao: A soma das medidas dos angulos inter-
nos de um poligono convexo de n lados é dada Qual & o nimero de vértices, faces e arestas da
por {n — 2) - 180°. pirdmide?
., A

» PirAmide regular

A piramide regular é aguela cuja base & um poligono regular e cujas arestas laterais sao congruentes
entre si.
UUma pirdmide regular tem as sequintes caracteristicas:

= a projecao ortogonal do vértice sobre o plano da base € o centro da base;
= as faces laterais sao tridngulos isdsceles congruentes;

= 0 apotema da piramide regular & a altura de uma face lateral, relativa a aresta da base.
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168 CAPITULD 8

Vejamos essas caracteristicas indicadas nas pirdmides regulares abaixo representadas, nas quais h e
g 530 as respectivas medidas da altura e do apotema da piramide e m € a medida do apodtema da base.

piramide quadrangular regular pirarmide hexagonal regular

piramide triangular regular (A berses & um guadrada] base ¢ b |
(A base & um triangulo equilatero.) n (A base & um hexagano regular.)

Mote que, em toda pirdmide regular, vale, pelo teorema de Pitagoras, a relacdo notavel:
gz = h 4+ m?

» Areas e volume
Area da base (A,)

Comao a superficie da base de uma pirdmide & um poligono, entio:

A, = area do poligono da base

Area lateral (A))

Como a superficie lateral de uma pirdmide @ a reuniao das suas faces laterais (tridngulos), entao:

A, = soma das areas das faces laterais

Area total (A)

A superficie total de uma pirdmide € a reuniao do poligono de sua base com os tridngulos que com-
poem sua superficie lateral. Logo, a area total da pirdmide & a soma da area do poligono de sua base com
a area de sua superficie lateral, ou seja:

A=A +A, N

Volume (V)

Primeiramente determinemos o volume de uma piramide triangular e, para tal,
consideremos o prisma triangular da figura ao lado, cuja base tem area A, e cuja
medida da altura e h. B
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Secionando esse prisma pelo plano (ACE), obtemos uma pirdmide quadrangular P, e uma piramide
triangular P,, de base ABC e altura de medida h.

F

piramide P,

pirimide P,

H m
\ :

Secionando P, pelo plano (CDE), obtemos duas pirdmides triangulares: P., de vertice F e base DEC (ou
de vértice C e base DEF), e P, de vertice A e base DEC.

D F
S
S '\., pirdmide P,
J g - F H
C
piramide P, o
A C \ E
piramide P,
A c

MNote que:

- P, e P, sdo pirdmides de bases equivalentes {AABC e ADEF) e mesma altura.

= P, e P, sdo piramides que tém o ADEC como base comum e mesma altura, pois as distancias de seus

respectivos vértices (F e A) ao plano da base sdo iguais.

Para obter o volume dessas pirdmides triangulares vamos, de maneira introdutoria, mostrar o seguinte

teorema:

Duas pirdmides de mesma base e mesma altura t&ém o mesmo volume.
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Demonstracao:

Consideremos as piramides P e P*, de base comum DEC e vertices
V e V', ambas com altura de medida H.

Um plano paralelo ao plano da base (DEC) e distando h dos
vertices V e V' determina em P e P' as secbes § e §', respectiva-
mente, conforme mostrado na figura.

Se A ¢ a area da base DEC, A, a area da secao S e A, a area da
secao §', considerando a semelhanca entre os triangulos DECe DE.C,
e entre os triangulos DEC e D2E2C2, temos:

h _ - 'ﬁ'1_ z_hl _
—l—k{razacldesemelhanga} >I—k = = A=A,

Logo, pelo principio de Cavalieri, podemos concluir gque: V, =V,

Agora, de modo semelhante, podemos mostrar que ¥, =V, e V, =V, entao:
Vo, =V, =V,
FazendoV, =V, =V, =V e considerando que o prisma ABCDEF & a reunido
das piramides P,, P, e P,, o0 seu volume (A, - h) & tal que:

Ab-h="n.-'+"u'+v > V=%-;‘xb-h

Portanto, concluimos, para piramides triangulares, a validade do seguinte
teorema:

O volume de uma piramide & igual a% do produto da area da base pela
medida da altura.

Para estender o resultado obtido, observe na figura ao lado que uma pira-
mide pode ser dividida em piramides triangulares que tém a mesma altura que
a piramide original. Assim, no exemplo da figura, temos a seguinte divisao:
piramides de vertice V cujas bases sdo os triangulos AFE, AED, ADC e ACE.

Considerando todas as diagonais do poligono da base, tracadas por um dnico
de seus vértices, note que a divisdo da pirdmide original em pirdamides triangu-
lares fica definida por um plano determinado por cada uma dessas diagonais e
pelo vértice da pirdmide.

Seja, agora, uma pirdmide qualguer cuja base € um poligono de n lados e, de
um mesmo vértice deste poligono, tracemos todas as possivels diagonais que o
dividem em {n — 2) tridngulos. Nesse caso, obteriamos (n — 2) pirdmides triangu-
lares de mesma altura que a pirdmide original e com areasda base A, A, ... A__,.

Como o volumeV da pirdmide original & a soma dos volumes dessas (n — 2)
piramides triangulares, temos:

1 1 1
V=§-ﬂ1-h+?-ﬂl-h+_..+?-.~'\n_2-h >
1
5 V=?-(A1+ﬁ2+...+ﬂn_2}l-h
ou seja, de modo geral, temos:
1
V=—-A"-h
3 M

O volume de uma piramide é igual a % do produto da area

da base pela medida da altura.
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— EXEMPLO 5

Quando a piramide de Quéops terminou de ser construida tinha 146 m de altura e a aresta da
base media 233 m. Atualmente, devido & erosdo, sua altura € de cerca de 136 m, e a aresta da base
mede 230 m. Admitindo-se que essa pirdmide & quadrangular regular, vamos determinar:

a) A area total de sua superficie, ao final da construgao:
A drea da baseé: A = (ABP = (233 m)® = A = 54289 m?
A area lateral, A, ¢ a soma das areas de quatro tridngulos

isosceles congruentes, um dos quais € o tridngulo AVB, de base
AB = 233 m e altura VM.

Como o AVMH é retangulo, temos:

(VH) + (MH) = (VM)2 = (146)* + (%Jz — (VM2 =

» VM = 186,78 m

Iﬁsim,ﬂf=4-ﬂﬂm=4-w=2-(233m)-{13t’-,?8m) >

» A, = 87039,48 m?
Logo, a area total da superficie da pirdmide é: A = A + A = 54289 m’ + 87039,48 m* =
> A = 141328,48 m’
bj) O guanto diminuiu seu volume, do final da construgao até os dias de hoje:

V,: volume da pirdmide ao ser construida = V, = 1. (233 m)? - (146 m) ==
2V, = 2642064,67 m ?

V. volume atual da piramide = V, = 1? (230 m)* - (136 m) = V,=239813333 m’

Logo, o volume da pirdmide original diminuiu 243931,34 m? (diferenca entre V, e V).

|
Tetraedro regular
A
Chama-se tetraedro toda pirdmide de base triangular.
Se as quatro faces de um tetraedro sao tridngulos equilateros congruentes,
ele & chamado tetraedro regular.
Observe gue, em um tetraedro regular:
= as seis arestas sao congruentes, ou seja, AB = AC = AD = BC = CD = DB. 5 5
= qualguer face — ABC, ACD, ABD ou BCD — pode ser considerada como
base, ja que sao triangulos equilateros congruentes. c

VieJamos como obter a area total A, a medida h da altura e o volume V de
um tetraedro regular cuja aresta mede a.

Area total (A)

A superficie total de um tetraedro € a reuniao das superficies de quatro tridn-
gulos equilateros congruentes. Assim, considerando gue a medida das arestas
do tetraedro € a, entao sua area total & quatro vezes a area de um tridngulo
equilatero cujo lado mede a.

. a3
logo: A =4-A_ = A =4-(T)
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Altura (h)

Para calcularmos h, medida da altura de um tetraedro regular, consideremos
o ponto O, projecao ortogonal do vértice A sobre o plano (BCD) da base, como
mostra a figura.
Observe que o tridngulo AOB é retdngulo; entdo, pelo tecrema de Pitagoras,
temos:
(AB)* = (AD)* + (OB)? 1

Como AB =a, AO=he (OB = %BM I[W: altura do triangulo equilatero

BCD}' lemos: Professor, se achar pertinents,
deduza novamente a férmula da
OB = i . ﬁ s OB = El"||r3_ 2 altura de um tridngulo equildters
3 ] T em fungio da medida £ de seu
lado.
2 2
Substituindo (2 em (1 :a*> = h* + (%) » h*=a?— 3?3 3
5 h2 = E s h = d * 'E
9 3
Pr?fe_s::ur. Iembre:j.eﬂudames de gurt;ar!: tﬁsn?lal_o_gquilél:drq\. a altura
COMNCIde OO a madiana e o pl:ll'l‘lﬂ ricentro) divide a mediana na
valume (v) razacde 2 - 1, isto & BO = 2 - OM.
. . [ a2 -3
A, : area de uma face (tridngulo equilatero) = A = —a
Como<e
a6
h —_—
: 3
temos:
z.
vel A hosv-l. @B 26 | 2.4
3 3 4 3 12

EXEMPLO 6

Dado um tetraedro regular cuja aresta mede 4 cm, vamos determinar a area total de sua super
ficie e o seu volume.
Acompanhe:

= A superficie total do tetraedro € a reunido de quatro tridngulos equilateros congruentes. Assim:

ﬁ1=4-(¥) s A =443 = A =163

A area da superficie desse tetraedro regular é 1643 cm’.

= Como o volume do tetraedro cuja aresta mede a & dado por
al-42
12

Toda pirémide triangu-
lar regular & um tetrae-
dro regular?

Vo= a4 E o \f = 16& Nao, pois em um tetraedro regular
12 3 todas as faces sao tridngulos
equildteros, e, em uma pirdmide
1 E 3 triangular regular, a base deve ser
. um tridngulo equilitero & as faces
laterais tridngulos isdsceles (nao
necessariamente equildteros).

V=

, temos:

[w3]

Logo, o volume desse tetraedro &

[F5}
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@ ' EXERCICIOS RESOLVIDOS

=
5 Considere uma pirdmide regular hexagonal gue tem 18 dm de altura e cuja aresta da base mede% dm.

Para essa pirdmide, determine: a medida do apdtema (g); a medida do apdtema da base (m); a medida da
aresta lateral (a); a drea da base (A); a drea lateral (A); a area total (A); o volume V).

Solucao:
S50 dadas: h = lSde{T:BJ;Edm.

Para auxiliar na resolucdo do problema, vamos considerar os seguintes esbocos graficos:

base face lateral

=]

P

g

A

it
figura 1 figura 2 figura 3

Observe, na figura 2, que o apdtema da base coincide com a altura de um tridngulo equilitero. Logo:

m=%=& m:%':ggﬁ m=4dm

= Observe, na figura 3, que o apdtema da piramide € a altura do tridngulo istsceles (relativa ao lado BC)
da face lateral. Como o tridngulo VOM & retangulo em O (figura 1), temos:

g=:h=+m!:,g!:131+4“=340::g:2~1|85drn

= Ma figura 3, pode-se ver que a aresta lateral & a hipotenusa do tridngulo retdngulo VMC. Logo:
= 2
& =g +(§) = & =340 +(%§) =_"‘1"336 = a=2 3”? dm

= Como a superficie da base da pirdmide é a reunido de seis tidngulos eguildteros congruentes, temos:

Ao (R Ane 4 (-5 A e

= Como a superficie lateral da pirdmide é a reunido de seis triingulos istsceles congruentes (veja a
figura 3), temos:

A{:E.(f_;i) = AI:E-l-$~24'85 = A, = 164255 dm’
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= A area total & a soma da area da base com a area lateral:
A=A +A = A=32{3 + 164255 = A = 16Y32 + {85) dm*
= Como o volume & dado por V = % - A, - h, temos:
u:%-azﬁ-m = V= 192{3 dm

6 Determine a drea total e o volume de uma pirdmide regular de base quadrada, sabendo que as medidas
das arestas laterais e da base 530 15 cm e 18 cm, respectivamente.
Solucao:

Considere que a figura abaixo & a representacio da pirdmide a gue se refere o problema.

—B
18cm

= A drea total da superficie dessa pirdmide é a soma da drea da base, gue & um guadrado de 18 cm de

lado, com as areas de guatro tridngulos isosceles congruentes. Assim, temos:

Areadabase: A, = € = A = 18" = A = 324 o’

Area lateral: Para caleular a drea lateral da pirdmide (A), devemnos primeiro .
determinar a area A, do triangulo VBC, cujo esquema esta representado ao ;
lado. Assim, temos: :
2 i
AVMC éretangulo = (VOF = (WMF + (MO = (WP =157 - (%) =144= & M 'C
= VM =12em 18 em
_ (BO- (VM) _ 18-12 _
Como A = 3 = 3 = A =108 om?

Temos: A, = 4-A = A =4-108 = A = 432 cn?
Entdo: A = A, + A, = 324 + 432 = A = 756 cm?

Logo, a area total da piramide & 756 cm?.

Para calcular o volume V da piramide, devemos determinar h, medida de

sua altura, ja que V = 1? A, - h

Pelo teorema de Pitdgoras aplicadoe ao tridngulo retdngulo VOM, temos: Como vocé calcularia
a medida h usando o
2 - -
122 = ht + (%) — h?=144 — 81 = h =37 cm |_tridngulo VOB? )

) &I 1847
Entao: V :% - 324347 = V= 32447 cm? ABCD & um quadrado = OB — = J—z = OB — T cm
AVOB & retdngulo = (VOF § (OBF - (VBF =1 — 157 (947F =

Logo, o volume da pirdmide & 32447 cm?. =h=3{Tcm
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EXERCICIOS

Considere o cubo representado na figura e calcule
o volume das pirdmides:

Gem

a) de vértice D e base EFGH:
b) de vértice A & base FGH.

A base de uma pirdmide de 6 cm de altura & um qua-
drado de & cm de perimetro. Calcule o seu volume.

Caleule o volume de uma piramide de 12 m de
altura, sendo a base um losango cujas diagonais
medem 6 me 10 m.

O perimetro da base de um tetraedro regular &
12 em. Determine:

a) a area total do tetraedro;

b) a medida de sua altura;

¢) ovolume do tetraedro.

Calcule a area lateral, a
area total e o volume da
pirdmide regular, cujas
dimensdes estao indicadas
na figura ao lado.

A base de uma pirdmide de 8 m de altura € um
hexagono regular cujo apdtema mede 243 m.
Determine o volume dessa pirdmide.

Determine o volume da piramide gquadrangular
regular cuja aresta da base mede 642 cm e a
aresta lateral mede 10 em.

Calcule o volume de umna pirdmide hexagonal re-
gular, sendo 24 cm o perimetro da base e 30 cm
a soma dos comprimentos de todas as arestas
laterais.

Um peso macico de papel é feito de vidro e tem a
forma de um tetraedro regular cuja aresta mede
6 c¢m. Sabendo que a densidade do vidro é
2,6 gfom?, qual & a massa desse peso de papel?

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501
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4> FACA NO
& CADERNO

Use 42 = 1,4

ZAFT

39 (UF-PE) Ma ilustracio a sequir, temos uma pirdmide

hexagonal regular com altura igual ao lado da

base e volume 41"? cm?. Qual € a area total da

superficie dessa pirdmide?
a) 743 + 7)) em?
b) 6(43 + 47) em?
o) 543 + 7)) em?
d) 443 + {7)em®
e 343 + 7)) e

40 Determine o volume de uma pirdmide regular gua-

drangular, sabendo gue o apdtema da base mede
6 omn e o apotemna da pirdmide mede 642 cm.

41 Sabe-se que a drea da base de uma pirdmide &

igual & area da base de um prisma e gue o velume
do prisma & igual ao guintuplo do valume da pi-
ramide. Messas condigbes, a medida da altura da
pirémide & igual a gue porcentagem da medida
da altura do prisma?

42 Na figura abaixo tem-se a planificacao da superficie

de um tetraedro regular:

1243 dm

Determine a area total, a altura e o volume desse
tetraedro.

43 O tampo da mesa mostrada na figura a seguir

apoia-se em gquatro pirdmides regulares quadran-
gulares, feitas de granito. Se a drea lateral de cada
piramide & 0,28 m? e o lado do quadrado da base
mede 0,20 m, calcule o volume de granito das
estruturas das quatro pirdmides.

175
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CITZAPT

Elementos sem proporgdo entre si.

44 Saulo comprou uma barraca de lona para acampar.

Sabendo gue, guando montada, ela tem a forma

de altura e que a area de sua superfice lateral &
15 m’, determine o volume de ar que essa barraca
comporta.

45 (UF-PR) Na figura a seguir, est4 representada uma
piramide de base quadrada que tem todas as

arestas com o mesmo comprimento.

de uma piramide guadrangular regular de 2 m 46

a) Sabendo gue o perimetro do tridngulo DBV &
igual a 6 + 342, qual & a altura da pirdmide?

b) Qual & o volume e a drea total da pirdmide?

Pretende-se construir uma escultura de concreto,
de forma piramidal regular, na qual a aresta da
base gquadrangular meca 6 m e a aresta lateral
meca 345 m. Determine:

a) a area total da superficie da escultura;

b) o volume da escultura;

¢) a medida do dngulo «, cujos lados 3o o apd-

tema da piramide e o apoterna da base.

» Solidos semelhantes

= 1# situacao:
Observe os cubos 1 e 2, representados nas figuras

ao lado.
A razao entre as medidas das arestas de 1 e 2, nessa
ordem, &: Zam _

" 3cm 3

Arazdo entre as medidas das diagonais das bases de
1 e 2, nessa ordem, e:

DB _292em _ 2

OB 3Zecm 3

A razao entre as medidas das diagonais de 1 e 2, nessa ordem, &:

HBE _ 243 cm _ 2

HB' 3v3cm 3

Dizemos que o cubo 2 @ uma “ampliacao” do cubo 1.

= 24 situacao: .

As figuras ao lado representam duas latas R

de oleo de soja, comercializadas num su-
permercado. Ambas tém a mesma forma
cilindrica. Note que O e Q' sao os centros
dos circulos das bases.
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Vamos calcular a razao entre as medidas de um segmento da lataleo

correspondente segmento na lata IT:

BC _20cm _, OB _4cm_, AB_8cm
BC' 10cm OB 2am ©OAB daom
Dizemos que a lata II € uma "reducac” da lata L

= 34 situacao:

Veja agora as representacoes de duas embalagens do creme dental

“Sorria”, ambas em forma de paralelepipedo retorretiangulo:

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501
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Duas esferas sao sempre semelhantas,

pois podem sar definidas por uma

dnica dimensao {raiol. As pirdmides,
peor sua vez, sac definidas

G por miltiplas dimensdes e,

H G
£ ST F Ikm H
e e
A Y~ 3em A 1
15¢em B 10cm B
embalagem I embalagem I

Vamos calcular a razdo entre uma dimensao da embalagem I e a dimensao
correspondente da embalagem II:

AB _15cm _ 3 BC _ 3cm

_ _ 3. BC 3 _5 6 _2am _
M0cm 2" BC 12cm 6 2 06 1cm
5

AB'

Embora as duas embalagens sejam parecidas, as razoes obtidas nao sao iguais!
A embalagem II nao & uma “reducan” da embalagem L

Os solidos representados na 12 e na 22 situacdes sao semelhantes, mas as
duas caixas representadas na 32 situacao nao sao semelhantes.

Piramides semelhantes

Quando secionamos urmna piramide por um plano paralelo a base de modo que
este plano ndo contenha o vértice da piramide, ela fica dividida em dois solidos:

= 0 gue contém o vertice, que & uma nova pirdmide; e

= 0 gue contém a base da piramide dada, gque & um tronco de pirdmide de
bases paralelas.

W nowva
piramide

Os troncos de piramides serdo estudados na proxima secao deste capitulo.

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501

I'| om portanto, todas elas devem
ter o mesmo coefidents de

\/)‘ o proporcionalidade. O fato
A2cm

de as bases das pirdmidas
serem semelhantas {pois
dwois quadrados quaisquer
sao semelhantes) & condigao
necessaria, mas nao suficiente. £
praciso também que suas alturas
obedegam a mesma propongao
existenta entre as arestas das bases
das pirdmidas

Duas esferas guaisguer
sap semelhantes?

E duas pirdmides
regulares de bases
quadradas?
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amos agora comparar a piramide obtida da secao e a piramide “primitiva”
(ou original).

Termnos:

= 05 poligonos das bases t8m o mesmo ndmero de lados (veja, nesse exem-
plo, que ambas sao pirdmides hexagonais);

= 05 angulos dos poligonos de duas faces homologas sao congruentes dois
a dois;

= o5 elementos lineares homologos (como arestas das bases, arestas laterais,

alturas etc.) sdo proporcionais.

A nova pirdmide & uma “copia reduzida” da pirdmide “primitiva”. As duas
piramides sao semelhantes.

Arazao k entre dois elementos lineares homalogos — arestas ou alturas — &
chamada razao de semelhanca entre as piramides. Escolhendo, por exemplo,
escrever a razao de semelhanca entre a pirdmide obtida da secao e a “primitiva”,
nesta ordem, temos:

Considerando duas piramides regulares semelhantes, temos as seguintes
propriedades:

= A razao entre as areas das bases é igual ao gquadrado da razao de seme-
lhanca.

X

. . . P .
Como as bases sao poligonos semelhantes, entao ? e T razoes entre

os respectivos semiperimetros e as medidas dos apotemnas das bases ho-

. L p X
mol t ===k
0l0gas, 5ad 1als que P X

Ay p-x p X A
As; = = =—.—=k-k L
o A, P-X P X ’ A, <

= A razao entre as areas laterais e igual ao quadrado da razao de
semelhanca.

Como duas faces laterais homalogas f e F sao tridngulos se-
melhantes, sabemos que a razao entre suas areas e igual ao

guadrado da razao de semelhanca (E'Laf = kz)_

area F

Lembrando que a area lateral de uma pirdmide & igual & soma
das areas de suas faces laterais, temos:

A
E‘=k” quue:{

A, area lateral da nova pirdmide
A : area lateral da piramide primitiva

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501
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= Arazao entre as areas totais € igual ao quadrado da razao de semelhanca.
A A +

De fato, como —£ = k2 e £ = k2, decorre At A

0 Ay + A,

= k?, ou seja:

A
A

= A razao entre os volumes e igual ao cubo da razao de semelhanca.

— k2

Sejam v o volume da nova piramide e V o volume da piramide “primitiva”
{ou original).

1a vimos t:|ueﬁ =k e n k.

A, H
Yamos obter a razao entre seus volumes:

1
v 3R A el
Vo1 A, H

A H

v
—_ L3
v k

EXEMFLO T

Uma piramide guadrangular regular & secionada por um
plano paralelo a base, a 4 cm do vértice. A pirdmide tem 12 cm
de altura, e sua aresta da base mede 9 cm. A piramide VABCD
& semelhante a pirdmide VA'B'C'D'. Vamos calcular as areas das
12em

bases e o volume das duas pirdmides e constatar a validade das
propriedades estudadas anteriormente.

Observe, inicialmente, que a razao entre os elementos

lineares das duas piramides pode ser obtida comparando-se

suas alturas: Som
_h_dem 1
H 12 cm 3
Se £ € a medida do lado do quadrado AB'CDY, entao:
£ 1
3 =3 > £ =3 cm

A area da base (A) da pirdmide VAB'CD' e A_ = (3 cm)? = 9 cm?, e a area da base I{AD} da pira-

; . - . 9cm? 1 14
de VABCD e (9 =31 ! Ob t A e =—=|—| =K.
mide & (9 cm) cm serve que a razao entre A e A, € Tom (3)

O volume v da piramide VAB'CD' e dado por. v = % = 93—"'1' s v=12cm?

J4 0 volume V da piramide VABCD é dado por- V = f"ﬂ3' Ho_ &l - 12, v=324cm

3 3
A razao entre v :a"..l"é:12i =1 =(1—) = |2
324 cm® 27
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CAPITULD 8

As propriedades estudadas podem ser estendidas para dois soli-
dos semelhantes gquaisquer.

Volternos aos dois cubos apresentados na introducio do tépico
Solidos sermelhantes.

Ja vimos que a razao de semelhanca entre o cubo menor e o

. 2
ik =—
maior & 3

e ]

A drea total do cubo menor € 6 - (2 amf = 24 o e a drea total o v
do Cl.l_b-l:l maior L:"ﬁ {3 cm)® = 54 am’. - o " t - +
A razdo entre a area do cubo menor e a area do cubo maior é: Zem Iam 1
3 rs
24 cm 4 i K
54 cm® 9 3

27 cm?. A razdo entre o volume do

O volume do cubo menaor é (2 cm)?

8 cm? e o volume do cubo maior é (3 cm)®

., Bem?
cubo menor e o volume do cubo maior &

=)

27 cm?

\

(S8

EXERCICIOS

47 Determine os valores de x e y, a fim de que as
caixas seguintes sejam semelhantes:

20 cm

tammmmmsmmmmeme e

48 (Os cilindros 1 e 2 representados a sequir s3o se-
melhantes?

2em

cilindro 2

dlindro 1

49 Uma pequena inddstria produz caixas de um Gnico
tipo, em forma de paralelepipedo retdngulo, com
as seguintes dimensoes: 2 dm, 5 dm e 7 dm. Sabe-
-5e gue, a partir do prédmo ano, as caixas serao
substituidas por outras semelhantes, de modo que a
capatidade de cada uma seja oito vezes a capacidade
da anteriormente preduzida. Nessas condicoes, gual
serd a drea total da superfide da nova caixa?

50 Sabe-se gue a altura de uma pirdmide mede 20 cm
e sua base & um guadrado cujo lado mede 12 cm.
Caleule a medida da altura e da aresta da base de
urna pirdmide semelhante a primeira cujo volume &
igual a 120 cmé.

51 Uma das arestas de um tetraedro de volume
8043 cm? mede 10 cm. Determine o volume de
um tetraedro semelhante ao primeiro, sabendo
gue a aresta homéloga mede 5 cm.

52 Considere uma pirdmide regular hexagonal, P,
em gue a aresta da base mede & dm e cuja altura
mede 12 dm. Se uma secdo transversal & feita em
P1, a 4 dm de seu vértice, determine:

a) a drea da secdo transversal;
b) o volume de P, pirdmide obtida da secdo
transversal.

53 A altura de uma pirdmide regular gquadrangular &
A5 ¢m. Ela & intersectada, a 15 om de seu vértice,
por um plano paralelo a base, gue determina uma
nova piramide e um tronco de pirdmide. Sabendo
gue a aresta da base da pirdmide primitiva é 60 cm,
determine:

a) a medida da aresta da base da pirdmide obtida;
b) a razdo enfre as dreas totais da pirdmide pri-
mitiva e da pirdmide obtida.

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501
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Tronco de piramide

Observe o vaso e a cacamba de um carrinho de mao
que estao representados nas figuras ao lado.

Elas sdo obtidas a partir da secdao de uma pirdmide por
um plano paralelo a sua base. Esses poliedros recebem o
nome de tronco de piramide.

CITZAFT

Poliedros

Elernentos sem
proporcdo entre si.

amos reconhecer os elementos principais de um tronco de piramide:

= base maior do tronco: € a base da pirdmide “original” ou “pri-
mitiva®”.

= base menor do tronco: ¢ a secao determinada pelo plano que

intersecta a piramide. Essa secao & um poligono semelhante ao da
base da piramide.

= altura do tronco (h): € a distincia entre os planos das bases.

- faces laterais do tronco: sio as superficies planas limitadas por
trapezios.

Areas

- Areas das bases (A, e A)
Area da base maior (A,): & a area do poligono da base maior.

Area da base menar {Ah]l & a area de um poligono semelhante ao da base
maiaor.

- Area lateral (A)

A area lateral {Ai]l € a soma das areas das faces laterais.
- Area total (A)

Somando-se as areas das duas bases com a area lateral, obtém-se a area total:

A=A +A +A

Volume

O volume de um tronco de pirdamide pode ser calculado por meio da dife-
renca entre o volume da piramide original e o volume da pirdmide obtida a
partir da secao.

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501

base menor

face
lateral

base maior

SETLP
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182 CAPITULD 8

Tronco de piramide regular

O tronco de bases paralelas obtido de uma pirdmide regular &

denominado tronco de piramide regular. face lateral 0
MNum tronco de piramide regular: _ h (altura)
- as arestas laterais sao congruentes entre si; \ N
+ as bases sao poligonos regulares semelhantes; 1 apéloma
« as faces laterais sio trapézios isosceles congruentes entre si; hase maior
+ a altura de gualquer face lateral chama-se apotema do tronco. aresla laleral

~— EXEMPLO 8

Yamos calcular a area total e o volume de um tronco de piramide regular
quadrangular, cujas arestas das bases medem 24 cm e 36 cm e cuja aresta
lateral mede 10 cm.

- Area da base menor

A, = (24 cm)* = 576 cm?
- Area da base maior

Ay = (36 cm)* = 1296 cm’

« Area lateral
A, = 4-(area de um trapézio isdsceles)

[ 24 G

g: apotema do tronco {altura do trapézio)

Aplicando o teorema de Pitagoras no tridngulo destacado, obtemos:
1P=g*+6> = 100=g°+36 = g=8am
fssim: (36 + 24) - 8
ﬁ,=4-f > A, = 960 cm?
« Area total

A=A+ A+ A, =980 cm?+ 576 cm® + 1296 cm® = 2832 cm?

Logo, a area total desse tronco de piramide & 2832 cm?.

= Volume
Para determinar o volume desse tronco, & ne-
cessario conhecer a medida de sua altura (h).
Termnos:
0 e 0' sdo centros das bases;
OO0’ = altura do tronco
Mo triangulo PPQ, temos:
B=h+6=h=28=h=2{7 cm

Calculo do volume:

Vamos imaginar a piramide que deu origem a esse tronco:
h: medida da altura do tronco

x: medida da altura da piramide obtida

¥ + h: medida da altura da piramide original

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501 184/420



15/11/2019

;36 _3
24 2
Podemaos, entdo, escrever: Lkt S %

mas h = 247 cm
= Wolume da pirdmide original:

V=536 67 = V= 25027 e
= Wolume da nova piramide:
1
3
Logo, o volume do tronco &
259247 cm?® — 76847 cm® = 182447 cm?

Vo= — - 242 - AT = ' = 7687 cm®

Arazdo entre os elementos lineares das duas piramides

» x=2h

» Xx=d4{7 cm; h+x=67 cm

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/2414501

Poliedros

E possivel calcular o volume de
uma das pirdmides, conhecen-
do-se o volume da outra?

Sim; sek % entao k7

2
2z

Aszzim, podemos calcular o volume de uma das
pirdmides e usar essa razdo para obter o volume
da outra. -

EXERCICIOS

54 Calcule a drea total de cada tronco sequinte:
a) guadrangular regular

1cm
;jl 2Zem

1.5cm

b) hexagonal regular

55 Umvaso tem o formato deumn
tronco de pirdmide regular de
base gquadrada, como mostra-
do na figura. Quantos litros
de dgua sao necessarios para
encher totalmente esse vaso?

Considere desprezivel sua espessura.
56 A figura mostra um tronco de
pirdmide regular em que as bases
sao tridngulos equilateros cujos
lados medem 8 em e 12 em. Sa-
bendo gue a drea lateral do tronco B
&igual a 180 e, determine:
a) sua area total;

b) a medida do seu apdtema.

Ta FACA NO
& cADERNO

Um suporte de mesa, feito de madeira macica, &
cornstituido de um prisma reto cuja base quadrada
coindde com a base menor de um tronco de pira-
mide regular quadrangular, como mostra a figura.
Sabe-se que a altura do prisma & 20 cm.

SiTrar

15cm

54 om

a) Quantos metros cdbicos de madeira foram
usados na confeccdo desse suporte? Considere
7 =265

b) Deseja-se pintar a superficie desse suporte com
um maternal impermeabilizante cujo preco é
RS 28,00 o litro. Sabendo que cada 1000 cm?
necessitam de 400 mL do impermeabilizante,
determine o custo aproximado dessa pintura.

As bases de um tronco de pirdmide sdo dois penta-
gonos regulares cujos lados medem 5 dm e 3 dm,
respectivamente. Sendo essas bases paralelas e a
medida do apdtemna do tronco de pirdmide 10 dm,
determine a drea lateral desse tronco.

Calcule o volume de umn tronco de piramide regular
guadrangular de 4 dm de altura e cujas areas das
bases sao guais a 36 dm’ e 144 dm’.

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501

183

185/420



15/11/2019 https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501

184 CAPITULD &

3 complementos sobre poliedros

Poliedros convexos

Observe os solidos geométricos seguintes. Todos sao exemplos de poliedros.

[y

o

fogura 1 figura 2 figura 3

Vamos lembrar que:

+ a superficie de cada poliedro é formada por poligonos planos, chamados
faces do poliedro;

= 05 lados dos poligonos sao chamados arestas do poliedro;

= 05 veértices dos poligonos sao os vertices do poliedro.
Assim, os poliedros representados nas figuras 1, 2 e 3 sao tais que:

« figura 1: temn 5 faces, 9 arestas e 6 vertices;
« figura 2: tem 6 faces, 12 arestas e 8 vértices;

= figura 3: tem 10 faces, 24 arestas e 16 vértices.

Agora veja os mesmos poliedros representados acima, nos quais destacamos

os planos o, [ e yque contém, cada um, uma face de cada poliedro.

LB

e

figura 1 figura 2 figura 3

Mote que o e [§ deixam todas as outras faces dos poliedros em um mesmo
semiespaco e que isso nao ocorre com ¥, que deixa algumas faces em semies-
pacos opostos.

Mos poliedros das figuras 1 e 2, qualguer plano que contenha uma face deixa

as demais faces no mesmo semiespaco. Por isso, esses poliedros sao chamados
A reunido das faces de
um poliedro convexo
Mo poliedro da figura 3, existe pelos menos um plano que contém uma face recebe o nome de

de poliedros convexos.

mas deixa as demais faces em dois semiespacos opostos. Porisso, esse poliedro superficie poliédrica
CONMVEXS.

& denominado poliedro nao convexo.
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Poliedros ]85

—{ EXEMPLO 9 |

Sao poliedros convexos:

paliedro 1 poliedra 2 poliedro 3 poliedra 4

:

poliedro 5 poliedro & poliedro 7 poliedro 8

Sao poliedros nao convexos:

':i-"-"-
'F:-- P o
[ E—

[
1
1

1
!
v
'
=
H
i
H
H
A=
0

[
£
1
)

Em varias partes do mundo, modernas construcoes de engenharia nos remetem a poliedros convexos
€ Nd0 CONVeXos.

ERFOTCAARNS,

JEES WALOL

o QRATEAGENG & VAROSIETTY R ASET

O edificio 4 esquerda na
foto lembra um poliedio nao
convexo; ja o edifico mais
alta, & direita, lembra um
poliedro convexo. Sao Paulo
(5F), 2016.

BMNID AN HNETTOCRTETTY IR AGES

Essa surpreendente
construcao (sede
da Televisio
Central da China)
tambem lembra
um poliedro nao
cormvexa. Peguim,
China, 2015.

0 edificio em Las Condes lembra um
poliedro nao corvexo. Santiago, Chile,
2015,
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186 CAPITULD 8

Relacdo de Euler

Pode-se mostrar que para todo poliedro convexo vale a relacio:
V—A+F=2

em que V, A e F sdo, respectivamente, o namero de vértices, arestas e faces do poliedro. Essa relacao foi
demonstrada pelo matematico suico Leonhard Euler (1707-1783).

Considerando-se os poliedros convexos do exemplo anterior, temos:

A F V-A+F
Poliedro 1 6 12 8 b—-12+8=12
Poliedro 2 8 12 6 BE-12+6=2
Poliedro 3 10 15 7 10-15+7=12
Poliedro 4 12 7 7T—-12+7=2

Vamos fazer a contagem de V, A e F para os poliedros nao convexos do exemplo 9:

v A F V-A+F
Poliedro 5 b 10 7 6—-10+7=3
Poliedro 6 16 32 16 16—-32+16=0
Poliedro 7 10 15 7 10-15+7=2
Poliedro 8 12 18 8 12—-18+8=12

Os poliedros ndo convexos 5 e 6 nao satisfazem a relagdo de Euler; os poliedros nao convexos 7 e 8
satisfazem a relacao de Euler. Isso nos sugere que um poliedro ndo convexo pode ou nao satisfazer a
relacdo de Euler.

Se um poliedro (convexo ou nao) satisfaz a relacao de Euler, diz-se que € um poliedro euleriano.

® ' EXERCICIOS RESOLVIDOS

7 Quantas arestas e quantos vértices tem um polie- 8  Um poliedro convexo possui 1 face octogonal e 8

dro convexo de 20 faces, todas triangulares?
Solucao:

Determinemos o ndmero A de arestas. Como um
tridngulo possui 3 lados, nas 20 faces triangulares
teriamos 60 arestas (20 - 3 = 60). Nesse cileulo,
cada aresta, por ser comum a duas faces, foi con-
tada duas vezes.

Entao:

Termos F = 20 e A = 30.

Como o poliedro & convexo, ele satisfaz a relacio
de Euler. Dai:

V—30+20=2
V=12
Esse poliedro possui 30 arestas e 12 vértices.

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501

faces triangulares. Determine o nimero de arestas

& vértices desse poliedro.

Solucao:

Vamos determinar o ndmero A de arestas:

= em uma face octogonal, temos B arestas
(1-8=8).

= em oito faces triangulares, temos 24 arestas
(3-8=24)

Como cada aresta & comum a duas faces, no cal-

culo anterior cada aresta foi contada duas vezes:

pai:A=812% _ 45
V-A+F=2=V-16+9=2=V=9
Esse poliedro possui 16 arestas e 9 vértices.

Vocé conhece algum poliedro nessas condiges?

Possivel resposta:
piramide octoganal.
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EXERCICIOS [P Al es

60 Dados os poliedros representados nas figuras: 61 Um poliedro convexo possui 12 faces, todas pen-
tagonais. Qual & o nidmero de arestas e vértices
desse poliedro?

62 Um poliedro convexo composto de 12 faces pen-
tagonais e 20 faces hexagonais foi confeccdonado

inspirado numa bola de futebol. Determine o
ndmero de arestas e o namero de vértices desse

poliedro.

63 Um poliedro convexo possui 13 faces, das quais &

sdo tridngulos, & s3o retdngulos e 1 & um hexago-

no. Qual & o ndmero de vértices desse poliedro?

a) dassifique-0s em convexo ou N30 convexo; 64 Um poliedro convexo possui apenas faces trian-
b) determine o ndmero V de vértices, A de arestas, gulares e guadrangulares. Se esse poliedro tem
e F de faces de cada um deles; 20 arestas e 10 vértices, determine o namero de
) indigue quais sdo eulerianos. faces de cada tipo.
. J

» Poliedros de Platao

Um poliedro & chamado poliedro de Platao se satisfaz trés condigoes:
= 12 condigao: Todas as faces tém o mesmo ndmero n de arestas.

= 23 condicdo: Todos os vertices sao pontos em que concorre o mesmo numero m de arestas.

= 32 condigdo: O poliedro é euleriano, isto &, satisfaz a relacdo de Euler.

Aplicando as condicoes, vejamos se os poliedros dos exemplos abaixo sdo poliedros de Platao:

~— EXEMPLO 10

Todo paralelepipedo € um poliedro de Platao, pois:
14) todas as faces sdao quadrilateros (n = 4);
i 24) em cada um de seus vértices concorrem trés arestas (m = 3);
"""""""" ~ 3 V-A+F=8-12 + 6 = 2, portanto o poliedro é euleriano.
|
—{ EXEMPLO 11 |
Todo tetraedro & um poliedro de Platao, pois:
14) todas as faces sao triangulos (n = 3);
24) cada um de seus vértices & ponto de encontro de trés arestas (m = 3);
39 é euleriano, poisV — A+ F=4—-6+4=2
|
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188 CAPITULD 8

[ P EEE—— 1
—{ EXEMPLO 12

Uma piramide quadrangular ndo & um poliedro de Platao, pois sua base e um quadrilatero e suas
faces laterais sao tridngulos. Além disso, em V concorrem 4 arestas e em A, por exemplo, concorrem
3 arestas.

|
~— EXEMFLO 13

Um prisma reto pentagonal nao & um poliedro de Platio, pois suas bases sao pentagonos e suas
faces laterais sdo quadrilateros.

Flaatl
L~ ht
.

Propriedade

Existem cinco, e somente cinco, tipos de poliedros de Platao.

Demonstracao:

E preciso mostrar que as trés condicdes que caracterizam um poliedro de Platio sdo satisfeitas apenas
para 5 tipos de poliedros.
= 12 condigao: Cada uma das F faces do poliedro tem n arestas (com n = 3) e, como cada aresta esta
contida em duas faces, temos:
n-F-2a=F-22 4
n
= 24 condicao: Cada um dos V vértices do poliedro € ponto de concorréncia (“encontro”) de m arestas
{com m = 3) e, como cada aresta contém dois vértices, temos:
m-v-2asv-2A g
m
= 32 condicao: Como o poliedro é euleniano, temos:
V—-—A+F=2 3
Substituindo (1 e (2 em (3, temos:
A _ a4 2A_ )
m n

Dividindo os dois membros por 2A (com A # 0), obtemos:

4

L, A1
2 n A

1
m
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Poliedros 189

Ja sabemos que n = 3 e m = 3. Notemos, porém, gque m e n nac podem ser ambos maiores que 3,
pois se iss0 ocorresse teriamos:

> PR B
rn_-'3=:am=--'-1-=>m-_d 1 - : i : 3 -
1 1 :—1—-:2-?—3:«— ?i—‘-:{]
n=3=sn=d4o—=— m n m n
n 4 .
lss0 contraria a igualdade 4, uma vez t:|unt_"i il 1 1_1 =0, pois A = 0.
' m 2 n A

Concluimos entao gue, nos poliedros de Platao devemos term = 3 oun = 3.

= Se m = 3 (em cada vértice do poliedro concorrem 3 arestas), retomando a igualdade 4, temos:
%—%+%=lﬁ<>%—1€=lﬂ}ﬂ<>%}%<>n{ B
Entao,n=3oun=4oun = 5.
Assim, ha trés poliedros nos guais concorrem 3 arestas em cada veértice:
m=3en=3; m=3en=4; m=3en=5
(1 (2) 13)

= Se n = 3 (todas as faces do poliedro sao triangulares), obtemos, em (4

11, 11 R P I |
- 2+3_ﬁ}0”m 6.,--D<>m;:6<>m{6

Assim, podemos ter:
n=3em=75; n=3em=4; n=3em=3
(4 (5 {coincde com 1)
Reunindo os resultados obtidos para m = 3 ou para n = 3, concluimos que os poliedros de Platdo sao deter-
minados pelos pares do quadro seguinte, que mostra que existern exatamente cinco tipos de poliedros de Platao:

B || (w3
L L |0 [ (3

—{ EXEMPLO 14 |

amos caracterizar e representar o poliedro de Platdo que possui faces pentagonais:
= Comao as faces sdo pentagonais, entdon = 5.
= Recorrendo ao quadro anterior, para n = 5, devemos ter m = 3.

= Em cada face ha 5 arestas; lembrando que cada aresta & comum a duas faces, temos:
_2A

5F=2A=F 1
5
= Em cada vertice concorrem 3 arestas; lembrando que cada aresta contem dois vertices, temos:
V=24V = % 2

= Usando a relacao de Euler, (11 e (2 temos:

28 2A
— —A+—=2=A=30
3 5 ’ ’6\
Substituindo A por 30 em (1, obtemos F = 12, eem (2, obtemos V = 20. aﬁ

Trata-se, portanto, de um poliedro convexo de 12 faces (F = 12) pentagonais P
{n = 5), chamado dodecaedro (nome determinado pelo nimero de faces).

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501 191/420
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CAPITULD 8

Poliedros regulares

Um poliedro convexo & regular se:

+ suas faces sao poligonos requlares e congruentes.

= em cada vértice concorre o mesmo numero de arestas.

Mo poliedro regular & possivel notar que:

+ todas as faces tém o mesmo nimero de arestas, pois as
faces sdo congruentes.

= todos os vértices sao pontos de intersecao de um mesmo
numero de arestas.

= ele satisfaz a relacao de Euler, pois é convexo.

Desse modo, todo poliedro regular e poliedro de Platao.
Existern, dessa forma, cinco tipos de poliedros regulares,

representados ao lado.

EXERCICIOS

65 Observe o letraedro representado
ao lado e responda as perguntas

|
'
i
'
I

tetraedro hexaedro regular octaedro
regular {cuba) regular
m=3en=3} im=3en=4) (m=4en=3)

Nay

regular

m=3en=35)

67 Observe a planificacdo da superficie de um polie-
dro, em gue todos os segmentos representados

seguintes, justificando. sa0 congruentes.

a) Esse poliedro & euleriano?
b} Esze poliedro & de Flatao?
c) Esse poliedro & regular?

66 Observe a pirdmide regular
hexagonal representada e res-
ponda as questoes seguintes,
justificando.

a) Esse poliedro & euleriano?
b) Esse poliedro & de Flatao?
c) Esse poliedro & regular?

icosaedro
regular

m=5en=13)

's FACA NO
&
# CADERNO

a) Qual & o nome desse poliedro? Caracterize-o.
Faca sua representacao.

b) Esse poliedro & regular?

7
7

(Unifesp-SP) Um poliedro € construido a partir de um cubo
de aresta a = 0, cortando-se em cada um de seus cantos uma
piramide regular de base triangular equilateral (os trés lados da

base da piramide sao iguais). Denote por x, 0 << x = %, a aresta

lateral das piramides cortadas.

a) Dé o numero de faces do poliedro construido.

A

face lateral das
piramides cortadas

b) Obtenha o valorde x, 0 < x = %, para o gual o volume do poliedro construido fique igual a cinco

sextos do volume do cubo original. A altura de cada pirdmide cortada, relativa a base equilateral, é%.
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3 cilindro

Observe abaixo alguns objetos que encontramos no nosso dia a dia.

‘ .
W
FOT0& CR ST, AVIER

Todos esses objetos lembram uma forma geométrica chamada cilindro, que
estudaremos neste topico.

Note que a lata mostrada na figura ao lado lembra a forma de um solido
com as sequintes caracteristicas:

41

i»
TV 1A

= apresenta dois circulos com raios de medidas iguais que estao contidos ]
em planos paralelos; \_‘/
« sua superficie lateral é constituida por todos os segmentos de reta deigua
comprimento, paralelos a reta que contem os centros dos circulos e que
tém extremidades nas circunferéncias desses circulos.

Por essas razdes, podemos afirmar que a lata tem a forma de um cilindro.

TH I MET OO

Consideremos um circulo de centro O e raio de medida r,
contido em um plano @, e um segmento de reta PQ, cuja reta
suporte intersecta o.

Tomemos segmentos de reta paralelos e congruentes a PQ,
cada um deles com uma extremidade em um ponto do circulo e
com a outra extremidade em um mesmo semiespaco determina-
do por o.

A reunido de todos esses segmentos € um solido chamado
cilindro circular ou, simplesmente, cilindro.

Elementos e classificacao

Mo cilindro representado ao lado, temos:

- os circulos de centros O e O' e raio de medida r, contidos em planos
paralelos, chamados bases do cilindro;

- 05 segmentos paralelos a OO0, com extremidades em pontos das
circunferéncias das bases, chamados geratrizes do cilindro;

= a reta 00, que € 0 eixo do cilindro;

« a distancia, entre os planos das bases, que é a altura do cilindro.
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Quanto a inclinacao da geratriz em relacdo aos planos
de suas bases, um cilindro classifica-se em:
« cilindro obliquo, se a geratriz & obliqua aos planos
das bases;

=

= cilindro reto, se a geratriz & perpendicular aos planos
das bases. Nesse caso, a geratriz € a altura do cilindro.

F

cilindro obliquo gilindro reto

Areas do cilindro circular reto

= O clindro crcular reto é
Area da base (A
( h) também chamado cilin-
A area da base @ a area de um circulo de raio de medida r. dro de revolucao, pelo
fato de ser gerado pela
A =mr _ .
rotacdo de um retdngulo
em torno de um de seus
x lados.
Area lateral {Af) A reta DO é o eixo de ro-
Dé-se o nome de area lateral a area de um retingulo de base 2mr (com- tacio.
primento da circunferéncia da base) e altura h, em que r & a medida do raio .
da base do cilindro e h a medida da altura do cilindro. qf"““
Isso pode ser visualizado se planificarmos a superficie lateral do cilindro. Do
0
' supexficie katesal h
E D: T
t ol o '
2mr ) .
Assim, A, = area de um retdngulo = A, = 2mr - h
Area total (A))
A area total de um cilindro & a soma da area da superficie lateral com a
area dos circulos das bases.
base
h
superficie lateral h
s & _p= & lm‘
Assim, a area total do cilindro & dada por: r

A=A, + 2A

2mr - h E"r"ku = 1ré, temos:

Substituindo ﬂr

A=2nr-h+2m= A =2nr-(h+r)
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Volume (V) do cilindro

Consideremos um cilindro
de altura de medida h e area
da base A . Consideremos
também um prisma de altura
de medida h e area da base
A, . Note que o clindro e o
prisma tém alturas iguais e
bases equivalentes.

Suponhamos que os dois solidos tenham as bases contidas em um mesmo
plano o e figuem no mesmo semiespaco de origem o. Qualguer plano [ pa-
ralelo a o que secione o cilindro tambem seciona o prisma, e as secbes B, e B,
tém areas iguais a A, pois sao congruentes as respectivas bases. Entao, pelo
principio de Cavalieri, o cilindro e o prisma tém volumes iguais.

.

A =V

ciliredro s
ComoV ... = A, - h, entdo o volume de um cilindro & igual ao produto da

area da base pela medida da altura:

Ur.lllndrn - Pl'h : h
Como #'\.h = mr?, temos:

V=m-r*-h

~—{ EXEMPLO 1

Pretende-se pintar externamente a base inferior e a supertficie lateral de um vaso que tem a forma
de um cilindro reto em que o diametro da base mede 40 cm e a altura mede 36 cm. Considerando
a espessura do vaso desprezivel, vamos usar m == 3 para calcular a area da superficie a ser pintada e
a maior quantidade de terra que pode ser colocada em seu interior.

Comor = 20cmeh = 36 cm, temos:

A = area da superficieaserpintada =A=n-r + 2n-r-h=

sA=3-200+2-3-20-36=A=05520cm?

V =wvolumedovaso =V=n-rP-h=V=3-20-36=V=43200 cm?

Logo, a area da superficie a ser pintada € 5520 cm? e o volume maximo de terra que pode ser
colocado no vaso é 43 200 cm?.

® ' EXERCICIO RESOLVIDO

1 Uma vela tem a forma de um clindro reto, com drea total igual a 108r e’ e medida do raio
da base igual a % da medida da altura. Determine sua area lateral e seu volume. -
Solucao:
Sendo ra medida do raio da base e b a medida da altura, temos:

1
=—1I A =108
r 51:—3 \ T

FEAMAKDD FAVTIRETTONCR AR IMAGEM

Como A = A, + 2 A, entdo 108t = 2mwrh + 2ar® = rh + F = 54,
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Substituinde r = % h, ebtemos:
z
Thoha{tn) =sa P M oa L, 6h?=1350 = h* =225 = h=15em
5 g T E T gy T = AT =1 =
Temm,entéo:r=%h:-r=%-15=:rr=3r_m.

. OU seja, a area lateral & 90n cm? e o volume & 135x em?.

B B A B
' h
D c ="

Logo, {A,:h-r-h = A,=2n-3-15=90n
‘lV=n-#-h=>Vv=x-32-15=135x

b Secao meridiana e cilindro equilatero

Sejam O e O os centros dos circulos das bases de um
cilindro e OO0 o eixo do dilindro. Secao meridiana de um
cilindro € a intersecao deste com um plano que contém o
segmento 00"

A secdo meridiana de um cilindro obliquo € um paralelo-

gramo. cdilindro cbliquo secao meridiana

A secao meridiana de um cilindro reto € um re- Cilindro equilatero é um cilindro reto cuja
tdngulo de dimensées 2r (medida do didmetro da = secao meridiana ¢ um quadrado. Num cilindro
base) e h {medida da altura do cilindro). equilatero, g = h = 2r.

h h h=2r
c I:"'|2—|'-: DITH:
r
cilimdro reto secio meridiana secao meridiana

EXEMPLO 2

Vejamos como obter a area lateral A, a area total A e o volume V de um dilindro equilatero cujo
raio mede 3 cm.

- Area lateral
:“==2‘2rmh} sA,=2mr-2r=4n? = A, =4 -n- 3 = A, = 36n /--"_"‘--..\
Logo, a area lateral desse cilindro & 36m cm?. N~

- Area total

_ h=6cm
ﬁ"__ﬁ‘r:_m‘" > A =dnr +2n? =6 = A =6-n- 3 =
A= » A, = 54r

Logo, a area total desse cilindro @ 54w cm?. \____0_____,_./{

= Volume T
= ¥
V= mrh sV =mr?-2r=2nm=V=2-n-3=\V=>54n
h=2r
Logo, o volume desse cilindro & 54n cm?.
- -
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EXERCICIOS

Calcule a area lateral, a area total e o volume dos
solidos cujas medidas estao indicadas nas figuras.

a) dlindro equilitero €) semicilindro reto

i

15mm

LAt

L

=
3.
3

Lem|

b) cilindro reto

2.5 cm

—

2om

Uma lata de dleo cilindrica possui as seguintes medi-
das internas: raio da base = 4 em e altura = 22 em.
Messa lata, & possivel armazenar mais gue um
litro de Slen?

Determine o volume de um cilindro, sabendo gue
sua area lateral & igual a 250n em? e gue o raio de
sua base mede 10 cm.

Um reservatario cilindrico de armazenamento
de agua possul internamente 8 m de diametro e
14 m de altura e esta vazio. Se ele receber agua
& razdo de 160 litros por minuto, qual & o menar
namero inteiro de dias necessarios para enché-lo

completamente? Use = %

O perimetro da secao mendiana de um cilindro
reto mede 28 cm. Sabendo gque a area lateral do
cilindro & 48r cm, determine seu volume.

Seja uma caixa-d agua, de formato cilindrico, em
gue a area lateral & igual a E_Sn m* e o raio da base
mede 80 cm. Determine:

a) a medida da altura dessa caixa:

b) a capacidade da caixa, em litros. Use w = 3,14,

Um recipiente cilindrico tem 20 ¢m de altura e
didmetro interno de 10 cm. Determine quantos
guilogramas de mercdrio 530 necessarios para
encher completamente esse vaso, sabendo que a
densidade do mercirio & 13,6 gfem?®. Uset = 3,14,

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501
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FACA NO
CADERNO

Um cilindro reto tem 30m m? de area lateral e
451 m* de volume. Determine:

a) a medida de sua altura;

b) sua area total.

Calcule a drea total da superficie de um cilindro
equilatero, sabendo gue o seu volume € igual a
250m em?.

A planificacdo da superfide lateral de um cdilindro
reto tern dimensoes 6 cm e 8 om. Determine a drea
total e o volume do dlindro, considerando T = 3,1.

Um pogo, com a forma de um dlindro reto, deve
ser construido em um terreno plano. Se ele deve ter
24 dm de didmetro por 140 dm de profundidade,
guantos metros cibicos de terra deverdo ser remo-

vidos para sua construgao? Considere T = 2—}:2

Um cilindro esta inscrito em um cubo cuja aresta
mede 10 cm, conforme mostra a figura abaixo.

a) Determine, na ordemn dada, a razido entre as
areas totais do cubo e do clindro.
b) Determine os volumes do cubo e do dlindro.

Para o intervale de uma reunido de trabalho foi
servido café em uma garrafa térmica dlindrica,
com as seguintes medidas internas: 18 cm de
altura e 5 cm de raio de base. O café serd servido
em copinhos plasticos, também dilindricos e com
espessura desprezivel, sendo 4 cm a medida do
didmetro da base e 4 em a medida da altura.

Considere T = 3,1.

a) Se cada um dos 30 partidpantes quiser se servir
uma Unica vez de café, enchendo completa-
mente o copinho, haverd café suficiente para
todos? Explique.

b) Os copinhos de plastico sdo fabricados a um
custo de R$ 8,50 o metro quadrado e vendidos
com 30% de lucro sobre o preco de custo do
material. Na confeccdo de cada copinho, sao
acrescentados 25% de plastico, para reforcar
sua “boca”. Qual & o valor a ser pago por uma
encomenda de 1 500 desses copinhos plasticos?

195
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14 Uma peca de madeira, com a forma de um prisma
reto de base quadrada, term em seu centro um furo
cilindrico de 2,8 cm de raio, conforme mostra a
figura abaixo.

Se o prisma tem 10 cm de altura e o lado do gua-
drado da base mede 18 cm, entdo, considerando

= %, determine:
a) o volume da peca;

b) a massa dessa peca, em guilogramas, conside-
rando que a densidade da madeira € 0,93 gfem?.

15 Um tambor de forma dilindrica tern 2 m de com-
primento e 1 m de didmetro. Deseja-se encher o
tambor com uma mistura de 90% de gasolina e
10% de alcool. Que volume de alcool serd neces-
sario? Usemw = 3,14,

16 Dispie-se de uma folha retangular de metal que
tern & em de largura por 12 om de comprimento.
A partir dessa folha, podem ser construidos dois
tipos de tubo cilindrico: €, soldando-se os dois
lados maiores, ou C,J, soldando-se os outros dois
lados. Determine qual das duas opcdes
a) forneceria um dlindro de maior volume.
b} gastaria menos material na fabricacdo, consi-

derando os tubos fechados.

17 Uma corstrucio em forma de uma torre dreular clin-
drica possul 240 om de medida do didmetrointermo e
50 erm de espessura. O volume de concreto usado na
construcio da torre foi de 4495 m?®. Considerando
= 3,1, determine a medida da altura da torre.

18 Numa feira livre, o caldo de cana & vendido em
dois recipientes dlindricos: o copo grande, gue
term 5 cm de raio da base e 12 om de altura, e o
copo médio, com 3 cm de raio da base e altura
de 10 em. Para o consumidor, gual copo & mais
vantajoso, se o maior custa o triplo do médio?

19 Em um experimento, um professor de Quimica
usou um vasilhame cilindrico de 6 ¢m de raio da
base, contendo agua até certa altura. Imediata-
mente apos adidonar 16 pedras cabicas de gelo,
cada uma com aresta de 3 cm, o nivel da agua
atingiu 12 em. Qual era o nivel da agua antes da
adicdo do gelo? Considere L = 3.

20 Com a rotacdo de um quadrado em torno de um
de seus lados obtém-se um cdilindro. Determine a
medida do lado do gquadrado, de modo que a area
da secao meridiana do cilindro seja 50 cm?.

21 Observe a figura:

Y
4 (] C
24 .
A B
i
[1] 3 7 =x

Qual & o volume do sdlido obtido ao girarmos o
retangulo ABCD em torno do eixo y?

22 Um tangue tem a forma de um dlindro circular
reto, sendo 4 m a medida do raio da base e 10m
a medida da altura.

Inicialmente vazio, o tangue ira receber agua a

uma vazao constante.

Sejarmn x (0 = x = 10) a altura, em metros, atingida

pela dgua no reservatornio e V(x) o volume de agua

no reservatono, em metros clbicos.

a) V(x) e x sdo grandezas diretamente proporcio-
nais? Expligue.

b) Faca a representacdo grafica da funcdo que
relaciona V(x) e x, obtendo também a sua lei.
Nio & necessanio usar aproximacao para m.

23 Deseja-se revestir com tecido a superdificie lateral
e as bases de um dlindro reto. As medidas do
diametro da base e da altura do cilindro 530, res-
pectivamente, 40 cm e 50 cm. Considere = 3,1.
a) E possivel fazer esse revestimento com um
retalho retangular do teado medindo 1,3 m
por 0,9 m? Expligue. (Admita que os cortes
no tecido possam propordonar o maximo de
aproveitamento, nao havendo perdas.)

b) Em caso de resposta afirmativa do item a, de-
termine a drea do retalho gque vai sobrar.

24 Um reservatdrio na forma de dlindro reto possui,
como medidas internas, altura igual a 9 m e raio da
base igual a 4 m. O combustivel contido no reserva-

L

torio ocupa % de sua capacidade. Considere T = 3.

a) Qual & a altura (nivel) do combustivel no reser-
vatario?

b) Se forem adicionados 2 400 L de combustivel,
quantos centimetros se elevara o seu nivel no
reservatornio?

€) Qual é a quantidade maxima de litros de com-
bustivel que pode ser despejada no reservatorio
sem gue haja transbordamento?

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501

198/420



15/11/2019 https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501

Corpos redondos 19?

TROQUE IDEIAS

| A Matematica e as chuvas |

O agravamento da crise hidrica na regiao Sudeste nos dltimos anos, as secas “permanentes” em
algumas regides do Mordeste e os eventos climaticos extremos decorrentes do aguecimento global
fizeram com que assuntos como indice pluviométrico, nivel dos mananciais que abastecem a po-
pulacdo, desperdicio e consumeo consciente de agua ganhassem cada vez mais espaco no cotidiano
do brasileiro.

Conhecer o indice pluviometrico de uma regido é importante para que se redinam informacoes
uteis para a economia local (agricultura, pecudaria etc ), além de auxiliar no planejamento urbano,
prevendo usos mais adequados para areas onde possam ocorrer desabamentos, deslizamentos de
terra ou inundacoes, por exemplo.

E vocé? Quando ouve noticias com dados do indice pluviométrico, como “Neste més, as chuvas
em Curitiba superaram o indice de 100 mm”, sabe o que significa? Nesta atividade vamos construir
o significado desse conceito.

O indice pluviomeétrico indica a quantidade de chuva por metro quadrado registrada em

certo local, em um determinado periodo de tempo.
Consulte as respostas nas Ovientagoes Didaticas. ) ) )
a) Quando dizemos que o indice pluviomeétrico em certa regido

foi de 25 mm na semana, significa que, se tivéssemos um
reservatorio aberto de 1 m? da area de base, o nivel de agua
atingiria a altura de 25 mm (veja a figura ao lado).

Qual & o volume total de agua da chuva recolhida no
reservatario ao lado? Expresse a resposta em m® e, em 1m
seguida, transforme em litros.

125 mm

Tm Elernentos sem

b) No indice pluviométrico, em cerio periodo de tempo, cada 1 mm de it

precipitacao corresponde a quantos litros de chuva por metro quadrado?

1 mm

¢) E daro que os pluvidmetros, instrumentos usados para medir a quan-
tidade de chuva, ndo precisam ter, como base, um quadrado de area
1 m?
Imagine que se pretenda medir a quantidade de chuva em uma regido
por meio de um cilindro reto graduado, ao qual se acopla um funil,
como maostra a imagem ao lado.

LLEAND GAVALVEATR N

Considere que a abertura maior do funil, por onde a chuva sera coletada,
tenha didmetro com medida 10 cm e que, em certo dia, o volume de
agua da chuva coletado tenha sido de 300 mL (ou 0,3 L}.

Qual foi, em mm, a precipitacao nesse dia? Use m = 3,14.
Consulte as respostas nas Orientagtes Didaticas.

Por fim, vale a pena destacar que, em uma cidade grande, ha varias estacdes de medicao da
intensidade da chuva. A média das intensidades de precipitacdo medidas nesses pontos, em certo
periodo (més, por exemplo), fornece o indice pluviométrico da regido, no periodo considerado.

Fontes de pesquisac SAEMA. Doponived emn. <saema.com.byportalhomeyindsce-phviomelnco=. Acsso em 10 mac 2006,

INPE. Drspomnived am: <wweacinpe brlacssoanlormacaginoded0Z = Aceso em: 10 mac 2016.,
Agritempo. Deponivel em. < wwes. agrlempo.goe brfagniempaypprBilatsbonyindes ppc-. Acesio emnc 10 mar. 2016,
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O pluviémetro € um dos
instrurmentos que permitem
verificar a quantidade de chuva gue
cai em determinado local. Ha outros
meios, como os satélites meteorologicos, mas
nao oferecem a precisao de um pluviémetro

guando ha a necessidade de registrar pequenas

Casa Paulistana da Comunicagic

guantidades de chuva. Ha varios tipos de
pluviémetros e, no Brasil, o Instituto
Nacional de Meteorologia (Inmet) utiliza
o modelo Ville de Paris.

A leitura do pluvidmetro & feita
uma vez por dia, geralmente pela
manha, quando se recolhe a agua
acumulada. No Ville de Paris essa
lejtura & feita com o auxilio de uma
proveta, tubo dlindrico de vidro ou
plastico graduado em milimetros.

—

provela graduada

Outros tipos de pluviometros
utilizados no Brasil:

Paulista, com abertura de 500 cm? para a captacio de
chuvas. E utilizado pelo governo do estado de Sao Paulo;

Casella, comn rea de captacio de chuvas de 200 e Eo
mais utilizado pelo setor privado, que inclui empresas
envolvidas com o agronegacio. Esses modelos geralmente
sdo feitos de plastico resistente. Diferencial: incluem em sua
estrutura a gradacdo em milimetros, o que dispensa o uso da
proveta.

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501

os pluvidmetros oficiais
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O Ville de Paris tern um bocal de 22,57 centimetros
de digmetro, equivalente a uma area de captagao
de chuvas de 400 centimetros quadrados, medida
recomendada pelas normas intermadionais.

-

[T —

pluvidmetro Ville de Paris

O controle didrio permite fazer o
levantamento da quantidade de chuva
em um local ou em determinada regiao ao
longo de um ano ou de outros periodos
menores de tempo, por exemplo um

més. E possivel fazer comparagoes dos
indices entre diferentes cidades, estados e
regides do Brasil. Consegue-se investigar
am que més choveu mais ou menos,

em que dias do més ou do ano costuma
chover com mais intensidade ou até saber
quantos dias de chuva ocorreranm em uma
década Todas essas informagbes podern
ser transformadas em graficos ou mapas,
possibilitando melhor visualizagao das
informagfes obtidas.

(x dados pluviométricos
podem ser ulilizados de varias
maneiras, tanto nas cidades
quanto no carmpo. Permitem
conhecer desde o momento
certo para iniciar o manejo do
solo e o plantio até planejar
medidas preventivas contra
enchentes e alagamentos,
como fazem as prefeituras. O
setor privado utiliza os dados
para, por exemplo, planejar

a melhor época para realizar
obiras.

WTHA, MARTINSEITACAD
ADLAGICA 30 IAG-J9
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I cone
Os objetos e alimentos abaixo podem ser encontrados no nosso dia a dia.
Todos se assemelham com a forma geométrica chamada cone, que vamos
estudar neste topico.
h g
- 5
{ I_I-r';__ E

=~

2

Elementos sem proporcao entre si.

FOTOE: ThIMKSTOON

Observe a figura ao lado.
Ela apresenta as seguintes caracteristicas:

= uma superficie circular, que chamaremos base;
= um ponto em V, que chamaremos vertice;

= superficie lateral constituida por todos os segmentos de reta que
tém uma extremidade na circunferéncia do circulo da base e a
outra extremidade no ponto V.

Essa figura tem a forma de um salido chamado cone.

Consideremos um circulo de centro O e raio de medida r,
contido em um plano o, e um ponto V, nao pertencente a o.

Chama-se cone circular, ou apenas cone, a reuniao dos
segmentos com uma extremidade em V e a outra em um ponto
do circulo.

Elementos e classificacao

= O ponto V & o vértice do cone.

= O circulo de centro O e raio de medida r é a base do cone.

; altura
= Cada segmento com uma extremidade em V e a outra num ponto

da circunferéncia da base & uma geratriz do cone.

= A distdncia do vértice ao plano da base € a altura do cone.
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Quanto a inclinacdo da reta VO em relacdo ao plano da base, um cone
classifica-se em:
» cone obliquo, se a reta VO é obligua ac
plano da base;

= cone reto, se a reta VO & perpendicular ao
planc da base. Nesse caso, VO & a altura
do cone.

As geratrizes de um cone
obliquo sdo congruentes?

| Easdeum cone reto?
L.

Mao; sim.

O cone circular reto € também chamado cone de revo-
lucado, pelo fato de ser gerado pela rotagao de um trian-
gulo retdngulo em torno de um de seus catetos.
Observe que em um cone de revolucio vale a relacao:

r+h=g*

Areas do cone circular reto
Area da base (A,)

A base do cone é um circulo de raio de medida r, entdo a area da base &

=1 -

b

Area lateral (A,)

Area lateral é a area de um setor circular cujo raio mede g (medida da
geratriz do cone) e cujo comprimento do arco é 2nr (perimetro da base).

A area lateral pode ser visualizada se planificarmos a superficie lateral do
cone. Veja:

v

LA
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A area do setor circular de raio de medida g e comprimento de arco 2nr, isto €, a area lateral A, pode
ser obtida por uma regra de trés:

comprimento do arco area do setor
2ng ng?
2mr A,
Entao: e (nq?) - (27r) o
4 z}tg ' m-r g

Area total (A)

A superficie total de um cone é a reunido da superficie lateral com o circulo da base. Assim, a area
total do cone & dada por:

A=A+ A

Substituindo A, =x-r-g e A =mn-r, temos:

A=mrg+n’= A=m-r-(g+r

Volume (V) do cone

Consideremos um cone de altura de medida h e base circular com area B. Consideremaos também um
tetraedro cuja altura mede h e base com area B. Note que o cone e o tetraedro tém alturas congruentes e
bases equivalentes.

Supenhamos que os dois solidos tenham as bases contidas em um mesmo plano o e gque seus vértices
estejam no mesmo semiespaco de origem o. Qualguer plano B paralelo a o que secione o cone a uma
distdncia h' do vértice também seciona o tetraedro 4 mesma distincia h' do vertice.
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A secao do cone pelo plano B & um circulo de area B,. Como os dois cones
obtidos sao semelhantes, temos:

SCR

A secdo do tetraedro pelo plano [ € um triangulo de drea B,. Como os dois
tetraedros sao semelhantes, temaos:

B s
_1=(L) 2
B h

B1 BE

De 1l el2, resulta:

B B
e, entdo, B, = B,. Logo, as secoes obtidas sao equivalentes e, pelo principio de

Cavalieri, o cone e o tetraedro tém volumes iguais.

V =V

cone tetraedrg

1

. . 1
Como V, = — - B - h, entdo o volume de um cone & igual a — do
tetraedro 3

produto da area da base pela medida da altura:

1
"..ll' = — .h
cone 3 H.|l"|:|

Como A, = mr?, temos:

V=%-n-r1-h

T —
—{ExempLO 3 )
Uma casquinha de sorvete tem a forma de um cone reto em que a geratriz

mede 7,5 cm e o raio da base mede 2,5 cm. Vamos determinar seu volume,

considerando 42 = l4enm= %

Determinemos a altura h da casquinha, vista no esquema
ao lado.
No AAVO, retangulo, temos: h? = (7,5) — (2,57 =
>h?=50=h="5/2 =h=7cm
Logo:

THINKETECKSETTY IVBSES

‘u'=%-;[-r2-h sV=—2- 226257

s\ = 45 8 cm?

Portanto, o volume aproximado da casquinha de sorvete & 45,8 cm?, ou seja, 45,8 mL.

v
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@ ' EXERCICIOS RESOLVIDOS

2 (Quais sio as medidas do raio e da altura de um cone
de revolugio cuja planificacdo da superficie lateral é
um setor circular de 1207 e 6 cm de raio?

&
Solucao:
= Area lateral
A drea lateral é a drea do setor. Entao: ‘ I
— T B =
3607 w6 = A, :—12Dﬂ-n~ 6 =
120° —A, 360
= A, = 12r em?® g

= Cilculodereh
Como A, =mn-r-g e g=6cmn, temos:
12t=xm-r-6=r=2cm
Como r* + h* = g7, temos:
2+ =6=3h=32=h=4{2cm
Logo, o cone tem 447 cm de altura e o raio da base mede 2 cm.

3 Um reservatorio tem a forma de um cone circular reto invertido com raio de medida R = 3 m e altura de
medida H = 4 m. Ele estd preenchido com Agua até metade da sua altura, como ilustra a figura abaixo.
Qual & o volume do reservatario? Que volume de agua ele contém?

Solucao:
= Volume do reservatdrio
« B2 . . 3.
v=EF-H 234 y_1oxm
3 3
Logo, o volume do reservatorio & 12w mé.

= Cone de dgua

Sabemos que h = A 2 m.

2
Como:
OB OA R H R
HAOAB ~ AOMB = — == —m o —=— =3 — =2
OIBI IA r h I
entao:
l=%= 1,5m
= Volume de agua
'U':“‘r;'h=E1U’5F'2::»v:1,5;[m3

3 3

Portanto, o volume de dgua contido no reservatornio & 1,5t m®.

Se 0 reservatorio em forma de cone esta preenchido com
agua até metade de sua altura, entao o volume dessa dgua

corresponde a metade do volume do reservatdnio?
. ,

157 1 . .
Mao. Observe que— 5 =g De fato, como os dois cones, reprasentados pelo reservatério e
pela dgua em seu interior, s3o slidos semelhantes, temos:

h 1 v [l 11
H=2h =q-7 (razao de semalhanga). Lo-gn.? T:I E
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b Secdao meridiana e cone equilatero

Sejam V o vertice de um cone e O o centro de seu circulo da base.
Secao meridiana de um cone ¢ a intersecdo dele com um plano que contém
o segmento VO. A secao meridiana de um cone reto & um tridngulo isdsceles.

v v
[ ‘
A B
A o B

secao meridiana

cone reto

Cone equilatero & um cone reto cuja secao meridiana & um tridngulo
equilatero.
Mum cone equilatero, g = 2r.

5e 8 € a medida do dngulo do setor de raio g, temos:
comprimento
dngulo  do arco
3607
L]

2m-q LT "
21.[}:&8-3&3 E = B = 180

Ao planificarmos a superficie lateral
de um cone equilatero, qual & a medi-
da do dngulo do setor obtido?

cone equilitero secao merndiana

Vejamos como obter a area lateral A, a area total A e o volume V de um cone equilatero de raio 4 cm.

- Area lateral
A=m-r-g = A, =n-r1-2r=2n-P=A,=2n-4=A,=32nan’
g=2r
Logo, a area lateral desse cone equilatero & 32w cm?.
- Area total
A=A+ A

INEE }==A]=325rt+rt-r2=A1=32n+1t-41=A1=431[w
Portanto, a area total desse cone equilatero & 48m cm?.
= Volume

V=—/-mn-*-h

1
3
Vejamos agora comao calcular a altura h:

h2+rz=g2=>h2={2r}1—r2=>h2=3r2=>h=r~l'§==rh=41|'§cm

Logo: 3
V=%-Ab-h=v=%-n-42-45=v=%cm:‘
Portanto, o volume desse cone equilatero & 64?;5 .
- |
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EXERCICIOS

25 Calcule o volume do cone cujo raio da base mede
4 em e cuja altura mede 5 cm.
26 Determine a drea da base de urn cone de revolucio

de & cm de altura cujo volume & 128w cm?.

27 Um cone crcular reto tem 20 dm de altura e sua
geratriz mede 25 dm. Determine a area total e o
volume desse cone.

28 Em alguns comércios, encontramos “guarda-
-chuvas” de chocolate.

EAPERE S CLATASTADS ORI WO RO PRESS SO0

Considere gue cada guarda-chuva tem o formato
de um cone circular reto com £ cm de didmetro da
base e 6 cm de altura. Sabendo que a densidade
do cacau usado na fabricagdo desse chocolate &
de 1,05 gfom?, determine a massa de cacau, em
guilogramas, necessaria para preparar 2 500 desses
cones, Usem =3 1.

29 Calcule a area lateral, a area total e o volume
de cada um dos sdlidos, cujas medidas estao
indicadas.

a) cone equildtero €) semicone

r=11cm

b) cone reto

20cm
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30 Dona Charlote produz sobremesas para eventos
como casamentos e aniversarios. Para produzir
uma mousse de maracuja, ela utilizow um redpients
cilindrico cujas medidas internas do didmetro e da
altura s3o, respectivamente, 0,4 m e 0,8 m. Depois
distribuiu a mousse em copos com formato conico
invertido com & cm de medida do didmetro, 18 cm
de medida da altura e espessura desprezivel. Consi-
derando gue o recipiente que dona Charlote utilizou
estava completamente cheio, determine o ndmero
minimo de copos de formato conico necessarios
para fazer a transferénda de toda a mousse.

31 Sabe-se gue a secdo meridiana de um cone dircu-
lar reto & um tridngulo isdsceles de area igual a
36 o’ Se esse cone tem 15 om de altura, qual
& o seu volume?

32 A ampulheta & um instru-

CTZAPT

mento constituide de dois

vasos conicos idénticos que 1Zem
s& comunicam pelos vértices
e & usada para medir o tempo
mediante a passagem de certa
quantidade de areia finissima
do vaso superior para o inferior.
Considerando que a ampulheta mostrada na figura
acima esta inscrita em uma estrutura semelhante
a um dlindro de 12 em de altura e cujo didmetro
da base mede 8 cm, calcule o velume de ar exis-
tente no espago compreendido entre o dlindro e
o5 dois cones.

33 Qual é a medida do dngulo central de um setor
circular obtido pela planificacdo da superficie
lateral de um cone cuja geratriz mede 18 cme o
raio da base mede 3 cm?

34 sSgja o tridngulo retingulo cujos catetos medem
9dm e 12 dm. Em cada caso seguinte, determine
o volume do solido gerado pela rotacdo desse
tridngulo, em torno:

a) do cateto menor; b) do cateto maior.

35 Um setor droular foi recor- A
tado de uma carigjirla, de
modo gue o arco AB desse

setor mede 1207 e tem com- -
0

primento igual a % crm. o

Fazendo-ze coincidir os pontos A e B, obtemos

a superfice lateral de um cone reto de vértice 0.
Qual & o volume desse cone?

205
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36 O chapéu do bruxo mostrado na figura lembra ~ #0 Girando-se o quadrilaters ABCD em torno do eixo
a superficie lateral de um cone de revolugdo de y, obtemos um sblide cujo volume é Ziom UL
12 cm de altura e 100m cm® de volume. Se ele & (unidades de medida de volume).
feito de cartoling, guanto desse material foi usado
na sua confeccdo?

k-
=
=]
-
&

0 I ®

Qual & a abscissa do ponto C7

41 Dobrando-se, simultaneamente, as medidas da
altura e do didmetro de um cone crcular reto, por

37 Para uma festa infantil do dia das bruxas foram en- quanto ficam multiplicados:

comendados 120 chapéus de bruxa idénticos, cada a) sua area lotal? b) seu volume?

um cunfecc_mnadu a partir de um semicirculo de g3 Gjrando-se em torno da hipotenusa um tridngulo
56 cm de diametro. Use = 3. de catetos com medidas {65 cm e 24 26 cm, qual
a) Que altura tera cada chapéu? & o volume do solido obtido?

b) Sabendo gue os semicirculos sao recortados  gg
a partir de folhas quadradas de papel-cartao,
cada uma com 56 cm de lado, determine a

Determine a medida da altura de um cone equila-
tero cuja drea total é 54w m?’.

guantidade minima, em metros quadrados,  #% O silo representado ao lado possui

do material desperdicado na confeccdo dos altura total de 15 metros. Nele

chapéus. podem ser armazenados 325n m?
de cereais. Determine:

38 Em uma festa de casamento, serviram-se bebidas a) a medida da altura do cone:
em tacas em forma de cone reto, com base de b) o custo de fabricacio do silo,
didmetro 4 cm e geratriz de medida +53 cm. De- sabendo que a chapa de aco
termine guantos litros de bebida foram necesséarios utilizada em sua confeccdo cus-
para encher as 600 tacas que foram servidas nessa ta RS 200,00 por m?. Considere
festa. Considere T = % r=31ey34=58

45 A altura de um tridngulo equildtero mede 643 om.
Determine o volume do solido gerado pela rotacao
desse trigngulo em torno de um de seus lados.

39 Sabe-se que a clpula da barraca mostrada na
figura tem a forma de um cone drcular reto de
1,5 m de altura, no qual as medidas da geratriz e
do raio da base somam 4,5 m. Determine a area = gg
da parte dessa barraca gue fica exposta ao sol do
meio-dia.

Ma figura, VABCD & uma pi-
réamide regular quadrangular
cuja base esta inscrita na base
do cone de vértice V.
Determine a razao entre o vo-
lurme da pirdmide e o volurme
do cone, nesta ordem.

<L
I
® =
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TROQUE IDEIAS

O volume do cone e as funcbes
Professor, o objetivo desta atividade & integrar os eixos de Fungbes e Geometria.

Um fabricante de funis metalicos para dleo de motores de veiculo (carros, caminhdes, Gnibus etc)
esta analisando a possibilidade de lancar uma nova linha de funis em formato aproximado de cone
circular reto, em varios tamanhos.

Primeiramente, ele pensou em manter fixa a medida do raio do cone em 10 cm e variar a medida
da altura. Intuitivamente, ele sabe que, quanto maior for a medida da altura, maior sera o volume de
oleo que o funil comportara. Vamos analisar essa relacao.

Foram consideradas quatro possibilidades, como mostra a tabela seguinte:

Modelo I | Modelo II | Modelo III | Modelo IV
) Raio 10 em 10 cm 10 cm 10 cm
Consu I_te as respostas
"Dﬁé‘;-"."e""a‘?c'“ Altura 5 cm 10 cm 12 cm 15 cm
ICas.

a) Para cada modelo apresentado, calcule o volume de dleo que o funil comportaria.

b) Mantida constante a medida do raio, o volume V do cone varia apenas em funcao da medida
h de sua altura. Qual & a lei da funcao que relaciona V e h? Comao classificamos essa fungiao?

c) Em seu caderno, faca o grafico de V % h. Para facilitar, considere m = 3 e use “escalas” dife-
rentes nos dois eixos. Consulte as respostas nas Orientagoes Didaticas.

O fabricante pretende agora estudar novas possibilidades de tamanho para o funil. Ele vai manter
fixa a medida da altura em 15 cm e variar a “boca” do funil, alterando a medida de seu raio, como
mostra a tabela sequinte:

Modelo I | Modelo II | Modelo III | Modelo IV
Altura 15 cm 15 cm 15 cm 15 cm
Raio 5 cm 10 cm 15 cm 20cm

Eee—

d) Para cada modelo apresentado, calcule o volume do cone.

e) Se a medida h da altura & mantida fixa, o volume V do cone varia apenas em funcao da medida
r do raio da base. Qual € a lei da funcao que relaciona V e r? Como dassificamos essa funcao? V e
r sao grandezas diretamente proporcionais?

f) Nessas condigbes, represente, em seu caderno, o grafico de V' < r. Para facilitar, considere = 3
e preste atencao nas escalas escolhidas nos dois eixos.

Tronco de cone

Observe as figuras seguintes:

CrizasT

VS0 cipula do abajur Copo

Elementos sem
proporgac entre si.

Elas lembram a forma de um solido denominado tronco de cone, o qual

vamos estudar agora.
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Quando secionamos um cone circular reto, por um plano paralelo a base (su-

pondo que o plano nao contém o vértice do cone), ele fica dividido em dois solidos:

= o solido que contem o vertice @ um novo cone, obtido pelo secionamento;

= o solido que contém a base do cone original € um tronco de cone de
bases paralelas.

===

-

hrmmmmm

cone original tronco de cone
de bases paralelas

Facamos a identificacdo dos principais elementos de um tronco de cone:

- base maior do tronco: € a base do cone original ou primitivo.

« base menor do tronco: € a secao determinada pelo plano base menar
ao intersectar o cone. Essa secao € um circulo e corresponde a ~ 0
base do nove cone.

+ altura do tronco: & a distincia entre os planos das bases. altura

- geratriz do tronco: & um segmento contido em uma geratriz do
cone original, cujas extremidades sdo pontos das circunferéncias
das bases (sendo um ponto em cada base).

base maior
Areas

- Area da base maior (A)

A area do circulo de raio de medida R é chamada area da base maior do
tronco.

Logo:

A, = mR?

» Area da base menor (A)

A area do circulo de raio de medida r recebe o nome de area da base
menor do tronco.

Logo:

- Area lateral (A,)

A superficie lateral de um tronco de cone é a reunido das geratrizes
do tronco. A area dessa superficie € a area lateral do tronco.

A formula que permite calcular A, pode ser obtida subtraindo-se da
area lateral do cone original a area lateral do novo cone, obtido pelo
secionamento, ou seja:

A, = nRg, — mrag,
=R - (g, + g) — mrg,

nR-g+((R—-rn-g] A

=
|

=
I
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Os tridngulos VA'Q' e AAB sao semelhantes; por isso, podemos escrever:

VA _AO S v _,-19d g
Ad AB a R—r R—r

Substituindo (2 em (1), obtemos:
r-
;"kf=H[R.Q+M.Rﬂ7gr:|=nm-g+r-g] >
> A,=m-g-(R+r)

- Area total (A)
A area total € igual a soma das areas das duas bases com a area lateral.

A=AEAEA,

Volume

Considere um tronco de cone de bases paralelas, cuja medida da altura é h.
Sendo R a medida do raio da base maior e r a medida do raio da base menaor,
entao o volume V do tronco é:

v=“§h R+R-r+r]

Demonstracao:
O volume V do tronco de cone é obtido pela diferenca entre os volumes .}
dos dois cones, ou sgja:

v =%- mR? - (h + h) — %-}trz-m

[ [

volume do cone original wolume do

{ou primitiva) NOVD Cone

- T R-h+®-r)-h] @

Como os triangulos ACB e AED sao semelhantes, temos:
h, +h R h-r
1
———=—=hR—-—hr=hr=h, = 2

h1 r 1 i 1 R —-Tr

Substituindo ‘2 em (1, obtemos:

i

3
ComoR:—rr=(R+r1)-(R—r), entac:

V=3 [R-h+R+0-hl=V=

h-r
. - P L
[R h+ (R - ) R_r]

h

- [R* + RBr + ]
3

Cones semelhantes

Ja vimos que, quando um cone circular reto é secionado por um plano pa-
ralelo a sua base (o plano ndo contém o vértice do cone), ele fica dividido em
um tronco de cone e em um novo cone. Podemos notar que os dois cones (o
original e o novo, obtido pelo secionamento) sao semelhantes; assim, todas
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as propriedades estudadas para piramides semelhantes podem ser estendidas
para cones semelhantes:

= razao entre areas: — = k¥ — = k% =k
Ay A A

- W -
= razao entre volumes: ? =k

~— ExempLo 5 )
Calculemnos a area lateral, a drea total e o volume de um tronco de
cone reto cuja geratriz mede 10 cm e os raios das bases medem 8 cm
e 2 cm, respectivamente,
« Area lateral, em cm?:
A=mR+rn-g=A=nlB+2)-10=A,=100x
Logo, a area lateral desse tronco de cone & 100 cm?.

- Area total:

A=A+A+A
emqgue A =n-(8cm) =6dncm’eA =mn- (2cm) = dxcm’.
Logo, AI =100 + 6dn + 4dnr = 168m = AI = 168m cm?*
Portanto, a area total & 168t cm®.
= Volume:
E preciso, inicialmente, determinar a medida h da altura do tronco:

102 = h? + 62
100 — 36 = K?
h* =64 =h=8cm

0 volume desse tronco pode ser obtido com ou sem o uso da formula:
= Usando a férmula:

\.-'=H—h[FF+Rr+r3]
3
V= "58[31+3-2+22]= T8 84— 224n =V = 2241 cm?
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+ Sem a farmula:
Imaginemos o cone original e o cone “retirado” correspondentes a esse tronco.

Como os cones sao semelhantes, vamos comparar as medidas de seus elementos lineares

(raio da base e altura):

B8 _8+x  ,_8+x  _8

2 X X 3
L1 <]

= Volume do cone original: 3 m-82-(8 + 3

_2048n .
9

= Volume do cone “retirado”: 1; m- 22 - % = % om?

O volume do tronco é&: % cm® — % am® = L;E}[ am’ = 224n cm?®

@ ' EXERCICIO RESOLVIDO

4 Um cone circular reto tem 18 dm de altura. A que distdncia de seu vértice deve passar um plano paralelo &
base, de modo gue o volume desse cone seja oito vezes o volume do nove cone, obtido pelo secionamento?
Solucao:

d: distdncia do vértice ¥V do cone ao plano
Sejam: 4 V,: volume do cone “primitivo”
V,: volume do novo cone

A
LD ) — —

cone 1

Temos:

v
V=8V, =27 =82k =8=k=48 =2

2
O valor encontrado para k significa que a razdo entre um elemento linear do cone “primitive” e seu homd-
logo do novo cone obtido é igual a 2.
Desse modo, comparando as medidas das alturas dos dois cones, temos:

18
_— =1 d=29
d =

Portanto, a distancia do vértice ao plano € 9 dm. A
Como a razdo entre os elementos lineares & k = 2, a razao entre as dreas das bases & k¥ = 4 e entao: = d=2 A = AA
2

Qual a razdo entre a area da base do
cone 1 e a drea da base do cone 27
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)

EXERCICIOS

47 Obtenha ovolume e a drea total do tronco de cone
abaixo.

h=15cm

48 Determine o volume de um tronco de cone reto,
sabendo gque a medida de sua geratriz & 29 cm e
que os raios das bases medem 10 cm e 30 om,
respectivamente.

49 A coifa abaixo é constituida de um dilindro reto,
com 0,40 m de altura e 0,20 m de raio da base,
acoplado a um tronco de cone reto, cuja medida
da altura € igual & medida do raio da base maior

= . [

e cuja geratriz mede A5 .
&
2

Considerando a superficie total da coifa como a
reunido das superficies laterais do dlindro e do
tronco de cone, determine a sua area total.

50 Em uma estufa, determinadas mudas de espédes
vegetais s30 plantadas em vasos de vidro, cada um
em forma de paralelepipedo retorretangulo, cujas
dimensdes s30 40 cm, 30 cm e 20 cm.
Deseja-se transferir a terra desses recipientes
(gue se encontram completamente cheios) para
um outro, cujos formato e dimensdes s3o dados
a sequir.

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501
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Qual & o ndmero minimo de vasos de vidro ne-
cessarios para encher completamente de terra o
novo recipiente?

G Y

A0 cm

20cm

Usex = 3 e 415 = 3,9. Considere desprezivel a
espessura do vidro.

81 Um cone de 10 em de altura & intersectado, a 4 em
de seu vértice, por um plano paralelo 3 sua base,
determinando uma secao de drea 36mme. Determine:
a) a area da base do cone:

b) os valumes dos dois cones;
€) a razao entre as geratrizes do cone original e
do cone obtido na secao, nessa ordem.

52 Uma fabrica produz abajures cuja cipula, feita em
teddo ridstico, temn a forma de umn tronco de cone de
bases paraldas e cujas dimensoes estao indicadas na
figura. Sabe-se gue o custo de confeccdo da clpula
& de RS 250,00/m? e o custo de fabricacio do pé do
abajur & de R$ 40,00. Qual & o custo total de fabrica-
Ao de umn lote com 125 abajures? Considere = 3,1.

h=15cm

53 Um guebra-luz, cuja forma & um cone com 3 dm
de altura e 5 dm de raio da base, temn presa, em
seu vértice, uma ldmpada de compnmento despre-
zivel. Em certo momento, esta projeta, no chao,
um circule de drea 400m dm?é. A que distdncia do
chao encontra-se a lampada?

CITZAFT

54 (s raios das bases de um tronco de cone de revolugéo
medem & m e 4 m. Determine a altura desse tronco

para gue a area 1otal seja o dobro da area lateral.

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501

214/420



15/11/2019 https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501

Corpos redondos 2]3

) Esfera

Observe os objetos seguintes:

ETTY INLAGES

ROTON: THIMKST OO

W G ESSHEALSEF POATRAIT 1% SPHERICAL WIRDCA, T

Autorretralo no espelho esférico. Litografia de
1935 do artisla holandés M. C. Escher, exposta

Todos eles lembram a forma de uma esfera, solido gue no museu M. C. Escher, Holanda,

passaremos a estudar agora.

Consideremos um ponto O e um segmento de medida r. Denomina-se
esfera de centro O e raio r o conjunto dos pontos do espaco cuja distancia
ao ponto O @ menor ou igual a r.

E importante diferenciarmos esfera de superficie esférica: a superficie esférica de centro O e raior é
o conjunto de pontos do espaco cuja distancia ac ponto O éigual ar.

= A superficie esférica de centro O e raio r € a superficie gerada pela rotacdo de uma semicircunferéncia em torno
de um eixo que contém seu diametro.

= A esfera de centro O e raio r & o sdlido de revolucio gerado pela rotacdo de um semicirculo em torno de um eixo
que contém o didmetro.
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b Secdao de uma esfera

Quando um plano o intersecta, em mais de um ponto, uma esfera de centro
O e raio de medida r, o conjunto de pontos comuns ao plano e a esfera @ um
circulo, como mostra a figura ao lado.

Dizemos, assim, que toda secdo plana de uma esfera & um circulo. A medida do
raio desse circulo varia de acordo com a distancia do plano o ao centro 0. Quanto
mais proximo de O o plano o intersectar a esfera, maior sera a medida s do raio da
secao. Se o passar pelo centro O, o raio da secdo determinada sera o proprio raio
da esfera e, nesse caso, a secao recebe o nome de circulo maximo da esfera.

Acompanhe a figura abaixo.

5,

s.-:f.s‘,{s,=|

EXEMFLO 6

Suponha que um plano o intersecte uma esfera, a 5 cm de seu cen-
tro, determinando nela um circulo de raio 12 cm. Vamos encontrar a
medida do raio dessa esfera.

Sejam:

d: distincia de « ao centro O; d = 5 cm

5. medida do raio da secao; s = 12 cm

r: medida do raio da esfera

Mo AADB temos:

P=+d=rf=12+=r" =144+ 25=r=169=r=13cm

Assim, o raio da esfera mede 13 cm.

b Elementos de uma esfera

Observando a figura ao lado, vamos caracterizar os elementos de uma

2
esfera de centro O, raio r e eixo de rotacio e. polo—_ 4 P,
paralelo

« Polos: os polos P, e P, correspondem aos pontos de intersecdo da
superficie esférica com o eixo e.

« Equador- & a arcunferéncia do circulo (secao) obtido ao se intersectar

a esfera por um plano perpendicular ao eixo e, pelo centro da esfera.

, . . » - - equador
O dirculo associado ao equador (circulo maximo da esfera) divide aesfera 4 meridiano

em duas "partes” iguais, conhecidas como hemisférios ou semiesferas. polo—""4F,

! hemisféril:ls.

As duas metades de uma laranja, como na foto ao lado, remetem a ideia
de hemisférios.

THRETQCEAIET™Y W AGES
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+ Paralelo: & a circunferéncia do circulo obtido ao se intersectar a esfera por um plano perpendicular
a0 eixo e.

O plano que contém um paralelo & paralelo ao plano gue contém o eguador.
+ Meridiano: ¢ a circunferéncia do circulo obtido ao se intersectar a esfera por um plano que contém

0 SeU eix0.
OBSERVACAD (]

~
Sabemos gue o planeta Terra ndo tem a forma exata de uma esfera, devido a um achatamento nos polos. Mo entanto,

& comum considerar seu formato aproximadamente esférico. Nesse sentido, observe que a caractenzacao dos elemen-
tos de uma esfera esta reladonada as linhas imaginanas do nosso planeta, estudadas em Geografia, que servem para
localizar pontos na superfice esférica da Terra e também definir os 24 fusos horarios.

Procure visualizar, em um globo terrestre, os seguintes elementos: polo Norte e polo 5Sul, hemisfério Norte e hemisfério
Sul, linha do Equador, trdpico de Cancer e trdpico de Capricarnio, e o meridiano de Greenwich. Estabeleca uma rela-
cdo entre esses elementos e os elementos de uma esfera.

Se o raio da Terra mede

A OALNIOES PROECT

aproximadamente
6370 km, quantos qui-
ometros mede a linha
do Equador?

e

O Equador corresponde 3
circunferéncia do ciroulo
midxima da Terra, supondo-a
esférica, e seu comprimento &
2 6370 km = 40003 km

MNosso planeta ndo tem a forma exata
de uma esfera.

Volume da esfera

O volume V de uma esfera de raio r & dado por: WV =

Demonstracao:

Vamos tomar um cilindro equilatero, cujo raio da base mede r e a altura mede 2r.

Seja V o ponto médio do segmento MN, contido no eixo do cilindro. Desse cilindro retiramos dais
cones cujas bases coincidem com as bases do cilindro. Esses cones tém como vertice comum o ponto V,
e a medida de suas alturas € r, como mostra a sequéncia de figuras abaixo. O sdlido geométrico obtido
sera indicado por G.

h=2r

cilindro diois cones solido G
equilitero retirados
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Considere agora uma esfera de raio r e o solido G obtido anteriormente. Imagine que essa esfera seja
tangente a um plano @ e que o cilindro original descrito tenha uma das bases contida em a.

figura A - esfera fiqura B - solido G figura C
i 2r 1 W

AN

J

e
[P — p— -]

secdo da esfera por [} secdo do solido G por

Quando um plano 3, paralelo a o, intersecta a esfera a uma distdncia d de seu centro, ele determina
nela um circulo de raio s cuja area &:

s = ;- (P — d?) (1 (Vejaafigura A}

O plano 3, naturalmente, também intersecta o solido G, a uma distancia d de V, determinando, como
secao, uma coroa circular. Essa coroa circular € limitada por duas circunferéncias: uma de raio r e a outra
de raio d, com r = d, cuja area € dada por:

- (rf—d¥) (2 (Observe nas figuras B e C que o tridngulo VAR é isdsceles e, portanto, AR = d.)

Por (1 e (2, concluimos que as areas das segdes na esfera e no sdlido G sdo iguais. Logo, pelo principio
de Cavalieri, a esfera e o solido G tém o mesmo volume.

O volume do solido G pode ser calculado por:
vG = ‘I“Ircilmdm - 2 : vI'.DﬂE
R | >"n.-’<:=2rtr:‘—£'m1 > W

- 3

1 _ Anr’
i ol S N el

= 3

Segue, dai, que o volume da esfera também é dado por: V_,_, = %‘J

;
~—{ exempLO 7 )

Quantos litros de gas pode conter um reservatorio industrial em formato esférico e com raio
interno medindo 2 m?

E preciso calcular o volume de uma esfera cujo raio mede 2 m:

V= %n -2 = %DU aproximadamente 33,49 m? (usamos T = 3,14).

Logo, o reservatdrio pode conter aproximadamente 33490 litros de gas.
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» Area da superficie esférica

Diferentemente do cilindro e do cone, a esfera € um corpo redondo cuja superficie ndo pode ser plani-
ficada, isto &, ndo & possivel “colocar” a superficie de uma esfera em um plano sem dobra-la nem estica-la.

A seguir, veja uma justificativa para a formula da area de uma superficie esférica, cuja demonstragio
formal exige conhecimentos mais avancados.

Seja uma esfera de centro O, raio de medida R e area da superficie igual a A.

Dado um namero real positivo X, vamos considerar a esfera de centro O e
raio de medida R + x. Observe as duas esferas concéntricas na figura ao lado.

O solido limitado por essas duas esferas € uma espécie de "casca” formada
por segmentos de reta cujo comprimento & x.

Intuitivamente, vamos imaginar a superficie da primeira esfera como uma
“placa sdlida de espessura suficientemente pequena” (essa ideia pode ser es-
tendida para qualquer superficie).

Assim, para valores de x cada vez mais proximos do zero (indica-se x — 0 e |é-se "x tende a zero”), o volu-

me V do solido limitado pelas duas esferas & aproximadamente igual a A - x, em que A é a area da superficie
esférica cujo raio mede R.
Expressando também V como a diferenca entre os volumes das duas esferas, temos:
ks Ax
A-x=—R+x-—=—F
x=3 ( x) 3

43—“{R3+3R21+3Rx2+x&—aﬂj
a-x=%x-(3R1+3Rx+x2)

ﬂ=%-{3ﬁl+3ﬂx+f—}

A-x=

Se x tende a 0, as parcelas 3Rx e ¥* também tendem a zero e dai:
= 4?1! - 3R* = 4nR?

Assim, a area de uma superficie esférica de raio de medida R & dada por:

A = 4nR

— ExemPLO 8

Umna inddstria recebeu uma encomenda para a confecgao de 5000 bolinhas de pingue-pongue.
O plastico usado na confeccdo das bolinhas custa R$ 5,00 o metro quadrado. Se o didmetro de
uma bolinha & de 3 cm, qual € o custo minimo da inddstria com o material para essa encomenda?
Vamos usar 3,14 como aproximacao de m.

O raio de cada bolinha mede: 5

T2

cno= 1,5 cm

A area da superficie de uma baolinha é:
Adr-{1,5em)P =9 cm*=9- 3,14 cm® = 28,26 cm?
Para confeccionar as 5000 bolinhas, sao0 necessarios, no minimo:
5000 - (28,26 cm?) = 141300 cm? = 14,13 m?

O custo em reais para a confeccao das bolinhas é:
14,13 - 5 = 70,65, ou seja, R% 70,65
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5 Asuperficie de uma bolha de sabdo, de formato esférico, tem 36m em? de 4rea.
Qual & o volume de ar contido nessa bolha?

Solucao:
Com base na informacio sobre a area da superficie esférica, &
possivel encontrar a8 medida r de seu raio:

THISKSTOCKEIETTY W GES

A=den=dnP =3Rn=r=9=r=3cm

0 volume de ar contido na bolha corresponde ao volume da esfera, ou seja:

3 . 33
U‘%‘%:&U_Bﬁmms Mao. De A = W obtemos: £/ jiﬁ:F ?ra—:nr 3

assim a coincidéncia ndo ocorre para outros valores de k.

Portanto, V = 36r cm?.

Messe exerciclo, vocé pode constatar que a area da
superficie de uma esfera de raio 3 e o volume da
esfera s3o numericamente iguais. Essa coincidéncia

ocorme para algum outro valor de r?
., v

6 Duas esferas de gelo cujos raios medem 2 cme 1 cm s3o derretidas. A dgua obtida pela fusdo (passagem do
estado solido para o liguido) é colocada integralmente em um recipiente clbico de vidro cuja aresta mede
4 em. Qual & o nivel, em centimetros, atingido pela dgua nesse recipiente? Considere ® = 3,1 e despreze a
espessura do vidro.
Solucao:
O volume total de dgua obtida por derretimento corresponde & soma dos volumes das duas esferas, ou seja:

_41[-23_'_41'[-13_327: Ax

e = 3= 3
") 3 3 3 + 3 =V=12rcm 37,2 cm

A drea da base do recipiente cibico & (4 em)® = 16 em’.
Assim, considerando x o nivel, em centimetros, que a agua atinge no recipiente temos:
A-x=372=16-x=372=x=23cm

Portanto, a agua atinge o nivel de 2,3 cm nesse recipiente.

EXERCICIOS P CADERNO

Se uma esfera tem 12 cm de didmetro, qual & a drea de sua superficie e qual é o seu volume?

Calcule o volume de uma esfera, sabendo que a drea de sua superficie & igual a 576m cm’.

O raio de uma esfera mede 4 cm. Um plano que seciona essa esfera determina nela um circulo com raio de
medida 1 cm. Determine a distdncia do plano ao centro da esfera.

58 Um plano intersecta uma esfera a uma distdncia do centro igual & medida do raio da secdo que ele deter-
mina na esfera. Sabendo gue o raio da esfera mede 4 om, determine:

a) a area da secao; c) a area da superficie esférica.

b) a drea do circulo miximo dessa esfera:

59 Uma esfera oca tem 1 dm de raio exterior e 1 em de espessura. Qual & o volume da parte oca da esfera?
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60 Um recipiente, na forma de paralelepipedo retdn-

gulo, esta completamente cheio de terra. Suas
dimensoes sao 4 m de comprimento, 2 m de
largura e 1 m de altura. Deseja-se distribuir toda
a terra do recipiente em vasos idénticos, cada um
com a forma de um hemisfério, como mostra a
figura. Qual & o ndmero minimo de vasos gue serdo
necessarios?

Usem=314.

120 cm

Duas esferas s3o concéntricas, e seus raios medem
4 cm e 2 om, respectivamente. Um plano tangente
& esfera menor intersecta a outra esfera, determi-
nando uma secao 5.

a) Qual & a drea de §7

b) Qual & o comprimento da drcunferénda de 87

A drea de uma superficie esférica é 144x cm®. Em
guantos centimetros deve-se aumentar a medida
do raio para que a irea da superficie passe a ser
256m cm??

Um plano intersecta uma esfera determinando

uma secao de area 36w cm?. Sabendo que a area

da superficie dessa esfera & 400x cm?, determine

a distancia do centro da esfera ao plano.

Afigura mostra um reservatonio indus-

trial de ago usado para armazenamen- a

to de cereais, conhecido como silo.

Ele é formado por um cilindro circular

reto, com & m de altura e raio inter-

no da base 2 m, encimado por uma

semiesfera.

Usando & = 3,1, responda:

a) Quantos metros quadrados de aco s3o gastos
na confeccdo desse silo?

b) Quantos metros cdbicos de cereais o silo pode
armazenar?

Um joalheiro necessita confeccionar uma esfera

de ouro cuja medida do raio seja 3 cm. Ele dispoe

de algumas esferas menores do mesmo material,

cada qual com raio de medida 2 cm.

a) Determine o ndmero minimo de esferas me-
nores a serem fundidas para que ele possa
confeccionar a esfera maior.

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501
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b) A sobra do ouro fundido, nas condigoes do
item a, serd vendida ao preco de R$ 140,00
por grama. Sabendo gue a densidade do
ouro & de 19,3 g/cm?, determine o valor
gue serd arrecadado com a venda da sobra.
Considere ;= 3.

A casquinha de um sorvete tem a forma
de um cone crcular reto, com + 241 cm
de geratriz e 8 cm de didmetro da base.

Uma bola de sorvete foi servida, de modo
que a parte que ficou visivel corresponde
a uma semiesfera, como mostra a figura.
Determine quantos centimetros cabicos da casqui-
nha ndo conmém sorvete. Considere m = 3.

Uma esfera de raio r tem volume V e a drea de sua
superficie & A, Expresse, em funcao de V e de A,
o volume e a area da superficie da esfera obtida
em cada um dos seguintes casos:

a) r é dobrado;

b) r & reduzido 4 sua terca parte.

Para enfeite de Natal, Silvana colocou, em um reci-

piente de vidro na forma de cone circular reto, 200

bolinhas de mesmo tamanho coloridas e macicas e

preencheu o espago vazio com um liguido colorido.

As medidas do didmetro da base e da altura do

recipiente sao 20 cm e 30 cm, respectivamente,

e a medida do diametro de cada bolinha & 3 cm.

Considere = 3,1.

a) Determine o volume do liquido usado para
preencher o recipiente.

b) Qual seria a resposta do item & caso Silvana
tivesse comprado 200 bolinhas, cada qual
com didmetre medindo metade do didmetro
da bolinha utilizada?

Um aguecedor a gas tem a forma de um cilindro
com duas semiesferas acopladas em suas extremi-
dades, como mostra a figura.

Sabendo gue o didmetro da base do cilindro é

0,90 m e gue o comprimento total do aguecedor

e 1,90 m, calcule:

a) a area de sua superficie;

b) o volume maumo de gas gue o seu interior
pode conter, em litros.

Usem=3.

oty
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70 Uma pedra com formato esférico e 21 em de me-
dida do raio foi mergulhada em um tangue que
tern a forma de um cilindro reto cujo raio da base
mede 0,7 m. Considerando que o nivel da agua no
tangue elevou-se x centimetros, sem gue houvesse
transbordamento, determine o valor de x.

71 (Enem-MEC) Um fabricante de bringuedos recebeu
o projeto de uma caixa que deverd conter dnco
pequenos solidos, colocados na caixa por uma
abertura em sua tampa. A figura representa a
planificacdo da caixa, com as medidas dadas em
centimetros.

Os solidos sdo fabricados nas formas de:
L um cone reto de altura 1 cm e raio da base
1,5 cm.
IL. um cubo de aresta 2 cm.
III. uma esfera de raio 1,5 em.

IV. um paralelepipedo retangular reto, de dimen-
soes 2 om, 3 cm e 4 cm.

V. um dilindro reto de altura 3 cm e raio da base
1 cm.

O fabricante no aceitou o projeto, pois percebew
que, pela abertura dessa caixa, s0 poderia colocar
os solidos dos tipos

a) I, II e II1. d) 1L, 111, IV & V.
b)L eV e) IIL, IV e V.
¢ LILIVeV.

Uma loja vende bolinhas de gude em embalagens
clindricas, cada qual contendo seis unidades,

conforme mostra a figura abaixo.

Se cada bolinha termn 2 cm de didmetro, determing
o volume do ar existente entre a embalagem e as
bolinhas.

Considere @ = 3,14

Um objeto de decoracdo tem a forma de uma
esfera inscrita em um cubo. Se a drea de uma face
do cubo & 196 cm?, determine a drea da superficie
esférica.

Um cubo oco de aresta de medida 20 cm contém
em seu interior 8 esferas macicas iguais, tangentes
entre si e tangentes também as paredes internas
do cubo. Considere = 3 e determine:

a) a drea do quadrilatero cujos vértices s3o guatro
pontos de contato de 4 esferas com a base
inferior do cubo;

b) o volume do sdlido cujos vértices 5530 os centros
das 8 esferas.

Partes da esfera
Fuso esférico

Fuso esférico & a superficie gerada pela rotacao de uma

semicircunferéncia, a qual gira ce graus {(0° < o = 360%) em

torno do eixo que contém seu didmetro.

Quando « & dobrado, a area do fuso é dobrada; tri-

plicando @, também a area do fuso é triplicada; e assim .
sucessivamente. No caso de o = 3607, o fuso transforma-se r
na superficie da esfera, cuja drea é A = 4dnr. S +
De modo geral, a area do fuso é proporcional a o e, . H :
portanto, pode ser calculada por uma regra de trés simples. + L
i
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F bk

VieJamos como ficam as expressoes da area de um fuso em funcdo da medida (o) do dngulo de giro,
em graus e radianos:

Para oo em graus: Para o em radianos:
- _ 2
360°F — dnr? , _ o 21 rad — Anr s A, =2ra
(I _ A]‘um fusas gﬂn u T Alfu'.a

Essas expressoes ndo precisam ser memaorizadas, pois sempre podem ser obtidas por meio de regra de
trés simples, como mostra o exemplo a seguir.

—{ eemeLo 9

Vamos calcular a area do fuso esférico da figura abaixo.

Para calcular a area do fuso esférico, podemos estabelecer a se-
guinte proporcac:

dangulo  area

360° — 41 - 102 >3EG =% >8=% ~ % = S0

A5° — x 457 x X

A area desse fuso & 50m cm?.

Cunha esférica

Da-se o nome de cunha esférica ao solido gerado pela rotacao de um semicirculo que gira o graus
(0° < o = 360°) em torno de um eixo que contém seu didmetro.

PP PR TP

]
mmadeama=
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Mote que, se o € dobrado, o volume da cunha esférica & dobrado; se o é triplicado, o volume da

cunha estérica também é triplicado; e assim sucessivamente. Mo caso em que o = 360°, a cunha esférica

. 4
transforma-se em uma esfera, e seu volume & W = 3 .

De modo geral, o volume da cunha esférica & proporcional a a0 e, portanto, pode ser calculado por
uma regra de trés simples.

Observe as relacoes obtidas:

Para o. em graus: Para o em radianos:
a
360° — 3 . o 2m rad —% nr? 2r%
x— vcunh: Umrh - 2?0‘3 o — II"Illr_ur\l'm V:m - 3

Assim como as formulas para o fuso esférico, as formulas para a cunha esférica nao precisam ser me-
morizadas; basta estabelecer uma regra de trés.

Observe que a superficie de uma cunha esférica contida em uma esfera de raio r é a reunido de um
fuso esférico com dois semicirculos de raio r.

Assim, a area total da cunha esférica  igual a soma da area do fuso esférico com a area de um circulo
de raio r.

EXEMFLO 10

Vamos calcular o volume e a area total da cunha esférica representada na figura.

= O volume da esfera & 4 m- {12 cm)® = 2304x cm’.
Assim, o volume da cunha pode ser obtido pela regra de trés:

2304 — Zrrad 72304 It
v o —Ead(Tv T E

cunha 3 cunha 3

>V e = 3840

Portanto, o volume da cunha e 384m cm?.
= A drea da superficie esférica & 4m - (12 cm)? = 5761 cm?.

It . . .
Observe que ? corresponde a sexta parte de 2x; entdo, a area

2
do fuso esférico é 5?6% = 96 cm?

A area da cunha esférica pode ser obtida pela soma:
96n + - 127 = 96n + 144n = 240n
l-.-_\,_._-l

reuniao de dois
sernicireulos

Portanto, a area da cunha esférica & 240m cm?.

Considerando um gomo de uma la-
ranja esfénca, responda: Qual & a for-
ma da casca do gome? E do gomo?

A casca do gomo de uma laranja tem forma de fuso esférico & o gomo tem forma de
cunha esférica.
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EXERCICIOS P Eaian

75 Calcule, com os dados abaixo:

a) a &rea do fuso; b) a 4rea total & o volume da cunha.

76 Determine a drea de um fuso de 45° em uma esfera de 10 cm de raio.

77 Determine, em graus, a medida do dngulo do fuso de uma esfera, sabendo que a area do fuso é
545 cm? e a da superficie esférica & 324x cm’.

78 Uma cunha esférica de 107 tem volume 1078 m*. Qual & a sua drea total? Considere it = 2—?2

79 (Vunesp-SP) Uma quitanda vende fatias de melancia embaladas em plastico trans-
parente.
Uma melancia com forma esférica de raio de medida R cm foi cortada em 12 fatias
iguais, e cada fatia tem a forma de uma cunha esférica, como representado na figura. ‘
Sabendo-se que a rea de uma superficie esférica de raio R ecm & 4xR? am?, determine,
em funcio de mt e de R:

a) a 4rea da casca de cada fatia da melancia (fuso esférico):
b) guantos centimetros guadrados de plastico foram necessarios para embalar cada fatia (sem nenhuma
perda e sem sobrepor camadas de plastico), ou seja, a drea da superfidie total de cada fatia.

7

g 7
.“?

¥ pEsario

{Enem-MEC) Os trés recipientes da figura tém formas diferentes, mas a mesma altura e o mesmo
diametro da boca. Neles sao colocados liquidos até a metade de sua altura, conforme indicado nas
figuras. Representando por V,, V, e V, o volume de liquido em cada um dos recipientes, tem-se:

a)V, =V, =V,
b)V, <V, <V,
AV, =V, <V,
d)vV,<V, <V,

eV, <V,=V, v, v, v

W
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Matematica¥Inc
A Geometria dos fractais

A Geometria euclidiana que estudamos em toda fase
escolar nao é suficiente para descrever determinadas
formas geométricas, como a de uma nuvem, a de uma
linha de recorte de um litoral, a de uma couve-flor, a de
uma folha de samambaia e muitas outras gue vemos na
natureza. A curiosidade de compreender tais formas
desafiou a ciéncia a estudé-las. A Geometria dos fractais
nasceu dessa necessidade.

As raizes desse ramo da Matematica estao no século XIX,
embora haja algumas indicactes em épocas remotas,
como na Grécia, na India e na China, entre os anos de
1200 a.C.e 800 a.C. Porém, somente ha poucos anos, com

o desenvolvimento e aperfeicoamento dos algoritmos
computacionais, a Geometria dos fractais vem se
consolidando.

O pai dos fractais € o francés Benoit Mandelbrot
(1924-2010), que no inicio dos anos 80 impulsionou os
estudos sobre essas formas geométricas. Esta frase |
atribuida a ele sintetiza o espirito da Geome
falamos: "Nuvens ndo sio es eras, montar

Lal]

1t

SANDAS DIAS O

RFRQERR

O pai dos fractais
Benoit Mandelbrot nasceu na Poldnia em 1924 e, apds o
inicio da Segunda Guerra Mundial, em 1939, se mudou
com a familia para a Franca e naturalizou-se francés.
Passou por varias instituicoes de ensing, incluindo a Ecole
Polytechnigue e a Sorbonne, em Paris.
Insatisfeito com a geometria classica,
desenvolveu diversos estudos em diferentes
areas do saber para buscar novas respostas
ans seus problemas dentificose a
compreensao da natureza. Com o
apoio de recursos de computacao
de empresas privadas, onde
passou a trabalhar a partir de
1958, desenvolveu a geometria
fractal. Publicou alguns livros,
entre eles a sua obra dassica
The Fractal Geometry of
Nature, traduzida e publicada
em lingua portuguesa com o
titulo Objectos Fractais.

Benoit Mandelbrot
(1924-2010), em 1985.

e

que é fractal?

O tefimo fractal refere-se ao adjetivo fractus, cujo verbo frangere, em latim, significa quebrar. Um
fractal & uma forma geométrica que tem duas caracteristicas essenciais:

Complexidade infinita
Os fractais caracterizam-se por repetir,
indefinidamente, um determinado padrao com
ligeiras variagdes.

LUCIDID STUADIO IME.S
CORBLATINETOOK
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Detalhe de uma variedade de couve-flor.
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S L Y L YW Vejamos algumas formas fractais presentes na nat

Cada pequena parte da folha da
samambaia se parece com a folha inteira.

Autossimilaridade

Quando ampliamos uma pequena parte de um
fractal, ela se parece com o todo. Assim, os fractais
té&m chpias aproximadas de si em seu interior.

CLALIDE NURIDSANY & PMARIE
PERENNOUSFLLATINSTOCK
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Poeira de Cantor

0 russo Georg Cantor (1845-1918)
criou um tipo simples de fractal obtido
pela divisao de um segmento em trés
partes de mesma medida e supressao
da parte central. Repetindo-se o
processo indefinidamente, chegamos
a uma sucessao de pontos, conhecida
como poeira de Cantor. Observe, na
figura seguinte, as cinco primeiras
repeticoes desse processa:

Vejamos alguns exemplos de fractais geomeétricos:

Triangulo de Sierpinski

Criado pelo polonés Waclaw Sierpinski
(1882-1969), esse fractal & resultante
da remocao sucessiva do tridngulo
equildtero do centro quando se divide
um tridngulo equildtero em quatro
tridngulos congruentes. Observe, na
figura seguinte, as trés primeiras
repetigbes desse processo:

& )
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Floco de neve de Koch
Proposto pelo sueco Helge Vion Koch
(1870-1924), esse fractal & obtido a
partir de um tridngulo  equilatero:
divide-se cada lado do triangulo em
trés partes iguais. Na parte do centro
(meio), acrescentase um  novo
triangulo equilatero, cujo lado mede a
terca parte da medida do lado do
tridngulo anterior e assim sucessiva-

mente, como mostra a figura sequinte:

Segundo Mandelbrot, o floco de neve de Koch &*um modelo grosseiro, mas vigoroso de
uma linha costeira”
A Geometria dos fractals tem aplicacies importantes na Fisica, Biologia e Medicina, entre
outras dreas do conhecimento. Uma notdvel aplicacio visual dos fractais € na Arte: quando
os computadores sio alimentados por processos iterativos, criam miagnificos desenhos
abstratos, permitindo a visualizacio de belas imagens. Viejamos algumas delas:

ALLEW/SFULATINETOCK
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Fractal de Mandelbrot.

Fontes de pesquisa: SALLLM, E. M. Fraclais no Ensno Médio. Revits do prolessor die malermdica. n. 57, 2005, Fraclan:
propriedades & conslrugdo. Disponved e < people ulpbr'—ewkarayiofgerahic 2003 pd 5= Acesn eme 10 mar. 2016,

0 Quadrade de Kosch. Disponve emc <m3ime.uncamp. byfrecunses/ 023> Acesso em: 10 mar. 2016,

=5

Conjunto de Mandelbrot.
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Analise Combinatoria

Considere os seguintes problemas:

= De gquantos modos distintos oito pessoas podem se sentar lado a lado em
uma fila de cadeiras em um cinema?

» Quantas placas de automoveis podem ser formadas sem repeticao de
etras e de algarismos?

= De guantos modos distintos pode ocorrer o resultado de um sorteio da
Mega-Sena?
= De quantas maneiras diferentes pode-se definir as chaves de selecdes da
primeira fase de uma Copa do Mundo de futebol?
Todas as questoes levantadas sao problemnas de contagem.
A Analise Combinatoria @ a parte da Matematica que desenvolve tecnicas
e metodos de contagem que nos permitem resolver essas e outras questoes.

n Principio fundamental da contagem (PFC)

Veja como podemos resolver alguns problemas de contagem.
EXEMPLO 1
Um quiosque de praia, no Rio de “—
Janeiro, lancou a seguinte promocao
durante uma temporada de verao:

Combinado de sanduiche
natural e suco a R$ 20,00

Para esse combinado, ha quatro
opcoes de recheio para o sanduiche
(frango, atum, vegetariano e gueijo
branco) e trés opcoes de suco (laranja,
uva e morango).

De quantas formas distintas uma
pessoa pode escolher o seu combinado?

« Em primeiro lugar, a pessoa

devera optar pelo sabor do lan-
che. Ha quatro opcées: frango
(F), atum (A), vegetariano (V) e o=
queijo branco (Q).

« Para cada uma das possibilidades anteriores, a escolha do suco pode ser feita de trés maneiras
possiveis: laranja (L), uva (U) ou morango (M).
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A representacao dessas possibilidades pode ser feita por meio de um diagrama sequencial, conhe-
cido como diagrama da arvore de possibilidades ou, simplesmente, diagrama da arvore. Observe:
fL-_L.the::;J[dsdp:duiLhu'.l :mlif.iqiﬂiutua combinado
laranja — {FL
frango—’f uva — (FW)
X maorango —_— (EM)
laranja —_— AL
atum -"'"_fr’f uva — (AW
\\\“- morango AWM
laranja — . D
vegetariann% uva I YA T}
morango — (V. M)
laranja — g,
gueijo brancoé uva —_ g, W
morango —— (Q, M)
Observe que cada combinado consta de um par ordenado (x, y), em que x € {F A, V. Q} e
y € {L U, M}.
O numero de possibilidades e 4 - 3 = 12.

— EXEMPLO 2

Uma moeda & lancada trés vezes sucessivamente. Quais sao as
sequéncias possiveis de faces obtidas nesses lancamentos?

Vamos representar cara por K e coroa por C.

Ha trés etapas (lancamentos) a serem analisadas:

= O primeiro lancamento pode resultar em cara ou coroa.

= Para cada resultado obtido na primeira vez que a moeda for lan-
cada, o sequndo lancamento podera resultar em cara ou coroa.

CITRART

= A partir de cada um dos resultados anteriores, o terceiro lanca-
mento pode resultar em cara ou coroa.
Vamos representar essas possibilidades no seguinte diagrama:

1# lancamento 2% lancamento 3 lancamento sequéneia
" 4 - (K, K, K
— ¢ . Kxo

k.
4 _— K, C, K
c—— ( . Ko
K 4 _— (C, K K
— ¢ . KO

C
4 . (C, C K
c— [ . €. CO

Cada sequéncia obtida & uma tripla ordenada (ou terna) de faces (f , f, f,), em que f, € {K, C},
f e {K Cref €{K C}
O numero de sequéncias possiveise 2 -2 - 2 = 8.
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~— EXEMFLO 3

Quatro estradas ligam as cidades A e B, e duas estradas ligam as cidades B e €. De quantas
maneiras distintas pode-se ir de A a €, passando por B?

Vamos representar as estradas que ligam as cidades A a B por x, x,, X, e X, e as que ligam as
cdadesBaCpory, ey,

Ha duas etapas sucessivas a serem cumpridas; na primeira, deve-se ir
de A até B e, na sequnda, de B até C.

Cada caminho determina uma sequéncia de dois elementos
(xi, yj}, em que X € {x1, Ky My xd} ey, = {yv yz}, como mostra o
esquema ao lado.

Caminhos possiveis: (x,, y,), (x,, ¥,). 06, y.), (%, ), 0, v, (G, v), O, w,)0 B, ).

O numero de maneiras de realizar a viagem completa corresponde ao ndmero de sequéncias
possiveis, queéd - 2 = 8.

a
r idade
~—{ ExempLO 8 ) dezena e
Leila esqueceu a senha de trés algarismos para abrir o centena 1{9
cadeado de sua mala de viagem. Ela s6 lembra que escolhera °< ! 1
algarismos distintos entre si. Na pior das hipoteses, quantas 9<f
combinacoes ela devera testar para abrir a mala? g
Representar todas as possibilidades no diagrama da arvore 0 -=< i
e impensavel, mas e interessante, ao menos, representa-lo |<% ?
parcialmente para fixar ideias: , ? 1
centena dezena unidade - ?<?
SERS <5 >
Temos: g < 1
7
« Para a escolha do algarismo das centenas: 10 opctes (qualquer algarismo de 0 a 9).
= Para a escolha do algarismo das dezenas, a partir de cada escolha anterior: 9 opcges, uma vez
gue o algarismo ja escolhido para a centena nao pode se repetir.
= Feitas as duas escolhas anteriores, ha 8 opcoes distintas para a escolha do algarismo das unidades.
O diagrama acima representado, ainda que parcial, permite visualizar a “estrutura” da multipli-
cacac: 10 - 9 - 8 = 720 (ndmero maximo de tentativas).
- a

Suponha que uma sequéncia seja formada por k elementos (a,, a,, a,, ..., a), em que:
* a, pode ser escolhido de n, maneiras distintas;
« a, pode ser escolhido de n, formas diferentes, a partir de cada uma das escolhas anteriores;

» a, pode ser escolhido de n, modos diferentes, a partir de cada uma das escolhas anteriores;

= a, pode ser escolhido de n, maneiras distintas, a partir das escolhas anteriores.
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) a:

Entao, o namero de possibilidades para construir a sequéncia (a,, a,, a,, ..., a,

n-n -n-..-n
1 2 3 k
Esse resultado € conhecido como principio fundamental da contagem (PFC) ou principio multi-

plicativo e serve de base para a resolucao de muitos problemas de contagem.

® EXERCICIOS RESOLVIDOS

1 Uma prova é composta de 8 questdes do tipo verdadeiro (V) ou falso (F). De quantas maneiras distintas

podem ser respondidas todas as questoes dessa prova? Das ¥56 sequéncias possiveis de respostas, apenas uma
R apresenta todas as respostas falsas: (F, F F F, F F F, F). Nas
Rt ouftras 255 sequincias, a0 menos uma das respostas V.

Cada maneira de responder as questoes da prova consta de uma sequén-
cia de cito elementos (a,, a,, ..., a,), em que cada a, (1 = i = 8) pode ser
escolhido de duas maneiras distintas: WV ou F.
Assim, pelo PFC, o ndmero de respostas possiveis para essa prova é:
2:-2-2-._.-2=2=725%
8 falores

Em guantas dessas 256
sequéncias pelo menos

uma das respostas & W7 |
.

2 Aselecio brasileira de futebol ird disputar um torneio internacional com outras cinco selecdes, no sistema
"todos jogam contra todos uma anica vez”. Quantas 530 as possiveis sequéncias de resultados — vitdria
(V), empate (E) e derrota (D) — da equipe brasileira nesse tomeio?

Solucao:

A sequéncia de resultados dos jogos pode ser representada por (j,, j,. I, i, ) € em cada jogo, pode ocorrer
V,DouE.

Pelo PFC, o ndmero de sequéncias de resultados possiveis é: oA T

3-3-3-3-3 =3>= 243 nimero 263, por exemplo; & importante lembrar
que estamos construindo sequéncias.

3 Considerando os algarismos 0, 1, 2, 3, 4, 5 e 6, responda:

a) Quantos ndmeros de trés algarismos podemos formar?

Por que importa a
ordem de escolha
dos algarismos neste
problema?

= x possa ser escolhido de seis modos distintos, pois o ndmero gue sera - .

formade ndo pode comecar por zero. Note que 034 = 34,

b) Quantos nimeros impares de trés algarismos distintos podemos formar?

Solucao:

a) Devernos construir uma tripla ordenada (x, y, ) de modo que:

= y possa ser escolhido de sete formas diferentes, pois pode haver repeticio de algarismos.
= z possa ser escolhido de sete maneiras distintas, pois nao ha restrigoes.
Assim, pelo PRFC, a quantidade de nimeros ¢ 6 -7 - 7 = 204,

b) Devernos construir uma tripla ordenada (x, y, 2), respeitadas as restrices. 14 gue um nldmero & impar
gquando termina por algarismo impar, € mais pratico iniciar a resolucdo do problema pela "altima casa®™
{das unidades):

= z pode ser escolhido de trés modos distintos (1, 3
ou 5). =

Para resolver o item b, um estudante ini-

ciou analisando as possibilidades de esco-
lha para a centena, depois para a dezena

e, por fim, para a unidade, obtendo:

= x pode ser escolhido de cinco maneiras diferentes,
pois ndo podemos escolher o zero nem o algarismo
ja escolhido para z.

= y pode ser escolhido de cinco formas distintas, pois

B - B - 3 96
devemos excluir os dois algarismos ja escolhidos ¢ { { rnar
para X e para z. diferente qualguer, F

. . de zero eelo o
Assim, pelo PFC, o resultado 63 -5 -5 = 75. ji escolhido

Qual foi o erro cometido?
\ J

Messe raciocinio, nao se sabe se o algarismo usado para a centena & par ou impar, da mesma forma que o algarismo da dezena. Desse modo, nao &
possivel determinar, de maneira dnica, o nimero de possibilidades de escolha do algarismo da wnidade (o qual pode ser 3, 2 ou 1)
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CAPITULD 10

) )

EXERCICIOS

Para ir & praia, Silvia pretende colocar um maib e
uma canga. Sabendo gue ela possui cinco maids
diferentes e trés modelos diferentes de canga, de-
termine o ndmero de maneiras distintas de Silvia se
westir.

Um restaurante oferece almogo a RS 40,00, in-
cluindo: entrada, prato prindpal e sobremesa. De
guantas formas distintas um dliente pode fazer seu
pedido, se existern gquatro opcoes de entrada, trés
de prato principal e duas de sobremesa?

Em um teste vocacional, um jovern deve responder
a doze questoes, assinalando, em cada uma, uma
unica alternativa, escolhida entre “sim”, “nao” e
"as vezes”. De guantas formas distintas o teste
poderd ser respondido?

Trés amigos chegam um pouco atrasados para uma
aula de bicicleta na academia e encontram dnco
bicicletas vagas.

De guantos modos distintos eles podem se distri-
buir nas bicicletas vagas?

Responda:

a) Quantos ndmeros de dnco algarismos existem?

b) Quantos numeros impares de cinco algarismos
existern?

¢) Quantos nameros de cinco algarismos sao
maiores gue 712657

d) Quantos nameros de cinco algarismos distintos
comecam por 77

Considerando os algarismos 1, 2, 3,4, 5,6, 7e 8,

responda:

a) Quantos ndmeros de quatro algarismos pode-
mos formar?

b) Quantos ndmeros pares de guatro algarismos
podemos formar?

¢) Em relacdo ao total do item a, qual & a porcen-
tagem correspondente aos ndmeros que t&m
todos os algarismos distintos?

Responda:

a) Uma moeda & lancada duas vezes sucessiva-
mente. Quantas sequéncias de faces podem
ser obtidas? Quais sao elas?

b) Quantas sequéncias de faces poderiam ser ob-
tidas, caso a moeda fosse lancada guatro vezes
sucessivamente? E cinco vezes? E der veres?
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¢) Uma moeda foi lancada n vezes sucessivamen-

te. Sabendo que o ndmero de sequéncas de
faces que poderiam ter sido obtidas & 4", qual
& o valor de n?

Para acessar os servicos de um portal de vendas
pela internet, o usudrio deve cadastrar uma senha
formada por guatro algarismos distintos. O siste-
ma, entretanto, nao aceita as senhas gue conte-
nham um ou mais algarismos correspondentes ao
ano de nascimento do diente. Determine o namero
de senhas que podem ser cadastradas por alguém
que nasceu em:

a) 1966

b) 1954

c) 1959

As placas de velculos atuais sdo formadas por
trés letras seguidas de quatre algarismos. Consi-
derando o alfabeto com 26 letras, quantas placas
distintas podem ser fabricadas de modo que:

a) os algarismos sejam distintos?

b) as letras e os algarismos sejam distintos?

€) s6 algarismos pares distintos e vogais apare-
cam?

d) ndo apareca a letra J nem um algarismo maior
que &?

e) s0 aparecam algarismos impares e em ordem
crescente?

Quantos nimeros de trés algarismos distintos
podemos formar usando:

a) apenas os algarismos 1, 2 e 37
b) apenas os algarismos impares?
€) apenas os algarismos pares?

d) algarismos pares e impares intercalados?

Dispondo dos algarismos 0, 1, 2, 3, 4, 5 e 6, de-

terrnine:

a) a guantidade de ndmeros pares de trés alga-
rismos gue podemos formar;

b) a quantidade de ndmeros pares de trés alga-
rismos distintos que podemos formar;

€) a quantidade de nlmeros divisiveis por 5, for-
mados por 4 algarismos distintos.
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12 Em uma festa, hd 32 rapazes e 40 mocgas; 80% do nimero de mocas E% do nomero de rapazes sabemn

dancar. Quantos pares podem ser formados por um rapaz e uma moca de modo gue:

a) ninguém saiba dancar? b) apenas uma pessoa do par saiba dancar?
E -
13 (Obmep) Manuela quer pintar as quatro paredes de seu quarto usando as cores L o E f
azul, rosa, verde e branco, cada parede de uma cor diferente. Ela ndo quer que & "% G_,_: g4 i?
as paredes azul e rosa figuem de frente uma para a outra. De guantas maneiras 1\‘\'?—&\'; | E é
diferentes ela pode pintar seu quarto? g-r(” Zg
a) 8 b) 16 o 18 d) 20 e) 24 aﬁ&;‘? ; %':c
30

18 Em uma empresa, os estagidrios passam, obrigatoriamente e uma Gnica vez, pelos seguintes setores: RH,
financeiro, comercial e marketing.
a) Quantas ordens distintas sao possiveis para o estagiario passar pelos quatro setores?

b) Se um estagiario iniciar o trabalho no setor comercial, de quantas formas distintas poderd completar seu
treinamento?

15 Leia a tira do Recruta Zero, de Mort Walker.
RECRUTA ZERO MORT WALKER

MRELS

HTERS DA TINMTAL

Suponha gue cada umn dos cinco soldados tenha exatamente uma carla para enviar a um dos trés "desti-
nos” destacados. De quantos modos distintos esses soldados podem distribuir as cartas nesses “destinos™?

16 Para ir ao trabalho, uma secretaria procura sempre combinar blusa, saia e sapatos. Como ela nao gosta de
repetir as combinagtes, fez um levantamento nos armarios e verificou que s3o possiveis 420 combinagoes
diferentes. Se ela possui dez blusas, quantas saias e quantos pares de sapatos ela pode ter, sabendo gue,
para cada iterm, ha mais de uma peca?

17 (Obmep) Patricia escreveu, em ordem crescente, os inteiros positivos formados apenas por algarismos im-
pares: 1,3,5,7,9,11,13,15, 17,19, 31, 33, ... Qual foi o 1572 ndmero gue ela escreveu?

a) 937 b) 993 ) 1111 d) 1113 e) 1115

18 José e a familia, gue moram em Brasilia, pretendem viajar Companhias
nas férias de janeiro para Buenos Aires. Consultando um De Para ;
agente de viagem, José recebeu a informacio de que s6 Brasilia 30 Paulo ABCD

ha voos para Buenos Aires com conexao em 5ao Paulo, .
Rio de Janeiro ou Curitiba e obteve a malha de voos ao Brasilia Ja:ciro ABCD
lado para a data solicitada.

Brasilia Curitiba AB
De quantas maneiras diferentes ele poderd escolher o S50 Paulos | Buenos Aires ABCDE
voo de ida: Rio der
. ) L . Buenos Aires B.CE
a) podendo usar companhias aéreas distintas? laneira
Curitiba Buenos Aires ABCF

b) usando a mesma companhia aérea?

19 Um estudante estd procurando as solugdes inteiras da equacdo 2x = a + b, na incdgnita x.

Sabendoquea € {1, 2,3, 4,5} eb € {1, 2, 3, 4, 5}, de gquantas maneiras distintas o estudante podera
escolher a e b para obter solugoes inteiras?
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20 Um programador de
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computador criou um
codigo espedal que uti-
liza apenas os simbolos:

GAAPADRANLS

- X
Os diferentes codigos sdo seguéndas formadas
por esses simbolos.

Quantos codigos:

a) de cinco simbolos comecam por “-*7?

b) contém de dois a quatro simbolos?

¢) sdo formados por trés simbolos, sendo um de
cada tipo?

d) com quatro simbolos apresentam, pelo menos,
trés -7

Uma agéncia de turismo vende pacotes para as ci-
dades histdricas de Minas Gerais. O passageiro deve
escolher entre o tipo de transporte (rodoviario ou
aéreo) e a categoria do hotel em que se hospedara
(turistica, turistica superior, primeira ou luxo). Op-
cionalmente, ele pode contratar um seguro-viagem
entre as opgoes de plano: basico ou classico.
a) De guantos modos distintos o pacote poder
ser contratado sem incluir o seguro-viagem?
b) De quantos modos distintos o pacote podera
ser contratado incluindo o seguro-viagem?

Um pais & formado por guatro regices A, B, C e
D, como mostra o mapa seguinte:

e

o

S
=

Dessja-se colorr esse mapa de modo gue regioes

com uma fronteira comum tenham cores distintas.

Indigue se as afirmacdes seguintes sdo verdadeiras

(V) ou falsas (F) e justifigue as falsas.

a) E possivel colorir o mapa usando apenas duas
cores,

b) Usando quatro cores distintas, o nimero de
maneiras de colorir o mapa é 24.

¢) Com guatro cores disponiveis, o ndmero maxi-
mo de possibilidades para colorir o mapa & 60.

d) Com 5 cores disponiveis, e colorindo Ae D com
a mesma cor, existemn 60 maneiras distintas de
colorir o mapa.

e) O nimero minimo de cores necessarias para
colorir o mapa & 3.

23 Mo esquema seguinte, A, B, Ce D sdo cidades e as

linhas representadas sao estradas que ligam essas
cidades.

(5)
>

De quantas formas distintas & possivel ir de Aaté D,
sem passar mais de uma vez pela mesma cidade?

24 Quantos divisores positivos tem o nimero:

a) 1207 b) 37807

Sugestao: Faca a decomposicao em fatores primos.

c) 48%- 1557

25 Responda:

a) O ndmero 1125 - 2", com n € R, apresenta
84 divisores positivos. Qual é o valor de n?

b) Qual & o nimero de divisores positivas de
2-4-6-8-._-18-207

26 Uma pulseira de tecido serd bordada com guatro

faixas retangulares, como mostra a figura abaixo.

~ T =

Ha cinco cores de bordado disponiveis. De guantos
modos distintos a pulseira poderd ser feita:

a) se njo se pretende repetir cor alguma?

b) se retdngulos “vizinhos" devern ser bordados
com cores diferentes?

€) se o primeiro e o Gitimo retdngulos forem bor-
dados com a mesma cor e nos retdngulos “do
meio” forem usadas cores de bordado distintas
entre si e também distintas da cor usada nas
extremidades?

27 Para aumentar a seguranca de suas operagoes via

internet, o cliente de um banco deve digitar uma
senha formada por 4 algarismos distintos. Uma
vez gue la seja digitada corretamente, ele devera
digitar outra senha formada por duas letras (entre
as 26 do alfabeto) seguidas de dois algarismos.
Suponha gue o sistermna nao seja blogueado apds
qualguer tentativa incorreta. e, para testar cada
possibilidade s30 gastos 30 segundos, qual seria
o termpo maximo (em horas e minutos) gasto por
uma pessoa (gue ndo tem informacdo alguma
sobre a senha) para ter acesso a uma determi-
nada conta?
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) Fatorial de um niimero natural

Na resolucao de problemas de contagem por meio do principio multipli-
cativo (ou PFC) & comum aparecerem multiplicactes envolvendo numeros
naturais consecutivos, por exemplo: 26 - 25-24; 4-3-2-1; 7-6-5etcC.

Muitas vezes & possivel escrever multiplicacbes desse tipo de forma mais resu-
mida. Para isso, vamos apresentar o fatorial de um ndmero natural, que sera Util na
contagem dos agrupamentos que serao apresentados a seguir.

Dado um namero natural n, definimos o fatorial de n {indicado por n!)
por meio das relacges:

Sen =0, entac 0! =1 1
Sen=1entdao 1! =1 2

Sen=2,ention! =n-(n—1)-{n—2)-...-3-2-1 3

Notemos que, em (3, o fatorial de n representa o produto dos n primeiros
numeros naturais positivos. Um pouco mais a frente, vocé vai compreender a
“conveniéncia” de se definir0! = 1e 1l = 1.

Assim, temos, por exemplo:

21=2-1=2

31=3-2-1=6

MN=4-3-2-1=24

51=5-4-3-2-1=120

A medida gue n aumenta, o cilculo de n! torna-se mais trabalhoso. Para
ajudar, podemos utilizar a seqguinte propriedade:

nl=n-(n— 1) ,neE /*

Vieja estas simplificacoes:

«6l=6-5-4-3-2-1=6-5I «+5l=5-4-3-2-1=5-4]
51 A1

~— EXEMPLO 5

e
garmos ao fatorial do menor, 7.

T :
s 100 _10-9-8- A

— -~ 10-9-8 =720
71 bz

Analise Combinatdria

SeneM comn=2,
entdo o fatorial dem é
um NUMero par.
Explique.

,

5e n = 2, nl contém como um
de seus fatores o ndmero 2, que
& par. Como o produto de um
nimero par por outro inteino
qualguer & par, concluimos que

n! & par.

101 ) ;
Para calcularmos o valor de —=—, podemos desenvolver o fatorial do ndmero maior, 10, até che-
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® ' EXERCICIO RESOLVIDO

{n+ 1)1 _

(n— 1) =

4 Resolva a equacdo

Solucao:

Comon + 12> n — 1, desenvolvernos o fatorial de n + 1 até chegarmos ao fatorial de n — 1:

(n+1)-n-{n=—T)
(n =1

-=6=n+n

6=0=n=2o0un= -3

Lembrando gue 50 se define o fatorial de um ndmero natural, conduimos que o dnico valor possivel é

n=2;entan 5 = {2}.

EXERCICIOS

2B Calcule:
a) 6! d) 31 — 21
b} 4! e) 71 - 5l
c) 01+ 11 fl 5-31

289 Obtenha o valor de cada uma das expressdes
seguintes:

? 25 @ 5!?-'21
. | 31 -2
A AR BT
30 Ffetue:
a}% c) %
o L ¥
b) 17! — 17 - 16! d]%

31 Classifique como verdadeira (V) ou falsa (F) as
seguintes afirmacoes, considerando que a e b sdo
numeros naturais quaisguer.

a) (a + b)! = al + bl
b) (a — b}l = a! — b!
c) (2a) = 2 - al

d) (a!)? = al - al

e) (a-b)! =al- b

32 simplifique:

(n+ 2)!
a) (n
(n — 3)!
b) 1n )1

s FACA NO
# cADERNO

P n+ 1) + n!
n!
nl —{n— 1)1
(m— 1)+ (n—2)

d)

Resolva as seguintes equagbes:
a)in+ 2! =6-n!

b) n! =120
nl _
Vo~ #
n+ 2 —{n+ 1)1 _ __
d) nin — 1! .

&) (n— 51 =1
f) (n!)* — 100 - n! = 2400

(Enem-MEC) Um cliente de uma videolocadora tern
0 habito de alugar dois filmes por vez. Quando os
devolve, sempre pega outros dois filmes e assim
sucessivamente. Ele soube que a videolocadora re-
cebeu alguns lancamentos, sendo 8 filmes de acdo,
5 de comedia e 3 de drama e, por isso, estabeleceu
umna estratégia para ver todos esses 16 lancamentos.
Inidalmente alugara, em cada vez, umn filme de acio
e um de comédia. Quando se esgotarem as possibi-
lidades de comédia, o cliente alugard um filme de
acao e um de drama, até gue todos os langamentos
sejam vistos e sem que nenhum filme sgja repetido.

De guantas formas distintas a estratégia desse
cliente podera ser posta em pratica?

1.5l.3l
a) 20 - 81 + (31 d}%
b) 81 - 51 - 31 o gi“
815131
cjizﬂ
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I3 Agrupamentos simples: permutacdes, arranjos e
combinacoes

O principio fundamental da contagem (PFC) & a principal técnica para resolucdo de problemas de
contagem.

Vamos estudar a seguir as diferentes maneiras de formar um agrupamento e, por meio do PFC, desenvolver
metodos de contagem para cada tipo de agrupamento.

Faremos, principalmente, o estudo dos agrupamentos simples, isto &, grupos de k elementos dis-
tintos escolhidos entre os n elementos de um conjunto, com k = n.

Estudaremos os seguintes agrupamentos simples: permutacoes, arranjos e combinacoes.

Permutacdes

Aline (A), Bia (B), Claudinha (C) e
Diana (D) sao alunas do &2 ano de um
colégio e, na classe, ocupam a mesma
fileira de guatro lugares. Elas vivemn
brigando por causa da posicao em gue
cada uma guer sentar. Para resolver
o problema, a professora sugeriu um
rodizio completo das alunas na fileira,
trocando a disposicao todos os dias.

Quantos dias sao necessarios para
esgotar todas as possibilidades de as
quatro meninas se acomodarem nas
quatro carteiras?

Inicialmente, vamos escrever todas as
possibilidades de acomodacao:

BAASTERE LERAD LIS IMAGESLATINETDE

12| 23| 33| 44 13|24 33|43 12|23 3a( 42 12| 23| 3a| 42 13| 2a|3a| 42 13| 2a|3a| 42
AlB|C|D AEB|D|C AD|C|BE AD|B|C A|lC|EB|D AlC|ID|B
BlA|C|D BlA|D|C BIC|A|D BIC{D|A BID|A|C BID|C|A
C|AIB|D ClA|D|EB C|B|A|D C|B|D|A CID|A|B CID|EB|A
DIAIEB|C DIA|C|E DIB|A|C DIB|C|A DIC|A|B DIC|EB|A

Observe que uma disposicdo difere das demais apenas pela ordem em que as quatro alunas vdo se
sentar nas quatro carteiras.
Assim, cada maneira de arrumar as meninas na fileira corresponde a um agrupamento ordenado (se-
quéncia) formado por quatro elementos.
Dizermos que cada disposicao no quadro corresponde a uma permutacgao das quatro criangas.
Vamos usar o PFC para contar o namero de possibilidades:
« Para ocupar a primeira carteira da fileira, ha quatro opcoes.
« Definida a primeira posicao, ha trés opcoes de escolha para a menina que vai sentar na sequnda posicao.
+ Definidas a primeira e a segunda posigoes, ha duas opgdes de escolha para a menina que vai sentar
na terceira carteira.
« Escolhidas a primeira, a sequnda e a terceira posigbes, a menina que vai sentar na altima carteira fica
determinada de maneira unica.
Assim, ha 24 possibilidades (4 -3 - 2- 1 = 41 = 24).
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Desse modo, sao necessarios 24 dias para esgotar todas as possibilidades
de as quatro meninas se acomodarem na fileira.

Dados n elementos distintos, chama-se permutacao simples ou simplesmente permutacao todo
agrupamento ordenado (sequéncia) formado por esses n elementos.

Calculo do nimero de permutacdes

sejam n elementos distintos e P_ o numero de permutagbes possivels desses n elementos.
Vamos contar o numero de sequéncias formadas por n elementos:

= Para escolher o primeiro elemento da sequéncia temos n possibilidades.

= Para escolher o segundo elemento da sequéncia, uma vez definida a primeira posicac, ha (n — 1)

possibilidades.

= Definidos os dois primeiros elementos da sequéncia, podemos escolher o terceiro elemento de

{n — 2) maneiras.

» Escolhidos os {n — 1) primeiros elementos da sequéncia, o elemento que ira ocupar a dltima posicao

na sequéncia fica determinado de maneira tnica. :
Professor, & interessante ao menos

Assim, pelo PFC:

o estudante compreendar a astrutura
da multiplicagae: 5+ 4- 3 2+ 1

A4 latrg 5* letra

= . — . — . iy I i - = nl 33 letra T =—()
P=n-n—-1)-n—2)-...-2-1,istoé, P =nl Mot e oy
18 letra R T..
EEE— P A 0
—{ExemPLO 6 ; <r.
—_— A o
Um caso de agrupamento formado por permutacao corresponde aos o

anagramas formados com as letras de uma palavra.

Utilizando todas as letras da palavra PRATO (P, R, A, T, O) e trocando-
-as de ordem, temos uma sequéncia de cinco letras que forma uma
“palavra” com ou sem sentido. Cada “palavra” formada corresponde a
um anagrama, como em: PROTA, ATORP, RAPTO, TROPA, etc.

O numero de anagramas formados € o numero de permutagoes
possiveis das letras P, R, A, T, O, a saber:

Po=5!=5-4-3-2-1=120
- |

® ' EXERCICIOS RESOLVIDOS

5 Sejam os anagramas formados com as letras G, R, A, N, I, Z, 0. Quantos comecam e terminam por vogal?

Comao seria a represen-
tacdo dessas possibili-
dades em um diagrama
§ da arvore?

Solucao:

Para iniciar o anagrama, temos trés possibilidades (A, 1, O).

Definida a vogal do inido, sobram duas opgbes para a vogal gue ird ocupar a dltima letra do anagrama.
Definidas as duas extremidades, as outras cinco letras (uma vogal e quatro consoantes) podem ocupar
qualquer posicdo no anagrama, num total de 120 possibilidades (P, = 5! =5-4-3-2 -1 = 120).

O resultado procurado &, portanto, 3-2-P, = 6- 120 = 720.
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6 Giba e Gina tém trés filhos: Carla, Luis e Daniel. A familia quer tirar uma foto de recordacio de uma viagem

na gual todos aparecam lado a lado.

a) De guantas formas distintas os membros da familia podem se distribuir?

b) Em quantas possibilidades o casal aparece lado a lado?

Solucao:

a) Cada forma de dispor as 5 pessoas lado a lado corresponde a uma permutacdo dessas 5 pessoas, uma
vez gue a sequéncia & formada por todos os membros da familia.

O nimero de posiches possiveis &, portanto, P, =51 =5-4-3-2-1=120.

b) Para que Giba e Gina aparecam juntos (lado a lado), podemos considerd-los como uma Onica pessoa
gue ira permutar com as outras trés, num total de 24 possibilidades {P4 =4l =4-3-2-1=24).
Porém, para cada uma dessas 24 possibilidades, Giba e Gina podem trocar de lugar entre si, de 2 ma-
neiras distintas {P_J =21=2.

Assim, o resultado procurado ¢ P, - P, = 24 - 2 = 48,

VAR

entre os dentro
blocos do bloce

GRAPHDRA VA

EXERCICIOS EADRRI0

35 Determine o nimero de anagramas formados a partir de:

a) LUA c) ESCOLA e) FESTA
b) GATO d) REPUBLICA f) PERMAMBUCO

Um dado foi lancado quatro vezes sucessivamente e as faces obtidas foram 2, 3, 5 e 6, ndo necessariamente
nessa ordem. De quantas formas distintas pode ter ocorrido a sequéncia de resultados?

Considere os anagramas formados a partir de CONQUISTA.
a) Quantos sdo?

b) Quantos comecam por vogal?

¢) Quantos comecam e lerminam por consoante?

d) Quantos tém as letras CON juntas e nessa ordem?

e) Quantos apresentam a letra € antes da letra A?

f) Quantos apresentam as letras CON juntas, o mesmo ocorrendo com as letras QUIS e também com as
letras TA?
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38 Uma vez por ano, dona Fitima, que mora no Recife, visita parentes em Caruaru, Jodo Pessoa, Petrolina,
Maceit e Garanhuns.
a) De guantas formas distintas ela pode escolher a sequéndia de cddades a visitar?
b) De guantos modos diferentes a ordem das cidades pode ser definida se dona Fatima pretende encerrar
as visitas em Petrolina?

39 Em uma mesma prateleira de uma estante ha 10 livros distintos, sendo dnco de .&Igebra, trés de Geometria
e dois de Trigonometria.

a) De quantos modos distintos podemos arrumar esses livios nessa prateleira, se desejamos que os livros
de um mesmo assunto permanegam juntos?

16

—

b) De guantos modos distintos podemos arrumar esses livros nessa prateleira de modo gue nas extremidades

AN ARIOTIND

aparecam livros de Algebra e os livios de Trigonometria fiquem juntos?

40 Em uma turma de um curso de idiomas, o professor escolherd, semanalmente, um aluno para comentar o
filme visto na semana. Ele tem como alunos quatro rapazes e trés mogas e cada aluno ird comentar apenas
um filme.

a) Quantas semanas serdo necessarias para que todos os alunos da turma sejam chamados?

b) De guantos modos distintos podera ser estabelecida a ordemn dos alunos para comentar os filmes?

¢) De guantos modos distintos poderd ser estabelecida a ordem dos alunos se o professor escolher primeiro
50 as mocas e depois os rapazes?

d) De guantos modos distintos poderd ser estabelecida a ordern dos alunos se o professor escolher os alunos
alternadamente de acordo com o sexo?

41 Em guantos anagramas da palavra QUELO as vogais ndo aparecem todas juntas?

42 Resolva estas equactes:
I:l
a) P =24 b]P — = 506

in— &

43 Permutando-se as letras T, R, A, P, 0, S, s30 formados 720 anagramas. Esses anagramas s3o colocados em
ordem alfabética.
a) Determine a posicdo da primeira "palavra” gue comega por R
b) Qual & a posicdo correspondente a PRATOS?

€) Que anagrama ocupa a 5008 posicdo?

44 Considerando os anagramas da palavra BRASIL, responda:
a) quantos comecam por B?
b) quantos comecam por B e terminam por L?

¢) quantos comecam por B ou terminam por L?

45 Seja o conjunto A = {p, g, r, 5}. Determine o ndmero de fungdes gue podem ser definidas de A em A
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Arranjos

Em uma reunido de um condominio residencial,
foi realizada uma votacao para definir os cargos de
sindico e subsindico do prédio.

Quatro moradores, A, B, C, D, candidataram-se
a ocupar esses cargos. De gquantos modos distintos
pode ocorrer o resultado dessa votacao?

Facamos inicialmente uma representacaoc de to-
das as possibilidades, usando o diagrama da arvore
de possibilidades:

sirdico subsindico resultado
— (A, B)
(A, Q)
—_—-.

(A, D)

== =
MEE QOO OMNE OMNm®

ooz

222

AN mEm

— — — o — —

—

oo
oErx

)

—

Observe que cada possibilidade acima representada corresponde a um agrupamento ordenado de
duas pessoas escolhidas entre os quatro candidatos.

Note, por exemplo, que o par ordenado (A, B) é diferente do par ordenado (B, A), pois, na primeira
situacao, o sindico @ A e o subsindico € B e, na segunda situacao, ocorre o contrario.

Dizemos que cada resultado da votacao corresponde a um arranjo dos quatro elementos (candidatos)
tomados dois a dois (isto é, escolhemos dois entre os quatro para formar o agrupamento ordenado).

Vamos, por meio do PFC, contar o numero total de arranjos possiveis (indicaremos por A, | |

= Para a escolha do sindico, ha quatro possibilidades.

= Definido o sindico, sobram trés opces para a escolha do cargo de subsindico.
Assim, A, , =4-3 =12,

Dado um conjunto com n elementos distintos, chama-se arranjo desses n elementos, tomados
k a k (com k = n}, qualguer agrupamento ordenado de k elementos distintos escolhidos entre
0s n existentes.

Contagem do numero de arranjos

Dados n elementos distintos, vamos indicar por A_, 0 numero de arranjos desses elementos, tomados kak.
Vamos usar o PFC:

= 0 12 elemento da sequéncia pode ser escolhido de n formas possiveis.

= 0 2# elemento da sequéncia pode ser escolhido de {n — 1) maneiras distintas, pois ja fizemos a escolha
anterior e nao ha repeticio de elementos.
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« Feitas as duas primeiras escolhas, ha (n — 2) maneiras diferentes de escolher
o 3% elemento da sequéncia, pois nao pode haver repeticao.

= Para escolher o k-ésimo elemento, a partir das (k — 1) escolhas anteriores,
sobramn — (k — 1) = (n — k + 1) opcoes.

Assim, pelo PFC, a quantidade de arranjos possiveis (indicada por A ) &
A,=n-n—1-n-2)- . -(n—k+1) 1

Para obter uma expressao equivalente a |1 usando fatorial, basta multiplicar
e dividir seu segundo membro por:

n—kK-in—-k—=1)-...-32-2-1=(n— k). De fato:
mn—kK-h—k—1})-_.-3-2-1
v 32-1

f'-.nlk=n-{r1—'I}-{n—2}-...-(n—k+1]|-[n bk 1)

Observe que o numerador da expressao acima corresponde a nl.
Assim:

|
A L 2

Os problemas que envolvem contagem do ndmero de arranjos podem ser
resolvidos pelo PFC ou pela aplicacdo das formulas equivalentes (1 ou (2.

OBSERVACAD (&

As permutactes, estudadas a partir da pagina 235, podem ser consideradas arranjos. )
Dados m elementos distintos, todo arranjo (agrupamento ordenado) formado exatamente por esses n elementos cor-
responde a uma permutacio desses elementos.
Com efeito, fazendo k = n na formula do arranjo, obtemos:
A =—2  istos P, =2 =
: (n — n)t or
Messa dltima expressao, note a “conveniéncia” de termos definido 0F = 1. )

®  EXERCICIOS RESOLVIDOS

7 Dado o conjunto das vogais WV = {a, e, i, o, u}, determine a quantidade de arranjos que podemos formar
com trés elementos de V.

Solucao:
Todo arranjo formado & um agrupamento ordenado de trés elementos, escolhidos entre os dinco de V.
Alguns arranjos possiveis sdo: (a, e, i); (a, o, u); e, a, i); (e, i, ©); (u, o, i); {i, o, u) etc.

Facamos, entdo, essa contagem:

12 modo: Usando o PFC: 14 letra da sequéncia 24 letra da sequéngia 3a letra da sequindia
-] 4 3

Multiplicando as possibilidades, obtemos o ndmero de arranjos: 5 - 4 - 3 = 60.
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22 modo: Usando uma das farmulas:
51 5-4-3-HM
A = -ETI~3—ECI ou BA = = = 60

b, 3 '1]‘ ] (5 n {z’|
i

n g

n—k+1

71—

Observe, neste exercicio, que um arranjo difere de outro pela natureza dos elementos escolhidos (letras)
ou pela ordem dos elementos.

A senha de um cartdo magnético bancario, usado para transacoes financeiras, &€ uma sequéncia de duas
letras distintas (entre as 26 do alfabeto) seguida por uma sequéncia de trés algarismos distintos. Quantas
senhas podem ser criadas?

Solucao:

Devemnos determinar o numero de sequéncias (agrupamentos ordenados) formadas por dnco elementos,
sendo os dois primeiros letras distintas e os trés Gltimos algarismos distintos.

Utilizenmos o principio multiplicative:

letras algarismos

1 | | ] 1

¥ L ¥ ]
26 15 10 9 8

S30 possiveis 468 000 senhas (26 - 25- 10 - 9 - 8 = 468000).

Observe tambem que:

26 -25-10-9-8
— | —

’E"m, 2 " Am. 3
sequiéngia sequénecia de
de 2 letras 3 algarismos

distintas entre  distintos entre
as 26 os 10

EXERCICIOS & CAbEnno

Para ocupar os cargos de presidente e vice-presidente do grémio de um colégio, candidataram-se dez alunos.
De guantos modos distintos pode ser feita essa escolha?

A senha de acesso a uma rede de computadores & formada por uma sequéneia de quatro letras distintas

seguida por dois algarismos distintos:
a) Quantas 30 as possiveis senhas de acesso?
b) Quantas senhas apresentam simultaneamente apenas consoantes e algarismos maiores gue 57

Considere as 26 letras do alfabeto.

Em uma pesquisa encomendada por uma operadora turistica com o objetivo de descobrir os destinos nacio-
nais mais cobicados pelos brasileiros, o entrevistado deve escolher, em ordem de preferéncia, trés destinos
entre os dez apresentados pelo entrevistador. Um dos destinos apresentados € a ddade de Natal.

a) Quantas respostas diferentes podem ser obtidas?
b) Quantas respostas possiveis apresentam a cidade de Natal como destino preferido em 12 lugar?

c) Quantas respostas possiveis ndo contdm Natal entre os destinos mencionados?
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49 A 13 fase de um tormeio de futebol & disputada por 15 equipes no sistema de turno e returno (a equipe A,

por exermplo, joga com a equipe B duas vezes: uma em seu campo e a outra no campo adversdrio). Quantas
partidas sdo disputadas ao todo, se 0s dois mais bem classificados da 12 fase fazem a final no mesmo sistema?

Para a eleicdo do corpo dirigente de uma empresa, oito pessoas sao pré-selecionadas. De guantas maneiras
distintas poderdo ser escolhidos o presidente, o vice-presidente e o diretor financeiro, se apenas dois deles
tém conhedimentos para assumir a diretoria financeira?

Uma empresa distribui a seus fundondrios um guestiondrio constituido de duas partes. Na primeira, o fun-
ciondrio deve colocar a ordem de preferéncia de turno de trabalho: matutino, vespertino ou noturno. Na
segunda, o fundondrio deve escolher, em ordemn de preferéncia, dois dos sete dias da semana para folgar.
De guantas maneiras distintas um funcionario poderd preencher esse guestionario?

Erm uma final de uma prova de natacao participam dinco atletas europeus, dois norte-americanos e um brasileiro.
a) De guantos modos distintos poderdo ser distribuidas as medalhas de ouro, prata e bronze?

b) Em guantos resultados sO aparecem atletas europeus nas trés primeiras posigoes?

¢) Em guantos resultados o atleta brasileiro recebe medalha?

d) Supondo que o atleta brasileiro ndo recebeu medalha, determine o nimero de resultados em gue hé
mais atletas europeus do gue norte-americanos no podio.

Para compor as equipes para uma competicdo entre escolas, o professor de Educacio Fisica de um colégio
precisa definir a dltima vaga das selecdes de vblei, basquete e futebol, entre dez garotos que restaram.
Oito deles competem nas trés modalidades e os demais o jogam futebol. De guantas formas distintas o
professor pode completar as trés equipes?

Seis amigos participam de uma brincadeira de futebol, que consiste em cobranca de pénaltis. Cada um
escolhe, de todos os modos possiveis, um colega para bater o pénalti e outro para tentar defendé-lo.

a) Quantas cobrangas de pénalti sdo feitas nessa brincadeira, incluindo as repetigoes?

b) Quantas cobrancas haveria se o grupo resolvesse convidar um sétimo amigo para que ele escolhesse, de
todos os modos possivels, o cobrador e o defensor dos pénaltis?

A sessdo de um filme j& havia comecado quando duas pessoas gue ndo se conhecem entram na sala. Elas
percebem que so ha lugares vagos nas duas primeiras fileiras, abaixo representadas (o % indica que o lugar

estd ocupado).
I I
XXX

a) De guantas maneiras distintas elas poderdo se acomodar?
b) De guantas maneiras distintas elas poderao sentar lado a lado?

c) De guantas maneiras distintas elas poderdo sentar em uma mesma fileira?

Urn baralho comum & composto de 52 cartas, sendo 13 de cada naipe. Os naipes sao: copas W, ouros ‘,
espadas L 18 paus & o e cartas, para cada naipe, sdo: A (4s), 2, 3, ., 10, ) (valete), Q {dama) e K (rei).
As cartas de um baralho comum foram distribuidas em duas caixas da seguinte maneira: Na caixa X,
foram colocadas todas as cartas de ouros e de paus e na caixa Y, todas as cartas de espadas e de copas.
Deseja-se retirar, ao acaso, sucessivamente e sem reposicao, 3 cartas da caixa X e, em seguida, 2 cartas
da caixa Y. As cinco cartas retiradas formam, na ordem em gue foram extraidas, uma seguéncia.

a) Quantas sequéncias distintas de 5 cartas podem ser obtidas?

b) Em guantas sequéncias distintas aparecem os 4 ases e 1 rei?

¢) Em guantas sequéncias distintas aparecem os 4 ases?
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» Combinac¢odes

Quando termina o treino, Jagueline costurna tomar uma vitamina
com leite na lanchonete da academia. Numa tarde, a lanchonete
dispunha das seguintes frutas: abacate, mamao, banana, macga, mo-
rango e laranja. De guantas maneiras distintas Jaqueline pode pedir
sua vitamina misturando exatamente duas dessas frutas?

Vamos representar, uma a uma, as possibilidades de mistura:

ALANYROTOARENG

mamao e banana

maca e morango

abacate e mamao

mamao e maca

maca e laranja

abacate e banana

mamao e morango

banana & mora ngo

abacate e maca

mamao e laranja

banana e laranja

abacate e morango

AN

As frutas fazem parte de um cardipio
saudidvel.

banana e maca morango e laranja | abacate e laranja

Observe que escolher, por exemplo, mamac e laranja, nessa ordem, € o mesmo que escolher laranja e
mamado, nessa ordem, pois, para determinar o sabor da vitamina, ndo importa a ordem em gue as frutas
sejam escolhidas.

Assim, cada escolha que Jagueline podera fazer consiste em um agrupamento nao ordenado de
duas frutas escolhidas entre as seis disponiveis. Dizemos que cada uma das possibilidades anteriores € uma
combinacao das seis frutas tomadas duas a duas, isto €, um subconjunto formado por dois elementos
(frutas) escolhidos entre seis (frutas) disponiveis.

€ usual representar as combinacoes entre chaves — { } —, assim como fazemos com conjuntos.

Como podemaos contar o ndmero de combinactes dessas frutas?

Inicialmente, podemaos usar o PFC para contar o nimero de agrupamentos ordenados de duas frutas:

6 - 5 =30

1# fruta 2« fruta

Esse calculo inclui escolhas repetidas, pois sabemos que a ordem de escolha das frutas nao importa.

Por exemplo, estao incluidas as opcoes mamao com laranja e laranja com mamao, banana com maca e
maca com banana etc.

O numero de ordens possiveis em que duas determinadas frutas podem ser escolhidas &

. . . R . .. 30
Assim, como cada escolha foi contada duas vezes, o numero de combinagdes possiveis & 5 - 15.

Observe, nesse caso, que uma combinacdo difere das demais apenas pela natureza dos elementos
escolhidos (frutas).

Suponha, agora, que Jaqueline quisesse misturar exatamente trés frutas na sua vitamina. Quantas
possibilidades ela teria?

Inicialmente, notamos que cada escolha consiste em um agrupamento nao ordenado (combinagao) de
trés frutas escolhidas entre seis.

Observe alguns subconjuntos de trés elementos que podemos formar: {banana, mamao, maca}; {ma-
mao, abacate, laranja}; {laranja, banana, mamao} etc.
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Vamaos fazer a contagem do nimero de combinactes.

Primeiro, usamos o PFC para contar o nimero de agrupamentos ordenados de trés frutas:
B - 5 - 4=120

Tefruta 2 fruta 34 fruta

Como a ordem nao importa, & preciso saber quantas vezes uma mesma vitamina foi contada nesse
calculo.
Imaginemos uma possivel escolha: mamao (M), banana (B) e laranja (L).
Pelo PFC, o numero de sequéncias formadas por essas trés frutas é: 3 - 2 - 1 = 6, que sao as permu-
tacoes possiveisde M, Be L.
(M, B, L), (M, L, B), (L, B, M}, (L, M, B), (B, L, M) e (B, M, L)
Como as seis permutacoes desses elementos determinam uma mesma vitamina, concluimos que o

numero de combinagoes pedido € % = 20.

Dados n elementos distintos, chama-se combinagao desses n elementos tomados k a k (com k= n)
qualguer subconjunto formado por k elementos distintos, escolhidos entre os n.

Contagem do numero de combinacoes

Sejam n elementos distintos.

Vamos encontrar um metodo, baseado nos exemplos anteriores, para contar o namero de combinagoes

- - . n
desses n elementos tomados k a k (com k = n). Indicaremos esse nimero por C_, ou pn:ur( k)'

= Usamos o PFC para contar o numero de agrupamentos ordenados (arranjos) formado por k elementos

distintos, escolhidos entre os n elementos disponiveis:

n-n—1-mn-2)- .- In—=k=1]=A

n k
= Usamos o PFC para contar o nimero de sequéncias distintas (ordens) que podem ser formadas com

os k elementos escolhidos (permutacoes de k elementos):

k-k—1)-(k=2)-..-3-2-1=P =kl

k
« Como qualguer permutacac desses k elementos da origem a uma Unica combinagao, o ndimero

de combinacoes dos n elementos tomados k a k é:

—h C = A
nk B, ’ n, k Kl

Aplicando a formula do arranjo, obtemos:

n!

C _ n— K T = n!

nk ki * ko {n—k}[.k[
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OBSERVACOES (5]

"
= 5e k = 1, o numero de combinacdes de n elementos distintos, tomados um a um, € igual a m, pois corresponde ao
ndmero de subcenjuntos que podem ser formados com exatamente um elemento escolhido entre os n elementos.
De fato: 0 ndmero de
c n n! n-{n T n subconjuntos com n
= = = =—=0 elementos formados a
-l 1 1H{n — 1)1 1 w 1 partir de um conjunto
de m elementos & 1, que
& o priprio conjunto.
Note, nesse caso, a “conveniénca” de termos definido 11 = 1.
* S5e k = n, o ndmero de combinagoes de m {(com n = 1) elementos distintos,
tomados n a n, éigual a 1. De fato: . R ) .
Como vocé explica, por meio
C (“ ) n! p LI das nocdes de conjuntos, que
T, T l = 1 . 0 1 - a
n nt-in-m! g0 O \(_n.p 17
Observe, novamente, a "conveniéncia” da definicio especial 0! = 1.
) ) n n
* Observe que C I = ( ) ( ):
: : P n—p
c nl n! c
e ple(n— pt n— Pl -0l S I:.rn um grupo fu::rmadc:: por
—_— cinco pessoas, a quantidade
=P de duplas (ndo ordenadas)
Assim, temos: {Ique p-Dd.emDs fcnrrr!ar o H::;ual
- » a gquantidade de trios (nao
oo %o Tz Cun (5 ] ( 6 )EIC- _ ordenados)? Por qué? )
d ! Sim, pois: - .

e de duplas: €, ,

G5y 5y . .
(5}>le' (5).pmi2 135

nd de trios: O,
]

3
®  EXERCICIOS RESOLVIDOS

8 Em uma classe de 30 alunos pretende-se formar uma comissao de trés alunos para representacao discente
no colégio. Quantas comissdes distintas podem ser formadas?
Solucao:
Cada comissao corresponde a uma combinacdo dos 30 alunos, tomados 3 a 3, uma vez que ndo importa
a ordem de escolha dos alunos.
Para contar as possibilidades, podemos ou ndo usar a foérmula.
12 modo: Sem a férmula

* Contamos, inidalmente, o ndmero de maneiras de escolher 3 alunos entre os 30, levando em conta a
ardem de escolha:
30-29-28
= Como a ordem ndo importa, determinamos o ndmero de ordens possiveis para escolher trés determi-

nados alunos:
3-2-1 [ULIPJ_E!}

Assim, o ndmero de combinagoes & % = 4060.
28 modo: Com a formula
30 30! 30! 30-29-28 - 27
C .= = = = = 4060
0.3 (3) (30—-3)1-31  271-31 2716
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10 sobre uma circunferénea marcam-se dez pantos distintos.

a) Quantos segmentos de reta podem ser construidos com extremidades
em dois desses pontos?

b) Quantos quadriliteros convexos podem ser construidos com vértices em
quatro desses pontos?

Solucao:

a) Observe gue escolher H e E, nessa ordem, € o mesmo que escolher E e
H, nessa ordem, pois o segmento de reta formado serd o mesmo.

Assim, devemos contar o nimero de agrupamentos nao ordenados
formados por dois desses dez pontos, a saber:

_10-9 _ ¢ _f10y_ 10t _10-9-81
w5 45 ou G, (2 31 81 2.8t 45

b) Observe, por exemplo, gue a ordem de escolha dos pontos A, B, C e J ndo importa, pois o guadrilatero

convexo formado por esses pontos continuard sendo o mesmo.

Assim, devermnos escolher, sem importar a ordem, quatro dos dez pontos:
_10-9:8-7 _ 519 ou Cm_(m)_ 100 _10-9-8-7-8f _,.0

Con.s 4-3-2-1 4] 4186 4-3-2.-81

11 Nove funciondrios de uma grande empresa (5 mulheres e 4 homens) foram participar das gravacoes para
uma campanha publicitéria. Chegando ao local da filmagem, foram informados de que, na cena que seria
gravada, deveriam aparecer apenas guatro pessoas, sendo 2 homens e 2 mulheres.

De guantas maneiras distintas poderdo ser escolhidos os quatro funcionarios?
Solucao:
As 5 mulheres podem ser representadas por M, M, M, M, eM,, e 0s 4 homens, porH, H,, H, e H,.

_4-3
2-1

{H, H} {H HE {H HE {H HE {H, H} e {H H}
5-4
2-1
M, M.}, {M,, M.}, {M,, M}, {M,, M.}, {M,, M}, {M,, M}, {M,, M.}, {M,, M}, {M,, M,} e {M,, M.}

= Para escolher os dois funciondrios homens, temos: [ = 6, ou sgja, b possibilidades, abaixo

destacadas:

= Para escolher as duas funciondrias, temos: Ga= = 10, ou seja, 10 possibilidades:

Observe, por exemplo, a dupla masculina {H , H_}; eles poderdo se juntar a qualquer uma das dez duplas
femininas:
{M,, M.}

{Mv M_{}
{H,. H}
{Mv Mq.}

M, M.}
Para a proxima dupla masculina listada {H,, H,}, temos, novamente, dez possibilidades de composicao.

Enfim, para cada uma das & duplas masculinas, o ndmero de possibilidades de composicio com as duplas
femininas & 10. Assim, o resultado procurado &:

- 10 = &0
——
Cﬂ-_.) CJ,'}
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12 Uma locadora de automdveis tem & disposicdo de seus clientes uma frota de dezesseis carros nacionais e
quatro carros importados, todos distintos. De guantas formas uma empresa podera alugar trés carros, de
modo que pelo menos um carro nacienal seja escolhido?
Solucao:
12 modo:
Podemos ter um, dois ou trés carros nacionais.
: ey . . 4
= Com um carro nacional e dois importados, o ndmero de opges & 16 - (2 =166 =96.
; N . - 2 s | 16
= Com dois carros nacionais e um impoertado, o nimero de opgoes é ( 2 4=120-4 = 480.
. —— : s (16Y _
= Com os trés carros nacionais, o nidmero de opgoes & 3 560.
Assim, ao tedo, o ndmero de possibilidades & 96 + 480 + 560 = 1136.
22 modo:
‘ . s aluaar rée o 5 [20% _
= O ndmero de maneiras de a empresa alugar trés camos quaisguer & 3 1140.
= O ndmero de possibilidades de a empresa so alugar carros importados € (3 =4
P, L {20y (4 _ _ : : g
Assim, a diferenca 3 3 1140 — 4 = 1136 fornece o nimero de escolhas em gue pelo menos
um carro & nacional.
EXERCICIOS ? CABERNG
57 De guantos modos distintos Lucas pode escolher - 81 Uma junta médica deverd ser formada por quatro
guatro entre as nove camisetas regata gue possui médicos e dois enfermeiros. De guantas maneiras
para levar em uma viagem? ela poderd ser formada se estio disponivels dez
médicos e seis enfermeiros?
Um curso de idiomas oferece turmas para inidantes
em inglés, espanhol, alemao, italiano e japonés. Uma equipe de dez pesquisadores & formada por
a) Deguantas formas distintas um estudante pode sete brasileiros e trés estrangeiros. Para apresentar
se matricular em trés desses cursos? um projelo a uma empresa, Serd Necessano esco-
b) De quantas formas distintas ele poders se Iher cinco pesquisadores, dos guais no minimao um
matricular em trés desses cursos, incluindo deve ser estrangeiro. De quantas formas distintas
obrigatoriamente o de inglés? podera ser feita essa escolha?
Para resolver os exercicios 63 a 65, reveja, se necessario,
59 Em um grupo de 6 pessoas, a guantidade de du- © o enunciado do exercicio 56.
plas que podem ser formadas & maior, menor ou
igual & quantidade de quartetos que podem ser 63 Escolhendo-se simultaneamente quatro cartas de
formados? Compare também a guantidade de um baralho comum, determine:
duplas com a de trios. a) o numero de ma- g
neiras distintas de -
80 Sobre uma circunferéncia marcam-se dez pontos. escolher as quatro §
a) Quantos tridngulos podemos construir com cartas; L
vértices em trés desses pontos? b) de quantas formas p
b) Quantos pentagonos convexos podemos cons- distintas & possivel
truir com wvértices em cinco desses pontos? escolher as guatro
c) Considere o decdgono convexo cujos vértices cartas de copas;
sdo os pontos assinalados sobre essa circunfe- ¢) de guantos modos
réncia. Qual & o ndmero de diagonais gue esse distintos & possivel
poligono possuil? escolher quatro ases.
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CAPITULD 10

ALEX ARGERING

Duas cartas sao sorteadas, de uma so vez, de um
baralho comum. Determing o ndmero de maneiras
possiveis de ocorrer um resultado formado por:
a) urm rei e uma rainha;

b) duas cartas de copas;

€) uma carta de copas e outra de ouros;

d) dois ases;

e) cartas de naipes distintos.

De guantas maneiras distintas poderao ser sortea-
das simultaneamente dnco cartas de um baralho
de modo gue o resultado do sorteio contenha:
a) trés cartas de paus e duas de espadas?

b) o rei de ouros?

€) exatamente dois valetes?

d) pelo menos trés valetes?

Um casal de Curitiba decidiu gue a viagem de lua
de mel seria feita pelo Nordeste, visitando exata-
mente trés das nove capitais.

a) De guantos modos distintos poderiam ser
escolhidas as trés capitais, sem levar em consi-
deracdo a ordem de visita?

b) Se o casal pretendesse conhecer obrigatoria-
mente Salvador, de guantos modos poderia ser
feita a escolha?

c) Se, por motivos logisticos, Fortaleza so pudes-
se ser visitada se 530 Luis também o fosse e
vice-versa, determine de guantas maneiras a
escolha poderd ser feita.

Para montar uma cesta de café da manha, estdo
disponiveis os seguintes itens: gquatro tipos de
pdo, trés tipos de gueijo, trés tipos de fruta, dnco
sabores de geleia e quatro sabores de torta doce.
De guantos modos distintos a cesta podera ser
montada se um cliente pedir dois tipos de pao,
um tipo de gueijo, duas frutas, dois sabores de
geleia & umna torta doce?

Marcam-se cinco pontos distintos sobre uma retar.

Sobre outra reta s, paralela (e distinta) a r, marcam-

-52 mais quatro pontos distintos.

a) Quantos tridngulos podem ser formados com
vértices em trés guaisquer desses pontos?

b) Quantos quadriliteros convexos podem ser
formados com vértices em guatro quaisguer
desses pontos?
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B89 Para montar o seu enxowval, Priscila foi a uma loja

onde a vendedora lhe mostrou 7 jogos de cama,
8 jogos de banho e n jogos de mesa. Priscila achou
que seria sufidente comprar dois jogos de cama,
dois de mesa e quatroe de banho. Nessas condices,
Priscila escolheu uma entre as 66 150 possibilidades
de compra de seu enxoval. Qual é o valor de n?

Faca o que se pede:

a) Em uma reunido havia 50 pessoas. Cada uma
cumprimentou todas as outras uma anica vez.
Quantas saudacdes foram dadas nessa reuniao?

b) Generalize o item &, supondo gue havia n
pessoas na reunido.

€) Em uma reunido sodal, cada pessoa cumpri-
mentou todas as outras uma Onica vez com
um aperto de mao. Sabendo que foram dados
741 apertos de mao no total, determine o
nimero de pessoas presentes a reuniao.

(Obmep) Em uma Olim-

"
piada de Matematica, 3
foram distribuidas varias x
medalhas de ouro, varias -g
de prata e varias de bron- &
ze. Cada participante pre- :}
miado pode receber uma "'*'—"

unica medalha. Aldo,

Beto, Carlos, Diego e Elvis participaram dessa
olimpiada e apenas dois deles foram premiados.
De quantas formas diferentes pode ter acontecido
553 premiacan?

a) 20 c) 60
b) 30 d) 90

e) 120

Mo grémio de uma universidade serao realizadas
eleicoes para os cargos de presidente, vice-pre-
sidente, tesoureiro e 4 conselheiros. Determine
o numero de maneiras distintas de ocorrer o
resultado dessa eleicao, sabendo gue 14 alunos
candidataram-se para ocupar qualguer um dos
cargos e gue todos os conselheiros eleitos terdo a
mesma fungao.

Qual & o ndmero de pecas de um jogo de domind
comum (ndmeros de 0 a 6)7

ALEX BAGLRIND

[a

o
_-

QEVERAND 2015, 1% FASE, SIVEL 3,
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15 andares possui 45 janelas idén-
ticas, cada uma comrespondendo a
uma sala comercial, como mostra
a figura ao lado.
De madrugada, o porteire do
prédio verificou, no seu painel de
controle, que em seis salas da fren-
te as luzes haviam ficado acesas.
a) Determine o nimero de maneiras distintas de
se ter seis salas com as luzes acesas.
b) Determine o nimero de maneiras distintas de
se ter seis salas com as luzes acesas, sendo trés
em um andar e trés em outro andar.

c) Determine o nimero de maneiras distintas de
se ter seis salas com as luzes acesas, sendo duas
em um andar, duas em outro e duas em um
andar diferente dos anteriores.

Analise Combinatdria

Uma organizacdo beneficente pré-seledona, todo
més, 10 tipos de produto de uma lista de 15, para
montar uma cesta basica que sera distribuida as
familias carentes de certa regido.

Para cada tipe de produto, a organizacao tem 5
possivels fornecedores dos quais serdo escolhidos 2.
De guantos modos distintos essa organizacao
pode adguirir a cesta basica em um determinado
més? Nio é necessirio efetuar todos os calculos,
deixe-os indicados.

Uma livraria promoveu uma liguidacdo, colocando
a venda 45 livros, todos distintos, sendo 20 lvros
ao preco de RS 15,00 cada, 15 livros ao prego de
R% 20,00 cada e 10 livios ao prego unitario de
R% 10,00. Emilia foi & livraria durante a liguidacio,
pretendendo gastar a exata gquantia de R$ 50,00.
De guantos modos distintos Emilia podera escolher
05 livros que ira comprar?

» 12 caso: Apenas um elemento se repete

Um dado é lancado sete vezes sucessivamente. De quantas formas distintas - g
pode ser obtida uma sequéncia com quatro faces iguais a 1 e as demais faces
iguaisa 2, 5 e 67

= Vamos escolher, de inicio, as posicoes (correspondentes a ordem dos lan-
camentos) que as faces 2, 5 e 6 podem ocupar.

B Permutacdes com elementos repetidos

Estudamos, até aqui, os agrupamentos simples, isto €, agqueles formados
por elementos distintos. Vamos agora estudar as permutacoes com elementos
repetidos, cujas técnicas de contagem estdo baseadas em estratégias ja estu-
dadas na contagem dos agrupamentos simples.

THIMS TOCLGET™Y IMAGET

3%

Para fixar ideias, veja o esquema seguinte, em gue esta representada uma

possivel ocorréncia de posicoes:

Nas posicies
2 o) g vazias estdo as
faces iguais a 1.
1u 2= 3= Au fa
lancamento lancarmento lancamento lancamento lancamento

Observe que, fixadas as posicbes das faces 2, 6 e 5, as posicoes das faces
iguais a 1 ficam determinadas de maneira Gnica, uma vez que qualguer

permutacio de faces 1 gera a mesma sequéncia.

Trata-se, entao, de escolher trés entre sete posicoes. Isso pode ser feito de

35 maneiras distintas (C, , = 35).

= Para a escolha anterior (39, 42 e 72 lancamentos), as faces 2, 5 e 6 podem

trocar de lugar entre si, num total de 6 maneiras distintas I{P1= 3l = B).
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250 CAPITULD 10

(s passos anteriores sugerem que o namero de sequéncias possiveis seja dado por:

71 71 =— T éonidmero total de lancamentos
C P — - =—

1T A al

- . 1]
Indicaremos esse numero por P, .

7.3 P
4l =— 4 ¢ o nimero de vezes que a face 1 ocorre

Seguindo o mesmo raciocinio, podemos obter o nimero de anagramas formados a partir de CASAL.

Cada anagrama formado & uma sequéncia de cinco letras, das quais duas sao iguais a A.

1
O total de anagramas & P‘f? = % = 60.

Ja em VEMEZUELA, ha nove letras, das quais trés sao iguais a E. Entdo, o ndmero de anagramas possiveis &:

P, = = — 60480

22 caso: Dois elementos diferentes se repetem

Suponha, agora, que um dado seja lancado nove vezes sucessivamente. De quantas formas distintas pode
ser obtida uma sequéncia com quatro faces iguais a 1, duas faces iguais a 3 e as demais faces iguaisa 2, 5e 67
= Inicialmente, vamos determinar as possiveis posicoes em que as faces distintas de 1 podem ocorrer.
Ha 126 possibilidades (C, ;, = 126), pois devem ser escolhidas cinco entre nove posicoes.
Acompanhe a seguir uma possivel escolha.

1= Ju O
lancamento lancamento lancamento
3 2 3 5 6

As quatro faces 1 entram nas posiches vazias.

= Para tal escolha de lugares (2=, 4=, 5e, 7= ¢ 92 lancamentos), as faces 2 (uma vez), 3 (duas vezes),
5 (uma vez) e 6 (uma vez) podem trocar de lugar entre si. Usando o resultado obtido no 12 caso,

, . , o 5l
sabemos que o numero de possibilidades e P, = b1k
Assim, reunindo os dois passos anteriores, concluimos que o numero de permutacdes possivels € dado por:

Pm a1 EZ Q] —=— 9 é o ndmero total de lancamentos
9.5 5 5,}’4[ 21 o A}I' 21— 2 & o nidmero de faces iguais a 3

4 & o ndmero de Taces iguais a 1
= I:,[-1.. il
Indicaremos por F, .

Para obter o nimero de anagramas formados a partir de BANANA, sequimos o mesmo raciocinio: sdo
seis letras, das quais trés sao A e duas sao N. Entao, o total de anagramas e:

mn _ 6l

Pe 3121

Caso geral

Dados n elementos, dos quais n, sdo iguais a a,, n, 530 iguais a a,, N, 530 iguais a a,, ..., N, 530 iguais
aa, lemguen,+ n, + ..+ n = nj, ondmero de permutacdes desses n elementos é dado por:

P“{n,. T n!

n1] nzl n']

Para determinarmos o numero de anagramas formados a partir de CACHORRO, observamos que ha
oito letras, das quais duas sao iguais a €, duas sao iguais a 0, duas sdo iguais a R, além de uma letra A e
uma letra H. Temos, entao, o seguinte numero de anagramas:

22210 RRD al

p =

8 s~ 3rarar 040
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Analise Combinatdria 25]

— EXEMPLO 7 |
Um casal tem cinco filhos; trés meninos e duas meninas. De quantos modos distintos poderia ter
ocorrido a ordem dos nascimentos dos filhos?

Representando o sexo dos filhos por M (masculino) e F (feminino), devemos permutar cinco letras,
das quais trés sao M e duas sdo F. Assim, o numero de possibilidades é:

o.n 51
N T TR
Observe, a sequir, algumas possibilidades:
(M, M, M, EF), (M, F M, FE M), (FEM, M MF), ..
\_ |

EXERCICIOS &

80 Considere os anagramas formados a partir de
PIRATARLA.

77 Desconsiderando o acento grafico, determine o
numero de anagramas formados a partir de:

a) MORANGO a) Quantos s3o?

b) FALTA b) Quantos comecam pela letra A7

¢) OURO ¢) Quantos comecam por vogal?

d) PANAMA d) Quantos comegam e terminam por vogal?

e) ACADEMIA 81 permutando-se duas letras iguais a A e n letras
i MATEMATICA iguais a B podem ser obtidos 21 anagramas. Qual
g) SOSSEGADO & o valor de n?

h) COPACABANA 82 Um dado é lancado trés vezes sucessivamente.

i} PROBABILIDADE Quantas sequéncias de resultados apresentam

78 Um dado & lancado quatro vezes sucessivamente. soma dos pontos:

Determine o ndmero de ssquéncias de resultados
erm gue:

a) as guatro faces s3o iguais a 5;

b) trés faces s30 iguais a 2 e uma face éigual a 4;
¢) duas faces sdoiguais a 3, uma face & 4 e outra

&5,

Permutando os algarismes 1,1, 1,2, 2,3, 3,3, 3
e 4, quantos nameros de 10 algarismos podemos
formar?

a) menor gue 87

b) maior que 137

Um robd se encontra no ponto P(8, 10) de um
sisterna de eixos coordenados e quer chegar a
origem (0, 0). Sabe-se que ele foi programado
para dar um passo de uma unidade de medida
de comprimento por vez, para a esguerda ou
para baixo. Quantos caminhos distintos podem
conduzi-lo a origem?

Trés professores foram pré-selecionados para realizar quatro apresentacdes diferentes na semana
pedagogica de um colégio.

Cada apresentacao sera atribuida a um Unico professor e todos os professores pré-selecionados
devemn, obrigatoriamente, fazer a0 menos uma apresentacao.

De quantos modos distintos podem ser atribuidas as apresentacoes?
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Probabilidade

[ Experimentos aleatérios

Todas as quartas-feiras e sabados, um banco estatal federal promove o
sorteio dos ndmeros — aqui chamados dezenas — da Mega-5ena. Nela vocé
pode escolher de & (aposta minima) a 15 ndmeros (aposta maxima), dentre
os 60 disponiveis. O resultado do sorteio consiste em & dezenas e vocé recebe
prémios, em dinheiro, ao acertar 4, 5 ou as 6 dezenas sorteadas — este dltimo
prémio por acertar a sena e o sonho de milhoes de brasileiros que lotam as casas
lotéricas para fazer suas apostas. O brasileiro sabe, ainda que intuitivamente, que
as chances de ele ganhar sao muito pequenas. Mas, afinal, qual & essa chance?
Ao longo deste capitulo vocé sabera a resposta e tera a oportunidade de ler
mais sobre a Mega-5ena, na secao Trogue ideias, na pagina 275.
O sorteio das dezenas da Mega-Sena &€ um exemplo do que denomi-
namos experimento aleatorio: mesmo repetido um grande ndmero de
vezes (até janeiro de 2016 ja haviam ocorrido mais de 1 780 sorteios), em )
Entende-se por dado nao viciado
condicoes idénticas, nao e possivel prever, entre os resultados possiveis,  (ou honesto) aquele cujas faces

- R R témn probabilidades iguais de sair
aquele que ira ocorrer. O resultado do sorteio depende exclusivamente do  em um langaments

B . .. Se necessdnio, consulte as paginas
acaso. Dizemos que se trata de um experimento de natureza aleatoria 256257 para maiores detalhes.

(ou casual). GJ
Suponha, agora, gue um dado nao viciado (ou honesto) seja lancado. Mao
& possivel dizer, com certeza, qual nimero sera obtido na face superior. Pode
ser 1, 2, 3, 4, 5 ou 6. Trata-se, tambéem, de um experimento aleatorio cujo
resultado, entre os possivels, ndo pode ser previsto com certeza.
Podernos citar varios outros experimentos de natureza aleatoria:
» lancamento de uma moeda nao viciada, em que se observa a face obtida;
= extracdo de uma carta de um baralho comum, em gue se observa o naipe
da carta;
= extracao, ao acaso, de uma bola de uma caixa que contem 40 bolas de
mesmo tamanho, sendo 25 pretas e 15 brancas, em que se observa a cor
da bola;
+ sorteio dos cinco algarismos que formam o numero premiado na Loteria
Federal.

Ateoria da probabilidade permite que se facam previsoes sobre as chances
de um acontecimento ocorrer, em certo experimento aleatorio, a partir da ana-
lise dos resultados obtidos, quando esse experimento e repetido, nas mesmas

condicoes, um grande ndmero de vezes.
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UM POUCO DE HISTORIA

A teoria da probabilidade

Os primeiros registros ligados a teoria da probabilidade aparecem na
obra do italiano Girolamo Cardano (1501-1576) sobre jogos de azar. Cerca
de cem anos depois, Blaise Pascal deu novo impulso ac desenvolvimento da
teoria da probabilidade, por meio das cartas que trocou com Pierre de Fer-
mat (1601-1665), em que discutiam problemas ligados a jogos. Em sua obra
sobre o triangulo aritmetico, datada de 1654, ha também alguns topicos
sobre probabilidade.

lustragao de Jacques Bernoulli
feita a partir de urna gravura
histdrica. Data e autoria
desconhecidas.

) Espaco amostral e evento
» Espaco amostral

Probabilidade

ARG W ATERATINGTOOK

CCLECAD PARTICLLARMLE MY

Retralo de Girolamo
Cardano entalhado
em cobre no século

- XV, Colondo

| S posteriormente.

= E:‘ Autoria desconhecida.
53

b

=2

;;E: No entanto, o primeiro artigo completo sobre o assunto so foi es-
3 N " . .

g3p crito em 1713, por Jacques Bernoulli, na obra Ars Conjectandi (Arte de
§§ conjecturar), que continha, inclusive, uma detalhada exposicio sobre
35 permutacoes e combinacbes. A partir de entdo, outros matematicos

dariam valiosas contribuicdes para o desenvolvimento da teoria das
probabilidades, cujas aplicactes em areas como Biologia, Economia,
Saude, tabuas atuanais etc. nao tardariam a ser reconhecidas.

Fonte de pesquisa: BOYER, Carl B. Histana da Malemadlica. 33 ed. 580 Paulo. Edgard Blucher, 2010.

O conjunto de todos os possiveis resultados de um experimento aleatorio € chamado espaco amostral

e & indicado pela letra grega Q (1&-se “Gmega”).

= No lancamento de uma moeda, o espaco amostral € o conjunto Q@ = {K, C}, em que K representa
a face cara e C representa a face coroa. Observe que ni2} = 2, isto &, o nimero de elementos do

conjunto £ & igual a 2.
= Mo lancamento de um dado, o espaco amostral e 2= {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

= Suponha que um dado seja lancado duas vezes, sucessivamente, e seja observada a sequéncia de

numeros obtidos nas faces voltadas para cima.

Usando o principio fundamental da contagem (PFC), o nimero de resultados possiveis de ocorrer
nesse experimento & 6 - 6 = 36 Veja, a sequir, uma forma de representar os 36 pares ordenados:

H]
lancamentos 1 > 3 a s 6
— 1

(100, 2((,3)]0,4]0,5]0,6)
(2, 13]42,2)[(2,3)](2,4) |2, 5 ](2 6)
(3, 13]43,2)[(3,3) (3,49 (3,5 (3, 6)
)
)
)

4,1)|(4,2)|(4,3
(5, 1)](5,2)|(5 3
(6,1)|(6,2)| (6, 3

RIS RN SRR
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4.49]@4.9]@4.06]| oy 31 ..

(5.4) | (5, 5) | (5, 6) 5 1), .. 6 1), .. (6 E}}
(6,4} |6, 5) | (6, 6) n() = 36.
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caPiTULD T

= Woltemos ao experimento “sorteio das dezenas da Mega-5ena”. Escrever,
um a um, todos os possiveis resultados do sorteio & inviavel: teriamos que
representar todos os possiveis subconjuntos de seis elementos que podem
ser formados a partir de {1, 2, ..., 60}. Nesse caso, sera necessario usar
técnicas de contagem que estudamos no capitulo de Analise Combinatoria:
trata-se de escolher, sem importar a ordem, seis entre os sessenta nameros
disponiveis. Temos:

= 50063 860

60| _ . _60-59-58-57-56-55
6 60, & EI

Assim, 0 numero de resultados possiveis deste experimento aleatorio e
ni2) = 50063 860.

Observe que no sorteio da Mega-5ena nao importa a ordem dos nameros
sorteados.

P Evento

Uma caixa contém 20 bolas, de mesma massa e tamanho, numera-

das de 1 a 20. Uma pessoa, com os olhos vendados, retira uma bola des-
sa caixa. Trata-se de um experimento aleatorio cujo espaco amostral &

Q=112 ..,20}

Vamos construir alguns subconjuntos de €

= A: "a bola sorteada contém um multiplo de 4%; A = {4, 8, 12, 16, 20}.

= B: "a bola sorteada contém um numero formado por dois algarismos”;
B={10,11,12, .., 20}.

= C. "a bola sorteada contem um ndmero primo™; C= {2, 3,5, 7, 11, 13,
17,19}

= D: "a bola sorteada contém um ndmero natural nao nulo menor ou igual
a20”;D=1{1,2 3,4, ., 20}

« E: "a bola sorteada contém um numero formado por trés algarismos”;
E=0

Cada um desses subconjuntos de €1 recebe o nome de evento.

Evento & qualgquer subconjunio do espago amostral ()
de um experimento aleatorio.

~—1 EXEMFLO 1

Vamos considerar o experimento “lancamento de um dado duas vezes,
sucessivamente”. O espaco amostral @ Q = {{1, 1), {1, 2}, ..., (6, 6)},
como vimos no guadro da pagina anterior. Qual € o evento E,: "a soma
dos pontos obtidos & maior que 8"7

Devemos analisar esse quadro e assinalar os pares de numeros cuja
soma €9, 10, 11 ou 12. Temos:

E, = {(3. 6); (4, 5); (4, 6); (5, 4); (5, 5); (5, 6); (6, 3); {6, 4); (6, 5); (6, 6)}

Ja o evento E, "o produto dos nameros obtidos € igual a 12" &

E, = {(2, 6). (3, 4}, (4, 3), (6, 2)}

Possivel resposta:

OBSERVAGOES

= Quando o evento
coincide com o
espago amostral, ele
& chamado evento
certo. £ o caso do
evento D.

* Quando o evento é
o conjunto vazio, ele
¢ chamado evento
impossivel. £ o caso
do evento E.

#D " pense nisTO:

Com base no
experimento descrito
neste exemplo, crie em
seu caderno um evento
certo, um evento
impossivel & um evento
formado por um unico

elemento.
%

Evento certo: a soma dos pontos obtidos & menor que 40.
Ewento impossivel: o produto dos ndmerss obtidas & 7.
Evento com um dnico elemento: o preduto dos ndmeros obtidos & 36,
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Evento complementar L2
_ _ ) ) J30 .3
Considere, novamente, o experimento que consiste em retirar ao .9
acaso uma bola entre as 20 que estdo numa caixa e observar o ndmero .2
mostrado na bola. G
a el # - -
Vamos representar ao lado o evento A: “ocorre um ndmero multiplo
de 4", e Js 11

Os elementos de €2 gque nao pertencemn a A correspondem acs numeros

gue nao sao multiplos de 4. Eles formam o conjunto complementar de A (em
relacao a €1), que pode ser representado por A ou [

Seja E um evento de um espago amostral 2. Chamamos evento comple-

mentar de E, em relacao a Q (indica-se por E ou (), o evento gue ocorre
quando E nao ocorre.

4]

E E Note que: EU_
EME

EXERCICIOS {2 asane,

1 Um dado é lancado & o ndmero da face voltada para cima & anotado.
a) Descreva Q.
b) Qual & o evento E, “o nimero obtido & miltiplo de 37
¢) Qual éo evento E, “o nimero obtido ndo & primo”™?

2 Suponha gue, todo ano, a Confederacdo Brasileira de Futebol (CBF) realize um sorteio para decidir em gual
regido do pais sera disputado umn torneio internacional. Determine o espago amostral do experimento a ser
realizado em um determinado ano.

3 Uma moeda honesta & lancada duas vezes sucesivamente e observa-se a sequéncia de faces obtidas. Determine:
a) 0 b) o evento E “sair ao menos uma cara™.

4 Um ndmero natural de 1 a 100 € escolhide ao acaso. Seja o evento E “sair um ndmero gue & uma poténcia
de base 2%
a) Determine E. b) Qual & o nimero de elementos de E?

5 Um dadondo viciado & lancado duas vezes sucessivamente e & anotada a sequéncia de faces obtidas. Determine:
a) ncy);
b) n{EI}, sendo E, o evento "o primeiro ndmero obtido nesses lancamentos e 37
) n(E,), sendo E, o evento "o produto dos ndmeros cbtidos & impar®;
d) n{EJ}, sendo E, o evento "a soma dos pontos obtidos & menor que 7°.

€& Um dado ndo viciado & lancado duas verzes, sucessivamente. Seja o evento E “a soma dos pontos obtidos
& menor ou igual a 3. Determine E.

7 Um dado ndo vidado & lancado trés vezes sucessivamente. Seja o evento E "pelo menos um dos ndmeros
obtidos & diferente dos outros”. Determine E.
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0 enunciado a seguir € valido para as questoes 8 e 9.
Uma classe tem 17 rapazes e 15 mocas. Pretende-se formar comisstes de n alunos, escolhidos ao acaso, para
representar a classe perante a diretoria do colégio.

8 Determine o nimero de elementos do espaco amostral correspondente se:

ajn=1
byn=2
cfn=3

9 Seacomissdo for composta por dois alunos, considere o evento E “hd um rapaz e uma moga na comissao”

e determine n(E).

10 Um experimento aleatorio & composto de duas etapas: primeiro, uma moeda ndo viciada & lancada e, em
seguida, um dado nao vicado € lancado. Construa o espaco amostral desse experimento, utilizando a re-
presentacdo K (cara) e C (coroa).

11 Uma caixa contém 4 bolas vermelhas (W), 2 pretas (P) e 1 branca (B), todas do mesmo tamanho e com
mesma massa. Uma pessoa relira, ao acaso, uma bola dessa caixa (sem olhar a sua cor), registra em seguida
sua cor e, sem repor a bola retirada, extrai, também ao acaso, uma segunda bola dessa caixa e anota a sua
cor, obtendo assim uma sequéncia de duas cores.

Quais s30 os possivels resultados (sequéncias) desse experimento?

12 Com relagio & guestio anterior, determine o espaco amostral do experimento, considerando que a 22 ex-
tracdo & feita com reposicdo da primeira bola retirada.

n Frequéncia relativa e probabilidade

Foram feitos 80 lancamentos sucessivos de uma moeda honesta, dos quais 37 resultaram em cara (K)
e 43 resultaram em coroa (C).
numero de caras _ 37

A razao — = = (0,4625 representa a frequéncia relativa correspon-
namero total de lancamentos 80

dente ao evento {K}; arazao % = 00,5375 representa a frequéncia relativa correspondente ao evento {C}.

Imagine que tenham sido feitos mais 120 langamentos dessa moeda, gerando o seguinte resultado
acumulado para os 200 lancamentos: 96 caras (K) e 104 coroas (C). Desse modo, a frequéncia relativa

correspondente ao evento {K} passou a ser% = 0,48 e a frequéncia relativa correspondente ao evento

104
C — = 0,52
{C} passou a ser 500 ,

A medida que se aumenta o nimero de lancamentos, verifica-se, experimentalmente, que as frequéncias
relativas correspondentes as ocorréncias de cara e coroa ficam cada vez mais proximas entre si, tendendo
a igualdade, dada pelo valor 0,50. Quando isso ocorre, dizemos que o espaco amaostral relative ao lanca-
mento da moeda & equiprovavel.

O Conde de Buffon (1707-1788) — matematico com algumas incursdes na teoria de probabilidades, no
contexto de jogos — teria langado uma moeda 4048 vezes, obtendo a face "cara” 2 048 vezes, de modo que

a frequéncia relativa do evento {K} & igjg = (1,5059. Naturalmente, a frequéncia relativa do evento {C}
2000 o .
1043 0,4941 — observe a proximidade dos valores.
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» Definicao de probabilidade

SejaQ = {a,a, ..., a} o espaco amostral finito de um experimento aleatdrio.

Para cada i £ {1, 2, ..., k}, consideremaos o evento elementar ou unitario {ai}. Vamos assodar a cada um
desses eventos urn numero real, indicado por p({a,}) ou simplesmente p, chamado probabilidade de ocor-
réncia do evento {a}, tal que:

0=p=1.¥ie {12 Kk

=p,tp,+ .. +p =1

Essa associacao é feita de modo que p, (i = 1, 2, ..., k} seja suficientemente préximo da frequéncia
relativa do evento {a}, quando o experimento & repetido um grande numero de vezes.

~—{ EXEMPLO 2

No langamento de uma moeda honesta, dizemos que a probabilidade {ou chance) de ocorrer cara
.1 . . e ] . ;
é E assim como a probabilidade de ocorrer coroa tambem & ? pois, como vimos, lancando-se a
moeda um grande ndmero de vezes, espera-se que a frequéncia relativa do evento {K} seja muito

proxima de % assim como a frequéncia relativa do evento {C}.

EXEMFLO 3
De forma analoga a do exemplo anterior, se considerarmos o experimento que consiste em lancar
um dado nao viciado, € razoavel supor que cada face tenha prn:uhahilidade% de ocorrer, pois % é
o valor para o qual se aproxima a frequéncia relativa de cada um dos eventos: {1}, {2}, ., {6}, a

medida que o experimento & repetido um grande namero de vezes.

Observe que o espaco amostral correspondente ao experimento “lancamento de um dado”
também & equiprovavel: todos os eventos unitarios {1}, {2}, ..., {6} t8m a mesma chance de
oCorrer.

Em jogos de azar, deve-se considerar, eventualmente, a existéncia de algum fator que influencie o resultado — por

exemplo, os chamados dados viciados: em vez de serem cubos perfeitos, podem ter pesos dentro, de modo que a fre-
quéncia de ocoméncia de uma face seja maior que a das outras. Outros truques podem ser feitos também em moedas,
roletas etc.

Quande, no problema, nao for feita qualquer mencdo, subentende-se que estamos diante de um jogo nao viciado {ou
honesto).

Vieja um exemplo em que uma moeda é viciada:

Imagine que uma moeda foi langada um ndmero muito grande de vezes e observou-se que a frequéncia da face cara
(K} é o dobro da frequéncia da face coroa (C).

MNesse caso, podemos supor a seguinte distribuicio de probabilidades para 2 = {K, C}:

pl{k} % e pl{CH %; note, no entanto, que p({K}) + p{{CH % 4 % 1.
MNesse caso, diz-se que o espaco amostral relativo ao lancamento dessa moeda € nao equiprovavel.
\, J
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I Probabilidades em espacos amostrais equiprovaveis

Seja £2 um espaco amostral finito:
0= {al, C I ak}

Ja vimos que, quando o espaco é eguiprovavel, p{{a,}) = p{{a,}) = ... = p({a,}). ou, ainda,

B=P:= - = Pu

Comop,+p,+...+p =1 paratodoi € {1, 2, ., k}, tem-se: p, -1

-
Consideremos E um evento de £2, formado por r elementos (r = k), isto ¢, E = 1a,, 8, ..., a }. Temos:

1 1 1 r

B=p,+p,+.. . +tp=—"+—+ ... +—=—

pl:- :] pl pz pr k k k k

rpa-r:_r_‘lus
Assim:
nimero de elementosde E _ n(E)

r
plE) = —=— =
k numero de elementos de Q niL)
Informalmente, podemaos interpretar a razdo acima como: “a probabilidade de ocorrer um determinado
evento é dada pelo quociente entre o nimero de casos favoraveis (casos que nos interessam) e o namero
de casos possiveis (total de casos)”.

Propriedades

Seja £ um espago amostral finito e equiprovavel, correspondente a um experimento aleatorio.
Valem as seguintes propriedades:
12) A probabilidade do evento certo € igual a 1.

Basta notar que, quando E = @, n{E} = n($2) e, portanto, p(E) = _n{%}L =1.
n

23) A probabilidade do evento impossivel € igual a 0.

Se E é um evento impossivel, E = &, n(E) = 0 e, portanto, p(E) = 0.
33 Se E & um evento de £, distinto do evento impossivel e também do evento certo, entdo 0 << p(E) < 1.

Como 0 < n{E) < n(Q), dividimos todos os termos dessa desigualdade por n{€) = 0:

0 _nE _ n{€y)
nig2)  n{Q) n(gy)’

do que podemos concluir que 0 < p(E) < 1.

43} Se E & um evento de £}, entao p(f}' =1 — p(E).

ComoEUE=0Q e ENE =@, podemos escrever: £
n(E) + n(E) = ni) .
Dividindo os dois membros dessa igualdade por n(£2) # 0, temos:
nE)  nlf)  n(@) _ E
- = E) + plE} =1
n T he e o PE plE)

As propriedades citadas também sao vélidas para um espago amostral finito nao
equiprovavel.
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@ ' EXERCICIOS RESOLVIDOS

1 Uma urna contém 15 bolas de mesmo tamanho e mesma massa numeradas de 1 a 15 Uma bola é extraida
a0 acaso da urna. Qual a probabilidade de ser sorteada uma bola com ndmero maior ou igual a 117
Solucao:

Temos:

= 0= {1, 2, 3, ..,15}; observe que esse espago amostral € equiprovavel.

= Seja o evento E “o ndmero da bola sorteada & maior ou igual a 11", Temos: E = {11, 12, 13, 14, 15}.
Assim:

2 Um dado ndo viciado & lancado duas vezes sucessivamente. Qual é a probabilidade de:
a) ocorrer 5 no primeiro langamento e um ndmero par no segundo?
b) o produto dos pontos obtidos ser maior gue 127
Solucao:
Como vimos, o conjunto dos resultados possiveis & formado por 6 - 6 = 36 pares ordenados, todos com a
mesma probabilidade de ocorrer.
Q={(1,1,0,2), ... (& 6)}
a) O evento gue nos interessa & E = {(5, 2), (5, 4), (5, 6)}.

Assim, plE) = :{g = 3—3;5 = %

b) O evento que nos interessa & E = {(3, 5), (3, 6), (4, 4), (4, 5}, (4, 8), (5, 3}, (5, 4), (5, 5), (5, &), (&, 3),
(B, 4), (6, 5), (6, B)}.

- 13
Entao, p(E) = —.
p(E) T

32 De um baralho comum, com 52 cartas, extraimos, a0 acaso, uma carta. Qual & a probabilidade de ndo sair

um as?

Solucao:

Podemos calcular, inicialmente, a probabilidade Temos plE) = 54—2 e, portanto, a probabilidade de
de o evento E “sair um as”, pois: nao ccorrer um as, evento complementar de E, &

E={+¢ r:‘—'ri’];

01
L w

g - 4 _48 _ 12

H=1——= ===t
'L} A2 52 52 1
SETUP

4 Em um grupo de 80 pessoas, todas de Minas Gerais, 53 conhecern o Rio de Janeiro, 38 conhecem S50 Paulo
e 21 |4 estiveram nas duas ddades. Uma pessoa do grupo € escolhida ao acaso. Qual € a probabilidade de
gue ela tenha visitado apenas uma dessas adades?

Solucao: ;-5:
Para facilitar o entendimento, acompanhe os calcu- ;
los observando os diagramas de Venn: z
= Ha 21 pessoas na intersecao de 530 Paulo e Rio g
de Janeiro. a
Ria de Janeiro Sao Paulo ! %

0 Rio de Janeiro @ uma das ddades turisticas mais famosas
21 do mundo. Rio de Janeiro (RI), 2015.
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= O ndmero de pessoas gque conhecem exclusiva-
mente 530 Paulo €38 — 21 = 17.

= O ndmero de pessoas que conhecem exclusivaments
o Rio de Janeiro € 53 — 21 = 32.

38-21 =17 53 -21 =232

Note que 21 + 17 + 32 = 70. Assim, ha 80 — 70 = 10 pessoas que ndo conhecem qualgquer uma das
duas cidades.

Temuos:

= n{02) = 80

= Considerando E o evento “a pessoa conhece apenas uma das duas e
cidades”, temos n{E) = 32 + 17 = 40.

= A probabilidade pedida é % = 0,6125 = 61,25%.

h
¥ EXERcCicIOS P et

13 Uma urna contém 100 bolas de mesma massa
e mesmo tamanho numeradas de 1 a 100. Uma
delas & extraida ao acaso. Qual é a probabilidade
de o ndmero sorteado ser:

16 O gréfico seguinte mostra a evolucdo do uso do
computador nas regides do Brasil.

Proporcao de domicilios com computador
segundo as regides do Brasil - Percentual sobre

a) 187 o total de domicilios

b) 577 — Morte — Mordeste — Sudeste

©) maior gue 637 - — Sl — o ek

d) formado por dois algarismos? g
60 55 =

e) um guadrado perfeito?

’ w | BT
Uma caixa contém 10 tiras de cartolina, todas = 40 33’_},;}'% 34
do mesmo tamanho e textura. Em cada tira  3p 335:""_{ 29 ;;—-—-'—‘-""'_-—:*7
esta escrita uma Unica letra do conjunto cujos 0 19 | s _/ﬁf"
elementos 530 as vogais e as cinco primeiras T _T/
J P T

consoantes do alfabeto. N3o existem tiras com 19717
a mesma letra. Uma tira € sorteada ao acaso. 0 } '
Qual & a probabilidade de que a letra escrita na 20082005 Ao anin a0 20ns
tira sorteada seja:

Fonte: CETIC. TIC Dornvcifios & Usyanos 2004, Deponived em.
<dala.oebe. brfebfexphmeTidPesgquisa=TIC DOM =,
ﬂ} E? Aceso e 30 mar. 2016,

b) C?
c) J?
d) consoante?

Ao lancarmos um dado duas vezes sucessivamente,

qual & a probabilidade de que:

a) ondmero 1 ocorra em ao menos um lancamento?

b) a soma dos pontos obtidos seja 77

¢) os ndmeros obtidos sejam diferentes entre si?

d) o médulo da diferenca entre os pontos obtidos
s&ja maior gue 27
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Escolhida ao acaso uma das regides mendonadas
no grafico, gual é a probabilidade de gque, em
2013, menos da metade de seus domicdilios pos-
suiam computador?

De urn baralho de 52 cartas, uma é extraida ao aca-
s0. Qual & a probabilidade de que a canta sorteada:
a) seja o sete de copas?

b) seja de ouros?

€) nao seja o valete de espadas?

d) nao seja de ouros nem de copas?
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18 Na tabels sequinte aparece o resultado parcial do

levantamento sobre habitos alimentares realizado
em uma comunidade de 200 pessoas:

Nunca | As vezes
om m Frequentemente
comem carne

carne | carne

Homens 17 a 55 a4
Mulheres b 49 26 C
Total d e 81 200

a) Determine osvalores de a, b, ¢, de e

b) Escolhendo ao acaso um individuo da comuni-
dade, qual & a probabilidade de que seja mulher
& Nao consuma carne?

¢} Escolhendo ao acaso um individuo da co-
munidade, qual & a probabilidade de gque ele
consuma carne frequentemente?

Uma pesquisa realizada com um grupo de frequeses
de urm supermercado revelou gue 63% consomem a
marca A de dleo, 55% consomem a marca B, e 32%
consomem ambas as marcas. Uma pessoa do grupo
éescolhida ao acaso. Qual & a probabilidade de gue
ela nao consuma gualguer uma dessas marcas?

Vinte esfirras fechadas, todas com a mesma forma
e tamanho, sao colocadas em uma travessa; sao0
sete de queijo, nove de came e guatro de escarola.
Alguém retira urma esfirra da travessa ao acaso. Qual
& a probabilidade de que seja retirada uma esfina de
carne?

Bl

=i
=

=
AL
=

-
=
nr

Uma moeda € lancada trés vezes sucessivamente.
Qual & a probabilidade de sair cara mais de uma vez?

Em seu cadeado, Rita pretende colocar uma senha
de trés algarismos gue contenha, obrigatoriamente,
em alguma posicio, seu ndmero favorito, que é o
78. Dentre todas as senhas possiveis que Rita pode
formar, gual & a probabilidade de ela escolher a
senha 1787

Numa prova com trés guestoes (A, B e C), verificou-
-5e que:

= 5 alunos acertaram as trés questoes;
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= 15 alunos acertaram as questoes A e C;

= 17 alunos acertaram as guestoes A e B;

= 12 alunos acertaram as questoes B e C;

= 55 alunos acertaram a questao A;

= 55 alunos acertaram a questdo B;

= B4 alunos acertaram a gquestao C;

= 13 alunos erraram as trés questoes.

Um aluno & escolhide ao acaso. Qual € a proba-
bilidade de ele ter acertado:

a) pelo menos duas questoes?

b) exatamente uma guestao?

Feito um levantamento com os funciondrios de uma
empresa sobre seus respectivos tempos de servico
na empresa, verificou-se que 40% 13 trabalham ha
mais de 5 anos e, entre eles, 60% s30 homens.

Sorteando-se ao acaso um fundiondrio dessa em-
presa, gual & a probabilidade de ele ser do sexo fe-
minino e trabalhar na empresa ha mais de 5 anos?

Apds um ndmero sufidentemente grande de lan-
camentos de uma moeda vidada, constatou-se
que a frequéncia relativa do evento coroa {C} era o
quadruplo da frequénda relativa do evento cara {K}.
Langando-se a moeda uma dnica vez, gqual é a
probabilidade de sair coroa {C}?

Depois de um ndmero sufidentemente grande de
lancamentos de um dado, constatou-se que, para
cada dois resultados com faces impares, ocorriam
trés resultados com faces pares. Se todas as faces
pares do dado ocorrem com a mesma frequéncia,
o que acontece também com todas as faces im-
pares, determine a probabilidade de em um dnico
lancamento obter:

a) face 1:
b) face 6.

O termo independente c da equagdox’® — 3x+c=0
e escolhido aleatoriamente entre os elementos de
{—1,0,1, 2, 3}. Qual & a probabilidade de essa
equacdo vir a ter raizes reais?

Considere a equacao linear, na incdgnita x:
fa—2)-x=4

Se a for escolhido ao acaso entre os elementos de

{0, 1, ..., 9}, gual & a probabilidade de gque essa

equacdo venha a ter:

a) uma dnica solugdo?

b) nenhuma solugao?

¢) uma solucdo inteira?

261
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29 Considere a expressio log, m, em gue m & um

ndmero inteiro, positive & menor ou igual a 100.

Se m for escolhido ao acaso, qual & a probabili-
dade de gue o valor da expressao resulte em um
namero inteiro?

Uma caixa contém x bolas brancas, 3x bolas pretas
e 3 bolas vermelhas, todas com o mesmo tamanho
e mesma massa. Uma bola & extraida ao acaso
dessa caixa. Determine o menor valor possivel de
x, a fim de gue a probabilidade de a bola sorteada
ser preta seja maior gue 70%.

Conta uma lenda gue um tesouro foi escondido em
algum lugar de um terreno, abaixo da superficie
da terra.

A figura seguinte mostra a vista superior do terre-
no, em gue o dreulo mostrado € a projecao orto-
gonal, sobre o planc do solo, de um reservatorio
de dgua vazio com formato cilindrico. Observe as
dimensies indicadas.

00m 250m Omﬂm

-

500 m

Qual & a probabilidade de que o tesouro nao tenha
sido escondide abaixo da regido limitada pelo
reservatorio? Use = 3.

Mos exercicios resolvidos e propostos a seguir, vamos usar as técnicas de
contagem estudadas em Analise Combinatdria a fim de determinar n{£2) e n{E).

® ' EXERCICIOS RESOLVIDOS

5 Em um estado brasileiro, todas as placas de automdveis sdo
formadas por trés letras (entre as 26 do alfabeto) e guatro
algarismos e comecam pela letra M.

GRAFCRAM &

Uma placa serd confeccdionada completamente ao acaso. Qual
é a probabilidade de que ela seja formada por letras distintas e
algarismos também distintos?

Solucao:

O numero de maneiras de composicao da placa pode ser cal-
culado pelo PFC:

.

letras algarismos
MER T T 0 T =@ =26 10°
26 26 10 10 10 10
Vamuos determinar, usando o PFC, o nimero de elementos do evento E “a placa tem letras e algarismos distintos®.
Temos:
M =nE)=25-24-10-9-8-7
RN

A probabilidade pedida &, portanto:

25-24--9-8-7
26-26-30-10-10- 10

= 0,447 = 44,7%

6 Um dnibus de excursdo com vinte brasileiros e seis estrangeiros
e parado pela Policia Rodoviaria para vistoria de documentos.
O fundionario escolhe, ao acaso, trés passageiros para terem os
documentos conferidos. Qual é a probabilidade de gue todos
sejarmn brasileiros?

HEST &% A ZZLROUHAPAESS

=
|
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Solucao:
O espaco amostral & formado por todos os grupos de trés passageiros quaisquer gue podemos formar com
os 26 turistas. Temos, entao:

. _26-25-24 _
Q) =C, === ——= 2600
0 evento E gue nos interessa & formado pelos grupos de trés turistas brasileiros que podemos formar. Temos:
20-19- 18
n(E) = G, = ——5— = 1140
Por fim, p(E) = MEL — 1140 _ ¢ 435 — 43 g9,
nlQ) 2600

Oito pessoas, entre elas um casal e seu filho, s5o colocadas aleatoriamente em fila. Qual & a probabilidade
de que a familia fique junta?

Solucao:

O nimero de resultados possiveis de ocorrer no experimento & P, = 81 = 40320, que corresponde ao total
de filas gque podem ser formadas com as cito pessoas, sem restricdo de lugar.

O evento E gue nos interessa corresponde ao nimero de filas em gue a familia aparece junta. Devernos permu-
tar o bloco “familia” com cada uma das outras cinco pessoas, num total de maneiras igual a P, = 6! = 720.
Porém, dentro do bloco, os trés membros da familia podem trocar de lugar entre si de & maneiras distintas

(F,=3-2-1=6). logo, n(E) = 6! - 6 = 4320.

Dai, p(E) = 2320 . 9,107 = 10,7%.
20320

EXERCICIOS

32 Um dos anagramas da palavra AMOR € escolhido

ao acaso. Qual € a probabilidade de gque no ana-
grama apareca a palavra ROMA?

Um anagrama formado a partir de CARDUME &
escolhido ao acaso. Qual € a probabilidade de ele
comecar e terminar por vogal?

Um ndmero de trés algansmos é escolhido ao
acaso. Qual & a probabilidade de ele ser formado
por algarismos distintos?

Palindromos sdc ndmeros inteiros gue nao se
alteram gquando lidos da esquerda para a direita e
vice-versa. Por exemplo, 7227, 535, 10301 etc.
a) Com 0, 1, ..., 9 formam-se ndmeros de guatro
algarismos. Um deles & escolhido ao acaso. Qual
& a probabilidade de que ele seja um palindromo?

b) Qual seria a resposta se o namero fosse de dinco
algarismos?

Uma caixa contém 60 bolas de mesma massa e

mesmo tamanho, numeradas de 1 a 60.

a) Escolhendo aleatoriamente uma bola da caixa,
gual é a probabilidade de que o nimero obtido
seja maltiplo de 57

b) Escolhendo simultaneamente e ao acaso duas
bolas da caixa, qual & a probabilidade de que,
ermn ambas, apareca um maltiplo de 57

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501
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Pretende-s2 organizar dois eventos no ano; rés d-
dades do Sudeste, duas do Sul e dnco do Nordeste
candidataram-se a sede desses eventos. Sabendo
gue uma mesma cdade nao pode sediar os dois
eventos e que as sedes devemn ser sorteadas, ao
acaso, entre as cidades candidatas, determine a
probabilidade de que:

a) os eventos sejam feitos apenas em ddades do

Mordeste;

b) nenhum evento ocorra no Sudeste.

Um banco enviou a seus clientes uma senha

qualguer de acesso & internet formada por 5 al-

garismos seguidos de 3 letras. Sabendo gue foram

usadas apenas as dez primeiras letras do alfabeto,

determine:

a) o nimero de senhas distintas gue podem ser
formadas;

b) a probabilidade de um cliente receber a senha
12345A0CE;

¢) a probabilidade de um diente receber uma
senha formada pelos algarismos 1, 2, 3, 4 e
5 em gualguer ordem, seguidos pelas letras
A, B e C em gualguer ordem;

d) a probabilidade de um cliente receber uma
senha formada por algarismos distintos e por
letras também distintas.
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39 O gréfico abaixo compara a participacan da
indistria de transformacdo no PIB de alguns
paises.

Comparacao entre paises
Participacao em 2013 (Em porcentagem)

329 318 311

17,8
153 148 435
= 115 115
85

& e‘“@poé@f §@£ o N
“F f
O Fafado o= 5. Paulo, 2 mdeo 2015,
Sorteando-se ao acaso dois paises dessa relacao,
qual & a probabilidade de que:
a) ambos tenham percentual de participacdo no
PIB menor que 15%?
b) ao menos um dos paises selecionados tenha
participacao percentual maior que 2007

A figura a seguir refere-se aos exercicios 40 e 41.

D E
}E}"") s
5

|='51‘HI

40 Fscolhem-se, ao acaso, dois quaisquer dos nove
pontos acima. Qual a probabilidade de escolher-
mos:

a) dois pontos de r?
b) dois pontos de 57

¢) um ponto de r e um ponto de s7

41 Eseolhem-se, ao acaso, trés pontos guaisquer
entre os nove pontos dados. Unindo-se os pontos
escolhidos, gual & a probabilidade de esses pontos
serermn vertices de um triangulo?

42 Trés cartas de umn baralho sdo sorteadas simultanea-
mente. Qual & a probabilidade de que:
a) aparecam o dez de ouros, o sete de copas e
o as de paus?
b) apareca o dez de ouros?

c) todas as cartas sejam de espadas?

43 Trés casais de amigos foram ao cinema e ocu-
param as seis cadeiras vagas, uma ao lado da

outra, em uma certa fileira. Como chegaram um

pouco atrasados, eles se distribuiram de maneira

completamente aleatdria. Qual & a probabilidade

de gue:

a) os homens tenham sentado lado a lado e que
0 Mesmo ocora com as mulheres?

b) cada homem tenha sentado ao lado de sua
mulher?

Um dado ndo vicado é lancado sucessivamente

Lrés vezes,

a) Qual é a probabilidade de ocorrerem, em
qualguer ordem, 2 faces iguais a 3 e 1 face
igual a 67

b) Qual é a probabilidade de ocorrerem as faces
1, 2 & 3, em qualguer ordem?

Unindo-se, aleatoriamente, dois vértices quaisquer
de um pentagono convexo, qual € a probabilidade
de gue o segmento determinado corresponda a
uma diagonal?

2 X
Os ndmeros reais X e y da matriz M = [!" 3] SErA0

escolhidos ao acaso, sorteando-se, sucessivamente
& com reposicao, dois elementos do conjunte {3,
2,-1,01,2, 3}
a) Qual & a probabilidade de que a matriz M
abtida seja simétrica, isto & M = M'?
b) Qual & a probabilidade de que o determinante
de M segja nao nulo?

Um paralelepipedo retorretdngulo tem dimensoes
Jem, 4 cme 7 om. Duas de suas arestas s3o sele-
cionadas ao acaso. Qual é a probabilidade de que
ambas tenham o mesmo comprimento?

Em um programa de prémios de um canal de
televisdo, o participante deve escolher, simul-
taneamente e ao acaso, trés dentre seis cartoes
disponiveis para abrir. 5abendo que ha prémios
em apenas dois cartoes, qual é a probabilidade
de o participante nao receber prémio algum?

Para divulgar seus pacotes de TV, uma empre-
sa decide oferecer gratuitamente um ano de
assinatura a 2 apartamentos sorteados em um
condominio residencial. O condominic possui
3 blocos, cada gual com 15 andares e 4 aparta-
mentos por andar. Se o sorteio & aleatdrio, qual
€ a probabilidade de que dois apartamentos de
um mesmo bloco e do mesmo andar recebam os
prémios-cortesia?
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I Probabilidade da unido de dois eventos

Sejam A e B eventos de um mesmo espaco amostral € finito, ndo vazio e equiprovavel. Vamaos encon-
trar uma expressao para a probabilidade de ocorrer o evento A ou o evento B, isto €, a probabilidade da
ocorréncia da unido dos eventos A e B, ou seja, plA U B).

Consideremos dois casos:

sANB=

Temos:
niA U B) = n(A) + n(B)

0

Como niQ) # 0, podemos escrever:

nAUB) _ n(A) . n(B)

n(€2) n(2)  n(€)
Logo:

plA U B) = p(A) + p(B)
Messe caso, A e B sao chamados eventos mutuamente exclusivos.

~—| EXEMPLO 4

Considerando o experimento aleatorio “lancamento de um dado honesto”, como podemos calcular
a probabilidade de que o nimero obtido na face superior seja maltiplo de 3 ou de 47

Sejam os eventos:

= A: "obter um ndmero multiplo de 3" = A = {3, 6}

B
= B: "obter um nimero mualtiplo de 4" = B = {4}
Queremos calcular p{A U B). A
o2
CDmDr"\ﬁB=@,Er'|‘t-§iDp{ﬂUB}=p{m+p{B}=%+%=%. -
- s |
«ANB#E
Das nocoes sobre conjuntos, temos:
= n(A U B) = n(A) + n(B) — n(A N B)
Dividindo membro a membro por ni{€}) # 0, obtemos:
nfA UB) _ niA) + niB) _ niA N B)
n{€y) niga} n(La) nigl)
AnB

Dai:
plA U B) = p(A) + p(B) — p(A N B)

O evento A M B representa a ocorréncia simultanea dos eventos A e B.
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EXEMPLO S

bola sorteada ser maltiplo de 2 ou de 37
Consideremos:
-0 =112, ..,25}

Queremos determinar p(A U B).

Temos:

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/2414501

Yamos imaginar que uma urna contenha 25 bolas de mesmo tamanho e mesma massa, nume-
radas de 1 a 25, e que uma delas seja extraida ao acaso. Qual & a probabilidade de o numero da

= A "o ndmero é multiplo de 2°; A = {2, 4,6, 8 10,12, 14, 16, 18, 20, 22, 24}.
= B: "o ndmero & maltiplo de 3"; B = {3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24}.

] Observe que os ndmeros &, 12, 18 e 24 sao elementos comuns
ao evento A e ao evento B. Assim, AN B = {6, 12,18, 24} éo
evento formado pelos mualtiplos simultineos de 2 e de 3, isto &,
seus elementos sao os maltiplos de 6.

p(A U B) = p(A) + p(B) — p(A N B)

2.8 4 16

PAUB) === +—= - —=—2=0,64 = 64%

25 25 25 25

EXERCICIOS

50 Mo langamento de um dado, gual & a probabilidade
de gue o ndmero obtido na face superior seja
miltiplo de 2 ou de 37

51 De um baralho de 52 cartas, uma & extraida ao
acaso. Qual & a probabilidade de sair um valete
ou uma carta de ouros?

52 Um dado & lancado duas verzes sucessivamente.
Sejam os eventos:
A: "a soma dos pontos obtidos & 107
B: “os ndmeros oblidos sao distintos”.
Calcule p{& U B).

53 Para apresentar um trabalho, um professor sor-
teard ao acaso um aluno, entre os 30 da turma.
O sorteio sera feito de acordo com o ndmero da
chamada. Qual é a probabilidade de o ndmero
do aluno sorteado ser:
a) primo ou maior gue 10?
b) miltiplo de 7 ou de 57
¢) quadrado perfeito ou divisor de 367

54 Sejam A e B eventos de um mesmo espaco amos-

tral, com p{A U B) = 0,75. Em cada caso, calcule
p(B), admitindo gue:

a) plA) = 0,35 e Ae B sdo mutuamente exclusivos.
b) p(A) = 0,29 e p(A N B) = 0,09.

Para preencher as vagas de trabalho em uma indds-
tria, um certo ndmero de pessoas particpou do pro-
cesso seletivo. O guadro abaixo mostra a distribuicao
dos candidatos por género e escolaridade:

Homens| Mulheres

Ensino Médio completo 18 27

Ensino Superior completo| 27 53

Um candidato do grupo € escolhido ao acaso. Qual
& a probabilidade de que seja:
a) mulher ou tenha Ensine Superior completa?

b) homem e tenha somente o Ensine Médio com-
pleto?

A andlise da série historica de pluviometria dos
Gltimos 20 anos, em uma praia do litoral cearense,
mostrou que a probabilidade de chover 5 ou mais
dias no més de outubro & de 33% e a probabi-
lidade de chover 5 ou menos dias nesse mesmo
més & de §1%. Qual € a probabilidade de chover
exatamente 5 dias, nessa praia, no proximo meés
de outubro?
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[ Probabilidade condicional

Um avido fretado por uma operadora turistica de Minas Gerais
partiu de Belo Horizonte com destino a Matal, no Rio Grande do
Morte, com 140 passageiros. Durante o voo, cada turista respondeu

a duas perguntas:
= Ja voou antes?

Os dados obtidos a partir das respostas dos passageiros encon-

tram-se organizados no quadro seguinte:

= la esteve em Matal?

Voando pela

Ja havia

primeira vez | voado L]
MNao conhecia Natal a3 22 105
Ja conhecia Natal 23 12 35
Total 106 34 140

Probabilidade 267

ADRCAN 0 DLARLFOTOARERA

Praia de Ponita Negra, Natal (RN), 2014.

Um passageiro € selecionado ao acaso e verifica-se que ele nunca tinha viajado

de avido. Qual & a probabilidade de que ele ja conhecesse MNatal?

MNesse caso, ja temos um conhecimento parcial do resultade do experimento:
"0 passageiro estava voando pela primeira vez". Com isso, o nimero de casos
possiveis se reduz a 106. Nesse novo universo, que & o espaco amostral redu-
zido, o ndmero de passageiros que ja conheciam Matal e 23.

Assim, a probabilidade pedida é p =

106°

Esse numero expressa a probabilidade de a pessoa escolhida conhecer Ma-
tal, sabendo que era a primeira vez que viajava de aviao. Vamos denominar tal
numero de probabilidade condicional e indica-lo por:

plja conhecer Natal | primeira vez de avido)

T

{l&-se: “dado que” ou “sabendo gue™)

Do valor encontrado em p =

10

23
o podemos notar que:

= 23 corresponde ao ndmero de passageiros que ja estiveram em Matal e
estavam voando pela primeira vez.

= 106 corresponde ao numero de passageiros que voavam pela primeira vez.

Temos, entao:

plja conhecer Natal | primeira vez de aviao) =

A probabilidade condicional pode ser definida do seguinte modo:
Sejam A e B eventos de £ finito e nao vazio. A probabilidade con-

numero de passageiros que ja conhe-

clam Matal e voavam pela primeira vez

numero de passageiros que voavam
pela primeira vez

0

_ T B
dicional do evento A, sabendo que ocorreu o evento B, € indicada por ‘

p(A | B) e & dada por:

n{A M B)

oA | B) = T

(B)
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Podermnos encontrar uma expressdo eguivalente a 1, dividindo o numerador e o denominador do
28 membro de (1 por n(Q) # 0:

niA M EB)
n(gy) _ plA M B)
PALB) =— > PAIE ="
nig2)

Para resolver problemas de probabilidade condicional, em geral & mais pratico seguir o raciocinio desenvolvido no
problema dos turistas do voo fretado: reduz-se o espago amostral e se calculam as probabilidades nesse novo espaco.

A farmula (2, obtida para o calculo da probabilidade condicional, tem importdncia mais tedrica do que pratica.

Por meio dela, introduziremos, no proximo item, conceitos importantes em probabilidade, como o de eventos
independentes e o tecrema da multiplicacio.

8 Um dado é lancado duas vezes sucessivamente. Sabendo-se que a soma dos pontos obtidos & menor que
6, qual & a probabilidade de que em ao menos um langamento ocorra a face 27

Solucao:

Vamos reduzir o espago amostral.

Com a informacdo dada, o ndmero de casos possiveis passa a ser 10:
Q*={(1,1),0,2),0,3),(1,4),(21),22),(2,3), 3, 1), 3, 2), (4, 1)}

Dos elementos de ¥, é preciso selecionar os pares em gue pelo menos um dos resultados & 2.

Ha 5 casos favoraveis: (1, 2), (2, 1), (2, 2), (2, 31 e (3, 2).

Assim, a probabilidade pedida & % = % = 50%.

EXERcCICIOS f 2 tasane,

57 Uma das letras do alfabeto & escolhida ao acaso. Sabendo que ela & uma das dez primeiras letras, qual & a
probabilidade de que seja uma vogal?

58 Seum dado honesto é lancado duas vezes sucessivamente e os nimeros obtidos sdo:
a) iguais, qual & a probabilidade de que a soma dos pontos seja um nimero par?

b} distintos, gual & a probabilidade de gue a soma dos pontos seja 87

59 Um dade honesto & langado e sabe-se que a face superior tem um ndmero par.
a) Qual é a probabilidade de que o nimero obtido seja primo?

b) Qual é a probabilidade de que o nimero obtido seja um divisor de 57

60 De um baralho comum, uma carta é retirada ao acaso. Se a carta escolhida:
a) ndo & valete nem dama, qual € a probabilidade de ser o rei de ouros?
b) ndo & de ouros, gqual & a probabilidade de ndo ser de copas?
c) & de copas, gual & a probabilidade de ser o rei?
d) nao & de copas, qual & a probabilidade de ser o valete de espadas ou o valete de ouros?

e) ndo & de copas, qual é a probabilidade de ser de ouros ou ser um rei?

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501
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61 Um casal & quatro pessoas sdo colocados em fila indiana. Sabendo que o casal ndo ficou junto, qual
& a probabilidade de que as extremidades da fila tenham sido ocupadas pelas pessoas gue formam o
casal?

62 Mo cadastro de um cursinho pré-vestibular estao registrados 600 alunos assim distribuidos:
= 380 rapazes;
= 105 mogas gue ja concluiram o Ensine Meédio;
= 200 rapazes gue estdo cursando o Ensine Médio.
Um nome do cadastro é selecionado ao acaso. Qual é a probabilidade de o nome escolhido ser de:
a) um rapaz, sabendo-se que ja concluiu o Ensino Médio?

b) alguém gue esteja cursando o Ensino Médio, sabendo-se que & uma moca?

Em um buffet infantil, os clientes escolhem 4 entre as 6 opgoes de petiscos para servir na festa: coxinha,
empadinha, rissole, cachorro-guente, pastel e tortinha.

a) Para uma festa, qual é a probabilidade de um cliente induir coxinha entre os petiscos selecionados?
b) Sabendo que um diente induiu coxinha e empadinha, gual € a probabilidade de ele ter induido também
pastel?

¢) Sabendo gue um diente ndo incluiu coxinha entre os petiscos, gual € a probabilidade de ele também
nao ter incluido empadinha em seu pedido?

condicional, vimos que, na expressdao p(A | B) =

u Probabilidade da intersecao de dois eventos

Teorema da multiplicacao

Seja £ um espago amostral finito e nao vazio. A e B sdo eventos de . Quando estudamos probabilidade

p(ANB)
p(B)

= plA | B) representa a probabilidade de ocorrer A dado que ocorreu o evento B.

= plA N B) representa a probabilidade de ocorréncia simultanea dos eventos A e B (ou a probabilidade

da intersecao de A com B).

= p(B) representa a probabilidade de ocorrer B.

plA N B)

DeplA | B) = o)

segue, imediatamente, a relagao:

p(A N B) = p(A | B) - p(B)

Isso significa que, para se calcular a probabilidade de ocorrer a intersecio dos eventos A e B (ocorréncia
simultanea de A e B), que & p(A M B), & preciso multiplicar a probabilidade de ocorrer um deles (p(B)) pela

probabilidade de ocorrer o outro, sabendo que o primeiro ja ocorreu (p(A | B)).

No exemplo a sequir, ficara mais claro o uso dessa relacao.
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—_—
~— EXEMPLO &

Em um cesto de roupas ha dez camisetas, das quais trés estao furadas. Duas camisetas sdo re-
tiradas ao acaso, sucessivamente e sem reposicao do cesto. Qual @ a probabilidade de que as duas
camisetas retiradas nao estejam furadas?

Podemnos construir um diagrama de arvore para representar os resultados possiveis desse expe-
rimento, associando probabilidades a cada "galho®.

Observe que as probabilidades referentes a sequnda retirada estao condicionadas ao resultado
da primeira.

;; 12 retirada 24 retirada
5 .
= % nao furada
:
I nao furada
10
/ i ]cl.lra'da
9
% ndo furada
i /’/"-'
0 furada

. o
- : \\furada

Estamos interessados em calcular:

p( ndo _ nlo ] . g (observe o 12 galho)

furada furada 10

RS

probabiidade de a 14 carmiseta probabilidade de a 24 camiseta
ndo estar furada ndo estar furada, sabendo que a
a7 7 1e também ndo estava
logo, arespostaép = — = —
a0 1

® ' EXERCICIO RESOLVIDO

9 Emuma caixa ha vinte selos distintos, de mes-
mo tamanho e textura, sendo 12 nacionais e
8 importados. Retira-se ao acaso um selo da
caixa e registra-se sua origem (procedéncia).
A seguir, retira-se outro selo da caixa, sem
gue o primeiro seja reposto, e anota-se a
origem. Qual & a probabilidade de sairem
selos de origens diferentes?

FEFRCOLGAD
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Solucao:

i A - Professor, se achar pertinente,
Vamos representar por N um selo nacional e | um selo importado. peca 3 classe que proponha
outra forma de resolver o

Podem ocorrer dois casos: problema. Uma provével

- Hoh H - ta &
O primeiro selo & nacional e o segundo & importado. Effnfas T
(NN = 12 8 _ 24 Sem reposicao, garante-se
P 20 19 05 gpe_us selos retirados sejam
istintios.
probabilidade de o probabilidade de o 29 seloser 1, Dl nidl = G, — 190 ea
15 selo ser N J L dadoque o 1=selo é N ';';“b‘;b"'cf:e relins
FET
ou
= O primeiro selo & importado e o segundo € nacdonal:
g8 12 24
INN) =— ' —==—
PENN) =539 =55
probabilidade de o probabilidade de o 2= selo ser
1=selr:|serl_| [_N.dadnquenuél
Assim, usando a adicio de probabilidades, temos:
_24 24 _, 24 _48
P=95 "95 ~“ o5 o5

[ Eventos independentes

Vamos considerar o seguinte problema:

12 CDs de MPB e & de musica sertaneja (8), todos distintos entre si e sem identificacao, estao guardados
em uma caixa. Um estudante retira, ao acaso, sucessivamente e com reposicao, dois desses CDs. Qual e a
probabilidade de que os dois CDs retirados sejam de musica sertaneja?

Observe o diagrama de arvore:

1* retirada 2% retirada
2
2 20 MPB
E A2
5 ‘?U M PB \\\_‘
3 £—g
* 20
12

Estamos interessados em calcular p(S N S). Utilizando o teorema da multiplicacdo, temos:
p(s M S) = p{S na 19 retirada) - p(S na 22 retirada | S na 12 }; veja (=

Messe caso, porém, como o CD extraido na 19 retirada é reposto, no momento da 22 retirada a caixa
contém exatamente os CDs de antes da 12 retirada.

Desse modo, o fato de ter sido retirado um CD de madsica sertaneja na 12 vez nao muda a probabilidade
de extrair um CD de musica sertanegja na 22 retirada.

Dizemos gue ocorre independéncia entre os eventos.

A probabilidade pedida &, portanto:

3

8
=p(5N5s)==.
p=npl ) 50 0

=0,16 = 16%
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De modo geral, se p(A | B) = p(A), ou seja, se o fato de ter ocorrido o evento B nao altera a probabi-
lidade de ocorrer o evento A, dizemos que A e B sdo eventos independentes e vale a relacao:

p(A N B) = p(A) - p(B)
Em geral, sendo A1, A}_, An eventos independentes, temos:

plA, NA,N..NA)=p(A)-plA)- .. pA)

® ' EXERCICIOS RESOLVIDOS

10 Um dado ndo viciado € lancado e & registrado o ndmero obtido na face superior. Em seguida uma moeda
honesta & lancada e é registrada sua face. Qual é a probabilidade de obtermos ndmero 5 e coroa?

Solucao:

Os eventos “sair ndmero 57 e “sair coroa” sdo independentes, pois o fato de sair ndmero 5 no lancamento
do dado nao muda a probabilidade de sair coroa no lancamento da moeda.

Desse modo, a probabilidade pedida é:

_1 a2 _1
P=% 2 12
sair g S sair coroa

11 A probabilidade de um atirador X acertar um alvo & de 80%, e a probabilidade de um atiradoer ¥ acertar o
mesmo alvo & de 90%.

Se os dois atirarem uma Onica vez, simultaneamente, qual € a probabilidade de que:

i . 3 A probabilidade de que ambos os atiradores ndo atinjam o alvo &
a) ambos atinjam o alvo: (0 - 0,80} - {1 - 0,90) — 0,20 - 0,10

e Assim, a probabilidade de que pelo
b) pelo menos um atinja © alvo?  menos um st 6 Ao & pel

1-0,20 - 0,10 = 0,98, pois sao

Solucao: eventos complementares.
Nesse problema é natural admitir independéncia entre os Um estudante apresentou, para o
itern b, a seguinte solucdo:
eventos.
1-020-0,10=1-002 =098
a) pXnY) = p(x) - p(v) = 0,80 - 0,90 = 0,72 = 72% Explique o raciocinio desenvolvido
b) 12 moda: pelo estudante!

Sabemos que p(X U ¥) = p{X) + p{¥) — p(X N )

Como ha independéncia entre os eventos, podemos escrever:

pX U Y) = pl) + p(Y) — p(X) - p(Y) = 0,80 + 0,90 — 0,72 = 0,98 = 98%
22 moda:

Podem ocorrer trés casos:

(Xacertae Y erra ) ou (X erra e Y acerta ) ou ( X acerta e ¥ acerta )
. 4 . . : Zaceria e ¥ acerla,

0,80 - 0,10 = 0,20 - 0,90 = 0,80 - 0,90 =
= 0,08 =0,18 =072

Assim, a probabilidade pedida 0,08 + 0,18 + 0,72 = 0,98.
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'Apﬁcacﬁes

Matematica, futebol e loteria

Uma das loterias mais populares
entre os brasileiros & a Loteca (antiga
loteria esportiva).

A Loteca lista 14 partidas de fute-
bol. O apostador arrisca um palpite
para o resultado de cada partida:
vitdria de um dos times (coluna 1
ou coluna 2) ou empate {coluna do
meio).

Ha varias possibilidades de apos-
ta. A aposta minima € um duplo, isto
&, em um unico jogo assinalam-se
duas opcoes: coluna 1 e coluna 2,
coluna 1 e coluna do meio ou colu-
na 2 e coluna do meio. Nos demais  Placar do jogo durante partida entre Vasco da Gama e Joinville, 2015.

13 jogos assinala-se um unico palpite
para cada jogo. Ha também apostas em um triplo, isto €, em um Unico jogo assinalam-se as trés opgoes,
garantindo, obviamente, o acerto do resultado daguele jogo.

Entre muitas opcdes de aposta, podemos citar: 2 duplos; 1 triplo e 1 duplo; & triplos; 3 triplos e 5
duplos (aposta maxima).

Ganha quem acertar os resultados de 13 ou 14 partidas.

Mas, afinal, quais sao as chances de se ganhar nessa loteria com a aposta minima?

A teoria de probabilidades nos ajuda a calcular tais chances, a partir da hipotese de que o espaco
amostral & equiprovavel, isto €, em cada uma das 14 partidas, cada possivel resultado (coluna 1, coluna

do meio e coluna 2) tem probabilidade % de ocorrer.

Observe, também, que o resultado de um jogo nao interfere no resultado dos demais jogos, garantindo,
desse modo, independéncia entre os eventos (cada jogo esta associado a um evento).

Imagine que vocé ira preencher um volante dos 14 jogos, concorrendo com a aposta minima, isto e,
vocé assinala um duplo em um jogo, digamos o primeiro, e nos demais jogos (22 ao 142) um palpite sim-
ples {uma coluna per jogo).

A probabilidade de acertar os 14 jogos pode ser expressa por:

placertar o 12 jogo e acertar o 22 e acertar 0 32e ... e acertar o 142 jogo)
Usando o teorema da multiplicacdo e lembrando a independéncia dos eventos, temos:

p = placertar o 12 jogo) - placertar o 22 jogo) - ... - placertar o 142 jogo)
: y : 3 - ; 3 ;
duple simples simples
2 1 1 1 2 .
- = . — - — P - = = (J,000042%
g 3 3 3 3 3% °

13 fatores

Achou muito pequena a chance de ganhar?

Lembre-se, contudo, de gue esse & um modelo tedrico em que sao feitas previsdes. Na pratica, em varios
Jogos, o apostador tem conhecimento prévio sobre os times e acompanha o desempenho das equipes no
campeonato. Isso pode aumentar a chance de acerto do resultado de um jogo.

Mas no futebol sdo 11 contra 11 e tudo pode acontecer...
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)

EXERCICIOS

64 Duas cartas, de um baralho de 52, sdo extraidas

sucessivamente e ao acaso. Qual & a probabilidade
de sairem duas cartas de copas, se a extracao &
feita:

a) sem reposicao?

b) com reposicio?

Uma moeda e um dado sao lancados simultane-
amente. Qual & a probabilidade de ocorrer coroa
& um ndmero primo?

Em uma festa infantil, foram misturados, em uma
caixa, 12 brindes para meninos e 15 para meninas,
todos empacotados da mesma maneira. Dois brin-
des 30 retirados a0 acaso, sucessivamente & sem
reposicao, da caixa. Qual € a probabilidade de gue:
a) ambos sejam para meninos?

b) um seja para meninos e outro para meninas?

Refaca o exercicio anterior, admitindo que a extra-
¢do seja feita com reposicdo.

Em uma bandeja ha dez pastéis, sendo trés de pal-
mito, quatro de carme e trés de queijo, todos com
o mesmo formato e aparéncia. Se Dudu retirar trés
deles ao acaso, sucessivamente e sem reposicao,
qual & a probabilidade de que:

.
-

5

-
2
-
-

£
[=
=
e
L

a) todos sejam de carne?
b) exatamente dois deles sejam de palmito?

¢) seja retirado um de cada sabor?

A probabilidade de um nadador A queimar a
largada em uma competicao € de 18%; para o
nadador B essa probabilidade & de 12%. 5e os dois
nadadores estdo disputando uma prova, qual é a
probabilidade de que:

72

s FACA NO
# cADERNO

a) ambos queimem a largada?

b) nenhum deles queime a largada?

¢€) ao menos um gueime a largada?

Dois estojos idénticos estdo sobre uma mesa.
Um deles temn 3 canetas pretas, 2 vermelhas e 3
azuis; o outro tern 2 canetas pretas, 4 azuis e 1
vermelha. Fabricio escolhe ao acaso um estojo e
dele extrai, aleatoriamente, uma caneta. Qual & a
probabilidade de Fabricio tirar uma caneta azul?

Lhel

ALEX ARGOT

Sobre uma mesa ha duas moedas: uma term duas
caras e a outra tem uma cara e uma coroa. Uma
delas & escolhida ao acaso e lancada. Qual & a pro-
babilidade de obter cara?

Um casal de mateméticos foi passar um fim de
semana de verdo na praia. Jorge havia lido as
previsoes meteoroldgicas na internet e disse a
sua mulher: “A probabilidade de nao chover no

fim de semana & % e a probabilidade de chover

no domingo éLr". A partir dai, perguntou a ela:
2

“Qual &, entao, a probabilidade de chover nos dois

dias de viagem?”

De um baralho comum (52 cartas) extraimos,
sucessivamente e sem reposicao, duas cartas.
Qual & a probabilidade de sairem cartas de naipes
diferentes?

De cada 15 camisas que um vargjista coloca a

venda, 10 sdo fabricadas pela confeccdo C e 5

sao fabricadas pela confeccdo €. Os percentuais

de camisas com defeito produzidas nas confeccdes

C, e C, sdo, respectivamente, 4% e 1%.

Uma camisa gque esta a venda no varegjista é sele-

cionada ao acaso.

a) Qual é a probabilidade de gue ela ndo apresente
defeitos e tenha sido produzida em C 7

b) Qual & a probabilidade de a camisa apresentar
defeita?
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Probabilidade

5T TROQUE IDEIAS

| As chances na Mega-Sena |

Vamos voltar a introducdo do capitulo, na qual citamos a
Mega-5ena.

O volante da Mega-Sena, formulario em que os nimeros da
aposta sao anotados, contem 60 nameros, de 1 a 60. Para con-
correr, pode-se apostar em seis numeros (aposta minima), sete,
oito, ..., até 15 numeros (aposta maxima). A cada rodada, sdo
sorteados seis nameros entre os 60. Ha prémios em dinheiro para ) } : )

) . ) _ Apenas pessoas maiores de 18 anos podem
guem acertar quatro numeros (guadra), cinco ndmeros (quina)  apastar, conforme o artigo 81, inciso IV, da
e 05 sels numeros (sena). Lei ne 8.06590.

; 4 3 foi 7 Consulte as respostas nas
Mas, afinal, se alguém fizer a aposta minima, que chance tem de ganhar? Orientages DidSticas

ANORE AORTAFOTOARENA

a) Qual e a probabilidade de acertar a sena com a aposta minima?

b) Qual é a probabilidade de se fazer uma quadra (isto &, acertar exatamente 4 ndmeros) com a
aposta minima?

c) Qual é a probabilidade de se fazer a quina (isto &, acertar exatamente 5 nimeros) com a aposta
minima?

d) Qual & a probabilidade de nao se acertar qualgquer numero fazendo a aposta minima?

e) Em janeiro de 2016, a aposta minima custava R$ 3,50; ja a aposta em 8 nameros custava R$ 98,00.
i) Quem aposta em 8 numeros esta concorrendo com quantas senas?

ii) Ha propordionalidade entre os valores dessas apostas e as chances de acertar a sena?
iii) Apresente um calculo que justifique a resposta anterior.

f) Aaposta maxima consiste na escolha de 15 dezenas. Ao se optar pela aposta maxima, em quantas
vezes aumenta-se a chance de acertar a sena?

g) Em janeiro de 2016, Aurélio possuia R$ 24,50 para apostar na Mega-Sena. Como ele sabia que a
chance de acertar a sena € muito pequena, pensou em maximizar as chances de acertar a quina.
Ele ficou em duvida se valia a pena fazer 7 apostas minimas (7 - R$ 3,50 = R$ 24,50) ou uma
unica aposta em 7 numeros, que também custava R$ 24,50.

Para acertar a guina, qual era a melhor opcao para Aurélio?

Alguns bancos usam o seguinte sistema complementar de seguranca para digitacao de senhas na
internet: Ma hora de digitar a senha, o usuario encontra, na tela do computador, cinco “botdes”, cada
qual contendo um par de algarismos, colocados em ordem crescente. A composicdo dos “botdes”
e gerada aleatoriamente pelo sistema e nao ha repeticao de algarismos. Veja a figura seguinte, que
mostra uma possivel configuracdo visualizada na tela:

|1nuﬁ”BouE”Dou?||80u9||20u4|

Seasenha do usuario for 350161, ele deve pressionar, sucessivamente: 22, 22, 38, 12 12 e 12 "botoes”.
a) Ao acessar uma conta desse banco pela internet, qual € a probabilidade de que o usuario
encontre a configuragao
[0ou2|{1ou3||4o0ub|[7oud||50ul]|?
Admita gue o sistema possa gerar, ao acaso, qualquer configuracao.

b) Qual é a probabilidade de alguém que nio conhece a senha de & digitos de uma conta ter acesso a
ela, nesse sistema, “chutando” todos os “botdes” nos quais se encontra cada algansmo da senha?
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TABELA TRIGONOMETRICA
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Angulo (graus) | Seno Cosseno | Tangente Angulo (graus)| Seno Cosseno | Tangente
1 0,01745 | 0,99985 0,01746 46 0,71934 | 0,69466 1,03553
2 0,03490 | 0,99939 0,02492 47 0,73135 | 0,68200 1,07237
3 0,05234 | 0,99863 | 0,05241 48 074314 ( 066913 | 1,110861
4 0,06976 | 0,99756 0,06993 49 0,75471 | 0,65606 1,15037
5 0,08716 | 0,99619 0,08749 50 0,76604 | 064279 119175
6 0,10453 | 0,99452 0,10510
! 012187 | 0,99255 012278 51 077715 | 0,62932 1,234599
8 013917 | 0,99027 0,14054 52 0,78501 | 0,61566 1,27994
9 015643 | 0,98769 0,15838 53 0,79864 | 0,60182 1,32704
10 0,17365 | 0,98481 0,17633 54 0,80903 | 058779 1,37638

55 081915 | 0,57358 | 1,42815
11 0,19087 | 0,98163 0,19438 56 0,52904 | 0,55919 1,48256
12 0,20791 | 0,97815 0,21256 57 0,83867 | 054464 1,53986
13 0,22495 | 0,97437 0,22087 58 0,84805 | 0,52992 1,60033
14 0,24192 | 0,97030 0,24933 59 085717 051504 1,60428
15 0,25882 | 0,96593 0,26795 a0 0,86603 | 0,50000 1,73205
16 0,27564 | 0,96126 0,28675
17 0,29237 | 0,95630 0,20573 &1 0,87462 | 0,48481 1,80405
18 0,30902 | 0,95106 | 0,32492 62 0,88295 | 046947 | 1,88073
19 0,32557 | 0,94552 0,34433 63 0,89101 | 0,45399 1,96261
20 0,34202 | 0,93969 0,36397 B4 0,89579 | 043837 2,05030
65 0,90631 | 042262 2,14451
21 0,35337 | 0,93358 0,38386 66 0,91355 | 040674 2,24604
22 0,37481 | 0,92718 0,40403 a7 0,92050 | 0,39073 2,35585
23 0,39073 | 0,92050 0,42447 B8 092718 | 037461 247509
24 040674 | 0,91355 0,44523 69 0,93358 | 0,35837 2,60509
25 0,42262 | 0,90631 | 0,46631 70 0,93969 | 0,34202 | 2,74748
26 0,43837 | 0,89879 0,48773
27 0,45399 | 0,891 0,50953 1 0,94552 | 0,32557 2,90421
28 0,46947 | 0,B8295 0,531 72 0,95106 | 0,320902 3,07768
29 0,4584381 | 0,87462 0,55431 73 0,95630 | 0,29237 3,27085
30 0,50000 | 0,86603 0,57735 74 096126 | 0,27564 348741
75 0,96593 | 0,25882 3,73205
31 0,51504 | 0,85717 0,60086 76 0,97030 | 0,24192 401078
32 0,52992 | 0,84805 | 0,62487 77 0,97437 | 0,22495 | 433148
33 0,54404 | 0,83867 0,64941 78 097815 | 0,207: 4, 70463
34 0,55919 | 0,82904 0,67451 79 098163 | 019087 5,14455
35 0,57358 | 0,B1915 0,70021 80 0,98481 | 017365 567128
36 0,58779 | 0,80903 0,72654
37 060182 | 0,79864 0,75355 a1 095769 | 0,15643 6,31375
38 0,61566 | 0,78801 0,78129 B2 0,99027 | 013917 711537
39 0,62932 | 0,77715 0,80978 83 0,99255 | 012187 B,14435
40 0,64279 | 0,76604 | 0,83910 84 0,99452 | 0,10453 | 951436
&5 0,99619 | 008716 | 11,43010
41 0,65606 | 0,75471 0,86929 86 0,99756 | 0,00976 | 14,30070
42 0,66913 | 0,74314 0,90040 87 0,99863 | 0,05234 [ 19,08110
43 0,68200 | 0,73135 0,93252 28 0,99939 | 0,03490 | 28,63630
24 0,69466 | 0,71934 0,96569 &9 0,999385 | 0,01745 | 57,29000
45 0,70711 | 0,70711 1,00000

Esta tabela contém valores aproximados. Os arredondamentos utilizados sao de cinco casas decimais.
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RESPOSTAS

A circunferéncia

trigonométrica
Exercicios
1. afed d ’—E"ud o) & rad
blSrad e SEwad  h) = rad
i 0 Lad ) L
2. a)a0r
b) o0
£) 45"
d) 36
e) Aproximadamente 28, 66",
fy 135"
g)40°
h) 330°
i} Aproximadamente 1727,
3. 60m

G % cm {aproximadamenta 16,75 cm)

5. Ambos 1Bm o mesmo comprimento.
6. a) |‘1?|L~<J{Fﬁ:_|-i] = med({{0) = -E:-

h]?
7. 3925om 8. 10

9. a) Aproxmadamente 17,19 cm.
b} 18 cm

a.'l% rad b) 2mcm

125 m
a) 90°
b) 75"
24,8 em
10 - {4 + =) am

€} 157 30°
d) ro°

e) 7730
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Simetria em relacao ao eixo vertical.
21. a)

Nao ha simetria.
b)

Simetna em relacao ao centro da
circunferéncia.

Sirnetria em relacio ao eixo horizontal
{ow em relacao ao centro da drcun
feréncia).

22, a) Fquadrante.

P S I
H&1W11UR1W

23. a)A: 0, B: %; C E D: = E 4Tn;

- 4
=5
b) Perimetro: 6 u.c.
. 3T
Areal 3 U

m m 3n n 3n Im
26.[:!.‘,1.2.4,:1.4.2 T

Desafio

SHem

Exercicios
1. 2

Ts

10.

Respostas 277

3 %374 "
a) sen 757 <2 sen B5°
b)sen 100° = sen 170°
€) sen 2507 = sen 260°
d) sen 300" = sen 290°
a) 0, 76604 d) 058779
bl —0, 76604 e} 095106
¢) —0,64279
a) Positivo. d) Positivo.
b} Positive. &) Negativo.
€) Negativa.
a)a=0 b) -a

=4 T 2T
a)s = 56
b)s = {0, n}

=42
ﬂb—{z}

. f5x I
as {3 2}
e)s =1

n Z2n 4n Sn
5= {T' T T}
A calculadora estava configurada em
RAD, e nao em DEG (o modo DEG
formece o valor do seno de um dngulo
medido em graws).
3

aly=12 b) x=— "T

= _A3
s = C0s—— = —5
P . S S EEN

[ [ 2
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Respostas

n On .
€05 == & 05 ——: positivos.

=1 E
U’.‘lbﬂ € Cos 1E‘-":: negativos.
5 5
14. aig- d) -1 9=
b) O e 0 hi1
1 &

'I'-]'—T fl -
15. a) cos B5" == cos B5°
b) cos 917 <= cos 897
) cos 507 < cos 340°
d) cos 1907 = cos 170°

16. 0
17. a)m =0 b) —m
| NE
18. a)F; cos 907 — cos 307 = -5
o L
oo Bl = 3
bV
av

d)F; |sen 100°] = |eos 1007
e) F, o ndmero real 6 tem imagem no
A48
) F; o maior valor possivel & 1.
. 3443
19. Perimetro: —F—uc
Area:

3
g u-a.

SET1 X - L0502
20, _ =

]

& 3
272

wr-{5 4}
€l 5 = {0}

- _ J2=n 4n
ﬂ*'?7+

21. a)5 =

22, Uma possivel saida & caloular inidalmen

e cos = pis cos AE — — oo
e Los 5 . POIS D05 o = oos T -

no_ n_[42V_ 1
bhr.ﬂ’T—Lm"T—(T) =
1 1
THT=!
o) sen S = 3 im 1
sen 3 = =3 Cos =-3=

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501

2. -
25, Nio.
26, =5
27. 2 -3t
I 24
h}E e) T
24
€ 5%
5
28. £

cos = & T
B
29, m=0oum =%

30, Sim, pois sen 707 = cos 200,
410
. =
32 a) -3 d) 2
b)o el 43
{3
973
33. a3 d) —1

b o e) ———
¢ -3
34, y=4-2/3
35. a) Positivo.
b} Negativo.
€) Positivo.
36. a) v v ejv
bl F diF flF
37. Demonstracao.
38. a) -0
b) 0,4

d) Megativo.
) Positivo.

¢) 0.4

Fl
39 lgu= —#
&0, 2.6

a17 " J17
17 Y

&89 8

1. a)

42. a)

Trigonometria em

tridngulos
quaisquer

Exercicios

1. -L"E cm
2. AB = b5/ cm; BC == 4,03 cm.

3. == J{E + JE}' ey = 642 em.

§. Aproximadamente 407 melros.
5. 105° 6. 15cm
7. a) Aproximadamente 1811 m.
b) Aproximadamente 1171 m.
B. a)lim
b) Aprosimadamente 23,6 m.
9. a) Aproximadamente 743 m.
b) Aproximadamente 887 m.

) 498 m
10. a) 70 km b) 42 km
. 5
12, a)1d4m b) 5 cm el 13 em
13. [—ql}._ +3+ -ip';:l cm
14. 8 om 15, 28 km
16. Aproximadamente 191,86 m.
17. a}i,__r b) 3 cm e) 15em’

1B. x = 1 ey = 60", AABC & retingulo
em C.
19. 36 minutos.

20, B-42 +43 om

24
21. -=
22, a) 1,5 em’ ) 17,5 em?®
b) 442 o d) 543 em?
15 315
2. )+ b) % o= av’

24, Area: 21,6 m?
Terceire lado: 7,6 m

25. a}% em b) 90°

26. a]l-ql'e'_ cm r:-‘rﬁ I,
b)5{3 o’
27. a}ﬁ;_;,r’
b) |:-‘1 43 - Ix:l o’
g3
a e’

28. (311 -

Desafio

16-[1'_'1_+ l:lr_rn

Fungbes
trigonométricas
Exercicios
PP S 2 b S B
L Be—E SR -
4 19%
2 - 455 -
e _ Sm, 22w 49w,
=0 R R v 10.
4a —ﬂ,ﬁ,%.

2. A A0m, —14m e BO0m.

1/m 11z
B: 3o -

2
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C 13m —2

Ine —in

a) Hexdgono.

b) Perimetra

: 6 u.c: Area: %E u.a.

a) Negativo. d) Positiva.
b) Positivo. e) Megativo.
) Negativo. fi Positiva.
43 3
ajo c) = e) -
2
b1 d -5 0 —i}__—
a)v €l F e F
b)v d) v
alp =2 Im = [-2, 2].
¥
] .
S
] i 2/
x x
F
blp=23=Im=[-1,1].
¥
e
o 2 /=
H w3 X
T T
cp =2—3n; Im=[—1, 1L

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501

) p=dx Im=[1, 3.

9 [teR|-3=1=1}

3
10. ‘{rn R ‘ 3

= m = 2}

1 a5 b) 5
12. ajbm d) 24 s
b} 5.8 m e) 11 voltas.
) 2 m
13, a) -1 g0 o-+
b1 d)o fi —1
1 1
14. a}—T d) -3
2
h‘i% e 0
&, .a
9--3 -
o
15, v = e
16. {HIE“|—%=‘3ITIE—0}
17. ©
1B. a)p = 2n; Im = [-2, 2].
¥
2
o X
e
blp = 2m; Im = [1, 3].
=
e p=4am Im=[—1, 1]

dip=2mIm=1[2 4]

Thub =

=

¥
L
_ =TT TR _/-f*'}
_1 %__Fﬁ'ﬂz T X
dip = %;Im =[-1,1].

Respostas

e}p=%; Im = [1, 3].

T
i
i
Iz E =
E I T T

19. a)F; LUB(% + k.’.n) =eos o=

bV
€) F, o valor minima & —2.
d}F; ¥ & uma funcao afim.
el v
fiv
20, a) 2020: 418 milhoes (USS);
2025: 409 milhdes (U5$);
2030: 391 milhdes (US$).
b} 3 vezes; 382 milhoes (US$).
21. A D=R;Im=[-1,1]:p =2Tn_
bB)D=R;Im=[-3, 3], p=1n
dD=R:Im=[-3, 1] p=4n
d) 0 = R; Im = K; F ndo & penddica.
T

e)D=R;Im=[—4,4];,p= 3

22. a)

23. Alternativa b.

Desafio
1
Exercicios
1. aj3x2 )2 =2 el 3x
b)1 x4 djiax3 Nix4g
2. a)4 b) A €)1 d)1

. a=[1-1
la 2

279
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280

Respostas

¢ (-5 -1-8-3)

23, a) 15
1412

5. 0 1 16 5-10
6. aya=[ 11 bl 2 7 df 1 5 -1
—4 0 1 5 4 1 5
bjp=| 61 4 26, a) 2127 b) ¢, = 3i
20 -1 1 -3
oo 25. a)X = 1 2
gt=| 3 -1 5 8
-9 5
g b) X = 0o 6 ]3
d]u'=[,r] -5 9 -
1
{ g x=
E]L'=l ﬂ 1 ﬂ,'_'\- 3
|,\—2 11 7 41

fiIF=157 103l

2 -3 3
glc' = 1 1 —
-2 2 2

7. A=| 2 7 9
8 1012

8 3
9. Princpal: 1, 4e9.
Secunddria: 3, 4 e 3.

3
26. a)|
g

W o

5 5
4 2
4 5

g
(14

b)C. CeA.

27, a) Sim; nao.
b) Nao existe m € R que satisfaz a
condicao.

10. a) 1485 €} R$ 2713500
b} 180
11. a)XeY: 15 km
4 & 12
ZeX: 27 km 29. a][—m 20 —4]
YeZ 46 km
b = LI
o i 3
11 b) 5 1
001 _ 4
12. A=l g0 0 13 3
[ V¥
-1 0 d -2 -4 -6
13. a)A=] 1 1 { —-10 2
=1 -1
_ _ g9 10
hlA'={ Tl ‘:| 13-127
_ 30. 2 n
01 -1 a i 912 2838

14. a) Canadd 0 1 México
b) Argentina; 3 pontos. -7 0
15. aym=3en=4. b}
blg,, = 875; em 100 g de queijo mo
zarela hd 875 myg de cilcio.
= 35,6, em 100 g de queijo
parmesao ha 35,6 g de proteinas.
) 9360 mg
d) Mais que a metade.
16. a) Trago de A = —6

lracode B =9 [—2 &
34. a)
Trago de € = 36 | -2 13]
bo="oup=2X [0 32 7
N b B 109 5—19]
17. a=2b=1,c=6ed=4. -
1B. x=4, y=3ez=17 €) Mao existe.
19. a) Nao existe m £ K. [—2
b)m = -3 d) _4:|
20. p=g=23 L—6&
2. a=-3b=-2c=-1,d=0,e=5e r
_ —15 10
=0 0
el 17
22. a)AcC 4 3
b) 3 L 8 &

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501
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12 —4 16
nlie -6 24
30 —10 40

gl Nao exisle.

10-4 3
by 13 -1 3
9 &6 3
1 4 5
35.a)| 4 2 d,
10 3

bNsooiste. ¢ | & & 3
1
al
8
36. 2)3 B17 o Naoeiste
3. 2

3B. x=2ey=—-4
710
:l!.a]'(15 HJ

ill.a}[] ?}
1 1

ul(ﬂ _1]

11 12 2
b) [ 20 33 12
5 18 34

=]

1. m=3
4 6 7 7 99
2. 95 3 2 6 [=] o
I B 10 5 144
A=99 B =91 C=147
43, — z]
64 19
&4. 2) 24
22 18 207
hl[ze n} {“ Eg] [294]
24 28 276
15 2
&5, x = G ey=Tg

3 3
6. x=Fey=-—-7.

&7. Resposta pessoal; qualguer matriz da

formal * ¥ ceomxEReyER,
=2y x
SEMVE COMO exempla.

48. a) Bicarbonato: 23,8 kg;
carbonate: 5 kg; dcido: 21,2 kg.

23 25
3 251 (en00
h’(ﬁj ﬂf}'[q DDDJ

) 9500 envelopes na versdo T e 5500
envelopes na versao E.

_[-3 4 -7
iﬂ.a}x—[_J b)x = [13 25}
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50. 1#semana: RY 31,28
24 semana: R 29,85
s1. of 3227 521
b)c,, = 297; 297 myg & aquantidade total
de cildo encontrada na receita IL
e c,, = 167, 167 mg & a quantidade
total de magnésio encontrada na

receita I00.
52. Sim.

o 1Y
B3. L _1}

2 2)

54&. Moo exsle.
56. a)] 1 —1

-4 7
5L s=Tey=

'rz -3 -5 -
1| £ =13 16
59. a)a L 3 5] b) x [12 23)

1 2
30 3
1
60.| 0 S 0O
2 1
3 0 3
RN
61. x=| =/
1 _4
7 7
Desafio
2 2
a](x=Dy=—gcz=T ou

b) Resposta pessoal, demonstracio.

Sistemas lineares

Exercicios

1. a,c.fh

2. a)5im.
b) Mao.

3. a)Sim.
b) Mao.

4. -8

5. a)80x + 120y = 25200
b) Sim; nao.

€) Sim.

€) Mo
d) Simn.

) Nao; sim.

—_Ja
6. m= T

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501

7. Entre oulras, sao solugoes:

a](D. —%J ou (=2, 1).

by(0, 1, 1) ou (1,1, 2).
€ (0, 2) ou (1, 1).

d'i(ll}. 0, 1_56) ou (2,2, 2).

8. &8
9. a)1a b) 10
10, a) —4x + 3y = —1, por exemplo.

b) Resposta pessoal.
11. a)5 = {{3, —1}}; 5.RD.

¥

0
5= {lx5— xR} ou
5={5-yykyERLSPL
w
I+ =15
o 5 x
x+y=15
dis =@ 5l
¥
w-2y=1
tx—dy=7
0 /
1]/1 7 x
Y ®
-4
7
12. 30 unidades.
13. RS 28,40 14, B% 360,00
15. a) 51 pontos.
b) 11 ermos.
€) Mao & possivel_
5
16. m #= 5 17. 11

1B. m=—4en=2.

Respostas

19, a) (3, —2) é solucio e (— 3 %) n3o &

solugda.

LRt

3 2] 32 -
da=|1 —1|eB=|1 —1 -7}
4 1] 4.1 2

a=[2 1 3]eg=f2 1 3 13
9 [—111t}L Eiiio 4

22,9020
+wy=2

h]{5x+;y—2¢=11
x—y +32=13

x+ y+ = 13
qd Iy — Ay + 3z =11
—3x — 3y — 3z = 10
23. aym =1 ggm=3
bim=3
(s
o) 1) (1) (3)
b) Verificacio.
€) Vierificacao.
d) -5

25, ae ¢ estao escalonados.
26. a)5 = {(—3, 71} 5.RD
bls = {(3, 3, -4}, 5.ED.
5= {7+ 2+ 3a a) =R}

5.EL
djs = {6, 0, 3, )}, 5.RD.
els =7 5
27, =3 [i=2,7=—6
2B, a)x —y=8

b) Resposta pessoal.

5= {8+ a),xE R}, 5PL
29 5={{1 +u, =1+ 2, ), xE R}
30. a)5 = {{1, 3, 2)}; 5.RD.

b5 = {{—11, —6, =31}, 5.PD.

€5 =050

=1 +ah5h =3 |
dj b—{(—z — ,1:],::1!: R}'. SR
3. a 5={[_"+r13. 2 Tlm[.u),uEH}

b)s = {i5, -2, —1)}
=
djs={{1,1,1)}

32. Quibe: R$ 4,50; esfirra: RS 2,20; suco:
Rt 6,00,

33. A% 88,00

34, 14 guestdes erradas.

281
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782 Respostas

35. a)s = {{7, 3)} 50. a=—-3eb=1
h'lb:n={l:‘:r—cx.2.u:l,:xE|]E} 51, a]|:2__k o :|
5= -3 5-k
d)5 = blk=2ek="5
e s = {(1, 5)}
ns=1{-1,231) s2.kmleks o
36. a) 53. a]ttn = {{0, ®}; 5.RD. .
¥ b)5S = [{2ue, ), x E R}, SPL
e ) 5 = {{0, 0, 0)}; 5.RD.
d)5 = {{—x, o, ) o € B}, SPL
54, a)m = 2
* B}S = {{—1 1, 9o, S v € R}
N i 55. m # —1
56. a)m = —8
__d_1“ . b) Resposta pessoal; todo par ordenado da forma (—2 o, o,
" i £ R, satisfaz.
—/a- Desafio
—3
c) ¥
Geometria Espacial
de Posicao
1
Exercicios
. 1. a) H G
E I,
37. Ana: K% 160,00; Bia: B3 75,00; Carol: R 105,00
38. a) R$ 4,00 p c
b) Nao & possivel determinar.
¢} RS 32,60
d) Mao & possivel determinar. & B
39. Arquibancada: R$ 80,00
Numerada descoberta: RS 120,00
Numerada coberta: RY 200,00 b)
&0, 145 H G
41, a) -2 d) & a)—1
b)-13 e}l hj 1 = _
c) 4 f) —2a¢
42, a) -1 c) —15 e —13 g) —12
b} 3 d) -1 fil —33 D .
43. 12
&b, a) 22 o -1
b)2 d)-15 A B
45, a) & b) &
&6, det A= 1, detB = —4;
det (A + B) = 0; det (A - B) = —4.
: < H G
&7. a)5= {1, -2}
b)s = {0, 43,43} )
9s=1{1} :
48, a)s=[x=ER | x=—-4]
bls={xeER|x= -1} o
49, a)m = 2 =
bjaAmeR
cm=2 A B
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7.

10.

11.

d) 4
“ H P
“
)
n “
-
*u *u
E
. K
o '
3 .
S A
.
D e
= -
- “‘
-
' .
‘\
~
A B

Um dnico plana ou trés planos.
Menhium, urn dico plano ou quatio planos,

Um dnico plano.

Trés pontos (pés das mesas) nao colineares
determinam um dnice plane (o plano do
chao), mas quatro pontos podem determi
nar mais de um plano.
ajwv v
b v djv

e} F

algcfacyach
b) B e ¥ (paralelos coincidentes).
Pedyelparalelos distintos).

v
djF

ajF eV

b)v

a) Paralelos.
b) Secantes.
€) Secantes.
d) Secantes.

&) Parakelos coincidentes.
Perssiveis respostas:

a) Plano do assento (CDE) e o plano do solo.

b) Plano [ABC) e plano (CDE) {ou plano de
encosto e assento); intersecio: (0.

o) A e D; TG e Tl

d) 2B & BL; plano do encosto.
TF e TF ; plana do assento.

e) AD e plano (CDE; raco: ponto D.

f) B e plane (CDE); T0 e plano (GHI).

a)v d)F

b v e)F

v

ajv djv alv
bV e] F h) v
cF fiv

a) Comcorrentes. d) Secanles.

b) Reversas. e) Paralelas.
€) Paralelas distintas. f)  Reversas.

a)v e} F

b)wv v

c) F gl v

d)v

ajv v el F
b F diF

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501
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16.

19.

20.

a) F
by v
v
d)F
eV
Resposta pessoal;

a) AD e OT sa0 coplanares e concorrentes,

por exemplo.

b) TF & F1G sao coplanares e paralelas, por
exemplo.

¢ BB TG, {0 4 B e T0 L TG, por
exemplo.

d) As retas AL e AD sdo paralelas a0 plana
(BCG), porém AL e AD s3o concorentes.

ajv

by v

e F

d)v

el F

fiv

a) AW ¢ perpendicular aos planos (ABC) e
(MNF).

b) AW, B, F, 00, TR e TS.

) Plano [AMS).

d) Planes: (MMNP), {ABC), (ABM), (CDO),
(EDQ) & (AMS).

ajr )t
bl s d) 50¢
a) Sim; ponto F, planos (BFG) e (EFG).

b) Sir; reta T0.

€) Sim: o plano (BDF) contém a reta OH,
gue & perpendicular ao plano (ABC). Pela
definicao, os plancs (BDF) e (ABC) sia
perpendiculares.
0 trago & a reta BO.

22, alF dF el F alv
b)v d)F flF
23. a) Planos possives: (ABC), (ERG), (D) e (EFE).
b) Sirn; reta TF ; obliquos.
€) Secanftes.
24, a) Vv djv glF
b) F e) F
€ F fiv
25, a)F dF
bjv el
v
26. a)3om d) 7 em gl 7 em
b) 7 cm &) 3cm
€} 2an fl 3am
Desafio
Alternativa b

Respostas 283
Poliedros
Exercicios
3
1. ajd= b-q;_ om; A = 37,5 am’;
W = 15,625 cm’.
=T
bid = gun; A =28em’ V=100m
B1
gd= ;r_m; A = I om; V=0 amd,
2. 140 dm?
3, d=4.3 om; A =06 amd V = B .
& A =432m'V=0432 ,‘IE m'.
B, alx=7um
b) 128 cm?
€) 14 em
6 08 o
7o a)x=30cm
b) 3043 ar
19
9
B.  a) Quadruplica; octuplica.

b) Reduz-se a LB da drea total do cubo
original; reduz-se a % do volurme do
cubxo original.

€) Reduz-se a L da drea total do cube

. 4 1
orginal; reduz-se a ¥y do volume de
cubx original.

d) Multiplica-se per k*; mulfiplica-se por k.

9. 15
10, 1Z2me8m.
1. a) 550w’ b) 1462 5%
12, a) Ih».JrZ_ om b} 1620 cm®
13. R$ 596,00
14, Alternativa a.
15. a) 25851, b} 583 cm?
16. a)A, =42, A =54 ene ¥V = 21 em.
blA, = 15an’, A = (54 43) em*
=
= | om.
€A, =3043 um?; A=6(3+5{3) o
A543
V= oy
2
17. A =56 -1r]_dm"; W= 48 dm?.
28— 25
18. a) 384 cm’ b) TJ_
19, A =264 cm?, V = J8E o
20, A =144(10+ 33 ) dre;
V= 4321]5 dm’.
21. R$ 1280
22, f=4meH=Em.
285/420



Respostas

23, a) 6843 dnv b) 60 di?
28 A = 364113_ an’; V=15 13114'? am.
25, 936m*
26. a) Firamide gquadrangular.

b) Firimide encaganal.

€} Pirdmide triangular.

d) Firimide oclogonal.
2T, 12 vérlices, 22 areslas e 12 faces.
2B. a) Piramide hexagonal,

b) Pirdmide pentadecaganal.
29, 4 wirtices, 6 arestas e 4 faces.
30. a) /2 an?

b) 36 an’
31 Som’
32, 120m®
33. a) IE,I’E om?

h‘_ﬂ-ﬂ;_E m

1642
c) Eil_-.l"J'_un‘

34, A, =486 om’ A= 2431+ 22} e’
eV = HSJf_erl‘.

35. 64,3 m?
36. 192 e

% 24.4'3_Lm‘
38. 65529

39. Altemativa b.
&0. 288 om?
1. 60%

42. A = 10843 dm% H = 642 dm e
W= bﬂﬁdm‘.

847
8. 55
&&. b’

3.2

2

m

45. a)

2
h]‘."=9"Tr.ﬁ,=‘3I[l+13 .

&6. a) 108 m* € &0°
b) 363 m

&7. x=1oney=24cm.

48. Moo,

&9, 472 dm?

50. h=10cmef =6un

5L 1043 cme
52. a) 643 dn’ bB) 843 dm’

53. a) 20 om b) 9

56, a) 14cm®  B) 3543 + 8om
55, 9072 L

56. a) (5243 + 180) cm? b) Gem
57, al 0042 m b) R$ 103,60

58. 200 dm’ B9. 3136 dm’

60, a) Corvexos: 1, I1, IV e VL

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501
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b} v|aAacE
1 B 12 B
il 10 15 7
m 16 24 10
w 7 15 10
v 16 24 10
VI 12 ) 30 | 20
) Todos.
6l. A=30eV=10
62, A=190eV =60
63. 13
64, 3 laces tnangulares e4 fces quadrangulares.
65, a)iimV-A+F=d-b+4=2

b) Sim; todas as faces s3o triangulares, em
cada wérlice concorrem 3 arestas e &
euleriano.

€) Nao; a base & urn tridngulo retdngulo.

66 a)SimV-A+F=7-12+7=2

b) Nao; uma face & hexagonal e as demais
triangulares, Outre molivo: no wilice da
pirdmide concorrern & arestas e em cada
wirtice da base concorrem 3 arestas.

€) Nao; nao é poliedro de Platao.

67. a) Octaedio regular: 8 faces triangulares (i

1.

dngulos equilitenss), 12 arestas e b wirtices.

b} Sim.
Desafio
a) 14 b} x =5
Corpos redondos
Exercicios

a) A =dmom?; A =6mond; V=1Inemt
b) A, =Smem’; A =T on’;, V=25 an’.
d A, = 1200 + 2} mm;

A= 8(23n +30) mm’; V= 480m mmy’,
Sim; observe gue o volume interno da lata
& 352 - mwoem® = 1000 e
1.250m cm*

4 dias.

5. [fimom’ ou 96w on’.

6. a)l5som b) 15072 L

T 21352kg

B. a)5m
b) 48 m?

9. 150w em?

10. (58,32 cm® e 30,96 o’} ou (53,80 cm’ e
23,20 em?).

11 6336 m

12 a7

b)Cubo: 1000 cm®; cilindro: 250 cm’.

13. a)Mao; o volume tolal consumido se
ria 4B0x em® e, na garrafa, s6 ha
A450m om’ de café.
b)RE 128,45

14. a)2993,6 o’
b)Aprodmadamente 2,784 kg

15. 157L
16. a) A construgao de €,
b) A construgao de €.

1% 100 m

1B. O copo grande.

19. Ecm

20. 5o

2L B0m unidades de medida de volurmne.

22. a)Sim; pois a razao L & constante para
todo x € ]0,10] eigual a 16x.
b}
4 V (metros cobicos)
L

Bl

b

a 2 3 10 = (metros)

23. a)Sim, veja a figura abaixo:

(X

130cm

-

S0em

b) 3020 cm’
26, a)5625m

b) 5 cm

) 162000 L

Bl
25. —3 om’

286/420
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26.
27.

28.
9.

30.
31
32.
33.
34.

35.

36.
3%

38.
39.
40.

41. a) 4

42,

Bdm e’
A = 600w dr’; W = 1 500w drm”.

65,1 kg

a) 242w o', 363w o, % o,

h]ﬁﬂﬂq’g om?; bﬂn{q'g + E:Ir_rn";
3500
3

o,

) (%) em®; 12{x + 1) cm’;

B o
334
28 Br cm®
12Bx cm’
alr
a) 432x dm?
25&;; 2 o’
65 crm’
a) 1443 cm
176L
Smom!
5

b) 324x dm?

b) 4,704 m*

3

==
3

43, Jql'h'_rrl

44,
45.

46.

47.

48.
49.
50.
51.

58.

59.
60.
61.

62.
63.
64,

65.

ajim
A33x cm?
2

R

b) R$ 107 880,00

I'n
= TL"I’

A=x:
9100w crm?

x4 +3J5)
—_——m

4 vasos.

a) 225x e €) 25
b) 48x cm e 750w cm’.

R$10270,00
12 dm
4.8 m

3413
5+ {)Lnr’

Area: 144x om; volume: 288 am’.
230w e’

m m

a) &x cm?
b} 16= cm’
97 % emd
18 wasos.
a) 12z un’

2em

Bom

a) 1364 m’
b) 115, 73 me

aj4

) Bdmon’

b) -1111]3_ om

b) R$54040,00
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66.
67.

.

PN

112 env?

a) Area: 4A; valume: 8V

b) Area: -';— wolume -;T

b) 2751,35 em*
b) 972 1L

a) 310 em*
a) 5,13 m*

252 cm
Allernativa c.
12,56 cm?
196w cm”

a) 100 cm?
b) 1000 e
al 23:

o

b) Area da cunha: 48x cm®; volume da
cunha: 24z ome.

T6. S0m cm’
77, &l°
7B, 1540 m’
mh 3 Ank! 3
79. a]Terl b) 5 Lm
Desafio
Alternativa b
Analise
Combinatoria
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A

Absrcissa, 24
Agrupamento ordenado, 235
Agrupamentos nao ordenados, 243
simples, 235
Altura da piramide, 166
da superficie asférica, 217
do dlindro, 191
do cone, 199
do prisma, 152
do tronco de cone, 208
do tronco de pirdmide, 181
Angulo central, 7
inscrito em
circunferdncia, 35
Angulos de duas retas, 137
Arco de circunferénca, 7
Arcos complementares, 29
chnaruos, 47

da pirdmide, 168

da cilindro, 192

do cone, 200

do prisma, 161

do tetraedro regular, 171

do tronco de cone, 208

do tronco de pirdmide, 181
Arestas, 127
Arranjos, 239

Base da pirdmide, 166
da cilindro, 191
do cone, 199
do prisma, 152

C

Cidlico, 45
Cicle trigonométrico, 13
Cilindro, 191
de revolugao, 192
equildtero, 194
Circunferdncia trigonométrica, 13
Coeficiente, 97
independente, 97

Combinagteas, 243
Comprimento de um arco, &, 10
Cone, 199

de revolugao, 200

equildtern, 204
Cones sermedhantes, 241
Conjunto imagem, 49
Constante de proporcionalidade, 35
Contradominia, 49
Cosseno, 24
Cossenoide, 58
Cubo, 136

D

Densidade, 164
Determinacan de planos, 130
Determinante de uma matriz, 115
Diagonal do paralelepipedo, 154
principal, 69
secundéria, 69

Dizgrama da drvore, 227
Distdncia entre dois pontos, 143
Distancias, 143

Dominio, 49

E

Exo cilindrico, 191
Elemento neutra, 77
simétrica, 77
Equagio linear, 97
matricial, 76
Escala, 93
Escalonamentao, 109
Esfera, 213
Espage amostral, 253
equiprovivel, 256
finito, 257
Evento, 254
certo, 254
complementar, 255
impassivel, 254
Eventos independentes, 271
mutuamente exchsivos,
265
Experimento aleatdrio, 252

=

Face, 127
Fatorial, 233
Frequéncia relativa, 256
Fungao afim, 101
crescents, 49
decrescentsa, 49
Impar, 49
par, 58
periddica, 48

G

Geratriz do cilindro, 191
Grau, &

Imagem de um ndmere na drcun-
ferfncia, 13
Intersecao de eventos, 269

L

Led dios cossenos, 37
senos, 34

M

Matriz, B5
anftissimétrica, 79
coduna, 68
completa de um sistema,
104
identidade, 85
incompleta de um sistemna,
104
inwersa, 04
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irversivel, 94
invertivel, 94
linha, 68
nula, 68
opasta, 77
produto, 80
quadrada, 68
simétrica, 75
soma, 75
transposta, 69
Batrizes que comutam, 87
Medida algébrica de um
segmento, 20
amgular, B
linear, &
Métodn da adigao, 100

N

Moghes primitivas, 127

0

Ordenada, 20

P

Par ordenado, 98
Paralelepipedo, 153
retdngulo, 153
Perfodo, 48
Permutagtes, 235
Pirdmide, 166
reqular, 167
Piramides semelhantes, 177
Planos perpendiculares, 140
Poliedro, 149
Pesighies relativas de dois planos, 131
duas retas, 134
reta e plana,
133
Postulados, 128
da determinagao, 128
da existéneia, 128
da incusao, 129
de Euclides, 129
Principio fundamental da
contagem, 226
da Cavalieri, 160
multiplicative, 229
Frisma, 151
Probabilidade, 257
condicional, 267
Projegies ortogonais, 142
Proposighes primitivas, 128

Quadrantes, 13

R

Radiano, &

Raio unitirio, 13

Regra de Samrus, 124

Relagdo de Euler, 186
fundamental, 28

Reta e plano ortogonais, 138
perpendiculares, 139

Rotagio, 92

S

Secao mendiana de um cilindro,
194
meridiana de um cone, 204

Seno, 20
Senoade, 50
Simetria, 16
Sinal de uma fungao, 49
Sisterna escalonado, 105

homogénea, 122

impossivel, 101

linear, 103

possivel e determinado,

101

indeterminado,
1
Siternas equivalentes, 110
Sélidos equivalentes, 161
semelhantes, 177

Solugio impripria, 122

nao trivial, 122

prispria, 122

trivial, 122
Subconjunto, 243

-

Tangente, 30
Teorema da multiplicacac de proba-
bilidades, 269
Tetraedro regular, 171
Transformagtes geométricas, 91
Translacao, 91
Tridngule acutdngula, 38
arnitmético, 253
abtusdngula, 38
Tripla ordenada, 98
Tronco de cone, 207
de pirdmide, 181
de pirdmide regular, 182

U

Unido de eventos, 265

V

Varidvel livre, 107
Wértice da pirdmide, 166
de poliedrs, 151
dio cone, 199
Vihumne
da esfera, 245
da pirdmide, 168
do dlindro, 193
dio cone, 201
dio cubo, 156
dio paralelepipedo, 155
dio prisma, 161
do tetraedro regular, 172
dio tronco de cone, 209
de pirdmide, 181
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SUGESTOES PARA OS ESTUDANTES

= 20000 léguas matemdticas: um passeio pelo misterioso
mundo dos nimeros
A. K. Dewdney. 1. ed. Rio de Janeiro: Zahar, 2000.
Messe livro de aventura, somos levados a uma viagem ficticda pelo
mundo & procura de solugdo para um grande mistério: porque o
cosmo (desde o dtomo até a propria forma do Universo) € t3o mira
aulosamente regido por leis matematicas?
* A Matemdtica das coisas: do papel A4 aos cordoes de sapatos,
do GP5 as rodas dentadas
Nuno Crato (adaptacdo de Ruth Ribas Itacarambi). 1. ed. 530
Paulo: Livraria da Fisica, 2009.
0O livro esta dividido em cinco tematicas: Coisas do dia a dia, A Terra &
redonda, Coisas secretas, Arte @ Geometria e Coisas matematicas. Para
cada uma dessas tematicas, o autor apresenta curtas e interessantes
resenhas que ilusiram a presenca da Matematica em nossas vidas,
sem form aas muito espeificas ou calculos complicados.
* Alex no pais dos nimeros: uma viagem ao mundo maravi-
lhoso da Matematica
Alex Bellos. 1. ed. 530 Paule: Companhia das Letras, 2011.
Viajando entre diferentes linguas e culturas, o autor investiga as
propriedades do Sudoku com seus inventores; conversas com um
pesquisador espedalizado em radodnio guantitative de tribos indi
genas na Amazdnia; aventura-se em um cassino de Las Vegas para
tentar prever os acasos da fortuna e outras aventuras.
= Aprendendo Matematica com o GeoGebra
Luis Claudio Lopes de Araijo e Jorge Cassio Costa Nobriga.
1. ed. 5ao Paulo: Exato, 2010.
Segundo os proprios autores, a ideia foi escrever um livio au
toinstrutivo voltado para o estudante, um material com o qual ele
possa desenvolver, de maneira independente, as construgdes com o
software educativo GeoGebra. No livro s3o abordadas construgies
em Geometria Plana {angulos, tidngulos, quadrilateros, Tales, pontos
notaveis do tridngulo), fungbes afim e quadratica e Trigonometria.
= Contando a historia da Matematica: dando corda na Trigo-
nometria .
Osaar Guelli. v.6. 9. ed. 530 Paulo: Atica, 2000.
Usando uma vara e suas sombras, Tales de Mileto determinou a
medida da altura de uma pirdmide no Egito. De ideias simples como
553, surgiu a Trigonometria, cuja histiria & contada nesse livro.
Desafios e Enigmas: Uma forma descontraida de colocar a
prova seu raciocinio
Juliano Niederauer e Marla Fernanda C. de Aguiar, 1. ed. 530
Paulo: Novaera, 2007.
O livro apresenta problemas interessantes, desafios, enigmas,
charadas e testes de logica, ategonzados em muito faceis, médios,
dificeis e muito dificeis.
Enigmas, desafios, paradoxos e outros divertimentos ldgicos
& matematicos
Dimas Monteiro de Barros. 1. ed. Aracatuba: Novas Conguis-
tas, 2003.
O livro traz uma série de problemas de logic e radodnio guantitativo,
com nivel de dificuldade adequado a faixa etania. Os problemas estao
acompanhados de resolugies comentadas.

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

BUL!JHINL I L; CO&TA, 5. 1. R. C; FIGUEIREDO, V. L.; WETLLER, H.
G. Algebra Linear. 3. ed. $30 Paulo: Harbra, 1986.

BOYER, C. B. Histdna da Matematica. Tradugdo Elza £ Gomide. 3. ed.
530 Paulo: Edgard Blucher, 2010.

CARVALHO, B C. P Introdugdo & Geometria espacial. 4. ed. Rio de
Janeiro: SBM, 2005. (Colecio do Professor de Matematica)

DOLCE, O.; POMPED, ). N. Geomefria Espacial. v. 10. 9. ed.

530 Paulo: Atual, 2013. (Colecio Fundamentos de Matemadtica
Elementar)
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* O bibliotecario que mediu a Terra
Kathryn Lasky, 1. ed. 530 Paulo: Salamandra, 2001.
A maneira engenhosa de estimar a medida do raio da Terra, proposta
por Eratdstenes, ha mais de dois mil anos, € o eixe central desse
livro — um verdadeiro tributo 3s mentes curiosas e investigadoras.
* Os poliedros de Platao e os dedos da mao
Nilson José Machado. 8. ed. 530 Paulo: Scipione, 2000.
0 livro estuda os poliedros de Platdo (incuindo os poliedros requiares)
e discute, para cada um dos cnco tipos (dnco s3o os dedos de uma
mao...), quais poligonos s3o usados em sua construgae. Ha também
uma interessante reflexdo sobre a impossibilidade de construir polie
dros regulares com poligonos gue tenham seis ou mais lados.

Os videos sequintes pertencem a série: Matematica na Escola e estio
disponiveis em < wiww.m3.ime.unicamp.br = Acesso em: 28 abr 2016.
= A cartomante

Assunto: Andlise combinatdria

Quando assistir: ao estudar o capitulo 10 — Analise Combinatona
* A loira do banheiro

Assunto: Matrizes e criptografia

Quando assistir: ao estudar o capitulo & — Matrizes
* A maldicao da piramide

Assunto: Volume de pirdmide e de tfronco de pirdmide

Quando assistir: a0 estudar o capitulo & — Poliedros
* Abelhas matematicas

Assunto: Prismas

Quando assistir: a0 estudar o capitulo & — Poliedros
= Alice e a lei dos cossenos

Assunto: Lei dos cossenos

Quando assistir: 30 estudar o capitulo 3 — Tngonometria em tridngulos

quaisguer
* As aventuras do geodetetive 2: latitude e longitude

Assunto: Esfera

Quando assistir: ao estudar o apitubo 9 — Corpos redondos
* Bombons a granel

Assunto: Multiplicagio de matrizes

Quando assistir: ao estudar o capitulo 5 — Matrizes
* Coisa de passarinho

Assunto: Introdugdo & probabilidade e frequéncia relativa

Quando assistir: ao estudar o capitulo 11 — Probabilidade
* Formula magica

Assunto: Cubagem da madeira; volume do cbo e cone

Quando assistir: ao estudar o capitubo 9 — Corpos redondos
* Noite de forro

Assunto: Teorema da multiplicagio e eventos independentes

Quando assistir: ao estudar o capitulo 11 — Probabilidade

HAZZAN, 5. Fundamentos de Matemaitica elfementar: combinatdria
e probabilidade. v. 5. 8. ed. 5o Paulo: Atual, 2013.

LIMA, E. L. Areas e volumes. Rio de Janeiro: SBM, 1979, (Colecao
Fundamentos da Matematica Elementar)

LIMA, E. L; CARVALHO, P C. B; WAGNER, E.; MORGADO, A. €. 0.
A matematica do Ensino Médio. v. 2. Rio de Janeiro: SBM, 1998.
(Colegdo do Professor de Matematica)

MINISTERIO DA EDUCACAQ. Secretaria de Educacio Basica. Diretoria
de Curriculos e Educacdo Integral. Diretrizes Curriculares Nacionais
da Educacdo Basica, Brasilia: MEC/SEB/DICEI, 2013,
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0O livro de Matematica & um importante material de apoio as atividades do estudante, tanto
em sala de aula quanto em casa, servindo como fonte de informacgdes tedricas, roteiro de exercicios
e problemas, estimulador de reflexGes e pesquisas, entre outros objetivos. Entretanto, o livro nao
substitui o professor, o principal mediador das atividades que conduzem a aprendizagem.

Nesse sentido, nossa intencao foi propor algo que realmente auxilie e complemente o trabalho
do professor. Assim, para esclarecer os principais pontos do nosso livro, elaboramaos as Orientagges
Didaticas que acompanham cada volume desta colecao.

As Orientactes Didaticas sdo compostas de duas partes.

A primeira parte € geral, isto & comum aos trés volumes, e subdividida em tépicos. Em um
primeirc momento, apresentamos os eixos de trabalho, os objetives que buscamos atingir e a
estrutura detalhada do livro.

Sugerimos a leitura de parte de dois documentos; um deles trata da escolha dos conteddos a
serem trabalhados em sala de aula e o outro, das trés grandes competéncias a serem desenvolvidas
no Ensino Médio:

* representacdo e comunicacan;

* investigacdo e compreensao;

* contextualizacdo sociocultural.

A seguir, abordamos a avaliac3o, o gue avaliamos e os instrumentos de avaliacio. Para auxiliar
o professor, procuramos mostrar exemplos de varias situacdes apresentadas no texto, além de
propor um memento de estudo, com a leitura de fragmentos de dois textos sobre avaliacio, de
autores de referéncia no assunto.

O ultimo topico da parte geral das Orientacdes Didaticas traz uma ampla e atualizada lista
com sugestdes de leitura e consulta para o professor.

A segunda parte das Orientagbes Didaticas é especifica para cada volume.

Em um primeiro momento, descrevemos os conteudos e conceitos que serdo apresentados,
listando seus objetivos especificos.

Ha também sugestSes de abordagem para os conteddes, com algumas possibilidades de
avaliacdo. Procuramos destacar os assuntos mais importantes em cada volume.

Em sequida, para a secio Troque ideias @ apresentado um comentario geral, com encaminha-
mentos, objetivos, competéncias relacionadas e sugestdes para o professor mediar a atividade. Ha
também a solucao de todos os exercicios propostos.

Por fim, ha sugestdes de atividades em grupo, devidamente detalhadas em seus objetivos,
desenvolvimento, material e resolugdo comentada. Muitas dessas atividades podem servir como
fontes de avaliagao.

Como todos os livros desta colegdo apresentam variadas listas de exercicios, problemas e de-
safios, inevitavelmente, os estudantes consultardo o professor. Assim, na dltima parte, encontra-se
a resolugio de todas as questdes e atividades propostas.

Esperamos que estas Orientagbes Didaticas permitam uma melhor compreensao da nossa obra

e possam otimizar o trabalho cotidiano do professor.

Os autores

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501
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COMENTARIOS GERAIS

Conheca esta colecdo

Ao elaborarmos esta colec3o para o Ensino Médio,
procuramos proporcionar ao estudante conhecimentos sig-
nificativos de teoria e pratica da Matematica, visando a pre-
paracao para o trabalho, ao desenvolvimento de habilidades
e competéncias, ao exercicio da cidadania e a continuacao
de seus estudos em outros cursos.

Tivemos também o objetivo de contnbuir com o trabalho
do professor, pautando-nos em nossa pratica pedagogica. Vale
salientar gue acreditamos na autonomia do educador, cuja pratica
docente ndo deve ser limitada pelo Ivro didatico, o gual tem o
papel deindicar caminhos, respeitando a proposta pedagogica da
escola e do professor. No entanto, para que o livro didatico seja
um auxiliar confidvel, & necessano que os conceitos sejam apre-
sentados com precisao, a linguagem e o rigor sejam compativeis
com essa etapa da escolanidade, as propriedades sejam justifica-
das e aplicadas a exercicos e situagbes-problema, os conteddos
estejam integrados e os conhecdmentos matematicos possam ser
aplicados em situagdes cotidianas ou usados em outras reas do
saber, construindo, dessa maneira, aprendizagens significativas.

O programa desenvolvido nos trés volumes pode ser
pensado emn grandes topicos, a saber:

* Mimeros;

* Funcdes;

* Geometria;

* Estatistica, contagem e probabilidade;

* Algebra.

Os conteddos e os conceitos construides em cada volume
tém sua escolha com base nos sequintes critérios:

* favorecer a autonomia intelectual dos estudantes,
solidificando e aprofundando conhecimentos ja ad-
quindos;
possibilitar a integracdo entre diversos topicos do
programa de Matematica;
possibilitar a aplicacao dos conhecimentos matemati-
cos a outras areas do conhecmento;
favorecer a aguisico de habilidades e competéncias;
atender as sugestes da Secretana de Educacao Basica
do Ministéno da Educacdo (SEB/MEC) por meio dos
Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio

PCNEM (2002), PCN+ (2002), e também pelo docu-
mento Ormentacdes Curriculares para o Ensino Médio:
Ciéncias da Natureza, Matemdtica e suas Tecnologias

Conhecimentos de Matemdatica (2006);
atender &s sugestdes preconizadas na matriz curricular
do Enem;
levar em conta a pratica pedagogica dos professores-
-autores desta proposta;
respeitar as diferentes propostas pedagogicas presentes
nas escolas brasileiras.

Antes de iniciarmos a explanacio sobre os eixos de tra-
balho, vale destacar que logo no inide do volume 1 ha um
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capitule sobre nogdes de conjuntos, em que sdo aberdados,
de maneira simplificada, os conceitos basicos, a linguagem
simbalica e as operagbes com conjuntos. A apresentacdo
desse topico tem por objetivo familiarizar os estudantes com
a linguagem matematica, auxliando-os na construcio dos
conceitos que serdao apresentados ao longo da colecdo.

P NUmeros

Embora esse eixo seja trabalhado de maneira geral nos trés
volumes da colecdo, da-se maior énfase a ele nos volumes 1 e 3.
Mo primeirc deles, & feita uma revisao de conceitos ja apresenta-
dos no Ensino Fundamental relacionados acs nimeros naturais,
nameros inteiros e ndmeros racionais nas formas decmal e
fraconana. A seguir, s3o abordados os ndmeros imracionais e os
ndmercs reais — campo fértil para a exploracao dos intervalos
reais. Novolume 3 s30 apresentados os nimeros complexos nas
formas algébrica e pelar e suas operactes na forma algébrica.

P Funcoes

Esse eixo @ deservolvido nos trés volumes, com énfase
maior nos volumes 1 e 2. Mo volume 1 s3o estudados o con-
ceito geral de funcao, a leitura e a construgao de graficos, a
funcac afim, a funcao guadratica, a funcao definida por vanas
sentencas, incluindo-se ai a funcao modular, a funcao expo-
nendal, a funcio logaritmica e as sequéncias. As progressoes
aritmética e geométrica s3o apresentadas como funcoes com
dominio no conjunto dos naturais. No volume 2 abordam-
-se as fungdes trigonométricas, enfatizando-se o conceito
de pericdo de uma funcdo e revisando-se outros conceitos
como paridade, conjunto imagem etc. Todo esse estudo é
precedido pela apresentagdo da arcunferénca trigonométn-
ca. Mos textos de aplicacdes da Geometria Métrica Espacial
revisamos a funcao afim, o conceito de proporcionalidade e a
funcao quadratica. Mo volume 3 sdo intreduzidas as fungdes
polinomiais de grau maior ou igual a 2, ainda que, em seu
estudo, sejam abordados varios aspectos algébricos.

Mos trés volumes, ha representages graficas das funcoes
construidas com o auxilio de softwares livres de Matematica
como o GeoGebra e o Graphmatica.

Com o estudo da Matematica Financeira, nesse Gltimo
volume, s3o retomados concetos ligados a funcie afim e
progressoes aritméticas; a funcio exponencial e progressoes
geométrnicas; & funcio logaritmica, com o uso de logaritmos
e suas propriedades na resolucio de equaches exponenciais
provenientes dos problemas de juros compostos.

P Geometria

Esse eixo & trabalhado nos trés volumes. Mo volume 1 &
feita uma revisio de segmentos proporacnais e do teorema de
lales; de semelhanca (em particular a semelhanca de tnangulos)
e de relagSes nos tnangulos retangulos, incluindo-se, natural-
mente, o teorema de PitAgoras. A seguir sdo introduzidas as
razdes trigonométricas no tridngulo retdngulo. Alnda nesse
volume é feito um estudo completo sobre areas de superficies
planas, consolidando-se conceitos construidos no Ensino
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Fundamental. Alguns elementos da Geometria Analitica s3o
abordados, especialmente no estude da funcio afim e quadra-
tica (plano cartesiano, determinacio da equagio de umna reta,
intersecao de retas, pardbola etc.). No volume 2, a resolucio de
triangulos & estendida aos tniangulos acutdngulo e obtusangulo
com o estudo da lei dos senos e da lei dos cossencs e calculo
da area de um tnangulo. Em seguida, é realizado um estudo
predominantemente intuitivo da Geometria Espacial de Posicao,
finalizando com a Geometna Métrica dos Solidos, abordando
de forma abrangente areas e volumes dos principais poliedros
e corpos redondos. Mo volume 3 é feito o estudo completo
da Geometria Analitica: ponto, reta, circunferéncia e conicas.

P Estatistica, contagem e probabilidade

Esse eixo é trabalhado nos trés volumes.

Mo volume 1 iniciamos o estudo da Estatistica, enfati-
zando sua importancia social e as etapas de plangjamento de
uma pesquisa. Em seguida, destacamos a construcdo e inter-
pretacio de tabelas de frequéncia e representactes graficas.

Mo volume 2, em Analise Combinatona, destacam-se o
principio multiplicativo (ou prindpio fundamental da con-
tagem) e outros métodos de contagem com base nele. Em
seguida, é feito o estudo completo de probabilidades.

Mo volume 3 complementamos o estudo da Estatistica:
revisamos tabelas de frequéncia e graficos, e fazemos um
estudo abrangente das medidas de centralidade (ou posicaa)
e dispersao (ou vanabilidade) para resumir e caracterizar um
conjunto de dados.

» Algebra

Esse pixo @ tratado nos trés volumes. Mo volume 1, a
Algebra esta disseminada no estudo de fungées, uma vez que
equacdes e inequagies s3o partes integrantes do texto. No
volume 2, & feito o estudo das matrizes e sistermnas lineares,
incluindo-se2 uma rapida “passagem” pelos determinantes. No
volume 3, a Algebra se faz presente no estudo dos polindmios
e equacoes algébricas.

Objetivos gerais da colecdo

* Consolidar e aprofundar os conhecimentos adquiridos
no Ensino Fundamental.

# Contribuir para a integracdo do estudante na socieda-
de em gue wvive, proporcionando-lhe conhecamentos
significativos de teoria e pratica da Matematica, indis-
pensavels ao exercicio da cadadania.

* Proporcionar o desenvolvimento de competéncias e
habilidades que lhe possibilitern competir no mercado
de trabalho.

# Possibilitar ao estudante o reconhecimento das inter-
-reflagbes entre os varios campos da Matematica, e
desta com as outras areas do conhecimento.

# Proporcionar ao estudante conhecimentos basicos
gue lhe permitam continuar seus estudos em cursos
de tecnologia ou universitarios, além de adquirir uma
formacao cientifica geral.
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Nesta colecdo

Ao elaborarmos esta colegdo para o Ensino Médio
etapa final da educacao basica -, procuramos atender as
necessidades dos estudantes de hoje, com base em nossa
experiéncia em sala de aula e nas orientacdes dos docu-
mentos oficiais do MEC, acompanhando as significativas
mudancas desse ciclo nas escolas brasileiras, em particular
no que diz respeito a Matematica.

Ha importantes avangos da Educacdo Matematica
nos processos de ensino e aprendizagem nesta area do
conhecimento, objetivando que o “fazer Matematica com
compreensadoc” seja estendido a todos os estudantes, de
modo que eles reconhegam a Matematica como uma ciéncia
de grande relevancia social, gque se organiza segundo ca-
racteristicas proprias e desenvolve importantes habilidades,
favorecendo a autonomia intelectual.

A consecucio dos objetivos da colegao listados anterior
mente pressupde um trabalho pedagogico planejado, articu-
lado e organizado por parte do corpo docente do colégio.
Acreditamos que nossa proposta nesta colegao possa viabili-
zar, onentar e faclitar esse desafiador trabalho do professor.

Dois grandes pilares norteiam e caracterizam a colecdo:

* o carater pratico e utilitario da Matematica, presente

nas necessidades cotidianas do cidadao e nas vanadas
atividades humanas, exibido na colecio em contextua-
lizagbes reladonadas as praticas sociais, a outras areas
do conheamento ou & propna Historia da Matematica;

+ 0 desenvolvimento de habilidades e competéncias

cognitivas especificas da Matematica, possibilitando ao
estudante reconhecer e compreender as caracteristicas
particulares dessa ciéncia, gue utiliza métodos propnos
para a construcdo dos conhecimentos e validacao das
propriedades.

Com redacdo as escolhas metodologicas da colecio, des-
tacamos que, de maneira geral, os conteddos e conceitos s3o
introduzidos por meio de um exemplo ou de uma situacio-
-problema ou, ainda, de uma situacdo “motivadora®, que é
retomada no desenvolvimento do capitulo. Na sequéncia,
ocorre a formalizacio e a sistematizacio tedrica, em que opta-
mos por manter, como caracteristicas da colegao, a linguagem
e o riger matematico necessano (adequados a faixa etaria), a
clareza e a predsao nas definigdes e na construgio dos con-
ceitos, bern como as justificativas ldgicas nas demonstracoes.
Atnvidades diversas como exemplos, exercicios resoclvidos e
problemas variados complementam tal organizacio.

MNessa estrutura de apresentacdo e desenvolvimento
tedrico, encontram-se, intencionalmente intercaladas as
definicdes, exemplos, propriedades e exercicios, os boxes
Pense nisto e a secao frogue ideias, que tém por objetivos
convidar o estudante a participar mais ativamente das
discussdes que podem ser levantadas a partir do desen-
volvimento tedrico e coloca-lo em um papel mais ativo no
processo de construcio dos conhecmentos de Matematica.

A seguir, apresentamos alguns textos e detalhamentos sobre
como entendemas alguns temas trabalhados nesta colecao.

P Resolucdo de problemas

Uma grande descoberta resolve um grande problema,
mas hd sempre uma pitada de descoberta na resolucdo de um
problema gualguer. O problema pode ser modesto, mas se ele
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desafiar a curiosidade e puser em jogo as faculdades imventivas,
quem o resolver por seus propnos Meos expermentard a fen-
s3p e gozard o tnunfo da descoberta. Experiéndas tals, numa
idade suscetivel, poderdo gerar o gosto pelo frabatho mental
e deixar, por toda a wida, a sua marca na mente e no cardter.
Um professor de Matemdtica tem, assim, uma grande
oportunidade. Se ele preenche o tempo gue the é concedido
a exercitar seus alunos em operagdes rotingiras, amiquila o
interesse e tolthe o desemvolvimento intelectual dos estu-
dantes, desperdicando, dessa manaira, 3 sua oportunidade.
Mas, se ele desafia a curiosidade dos alunos, apresentando-
-thes problemas compativels com os conhecmentos destes e
auxiliando-os por melo de indagacoes estimulantes, poderd
incutir-thes o gosto pelo racocdinio independente e propor-
aonar-lhes certos meios para alcancar este objetivo.
FOLYA, G A arte de resolver problemas. (Preficio.)
Kio de Janeino: Interciéincia, 1995
Ma intreducio de varios capitulos desta colecdo so apre-
sentadas situacbes-problema que tém por objetivo motivar o
estudante para a construgio dos conceitos que serao trabalhados
e gue poderdo auxilid-lo na busca de caminhos para resolver os
problemas propostos. Frequentemente, esses problemas s3o re-
tomados ao longo do capitulo, sendo apresentada uma solucao.
A resolucio de problemas aparece em muitas das séries de
exercicos, incluindo os Desafios (dos quais falaremos adiante).
A seguir, apresentamos como exemplo para o leitor a
resolucdo de um problema seguindo as guatro etapas de
resolucdo sugeridas por Folya.

Problema: Uma escada de 2% dm de comprimento encontra-
-se apoiada em um muro, do qual seu pé dista 7 dm. Se o
pt da escada se afastar mais 8 dm do muro, qual sera o
deslocamento vertical verificado pela extremidade superior
da escada? Admita que o muro seja perpendicular ao solo.

13 etapa: Compreender o problema.

E preciso identificar a incognita, os dados e a condicic-
nante, tracando, gquando for pertinente, uma figura usando
notagio adequada.

Qual & 3 incognita?

O deslocamento vertical registrado pelo extremo supe-
rior da escada, isto &, a diferenca entre os pontos mais altos
atingidos pela escada; indicaremos pela letra d.

Cuars sdo o5 dados?

» Comprimento da escada: 25 dm.

* Distincia inicial do muro ao pé de apoio da escada:

7 dm.
« Distancia final do muro ao pé de apoio da escada:

15dm (7 dm 4+ 8 dm = 15 dm).
Tracade da figura
maurs
==
I\,’/mda
e A Nicio
MEED \2sdm
e .
I | '
] salo
=\
—
7dm
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murs

=

B N ascada
h ¢

s |n|ESH .25 dm o

] ==

g | [E O\

= solo

- [[B N\

15 dm

Elementos sam proporcao entre si.

2% etapa: tstabelecer um plano.

Segundo Polya: Consideramos gue temos um plano
guando, ao menos em linhas gerais, sabemos quais sdo os
ddlculos, construcdes ete. que devernos efetuar para encontrar
a solugio do problema considerado.

Necessitamos encontrar uma conexao entre as informa-
coes fornecidas no enunciado e a incagnita (d) do problema.

O plano é determinar a altura do ponto mais alto que a
escada atinge no muro (h,) e, em sequida, determinar a altura
(h,} do ponto mais alto que a escada atinge depois de seu
pé ter se afastado. £ importante perceber que a hipotenusa
dos dois tnangulos retdngulos é a mesma, pois sua medida
corresponde ao comprimento da escada, que nao se altera.

Basta fazer, em seguida, a diferenca entre h, e h, para
obter o deslocamento vertical (d).

32 etapa: Executar o plano.

Usando o teorema de Pitagoras para a situacao inigal e
a final, temos:

Situacdo inicial:

h? + 77 = 257 =

=h] =625 49 =

= h, J576 =

= h, = 24dm

Situacao final:

h? 4 157 = 257 =

= h2 + 225 = 625 =
=h, m =

=sh, = 20 dm
Deslocamento vertical (d):
d=h, ~h,=
=d=24dm — 20 dm =
=d=4dm

43 gtapa: Fazer uma retrospectiva da resolucao, revendo-a
e analsando-a.

£ importante mostrar aos estudantes que, ao chegar a
solucdo do problema, ndo se deve acreditar gque a atidade esta
finalizada e passar ao problema seguinte ou a outro assunto.
E fundamental rever todas as etapas envolvidas na resolucao,
verificar o resultado obtido, a coerénoa da resposta encontrada,
verificar o argumento usado na resolucao (no caso, o argumento
gue torna a resolucio possivel & o teorema de Pitdgoras), além
de considerar outras possiveis formas de resolver o problema.
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Acreditamos gue a descricdo acima, sem a preten-
sdo de ser uma "receita magica”, possa ajudar o pro-
fessor na construcdo conjunta com os estudantes de
uma rotina nas atividades de resolucio de problemas,
favorecendo gradativamente sua autonomia intelectual.
Por fim, & preciso sempre lembrar que a resolucdo de proble-
mas demanda tempo, e o professor deve ficar atento para
nao suprimir etapas.

P Historia da Matematica

Em varios capitulos dos trés volumes desta colecdo sao
apresentados textos ou pequenas referéncias & Histaria da
Matematica, os quais tém por objetivo colocar o leitor em
contato com a historia da criagdo do conhecimento em
Matematica ou simplesmente situa-lo na linha do tempao.
Essa criacao, em geral, esta ligada as necessidades da hu-
manidade ao longo da histaria. Por exemplo, as referéncias
historicas no livro sobre a criagdo dos logaritmos revelam a
necessidade histarica de um instrumento de calculo capaz de
awdliar o desenvolvimento da astronomia, do comércio e da
navegacac nos séculos XV1 e XVIl. Com o desenvolvimento
tecnolégico do século XX (computadores, calculadoras etc.),
tal finalidade perdeu sua importanaa.

£ importante que o estudante perceba o cardter acumu-
lative da Matematica e o fato de que suas fronteiras estao
em continua expansao, como mestra o infografico scbre
geometria fractal, na secio Aplicacdes no volume 2. Nele, as
referéncas histaricas, bem mais recentes (seculo XX), revelam
o surgimento desse ramo da Matematica associado a neces-
sidade de compreender formas geométricas que a geometria
euclidiana nao explicava.

P Integracao de contelidos

Muitas vezes sao estabelecidas no livro-texto conexdes
entre o assunto em desenvolvimento e outros topicos de Mate-
matica ja estudados em outres capitulos ou mesmo em velumes
antenores, favorecendo a ndo fragmentacio dos conteddos.
Um curriculo mais integrado tende a motivar os estudantes para
a aprendizagem em Matematica. A seguir, vamos exemplificar
alguns casos onde isso ocorre nesta colecao.

Mo volume 1, ao definirmos as progressdes como um caso
particular de fungdo com dominio no conjunto dos nimeros
naturais, relacionamos a funcio afim a progressao aritmética e
a funcio exponenaal & progressac geométrica; o conceito de
semelhanca & usado na apresentacdo e definicio das razdes
trigonométricas de um dngulo agudo no trigngulo retangulo;
o sinal de uma fungdo é usado para resclver inequacdes do
1% e do 2% grau etc.

Mo volume 2, é possivel notar a integracdo da Trigo-
nometria com a Geometria por meio da resolucdo de tri-
dngulos guaisgquer com o uso da lei dos senos e da lei dos
cossenos (nesse ponto, s3o usadas as relagdes entre as razoes
trigonométricas de um angulo e de seu suplementar) e de
outras relagbes trigonométricas na resolucio de problemas
gecmeétricos.

Além disso, o estudo da Geometria Métrica Espacial é
ligado, nos textos de aplicagbes e nas atividades da secao
Trogue ideias, as funces polinomiais do 1% e 22 graus.

No volume 3, o estudo da equacdo da reta & assodado
a funcao afim; o estudo da parabola relaciona-se & funcao
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guadratica; e o estudo da hipérbole é associado, num caso
particular, 3 funcao reciproca. Ma apresentacio dos poli-
ndmios, recormemos a Geometria para expressar a area de
figuras planas e da superficie de figuras espaciais e o volume
de alguns poliedros.

MNa parte especifica das Orientagbes Didaticas de cada
volume, ha outras propostas de atividades que promovem
essa integracao. No volume 1, citamos a atividade 9 do item
Sugestdes de atividades em grupo, que reladena semelhanca
de tridngulos e graficos estatisticos; no volume 2, destacamos
a atividade 4 que integra Algebra e Geometnia, na relacao
entre produtos notaveis e o volume do paralelepipedo, e a
atividade 7 sobre fractais geométricos, que relacionam con-
ceitos de sequéncias numeéricas, area e perimetro.

Mo volume 3, a atividade 5, de Matematica Financeira,
relaciona juros compostos as progressoes geomeétricas e a ati-
vidade 3 integra matrizes, Geometria Analitica e semelhanca.

P Contextualizacdo e aplicacdo a outras
areas do conhecimento
[.d

Contextualizar o conteddo que guer ser aprendido
significa em primeairo lugar assumir gue todo conhecimen-
to envolve uma relacdo entre sufeito e objeto. Na escola
basica, o conhecimento & guase sempre reproduzido das
situagdes ongindis nas quais aconfece sua producdo. Por
esta razdo guase sempre o conhecimento escolar se vale
de uma transposicio diddtica na qual a linguagem exerce
papel decisivo.

O tratamento contextualizado do conhecimento é o
recurso que a escola tem para retirar o aluno da condicdo
de espectador passivo. 5e bem trabalhado permite que, ao
longo da transposicio didatica, o contetido do ensino pro-
voque aprendizagens significativas gue mobilizem o aluno
e estabelecam entre ale e o objeto do conheamento uma
refacdo de reaprocdade. A contextualizacio evoca dreas,
ambitos ou dimenstes presentes na wda pessoal, socal e
cuftural, e mobiliza competéncias cognitivas jd adguindas. As
dimensoes da wida ou os contextos valorizados expliciiamente
pela LDB s3o o trabalho e a cidadania. As competéncias estao
indicadas guando a ler prevé um ensine que faalite 2 ponte
entre a teorna e 3 pratica.

[-..] € possivel generalizar a contextualizacio como
recurso para tornar a aprendizagem significativa 2o assoc-
-l com expenéncas da wda cotidiana ou confecimentos
adguiridos espontaneamente. £ preciso, no entanto, cuidar
para que 553 generalizacdo ndo induza 4 banalizacdo, com
o nisco de perder o essencial da aprendizagem escolar que 8
seu carater sistematico, conscente e defiberado. Em outras
palavras: contextualizar os conteddos escolanes ndo & iberd-los
do plano abstrato da transposicio diditica para aprisiond-los
no espontanaismeo e na cotidianeidade. [...]

Trechos do parecer nd 15/98 da Camara de
Edwcagao Basica do Conselho Macional da Educagso.
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Mo inico de varios capitulos desta colecio sao propostos
problemas ou situagdes presentes no contexto cotidiano,
como forma de motivar o leitor na construgac dos conceitos
apresentados no capitulo. Em geral, no desenvolvimento do
capitulo, tais problemas sao retomados.

As séries de exercicios também contemplam uma grande
varnedade de problemas, nos quais se enfatiza a contextuali-
zagao com situacoes reais e cotidianas.

Em diversos capitulos dos trés volumes sao apresentados
textos complementares na secac Aplicacdes, alguns deles na
forma de infograficos.

Ha textos gue possibilitam aplicar os conheamentos
matemdticos a outros campos, estabelecendo, por exemplo,
um elo entre a Maternatica e a Fisica (taxa de vanacio de
funcdo e velocdade meédia, a intensidade dos sons e a es-
cala logaritmica; elipse e gravitacdo); Matematica e Quimica
(funcdo exponencial e decaimento radioativo); Matematica
& Programacao linear {Geometria Analitica e problemas de
maximizacao); Matematica e Geologia (logaritmos e escala
Richter); Matematica e Arte {(numero de ouro; Geometria e
arte fractal); Matematica e mercado de trabalho (construcao
de tabelas de frequéncia em planilhas eletrénicas; curvas
de aprendizagem); Matematica e Astronomia {no infografi-
co gque mostra o criativo método usado por Eratostenes na
estimativa para a medida do raio da Terra); Matematica e o
mundo digital {(matrizes e pixels) etc. Em alguns momentos,
os textos abordam temas transversais como a Cidadania,
por exemplo; nos capitulos de Estatistica apresentamos
textos sobre os Censos Demograficos e a interpretacdo de
resultados de uma pesquisa eleitoral.

Em algumas atividades, como nas secoes frogue ideias,
os estudantes, trabalhando em equipe, sdo convidados a
construir conceitos em outras areas do conhecimento, no
intuito de vivenciar aprendizagens significativas. Podemos
citar atividades que relacionam a Matematica 8 Economia
(fungdes custo, receita e lucro; problema de maximizacao
de receita); Matematica e Biologia (meia-vida de medi-
camentos); Matematica e Quimica (sistemas lineares e
o balanceamento de equacGes quimicas); Matematica e
Meteorologia (indices pluviométricos) etc.

QOutros textos e atividades aprofundam os conceitos
que estdo sendo formadeos e auxiliam na construcio de
outros. Como exemplo, o texto que liga os jogos de azar
a probabilidade {(Matematica, futebol e loteria, no volume
2); a atividade sobre a Mega-5ena (volume 2); a atividade
que ilustra o movimento de uma roda-gigante as fungoes
trigonométricas (volume 2); os textos e as atividades sobre
compras a vista ou a prazo (no capitulo de Matematica
Financeira, volume 3).

Ma parte especifica destas Onentagies Didaticas, ha
sugestoes de atividades em grupos relacionadas a alguns
desses textos e também a assuntos inéditos, para os profes-
sores gue queiram ampliar e aprofundar a discussao sobre
os temas envolvidos. Essas atividades também podem serar
como instrumento diversificade de avaliacio.
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As propostas de atividades em grupo na secao Trogue
ideias visam ao fortalecimento, em sala de aula, das intera-
coes aluno-aluno, tendo o professcr o papel de mediador.
Messas atividades pretende-se colocar os estudantes em
situacdes mais investigativas.

As atividades propostas podem incluir:

* Modelagem matematica, por meio do uso de
funcdes na descricao de fenémenos em outras areas
do conhecimento, como: o uso de fungdo afim na
representacdo dos custos, receitas e lucro de em-
preendimentos simples; o uso da funcdo quadratica
em problemas de maximizacio da receita; o uso da
funcaoc exponencial na composicio do conceito de
meia-vida de medicamentos; ou o uso das funcdes
trigonométricas para aproximar o movimento das
marés.

Atividades de integracao de conteddos, como: a
gue relaciona o volume de um cone e as funcdes; a
que utiliza polindmics para representar a drea de figu-
ras planas e o volume e area de sdlidos geométricos.
Resolucao de uma situacao-problema (fazendo
uso de régua e compasso), como a determinacao de
um ponto equidistante de trés pontos dados.

Atividades motivadoras na introducao de um
topico, como as gue antecedem a formalizacao dos

conceitos de PA. e P.G

Atividades de aplicagao dos conceitos que estao
sendo construidos em contextos cotidianos e de inte-
resse dos estudantes, comao: as chances de ganhar na
Mega-5Sena; a compreensdo do indice pluviométrico
e a decisao entre a compra a vista ou a prazo.
Atividades quevisam desenvolver uma habilidade
ou competéncia especifica, como a leitura de
escalas em mapas.

Atividades que convidam o estudante a participar
de deducoes de propriedades, colocando-os &
frente no processo de validacdo em Matematica,
como: as atividades de investigacio sobre nimeros
inteiros; a deducdo da relacdo fundamental da Tri-
gonometria (entre outras) no triangulo retangulo;
a dedu¢ao da formula da drea de um triangulo em
um caso particular.

Em cada um dos trés volumes, na parte especifica
das Orientagdes Didaticas, o professor encontrara um
breve comentario geral para cada atividade com algumas
orientagdes, objetivos a serem alcancados e competéncias
mobilizadas, além da resolugio de todas as questdes pro-
postas aos estudantes.

Para relacionar algumas competéncias a serem de-
senvolvidas nas atividades, usamos como referéncia as
competéncias descntas no documento PON+, Matematica
e suas Tecnologias, MEC, SEB, 2002, cujas trés grandes com-
peténcias sdo: representacdo e comunicagdo, investigacio
e compreensac, e contextualizacdo sociocultural. Veja os
textos para estudo e reflexdo no item Textos complementa-
res — Orientagoes Curriculares.
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Por fim, acreditamos que as atividades de interacio
aluno-aluno e aluno-professor, que tém como foco prinapal o
processo de aprendizagem dos estudantes, podem ser usadas
como um valioso instrumento de diversificacio em sala de aula,
ampliando e ennguecendo os processos de avaliages formais.
Na parte especifica das Onientagdes Didaticas, em cada velume,
ha outras propostas de atividades em grupo.

P Uso da calculadora e do computador
Procuramos explorar e valonzar, em alguns pontos da
colecdo, o uso de calculadora (comum ou cientifica) e do
computador.
Com a calculadora comum, por exemplo, pretendemos
que o estudante se aproprie do uso da tecla de porcentagem

n para resolver problemas de Matematica Comercial, tao
presentes no dia a dia dos profissionais ligados ao comérdio.
Alguns desses problemas envolvem calculo de porcentagens,
calculo do valor final de uma mercadoria apos a concessao de
umn desconto (ou apos um aumento de precos) etc.

Com a calculadora cientifica, por exemplo, procuramos
utilizar algumas de suas funcies, geralmente ndo conheddas
pelos estudantes nesta etapa da escolaridade. Entre as teclas
que adonam essas fungdes, temos:

* as teclas de potenciacao - ou n:

* as teclas de logantmos decimais

# as teclas referentes as funcdes trigonométricas para

obtencdo de valores das razdes trigonométricas, a partir
de um dngule medide em graus ou radianos (explora-
-se, neste momento, o ajuste de configuracdo usando,

uso das teclas m m [ e, reciprocamente,

a partir de um valor conhecido referente a uma razao
trigopnométrica de um angulo, como obter a medida

de forma associada, a tecla gl

do dngulo, explorando, desse modo, a sequnda funcao

=5

1wdF |3

Com relagdo ao uso do computadoer, destacamos alguns
pontos importantes presentes na colegdo:

12) O uso de softwares livres de Matematica:

Ma colecdo, sao utilizados o software GeoGebra nos
trés volumes e o Graphmatica no volume 3.

de uma tecla m ou

Mo estudo das funcdes, o uso de softwares possibilita
ao estudante melhor visualizacio:

* do tracado da parabola e suas propriedades;

# dos graficos obtidos por translacio de outros grafi-
cos. Os graficosdey = |x + k| ey = |x| + k, com
k & R, por exemplo, sdo obtidos por translacao
horizontal e vertical, respectivamente, do grafico
de y = |x|. Ou ainda, a partir do grafico de y = &",
coma > 0ea# 1, & possivel construir os graficos
dey = a* + k, com k € R* por translacao.
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* das alteragfes obtidas quando construimos o grafico de
fungbes do tipoy a+senxouy
sen (a - x), com a = B*, a partir dos graficos das fun-

a-senxouy
goes tnigonométricas "basicas™ y = senxouy = cosx;

# das funcdes polinomiais de grau maicr que 2, no

volume 3. O software é utilizado para a construcao
dos graficos dessas fungoes, lembrando que, sem
ele, a construcado requer conceitos de Matematica
da Educacio Superior. A partir da leitura do grafi-
co, podemos obter informagdes sobre o polinémio
(ndmero de raizes reais, intersecdes com o5 eixos
coordenados etc);

* na Geometnia Analitica, o uso de um software como

o GeoGebra pode ajudar o estudante a compreender
o tragado e os elementos das conicas (circunferéncia,
dlipse, hipérbole e parabola) e relaciona-lo com suas
respectivas equacdes.

29} O uso de planilhas eletronicas:

Pensando na futura insercdo do jovem brasileiro no
mercado de trabalho, s3o propostas atividades que dao
suporte ao trabalho com Estatistica.

Mo volume 1, & mostrada, passo a passo, a construcao
de uma tabela de frequéncias. Nessa atividade, o estudante
terd a oportunidade de aprender a organizar um conjunto
de dados em uma tabela de frequéncias, adicionar valores
da tabela utilizando a planilha eletronica, criar formulas
para realizacdo de operaces utilizando a planilha ele-
trinica etc. Essas tarefas fazem parte da rotina de varios
profissionais, nos mais variados campos de trabalho.

Mo volume 1, na parte especifica das Orientacdes Dida-
ticas, € proposta uma atividade de construgao de graficos
estatisticos.

E, nas Onentacdes Didaticas do volume 3, o professor
encontra um roteiro completo e detalhado de uma atividade
de caloulo de medidas estatisticas de posicio e dispersdo,
que 52130 usadas para caracterizar e resumir um conjunto de
dados, por meio, novamente, do uso de planilhas eletronicas.

P Uso de régua e compasso

As construcbes geométricas com régua e compasso
também estdo presentes na colegdo. Dois momentos em
que elas ocorrem sdo:

# na parte especifica das OrientacGes Didaticas do
volume 1, em uma atividade que permite revisar a
construcdo da bissetriz de um angulo, o tracado da
perpendicular e a obtencio do incentro de um trian-
gulo com o intuito de deduzir a férmula do calculo
da area de um tridngulo, em uma situacio particular;

* no volume 3, na secdo Trogue ideias, em uma ativi-
dade em grupo desenvolvida a partir de um proble-
ma, os estudantes deverdo construir, com régua e
compasso, o circuncentro de um tridngulo e conferr,
por meio da Geometria Analitica, a resposta obtida.
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Estrutura da colecéo

Cada volume foi organizado em capitulos nos quais a
apresentacado e o desenvolvimento teérico encontram-se
intencionalmente intercalados as definiches, exemplos,
propriedades e exercicios. O inicio de cada capitulo recebe
destague especial e, sempre que possivel, traz situagbes
do cotidiano, que aproximam o leitor do conteddo gque
sera apresentado.

A seguir sao descritas as principais caracteristicas das
seches da colecdo.

b Aplicagbes

Ma secdo Aplicacdes sdo apresentados textos gue
aprofundam alguns conceites e auxiliam na construcao de
outros. Eles ilustram o emprego de conhecimentos mate-
maticos a outros campos, estabelecendo, por exemplo, um
elo entre a Matematica e a Fisica ou entre a Matematica
& a Economia.

b Troque ideias

Asecdo Trogue ideras, presente em varios capitulos dos
trés volumes, propoe atividades em grupo que favorecem
as interages aluno-aluno e alunc-professor. Tais ativida-
des buscam despertar a curiosidade e levar o estudante a
construir novos conceitos, ou a aprofundar conteddos ja
apresentados, além de favorecer a autonomia e instigar a
busca pelo conhecimentao.

P Um pouco de Histéria

Mesta se¢io, o trabalho com a Histdria da Matematica
coloca os estudantes em contato com um processo de
construcdo do conhecimento e com os encaminhamentos
na resolucao de problemas enfrentados pela humanidade
no decorrer do tempo, situando também os conhecamentos
ao longo do tempo.

b Exemplos, exercicios resolvidos e

exercicios

lodos os capitulos da colecao apresentam séries de
exercicios intercaladas ao texto. Em geral, cada série é
precedida de exemplos e exercicios resolwidos. Os exercicios
estdo organizados em ordem crescente de dificuldade, ini-
ciando, sempre que julgamos conveniente, por alguns de
reconhecimento ou de aplicacao direta de conceitos, sem,
contudo, explorar caminhos artificais ou excessivamente
algébricos e tampouco limitar-se a eles. De modo geral, sao
exercicios gue envolvemn relacdes mais simples.

Intercaladas a esses exercicios, propomos situagoes-
-problema com contextos cotidianos, aos quais o estudante
possa aplicar e relacionar os conceitos construidos para a
resolucdo desses problemas.

Os exercicios finais da série geralmente requerem leitu-
ra e interpretacdo mais cuidadosas do enunciado por parte
dos estudantes, na busca por sclugbes mais elaboradas
para os problemas propostos.
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b Desafios

Todos os capitulos desta colecdo sdo encerrados com
um desafio. Em geral, sdo problemas que podem envolver
conceitos de outros capitulos, inclusive de outros volumes.

Mossa intencdo, ao propor esses desafios, & propor-
cionar aos estudantes mais uma oportunidade de vivenciar
e aperfeicoar a resolucio de problemas, colocando-os em
situacies de atividades investigativas e motivando-os na
busca de estratégias e procedimentos diversos de resolucao.

lodos os desafios encontram-se resolvidos na parte
especifica destas Orientagbes Didaticas.

P Um pouco mais sobre

Alguns conteddos podem ser complementados ou
aprofundados a partir da leitura de textos no final de de-
terminados capitulos.

P Observacdes

Os boxes Observacdes, encontrados em diversos mo-
mentos nos livros, trazem informacgbes sobre o contetdo
estudado e estio intercalados em meio ao texto para ajudar
o estudante na compreensao dos conceitos.

b Pense nisto

Mos trés volumes desta colecde, estao inseridas cha-
madas curtas ao longo do texto intituladas Pense nisto.

Em geral, elas podem referir-se a uma observacao
relacionada ao texto, a um exemplo ou a3 um exercicio
resolvido ou proposto.

Mossa intencdo, ao apresentar essas chamadas, foi
tomar a linguagem do texto menos impessoal, chamando
o estudante para refletir sobre algum detalhe do texto,
alguma propriedade ou sobre uma resolugao apresentada
para um problema.

Messas chamadas, o estudante pode ser questionado
do porgué de determinada passagem, sobre os conceitos
que estdo sendo construidos ou pode ser convidado a
propor outra solugio para um problema.

Muitas vezes, as chamadas do Pense nisto podem
orientar o prefessor na condugio das discussdes em sala
de aula que levem a reflexdo dos estudantes, possibilitando
o compartilhamento de ideias e descobertas.

Acreditamos que as discussdes propostas nessas cha-
madas podem encaminhar os estudantes para um papel de
protagonistas no processo de aprendizagem, uma vez que
assumem uma postura mais ativa e reflexiva na construcao

dos conceitos.
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p Textos complementares - Orientacoes

Curriculares

A seguir, reproduzimos parte do documento do Minis-
tério da Educacdo: Onentacdes Curriculares para o Ensing
Médio — Giéncias da Natureza, Matematica e suas Tecno-
logias — Conhecimentos de Matematica. O documento
enfoca trés aspectos principais: a escolha dos conteados; a
forma de trabalhar os conteddos; o projeto pedagdgico e a
organizacio curricular. Por se tratar de um artigo extenso,
selecionamos a parte que trata da escolha dos contedados.

Orientacdes Curriculares para o Ensino Médio

Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias

Conhecimentos de Matematica

De acordo com a Lei de Diretrizes e Bases da Edu-
cacdo Nacional (Lei ¢ 9.394/96), o Ensino Médio tem
como finalidades centrais ndo apenas a consolidacio e o
aprofundamento dos conhecimentos adguiridos durante
o nivel fundamental, no intuito de garantir 3 continuidade
de estudos, mas também a preparacio para o trabalho e
para o exercicio da cidadania, a formagio ética, o desen-
volvimento da autonomia intelectual e 3 compreensao dos
processos produtivos.

Nessa definicio de propdsitos, percebe-se que a escola
de hoje ndo pode mais ficar restrita ao ensino disciplinar de
natureza enciclopédica. De acorde com as Diretrizes Curri-
culares para o Ensino Médio, deve-se considerar um amplo
espectro de competénoas e habilidades a serem desenvolvidas
no conjunto das disaplinas. O trabalho discplinar pode e deve
contribuir para esse desenvolvimento. Conforme destacam os
PCNEM (2002) e os PCN+ (2002), o ensino da Matematica
pode contribuir para que os alunos desemvolvam habilidades
relacionadas 3 representagio, compreensao, coOMUNcacio,
investigacio e, também, 3 contextualizacio sociocultural.

Visando & contribuicdo ao debate sobre as orientacoes
curriculares, este documento trata de trés aspectos: a es-
colha de conteddos; a forma de trabalhar os conteddos; o
projeto pedagogico e 3 organizacio curricular.

Para a escolha de conteddos, é importante que se le-
vem em consideracio os diferentes propadsitos da formacao
matemdtica na educacdo basica. Ao final do Ensino Médio,
espera-se gque os alunos saibam usar a Matematica para
resolver problemas priticos do guotidiano,; para modelar
fendmenos em outras dreas do conhecimento; compreen-
dam gque a Matematica é uma ciéncia com caracteristicas
proprias, que se organiza via teoremas e demonstragoes;
percebam a Matematica como um conhecimento social e
historicamente construido; saibam apreciar 8 importancia
da Matematica no desenvolvimento cientifico e tecnoldgico.

A forma de trabalhar os conteddos deve sempre agregar
um valor formativa no gue diz respeito ao desenvolvimento
do pensamento matemdtico. Isso significa colocar os alunos
em um processo de aprendizagem que valonize o raciocinio
matemdtico — nos aspectos de formular questoes, pergun-
tar-se sobre a existéncia de solucdo, estabelecer hipdteses
e tirar conclustes, apresentar exemplos e contraexemplos,
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generalizar situacdes, abstrair regularidades, criar modelos,
argumentar com fundamentacio ldgico-dedutiva. Também
significa um processo de ensino que valorize tanto a apre-
sentacio de propriedades matemdticas acompanhadas de
explicacdo quanto a de fdrmulas acompanhadas de dedu-
¢do, e que valorize o uso da Matemdtica para a resolucao
de problemas interessantes, guer sejam de aplicacio ou de
natureza simplesmente tedrica.

Cincias da Natunera, Matemdtica e suas Tecnalogias. Ministério da
Educagan. Secrefaria de Educatao Bisica. Onentagdes curriculares para o
Ersino Médio. Brasilia: MEC, 2006. Disponivel am: - portal.mec.gov. brisehy
amquives/pdifbock volume 02 intermet pdf>. Acesso em: 9 maic 2016.
A fim de contribuir para o estudo e a reflexao do profes-
sof, reproduzimos a seguir o trecho de outro documento do
Ministéric da Educacao, o qual aborda especificamente as
trés competéncias a serem desenvolvidas no Ensino Médio:
* representacdc e comunicacao;

* investigacac e compreensao;
* contextualizacio sociocultural.

Ciéncias da Matureza, Matematica e suas
Tecnologias — PCN+ — As competéncias em
Matemdtica

A drea de Giéncias da Natureza, Matematica e suas
Tecnologias elegeu trés grandes competéncias como metas
a serem perseguidas durante essa eclapa da escolandade
basica e complementar do ensino fundamental para todos
os brasileiros:

* representacdo e comunicacdo, que emvolvem a leitura,

a interpretagio e a producio de textos nas diversas
linguagens e formas textuais caracteristicas dessa drea
do conhecmento;

* investigacdo e compreensdo, competénca marcada
pela capacidade de enfrentamento e resolucdo de
situagdes-problema, utilizacio dos concertos e pro-
cedimentos peculiares do fazer e pensar das cénaas;

* contextualizagio das ciénaas no Ambito socioculfural,
na forma de andlise critica das ideias e dos recursos
da drea e das questoes do mundo gue podem ser
respondidas ou transformadas por meio do pensar e
do conheamento dentifico.

No enfanto, a escola que tem como objetive preparar o
aluno para um aprendizado permanente e prepara-lo para a
wida precisa refletir sobre o significado dessas competénaias
para decidir sobre quais delas trabathar em que disciplinas e
de que forma. Ou seja, € necessdrio compreender 3 proposta,
aproximando-a das agdes e das possibilidades caracteristicas
dos afazeres escolares. Fara isso, apontamos e detalhamos
o sentido dessas competénoas no dmbifo da Matematica,
explictando o gue se espera do aluno em cada uma delas,
com exemplos que procuram auxiiar 8 compreensio de
como, nessa disapling, & possivel desenvolver as competéncias
elgitas na drea.
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Representacao e comunicacao

Na &rea

Em Matemdtica

Simbolos, codigos e nomenclaturas de ciéncia e tecnologia

Reconhecer e utilizar adeguadamen
te, na forma oral e escrita, simbolos,
whdigos e nomenclatura da linguagem
cientifica.

* Reconhecer e wtilizar simbolos, cddigos e nomendaturas da linguagem matemdtica; por
exemplo, ao ler embalagens de produtos, manuais técnicos, textos de jornais ou oulras co
municagbes, compreender o significado de dados apresentados por meio de porcentagens,
escritas nurméricas, poléncias de dez, varidveis em fdrmulas.

» |dentificar, transformar e traduzir adequadamenie valores e unidades bisicas apresentados
sob diferentes formas como dedmais em fragdes ou poténcias de dez, litros em metros
cibicos, guildmetros em metros, drgulos em graus e radianos.

Articu

lacao dos simbolos e codigos de ciéncia e tecnologia

Ler, articular e interpretar simbolos e
ohdigos em diferentes linguagens e
representagbes: senlencas, equagies,
esguemas, diagramas, tabelas, grificos
2 representacoes geomeélricas.

* | or e interpretar dados ou informagtes apresentados em diferentes linguagens e represen
lacdes, como labelas, graficos, esquemas, diagramas, drvores de possibilidades, fdrmulas,
equagtes ou representaches geormdlricas.

* Traduzir uma situacao dada em determinada linguagem para outra; por exemplo, transfor
mar situagbes dadas em linguagem discursiva em esquemas, tabelas, grificos, desenhos,
fdrmulas ou equaches matemalicas @ vice-versa, assim como transformar as linguagens mais
especificas umas nas outras, como tabelas em grificos ou equacdes.

# Selecionar diferentes formas para representar um dado ou conjunto de dados e informa
i, reconbecendo as vantagens e limiles de cada uma delas; por exemplo, escolher entre
uma equacao, uma tabela ou um grifico para representar uma dada vanacao ao longo do
tempo, como a distribuicio do consumeo de energia elétrica em uma residéndia ou a classifi
cacao de equipes em um campeonalo esportivo.

Analise e interpretacio de textos e outras comunicagdes de ciéncia e tecnologia

Consultar, analisar e interpretar textos
e comunicagies de cénda e tecnolo
gia veiculadas em diferentes meios.

* |or e interpretar diferentes tipos de textos com informacoes apresentadas em linguagem
matemdatica, desde livios diddticos até artigos de conteddo econbmico, social ou cultural,
manuais tonicos, contratos comerdiais, folhetos com propostas de vendas ou com planta
de imdweis, indicages em bulas de medicamentos, arligos de jornais e revistas.

* Acompanhar e analisar os nolicidrios e artigos relativos a ciénda em diferentes meios de
COMUNCACcAn, como jormais, revislas e televisio, identificando o tema em guestao e interpre
lardo, com objetividade, seus significados e implicagoes para, dessa Torma, ter independén
cia para adguirir infermacoes e estar a par do que se passa no mundo em gue vive.

Elaboraciao de comunicagdes

Eaborar comunicagbes orais ou escri
las para relatar, analisar e sistematizar
eventos, fendmenos, experimentos,
questoes, enlrevislas, visilas, cores
pondéncias.

* [xpressar-se com dareza, utilizando a linguagem matemdtica, elaborando textos, desenbwos,
graficos, tabelas, equagies, expressbes e escritas numdricas — para comunicar-se via inler
nel, jormais ou outros meios, enviando ou solidtando informagdes, apresentando ideias,
solucionando problemas.

# Produzir textos analiticos para disculir, sintetizar e sistematizar formas de pensar, fazendo
uso, sempre gue necessano, da linguagem matematica. Redigir resumos, justificar raciod
nios, propor situaches-problema, sistematizar as ideias principais sobre dado tema matems
lico com exemplos e comentarios proprios.

* [xpressar-se da forma oral para comunicar idelas, aprendizagens e dificuldades de
compreensao, por exemplo, explicando a solucio dada a um problema, expondo dividas
sobre um conteddo ou procedimento, propondo e debatendo questoes de interesse.

Discussao e argumentacao de temas de interesse de ciéncia e tecnologia

Analisar, argumentar e posicionar-se
criticamente em relacio a temas de
diéncia e tecnologia.

* Compreender e emilir juizos proprios sobre informagdes relativas  dénda e a tecnologia,
de forma analitica e critica, posicionando-se com argumentacao dara e consistente sempre
gue necessano, identificar corretamente o dmbito da questio e buscar fontes onde possa
obter novas informacdes e conhedmentos. Por exemplo, ser capaz de analisar e julgar ¢l
culos efetuados sobre dados econdmicos ou sociais, propagandas de vendas a prazo, pro
babilidades de receber determinado prémio em sorteios ou loterias, ou ainda apresentadas
em um dado problema ou diferentes sinteses e condustes extraidas a partir de um mesmeo
texto cu conjunto de informagdses.
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Investigacao e compreensao

Em Matemdtica

Estratégias para enfrentamento de situagdes-problema

Identificar em dada situacio
problema as informagdes ou varid

veis relevantes e elaborar possiveis

eslratégias para resolvé-la.

* |dentificar os dados relevantes em uma dada situacao-problema para buscar possivels reso
lugdes; por exemplo, em situagdes com uma diversidade de dados apresentados por meio
de tabelas, grificos, especificagtes téenicas, reconhecer as informagoes relevantes para uma
dada guestdo gue se busca resolver.

* |dentificar as relagoes envolvidas e elaborar possiveis estratégias para enfrentar uma dada
situacao-problema; por exemplo, para obter uma dada distindia, saber optar por medi-la
diretamente, utilizar uma planta em escala, usar semelhanca de figuras, fazer uso de pro
priedades trigonométricas ou wtilizar um sisterma de eixos cartesianos e abordar o problema
atrawis da geometria analitica.

* frente a uma siluacao ou problema, reconbecer a sua natureza @ situar o objelo de estudo
dentro dos diferentes campos da Matemdtica, ou seja, deadir-se pela utilizacio das formas
algibrica, numérica, geomeétrica, combinaldna ou estatistica. Por exemplo, para calcular
distdncias ou efetuar medighes em solidos, utilizar conceitos e procaedimentos de geometria
e medidas, enguanto, para analisar a relacao entre espaco e tempo no movimento de um
objeto, optar pelo recurso algébrico das fungdes e suas representacies graficas.

Interacoes, relagbes e fungbes; invariantes e transformacdes

Identificar fendmenos naturais ou
grandezas em dado dominio do co
nhecimento dentiflico, estabelecer
relaghes, identificar regularidades,
invariantes e transformacbes.

* |dentificar regulandades em situagbes semelhantes para estabelecer regras, algoritmos e
propriedades; por exemplo, perceber que todas as fungdes do segundo grau possuem o
mesmo tipo de grdfico, o gue implica propriedades de sinal, crescimento e decrescimento.
Da mesma forma, ao identificar a regularidade de que é constante a soma dos termos equi
distantes de uma progressao aritmelica finita, estender essa propriedade a toda situacio
ervolvendo progressdes aritmélicas e dai deduzir a soma de seus termos.

* Reconhecer a existéncia de invariantes ou identidades que impoem as condighes a serem
utilizadas para analisar e resolver situagbes-problema; por exemplo, estabelecer identidades
ou relagdes como aquelas existentes entre o comprimento da drcunferénaa e seu didmetro,
os volumes de um dlindro e de um cone gue tenham a mesma base e a mesma altura, a
relacao entre catetos e hipotenusa em gualguer tndngulo retangulo; ou ainda a identidade
fundamental da trigonometria.

* |dentificar ransformagtes entre grandezas ou figuras para relacionar varidvels e dados, Tazer
guantificaghes, previsdes e identificar desvios. As ampliagdes e reducdes de figuras sao exemplos
gue devern ser entendidos como transformacdes de uma situacio inical em outra final.

* Perceber as relacoes e identidades entre diferentes formas de representacao de um dado
objeto, como as relagdes entre representacdes planas nos desenhos, mapas e telas de com
putador com os objetos que lhes deram origem.

* Roconhever a corsenvacio contida em teda igualdade, congruéneia ou equival®nda para cal
cular, resohver ou provar novos fatos. Por exemplo, ao resolver uma eguagao ou sistema linear,
compreender que as operacoes realizadas a cada etapa transformam a situacdo inidal em oulra
gue lhe & equivalente, com as mesmas solugies,

Medidas, quantificacbes, grandezas e escalas

Selecionar e utilizar instrumentes de
medicao e de clculo, representar
dados e utilizar escalas, fazer estima
tivas, elaborar hipdteses e interpretar
resultados.

* |dentificar e fazer uso de diferentes formas e instrumentos apropriados para efetuar me
didas ou cileulos; por exemplo, discriminar o melhor instrumento para medir, comparar
ou caleular comprimentos e distindas, dngulos, volurmes ocupados por liguidos, em dada
situacao especifica. Usar adeguadamente néguas, esquadros, transferidores, compassas,
calculadoras e outros instrurmentos ou aparelhos.

-

Identificar diferentes formas de quantificar dados numéncos para dedidir se a resclucao de
um problema requer cilculo exato, aproximado, probabilistico ou andlise de médias. Por
exemplo, de acordo com uma dada situacao, escalher ndmerns de algarsmos apropriado ou
fazer aproximagoes adequadas, optar pelo uso de fracio, porcentagem, poténcias de dez;
escolher melhor unidade para representar uma grandeza.

-

Fazer previsbes e estimativas de ordens de grandeza, de guantidades ou intervalos espera
dos para os resultados de calculos ou medigbes e, com isso, saber avahar erros ou imprec
soes nos dados obtidos na solucdo de uma dada situacio-problema.

* Compreender a necessidade e fazer uso aprophade de escalas; por exemplo, na construcao
de grificos ou em representacoes de plantas e mapas.
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Modelos explicativos e representativos

Reconhecer, utilizar, interpretar

e propor modelos para situagoes
prablema, fendmencs ou sistemas
naturais ou tecnoldgicos.

* |nterpretar, fazer uso e elaborar modelos e representacdes malematicas para analisar situa
coes; por exemnplo, utilizar fungdes ou graficos para modelar situagbes envolvendo cileulo
de lucro mdximo ou prejuize minimo; utilizar ferramentas de estatistica e probabilidade para
compreender e avaliar as intengdes de volos em uma campanha eleitoral ou, ainda, optar
entre modelos algébncos ou geométricos para obler determinadas mediges de sdlidos.

Relacoes entre conhecimentos disciplinares, interdisciplinares e interareas

Articular, integrar e sistematizar fend
menas e teorias dentro de uma cién
cia, enlie as varas céncias e dreas do
conhecmento.

* Construir urna visdo sistematizada das diferentes linguagens e campos de estudo da Mate
matica, estabelecendo conexdes entre seus diferentes temas e conteddos, para fazer uso do
conhecimento de forma integrada e articulada.

L]

Compreender a Matematica como ciénoa autdnoma, que investiga relagoes, formas e eventos
@ deserwolve manairas proprias de descrever e interpretar o mundo. A forma ldgica dedutiva
que a Gaeomelria uliliza para interpretar as formas geométricas e deduzir propriedades dessas
formas & um exemplo de como a Matemdtica |8 e interpreta o mundo 3 nossa volta.

Adquirir uma compreensao do mundo da qual a Matemadtica & parte integrante, através dos
problemas que ela consegue resolver e dos fendmenos que podem ser descritos por meio de

L]

seus modelos e representacoes.

Reconhecer relagbes entre a Matemidlica e oulras dreas do conhedmento, percebendo sua
presenca nos mais varados campos de estudo e da vida humana, seja nas demais ciéncias,
como Fisica, Quimica e Biologia, seja nas ciéndas humanas e sociais, como a Geografia ou a
Economia, ou ainda nos mais diversos setores da sodedade, como na agricultura, na sadde,

L]

nos transportes e na moradia.

Contextualizacao sociocultural

Em Matemdtica

Ciéncia e tecnologia na historia

Compreender o conhedmento cientifi
co e o tecnoldgico como resultados de
uma construcao humana, inseridos em
um processo histonoo e socal.

* Compreender a construgao do conbecimento matematico como um processo histdnico, em
estreita relagdo com as condighes sodiais, politicas e econdmicas de uma determinada épo
ca, de modo a permitir a aquisicao de uma visao critica da déncia em constante construgao,
serm dogmatismos nem certezas definitivas. Por exemplo, o uso da geometria dissica ou da
analitica para resolver um mesmo problema pode mostrar duas formas distintas de pensar e
representar realidades compardweis em momentos histdricos diferentes.
Compreender o desenvolvimento histdrico da tecnologia associada a campos diversos da
Matemdtica, reconhecendo sua presenca e implicagdes no mundo cotidiano, nas relagoes
sociais de cada época, nas ransformaces e na criacio de novas necessidades, nas condi
coes de vida. Por exemplo, ao se perceber a ongem do uso dos logaritmos ou das razies
trigonométricas como resultado do avange tecnoldgico do periodo das grandes navegacgoes
do séeulo 16, pode-se conceber a Matemdtica como instrumento para a solucio de proble
mas praticos e gue se desenvolve para muito além deles, ganhando a dimensao de ideias
gerais para novas aplicactes fora do contexto que deu origemn a elas.
* Perceber o papel desempenhado pelo conhecimento matemdtico no deservalvimento da tecno
logia e a complexa relacio entre aénda e tecnologia ao longo da histdna. A exiginda de rapidez
e complexidade dos caleulos fez com gque a Matemdlica se desenvolvesse e, por outro lado, as
pesquisas e avangos teoncos da Materndtica e demais aéncias permitiram o aperfekoamento de
mdguinas como o compulado, que vim tomando os allculos cada vez mais rdpidos.

L]

Ciéncia e tecnologia na cultura contemporanea

Compreender a ciénda e a tecnologia
como partes integrantes da cultura

humana contempordnea.

* Compreender a Matemdtica como parte integrante da cultura contemporanea, sendo capaz
de identificar sua presenca nas manifestagtes artisticas ou literdrias, teatrais ou musicais,
nas conslruges arquitetdnicas ou na publicidade.

* Porceber a dimensao da Matemdtica e da ciénda em espagos espedificos de difusao e mos
tras culturais, como museus centificos ou tecnolbgicos, planetdnos, exposicies.

= Compreender formas pelas quais a Matemdtica influencia nossa interprelacio do mundao
atual, condicionando formas de pensar e interagir. Por exemplo, comparando os cilculos
feitos pelas maguinas com aqueles feitos “com lapis e papel®, e identificando a funcio,
especilicidades e valores de cada um desses meios na construcao do conhedmento.
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Ciéncia e tecnologia na atualidade

Reconhecer & svaliar o desorvolinman * Acompanhar aiticamente o deservolimento tecroldaico contemporines, tomando con
Lato com os avangos das novas tecnologias nas diferentes dreas do conhedmento para se
pasicionar frente 4s guestdes de nossa atualidade. Utilizar o conhecdmento matemdtico
como apoio para compreender e julgar as aplicagtes tecnoldgicas dos diferentes campos
cientificos. Por exemplo, o uso de satélites e radares nos rastreamentos e localizagbes, ou
dos diferentes tipos de transmissac ¢ deteccao de informagoes, as formas de manipulagao
genélica ou de abtencio e utilizacao de recursos naturais.

o tecnolbgico contemporineo, suas
relaghes com as céndas, seu papel na
vida humana, sua presenca no mun
do cotidiano e seus impactos na vida

social.

Ciéncia e tecnologia, ética e cidadania

poconhecer o avaliar o cardter dtico do | * Compreender a responsabilidade social assocdada 3 aguisicao e ao uso do conhedimento
conhedmento dentificn e teenoldgico matematico, sentindo-se mobilizado para diferentes agdes, seja em defesa de seus direitos
e utilizar esse conhedmento no exerci como consumidor, dos espacos e equipamentos coletives ou da qualidade de vida.

-

cio da cidadania. Conhecer recursos, instrumentos e procedimentos econdmicos e sociais para posicionar-se,

argumentar e julgar sobre questdes de interesse da comunidade, como preblemas de abas

tecimento, educacio, sadde e lazer, percebendo que podem ser muitas vezes quantificados

e descritos através do instrumental da Matemslica e dos procedimentos da déncia.

* Promover siluagdes que contribuam para a melhoria das condigdes de vida da cidade onde
vive ou da preservacao responsdvel do ambiente. Utilizar as ferramentas matemiticas para
analisar situacdes de seu entorno real @ propor solugdes, por exemplo, analisando as dificul
dades de transporte coletive em seu bairro por meio de levantamento estatistico, manuais
técnicos de aparelhos e equipamentos, ou a melhor forma de plantio da lavoura para sub

sisléncia de uma comunidade.

BRASIL. Pardmetros Curriculares Macionais (PCN 1 ). Cidncias da Matureza, Matemdtica e suas Tecnodogias. Brasilia: MEC (SEB), 2002.
p. 111-119. Disponivel em: = portal_mec gov.brfsebfarquivos/pdfiCienciasNaturera. pdf=. Acesso em: 26 abe. 201 6.

Avaliacdo

A avaliacdo & um conjunto de acdes organizadas com a finalidade de obter informagdes sobre o que fol assimilado pefo
estudante, de que forma e em quais condicoes. Fara tanto, é preciso elaborar um conjunto de procedimentos investigativos gue
possibilitem o ajuste e a onentacgdo adequada. A avaliaco deve funcionar, por um lado, como um instrumento que possibilite
ao avaliador analisar criticamente a sua pratica; e por outro, como instrumento que apresente 3o avaliado a possibilidade
de saber sobre seus avancos, dificuldades e possibilidades.

CAMPOS, Fernanda C. A W SANTORO, Fldvia M., BORGES, Maroos R. 5. A SANTOS, Meide. Cooperacao e sprendizagem on-lne. Colegao Educagao a
Distancia. Ko de Janeino: Dpda, 2003,

£ bastante consensual a ideia de que o processo avaliative tem o papel de indicar a toda a comunidade escolar {es-
tudantes, professores, coordenadores, diretores e pais) o andamento do processo de ensino e de aprendizagem e, dessa
forma, apontar caminhos que viabilizem aprendizagens cada vez mais significativas e que contribuam para o crescimento
dos estudantes.

Aos professores, coordenadores e diretores, o processo de avaliacdo deve fornecer pardmetros para reflexio sobre as
praticas pedagogicas da escola, sobre as metodologias usadas nas aulas, bem como sobre os recursos e materiais didaticos
utilizados. Os préprics instrumentos de avaliacdo devem ser continuamente repensados.

Desse modo, € necessano que os professores promovam, sempre que necessario, alteragdes nos seus planejamentos,
redimensionando os objetivos a serem alcancados. Os resultados da avaliacdo tambeém devem orientar a escola, como um
todo, nos processos de reforco escolar,

Aos estudantes, a avaliagio tem a funcao de permitir que verifiguem sua evolugdo e crescimento, seus erros, suas
dificuldades e o que aprenderam. Essa reflexao deverd ser capaz de mobiliza-los para compreender e corrigir eventuais

erros, retomar e recuperar conceitos e promover maior envolvimento nas discussbes em sala de aula.
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Para que o processo de avaliacio seja capaz de fornecer
subsidios & comunidade escolar, é imprescindivel que se
apoie em uma grande diversidade de instrumentos avaliati-
vos, intendonalmente pensados e preparados para esse fim.
Além disso, faz-se necessario que a avaliagdo seja continua e
possa acompanhar o dia a dia escolar dos estudantes, suas
dificuldades e conguistas.

b O que avaliamos

Muma concepgao de aprendizagem mais ampla, pode-
mos pensar em trés dimensdes do saber: o saber conceitual,
o saber procedimental e o saber atitudinal, como sugere
Antoni Zabala, em seu livro A pratica educativa
ansinar (Artmed, 1988).

Esses trés novos conteddos (conteddo agqui esta sendo

Como

usado nao apenas para referirse as discplinas tradicionais,
mas abrange, nessa concepgdo, outras capaadades, como
as relaches interpessoais e a insercao soaal) commespondem,
respectivamente, a trés questdes: o que devemos saber, como
devernos fazer e como devernos ser (ou conviver socialmente).

5e tivermos em mente essas trés dimensoes do saber,
poderemos fazer com que o processo avaliativo seja mais
amplo, justo e benéfico para o estudante.

A dimensao conceitual
(0 que devernos saber)

Conteldos conceituais constituem o conjunto de concei-
tos e definigtes reladonadas aos saberes. Para aprenderem
esses conteddos, os estudantes deverdo desenvolver com-
peténcias como compreender, refletir, relacionar, analisar,
comparar etc. e o professor promover, exclusivamente,
aulas expositivas e se as atividades avaliativas exigiremn dos
estudantes apenas memorizacdo de formulas e reproducio
de exercicios com base em modelos previamente conhecdos,
dificilmente consequira atingir essa dimensio conceitual.

Veja estes trés exemplos:

1} Um botanico mediu, dia a dia, durante cinco dias, a
altura de uma pequena planta e relacionou os resul-
tados obtidos na tabela seguinte:

Altura (em cm) 30| 35 | 45| 50| 7.0
Tempo (emdias) | 1,0 | 20 | 30 | 40 | 50

Para expressar matematicamente a relacio existente entre
a altura (h}, em cm, e o tempo (t), em dias, o botanico
usou um modelo linear, isto & hit) = at + b, em que a
e b sdo constantes reais espedficas do expenimento.

Comente a escolha desse modelo para essa situacao.

A escolha do boténico ndo foi acertada, pois o cres-
amento da planta, por dia, ndo é constante, ou, ainda, a
taxa média de varniacdo da funcic nio é constante, pois
temos do 12 para o 22 dia: acréscimo de 0,5 cm; do 22 para
o 3% dia: acréscimo de 1,0 cm; e assim por diante. Nao se
trata de um crescimento linear, de modo que a funcao que

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501

relaciona essas duas grandezas ndo € de 12 grau, e o grafico,
portanto, ndo € uma reta.

2) Ma feira que eu costumo frequentar, uma barraca
vende caldo de cana em dois copos cilindricos: o
menor, de 300 mL, custa R§ 2,70, e o maior, de
500 mL, custa RS 4,00. Qual & a opgac mais vantajosa
para o consumidor?

Uma das formas de resolver essa questio & comparar
05 pregos para uma mesma quantidade de caldo de cana;
por exemplo, quanto pagarei, em cada caso, por 100 mL?

Copo menor: Se por 300 mL, pago R$ 2,70, entdo,
por 100 mL, pago um tergo desse valor, ou seja, R$ 0,90.

Copo maior: 5¢ por 500 mL pago RS 4,00, entdo, por
100 mL pago um quinto desse valor, isto &, R$ 0,80.

Isto indica que, considerando-se os pregos, € mais
vantajoso para o consumidor escolher o copo grande.
Observe que, nesse problema, usamos o conceito de pro-
porcionalidade.

3} Duas grandezas, x ¢ y, relacionam-se pelos valores
da tabela sequinte:

X | —|—|— | 1] 2] 3| 4]0

2o !

1
100 6 4 1 —_— | —
¥ 2 | o |76 700

Ao analisar a tabela, um estudante concuiu que as
grandezas X e y s3o inversamente proporcionais.
Comente a conclusdo do estudante.

A conclusdao ndo esta comreta. Trata-se da ideia equivo-
cada que se "duas grandezas sdo tais que, 3 medida que os
valores de uma aumentam, os valores da outra diminuem,
entdo essas grandezas sao inversamente proporcionais”™.

E importante estar atento ao fato de que varios estu-
dantes associam, indistintamente, e de maneira errada,
decrescimento com proporcionalidade inversa (da mesma
forma que associam, indistintamente, crescimento com
proparcionalidade direta).

O conceito de grandezas inversamente proporcionais
diz que, para qualquer par (x, vy}, com x # D ey # 0, de
valores dessas grandezas, o produto x - y & constante.

E facil verificar que essa condicdo ndo é satisfeita para

0s pares da tabela:
L0010+ 16411142+ =Letc
10 L 4 2

Por outro lado, uma analise mais cuidadosa mostra que:

1% 1Y ) 1%
(ﬁ)-mu 1,(7)-15. 1,(?)-4 1 etc.

Assim, »* - y = 1 (constante) e, desse modo, x? e y sdo

grandezas inversamente proporcionais.
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A dimensao procedimental
{como devernos fazer)

Conteddos procedimentais, na concepcio de Antoni
Zabala, sao um conjunto de acoes ordenadas e com um fim,
isto &, dirigidas para a realizacao de um chjetivo. Envolvem
agquilo gue se aprende a fazer fazendo.

Por exemplo, fazer uma lista de exercicios em que se
pede para resclver equagbes expenendais é uma tarefa que
mobiliza um conteldo procedimental. Isso inclui também
os chamados exercicios de fixacdo, comuns na Matematica.
Cabemn, no entanto, duas ressalvas importantes:

12) £ impresdndivel que o estudante possua uma correta
conceituacdo do objeto de estudo ao qual se refere tal
mecanizagao.

Por exemplo, ndo é raro encontrar estudantes que, em
um esforco grande para memoerizar o desenvolvimento
dos produtos notaveis, acabam esquecendo gue se trata
apenas de efetuar multiplicaces para a determinagio
desse resultado.

QOutro exemplo, que se encontra no livio Fundamentos
da diditica da Matemdtica (de Saddo Ag. Almouloud,
tditora UFPR), & o estudo feito pelo matematico francés
Bodin (1989) e seu nicleo de pesquisa. Eles perceberam
gue estudantes, ao acertarem a guest3o "resolva a equa-
cdo Jx— 3 = 13x + 15", ndo foram capazes de responder
4 seguinte pergunta: “O ndmero 10 & uma sclucdo da
equacao Fx — 3 = 13x + 1577,

O professor deve, portanto, ficar atento ao fato de gue
instrumentos de avaliacio centralizados unicamente na
dimensao procedimental podem favorecer automatismos
e, desse modo, se transformar em obstaculos para a
compreensao dos conceitos.

28) £ imprescindivel que se criem momentos em que o
estudantes possa usar tais procedimentos para resolver
problemas e situacdes mais complexas, sempre gue
possivel, contextualizadas com vivéncias do seu dia a dia
ou aplicadas em outras areas do conhecimento. Apro-
veitando o exemplo da equacdo exponencial, € preciso
saber resolvé-la também para enfrentar problemas mais
complexos, como a meia-vida de um isotopo radioativo
ou a datacdo de um material organico por carbono-14.
{Veja sugestdo de atividade em grupo nas Orientacbes
Didaticas do volume 1.)

Voltando ao exemplo do caldo de cana vendido na
feira, se modificarmos um pouco o enunciado (fornecendo
a informacao de que os copos sdo dlindricos, bem como as
dimensdes — medida do raio e da altura — desses cilindros),
estaremos mobilizando também um conteddo procedimental

o calculo do volume do cilindro — para resolver o problema.

A dimensao atitudinal
(como devernos ser)

Conteddos atitudinais s3o aqueles gue se referem a
insercio sodal do estudante e ao exercicio da cidadania, e é

necessano que estejam presentes numa avaliacao.
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[-..] uma avafiacdo de estudantes deve considerar dois aspec-
tos importantes, a saber:

* 3 avaliacdo quantitativa do desempenho dos estu-
dantes [...]

* 3 avaliacdo qualitativa, gue € um processo de avaliacio
continuo relaconade ao processo educativo, como
atitude do aluno, sua participacio em tarefas propos-
tas, sew inferesse, sew espirto citico, sua autonomia
infelectual e seus niveds de cooperacdo com colegas.

CAMPOS, Fernanda C. AL W SANTORO, Fldvia M. BORGES, Maroos B 5. A
SANTOS, Neide. Cooperacan & aprendizagem on-ine. Colegan Educacao a
Distincia. Ko de Janeino: Dpdd, 2003,

N3o & tarefa simples para o professor avaliar o grau de
aprendizagemn do estudante, na medida em gue se misturam
componentes cognitivos, afetives e de conduta. No entanto,
se ele permitir gue as aulas sgjam o lugar onde se debatam
ideias, onde haja espaco para cada estudante expressar sua
opinido pessoal, onde se cologuem, de maneira propaosital,
situacoes complexas que obriguem o estudante a questionar,
argumentar, refletir, ouvir os colegas etc., ele tera maiores
possibilidades de analisar os avancos de cada estudante,
observando como este se comporta em debates, seminarios,
atividades em grupo, estudos de campo, comemaoracoes
escolares, jogos, entre outras situages.

Quando um professor propée atividades em grupo,
devidamente organizadas, ele mobiliza os estudantes a vi-
venciar valores como respeito, responsabilidade, cooperacao
e honestidade, praticando um exercicio de alteridade.

Cada vez mais o mercado de trabalho procura profis-
sionais que saibam trabalhar em equipe e sejam imbuidos
desses valores.

Mos trés volumes desta colecio, especialmente nos
textos de leitura da secio Aplicacdes, no boxe Pense nisto e
na segdo Trogue ideias, ha oportunidades para desenvolver
um trabalho que favoreca as integracoes alunc-aluno e
aluno-professor. Além disso, na parte especifica das Orien-
tacoes Didaticas de cada volume, s3o0 propostas atividades
em grupo. As trés dimensdes do saber sio colocadas em jogo
nessas atividades: a conceitual, a procedimental e a atitudinal.
Essas atividades podem fornecer elementos para o professor
avaliar os seus estudantes: cabe a ele avaliar a predugao e
o empenho das equipes, a correta aplicacdo dos conceitos
e das técnicas procedimentais. O professor deve dirigir seu
olhar também as atitudes dos estudantes no gue se refere ao
respeito aos colegas e professores.

P Instrumentos de avaliacao

A comunicacao escrita dos estudantes

£ importante que o registro que o estudante produz
durante todo o ano letivo contemple, entre outros:

+ as anotacSes dianas das aulas no cadermo, acom-
panhadas de cbservacGes que ele proprio produz a
partir das discussdes ocorridas em aula, durante a
construcao dos conceitos que estdo sendo formados;

* exemplos, exercicios resolvidos em sala de aula e exer-
cicios fertos como tarefas de casa;
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+ fichas de resumo, que podem ser construidas com a
participacao do professor ou em grupos de estudantes
eque tém a funcéo de ajudar na selecio e organizacio
dos assuntos mais relevantes;

relatorios que o estudante pode produzir a partir de
uma proposta de aula com leitura prévia. Trata-se
de antecipar um determinado tema (ou apenas um
recorte dele) que sera apresentado e discutido na aula
seguinte. O professor sclicita aos estudantes, com a
devida antecedéncia, que facam uma leitura do livro
didatico, ou pesquisem alguma outra fonte, sobre
certo tema. Entdo, para a data combinada, os estu-
dantes tentam produzir, com as proprias palavras, um
pequenc relatdno sobre o que entenderam em relacao
a leitura feita, ainda que tal compreensao tenha sido
parcial. Acreditamos que esse tipo de estratégia possa
contribuir para a autonomia intelectual do estudante,
favorecendo habilidades importantes como leitura,
interpretacac e a comunicagio matematica escrita.

Se essas atividades ou alguma outra similar, como pedir
ao estudante um relatono ao final de determinado capitulo
ou assunto, forem feitas com alguma frequéncia durante o
ano escolar, cada estudante tera construido um portfalio
proprio, no qual comunica, por escrito, ideias matemdticas.
Esse portfolio permite acompanhar a evolucio e o crescimento
do estudante por meio do modo como este se comunica na
linguagem matemnatica.

Avaliacdes escritas

As avaliaghes escritas, como as provas, por exemplo,
também s3o instrumentos de avaliacio.

A aplicacio de provas, sejam elas na forma de questdes
de maltipla escolha, sejam na de questdes dissertativas, pode
ser uma das maneiras de fazer a avaliagio dos estudantes. £
preciso que elas sejam elaboradas considerando-se os obje-
tivos de aprendizagem gue se pretendem alcancar.

Autoavaliacao

E importante que o professor ouca os estudantes sobre o
modo pelo qual eles se relacionam com a Matematica, como
estudam, como relacionam a Matematica ao seu cotidiano,
quais sao as dificuldades que enfrentam no processo de
aprendizagem, quais avangos conseguemn identificar, tanto
no aspecto informativo como no formativo, entre outros.

Se 05 estudantes tiverem a oportunidade de manifestar
suas necessidades, dificuldades, avancos, anseios, formas
de aprender e estudar, maiores serdo as possibilidades de
o professer (e a escola, em geral} encontrar caminhos para
enfrentar problemas de aprendizagem e propor actes para
os estudantes refletirem sobre os proprios processos de

aprendizagem.
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A comunicacdo oral dos estudantes

0 ato de comunicar oralmente ideias matematicas pode
ocorrer em atividades como apresentacdo de trabalhos e
semindrios organizados pelos estudantes. Vejamos uma
situacio-problema gue envolve esse aspecto.

Viocé precisa relatar uma situacac descrita pelo grafico
seguinte a uma pessoa gue nao dispde dele no momento.
0 pais envelhece
Percentual da populagdo idosa no Brasil nas présimas décadas

W Homens
15 B Mulheres

Fonte: Ipea. Extraido de: Carta Capital, 15472009,

Maturalmente, o estudante devera ser capaz de identificar
e relatar do que trata o grafico, quais sdo as grandezas associa-
das, que tendéncia se evidencia, quais os dados representados
nas estimativas para homens e nas para mulheres etc.

Em se tratando de representacdes graficas, atividades
similares a essa podem ser realizadas no estudo da Estatistica
Descritiva e também no estudo introdutorio das fungbes, no
gue diz respeito 3 leftura e interpretacao de graficos (em geral,
graficos em que uma das grandezas € o tempo sdo adequados
para o estudo das fungdes).

QOutro assunto que favorece atividades em que os
estudantes sao convidados a expressar-se oralmente é a
Geometria, na descricio e comparagao de figuras. Veja
estas duas situagdes:

* Mo inicio do estudo dos sdlidos geométricos, podem-

-se espalhar vanos salidos sobre a mesa (ou projetar
imagens de sélidos) e pedir aos estudantes para
agrupa-los segundo algum critéric. Provavelmente,
eles separardo os poliedros dos corpos redondos. Ou-
tra possibilidade é separar os solidos em dois grupos:
05 que possuem vértice e 0s que n3o possuem. Em
seguida, eles deverdo argumentar, oralmente, com
o repertorio disponivel, o critério gue usaram na
classificacao. O professor pode experimentar pedir
aos estudantes gque repitam a argumentacio, depois
da formalizacio dos conceitos.

* Podem-se mostrar aos estudantes, no inicio do
estudo dos poliedros, um prisma e uma piramide e
pedir gue eles descrevam verbalmente esses solidos,
estabelecendo em qué s3o parecidos (entre outras,
eles devern apontar que ambos sao formados por
poligonos) e em qué sao diferentes (entre outras,
a pirdamide tem uma s0 base e o prisma tem duas
bases congruentes).

Satup
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Qutra possibilidade é levar para a sala de aula pris-
mas retos e obliqguos e pedir & turma que descreva,
oralmente, a diferenca entre eles.

Depois de estudados os conceitos, a classificacao,
os elementos etc., pode-se refazer a atividade e ver
quanto a comunicacao oral do estudante, na carac-
terizacdo desses solidos, avancou.

(Para complementar, sugerimos a atividade de Geome-
tria Analitica proposta na parte especifica das Orientacbes
Didaticas do volume 3).

Em relagio aos semindrios, uma das possibilidades é
explorar os textos da secac Aplicacoes, que constam nos trés
volumes de nossa colecdo, e convidar os estudantes a preparar
semindrios, produzir novos materiais € promover discussoes
com a turma. Essas atividades devern mobilizar os estudan-
tes a fazer outras pesquisas, aprofundando e ampliando os
contextos dos assuntos que sao abordados.

QOutra possibilidade interessante & a proposta de uma aula
preparada por um grupo de estudantes aos demais colegas da
turma. Devern-se seleconar alguns recortes do contetdo para se-
rem pesquisados, e que sejam compativeis com os conheamen-
tos dos estudantes. Na data estabelecida, cada equipe apresenta
sua aula ao resto da dlasse. E fundamental que o professor esteja
disponivel para esclarecer ddwdas e trocar ideias e sugestdes com
as equipes no periodo de preparacao dos seminarios.

Esse tipo de atividade promove a autonomia dos estu-
dantes, valoriza a leitura e a pesquisa, a comunicagio oral e
o trabalho em equipe.

Para exemplificar, no estudo de dreas das figuras planas,
podem-se informar as areas de varias figuras (triangulos,
guadrilateros, circulo e suas partes) as equipes e pedir a cada
uma delas que prepare uma aula com a deducio de formulas,
exernplos e exercicios elaborados a partir dessas informagges.
Essa atividade pode se transformar em um valioso instrumento
de avaliagio e dinamizagao das aulas.

13 no estudo das progressdes, temos outro exemplo: &
possivel separar a turma em eguipes, ficando cada equipe
responsavel pela apresentacae de um seminario, na forma de
roteiro complete de aula (incluindo problematizacao inicial,
exemplos, demonstracdes de farmulas, se houver, e exercicios).

Atividade em grupo

Conforme j@ mencionado anteriormente, as atividades
em grupo podem mobilizar as trés dimensdes dos conteddos:
conceitual, procedimental e atitudinal. Na parte especifica das
Orientagdes Didaticas de cada volume, s3o propostas ativida-
des em grupo. Quando possivel, proponha atividades a partir
de alguma maténa publicada em jomal, revista, internet etc.
Acreditamos que o recurso de usar reportagens veiculadas na
midia pode ser bastante motivador para o estudante, espe-
cialmente nos casos de mobilizar competéncias ligadas a
representacdo e comunicacdo, investigacio e compreensac
ou recontextualizacdo sociocultural.

Veja este exemplo de atividade que pode ser proposta
sobre a tabela de contribuicio mensal do INS5:
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A tabela de contribuicdo mensal € utilizada para a
consulta sobre as faxas de salanos e respectivas aliquotas de
incidéncia para o cilcule da contribuicao a ser paga ao INSS.

Tabela de contribuicao mensal para fins de

recolhimento ao INSS (vigente de 01/01 a

31/12/2015)
salario de contribuicio (R$) Aliquota (%)
Al 139912 ]
De 1399,13 alé 2 331,88 9
De 2 331,89 alé 4663,75 11

Atencdo: Em 2015, o valor maximo do INSS do
segurado era RS 513,01.

Fonte: -<www portaltibutario.com briguiattabela inss empregados.
html=. Acesso em: 26 abr. 2016.

A tabela é o ponto de partida para varias discussoes
e questdes, entre as quais destacamos:

1. O gue & IN557

Resp.: IN55 & a sigla de Instituto Nacional do Seguro
Social, um Grgao governamental responsavel por receber
as contribuigbes dos trabalhadores e fazer o pagamento
de aposentadorias, auxilio-doenca, pensdes e outros
beneficios previstos paor lei.

2. 0 que é aposentadoria? Quais as regras atuais da
aposentadona para o trabalhador?

Resp.: Aposentadoria é uma remuneragao recebida
pelo trabalhador apds cumprir alguns requisitos. Para
conhecer as regras atuais para a aposentadoria, consulte
o site <www.mtps.gov.brfaposentadoria=, acesso em
24 maio 2016.

3. Qual & ovalor atual mensal do teto da aposentadaoria?

Resp.: O teto maximo da aposentadoria é comigido
anualmente, em 2015 era de 4 663,75 reais. Consulte
o site <www.mtps.govbr=, acesso em 24 maio 2016,
para obter o valor atualizado.

4. Quais 530 os beneficios dos contribuintes do INS5?

Resp.: Os contribuintes do IN5SS t8m direito a alguns
beneficios, como aposentadoria, auxilio-doenca, pensao
por morte, saldrioc-maternidade etc. Vieja mais no site
<www.mtps.gov.br/todos-os-servicos-do-inss =, acesso
em 24 maio 2016.

5. Determine a contribuicido ao IN5S5 paga por um
trabalhador cujo salario bruto mensal é de:

a) R% 1 000,00 (Resp.: RS B0,00)

b) R% 2 200,00 (Resp.- R$ 198,00)

o) B% 4 000,00 (Resp.: R$ 440,00)

6. O que a infermagao "o valor maximo do INSS
do seqgurado € R$ 513,017, logo apds a tabela, indica?

Resp.: Como 0,11 - 4 663,75 = 513,01, qualquer
salario superior a R$ 4 663,01 contribui com o valor de
R 513,01 ao INSS.

7. Qual é a lei da funcdo gque relaciona o valor
mensal (y) pago ao IN5S e o salario mensal (x), ambos
EXPressos em reais?

Resp.:

0,08 - x;5e 0 < x=1399,12

0,09 - x; 52 139913 = x = 2331 88
y 0,11 - x; se 2331,89 = x = 4663,75

513,01; se 4663,76 = x

) [
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P Resolugdo de problemas

E fundamental que seja trabalhada em aula uma grande
diversidade de problemas {indusive aqueles sem solucdo ou
que admitern mais de uma resposta), mobilizando todas as
guatro etapas desse processo, segundo G. Polya, em A arfe
de resolver problemas (1978):

* compreender o problema;

+ pstabelecer um plano, relacionando os dados;

* pxecutar o plano;

* fazer um retrospecto da resolucdo completa, revendo-a

e discutindo-a.

Ma avaliacdo da resclucdo de problemas, & importante
levar em consideragao a evolugio dos estudantes no processo.
Para isso, & fundamental que esse tipo de avaliagio esteja
incorporado a pratica do professor; nao pode ser uma ativi-
dade esporadica. E preciso valorizar a criatividade na busca
de solugdes, a sodalizagio de diferentes maneiras de resolver
um problema, analisando todos os passos da resolucao (e ndo
apenas a resposta final) e incentivar e encorajar os estudantes
na busca da sulucao.

b Textos complementares - Avaliacao
Pensando em um momento de pausa, estudo, reflexdo
e formacio para o professor, reproduzimos a seguir alguns
trechos do capitulo inicial do livro Avaliacdo: da exceléncia
a regulagio das aprendizagens, entre duas logicas, de
Philippe Perrenoud.

Uma avaliacao a servico da selecao?

A avaliacio é tradicionalmente associada, na escola, &
criagio de hierarquias de exceléncia. Os alunos sdo com-
parados e depois classificados em virtude de uma norma
de exceléncia, definida no absoluto ou encarnada pelo
professor e pelos methores alunos. Na maioria das vezes,
essas duas referéncias se misturam, com uma dominante:
na elaboracdo das tabelas, enguanto alguns professores
falam de exigéncias preestabelecidas, outros constroem sua
tabela a posteriori, em fun¢io da distribuicdo dos resulta-
dos, sem todavia chegar a dar sistematicamente a melhor
nota possivel ao trabalho “menos ruim™.

No decorrer do ano letivo, os trabalthos, as provas de roting,
as provas orais, 8 notagio de trabalhos pessoais e de dossiés
criam “pequenas” hierarguias de exoelénoia, sendo que nenhu-
ma delas € decisiva, mas sua adicio e acimulo prefiguram a
hierargquia final:

saja porque se fundamenta amplamente nos resulta-
dos obtidos ao longo do ano, quando a avaliacdo continua
ndo & acompanhada por provas padronizadas ou exames;

sgja porgue a avaliacdo durante o ano funciona como
um treinamento para o exame (Merle, 199a).

Essa antecipacdo desempenha um papel maior no
contrato didatico celebrado entre o professor e seus alunos,
assim como nas relacdes entre a familia e a escola. Como
mastrou Chevallard (1986a), no gue tange aos professores
de matemdtica do secundsrio, as notas fazem parte de
uma negecacao entre o professor e seus alunos ou, pelo
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menos, de um arranjo. £las lhes permitemn fazé-los trabalhar,
conseguir sua aplicacao, sew siléncio, sua concentracao, sua
docilidade em vista do objetivo supremao: passar de ano. A
nota é uma mensagem gue ndo diz de inicio 3o aluno o gue
ele sabe, mas o que pode |he acontecer “se continuar assim
até o final do ano”. Mensagem tranguilizadora para uns,
inguietante para outros, que visa também aos pais, com a
demanda implicita ou explicita de intervir “antes que seja
tarde demais”. A avaliacio tem a funcdo, gquando se dirige
3 familia, de prevenir, no duplo sentido de impedir e de
advertir. Ela alerta contra o fracasso gque se anuncia ou, ao
contrario, tranquiliza, acrescentando “desde gque continue
assim!”. Quando o jogo estd quase pronto, prepara os es-
piritos para o pior; uma decisdo de reprovacdo ou de ndo
admissio em uma habilitacdo exigente apenas confirma,
em geral, os progndsticos desfavordvels comunicados bem
antes ao aluno e a sua familia.

Assim como 0s pequenos mananciais formam grandes
rios, 3s pequenas hierargquias se combinam para formar
hierarguias globais, em cada disciplina escolar, depois sobre
o conjunto do programa, para um trimestre, para um ano
letivo e, enfim, para o conjunto de um ciclo de estudos.
Referindo-se a formas e normas de exceléncia bem diversas,
essas hierarguias tém em comum mais informar sobre a
posicio de um aluno em um grupo ouw sobre sua distincia
relativa 8 norma de exceléncia do que sobre o conteddo de
seus conhecmentos e competéncias. Elas dizem sobretudo
se o aluno & “melhor ou pior” do gue seus colegas. A propria
existénciad de uma escala a ser utilizada cria hierarguia, as
vezes @ partir de pontos pouco significativos. Amigues e
Zerbato-Poudou lembram esta experiéncia simples: di-se um
lote de trabalhos heterogéneos a serem corrigidos por um
conjunto de professores; cada um estabelece uma distribui-
¢do em forma de sino, uma aproximacio da famosa curva
de Gauss. Retiram-se entdo todos os trabalhos situados
na parte mediana da distribuicdo e dio-se os restantes 3
outros corretores. Poder-se-ia logicamente esperar uma dis-
tribuicdo bimodal. Isso ndo acontece, cada avaliador recria
uma distribuicdo “normal”. Obtém-se o mesmo resultado
guando se conserva apenas a metade inferior ou superior
de um primeiro lote. Os examinadores criam vaniagoes que
se referem mais 3 escala e ao principio da classificacdo do
que ds variagoes significativas entre os conhecimentos ou
as competéncias de uns e outros.

Uma hierarquia de exceléncia jamais é o puro e simples
reflexo da “realidade” das variagdes. Elas existern realmen-
te, mas a avaliacio escolhe, em um momento definido,
segundo critérios definidos, dar-the uma imagem publica;
ds mesmas vanacoes podem ser dramatizadas ou banaliza-
das conforme a légica de acdo em andamento, pois ndo se
avalia por avaliar, mas para fundamentar uma decisdo. Ao
final do ano letivo ou do ciclo de estudos, as hierarquias
de exceléncia escolar comandam o prosseguimento normal
do curso ou, se houver selegio, a orientagio para esta ou
aquela habilitacao. De modo mais global, ao longo de todo
o curso, elas regem o que se chama de éxito ou fracasso
escolares. Estabelecida de acordo com uma escala muito
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diferenciada — as veres, apenas um décimo de ponto de
diferenca —, uma hierarquia de exceléncia se transforma
faciimente em dicotomia: basta introduzir um ponto de
ruptura para criar conjuntos considerados homogéneos,
de um lado, aqueles que sio reprovados sio relegados as
habilitacbes pré-profissionais ou entram no mercado de
trabalho aos 15-16 anos; de outro, o5 Que avangam no
curso e se arientam para os estudos aprofundados.

A outra funcdo tradicional da avaliacio é certificar
aquisiches em relacdo a terceiros. Um diploma garante aos
empregadores em potencial que sew portador recebeu for-
magao, o gue permite contrati-lo sem fazer com que preste
novos exames. Uma forma de certificacdo andloga funciona
também no interior de cada sistema escolar, de um ciclo
de estudos ao seguinte, até mesmo entre anos escolares.
Isso & menos visivel, pois ndo existe o eguivalente em um
mercado de trabalho; o mercado da orientacdo permanece
controlado pelo sistema educativo.

Uma certificacdo fornece poucos detathes dos saberes
e das competéncias adguindos e do nivel de dominio pre-
cisamente atingido em cada campo abrangido. Ela garante
sobretudo gue um aluno sabe globalmente “o que & neces-
sdno saber” para passar para a senie seguinte no curso, ser
admitido em uma habilitagso ou comegar uma profissdo. Entre
professores dos graus ou ciclos de estudos sucessivos, entre a
escola e os empregadores, o nivel e o conteddo dos exames
ou da avaliacdo sdo, & daro, questdes recomentes. Todawa,
no dmbito do fundonamento regular do sistema, “age-se
como se” agueles gue avaliam soubessem o que devemn fazer
e a eles ¢ concedida uma certa confianca. A vantagem de
uma certificacdo instituida & justamente a de nao precisar ser
controlada ponto por ponto, de senar de passaporte para o
emprego ou para uma formacdo posterion

Dentro do sistema escolar, a certificacdo € sobretudo
um modo de regulacio da divisdo vertical do trabalho
pedagogico. O gue se certifica ao professor gue recebe
os alunos enundos do nivel ou do cido anterior € gue ele
podersd trabalhar como de habito. O gue isso recobre nao
é totalmente independente do programa e das aquisicoes
mimimas. lsso pode variar muito de um estabelecimento para
outro, em funcio do nivel efetivo dos alunos e da atitude
do corpo docente.

Em todos os casos, a avaliaco ndo é um fim em si. E
uma engrenagem no funcionamento diditico e, mais glo-
balmente, na selecio e na orientagcio escolares. Ela serve
para controlar o trabalho dos alunos e, simulftaneamente,
para gerir os fluxos.

Ou a servico das aprendizagens?

A escola conformou-se com as desigualdades de éxito
por tanto tempo quanto elas pareciam “na ordem das
coisas”. E verdade que era importante que o ensino fosse
corretamente distnibuido e que os alunos trabalhassem, mas
3 pedagogia nio pretendia nenhum milagre, ela ndo podia
sendo “revelar” a desigualdade das aptidées (Bourdieu,
1996). Dentro dessa perspectiva, uma avaliacdo formativa
ndo tinha muito sentido: a escola ensinava e, se tivessem
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vontade e meios intelectuais, os alunos aprendiam. A escola
nio se sentia responsavel pelas aprendizagens, limitava-se a
oferecer a todos a oportunidade de aprender: cabia a cada
um aproveitd-la! A nocio de desigualdade das oportuni-
dades ndo significou, até um periodo recente, nada além
disto: gque cada um tenha acesso ao ensino, sem entraves
geograficos ou financeiros, sem inquietacdo com seu 5ex0
ou sua condicao de ongem.

Quando Bloom, nos anos 60, defendeu uma pedagogia
do dominio (1972, 1976, 1979, 1988), introduziu um pos-
tulado totalmente diferente. Pelo menos no nivel da escola
obrigatoria, ele dizia, “todo mundo pode aprender”: 80%
dos alunos podem dominar 80% dos conhecimentos e das
competéncias inscritos no programa, com a condicio de
organizar o ensino de maneira a individualizar o conteddo,
o rtmo e as modalidades de aprendizagem em funcio de
objetivos claramente definidos. De imediato, a avaliacio se
tornava o instrumento privilegiado de uma requlacic con-
tinua das intervencdes e das situacdes diddticas. Seu papel,
na perspectiva de uma pedagogia de dominio (Huberman,
1988), ndo era mais criar hierargquias, mas delimitar as
aguisicoes & os modos de raciocinio de cada aluno o sufi-
ciente para auxilid-lo a progredir no sentido dos objetivos.
Assim nasceu, senao a propria ideia de avaliacao formativa
desenvolvida originalmente por Scriven (1976) em relacao
Jo0s programas, pelo menos sua transposicdo 3 pedagogia
e ds aprendizagens dos alunos.

O gue ha de novo nessa ideia? Nio se servem todos
os professores da avaliacio durante o ano para ajustar o
ritmo e o nivel global de seu ensino? Nio se conhecem
muitos professores gque utilizam a avaliacdo de modo mais
individualizado, para melhor delimitar as dificuldades de
certos alunos e tentar remedia-las?

loda agdo pedagogica repousa sobre uma parcela
intuitiva de avaliacio formativa, no sentido de que, ine-
vitavelmente, hd um minimo de regulacio em fungao das
aprendizagens ou, ao menos, dos funcionamentos obser-
vaveis dos alunos. Para se tornar uma pratica realmente
nova, seria necessdrio, entretanto, que a avaliacao formativa
fosse aregra e se integrasse a um dispositive de pedagogia
diferenciada. E esse cardter metddico, instrumentado e
constante que 3 distancia das praticas comuns. Portanto,
ndo se podena, sob nisco de especulacao, afirmar que todo
professor faz constantemente avaliagio formativa, 30 menos
ndo no pleno sentido do termo.

% a avaliacdo formativa nada mais é do que uma
maneira de reqular 3 acio pedagdgica, por que n3o & uma
pratica corrente? Quando um artesdo modela um objeto,
ndo deixa de observar o resultado para ajustar seus gestos
e, se preciso for, “corrigir o alvo”, expressio comum gue
designa uma faculdade humana universal: a arte de conduzir
a acdo pelo olhar, em funcdo de sews resultados provisdrias
e dos obstaculos encontrados. Cada professor dispoe dela,
como todo mundo. Ele se dirige, porém, a um grupo e re-
gula sua acdo em funcdo de sua dindmica de conjunto, do
nivel global ¢ da distribuicio dos resultados, mais do que
das trajetdrias de cada aluno. A avaliacio formativa introduz
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uma ruptura porgue propde deslocar essa regulacao ao nivel
das aprendizagens e individualiza-la.

Nenhum médico se preocupa em dassificar seus pacien-
tes, do menos doente ao mais gravemente atingido. Nem
mesmo pensa em lhes administrar um tratamento coletivo.
Esforca-se para determinar, para cada um deles, um diag-
nadstico individualizado, estabelecendo uma acdo terapdutica
sob medida. Mutatis mutandis, a avaliacio formativa devenia
ter 3 mesma funcdo em uma pedagogia diferencada. Com
o553 finalidade, as provas escolares tradicionais se revelam
de pouca utilidade, porque sdo essencalmente concebidas
&m vista mais do desconto do gue da analise dos erros, mais
para a classificagio dos alunos do que para a identificacio
do nivel de dominio de cada um. "Seu erro me interessa”,
diria um professor gue lew Astolfi (1997). Uma prova escolar
cldssica suscita ermos deliberadamente, jd que de nada servinia
se todos os alunos resolvessem todos os problemas. Ela cria a
famosa curva de Gauss, o gque permite dar boas e mas notas,
criando, portanto, uma hierarguia. Uma prova desse género
ndo informa muito como se operam a aprendizagem e a
construcio dos conhecimentos na mente de cada aluno, ela
sanciona seus erros sem buscar os meios para compreendé-
-los e para trabalhi-los. A avaliacdo formativa deve, pois,
forjar seus proprios instrumentos, que vio do teste criterioso,
descrevendo de modo analitico um nivel de aquisicio ou de
dominio, 4 ohservacdo in loco dos métodos de trabalho, dos
procedimentos, dos processos intelectuais do aluno.

O diagndstico & indtil se ndo der lugar a uma acio
apropriada. Uma verdadeira avaliacdo formativa € necessa-
riamente acompanhada de uma intervencio diferenciada,
com o gue isso supde em termos de meios de ensino, de
organizacio dos hordnos, de organizacio do grupo-aula,
até mesmo de transformagoes radicais das estruturas escola-
res. As pedagogias diferenciadas estdo doravante na ordem
do dia e 3 avaliagio formativa ndo € mais uma quimera,
jd que propiciou indmeros ensaios em diversos sistemas.

{...d

PERRENQUD, F Avaliagaor da exceléncia a regulacao das aprendizagens

entre duas Mgicas. Porto Alegre: Artmed, 1999

Para a dltima parte de nossa proposta de proporcicnar
ao professor um momento de reflexdo e estudo, reproduzi-
mos umn trecho do livro Prova: um momento privilegiado de
estudo, ndo um acerto de contas, de Vasco Pedro Moretto.
O autor defende a ideia de que ndo é a extingao da prova
escrita ou oral que melhorara a aprendizagem, mas a res-
significacdo do método numa nova perspectiva pedagdagica.

Avaliar com eficacia e eficiéncia

Avaliar a aprendizagem tem sido um tema angustiante
para professones e estressante para alunos. Nas comeersas com
professores, orentadores e diretores, o assunto avaliacdo 6
sempre fembrado com um suspiro de desdnimo e uma frase
aloquente: "Esse & o problemal Ai esti o no!”.

Muito se tem escrito e falado sobre 3 avaliagio da apren-
dizagem. As duvidas continuam, os pontos de vista se multi-
plicam e as expenéncias se diversificam. O sisterna escolar gira
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am tamo desse processo e tanto professores como alunos se
arganizam em fungio dele. Por isso a verdade apresentada &
professores e pesquisadores precisamaos estudar mais, debater
com profundidade e conceifuar com seguranca o papel da
avaliagdo no processo da aprendizagem.

A avaliagio da aprendizagem é angustiante para muitos
professores por ndo saber como transformda-la num processo
gue ndo seja uma mera cobranga de conteddos aprendidos
“de cor”, de forma mecanica e sem muito significado para o
aluno. Angustia por ter que usar um instrumento t3o valioso
no processo educativg, como recurso de repressio, como
meio de garantir gue uma 3ula seja fevada 3 termo com cer-
to grau de interesse. Sentencas como ‘anotem, pois vai cair
na prova’, ‘prestem atencio nesse assunto porque semana
gue vemn tem prova’, se nao ficarem calados vou fazer uma
prova surpresa’, ja gue vocds ndo param de falar, considero
matérnia dada e var cair na prova’, e outras que se eguivalemn,
sdo indicadores da manaira repressiva gue tem sido utilizada
na avaliacio da aprendizagem.

5e para o professor esse processo gerd ansiedade, po-
demos imaginar o que representa para os alunos. "Hora do
acerto de contas’, A hora dz verdade”, A hora de dizer ao
professor o gque ale guer que eu satba’, A hora da torfura’,
sao algumas dentre as muitas representacdes em voga entre
as alunos. Enquanto ndo hd prova ‘marcada’ muitos alunos
encontram um alibi para ndo estudar, £ s por acaso o pro-
fessor anuncar que 3 matéria dada ndo ird cair na prova...
entio para que estudar?, perguntardo os afunos.

Para grande parte dos pats, a prova também nio cumpre
seu real papel. e a nota for rarodvel ou ofima, os pais dio-se
por satisfeitos, pois pressupdem gue 3 nota traduz a aprendiza-
gem correspondents, o gue nem sempre éverdade. £ os alunos
sabem disso. 5e 3 nota foi de aprovagdo, o aluno 3 apresenia
como um troféu pele qual ‘deve receber 2 recompensa ™ saidas
autorizadas, aumento de mesada, passeios extras etc. Lembrar
gue o dever fof cumpnido... ah! Isso nem verm ao caso.

hante de tal diagndstico, a avalfacdo preasa ser ana-
lisada sob novos pardmetros e fem de assumir outro papel
no processo da intenengio pedagogica, em consequénca
da redefinicdo dos processes de ensing e de aprendizagem.

A avaliagao é parte infegrante do ensino e da aprendizagem.
O ensinar;, um dia, j& foi concebido como transmitir conheamen-
tos prontos e acabados, conjunto de verdades a serem recebidas
pelo aluno, gravadas e devolidas na hora da prova. Nessa wisao
de ensing, o aprender tem sido wisto como gravar informacoes
franscritas para um cademno (cultura cadernal) para devolie-
-las da forma mais fiel possivel ao professor na hora da prova.
Expressoes como 0 que 5858 QUe 0 professor quer com 553
guestao?”, professor a questdo sete ndo estava no ademo de
ninguem, o senhor tem que anular, professora, da para explicar
o que 3 senhora quer com a8 questio 37 ‘professor eu deconsy
todo o guestiondno que o senhar dew e na prova o senhor per-
guntou tudeo diferente” sdo indicadores de que a preocupaco
dos alunos @ satisfazer os professores, & tentar responder tudo
o que o professor quer para, com isso, obter nota.

Nesta wisdo, que classificamos de tradicional por ainda ser,
a nosso ver, 3 que domina o processo de ensino nos dias de hoje,
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2 avaliacdo de aprendizagem & encarada como Wim processo
de ‘toma la dd cd’, em gue o aluno deve devolver ao professor
o que dele recebeu e de preferénoia exatamente como rece-
beu, o gue Paulo Freire chamou educacio bancdria. Nesse caso
ndo cabe criatividade, nem interpretagdo. A relacao professor-
-aluno vista dessa forma & identificada como uma forma de
dominacdo, de autoritanismo do professor e de submissio do
aluno, sendo por isso uma relacdo perniciosa na formagdo
para a adadania.

A perspectiva construtivista sociointeracionista propoe
uma nova relacdo entre o professor, o aluno e o conheamento.
Ela parte do principio de que o aluno nio & um simples acu-
mulador de informagoes, ou 553, um mero receptor-repetidor
Ele é o construtor do proprio conhecmento. Essa construcdo
se dd com a mediacao do professor, numa agdo do aluno que
estabelece a refagdo entre suas concepodes prévias e o objeto
de conhecimento proposto pela escola. Assim, fica daro que
a construgdo do conhecimento & um processo interior do
sujeito da aprendizagem, estimulado por condigdes exteriores
criadas pelo professor. Por isso dizemos gue cabe 3 este o
papel de catalisador do processo da aprendizagem. Catalisar’
mediarfaalitar sdo palavras gue indicam o novo papel do
docente no processo de interagio com o aluno, como vimos
em capitulos anterores.

Prova: um momento privilegiado de estudo

Avaliar aprendizagem tem um sentido amplo. A avaliacio
é faita de formas diversas, com instrumentos vanados, sendo
o mais comum deles, em nossa cultura, 3 prova esorita. For
esse motivo, em lugar de apregoarmos os maleficios da prova
e levantarmos 3 bandeira de uma avaliagio sem provas, pro-
cLramos sequir o principio: se tivermos que elaborar provas,
que sejam benfeitas, atingindo seu real objetive, que 8 verificar
se fouve aprendizagem significativa de conteddos relevantes.

E preciso ressaltar, no entanto, gue a avaliagdo da apren-
dizagem precisa ser coerente com 2 forma de ensinar. 5e a
abordagem no ensino foi dentro dos principios da construgio
do conhecmento, a avaliacdo da aprendizagem seguird a
mesma onentacdo. Nessa linha de pensamento, propomos
alguns principios que sustentam nossa concepcdo de avaliacio
da aprendizagem:

* Aaprendizagem & um processo inferor ao aluno, ao qual

temas acesso por moio de indicadores extermaos.

* 05 indicadores (palavras, gestos, figuras, textos) sdo
interpretados pelo professor e nem sempre a interpre-
tacdo corresponde fielmente ao que o aluno pensa.

« O conheamento é um conjunto de relagdes estabele-
cidas entre os componentes de um universo simbolico.

* O conheamento construido significativamente & estivel
e estruturado.

* O conheamento adguindo mecanicamente € instdvel
e isolado.

* A avaliacdo da aprendizagem & um momento privile-
giado de estudo e ndo um acerto de contas.

[--]
MORETTO, Vasco B Provas um momento privilegiade de estude, nao um
acerto de contas. 8% ed. Kio de Janeiro: Lamparina, 2008.
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Sugestdes para o professor

Hoje, para coordenar um curso de Matematica rico e
aberto, o professor precisa conhecer a Matematica além
do seu programa curricular: deve ter acesso a informagoes
sobre a histona da descoberta matematica, estar sintoni-
zado com tendéncias da Educacio Matematica, conhecer
curicsidades e divertimentos logico-matematicos, dispor
de livros paradidaticos para aprofundamento, conhecer e
usar recursos tecnologicos em sala de aula como forma de
diversificar estratégias de aprendizagem etc.

Pensando nisso, tomamos a liberdade de sugerir alguns
livros, revistas, recursos digitais e sites que podem contribuir
para a melhor formacgac dos colegas.

P Sugestdes de livros para a formacao

continuada

* A Matematica na arfe e na wda, de Paulo Roberto Martins
Contador. 24 ed. 530 Paulo: Livraria da Fisica, 2010.

A obra analisa com profundidade a complexidade da
proporcac durea e suas manifestagbes na natureza, na
arquitetura, nas artes plasticas, enfim, onde ha harmonia,
beleza e equilibrio.

* Colecio do Professor de Matemdtica

Trata-se da colecdo IMPANITAE, da Socedade Brasileira
de Matematica (SBM).

A colecio oferece um excelente material de consulta,
aprofundamento e pesquisa para o professor de Matematica
do Ensino Médio. Os assuntos s3o apresentados e discutidos
com elevado ngor matematico, em linguagem precisa e
objetiva. Ha ainda uma secao de exercicios, em varios dos
quais sio pedidas demonstraces.

Os seguintes titulos compdem a colecdo:

- A Matematica no Ensino Médio, de Elon Lages Lima,
Paulo César Pintoc Carvalho, Eduardo Wagner e Augusto
César de Oliveira Morgado. v. 1-4. Rio de Janeiro: Sociedade
Brasileira de Matematica, 1996.

Mos volumes de 1 a 3 s3o apresentados, de modo
aprofundado, os principais topicos dos programas da
Matematica do Ensino Médio; no volume 4 sdo apresenta-
das as solugbes de todos os exercicios propostos nos trés
volumes anteriores.

- Analise combinatona e probabilidade, de Faulo Cezar
Pinto Carvalho, Augusto César de Oliveira Morgado, Pedro
Fernandez e Jodo Bosco Pitombeira. 92 ed. Rio de Janeiro:
Sociedade Brasileira de Matematica, 2006.

- Construgdes Geométricas, de Eduardo Wagner. &4 ed.
Rio de Janeiro: Sociedade Brasileira de Matematica, 2007

- Coordenadas no espaco, de Elon Lages Lima. 42 ed.
Rio de Janeiro: Sociedade Brasileira de Matematica, 2007.

- Coordenadas no plano com as solucdes dos exerci-
cios, de Elon Lages Lima. & ed. Rio de Janeiro: Sociedade
Brasileira de Matematica, 2013.

- Introducio 3 geometria espacial, de Paule Cezar Pin-
to Carvalho. 42 ed. Rio de Janeiro: Sociedade Brasileira de
Matematica, 2005.

3N
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- Logaritmos, de Elon Lages Lima. 5° ed. Rio de Janeiro:
Sociedade Brasileira de Matematica, 2013.

- Medida e forma em Geometria, de Elon Lages Lima.
44 gd. Rio de Janeiro: Sociedade Brasileira de Matematica,
2006.

- Meu professor de Matemdtica e outras histonas, de
Elon Lages Lima. 6 ed. Rio de Janeiro: Sociedade Brasileira
de Matematica, 2012.

- Progressdes e Matemdtica Financeira, de Eduardo
Wagner, Augusto César de Oliveira Morgado e Sheila Zani.
64 ed. Rio de Janeiro: Sociedade Brasileira de Matematica,
2015.

- Trigonometria e Ndmeros Complexos, de Eduardo
Wagner, Augusto César de Oliveira Morgado e Manfredo
Perdigdo do Carmo. 34 ed. Rio de Janeiro: Sociedade Brasi-
leira de Matematica, 2005.

* Colecdo Fundamentos de Matematica Elementar

A colecao apresenta, em 11 volumes, um estudo de-
talhado e rigoroso dos eixos trabalhados no Ensine Médio:
Funcdes, .ilgnbra, Mameros, Geometria, Estatistica, con-
tagem e probabilidade, além de Matematica Financeira e
Introducio ao Calculo.

Mos livros, encontramos uma grande vanedade e guan-
tidade de exercicios, podendo servir de referencial tedrico
e pratico para o professor do Ensinc Médio. Os seguintes
livros compdem a colecao:

- Conjuntos, Fungdes, de Gelson lezzi e Carlos Muraka-
mi. 92 ed. v. 1. 530 Paulo: Atual, 2013.

Aborda os conjuntos numéncos, a nogdo de funcio e
o estudo de algumas das fungoes elementares.

- Logaritmos, de Osvalde Dolce, Gelson lezzi e Carlos
Murakami. 9 ed. v. 2. 530 Paulo: Atual, 2013,

Sintetiza o assunto poténcias e o estudo das fungdes
exponencial e logaritmica.

- Trigonometnia, de Gelson lezzi. 94 ed. v. 3. Sao Faulo:
Atual, 2013.

Estudo completo das funcoes circulares, das relacbes
entre elas, das transformacdes, das equagbes e inequagbes
trigonomeétricas, das fungdes circulares inversas e da trigo-
nometria nos tridngulos.

- Sequéncias, matrizes, determinantes, sistemas, de Gel-
son lezzi e Samuel Hazzan. 98 ed. v. 4. 530 Paulo: Atual, 2013.

Irata do estudo de progressdes, de matrizes, de deter-
minantes e de sisternas lineares.

- Combinatoria, probabilidade, de Samuel Hazzan.
9d pd. v 5. 530 Paulo: Atuwal, 2013.

Estuda problemas de contagem e o bindmio de Newton
e faz um estudo completo sobre probabilidades.

- Complexos, polindmios, equagdes, de Gelson lezzi.
%94 pd. v. 6. 530 Paulo: Atual, 2013,

530 estudados os ndmeros complexos, os polindmios
e as equacbes polinomiais.

- Geometria analitica, de Gelson lezzi. % ed. v. 7. 530
Paulo: Atual, 2013.

Aborda o estudo analitico das retas, das crcunferéncias
e das conicas.
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- Limites, derivadas, nogdes de integral, de Gelson lezzi,
Carlos Murakami e Milson José Machado. 93 ed. v. 8. 530
Paulo: Atual, 2013.

Uma abordagem simplificada de limites, de derivadas e
funcoes de uma variavel, das aplicagdes de derivadas e de
uma introducdo a nogio de integral definida.

- Geometria Plana, de Osvaldo Dolce, José Nicolau
Pompeo. 94 ed. v. 9. 530 Faulo: Atual, 2013.

Irata, com rigor, detalhes e profundidade, da Geome-
tria Plana usualmente trabalhada no Ensino Fundamental.

- Geometra Espacial, de Osvaldo Dolce e José Nicolau
Pompeo. 92 ed. v. 10. 530 Paulo: Atual, 2013.

Faz um estudo completo e axiomatico da Geometria de
Posicao Espacial. Na Geometnia Métrica s30 estudados polie-
dros, corpos redondos, inscricdo e circunscricio de solidos.

- Matemmatica comercial, matematica financeira, estatis-
tica descritiva, de Gelson lezzi, Samuel Hazzan e Dawvid M.
Degenszajn. 92 ed. v. 11. 530 Paulo: Atual, 2013,

Mo livro sdo estudadas matematica comercial e finan-
ceira, além da estatistica descritiva.

* Fundamentos da Aritmética, de Hygino H. Domingues.
1é ed. Florianopolis: Editora da UFSC, 2009,

Podemos encontrar na obra a origemn da ideia de nd-
mero, 05 primeiros sisternas de numeracdo, o conceito de
congruéncia, representacio decimal dos racionais e irracio-
nais e o corpo dos numeros complexos. & obra contempla
elementos da historia da Matematica.

* Introducdo 3 logica, de Cezar A. Mortari. 14 ed. 53c Paulo:
Livrana da Fisica, 2011.

O livro aborda inferéncia, deducaao, inducdo e outras
conceituactes e mostra a diferenca entre a logica classica
e a ndo classica.

+ Introducdo ds técnicas de demonstracdo na Matematica,
de John A. Fossa. 24 ed. 530 Paulo: Livrana da Fisica, 2009.

O autor convida o leitor a "mergulhar” no caminho das
argumentacoes em Matematica.

* s plementos de Euclides, traduzido por Irineu Bicudo.
12 ed. 530 Paulo: Editora Unesp, 2009.

Irata-se da primeira tradugio completa para a Lingua
Portuguesa a partir do texto grego. A obra da Antiguidade
Classica contém definiges, postulados, demonstragdes de
465 proposigies em forte sequéncia l6gico-dedutiva, refe-
rentes 3 Geometria Plana e Espacial. H3 também capitulos
destinados a tecria dos ndmeros.

+ Probabilidade: um curso moderno com aplicagGes, de
Sheldon Ross. 82 ed. Porto Alegre: Bookman, 2010.
Uma obra completa e aprofundada sobre probabilida-
de, com grande variedade de exercicios.

* Uma historia da simetria em Matematica, de lan Stewart.
12 ed. Rio de Janeiro: Jorge Zahar, 2012.

O autor conta como uma sucessdo de matematicos e
fisicos, & procura de solugBes para equacbes algébricas, aca-
bou por construir o conceito de simetria, que revolucionou
nossa visdo sobre o Universo.
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* \etores e uma iniciagao 4 Geometria Analitica, de Dornival
A. Mello, Renate G. Watanabe. 22 ed. 530 Paulo: Livraria
da Fisica, 2011.

A obra contempla o estudo de vetores, dependéncia
linear e bases, produto escalar e vetorial, sistemas de coor-
denadas no espago, estude do plano, superficie esférica e
um apéndice sobre cnicas.

P Histéria da Matemadtica

+ A rainha das céncias: um passeio historico pelo maravi-
Ihoso mundo da Matematica, de Gilberto G. Garbi. 52 ed.
5do Paulo: Livrana da Fisica, 2010.

A obra faz um relato da construgdo do conhecimento
matematico em quatro milénios, destacando a vida e as
contribuices de grandes matematicos, a matematica con-
temporanea e as mulheres da Matematica.

* (inema e Histdria da Matemdtica: entrelacos possiveis,
de Romélia Mara Alves Souto. 12 ed. 530 Paulo: Livrania
da Fisica, 2013.

A autora discute relagbes possiveis entre o cinema e

a Historia da Matematica, considerando que tais relagbes

podem construir um ambiente favoravel 4 aprendizagem e

ao desenvolvimento da criatividade de guem considera o

cinema um agente de ideias plurais sobre Histona, Educacao

e Matematica.

* Colecio Historia da Matemdtica para professores

Com seus dois primeiros livros lancados em 2009, a
colegdo visa & divulgacao e ac uso das producdes acadé-
micas provenientes de estudos e pesguisa na Historia da
Matematica, agrupados nos seguintes tdpicos: histdria dos
problemas e conceitos matematicos; histaria das relagoes
entre Matematica, Ciéncias Naturais e Técnicas; biografias
de matematicos e educadores matematicos; andlise de
fontes literanas.

A seguir, destacamos duas cbras dessa colegao:

- A descoberta do teorema de Pitigoras, de Sofia Car-
doso Margues. 13 ed. 530 Paulo: Livraria da Fisica, 2011.

Meste livro, a autora descreve o resultado e as aplicagbes
desse teorema em algumas civilizagdes antigas, contextuali-
zando-o na cultura e nos conhecimentos dessas civilizagdes.

- Matematica e medida: trés momentos historicos, de
John A Fossa (Org.). 12 ed. S3o0 Paulo: Livraria da Fisica,
2009.

O livro contém aspectos histérico-epistemologicos
importantes para o desenvolvimento de alguns conceitos
em Matematica, como Medidas.

+ Colecdo Topicos de Histora da Matemdtica para uso em
sala de aula

Esta colegdo procura dar ao leitor uma visdo abrangente
da historia da descoberta da Matematica. Esta dividida em
seis volumes, entre os gquais destacamos:

- Ndmeros e numerais, de Bernard H. Gundlach. 13 ed.
Sao Paulo: Atual, 1992,

- Geometria, de Howard Eves. 13 ed. 530 Paulo: Atual,
1992.

- Trigonometria, de Edward 5. Kennedy. 12 ed. S3o
Paulo: Atual, 1992,
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Em cada volume é abordada a histdria da criacdo e
desenvolvimento de um grande tema matematico. O volume
& dividido em topicos bastante curtos (de no maximo oito
paginas), denominados capsulas, nos quais é abordado
algum assunto ligado aoc tema. Assim, por exemplo, no
volume sobre Geometria, existe uma capsula contendo
varias demonstragoes do teorema de Pitagoras.

* Histaria concisa das matematicas, de Dirk J. Struik. 32 ed.
Lisboa: Gradiva, 1997.

Na obra, o autor, além de narrar fatos, datas e passa-
gens da vida de matematicos, procura relacionar o trabalho
de cada um deles, relatando descobertas que aconteciam,
concomitantemente, em lugares diferentes, privilegiando
o carater cultural da producio do conhecimento em Ma-
tematica.

* Historia da Matematica em atividades didaticas, de Arlete
de Jesus Brito, Antonio Miguel e Dione Lucchesi de Car-
valho. 24 ed. 530 Paulo: Livraria da Fsica, 2009.

A obra tem como eixo principal o ensino da Matema-
tica nos campos de Geometria, Trigonometria e numeros
irracionais por meio de atividades nas quais a Histona da
Matematica exerce um papel central, mostrando que ela
pode ser uma grande aliada na reinvencao de uma didatica
em que o estudante assume uma postura mais ativa na
producdo de conhecimento.

* Histdria da Matemdtica, de Carl B. Boyer e Uta C. Merz-
bach. 32 ed. 530 Paulo: Edgard Blucher, 2012.

Uma das obras mais consagradas, sendo referénda para
professores, estudantes de graduacao e pas-graduagdo em
Matematica. Mesta nova edicao, destacamos dois novos
capitulos: Legados do Século Vinte e Tendéncias Recentes,
que discorrem, entre outros assuntos, sobre o Ultimo Teo-
rema de Fermat.

* Histora da Matematica, de Howard Eves. 13 ed. Campinas:
Unicamp, 2004.

Uma das mais completas obras na area de Histaria da
Matemadtica. Na introducao de alguns capitulos, encontra-
maos um relato do panorama cultural e histonco da época
em questao.

¢ Historia da Matemdtica: uma wisdo critica, desfazendo
mitos e lendas, de Tatiana Roque. 14 ed. Rio de Janeiro:
lorge Zahar, 2012.

& autora lanca um olhar critico sobre como a Histaria
da Matematica vern sendo abordada nos dltimos tempos,
pretendendo derrubar a ideia de que a matematica é es-
sencialmente abstrata e com uma estrutura rigida. A obra
aborda diferentes "sistermas matematicos”, desenvolvidos
desde a Antiguidade até o século XIX, mostrando que
praticas diversas sempre coexistiram, procurando solugGes
diferentes para problemas semelhantes.

* Historia em Educacdo Matemdtica: propostas e desafios,
de Anténio Miguel e Maria Angela Miorim. 22 ed. Belo
Horizonte: Auténtica, 2011, (Colecao Tendéncias em
Educacido Matematica)
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A obra aborda a histdria da Matematica, a historia da
Educacao Matematica e de que maneira elas se relacionam.
O proprio conceito de histora é discutido na obra.

* NMatemdtica: uma breve histoaria, de Faulo Roberto Martins
Contador. 44 ed. 530 Paulo: Livraria da Fisica, 2012.

A obra esta organizada em trés volumes: o volume |
tem inicio nas descobertas mais primitivas do conhecimento
humano, dos primardios das cvilizagdes 3 idade medieval;
o volume Il vai do Renascimento ao século XVIII; e o volume
Il aborda, de forma tedrica atual, tudo o que foi visto nos
dois primeiros volumes.

* O dltimo teorema de Fermat, de Simon Singh. 12 ed. Rio
de laneiro: Record, 1998.

O livro conta a historia da busca épica para resolver um

dos maiores enigmas da Matematica de todos os tempos.

* felatos de memdrias — A trajetoria historica de 25
anos da Sociedade Brasileira de Educacio Matematica,
de MNancy Campus Muniz. 12 ed. 330 Paulo: Livraria da
Fisica, 2013.

A obra visa & recuperacao, preservacac e difusao da traje-
tona da Seciedade Brasileira de Educacio Matematica (SBEM).

b Ensino e aprendizagem em Matematica

e Educacio Matematica

* A arte de resolver problemas, de George Polya. 28 ed. Rio
de Janeiro: Interciéncia, 2006.
O livro analisa métodos criativos de resolucio de pro-
blemas, revela as quatro etapas basicas de uma resolucio
e sugere estratégias a serem desenvolvidas em sala de aula.

* A resolucio de problemas na Matematica Escolar, de
Stephen Krulik e Robert E. Reys, traduzido por Hygino H.
Domingues e Olga Corbo. 5ac Paulo: Editora Atual, 1998.

A obra redne 22 artigos do National Council of Teachers
of Mathematics (NCTM) que poderdo ajudar o professor a
lidar com a resolucdo de problemas.

* Colecdo Explorando o Ensinc — Matematica. Disponivel
no site do MEC em: < portal.mec.gov.br/secretaria-de-
educacao-basica/destagues?id=12583:ensino-medio =
Acesso em: 18 abr. 2016.

Irata-se de uma coletdnea de artigos extraidos da Re-
vista do Professor de Matematica (RFM), uma publicacao
da Sociedade Brasileira de Matematica (S6M) com o apoio
da Universidade de 530 Paulo.

Ma obra sdo apresentadas sugestdes de abordagens
contextualizadas, o use de material concreto e uma grande
variedade de situacdes cotidianas em gue a Matematica se
faz presente. Ha artigos envolvendo a Histéna da Matema-
tica, Nimeros, Geometria, Algebra, ensino e crénicas. O
professor tem a oportunidade de enrniquecer as discussies
em sala de aula, envolvendo e mobilizando os estudantes
nas atividades de resolucio de problemas.

540 trés volumes envolvendo assuntos geralmente abor-
dados no Ensino Fundamental e Médio: valume 1 (dividido
em 6 capitulos), volume 2 (dividido em 4 partes) e volume
3 (dnidido em 6 capitulos).

* Colecdo Tendéncias em Educacio Matematica

A colecio & voltada para profissionais da area que bus-
cam refletir sobre Educacao Matematica, a qual esta emba-
sada no prindpio de que todos podem produzir Matematica,
nas suas diferentes expressdes. A colegdo explora ainda
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topicos do programa de Matematica que se transformam
em novas tendéncias no Ensino Médio. O conselho editorial
da colecido & formado por professores pesquisadores da
Unesp e da UFMG e o coordenader da colegao é Marcelo
de Carvalho Borba. Até o inicio de 2016, a colecdo contava
com quase 30 obras, entre as quais destacamos:

- Anilise de erros: o que podemos aprender com as
respostas dos alunos, de Helena Noronha Cury. 24 ed. Belo
Horizonte, Auténtica, 2007.

A autora defende a ideia de que a analise de erros é
uma abordagem de pesquisa e também uma possibilidade
metodolagica, se os estudantes forem levados a refletir e
guestionar as proprias solugbes.

- Informatica e Educacdo Matematica, de Marcelo
de Carvalho Borba e Miriam Godoy Penteado. 52 ed. Belo
Horizonte, Auténtica, 2007.

Ma obra, s30 apresentados exemplos de uso da infor-
matica com estudantes e professores através dos quais
debatem-se temas ligados as politicas governamentais para
a informatica educativa e outras guestdes epistemologicas
e pedagogicas.

- Interdisciplinaridade e aprendizagem da Matematica
em sala de aula, de Vanessa Sena Tomaz e Maria Manuela
Martins Soares David. 12 ed. Belo Horizonte, Auténtica,
2008.

Pensando em uma formacio integral dos estudantes,
05 autores ressaltam a importéncia de tratar o Ensino da
Matematica levando em conta contextos sociais e a visao
interdisciplinar da relacdo ensinc-aprendizagem.

* Didstica da resolugdo de problemas de Matematica, de
Luiz Roberto Dante. S3o Paulo: Atica, 2005.

O livro mostra os objetivos, as etapas e o encaminha-
mento da resolugdc de problemas e apresenta os varios
tipos de problemas existentes. A obra sugere ainda como
propor enunciados e como conduzir os problemas em sala.

+ Educacdo em Ciéncias e Matemdticas: debates contem-
pordneos sobre ensino e formacdo de professores, de
Terezinha Valim Oliver Gongalves, Francisco Cristiano da
5. Macédo e Fabio Lustosa Souza. 12 ed. Porto Alegre:
Fenso, 2015.

Ma obra, s3o apresentados e analisados resultados de
pesquisa sobre a pratica docente, abordagens metodologi-
cas e formacao de professores. O livro traz também textos
gue discutem a relagdo entre ciéncia, tecnologia e socie-
dade e os desafios da Educagao Matematica (e cientifica)
nas instituicdes de ensino no século XXI1.

* Fducacdo Matemdatica: da teoria 3 pratica, de Ubiratan
D'Ambrosio. 23 ed. Campinas: Papirus, 2014.
O autor discute inovacdes na pratica docente, propon-
do reflexdes sobre o ensino de Matematica.

* Educacdo Matemdtica: pesquisa em movimento. Maria
Aparecida Viggiani Bicudo e Marcelo de Carvalho Borba
{Orgs.). 42 ed. 530 Paulo: Cortez, 2012.

Esse livro € fruto dos trabalhos de investigacao na area
da Educacdo Matematica desenvolvidos por professores
pesquisadores do programa de pos-graduacdo em Edu-
cacao Matematica da Unesp, do campus de Rio Claro-5P.
Divide-se em 16 capitulos, escritos por varios professores,
que expdem suas ideias, ddvidas, questionamentos e
relatos de expeniéncias na area. 53o destagues do texto
a diversidade de pensamento e da producdo matematica

316/420



15/11/2019

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/2414501

em uma série de contextos socioculturais, a compreensao
dessa produgio e seu efeitc na acao de ensinar.

Em particular, no capitulo Novas reflexdes sobre o
ensing-aprendizagem de Matematica atraves da resolucao
de problemas, encontramos um levantamento historico
das reformas do ensino da Matematica no mundo e no
Brasil e uma reflexdo sobre ensinar Matematica por meio
da resclucao de problemas.

+ fducacdo Matemdtica: uma (nova) introducac, organiza-
do por Silvia Dias Alcidntara Machado. 32 ed. 530 Faulo:
Educ, 2008.

Ma obra, s3o mencionadas oito nogdes que introduzem

o leitor no discurso pedagogico da Matematica.

* Fducar por competéncias. o que ha de nove?, de José
Gimeno Sacristin e outros. 13 ed. Porto Alegre: Artmed,
2011.

Elaborada por educadores espanhdis e traduzida para

o portugués, a obra apresenta discussées sobre a educa-

¢do por competéncias, incluindo um capitulo destinado a

avaliacdoc de aprendizagens em um ensino centrado em

competéncias

« Elementos de diddtica da Matematica, de Bruno D’ Amore.
22 gd. 530 Paulo: Livraria da Fisica, 2010.
A obra analisa varias abordagens da Educaciac Ma-
tematica e as principais propostas do pesquisador para a
didatica da Matematica.

* Ensaios sobre a Educacdo Matematica, de John A. Fossa.
14 ed. 530 Paulo: Livrana da Fisica, 2012.
A obra traz vanos capitulos ligados ao tema, entre os
quais destacamos o uso da Histora da Matematica como
um instrumento pedagdgico.

* Ensinando Matematica para adolescentes, de Paul Cham-
bers e Robert Timlin. 22 ed. Porto Alegre: Penso, 2015.
A obra traz sugestoes de uso de recursos, planos de
aula e discute como avaliar o pregresso do estudante de
maneira efetiva.

* Finomatemdtica: elo entre as tradigdes e a modernidade,
de Ubiratan D" Ambrosio. % ed. Belo Horizonte: Auténtica,
2015. {Colecdo Tendéncias em Educacio Matematica)

Esta obra apresenta e discute a etnomatematica — teoria

que concebe o ensino de Matematica levando em conta a

realidade sociocultural do estudante, o ambiente em que

vive e o conhecimento que traz de casa.

« fundamentos da diddtica da Matemdtica, de Saddo Ag
Almouloud. Curitiba: Editora UFPR, 2010.
Ma obra, s30 analisados os fendmenos de ensino e de
aprendizagem em Matematica num ambiente didatico: um
meio social concebido para o ensino.

* Investigagoes matematicas na sala de aula, de Jodo Pedro
da Ponte, Joana Brocardo e Hélia Oliveira. 3¢ ed. Belo
Horizonte: Auténtica, 2013.

Mesta obra, os autores portugueses propdem uma
reflexdo sobre atividades de investigacao em Matematica,
suas vantagens e dificuldades. Levantar conjecturas, refletir
e formalizar conhecmentos sao aspectos discutidos pelos
autores, bem como os papéis de estudantes e professores
em sala de aula.
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* Matemdtica e investigacio em sala de aula: tecendo redes
cognitivas na aprendizagem, de Iran Abreu Mendes. 22 ed.
5ao Paulo: Livrana da Fisica, 2009.

A obra aborda de maneira direta e profunda a tendéncia
metodoldgica de investigacdo no ensino de Matematica,

"tecendo redes cognitivas na aprendizagem”.

* Matematica e lingua materna: analise de uma impregna-
cdo mitua, de Nilson José Machado. 62 ed. 530 Paulo:
Cortez, 2011.

Na obra é feita uma analise detalhada sobre a mediacio
da lingua materna (a primeira que aprendemos) no ensino
da Matematica, determinando, entre elas, uma relacio de
impregnagao mitua, ao considerar os pontos comuns entre
as fungdes que desempenham e também os pontos comple-
mentares nos objetivos que elas persequem. Em particular,
o autor exemplifica essa relagdo por meio da estruturacio
no estudo da Geometria.

* Matematica para aprender a pensar. o papel das crengas
na resclucao de problemas, de Antoni Vila e Maria Luz
Callejo. 12 ed. Porto Alegre: Penso, 2006.

Por meio de reflexdes e relatos de praticas, o livro busca
respostas a questdes do tipo “Em gue consiste realmente
o saber resolver problemas?” ou "0 gue s3o crencas?™.

* Matematica. Praticas pedagogicas para o Ensino Médio,
de Estela Kaufman Fainguelernt & Katia Regina Ashton
MNunes. 12 ed. Porto Alegre: Penso, 2012.

Os autores buscam incentivar o professor a procurar
novas idelas para uso em sala de aula que o incentivemn e
também motivern os estudantes para a aprendizagem em
Matematica no Ensino Médio.

* Modelagem em Educacdo Matematica, de Jodo Frederico
da Costa de Azevedo Meyer, Ademir Donizeti Caldeira e
Ana Paula dos Santos Malheiros. 12 ed. Belo Horizonte:
Auténtica, 2011.

O livro leva o leitor a refletir sobre aspectos da mo-
delagem e suas relacbes com a Educacdo Matematica,
destacando que, nesses processos, o estudante ocupa lugar
central na escolha de seu curriculo.

« Modelagem Matematica na Educacio Matemdtica Brasi-
leira: pesquisas e praticas educacionais, de Jonel Cerqueira
Barboza, Ademir Donizeti Caldeira e Jussara de Loiola
Aradjo. 12 ed. Recife: SBEM, 2007.

A obra, escrita por 23 nomes de destague no assunto,
esta dividida em 4 partes: aspectos tedricos da modelagem
matematica; modelagem e pratica de sala de aula; modela-
gem matematica e as tecnologias da informacgae e comuni-
cagdo; modelagem matematica e formacao de professores.

* O Ensino da Matematica: fundamentos tedricos e bases
psicopedagdqgicas, de ). C. Sanchez Huete e ). A. Fernan-
dez Bravo. Porto Alegre: Penso, 2005.
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O livro traz uma reflexdo sobre diversos aspectos do
ensino e da aprendizagem em Matematica. Alguns capitu-
los do livro tém relacdo direta com o sistema educacional
espanhol. No entanto, na sequnda metade do livro ha um
tratamento interessante dado a resolugio de problemas e
a construcdo do conhecimento em Matematica, incluindo
uma explanagao sobre os varios pontos de vista para a
definicio de um problema em Matematica, sob a Gtica de
diversos educadores e também dos estudantes.

& Pesquisa em Educagio Matematica: concepgbes e pers-
pectivas, de Maria Aparecida Viggiani Bicudo (Org.). 12 ed.
5ao Paulo: Editora Unesp, 1999,

O livro resulta, basicamente, dos trabalhos de reflexao

e pesquisa em Educacdo Matematica do grupo da Unesp

de Rio Claro-5FP. Ele esta dividido em cinco partes, a saber:

Filosofia e Epistemologia na Educacio Matematica; Historia

da Matematica e Educacido Matematica; Ensino e Aprendi-

zagem na Educacdo Matematica; Formacao de professores
de Matematica; e Informatica na Educacido Matematica.

* Priticas de modelagem matemdtica na Educacdo Mate-
madtica, de Lourdes Maria Werle de Almeida, Jussara de
Loiola Aradjo e Eleni Bisognin. 12 ed. Londrina: EDUEL,
2011.

As autoras descrevem experiéncias em sala de aula
e resultados de pesquisas com modelagem matematica,
destacando possibilidades de trabalho e convidando o leitor
a repensar e construir novos significados para o ensinc e
a aprendizagem.
¢ Tecnologias digitais e Educacio Matematica, de Marcelo

C. Borba e Aparecida Chiari (Orgs.). 12 ed. 53oc Paulo:
Livraria da Fisica, 2013.

Ligados ao Grupo de Pesquisa em Informatica, outras
Midias e Educacdo Matematica {(GPIMEM), os autores ex-
ploram a importancia e o potencial das tecnologias digitais
para educacic e aprendizagens em Matematica.

p Avaliacao
¢ A avaliacdo da aprendizagem escolar, de Celso Antunes.
108 ed. Petropolis: Viozes, 2012. (Colecao MNa Sala de Aula)
A obra apresenta sugestdes de praticas, expondo
principios e discutindo estratégias e modelos avaliativos.

* As competéncias para ensinar no século XXk a forma-
cdo de professores e o desafio da avaliacao, de Philippe
Perrencud e Monica Gather Thurler. 12 ed. 530 Paulo:
Penso, 2002.

O livro traz ao leitor os textos nos quais os autores
suigos Perrenoud e Thurler apoiaram suas falas na vinda
ao Brasil, em 2001, em conferéncias que contavam com a
participacdo dos educadores brasileiros Lino de Macedo,

Milson José Machado e Cristina D. Allessandrini.
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* Avaliacdo como apoio 3 aprendizagem, de Margarita Bal-
lester et al. 12 ed. Porto Alegre: Artmed, 2003. (Coleco
Inovacao Pedagogica)

Messe texto @ possivel encontrar reflexées e propostas
sobre temas de avaliacdo para o professor recriar seu coti-
diano pedagdgico.

+ Avaliacio das aprendizagens: sua relacio com o papel
social da escola, de Caudia de Oliveira Fernandes. 13 ed.
5ao Paulo: Editora Cortez, 2014

Ma obra, a autora defende a ideia de que os processos
atuais avaliativos nas escolas brasileiras sao, em geral,
baseados em concepcdes quantitativas de conhecimento e
nao diferem, essencialmente, de praticas “antigas”. Nesse
sentido, ela propde outro olhar & avaliacdo, desafiando os
docentes a abandonar o "velho conhecido”.

+ Avaliacdo de aprendizagem na escola: estudos e pro-
posigoes, de Cipriano Carlos Luckesi. 224 ed. 530 Paulo:
Editora Cortez, 2011.

A obra é constituida por alguns artigos escritos pelo
autor, que posicionam a avaliacdo como um ato seletivo e
inclusivo, que possibilita questionar agbes passadas e gerar
agoes futuras.

* Avaliacio desmistificada, de Charles Hadji. 12 ed. Porto
Alegre: Artmed, 2001.
A obra é uma detalhada reflexdo sobre a esséncia da
avaliacdo, a qual, sequndo o autor, esta dividida em duas
partes: compreender e agir.

* Avaliacdo em Matemadtica: historia e perspectivas atuais,
de Wagner Rodrigues Valente. 12 ed. Campinas: Papirus,
2015.

A obra aborda a cultura das praticas avaliativas, os
formadores dos professores de Matematica e suas praticas,

a histaria escolar da avaliacdo, entre outros.

+ Avaliacdo em Matemdtica: pontos de vista dos sujeitos
envolvidos na Educagdo Basica, de César Augusto do
Prado Moraes. 12 ed. Jundiai: Paco, 2012,

O livro investiga as concepgdes de avaliacdo em Mate-
matica na Educacdo Basica, analisando também os proces-
sos avaliativos usados pelo Sistemna Macional de Avaliacao
da Educacao Basica (SAEB) e pelo Sistema de Avaliacao do
Rendimento Escolar do Estado de Sao Paulo (Saresp).

* Avaliacio escolar varios enfoques e uma so finalidade,
melhorar a aprendizagem, de Adriana Patricic Delgado
et al. 12 ed. Jundiai: Paco, 2015.

O livro busca trazer parte da producao académica sobre
avaliacdo, contribuindo para a formacio decente.

* Avaliacio: novos tempos, novas praticas, de Edmar Hen-
nque Rabelo. 72 ed. Petropolis: Vozes, 2007.

O livro discute as profundas transformagdes no sistema
educacional e seus impactos sobre a avaliacdo.

o Avaliar para conhecer, examinar para excluir, de Juan
Manuel Alvarez Méndez. 12 ed. Porto Alegre: Penso, 2002,
{Colecdo Inovacao Pedagogica)
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Mo texto, o autor destaca a importancia da avaliacio
nos processos de aprendizagem, desde que colocada a
servico do conhecimento. Caso a avaliacao seja limitada a
prova, ela pode atuar como um instrumento de exclus3o.

* fducacio: competéncia e qualidade, de Nilson José
Machado. 22 ed. 550 Paulo: Escrituras, 2010. (Colecdo
Ensaios Transversais)

O autor convida a uma reflexdo sobre a formacio na

Educacdo Basica, o significado da gualidade no terreno

educacional e as competéncias a serem desenvolvidas.

P Recursos educacionais digitais

O portal principal da colecao M* Matematica Multimi-
dia, disponivel em =m3.ime.unicamp.br:= (Acesso em: 21
mar. 2016), contém recursos educacionais em formatos
digitais desenvelvidos pela Unicamp. Os recursos podem
ser buscados pelas midias: experimentos, videos, softwa-
res ou audios; ou pelos temas centrais: analise de dados e
probabilidade, geometria e medidas ou nimeros e funges.
Vamos conhecer um pouco mais dessas midias:

Experimentos: 530 atividades praticas e instigantes
em que se constréi algum conceito. Esses experimentos
contam com um roteirc metodologico para o professor,
uma folha de acompanhamento para os estudantes, entre
outros. Destacamos trés experimentos para exemplificacao:

- A altura da arvore, que introduz, experimentalmente,
o conceito de tangente de um dngulo agudo no tridngulo
retangulo, além de proper atividades praticas para medir
dngulos e determinar a altura de objetos.

- Baralhos e torradas, expenimento no qual s3o apresen-
tados dois jogos envolvendo o conceito de probabilidade
condicional. Os estudantes deverdao tomar decisdes nesse
contexto.

- Escoamento de areia, que trata de razdes e propor-
cionalidade.

Videos: Ha uma grande variedade de videos que du-
ram, em média, dez minutos cada e que podem ser wtili-
zados como um recurso metodolégico diferenciado na sala
de aula. Os videos abordam assuntos estudados no Ensino
Médio por meio de situacdes, ficces e contextualizacbes. Os
videos sdo ricos em representacoes graficas que dao suporte
ao conteddo. Além disso, neles s3o0 mostrados peguenos
documentanos que trazem informagoes interdisciplinares.
Alguns videos deixam, propositadamente, algumas questoes
em aberto para o espectador refletir.

Cada video é acompanhado do guia do professor. Na
obra, sdo sugeridos varios desses videos para o estudante.

Destacamos a seguir alguns desses videos:

- De malas prontas. uma passageira esta prestes a
embarcar e ndo consegue colocar todas as roupas na mala.
Um funcionaric da companhia aérea vai ajuda-la usando o
principio fundamental da contagem.
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- Alice e 3 lei dos cossenos: narra o sonho da jovem Alice
sobre a demonstracio da lei dos cossenos (& apresentada
uma demonstracdo diferente da que aparece nesta colecao).

- Salvador, o hipocondriaco: ao ler a bula de um medica-
mento, o personagem Salvador depara com conceitos impor-
tantes ligados & funcio exponencial, como o de meia-vida.

Em geral, os videos apresentam uma linguagem in-
formal e compativel com a faixa etaria dos estudantes de
Ensino Médio, podendo ser usados em varios contextos:

- como introducdo de um assunto (ou atividade) que
serd apresentado na sequéncia: por exemplo, o video A
Cartomante pode servir de motivador para o estudo dos
agrupamentos em Analise Combinatoria. Ja o video A
loira do banheiro envolve ideias de criptografia e pode ser
apresentado antes da athvidade 3: Matrizes, que o professar
encontra nos comentarios especificos do volume 2.

- como complemento de conteddos: o video Lembran-
¢as de 5ofia, em que se discutem o planejamento de um
experimento e a amostragem em Estatistica.

- como objeto da Histdria da Matematica: um exemplo
& o video Esse tal de Bhaskara, que apresenta a trajetoria
histdrca dos processos de resolugao de equagdes do 28 grau.

- como instrumento de avaliagdo, em gue o professor
encontra nos arquivos (pacote completo) sugestdes de
atividades gque podem ser aplicadas antes ou depois da

exibicao dos videos.

P Sugestdes de softwares de Matematica

Destacamos a seguir trés soffwares gratuitos que podem
ajudar o professor a dinamizar e diversificar as suas estratégias
em sala de aula. Dois deles foram utilizados na colecdo: o
GeoGebra, no estudo de fungdes nos volumes 1 e 2 e no
tracado de cdnicas, no volume 3, e o Graphmatica, no
estudo das fungdes polinomiais no volume 3.

GeoGebra

Este soffware pode ser utilizado no trabalho com funges,
gecmetria plana e analitica. Esta disponivel para instalacao
em: <www.geogebra.org/downlead = . Acesso em: 21 maio
20M6.

MNo estudo das funcdes, por exemple, o tracado dos
graficos das fungbes elementares (afim, quadratica, modular,
exponencial, logaritmica etc.) pode ser facilmente executado,
a partir da janela “entrada”, como mostra a reproducao da tela

aseguir. Basta digitar a lei da funcao (por exemplo, y = 3x + 1

na fungdo afim; y = x™ 2, em que a teda & usada para
potenciacdo, representando a fungioy = »%; y = abs(x), para

a fungio modular y = | x| e assim por diante).
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Uma atividade que propomos, por meio do GeoGebra, € a elaboracdo de graficos de varias fungies a partir de uma
delas. Por exemplo, a partir da funcdo y = 2x, podemos construir os graficos das funcdesy = 2x + k, com k = R. Podemos
visualizar os graficos gerados a partir de alguns valores de k.
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Além de visualizar a translacdo vertical, ana-se espaco
para a compreensdo dos coeficientes (angular e linear) das
retas obtidas.

* Ap perceberem que as retas do feixe y = 2x + k sdo
paralelas, fica estabelecido que o coeficiente angular
dessas retas mantém-se constante e determina a incli-
nacao comum a todas essas retas.

* Ap perceberem que a reta de equacao y = 2x + kinter-
secta o eio das ordenadas em (0, k), fica estabeleado
o papel do coeficiente linear (k).

Varias outras possibilidades de trabalho com funcdes
podemn ser realizadas com o GeoGebra. Citamos alguns
exemplos:

* 3 construcdo do grafico da funcio exponencial e de
sua inversa (a funcao logaritmica) no mesmo plano
cartesiano permite reconhecer a simetria existente entre
esses graficos em relagdo aretay = x;

# a construgdo do grafico da funcdo definida por
y =xey=x"+k comk £ R; a construcac dos
graficos da “familia” de parabolas do tipo y = a,
coma # 0;

* 3 construcdo do grafico de fungdes modulares, com
translacao vertical (y = |x| + k, a partir do grafico de
y = |x|} e honzontal [y = |x + k|, a partir do grafico
de y = |x|). Lembre que deve ser usado abs{x) para
indicar o madulo de x;

# a construcdo do grafico de fungdes exponenciais do
tpoy=a+ k{0=a a+1ekeR.

Ma Geometria Analitica, destacam-se possibilidades de
trabalho com o plano cartesiano, distancias, perimetro e area
de poligonos, pontos notaveis do tridngulo, paralelismo e
perpendicularidade.

Mo livro Aprendendo Matemdatica com o GeoGebra, de
Jorge Cassio Costa Nobriga e Luis Claudio Lopes de Aradjo
(Brasilia: Exato, 2010), encontramos varias propostas de uti-
lizacio do GeoGebra, em linguagem simples e direta.

Winplot

£ um programa usado para elaborar graficos de fungaes,
definidas em certo intervalo a partir de suas leis. Seu funciona-
mento & relativamente simples; ha opcdes de ajuda em todas
as partes. Este soffware estd disponivel para instalagdo em:
< math.exeter. edu/rparris/peanutfwppr32z.exe= . Acesso
em: 21 mar. 2016.

Sugernimos usd-lo na construcio de graficos de funcdes
usualmente estudadas no Ensino Médio: funcao afim, qua-
dratica, modular (esse soffware usa abs(x) para representar
o modulo de x), exponencial, logaritmica e as fungies trigo-
nométricas (o nimero real © deve ser digitado como "pi™).

Graphmatica

Similar ao Winplot, este soffware possul uma tabela de
pontos {x, y) que é automaticamente preenchida & medida
que & colocada a lei da funcao y = f(x) cujo grafico se pre-
tende construir. Este soffware esta disponivel para instalacao
em: <www.graphmatica.comy:=. Acesso em: 21 mar. 2016.
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P SugestOes de revistas

« Fducacio Matematica em revista

£ uma publicacao da Sociedade Brasileira de Educacan
Matematica (SBEM) que aborda assuntos de interesse para
o professor e pesquisador de Matematica. Até o final de
201% ja haviam sido publicadas 47 revistas. Para os interes-
sados, & possivel conseguir mais informacoes no site < www.
sbembrasil.org.br=. Acessoc em: 21 mar. 2016.

* Revista Carta na Escola

Lancada em 2006, a revista & uma publicaco dirigida
a educadores do Ensino Médio. 53o artigos, reportagens e
sugestdes de termas para discussoes em sala de aula. Embora
nao exista uma secao especifica para a Matematica em cada
exemplar, & possivel extrair boas ideias para a sala de aula.
Acessando o site <www.cartaeducacac.com.br= (acesso
em: 21 mar. 2018), pode-se conhecer um pouco mais da
revista, em sua versiao on-fine.

+ Revista do Professor de Matematica (RPM)

£ uma publicacao destinada agueles que ensinam Ma-
tematica, sobretudo nas séries finais do Ensino Fundamental
e no Ensino Médio. Encontramos relatos de experiéncias
em sala de aula, problemas que suscitam guestdes pouco
conhecidas, uma nova abordagem de um assunto, entre
outros. Além dos artigos ha as secoes: Problemas, O leitor
pergunta, Livros, Cartas do leitor e Painéis.

Até o inicio de 2016, J& haviam sido publicadas quase
90 revistas. No site <www.rpm.org.br =, o leitor encontrara
informacg&es mais detalhadas.

* Revista Nova Escola

A revista auxilia o educador na complexa tarefa de ensi-
nar. Ha reflexfes e artigos sobre temas atuais de educacao,
bem como propostas e relatos de atividades em sala de aula.
Mo site < revistaescola.abril.com.br== (acesso em: 21 mar.
2016), é possivel conhecer um pouco mais sobre a revista,
incluindo os planos de aula de Matematica para alunos do
Ensino Médio, blogues, videos, jogos etc.
+ Revista Patio — Ensino Médio, Profissional e Tecnoldgico

Essa revista tem periodicidade tnmestral e faz parte
dos periddicos publicados pelo Grupo A. Mela sao discuti-
dos temas variados e atuais em Educacao, incluindo temas
diversificados com enfoque interdisciplinar. Para mais in-
formacdes, acesse <www.grupoa.com.br/revista-patio:.
Acesso em: 21 mar. 2016.

P Sugestoes de sites

* Associacdo de Professores de Matemdtica (Portugal)

Disponivel em: =<www.apm.pt>. Acesso em: 18 abr.
2016.

E o site da Associacdo de Professores de Matemdtica de
Portugal. Ha textos para reflexao, propostas de atividades,
recursos educativos, que direcionam a atividades variadas
em Matematica e softwares para download, publicacoes etc.

« Banco Internacional de Objetos Educacionais
Disponivel em: < objetoseducacionais?.mec.gov.br=.
Acesso em: 22 abr. 2016.
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Site do Banco Internacicnal de Objetos Educacionais,
com quase 20 000 objetos (recursos digitais) em varios for-
matos de arquivo e de acesso plblico. H3 diversas opcdes
de recursos, como animagao/simulacao, dudio, hipertexto,
imagem, softwares educacionais ou videos. Esses objetos
podem ser acessados isoladamente na secio Modalidade de
Ensino, ou por meio das seches a sequir: Educacao Infantil,
Ensino Fundamental, Ensino Médio, Educacac Profissional
e Educaciao Superior.

« fducacdo Matematica e Tecnologia Informatica (Instituto
de Matematica — UFRGS)

Disponivel em: <turing.mat.ufrgs.br=_ Acesso em: 18
abr. 2016,

0O site Educacdo Matematica e Tecnologia Informatica
apresenta material que usa a tecnologia da informatica no
dmbito da educacdo matematica escolar.

MNa opcao Software sao listados aplicativos gque podem
awiliar o trabalho com Geometria, Algebra e Fungdes, além de
softwares recreativos. Na opgao Atvidades, encontramos propos-
tas de trabalho que fazem uso desses softwares. O site também
apresenta uma relacio de links que oferecem possibilidades de
trabalho, bem como artiges sobre o Ensino de Matematica.

* Mdtica

Disponivel em: <www matematica_brz_ Acesso em:
18 abr. 2016.

O iMatica (A Matematica Interativa na Internet) é um
site mantido por professores e estudantes do IME-USE E
composto de quatro segdes:

Histaria da Matematica (& possivel encontrar bons tex-
tos, seja por uma linha do tempe, biografia ou por topicos);

Problemas-desafios (geralmente relacionados a secio
Problemas da Revista do Professor de Matematica (RPM);

Programas (é possivel encontrar softwares gratuitos,
voltados ao ensino e a aprendizagem em Matematica, entre
eles o iGeom, de geometria dindmica, o iGraf, de funges, e
o iHanoi, que trata do problema da Torre de Hanai);

Cursos (& possivel encontrar centros que oferecem
cursos a comunidade interna e externa da USP).

* aboratdrio de Educacio Matematica (UFC)

Disponivel em: <www.ledum.ufc.brz=. Acesso em: 18
abr. 2016,

E o site do laboratdrio de Educacdo Matemdtica da
UFC. Na opgac Produtes, sao disponibilizados trabalhos de
conclusiao de curso, dissertacGes, trabalhos em congressos,
entre outros.

* | ahoratono de Ensino de Matematica (UFMG)

Disponivel em: <www.mat.ufmg.br/—lem=_ Acesso
em: 18 abr. 2016.

E o site do laboratorio de Ensino de Matematica da
UFMG. Apresenta propostas de jogos e atividades, bem
como um amplo acerve, com publicagdes em assuntos
variados, como resclucdo de problemas, Educacio Mate-
matica, ldgica etc.
¢ laboratono de Ensino de Matematica (Unicamp)

Disponivel em: <www.imeunicamp.brflem=_ Acesso
em: 18 abr. 2016.
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sitedo laboratono de Ensino da Matematica da Unicamp
(IMECC — Unicamp). Ha indicagdes de cursos, seminanos,
eventos e publicacdes que incentivam o aperfeicoamento de
professores da Educacio Basica. Ma secao Publicactes, encon-
tramos artigos sobre temas que podem contribuir para a for-
macao de professores, como a historia do conceito de fungao,
a pratica avaliativa nas salas de aula de Matemdtica e o que é
Etnomatematica. Na secao Jornal do Professor de Matematica,
ha sugestSes de leitura e atividades para a sala de aula.

+ Laboratonio de Matematica — Instituto de Biociéncias,
Letras e Ciéncias Exatas (Unesp)

Disponivel em: <wwwiibilce.unesp b/ # |/departamentos’
matematica/extensao/flab-mat = Acesso em: 18 abr 2016,

Mo sife & possivel encontrar ideias de jogos para o
ensino da Matematica desde o Ensino Fundamental até o
Enzino Médio.

Ha também a secdo intitulada Eureka, gue & aberta
a comunidade geral e discute a resolugdo de problemas.

A secao Artigos apresenta publicagbes recentes relado-
nadas aoc ensino &  aprendizagem em Matematica; ja a secdo
Historia da Matematica destaca a vida de grandes matema-
ticos e suas contribuigbes ao desenvolvimento dessa ciéncia.

* Laboratdno de Novas Tecnologias de Ensino (UFF)

Disponivel em: <www lante uff br=_ Acesso em: 18
abr. 2016.

Mo site da Universidade Federal Fluminense ha informa-
coes e detalhes sobre a espedalizacdo em Novas Tecnologias
no Ensino da Matematica, na modalidade a distincia. O
curse € inteiramente gratuito e tem como objetivo apresen-
tar recursos para o Ensino da Matematica, introduzir novas
tecnologias e instrumentar o professor para o ensino de
Matematica nos niveis fundamental e médio.

* | aboratorio de Pesguisa e Desenvolvimento em Ensino de
Matematica e Géncias (UFRS)

Disponivel em: <www limcufrj.br=_ Acesso em: 18
abr. 2016.

Site do laboratonio de Pesquisa e Desenvolvimento
em Ensino de Matematica e Ciéncias da UFR). Apresenta
diversos materiais para usc em sala de aula, incluindo um
software de geometria dindmica (o Tabulae Colaborativo).

* Olimpiada Brasileira de Matematica

Disponivel em: <www.obm.org.br=_ Acesso em: 18
abr. 2016.

E o site oficial da Olimpiada Brasileira de Matemdtica,
sob responsabilidade do Impa (Instituto de Matematica Pura
e Aplicada), situado no Rio de Janeiro. Estio disponiveis
para download as provas com gabaritos de varios anos da
OBM, nos diversos niveis {nivel 1: 62 e 72 anos; nivel 2: 82 e
92 anos; nivel 3: Ensino Médio e nivel universitario) e fases
(13, 22 ¢ 34). O grau de dificuldade aumenta & medida que
se avanca a fase. Pode ser uma interessante fonte para o
trabalho com resclucio de problemas, ainda que muitas
guestdes apresentem um elevado grau de dificuldade.

« Olimpiada Brasileira de Matemdatica das Escolas Publicas

Disponivel em: <www.cbmep.org.br=. Acesso em:
18 abr. 2016.
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Messe site € possivel obter as provas resolvidas das
edicoes antericres da Olimpiada Brasileira de Matematica
das Escolas Publicas. Além disso, ha um extenso e variado
banco de questdes, separadas por niveis (nivel 1: 62 e 72
anos; nivel 2: 8¢ & 9% anos; e nivel 3: Ensino Médio). E uma
excelente oportunidade para o professor promover o habito
de resolver problemas na sala de aula.

O site também conduz a um canal chamado Portal de
Matematica OBMEP, onde sdo disponibilizadas videoaulas
com professores selecionados, voltadas para estudantes e
professores, além de conteddos interativos, videos e mate-
riais que podem ser baixados. O acesso € livre e gratuito.

« Rewvista Nova Escola

Disponivel em: < revistaescola.abril.com.br=_ Acesso
em: 18 abr. 2016.

Messe sitesao sugeridas aulas e atvidades diferenciadas na
secdo Planos de aula. Os plancs sao divididos por segmentos
{Educacao Infantil, Ensino Fundamental I, Ensino Fundamental
Il & Ensino Médio) e por area de conhecimento (Ciéncias da
Matureza e Matematica). Ma Matematica do Ensino Médio,
05 assuntos encontram-se divididos em trés blocos: Algebra,
Geometnia e Andlise de dados. As atividades s3o desenvolvidas
a partir de matérias de revistas, estabelecendo um elo entre
a Matematica e as notidas do cotidiano. Além disso, o site
permite que voct compartilhe sua opinido sobre os planos de
aula com outros colegas de profissao, por meio de redes sociais.
O site contém ainda uma grande variedade de artigos sobre
educacio: gestdo escolar, plangjamento e avaliaco, formacao,
politicas pablicas, inclus3o, crianca e adolescente.

« Sociedade Brasileira de Educacdo Matemdtica

Disponivel em: < www.sbembrasil.org.br/sbembrasilf=.
Acesso em: 18 abr. 2016.

Mo site da Sociedade Brasileira de Educacao Matematica
existe o calendario atualizado de concursos e eventos da
drea de pesquisa em Educacdo Matemdtica. Ha indicacao
de eventos regionais, nacionais e até internacicnais.

Também estao listados grupos de pesquisa de uni-
versidades em todo o Brasil e laboratorios de Educacao
Matematica de todas as regiGes.

MNa opcao Biblioteca em Educacio Matematica, ha uma
vasta bibliografia com publicacGes recentes na area. Vocé
também tem acesso a vanos grupos de trabalho (GTs) e
pesquisa reunidos pela SBEM.

P Sugestdes de livros paradidaticos
As colegdes seguintes podem servir de base para relem-
brar alguns conceitos estruturantes do Ensino Fundamental.

« Aprendendo a matematica com o GeoGebra, de Luis
Claudio Lopes de Aradjo e Jorge Cassio Costa Nobriga.
14 ed. 530 Paulo: Exato, 2010.

Os autores, buscando superar as limitagcdes do uso
da lousa (guadro e giz), procuraram escrever um livro au-
toinstrutivo voltado para o estudante para que ele possa
desenvolver, de maneira independente, as construgdes.
Caberia, entao, ao professor, a partir da manipulacio das
figuras, auxiliar o estudante na formulacao de conjecturas,
conclusdes e justificativas.

Mo volume 1 da colecao, o livre pode ausiliar os estu-
dantes nas aprendizagens em Geometria Mlana (teorema de
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Tales, teorema de Pitagoras, areas, funcao afim e funcao qua-
dratica); e, no volume 2, na aprendizagem da trigonometria
em tridngulos quaisquer.

« Colecio Pra gue senve Matemdtica?

Essa colegdo busca responder a classica pergunta dos
estudantes em gualguer assunto: “Pra que isto serve?”. Por
meio de exemplos do cotidiano, de jogos e de aplicagdes,
os autores procuram responder & pergunta classica em cada
um dos sequintes temas:

- Algebra, de Marcelo Lellis, Luiz Marcio Pereira Imenes
e José Jakubovic. 172 ed. 530 Paulo: Atual, 2009.

- .ﬁungu}crs, de Marcelo Lellis, Luiz Marcio Pereira Imenes
e José Jakubovic. 178 ed. 530 Paulo: Atual, 200%5.

- Equagdo do 2¢ graw, de Marcelo Lellis, Luiz Marcio Pe-
reira Imenes e José Jakubovic. 172 ed. 530 Faulo: Atual, 2004.

- Estatistica, de Marcelo Lellis, Luiz Marcio Pereira Ime-
nes e José Jakubovic. 4a ed. 550 Faulo: Atual, 2001.

- Fragdes e numeros decimais, de Marcelo Lellis, Luiz
Marcio Pereira Imenes e José Jakubovic. 174 ed. 530 Paulo:
Atual, 2009.

- Geometria, de Marcelo Lellis, Luiz Marcio Pereira
Imenes e José Jakubowvic. 169 ed. 530 Paulo: Atual, 2004.

- Numeros negativos, de Marcelo Lellis, Luiz Marcio Pe-
reira Imenes e José Jakubovic. 212 ed. 530 Paulo: Atual, 2009.

- Proporgoes, de Marcelo Lellis, Luiz Marcio Pereira
Imenes e José Jakubowic. 132 ed. 530 Paulo: Atual, 2002,

- Semethancas, de Marcelo Lellis, Luiz Marcio Pereira
Imenes e losé Jakubovic. 144 ed. 530 Paulo: Atual, 2005.
* Colecio Vivendo a Matematica

Essa colecdo busca despertar o interesse pela Ma-
tematica por meio do conhecimento das ligacdes entre
essa céncia e objetos ou fatos do cotidiano. Sugerimos os
seguintes volumes:

- Légica? E légical, de Nilson losé Machado. 94 ed . San
Paulo: Scipione, 2006.

- Medindo comprimentos, de Milson José Machado.
24 pd. 530 Paulo: Scipione, 2000.

- Os poliedros de Platio e os dedos da mao, de Nilson
José Machado. 82 ed. 5530 Faulo: Scipione, 2000.

- Semelhanca ndo é mera coincidéncia, de Nilson José
Machado. 7% ed. 530 Paulo: Scipione, 2006,

P Questoes curiosas de Matematica, jogos
e desafios de raciocinio quantitativo

* A Matematica das coisas: do papel &4 aos cordGes de
sapatos, do GP5 as rodas dentadas, de Muno Crato
(adaptacdo de Ruth Ribas Itacarambi). 12 ed. 53c Paulo:
Livraria da Fisica, 2009.

O livro mostra a Matematica como parte da vida do ser
humano. Ha 5 eixos no livro: coisas do dia a dia, a terra é
redonda, coisas secretas, arte e geometria e coisas mate-
maticas. Com temas interessantes, desperta a atencao de
professores e estudantes.

« Alex no pais dos nimeros: uma viagem ao mundo mara-
vilhoso da Matematica, de Alex Bellos. 12 ed. 530 Paulo:
Companhia das Letras, 2011.

Viajando entre diferentes linguas e culturas, o autor in-
vestiga as propriedades do jogo Sudoku com seus inventores;
conversa com um pesquisador francés especializado no racio-
cinio quantitativo de tribos indigenas na Amazdnia; venera
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um guru indiano responsavel pelo legado mitico criader do
zero; visita a escola japonesa em que professores e estudantes
fazem calculos imaginando o funcionamento de um abaco; na
companhia de um estatistico, aventura-se em um cassino de
Mevada para tentar prever os acasos da fortuna; consulta um
famoso numerdlogo sobre o nome profissional que deve usar.

* Conexdes Matematicas Educacionals. aprendendo novas
e explorando antigas, de Ruy Madsen Barbosa. 12ed. 530
Paulo: Livraria da Fisica, 2012.

Explorando "brincadeiras™ com retangulos magicos,
quadrados “bem comportados”, cubos e policubos, do-
mingds, estabelecendo conexdes com teoria dos numeros,
andlise combinataria etc., o livro oferece experiéncias sig-
nificativas e prazerosas com a Matematica que podem ser
usadas em sala de aula.

* Enigmas, desafios, paradoxos e outros divertimentos
légicos e matemdticos, de Dimas Monteirc de Barros.
14 ed. Aracatuba: Novas Conguistas, 2003.

O livro traz uma série de problemas de raciocinio logico
nao muito dificeis, acompanhados da resolucio comentada.
Pode ser uma boa opcao para o inicio de um trabalho siste-
matico do exercicio do raciocinio ldgico com os estudantes.
* leonardo £ a Matemdtica, de Giorgio 1. Bagani e Bruno

D' Amore. 530 Paulo: Livraria da Fisica, 2012.

O livro relata a Matematica nos tempos de Leonardo

da Vind e seu interesse por essa ciéncia.

* Mania de Matemdtica 2: novos enigmas e desafios ma-
tematicos, de lan Stewart. 12 ed. Rio de Janeiro: Jorge
Zahar, 2009.

Messa obra, ha uma grande variedade de desafios,
mistérios, paradoxos e quebra-cabegas, construidos em
uma linguagem comum e acessivel também a leitores nao
habituados com temas de Matematica.

Do mesmo autor, destacamos também: Almanague
das cuniosidades matemdticas. 14 ed. Rio de Janeiro: Jorge
Zahar, 2009.

* AMatematica e Arte, de Dirceu Zaleski Filho. 12 ed. Belo
Horizonte: Auténtica, 2013.

O autor propoe aproximar a Matematica e a Arte no
ensino, analisando e integrando a Histdria da Matematica e a
Historia da Arte e sugerindo novas possibilidades de trabalho
em sala de aula.

* Rewisitando conexdes matematicas com brincadeiras,
exploragdes e materiais pedagdgicos, de Ruy Madsen
Barbosa. 12 ed. 5ao Paulo: Livraria da Fisica, 2012.

O autor elege objetos geométricos como pontos de
partida para atividades e reflexdes. O livro esta estrutu-
rado em trés partes: tridngulos e recreagdes, materiais
pedagdgicos manipulaveis e miscelanea, apresentando
situacoes-problema, atividades, recreagbes. Ha conexges
com a teoria dos grafos, expansées binomiais, geometria
plana e espacal.
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COMENTARIOS ESPECIFICOS

Neste volume, damos continuidade ao estudo da Trigo-
nometria, iniciado no volume 1 da colecdo, com as razoes
trigonomeétricas no tridngule retdngulo. Esse estudo esta
distribuido nos quatro primeiros capitulos do volume.

Os capitulos 5 e 6, ao tratarem de matrizes e sistemas
lineares (incluindo um rapido estudo dos determinantes),
enfocam basicamente a Algebra deste volume da colecao.

O estudo da Geometria & feito em duas etapas. A primeira,
no capitulo 7, na qual se faz um estudo intuitivo da Geometria
espadal de posicio. Ma segunda etapa, nos capitulos 8 e 9, &
feito um estudo detalhade dos sélidos geométricos.

O volume é encerrado com dois capitulos que abordam
o eixo Estatistica, contagem e probabilidade. A resolucao de
problemas permeia quase a totalidade desses capitulos. O
capitulo 10 diz respeito a analise combinatoria e, no altimo
capitulo deste volume, é feito um estudo de probabilidade.

Objetivos especificos

P Fungoes

Meste volume 530 apresentadas as funcdes tngonomé-
tricas, e os objetivos especificos desse estudo estao descritos
a seguir.

* Reconhecer arcos, dngulos, congruéncias e simetrias na
circunferéncia trigonométrica.

* Relacionar com correcdo as unidades de medida de arcos
e angulos, distinguir medida e comprimento de arco.

* Fazer a correta leftura, na arcunferénaa tngonométnica, do seno,
do cosseno e da tangente (quando existir) de um ndmero real.

* Generalizar as relages fundamentais (sen® x + cos?x = 1

sen X

etgx m) estudadas no tridngulo retidngulo para a

circunferéncia trigonométrica.

* Resolver problemas envolvendo medidas de lados e dngu-
los de triangulos acutangulos e obtusangulos, bem como
outros problemas de Geometna Plana.

* Usar a lei dos senos, a lei dos cossencs e a tigonometria do
tridngulo retangulo para resclver problemas diversos, como
os de distancias impossiveis de serem medidas diretamente.

* Estudar "as demais voltas” na circunferéncia trigonomé-
trica e, a partir dai, definir as fungtes trigonométricas
dadas por y = sen %, y = cos X, bem como o conceito de
periodo de uma funcao.

* Reconhecer que fendmenos periddicos naturais (mudanca
das marés, por exemplo) podem ser modelados, de forma
aproximada, por funcdes trigonométricas.

* Construir, ler e interpretar graficos de fungdes tri-
gonométricas definidas pory = a + b - sen (mx) e
y =a + b - cos (mx), com a, b e m constantes reais.

* Compreender, com auxilio de soffwares computacionais
de Matematica, as alteragbes no grafico de fungdes do
tipoy = a + b - sen (mx) @ medida que se modificam os
valores de a, b e m.

* Determinar o periodo, o dominio e o conjunto imagem
de fungbes tigonométricas.
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b Algebra

O eixo de Algebra ¢ retomado neste volume com a
apresentacao de matrizes e sistemas lineares, cujos objetivos
estao listados a seguir.

* Compreender e usar a linguagem matricial de apresenta-
cido de dados em uma tabela.

* Efetuar a adicdo e a subtracio de matrizes, bem como a
multiplicacdo de uma matriz por um nimero real.

* Multiplicar matrizes, estabelecendo as condicdes de
existéncia do produto.

* Determinar a inversa de uma matriz, relacionando-a tam-
bém a resclucio de equactes do tipo A - X = B.

* Relacionar as propriedades operatonas da adicao e da
multiplicacdo de ndmeros reais as propriedades opera-
torias validas para a adicdo e multiplicacao de matrizes.

* Reconhecer algumas aplicacbes de matrizes relaciona-

das as transformagGes geométricas bidimensionais e as

imagens digitais.

Identificar equacgdes lineares, bem como suas solucdes.

Resolver, classificar e interpretar geometricamente um

sistema linear com duas equacdes e duas incognitas.

* Reconhecer sistemas lineares e representa-los na forma
matricial.

* Resolver e classificar sisternas lineares com trés equacoes
e trés incognitas utilizando o método do escalonamento.

* Reconhecer a regra pratica para o calculo do determinante
de uma matriz quadrada de ordem 2 e de ordem 3 no
contexto da andlise de um sisterna linear, por meio de
seus coeficientes.

* Calcular determinantes de matrizes quadradas de ordem
2 e de ordem 3.

* Relacionar a classificagdo de um sistema linear (com
numerce de equacoes igual ac ndmero de incognitas) ao
determinante da matriz de seus coeficientes.

* Reconhecer e resolver sistemas homogéneos.

p Geometria

Em relacio ao eixo da Geometria, citamos os seguintes
objetivos.

* Abstrair os conceitos de ponto, reta e plano, valendo-se de
objetos reais e também do espaco fisico da sala de aula.

* Conhecer os postulados principais da Geometna Eucli-
diana Espacial.

* Diferenciar definigbes de preposicoes e postulados.

* Compreender, por meio de algumas demonstragdes, o
método logico-dedutive da Geometria.

* Reconhecer posigdes relativas entre retas, entre retas e
planos, e entre planos, utilizando, para ilustracdo, sempre
gue necessario, objetos do cotidiano e o préprio espaco
fisico da sala de aula.

* Reconhecer projecbes ortogonais.

* Concertuar distanca entre dois pontos, entre ponto e reta,
entre retas paralelas, entre ponto e plano, entre reta e plano
paralelos, entre planos paralelos e entre duas retas reversas.

* Reconhecer as caracteristicas principais de poliedros e
corpos redondos e identificar as planificagdes de suas
superficies.

323

325/420



15/11/2019

324

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/2414501

Orientacdes Didaticas

Calcular areas da superficie e volumes dos principais
solidos geométricos.

Reconhecer a importancia do principio de Cavalieri na
deducac das formulas dos volumes dos principais solidos.
Reconhecer solidos semelhantes e estabelecer a razao de
semelhanca (entre elementos lineares, entre areas e entre
volumes) na resolucdo de problemas.

Reconhecer unidades de medidas de superficie e volume;
transformar unidades de medidas de uma mesma grandeza.
Integrar o estudo das funcdes polinomiais do 19 e do 24
grau ao velume de alguns sélidos, recordando conceitos
estruturantes, como o de proporccnalidade.

b Estatistica, contagem e probabilidade

Meste volume, os objetivos especificos deste eixo estao
relacionados, principalmente, a contagem e probabilidade.
* Utilizar o principio fundamental da contagem (ou princi-

pio multiplicativo) na resclugdo de problemas.

* Utilizar o diagrama da arvore para analisar possibilidades
e compreender a estrutura multiplicativa do principio
fundamental da contagem.

* Reconhecer e diferenciar os principais agrupamentos

simples (permutacao, arranjo e combinacao).

Calecular as quantidades de permutacGes, arranjos e com-

binagdes na resolucao de problemas.

Resolver problemas envolvendo permutacGes com ele-

mentos repetidos.

Reconhecer fendmenos de natureza aleataria.

Conceituar espaco amostral e evento de um experimento

aleatorio.

Utilizar a frequéncia relativa para definir a probabilidade

de ocorréncia de um evento.

Calcular probabilidades em espacos amostrais finitos

EqUIprovavels.

Reconhecer situagbes em que o espago amostral nao é

equiprovavel.

Utilizar as técnicas de contagemn como um recurso a mais

na resolucdo de problemas de probabilidade.

Calcular a probabilidade da unido e intersecao de dois

eventos.

Resolver problemas de probabilidade condicional, com a

reducio do espaco amostral.

Reconhecer eventos independentes e resolver problemas

relacionados a esses eventos.

Sugestbes de abordagem, avaliacdo

e tépicos principais

b Trigonometria e funcobes

Para apresentar a crcunferéncia tngonométrica, sera ne-
cessario revisar e aprofundar alguns conceitos, como o de arco
e sua medida (em graus) e o de comprimento de circunferénaa,
bem como construir novos conceitos, como o de radiano.

Antes de iniciar o estudo da circunferéncia trigonomeé-
trica, sugerimos que se desenvolva com os estudantes a
atividade 1: Ingonometria — Medindo distincias inacessiveis,
descrita nas Sugestoes de atividades em grupa, nestas Orien-
tacdes Didaticas. Nela ha uma proposta na qual o estudante
vivenciara a importdncia da Trigonometria na medigio de
distancias inacessiveis, relacionando arcos de circunferéncia
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e também tridngulos retangulos. O infografico sobre as

distancias inacessiveis & o crativo método de Eratostenes

para estimar a medida do raio da Terra, na secao Aplicacoes

capitulo 1 {Medindo distdncias inacessiveis), pode ser o

ponto de partida para as discussdes.

Sugerimos o trabalho com a drcunferéncia trigonométrica
em duas etapas: 0 a 2n (12 volta) e, depois que o estudante
adquinr certa familiaridade, estender para | (“demais voltas”,
em qualquer sentido). Entenda-se por familiaridade o estudante
ja fazer a correta leitura do seno, do cossenc e da tangente
de um numero real x (ou de um arco de medida x rad), com
0 = x = 2x; reconhecer simetrias e regularidades na drounfe-
rénoa; reduzir corretamente ao pnmeiro quadrante etc.

Fazendo-se a extensdo para K, é o momento propicio
para introduzir as fungdes seno e cosseno, bem como o
conceito de periodo de funcao.

Recomendamos que o estudo das funcdes trigonomeé-
tricas seja feito com o auxilio de softwares livres de mate-
matica (no livro-texto optamos pelo GeoGebra), o que pode
enriguecé-lo em vanos aspectos:

* A visualizagdo da pericdicidade dessas funcdes: muitas
vezes, na lousa da sala de aula, ficamos restritos a repre-
sentagdo de um Gnico periodo da funcao.

* As modificacies observadas no grafico da funcao
y = sen x (ou y = cos x) quando:

* adicionamos a sen x uma constante real {y = sen x + k);
e altera-se o conjunto imagem;

* multiplicamos sen x por uma constante real ndo nula
(y = k - sen x) e altera-se o conjunto imagem efou o “for-
mato” do grafico. Sek 1, por exemplo, as imagens
de cada x sao as opostas das imagens de x pela senoide;

* multiplicamos a variavel real x por uma constante real nao
nula {y = sen (k) e altera-se o perindo da funcio, provo-
cando-se uma “compressan” ou “expansdc” do grafico.
Por fim, na construcao dos graficos sem o uso de softwares,

adlertamos para o cuidado na escolha da unidade de medida,

espedalmente na marcacio de valores no eixo das absdssas.

0 estudo das funces trigonométricas deve ser prionzado,
em relagdo ao “treinamento” algébrico de simplificacio de
expressoes, identidades e equactes envolvendo as fungdes
trigonométricas.

Como atividade especial sugerimos a leitura e andlise do
texto sobre o movimento de uma roda-gigante, na secao Apili-
capbes — capitulo 4 (A trigonometria e a roda-gigante), com
a mediacdo do professor e, para os professores que desejam
ampliar a discuss3o, sugerimos a atvidade 2: A roda-gigante
e os movimentos periddicos, apresentada nestas Onentagoes
Didaticas no item Sugestdes de atividades em grupo, que trata
do mesmo assunto.

Outra possibilidade é a atividade em grupo da secio
Trogue ideias — capitulo 4 (A trigonometria e o fendmeno
das marés) na qual os estudantes modelam fenémenos na-
turais (movimento das marés) aproximadamente periodicos
usando fungbes trigonométricas.

Entre os capitulos da construcdo da crcunferéncia
trigonométrica e das razdes, que conduzem ac estudo
das fungdes trigonométncas, intercalamos um capitulo
gue conduz & Geometria: a trigonometria nos triangulos
acutangulos e cbtusdngulos, com o estudo da lei dos senos
e da lei dos cossenos. Messe capitulo, o estudante pode
aplicar seus conhecimentos sobre os valores das razdes
trigonométricas de dngulos obtusos na resolucdo de pro-
blemas geométricos.
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Além disso, na secao frogue idefas — capitulo 3 {Area de
um tridngulo) o estudante é convidado a deduzir a formula
da area de um tridngulo {conhecendo-se as medidas de dois
lados e do dngulo por eles formado) e, em seguida, resclver
alguns problemas.

» Algebra

Mo inido do estudo das matnzes, & interessante relaconar
a representacio matricial a organizacio de dados e informacoes
em tabelas geralmente conhecidas pelos estudantes, tais como
uma planilha eletronica ou tabelas mostradas em jomais, revistas,
internet etc. Em seguida, ac estudar as operagbes, a énfase e
o maior fooo devem ser na multiplicacio de matnzes, pois as
outras (adicio, subtracdo, multiplicacdo de ndmeros reais por
matriz) sdo intuitivas, uma vez que essas operagbes, berm como as
propriedades correspondentes, tém por base as operagbes entre
ndmeros reais, j& consolidadas nessa etapa da escolaridade. Para
introduzir a multiplicacao, sempre é valido contextualizar com
alguma situacio real para dar mais significado & determinacio
da matriz produto.

Mo estudo das propriedades da multiplicacdo deve ser
destacada a nao validade da propriedade comutativa. Uma
aplicacdo interessante das matrizes no estudo das transfor-
macoes geométricas (translacio, rotacio etc.) pode ser fonte
de pesquisa e atividade diferencada, e o texto apresentado na
secio Aplicacdes — capitulo 5 (Computacio grafica e matrizes)
pode ser o ponto de partida para esse trabalho.

Outra aplicacao das matrizes que também pode ser fonte
para um trabalho e uma avaliacio diferenciados & seu uso
na decodificacio de senhas cujas técnicas s30 amplamente
usadas em criptografia. Mo item Sugestdes de atividades em
grupo, nestas Onentacbes Didaticas, & apresentada a proposta
de atvidade 3: Matrizes que ilustra, de maneira acessivel,
coma codificar (e depois decifrar) uma senha, conhecendo-se
a matriz-chave. E também a oportunidade de mostrar uma
aplicacao da inversa de uma matriz.

O texto de Aplicaghes — capitulo 5 (Matrizes e imagens
digitais) também pode servir de base para novas pesquisas.

Em seguida, deve-se partir para o estudo dos sistemas li-
neares, comecando pela revisdo da resolucao e classificacao de
sisternas 2 X 2, bem como de sua interpretacao geométrica.
£ uma boa oportunidade de se revisar também funcoes afim.

A énfase principal do capitulo deve ser dada na resolucac
e classificacdo de sistemas 3 % 3, por meio do métode do
escalonamento, na resclucio de problemas concretes que
possam ser "traduzidos™ por um sistema linear.

Sugerimos que os determinantes sejam apresentados a
partir da dassificacio de um sistema 2 = 2, por meio de seus
coeficientes, repreduzindo, de certa forma, o seu surgimento
histérico. Desse modo, é recomendavel focar apenas o calculo
de determinantes de matrizes quadradas de ordem 2 e 3 para
usd-los, nesse primeiro momento, na discussao do ndmero
de solucbes de um sistema {com ndmers de equacdes igual
ao namero de incognitas).

P Contagem e probabilidade

Sugerimos que o professor inicie o trabalho nesses capi-
tulos com o principio multiplicativo (ou pnncipio fundamental
da contagem) e invista um bom tempo nesse assunto. Os
estudantes do Ensino Médio j& tiveram contato com esse
principio, ainda que tenham trabalhado de maneira informal
no Ensino Fundamental | e também no Ensino Fundamental 11
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Em um primeiro contato, os estudantes talvez nao percebam
a estrutura multiplicativa em problemas como: “De quantos
modos Patrioa podera vestir-se se estao disponiveis 3 blusas
e 2 saias?”, pois conseguem resolvé-lo usando outras estra-
tégias, como representaces, esquemas ou tabelas. A medida
que se aumenta o nimerc de opgdes de blusas e saias, fica
mais evidente a necessidade da multiplicacio. O chamado
diagrama da arvore {ou diagrama de possibilidades) pode
favorecer essa compreensao.

Em problemas do tipo “quantas placas de automadveis
podem ser formadas com 3 letras e 4 algarismos, sem os
repetir?”, & impensavel reproduzir o diagrama da arvore
completo. Ainda assim, a reproducdo parcial do diagrama
ajuda o estudante a compreender a estrutura multiplicativa.

E preciso que os estudantes tenham, portanto, opor-
tunidade para vivenciar uma boa quantidade e diversidade
de problemas para que o uso desse principio se solidifique.

Em seguida, & normal se deparar com a seguinte ddvida:
Para estudar os agrupamentos simples {permutacdes, arranjos
e combinacdes), gual é a melhor saida? Usar ou ndo as formu-
las? Acreditamos que nao haja uma solucao definitivamente
melhor que a outra; a escolha deve ser livre. Se a opcao for pelo
uso das formulas, & imprescindivel que elas sejam construidas,
com compreensac, junto dos estudantes, usando o principio
multiplicativo, como consta no livro-texto. Nessa construcao,
fica mais facil estabelecer a diferenca entre agrupamentos
ordenados e ndo ordenados, bem como a relacio entre eles.

Por fim, & preciso lembrar que o fatorial de um ndmero
natural & apenas uma ferramenta de calculo, ndo podendo se
tornar um conteudo a parte; portanto, o professor nao deve
investir muito na resclucdo de equacoes envolvendo fatoniais
ou na simplificacdo de expressoes complexas.

Com relagdo a probabilidade, a exemplo do principio
fundamental da contagem, o estudante do Ensino Médio ja
teve um primeiro contato no Ensino Fundamental e, em geral,
possui uma ideia intuitiva para resolver problemas como: “5e
lancarmos um dado nac vidado, qual € a chance de sair a
face 47”. Esse conhecimento prévio e intuitivo do estudante
pode ser o ponto de partida para a construgdo de conceitos
importantes, tais como expenmento aleatono, frequéncia rela-
tiva, espaco amostral equiprovavel e ndo equiprovavel, evento
e definicio de probabilidade de ccorréncia de um evento
{(“niamero de casos favoraveis/nimero de casos possiveis™).

Muitos problemas de probabilidade podem ser resolvidos
com essa definicio, alguns deles usando as téonicas de con-
tagem estudadas pela analise combinatdria, mas, de modo
algum, limitando-se a eles.

£ importante que se complemente o estudo de probabi-
lidade trabalhando com a unido de probabilidades, probabili-
dade condicional (sem uso de formula, apenas com a restricac
do espago amostral), intersecdo de probabilidades e eventos
independentes (este dltimo, com aplicagdes importantes em
Genética e também em muitos outros problemas).

£ inevitivel que o assunto loterias apareca nas discussoes
sobre probabilidade. A colecao da subsidios para um trabalho
detalhado e diferenciado, podendo, inclusive, constituir-se em
um instrumento de avaliacéo em sala de aula.

Na secdo Trogue ideias — capitulo 11 (As chances na
Mega-5ena), os estudantes, trabalhando em equipes, “des-
vendam™ as possibilidades de combinacdes das dezenas da
Mega-5ena e as probabilidades de acertos na sena, quina e
guadra, com vanos tipos de apostas.
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13 no texto da secao Aplicacdes - capitulo 11 (Matema-
tica, futebol e loteria) abre-se espaco para conhecer e discutir
sobre as chances de acerto na loteca (antiga Loteria Esportiva).

Por fim, nas Sugestdes de atividades em grupo, nestas
Onentaces Didaticas, ha uma proposta de aprofundamento no
tema “lotenas” — atvidade 6: Lotenas, andlise combinatona e
probabilidade —, conhecendo-se, também, o jogo da lotomania.

P Geometria

Um pouco de Geometria Plana é visto dentro da Tri-
gonometria, com o estudo da lei dos sencs e da lei dos
cossenos e do cilculo de drea de tridngulos acutdngulos e
obtusdngulos, j& explicados no eixo Fungdes.

O trabalho com a Geometria Espadal é iniciado com a geo-
meetria de posicio. Sugerimos gue se faca um trabalho informal e
intuitivo no lugar de apresentar uma teoria com base em postu-
lados, proposicoes, teoremas e demonstraces. Isso nao exdui a
possibilidade de se mostrar o método légico-dedutivo no qual se
apoia a Geometria. Para isso, apresentamos a demonstracao de
quatro importantes teoremas da geometna espacial, nos quais o
estudante term, mais uma vez, a oportunidade de compreender
como a Matematica se estrutura como déncia.

Mas atnidades, no entanto, ndo recomendamos gue
sejam cobradas demonstrages formais. Meste trabalho, &
sempre valido levar para a sala de aula objetos (ou solidos,
se a escola dispuser de material) que possam awliar os
estudantes na visualizacio e compreensdo de conceitos.

Por exemplo, trazendo para a aula uma caixa de sapatos
(ou alguma cutra embalagem no formato de paralelepipedo
retingulo, sendo o proprio solido), podemos imaginar: um
par de retas paralelas e o plano por elas determinado; um par
de retas concorrentes e o plano determinado por elas; retas
reversas (em particular ortogonais também); planos paralelos;
planos secantes e sua intersecao etc. Os proprios conceitos
primitivos da Geometna (ponto, reta e plano) também podem
ser recordados no inicio dessa atividade.

Destacamos como pontos principais desse capitulo o
estudo da posicio relativa entre duas retas, entre reta e plano
e entre dois planos. Outro ponto de destaque do capitulo
& o estudo das projecbes ortogonais de um ponto, de uma
figura ou de uma reta sobre um plano.

Mo estudo dos sdlidos geométricos, destacamos a im-
portdncia da resolucdo de problemas que interajam com o
mundo real, como a comparagio do matenal necessario para
confeccdo de duas embalagens distintas (cilindrica e na forma
de paralelepipedo, por exemplo), bem como de suas capad-
dades e respectivos precos. Alertamos também para o cuidado
que se deve ter para ndo transformar as aulas e atvmdades de
Geometria em um grande formulano para os estudantes de-
corarem. Vamos lembrar que muitas formulas da Geometna,
como a da area lateral e total de poliedros e corpos redondos,
podem ser facilmente construidas a partir das planificacGes de
suas superficies: por exemplo, no caso do dlindro reto, é facl
o estudante perceber que sua superficie lateral corresponde a
superficie de um retangulo cujas dimensdes s3o o comprimento
da drcunferéngda da base e a altura do cilindro.

Com relagio ac volume, o pnimeire passo & estabelecer
um padrdo (cubo unitario) e, nesse caso, vale a analogia com
a unidade de medida de superficie: da mesma forma que
podemos determinar a area do retangulo, a partir do padrao
(guadrado unitario), podemos determinar o volume do para-
lelepipedo retangulo a partir do velume padrao, que é o cubo
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unitaro. Mo lvro-texto, é estudado o caso em que as arestas
do paralelepipedo s30 nimeros inteiros.

Vejamos a demonstracao, baseada no livro de Elon Lages
Lima, Areas e Volumes da Colecio de Matematica Elementar
(SBM), da formula do volume do paralelepipedo retangulo no
caso em que suas dimensdes sao ndmeros racicnaisa, b e c.
Se achar pertinente, o professor pode levar a demonstracio
para a sala de aula para aprofundamento.

Demonstracao:

Podemos escrever a, b e € como fragdes de mesmo
denominador. Assim, temos:

A ﬂ,b Lec==
q

q q
lomemos a dimens3o a. Vamos decompor as arestas

de dimens3c a em p partes iguais, cada uma com com-
primento %; analogamente, cada aresta de dimensao b
pode ser decomposta em r partes iguais, cada uma com
comprimento %

lambém, cada aresta de dimensao ¢ pode ser decom-

posta em s partes, cada uma com comprimento %

af-als

}
}:

socooshoocoosoesosood

T o

Desse modo, o paralelepipedo retdngulo ficou dividido
em p - r « s cubos idénticos, cada gual com aresta medindo %
Considerando que o volume de um cubo cuja aresta é
o numero racional % ¢ igual a (&)3 {veja a demonstracio

*) logo a sequir), temos:

Demonstracao * :
Vamos decompor cada aresta de um cubo unitario em
um mesmo ndmero inteiro q de partes iguais. Obtemos g?

cubos justapostos, cada um com aresta de medida &

Dai:
3.

lI"'Iln:utnm uniting q lI"'Ilcutnm e amsta 17 =

= 1=V =\ L
cubiy S arsta 1y ouitedy o JFsE 1 qi
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Outra importante relacdo muitas vezes esquecida pelos
estudantes e que pode ser lembrada por meio de uma ati-
vidade simples & mostrar, usando a embalagem de 1 litro
de leite longa vida e fazendo as medigGes corretas de suas
dimensdes, a relacdo entre o litro e o dm? (e entre o litro e
o cm?): a capacidade declarada na embalagem deve corres-
ponder aproximadamente ao volume do paralelepipedo a ser
calculado, a saber, aproximadamente 1000 cm? ou 1 dm.

O principio de Cavalieri ajuda na obtencio das expressoes
dos volumes de outros solidos. Vale também lembrar a possibili-
dade de realizar com os estudantes uma validacio experimental
da relac3o entre o volume de um prisma e o de uma pirdmide:;
basta tomar um prisma e uma pirdmide com bases congruentes
emesma altura. Em seguida, encher completamente a pirdmide
com agua e despejar o liguido no prisma. Sera necessano encher
a piramide mais duas vezes para completar totalmente o con-
tetdo do prisma. Dessa forma, & possivel mostrar gue o volume
da piramide & a terca parte do volume do prisma.

N T

Messe momento vale a pena comentar que, na historia
da Matematica e das ciéncias em geral, muitas propriedades,
cujas demonstragdes so viriam a ser feitas séculos depaois, ja
eram conhecidas empiricamente ha muito tempo.

Por fim, como possibilidades de avaliagdo, lembramos
que a comunicagio oral do estudante pode ser explorada
nos capitulos de Geometria, como Ja mencionamaos e exem-
plificamos quando tratamos do tema Awaliacdo, na parte
geral destas Orientacoes Didaticas.

Orientactes especificas para a

secdo Trogue ideias

P Area de um tridngulo (Capitulo 3)

Essa atividade tem por objetivos:
* Integrar a Trigonometria 8 Geometria.
* Levar o estudante a deduzir a farmula para se calcular a
a-c-senB
3 .
em que a e € sdo as medidas de dois lados do triangulo
¢ B é a medida do angulo por eles formado.
* Aplicar a formula deduzida para resolver alguns problemas.
A competéncia de investigacio e compreensao em Mate-
matica pode ser desenvolvida nessa atividade 3 medida que o
estudante estabelece relacoes, identifica reqularidades, invarian-
tes e transformagbes, e constrai uma visao sistematizada das
diferentes linguagens e campos de estudo da Matematica, es-
tabelecendo conexes entre seus diferentes temas e conteddos.
O roteiro da atividade conduz o estudante 3 deducao
das férmulas nos trés casos (tridngulo, acutangulo, obtu-
sangulo e retdngulo) com sugestdes e encaminhamentos.
No caso em que ABC é um tndngulo obtusingulo, o
estudante deverd usar a relagio sen (180° — B) = sen B;

area (§) da superficie de um tridngulo: 5
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no caso em que B 907, (sen B 1), a farmula deduzida
se reduz ao semiproduto das medidas dos catetos que, na
verdade, nada mais € gue o caso geral de calculo da area
do tndngulo, tomando-se um dos catetos como base do
tridngulo e o outro cateto como a altura relativa a essa base.

Solugao:
a)
LSAHE:
- h B
senB=—==h_=c-senb
c a
Como drea 7 temos:
2 . a-c-senB
Bf a jc  area = —————

0 professor pode comentar que, de maneira analo-
ga, mostra-se que a drea também pode ser dada por
a-b-senC b-c-senA
5 ou 5 :
b} A

""" H B = c
Observe que AH é externa ao DMABC;
S AHB:

. h .
sen (180° — B) —c"_:-h_] c - sen (1807 — B)

Como sen (180° — B) = sen f3, temos: h, = c - sen B
a-h  3.c.senB
2 2

c) Se AB & a base e AC é a altura, ent3o rea

Por fim, drea
e
catetos de medida b e ¢ formam um angulo A = 90F g,

c+ b« sen 90°

como sen 907 1, escrevemos area
N

2
c-b-sen A
twnd

d) ) a-182280120 95, 5en120° - 25 - sen 60°
2'_-“?_5.6. Zb-gcm’

i) A area destacada em laranja € igual & diferenca entre
a area do setor e a drea do tridngulo AOB.
i

Area do setor, em am?® n

Area AAOB, em cm?: w

o =3
4 -4 -sen 45 3_-\|2 ay7
2 2
4-1'2]|cm’_

b A trigonometria e o fendmeno das
marés (Capitulo 4)

Essa & uma atividade de modelagem de um fendmeno
aproximadamente periodico {(movimento das mareés) por
meio de uma fungdo trigonométrica.

Ela contribui para o desenvolvimento da competéncia
de investigacdo e compreensao em Matematica na medida
em que o estudante deve interpretar a situacdo proposta,
utilizar e elaborar modelos e representacGes matematicas

O valor procurado & |[211'
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para analisar situagoes, além de compreender o mundo do qual a Matematica & parte integrante, através dos problemas
que ela consegue resclver e dos fendmenos que podem ser descritos por meio de seus modelos e representages.

Inicialmente, os estudantes deverdo determinar os valores das constantes A, BeWna lei hit) = A + B - cos (w- 1) (1.
Mo livro-texto, s3o discutidas (com auxilio do GeoGebra) as alteracdes no grafico da cossenoide quando consideramos funcdes
dotippy=A-cosxouy=A + cosxouy = A + B - cos (wx). Desse modo, espera-se que os estudantes concluam que:
* O periodo da funcao é 12 h; isso permite determinar o valor de w.
* O conjunto imagem da funcao é o intervalo [0,2; 2], cujos “extremos” sdo, respectivamente, a altura da maré baixa e

a da maré alta.

Dai, em (1, temos: A+ B+-1=2e A+ B-({-1) = 0,2; determinam-se os valores de A e B.

E interessante o professor levantar, em sala de aula, a seguinte questao:

Por que foi “sugerido” um modelo do ipo & + B - cos (wi), e ndo A = B - sen {(wi) (2, para representar a altura das mares?

A escolha da funcio cosseno deve-se ao fato de que, na tabua de marés do texto, a primeira medigao (t = 0) corres-
ponde a altura de uma maré alta. Assim, t = 0 = h{0) = A + B cos0 = A + B: maior valor possivel para hit); observe
que A = 0 e B = 0, por hipotese.

Se tivéssemos usado a funcio seno, terlamos, em (2

hil) =A+B-sen0=A+0=A<A+B

Solucao:
a) As marés altas repetem-se de 12 em 12 horas, de 24 em 24 horas e de 36 em 36 horas, 0 mesmo ocorrendo com as

marés baixas. Assim, o periodo de funcdo & 12 horas.

2 i

Como p |w|,temosz12 %%w 5

b) hith = A 4 H-cos(%l)

Como -1 = cos(%t)fé 1, para todo t = 0, temos que:
h_ A+B-(-1)=A-B

min.

h, =A+B-1=A+B
Como as alturas das marés alta e baixa sao, respectivamente, 2,0 m e 0,2 m, temos:
A4+ B=2
A=11eB=09
{A B=02 e :
& Aleié h() = 1,1 4 u,9~ms[g-t)
di = t=10s
10m Sm 1
h{10) = 1,1 4 D,H-cm(?J 1.1+ 09 -cos(? 1,1+ D,H'? 1,55 = h{10) = 1,55 m
* t=28s
h(28) = 1,1 4 n,g-cos(%J 1.1 4 u,g-cos(%)
Comcllg—ﬂ- % 1 %, temos:
h(28) = 1,1 4 n,g-cos(%‘f) 1.1 +u,9-[ %) 0,65 = h{28) = 0,65 m = 65 cm
e

4 Altura da maré [m)

71 1 PR

4 4 " I -

Of 2 4 6 & 1012 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 Tempo (h)

P Os sistemas lineares e o balanceamento de equac¢des quimicas (Capitulo &)

Mormalmente, o assunto sistemas lineares & desenvolvido dentro do contexto da propria Matematica e a resolucao
de problemas ganha espaco quando um sistema linear é usado para “traduzir algebricamente” e resolver um problema
cotidiano concreto, como os que aparecem no livro-texto.

Messa atividade & mostrada uma interessante aplicacao dos sistemas lineares @ Quimica, no balanceamento de equacgdes.

A atividade desenvolvida nessa secdo contribui para o desenvolvimento das competéncias de investigacdo e compre-
ensdo e de representacdo e comunicacdo em Matematica. Ela demanda que o estudante seja capaz de perceber a relacao
entre a Matematica e outras areas de conhecimento, além de reconhecer a conservacio contida em toda igualdade,
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ou seja, ao resolver o sistema linear por escalonamento, o
estudante deve reconhecer que as operagoes usadas trans-
formam a situacao inicial em outra equivalente.

£ importante que os estudantes percebam que, ao
balancear uma equacao guimica, os coeficientes usados
530 05 menores numeros inteiros que fazem com que a
guantidade de dtomos de cada elemento quimico envolvido
seja a mesma nos reagentes e produtes, mas nao os dnicos

verfica-se que os sistemas obtidos, quando escalonados,
sao indeterminados. Mao se pretende, com essa atividade,
que os estudantes passem a balancear equacdes quimicas
usando sistemas (embora seja um método criativo &, em
geral, trabalhoso), mas que eles reconhegam a presenca da
Matemnatica ermn outra drea do conhecimento, por meio de
uma “inusitada” aplicacao.

Por fim, a atividade proporciona uma dtima oportu-
nidade de trabalho com sistemas indeterminados que, em
geral, sdo mais abstratos e menos intuitivos que os sistemas
determinados e, assim, apresentam maior dificuldade de
compreensao pelos estudantes.

Solucao:

a) i) oxigénio (O0): 11x + y =z + 2w

i} carbono (C): 12x = 2z + 2w

i) hidrogénio (H): 22x + 2y = bz

by [11x+ ¥ z— 2w=0
12x 2z w= 0
2qn+ 2y — bz 0
c {11x+ y— z— 2w=0
12x rd w= 0 -
2Ix+ 2y — bz 0]
{11:1 ¥ z— 2w=10
- 12y + 10z - 13w = 0 « 12-{laeg)t ({ 11)-{2eq)
4z 4+ dw= 0 «( 2) (l1"eq) (3=eq)

d) O sistema escalonado obtido é possivel e indeterminado.
34 equacio: z = W

24 equacao:
12y 4 10w 13w = 0= 12y = 3wy = 7
liequagéo:11x+% w—2w=0=
= 11x ”Tw_)x %
A solugao geral I'."(%, g, W, w),' w e H.
) Sew =4 temosquesx=1,y=1l,z=4ew =4

A equacio balanceada é:

C,H;0, +HD — 4CHOH+4C0,
fi DxCH,0, —»yCO, +zCHOH
Ciox =y + 2z
H: 12x = 6z
O:bx =2y +z
o y— 2z= 10
12x— 6z = 0 «( 2)-(1eq} | (2eq)
By — 2y z= 0 «( 1) (Heq) 1 (32eq)
b y— 2z2=0
- y— 2z- 0 {Ex y- 2z g
v+ z=10 y z
y=12
: 3z
bx — 3z=0=x )
Sez=2,temosx =ley =2
CH., 0, — 200, + 2CHOH
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i} x ALICO), — yALD, + z CO,

Al 2x = 2y
C3m=1z
OO = 3y + 2z

dx— 2y 0 x — 2y 0

3x z= 0 gy + 2z= 0 -~
9x— 3y — 2z= 0 12y + d4z= 0

2x — 2y 0 z z

{ y+ z=0 YT 3IT*3

Sez =3, obtemosx=1,y=1ez=3

AL(CO), — ALO, + 3 CO,
ixCH_+y0, » zCO, + wH,O
Cdn =z
H: 10x = 2w = 5x = w
Ordy=32z +w
4x z 1] Ax 7 0
5x w= 0 52+ 4w = 0
y—2z— w=10 2y — 2z w= 0
4x z o
~qdy— 2z w= 0
Sz + 4w =10
3% pquacao: z 4Tw
28 pquacao: 2y 2-%” w=0=12y HTW_:-
. 13w
LTV
12 pquacao: 4x 4Tw 0=x %
_ fw 13w dw )
A solucido geral I'."(h, 0 5 WiwE K.

Sew = 10, obtemos a solucdo em gue as incognitas
assumem os menores valores inteiros positivos: (2,
13, 8, 10).

2CH, +130, > 8C0O, + 10H0

P A Matematica e as chuvas (Capitulo 9)

Essa proposta de trabalho, além de levar o estudante
a compreender 3 medicdo e a determinacao do indice
pluviométrico (medida cada vez mais difundida nos meios
de comunicacdo) e conhecer uma interessante aplicacao
da Geometria, tem por objetivo fazé-lo refletir e debater
sobre temas vitais da sociedade, como o uso responsavel e
consciente da agua, as secas em algumas regides do Brasil
e seus efeitos; as consequéncias da industnalizacao e do
desmatamento no cima terrestre, de forma a proporcionar
oportunidade para um trabalho interdisciplinar.

530 muitas as competéncias que podem ser desenvolvidas
com a aplicacdo dessa atividade. Entre elas, destacamos: a
contextualizacdo sociocultural em Matematica, ao levar o
estudante a compreender a responsabilidade sooal associa-
da a aquisicio e ac uso do conhecimento matematico, bem
como sua mobilizacdo para diferentes acbes, seja em defesa
de seus direitos ou da qualidade de vida; a representacic e
a comunicacdo em Matematica, ao estimular o estudante
a acompanhar e analisar os noticiarios e artigos relativos a
ciénda em diferentes meios de comunicacao.

Outra possibilidade de trabalho é a construcio, pe-
los estudantes, de pluvidmetros artesanais, feitos com
garrafas PET, por exemplo, com o objetive de medir o
indice pluviométrico da regido onde se encontra sua
escola. Se julgar apropriado, o professor podera con-
sultar indicacdes e possibilidades de trabalho nos sites
< portaldoprofessor.mec.gov.br/fichaTecnicaAula.
html?aula=1481> e <objetos educacionais2.mec.gov.br/
handlefmec21212 = (Acessos em: 22 abr. 2016).
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Solucao:

a) Como 1 m corresponde a 1000 mm, teriamos o nivel
de 0,025 m (25 + 1000 = 0,025). Mote, entdo, que o
volume de dgua de chuva "recolhide” na semana seria:
V=4 -h=1{1m"-(0,025m) = 0,025 m% como 1 m*
equivale a 1000 litros, teriamos 25 L.

Assim, uma chuva de 25 mm significa que, para cada
metro quadrado na regido, houve uma precipitacao de
25 litros ao longo da semana.
B) V=(1m?)-(1 mm)=(1 m"}-(ﬁm) 0,001 m* =1L
c} A area da abertura maior do funil é:

m-(5cmp=785cm? =785 - 10 +*m?
- . q "
{ U'i" "3'511:2 M o ax=38221L

Assim, houve precipitacio de 38,22 litros de agua de
chuva em cada metro quadrado na regido, o que equivale
a dizer que a precipitacdo foi de 38,22 mm.

» O volume do cone e as fun¢gbes
(Capitulo 9)

A atividade tem por objetivo principal integrar os eixos
Geometria e Funges, revisando também conceitos estrutu-
rantes, como o de proporcionalidade direta. Ela possibilita,
ainda, ao estudante "construir uma visdo sistematizada das
diferentes linguagens e campos de estudo da Matematica,
estabelecendo conexdes entre seus diferentes temas e con-
teddos, para fazer uso do conhecimento de forma integrada
e articulada”, contribuindo para o desenvolvimento da com-
peténcia de investigacao e compreensao em Matematica.

Embora a atividade faca parte do assunto cones, no
capitulo sobre corpos redondos, a ideia central pode ser
aplicada a outros solidos. Por exemplo, para um cubo, o
volume é diretamente proporcional 8 medida da altura,
desde que, daro, ndo se altere sua base. Assim, considerando
um recipiente clbico, inicialmente vazio, que recebe dgua a
uma vazao constante, se o nivel (altura) que a agua atinge
dobrar, o volume de dgua contido no recipiente clbico
também dobra. Também, se representarmos em um grafico
cartesiano as grandezas volume (V) de dgua no cubo e tempo
(t), obteremos uma reta que passa pela origem, pois, como
a vazao & constante, V e t s3o diretamente proporcionais.

14 para o clindro, como ¥V = mr* - h, temos:

* para uma base fixada, V é diretamente proporcicnal a h,

pois % & constante;

* para uma altura fixada, V é diretamente proporcional a P,
mas nao é diretamente proporcional a r. Assim, o grafico
de ¥V = r & uma parabola, e ndo uma reta.

Raciocinios andlogos aos anteriores serdo usados pelos
estudantes nessa atividade.

Solucao:
a) ModeloT: v %n 075 %= 166,67 =
= W = 166,6m cm?
Modelo II: V = —x - 107 - 10 = 1000 _ 333 3,

3 3
= W = 333 3n cm?

Modelo TIT: V %n- 107 - 12

Modelo IV W %Tr-1ﬂ’~1h 500n = V = 500x cm?®

A400m = V = 400x cm?®
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b) Sendo r constante, temos:
1

1 100x . .

A ? - h ?‘JT 10° - h T I'II IStDL‘,
———
constante k

Wih) % « h, ou seja, vih) = k - h, com h em cm e

V em am?.
Irata-se de uma funcao linear {y = k - x). Observe, nesse
caso, que V e h sdo grandezas diretamente propor-
cionais: dobrando-se h, dobra-se V; tnplicando-se h,
triplica-se V etc.

¢} E importante que os estudantes recordem que, na fun-
c3o linear, a reta passa pela origem; para cada ponto
da reta, o par ordenado correspondente (h, V) é tal que

ir_'- constante (h # 0).

h
Volume (cm®)
(171711 SRR
121'!'.1-------------|
LL111] PR
soo} .-, L
i | |
i 5 1012 15 Medida da
altura [cm)
d) Modelo I: v l']'l" 5715 = 1251 cm® =
=V = 1251 cm?®
Modelo II: V %n 107 - 15 = 500 =
=V = 5001 cm?®
Modelo TIT: V %n:- 157+ 15 = 11257 =
=V = 1125z cm?
Modelo IV: v ]?'.Ir <207+ 15 = 2000m =
= ¥ = 2000% cm?
el W %Trr’ « h % mr? -+ 15 ST - r, isto &,
W(r) = 5m - r%; trata-se de uma funcic quadratica (y
51 - %)
Messe caso, = 51 & constante e WV @ diretamente

r
proporcional ao quadrado de r. Assim, V e r ndo sao
diretamente proporconais.

f) Peloitem e, sabemos que o grafico da funcao gue rela-

ciona V e r é um arco de pardbola no 12 quadrante (note
que devemnos ter V = 0er = 0).

Volume [cm™) 4
i1 ST,

LT S

71717 SO

vl

raio (cm)
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P As chances na Mega-Sena (Capitulo 11)

0 assunto lotenas costuma despertar a atenc3o de todos,
pois frequentemente cuvimos nos noticiarios: “A Mega-5ena
acumulou novamente. A previsao é que o proximo Concurso
chegue a 20 milhges". E natural que os estudantes, ao de-
senvolverem os conceitos de combinatona e probabilidade,
queiram determinar as chances de ganhar algum prémio. Esse
contexto, alias, @ um terreno fértil para o desenvohamento da
competéncia de comunicacie e representacio em Matema-
tica, ja que o estudante deve ser capaz de analisar e julgar
probabilidades de receber determinado prémio em sorteio ou
lotenas, fazendo com que compreenda e emita juizos proprios
sobre informactes relativas a céncia e a tecnologia, de forma
analitica e critica, posicionando-se com argumentacao clara
e consistente sempre gue Necessarno.

O calculo mais simples é o da probabilidade de se acertar
a sena com a aposta minima. Para os calculos das probabi-
lidades de acerto na quadra e quina, nos itens b e ¢, ha um
raciocinio um pouco mais detalhado que pode ajudar as
equipes a chegar aos resultados. Se necessario, o professor
pode sequir o encaminhamento abaixo:

* Peca a alguém que descreva um determinado resultado
do sorteio (por exemplo: 10, 20, 30, 40, 50, 60). Escreva
na lousa (quadro de giz).

* Peca aos grupos gue escrevam apostas minimas que
contenham exatamente uma guadra. Escreva algumas
delas na lousa. Por exemplo: 5, 10, 20, 30, 38, 40 ou 1,
8, 10, 20, 50, 60,

Baseadas em “simulacdes”, podera ser mais facil notar
que as apostas premiadas com a quadra devem conter 4
entre o5 6 sorteados e 2 entre os 54 restantes.

O item d apresenta raciocinio analogo aos anteriores,
mas & importante que os estudantes facam os calculos e
constatem que a probabilidade de ndo se acertar numero
algum é alta {cerca de 51,6%). Para muitos, esse cdlculo
"derruba” a intuicdo e crenga de que é “azarado aquele que
nao acerta ndmero algum™.

Mos itens e e f compara-se a aposta minima (custo
da aposta e chance de acertar a sena) a uma aposta em 8
dezenas e a aposta maxima, de 15 dezenas.

Mo altimo item, as equipes s3o0 convidadas a tomar uma
decisdo, buscando aumentar as chances de acerto na quina.

Solucao:

a) O resultado do sorteio pode ocorrer de (EE?)

50063 860 modos distintos (observe que nao importa
a ordem em que os numeros sdo sorteados). Para acertar
a sena, & preciso que os & nidmeros apostados coincidam
com os & sorteados, havendo, assim, um dnico caso

favoravel. A probabilidade & = 0,000002%.

1
50063 Be0D
b} E predso acertar exatamente 4 dos & ndmeros sorteados
e errar exatamente 2, isto &, em sua aposta deverao cons-
tar 4 das 6 dezenas sorteadas e 2 das 54 nao sorteadas.

Isso pode ocorrer de (E) : [524) 21 465 maneiras

o . . 21465
distintas e a probabilidade & R

(aproximadamente 1 em 2332).
¢} Analogamente ao item b, & preciso acertar exatamente
% dos 6 ndmeros sorteados e errar 1 entre os 54 nao

= [,0428%
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&
(5) =
50063 860
(aproximadamente 1 em 154 518).

d) Para nao se acertar qualquer dezena & preciso que

sua aposta seja formada por 6 dentre os 54 gue nao
L4

sorteados. A probabilidade & = (,00065%

serao sorteados. Isso pode ocorrer de Coe
25827165 maneiras distintas e a probabilidade pedida
. 25827165

© 50063860 =1,59%.
e} 1} Uma aposta em 8 ndmeros contém C.

subconjuntos de & ndmeros, isto &, 28 senas.
ii) 5im; observe que 28 - R% 3,50 = RS 98,00; na aposta
minima concorre-5e com uma Unica sena e, na outra, com
28 senas, ou seja, a chance de acerto é 28 vezes maior.
) 12 modo:

O numero de casos favoraveis é 28 = p

= 0,5159

8} _ g

28
(%)

[+
= 0,0000559% (aproximadamente 1 em 1787 995).
24 modo:
Ao escolher os B ndmeros, o apostador deve escolher os

& que serdo sorteados (isso ocorre de maneira anica) e
outros 2 entre os 54 gque nao serao. Isso pode ser feito

de 1 - (54 1431 maneiras distintas.

Como a escolha de 8 nimeros quaisquer pode ser feita

de (E;;U) maneiras distintas, a probabilidade é& =

f EU)
| 8
= 0,0000559%.
fil Como em 15 ndmeros ha (1;') 5005 subconjuntos

de 6 ndmeros, isto &, & senas, a chave de acerto se torna
5 00% vezes maior.
O professor pode comentar que, em setembro de
2015, a aposta custava RS 17 517,50, que & igual a
5005 - R$ 3,50.

g} Ac optar por uma dnica aposta em 7 ndmeros, Aurdlio

estard concorrendo com (;) 21 guinas;

Se fizer 7 apostas minimas, ele poderd concorrer com

7 ( 5) 7- 6
5 —
nimero de quinas em
uma aposta minima

numero maxima possivel, se nenhuma quina for repetida
nos 7 jogos).

Assim, fazendo / apostas minimas, ele aumenta a chance
de acertar a gquina.

Sugestbes de atividades em grupo

A seguir, sdo propostas sugestdes de atividades gue
favorecem as interagbes aluno-aluno e aluno-professor, no
intuito de dar continuidade as atividades propostas na secac
Troque ideias, no livro-texto.

As atividades em grupo proporcionam aos estudantes:
* guvir, discutir e refletir sobre a opinido dos colegas;

* respeitar as diferencas individuais guanto ao tempo de
compreensao e a assimilagio dos conteddos;

42 guinas (esse é o
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* socializar diferentes pontos de vista e resolugoes diversas

para um mesmo problema e estabelecer consensos;

* promover situagdes de ajuda e de ensinc-aprendizagem

entre os colegas;
* dividir tarefas e responsabilidades;

* promover maior integracdo sodal.
Veja as sugestdes a sequir para atividade em grupo.

b Atividade 1: Trigonometria - Medindo
distincias inacessiveis

Objetivo

* Reconhecer a impertancia da Tngonometria na medicao
de distancias impossiveis de serem medidas diretamente.

Material
* Lapis, borracha, compasso (opcional) e papel sulfite.

Namero de aulas: 2 a 3.

Desenvolvimento
14 parte:

O professor deve dividir a classe em grupos de 3 ou 4

estudantes e ler coletivamente o seguinte problema:

Wocé esta caminhando em um terreno plano e avista
uma montanha. Deseja-se medir a altura dessa monta-
nha. Os dnicos maternais disponiveis sao um modermno
teodolito (aparelho usado para medir dngulos), uma
trena e uma calculadora cientifica. Como proceder para
obter a altura da montanha?

Deve-se disponibilizar o tempo necessario para os gru-

pos discutirem a solugio do problema.

Em seguida, é preciso verificar se ha algum grupo dis-
posto a socializar a resolucdo. Caso nenhum deles tenha
chegado a uma conclusdo consistente, o professor deve

dar a pista seguinte:

Mesmo gue se chegue ao pé da montanha, nao é
possivel determinar sua altura, ainda que se conheca a
medida do dngulo em que se avista seu ponto mais alto,
pois ndo conhecemos a distédncia do pé da montanha ao
“centro” 0. Imaginemos a reta perpendicular ao terrenao,
tragada pele ponto mais alto da montanha, conforme a
figura a seguir. O ponto O é a intersecao dessa perpen-
dicular com o tracado do solo.

A dica pode ajudar os estudantes a reconhecer a ne-

cessidade de se fazer medicdes em dois pontos, P, e P,
arbitranios, entre os guais a distdnca pode ser medida com
auxilio da trena.

Solucao:
Vieja a figura:

1]

=

[l

ot
i terreno

Y AN il PR

T?

Em um ponto P, deve-se medir, com o teodolito, o

Elernentos sem proporgao entre si

angulo de medida o em que se avista, a partir dos olhos do
observador, o ponto mais alto da montanha.

a

Aproximando-se da montanha, deve ser estabelecida
posicdo de outro ponto P, no qual sera realizada nova

medicio e se avistara o ponto mais alto sob um angulo de
medida fi. Marcados os pontos P, e P, a distincia (d) entre
eles deve ser medida com auxilio da trena.

Seja x a distincia entre P, e o ponto O (x & desconhecido).
Temos:

h
ABCD tgfp=—==h, =x-tgp
X

2
: h,

AACDtgH = =i = h, =tgo-{d + x) (2

De {1, temos: x h, 3

tg b
Substituindo (3) em (2 obtemaos:

h
h? tgﬂ‘(d+ 7)_;-.

tg
-h
=h, d‘tgu+L
tg i
tg e
=h]|1 - — d-tgo=
tg
o h, d-tgo d-tgo-tgfi

ey > ™ g tgu)
tg

Como d, a e B sdo conhecdos, com auxilio da calou-

ladora obtemos os valores de tgo e tg i e, em seguida, o
valor de h,.

H

Por fim, a altura (H) da montanha & obtida por

h, + h,, sendo h, a altura do observador.

232 parte:

O professor deve ler com a turma o seguinte problema:

Suponha gue lhe seja dada a incumbénaa de estimar a
medida do raio da Terra. Vocg esta no topo de um arranha-
-céu cuja altura h é conhecida, dispde de um modemo
teodolito & uma calculadora cientifica. O gue vocé fana?
Como estimar, nessas condiges, a medida do raio da Terra?
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O professor deve dispeonibilizar algum tempo aos gru-
pos, e, se necessario, oferecer a seguinte dica:

Ayistemn, do topo do arranha-céu, a linha do hon-
zonte, localizando um ponto T, o mais longe possivel...

Solucao:
%5 A
5
S
i
E
superfici C: centro da Terra
da Terra T: ponto *mais longe
possivel, na linha do
horizonte”
R: medida do raio
da Terra
Elementos sem
proporcan
entre si.

Do topo do arranha-céu, de um ponto A, é possivel
avistar a linha do horizonte, em que T é o ponto de tangéncia
da linha do horizonte com a circunferéncia. Com o auxilio
do teodolito, medimos o dngule @ que a reta vertical do
edificio (reta AC) forma com a reta que representa a linha
do honzonte (reta '.ETIF]I.

Lembrando que toda reta tangente a uma drcunferéncia
& perpendicular ao raio no ponto de tangéncia, temos:

TT LAT, CT = R, AC = R + hed é conhecido, temos,
no ACTAC
T

sen B E_vsenﬂ Rih_b

= R-sentb+ h-senbi=R=
h- 8]

= h-senth = R[1 —sentl) = R LU
1—sen@

Como h é conhecido e 6 também {medido com o teo-
dolito), obtemos com a calculadora o valor de sen @ e, em
seguida, a estimativa para o raic R da Terra.

» Atividade 2: A roda-gigante e os
movimentos periédicos

Objetivos

* Complementar o texto sobre funcdes trigonométricas
¢ movimentos periddicos, apresentado no capitulo 4
(Fungdes trigonométricas), na secao Aplicacoes (A trigo-
nometria e a roda-gigante).

* Estudar o movimento de uma roda-gigante; reconhecer
sua periodicidade; observar que um passageiro sentado
em uma cadeira da roda-gigante atinge varias vezes
uma determinada altura, a medida que s30 dadas voltas
completas.

* Aprofundar o conceito de periodo de uma funcao,
vinculandeo-o a uma situagdc concreta, mais proxima da
realidade dos estudantes.
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* Usar os conhedmentos de Trigonometria para determinar:

* o deslocamento angular experimentado por uma cadeira
da roda-gigante, de acorde com o tempo; a altura de
uma cadeira, em relacdo ao sole, durante um instante
qualguer do movimento da roda;

* em que instantes o passageiro atinge certa altura etc.

Material
* Lapis, borracha, caneta, compasso (opcional para tracado
das circunferéncias).

Nimero de aulas: 4.

Desenvolvimento

Dividir a turma em duplas e distribuir para cada uma
o texto seguinte:

Imagine que uma roda-gigante gire com velocida-
de praticamente constante. Ela comporta 12 cadeiras,
igualmente espacadas ao longo de sua circunferéncia.
5eu raio mede 10 m, e ela estd fixa no solo por uma
estrutura triangular de ferro, como mostra a figura a
seguir. Suponha ainda que a distédncia do centro da roda
ao solo seja de 11 m e que a roda complete uma volta
em 24 segundos.

cadeira em A

0 professor deve dar o tempo necessano para que todos
leiam com detalhes o texto e cada uma das questdes a seguir.

1) Determine a medida do arco (&ngulo) percorrido por
uma cadeira em 1 segundo.

Solucao:

Como em 24 segundos a roda da uma volta completa,
isto é, percorre 360° entdo, por segundo, cada cadeira
descreve um arco (dngulo) de medida:

30 15° (DL.I .4 rad — —— rad)

24 24 12

Depois, deve-se marcar a cadeira da roda-gigante que
ocupa a posicac de menor altura em relacdo ao solo (na
figura, esta assinalada a cadeira na posicdo A) e propor a
seguinte guestao:

2) Para cada instante de tempo, preencha as duas co-
lunas em branco da tabela 1, correspondentes aos angulos
descritos pela cadeira e a altura em que esta se encontra
em relagdo ao solo. A escolha de uma determinada cadeira
{no caso em A) é arbitraria.

Considere: sen 60° = 0,866; sen 45° = 0,707.

333
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Para outros instantes, pode-se adotar procedimento ana-

logo ao que sera mostrado a sequir para o instante t = 2 s.

Em 2 sequndos, a cadeira descreve um angulo de 307

Tabela 1
Altura em

Tam Medida do arco 50 20
po (s) percorrido pela cadeira A rﬁn{“ﬂ
Sl 77702 444
777/ 7/,
4 7777477777
6 V777747777
12V 747
18 V7777747777
Wl 777/ 7/
Ml 77//7/47//7/7/477////%
2 )
Sl 77777/ 44
Wl 7777/ 77/
0 V7777777777777
Solucao:

O preenchimento da 1¢ coluna em branco da tabela
& relativamente simples: basta lembrar que em 1 segundo
uma cadeira percorre um dngulo de medida 15°. A partir
dai & possivel estabelecer uma proporcio para cada um dos
tempos (em segundos).

Para preencher a 2¢ coluna em branco da tabela & impor-
tante observar inicialmente gue, para instantes multiplos de &
0, 6,12, 18, 24, 30, 36, ...), a cadeira se encontra em uma
das extremidades A, B, C ou D da arcunferénaa, como pode
ser observado na figura a seguir:

Tabela 2
Altura em

(m)
i} A 1
[ B 1
12 C 21
18 D 1
24 A 1

sen 60" i_.'o
10

= x= 10-+sen 60" = 10 - 0,866 = B,bb = x= 8 bbm
A altura em gue se encontra a cadeira é:
h=11—-x=

=h=11-866=

=h=234m

Para o instante t = 4 5, temos:

___________________________

Em 4 segundos, a cadeira descreve um angulo de &60°.

e ¥
30° = —
SEN 0 =

=y = 10-sen 30° =

1
=y 1U~? S=y=5m

A altura em gue se encontra a cadeira 4 s depois do
inicio do movimento é:

h=11 -y=

=h=11-%5=h=6m

Repetindo o procedimento para os demais instantes da
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Tabela 3
Altura em
Medida do arco _
Tempo (s) . . relagao ao
percorrido pela cadeira A ey
1] 0° (ou O rad) 1
2 30° (ou % rad) 2,34
B B0~ (ou % rad) 6
[ g (ou l rad) 11
2
12 180° {ou m rad) 21
— 3n
18 270 (DI.I— ral:l) 11
2
20 300 (Du % ra d) a
24 360° (ou 2rrad ) 1
27 405" [Du L ra d) 3,93
4
36 240 {ou 3x rad) 21
39 585° (nu AE rad) 18,07
4
40 600°(ou % rad) 16

3) Imagine que um ingresso comprado para a roda-
-gigante da direito a 5 voltas completas. Quantas vezes
uma pessoa se encontra a 17 metros em relacdo ao solo?

Solucao:

MNao & necessario conhecer a lei da fungdo que relaciona
a altura com o instante para resolver essa gquestao. Basta
lernbrar que a altura maxima da cadeira em relacio ao solo é
21 m. Em uma volta, a altura de 17 metros & atingida duas
vezes, como mostra a figura:

Observe gue de X (ou X') ao solo temos:
(B+10+1)m

atingida 10 vezes.

17 m. Assim, em 5 voltas, a altura 17 m é
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4) Um passageiro afirmou que, durante % da trajetdria

circular da roda-gigante, a altura em que ele se encontrava
superava 19 metros. Essa afirmacao é verdadeira cu falsa?
Solucao:
N3o é preciso conhecer a lei da funcio que relaciona a
altura e o tempo para responder a essa questao.

10m - sen 457

o1 Sl Il
solo

Em P ou P’, a cadeira se encontra a 11 m do solo (em
50% da trajetdria, o passageiro encontra-se a uma altura
menor ou igual a 11 metros).

Em Q (ou Q) a altura h da cadeira, em relacdo ao solo,
& (11 4 10 -sen 459 m = (11 + 10+ 0,707) m = 18,07 m.
Isso implica que durante % da trajetoria da roda-

-gigante a altura do passageiro em relacio ao solo é menor
ou igual a 18,07 m. Desse moedo, a afirmacio de que durante

1 L ..
3 da trajetdria a altura em gue se encontra um passageiro &
maior que 19 metros é, evidentemente, falsa.

5) Considerando o tempo de uma volta completa da roda-

. 2
-gigante, pode-se afirmar que em 3 desse tempo o pas-

sageiro sentado em uma cadeira qualguer se encontrava a
nao mais que 16 m do solo.

Essa afirmacao é verdadeira ou falsa?

Solucao:

10m- sen30°= 5m

—
[

Tm

solo

MNa regido destacada na circunferéncia, o passageiro se
encontrava a 16 m cu mais do solo.
Observe gue med(POP) = 180°

2300 = 1207 o

. ., . 120
tempo necessario, em segundos, para percorré-la T B;

e 1 . 2
COMO 73 = Y pode-se afirmar que em 3 do percurso a al-

tura nao excedeu 16 m; portanto, a afirmacio é verdadeira.
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Questao para aprofundamento

6) Obtenha a lei da funcao trigonométrica para expressar
a altura (h) da cadeira na posicio A (em relacio ao solo),
em funcdo do tempo (t), em segundos, de funcionamento
da roda-gigante, considerando que um ingresso da direito a
cinco voltas completas. Assim, t & [0, 120]. Esboce o grafico
de um periode completo dessa funcao.

Solucao:

Observe que:

t=0=h=1 11 10 - sen 907
11 — 10 - sen {90° — 0 - 157
t=2=h=11- 10 sen 60°
11 — 10 - sen {90° — 2 - 15°)
t=4=h=11- 10 - sen 30°
11 10 - sen (907 — 4 - 15%)
t=6=h=11=11-10":sen 0

11 — 10 - sen {90° — & - 15%)

t=12=h=21=11—- 10 - sen 270"
ST

=en [~ 9]
11 — 10 - sen {90° — 12 - 157
Generalizando, temos:
hit) = 11 10 - sen (90° — t- 15%)
Mas sen (90° — t - 15°) = cos (t - 15%)
Portanto: hit) = 11 — 10 - cos (15° - t}
Coma 15° 1, segue gue hif) = 11 10 - CEIS(l tj.'
12 12
observe que o periodo dessa funcio é 2—,;[- 24 (24 sea
5

o intervalo de tempo para uma volta completa da roda-

-gigante).

h (m}
2 |

18,07 4
16 |

11

b Atividade 3: Matrizes
Objetivos

* Reconhecer uma aplicagdo da inversa de uma matriz em
um contexto cotidiano.
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* Praticar a multiplicacdo de matrizes e a obtencao da
inversa de uma matriz.
* Conhecer principios basicos da criptografia.

Matenal
* Lapis, borracha e folhas de papel sulfite.

Numero de aulas: 2.

Desenvolvimento
12 parte:

O professor deve dividir a classe em grupos de até 3
estudantes e, em sequida, pedir a cada grupo que selecione
uma senha de gquatro algarismos (imagine que cada grupo
represente um banco que predsa preservar as senhas de seus
clientes).

05 estudantes devemn formar uma matriz quadrada de
ordem 2 a partir da senha escolhida, representando os dois
primeiros algarismos na 12 linha e os dois dltimos na 22 linha.

Por exemplo, com a senha 2509 podemos formar a

matriz: 5 L0 i
0o 9

Ma lousa (quadro de giz) o professor deve escrever uma

matriz 2 % 2 inversivel; digamos: X [ i ; ]

O professor deve explicar aos estudantes que essa ma-
triz, chamada matriz-chave para decifrar codigos e senhas,
50 é conhecida pelo banco ou instituicdo responsavel pela
integridade e sigilo das informacGes de seus clientes.

Depois, os estudantes devem ser onentados a multiplicar
5 por X.

Mo nosso exemplo,

- | 3 1 6 12
5+ X .
o 9 4 2 36 18

Essa matriz serd chamada matriz transmitida.
O seguinte problema deve ser proposto aos estudantes:

Como podemos recuperar a senha do cliente, se
50 conhecemos a matriz-chave e a matriz transmitida?

Solucao:

Os estudantes deverao concluir gue é preciso multipli-
car, a direita de 5 « X, pela inversa de X, ou seja, X ' a fim de
obter, de volta, a matriz § e, consequentemente, recuperar
a senha do cliente.

Defato: (S-X) - X '=5-(X-X")=5-1,=5

Assim, & preciso determinar, inicialmente, a inversa de X.

3 1 a b 1
De .

4 2 c d 0
, 5 € Zed 5

0
1 ], seQUE que:

a 1

Assim, X'
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Devernos entdo multiplicar, a direita de 5 - X, por X ':
2
% 12| |12 2 05
[35 13] 2 2 [ 0 9]
2
Portanto, a senha 2509 é recuperada.
2a parte:

Messa parte da atividade, os estudantes vao decodificar
uma mensagem, utilizando o mesmo raciocinio da senha
numeérica anterior. Para isso, sera necessario estabelecer uma
correspondéncia entre as letras do alfabeto e os numeros,
utilizando a seguinte convencao:

A|B|C|D|[E|F|G|H|I1]|J|K
1213|456 789 (10)11]12]13

N|O(P|Q|R|S|T|U|V|W|X|Y|Z
1411516 (1718192021 (2223 |24 (25| 26

O espaco entre uma palavra e outra sera identificado
pelo ndmero zero.

A mensagem a ser codificada é BOA PROVA. Ao final
da atividade os grupos deverdo obté-la.

O professor deve anunciar aos grupos que a matriz-

T 0 1
-chave, nesse caso, é X o 2 1]
o o 1

{Observacao: Qualguer matriz 3 X 3 inversivel pode ser
tomada como matriz-chave. Quanto mais zeros possuir essa
matriz, mais faal ficard o calculo de sua inversa.)

Por fim, o professor deve anunciar que a matriz trans-

mitida é:
2 30 12
o 32 2
15 44 b

A partir da matriz transmitida e da matriz-chave, as
equipes deverdo decifrar a mensagem enviada.
Solucao:
Inicialmente, os estudantes deverao encontrar X .
Impondo que X - X! |
possivel obter:

, e resolvendo o sisterma, €

1 0 1
1 1
W 0 — —
2z 2
[ ] 1
Multiplicando a matriz transmitida por X', temos:
2 30 12 10 Z 15 1
33 o 1L 1
o 32 2 0 1& 18
2 2 )
15 44 [+ 0o 1 15 22 1

Utilizando a correspondéncia proposta, segue a men-
sagem: BOA PROVA.
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b Atividade 4: O entrelagamento da
Algebra com a Geometria

Objetivo
* Integrar os eixos Geometria e Algebra.
Esza atividade deve ser desenvolvida em duas etapas.
12 etapa
Objetivo
* Construir uma interpretacao geométrica para o quadrado

da soma de dois termos, utilizando conhecimentos da
geometria plana (areas e composicio de figuras).

Material
* Papel sulfite, régua, lapis, borracha e tesoura.
MNumero de aulas: 1.

Desenvolvimento

O professor deve dividir a turma em grupos, de 3 a 4
estudantes.

MNa folha de papel sulfite, cada equipe devera desenhar e,
em seguida, recortar 1 quadrado I, cujo lado mede a
1 quadrado I, cujo lado mede b
de dimensGesa = Bcmeb

Bcm;
5 cm; 2 retangulos 11,
5 cm.

Os grupos deverao calcular as dreas de I, 1T e 11

Solucao:

A =a" = (8cm) = b4 cm’ = & cm’

A, =b = (5cmf = 25 cm® = 57 cm?
A,=a-b=1{(8cm)-(5cm)=40cm’ = (8- 5) cm?

Os grupos deverac construir o quadrado MNPQ repre-
sentado na figura seguinte usando os quatro recortes.

M N

Q P

Na sequéncia deverdo calcular a area desse quadrado
de duas maneiras distintas {a partir da medida de seu lado
e como a soma das areas das superficies planas que o
compdem). Por fim, os estudantes deverdo generalizar a
igualdade obtida.

337
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A area MMPQ ¢é igual a soma das areas das regides I, II
e o dobro da area da regide IIT, ou seja:
A = A+ 2 Ay 4 A =
= A = (Bomf + 2 (B 5)em® + (5 cmf =
D Ay = 1B+ 2-8-5+5)em? (1
Por outro lado, temos: LN (8 cm + 5 cm)?
(8 + 57 cm® (2
Igualando (1 e (2}, temos:
(B+5°=8+2-8-5+5
[ —— - [
Punra Ay M A
De modo geral, (a + by =a*+ 2-a-b + b

2% etapa

Objetivo

* Construir uma interpretagdo gecmétrica para o cubo
da soma de dois termaos, utilizando conhecimentos de
gecmetria métrica espacial.

Matenal

* tolhas de cartolina de diferentes cores, régua, lapis, bor-
racha, tesoura e cola liguida.

Namero de aulas: 2 a 3.

Desenvolvimento

O professor deve dividir a classe em grupos de 3 ou 4
estudantes.

As planificacbes a sequir representadas, que estdo acres-
cidas das abas de colagem para a posterior montagem dos
solidos, devern ser desenhadas em folhas de cartolina de cores
distintas entre si, nas quantidades indicadas. Para salidos de
um mesmo tipo deve ser usada a8 mesma cor.

10 em

LUSTRASHES; SETUR

10 cm

1 cubo (C,), cuja aresta mede a
10cm

A o

3 prismas retos quadrangulares regula-
res (P ), cada qual com aresta da base
medindo a = 10 cm e altura de medida
P, b =4cm

3 prismas retos gquadrangulares
requlares (P,}, cada qual com aresta
da base medindo b = 4 cm e altura
de medida a = 10 cm
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1 cubo (C)), cuja aresta mede b = 4 cm

4 cm

Os grupos devem recortar e montar os oito solidos,
com as dimensdes indicadas nas planificagoes. Em cada
solido, as linhas tracejadas indicam onde devem ser feitas
as dobraduras para a montagem.

Apds a construcdo dos solidos, os grupos deverdo cal-

cular os volumes de C, P, P, e C,.

Solucao:

‘u"cl a* = (10 cm)® = 1000 cm® = 10° cm?

\-"P1 a2+ b = (10 cm} - (4 cm) = 400 am® = (10° - 4) am?®
Ve, b* - a (4 cm)® « (10 cm) 160 cm?
(10 - 4% cm?

1""-:? b* = (4 cm)® = 64 cm?® = 47 cm?

Com os oito solidos montados, os estudantes deverao
construir o cubo a sequir de aresta 14 cm (10 am + 4 cm
14 cm).

Solucao:

10 cm

10 em

O professor deve pedir para cada grupo calcular o vo-
lume do cubo montado de duas maneiras distintas (a partir
da medida de sua aresta e como soma dos volumes dos
solidos que o compdem).

Em sequida, os estudantes deverac generalizar a igual-
dade obtida, isto &, considerar a e b medidas quaisquer.

Solucao:

(10 cm + 4 cm)* = (10 + 4) cm?,

temos, em centimetros cabicos, (10 + 4P
W
43 g, de modo geral:

Assim, como W

TE+3-10°-4 +3-10-4 4

— —_— — e
Ve Ve Vs Ve
1 1 El £l
fa+bf=a*+3-a2-b+3-a-b+b*
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p Atividade 5: O volume do cilindro e a
funcao linear

Objetivos

* Promover uma atividade de experimentacio na Matematica.

* Integrar os eixos Geometria e Funcdes.

* Construir graficos e revisar o conceito de proporcionali-
dade, relacionando-o a funcao linear.

Material

* Provetas graduadas de 1000 mL, crong-
metros, lapis, borracha, calculadoras,
papel sulfite e fita métrica.

SETUR

Mamero de aulas: 2.

Desenvolnmento

A atividade podera ser realizada no
laboratono do colégio.

O professor deve dividir a turma em
grupos de 4 a 5 estudantes.

MNesse experimento, cada grupo devera
fazer medigdes sucessivas do volume de agua
na proveta, em determinados instantes. &
proveta & abastecida de agua por uma tornei-
ra, a uma vazao constante, isto é uma vez regulada a saida
de dgua, ela devera ser assim mantida até o final da fase de
expermentacio. Eimportante que a vazdo escolhida por cada
grupo seja suficientemente reduzida para que seja possivel
realizar algumas medicGes; se a vazao for muito grande, a
proveta ficara cheia em poucos sequndos, o que, além de
desperdicar agua, inviabiliza a realizacao da atividade.

Abre-se a torneira por alguns sequndos até estabilizar a
vazao. Aciona-se, entdo, o crondmetro com a proveta vazia
sob a torneira. Um membro do grupo para o cronémetro ao
final de 3 sequndos (ou 2 segundos, dependendo da vazao).
Imediatamente, retira-se a proveta da fonte de agua (debai-
xo da torneira) e, por meio da leitura na escala graduada,
anota-se o volume de agua, em mililitros. A seguir, a agua
& descartada em um recipiente para ser reaproveitada para
outro uso. Observe que a vazdo da torneira nao pode ser
alterada nesse processo.

Coloca-se novamente a proveta sob a tomeira por um
periode de & segundos {ou 4 segundos, dependendo da va-
zao). Quando o crondmetro parar, retira-se, imediatamente,
a proveta da fonte e anota-se o volume de dgua na proveta.

Mas etapas seguintes, deve-se repetir o procedimento
anterior em intervalos de tempo iguais a 9 segundos, 12
segundos, 15 segundos, 18 sequndos etc. (ou &, 8, 10, 12
etc ). E preciso que a vazao definida por cada grupo seja
suficiente para repetir o procedimento pelo menos cinco
vezes, de modo que a agua nao transborde da proveta.

Apos a dltima repeticio, ainda com a torneira aberta
e a proveta vazia, os estudantes deverdo medir o tempo
necessano para enché-la completamente de agua.

Encerrada a fase de experimentacao, fecha-se a tornei-
ra e se inicia outra etapa. Cada equipe tera disponiveis os
seguintes dados:

L

]

= =

Tempo(s) | 3 | 6 | 9 |12 ] 15
Volume(mL) | v, | v. | v. | v, | v

1 r 3 4 5
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Cada equipe deve construir o grafico cartesiano de
WV o t, com V em mbL e t em s. Depois de dar tempo as
equipes, o professor deve pedir a cada equipe que mostre
o grafico construido.

Espera-se que o grafico obtido seja aproxmadamente
uma reta, como & mostrado a seguir:

V [mL)

S

e

' 1
' '
' '
i I

H
o 3 6

12 15 tis)

[T-30 S

Por que, do ponto de vista tedrico, todos os pontos
deveriam estar alinhados?

Ha, evidentemente, incertezas associadas a utilizacdo
da proveta e do cronémetro nessa atindade:

* o instante exato em que o crondmetro para dificlmente
se dara por um ndmero inteiro (3, 6, 9, ...), mas, sim, por
um namero racional proximo a ele;

* a proveta & um instrumento de medicio de pouca predsao.
Ainda assim, acredita-se que os pontos obtidos nos varios
graficos da turma estejam aproximadamente alinhados
e permitam ao professor propor a reflexao sobre o fato.

Durante toda a experiéncia, a vazao foi constante, isto é,

a cada segundo a proveta recebeu a mesma guantidade de

agua: se dobrarmas o tempo, a quantidade de agua dobrara;

triplicando-se o tempo, triplicard a quantidade de dgua etc.
Isso significa que V (volume) e t (tempo) s3o direta-

mente proporcionais, isto &, % k (k & uma constante
real =V =k-t

Desse modo, o grafico que relaciona W e t & uma reta
gue passa pela crigem, isto €, uma funcao linear.

1} Conhecendo-se o tempo necessario para se encher
completamente a proveta, medido na fase anterior, cada
equipe devera determinar:

a) avarao da tomneira;

b} a medida do raio da base da proveta.

Solucao:

a) Para fixar ideias, imagine que a torneira leve 40 segun-
dos para encher a proveta, com a vazao escolhida.
Como o volume da proveta & 1 000 mL, sua vazao é:

1000 mL
—_— =25 mlSs
40 5 ) . )
b} Para se determinar, expenmentalmente, a medida do

raio da base da proveta, pode-se medir, com a fita
métrica, a altura (em cm) da proveta (correspondente
ao nivel de 1000 mL).
ComoV = A -h, V= 1000mLeh éconhecido (foi
medido), temos:

. N v
n-rf-h=V=r 11--|-.=” s
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b Atividade 6: Loterias, analise
combinatodria e probabilidade

Objetivo

* Conhecer outra loteria, a Lotomania, e calcular probabili-
dades de se ganhar algum prémio, dando continuidade ac
estudo das lotenas, apresentado sob a forma de atividade
e leitura no livro-texto.

Matenal

* | 3pis, borracha, calculadora, de preferéncia cientifica (ha
calculos que envolvern ndmeros muito grandes), volantes
da Lotomania.

Namero de aulas: 1.

Desenvolvimento

O professor deve dividir a classe em grupos, de até 3
estudantes, e ler com eles o trecho seguinte, explicativo da
Lotomania. Os volantes da Lotomania devemn circular entre
05 grupos.

Ma Lotomania, o apostador escolhe 50 ndmeros
entre os 100 naturais existentes de 1 a 100. A aposta de
50 nameros é dnica e custa R% 1,50 (valor de referéncia:
janeiro de 2016).

O resultado do sorteio € um conjunto formado por
20 nimeros.

Ha prémios para quem acerta 16, 17, 18, 19, 20 ou
nenhum ndmero.

O desenvolvimento dessa etapa comeca com uma
pergunta a classe:

1) De guantos modos distintos pode ocorrer o resultado
de um sorteio da Lotomania?
A correcao deve ser feita na lousa, deixando o resultado
indicado sem efetuar os calculos.
Solucao:
A guantidade de resultados distintos na Lotomania é
C'IIII_.?D'

2) De quantos modos distintos um apostador pode escolher
as 50 dezenas que serdo assinaladas?
A correcao deve ser feita na lousa (no quadro de giz),
deixando o resultado indicado, sem efetuar os calculos.
Solucao:

Trata-se de escolher 50 entre os 100 ndmeros disponives,
sem importar a ordem, iste &, devernos formar um subconjunto
de 50 nameros escolhidos entre os 100 disponiveis. Isso pode
ser feito de € ., maneiras distintas.

3) Qual é a probabilidade de se acertarem 17 nameros?
Solucao:

Para acertar 1/ nimeros, & necessarno Que a aposta
contenha 17 entre os 20 ndmeros que serdo sorteados e os
demais 33 ndmeros entre os 80 que ndo serdo sorteados.

O namero de maneiras distintas de isso ocorrer &
C + C

20,17 B0, 33"
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Assim, a probabilidade pedida é:
Coovr* San s
CIIII. 50 .
Apés uma longa conta (as equipes deverdo fazé-la),

chega-se a 0,036%, aproximadamente.

O professor deve pedir aos estudantes que confiram o

resultado com o verso do volante.

E interessante comentar com a classe gue o calculo

das probabilidades de acerto de 16, 18, 19, 20 ou nenhum
ndmero Segue o Mesmao raciocinio.
4) Justifigue o fato de gue a probabilidade de nao se acertar

gualquer nimero € igual 3 probabilidade de se acertarem
os 20 nimeros. Como cunosidade, esse calculo fornece
uma probabilidade aproximada de 0,0000088%.
Solucao:

A probabilidade de nao se acertar qualguer ndmero é:

O 50 ndmeros assinalados devem estar
C 'll_ enftre o5 80 que ndo serao sorteados.
B, 50
C

1040, 50
A probabilidade de se acertarem os 20 nameros é:

D= 50 assinalados, 20 devem comasponder
aos que serac sorteados e sdo determinados

ey de maneaira dnica; os outros 30 devemn astar
1- le ET antre of 80 ndmeros nac someados.
Lluu. 50

Se necessario, o professor pode lembrar aos estudantes

80 20
quel, ., (5{]) (EU] S—

b Atividade 7: Matematica e Arte

Objetivos

Promover uma atividade interdisciplinar, ligando a Ma-
tematica a Arte.

Aprofundar os conceitos relativos 3 geometria dos frac-
tais, iniciado no infegrafico da secio Aplicacdes — capitulo
9 (Matematica, natureza e arte: a Geometria dos fractais).
Rever conceitos importantes ligados a progressao gec-
métrica.

Aplicar os conceitos de Geometria construidos nesta colecio
para resolver problemas ligados a fractais geométricos.
Valorizar habilidades como: observacao de padroes e
regularidades, generalizaces, leitura e interpretacao,
além de outras ligadas a Arte.

Produzir um painel com fotos e imagens para exposicao
dos trabalhos, explorando a presenca de fractais na na-
tureza e na arte.

Estimular a pesquisa na internet e outros meios.

Matenal

Lapis, borracha, régua, papel sulfite e computadores com
acesso 3 internet.

Numero de aulas: 7 a 3.
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Desenvolvimento

Como ponto de partida, sugerimos a leitura do in-
fografico da secio Aplicagbes — capitulo 9 (Matematica,
ciéncia e arte: a Geometria dos fractais). Os estudantes
deverdo também consultar outras fontes para embasamen-
to. Sugerimos os artigos Geometria fractal e arquitetura,
de Tania Baier e Maycon Sedrez, disponivel em <www.aca
demia.edu/14746004/Geometria_Fractal_e_Arquitetura=
(Acesso em: 22 abr. 2016) e Padrdes fractais: conectando
Matematica e Arte, de Rejane Waiandt Schuwartz Faria e
Marcus Vinicius Maltempi, dispenivel em <redalyc.org/
pdff715/71523347003 pdf= (Acesso em: 22 abr. 2016).

Varias atividades sobre fractais geométricos podem ser
propostas. Sugerimos uma atividade que apresenta: Poeira
de Cantor, Tridngulo de Sierpinski, Floco de Neve de Koch e
Iapete de Sierpinskr.

Os estudantes deverdo construir painéis com os fractais
geométricos produzidos nas atividades, mas nao devem se
limitar a estes. Ma exposigdo, € importante que os estu-
dantes pesguisem imagens de fractais na natureza {folha
de samambaia, ramificagoes de galhos em determinadas
arvores, nuvens, espécies de couve-flor, flores etc) e na

ha inimeras imagens de belos fractais.
Poeira de Cantor

Cada grupo deverd desenhar as quatro figuras corres-

arte

pondentes &s quatro primeiras etapas da construcdo da
poeira de Cantor. Para isso, deverdo seguir estas orientagdes:
12) Construir um segmento de medida L (L = 0). E reco-
mendavel nao escolher uma medida muito pequena
(por exemplo, L 1 cm}. Uma sugestao é escolher a
medida L

24) Dividir esse segmento em trés partes iguais e retirar a

12 cm.

parte central, repetindo o processo com os dois seg-
mentos restantes e assim sucessivamente, como mostra
a figura a seguir.

Solucao:

I
|
|
|
|
|
|
|
L

Depois, os estudantes deverdo preencher a tabela se-
guinte, valendo-se de suas observaces de regularidade.
indiferente considerar o segmento onginal come a etapa zero
ou a 14 etapa. No entanto, se isso for padronizado, facilitara
a execucao da atividade (convencicnamos agui etapa zero

coma o ponto de partida).
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lllflmndalllladidﬂ de cada [Comprimento
segmentos | segmento (cm) | total (cm)

t1//////////////////////AV//////////A

W77

2 /////////////////////////////////

?////////////// %

Orientactes para o preenchimento da tabela:

* Mimero de segmentos:
}ou melhor (29, 27, 27, 23 ).

Assim, na etapa n, temos 2" segmentos.

Asequéncaé: (1,2, 4, 8, .

* Medida de cada segmento (em cm):

4

A sequéncia é: (12, 4, 3 %, ), trata-se da P.G.

(o, 12 12 12
12, — — — -}
( 373 3 )
Assim, na etapa m, temos que cada segmento medira
12
3I‘|
* Comprimento total:

Cmi.

Etapa 0: 12 cm

Etapa 1: 2 - 12)cm =S
3 3

<12 cm = 8 cm

Etapa 2: 4 - (132) cmi

B 12
Etapa 3: 8 - (¥) cmi (

2
] =12 ecm = 5333...cm

W |

3
) =12 cm = 3,555... cm

A1
cm (iJ =12 cm
3

. 12
Etapa n: 2" - 3

Por fim, os estudantes devem explicar o que acontece
com o comprimento total dos segmentos a8 medida que n
tende ao infinito, isto &, se considerarmos a etapa m, com
n arbitrariamente grande.

Os estudantes deverdo identificar, ainda que infor-

malmente, uma importante propriedade da sequéncia
n
a, (AJ, n e MY
3

total tende a zero.

Triangulo de Sierpinski

Cada grupo devera desenhar as trés ou quatro figuras,

lima =0, isto é o comprimento

M —00

correspondentes as trés (gquatro) primeiras etapas da cons-
trucdo do tridngule de Sierpinski. Para isso, devera seguir
as seguintes crientages:

13} Construir um tnangulo equilatero de lado 12 cm (etapa 0).

341
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2%) Ligar os pontos médios dos trés lados desse triangulo,
dividindo-o em 4 tridngulos equilateros congruentes,
cada um com lado 6 cm. Remover o tridngulo central
obtido (etapa 1).

34 Para cada um dos outros 3 tridngulos construidos (o
central foi eliminado), repetir o procedimento (etapa 2).

Solucao:
2
12cm 124:“1.
6u11.
12¢cm Ecm
etapa etapa1
Icm 3am
3cm 3cm

-)

3an 3om 3an 3am
etapa 2
Mesta etapa, os estudantes deverdo preencher a tabela
seguinte, valendo-se de suas observactes de regularidade.

G | Medida do lado | Area total da
Etapa| .. de cada triangulo figura
triangulos P G )

Uf7//////////////////////////////////
1:%W//////////
2 V7777777777777
S 7% %% 22

Onentagdes para o preenchimento da tabela:
* Numero de tridngulos:
Temos a sequéncaa (1, 3, 9, 27, ..}

111 1
333 o3

Na etapa m, sdo 3" tnangulos.
Medida do lado de cada triéngulo (em cm):

Observe a sequéncia (1 2, ?

=

Ma etapa n, a medida do lade de cada tridngulo & % cm.

Area total dos tridngulos em cada etapa (cm?):
Etapa 0: um tridngulo equildtero de lado 12 cm tem area

3
igual a: 127 -Tcm*’ 3643 oam?

Etapa 1: trés tnangulos equilateros de lado 6 cm tém area
12 2 1r_
=1 &3

)

4

2743 am’

total igual a: 3 -
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Etapa 2: nove triangulos equilateros de lado 3 cm tém

52

8143

area total igual a: 3% - cm?
4 4
Etapa 3: 27 tridngulos equilateros de lado El cm
E)? A3
) 2 343
tém area total igual a: 3% - 2 2413: cm®

Observe a PG. que representa a sequéncia das dreas (em
centimetros quadrados):

o — 8143
(jbﬁ, 23, 2
etapa 0 etapa i

atapa 2

v

24343 )
1w 7
atapa 3
.. 3
Suarazaoeq = —.
4
Para saber a area da figura na etapa n € preciso determinar
o termo de posicion + 1:
. n
3643 - (%)
Por fim, os estudantes devem L-:;:plicar o que acontece

com a area do tridangulo de Sierpinski 8 medida que n fica
arbitrariamente grande (isto & guando n tende ao =).

e
a 1 a1 q:"a'\i1

- - g -
E predso lembrar que, sen —» =, entdo (%) + 0. Logo,

a area do triangulo tende a zero.

Floco de neve de Koch

O professor deve dividir a classe em grupos de 3 ou 4
estudantes.

Cada grupo devera desenhar as trés primeiras figuras
correspondentes as etapas iniciais da construcdo do floco
de neve de Koch. Para isso, deverdo seguir estas instrugoes:
14} Construir um tridngulo equilitero de lado 3 cm.

2%} Dividir cada lado desse tnangulo em trés partes iguais
e, tomando como referéncia a parte central, construir
um novo tridngulo equilatero, apagando a parte central,
serao obtidos & tridngulos equildteros congruentes (cada
um com um lado “suprimido™).

34) Repetir o procedimento obtendo a etapa 2.

Os estudantes deverdo ter construido figuras iguais as que

ANt

etapa 1 etapa 2

Em segmda, eles deverdo calcular o nimero de lados e
o perimetro das figuras obtidas. Se for necessario, uma dica
pode ajudar os estudantes: observe que, em cada etapa, o
lado de um tnangulo da origem a quatro segmentos con-
gruentes e a medida de cada um desses segmentos é a terca
parte da medida do lado do tndngulo da etapa anterior. O
professor deve fazer a correcao e socializagao das estratégias
desenvolvidas por cada grupo.
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Etapa 0: ndmero de lados € igual a 3 Na sequéncia, os estudantes deverao preencher a tabela
Perimetro: 3 - (3 cm) = 9 cm a seguir:
Etapa 1: ndmero de lados & igual a 12 {= 4 - 3)
Niamero de :
Perimetra: 3 - 4 + 1 om=12cm Etapa quadrados Area total (em?)

£z 52 W/
Etapa 2: nimero de lados € igual a 48 (= 47 - 3) 2 W%W
Perimetro: 12 - 4 - (% cm} 16 cm 3 ///////MW

I

\

\

Depois, o professor deve perguntar qual é o nimero

Os estudantes deverao perceber a seguinte regulandade: Solugao:
- - Etapa 0: quadrado original; area & igual a L* cm?.
Etapa l'hmﬂ'n.da lados Perimetro (cm) Etapa 1: temos 8 quadrados, cada um com lado medindo
= = ? L . .
1 4-3=12 12 gcm_ A area total, em cm?, é:
2 4-12-=4-3 16

2 .13
5 (L) -8 8.
3 9 a

Etapa 2: cada um dos quadrados anteriores da crigem a

A sequéncia do namero de lados (3; 4 - 3; 47 -3; ) é
uma P.G. de razao 4; na etapa n, temos 4" - 3 lados.

. L
. . o . i 8 drados, cad lado medindo — cm,
A sequéncia dos perimetros (9, 12, 16, ...) éuma PG. de noves quadrados, tada um com fado medindo g em

12 a4 ] totalizando 64 quadrados, (8 - 8 = 8% = 64), cada um
razdo — = —; o termo a_, , fornece o perimetro da figura Ly

9 3 Com area (?) cm.
bitid t : . . .
ohtidana £5apa n A area total, em centimetros quadrados, é:

44" )
24 I3I-'::Irl 9-(?) E_q_.ij _M‘L? EJ.L?
9 81 9
Japete de Sierpinski
Cada grupo deverd desenhar o fractal conhecido como Etapa 3: s30 512 quadrados (& = 512), cada um com
tapete de Sierpinski a partir dos seguintes passos: £ om de medida do lado.

19) Tomar um quadrado cujo lado mede L cm (L > 0). A area total, em centimetros quadrados, é:

2%) Dividir cada um de seus lados em 3 partes congruentes,

L 512 - —L)7 S12:- 0 (B,
obtendo 9 quadrados cujos lados medem 5 o 27, 729 9
3%) Retirar o quadrado central. Observe a sequéncia das dreas dos guadrados em cada
48) Repetir o procedimento em cada quadrado obtido e etapa:
assim sucessivamente. L2 -1 64-1" 512-V
g 81 " Ji9 T
etapa 1 etapa 2 .-.':1

Irata-se de uma P.G. decrescente, cuja razdo é %
' l Ma etapa n, o numero de gquadrados é 8" e a area é
' L]
LB) - 7 em?.
9

Por fim, os estudantes devern explicar o que ocorre com

w i wr o w|r

a area total do tapete quando nm tende ao infinito.
MNovamente, os estudantes deverdo lembrar que g™ — 0
sen —»we|g| -

Isso significa que a area total do tapete de Sierpinski

& igual a zero.
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b Atividade 8: Geometria - Embalagens a mesma quantidade de leite em pd, porém com custo

metilicas, custos de producio e a de fabricacdo inferior ao custo de fabncacao |:|_a_=. atu_als
. embalagens. Uma dessas embalagens tem as dimensdes
Matematica

mostradas a seguir:

Objetivos pd-10em

Resolver uma situacao-problema usando conhecimentos
gecmétricos sobre drea de superficie do cilindro.

Relacionar conhecimentos gecmétricos & funcao. =]
* Utilizar planilhas eletrinicas para organizar e representar % 11 e
um conjunte de dados. iz
* tfetuar calculos e construir graficos em programas de g;
planilhas eletrénicas. e+
* Avaliar proposta de intervencao na realidade. o5 T
* Analisar informagdes envolvendo conhecimentos geomé-
tricos COMO recurse para a construcio de argumentagio. Dirmensdes tipicas de uma lata de leite em pd tradicional.
Matenal O volume V dessa lata pode ser calculado por:

* Lapis, borracha, régua, calculadora (cientifica, se possi- V=A - h=
vel), computador com programa instalado de planilha

eletronica (se houver disponibilidade).
Nuamero de aulas: 2 a 3.
Desenvolvimento
12 etapa

O professor deve dividir a turma em grupos de 2 ou 3

estudantes e ler com eles o texto a sequir.

Ma inddstria de alimentos existern diversos tipos de
embalagens para acondicionar os produtos e preservar as
suas caracteristicas por mais tempo. Entre elas, existemn
as latas metalicas e alindricas.

¢ 2 e
=V=mur-+h :Ir(i)h &~h_:~
2 4

- 107

=V 11 =V = 275k cm?®

Considerando @ = 3,14, cbtemos:
V= 863,50 cm?

A guantidade de aco necessana para fabricar essa lata
& estabelecida, aproximadamente, por meio da area total
de sua superficie. Dessa forma, a area total do clindro
(A} & dada por:
A=2mr-ir+h)=A =2n-5-(5+11)=
= A = 160r cm® = 502,40 cm?

Para resolver o problema levantado pela empresa, é

preciso verificar se, modificando as dimensoes da lata,

bt mas preservando o seu volume, & possivel obter outras

2 latas cujo custo de fabricacdo é menor, isto &, latas com

E . A superficie interna das latas area total (A) inferior ao valor encontrado.

2 metdlicas & revestida com Ajude a resolver esse problema.

:{5 um verniz espadal que evita

g o contate direto do alimento

a com o metal, bem como sua Os estudantes, divididos em grupos, deverac ter um temn-
contaminacio. po para pensar em formas de resolver o problema. A primeira

conclusdo a que deverdo chegar é a de que qualgquer outra
embalagem devera possuir o mesmo volume da atual, isto
A matéria-prima para a fabricacio de latas metéli- &, o volume devera ser mantido fixo no valor de 863,50 cm?.
Mas sera possivel obter dimensées do didmetro (d) e da al-
tura (h} de uma nova embalagem a fim de que o volume seja
863,50 cm?® e a drea total seja inferior a 502,40 cm®? Apds
algumas tentativas, os estudantes perceberdo as limitactes e

cas sao as folhas de flandres (enrcladas em grandes
bobinas). As folhas de flandres podem ser de ferro ou
aco, laminadas e normalmente revestidas com estanho.

E dificuldades de tentar resolver o problema atribuindo valores
g particulares para d e h e a necessidade de ajustar e definir
E? Folhas de um procedimento adequado para encontrar esses valores.
E’ flandres 5S¢ nao houver um encaminhamento do problema por
= sendo parte dos grupos, o professor podera conduzir as discussoes
preparadas COMO Seque:
pard = md? . o .
fabricacan ComoV = —— - h, eV é conhecido, é possivel estabele-
de latas.

cer uma relacdo entre d e h, substituindo V por 863,50 cm?®.

Imagine que uma empresa, com o objetivo de redu- BE3I 50 — 314 . d' - h o d? o h = 1100 e
zir custos, estuda as possibilidades de produzir outras ' 3 ILlr{.'l 4
embalagens cilindricas e metalicas, gue acondicionem = h T *
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A partir de agora, fica faclitada a tarefa de conhecer as
dimensdes {d e h) de outros dlindros que satisfacam (¥ e veri-
ficar se, para fabnca-las, se consome mais ou menos matenal.

Caso o professor deseje, poderao ser fornecidos alguns
valares de d para as equipes preencherem a tabela, como
€ mostrado a seguir:

d (cm) h (cm) A, (em?)

10 11 502,40

: W/////

15 7//////////////////////////

O professor pode onentar os grupos quanto ao pre-
enchimento da tabela para prosseguir com as discussdes.

£ possivel também pedir aos estudantes que realizem
o5 calculos considerando apenas valores inteiros de d e h.
MNesse caso, quando necessario, arredonde h para o numero
inteiro mais proximo fazendo o mesmo com a area total,
como mostrado na tabela seguinte:

Considerando
walores inteiros
d {cm) h {cm) A (em?) | h(em) | A (cm?)
10 11 502,40 11 502
8 21?65 = 17,2 532,54 17 528
5 44 730,05 44 /30
15 % =49 584,04 5 589
275 :
12 512,45 B 528
36 7,6

Apds esses calculos, os estudantes provavelmente ja
terdo percebido que:

* |atas de mesmo volume podem ser fabricadas com quan-
tidades diferentes de ago e, dessa forma, apresentam
custos de fabricacdo distintos.

* Variando o didametro d e, em conseguéncia, a altura h,
de modo que ¥ seja satisfeita, a embalagem que con-
some menor quantidade possivel de material ¢ agquela
que a empresa utiliza atualmente, isto & com diametro
d=10cmeh = 11 cm. Mas & importante destacar aos
estudantes que os calculos foram realizados com alguns
valores, o que nac é suficiente para garantir que as
dimensoes atuais acarretam, de fato, area total minima
e, consequentemente, o custo minimo de fabricacao.

23 etapa - Construcdo de grdfico e planilha eletrdnica

Os estudantes, nessa etapa, deverao ter acesso @ um
programa de planilha eletrénica. Todas as etapas descritas
a seguir serao desenvolvidas no Cale — LibreOffice. E impor-
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tante ressaltar que esse recurso pode ser realizado em outras
planilhas eletronicas com algumas diferencas.

Antes de os estudantes iniciarem a atividade no compu-
tador, o professor deve pedir aos grupos que cbtenham uma
expressac para a area total do cilindro em fungdo apenas
da medida de seu didmetro (d). |sso serd possivel, pois (#
mostra a relacdo entre d e h. Os estudantes reconhecerao
a importanca de se estabelecer uma formula para a area
total que dependa apenas da medida do diametro d, na
construgao da tabela.

1100

De fato, como h e e A = 2mr - (h + r), temos:
1100 d
I |—— e —
R ey
2200 + d?
= A =mn-d- —zd“ =
1100w ™ LS 2200
- Q. . 1L
A 4 b3 d 3 (d i 3 )
Considerando © = 3,14, temaos:
A, I,hf~(d?+ zzduu)“

Nesse momento é necessario deixar daro aos estudantes
que essa etapa da atividade tem por objetivo verificar se, de
fato, a lata atual de leite em pd & a que esta associada ao
menor custo de fabricacio. Faremos a comprovacdo desse
fato por meio de uma tabela que fornecera para cada me-
dida do didmetro (d) a correspondente area total (A) e, em
seguida, construiremos o grafico de A * d, que também
nos permitird analisar seu ponto de minimo.

Para tanto, os estudantes devem seguir as orientacbes:

1} Monte uma tabela, utilizando as colunas A e B, vanando
o didmetro d de 1 cm até 50 cm (utilizaremos apenas
valores inteiros) conforme mostrado a seguir.

* Na coluna A digite: d {cm).
* Na coluna B digite: A (cm).

J3ES DO LIBREQFFCE

CLARCIRAD

-
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2) Para cada um dos 50 valores de d (observe que na coluna A os valores variam da célula A2 até a célula A51), sera
necessano obter o valor correspondente da drea total (A), mas n3o sera preciso fazer todos os calculos, conforme %=,

O professor deve explicar aos grupos que & possivel reproduzir a operagao desejada por meio de comandos gue

fornecem diretamente os resultados procurados.

Se achar pertinente, ele pode comegar com um exemplo mais simples: imagine que, hipoteticamente, precisamos
calcular o dobro dos valores listados na coluna A acrescentando 5 unidades.

A sequéncia para realizar a tarefa é:

a) Selecione a célula B2 da planilha {ela devera conter o primeiro valor procurado, obtido a partir do valor 1, que

se encontra na célula AZ2).

b) Escreva o comando da expressdo desejada no campo fx mostrado na reproducao parcial da planilha a seguir.

0 comando é:

[2*Aa2)4+5

c) Clique no ponto inferior direito da célula B2.
d) Arraste, com o mouse, até a célula B10.
e) Gradativamente aparecerdo os valores desejados.

||=@azs

[ F&Z =
. v

c_ | "p

1| dfom) A fom

et

e S —m e W=

: campo de

férmulas

Voltando ao problema inicial, os estudantes deverdo
digitar o comando que corresponde a area total da lata no
campo fxda planilha conforme &=

IMAGENS: COLABORADGAES DO LBRICRACE

2200
aldA?
A, ‘I,b![dr dJ

lalvez seja necessario relembrar que:
* a operagio de divisdo é representada pela barra incli-

nada {/);

* a operacao de multiplicacdo é representada pelo aste-

risco (*);

* 3 pperacao de poténcia é representada por ™ (da mes-
ma forma gue encontramos em algumas calculadoras
cientificas);

* ndo se usam colchetes: quando necessario, Usam-se

varias vezes os parénteses.
Para completar a sequnda coluna da planilha, os estu-

dantes devem selecionar a célula B2. Em seguida, digitar, no
campo fx, o comando:
1,57 %((82) ~ 2 +(2 200/(A2)))
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3) Cligue no ponto infenior direito da célula B2 e amraste-a com o mouse até a célula B51. Gradativamente aparecerao os
valores da drea total (A) para cada didmetro (d), conforme mostrado na tela a seguir. E importante que os estudantes
observem que o menor valor de area total (502 cm?) ocorre, de acordo com os dados da tabela, para o didmetro
d = 10 cm. Esse didmetro, por sua vez, comresponde & altura h = 11 cm. Essas sao as dimensaes da lata de leite em
po que a empresa utiliza atualmente.

it [z A B = [smoacemman 0
[ £ .
1 | dfcm) om’) | 45
1 .
3 ) - i
4 ~BAn El
5 £ -
6 : 12
7 : | [
(] ; la
[ B I o
w | e |2
o Eode ¥
i 5 ) | ] ] E
14
18 7
15
i
B _ — — —
10
n
Fi
-1
]
24 i
H,_ i
Fid =
Fad b |
W 7
F ;
£ i
- - |
k+3 L
& i T ]
M
& ]
3 =)
1 .
3 o
. . h
g i L=
A4 =] E
2 |
43 i |
o ol I i 1 5 |
45 = |
45 4= |
i |
b i ! —
dg ¥ i
1] = =i
2 |

4) Utilizando o assistente grafico da planilha, é possivel obter o tracado do grafico da area total em funcao da medida
do didmetro da lata. Titulos para os eixos e para o grafico também podem ser inseridos como mostrado a seguir.

[ = -~ 2 e g
& (- — i — p— —— | — — — —— —f— ————, ——p— — - —— i .|
m | ! I | . | [ _ L | | I i
|2 i
K 3 1| -
i | me 1500 =
g ™
s = e
5| 7 5 o
L] : 12 i) - | |
1] all
I HE i 5
e =R =
7 Ul
(u| 15 | sm =
gri g =
14
- ”: —
EH ¥ 2 12345678 81011121300 851817 18102020 22 23 26 25 20 27 25 2030 3192 55 54 36 50 37 359 0 41 42 43 4 5 48 47 43 0 B0
W | 18 a8 dmpuil
(2| o _BiL
Fio 2 78 i I i | i I I I
. | — — 1
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O professor deve comentar com os estudantes que a construcio do grafico da funcdo é dada pory = 1,57 [x’ b =<0 ),
x > 0, bem como que a determinagdo de seu ponto minimo requer conhecimentos de Matematica geralmente abordados
apenas no Ensino Superior.

Ele também deve enfatizar aos grupos que o uso de programas de planilhas eletronicas é de grande importancia no
mercado de trabalho e em vanos ramos de atividade humana.
Complemento para o professor

A titulo de curiosidade e sem a intencdo de justificar propriedades, vamos relembrar, usando elementos de calculo

. . . . . - 2200
diferencial e integral, a resclucdo do seguinte problema: seja f: B* — R definida por fix) % . (x"’ i . ) Para qual
valor de x a funcao f tem valor minimo?

Solucao:

* Vamos determinar o valor de x para o gual f @ minimao.
* Vamos pesquisar possivels pontos de minimo, derivando f:

Fix) %-[21 } 2:aun~( %)]4

= f{x} 11"(:( 1100)4

%

1100
"]

= f'{x) Ll_:-:lr-(x
—x = 31100 = 10,32

* Por meio do estudo de sinal f(x) podemos analisar o crescimento/decrescimento de f e venficar se x J«J'l 100 &, de

) Dexd=1100=

fato, ponto de minimao:
' 1100 x* — 1100
fi{x) ]'IZ'(J( = ) 'JT‘(—I? )
Como, para todo x € R*, ¥* = 0, o sinal de f é dado pelo sinal de funcao x* — 1 100, cujo grafico esta esbocado a seguir.

y=x"

¥t oo jy—x’ 1100
| —

Se X < 1-4'1 100, fix) = 0 e f & decrescente.

Sex = lq"l 100, f(x) = 0 e f & crescente.
Vgja o esquema:

N/

J1io0

De fato, x Iw.l 1100 = 10,32 acarreta o menor valor possivel para f e o ponto {311'1 100, fl:lm'_ 1100 |']' & o ponto de
minimo da funcao.

Considerando apenas valores inteiros de x, encontrariamos x = 10, como mostrado nessa atividade.
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A circunferéncia trigonométrica

P Exercicios

rad 180° .
1. a]{ﬂ- . 300 =X S'UTgurad %rad
b) IB”L" de1HCI” portanto L"E rad.
c) ::;EU « i rad %-ﬂrad 2Trat::I
d]%-nmd %-ﬂrad %rad
e) 3 - 90” 3-%rad 3Tﬂ-ral[:l
ﬂ%-nmd %-ﬂrad %rad

g) 207 é a nona parte de 180°, portanto é % rad.

1507 5 51
h) 180° m rad 6 @ rad 6 rad
; o o LI Jn
i} 315 Foant =7 2 rad 2 rad
2, a}'IHU = & ﬂ3~180”_]31_‘.-.
3 4
180° 180" N
b) 3 ag® g)- [ 40
180° ; 11 i
Q) —— =45 h)—— - 180° = 330°
o 3,14 rad — 180°
R L = x=172°
2 3 rad X
180° — 3,14 rad -
e) = x = 28 66"
X 0,5 rad
2mr :
3. -5 1884 =314 r=184=r=60m
&. 12 modo:

O comprimento da circunferéncia que contém o arco AB

g2 +m+-8cm = 16mom; como a medida do arco & 120
. .1 1&
seu compnmento n?- T&m cm Tmcm= 16,75 cm.
2 modo: 2 2 4 16m
LY S len
120° correspondem a 3 rad; dai 3-8 =t 3
5. 5ejawadistdncia entre duas marcagoes sucessivas em AB.
Temos:
. 1
AMB T 21 - Bu = bmu
e % 21+ 2u = 2mu, O caminho ADCEE
. tem comprimento
CEB E 2 du = A 2mu + 4mu = B,

Assim, concluimos que ambos tém o mesmo compri-
mento.
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Resolugio dos exercichos

RESOL O DOS EXERCICIOS

6. a) Se o arco BB mede 60°, sua medida em radianos é %

©) mesmo radiodinio se aplica ao arco T,

f , TR

b) Fara o arco AE ternos: %

R, — ‘@ 3
£ - n-R
o S < 1
Para o arTcru éD temos: 3 R, =t 3
fa 3 R R 2
by  m-R, R 3R 3
3 2
180° o . ., o
7. 5 12; assim, a medida de 15 corrﬁpnndeaﬁlad.
. £ b1 £ 3,14 £
[»] —_ — —_ —_ —_
ai, como o T =13 TRt E =2
= £ = 3925 cm.

8. Em uma volta, o andarilho percarre a distancia de:
2m- 40 = 80x = 80 - 3,14 = 251,2 (251,2 m)

. . 36
O numero de voltas é, portanto, 7512 30.

L ﬂ_::r =4

3 3 r T
Isto &, r= 17,19 cm.

b) Se o arco mede 1 rad, por definicdo, seu comprimento

& igual ao raio; logo, 18 cm.

9. a)al” = 17,19

10. 2B = BC = 6 = med(BCA) = 30°
med(ABC) = 120° med({ABD) = &0°
b3 1 )
a) 3 rad b) 3 2rm-6am = 2mcm
. [ 180° 2=
x—72 TF Ty
a= Lo i_a
vy
157 .
=T P 125, ousga, r= 125m
5
12. a)

" .
0 angulo a mede 3 - 30° = 90°.
b)

8 h 30 min

I
U

kj

Como em 60 minutos o ponteiro menor (das horas)
percorre 30°, em 30 minutos ele percorrera 15°
Assim, it = 157

0 éngulo pedido mede 2 - 307 + 15° = 75°

349
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Rezolucho dos exercicios

3 3 h 45 min

7 5

(51
0 dngulo pedido mede o para determinar i, podemos
fazer a seguinte proporgdo, para o ponteiro das horas:

BOmin =30, g - 22 30
45 min —

Como e + [§ = 180%, temos:

o = 180" — 22° 30¢ = 157 30/

d)
5 h 40 min
8
7 5 5

Para o ponteiro menor, temos:

&0 m!n 307 oy — I0F
40 min ®
0 angulo pedido mede (30°

isto & 10° + 60" = 70"

e)
110
9 9 h 35 min
&
¥

x) + 2300

o =680"+
Calculo de
30° — 60 min 35 | -
e mp=3230_ 45
i —35min &0
=680+ 17"30'=a= 7730

13. O ponteiro dos minutos percorre 360° em 60 min; em

20 min descrevera um arco de medida 530 120¢. E

preciso, portanto, determinar o compnmento de um arco
de 120" contido em uma circunferéncia de raio 12 cm.
Termos:

- 12
£ 120¢

Usando a aproximacio dada:

36F = £ = 8mcm

£=8-31 = £ =248cm
14. (ABF + (BC)Y = (ACY
Como AB = BC = x, temos 2x° [‘IU--.E]'J =
= 2 = 200 = x = 10cm
O raio de cada crcunferéncia mede 5 cm.
Comprimento do arco EH: % < 2w+ 5cm %cm
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Analogamente, os arcos 'Fl-ﬁ, TF e TE também tém
comprimento Z—ﬂ cm.
Assim, o comprimento do trajeto, em cm, é:

=l

o+ 10+ 10+5+4-=—+5
AE BC ' OF 2, A
EHGFE
(40 + 10m) = 10(4 + m)
15.
. St 2 4
16. P drante; —, ==, =& —
rimeiro quadrante: -, == ==, 3
. In 5, 3 5z Jn
d drante; == 2, =— = —— /.
Segundo quadran 35 g 9,12r-'ir_
Terceiro quadrante: dx Loz 10 13
3T 134
Cdm 1hx
Quarto quadrante: —, —, 5.
4 B8
T
17. P.—
4
T /T
TRt —
Q B b
b S
Rma+—=—
4 4
18. A:x — ;B x l,'«\‘.1::-: o D:x ﬂ
2 2
19. Como o tridngulo & equilatero, med{AC) = med{AE)
med({BC) ﬂ 120° 2—Rr.au:l
3 3
Como A éimagem dn%,ﬂéimagnm dr:% 4 .Ej_'.rr %
e Céimagem de—% ¢ 2L . JrtAr 1l
g 6 3 6 6

20.

P

x
3

Simetria emn relacdo ao exo vertical.
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Resslucie dos exercicios 25]
21. a) o 24&. Observe que % %; assim, cada um dos arcos assina-
T
0 .
/— = lados abaixo mede &
8 4
30° X
0P aoe o 0
] C
D B
5
- . 3 . -
Nao ha simetria. Simetria em relacio E
ao centroda arcunferénga. A
T
d) 5
F H
G
0 Temos,
T n
A B— C—;
! <1 2
e DLy X 3% pgo Ry Eo2E
. ) ) 2 2 4 4 4 4
Simetria em relacio Simetria em relacio G3E Hog E_In
ao eixo horizontal. ao eixo horizontal (ou o 4 4
em relagio ao centro P Desafio
da circunferéncia).
22. a) Observemos que Ne 10m , = _ L X {erm
10 10 10 10
graus: 180° + 18° = 198°).
Assim, P pertence ao 3¢ quadrante.
b)
On-X=2%
' 10 10 * O arco PO estd contido na drcunferéncia de centro
- L 0 e raio 2r, e seu comprmento &€ 5 cm e sua medida
10 T 19m & radianos.
Ridm— — = ——= t
10 10 Ent3o: o E_)n'.-2r 50
23. a) med(AE) = med(BC med{ FA — . ) L
) (AB) (8C) (FA) * () arco QR esta contido na circunferéncia de centro M
3607 - T : : . .
N 6l [DU 3 rad) eraio r e sua medida é 2o radianos.
-
A0 D:=n Entao: 2o i_:.f r-2o=£f=>5%anm
B = Eme A !
3 ' 3 3
c 25 Foog_ E_ 2% . e
"3 ' 3 3 Razbes trigonométricas na
b) Cada um dos tridngulos da figura & equilatero; circunferéncia
veja o tnangulo AOB: AD = BO = 1 {raio); como
med{AOB 60" e AQDB é isosceles, seque gue -
{408 . . eauE A b Exercicios
med{BAO) = med(ABO) = 60°. Logo, AOB é equilatero. 041-(-1) 3
* O perimetro do hexdgono €6 -1 = G u.c 1. y —1 T 2
* A area do hexdgono € igual & drea de seis tridn- - )
gulos equilateros congruentes entre si, ou seja, I .
2. a)sen——= —sen—=—1
] E]
6. 13 33 2 2
4 2 b)senm =10
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Z52 Resolucdo dos exercicios

7. a) 3° tem imagem no 1% (; seno & positivo.
b) 3 <= 3,14; sen 3 € positivo, pois 3 tern imagem no 22 Q.

€) zen 120° = sen 607 =

d) zen 150° = sen 307 =

""|—‘ru|f;|

: - c) 5 =471 ou B—R, apro:-:imadamnnte]. Logo, 5 tem
e e A2 2
@) sen 224 sen 45 —— ) )
q% imagem no 48 e sen 5 & negativo.
f) zen 300° = —senGl” = 5 d) 1007 tern imagem no 24 Q; seno é positivo.
. - . .
g)en2n =0 e) 2007 tern imagem no 32 O; seno é negativo.
J— - 1 .
h) sen 330° = —sen 30° = ) B. a) % temn imagem no 14 gquadrante; senZ =a = 0.

b) Observe que B—;E T+ %:

sen —-
3
sen - = sen = S

5. a) sen /5% = sen B¢
b) sen 100° = sen 1707

N

c) sen 250° = sen 2607

e

sen 2508
n 2607

NI

2607

d) sen 300° = sen 2907

6. a) sen 130° = sen 50° = 0, 76604
b) sen 230° sen 50° 0, 76604
) sen 320° sen 40° 0,642749

d]sen% sen 36° = 0,58779

) sen%ﬂ- sen 108° = sen 72° = 0,95106
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e) Como, para todo x € [0, 2Zn], -1 =senx =1, a
equacio sen x = 2 ndo apresenta solucio.

f dsenfx=3 = senx %_::smx iTj

{n: 2n 4R hn:

10. A calculadora estava configurada em RAD e ndo em DEG
(o modo DEG formece o valor do seno de um dngulo
medido em graus).

Observe que x 4 tem imagem no 32 quadrante

{11' = A j?’[) e sen 4 < 0; ja o arco de medida 4 tem

imagem no 18 guadrante e, portanto, sen 4° = 0.

1. a)y L1

-1 +0

1
L 1
2 2
| =
Az BB
b) x > 0+(-1) 3 3

12.
6
T 11n wE
05 =— = (05 =——— = =——
[+ 2
o i -»E
cos 3 Cos 3 3
13.

bid O .
mos=—=cos=—2=>=10
5 5
Am br
005 —— = €05 = 0
5 5
¥E]
14. a) cos 330° = cos 307 <
b) cos 90° = 0
c) cos 120° cos B0° %
d) cos w 1
3 I
e) cos— > cos < 0
f) cos 2E cos = ﬁ
4 4 2
) cos 2= cos &~ L
9 3 3 2

h) cos 0 = cos 2m = 1
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15. a)

cos 65° > cos 85”7

h]' cos 89 =0
ccus 91" <0

EM

= o5 91" < cos 89

Resolugio dos exercichos

cos 3407

cos 507 <2 cos 3407

- "

cos 190 = cos 170°

16. k= 0= cos0 = 1

k=1 Ll=-0
JEDSZJ

k=2=cost 1

k chmi

Asomaé: 1l +0+(

17. a) Observe que —=

1im
7

]
1+0=0

2

2 —
5

2n
7

Logo, cos 9—;[

cos Z_‘J'l'

353
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354 Resoluclo dos exercicios

43 YER
18.a) 0 3 2 i 2 IEE}
cos 90" — cos 30° %,‘ cos 60" %

o en 2) - (B) - 2
3/h2) 4 > 3,0 4w
1Y 1 4 4

3 %

) Como % = 1,57, os ndmeros reais 1 e 2 tém ima-

gens, respectivamente, no 12 e no 22 quadrantes.
Daicos 1 = 0 e cos 2 =< 0, de onde concluimos
que cos 2 < cos 1; (V)

san 100°

d)
.
'

Como |sen 100°| > |cos 100°|, segue que
sen 100° + cos 100¢ = 0. Observe que sen 100° = 0 e
cos 1007 = 0; (F)

cos 1

a) 3?]1 (=4 /1)< b < 2n (= 6,28), assim o namero real
& tem imagem no 42 quadrante e cos & = 0; (F)

f) O raio da arcunferéncia trigonométrica & unitario; (F)

19, 0Aa =1 -
OB ccusl_ RES
B 2
i 1
AB = sen— = —
[+ 2
. -E 1 3 + -JE
==
Perimetro: 1 7 7 2 u.c.
3 1
. __OB-AB 2 2 43
Area: 3 7 _B u.a
20.08B = 1; AB % 0,5
BD = OE = sen o
0D = cos @
o
L i .
! D
) AB AC BC
SMABC — AQBD = OB oD BD
) ) AL %cns i
0.5 AL BC
1 CO5 00 SEN O B %sen -
A area do tridngulo ABC &
1 . . 1 1 1 SN (L - COo5 L
7 AC - BC 3 2-::1:|svr|c 2SI'_"r11.1 3
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21. a) c)
[T
!

EYE]
(=)

1
2
=
3
. _Jm i=m . [2r an
5 _— 5 - i
{4 {55
e) 3cosx+B6=0=cosx 2e,como—1=cosx=1,
segue 5 = &
F I=
f) cosx 3 s cosx L""_—j
4 2
5 @M oom fm o 1im
"6 6" B
4

— =W, 4?]{ tem imagem no 22 quadrante.

. . . T
Assim, Juliana devera obter o valor de cos 3 na calcu-
ladora:

MODE | —» RAD
MODE | > RAD |

Logo, cos %‘ 0,809.
23. a) sen? %: cns% ;,
()6
- b — 1
2 2
- 7 2
b) sen = CDSI %[ j) § (jzi) 1
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Resolugio dos exercichos

) sen2E _ g I 3 32.a) tg 120° = —tg60° = —+3
3 : 2 b) tg 180° = tg 0" = 0
b 3
cusz?ﬂ ms% % €) tg 210° = tg 30° %
d) MNao existe tg 90°.
BY (1Y 3,1, €) tg 240° = tg 60° = 3
2 2 4 4
33, a) Nio existe tg &
3 g *E#Q a) Nao existe tg >
24, sen x = 1 (?) 55 = SEnX - bytg0=10
1 €t kL g= 43
25.sen’ - L4 53 95
— + — +# 1; nao. 3R I
cos? a % > 9 9 l‘ﬂlgT b 1
2 e) 1L_;|—”1rr tgE Rl
26. o x=1 - senfx = 1 ( :i) 1 ::3 % b & 3
34, 2 sen 30° — 4 cos 307 + tg 607
. ) 75 5 y cos 120° — sen 60°
Como x & 3., cos x < 0; cos x m E £
1 3 -
25443 /5 o3
2 -
27, a) cos? 74° = 1 — sen? 74° = 1 (ﬁ) 1 A3 143 1-43
25 2 2 2
) i ) .
% %_wco\s r4° i 2'[1 ‘E}' . 1443 2{1 ﬂG}
143 1443 1-3
b) sen 16° = cos 74°, pois 16° + 74° = 90°.
) L7 1-243+3=4-203
Assim, sen 167 E
35. a) tg 200° = 0
c) cos 16 = sen 74° s b)tg310° < 0
25 c)tgd =0
d) sen 254° sen 747 pois 180° + 74° = 254 ditg2 <0
24 ejtgl =0
Lo 254" —
go, sen S5
36.a) v v
e) cos 164 cos (180° — 164%) oos 167
) 24
Lo 164~ —
go, Cos 55
4 5 5
- 4
2B. 057 =1 —senf =1 5 =9 = so=1*% 3 3
m 2
29, sen’ o + cosf e = 1 = (T) Fim—1PF =1 =
] Il I.
_:oE'l 2Zm=0 = m[b—m 2) 0= tg 105°
4 4
=m=0oum LS
5 tg 100°
Observe que, para esses valores dem, —1 = sen @ = 1 d)F
e-l=cosa=1.
30. 5im. sen 207 = cos 70, pois 207 e 70° s3o ngulos comple- tg 257
mentares, sen® 20° + sen’ 70¢ = cos® 70° + sen® 707 = 1 tg 20°
M. seno + s =1 = 198
=(-3mosef + ofu=1=10ccfn=1= i
sem 805, | ¢
aEXMQ {10 3410 -
= o5 0 1o ©sen 10 r—\.‘
pssim,y - 2004010 N
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Z56 Resolucdo dos exercicios

eV fIF,tg2n =10

S

\;'_4
/' 445
Q/ A
* AADB éisosceles, pois med(AOB) = med(ABD) = 45°.

Logo, OA = OB = 1 (note que OA é o raio da circun-

feréncia tigonométrica).
= tg %éa medida algébrica de AE, que & 1.

Logo, tg % 1.

38.a) tg 158° = tg (180° — 22°) = —1g 22° = 0,4
b) tg 202° = tg (180° + 22°) — tg 22° — 0,4
©) tg 338° = g (360° — 22°) = —tg 22° = —0,4

E anE 20
39, o5’ e =1 — senf o = 1 L 1 L i::;
3 9 g
8 2~_J'2
=% CO5 01 —
9 3
a
tg o SE1 (1L 3 L ‘ﬁ 42
Cos it 2:!2 2 2 4
3
&0, sen’ o = 1 lp 24
5 25
Como o & 42 guadrante, sen o %IE
Zjﬁ
5
tg o 1 26
5
=EnE 4 = sen x 4 cos x;
oS X
sef X+ o5 x=1=1hcs X+ o5’ x = 1=
E 2
= CO5° X 1—1‘:'9::051 ﬂe
17 17
R A 72
17 17
a) 417
17
b) j'la"
17
&3, g) SEno8” 8 gge . 81 c0s o8
A Cosng 5 N 5
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Sabendo gue sen® 58° + cos® 58° = 1, temos:

. 2
(—B c:s 58”) + cos? 58° = 1 =

4%::05’ 58" + cos” 58 = 1 =

= BY cos? 58° — 25 = cos 58° = === — 459
N 89
Daf sen 58° — 5. . 5489 _ B89
¥ s 89
EE}
b) sen 32° = cos B8° %,g:
) tg 302° = tg (360° — 58%) tg 58° %
d) tg 122° - tg 302° %
P Desafio
a) cos® X = sen’ X = CosX — fsenx =3
Cos X SNX =X l ou x ﬂ
4 4
=
ou
3T It
Cos X SN X =X == 0oux _—
4 4
5. JI 3m om in

44" 4" 4
b) Como cos? x = 1 — sen’ x, podemos escrever:
1—senfx+2-3senx=0=

= -dsen’x+ 3 =0=sen’x %_:v

i‘j T 2T
sEM K ==K ?nux —_

— ou

Trigonometria em
tridngulos quaisquer

P Exercicios

1. C
4!
45°
=
60"
A
B &am A
g X

=1
sen 45° sen 607
—

= g X x 843
£ B 12
2 2

=1

=X #.ﬂc 411'Ecm
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medt'."_'} 180° — 140° — 157 = 257
10 BC .
sen 1407 sen 15*°
como sen 140° = sen 407 = 0,64279, temos:
10 BC } .
064279 025882 ~ oc = 403cm
AB 10 . AB 10
sen25”  0,64279 042262 0,64279
= AB = 6,57 an
: y 6 Y1 642
= — = 2 cm
sen 30° sen 45%° 1 S y
7
med(®) = 180° — (45° + 30°) = 105°
Temos: = b
“sen 105° sen 30°
Como sen 105° = sen (180° — 105%) = sen 75 temos:
i [ Ax .
—_— ey = 2 =
2446 1L JZ+4e
2
4

= X B{JE}—.I'E]cm

med{CHP) = 180°
P 420 X 420

(48" + B4°) = B8°

= A07
sen 64° sen 68  0,89879 0,92718 m
SN
o 45°

5 52 5 52

SEn 0 spn 457 SEM 0t 7 =
2

——2 10 = sen o _l_vr.t 30¢ (Observe gque o

SeM 2

esta oposto ao lado de medida 5 e 45° esta oposto ao
lado de medida 54Z; isso mostra que o< 45° = o = 30°)
180" — 30" — 45" = 105"

Dai x
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Resolugio dos exercichos

P {posto)
med{ABP) = 180° — 40° — B5® = 55°
a) 1500 & . 1500 £ .
sen 55° sen 857 0,82 0,99

= £ = 1810,97 (aproximadamente 1811 m)

) X 1500 % 1500
sen 40° 580 55° 0,64 0,82
= x = 1170,73 (aproximadamente 1171 m)

=1

a) x & a medida de seu lado menor {opde-se ao angulo
de 307).
x

E— 12 m
sen 30°

2r=»x

b) y é a medida de seu lado maior (opde-se ao dngulo
de 807).

—Y g 3. 17y=738
en 80° ' 0,98481 =y=sem
clube ()
&00, m
£
56° - 42
It ; 1Y
m 600
) sen 56" sen 4.2° -
m 600 .
= 0,83 0,67 = m= 74328 m
b) med(XCY) = 180° — (56° + 42°) = 82° =
d 600 d 600,
sen 82° sen 427 0,99 0,67

=d = 886,57 m
¢) Do tridngulo retingulo sombreado, temos:
4 £

Boo — % " %o0 ¢

sen 56°

498 m
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258 ResolucSo das exercicios
a)rmgc—9 - 40, d 40 .4 gokm | 16 v
senx seny 3 3 130 m
2 7
b) AEAD ~ ACAB o ]
D AD _d 30 _d 30 . .
B AB " d 5070 5o 9 —4Zkm x
11, sen e = 1 — cos® o = 250 m

3
1 115
=1 1
— 52N (L ( ) | _IE—:'

415 B
= sen £ = —— (observe que 90° - o < 180%)
4 W= 2207 + 130° — 2- 220 - 130 - cos 60° =
o pela '“'8':":'5 senos, temos: , i 48 =% = 48400 + 16900 — 28600 =
—— s —sEnn s —— = — .
sen B osen o B=3 2 4 [ =¥ = 36700=
= x=191,6m
12.a) ¥ = 10°F + 168 — 2 -10+ 16 - cos 60" =
. 3
=3 = 100 + 256 2-10-15-%4 17. a) (3{5] =5 +10° - 2.5-10 - cos e =
i — 356 - 160 =3 — 196 s x — 14 m =45 = 125 — 100 cos ¢ = 100 cos «w = 80 =
: = Cos 0 %
b) «* {34’}] $ 772327 cos v = x4
b) cos o ?4? ?_H-: 4

3 = 18 + 49 4245--421_”? 67 — 42 =

=¥ =25=x=5acm

gasalina

9 =2+ 3 —2-243 - cos150° >
= cos 150° cos 30° %, dai:
¥=443 4-1'3( :‘EEJ_H(? T+6= 3 h
= x=413cm

13.0 -2 +3-2-47-3-cosar' = .
= =240 Bﬁ%_:r X
S¥ =1 - 6=x=5 QA %'h 1”2‘3 15 = A = 15 cm?
O perimetra do ARST é: [ﬁ Fa "'E} m 18. Pela lei dos cossenos, temos:

14. Seja x a medida de BC: =274 [1'3]'? 2243 cos30° =
[Eﬁ]? {215}?4:1" 2:-243 % cos30° = [ q,ﬁﬁ_;
=28=12 1+ 451:-:‘%_:‘1’ B 16=0= =¥ =7-2-3 1421 1
wx — Boux 2 (ndo serve) Pela lel dos snlr._c:ns, temos:

Logo, BC = 8 am senx3{.'l"' 5;|1jy =%

15. posto de >—L i ER

— seny
2
Fe .
=3 5BN Y 3 =y = bl
e med(C) = 180° — 60° — 30° = 90°
O tridngulo ABC é retdngulo em C.

19, & 10403 B

d? =217 +35 - 2-.21-35-cos53" =
=d® =441+ 1225~ 14,7 - cos 53° =
=Sd* =441 +1225 - 147-06= (1013 = " + (3d)" -~ 2-d-3d - cos 120° =
=d? = 16,66 — 8,82 = 1

= 13- 100 = &* + 9d° Eid?-[ _—)_>
=d*=784=d=28km 2
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ResolucBo dos exercicios 259
= 1300 = 104 + 3d° = 13d° = 1300 = ya_did:sena g 315 3415
C = : =
= d®=100=d = 10km 2 24 4
! : 3415
FB — 30 km o 3«1r_cm?
1 h—50km 3.3 4
=¥ =-=—h==-60mn= 36 mn
%— 30 km 5 5
20. E
LI

A %-E~8-sen65” 24-09=2116=

= A=216m"

A R B ¥ =6 4+ 8 —2-6-8cos 6592 temos:
med(ADE) = 90° + 60° = 150°

2
) o 9 81 19
Dai, pela lei dos cossenos, temaos: cos’ 657 = 1 — sen” 65° = 1 (ﬁ) o0 100
=86 4+6 —2-6-6-cos150° - 3!19 4.4
3 [P = = 0,44
Sabemos que cos 1507 cos 307 % e 10 10 :
_ _ 43 Dai em #:
=364+ 36— 72- e
" )‘:’ ¥ =36+ 64 95-044 =
R =724 363 % =362+ 43) = — % = 100 — 42,24 =
- mcm =¥ = 57,76 = .
= x = 7,6; o terceiro lado mede 7,6 m.
21. AB = R+ 0,6R = 1,6R .
AB? — AQ? + BO? — 2 - AO - BO - cos = 25.2) 10w = Zmr=r=5am _
—(1,6RE =R+ R —2-R-R-cos = 0B = OC = 5 cm = ABOC é isosceles de base BC.

= 2.56R? = 2R? — 2R cos @ = Como AC & didmetro, o tnangulo ABC & retangulo

= 2,56 = P2 - 2 cos ) = em B

—52,56=2-2cosa=>coso = —028 = — 25 - L medeBCJ‘ 90° -~ 75° = 15° = med(0CB) - 15° =
100 25 — med(BOC) = 180° — 15° - 15° = 150°
sen’ o + cos’ = 1 = 45 Dai, a rea do ABOC & A = —- OB - OC - sen 150°
=sen’o =1 —‘J] 1—=== 1 1 35 25
25 B25 —_— e = 2 [t
. 2 5-5 2 n = A n cm
2 _l'”’& E t I - < ? B = 2 ; i
e T Tl L e Sy b) med(ABc) = 90, pois o AABC estd inscrito na semi-
24 circunferéncia de didmetro AC.
23 24

Por fim, tg —

A I’ 26. a)
! = - /‘V\}/
22, a)A-—-7-3-senar - L. J5.3.42 3, e

2 2 2 2 5

=A=15an’
1 ) ) 7 d? [}I«EJ:l 57 Z-Eﬁﬂ:l-cns 30° =
b) A ?-4-4-5En1jh" 8-sendh’ = 8- 3 ﬁ
=d? =124 25 - 3.
AyIsa=aficm 2
1 =2d?=37-30=7T=
A=—-5-7=175= A =175 an’? =
2 =d=4+7cm
d) A %-4-5-5en6ﬂ"' m-—‘l;i 543 =
i}
= A =53 em? 150° 33
23.a) F=F+4 - 2-3-4-msa= =
- - - 7
=4 =25 2124:0:&424:05& 21 = D? 5,4{21@], 72.5.243 cos 150° =
oSO = == == -
24 B =D* =254+ 12 - 2043 - (—cos 30°) =
b) sene = 1 — cos®o =
eer g -1 |21 441 _ 135 wagudo, =D? =37 qu§~( —)_>
24 5/6 576 ’ 2
3115 415 =D?=37+30=67=
e 24 8 =D =467 cm
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Rezolucho dos exercicios

b) A area do triangulo hachurado é:

3 M/

5
A %-Eﬂ-h-sm':‘rﬂ”_:r
= A bﬁ% %—ﬁﬂ %chm“

A area do paralelogramoé2 - A = 2 - %_:i 543
3 cm?

Isto &, a area é 2A

a) A, %'2~2'5enBU“ 2~£_.-.

2
== A, 43 an?
b) O tridngulo OPQ é equilatero e seu lado mede 4 cm;
. 243
sua area e AAM—4 4»5_1 A, ceq 4-5011’
A drea de um setor drcular de 60° contido num circulo
. . n-2* In In
deraio 2cmeé A % T_:v AL 3 om?®
Aareadaregido hachuradaé: A=A, L —3-A
af3-3- 2?“ (a3 - 20) =
= A {4,4'} 211'} cm?
A
AADB:
SEMn 3 LZ % w = 307
med(20B) = 180° — 80° — 30° = &0°
No ABOC, temos que med(BOC) = 2 - 60° = 120° (ob-

serve que 530 congruentes os tridngulos ABO e ACO).

A area do setor de 120° no circulo de raio 3 cm &
% <+ (3 cmf = 3mom?

Como a area do &BUC&% «(3 cm) - {3 am) - sen 120°

%E cm?, a area hachurada é (3:&' %E) cm®.

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501

b Desafio
B -] C
£
8 8
A D
] a
"
F 8 E
0 lade do hexagono mede 28EM _ g o
SABCE
med{ABC) = 120°
(MO =8 +8 -2-8-8B-co5120°=

—u (ACP = 128 123~( sz_u

= (ACF = 128 + 64 = 192 =
= AC= 88 an
AABC = AAFE = AE = 83 cm
Trapézio ABCD é isosceles
B 4 C
o o
A x B [ o
. po X 1 _ %
SABE = sen 30 842 8_”:
Assim, AD = (4 + 8+ 4 cm = 16 cm
A soma pedida é:
AC+ AE+ AD = B3 cm + B3 cm + 16.cm
(1643 + 16)em = 16- (43 + 1) cm

Portanto, a soma pedida é 16 {-E i 1]‘ am.

Funcbes trigonométricas

P Exercicios

1/ 1/ nl a4
. o - LK., =} il
1. 14 guadrante —‘4 4 An 4)_ —‘5 5

‘Ihr( nm_ E)

3 3 3
2& quadrante: %Z—T(z‘jﬂ 81 4 %ﬂ)’
%( 1_21: 2n f—;:)
3¢ quadrante: %Z—?(Z‘jﬂ & 4 %)'
%( % 4m %): 10

4 cm

B +

5
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42 gquadrante: —0,5 (observe gque % < —0,5 = 0);

15n] 15 In

== =2m+ =)

4 ( s T 4)

2. A 40m (40w = 20 - 2n); —14n(—14n = 7 - (- 2n)); B0O0x
{800m = 400 - 2x).

1x(1x x) af 1in 3n
3'2(2 Hnrz), 2( 2 41 2).

C13m —21ne -7

A T Ea A

2 2 A A 2
25n] 25n T
5 ( > 12 2)
> /’\ ¢ /‘P\
Plk_/F \__/
FF
b) e)
Fl
A3 B0
Pk/ k_/
c)
ap
&,
x= % k=
x=mnlk=3)
x= % k=)
a) Hexadgono.
b) Na circunferéncia trigonométrica, o lado de cada
tnangulo mede 1 u.c. (medida do raio).
Area do hexdgono: A = 6 - f"’% 6. 1"3?_:-
E
= A j—;‘i u.a.
Perimetro: P = 6 u.c.
s i -
5. a}snn[ 2) sen2 1 =0

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501

7.

Resolugio dos exercichos

c) sen 10 sen (21{ b ﬂ) sen 2= sen =
3 _ 3 3 3
R

2
d) sen 850° = sen (2 - 360° + 130°) = sen 130° = 0
e) sen 3816° = sen (10 - 360° + 216 = sen 2167 = 0

f) sen % sen [Hn } '%R) sen 3—; =0, PDiS%
tern imagem no 19 Q.

a)sendm =send =0

171 e e
—_— b o—_— —
b) sen 3 sen [Br{ 3 ) sen 3 1
' k —
19 ) e s 3
A P X _ a3
c) sen 3 sen [.Em 3 ) sen 3 3
d) sen 1290° = sen (3 - 360° + 210°) = sen 210°
sen 307 l
| 2
e) sen ( _1) sen2E _ _genE_ A3
3 3 3 2
291 . 51 s jfZ
—— b m— ————
f) sen i sen | B ri sen < 3
i - It e -E
a) sen|— + k- 2m| = sen — = sen — = —
) ( 3 ) 3 3 2 i\

b)k=0=s=zen0 0
k=1=senx 0
k=2=s=en2n=20
k=3==en3n=0

)

c) sen 1000° = sen (2 - 360° + 280°) = sen 280° = 0
(280" tern imagem no 44 Q) (F)
d) Observe que o numero real 10 & maior que 3

{aproximadamente 9,42) e menor que % (aprox-

madamente 10,99).

Desse modo, o ndmero real 10 tem imagem no
3% guadrante e, assim, sen 10 = 0. (V)

e) sen ( %) sen % (F)

361
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62 Resolucdo dos exercicios
8. a)p=2mim=[-2, 2]
¥
24 :
0 i
k- x
2
_ad
b)p =2 Im=[-1,1].
¥
o] 3 /\En
i n i =
a4 2
o p
=
d)p = 2m Im = [2, 4].
x
e) p=4mim=1|1,3].

t+ 1

9. Devemos ter 1= 5 = 1; mul-

T=senoa=1=
tiplicando por 2:

2=t+1=12
Somando (— 1), temos:
I=t=1

ftel| -3=t=1}
10.

i 1
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%:er.t-;ar_hu:ésenus-:tdai:
0=2m 3!:'1_:«35-:2mf='4_v%5-:m5-:2
3 _. ;
ER|== =12
[”‘ lg=m ]
2 T
11. _—= =
AP
b)f,, =3+2-1=5
12.a)t=0=hll)=6+4-sen0=6+0=6=
=h{d)=6m

b) h(9) am-m(ﬂ) Br4-snn(3—n)
12 2

5}4-—"‘? 6+2-1,4=h(g) =88m

c) O menor valor possivel de sen (% - t), te [0, 270] &
1 , J
Assim,h =6+4- (-1)=2=h_ =2m
. . 2T in
d) O periodo de f & T T
| 12 ‘ 12
Logo, sdo necessarios 24 s para a roda-gigante dar
uma volta completa.

24

el n —2’:1” 11,25
Assim, sao 11 voltas completas.
13. a) cos 11n = cos (10m + @) = cosm 1
b) cos 10 = cos (5 - 2r) = cos 0 = 1
13 : i T
—_— §o— —
c) cos > cus(Eﬂr 2) r_i:us2 0
2 3n 3n
d) cos 5 cns(lz'.lrr 2) s 0
e) cos X ::c:sﬂ cos = L
3 3 3 2
f) cos (—7n) = cos /m= cos @@ 1
14. a) cos 1560° = cos (1440° + 1207 = cos 120°
[ S —
360F - 4
: 1
(v _—
o 2
b) cos 1035%° = cos (F20° + 315°) = cos 3157
cos 457 £
2
191 - I /T n
A L AT 4T i
c) cos 6 ccus(z_‘:rr B) cos & s+
EES
2
22 - 4L 4L I
== § —_— —_ ==
d) cos 3 cns(b‘:r '_-‘,) s s
1
2
e) cos (—270% = cos 90° =0
43m 3n 3n i
i it s I
f) cos 2 cus(lU:lr 4) cos = cos
47
2
15. cnsg—n cos | 4w + E) o5 = 0;
2 2) 2
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O T
= ==1
2 gl
1in I I r
cos 4 cns(ﬂfn}q_) cnsq_ 7
17n T 2.
sen m sen4 R
y 0-1 1 2
.42
2 2

- 1.
17. 1 =cosx=1=-1= 3 3.1_:~
2 _3m_4
= <5 _3_:
, A, B A_ 8
3 3 g " T4

18.a) p = Zn; Im

b) p = 2m; Im = [1, 3].

;.
R s
Nl .

"

3 amx
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Resoluco dos exercicios 63

L \m =1, 3).

AEE

3
19. a) cus(% + k- 211) cos — % (F)

b) cus(% [ lc:rr) 0 ()

Qf, =2-(-1)=-2 (P
d) f(x) = x - (1)

caso particular da funcao afim) e, portanto, nao é

x & uma funcdo linear {y = ax,

periodica.  (F)

n )
ep-TFr 16 (V)
51
f) cns( 2?]“) cnsg—g =, pﬂis% tern imagem no

18 quadrante. (V)

20. a) 2020 = f{0) = 400 + 18- cos 0 = 418 (418 milhdes
de dolares).
; 51
2025 = f{5) = 400 + 18 - cos (?J

1

400 + 18 - 3 409 (409 milhdes de dolares).

2030 = f{10) = 400 + 18 - cos (%)

400 4 18-cos"'3—“

1
400 + 13-[ 2)
400 — 9 = 391 (391 milhdes de ddlares).

b) O menor valor possivel de cns(% x)é 1;
xe {0,1, ..., 20}.

f g = 400 + 18-(—1) = 400 — 18 = 382 (382 milhies
de dolares).

Devemos ter:

cos %x cos (m+ k- 2n): k € F; isto &,

1
%x n+k-2mkef=x=3-(1+2k ke £
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Rezolucho dos exercicios

k=0=x=3-(1+0)=3(Anode 2023)
k=1=x=3-(1+2)=9(Ano de 2029)
k=2=x=3-(1+ 4) =15 (Ano de 2035}
k=3=x=3-(1+6)=21(Anc de 2041) —» ndo
convem!

Assim, em 3 vezes, ou seja, nos anos de 2023, 2029

e 2035, f atinge seu menor valor.
Outro modo de resolver esse problema é impor as

igualdades:
Y .
— j
3 KM=
_£~x Ir=2x=9
3
i
—+X=5mr=x=15
3
s - .
?1 It = x = 21 — nao convém!
21.a) D =K Iim=[-11]ep ?
b) D B; Im [-3, 3], pois, para todo x & R,
l=cos[n+Efl=1=> 35:3-::osxr£)=='3:
( 4) ( 4
2
p=-—=12mn
[1]
D H; Im [=3, 1], pois, para todo x & R,
- X my ..
1= _ —=|=1
n:c:-s(2 Ei) =
- X m).-
2=2- = -=|=2
= cm(z 6] =
= -3= -1+ 2-cos| X —)51
> > = 1;
p |2:I_K| 4.
2
d) fi(x) = x4 cus%éuma funcio do 12 grau, e, portanto
nao & penodica.
D= K; Im = K.
| R 1+
D= ;| 4, 4]; ===
e) Jim = 1[4, 4 p =5 =3

22. a) Basta transladar% unidades para a direita, o grafico

dey = cos x. Assim, por exemplo, se o par (0, 1) per

tence ao grafico dey = cos x, entac o par(%' 1) per-
- T T
tence ao grafico dey = cos (:-: I)' se o par (E' U)

pertence ao grafico dey = cos x, entdo o par %, U)
o | n
P

pertence ao grafico de y = cos (x %) £ assim por

diante.

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501

¥ =Cosx

. T —
=== 4 4

y—c.ns|:x %)

b) Basta transladar % unidades para a esquerda o grafico
dey = cos x Assim, por exemplo, se o par (0, 1) pertence

ao grafico y = cos x, L'rrtaoopar( %, 1)pm‘tm1:eao

grafico de y -::os(x i %) 5B 0 par (%, U) pertence

ao grafico dey = cos %, entdo o par(%, L'l) pertence ao

pa—

k| B
FAE

grafico dey = cos [x b %) e assim por diante.

5865 5865
B lsere “ T 0157 105 0100=
= e = 3100 km (apogeu)
5865 5865 oo km s

s ~ 71 0,15-(-1) 0,85
69300 km (perigeu)
12000

=T
5 =5100 + 6900
Alternativa b.

P Desafio

E preciso determinar os pontos de intersecao (se houver),
dos graficos de fe g.

Lembre que Im(f) = [-1, 1] e que g & uma funcio afim
decrescente cuja reta correspondente passa pelos pontos

(0.5)(3-9)

Os graficos intersectam-se unicamente no ponto P.

Desse modo, a equacao fix) = glx) apresenta uma dnica

solucdo real.
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P Exercicios

1. a)3 =2 d)3 =3
b)1 x4 e) 3=
€) 2% 2 f)3x4
2. a)4 il
b) A d)1
a4, 4, 3-1-2-1 3-1-2-2
3. A l:a:u '3;.;.] [3 2-2-1 3-2 2'2:|
1 1
4 2
b, b, Z+1+1 241412
4. 8- b, b, 24241 24242
b, b, 24341 24342
4 5
5 B
6 7
C C iC C .1'
5. {_ 11} 12 1=z '|-l-|
S S cn)l
g, =1+1-1=1 c,=1+1-2=0
g, =1+1-3=-1 ¢,=1+1-4=-2
g, =142-1=2 c,=14+2-2=1
G, =1+42-3=0 c,=1+2-4=-1
. 1 0 1 -2
Assim, C (2 1 0 1J
Asomapedidaé: 1+ 2+ 1+ (-1} + (-2 +{-1)=0
F | o 1 05 3
1 t
6. a) A [4u:| ) E [211 7 4,1]
6 1 4
1
b) B [zn J =[5 710 3]
o o 2 -3 3
o Cc=|3 1 g) o 1 1 1
9 5 12 2
a8
d) D* 7
5
. . 243 2+06 5 8
1. A a, a,, 443 4+06 7 10
a, a, B+36+86] |9 12
L |s 7 9
A [81012]
8 a — (-8 (qe.3_3
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Resolugio dos exercichos

1-1 12 1-3 123
9, A-|2-1 2-2 2-3 2 4 6 |:
3-1 3:-2 3-3 3 6 9
diagonal principal: 1, 4 e 9; diagonal secundana: 3, 4 e 3.
10. a) a,, = 1485
b) 2040 — 1850 = 190
c) 1 bola: 1320 + 18%0 = 3170
3170 - R$ 3,00 = R$ 9510,00
2 bolas: 1485 + 2040 = 3525
3525 - R% 5,00 = R$ 17625,00

A arrecadacdo no bimestre foi de 27 135 reais

(9510 + 17625 = 2713%5).
.a)Xe¥:d, =d, = 15km
ZeX:d,=d, =27 km
YeZd,=d,=46km
b)D' =D
a,, 8; a5 o1 1
a a. a
12. A i z Y 0o 01
4y 8p dyh 000
341 aA'I.? aﬂ U U U
a, 2a,; COST SenZi 10
13. a) A a, a, Cos 2m  cos2n 1 1
a a cos 3m cos 3n

b) A

14. a) Comoq,, = 0 eq,, = 1, concluimos que o placar do
jogo foi Canada 0 % 1 México.

b)q, = 0eq, = 1= Argentina 0 x 1 Brasil
q,; = 2eq,; = 3 = Argentina 2 x 3 Canada
q, = 2eq, = 1 = Argentina 2 X 1 México
q,, = 3eq, = 3 = Brasil 3 x 3 Canada
q, = 2eq, = 2 = Brasil 2 x 2 Mexico

Fontuacao final:
Argentina: 3 pontos (1 vitdria e 2 derrotas)
Brasil: 5 pontos (1 vitoria e 2 empates)
Canada: 4 pontos (1 vitaria, 1 empate e 1 derrota)
México: 4 pontos (1 witdna, 1 empate e 1 derrota)
Menor pontuacio: Argentina, com 3 pontos.

15.a)m =3 en =4

b) g,, = 8/5 = Em 1009 de queijo mozarela encontra-
mos 875mqg de caldo.
q,, = 35,6 = Em 100g de queijo parmesao encon-
tramos 35,6 g de proteinas.

¢) Queijo mozarela: 1 kg (1000 g) por semana =
=+ 10 - (80 mg) = 800 mg de colesterc| por semana.
Quetjo minas frescal: 1kg (1000 g) por semana =
=10 - (62 mg) = 620 mg de colesterol por semana.
Por semana, a diferenca de colestercl ingerida é de
180 mag.
Em 52 semanas, a ingestao sera de 9360 mg a menos
de colesterol.

d) Mais que a metade, pois

I
I

> i
3, F]

P

3,

'

365
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266 Resslugho dos exercicios
16. a) Traco A = (—1) + (—5) 6; Cpp = B, + by
IracoB=1+5%+3=09; a,=2:-9-5=13
Ira:;uF Cn‘c.-;‘%_a":w' b, ~9+5=14 :|—"Cas 13+ 14 =127
¢, =3-1+1-1=3
,=3-2+2-1=7 h-"‘:. auil:rlI
.=3:-3+43-1=1 =@i-p+l+j)=3
C,=34+4-1=15 .
. .- . . 5 0 4 3 1 3
Assim, o tragode Céiguala:3 + 7 + 11 + 15 = 36. S
= 1 25. a) X 2 3 1 1 1 2
b) Traco M = sen 6 + wsT =g t sen B. i B 20 5 B
%iﬁenlj 1=ssen B %_afi Loup 5—; x| 121}, (14 .f"'!
341 25 3)._:‘
17. a = 2,b=1,c=6ed = 4. 06 18
18. [x+y=7 * =2X= 549 2
z=2 [
- 2 5 1 -3 1 2
2
P-4=7z L'A——| : 9 X {3 QJ*L 2 4]":{ [1 13]
‘| *E
-y 26. a) P M B H F
Adiconando (% e # temos: l l I' J'
x=8=x=4ey=3 v
_ alunoA—=|3 3 0 5 &5
19. a) m T=3=m 4:[ na_nmﬂstf:mrzleque aunoB—=|1 1 3 4 2
2Zm=0=m=0 satisfaca simultaneamente duncCc—=|8 5 5 4 35
1T-m IJ=m=4 bl C: C: A
s )CCA
9-m=0=m=+3 . g
b J_:-m 3 A t . i
l{ 3=m 27. a) & [kf' o A=A
ptag==6 10
20.0 t =p=g=3 t '
EVEMOS Er{Zp q-3 B [u l) B =8
a+3=0=a 3 Apenas A & antissimétrica.
b+2=0=b 2 b) Devernos ter:
a3 d o c+1=0=c 1 f
21.| b+2 5-¢ 0 0| 0 m ]D 2 o 2
c+1 2f 0 0 d=0 23 \m 3 m -3
5 0 5 . .
: e Como 3 + —3, Am = R que satisfaca a condico.
_Zf O0=f=0
22.a) &' D_j 53 - A & simétrica. 28. X deve ter o mesmo formato de A;
P oq
B* |:5 3 :|:Bnécu & simétrica. fagamos X e
5 -5 t u
o -1] L P q a 2} .
C [1Ui|,C' C; C é simétrica. (X+AF=B=|| r s |+|-10 1 -2 4]
p t u 5 1 S
32 vy 3 x 3
b)|] x -2 5 2 -2 z |[=x=2y=3ez=5 rd g+ 21t
E 3 q 1-2 4
3z 1 y 3 1 =|r-1 s [5 p U]
x+2y—-z=2+6-5=3 t+5 u+1
23.a)| | Q-5 -1 -8 -3) 2 47
14 12 p+t4dr—1 t+5 1 2 4 de onde:
N 5 & 0y -
- q+2 5 u+1 1
b 121 115 & EE pHd4=1=p=-3 r—1=-2=r=-1;
1 5 4 1 5 t+5=4=1t I,g+2=5=q=3;
B s=6 u+l1=0=u 1
24.a8)c, —a, + b 3 3
a,=2-7-8 BJ ® 1 6
= B+ 15 =21
b, =7 +8=15] 1 -1
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4 8 12) 2 -4 -6
29'“]'[ 1220 -4) ‘][ﬁ 10 2]
12,
3 3
b)) T 5 1
33
6 12 3 -2 9 10
30.a)3A +B=|3 15|+|-1 & 2 2
0 21 9 8 9 29
2 4 g -§ 710
b)A-3B-11 5 318 4 13
0 7 27 24 27 17
c“,(z 1 U]”" 3-19
45 7 26 8
42 0),(9 3 2
8 10 14 6 18 24
13 -1 27
2 28 138
. 182 2 g -1 1
3M.2.x-|" = X f
[z 8 8] L1 4 4}
32,24+ B =X 4 IC =
13 4 3 [u 1
"[1 {JJ'[1 2] X‘UUJ—’
5 6 0 1 5 5
33.2 - X+ A-B=2-X =B A= X %-{E
isto é:
1 [-6-2-8 . 3 -1 -4
X=3 [2 a 22% 0 2 a7
31
= X 1 2
41
34.a)) 25 p[ © 32 7
| -2 13 | -109 6 19
c) 2x2 3 ® 2 —» N3o existe o produto.
'
o1
d)| -4 e) 4 3
6 :
L L8 &
12 -4
fl 3=1 » Temos: | 18

1x3
e

gl2x1  2x1
10 -4 3
hyl 13 -1 3
9 6 3
35.a) A B
1 1

Ix2 2% 2

167

6 24

30 —10 40
Ix3

» Mao existe o produto.
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a),

Resolugio dos exercichos

b) E T » Mao existe 0 produto.
22 Imx2
13 1
c) -i- (l: 2 0 -[41J 8
Im2 2 =1 A o
. 2 3 4 5
t -
P [1 1] [ 1] (3]
2w 2 2xA1

1 2 1Y (1 2 -1 5 42
E}f'i‘ [31](304}(551]
et

2x2 2x3

36.A-Bé3 X2 poisAGa3 x3eBéE3 x A
12 058 €y G |
a)| @12 (|18 S
2 /=3 G S

[
-

<, +2:(-3)=9-6=3

1
b)| O
2

B = =}

c, =2- 17
c) Mao existe esse elemento, pois a matriz C

I X2

5+0-17+1-7
A-Bé

37

Para calaular o elemento ¢, da matriz A - B, devemos
obter os elementos da linha 4 da matriz A e os elementos
da coluna 3 da matnz B. Temos:

a,=4+1=5 b,=2-1-3=-1
a,=4+2=6 e b,=2-2-3
a,=4+3=7 b,=2-3-3=3
Portanto: ¢, S-(-1+6-14+7-3= Cp =22
2 x 4 8- bx 2
8 — bx 2=2x=12
dy + 15 1=y 4
1 2V (1 2 710
39‘“}[3 4]'[3 4] [15 22]
1 0 2 2% 111z 2
b) 0 3 4 3 4 20 33 12
5 6 0 . 0 5 18 34

C 1ol 1 1 11
wa-xa-[o 010 ][0 ] A
. 1] [ 1 0
) AT AT A [u 1] [u 1] [u 1:| ",

d) A= - 7

5 a. T 0} |1
Observe que &% = A% - A [:U 1 0

[o 1)

367
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Rezolucho dos exercicios

10 1
A= A5 A :
s e

. : A, sen é impar.
Enfim, A L, se n & par.

e t]

Dai A% = A

e) A" = |, poisn € par.

&1, A - A 4m|. (-4 m 16 +2m —5m
7 -1 2 -1 10 2m + 1
16 + 2m = 22

[22 15]_> Sm— 15 sm 3
10 m+4 Zm+1=m+4

42. * A pontuacdo final do aluno A é:

4-7+b6-6+7-5=99

* A pontuacdo final do aluno B &
9-¥+3-6+2-5=91

* A pontuacdo final do aluno C é&:
F-7+8:-64+10-5=147

A multiplicacdo matricial &:
a6 77 (a9
9 3 2 |. B 91
- 14

21 6 2
(i3]0
ab)(21) (6 2

c d .FBJ 5 -7}~

Za+7/ a+3b 6B 2
"[zcwd ci'jd] [st

Entao:

{ia‘;;b 26 ==a 4eb=2

{fc{‘m‘;d h;_:n:: 64ed =19
!

x(Coem)

&4, a) * Mumero de sanduiches de “came louca™ vendidos:

18 + 22 + 28 = b8

* Valor arrecadado com a venda dessas 68 unidades:
B8 - 6 reais = 408 reais

s 777 reais — 408 reais = 369 reais

* Nomero de sanduiches hot-dog vendidos:
369 + 4,50 = 82

* Valor desconheddo da tabela: 82 — 22 — 36 = 24

2218 450 207 | « total da barraca T
b)| 36 22 |: " i| 294 | « total da barraca II
24 28 B,00 ;.| 276 | « total da barraca III
B
- 0
3 x 5 15 — 2x
&45.40 -8B . o -
y 1 l: 2] Sy —2 4xr
4 10 0
devemnos ter:

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/2414501

- 15
15 -2x=0=x 3
e
5 2=0 =
¥ =¥ 5

&6. Devernos ter: [ y ]

SHASHIEHE
-(/5 )3

X+ B
x4+ 15

Dai:
x=2y 1
Cx=x+6 2 = x =]
2.
y-3="1y 3 =y %
y+ 18 x+4 (4 éequivalente a (1

2 e (3 satisfazem (1): de fato, x 2y
B 3 3
#(7)3

47. Sqa[ ®

- j| a matriz procurada

s % ek
[fm [ %)

X =w z 2y
= ) = ; a forma
2w o =w =W

z 2y

Devemos ter:

geraldamatﬁzpmmradaé’- . i];xl’:l&ey&l&

12exemplo:x = 1ey l;amatn'zé[ 1 1],

]

32 exernplo: x ley l;amatn'zé[ 2' ]],

22 exemnplo:x = 2 ey U;amatﬁzé[ﬁ

|8 0

48. a) * Bicarbonato: 2,3 - 6000 + 2,5 - 4000
13800 + 10000 = 23 800 (23 800 g, ou seja,
23,8 kqg)
* Carbonato: 0,% - 6000 + 0,5 - 4000

3000 + 2000 = 5000 {5000 g, ou seja, 5 kg)
« Acidor 2,2 - 6000 + 2 - 4000
13200 + 8000 = 21200 g (21200 g, ou
seja, 21,2 kg)
| 0 os | S0
22 2
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y: ¢ de envelopes na versao E

.y
Temos:

23x+ 2,5y = 35600

Logo, sdo 9500 envelopes na versdo T e 5500 na
versao E.

49, a) Seja X [ .Iq ],‘

1 -3\ (P ] p-3q=0
205 q 117 12p+5g=-117"

. x: n? de envelopes na versao T
c) Sejam

15000

=x=9500ey= 5500

=q lep 3
3
x 1
b) Seja X P A :
r =

13 41 [p g 0o 9

[50] [r s] (2{135]"

_}13p44r‘|3q145 CIEI_:‘
Sp 5q 20 35

13p+4r=10
_){ P ’ =p der=13

S5p =20
e 1qu-'l.l5 g_n] Tes=25
5 = 35

¥ 4 f\
13 :’."_'IJ

50. 12 semana:

272354 243-340 +345-1,7 + 415526
6,345 + 8,262 + 5,865 +10,803 = 31,28

(fproximadamente 31,28 reais.)

Z2ié sprmana:

164235+ 3123404+ 339-1,7+3.7-28
3,854 + 10,608 + 5,763 + 9,62 = 29,85 (Aproxma-

damente 29,85 reais.)

235
27 2,43 345 415) | 340 31,28
164 312 339 37 1.70 29.86
2.60
102
177169843 1a] |0 ] 346 297 553
5"“"[25 5 82 10 5]' ] f ] [13u 197 ‘Iﬁe’]
=y -
233 o

5x1
b) c,, = 297: 297 mg ¢é a quantidade total de calcio
encontrada na receita I1.
) ¢, = 1672 167 mg & a quantidade total de magnésia
encontrada na receita II1.

(3 6 )
(233161

Logo, a matriz & inversa da matriz dada.
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Resolugio dos exercichos

=(1 2)(2 5)-(4 %)=
o )

a b
a+2c=1 1 b+2d=0 1
=4._-0 =c=gedp g =d 5
1

369

A Inversa é:

= =

1
2

3 6)(a b 10
5“[2 4}[: d] [u 1]—’
3a + Bc 3b 4+ 6Bd 10
"’{2“4.: 2b14d] [u 1]_’
Ja+bc=1 3b+ed=0
_’{Ea+4c 0 L E{2b44d 1 @
1
{ﬁﬁ BE= -2

B3+ FT n"'

0 2 (falso)

O sisterna (I nao admite solugio, e o mesmo ocorre

com o sistema (II'. Logo, ndo existe a matriz inversa.

55. Devernoster A- AT =L, 2 A A==

L @Sl
(b oo e
(360

_)3ar2c3br2d '|U'_>
a+c b+d o1

56. * Inversa de A: [: ﬂ .

3Ja+ 2c=1

4{ = a=1lec 1
a+c=20
3b+2d=0

e{ = b Zed=3
b+d=1

S
emmen(3 36 1 -

g h 1 0 de- 1
J[Ee}dg 3f44h] [{J pjponeEa =t

4 1
e ?,h Def ?
(4 1
Dai: B! [ 3 3
L1 0
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Rezolucho dos exercicios

xy—3x+ 15 xy—dy-—3 T o
x4+ -5 -x+84x o1

w—3x+15=1 {1

w—dy—-3=0 2

¥ —Tx=0 3

x+B8=1 4
De (3 temos: x = Ooux = 77
De (4 temos: x = 7 I=x=7
Emil:y - 3-74+15=1=Ty=7=2y=1

58.A+A'=LA'= -a=| 1 0 x X
(I 1 0
1 X x
1 1
Como A - A" = |, temos:
-kl |1 -xx
1 0 11

| b x ¥ x
1—-x X

- 0

Ll =
I | E—|
U

E+2x—-1=0=3x-x+1=0=

D=x=1

De 01 temos:
=x-1)7
De {2 obtemos: x = Ooux =1

O dnico valor de x que satisfaz simultaneamente todas
as condiches & x = 1.

(5 3 ANER
59‘a]L3 z][f: d] Lo 1]“’
—

5a + 3c 5b+ 3d 1{1_:.
3a+2c 3b+ 2d o1
453{3: l_aa lec 3

Ja+2c=0
E_E'b}_jd D_ab Ied="5
_3I:|+_»1|:|1
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b) Como A é inversivel, temos que:
Al-A-X)=A'"-B=
a'-a
| s

rd

XK=A'-B=

1 0 2 a C 1 0 0
60.] 0 3 0O d f 010 |

2 01 q i 001
a+2g b+2h c+ 2 100

=3 3d 3e 3f 01 0 |=
2a+qg 2b+h 2c+i 001
a+2g=1 e

=+3d=10 =d UE{ZFQ 0_:~
Za+g=20 ars

= irr:a L

9=73 3

b+2h=0 b+ 2h
3e=1 =e %e{ b4 Eh D_ab h=0
2b+h=0 bt h=10
c+2i=0 .
=0 =f UE{F‘)_I_ U—)I —ec %
Ze4i=1 et
1 2
_ 0 =
3 3
fssim, X! 0 % 0
< 0 o+
3 3
61. De (X - B) ' = Alainversa de X - B @a matnz A), temos:
. pq
(K-B)-A=I;X=| T |

w.p_| P 9} 12 p ~2p -q
r s 0 -1 r —2r 5)

p-ql(2 1) (1 {J"'I_‘_'
Ir —s 13 0 1;
_>4p4q 5p —3q 1 0 -

4r + 5 Sr — 35 o
L4Mpta=1 o 3. 2

50— 3g=0 7 r

04”5 0 =T les 2
! !

(- B): A |,_>[f

5r— 35 =1

Assim, X

<= ~w
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» Desafio
a) 5e A€ ortogonal, & " = A
temos: A - A L= A-A = =
I(l 0o 0 1 0 x
- 1T 0 0
R4} - S N PR
£ j_ Lo o1
L:n: y Oz DTzz
s
1 0 iy
1 0 0
1 1 2
=5 +t5 —_— o1 0
== 0 PR 3 {y +z) ;
X %ﬁnz} Wyt
x=10 1
%(}Wz} O=y 7 2
ey + =1 3

Substituindo (1) e 2 em 3, temos:
2
FH{-zP+2=1227=17 %_:-z LJZJ:;

* Sez % em (2}, temos que y % & uma
. .. 2 2
possivel solucio éx = 0, ¥ %ez 321_—

* ez £,nm 2, obtemosy £f_-a solucdo

ex=10y £L-z £

2 2

¥ 42

Teriamos: {"le xJ [»4'2 ‘.I"J (I UJ
Ny 2) | x 42 o1
\—V—-'

& a transposta da matriz dada

2+ Ji{x+y}\‘ 10
(ﬁfmﬂ vz [{, 1]

b) Suponhamos que ["E x] fosse ortogonal.

24x =1 1
Z-+y=-0 @
2+y =1 3
De (1), temos: ¥ 1==x&HR
De (3, temos: y* 1=yl

Sistemas lineares

P Exercicios

1. 53o lineares as equaches representadas nos itens &, ¢,

e h.

2. a)2-2-(-3)=4+3=7;(2, —3)ésolucio.
b)y2-2-7=4-7 3+ 7; (2, 7} nao é solucao.
€)2:5-3=10-3 = 7; (5, 3) ésolugio.

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501

3.

&,

7.

Resolugio dos exercichos

a)-142-3+4-(-1)=-146-4=1;

{—1, 3, —1)é solucao.
b)O+2-(-N)+4-(-1)=0-8-4 12 £ 1
{0, —4, —1) ndo é solucio.
1 +2-14+4-1=142+4=7%#1;
{1, 1, 1) ndo é solucao.
d}n+2-u+4-% 1;[U,U,%)ésnlugéo.
3:1-2-{(-3)+m=1=33+6+m=1=m 8
a) 80x + 120y = 25200 ou Bx + 12y = 2520 ou
2x + 3y = 630
b) Se x = 45, entdo: 90 + 3y = 630 =y = 180 e o par

{45, 180) ésolucio da equacaoc linear; sim, & possivel.
Sex = 65, temos: 130 + 3y = 630 =y %s& ;

nao é possivel.

€) Sey =3x, entdo: 2x+ 3-3x=630=11x = 630 =
= x & R; ndo é possivel.
Sey %tﬂmus:Zx t 3-% 630 = x=180e

¥ = 90; o par {180, 90} é solugdo da equacao linear;
sim.

3:-m-11-EZm+1})=4=3m—-22m - 11 =4 =
=m =
19
3.
a)x, =0=4-04+ 3x 5=y 5
(ﬂ, i)r_'-snluu;éo_
3
=1=4dx +3-1 5= 4x B=x Z;
{—2, 1) é solugdo.
byx=0ey=1=0+1-z=0=z=1;
{0, 1, 1} é solugao.
x=lez=2=21+y-2=0=2y=1;
{1, 1, 2} é solugao.
1 5
0, 2), (0, 15 (=5, 7l =, =1, ...
0 (0,25 (1, 1% (-5, }.(3,3).
dyx, =, =0=0+0+5x,=16=x %;
(ﬂ,{l,l—f)é&olugﬁn.
¥, =6=2=24+4+05,=1b6=x=21

{2, 2, 2) é solugao.

) x o numero de moedas de R$ 1,00
>ejam ¥ o nimero de notas de R$ 5,00
x

x+5y=35=y

5

Para que y resulte inteire, o numerador deve ser multiplo
de 5, entdo atnbuimos a x os valores 0, 5, 10, 15, 20, 25,
30 e 35, obtendo, respectivamente, os resultados: (0, 7);
(5, 8); (10, 5); (15, 4); (20, 3); (25, 2); (30,1) e (35, 0), ou
seja, podera fazer o pagamento de 8 formas diferentes.

a) x numero de moedas de RS 1,00

y: nimero de notas de R 2,00
35 —x

X+ dy=35=y 5

371
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Rezolucho dos exercicios

Para que y resulte inteiro, o numerador tem que ser par.
logo, e {1,3,5, 7, ..., 33, 35}
Existern 18 possibilidades distintas.
b) x: nimero de notas de R$ 2,00
y: nimerc de notas de R$ 5,00
z: numero de notas de RS 10,00
Zx + 5y + 10z = 35
miltiple de 5
2% deve ser multiplo de S (e x deve ser natural).
Podemos ter:
s i=0=x=0=y+dz=1

X y z
0 i 0
0 ] 1
0 3 2
0 1 3
* i=10=x=5=y+2z=5
X y z
5 1 2
5 3 1
5 5 0
* =W =2x=10=y+2z=3
x y z
10 1 1
10 | 3 0
* =30=x=1=y+2z=1
x y z
15 1 0

Temos, ao todo, 10 possibilidades.

10. Sgjam {a, b, c} C K ex ey as incégnitas:

a)ax + by=cl#®

faLI{b‘1 C Sath 2a-3b=
2a 3b C

= 3a b= a 3
Escolhendo-se, por exemplo, b = 3, temos: a 4g,
na 1# equacao, obtemos —4-143-1=c=c 1.
Em ¥, temos: —4x + 3y 1

Escolhendo-se b = 6, obtemos a Bec Zea
equacao & —Bx + by 2; em geral, sendo k £ F*,
segue a equacao: k- (—4x + 3y) k.

3

b)x=0=y 1.3((1 _l)ésnlug:in.

3

y{l_u1—

1 -
ry g {J)emlugan.
X i_:;r N i)L-snll..lgac:.
4 j 4’
1. a) [ =+ .29 1
+
3x — 37 = 11
A 12
® 3=y 1

5 = {{3,-1)}; 5.PD.

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501

J ol =

¥
x—y=1
“N"N-.\ 1 2
0 I x
1K
2 1 2 t+2y=0
3" 3

3x 4+ 3y =15 5

Q[ x+ y=5 (3 [ -3- -2
=4 @
2o 3
y 0=0
Ix+3y=15
5

=

5 X
x+y=5

As duas eguacbes s3o eguivalentes e o sistema se

reduz ax +y = 5.

Fazendo x = 5 — vy, qualguer par ordenado da forma

(5 — vy, y), emquey e [, ésolucio. Tomandoy =5 — x,
temos que qualguer par ordenado da forma (x, 5 — x),
em que x & H, também & sclucdo.
S={5-yvyye R}

ous = {{x, 5 — x); x e R}; 5.PL

d) I - 2y=1 21_} B Ay 2 o
by — dy =7 AT 7
0 5 {Falso)

SIS =@
¥ LI —2y=1

g £
&

B — 4y =17

b =

ala
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12, x:nimero deunidadesde 2L [x 4y =72 - 2 .
y: nimero de unidades de 1,5L | 2x + 1,5y = 129
Ly 144 o

I+ 15 = 129
0,5y I5==y=30ex=42
Foram compradas 30 unidades de 1,5L.

13. c: preco do café
p: preco do minipao de quetjo
. 2c + 5p -14,2.0 [ 3]_;

3c+ fp=2060 -2
Bc — 15p = —42,60
1,40
"{ 6c+ 14p = 4120 e
=p=140ec=3060
4c 4 10p=4-3,60 + 101,40 = 14,40 + 14 = 28,40
(28,40 reais)
14, (M — 40 =L + 40 M L= 80
M =
L — 30 E M + 2L = &0
Adicionando as duas equagdes, temos:
L=140eM = 220 =
=L+ M= 140 + 220 = 360 (360 reais)
15.a) 135 — 7-2 = 6% — 14 = 51 (%1 pontos)

b) x: nimeros de acertos
y: ndmeros de erros
£ _B'I 29—3‘}( Qey=11
Sk — 2y =23
Amanda errou 11 questdes.

o xl-y 20 L. Zx + 2y 40@
S5k — 2y =17

5x 17
/% 5/ =xe&E M
MNao & possivel.

16. 5e as retas ndo se intersectam, o sistema ndo tem solucao.

X+ y=m Hty=m

= 5

x4+ 2y=5 {x ty=%
Sem # = as equacoes do sistema ficam incompativeis

L
e ele ndo apresenta solucao.

i
17. (3, 5) é solucdo do sistema Ty
X+ y m

m=m=11

. 2% 3
18, Para gue a solugdo grafica do sisterna { Y
mx + ny B
seja formada por infinitos pontos, as retas corresponden-
tes as equagbes dadas devemn ser coinddentes.

Multiplicando a 12 equacio por (—2), obtemos:
4x + 2 5]
{ * ¥ =m 4en=2

Dai, na 24 equacio, temos: 2 -3 + 5

mx + ny b
19. a) |2 } (—2) =1 (V) = (3, —2) é solucao.
2:343-(-2)=0(W)
] 4
3 i 3 1(v)
1 4 1 4
2 ( ?}13 3 U{F}_v[ ?,?j]nanesnlugao
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Resolugio dos exercichos

oy 32 ()

20. a) (2, 1, 3) nao satisfaz a 32 equacao:

24142-3 24 F=5+#-5
Logo, (2, 1, 3) ndo é solucdo.
- /
a - —— —
b) 12 equacio: 2 3 i 3 0 )
2% pquacao: 2 4 ?'F % 2+2=4 )
34 equacio: —2 % % 23— -5 (V)

- Fi 1. _
Logn,(zl, 3 3)esolugacu.

c) {—1, 1, 0) nac é solucao, pois ndo satisfaz a 22 equa-

cao: —1 1+0 2+ 4
21.a) [ 1 ¢ 11 0 7
a=l1 0o 1]eB=|1 0 1 8
D1 o1 01 1 9
b) 4 -1 1 4 -1 1
a=l1 2 1 leg=|1 2 -1 -2
10 -1 1 0 -1
c) 3 2 3 2 -4
a=l1 —1leB=|1 -1
4 1 4 1 2
d [2 1 3 2 1 3 -13
A e B
11 10 11 10 4

22.3) (34 2y -0
{2:{ + 5y =2
b) [ox 4+ 7y — 22 =11
{ X— y + 3z=13
<) x4+ y+ z= 3

2% dy + 3z =11
3x 3y —3z=10

23. a) (2,
3i equacao, temos: 2 - 2 + m - (—1) =3
=4-m-3=0=m=1

b) Ma 19 equacdo, temos: 5 + m =8 =m = 3;
{5, 3) satisfaz a 22 equacao.
€) Na 14 equacdo, temos:m + 0 — {(-2) =5=
= m+ 2 5= m 3;(3, 0,
24 pquacao.

()0

Z2 3

b) (-5, 4, 2} & solugdo, pois:
54+ B8B42=5
10+12-2=0

{1, 1, 1) ndo satisfaz a 18equacdo: 1 + 2 + 1

1, 3) satisfaz as duas primeiras equacdes; na
0=

2) satisfaz a

445

373
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374 Resolucio dos exercicias
€) 12 equacao: xt+dy+z=9
154+ 52+ 2-{10 —32) + 2 - ytz=2
15 + 527+ 20 — g2"Lz= 5 22 =4 «7:(meq) i (3eq)
2% pquacao: Da,z=2=y=3=x=1;5={01,3, 2} s.FD.
2- 15 +52)+3-(10 - 3
{jﬂ’i wz},.aﬁ t&: i u2 ) S .
b z + | z — 2 x4+ oy bz 3 2 3
) Pelo item ¢, temos: X y + z 7 y+ 3z 3
p=-1545-(-2)= C 3, obt 3 s0:
b 15— 10 75 omo 7 , obtemos, na 32 equacio:

y+3-0-3) Iy 6, e, na 14 equacio:

25. a e c estio escalonados.

D[ x+3y+2z 2
3x + by + 4z 4 -~

26.a)y =7 =3x+14=5=x 3;
Se o+ 3y + 4z 10

5 = {{—3, 7)}; 5.PD.

b) z 4=y -4 1=y=3= x4+ 3y + 2z 2
=x+3-4=2=x=35={(3,3 —4)5PD. - dy — Iz 2 (3 (teq) | (eg) —
) Ziequaciory = 2 + 3z 12y — Bz 20 0 5 -(1%eq) 1 (Feq)
ldequacdorx — (2 + 3z} + 2z =S5 =x=17 +z X+ 3y+ 2z 2
Sez = o, € K, a solugio é dada por: - v+ z 1 ~
S={{7 + 0 2 + 3o, 1r); x = K} SPL By + 3z =10
dw=2=z=3=3y=-0=3x=6 X+ 3yt 2z=12
Asolucao é5 = {(6, 0, 3, 2)}; 5.PD. - y+ z=1
&) A terceira equacac nao & satisfeita qualquer que seja 0=7 & 3)-(Meq) I (Feg)
z real, pois o 1¥ membro é sempre nulo. 5 = &5; 5.0, (F: S-@ 51
27. Fequacio: 3+ (-2) =y=7= -6 D xty+z 2
dequaco: 22+ (-2 =f=f=2 :7_,; ’ T
liequagio: -1+ 2 - (-2)=a=0=3 Ity !
xt+tyt+ z 2
28, a) A equacao linear x — y = 8 "traduz” o problema. ~ 2y -3z 5 & Z-(ldeq) i (Beq) -~
b) (10, 2); (8, 0); (0, —8); (12, 4); ... 2y — 3z 5 & 3)-(Heq) | (Feq)
€) 5P, x=8 4y sey=a e K asolugio é dada
por S = {(8 + o, o) x € R} Lt oyt z=2
2y +3z=5
29, Como (1, —1, 0) & solucdo, na 22 equacio obtemos: 5 3z

Ma 2¢ equacao: y

1 2-0=m=m 1. Temos: 2
{x y+ z 2 1*‘equan;§n:xrh Ziz-2=
y— 2z 1 45 -3z +2z=4= X 1+z=

Da 24 equacao, y 1+ 2z 14z . 1+a5— 3
- X -5 : ;e R ESPL
Ma ldequacdo:x —(-1+ 2 +z=2=x+1-z=2= 2 2 2

=x=1+z

L 31. a) x + 8y — 3z )
Para umvalor real qualquer e atnbuido az, seque a solucio: x 43y 2z -1 N
5={{1 4+ o -1+ 2o, o) x = R} 3x+2y+ z=5
30.3) [ iyt oz 9 )
x4+ y . 3 ~ x + By 3z 7

E 11y 5z B+ (l%eq) 1 (2eq)
3 2 <1
) ! ’ 22y + 10z 16— 3 ildag) i (Jeq)

x+2dy+ oz 9 )
- 3y — 3z 15 «{ 2)-(leeq) i (Meg) ~ I
7y — 52 = —31 «( 3) (laeq) 1 (¥eq) My -5z=28 o

{
x+2y+ z 9

y+ z (- st 8y —3z=7
Iy — 5z 31 My —52 =8
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X+EB+6=1=x 11;5={(—-11, — 6, —3)}; 5.FD.
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Assim, para z = o, o £ K, temos:
. ( fa i 13 Eihalﬁ)r_ﬂ_E“
11 11
b) [x+y 3 Xty 3
X tz A - y + 1 -
y+z 3 y 3
}(ry 3
o~ y+z 1 =z 1,y 2ex=5
2z 2
5={5 -2, 1)}
o [2x —y+ z=3
X+ y— 3z=1~
3x 2z=3

x-y+ z 3
— 3y + 7z 1 + (deg) 1 ( 2)-(¥eq)
3y — Jz 3 & (leq): ( 30 ¥ (Feq) 2

2u y+ z=3

- Iy+ 7z ‘) equacoes incompativeis;
Iy+ 7z =3
L]
difa-b ¢ 1
a-b+c 1 ~
a+b-c¢ 1
a-b-c 1 =a=1
- 2c e (1) (leg) | eg)=C=1
Zh 2 e[ 1) (leq) | (Beqg)=2b=1
5={01,1, 1}

32. Sejam x, y e z, respectivamente, os precos unitanios
do quibe, esfirra e suco.

2x + by + 2z 32
3x+ by + 3z=4470 -~

2x + 10y + 3z 49

2x + by + 2z 32

- 3y &, 60

S+ oz 17

Da 24 equacao, temos y = 2,20

Ma 34 equacado temos: 5- 2,20 + z
Ma 1equacdo: 2x + 5-220+ 2 -6 450
Logo, os precos unitarios do quibe, da esfirra e do suco
sdo, respectivamente, R$ 4,50, R% 2,20 e R% 6,00.

17=2z2z=6
32=x

33. Sejam x, y e z os pregos, em reais, da calca, da camisa e
do par de meias, respectivamente.

X+ 2y + 3z = 287
M+ oy + fz=0/4 -~
2% + 3y + 4z = 462
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x+ 2y + 3z 287
- Y+ z 100 ~
y — 2z 112
x + 2y + 3z = 287
- y+ z=100
z 2=z=12=y=88=x=175

Cada camisa custou RS 88,00.

34. x: numero de acertos

y: nimero de ermros

® ¥ 25 x4 y =25
500 + 200x — 150y = 600 200 — 15y = 10
x=11ey=14
Logo, ermou 14 questbes.
35.a) [ x4+ y= 10
¥ 4 -
2x Sy 1
X+ oy 10
- Iy 6 0 1)-(ldeg) | (2eq) ~
Ty 21 =1 2-(1deq) 1 (32eq)
x+y=10
- y 3=x=75={(7 3}
y 3

By -=x+3y —z=1 x+3y —z=1
xt y+z=7" ay 8

. x+3y —z=1 _ x—Z 5 .
¥ 2 ¥ 2
=x =25 — z. Para € R, a solugdo é dada por

S={5 - 2, o) ac K

ogrx+ y= 3
x— y=1 -

I+ fy=11
X+ y 3
- Zy= —2 «( 1)-{t2eq) 1 (2eq) ~
ay 2 «( 3-ideq) | (Beq)
Xty 3
- ¥ 1 =25=
y =05

3x ¥ 9
X+ v 1
Sx+ Ty 10
x 2y 8
Sy = —15
- 3y 7  equacbes incompativeis; 5 = (&
17y = —50

375
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276 Resolucdo dos exercicios

e [ x4 2y=11

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/2414501

x+3y=16 -
2x + by = 27
x4+ 2y =11
- Yy 5 e[ 1)-{1eq) 1 (BPeg) =X
y= 5 e[ 2-{l2eq) 1 (Feq}
5 = {01, 5)}
f) [ xty+z 4 [x+ y+ z
x T+ w=-4 _ y-3z+ w
y—2z w 2 y 7 W
x z+ 2w 2 y— 2z + 2w
[ x+ y+ z 4
y—-3z+ w 12
N 5z w=-16
z - 3w 0]
(x4 y+ z 4
y—3z4+ w 12
- 52— w=-16
16w 16
=w=1; -5 —1 16 =z=3;

2y -9 +1 12=sy=12;
x+2+3=4=x
5={(-1,231)

36. a)

1

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501

1

37. sgam a, b e ¢ as quantias de Ana, Bia e Carol, respecti-
vamente. Temos:
a+ b+c 340

a— 10 2b
3

- 9
;2 c

(Dbsemnque A% deaéiguala%aenque sobra é%a)

a+ b+ c= 340 a+ b+ ¢ 340
a—2b 10 — 3b C 330
3a 5C 45 3b — Bc 1065
at+b + c 340
~— b+ ¢ 330 =
fc 135

=sc = 105; na 24 equacio temos b = 75 e na 12 equagio
obtemos a = 160.

2c+ 21 + 3b= 2060 I 4
{12eq) + (~2) - (21eq)

38.
{41: i 31 + Bb = 37,20 {4.: ¢ 31+ Bb = 37,20

O sistema & indeterminado, com | = 4;

Ac=3720-6b — 12 = 4c= 2520 - 6b =

e 2o+ 3b = 12,60 =

a) R 4,00

b) Nao é possivel determinar.

c) Por'® 2c+ 3b = 12,60; entdo: 12,60 + 5 - 4,00
12,60 + 20,00 = 32,60 (32,60 reais)

d) Mao & possivel determinar.

39. Sejam x, y € z os pregos dos ingressos para arquibancada,
numerada descoberta e numerada coberta, respectiva-

mente.

Mz=x+y

(IT) 60% - 40000 = 24000
2459 - 40000 = 10000 =

15% - 40000 = 6000

= 24000x + 10000y + 6000z = 4320000 =
= 24 + 10y + 6z = 4320

El:l]}—::_r— %_:":-y 3z=0
Xty z Q

Sy — 3z 0~
24x + 10y + 6z = 4320

X4y z 0
— S5y 3z 0 —
T4y + 30z = 4320 «( 24 (Weq) | (Feq)

x+y z=0
- Sy~ 3z =0 =
108z 21600 « (14)-{(2#eq) | (5) - (#eq)

=z =200,y=120ex =80
Logo, os pregos da arquibancada, numerada desco-
berta e numerada coberta s3o RS 80,00, R$ 120,00
e R% 200,00, respectivamente.
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40. 5ejam ¢, ¢, e ¢, as quantidades de colchdes do tipo c,
c, e ¢, produzidas. Temos:

96-c, + 144 - + 240 -, = 19200 (- 48)
96 -c, + 48-c + 24.c, = 10080 {: 24~
96-c + 96-c + 24.c, = 12480 (: 1)

2c, + 3¢, + 5c, = 400
— A4c + 2+ ¢, = 420 ~

4c, + 4, + ¢, =520

2c, + 3¢, + 5 400
— 4c, — 9c, 3gn -~

2c, - 8¢, 280

2c, + 3c, + 5o 400

— 4c, — 9, 380
9c, 180 =c, =20

Na 24 equacao: —4c, — 180 380 =c, =50

MNa 1*equacdo: 2c, + 3-50+ 5-20 =400 =, = 75

A soma pedida é 75 + 50 + 20 = 145.

. 1 41
41.a)4 - 6= -2 @4-— 371

b) 14 — 27 13 fy a8 - & 2a’
2-(-2)=4 g 1-(-1)-0-1 1
d) e h) sen®8° + cos? 8% = 1
42.a) -4-2-1-3 83 11

b)1-3-0:(-1)=3

3 3
cA+E ;det (A + B) 15

0 5

-
dja B [; 31];detm B)=5-6=—1

2 3]
18l
13
7 QJ_
det (A - B)

[0
a) At [13 ﬂ_adet{ml?} 12

33
d d i
43.4-| " ¢
d?l d?? 5

&4.a) 0+ 10 — 1

43]‘[2 0
2 2 6
det (A + 2B) 16 + 3
a3|]1 o
2J{13

42 +9

A+ 2B
e) [1

fla-B {1

22]:dem 2 - {-10) =12

2415+0=22

b)7+44+0-144+04+5=12
cg0-15+0+18+0-4 1
d) -15
n Tz 93 0 (1P (2P
45.a) A = a, a, a, 10 (F
3 Ay 8y FLE B g
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0o 1 4
1 0 1/|;detA=0+44+4-0-0-0=8
4 1 0
b) A" = A; assim det A' = det & = 8
1 2 2 11 1
46.4 11 1 2|:B 1-1 1|
1T 1 1 1-1-1
det A = 1edetB 4
o 3 3
A+ B 0 0 3 |;det{A+B)=0
0O 0o 0
5 —3 1
A-B 9 gl:detia-B)=10+4-6-12=-4a
3 -1 1
. a)mlx — 2} — (- 3)-x+2)=8B=
=¥ —-Mx+3Ix+h E_Ut’lx 2=0=x=10ou
4 2_:-5 {1,
l E;,fs
.
3 J‘x s ‘_“b(
E R u-
Logo, a equacio é:
I— A4+ 4+ =0 - 3x=0=2x(¢ -3 =0=
—=x=0oux —3=0,istoé x=t3
s = {o, 3,3}
<)
SFET
,,>-;‘ T T
kO | 1,. e 'y &b+ 1) e
Obtemos, assim, a equagio:
-+ 1)+ B+ 1) - ==
= 2+ A -2=0=2¥-2X+1=0=
=S x-1F=0=>x=1
5= {1}
£8B.a) 3x A+ I =x=
=3x dx B =x=
= —-=8=
= = 4=
S xeR|x= 4]
zle f

h E1
x”’j}‘:z )1(

0’;U>;p u“\u

Logn, obtemos a dmlgualdadc:

18
S={xeR|x=

24+ 14 1hx =
1}

Bx=19%> -19=2x> -1

377
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378

a) Devernos ter D+ 0, isto &, m & 2.

b) A condicio D = 0, ou seja, m = 2, é necessdna, porém
nao suficiente.
Sem = 2:

x+ y=3 |x+y=3
x+dy=2 |xt+ty=1
Assim, nao existe m = B para o qual o sistema possui

infinitas solugtes.
) m = 2, pelo item anterior.

50.2b - 3-(a
12b ~ 23 — 16
2b-3a-11

{_1 Ob - 2a=16

51. a]{ J
0

equaches incompativeis

1V=14=2b-3a =11
2b=0=10b - 2a =16

= a Feb=1

k‘ 0=2Z-kK-B-K=0=

2ouk=5

X+ ky 1
k+1x+2y=0
Tk
k+1 2

Devernos ter D + 0, isto é
EF-k+2+0=3k+f1ek+ -2

=k

52. O sistema f_"{

2-kk+1)=2-F -k

53.a) [ x+2y =0
3x+5y=0

o xt 2y =0 =
y=0 i 3-(12eq) i (22eq)
{{0, 0)} = 5.PD.

=y=0ex=0;5

b) [-x+2y=0
=14y =0
x+2y=0

{ x—2y=0 «(3) - @e)
Obternos equacbes equivalentes e para o & B o siste-

ma se reduz 4 equacao linear —x + 2y = 0 == x = 2y;
5 = {(2a, aore & B} = 5P

C]Z:HBy z=10

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/2414501

di[ x +2y - z=0
2% y+3z=0 -
e + 3y + z=0
X+ 2y z=10
~— Sy + 52 =0 «(-2)-(l21eq) + (Heg) ~
Sy + 52 =0 (-4 -{14eq) + (32eq.}

,_.xizy z=10
y+ z=0

2dequacdoiy = 2

lTdeguacdoix + 2z —z=0=x+z
Assim, para um valor o real qualguer de z, obtemos:
5 = {{—o, o, o), w € R}; 5P

0=x z

5f.a)m - 2=0=m=2

b)[ x— y+ 4z=0
2x + 3y z=0 -

bx — y+ 152=10

¥ y+dz=10
Sy — 92 =0 «(-2)-(1eeq) + {24eq) —~
) Sy —9z=0 «(-6)-(12eg)+ (3req)
- {x
De Sy — 9z

y+d4z=0
Sy—9z=0
11z
L

. 110 S
5 —_—
{( 5 "5

a gualquer de z, podemos escrever, alternativamente,
5= {{ = 11cx, Gex, Sox ), e = K}

m+1) - y=0
Se na 22 equacio o cocficiente de y se anular, isto &, se

m 1, o sistema admitird infinitas solucdes.
1, teremos, come dnica solucdo, o par

0, temos ¥ % e, na 19 equacao:

. 58z = @, eSTevVemos:

),rx& H]DLI ainda, para um valor real

Assim, se m
ordenado (0, 0).

56. Como o sistema é homogéneo, a condicdo D = 0 é su-
ficiente para garantir que o sistema seja indeterminado

(e assim, admite solucbes proprias).

1
ajb=0= O=m+8=0=m g
4 m
b) Sem &, obternos x+ly u_:-xrzy 0=
dx By =0

=X 2y; solucdo geral: 5 = {(—2m, a)f; o € R}
Algumas solugbes proprias:

a=1=(-2,1)

o=3=(-63)

[+ 4=18, -4

-4y + z=0 ~
Ix+ y—2z=10
2x 4 3y z=0
- My — 3z =0 +«{leqg)+ (-2} -(2eq)
v+ z=0 «{laeg) -3 +({3eq) (-2}
2+ 3y z=10
~ 1y 3z=10 =
322 =07 -(Beq) | [ 11)- (3 eq)
=z=0y=0ex=0;5= {0, 0, 0)}; 5PD.
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b Desafio
x: numero de cédulas de RS 20,00
y: nimero de cédulas de R$ 50,00
z: numero de cédulas de R$ 100,00
x+ oy z 96
20x + 50y + 100z = 5200 -~

y =25, pois (x,y, 2) & PA.
x+  y+ z 96 xty+ oz 96
~¢ 20x + S50y + 100z = 5200 — 5 30y + 80z = 3280
X 2y + z 0 3y 96
De: —3y 96, temos y = 32
Ma 22 equacao: 30 - 32 + 80z = 3280 =z = 29

Ma 19 equacdo: x = 96 — 32 — 29 = 35
APRA E(35 32, 29); sua razdo & —3.

P Exercicios

1. a)

b)

2. Um unico plano, se as trés forem coplanares. (Veja figura

=/

5e ndao houver um dnico plano que as contenha, duas
a duas elas determinam um dnico plano. No total, sao
trés planos: imagine que as retas sejam r,, r, er,. Temos:
w={r,r)f=0r,.)ey=I(r)

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501
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3. Seos4 pontos estdo em um mesmo plano, determinam
um unico plano.
Se os 4 pontos nao estdo em um mesmo plano, agrupan-
do-os de 3 em 3 obtemos 4 planos distintos.
5205 4 pontos estio em uma mesma reta, existem infinitos
planos gue os contém; assim, nenhum deles fica determi-
nado {de maneira inica).

4. 5Sgam a, b, c e d as retas. As retas a, b e ¢, sendo duas
a duas concorrentes, s30 as retas suportes dos lados de
um tridngulo; portanto, s3o coplanares. A reta d, sendo
concomente com as trés anteriores, estara também contida
nesse plano.

Logo, & determinado um L'mi:t:,o plano.

5. Trés pontos (representados pelos pés das mesas) ndo co-
lineares determinam um Unico plano (o plano do dhaao),
mas quatro pontos podem determinar mais de um plano,
“provocando”, desse modo, o balango da mesa.

6. av
b)v
v
dyv
e) F

T. ajoefoey;, aed
b) p ey (paralelos coincidentes).

p e &; ye & (paralelos distintos).

8. a) F A reta pode estar contida no plano.)
byv
oV
d)F
eV

9. a) Faralelos.
b) Secantes.
c) Secantes.
d) Secantes.
e) Paralelos coincidentes.

10. Vamos apresentar, para cada item, duas respostas possives.
a) plano [CDE} e planc (GHI); plano (ABC) e plano (EFG).

plano do solo
aesento
b) pl ! LA a0 é CD;
) planc (ABC) e plano (CDE). A intersecdo é CD;
plano do plano do
encosto assento

plano (CDE) e plano (EFG). A intersecao é EF.

379
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) AEe(D: EGe .
d) AE e BC. O plano determinado por elas é (ABC),
i

plano do
encosto

F e TF. O plano determinado por elas é (CDE).
(R}

plamo do
assento

e) AD ¢ secante ao plano (CDE)
O traco de A0 no plano é o ponto D.
EG é secante ao plano (GHI)
O traco de EG no plano é o ponto G.
2B é paralela ao plano (CDE).
f pa plano {
Fesento
ED & paralela ao plano (GHI) .
pa plano (GHI},
solo

11. a) V
b) v
v

12. a) Vv
b) v
c) F, pois, se forem reversas, nao havera plano que as
contenha.
dyv
e) F; podem ser reversas.
fiv
9V
h) v

d) F; s3o secantes.
e) F; areta ésecante a0 plano.

13. a) Concorrentes.
b) Reversas.
c) Paralelas distintas.
d) Secantes.
e) Paralelas.
f) Reversas.

dv
e) F
fiv

14. a) V
b) v
o F

gl Vv

15.a) Vv
b) F, pois elas podem ser ortogonais.
ov
d) F; no cubo ABCDEFGH, as retas EH e FG sao per
pendiculares a reta F, porém as retas EH e G s30
paralelas entre si.

H G
% m—,

:

0h....| o
A B

e) F; no cubo do item anterior, AE & perpendicular a
AD; TD é perpendicular a A0 e as retas AE e CD sdo
reversas ortogonais.
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16. a) F; sdo paralelas distintas.
by v
c) V, pois sao paralelas distintas.
d) F; sd0 reversas.
el Vv

17. a) AE ¢ AE sao concomentes e estio contidas no plano
(ABE); AD e CD sao concomrentes e estio contidas no
plano (ABC) etc.

b) AE J/ EF, pois AB e EF estio contidas no plano (ABE);
EF // GH, pois EF e GH est3o contidas no plano (EFG)
etc.

) ABLFG,DCy ABe DCL FG.

EF L TG, BB/ TF e BB L TG etc.

d) AE // plano (BCG), AD /f plano (BCG), mas AE e AD
sao concorrentes; 2B f plano (EFG), BC Jf plano (EFG),
mas AB e BC sdo concorrentes etc.

1B.a) Vv
by v
c) F; a reta pode estar contida no plano.
d)v
e) F; uma reta perpendicular a reta dada pode ser paralela
ao plano.

fiv

19, a) AM ¢ perpendicular aos planos (ABC) e (MNFP).
b) AN, BN, TF, D0, ER e F5
c) O plano (CDQ) é paralelo ao plano (AMS).

d) Flanos: (MNPF), (ABC), (ABM), (CDQY), (AMS) e (EDQ).

20. a) Aretar.
b) A reta s.
c) Areta t.
d) 90°

21. a) 5im; o traco de TG no plano (ABE) é o ponto F. Os
planos (BFG) e (EFG) contém E, e FG @ perpendicular
ao plano (ABE). Assim, pela definicao, os planos (BFG)
e (ABE) sdo perpendiculares, bem como os planos
(EFG) e (ABE) também s3o perpendiculares.

b) Sim; observe, por exemplo, que o plano (ABC) contém
a reta Ef, que é perpendicular ao plano (CDG).
O traco de um no outro € a reta .

¢) Sim; o plano (BDF) contém a reta DH, que & per
pendicular ao plano (ABC). Logo, os planos sao
perpendiculares.

O traco & a reta BO.

22. a) F; os planos podem ser obliquos.
by v
c) F; uma reta de um plano pode ser paralela ao outro
plano.
d) F; s30 infinitos planos.
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e) F; os planos podem ser paralelos.
f) F; os planos podem ser perpendiculares.
alv

23. a) Planos: (ABC), (EFG), (CDN), (EFK).
b) 5im; reta Fr; obliguos.
c) Secantes.

24, a) vV
b) F; a projecao pode ser um ponto.
c) F; a projecao pode ser um ponto.
d)v
e) F; se um deles for perpendicular ao plane, sua projecio
& um ponto.
flv
gl F

25. a) F; clas podem estar em planos paralelos e ser reversas.

b)v
av
d) F; os "lados” de um angulo sdo semirretas.
eV

26. a) 3 cm
b) 7 cm
c) 2cm
d) 7 cm
e) 3cm
f) 3cm
g) / cm

P Desafio

No movimento de subida e descida, as extremidades A e B
realizam trajetdrias de arcos de crcunferéncia.

O centro de cada uma dessas crcunferéncias é o pivi-ponto
central da gangorra. Ao projetarmos essas trajetorias ortogo-
nalmente sobre o plano do chao, obtemos dois segmentos
de reta, como é mostrado a seguir:

/

Alternativa b.

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501
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Resolugio dos exercichos

381

Poliedros

P Exercicios

1. a)a=25am %cm
-
d=af3=4d 5;3 cm
A =6B-a=6-(25 =A =3/5m?
Vo=a'=(2,5cm) = 15,625cm?
b)a=b=2cm;c= 2,5cum

d -@.{3?1':!-:'1":::|

57

=d==—ocm
z

RN RN

A =a-b=A =(2m)-(2an}=4an’

A =4-a-c=A =4-2cm)-(2,5)cm = 20 cm? -

= A =2-A +A = A =Bom’ + 20 cm® = 28 cm’

V=A c=V=[4mm)-(25cm)=10an?

ca=3amb=15wm c=2an

d=~a+b +c2=d 1||37+l,57l27—>
+&1

_ad—Tcm

A =a-b=A = (3cm)-(1,5cm)

A =2-a-c+2-b-c=>

= A =2-(3am)-(2cm)+ 2-(1,5cm) - (2 cm)
18 am?®

A =2-A +A A =2-45cm’ + 18cm?

4.5 am’

27 cmé?

V=a-b-c=A -c=2V=[45cm?)-(2an)=9cm?
2. a=4dm;b=7dm:;d=3{10dm
d2 = a4+ b2 + @ = (310 = 8 + 77 + & =
= c=5dm
V=a:‘b-c=V={adm)-(7dm)-(5dm)= 140 dm?
3. 12-a=48cm=a=4cm
d=af3=d=43m
A=6-a"=A =6-{@am)f = 9%6cm’
V=a=V=(4om) = b4 an’
4. AABC retangulo A o
a+a=012F=
= a’ £-:’.\uil—l.'.i,l_:r-ﬁm a l2m
100
) . f2
. &t R
A-bB-a’=A -8 "}D:}* _
= A =432m B 4 c
Vv=a'=Vv=[062 >v=0432Tm
5. a)

¥
®
19 ® (OF
®
®
¥
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82 Resolucdo dos exercicios

A=3bdan’ =Z-A +2-A +2-A = 30dom’ =
=2-dx4+ 2-4-2x4+2x-2x=304=
= +Ex—9 =0=x=7com

b)x = 4cm
V=x-2x4=V={4am)-(8am) - (4cm) =128 cm?
) x=6cm

d=a+b+F=F 4+ ¥+ (I =5+16=
=d*=5%-6"+16=d=14cm

6 a, b, ¢ medidas das dimensoes do paralelepipedo {em cmj
* ] volume do paralelepipeda: vV = 192 cm?®

V=a-b:c=abc =192 cm?®
Considerando a - b = 32 cm® e a - ¢ = 24 cm?, temas,
de (*:

32:c=192cm=c=bom
24-b-192cm=b - Bem[ D o= 48

A area total do paralelepipedo
A=2-a-b+2-a-c+2-b-c=
= A = B4 om’ + 48 cm® + 96 cm® = 208 cm?

T. v volume do paralelepipedo
V, = (20 cm) - (30 cm) - {45 cm) = 27000 cm?
V_: volume do cubo de x cm de aresta = V_= »*cm?

a) ComoV, =V, temos x* = 27000 cm® = x = 30 cm
b)d = x{3=d=3043am
€) Area total do paralelepipedo:

ATp 220304 2-20-454+2-30-45=

= A = 5700 cm?

Area total do cube:

A =6-30° = A_ = 5400 cn

T
An  5700cm® 19

Assim, — =
A_ 5400cm’ 18
8. a) A -6’
A, = 6 (227 = 4 - (6a7) =2 A =404
Vo V=8V
. .
W= (2a)? Ba-’:
b)A — 63 :
} 1Y 1 e e AL A
A 1 — - (ba t
. (?a) 9 (Ba”) g
V=a 1
' (l )3 I V=57V
3 27
o) A =6’ 1
. 1 A=A
a =6l (& t
. (2) n (ba") 4
W= a 1
LY - o1V B v
2 8
d ba’
) A, 2 R Syt
A = 6 (kal? = K - (6a7)
V=2t

v - (kap k=-as}‘”" e

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501

medida da aresta da base: x dm
9. Resenatoriooriginal:y medida da altura: h, = & dm
volume: V| = 8¢ dm?
Movo resenvatonio:
medida da aresta da base: (x + 0,2x) dm = 1,2x dm
medida da altura: h, = (8 + 0,2 - 8) dm = 9,6 dm
W, = (1,2¢° - 9,6 dm® = 13,824 ¥ dm?®
Como 1L=1dm*eV, = 310,41, entdo V, = 3110,4dm?
Logo: 13,824 = 3N04 = = 225 =x = 15

10.h=4m2a+2b=40m=a+b=20m

V=A-h=a-b-4 | | : 4m
V =384000L = 384 m?

= 4ab = 384 = ab = 96 b
a

a+b=20 =a=12meb=8m
ab = 96
x_y 15

!.'I..2 2 & =F Smey=10m
a)A=2-5-100+2-(5-15)+2-(10-15) =

= A = 550 m?

b)v,=(2m)-{4m)-({&m)=48m*
Vo, =1(5m)-(10m}- (15 m) = 750 m?
Porcentagem de acréscima:

Vo=V y5p - ag
W 48

1
12. Considerando a PA. (x — 3, x, x + 3), as medidas das
arestas do paralelepipedo sdoza = (x — 3)ocm, b = xcme

14,625 = 1462,5%

c =[x+ 3)cm.

A = BAbcm’ =

=Dx =3+ 20— 3) x4+ 3+ 2+ 3) = BAE =
= x=12an

Assim, obtemos:a = 9cm, b= 12amec= 15cm

a) Medida da diagonal:

d=yF + 12+ 15 =>d = 192 cm

b) Valume:
V=912 - 19 cm® = Vv = 1620 cm?

medidas das arestas das bases:
a=12cmeb=21an
13. 1 bloco 4 altura: h %{2.3 + 2b) =
24 + 42 —h
11
V: volume de 1 bloco
V=a:b-h=¥V=12-21-6=V=1%12om?
V,: volume de 1 cubinho de 3 cm de aresta
V, = (3amp = 27 cm?

= h B om

v _1s12
.27
C: custo dos 20 blocos = € = 20 - 15 reais = 300 reais

P: preco de venda dos (20 - 56) cubinhos

n: numero de cubinhos de 1 bloco = n 56

1120 cubinhos
P = 1120 - 0,80 reais = 896 reais
L: lucro obtido = L = P — C = 896 — 300 =» L = R% 596,00

384/420



15/11/2019

14. a: medida da aresta do cubo.

X, a e%a: medidas das arestas do paralelepipedo.

LLELEE] B

i

H

'

i

0

i
w

N

i

H

'

i

H

'

L

'

H

i

H

'

T

H

[E—

&l

W

a X

V,: volume do cubo = V| = &°

V.. volume do paralelepipedo =

3 3
=W, x~a-za E-xa"
V, =V, =2 é-:(a:'_:u:-t %a 1

A area total do cubo = A = 637
A area total do paralelepipedo =

= A =2x-a)+ 2-(%3-3) ' Z-(x-%a)_:r

8 3

E 37
—a+-a+ 3= —=a
3 2 A, L

= A,

1
2
logo: &, — A %a’ 6a® %

Alternativa a.

15. Dimensdes das paredes internas do vasao:
Base: a 10 cm;
b=12cm —1com=11cm
Altura:h = 24 cm — 0% cm = 23,5 cm
alV=a:‘b-h={_{10cm)- (11 am) (23,5 cm)
2585 cm? = 2,585 L
b) ¥': volume do widro
V={12cm) - (11 cm) - (24 cm) — V =

Maom — 1em

=\ = 3168 cm® — 2585 cm® = 583 an®
16. a) Prisma reto triangular
3.5am
C
4om <73 om
B
MABC retingulo = AC = ABT + BC =

=S AC =4+ F2AC=5um
A, =4-35+3-35+5-352A

£y
A %-4-3_:‘;\3

A=2-A+A A =2-b+42=A
V=A -h=V=6-35=V=21cm’

42 cm?

& cm?

b) Prisma regular hexagonal

h=25cm

£=1cm

A =6-(1-25=A =15

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501

54 cm?®
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Resolugio dos exercichos

A, ¢ a drea do hexagono regular de lado ¢ de medida
igual a 1 cm.

- 3
A E.(ﬁf_)_mn 385 oy
A=A+ 2 A=A 1512-%&_;
= A 3f5rﬁ}cm“
V=A-h=V %1-2,5_91# %Iicm3

c) Prisma cbliquo de base quadrada

Jom
A face lateral
figura 2

figura 1

Figura 2: h
AAEB retangulo = sen 60° Ela

=h 3-::m

3
A, =4-(AD-h)=A, 4-5‘%4,&, 3043 en?

Figura 1:

A =3-3=2A =9cm’
A=2-A+A=A
63 + 5/3) e

Figura 1: -
. 3
APQR retingulo = sen &0° E iE %

3
2

(18 + 30)3) cm?

=H cm

(=
3 o3
VoA Hov-9- T2 oy-4

17. 3¢ = 12dm = £ = 4dm
MAMC retdngulo:
b+ 22=4=h
H: altura do prisma
H=2h=H=4{3dm
A %--!Hh_:u.ﬂ-\n %-4-21@_”% 43 dm?

A
3-4-4/3=

2~E dm

A, =3 (6 H = A,
= A, = 483 dm’

A=2-A +A=A=-8F+483= £
= A 5643 dm?

V=A - H=V= (43 (af5)= B8 M

=V = 48 dm? base

18. a) A B
25 p Al g

Nlﬁh

5
cCHs 6

@ @ |[O|@p-¢

H5 Y% W 1.;21’? 6
25 3
figura 1

383
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Rezolucho dos exercicios

A ] B

IE'

oDzT 1 F2C
figura 2

Na figura 2 (base do prisma):
MBPC retangulo:
h*+4=20=h=4cm
1 1
A z{bi B -h= A zlff: F10) - 4 =
= A = 32cm’
logo:V=A -H=V=(32cm’-(12cm)
b)a =2 -85+ Ay + Ay
= A =2-245-12410-12+6-12
= A, = 488 + J5) e
3: 5
L|:|g;||::n:i S - ; _:ri R SN _24—
A, aglasds) A 33

384 cm?

19. H=8cm
BD: diagonal do quadrado ABCD
d= 2= E».‘E 2= ¢ =6cm
A = = A = (Bom) = 36 cm’
A =4-f - H=
= A, =4-(6cm)-(8cm)
A=2-A+A=

= A = Jom? + 192 co?

192 cm®

264 cm?
288 cm?®

V=A -H=V=3b6-8=V

&3 dm

20.H = 20dm; a

AADE equilitero = M ponto médio de AB
Mg = L
2
HOMB retangulo:
rd F
£ = a4 £ = ElS

4 4 (643 = ¢

A -6-A_ 5-(%~r-a)_mt 31263 =
= A, = 2163 dm?

A =6-£-H=A =6-12-20=A = 1440 dn’
A=2-A +A = A = 43243 dn? + 1440 dm® =
= A = 14410 + 33) dm?

V=A-H=V=(216/3) 20 = v = 43203 dm’

12 dm

21. H = 4 cm (medida da altura do porta-joias)
x = 3 cm (medida da aresta da base do porta-joias)
A=T-x-H=A =7 -3cm)-(4cm)= 84 cm’

L3
Logo, a quantia adicional & 84 - R$ 0,15 = R$ 12,60.

22.v=192{3m*% A = 192
£: medida da aresta da base
H: medida da altura do prisma

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501

A, ﬁ-(%)—w 35,
A,=6-f-H=192=¢-H=32m" ¥
V=A-H %-F-H 192{3=¢-H=128=
= LEH) = 12B=€-32=128=¢=4m
Assm:b-H=32m=Edm)-H=32m=H=8m

23. ¢ medida da aresta da base (A equilatero)
h: medida da altura da base
H: medida da altura do prisma
p=12dm=3 =12dm= £ = 4dm

A %li_:,g\n %IE_;% .q_ﬁdml'
5 A3

5 5 E =
2. hsH=2.-22 2. 43 H 3d
2 TN Ty 44""_"’ HHam
A =3-f-H=A =3-4-5F3=4, =60f3dw
a)A-2-A +A=A (83 +60f3) dn - 683 dm’
b)V=A - -H=>V=43 53>V =60dm
24, Base: & um hexagono regular de lado de medida
igual a £ cm.

o [eoB) ze B
2 2

H

18 cm
Bt - H) = A,

l_,[ﬂ).3 108€ = £ = 83 cm

6- 186 = 108¢

3 2

plre T

108 - 83 om? = 86443 cm?
385 -5
2

Assim: A,

V=A -H=V 18 =

=V = 518443 cm?

AABE 1sosceles = M é ponto meédio deBE = ME =4m
AAME retdngulo = AM? + 42 =52 = h =AM =3m

ASSIm: A %BE S AM = AL %{8 m) - {3 m)

12 m?

Ay =CD:-BC= A, = (Bm)-(5m) =40 m?
A=A + A =520

H=18m

logo:V = A -H=V =52-18=V = 936m?

26. a) 5 faces: 1 base + 4 faces laterais = piramide qua-
drangular

b) 10 faces: 1 base + 9 faces laterais = pirdmide eneagonal

€) 6 arestas: 3 dabase + 3 laterais = piramide tnangular

d) 16 arestas: 8 da base + 8 laterais = piramide octogonal
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27. Base: poligono convexo de 11 lados.
Temos:

11 vértices do poligono da base + 1 vértice da pira-

mide = 12 vértices
* 11 arestas da base + 11 arestas laterais = 22 arestas
* 11 faces laterais + 1 base = 12 faces
28. a) n = ndmero de lados do poligono da base = nd-

mero de faces laterais
5,: soma dos dngulos do poligono da base

5, =(n — 2) - 180°

1
5, soma dos dngulos dos tridngulos das faces laterais

s, =n-180°

5 +5 =20-90° =
=(n—2)-180° + n- 180° = 20 - 90" =
=n==8

Logo, a pirdmide & hexagonal.

b) Da mesma forma gue o item anterior, temos:

5 +5 =56-90°=
=(n - 2)- 180" + n- 180°
=n=15

Logo, a pirdmide é pentadecagonal.

56 - 90" =

29, A planificacio dada corresponde a uma
pirdmide de base triangular. 530 4 vér
tices (o da piramide e os 3 da base),
& arestas e 4 faces.

30. a) Vértice D e base EFGH.

A = (bcmf = 36cm’
DH=h=6cm
W %-Ah-hq‘-." %Bﬁcm’}-fﬁcmlq

=V =Jj2om?

b) Vértice A e base FGH.

MFGH retangulo isdsceles

A %-rc.-c.H_mmH %-Ewl':i_:r
=A_ = 1dom’
AE = h = Bcm
Gom
v %'.ﬁ.w'h_)v %-13-&4*.{ 36 cme

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501

31.H
ip
,.'.'._n
v

32, Base é um losango, em que d

H
A,

Resolugio dos exercichos

& cm; £: medida da aresta da base
4 =Bocm=£=2cm
oA = 2an) = A = 4o’

%‘AD'H—"’V %{4CIT|J}'I:E|CI'I'I1.| 8 cm?

BmeD = 10m.
12 m

iz.[]..j_;.&.h %-t‘l{]m}~i5m} som|

1 1 .
=V ?-PE-H_N." ?-{3{Jm?}-{12m} 120 m?

33, Base do tetraedro & um tridngulo equilatero de lado de
medida igual a £ cm.
12 cm = 3¢

p

a)

b)

o)

12cm = £ =4 cm

figura 1
Como todas as faces do tetraedro sdo triangulos
equildteros congruentes, temos:

figura 2

A t-(_f?;ﬁj_m: (4 cmf + 43 = 1643 cm?

H=V0=7
Figura 1: AVOA retangulo
VO? 4+ AD? = (4 cm) = 16 an® (]

Figura 2: AABC equildtero

A0 - 2. am a0 - 2(HB) 65
3 3\ 2 3
-
= AD &_jicrnz

Substituindo (2 em (1), temos:
= rs 3
H’l(—"J-—4j) #H=26
3 3
W %nﬁn-H_::V %{Mﬁcm](bj@m)_a
=V %u‘n!‘

34. Base é um hexagono regular de 4 cm de lado.

An

o ()

: ﬁ-‘VTﬁ_mh 2443 cm?

Figura 1:

LVBC isosceles de altura WiV 5—35 am

AVOM retdngulo = B+ OM?

==

WM =

h* = (44B6F — OM: (@

OM: altura do tridngulo equilitero OBC
oM f—"l'zi_.-.::-m i‘}l&cm 25 cm #%

Substituindo == em (%, temos:

h?

9 - 12=h

EEﬂﬂ

385
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Rezolucho dos exercicios

Logo: V ;— [24-1'33 . EJEJ =V = 4847 em?

—
A dom g 2om
figura 1 figura 2

Figura 2:

AVMC retingulo = VM? + 4 = 100 = VM = 446 cm

A %-HC-VM_:-A,‘E %-4-4.5_;

WEL
&6 cm?

= AL
Logo:
A =6B-A = A =486 cm’

A=A+ A=A = (243 + 48J6) cm? =

243 (1 + 243) o

Bm;a 2-@ m
a: medida da altura do triangulo equilatero de lado de
medida £ cm

€43
3
A - area do tridngulo eguilitero de lado de medida
£=4m
| £A3 | ERRE] = A = 443w
4 4
A =6-A =A =243m

%-244'3-34\: B443 m?

= A

Zﬁm_:-f 4 m

1
logo:V =—-A -H=V
ogo A H=

36. Na figura, temos:

A 61'2_m o
642 - 2
2

6" = h = 8cm

2
% —'ﬂ":;_"'_ = AD

AVOA retingulo = b =107

Al = AD = bcm

Logo: V %-[6&3’-34&{ 192 em?

£: medida da aresta da base

6f =24cm=£ =4cm
x: medida da aresta lateral

bx =30cm =x=5cm
MADB equilatero

e -3
A:.DE T—i
=A 4?'—4"5_3

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501

= A, 443 o’
A =6-A, = A =245’
AVOB retangulo = H + € = ¥ =

=H =25cm’ - 1ean®=H = 3 cm

Logo: V %-&-HJV ‘;{24«5}-34&! 2443

38.f - 6cm

A CBon 2l n ofar
H: medida da altura do tetraedro
oty 6l

—— = H 246 cm

v
= V= 2592 cm?

3
1., 1 . (2.8
Loa-t=v- (b {zﬁalﬁ

volume {am?®) massa (g}
1 — 28 .
252 - x
= x=252-26qg=6552g

V(0 medida da altura da pirdmide; VO = £

39 {E: medida do lado da base da piramide

M: ponto médio de AB
VM: medida da altura do tridngulo isésceles VAB; VM = h
OM: medida da altura do triangulo equilatero AOB

om - A3
2

AVOM retangulo = VO? + OMF = VWNE =
347 7

se+3E _won-8L

Assim, temos:

. .11 £ 7 367 -4l
NORTINRERN A R

2 2

- S 3¢ - 43 2
AL.=6-A Er(2 £ 2) 3

Como W % “A VO =2V 4-,@ cm?, temos:
%%‘EE A3ami=¢=2cm
Substituindo £
A, = 6fTcmie A,
Eﬂ[ﬁ I -.,m amn?

Alternativa b.

2cmem ] el 2, obtém-se:

EirEcm"_>ﬁL, [BJ._F v I':ME]'
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VO: medida da altura da piramide; VO = h

40. 7 OM: medida do apotema da base; OM = 6cm (#*

41.

42,

Wi: medida do apotema da piramide; Y B2 cm

ANVOM retingulo = VO? = WME — OM? =
= h [EH'E cm:|" |[Ei cm}? 36cm®=h==6am
oM %-AH_:-AB 2-OM=AB-2-(6cm) = 12cm

Logo: %-.-’-‘«B’-h_:nv %-{ucm}?-{ﬁuﬂ}_)

=V = 288 cm?

A, e V: respectivas areas da base e volume do prisma
cuja altura mede h,
A e V,: respectivas areas da base e volume da pirdmide
cuja altura mede h,
Como A = A eV, =5V, temos:

A, -h, 5-(%-A,-h,)_>h? %h1_>

= h, = 0,60h, = 60%h,

2

A drea total do tetraedro & igual & area do paralelogramo
gue representa a planificacdo de sua superficie, ou seja:

a, = (1243 dm) - (9 dm) = 1083 dm?
H = 0D0: medida da altura do tetraedro
A0 %%ﬁ 6 dm

AA0D retangulo = A + ODF = AD" =
=1 = (63 — 6 = H = 62 dm

A, =g A=A = 1083 dm? = 273 dmv?

veloa Hosve1o(6) 2743) =
=V = 546 dm?

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501

A - area da face VBC

A =—2.020-h
2

L 4

=h=0,7
om = 2B
7

A =028m=4-A

AVOM retangulo
VP = ¥ — OWF = VO?

=SVO=0443m

ABCD quadrado = A

Resolugio dos exercichos

0,10h

0,28m* = 0,40h = 0,28 m? =

m

Qr;—”m_:um 0,70 m
049m — 0,01 m* =
(0,20 my = 0,04 m?

V,: volume da piramide VABCD

B -

375

Logo, o volume do granito é: V = 4 -

G4, H — Im; A,
x: medida da aresta da base
h: medida da altura da face lateral

1
A, 4-(E-xh) 2h =

=» 2Zxh

15 m?

AVOM retangulo

&

225 %,

=5
@ 4

b H

4

=3 + 16
=x=3m

A X =

b

Logo: V

A,

=1

225 =0=

9 m’

0,3 A w0, 1 00t 0l

%~ﬁ\;'H_>‘\." (%~9-2)m3 & m®

£: medida da aresta da piramide

BD = &7 = OB %J;

VD = VB

£

387
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Rezolucho dos exercicios

BD+VB+VD =6+ 3fT=62 + €+ ¢
b2 +42) =302 +42) 26 =3

Assim: OB 3-";3

a) vO: medida da altura da pirdmide; vO = h

3{2“{:?]_:-

eVB =3

AVOB retdngulo = VO + OB = VB® =
9-2 32
h* =9 - =—=—3h==—"—
= a = 7
b)V-—1-A -h=V 15,32
3 3 2
Ly 2
2
A=3=9
ANVEBC equilatero
£ 43 3743 3
Ao T_:uﬂm n = AL %:

A=d4-A L A

: o3
logo: A=A + A=A -9+9f3=
=a =901 +43)

&6.¢ — bm; x 3H5m
oc f"i—z_mc W2 m

AVOC retangulo

(345 = 12 + (342f =
=H=33m ‘“""---.1____13 o
a)A, -~ (Bm)f = 36m? &m
HVMC retangulo = g? {11@]'? F=g=6m
A, 4~(%-Ei~ﬁ]m" 72 m?
A=A +A=A=108m
LA L 36.33m - 363 m’
)V == A -H=V-—2-36 3WIm =363 m
L] med[U‘MU} s OM_3 1,
HVOM retangulo B 2
=0t = 60~
x_ ¥ 4
4?.5 12 0> lTamey =24 an

&8. Como % # % , entdo os clindros 1 e 2 n3o s3o seme-

lhantes.

49. x, y & z: dimensdes da nova caixa, em decimetros

% % % k (razac de semelhanca linear)

V,: volume da caixa ori_ginal} - ii‘. K3

V- volume da nova caixa Vv, v - 8y

T 1
=k =8k=12
Assm: X =X o Z gy 4dm,y = 10dme
2 5 ! '
z=14dm
Logo: A, = ey + 2xz + 2yz = A = 472 dm’
50.V, = = 127-20 =V, = 960 cm®

'|.|" .

1 e IT: pirdmides semelhantes = —L ﬂ k¥ =
Vo 120

= k = 2 (razdo de semelhanca linear)

% % k=2 =h=10cmef==6anm
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51, £, = 10cm; V, = 8043 cm £ .
. = — 2
£, =5cm; Vv, =7 €,
v, i
v O F BV BV, S 83-8V, 5
I
=V, = 10y3 an’®
52. [¢ = & dm (medida da aresta da base de P))

h, = 12 dm (medida da altura de P))
h, = 4 dm {medida da altura de P,)

hy 4 1 A 1V,
lemos: —=—=—"=—=—8g—

h, 12 37 A 9°v 27

a) Calculo de A, ou seja, da drea da base de P

A e (€Y 4
oo (52)

6-36-43 ,

, =
= A 5443 dn??
) A, 1 -
Assim: —= 643 dm?
a3 9
b) Cilculo de V|, ou seja, do volume de P,.
v, %-ﬂ,*h_ﬂf %-545-12_:.
=V, = 2163 dm?
Vi 1643 =
* — — = 3
Logo: v, 27 =W, >7 =V, = B4y3 dm
h
83, h, =45cm L B N
h, = 15em h, 15
a) £, = 60 cm £ Bl . ;
€ -7 }_:rfl k_:'ﬁ 3= =20cm
b A 5% 4
A'I '&"I
54. a) Tronco quadrangular regular
1ecm A= (2 anf = 4 cm’
M o2 A = (1cmf =1cm’

i A = 4 - ==
N5cm ‘ Prra

] 1

1 i =—= 4 s

L =h =4 |:2 24+1) 1,5i|_:-

M \ p
2ecm = A, =9cm’
({face lateral)

logo: A=A+ A +A =
= A = 14 om?

b) Tronco hexagonal regular

1cm ¢

g = 3 cm (medida da
aresta da base B)

£ ﬁ
6| 2——]=
a6 (5
\p = A, %cm?
3Iem )
[face lateral)

£, = 1 cm {medida da aresta da base b)

A &(—r;q-—ﬁ)_:u.&.h %cm"’
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: : 1 .
A =B-A, =A b~[3-i511}-2]_>
= A, = 24 cm?
logor A, = A+ AL+ A, = A
3(s43 + 8) e

(1543 + 24) env?

&5, V: vértice da pirdmide que originou o tronco
x: distdncia entre V e a base menor do tronco, em

centimetros

Comparando as duas piramides semelhantes, temos:
12 ®

_ }

74 x+2!—bx 27 =2x=x=27cm

V,: volume da piramide maior
1 1

V, =247 (27 + ) >V, = — - 576 - 54 =
3 3

=V, = 10368 cm®
V. volume da pirdamide menor

v, %12?1_:1.{, % 144 - 27 = V, = 1296 cm®
logo:V,, =V, —V,=V,___ = (10368 — 1296) cm®
Q072 am® =
=V, = 90721
56. a) B e b: tridngulos equilateros
1 [
A 124 2 em? = 3643 em?

A %Ecm’ 1643 cm?
A=A A +A=A = (36(3 +16/3 + 180) e
(5243 + 180) cm?
b) a: medida do apotema do tronco
o, IB{Jcm?_:v;i[%'[Bi 12'.I'a:| 180 =

—=a==6on

5§7. a) Inicialmente, devemnos encontrar a altura do trapézio
(apotema do tronco) de uma face lateral:
36cm

34cm
199 =9 +g°=g=12an
Vamos determinar agora a altura do tronco do cone:

36em _ qeem
e 18em
15
! o —_—
! -
54;“ =27 em
W +@=12=h=3Tcm
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Resolugio dos exercichos

Seja ¥ o vértice da piramide que originou o tronco; a
distdncia de V' & base menor do tronco é x. Compa-
rando as duas piramides semelhantes temos:

54 37 4 x

=]

36 x

= — fx‘x_blh: Eh"TFZx_vx E'nr?cm
1

LTl g"—"‘q}‘{h +x) =

=V, %-54?-9{?4*.!, 8748 {7 cm?

Vo Vs = 3 367 XV, = 367647 =
=V, = 2592 {7 cm?
Vo=V, -V s = 874847 - 259247 =

=SV = 615647 cm® = 6156 « 2,65 cm® =

= 16313,4 cm? como 1 m? = 10fcm?, temos:

Voo = 0.016m%;
Vwm 1296 - 20 an® = 0,026 m*
Voo = (0,026 + 0,016) m* = 0,042 m?

b) A - drea do prisma a ser impermeabilizada

A 367 b4.36-20=A, 4176 cm?
A drea do tronco a ser impermeabilizada
A 54“4-[%436154}-12}_:

\-—V—J
area do trapézio

5076 cm?
A area total a ser impermeabilizada:

A=A +A = 9252 cm?

quantidade de
impermeahbilizante

400 mL
=
®

mL=3700,8mL=370L

= A,

area
1000 cm?
9252 cm?
5252 - 400

1000
C: custo aproximado da pintura

C = 3,70 - R$ 28,00 = R$ 103,60

58. ¢

S5dm; £, = 3 dm; a = 10 dm

A =5 -[%-{5 ¢ 3)- 10]4 A, = 200 dm®
59. Seja V o vértice da pirdmide que originou o tronco; con-

sideremos que a distancia de W a base menor do tronco
seja x. Usando a semelhanca entre as duas pirdmides,

temos:
12 44x
5] x
=2 =4 4+ Xx=
x = 4 dm
1 .
".-’D',Hmw 3 177-8= 'v’ﬂ,bmbmm 384 dm?
1
|/ — ER B A= Vs mene — 4B dMP
WV 384 dm® — 48 dm?® = 336 dm?

[ ]
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Rezolucho dos exercicios

60. a) 530 poliedros convexos: I, II, IV, VI.
530 poliedros ndo convexos: I e V.

bl| Poliedra v A F
i 8 12 6
II 10 15 !
III 16 24 10
IV [y 15 10
W 16 24 10
VI 12 30 20

€) Todos satisfazem a relacdo de Euler, isto &, s3o eulerianos.

12:5

61. A 30
2
V-30+12=2=V =20
62. A 12*5;2U'5 a0
V—-80+32=2=V =280
63. A B-34+6-44+1-6 24
2
V-24+13=2=V=13
GV - A+F=2=10-20+F=2=F=12
¥ tridngulos
12 faces
y quadrangulares

Sabemos que A %?—4 = 20 jx—;q{ =

= 3x + 4y = 40; como x + y = 12, segue que

3x + 4y =40 .
x+ y=12- resolvido fornece x = Bey = 4.
530 8 faces triangulares e 4 faces quadrangulares.

65. a) 5im, pois & convexp. ObservequeV = 4 F =4 el = 6.
b) Sim. Todas as faces sao tnangulares; em cada vértice
concormrem 3 arestas e & euleriano.
€) Nao; a base & um tridngulo retdngulo, que nao & um
poligono regular.
66.a) Sim;V = 7, F=7eA =12
b) N3o; uma face & hexagonal e as demais triangulares.
Além disso, no vértice da pirdmide concorrem & arestas
e em cada vértice da base concorrem 3 arestas.
) Nao; ndo é poliedro de Platao.

67. a) Octaedro regular; ele possui 8 faces triangulares (cada
face & um triangulo equilatero).
32'3 12, temosV-12 + B=2=>V =6

Como A

b) 5im; & poliedro de Platdo e todas as faces sdo trian-
gulos equilateros congruentes.

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501
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b Desafio
a) O poliedro obtido possui:
* B faces triangulares “geradas” nos wvértices do
cubo onginal;
* 6 faces octogonais (contidas nas faces do cubo
original). Assim, ao todo sao 14 faces.
b) Sejam:
V. volume do poliedro
V_: volume do cubo original

v, volume de cada piramide retirada

v %-vc_:.a-vm %-v‘ *

[+

Soma dos volumes das
& pirdmides retiradas

0 volume de cada pirdmide pode ser obtido por:
12 modo: A aresta (a) da base da pirdmide regular
triangular pode ser obtida pelo teorema de Pitdgoras:
F=w+¥oa=IF=2a=w
A drea da base & 32 3 W2y -3

25 4 4

2
A altura da pirdmide é —= {dado)
43

2 -3

4

XX
M3 2 43 B
2¢ modo: Considerando a base um tridngulo retingulo

isdsceles, temos:

At

H = x (distancia do vértice ao plano de base)

1 ¥

Ve =3 7% %
Dai: em (*
W 1

a=x

8-
[

— - g = B
[

(=

Corpos redondos
1. a)A =2n-1-2=A =4ncm’
A=A+ 2n- VP =A = bnan’
V=m-1"2=V=2ncm®
b)a,=2m-1-25=4A = 5ncm’
A=A+ 2In-1P=A = foom®
V=m-125=V = 251cm?

1::;|.-l31lf %*2‘11’*345#15-15-&
Aszegio mendiana
= A, =120 (r + 2) mm?
A=A +m-8 =A =8 (2301 + 30) mm?
v %wr-s’-w_:.v 480m mm?
2. r=4cm
h=22cm
V=m-4-22=V =39 ncm?
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Como 352 - m > 1000 (considerando m = 3,1 obte-
mos 1091,2 cm?® e considerando n = 3,14 obtemos
1105,28 am?), & possivel armazenar mais que um litro (ou
1000 cm?) de dleo.

A, =250nam® = 2Zn- 10+ h = 250m = h %cm
v r:-m?-%_w 12501 cm?
d=Bm=>r=4m
h=14m
V=mr-h=V 2—3-4’-14_:-"4' f04 m® = 704 000 L
1 minuto 160 L]
= X = 4 400 minutos
X F04 000 L
r"j_lh 3 dias + 1 hora + 20 minutos
3 —_— _—
72h 1
?h

Assim, 0 numero inteiro minimo de dias é 4.

28 h=1a4-2r
a8y lEm-se . 2_:, 2

14h + 48 = 0,

- [ar+ 20
O SISTEMma: 27rh

Substituindo-se (2 em (1), tem-se: ¥

de solugbesh = 6omouh = 8 cm.

Seh=6com, entior=4cmeV = m{4cm)® - (6cm)
961 cm?.
Seh=8cm,entdior=3cmeV =x(3an)’ - (8 cm)
721 cmi.
A, % mé;r=80cm = 0,8 m
br 3
a) A, 211'-r~f_1 ?_>r~h ;_:-
E 0,75 m = 75 cm

=08:-h===h
5

b) V== {0,8m)? - {0,75m)

15072 m*=15072L

(3,14 -0,64 - 0,75} m?

V=314-5%.20=V =15/0cm?
Como a massa de 1 cm® de merclrio é 13,6 g, entdo

1570 cm?® tém massa 1570 - 13,6 g = 21352 g de

mercirio, ou 21,352 kg.

a)A, =30n=2nr-h=30r=r-h=1501
V=4tag=m’-h=4wmr=r-h=45{2
Demi@ =r-r-h=45=15-r=45=r=13
Substituindo o valorderem (1), temos h = 5 m

b)a =A +2-A
A=30n+2-m-3F = A =4Bnm’

A =7 e V=250rcm’

V=A -h=rm-rP-2rodr=n-2rr=r=125=

=r=5am

A, =2mr-h=2mr-2r=4m = A = 4x-5 =

= A, = 100R cm®

A =nr = A = 25xcm’

A=A 4+2A A =100m+2-25m= A 150m cm?
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Resolugio dos exercichos

10. 12 caso

B=2nr=r iu:m
T
48 cm?
2 )
A= m=A :rr-(i) 18 A =516
n i
."-‘l,I AEFZAE_H'—".r

48+ 2-516=A
WV An-h_:\f 516+ 6=V = 30,96 cm?®
22 caso

A = (8 cm) - (B om)

L4

58,32 cm’

& om

b=Inr=r1 inn:r'|'||
T

A, = (B cm) - (8 cm) = 48 cm?
3

A == A n-(—)) 2 A =290

hus T
A=A, +2A A =48 +2-290=A = 53,80 cn?
V=A -h=V=280-8=
=V = 2320 an?

1. d = 24dm
h = 140 dm

2Am=r
14 m

1.2 m

Ven-(12mp- (14 m) (% 1,44~14)m3_:~
=V =63 36m°
12. a) A : drea total do cubo
A =6-10-10= A = 600 cm?
Moteque h = 2r = 10
A area total do dilindro (cilindro equildtero: h = 2r)

A =2ur-h m(10)* = &, = 100r cm?

. mh’ = A,

A =ar = A I[(%]?—}ﬂh 251 cm®

Portanto, a area total do clindro é:

A=A +2A A =100m+2-251=
= A, = 1501 cm?

A
Logo, -1 600 _ 4

A, 150r =@
b) v: volume do cubo
W= (10 cm)® = 1000 cm?®

1
V_: volume do clindro

2
V,=A -h=V,=251- 105V,

z

250w cm®

391
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292 Resolucdo dos exercicios

13. O volume, em cm?®, de café gque pode ser servido na 17. —

garrafa térmicaé - 57 - 18 = - 25- 18 = 450n Eomn
O wvolume, em cm?, de café que pode ser servido em um
copinho plastico &, no maximo, T+ 27 - 4 = 160 v, 449 5 mF = 4495 - 105 cm?
a) Como 30 - (16r cm®) = 480n cm® = 450r cm?, nao
havera café suficiente para todos. ral K
b) 4 area total da superficie de um copinho plistico é& 50 e | [s0em
(-2 cm® + {2 -w-2-4)cm’ = 20m cm? are——————
— | — 240 cm
area de area da ]
s b E‘tﬁ;m O volume de concreto usado na construcdo da torre é
Com o acréscimo de 25% de plstico, a quantidade de igual a diferenca entre os volumes de dois cilindros:
matenal plastico usado na confecgdo de um copinho & me (120 + 500 «h - m-120° - h
(1,25 - 20m) em? = 25w en?® = (25 - 3,1) cré® = 77,5 an® w170 h - 1207 - h = - h - (1707 - 1207
Para fabricar 1500 desses copinhos, sdo gastos m-h- {170 +120)- (170 - 120) = - h - 290 - 50
1500 - (77,5 cm®) = 116 250 cm?®. Como 1 m? 14 500m - h = 44950 - h
. B
10 000 cm?, temos um gasto de 11,625 m?. O custo Dai: 44950 - h = 4495 - 10f = h % =
desze matL:rla_I & 11,625 - 850 reais = 98,81 reais; e h —10fem — 107 m — 100 m .
com o acrésamo de 30%, o valor a ser pago nessa : )
encomenda & de 1,3 - 98,81 reais = 128,45 reais. 18. Vaoede = T '_E'? 122V, = 300 c:n
Ve =3 - _1[J_>‘-."mMn chr cm
h = 10 cm Se o copo médio custar x reais, o preco de 1 cm® de
; - 3" 7
14. a) Prisma:{ A, = (18 cm)’ = 324 cm caldo sera reais; o copo grande custarda 3x reais
V,=A,h 90n
e o prego de 1 cm? de caldo sera - reais. Como
W, = (324 co’) - (10 cm) = 3240 cm?
h=10am;r=28cm ﬁ = 10’;]]1, o copo grande & mais vantajoso.
Cilindro: A, = nr 22 (2,8 cmf = 24,640 cm? Outro modo: Comprando-se o copo grande, paga-se o
V,=A -h triplo do que se pagarna pelo copo médio mas consome-
2

-5e mais que o tnplo de caldo de cana (300 = 3 - 90) do

V, = (24,640 cm’) - (10 cm) = 246,40 cm? que seria consumido no médio.

O volume da pega €: V| — V, = 2993,60 cm® _
b) m: massa da madeira antes depois

19.
1 cm? — 0,93 g
f—

2993 60 om*———— m : ) h
P

—m=0,93-299360g - 2784048 g = 2,784 kg T 1z -
Ihl h1

15,V = 3,14 (0,5F 2=V = 1,57 m*
[ G

5e o volume do tambor & 1,57 m?, sua capacdade é de

1570 litros e o volume de alcool sera 157 litros. o . i
Owvolume das pedras é 16 - (3cm)® = 432 om®, que é o

16. a) Em C, temos 2nr = Scm e h = 12 cm. Assim: volume do dlindro de altura h, e raio & cm.
’ me - h, =432 cm?®
r icme"ufc ]'I:'(i)"lz—b"fc 132 e 12?
g 1 T 1 s h,=-—=== h,=4cm

Em C,, temos 2Zrr = 12 eh = 8 cm. Dai: ® =

_ Y ) Como b, + h, = 12 cm, entdo h, = B cm.
-2 emev || g 288 e
T = 1 G T

. « 20.
O maior valume é o de C.
SIELLLLEELLETE
b) Na construcdo de C| sdo gastos: 2 | .
4y :
[2'7[‘(—) l8-12]cm7 (ilgﬁ)cm"
i e T
\._2.\,_.- A,
Na construcao de C, sao gastos: Se 0 lado do quadrado mede € cm, a secio meridiana
2 - = - -
[Z.W‘(E) Py (E : Hﬁ)crn"’ € um retingulo de base de medida 2¢ cm e altura de
i b medida £ cm.
Assim, na construcao de C, gasta-se menos material. 2H-f=50=¢F=%5cm
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21. O volume do solido obtido é igual & diferenca entre os
volumes de dois dlindros: um com raio igual a 7 e altura
igual a 2 e o outro com raio igual a 3 e altura igual a 2.
V=m-7-2 -nm-3-2=98n

80w

18 =

=V

22. a) Quando o nivel da dgua no tangue atinge a altura x,
o volume de dgua no tangue (em m?) &

V = m+ 4"« x (volume de um cilindro
comr=4eh=x),istoé Vix) = 16x-x

X

16m m® & constante, temos:
Ll P
X

Como A,

e desse modo Vi(x) e x s3o grandezas diretamente
propordonais. Observe gue, para uma altura 2x, o
volume de dgua no tangue & 16x - 2x, que é o dobro
do volume de dgua quando a altura & x.

b) Temos a funcao linear y = 16x - x, sendo y o volume

de agua, em m?, e x a altura da agua em metras, no
. . .

reservatono.

Vim®)
L
1717 3 AR :
32m-- i

0 2 H 10 x(m)
23. a)
~
IL"“'--———--"""
50 om

pammemTEog -
e

Ao planificarmos a superficie lateral do cilindro obte-

mos o retdngulo abaixo:

50cm

-
2-m-20cm =124 cm
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Resolugio dos exercichos

Cada circulo das bases tem didmetro medindo 40 cm.

40 cm

40.cm

40 crm

oY

A0 cm 40 cm

i cm

50em

1.24 amn

' 130em '

0 esguema acima mostra uma possivel maneira de
se farer cortes no tecido a fim de revestir as bases
circulares e a superficie lateral do cilindro.
b) A area do retalho de teado & (130 cm) - (90 cm)
11 700 cm?
A area do retdngulo cortado para revestir a superficie
lateral do cllindro & (124 am) - (50 cm) = & 200 cm?®
A area de cada circulo cortado para revestir uma base
do alindro é m « (20 cm) = 1240 cm?®
A area do retalho que vai sobrar é:
(11700 — 6200 — 2 - 1240) cm® = 3020 cm®

24.a) Como V = A - heA éfixo, Ve h sdo diretamente

proporcionais. Assim, a altura do combustivel &
5

E-Bm 5,625 m.
b) 2400 L = 2,4 m?
ComoV=A -h temos: 24 =mn-4-h=
2.4
[——
= h 3-16_”-' 0,05m = 5cm
O nivel se elevara em 5 cm.
c) DE“-‘EI’I"IDSCE'EU'EF%‘V %-n-t‘l‘“g 162
Ou seja, 162 m* = 162 000 L
25. v _ln-:'l-"-h_:rv ﬁcmi
3 3
26. v %-ﬂ‘F-E 128 = r = 64 cm?
A area da base é nr? = bdmocm?.
2L g =-h+rP=r =25 -200=225=r=15%dm
A =m-15-(25 4 15) = A = 6001 dm?
v %-n-zzs-zu_w 1500m dm?
2B.r = 2com
h = &6cm
=V %-Rr?-h_a"." %&,1-2?-5_;

=\ = 24 8 cm? (por cone)

393
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Rezolucho dos exercicios

Para fabricar 2 500 cones, s30 necessarios
2500 - (24,8 cm® = 62000 cm?® de cacau. Assim:

1 aom?
62000 cm*

—— 1,059

}_:rx 651009 = 65,1 kg

29.a)g = 2r=22cm
22=hH+11°=h

A =m0 22 = A = 240w am?
1122 + 1) = A = 363 an’

W %']’('11?'115—3\1’ 135_1;.1-3““3

3

1I~J§cm

357 4 1P = g = 5J53 cm

A =m0 5453 o A 50m53 cm?

A =m-10- (553 + 10) = A = 50n- ({53 + 2) cm?
1

We==rm-10°-35 3V ﬂnﬁrﬂ3
3 3
g =4#+3F=g=5an
A, %'E'ﬂ-i%*i‘t'3'5-§
N —
area da secio
meridiana
a, (24”51:]“,
2
A A{i%-n-?_sﬂ\] 12(x + 1) cm?
W %-%-‘Ir-'j?--i_b’u’ b cm*
30. Recipiente:
r=020m = 20 cm
h = 0,80 m = 80 cm
Vo=m-20°-80 =V = 32 000t cm?
Copo:
r=4cm
h=18cm

W L3-1r-4"-13 =V = 961 cm?

32 000r cm®
961 cm?
Assim, o numero minimo pedido & 334

Mumero de copos: 33333

31.
g q
B r r C
No AABC, A %-zr-h 36 =
=rh =36 =
12

=V = 28 8r cm?
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2.V, =m- 412 =V, = 1921 cm?
1

V=3 46
Como sdo 2 cones idénticos, o volume & 64r cm?.
A diferenca é de 128r cm?®.

33, 360° 2 ‘Ich} I

32m am?

¥4 2m -3 cm

34.a) Vv s 1229 =V = 432n dm?

b) v s @12 =3V = 324n dm?

1
3
1
3

35. O comprimento da drcunferéncia que contém o arco AB &

3 -(%cm) 10 am

Dai 10m=2rn-g=>g=5am

10x

Como 2mr = obtemos r

?:‘i?
5= b+ |=] =25

25
g
Lpp o200 1042

v %-Ab-h_b

7 =
=V l']'[(i) ”}'E_:r
3 3 3

250042
=V T cm?
36. De 100w %-ﬂ-r?'u,tm-ser 5 am.
Deg’=r + h, temos: g =% + 122 =g = 13cm

A, = mrg = A, = B5Tcm’

37. O semidrculo tem raio 28 cm e comprimento 28t am. O cone
tem geratriz de 28 cm e raio da base 14 cm, pois 2nr = 28m.
a) Deg®=h + P, tem-se h 1443 am.
b) Cada folha permite recortar 2 semicirculos, portanto
serao usadas 60 folhas, no minimo.
A area da folha é 56° cm® = 3136 am’.
A area do circulo é - (28 cm)® = 784x cm?®
2352 cm?.
A diferenca, por folha, € de 784 an® e no total de
60 folhas serao 47 040 cm?, ou 4,704 mé.

38. Deg’ = ¥ + P, temos: (1'53?? h* 4+ 22 = h =7 on.
O volume de cada taca, em cm?, I'_‘% w27

O volume das 600 tacas serd 17600 cm?, que correspon-
dem a 17,6 litros.

39.0eg’=r +(1,5F e g+r=45
F-r=15«(g+n-(g-n=225 {1
g+r=45 2
2em(l=45-(g-nN=225=g-r % 3
2 e@=r=2meg=25m
A area lateral @ - (2 m) - (2,5 m) = ST m®.

396/420



15/11/2019

40. ¥y
A
] T
4- B
""""" 3
Nt < —c
o "\‘E:?A;r X

.
0 salido obtido & um clindro encimado por um cone
cuja base & congruente a base do cilindro.

Seja r a abscissa de C:

II'Irnzinﬂm - r:l . 3
Voo 3T r-2
Dai 3mr® + —2]:? —2;5R =

=11 = 275n = @
A abscizsade C é 5.

a
N\~
u"

Comoig) = (ZhF + (ZrF =4 -[h* + ), temosqueg' =2 - g

2S=r=5

41.

g?
a) A = mr A =@ (2rf = 4mr
A, = mrg AL =m-(2r) - (2g) = 4nrg
A=A +A A=A +A,=4-(A +A)
Assim, a area fica multiplicada por 4. A:
B)V=—m-h V-—du (@ 2h
1 1
W ??PBF'h E-an"’-h
e et
v
Assim, o volume fica multiplicado por 8.
42,
A Girando-se 0 AABC em tomo da
hipotenusa AC, tém-se 2 cones,
+BS com raio da base BH, um deles
- ,  dealtura AH e geratriz AB e ou-
B 26 C  tro com geratriz BC e altura HC.

{hl b h,r HE}P 1 {Zﬂ'ﬁ?_u

=h +h =13=h,=13 - h,

_ {{455)? h 4
Do sistermna: _{ZJE}? 24 {13 h,‘,l’
obtém-seh, = Scm e h, = 8cm.

Assim: rF = 40 cm?
V=V, +V, =V

520m -
3

1 1
— n-A405 4+ —=—-m-40-8=
3 3

=V m?
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Resolugio dos exercichos

43. 4 =mr-(g+n=54w=r-(g+r1) h4=2>
— g r
=r-3r=5%=r=3H2Im
h# 4 {3-5)3 {Eirﬁ:l:_ah 3bm
&4, a) Sejam:
h,: medida da altura do cone
h,: medida da altura do cilindro
h, + h,=15 1
Voo ¥ Vipae = 325 =
1
q?fr-bf"-hl tm-5-h, =321 =
h
_>25m‘(—3‘— t h?) 325w =
h
_>—‘—3 th,=13 (2
h, Zh
1 em (2 =—- 15 — h, 134—13 2=
=h =3meh,=12m
A altura do cone mede 3 m.
h} A!h Ahl;uindme i A-t falirad) 1 A{ oo *
Mo cone, temosg? =h + P =g =3+ ¥ =34
=g M m=58m
L N b L NP 25T m’
By gy = 2E 512 A, L= 120w m?
A ey = T*5-58=A, = 29% m?
EmW, A, =25+ 120n + 291 =
=A, =174 m? = 174+ 3,1 m* = 539,40 m?
O custo de fabricacdo é 539,4 - 200 reais
107 880 reais.
45, <.
, B Ao girar o AABC em torno do lado BC,
5 [ ~ obtém-se dois cones de altura BH = HC
H 643 e raio da base AH, de mL-didaE'rchm.
£ AH: altura do AABC
B ‘ 3
C -3 B3 = £ =12 cm

2
Loga, V El%wl[&ﬁ}%]_&v 432r cmé

£6. Sciam rehas medidas do raio da base do cone e da altura do
cone, respectvamente (h também é a medida da altura da
piramide}, e £ a medida da aresta da base da piramide.

&
r 2F =€+ 2=
£ - i
r AP =20 = 2P =€ =142
5
3
v _-L.p.ph
cone j

395
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Rezolucho dos exercicios

p |

35 A +24+NN=V

&7. 1¢ modo: V

2% modo:

i
5 cm

Podemos obter o volume do tronco sem a farmula:

AN S-S

- 1= H h+15-H
h+15=2h=h=1,5acm
H=3cm

L (.—11' <27 3) cm?® = 4x cm?
1
L (?n: <17+ 1,5 am® = 0,5t cm?

W 4 cmé Iz om®

Arenon

0,5 cm?®

Esse procedimento pode ser usado na resclucio de todos
05 exercidos que envolvam o volume do tronco.

413

g =17+ (15 =g~ cm

=
A n-J;—i-tzrurw-IHn-z?_a

29° =h' 4+ 200 = h = 21 cm
Ver-Z (30430410 + 10 =
=V = 9100t cm?

49.4,

dm-02-04m?

2nr-h= L W
D,‘lﬁ']’fﬂ'l" TI’I"IJ

Mo tridngulo sombreado:

() w00

2 1

I 2
—_— b rd —_— b —
_>b R R hR 25_::
= 28R —-5R-2=0=
=R f 04 m
* Ay =T g (R0 =
& o(2 1Y L (3m
=B e []IT ot jm >o e
An I - (4 + 345
* Avana [25 T3 )m? 25 ™
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50. Cada vaso de vidro tem volume igual a:

(40 cm) - (30 am) - (20 cm) = 24000 cm?
Deg® =k + (R — rF, tem-sequeh =1 0415 cm e o outro

vaso tem vnlume% - (307 + 30 - 20 + 20°7)

74 100, em cm?.
SErao necessanos 4 vasos, pois 3 - 24000
F2000 - 74100,

51. Se a drea de seqdo € 3bm m?, entdo r, = 6m.

10 cm
4_10 15 <157 225 F
a}ﬁ r?_br:_ cmed =n = A am
b)V, = =€ - 4=V, = 48n o’
V, =515+ 10 = V,= 750 cm?
h
;10 9 10 .
c) Como h, 2 Segue que 3, n 2,5,
53, 12

:
;
15
.

By oy =TG- (R+ 1)
By =m-17-(20 + 12) = A,

Custo de fabricacdo de um abajur:

16864 cm® = 0,16864 m”

250 - 0,16864 + 40 = 82,16

O custo de um abajur é R 82,16.
Custo do lote:

125 - 82,16 = 10270,00

O custo do lote é RS 10270,00.

53. O circulo projetado de 400x dm? tem raio 20 dm. Por

semelhanca de tna ngulns,% %, deonded = 9dm
e adistinga pedidaéd + 3 = 12, em dm.
54. T
5.2
A=2-AA+AL+A=2-A=

= A GA A R b4
52

—m=52m
10

2308 h- 2302 L4
100

m-g-(6+ 4=
= 5n=10ng=g
52=hF+ 2 =i
4.8m
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58.d=12cm=r=6Gcm
A = 4x - (B cm)® = 1441 cm?®
. B
v 38y - 2g8rom
576
56. 4 = Sien > rf ==— =144 =sr=12cm

4
- - 3
Vv 4rt_f1jiiﬂ_ 23041 cmi

57. s=Tem
_-
r

P =—F+17=d=415cm

58.
@ a) 4 =X+ =2 = 16=5% — 8
>

Am - ¥ = Brcm?®
b) - (4 cm) = 16mcm®
c) 4 - (4 cm)® = bdn cm®
59.
1dm = 10 cm
0 raio da esfera oca mede
10em — 1 cm = 9 cm e seu
volume &:
,i +m e (B em) = 97 I em?
1cm
60. Vo @m)-(2m)-{1 m)=8m?
v %._._)_41? : “;f‘ mP _ 1447 m?
numero de vasos:L-: 17,69
0,1447 '

O numero minimo de vasos & 18.

-

s: medida do raio da secao

A =P idsd=12an’=s=2{3an

2 3

,a.w 1r_r._:~_A_ 127 cm

b) 2ms 2 243 m = 4mf3 cm
62. A = l1dr=dar=r =36=r==6am
AL, =256m=4m* = =64 r=8Bom

Desse modo, a medida do raio deve ser aumentada em

2 om.
63. .-'!-.w‘___ﬂ Jon=ms’ = 36n=>s5 = 6GCm
A it = S00T = 400w A = = 100 =

=r= 10cm
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Resolugio dos exercichos

10 =d*+6°=d=8an

64. a) Clindro: A + A =2 +2-71-2-8=4n+ 32n=
= A + A = 36r m’ (observe que s6 uma base é
“contada™)

Ml 3
Hemisfério: (%) m’ = Bnm?

Quantidade de aco: 44nm? = 44 - 3,1 m® = 136,4 m?
WV
isdeta
h} I'IIII-POI:|I7I|’.""i'|l’." II'II-I'.Iil'llﬂ'l't ¥ 2
Viaw =T *h=m-2+-8=3dn=32-31=
=V, = 992 m?
4 4n 32 P
Vioin ? ar? T 2% T =V, =3306 m?
Assim, o volume do recipiente, em m?, é:
99,2 + =306 _ 1153

65. a) Seja n o ndmero de esferas menores que serdo fun-
didas. Devemos ter:

ndll'lrrw:t
n-_in-P'.-t-
3

Vmﬁ’
_i'.lr~35
3
- - 27 . PR
an = zf_:un}?,lstne,ncti,jﬂ:-
Como n é inteiro positive, o ndmero minmo de esferas
menores gue serdo fundidas é 4.
b) O volume da sobra de ouro é:
4-_i1|:-{2crn}-" _i:lr-ch]F
3 3
20m
3

(—1 233“ 3Eirrr) cm?
am? = % cm® = 20 cm?

Como a densidade & 19,3 g/fcm?, a massa de ouro gue
sobra & 386 g (19,3 - 20 = 386), que sera vendida ao
preco, em reais, de 140 - 386 = 54 (40.

66. i {20 —# 4+
b =21 —-16=h"=h=15cm
s 1
item N gn-ﬂr?- 15 = ¥V __ = 80rcm?
240 cm?
Metade da bola de sorvete esta dentro do cone e seu
volume é:
- 3 -

v l ix {f‘ cm} 12_8“ cm® = 128 cm?

2 3 3
O volume da parte do cone sem sorvete é:
Voo — V= 240cm? — 128 cm® = 112 cm?

67. a) R = 2r
A= ARR? = 4m- (2rF = 16nr
S A=4-A
A= 4
WV '4_'?“ Hﬂ- 4?R . {2r}3 M
= V' =8-V
yoAnre
3
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399/420



15/11/2019 https://api.plurall.net/media_viewer/documents/2414501

2958 Resslugho dos exercicios
bjR - L~ 70. Devemnos ter:
3 . n-70°-h + —g.21° T-70°-(h + %)
A-ag (L] cagL-4RC _A_ o A e incial o
3 9 2] 9 9 vgmu’m;;rglca =M yolume da pedra, volume final {3gua +
, da dgua ao s ; 1
N nivel b &m om pedral, em oy, 3o
" ﬂ.(L) 4w 1 A1, wivel h + x
3 A3 3 7y 1 3 7 4086 + 12 348n — 496677 + x - m- 4 900 =
D E
=V E 4—14%;(;4;1“ x=x=252cm
68.a) v d o 107-30 = 1000 ==V 3100 cm? z :
. w3 cone 71. Veja como fica a caixa montada com a abertura:
3
4 3 4 27 _ 9m - - S
W =i =] ==n-====V 13,95am?; H
i (2) 37 8 2 e - -
como foram colocadas 200 bolinhas, o volume ocupado m: 5am
. 4 cmy
por glas é (200 - 13,95) cm® = 2790 cm? i —
- - - T LT T
L 3100 cm? — 2790 em? = 310 cm? L
b) O volume de cada nova bolinha é: L
R 3 d..-" 10cm
4—“[?) AMp. L1 . ysendovo e
3 3 8 8 15 cm
volume de cada bolinha usada na 12 situacao.
Assim, o volume de liquido, em am®, que seria adicio- A abertura por onde serdo colocados os solidos € um
nado & retingulo de dimensdes (10 — 2 - 4)cm = 2 cm e

3100 — 25 -V (15 — 2 +6)om = 3 cm.

I} passa, pois o didmetro da base mede 3 cm e sua
altura @ 1 cm;

3100 — 200 -

oo |=

3100 - 25-13,95 = 275%1,25

69. a) Observe que o mio da base do dlindro coincdde com o I} passa, pois a aresta do cubo mede 2 cm;
raio da semiesfera. O comprimento, em m, do clindro & I} n3o passa, pois o didmetro da esfera mede 3cme a
19-3.23_, abertura tem dimensges 3 x 2;
! 2

IV} passa, basta fazer a passagem pela base retangular
cujas dimensdes sao 2 cm e 3 cm, com a aresta de
4 cm na vertical;

V) passa; o didametro da base mede 2 cm e a altura é
09m compativel.

0A5 m

S

Alternativa c.

i ] i 72. Observe que a altura do cllindro mede 6 - (2,0 am)

1.9m 12,0 om e o raio da base do clindro mede
4mR* i (2,0 cm}

Ao = 3 = 2 T+ (0,45F = 6 - 0,2025 = 5 1,0 cm.
= A e = 1,215 m? Assim, o volume do dlindro ém- (1 am)® - (12 cm)
A, =2mR-h=2n-045-1=09m=>A, 127 cm?.

2,7 m? . 4 An

i , X O volume de uma esfera é —x - (1 cmf® = =— cm?.
A area da superficie do aguecedor & 3 3

(2-1,215+ 2,0 m =513 m° ) an
Ovolume de arpedido é|12x - 6+ oy = dmom? =

3
1) % ._im{s; como sao 2 semiesferas, temos: = 12,56 cm?®.
3 3
v, =2 -%-43—“33 %-]'[n (0,45 =4 (%) 4. (%) 73. Observe que o didmetro da esfera coincide com a aresta
g 779 do cubo. Essa medida & {196 cm = 14 cm.
4 ETiER vy So00 m Assim, a area da superficie esférica é 4x - (7 am)?
196m cm?®

2
g 3-8 243
V=V mel=] 1 == v, - =——m
i o (20) 400 T 400
729 243 1944
V=V +V !
VT 2000 0 400 2000
=V=0972m*=972L
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Resslucie dos exercicios 299
7% 79. a) Cada fatia equivale a 11—2 da melancia.
1 TR?
B tatis 3 - 4nR? cm? 5 cm?

b) Devernos determinar a area de uma cunha de 30° em
uma esfera de raio R:

2 2 7
a) 10 10 A pm;,z.% %1-;“?3 %

2 semicirculos

ANED ?
K o

» Desafio

sIN A

20ecm

Se a aresta do cubo mede 20 om, o diametro de cada
esfera mede 10 cm e o raio mede 5 am.
0 guadnlatero formado é umn quadrado de lado 10 amn;
sua area & 100 cm?.

b) O poliedro formado é um cubo de aresta 10 cm e o
seu volume & (10 cm)® = 1000 cm?.

75. a) A o = A {5 cm)® = 1001 cm? V, ¢ o volume do cone de raio r com liguido até a altura H.
i 1 Notemos que:
Observe que 30° equivalem a 3 de 360°. R IH R
1 — =7 =r==
Ao = 73+ 100m = : o H v 2
25w W, —n(i) “H =L .- H; como R = H, temos:
=A Tcm’ 3 2 3 4
b) & 4m - (6 cm) = 1441 cm® y o ERE-R o mRE 1 s
- *“‘"‘“1 ! 12 12 12
A 17 144x em?® = 121w cm?® V. é o volume de uma semlnsfera;
A —A_+2-A = A T WP s
2 3 3 3
— A 12 + 2 - (H*Eﬁ') 1271 + 361 = V, é o volume de um cone de raio R e altura H = R:
unihg
LIPS Lt [
=A = 4Brcm? Vy 3" R - R 3 3 it
4—“-[5 P =288 F Como— =+ = £ saguequev, <V, <V
s = 3 cm) T cm 12 73 3 SFgueq 1 3 >
Vo 11_2 288m cm® = 241 om? Alternativa b.
PR Iy i
76. 45 r 360% A e = 91 (10 cm) = 400R c? - . -
1 Andlise Combinatdria
A 3 A00m cm® = 50m cm?®
7. Jﬂl.mpmmesm 324n P &0¢ FIDI-S ' E .
. A A ' Xercicios
EEP“ B0° 1. 5:-3=15
B 2. 4:3-2=124
10 B
78. Como —— _L, concluimos que o volume da esfera | 3. 3 - 3 - 3 .- 3
360" 36 T T T
5 - . 3 3
E j‘E 10/6m 36503 mr 12 gquestdo 24 questio 32 questdo 124 questao
bar - . 37 = 531441 (531441 possibilidades)
38808 - 2T 3 38808-3-4-25pF P = 9261 = o
3 7 . 5-4-3 = 6060 possibilidades)
= dlm 9 10 10 10 10
A o st — AT (21m) = 17647 m? 5. a) : : 3 : 9-10¢
1764n s 90000 (90000 nimeras)
— +.;.rr_ﬂ, 491 + 441n g 0 0 10 5
area de 2 b) - . - i 5-9.10°
semicirculos impar
490 z—f = A, —1540 m 45000 (45000 nimeros)
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400 Resslugho dos exercicios

) Devernos saber quantos nameros existem entre
71266 e 999949, incluindo-os. Temos:
99999 — 71266 + 1 = 28734 (28 734 numeros)

1 9 8 7 &

d)

3024 (3024 numeros)

6. a)8-8-8-8=8"=409
byg-8-8-4=2048

par
€) Nimeros com algarismos distintos: 8 - 7 - 6+ 5
1680; a porcentagem & 220 — 0,4101 = 41,01%
4096
1. a) K o—s (K K) Ko

K < - coroa

C—I(KJd
2+ 2 = 4 (4 sequéncias)

E— (K

C
LSRN (o |

b) 12 22 3¢ 4e

2222 =2%=16(16 sequéncias)

GLLLL]

22222 =2%=32(32 sequéncias)
Para 10 langamentos: 2'® = 1024 (1 024 sequéncias)
€) Generalizando o item &, para n lancamentos temos
2" sequénaas. Dai:
0= 419 0 = (29— = 3B

8. a) Excluimos: 1, 9 e f; temos: 7 - 6+ 5 -4 = B40
(840 opcoes de senha)
b) Excluimos 1,9, 5 e 4:

& 5 4 3

360 (360 opcoes)
€) Excluimos1e9: 8-7-6+-% = 1680 (1680 opgdes)
26 26 26 10 9 8B 7

- -
letras algarismas

26% - 5040 = 88583 040 (88 583 040 placas)
b)26-25-24-10-9- 8- 7 = J8624000 (/8624000

9. a)

placas)
c) 5:5%-5 +« 5-4-3.2 15000 (15000 placas)
. [
usando usando os algarismos
apenas A, E, I, 02,4, 6 8sem
ou repetigdo

d) 25-25-25% - J-7-7-7 257 . ¢
]\._.ﬁ,_._.! .___v__..l

usamdo todas as usando 0, 1, 2,
letras, exceto o J 3,45e6

37515625 (37515625 placas)

&) Para os quatro algarismos impares temos as seguintes
possibilidades de ordem crescente:
1-3-5-7Joul-3-5-9oul1-3-7-9%0u
1-5-7-9%ou3-5-7-9
Para cada uma dessas cinco possibilidades, o niumero
de placas possiveis é:
26-26-26-1+-1+-1-1 26 = 17576
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Assim, o0 namero de placas distintas procurado é:
5+175%76 = 87880

10. a) 3 2 1 b
b2 .4 3 _—gp
g_4 .4 3 _ag
#0
d) Ha dois casos para considerar:
1%) nameros da forma (par, impar, par):
45«4 = B0 (80 possibilidades)

SEM O Zer

28) nameros da forma (impar, par, impar):

5-5-4 =100 (100 possibilidades)
Assim, ao todo, podem ser formados 180 ndmeros
(80 + 100 = 180).

11. a) Mumeros pares que terminam por 0:
b . .1 —az

Mameros pares que terminam por 2, 4 e &
6 7 .3 1
Ao todo, s3o 168 nameros (42 + 126 = 168).
b) Mimeros pares que terminam por 0:
6 .5 .1 _—3p
Mumeros pares que terminam por 2, 4 ou 6:
5 .5 3 75

Ao todo, ha 105 ndmeros (30 + 75 = 10%).

) Mumeros gue terminam por 0:
B .5 4 1 120

Mumeros que terminam por 5:
505 4 100

#0 s0 pode
#5 ser 5

lermos, ao todo, 220 nameros (120 + 100 = 220).

% + 32 = 12 sabem dancar

12.
32 rapazes {R}<
20 nao sabem

0,8 - 40 = 32 sabem dancar

40 mogas (M) <
8 ndo sabem

a) Devernos formar uma sequéncia do tipo (R, M) em que
R pode ser escolhido de 20 modos distintos e M de
& maneiras distintas. Pelo PFC, o numero de sequéncias
é: 208 = 160.
b) Ha dois casos:
12} O rapaz sabe dancar e a moca nao:
12 - & = 96 (96 pares)
249) A moga sabe dancar e o rapaz nao:
32 - 20 = 840 (640 pares)
Assim ha, ao todo, 736 opgdes de pares (96 + 640
736).
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13. 12 modao:
Total de possibilidades para B
pintar as 4 paredes semn restri- - £
Go:4-3-2-1=24

Miamero de possibilidades

com as paredes azul e rosa de LS
frente uma para outra:
D‘"'"'"'"H
1 2 1
2 . N . 4
fainl:e Lfane
ABCD Ere
1 2 1
2 . N . 4
fEI:E L{EDE
A BCFG

O resultado procurado é, portanto, 24 — 4 — 4 = 16,

22 modo:

Pintando a face ABCD de azul, temos:

* face EFGH: 2 opgdes (verde ou branco)

* face ADEH: 2 opgdes {rosa ou a cor nao usada em
EFGH)

* face BCFG: 1 opgdo

Temos: 1+ 22 -1 = 4 (4 maneiras)

Como qualguer uma das outras trés faces pode ser

pintada de azul, o resultado, por analogia, €4 - 4 = 16.

Alternativa b.

14.a)4-3-2-1 =24
b)1:3:2-1=8

15. O Recruta Zero pode colocar sua carta em 3 "destinos”
possiveis; o 22 soldado também tem 3 cpcdes de envio
£ assim por diante.

Assim, o resultado procurado 63 -3-3 -3 -3 = 243,

s: nomero de saias

16. Sejam: {p: ndmero de pares de sapato

numero de combinacdes para se vestir:

M-5-p=40=s5-p=42
Devemos encontrar os . p_ —
possivess valores naturais 3 7
de s e p que satisfazem 3 14
= 5] F
essa equacdo, lembrando ; -
ques# lep # 1. 14 3
21 2

17. Temos 5 algarismos impares: 1, 3,5, 7 e 9.

* Com um algarismo, temos 5 ndmeros.

* Com dois algarismos, temos 25 ndmeros (5 - 5
25).

* Com trés algarismos, temos 125 ndmeros (5-5-5
125).

Comob5 + 25 + 125 = 155, 0 1562 ndmero € 1111 e

assim o 1574 nimero & 1113.

Alternativa d.
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18. a) Se a conexao for em 53o Paulo:

4 .5 o

5ao Paulo-
-Buenos Aires

Brasilia-
-530 Paulo

Se a conexao for no Rio de Janeiro:
4 3 12
Se a conexao for em Curitiba: U 8
Total: 20 + 12 + 8 = 40
b) Conexdo em 5o Paulo: 4 opcoes (A, B, C ou D)
Conexdo no Rio de Janeiro: 2 opgdes (B ou C)

Conexdao em Curitiba: 2 opgoes (A ou B}

Total: 4 + 2 + 2 = 8.

a+b
2

19. Como x , sabemos que x resultara inteiro se o

numerador a + b for par. Para gue a soma resulte par,
podemn ocorrer:
19)a é par ¢ b & par: a pode ser escolhido de 2 maneiras e
b também, num total de 4 possibilidades (2 - 2 = 4).
29%a é impar e b & impar: a pode ser escolhido de
3 maneiras, o0 mesmo ocomendo com b, num total de
9 possibilidades (3 - 3 = 9).
Assim, o resultado procurado é: 4 + 9 = 13,

1 3 3 3 3

20. a) . . . . 21
=0 pode ser *-"
b)
2 simbolos: 3.3 =9
Fsimbalos: 3.3 . 3 - 37 total: 117
4simbolos: —2 .3 .3 .3 81
3 .2 .1 -¢
- W] 1 1 2
d) Com exatamente trés “: ——+ ——+ ——- —ou
2 1.1 1 11 2
o e S v
2 1 1
ou — " —
ou X

& possibilidades.
Com os quatro “-= s6 ha uma dnica sequéncia, tota-
lizando 9 casos possivers (8 + 1 = 9).

21.a) 2 - 4

bt

transporte hotel
b) 2 - 4

B (8 opcoes distintas)

2 = 161(16 opcdes distintas)

transporte hotel  sequro
22. a) Falsa; usando cor 1 em A, em B devermos usar cor 2
e em C cor 3; em D podemos usar novamente a cor
1. Assim, o ndmero minimo de cores & 3.
b) verdadeira; iniciando com: A: 4 opgdes; B: 3 op-
coes; C: 2 opcdes e D: 1 opcdo. Pelo PFC, temos
4.3 -2+1 = 24 (24 possibilidades).
c) Falsa; iniciande com A: 4 opcbes; B: 3 opges; C:
2 opgoes e D: 2 opgdes (pode serigual a corusada em
A ou pode ser uma 4a cor). Temos: 43 -2 -2 = 48
{48 possibilidades).

401
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d) Verdadeira; iniciando com A: 5 opgoes; B: 4 opgdes;
C:3opcdes e D: 1 opcao. Temos: 5 -4 -3 -1 =60
(60 possibilidades).

€) Verdadeira; veja item a.

23. Podemos ter:

1A »B »D:3 -2 = 6 (b6 possibilidades)
A CD4-3 =12 (12 possibilidades)
3 A »B »>C>D:3-4-3 = 306 (36 possibilidades)

A A »C 5B -»>D:4-4-2 = 32 (32 possibilidades)
Ao todo existem 86 opcdes distintas (6 + 12 + 36 4
+ 32 = Bb).

24.a) 120
&0
30
15
5

1
120=23-3:5
Um divisor de 120 & da forma 2° - 3% - 5° em gque
ae{0,1,2 3},be {0, 1} ece {0, 1}. Assim,
podemos fazer 16 escolhas distintas (4 - 2 - 2 = 18);
120 possui 16 divisores positivos.

LW P S S (S

b)3780=2-3%-5-7
O ndamero de divisores positivos 6 3 -4 -2 - 2 = 48
48 =24:-3:15=3-5
485 155 = (24 -3)5- (3 -5 = 270 - 35 35. 56
220 . 3|'| . 55
O numero de divisores positvos 8 21 - 12 - 7 = 1764,
25.a) 1125 = 3. 48
1125« 27 = 37+ 5% . 2" pgge nUMEro possui:

3-4-(n+ 1) dwisores positivos, isto é:

12:in+1)=8B4=n=86
bjfz=1-2
4=
6=2-3
8= 2%
1Mm=2-5

12=2%-3
14=2-7
16 = 24

18=2-3
20=2-5

Oproduto 2 - 4-6- ...+ 18+ 20 é igual a:
2:.2.2:3)-2:-2-9-(2-3)-2-7-21
.{2.3:‘},(2:‘.5} 2.3 .GEL g

O nimera de divisores positivos é:

19-5-3-2 =570

26.a)5-4-3-2=120
b)5-4-4-4=320
€) Vamos supor que em cada uma das “extremidades”
seja usada a cor C,; para o 22 retangulo ha 4 opcoes de
escolha e para o 3¢ retangulo ha 3 opgdes de escolha.
leremos 12 possibilidades (1 -4 -3 <1 = 12).
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5e a cor usada nas extremidades fosse C,, teriamos, pelo
mesmo racocinio, 12 possibilidades e assim por diante.
Como ha 5 cores disponiveds, temos 60 possibilidades
distintas {5 - 12 = 60).

27. i ptapa

10-9-8-7
24 ptapa

5040 (5040 opgdes)

26-26-10- 10 = 67600 (67 600 opgdes)
E importante observar que o nimero de possibilidades

para a 24 etapa refere-se apenas a tentativa correta, e nao
para todas as 5040 tentativas. Assim, o NUMEero Maximao

de tentativas &: 5040 + 67600 = 72640
1 tentativa 30s=
77640 — x =% 21792005
2179200

Como 1 h contém 3 600 s, teriamos ——
3600
605,33... h, ou seja, 605 horas e 20 minutos.

28.a) 720 di6g-2=4
b) 24 e) 5040 — 120 = 4920
Qgl1+1=2 fls-6=230
zs.a]%ﬂ 56
21 1
h —_
]1o~p1' 10
c]—‘_}L-'_ li' lil =
4.3 5.4 4 5 20
/! 768
d"'&mz! a2 4!
@) 20:19- 181 _ 144
8tz
ﬂs-,f.r-g. 8
F Y ]
11-10-9t+91 #1110 +1) 111
30.3) = o 109 1
b)17-16! — 17 16! = 0
o 20391 - 301 39140 — 1) _39
41-40-391  41-40-387 1640
dlg&n‘f-s&--m-ﬁaf B5-84 3570
86 - g7 - 837 86 43
. a)a=2eb=3=51+#21+31=2+6=28(F)
bla=3eb=2=11431-21=-6-2=4(F
Qa=3=6#£2-31=2-6=12 (F)
d) (al)® = al - al (V)
ela=3eb=2=61£31-21=6-2=12 (F)
3Z.a)nt 3)-pT
([pa=—7T
b) {n_—3t 1
in-2)-jp—31 n-12
(n+ 1)-n! +n! Bin+1+1)
c) = o n+ 2
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l:l:!n-l:n N-fn—20—{n—1)-{n— 2}
n—=1):{n—2) +{n— 21
D -n-n+1 (n—1pF
{p—21-(n—1+1) n
33.3}‘”‘2}[ g Mt2) -+ Nat

n! =t
n=1
=n+3n-4 U<|:|u
n 4 nao comvém
5={1}
b)n! =120=%-4-3:2-1=51=
=n=>5 %= {5}
c) n:in ﬂll[:'ﬂﬂ 42 =
n=7
=nf—n-—42 D<nu
n 6 nao comem
s={7
d}{n12}-[n11}! {n+ 1) 25
n!
_"tnlz 1) -{n+ 1 254{n11}?-pf_ 2
n! il
n=4
=n®+2n— 24 U<Du
5 = {4} n £ N30 convem
e) Como 0! = 1e 1! = 1, podemos ter:
mM-5=0=n=5%ocun-5=1=n=ga)
5 = {5, 6}
f) Seja n! = m; segue a equacao do 22 grau:
m? — 100m — 2400 = 0 =
=m = 1200um 20 {nao serve)
logo,nl = 120=n=>5
5= {5}

34. Considerando A filme de acio, C filme de comédia e D
filme de drama, devemos ter:

[alc]aclalclafc[a[c]
B i bbb
85 7 46 35 2 41

(esgotam-se os filmes de comédia)

BEREINE
IR

3 3 2 2 1 1

(esgotam-se todos os lancamentos)

O nimero de maneiras é:
§:5-7-4-6-3-5-2-4-1-3-3-2-2-1-1
8. 50131

Alternativa b.

35.a) P, - 31 - 6 d) P, = 9! = 362880
b) P, = 41 = 24 e) P, = 5! = 120
o) P, = 6! = 720 f) P, = 10! = 3628800

36.F,- 4! = 240u, peloPFC, 4 -3 -2 -1 =24

1= 2 3 48
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37. a) P, = 9! = 362 880

consoante consoante

5-4-71 =207 =100800

dimmm » 7 blocos
5040

P, =71
e) Do total de anagramas possiveis, metade tem a letra
C antes da letra A e a outra metade tem o contrario.
A resposta @ 181440,
f
* 3blocos:P,=3-2-1=6
* dentro de cada bloco: P, - P, - P,
0 total pedido é: & - 288 = 1728

288

38. a) Devernos permutar 5 cidades; P, = 5! = 120
by __ Petrolina: P, = 41 = 24

39. a) Consideremos os 5 livros de Algebra como um sé livro
(L), os 3 de Geometria como um s livro (L) e o5 2 de
Trigonometria como um s6 livro (L), Devemas, entao,
permutar L, L, e L, em um total de & configuracbes
{P, = 31 = &). Mas, para cada uma dessas configura-
¢hes, devemos permutar os livios em L, os livrosem L
e os livros em L, totalizando: & - 3! - 3! - 2! = BR40

OB P,

5 1 H

b)

b

14 extremidade \ 2 extremidade

[2] [2] [2] [€]

12 extremidade: 5 opgbes

24 extremidade: 4 opgoes

“miolo”: Devemos permutar 7 blocos e, além disso,

permutar dentro do bloco de Trigonometria: 71 - 2

O resultado procurado é, portanto: 5 - 4 -« 71 - 2
201600 (201 600 modos)

40. a) 7 semanas
b) 7t f-B-5-4-3-2-1
distintas)

c) | mogas || rapazes

femos: P, - P,

—_——
“dentro™

dos blooos

d) Devemnos obrigatoriamente iniciar por rapaz. Temos:

R-M-R-M-R-M-R
N A A
4-3.3-2-2-1-1

5040 (5040 ordens

6+ 24 = 144 (144 maneiras)

144 (144 modos distintos)
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#1. Total de anagramas (sem restriches): P, = 61 = 720
Mumero de anagramas em que as vogais estdo juntas:

ais
P, + P, =6-24-144
\-—|f-r|‘

entre  dentro
A diferenca 720 — 144 = 576 fornece o nimero de

anagramas em que as vogais ndo aparecem todas juntas.

f2.a)n! = 24 =n=45= {4}
1
b) —— — 506 = n(n — 1) = 506 =
I|;I'I 2}' ) ne M ; ) ;
=n’—n-—506=0==n=23;5%= {23}

43, a) Comecando por A existemn 120 anagramas (%! = 120).
Comecando por O existern 120 anagramas.
Comecando por P existern 120 anagramas.

Assim, o primeiro anagrama gque comega por R é
precedido de 360 anagramas (120 + 120 + 120
360) e sua posicao € a 3614,
b) Comecando por A, ha 120 anagramas (P, = 51 = 120).
Comecando por O, ha 120 anagramas (P, = 5!
120).
Comecando por PA, ha 24 anagramas (P, = 41 = 24).
Comecando por PO, ha 24 anagramas (P, = 41 = 24).
Comegando por PRAQ, ha 2 anagramas (P, = 2).
Comecando por PRAS, ha 2 anagramas (F, = 2).
Assim, o anagrama PRATOS é precedido de 292 ana-
gramas (120 + 120 + 24 + 24 + 2 + 2 = 292), e
sua posicdo & a 2934,
c) * Da 14 & 120° posicio temos 05 anagramas que
comecam por A
* Da 1214 3 2408 posicao temos o5 anagramas que
comecam por 0.
* [a 2413 3 3608 posicdo temos 05 anagramas que
comecam por P.
* Da 3614 3 4808 posicdo temos os anagramas que
comecam por R.
Comecando por 5A temos 24 anagramas (F,
41 = 24), posicac 4814 até a 5043, As dltimas
posicdes (que comecam por SAT) sao:
50438 —» SATRPO
5032 —» SATROP
5028 —» SATPRO
5012 —» SATPOR
5008 —» SATORP

4998 SATOPR
Logo, o anagrama procurado & SATORP

fb.a)B___ P =51=120
b)e_______  _ LiP,=4l=24

-  _  _ _LPF =120

i____L P, =24
0O ndmero de anagramas gue comegam por B ou
terminam por L é: 120 + 120 — 24 = 216
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45, Para cada elemento de A ha 4 opcoes de “ligacao™: p,
q.r s
Temos, portanto: 4 < 4 - 4 - 4 = 256 (256 fungdes)

10 3 10!
&46. T . T 9[.'!!::1[11*-";10':l F 90
presidente vice
47, 5) 28 .22 24 23 10 3
——————— i sl
letras algarismos
26-25-24-23-10-9 = 32292000
261 101
Du.ﬁ.“l"ﬂml? E? 32292000
b) consoantes  algarismaos
—— ——
pIu,.t AE.J
143 640 12 = 1723680
10 8 10!
48.a)— - —-— ou A . kT8 720
1 9 B gl
b) — - — - —=9-.8=72 ==172
T R TR ou A =T
9L L 7508 ou A, -2 504

B!
£9. Como A e B se enfrentam duas vezes, isto &,
(A, B) + (B, 1 total de | i
)+ (B, A) o nimero £ jogos &

@mpo  Campo
de A de B

151
Auz=731 = 19°14=210

A final ccorrera em 2 jegos, totalizando 212 jogos.

50. financeiro: 2 opgoes
Presidente: 7 opgoes (exdui-se o escolhido para diretor
financeiro)
Vice: & opcoes
lotal: 2 -7 -6 = 84

51. 14 parte: P, = 31
I

2 parte: A, % 7-6
de respostas) i

6 (6 opcoes distintas de respostas)
42 (42 opcoes distintas

Total: & - 42 = 252 (252 maneiras distintas)
1
52.a) A, . % 336oud-7-6- 336
51 . - )
b) A, , =5~ 600u5-4:3 =60

€) Vamos supor que o nadador brasileiro receba medalha
de ouro. Para distnbuir as duas outras medalhas exis-
tem 42 opcdes (A, , = 7 - & = 42). Como o nadador
brasileiro pode receber também a medalha de prata
ou de bronze, o resultado pedido é 3 - 42 = 126,
d) Podemos ter:
s 12 ¢ 22 colocados europeus e 32 colocado norte-

-americano:
5.4-2 =40
tr

1l 22 3=
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ou
* 12 g 3¢ colocados europeus e 22 colocado norte-
-amencanc:

524
18 28 38
ou
* 14 colocado norte-amernicano e 28, 32 colocados
EUropeus:
2-5-4 =40
& 22 3=
ou
* 3 pnmeiros colocados europeus:
5.4 .3 =60
18 28 38
Ao todo, ha 180 possibilidades (40 + 40 + 40 + 60
180).

40

53. Vamos separar em dois casos:
12 caso: a vaga do futebol serd preenchida por um dos
dois garotos que s0 jogam futebol.
lemos: 2, - Ay, —208:7-112
futebal viilei e
basquete
24 caso: a vaga do futebol sera preenchida por um dos
§ atletas que jogam os trés esportes.

Temos: & A g-7-6=33b6
——
futebal vilei e
basquete

0O resultado procurado é 112 + 336 = 448,

54, a) Para fixar ideias, imagine que o colega X tenha de fazer
todas as possiveis escolhas de um “batedor” e outro

"defensor” entre seus 5 amigos. O nimero de opgoes

deleé A, % 5« 4 = 20 (20 pares ordenados de

forma (B, D) em que B & "batedor” e D é "defensor”).
Fara os demais colegas, o radocinio é andlogo, tota-

lizando 120 cobrancas (6 - 20 = 120).

b}.ﬁ.” % 6 - 5 = 30 (30 cobrancas).

55. a) Trata-se de escolher, ordenadamente, dois entre os
11 lugares disponiveis (chserve qur_- # ,
isto &, ha duas maneiras distintas de as pessoas se aco-
modarem em duas determinadas poltronas).

Temos: 11 - 10 = A = 110 (110 possibilidades)
b) Ha apenas 3 pares de poltronas em gue um ficard ao
lado do outro. Levando-se em conta que, para cada
par, eles poderao trocar de lugar entre si, temos:
3 - 2 = b (b possibilidades)
c) Ha dois casos:
* Eles sentam na fileira "mais abamo™:
S5.4=A =20 (20 maneiras)
* Eles sentam na fileira “mais acima™:
G5 =A 30 (30 maneiras)

6,z
Assim, ao todo, existemn 50 opgoes distintas.
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26! 26!
55\.3}.5.7&3'.5.7&3 EE 10140000
b) Da caixa A devemn ser retirados, em qualguer ordem,
o as de ouros, o as de paus e um rel (ouros ou paus).
O namero de possibilidades é

2 < 3-2-1 12
=30 2 reis nimero de
possiveis ordens

Da caixa B devem ser retirados o 3s de espadas e o de
copas, num total de 2 - 1, ou sgja, 2 possibilidades
{ordens).

O ndmero de sequéndas pedido é 12 - 2 = 24,

c) Cama A: as de ouros + as de paus + carta qualguer.

Temos:
24 3241 144
[ e —

nlmero nimero de
de cartas ordens

(Cama B: as de espadas + as de copas. Temos 2 possibi-
lidades {ordens).
O total & 144 - 2 = 288

. 9! :
57.C,, g 126
58. a) Trata-se de escolher, sem importar a ordem, 3 dentre
05 5 Cursos; IIZ!_.3 10

Sern formula:

i . i i 60 (60 escolhas “ordenadas”);

80 _ 60
P, o3
b) Trata-se de escolher 2 entre os 4 cursos que restaram:
c, -2 _gaudi_p
R ] |
59. Igual. Veja:
» namero de duplas: 2

10 {10 escolhas "ndo ordenadas”).

15 {ouc, )

6-5-4-3 .
T 15 [Du G ,,}
Comparando a quantidade de duplas e trios, temos:

* numero de quartetos:

* quantidade de duplas: 15
* quantidade de trios: C_ , (&) bl _ 5

3 313
Aszzim, a quantidade de duplas & menor que a de trios.
60. a) Sem formula: mj# 120
. 10
ou (_m__,' ( 3) 120
b) Sem farmula: % 252 ou

) ‘10
Croe [ 5) 252

¢) O nimero de segmentos que podem ser formados
com extremidades em dois desses dezr pontos @

100 10 -9
w: gl 2 45. Desses 45 segmentos,
devemnos excluir 10, gue representam os lados do
decagono.

Assim, a diferenca 45 — 10 = 35 fornece o ndmero
de diagonais do decagono.

405
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.. 410 101 5040
61. Meédicos: 4 ) 6 74 210

Para cada um dos 210 grupos de médicos, o nimero
de equipes de enfermeiros que podem ser formadas é:

(-

TR 15. Totalizando 3 150 juntas médicas

(210 - 15 = 3150).

62. Vamos resolver de dois modos diferentes.

12 modo:

* 1 estrangeiro e 4 brasileiros: 3 - C, , = 3 ﬁ 105

* 2 estrangeiros e 3 brasileiros: C ;- G ;= 335 =105

* 3 estrangeiros e 2 brasileiros: 1- G, = 21

O numero total de maneiras de escolher os cincos pes-

quisadores & 105 + 105 + 21 = 231,

2% modo:

* Nomero total de grupos de 5 pesquisadores quaisquer:
Cyo s = 252

* Namero de grupos formados s6 por brasileiros:
C, =21

A diferenca 252 — 21 = 231 fornece os casos em que

ha pelo menos um estrangeiro.

63. a) (542) 22 570725

41 481

b) Devemos escolher 4 dentre as 13 cartas de copas gque
o baralho possui. Temos:
13 -
Cis ( 4 ) 715 (715 opcoes)

€) 1 modo apenas, pois ha, ao todo, 4 ases.

64, a) Para escolher o rel, temos 4 possibilidades; para cada
uma dessas opgoes, existern 4 maneiras de se escolher

a rainha, totalizando 16 opgoes (4 - 4 = 16).

131 13-12
b) Gy 21111 2 s

€) Para escolher a carta de copas, hid 13 opcoes; para
cada uma dessas opcoes, existem 13 opgbes de escolha

de carta de ouros, totalizando 13 - 13 = 169.
d) Hd 4 ases no baralho, dos quais 2 devem ser es-
colhidos. O numero de possibilidades é: -3 [

(ou G, &)

&) Vamos imaginar, para fixar ideias, que sejam escolhidas
uma carta de ouros e outra de paus.

QLo paus
13 - 13 169 (169 pares de cartas)

Agora, é preciso saber de quantas formas os dois nai-

4-3

pes podem ser escolhidos: ha C, | & opgoes

(ouros e paus; ouros e espadas; ouros e Ccopas; paus e
espadas; paus e copas; copas e espadas).
Assim, o resultado pedido 6 169 - 6 = 1014,

65.a) C - C 286 - 78 = 22308
o

13,3, Y
e
3 cartas 2 cartas

depaus  de espadas
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b) C., , pois devemos escolher 4 cartas entre as 51
restantes: CEH 249900
€) Para escolher os 2 valetes, ha C, , = 6 opgbes; para
cada uma das possibilidades anteriores, devemos
escolher 3 cartas entre as 48 que nao sao valetes.
Isso pode ser feito de 17296 modos distintos (C,,
17 296). A resposta procurada é, portanto,

b- 17296 = 103776
d) Podemos ter trés ou quatro valetes.
* Com3valetesha C, ;- €, = 4-1128 = 4512
escolha escalha
dos dias outras
valetes cartas

* Com 4 valetes ha 48 opcdes (1 - 48 = 48). 0 quar-
teto de valetes pode aparecer com qualguer uma
das outras 48 cartas.

Ao todo, existern 4 560 opgies (4512 + 48 = 4560).

ar
663G =376

b) Resta escolher 2 entre as outras capitais; temos 28
possibilidades (C; , = 28).
€) Incluindo Fortaleza e 58o Luis, ha 7 opgbes distintas.

Sem visitar essas capitais, 0 namero de possibilidades
éc,, - 35.
A resposta procurada é, portanto, 7 + 35 = 42,

67. Paes: C,
Queijo: 3 opges
Frutas: CB_:, 3 opcoes
Geleia: C., = 10 opgoes
Torta doce: 4 opgoes
O resultado procurado é: 6-3-3-10- 4

b opcoes

2160

68. a) 1= modo: os tnéngulos construidos podem ter:
2 vértices em r e 1 vértice em s:
C ,-4=40
ou
1 vértice em r e 2 vértices em s:
5-C,, = 30
lotalizando 70 tnangulos (40 + 30 = 70)
2¢modo: do total de combinactes possiveis, excluimos
aquelas que ndo determinam tridangulos, quando os
3 pontos escolhidos estao alinhados.

Ternos, entao: C C C B4-10-4
{_'J,! O 3 4,3
Jpontos 3 pontos
amr Em 5

70 (70 tnangulos}

b) £ preciso escolher, sem importar a ordemn, 2 pontos
emr e 2 pontos em s. |sso pode ser feito de:

(ﬁl(“;

cs.:l : Cd,?

) maneiras, isto &, 60 maneiras distintas.
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69, * Fossibilidades para escolher os jogos de cama:

o)

* Possibilidades para escolher os jogos de banho:

( fi J 70 possibilidades;

* Possibilidades para escolher os jogos de mesa:
( 0 J possibilidades.

Aszim

n n
2 2

oM g5, M=) g,
(n— 2)1 21 2

=n’—n-—90

21*!0-( ) ﬁEil':l{.'l_::( ) 45 =

02N 10

70. a) Cada um da 49 apertos de mao; como sdo 50 pessoas
na reuniao, havena 49 - 50 saudagGes. De acordo com
esse racocinio, cada aperto de mao foi contado duas

50-49
{_EIJ..'I‘

vezes; o resultado & portanto, 1225,

n-in -1 n
ot (]
c}”[“—211 781 =sn? n- 1482 =05 n =39

71. * O ndamero de maneiras de premiar dois entre os cnco
et'_” 10, a saber: {4, B}, {A, C}, {A, D}, {A, E},
{B, C}, {B, D}, {B, E}, {C, D}, {C, E} e {D, E}.

* (Cada medalha distribuida a cada um dos dois pre-
miados pode ser ouro, prata ou bronze, totalizando
9 possibilidades (3 - 3 = 9), a saber: {(ouro, oura),
{ouro, prata), {ouro, bronze), {prata, oura), (prata,
prata), (prata, bronze), (bronze, oura), {bronze, prata)
e (bronze, bronze).

Pelo PFC, o resultado & 10 - 9 = 90.

Alternativa d.

72, presidents vice tesoureiro conselheiros
i 14 - 13 - 12 . C"_ s =
"5'14_3.
2184 - 330 = 720720

73. Com numeros diferentes, a guantidade de pecgas é:

71 /-6 .
C.. TET 3 21 (observe que EIEl & igual

o)
Com numeros iguais, s3o mais 7/ pecas: I:l:l, EZL
[se]ee] ete

Assim, o jogo de domind tem 28 pecas (21 + 7 = 28).

74. a) Trata-se de saber a quantidade de "grupos” de seis
salas entre as 45 existentes.

451

— = 5145060
B! 391

45,6
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b) Podemos ter: 19 e 29 andares; 12 e 32 andares; ....; 14
152 andares.
Trata-se de escolher, sem importar a ordem, dois dos
1514 _ s

quinze andares: C, ,

c) Observe um certo andar com duas salas acesas.
Podemos ter:

M K O
L O [
0 L [

VVamos determinar, inicialmente, a quantidade de
“grupos” formados por trés dentre os quinze andares:

. 15 15-14-13
Cias (3) 6

dades)

"%~ significa sala acesa

455 (455 possibili-

Cada possibilidade & um subconjunto de 3 andares,
por exemplo, 12, 22 ¢ 3% andares. Cada um desses
andares apresenta 3 possibilidades de ter duas salas
acesas (veja acima).

Assim, o total procurado 6455 -3 -3 -3 = 12 285,

Maneiras distintas gue a escolha dos produtos pode
L {15
ser feita: 10
* Maneiras distintas que o produto P, pode ser com-
prado dos fornecedores: ; 10
* Maneiras distintas que o produto produto P, pode ser
comprado: (g 10

E assim por diante, até o produto P
Pelo principio multiplicativo, o resultado é:

™Y o010 - .19
(10] J0-10-...-10 =10 (“]J

10 fatores

76. Temos as seguintes opgbes de compra:

* 5 livros de R$ 10,00 cada: C , = 252 (252 possi-
bilidades)
* 2 livros de RS 15,00 cada e 2 livros de R$ 10,00 cada:
Cooz* €y = 190+ 45 = 8550 (8550 possibilidades)
*+ 7 livros de R$ 15,00 cada e 1 livro de R$ 20,00:
Cpz* 15 = 190 - 15 — 2850 (2850 possibilidades)
* 3 livros de RS 10,00 cada e 1 lvro de R$ 20,00:
C + 15 = 120 - 15 = 1800 (1 800 possibilidades)

1,z

* 1 lvro de RS 10,00 e 2 livros de R% 20,00 cada:

10-C,, , = 10 - 105 = 1050 (1050 possibilidades)
Reunindo as opcdes de escolha dos livros, segue a
resposta:
252 4 B550 + 2850 + 1800 + 1050 = 14502
= |

a) P = o — 2520
2 _ 5l .

b) P; T
o _ AL

o) P, TR

407
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& bl
d) P = 35 =120
@ 8! )
&P, =3 = 6720
22,3 101
f r; STorgr - 191200
(=R a1
g] Pg ﬁ 30240
L
21 41
p plr? o 131 359188800
20212121

T8. a) 1 dnica possibilidade.

b) P} % 4, a saber: 2224; 2242; 2422; 4222
ar? % 12

79. P70 —3[12”!! — = 12600

80.a) ¢ % 15120
b)po " % 5040

€) Numero de anagramas que comegam por I

@3 1! —_—
P ﬁ 3360
No itemn b, calculamos o numero de anagramas gue
comecam por A
Juntando os dois casos, temos: 8400 anagramas
(3360 + 5040 = 8400) gue comegam por vogal.

d) E preciso analisar 4 casos:

[ ——
3A.]F£,r1P,IT
pe-? ﬁ 420
A_______JA—-
1A, 2R, 1B 1T, 21
elel] il
! 2121
o B —
1A, 2R, 1B 1T, 11
2.3 Fil
! 2121
A_______JI—:—
2A, 2R, 1B AT I
— % 1260
O ndmero de anagramas possiveis & 420 + 3 - 1260
4200

81. Total de letras: n + 2

1
Pf.?.m 97 = {n + 2)1

ne2 i 217
=Mh+Dn+1)=42=
= +3n-40=0=n=75%
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82. a) Ha 5 casos a considerar:
(1,2, 4) =P, =6

18) soma 7:
1,3, 3)=p7=3
15 sequéncias §(1, 5, 1) = P? =3
(2,2,3)=pP¥ =3
2%) soma 6: (1, 1,4 =pr%=3

10 sequéncias (1,2,3) =P, =31 =6
(2,2, 2)=1
3%) soma 5: (1,1, 3) = P2 =3

& sequéncias @ -
q (1,22=p7=3

4 somad (1,1, H=PP =3

5% soma 3: (1,1, 1) =1

0O total é:

15+ 10+6+3 +1 35
b) Soma 14:

(4, 4, 6) = P = 3+

21

{4, 5,5 = P7 = 3 (3 sequéncias)

{5, B, 3} = P, = 3! = b (b sequéncias)

(6, 6,2)= F'DgI 3 (3 sequéncias)
Soma 15:

(5, 9, 5) = 1 sequéncia

(5,6,4) =P, = 3!

Nl E

(6,6,3) = P" %

3 (3 sequéndas)

& (b sequéncias)
3 (3 sequénaas)

Soma 16:
(6,6, 4) = P% = 3 (3 sequéncias)
3 (3 sequéncias)

21

(5,6, 5) =P;
Soma 17: (6, &, 5) = P¥ = 3 (3 sequéncias)
5oma 18: (6, b, 6) = 1 sequéncia
Assim, ternos 35 possibilidades
(15 +10+6+ 3 +1=35).

83, Sgjam E: esquerda e B: baixo
Observe alguns caminhos possiveis de Ra 0.

10

(8] 8

(E,B,E B E B EBBBEBEEBEB,B,
(B, B, B B BB B, BB BEEEEEELE
(£, E E B EBEBEB,E,B,EEEE

m m
—

E

—
—r

"

Cada caminho & uma sequénca de 18 letras, das quais
10 530 B e 8 530 E. Um caminho difere dos demais pela
ordem em que essas 18 letras aparecem.

O total de caminhos &

(10, 8 18!

s 101 81 43758
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b Desafio

Se todos os professores devem fazer ao menos uma apresen-
tacdo, podemos ter:

1% caso: O professor P, faz 2 apresentaces, o professor P,
faz uma e o professor P, faz uma.

Temos:
* ndmero de apresentacies para P (j ) ;

* definidas as apresentacbes para P, para P, ha 2 opgdes e
para P, uma Gnica, totalizando:

621 = 1212 possibilidades)
24 caso: P, faz duas, P, faz uma e P, faz uma.
Analogamente ao 12 caso, temos 12 possibilidades.
3% caso: P, faz duas, P, faz uma e P, faz uma: temos também
12 possibilidades.
Reunindo os trés casos, encontramos 36 possibilidades
(3-12 = 38).

Probabilidade

P Exercicios

1. a2 =1{1,23 4,56}
b) E, = {3, 6}
o £, = {1, 4,6}
2. £ = {5ul, Sudeste, Centro-Oeste, Norte, Nordeste}

3. Sendo K cara e C coroa, temos:
a) 2 = {{K, K, (K, C), (C, K, (C, C}}
b) £ = {{K, K, (K, Q, (C, K}

4. a)t {1,11,:i,, 8,16, 32, 64)

L 2=
b) Como £2 tem 100 elementos e E tem 7 elementos, o
numero de elementos de E & 100 — 7 = 93,

5. a)n(L)) = 66 = 36 (36 sequéncias)
b)E, = {(3,1),(3,2), ... (3, 68)}; niE)} = &.
c) Lembremos que um produto de dois naturais & impar
quando ambos forem impares:
9;nlE) =9

t

1.3 1.3
ouS oub

d) £, = {{1,1),(1,2),(10,3), (1,4),(1,5),(2,1),(2,2),(2,3),
(2,4), (3, 1), (3, 2), (3, 3), (4, 1), (4, 2), (5, 1}};
niE) = 15

((4,6), (6, 4). (5.5). (5. 6), (6. 5). (6,6))

soma 10

6. E

soma 11 soma 12

7. 0= elementos de E s3o sequéncias de trés nimeros em
gue podem ocorrer: 2 ndmeros iguais e 1 diferente ou
3 numeros diferentes. Observe que s0 ndo “interessam”
sequéncias nas quais os 3 ndmeros s3o iguais. Assim,
E={(1,1,1), (2 2, 2), (3 3, 3), (4, 4, 4, (5, 5, 5),
(6, &, 6]}
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8. a) 32 opcoes distintas

h}(32) 32 408

2] 2130

o(32) =32 - 4960
3] 3120

9. Fara escolher o rapaz, ha 17 opcoes; para cada rapaz
escolhido, a moca podera ser escolhida de 15 maneiras
distintas, totalizando 255 possibilidades (17 - 15 = 255).
niE) = 255

10. = {{K, 1), (K, 2), (K, 3), (K, 4), (K, 5), (K, 6), (C, 1), (C, 2},
(C, 3}, (C, 4), (C, 9), (C, 8)}
Observe gue nlL2) % b =12

moeda dado

11. Sejam V vermelho, P preto e B branca.
Podemos construir um diagrama de arvore para repre-
sentar as possibilidades:
14 pxtracao 24 ptracao

:_:".'r
V
F’<
;B —_ .
As sequéndas s3o; (V. V), (V. P, (V. B), (P V), (P P), (P B),
(B, V) e (B, F).

< mm < m =

12, 5e a segunda extracdo & feita com reposicao da 12 bola
retirada, temos a indusdo da sequéncia (B, B) em relacao
as possibilidades do exercico antenor e assim:
€ = {{\, V), (v, P), (, B), (R, (R P), (P, B), (B, V), (B, P},
(B, B}}

13, 0 - {1,2, .., 100}

a) £ - {18}; ple) = —

— = 1%
100

1

b} £ = {57} plE) = 750

o) £ = {64, 65, 66, ..., 100}

. 37
n(E) = 37; plE) So0 - 3%
d) E = {10, 11, ., 99}
. 80 9
n(E) = 90; plE) 00 70 90%
e) E={1,4, 9 16, 25 36, 49, 64, 81, 100}
Jo0 1
PlE) = 350 3 10%
14. 2= {a, e io0ub,cdfqg}
- L
a) £ = {e}; plE} 0
. L
b) E = {c}; pl(E) 0

¢) E = & plE) = 0
d)E = (b, c d.f g} plE) = = %

409
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15. (i)} = 6-6 — 36
a) E={(1,2),01,3), .., 00, 62153, 1) ;6 I};tu‘,l}
1 56 no 1= 1 56 no 22 1em
lancamento lancamento amkbos
11
plE) =3¢
b) E = {(1, &), (&, 1), (2, 5), (5, 2), (3, 4), (4, 3)}
6 _1
PiE) 36 4]
) E={{1,1),12 2) ..., (6, &)}
5] 1 1 5
plE} ET il plE) = 1 -6

d) E = {(1,4), (2, 5), (4, 1), (5 2), (3, 6. (B, 3),

diferenca igual a 3
(1,5), (5, 1), (2, 8), (6, 2), (1, &), (6, 1)}

diferenca igual a 4 diferenca igual a 5

o 121
n(E) = 12; plE) = 55 = 3

16. Das 5 regides mencionadas no estudo, Centro-Oeste,

Morte e Mordeste possuiam menos de 50% de domicilios

com computador e a probabilidade pedida I'_"'% 0%

17, nig2) = 52
1
E 7 . plE —
a) {7 copas}; plE) =3
b) Ha 13 cartas de ouros no baralho; a probabilidade
pedida 6 13 — 1
52 4

€) 51 cartas do baralho nao sao o "valete de espadas”,
e a probabilidade e%.
d) Sobram 13 cartas de espadas e 13 cartas de paus,
totalizando 26 casos favoraveis; p é L
52 2
1B.a)a =94 — (55 + 17) = 22
e=a+49=224+49=171
c =200 — 94 = 106
b+49+ 26=106 =2b =31
d=174+b=17 + 31 =48
31

b) Ha 31 mulheres que ndo consomem came; p 200"

R
200

19. Imaginando um universo com 100 pessoas, temos:

®

x=100 - (31 + 32 + 23) =
.14
=X 14'100 14%

20.p % 0,45
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21. 12 lancamento 28 lancamento 32 lancamento
—= (K,

K <"‘"‘i54k§3
< Zkco
= iexe

=i

), (K, C K, (C K K}
D(E) = —— % 50%

n,
—_
=
‘ﬂ N
Fali
=
A

22. Podemos ter:
8 ou 8

+
10 opgies 10 opgdes

nigd) = 20; E L

'[ }' IJ{ :' a0
23. Observemos o diagrama:

28 \

c 13

O ndmero de alunos que fizeram a prova foi:

284+ 31 +42+124104+7 45413 =148

a) 0 nimero de alunos gue acertaram pelo menos duas
questbes foi 12 + 5+ 7 + 10 = 34. A probabilidade

. - 34 17
pedida é, entao, 48 - 74"

b) O nimero de alunos que acertaram exatamente uma
questdo é (28 + 31 + 42 = 101), e a probabilidade
& 101 .
148
24&. Seja x 0 numero total de funcionarios;
+5 )
anes 0.4 - x{ﬂ,& < 0, 4%
. 0,4-0,4x
. 06-x

anos

—'—Ulﬁx 0,16 = 16%

0,24x == homens
0,16x — mulheres

25. p{C) — 4 plk)

Como p{C) + plk) = 1, entdo: 4plk) + plk) = 1 =

= plK) = < = 20% e p(C) = 5~ = 80%
26. De cada 5 langamentos, dois resultam faces impares e
trés pares.
a) plimpar) %
P(1) = PB) = p(5) %: 3 12_5
b) plpar) - &
p(2) = pl4) = p(B) % -3 1?
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28.a) sra

29. 0

30. O nimero total de bolas & x + 3x + 3

31. * Aareado terreno é (500 m) - (300 m)

32, ni0y) = P, = 41
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27. 12 modo:

Devemos ter A = 0, ou seja:
9-4-1c=0=-4c=-9=

9
D C=—=3c= 225
2 ,

As possibilidades s30 —1, 0, 1 ou 2.

p % 0,80 = 80%

24 modo:

E possivel fazer por tentativas, substituindo, em cada
caso, o valor de ¢ e calculando o discriminante (A).

2 # 0,isto & a + 2, temos que x
solugio dnica.

Nesse caso, E = {0,1,3,4,5,6, 7, 8,9} e plE) %.
b)Sea -2 =0,isto & a =2, temos 0+ x = 4 = Ax
que satisfaca.
Logo, E = {2} e p(E) L

10
O E={0,1,3,4,6)p0) - = -5

{1,2,3,.., 100}
log, m resultard em um ndmero inteiro quando m for
uma poténcia de base 3, a saber:

m = 3% = 1{pois log,1 = 0}
m=3"=3(poislog, 3 = 1)
m=3=09(poislog,9=2) t =P WE‘D 5%
m = 3= 27 (poislog, 27 = 3)

m = 3* = 81 (pois log, 81 = 4)

4x + 3, das
guais 3x s3o pretas.

3x = 0,7
4y + 3
Como 4x + 3 = 0, pois X é inteiro positivo, podemos
multiplicar os dois membros por 4x + 3:

- 3x

(b 4 5]-4x 3 = (4n+3)-0,7 =
=3x>28x 4+ 2,1=
=202x>=>21=x> 105
O menor valor inteiro de x que serve éx = 11.

Devemos ter:

150000 m?;
* O didmetro da base do reservatono de agua mede
500 m — (250 m + 100 m) = 150 m;
a area da base do reservatono de dagua é - (75 m)* =
=3 5625 m = 16875 m*
Assim, a probabilidade de o tesouro ter sido escondido
abaixo da regido limitada pelo reservatdrio de agua é

16875 9 - -
150000 - B0’ e a probabilidade de o tesouro nao ter
sido escondido abaixo do lago é

9 71
50 gp 08875 - 88,75%.

A 24; um desses anagramas & ROMA, e

- . .
a probabilidade pedida é TR
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33. n{L2) = P, = 71 = 5040
Comecando e terminando por vogal:

. 0. . .. L2

o v e = =85!
P,
p 651 _6-51 1
Il f+b-5] 7
34.n(02) = 9-10- 10 = 900
nlE) = 9-9.8 = 648
PE) — oo~ 3o

35. a) Namero total de palindromos:

910 1 1 4
#0 T 1
igual  igual
ao M aplE

Total de ndmercs de 4 algarnsmaos:
9 10 10 10

——————— 9000
e
9000 100

b) Total de nidmercs de 5 algansmaos:
8 .10 10 10 10
Total de palindromos: =+ — « — « — - —
Q.- 10F 1 1
p e —— — —_—

o-10¢ 107 100
36. a) 530 12 maltiplos de 5 entre 1 e 60, assim:

121
&0 5
b) Tirando 2 bolas maltiplas de 5:
C'IJ 2 1 1
Coz 2959
37. a) nl0)) (1 “) J0 g
2 21 81
n(E) ( ;) 10, pois devemn ser escolhidas duas
sedes entre as 5 cidades do Nordeste.
10 2
E [—— —
P(E) 45 9

b) n{E) (;J, pois excluimos, entre as dez, as trés

cidades do Sudeste.

Q
. 2
Dai- p(E) a_7

45 45 15

38. a) Nomero de senhas possiveds:
10-10-10-10-10-10-10-10 = 10#

algarismos letras

1
b) —— = 0,000001%
) 100

c) Mimero de senhas “favoraveis™
54-3-2-1-3-2-1 120 -6 = 720

i s
algarismas letras

A probabilidade pedida & % 0,00072%

4
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d) Numero de senhas “favoraveis™:
10-9-8-7-6-10-9-8=21772800
—— — —

algarismaos letras

- . , 21772800
A probabilidade pedida é: e

= 02178 = 21,78%

39. a) niLy) (120) % 45 (45 grupos ndo ordenados
de dois paises)
niE} (;) 5—24 10 {10 grupos ndo ordenados
de paises escolhidos entre: Rissia, Venezuela, Brasil,
Chile e Grécia)
A probabilidade pedida & 12 = 2.
45 9

b) Dos 10 paises, 7 tém percentuais menores que 20%
e 3 tém percentuais maiores que 20%.
Wamos resolver de dois modos diferentes.
1¢ modo: Podemos ter 1 ou os 2 paises com percentual
maior que 20%.
* Com 1 maior e 1 menor temos 21 casos (3 -

21).

* Com os 2 maiores que 20% temos 3 casos (C, , = 3).
Ao todo, ha 24 casos favoraveis e a probabilidade é:

24 8
45 15
2% modo:

Sgja A 0 evento em que ambos os paises sorteados
tenham percentual menor que 20%.

c 76
7.2 2 !
plA) = 25 a5 15
A probabilidade pedida é 1 — —= = 5.
15 15

40. O nimero total de escolhas possivers & C, | = 36.
a) Para escolher 2 pontos entre o5 5 de r, podemos
proceder de 10 maneiras distintas (C, , = 10), e a

probahilidade é entao, 42 — 2
36 18

b) Podemos escolher 2 pontos entre os 4 de s de 6 maneiras
1

distintas lfl:'_dl , = B), e a probabilidade é 6-6
. . 5-4 5
A probabilidade 6 ——— = =
€) A probabilidade é 36 3

&1. Podemos escolher 3 pontos quaisquer entre os 9 forme-
cidos de 84 maneiras distintas tC,JI , = B4); ni2) = 84.
Sera formado um tridngulo se escolhermos:

(2 pontos de r e 1 ponto de s)

C,,'C,, =40
ou (1 ponto de re 2 pontos de s)
GG, =30

Logo, existern 70 maneiras distintas (40 + 30 = 70)
de formarmos tridngulo. A probabilidade em questao

e20 _ 2 . g339,
84 &

https://api.plurall.net/media_viewer/documents/24 14501

42, a) n(©2) [5}2) =221 _ 55 100;

3 31 491

Existern 22 100 “grupos™ de 3 cartas, entre os guais

apenas um é formado pelo dez de ouros, sete de
1

22100
b) Mamero de casos favoraveis: (521 1275, pois, se

copas e as de paus. Assim, a probabilidade é

uma das cartas j& esta definida, resta escolher duas
entre as outras 51.
1275 3
22100 52

c) O ndmero de possibilidades de extrairmos 3 cartas

de espadas 6(133J 286, e a probabilidade pedida

__286 11
"22100 850

43.n(Q) - P, ~ 6! = 720

a) [t ] [
P, - P,

. F"3 213131
e
entre dentro

72 (72 opges)

21
f20 10
b)[HM, | [HM, | [HM,]
P,eP,-P, P, =68 =48
_—
entre  dentro
A48 1
p=— =_1
F20 15
&b.nll)) - 6-6-6- 216
a) Devernos contar o ndmero de sequéncias formadas
por: 3, 3, b.
31 L
lermos: I’f’ % 3 (3 sequéncias)
30
Logo, —_— =
90, p 216 12

b) Devemos contar o numero de sequéncias formadas
por 1,2 e 3, que éigual a:

3-2-1=31{ouP, =6)
3] 1
Logo, —_— =
9P =516 36
. 5 -4
£5. niLy} r‘s.? T 10

Das 10 possibilidades acima, 5 delas representam lados
do pentagono. Assim, as cutras 10 — 5 = 5 representam
diagonais.

A probabilidade pedida & % % 50%.

46.0() — 7 - 149

valor  walar
dex dey
a) Observe que M® ( 2 jr ).‘
® 3

Desse modo, M = M'se x = v, isto &, os dois ndmeros
sorteados devern ser iguais. Ha 7 casos favoraveis:
(—3, —3), (-2, -2}, ....,(3, 3). Logo, a probabilidade
A 1
pedida & 29 =

414/420



https://api.plurall.net/media_viewer/documents/2414501

b)detmM = 2 - {-3) — xy
det M & — xy;
Vamos analisar os casos em que det M = (:

B-x-y=0=ux-y b
Podemos ter:
x y
—3 2
-2 3
2 -3
3 -2

Assim, das 49 possibilidades de escolha de x e y,

49 — 4 = 45 ndo anulam o determinante.
45
Logo —
aqo, p 29
47, ’
. p3om
l
- +*
| A4cm
7em

5ao 12 arestas ao todo: 4 medem 7 cm, 4 medem 4 om

e 4 medem 3 cm.
Podemos selecionar duas arestas ao acaso de

12-11

66 |.
e

Desses 66 pares (subconjuntos de 2 arestas), (;)

66 maneiras distintas [(122)

4-3

6 s3o formados por arestas que medem 7 am

cada uma; & gue medem 4 on cada uma e 6 gue medem
3 cm cada uma.

Aszim ha 18 casos favoravers (3 - 6 = 18) e a probabili-
. 18 3

dade é — = —.

ade & == = 3

&8. O nimero de maneiras distintas de se escolber 3 cartbes

{5

O participante nao recebera prémio algum se escolher
3 dentre os 4 cartdes n3o premiados. Isso pode ocorrer

de ( j ) 4 maneiras distintas e a probabilidade pedida

a1
20 5
49, * O condominio possui 180 apartamentos (3 - 15 - 4
180).
180% 180 - 179 .
L) —_— 16110
niLy) ( 2 ) 3

* Vamos determinar n(E):
Para escolhermos dois apartamentos em um mesmo an-

dar, de um certo bloco, temos & possibilidades (4 2 e

(4J Ei). Assim, neste bloco, teriamos 90 opcoes

2
(15 - &6 = 90).
Como s3o 3 blocos, seque que nfE) = 3 - 90 = 270 e
a probabilidade pedida ¢ 12_"”0 = 0,01676 = 1,67%.
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Resolugio dos exercichos

50. A maltiplode 2; A = {2, 4, 6}
B: maltiplo de 3; B = {3, 6}
AN B: multiplo de 2 e 3 ao mesmo tempao; A M B

PAUE) = p(a) + plE) — plans) — =+ £

|
6 6 3
13 1 16 4
Slp=53t%2 52 %2 13
T T T
i sair o
valete de
ouros

um  uma
valete carta
de ouros

52.0={01,1),0,2... (6 6)}

& = {4, 6), (6, 4), (5, 51}; pla) el

36
{0, 1), (2, 2), ..., (6, 6)} = plB)
2

{(4, &), (6, M}; pla N B) =
3,30 2 3

=== .
36 36 36 36
53.0=1{1,2 3, .. 30}
a) A primo: {2, 3,5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 249}
B: maior gue 10: {11, 12, .., 30}
ANE={11,13,17, 19, 23,29}

10,2 6 24 4

30
B = £}
36

ANEB

Dai, pl& U B)

30 30 30 30 5
b) A: maltiplo de 7: A = {7, 14, 21, 28}
B: multiplo de 5: B = {5, 10, 15, 20, 24, 30}
AN B =& = plau B) = pla) + plB)
4,6 _10_ 1
30 30 30 3
c) A: quadrado perfeito; A
B: divisor de 36 e menor que 30; B
9,12, 18}
ANE={14 9]
pavg-=>+2 2101
30 30 30 30 3
S54.a) ANE = plang) =0
Dai, pla LW B) = p{a) + p(B) = 0,75
= plB) = 0,4
b) p(a L2 B) = p(a) + p(B)
= 0,75 = 0,29 + p(B)

pla L B)

{1, 4,9, 16, 25}
{1.2,3, 4,6,

0,35 + p{B) =

plA N B) =

0,09 = p(B} = 0,55

55. a) p = pi{mulher) + p{sup. completo) — p{mulher e sup.

completo)
80 75 53
120 120 120
102 _ 17
120 20
18 3

120 20

p
=p

bl p =
56. A: chove 5 dias ou mais
A={5617,..,31} pla) = 0,33
B: chove 5 dias ou menos
B ={% 4,3, 2, 1,0}; p{B) = 0,81
A M B: chove exatamente 5 dias; A N B
AUB=10
Dai p(A L) B)

{5}
{0,1, 2, .., 31} (evento certo)
pla) + p(B) — pl&a N B) =

413
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Rezolucho dos exercicios

= 1,00 = 0,33 + 0,81 — pla N B) =
= plANB) = 1,14 — 1,00 =
= plANB) = 0,14 = 14%

5. Com ainformacdo dada, &' = {3, b, c, d, e f. g h, i, ]}
t t t

vogal wogal vogal

¢ a probabilidade pedida & % 3080

58.a) ¥ = {{1,1), (2, 2), _, (B, &)}
E=1L¥eplE)=1 100%
b) ¥ = 0 — {{1,1),(2,2) ..., (6, 6)}; niLy) = 36
E: soma dos pontos é 8:
E= {2 6),(6 2),(3, 5), (5 3)) Cw

4 2 o LT
plE} 303 0,1333..=133%

b =30

59.a) ¥ = {2, 4,6}
E= {2}

p(E) = =

b) ¥ = {2, 4, 6}
E = &I (os 0nicos divisores de 5 s3o 1 e 5, que n3o
pertencem a LX)
Assim, p(E) = 0.

60. a) Devernos excluir 4 valetes e 4 damas para obter espaco
amostral reduzido £
nifd) =52 — 8 = 44
Dai, uma dessas 44 cartas & o rei de ouros, & a pro-

. N |
babilidade pedida & rry

b) Excluimos as 13 cartas de ouros para a construcao de
e nid) = 52 — 13 = 39.
Dentre essas 39 cartas, ha 39 — 13 = 26, que ndo s3o

de copas, e a probabilidade é % i.

3
) niY) = 13 (13 cartas de copas)
Dentre essas 13 cartas de copas, uma € o rel, e a
- |
probabilidade & 3
d) n{¥) = 52 — 13 = 39; dessas 39 cartas, uma & o
valete de espadas e outra é o valete de ouros (2 casos
favordveis).
2
T
e) nitY) = 39
Dessas 39 cartas, ha 13 de ouros e 3 reis (ja exduimos
o rei de copas). Mas ndo podemos esquecer que o rel
de ouros foi contado duas vezes:

1343 -1 _ 15 5
p = e = 2 =

39 39 13
61. n(£2): ndmero de filas em que o casal nao estd em se-
quéncia
nfQ) = P, — P, - P, = 720 — 240 = 480

b
total casal junto

n(E): namero de filas em gue as extremidades s3o ocu-
padas pelo casal:
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2:4:3-2-1-1=2-P, =48
t 4
imicio final

48

E}) = ——=0,10 = 10%
p(E) 480

62, * Numero de mocas: 600 — 380 = 220
* Numero de mogas que estdo cursando o Ensing Mé-
dio: 220 — 105 = 115
* Nomero de rapazes que ja concluiram o Ensino Mé-
dio: 380 — 200 = 180

Reunindo as informagoes em uma tabela obtemos:
Rapazes Mocas Total

200 115 s

Cursando o
E.M.

Ja concluiram
o E.M.

Total 380 220 600

180 105 285

180 12

285 19
115 23

220 Sl

a)p

b) p

63. a) n(ty) C.=15

ni{E} c.=10 pois, incluindo a coxinha, é preciso
escolher 3 dentre os 5 tipos de petiscos restantes.
10 2
g -—= =
PIE) 15 3 _ o i ]
b) nitx’) = C, ; = &, pois, como o cliente ja induiu coxinha

e empadinha, falta escolher 2 dentre os 4 petiscos
restantes.

n{E) = 3, pois incluindo-se também o pastel & preciso
escolher apenas 1 petisco entre os 3 restantes.

Logo, plE) Zal 0,5 = 50%.

B 2
c) niLy’) C.=5 pois ele deverd escolher os 4 petiscos
entre 5 disponivels (coxinha ndo sera incluido).
n{E} = 1, pois, excluindo-se também empadinha, &
preciso escolher 4 dentre as 4 opgdes disponiveis; isto
50 pode ser feito de uma Gnica maneira.

p(E) % 0,2 = 20%

Jd2 o3 1

13 1
643 51 A s s g
1

() () e

65. Como temos independéncia entre os eventos, BsCIEVEMOS:

1.2 _1
2 B 4
t .
i_ _ probabilidade
probabilidade de ocorrer um NAmero prima:

de oCorrer coroa 2, 2 e 5 530 primos

66. a) O total de brindes & 12 + 15 = 27

P b

= 0,188
27 26 117
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b)p-JZ.15 , 15 12 5 12:15
27 26 2726 27 - 26
Y
probabilidade probabilidade
deol= deo iz
sOrteio sorteio
sar para sar para
menino & menina e
o 2% sorteio o 22 sorteio
81 para ar para
menina menino
20
—=0,5128

P 39 !
2
12 12 4 16

67. a) p 737 (g) 81—(119.?':-
12 15 12 15 215
— e —— —— .

PP=5r ot T
40 .
— = 0,4938
a1 '

b) Podemos ter:
* 2 palmitos e 1 queijo:

10 9 8 o 40
ndmero de ordens
distintas de se ter

2 palmitos e 1 queijo
+ 2 palmitos e 1 carme:
3 2 4 3 1

0 9 8 F 10

ordens
A probabilidade pedida é, portanto:
3,1 _7
40 10 40

c) A probabilidade de sair um de palmito, um de came
e umn de queijo, nessa ordem, é:
09 8 20
Em outra ordem, digamos queijo, palmito e came, a
probabilidade é a mesma:
9 8 70
Comao ha b ordens distintas (P, = 3! = B) para retirada
de um pastel de cada sabor, a probabilidade pedida é
6 — = = = 0,30.
20 10
69.a) 0,182-0,12 = 0,0216 = 2,16%
b) 0,82 - 0,88 = 0,7216 = 72, 16%
c) 12 modo:
1 — plninguém queimar) = 1
27, 84%
22 modo:
p = plA queimar e B ndo) + p(B queimar e A nao) +
¢ p{A e B queimarem) =

0,7216 = 0,2784

=p=018-0,88 + 0,12 - 0,82 + 0,18 - 0,12 =
= p = 0,1584 + 0,0984 + 0,0216 = 0,2784
27,84%
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Resolugio dos exercichos

preta
1 sestojo I { vermelha
< azul

preta

I'."StDJD I[ 1 vermelha
T
azul

p = plestojo I e caneta azul) + plestojo II e caneta azul) =

ypol.3,1.4 3,2 20432 53
2 B 2 7 16 7 112 112
. 1
71 K
moeda
normal
C
moeda
TN com duas K
caras
1 1 1 1 1 3
Pk =5+ 5 1=+ ==

> 2 T T TG
72, Sejam p(s) e p{d) as probabilidades de chover no sabado
e no domingo, respectivamente.

DEJ‘DE}

Temaos:

a
5

i

For {2} pid em {1 temos: p{5) - 417,

5° 5 25

Logo, p(s N d) = pis) - pld) = = = = =~

20 5
73. vamos resolver de trés modos diferentes.
12 modo:

Sejam O: ouros; P: paus; C: copas e E: espadas

a|

o
=
o

s

=
|—- \..'||Lu \..'||—- Lnl.; Lnl-- LnILu L.'|I
[er=; vy by — il =

nao ouras (P, C ou E)

nao paus (0, C ou E)

I_.
[
]

nao copas (0, P ou E)

(53]
e

A

35~nao espadas (0, Pou C)

51
Temos:
p = pl0 N ndo ouros) + p(P M ndo paus) 4
+ p{C M nao copas) + plE N nao espadas) =
1.39,1 .39, 1 .39, 1 39
4 51 4 51 4 5] 4 51

415
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416 Resolugdeo dos exercicios
2% modo:
oo g .30 _ 3 _ 13
Il 51 51 17
prob. de sair t— prob. de sair uma
uma caria carta de naipe diferente

qualquer (evento do naipe da 14 carta

certa)
3¢ moda:
n@) = ¢, , - 2 - 2l _ 1326

Para determinar n(E}, inicialmente contamos o nomero de pares de naipes possiveis, a saber: C, , = & f{paus, ouros},
{paus, espadas}, {paus, copas}, {ouros, espadas}, {ouros, copas}, {espadas, copas}).

Para cada tipo de par, as cartas podem ser escolhidas de 169 maneiras (13 - 13 = 169).

Assim, n(E) = 6 - 169 e p(E) % %
Th.a) 1 0.04 defeito
2" op sem defeito
% - 0,01 defeito )
5 ;-ﬂﬂn sem defeito

p(C, N sem defeito) = 12 - 0,96 = 0,64 = 64%

b} p = p(C, N defeito) + p(C, N defeita) =

10 5 0,45 i

19 o0a+=2-001 =B _p03-3%
TR T T

» Desafio
a) Vamos determinar inicialmente o ndmero de maneiras distintas de se “apresentar” uma tela de acesso nesse sistema:

NN

1% botao: 5 (dividimaos por 2, pois os algarismos nesse botdo s3o apresentados em ordem crescente);
-7

2% botdo: Como ja foram escolhidos 2 algansmos, temos B
b5

4-3
7

2-1

opcdes distintas {analogo ao 12 botao);
3% botao:

42 botao:

52 botao:

Pelo prindpio multiplicativo, temaos:

10-9 8:-7 6:5 4-3 2:1_100 3,00
2 2 2 2 2 s
Como ha apenas um caso favoravel (o da configuragdo mostrada no enundadao), a probabilidade pedida é m
b) £ preciso acertar os 6 botdes.
SRS T TR TR TR T T WP e son
5 5 5 5 5 5 5%
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