A HORAR

DO BIZLU
NUMEROS COMPLEXOS
GABARITO COMENTADO
1)
1, Kk =0mdbd 4
o k) L k=1méd4
' -1, k=2mébd 4
—i, k=3mbd 4
b. 2i
c. —2i
d- (20100 + (_Zi)loo — 2100 + 2100 — 2101

1010

_ (2_i)1010 — (L1)1010 = 1

(1+1)2
e ((1—i)2) —-2i
2) (Letra A) Analisando as afirmativas:
l. (Verdadeira) Sejam a, b reais. Logo:
{zl+zz=a a+b a—>b
_ — Zl == ==
Zl - 22 —_ b

Portanto, como z, e z, sdo soma e diferenca de reais, ambos s&o reais.

Il. (Falsa) Como contraexemplo, seja z; =i e z, = —i. Veja que z; - z, = —i? =
V4 ~ ~ .
1€ ]Riez—lz —1 € R mas z; e z, N30 s&o reais.
2
. (Falsa) Como contraexemplo, sejaz; =iez, = —i.Vejaquez; +z, =0€R
ez -z, =—i?=1€ R, mas z; ez, N30 s3o reais.

3) (Letra B) Desenvolvendo a equacéo, temos:

14 i\2 1 _ 1 , 1 _
< .)+ —=1+ie -1+ —=1+i& —=2+1
1—1i x + iy x + iy x + iy

Lo 2 1
YTV T 7%

Logo, 5x+15y=5-§+ 15-(—%)=.

4) Em Complexos, encontrar as raizes quadradas de um complexo z é encontrar as
solucdes x da equacgdo x? = z. Diferentemente dos reais, em que temos restricdo de
sinal, em Complexos teremos as duas solu¢cdes como possibilidade. Assim, as raizes
de 3 + 4i sdo os numeros a + bi tais que:

(a+bi)?> =3 +4i © (a? — b?) + 2abi = 3 + 4i
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Logo:

{“Zszbii 3 (a,b) = (21) ou(a,b) = (-2,~1)

Sendo assim, asraizesde 3 +4isdo2+ie—2—1i.

a. z=cis0
. T
b. z=+v2 cis
. T
c. z=cis—
3
d. z=cism
. 5w
e. z=cis—
3
. T
f. z=cis-
2
. 31
g. z=cis—
2
. 31
h. z=cis—
4
. . 4
i. z=5cisf8,com@ = arctang
. 6 . 6
Jo z=2cos- cis—
2 2

. 0 . 6
k. z=—215en; cis>

. , 2T
6) Vejaque w = cis—. Logo:
. _4m . N .
a. w?= cis—e w® = 1. Sendo assim, as poténcias de w se repetem de 3 em 3.

Assim:
w, n=1mod 3
" ={w? n=2mbd3
1, n=0mbd 3

b. Sew3=1entdiow?—-1=0 (w—1)(w?+w+1)=0. Como w # 1, entdo
w?>+w+1=0.

. . T
7) Vejaque w = cis . Logo:
. 2T . 3 . 4T . 5w .
a. w?= cis =, w3 = cis—, w* =cis—, w® = cis—- e w® = 1. Sendo assim, as
poténcias de w se repetem de 6 em 6. Assim:
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(w, n=1mod3

w?, n=2mbd3
a)”=<w3' n = 3mébd 3
w?* n=4mbd3
w®, n=5mbd 3

\'1, n=0mbd 3

b. Se w®=1, entio w®-1=0 (w—-D(W +w*+wd+w?>+w+1)=0.
Comow # 1, entdo w® + w* + w3 + w? + w + 1.

8) (Letra D) As raizes n-ésimas de um complexo sdo tais que seus argumentos dividem
o plano complexo em n partes iguais. Sendo assim, a soma vetorial destas n raizes é
igual a zero. Portanto:

n-—1
Za)k =0
k=0
)
a. x=2 cisZk‘T”, k=012
b. x = Zcis(£+&),k =0,1,2
6 3

c. x=xloux=4=i

d. x =3cis(Z+25), k=012345

e. Fazendox® =y,temosy?+y+1=0y= cisz?"ou y = cis%n.

. ., 2T . 4T /
Assim, x3 = cis - ou x3 = cis —, 0 que nos da:

. 21 2km . 41T 2km
X = ClS(—+—) oux = ClS(—+—)
9 3 9 3

10)(LetraC)Facax=z—1+ieentdox* =1 x = +1 oux = +i. Assim:

z—1+i=1e[z=2—i
z—1+i=-1e[z=-i]
z—1+i=ie[z=1]
z—1+i=-ie[z=1-2i

Analisando as op¢des, perceba que é incorreto afirmar que o conjugado da solugéo
de maior argumento é 1+2i, pois a solu¢cdo de maior argumento é z = 2 — i.

11)(Letra B) Veja que:
54 Ty 5% 54w 4n 4m 4m

( 7T+. 7T) _(.)_. . _ ny _ 1+ bi
cos5 lsen5 —ass —ass _ClSS_COSS lsens— a i
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. 41 T 41 s 41 T
pOIS COS? = —COSE e sen? = seng, uma vez que ? =71 — E

12)(Letra D) Usando as informacdes do problema, temos:

l. Re(x+i—%i)Slm(x+i—%i)@xsi

I =1 4+2D) - (e +yDl =12+ (=2)2 - Jx2 +y2 =V5 o x? +y? =1
Assim, no plano complexo, as solugdes que satisfazem estas condi¢gdes sdo os

complexos que estdo sobre a circunferéncia unitéria centrada na origem, cujas
partes reais sdo menores ou iguais a Y2.

1.5

-0.5 0 0

-0.5

e

N | =

Portanto, o complexo de menor argumento serd aquele cuja abcissa é x =

ol . . T
ordenada positiva, ou seja, z = cis 3

13)(Letra B) E muito legal vocé enxergar médulos como tamanhos, distancias. Veja que
|a| e |B] podem ser interpretados como o mdédulo de dois vetores unitérios a e S,
tais que o mdédulo do vetor diferenca a —f é V2. Isso sugere imediatamente
Pitdgoras! Se dois catetos de um tridngulo retangulo séo iguais a 1, a hipotenusa
mede V2. Logo, os vetores a e § sdo perpendiculares, e isto pode ser escrito assim:
a = tif. Portanto, a? + % = (if)? + p* = —B* + p* = 0.

Uma outra ideia muito util em problemas envolvendo nimeros complexos é o fato
de que z - 7 = |z|?. Neste problema, podemos usar da seguinte maneira:

lal=1pl=1ea?=pP=1oa-a=-=1
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Agora:
la-Bl=V2ela-pR=2o@-p(@-F) =2

Sa-a+p-ft+a-ft+a-p=2oa-f+a-f=0
Repare que esta Ultima igualdade é condicdo de perpendicularidade entre os
complexos a e B, pois se a = rycisf; e B = r,cisf,, a igualdade acima é equivalente

a:
(cosB; +isenB;)(cosf, —isenB,) + (cosf, +isenb,)(cosf; —isenh;) =0

COS(Q]_ - 02) = O (=1 |01 - 92' =

NI

Logo, podemos escrever @ = +if8 e a solugdo segue como a anterior.

14)(Letra C) Veja que:
12

|(1 - 2v2i) | = 1(1 - 2v2i) 2 = ( 1z + (2\/§)2> —312=m

Portanto, temos:

1 1 5
2x =1og;12(27 - 312) = logz12 27 + logg1z 312 = Elogg 274+ 1= 3 3+1= 7

B
XT3

15)(Letra A) Uma forma legal de atacar esse problema é olhar geometricamente para
z—1ez+1, pensando nos vetores que ligamze-1ea 1:
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Veja que o fato de os argumentos de z — 1 e z + 1 serem 2?" e % nos faz perceber que

os vetores z—1 e z+ 1 sdo perpendiculares, de maneira que z pertence a uma
circunferéncia com didmetro de extremos -1 e 1, portanto com raio igual a 1. Logo,
|z] é a distédncia de z ao centro (origem), que é o préprio raio da circunferéncia; entdo
lz| = 1.

16)(Letra C) Veja que os vetores OB e OA sdo perpendiculares, portanto OB = 0A cis %
Como 0A = 2 cis %, entao:
T m o 2m 1 V3. )
OB = ZCLSg'ClSE— ZCLS? = 2<—§+7l> =—1++/3i
17)
a. Os numeros complexos z = x + yi que satisfazem Re(z) = Im(z) estao sobre
aretay = x. Como o conjugado de um complexo é o simétrico do complexo

em relacdo ao eixo real, a imagem da transformacédo de todos os complexos
x + yi serdo os complexos x — yi que estardo sobre aretay = —x.

z-1 , . .. .
b. Se — € imaginario puro, para z # —1, podemos escrever considerando z =
x + yi:

z—=1 x+yi—-1 (x—-1+ydx+1-yi) x>+y>—1+2yi
z+1 x+yi+1 (x +1)2 —y2 T (x+1D2—y2

Se este numero é imaginario puro, entdo x> +y2—-1=0< x2+y%> =1 com
(x,y) # (=1,0). No plano, sdo os complexos representados pela
circunferéncia centrada na origem e de raio 1, com exce¢do do ponto (—1,0).

c. Paraquei, ze 1 formem um tridngulo equilatero, precisamos garantir que:
|z—il=]z—-1] =]1—{]

Como |1 —i| = V2, entdo sendo z = x + yi teremos:
lz—il=V2ez-i?=2ex*+(-1*=2

z—1=V2e|z-12=20 (x-1)2+y2=2
Subtraindo as igualdades, teremos 2x — 2y = 0 & y = x. Logo:

V3

2 _ 2 2 _ _ — —1 -
X+ (x—-1) =2 2x*—-2x 1—0<:>x—2i2
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Portanto, os complexos z serdo:

_ (1, V3 1, V3). _ (1 V3 1 V3.
2=+ )+ G+Y)ier=(-)+(-3)
18)(Letra A) No plano complexo, |z — z,| = r representa uma circunferéncia de raio r
centrada em z,. Assim, a regido 2 <|z— 3 —4i| <3 representa a coroa circular
delimitada pelas circunferéncias |z — (3 + 4i)| =2 e |z — (3 + 4i)| = 3.

N
)

[y ymppapmpags (RR——"

Veja que z; € o complexo de menor médulo do conjunto A (estd mais préximo da
origem) e z, é o complexo de maior médulo do conjunto A (estd mais afastado da
origem). Como o centro da circunferéncia é o ponto (3,4), distante 5 unidades de
comprimento da origem, e o raio da circunferéncia mais externa é 3, entdo |z,| =5 —
3=2elz,| =5+ 3 =8.Usando semelhanca, Re(z,) = g |z,| = S elIm(z,)) = §|Z1| = g;

Re(z,) = z |z,| = % elm(z,) = g |z,| = % Desta maneira:

6.8 6 8
= — — _ — = —_——— =
Zq 5 51. Z1 5 Sl

24 32 24 32
L=gTtFlTasgTg!

Logo, —z1 - 7 = == (3 + 4i) -2 (3 — 4i) = —2- (3% + 4?) =[=16].

25
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19)(Letra A) Queremos olhar para:

~1 1 1 1
z* +3z2 + 2| 1@+ D@2+ 2] 122+ |22+ 2] |z +illz — il|z + V2i| |z — V2i]

“Sair no brago” fazendo as contas dessa expressdo € um trabalho muito chato.
Vamos tentar dar significado geométrico para essa conta.

O fato de |z| = 2 significa dizer que z € um complexo que pertence a circunferéncia
centrada na origem de raio 2. Veja que |z +i], |z — ], |z+\/§i| e |z—\/§i| sdo os
médulos dos vetores que representam a soma de z e i,—i,V2i e —V2i,
respectivamente.

N3o é dificil perceber que, para um dado complexo fixo z, e z sobre a circunferéncia
centrada na origem, o mdédulo de z + z, serd maximo quando z e z, estiverem
alinhados (basta pensar no médulo do vetor soma via Lei dos Cossenos). Assim, olhe
para os casos em que |z| = 2 e z esta sobre o eixo imaginario, local onde também
estdo i, —i,V2i e —V2i, isto é, olhe para z = +2i. Logo:

1 1 1 1

iz +illz — il|z + V2i|lz—v2i|  Billil][(2 +V2)i|[(z—v2)i] 32 6

Como o denominador estd sendo maximizado, entdo podemos afirmar que:

-1

1
- =~  |<Z
Z4+322+2|_6

20)(Letra E) 1° Solucdo (Fazendo as contas):

Seja z = x + yi. Da equacdo do problema, temos:
lx+yi—1|=2|x+yi+ 1] © |(x — 1) +yi|* = 4|(x + 1) + yi|?
(x—1D2+y?2=4[(x+1)?*+y?] o x2—2x+ 1+ y? = 4x? + 8x + 4 + 4y?

) ) 10 25 25 5\’ 16
3x°+3y +10x+3=0@x2+?x+?+y2=?—1@<x+§) +y2=?

~ . A . 5 .
Esta equacdo representa uma circunferéncia de centro (—5, 0) e raio -.
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22 Solucdo (Interpretacao Geométrica):

A equacgao pode ser reescrita assim:

|z —1]
lz+1]

Lembre-se de que |z — 1] e |z + 1| sdo as distancias de um complexo z aos reais 1 e
-1, respectivamente. Portanto, z é tal que a razdo entre tais distancias é fixa igual a 2,
o que nos leva a concluir que z estd num Circulo de Apolénio associado aos reais 1
e -1 e comrazdo k = 2. Sabemos que o raio do Circulo de Apolénio é dado por:

K
NPT

2:2 4
m = g Como

a distancia de z a 1 é o dobro da disténcia de z a -1, os pontos do circulo alinhados
com 1 e-1 serdo:

em que [ é a distancia entre os pontos fixos. Assim, neste caso, r =

2a+ta=2a=

3

. ;. 4 , , . 4 4 5
Como o raio é igual a 5 O centro do circulo terd abcissal —2a—r=1-— 37 3= "3

) , 5
Assim, o centro é (—5,0).

21)(Letra A) 17 Solucdo (Fazendo as contas):

Sendo z = x + yi, podemos reescrever o sistema como:

{ |x +yi — 2| = |x + yi + 4|
lx +yi —3|+|x+yi+3] =10
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{ (x—2)2+y2=(x+4)*+y?
\/(x—3)2+y2+\/(x+3)2+y2=10

Da primeira equacdo, obtemos (x —2)? = (x+4)? ox—-2=t(x+4) o x=—1.
Da segunda equagao, obtemos:

VY2 +16+/y2 +4 =10

Faca+/y2+4 =t, entdo/y2 + 16 =Vt2 + 12 e dai:
G

22
Jt2+12=10-t o t24+12=100-20t+t? o t = —

5
> 22 . 484 /384 _ ., 8V6
Portanto, \/y +4——5 Sy=+ > 4_1—5 @y_i—s,

. . - 8ve6 . 86 .
Os Complexos que satisfazem o sistema serdo —1 + Tl e—1-— Tl.

22 Solucao (Interpretacdo geométrica):

A equacdo |z—2z| =|z—z,| representa no plano complexo a mediatriz do
segmento de extremos em z; e z,. J&d a equagdo |z — z,| + |z — z,| = 2a representa a
elipse de focos z; e z, e eixo maior 2a.

Assim, as equacdes dadas se reduzem a:

e |z—-2| =]|z+ 4| » Mediatriz do segmento de extremosemx =2ex = —4 =

e |z—3|+|z+3| =10 Elipse de focos 3 e -3 3 e eixo maior 10 =

2c=6 c=3 —
~ x y
{ 2a =10 =>{a=5=>Equagao: E+E=1

a?=b*+c* \b=4
2
Portanto, fazendo x = —1 na equacéao da elipse: 2—15 + 31/—6 =1ey2=16- % s
8vV6
-




