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APRESENTACAO

Nos catalogos de livros universitarios, ha varios titulos cuja pri-
meira edigio saiu ha 40, 50 anos, ou mais. Sdo livros que, gragas a
identificacdo da edigio na capa (e somente a ela), tém sua idade reve-
lada. E, ao contrario do que muitos podem imaginar, isso ndo ¢ um
problema. Pelo contririo, sdo obras conhecidas, adotadas em diversas
institui¢des de ensino, usadas por estudantes dos mais diferentes per-
fis e reverenciadas pelo que representam para o ensino.

Qual o segredo de sucesso desses livros? O que eles tém de
diferente de varios outros que, embora tenham tido boa aceitagdo
em um primeiro momento, nio foram tio longe? Em poucas pala-
vras, esses livros se adaptaram as novas realidades ao longo do
tempo, entendendo as mudangas pelas quais a sociedade - ¢, con-
sequentemente, as pessoas — passava ¢ as novas necessidades que
se apresentavam.

Para que isso fique mais claro, vamos pensar no seguinte: a
maneira como as pessoas aprendiam matematica na decada de
1990 ¢ igual ao modo como elas aprendem hoje? Embora os ali-
cerces da disciplina permanegam os mesmos, a resposta ¢: ndo!
Nesse intervalo de tempo, ocorreram mudangas significativas —a
Internet se consolidou, os celulares se popularizaram, as redes so-
ciais surgiram etc. E todas essas mudangas repercutiram no modo
de vida das pessoas, que se tornou mais rapido e desafiador, mu-
dando os fundamentos do processo de ensino/aprendizagem.

Foi com base nisso que nasceu a Bibliografia Universitaria Pear-

son (BUP). Concisos sem serem rasos ¢ simples sem serem sim-
plistas, os livros que compdem esta série sdo baseados na premissa
de que, para atender sob medida as necessidades tanto dos alunos
de graduagdo como das instituigdes de ensino — independente-
mente de eles estarem envolvidos com ensino presencial ou a dis-
tdncia —, ¢ preciso um processo amplo e flexivel de construgéo do
saber, que leve em conta a realidade em que vivemos.

Assim, as obras apresentam de maneira clara os principais
conceitos dos temas propostos, trazendo exatamente aquilo gque o
estudante precisa saber, complementado com aprofundamentos e
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discussoes para reflexdo. Além disso, possuem uma estrutura didatica que propde uma dina-
mica unica, a qual convida o leitor a levar para seu dia a dia os aspectos tedricos apresenta-
dos. Veja como isso funciona na pratica:

A secdo “Panorama” aprofunda os topicos abordados ao mostrar como eles funcionam
na pratica, promovendo interessantes reflexdes.

Panorama

lohin Napier lou Mepoer) foa o primeire @ publicar 7
leg N=ns =N

ury trabalho sobre leganitrnes em 16T, Cseltra-
brether consistia am transfodmmar as operstes de
rultpticardn; divisko e radicacde em adictes o Emigue anomenclatura usasa e a sequinte;
subfracées usando as propiedacss das potén- W= logartmandooous eablogantmes

clas Cam-esse trabatho, Napier conseguil fmpees =Dl

! ﬂ Ao longo do livro, o leitor se depara com
Saiba mais Exemplo .. . ) o
varios hipertextos. Classificados como “Saiba

o N ! mais”, “Exemplo”, “Fique atento™ e “Link™,
1 Link | - 3 . -
FigRactSo - > esses hipertextos permitem ao aluno ir além em

suas pesquisas, oferecendo-lhe amplas possibi-

Introducio . lidades de aprotundamento.
A Uridade 1 de nosuo esick sabre caloula integral conmsm vasios co-

= “':"h"r'm_l"":"'j"”:l' S, A linguagem dialogica aproxima o estu-
e o elernentosca doteminads coruris s el especiics dante dos temas abordados, eliminando

clelerminasa Badcamer e s s it AT, ar g, e Ticla

qualguer obstaculo para scu entendimento ¢
incentivando o estudo.

shermenlo de o dads -C::liII!': FORETTL LY COmiE g el e e L8

S A diagramacgdo contribui para que o estu-
i dante registre ideias e faga anotacdes, intera-
gindo com o contetdo.

Todas essas caracteristicas deixam claro
que os livros da Bibliografia Universitaria
Pearson constituem um importante aliado
para estudantes conectados e professores ob-
jetivos — ou s¢ja, para 0 mundo de hoje — ¢
certamente serdo lembrados (¢ usados) por

— muito tempo.
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Boa leitura!




PREFACIO

O hvro Calculo integral ¢ um complemento da obra Caleulo
diferencial. Ambos seguem o formato da série Bibliografia Uni-
versitdria Pearson (BUP), que apresenta os temas propostos de
maneira bastante clara e objetiva.

Historicamente, o calculo foi desenvolvido em trabalhos inde-
pendentes por Isaac Newton ¢ Gottfried Wilhelm Leibniz. Em ter-
mos gerais, ¢ fundamentado em trés conceitos: o calculo de hmites,

o calculo de derivadas de fungdes e a integral de funcdes. Calculo
diferencial e calculo integral estdo estritamente relacionados, pois
a derivagdo e a integragdo sdo processos Nversos.

Este livro esta dividido em quatro unidades e explora os trés
conceitos anteriores: limites, derivadas ¢ integral, sempre com va-
rios exemplos e exercicios, topicos essenciais para o aprendizado.
Somente com exercicios o aluno pode avaliar seus conhecimen-
tos, fixar conceitos e desenvolver confianga para seus trabalhos
futuros,

Na Unidade 1 é feita uma revisdo das principais caracteristicas
das fungdes logaritmicas, exponenciais e trigonométricas, para
entdo explorar o estudo da derivada dessas fungdes. Também sio
apresentados alguns limites especiais, entre eles o limite funda-
mental exponencial e o limite fundamental trigonométrico. Com o
conceito de derivadas, a Unidade 2 traz a Regra de L. 'Hospital,
importante para o calculo de limites e a introdugdo ao célculo de
integrais. definindo suas propriedades clementares ¢ chamando a
aten¢do para a operacio inversa da derivada. Na Unidade 3, soli-

difica-se o calculo das integrais indefinidas explorando as regras
imediatas de integrac¢io e o método de integragio por partes. Para
finalizar, na Unidade 4. sdo apresentados mais trés métodos de
integragdo: substituigdo trigonométrica, expansio em fracdes par-
ciais € outras substitui¢coes especiais. Também ¢ mostrado o con-
celto de Somas de Riemann, fundamental para a teoria de integral
definida, e diversas aplicagdes do cdlculo integral, ampliando o
conhecimento sobre 0 assunto.

Bom aprendizado!






UNIDADE

Func¢des exponenciais
e logaritmicas:
generalidades e aplicacoes

7 Objetivos de aprendizagem
B |dentificar funcoes explicitas e implicitas.
® Entender fungdes logaritmicas e fungdes exponenciais.
® Aprender regras de derivacao de fungoes.
® Calcular a derivada das funcdes logaritmicas e exponencials,
@ Compreender o que é limite exponencial fundamental.
e
Vo Temas

® 1-Funcoes explicitas e implicitas
Iniciaremaos o estudo pelas fungdes explicitas e implicitas, apresen-
tando exemplos que apoiem nossa aprendizagem. Alem disse, co-
nheceremos indmeros tipos de funcdo e suas propriedades.

® 2 - Considera¢des sobre a 72 operacdo em matematica: a
logaritmacao
Neste terma, estudaremos as definicdes e as propriedades da logarit-
magdo — ou 7* operacdo matematica. Apresentaremos graficos que
permitam a visualizacado dos contelddos apresentados.

® 3 -0 limite exponencial fundamental
Frtenderemos os conceitos de limite e continuidade, Buscaremos
compreender o limite fundamental das funcdes exponenciais e tam-
ém a base do sistema neperiano.

® 4 - Limites especiais
Aqui aprofundaremos o estudo dos limites, conhecendo outros limi-
les especials de funcdes,
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® 5 - A derivada da funcdo exponencial e da funcao
logaritmica
O objeto de estudo deste tema & a derivacao de algumas fun-
coes elementares. Estudaremaos a derivada da funcao exponen-
cial e da funcao logaritmica.

® 6 - Derivada da funcao exponencial composta
Encerraremos a Unidade 1 conhecendo a derivada da funcgao
exponencial composta por meio de exemplos que facilitemn
nossa aquisicao ade conhecimento.

Introducao

A Unidade 1 de nosso estudo sobre calculo integral contém vastos co-
nhecimentos a respeito de um tema gue voce ja sabe qual e: fungoes!
Dizermos que uma equacac corresponde a urma fungao guando ha, en-
tre os elementos de determinados conjuntos, uma relacdo especificae
determinada. Basicamente, iss0 significa dizer, por exemplo, que cada
elermento de um dado conjunto tem um correspondenta em um se-
gundo conjunto de elementos. Ja percebeu que, assim que definimos
o gue e funcao, apresentamos tambem os conceitos, que certamente
vace conhece, de dominio, contradominio e imagem de uma fungao?
Do mesmo modo, € bom relembrarmos a definicdo de funcao derivada.
Trata-se de uma funcao auxiliar, que apresenta a taxa de variagdo de
determinada funcao. A taxa de variacdo, por sua vz, & aqueala que nos
mostra o ‘comportamenta” de uma fungao em relagdo a uma variavel,
Por exemplo: como a velocidade varia em funcao do tempe; como a
poténcia de um gerador varia com a temperatura; Coma 0 Custo de pro-
ducao de ago varia em relagao a quantidade de toneladas produzidas.
Resumindo, & fungic derivada nos ajuda a alcangar um conhecimento
rnais aprofundado dos fendmenos. Trata-se de conceitos basicos, mas
gue norteiam o conhecimento avangado que vocé encontrara neste i
vro. Nesta unidade, estudaremos alguns tipos de fun¢ao derivada e suas
caracteristicas, tais como a derivada da funcao exponencial, da funcao
logaritmica e da fungdo exponencial composta.

Mas, antes das fungdes derivadas, veremos as chamadas explicitas € im-
plicitas. Na funcao explicita, os valores assurmidos, isto €, os valores do
conjunta imagem, estao explicitamente ligados aos elementos do domi-
nio. Por sua vez, fungbes implicitas, come o proprio nome diz, definem
uma relacao implicita entre as variaveis x e y. Alem disso, estudaremos a
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derivacao das funcoes transcendentes e o limite fundamental exponen-
cial, assim como outres limites especiais, Compreenderemos a base do
chamada sistema neperiang, criado pelo matematico, fisice, astronomo e
ledlogo escocés John Neper (1550-1617) e ampliaremos muito nosso co
nhecimento dessa area tao fundamental e a0 mesmao tempao tdo temida
da matematica gue e o calculo integral, Nas demais unidades do livrg,
estudarermos a integracao de funcdes com cuidado e dedicacao, sempre
fornecendo exemplos que facilitem a aprendizagem. Para chegar 13, te

MOs de comecar Vamos, entao, ver o que nos espera na Unidade 17

Funcoes explicitas e implicitas
Generalidades sobre a equacado de uma fungao

Estamos acostumados a ver fungdes defimdas como f{x) =y, nio &é?

Saiba que, em fungdes desse tipo, existe uma relagio explicita
entre as duas variaveis. Alterando o valor de x, alteramos o valor
de v, que esta condicionado ao valor de x.

Mas agora considere a equagio f{x, y) = 0. Note que o valor assu-
mido pela funcio — ou, em outras palavras. o conjunto imagem — de-
pende de duas vanaveis, de modo que existe entre ambas uma relacio
implicita. Vejamos agora exemplos de fungdes na forma implicita.

Exemplos
a. A equagdo x* + 1/2 y — 1 = 0 define implicitamente a
fungao y = 2(1 —x%). Ao 1solarmos y por meio de opera-
¢Oes matematicas basicas, obtemos a fungio explicita
y=21-=x%.

Note que, ao substituirmos y por 2(1 — x°) na equagio
x*+1/2y—1=0, obtemos a identidade x* + 1/2 - 2(1 —x*) -1 = 0.
Desenvolva a equagdo e vocé encontrara 0 = 0,

b. A equagio x* + y* = 4 define, implicitamente, uma
infinidade de fungdes. Resolvendo a equagio para v
como fung¢do de x, temos:

p==V4_x?

Desse modo, a equagdo x* + »* = 4 define implicitamente as
fungdes y=V4 - X ey=—-V4 x*

Os graficos dessas fungdes mostram, respectivamente, uma se-
micircunferéncia superior ¢ uma inferior, ambas com centro no

ponto de origem e raio 2. Observe no Grafico 1.1:

Y
E Fique atento |

Coma voce pods
observar, ag
transformarmas uma
equacac do tipo

fiox, y) = O'em uma
funcac do tipo v = filx),
estamos convertenda a
funcao em explicita,
Quando esse
procedimento for
possivel, a derivagao
SeUe a5 fregras
conhecidas. Quando
Nag, € Necessarno
usarmos.o metodo da
derivacas implicita, gus
permite a derivagao da
funcac sem que s2ja

preciso foma-la

explicita, |
& 4
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F 3 A
R = ¥
=3 2
-l l x X
g, ¥==%4-x
Forte: Flermming & Goncalves (20074, p 165).

3

¢. Aequagdo x? + y* =4 define implicitamente outras fun-
¢Oes. Considerando um nimero real ¢ entre —2 e 2, pode-
mos definir a fun¢do

4 —x*, parax = ¢
h(x) = s
-V4—-x!, parax<c

A fun¢do & (x) é definida implicitamente pela equagdo x> +y° =4,
Se considerarmos y = h(x), temos que a funcdo h(x) também &
definida implicitamente pela equagéo para todo valor de x no do-
minio de A, pois x* + [h(x)] = 4.

Veja o Grafico 1.2 da fungdo h. Note que, no ponto ¢, ela ndo €
continua e, portanto, nio ¢ derivavel.

Grafico 1.2
/r— rafico .

Pt

¥
-—

Pt
S

l\‘ Fonte Flermming e Gongalves (20073, p. 166,
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Atribuindo diferentes valores a ¢, podemos obter a quantidade
de fungdes que quisermos. Assim, a equagio x~ + v = 4 € um
exemplo de equagdo que define implicitamente uma infinidade de
fungoes!

A derivada de uma fung¢dao na forma implicita

Imagine que f(x, ¥) = 0 define implicitamente uma fungao
derivavel y = f(x). Nos exemplos que se seguem, veja que, utili-
zando a regra da cadeia, podemos encontrar a derivada y' sem
encontrar y:

Fique atento

| Consulte na pagina 23 a proposicao da regra da cadeia.
b

Exemplo
a. Determinar ', sabendo que y = f(x) € uma fung¢io deri-
vavel definida implicitamente pela equagdo x* + y* = 4,

Como x* + y* = 4 define y = f(x) implicitamente, podemos
considera-la uma identidade valida para todo x no dominio de f.
Derivando os membros dessa identidade em relacdo a x, temos:

(2 + %) = @y
ou
() +07) =0

Como y = f{x), usando a regra da cadeia, temos: 2x + 2yy' = 0.
Isolando y', temos: V' = —x/y.

-

)
ﬁ Fique atento

Mote gle, nesse exemplo, usarmos o fato de gue ¢ = fix) & uma funcin deryd-

vel definida implicitamente. Esse resultado ndo € valido para a funcao hix),
representada no Grafico 1.2, pols dinda gue essa fungdo também seja defini-
daimplicitamente pela squacao x + v =4 elanao & continua no ponto x = ¢

\\e. portanto, nao & derivavel nesse ponto.
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] )
Fique atento -

Para gue uma funcac seja continua em Urm ponto especiiico, as seguintes
condicoes devem ser satisfeitas:
a. fé definida no ponto especihico, ou seja, conhecernos sua imagam:

b. lim fix) existe;

F—7
o lirn Fix ="fal.
LS T

Veja que no ponto © a funcao nao & continua, pois nao atende as candicoes

AcCima,

Consideracoes sobre a derivacao das funcoes
transcendentes

Funcoes comuns

Em calculo, encontramos frequentemente certos tipos de fun-
¢do. Sendo assim, ¢ muito importante saber identifica-los e conhe-
cer suas caracteristicas. Vamos, entio, estuda-los.

Funcio linear

A fungio linear apresenta a forma f(x) = mx + b, sendom e b
constantes, tal como no exemplo f(x) = 2x + 4. E importante res-
saltar aqui que m € chamado de coeficiente angular e b de coefi-
ciente linear. Fagca o teste, atribuindo valores diversos a x e
encontrando o valor da funcdo. Em seguida, construa o grafico ¢
veja que o comportamento da funcdo € linear.

O Grafico 1.3 apresenta varios exemplos de fungdo linear da
forma f{x) = mx, sendo b = 0. Ela mostra os valores assumidos por
v de acordo com cada valor atribuido a m.

/,,_ Grafico 1.3 As retas passam pela origem com cosficiente angular m, —\\

R
m=-3 A m=2
}':—31 }.r:,'-'_:{
m=-1

k Fohte: Thomas (201 3a, g 70 _/,
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Funcio identidade

A fungdo do tipo f(x) =x.na qual m € 1guala 1 e b € igual a 0,
¢ chamada de fun¢do identidade. Em resumo, y = x. Assim, na
fungdo identidade o conjunto dominio € idéntico ao conjunto 1ma-
gem (Grafico 1.4).

’/,—— Grafico 1.4 ~

AV
T
'l
NP
.
L
¥
1\ Fonte: Flemming e Goncanes (20073, p. 25). __/J

Saiba mais

lernas fungdes constantes quanda o coeficiente angular m = 0. 5e uma fun-

cao apresenta coeficiente angular positivo e seu grafico passa pela arigam,

temos caracterizada uma funcao chamada relagao de proporcionalidade.

Em outras palavras, as variaveis x € ¥ 540 proporcionais entre si, tal como na

funcao vy = kx, onde k=0, Podemos tambeém encontrar fungdes inversamente
. proporcionais, nas quais a variavel y correspende a 1/x,

Funcio de poténcia

Uma fungdo do tipo f(x) = x°, onde ¢ & uma constante, € cha-
mada de fun¢do de poténcia. Mas preste atencdo! Ha varios casos
de fungdo de poténcia que devemos conhecer. Sao cles:

a. a=n, onde n ¢ um nimero inteiro positivo

Observe os graficos a seguir. Sdo graficos de funcoes do tipo
fix)=x".onden=1,2,3,4,5.
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'/-*— Grafice 1.5 Grificosde flx)=x"n=1,2, 3,4, 5, definidos para - oo < x < o,

J,.-'
-~

y =X A

=
Il
e

.l

_,
I

-
|

E Fique atento )

Forte: Thormas [2013a, p8).

e

e

P o

Intervalos abertos sac
SXpIEsans por
paténteses ol
colchetes, da seguinte
forma: (..} ou 1.L
Intervalos fechados sao
representados por [,
Come vocd sabe,
intervalos poderm ser
abertos de um lado e
techados de outro, Por
Isso, preste multa

ATenNcac em sua

reprasentacan,

-

Tais fungoes sdo definidas para todos os valores reais de x.
Veja nos graficos que, a medida que o valor da poténcia aumenta,
as curvas tendem a se achatar sobre o eixo x no intervalo (-1, 1).
Como vocé pode observar, quando n = 1, o grafico ndo mosira
uma curva, mas uma reta! Observe também que conforme o valor
de # aumenta, as curvas sobem mais verticalmente. Todas elas
passam pelo ponto (1, 1) e pela origem.

Sobre as fungdes de poténcia nas quais o expoente ¢ um nime-
ro inteiro positivo, vocé ainda deve saber que:

Func¢des com poténcias pares sao simétricas em relagdo ao
eixo v, tal como demonstrado no Grafico 1.5, onde y=x" ¢
v =x" 8io decrescentles no intervalo (—co, 0).

Funcdes com poténcias impares sio simétricas em relagdo a
origem, como demonstrado em y=x, y=x" ¢ v = x°. Sio cres-

centes ao longo de toda a reta real (—oc, o).
b. A=-louwa=-2

Veja o Grafico 1.6 da fungéo f(x) =x"' = 1/x:
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’/-— Grafico 1.6 Grifico da funcao de poténcia fixl = paraa parte g =1 ~

Dominio x = 0
Imagem: y= 0

Fonre: Thomas (20134, p. 8l _/J

\

Veja que a fungio € definida para todos os valores de x # 0, pois
em matematica ndo existe divisdo por 0. O grifico de y = l/x, onde
xy = 1, aproxima-se dos eixos coordenados, mas se afasta da origem.

Agora, considere a funcdo f{x) =x = 1/x". Observe o Grafico 1.7:

~——  Grafico 1.7 Grafico da fungio de poténcia Fx) = x° para a parte ——
a=-2

o

S

Dominic: x# 0
Imagern; y = 0

Fonre: Thomas (2013a, 0. 8)

% o

Como vocé pode notar, o grafico da funcdo v = 1/x* também

se aproxima dos eixos coordenados. Comparando os graficos, B

note que: Fique atento
O Grifico 1.6 da funcdo f¢é simétrico em relagdo a origem e Lembre-se de que, de
decrescente nos intervalos (—oo0, 0) e (0, o). L0 COM as Normas

: = T - ; de exponenciacao e
O Grafico 1.7 da fung¢do f ¢ simétrico em relagdo ao eixo y,

crescente em (— oo, 0) e decrescente em (1), o),

radiciacan de
equagdes, ¥ = x?

elevadoa 2e

= yPelevado g 2,

Pd | —

C. o

a

Lot | b2

3
L= @
2

lad | =—
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Na fungao f(x) = x'?, temos y = \x. Da mesma forma, na fun-
¢ao f(x) = x'”, temos y =V/x. Sdo as fungdes chamadas de raiz
quadrada e raiz cubica, respectivamente.

O grifico delas e das fungdes v = x** e vy = x*"* pode ser obser-
vado a seguir. Note que o dominio da fungéo raiz quadrada ¢ [0, o]
¢ que & raiz cibica é definida para todos 0s nimeros reais.

P Grifico 1.8 Graficos das fungoes de poténcia flx) = x° parag = l e tat
23023 =5
:r.' }:
+ cis A
y="VX
yo= Vi
1F 1k
: > X ! o5
v 1
Dominio: 0 = x < o0 Dorrifrio:— oo < i< e
Imagem: 0=y =< o Imagem: —eo< y < a0

T
s

©

Dominio: 0= x < oo
Imager: 0= y << @

forte: Thomas (2013a, p. 8.

Dorminio;— oo << ¥ < o
| Imagerm: 0= p <o

L

Fung¢do polindmio
Uma fungfo & um polindémio se
p(x)
Na fungdo polinémio, # € um numero inteiro nAo negativo € 0s
numeros a,, a_sdo constantes reais. Tais constantes sdo
chamadas de coeficientes de polindémio. E importante lembrarmo-
-nos de que todos os polindmios tém como dominio o intervalo
(~oo, ). Se o coeficiente dominante & # 0 e # > 0, entdo n ¢
chamado de grau de polinomio. Assim, fungoes lineares com m #0
sdao polindémios de grau 1.

3 i e T e e i ta,

Qs
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Polinémios de grau 2 sdo chamados de fungdes quadraticas.
Geralmente, sdo indicados por p(x) = ax* + bx + ¢. Da mesma
forma, fungdes clbicas sdo polindmios de grau 3, indicadas por
pX)=ax*+bx*+ex +d.

No Grafico 1.9, apresentamos exemplos de graficos de fungoes
polinomiais de diferentes graus:

Grafico 1.9 Grificos de trés funcies palinomiais.
r/r-— E, . [l "\1
¥a y=8x"—14x =0 + 11x — |
| 7
f/_'\ ! :
. 7l
i B 1 = 4 - i
Y= 3 5 2x + 3
"4 =
¥ e B
4 £
b _S I
-0+
_]j s
(k)
-
4
_'|_-".u. .
y=(x =20 x4+ 1Px-1)
16
A+
@ | [P "
2 ] 0 1 2 ¥
-1
i)
Fonte: Thomas (200 3a, p. 9.

.

Funcao racional

Considere a fungdo f(x) = p(x)/g(x), onde p e g sdo polind-
mios. Nesse caso, dizemos que a fungdo & racional. Ela tem
como dominio o conjunto de todos os x reais para os quais
¢ (x) # 0. Os graficos seguintes trazem diversos exemplos de fun-
¢Oes racionais. Veja:
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/-— Grafico 1.10 Grificos de trés funcdes racionais. As linhas retas om cinza clarg sic chamadas —-\1
gssintotas e nao fazem parte do grafico,

LEar ¥

s

¥4 _ Byt 4 Bx =13
- i i
3xF 4+ 2
2_[\\‘
I“Ek’-l_a l' - [} 5
f_,fx+4 1L e'ra_f=i

L. L r% - T i PR S W T T il i
%’”f 2 4 ¥ -5 Dl 5 10 x
1

-2

FORA DEESCALA

g

Forte: Thomas (20133, p. 9]

Funcio algébrica

Toda fungdo construida a partir de polindmios ligados entre si
por meio de operagdes algebricas (adicdo, subtragao, divisdo, mul-
tiplicagdo ou extragdo de raizes) ¢ chamada de fungido algébrica.
Todas as fungdes racionais, por exemplo, sio fungdes algébricas.
Veja exemplos de fungdes algébricas demonstradas no Graficos 1.11.
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/'-_ Grafico 1,11 Grificos de wds fungbes algébricas, \

¥ y = ¥y — 4)
, y o y=x -

y=30 -1
ar ¥

-3k

(@) () )

Fonte: Tnomas (20133, p. 9. __/J

.

. T
Fique atento

As funcoes algebricas tambem incluem funcoes mais complexas, que apre-
sentam derivadas implicitas. Por exemplo: ' — 9xy + »' = 0. Fara aprender

mais sabre 0 assunto, consulte a secao 3.7 da obra Calculo, vol. 1, de G B.

Thomas.

b 4

Funcdes trigonométricas (seno e cosseno)

Veja o Grafico 1.12 com exemplos das fungdes f(x) =senx e
f(x) = cos x:

¥ Grafico 1.12 Graficos das fungdes seno e cossena. —\1

WAL o N LN A

(@) flx) =senx b} flx} = cosx

Fonite: Thomas (200 3a, g 100, E

-
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o

Saiba mais

Além das funcoes seno e cossend, temos, ainda, outras quatro funcdes trigo

nometricas basicas. 580 elas: tangente, cotangente, secante e cossecante.

i tont iy Para-aprender mais sobre o assunto, consulte a secan 1.3 da obra Calculo, vol. 1,
HUS ALeHL de G. B. Thomas (2013, 12. ed).
Néo confunda a funcao
exporencial com.a
furicao de poténcia Funcio exponencial
fix) = %" na quzal @ w .
=B GLa A fungiio exponencial apresenta-se na forma f(x) = ', onde a
pode assumir diferentes s H TR .
base a € maior que zero (constante positiva) e diferente de 1. Todas
valores, alterando i e L :
e as fungdes exponenciais tém dominio (o, o) e imagem (0, o).
as caracter(sti ; e ; ;
G o aaaias Assim, uma funcao exponencial nunca assume o valor 0, pois para
UNCAD. Alencac &s )
o : qualquera = 0 e a £ |, temos f(x) = 0.
caracteristicas de . . . ' N g
draas A seguir, confira o Grafico 1.13 da fungio exponencial f{x) = 1 (¥
- /e da fungdo exponencial f(x) = 10",
— Grafico 1.13 Graficos de fungdes exponenciais, ~
W ¥
3 1 A
¥ = 10¢ JI \ ¥ = 10X
\
12 [ 12}
/ \
10f / \ 10
8 L
E—— e,
= ]
ial (b
Fonte: Thomas {2013a, p. 100
o

Funcio logaritmica

A fungédo logaritmica apresenta a formula f(x) = log_ x, onde
a > (0 e a1, ouseja, a ¢ uma constante positiva. As funcoes lo-
garitmicas sdo inversas das exponenciails, pols o logaritmo € o ex-
poente que determinada base precisa apresentar para resultar em
determinada poiéncia.
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Veja no Grafico 1.14 exemplos de fungdes logaritmicas com
bases variadas. Em todos os casos, a fungdo logaritmica tem como
dominio (0, =c) e imagem (-0, ).

. Grafico 1.14 Grafico de quatro funcoes logaritmicas —-\1
v = log, x

v ¥ xg‘

y =log, x

Fonte: Thomas {20134, p. 100,

e,

Funcao transcendente

Lembra-se da defini¢do de fungdo algeébrica? Fungdes trans-
cendentes sdo funcdes nao algebricas, isto €, aquelas que incluem
operagdes matematicas nao algébricas. Sao fungoes transcenden-
tes, por exemplo, as trigonométricas, as trigonométricas mnversas,
as exponenciais e as logaritmicas, dentre outras.

Veja no Grafico 1.15 um exemplo de fungio transcendente de-
nominada catendria, cujo grafico assume a forma de um cabo pen-
dente estendido entre dois suportes.

Grafico 1.15 Gridlico de uma calendria ou cabo pendente —
{a palavra lating catena significa ‘corenta?)

—

¥
A

Fonre: Thomas (20135, p. 100

\

Fique atento

Se guiser saber

mais sobre a funcao
catenaria 2 suas
propriedades, consulte
asecdn 7.3 da obra
Ceifcula, wol, 1, de G, B,
Thomas (2013, 12.ed).

2
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Transformagao entre
a forma logaritmica e
a forma exponencial;
sex=lelchz],
entdo y=Ilog xse

e somente se H¥=x

Consideracoes sobre a 72 operacao

em matematica: a logaritmacao

Fungdes logaritmicas (inversas das funcées
exponenciais)

A fungdo exponencial f(x) = 6" tem uma fung¢ido inversa deno-
minada funcio logaritmica de base b. E expressa da seguinte for-
ma: log x, isto ¢, se a fun¢do f(x) = b'com b = 0 e b # 1 (tal como
vocé aprendeu no topico sobre fungdo exponencial anteriormen-
te), entdio f~'(x) = log,x.

O que significa essa inversdo? Significa que um logaritmo
estd vinculado a uma poténcia. Em outras palavras, o logaritmo ¢
o expoente da poténcia. Desse modo, podemos desenvolver ex-
pressoes logaritmicas usando nossos conhecimentos sobre po-
tenciacgdo, certo?

Veja o Grafico 1.16 da fungdo exponencial f(x) = b" e sua
mnversa.

(,.-— Grafice 1.16 A funcio exponencial e sua irversa gue & a fungio _.__\
logaritmica (no caso de fungao crescenta).
W

£

ronte: Demana et al. (2009, p. 143).

L e

Exemplo 1. Cilculo de logaritmos
a. log, 8=3porque 2° =8

I
b. log, WA= > borque 32=1/3

c. log, o 2 porque 5 = i
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d. log, 1 =0 porque 4" =1
€. log,7=1porque7' =7

Propriedades basicas dos logaritmos

As propriedades dos logaritmos ddo suporte para calcularmos
logaritmos e algumas equagdes exponenciais. Por 1sso, € funda-
mental que vocé as conhega!

Parax = 0,5 = 0, b # 1 e y um nimero real qualquer, temos que:

a. log, 1=0porque b’ =1

b. log h=1porqueb' =bh

c. log, b'=yporque b = b

d. 5" = x porque log, x =log, x

Exemplo 2. Calculo de logaritmos
a. log, B=log, 2°=3
b. log, V3 =log, 3%~
c. 6Rsll=1]

Para treinar sua habilidade de calcular o valor da fungio loga-
ritmica a partir da exponencial, observe cuidadosamente a Tabela 1.1
e aprenda a calcular a fungiio inversa. Considere f(x) = 2% e f '(x) =
log, x:

’/.’——- Tabela 1.1 Urna funcao sxponencial 2 sua inversa. ~
X flx) =2 X fx)=log, x
k- 1 1 3

) B
1 1 :
-2 — - -2
4 4
1 1
] i
2 2
0 1 1 a
1 P 2 1
2 o 4 2
3 2 kS

I\i’-:nnr@; Demana et al. (2009, p, 144, _,)
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A letra e € a inicial do
altimo nome do alemac
Leonhard Euler
[1707-1783), que foi
quem introduziu a
notacac. O logaritmo
de biase @ € um numeno
irracicnal, igual a
apraximadamenta
2718281828459, A
base ¢ é consideraclz a
Base natural da funcao
sxponencial natural

£ e

e= Iiﬂ!;[‘ 1 +—]

i
Vamos estudé-la no
prosima tema, mas voce
pode consultar tambem
o capilulo 11 da obra
Pré-cdlculo, de Franklin
Cemana e colaboradores

(2005, 2. ad.).

Logaritmos com base 10

(Quando a base do logaritmo ¢ 10}, ndo precisamos escrevé-lo. Uma
funcdo do tipo f(x) = log x ¢ uma func¢do logaritmica com basc 10.
Lembre que essa funcio € a inversa da exponencial f{x) = 10",

Assim, y = log x se e somente 10" =x.

Propriedades basicas para logaritmos com base 10

Scjam x ¢ y numeros reais, sendo que x ¢ maior que (.
a. log 1 =0 porque 10"=1
b. log 10=1 porque 10' =10
¢. log 10" =y porque 10" = 10¥
d. 10%*=xporque logx=logx

Exemplo. Calculo de logaritmos com base 10
a. log 100 = log,, 100 = 2 porque 10° = 100
—_ c o)
b. log %10 = logl0" = :

1 I
c. log——=1lo —=log 10~ =-3
Bloo0~ Bpr B =

d. 10%6=6

Logaritmos com base e

Logaritmos com base e sdo chamados também de logaritmos
naturais. Assim como as fungoes logaritmicas que estudamos ate
agora, a logaritmica com base e, muitas vezes expressa apenas
com a sigla “In”, & a inversa da fungdo exponencial f{x) = ¢".

Assim, ¥ = In x se e somente se ¢’ = x.

Propriedades basicas para logaritmos com base ¢ (logaritmos
naturais)

Sejam x e y numeros reais, sendo que x ¢ maior que 0.
a. Inl=0porquee’ =1
b. Ine=1porquee = e
c. Ine' =yporquee’ =¢'
d. e"*=xporquelnx=Inx

Exemplo. Calculo de logaritmos com base e
I

b. Ine'=log =35
c. e"t=4
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O limite exponencial fundamental
Proposicdo do limite exponencial fundamental

X

A base natural e = lim | 1+— | tem como valor o nimero irra-

P X
cional 2,718281828459...

Isso significa que, quando x tende ao infinito, o limite da fungio
exponencial aproxima-se do numero nracional 2718281828459,
Apesar de o escocés John Neper (1550-1617) ser considerado o
inventor do logaritmo, Leonhard Euler foi quem calculou o valor
do nimero e.

Para facilitar a compreensio, observe a Tabela 1.2 e veja como o
aumento do valor de x faz o valor da fungio tender ao limite e:

- Tabela 1.2 =
1
X g= #llﬁr_l'!t(1 +;J
¥,
. e
3 2,37037
4 2447410
5 248832
10 259374
30 2659159
100 2,70481
1.000 2,71692
1 0.000 271815
100.000 271827
1.000.000 271828
10.000.000 271828
L i
Exemplos

a. Provar que Iimu(l +x)*=¢
L=

Em primeiro lugar, provaremos que lim(1l — x)'* = ¢

=0t
De fato, fazendo x = 1/f temos que f — + oo quando x — 07,
Logo,
lim(l +x)*=lm(l + 1/f)=¢

v—+l" i
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Da mesma forma, prova-se que lim (1 + x)'*=e

v —"

Portanto, lim(1 +x)"" = ¢

b. Determinar lim In(1 + )"

Fe=pld
Usando a proposigio segundo a qual lim In [f{x)] = In [lim
S se lim f(x) > 0, temos: “
1'111&1 In(1 +)""=1n[lim({1 + £)']
f—s =0
=lne
=]

Limites especiais
Apods estudarmos o himite da fungdo exponencial, veremos
agora mais um exemplo de calculo de limite especial.

X ; -t |
Considere a proposigdo: lim = =lna(a=0, a#l).
r— Y
Fazendo t = a* — 1, temos:
a=t+1

Aplicando os logaritmos na igualdade, vem:

Ina*=In(t+1)
xma=In(t+1)
len{!+l}

Ina

Quando x — 0, x # 0 temos que t — 0, ¢ £ 0 e, entdo, podemos
escrever
e t
lim =lim———
0 x ot In(r +1)

Ina

. 1
=lnag-lim———
-0 In{f +1)

t

lim1

=)

=lg —=—-
lim In(r+1)

t—0 r

Assim, concluimos que
a—1
=Ina

lim
x =30 4
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Exemplo .
: ; p . H.'l. . hﬁ

Considere lim

P r—=l) x
lemos,

o e
) ar - b.'r |:bl :|
lim e

=lim
x-all X yall %

= limb" - lim
w—l x—+l) a3

b

=lnalb

A derivada da funcao exponencial e da
funcao logaritmica
A derivada da funcao exponencial
Sev=a',sendoa = 0ea # 1, entio:
v=a"lna(a>=0ea#l)

Confira a demonstragdo da proposi¢iio anterior:
Sejav=a*(a>0ea#l).
Considerando-se que a derivada de uma fungdo y = f(x) ¢ dada

f(x+Ax) - f(x)

or [M(x) = lim = temos;
por,
Ax—l] Ax
X+AX HI
v = lim
Ar={) Ax
g 2 1)
Ax—sl ﬁx
Ax
! S =]
=lim a"* lim

A=l Ax—0 ﬂI

. a
Como him
y—+{] X

de nosso estudo, vem:

¢ o limite fundamental provado no Tema 4

#

y=a-Ina
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A derivada da funcao logaritmica
Sey=log x(a > 0ea#l), entdo:

1
y'= ;lt}gﬁe{a}[}ea# 1)

Demonstracio:
Aplicando-se a proposicdo da derivada, temos:

log . {x+ Ax) = log  x

¥'= lim
Axr—ri) Ax
it Ax
]":'gﬂ'
= lIim
Ax—r Ax

: l Ax
= lim|— - log, |1 +—
Aax—0 | AX X

A 1/ax
= lim ]Dg”(l 1 A)
Ax i X

Usando a proposi¢ao segundo a qual lim In [f{x)] = In [lim f{x}]
se lim f(x) = 0, podemos escrever: '

r Ay \L/ax
y' = log,| lim (1 + —) ]
LAx—*0 X

[ ﬁ' .ﬁ. 1/Ax
= log,| lim (l+ i x) }

| Ar—0 x/Ax

] ] A
= log,| lim {1+ —; )
| Ax—+0 x/Ax
[ | X Ax | Lix
= log_ | lm | 1+
Ea _.-u.-—.‘n( .x;’:’}..r) :|

1 1 xfAx
=—Ingu[lim (I+ ) }
x Ax —+0 x/Ax

Usando o limite fundamental, tal como aprendemos no Tema 3

desta unidade, temos:

1
|':—1 [I
¥ v Ea€
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Derivada da funcao exponencial

compo sta
A funcdo composta e a regra da cadeia

Antes de aprendermos a calcular a derivada da fungdo exponen-
cial composta, vale a pena recuperarmos alguns conceitos. Vocé
sabe o que ¢ fungiio composta? E aquela formada por mais de uma
fungdo simples. Em outras palavras, trata-se de uma fungio forma-
da pela jun¢io de outras fungdes. Simples, ndo €7 Na derivacio das
fungdes compostas, utilizamos a chamada regra da cadeia.

A regra da cadeia

Sejam y = gl(u) e u = f(x). Se a derivada de v em relagdo a u
[denota-se: dvidu] e a derivada de u em relagdo a x [denota-se:
du/dx] existem, entio a derivada da func¢io y, composta por g e u,
expressa por v = g[f(x)], ¢ determinada por:

b _d A
e Y (x)=g'(u) - f'(x)
Exemplo

Dada a fungdo v = (x* + 5x + 2)7, determinar dv/dx, sendo
y=glt)=w cu=x"+5x+2.

Pela regra da cadeia, & _ &y du

dx du dx

Aplicando as regras de derivagdo ja conhecidas, temos que
y' = Tu®. Derivando os termos da fungdio ¥ = x°*+ 5x + 2, temos
quen'=2x+51)+0=2x+5.

Ou scja, dyide = T(x* + 5x + 2)* (2x + 5)

Derivada da funcao exponencial geral

Agora, considere a proposigio:

Se v=u", onde 1 = u(x) e v=v(x), derivaveis em um intervalo 1
eu(x) =0, vxel,entioy'=v-w't-u'+uw-lnu-v.

Com base nas propriedades dos logaritmos que estudamos no
Tema 2, podemos escrever:

I

'1;::{ :{_:.'l"ll.'lﬂ

Portanto, y = (g, f )(x), onde g(w) =e"ew =f(x)=v- Inu
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Tabela geral de derivadas

Como existem inimeros tipos de fungdo ¢ cada um segue nor-
mas distintas de derivacio, a Tabela 1.3 pode ajudar muito no cal-
culo da derivada. Ela reine as formulas das derivadas de cada
funcdo. Nela, © e v sdo funcdes derivaveis de x e ¢, o e a sdo
constantes. Confira:

'/-— Tabela 1.3 Tabela geral de derivadas, ﬁ\
() y=c=y =10 21 y=u=y’ =1
3 y=cru=sy ' =cu 4 y=uv+v=2y' =+
; : : L O T ¥
(5) y=urv=y =u-v +vu {E:-]}r=;==-}-f e
() y=u" (a0 =y =a-u" " @ y=dla=0a#l)=y"=ag"-Ina-uv
u’
(8) y =el=y’ =" (0 ¥y =log,u=sy’ =— log,e.
u
' = mmpt = e g gt gty
(1) y = lhu=sy’ = U2 5 ™
ll_nl W=y
(13} y=senu =y ' = cos U~ L' (14) y=cosu =y'= —senu - U
(15) y=tgu =y"' = sec - u' (16) v =cotgu =y = —cosecu - u'
(7)) y=secu =y = sec U -tgu - u' (18] ¥ =«¢osecy =y’ = —cosec u - cotgu = u'
(19) y = arcsenu =y’ 4 0] y = arc cos u =y’ = ——L
) y=arsenu sy = —— { = &l Cos =
g W= 2 4 V1 —u?
[21) y=arcigu =y’ = L (22) y=arccotgu =y’ = — 5
¥ 9 ¥ T+ o sl ¥ - g ¥ T
B
(23) y =arcsecy, |u| = 1 =y '=—p— || =1
| ||._.,|\_.-"u.. —_ 1
— u'
(24) y =arccosec v, |ul = 1=y’ = —e |y =1
| eV =1""
(25) y =senhu =y' = coshu - u' (26) y=coshu =y' =senhu -u'
(27) y=tghu =y’ = sech’u - u' (28) y = cotghu =y' = —cosech’y - u'
(29) y =sechu =y' = —=sechu - tghwu « V' (30) y =cosechu =y’ = —cosech v - cotghu + v’
W' '
(31) y=argsenhu=y' = ——— (32) y=argeoshy sy’ = ———= y > 1
u T E
! : '
(33) v=agtghu=y' = T lu| <1 (34) y = arg cotghu =y’ = 1 = [u] =N
R =
(35) ¥y =argsechu=y' = et 0=<u<1|(36) y=agcosechu =y’ ke uF 0
=3 = =3 L = ar 1= sl : = = i
¥ g ¥ NI — 2 5 g VT + &2
Fonte: Flernming e Gongalves (20073, po 158-158),
L5 v
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Exemplos
Determinar a derivada das fungoces:

d., =gt
Fazenﬁu u=2x*+ 3x— 1, temos v = 3", Portanlo,
yp'=3"-In3-u
= BT T (e 3

] "'v"r;
()

1 i
Temos y = (E) .onde #=Vx. Assim,

e
¥ 2 9 7

(1)‘“’? 11
= — . ]I'l —
2 2 Iy

Neste caso fazemos v = ¢, onde u = x + In x. Entio,

. y = ﬁ,x-hx

t

y' =e"-u

=M (x Inx)’

[

1
=e"1"‘[_r — +Inx - 1}
X

=" B¥( 1 4 Inx)

d. y-log,u, onde u =35+ 7x - 1. Portanto,

r

y' = loge

B 6x + 7
3Ix? + Tx 1

logs e

Exercicios de fixacao

1. [efing fungao explicita e funcado implicita. ¢. Fungao de poténcia — de acordo com cada
2. Apresente a formula das sequintes fungdes: valor assumido pela constante o,
a. Funcao linear, d. Fungao pelindmioc.

b. tuncao identidade, e. Funcaoracional
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f. Funcoss seno e cossend,

g. Fungao exponencial,

h. Fungao logaritmica,

0 que e fungao transcendente? Apresente
Exemplas.

0 gue é logaritmo?

Por que dizemos que a funcao logaritmica é a
inversa da funcao exponencial?

Explique o que & limite exponencial fundamen-
1al, apresentando a definicao e o valor da base e

Panorama

John Napier (ou Nepper] foi o primeiro a publicar
um trabatho sobre logaritmos, em 1614, O seu tra-
balho consistia emn transformar as operagces de
multiplicagao, divisdo e radiciacao em adigdes e
subtractes usando as propriedades das potén-
cias. Com esse trabalho, Napier conseguiu impres-
sionar Henry Briggs, professor em Oxford, & juntos
{em 1615} discutiram a possibilidace de aperfeigo-
arermn o meétodo. Decidiram preparar novas tiabelas
guie teriam os logaritmos com base 10 Esse traba-
lha foi concluide por Briggs, pois Napier veio a
marrer em 1617, Desde entdo percebe-se a utili-
dade dos logaritmos nos calculos numeéricos, ra-
zaoc pela qual estaremos, neste NOsso pProximo

capitulo, estudando um pouco de lagaritmo.

1. Definicao

Dados os numeras reais N, a e a comN > 0,a > 0
eag= 1, dizemos gue aéaexpoente gue colocamos
2m g para obtarmos o ndmero M. e € chamada lo-

gariimo de M na base a.

Rezolva as equacdes transformando para a
farma exponencial;
a. logx=3 b. log2x=5

Apresente 3 derivada implicita das equagtes:

b, ¥+ =8
Apresente a formula da derivada da funcao

a. +2y+3=0

exponencial fixl =g sendoag > Qe =1
Apresente a farmula da derivada da fungao
‘ogaritmica fix) = log &', sendoa > e= 1.

lcgN=aea* =N

Em gue a nomenclatura usada € a seguinte:
M — logaritmando ou antilogaritmo

a - base

a - logaritrmo

Exemplos

a. log, 16 =4, pois 2* =18

b. log, 8=2 pois3 =3

C. Eogﬁd =—1,pois () ' =4

d. log. 1 =0, pois 7" =1

e. leg, (-9) = nao existe expoente gue se colo-
qua no 3 para obtermaos resultado igual a (-8).

f iDg_:_x 8 =» nao existe expoenie gue se Cologue
no (—2) para cbtermos resuitado igual a 8.

g. log, 12 = nao existe expoente que se cologue

no 1 para obtermos resultado iguala 2.
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Exemplos resolvidos

12 exemplo

Determinar o valor de log, 32

Fazendo log,, 32 = B, podemos aplicar a definicao:
{(1a)f =132

Passamos a ter uma eguacao exponencial, com

resolugao conhecida:

b= S e = R =

S P=-542

22 exemplo

Ceterminar o valor de Ic»g___“-.r"'ﬁ.

Fazendo lag 5%@ = B, podemaos aplicar a definicac
de logartmo: 3= V27,

Agora & 5o resolver essa equacio exponencial;
P=1/(3) = =3 B = 3/2 = log, V27 = 3/2
Resolugao

(1/2)log’s < (1/2)*
log,x>3=log x>log B=x>8

Condicdo de existéncia: x > 0

x=8
— g >~—15={xEI'Rr“H;-Bi
x>0
1. 5ejaflx)=-log, . {x'~1). Determine os valares

reais de x para os quais:
a. x) exisle
b. fixl<3

Resolugao
a., ¥ exisles - log,, [«
Sxi-lz0ers-1ouz1
b fx<3je-log, ,¥-T<3=log,i-1}<3

=172

11eIR <

«::klagl{x"— Fli IDg_,Z" e e D3

—Fex<=]
e o< 9 | ou
1<x<3

c. Resolver, em IR, a inequacac:
logix—3log¥+2=0

Resolugao
Condicao de existéncia; x > 0

Fazendao log x=m, temos i —3m+2 >0

Assim, rm < 1 oum > 2, 0u seja;

lakx<l=logx=log 10=x<10
log x < 2= log x<log 100=sx < 100

Portanto, V={x€IR /0 < x = 10 ou-¥ > 100}

Problemas com logaritmos

Com o surgimento, desenvelvimento e populariza-
cao das calculadaoras, a importancia dos logaritmos
come ferramenta de calcule diminuiu.

Todawia, as aplicacées dos logaritmos em pratica-
mente todas as Ciéncias sa0 ainda muita vastas.
Selecionamos problemas de vestibulares para mos-
trar algumas dessas anlicacdes.

Exercicio resolvido

1. (Vunesp) Os bidloges dizem que hd uma alo-
metria entre duas varidveis, x e y, quando é
possivel determinar duas constantes, c e i, de
maneira que vy = ¢ - x", Mos cazos de alometria,
pode ser conveniente determinar ¢ e por
meio de dados experimentais. Consideremes
uma experiéncia hipotética na qual se cbtive-

rarm os dados da tabela a sequir
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supchdo que haja uma relacao de alometria
entre x e y & consideranda log 2 = 0,307, de-

termine o valorde n.

Resolucao

y=c

l6=¢-2"

log 16 =logc-2"

log 2*=log c+log 27

Recapitulando

a unidade de abertura de nosso estu-

do sobre calculo integral, dedicamos

atencdo a temas fundamentais que da-
rdo suporte ao entendimento dos assuntos gue
vem pela frente. Afinal, & importante que nosso
edificio de conhacimentos seja solido! Para isse,
tivernos de retomar alguns temas e conceitos
que vocé certamente conhece, mas sem os
quais ndc poderfamos avancarl Assim, inicia-
mos nossa trajetdria de aprendizagem pelas de-
nominadas funcdes explicitas e implicitas,
sendo estas Litimas as que trazem em si majs cle
umna variavel, tal como se expressaem fixy) = 0.
Desse modo, podemos isolar algebricamente
uma das varidveis e abter uma sequnda funcae,
inicialmente implicita na primeira. Pudemos

4-logi=logc+n-log 2 ()

40 = ¢ - (20)"log 40 = log [c- (2017
log4-10=log ¢+ log (20"

log 4 +log 10=logc+n-log 20

log 2+ 1=logc+n-log (2-10)
2-log2+1=logc+n llog2+log 10
2-log2+1=logc+n-log2+n ()
Fazendo () — (I}, termos:
2:logd-1=-n
n=1=2-log2=03%8

Resposta: n= 1,395

Fonte: COC Educacao (2014).

werificar também os tipos mais comuns de fun-
caon, conhecendo suas formulas e propriedades,
além de visualizar seu comportamenta grafice.
Nesse percurse, conhecemos a denominagao
fungdo transcendente, ou fungdes que envol-
vem operacoes nao algébricas, das gquais as fun-
coes trigonométricas e trigonometricas inversas
sao 0s exemplos mais comuns. Qutre tema cru-
cial que estudamos nesta unidade foi a inter-
-relacao entre as funcdes logaritmicas e as
fungbes exponenciais, inversas as logaritmicas.
Com o5 conhecimentos gue obtivemos, vocé
agora e capaz ce resolve-las transformando
uma na outra. Em tal processo, foi essencial o
entendimento do que & o logaritrmo & conhecer
suas propriedades. Compreendemaos tambem a
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chamada base e, calculada pelo matematico
alemao Lecnhard Euler. A base e representa o
limite fundamental da funcao exponencial, cal-
culado pela funcao. Em cutras palavras, quando
o valor de n tende ao infinito, o valor da fungdo
aproxima-se do nlimero irracional e = 2,71828.

Em seguida, conhecemos a proposigao da deri-

vada das fungdes logaritmica e da exponencial,

sendo elas fundamentais ne estudo de cadlculo,
Em zalguns momentos, para tratarmos adequa-
damente daos temas desta Unidade 1, tivermos
de introduzir temas gque os embasam e apaiam,
tal como a tabela geral de derivadas e a propo-
sicao da regra da cadeia, regra de derivagao de
fungdes compostas. Estamos agora prontos

para cantinuar!







UNIDADE

Limite e derivada de funcoes
trigonomeétricas, regra de
L'Hospital e conceitos iniciais
do calculo integral

L 3 . L3

- Objetivos de aprendizagem
® Compreender o limite trigonométrico fundamental.
® Calcular a derivada das fungdes trigonometricas diretas e inversas.
® Estudar a regra de L'Hospital.
® [ntender as generalidades e propriedades elementares da integracao.
@ Conhecer aintegral de mondmios e polindmios.

M

7 Temas

® 1 - Limites fundamentais
Iniciaremos esta unidade buscando entender o limite fundamental
das funcdes trigonometricas.

» 2 -Derivadas das funcgbes trigonométricas diretas e inversas
Aqui, estudaremos a derivada das fungdes trigonométricas e a das
fungdes trigonomeétricas inversas.

® 3 - Aplicacdes das regras de L'Hospital no levantamento de
limites indeterminados
Nesta etapa do estudo, veremos a regra de L'Hospital e sua aplicacac
no levantamento de limites indeterminados.

® 4 - Consideracoes iniciais para o estudo da funcao auxiliar
integral
Trataremos dos dencminados acréscimos e da interpretagdo geo-
métrica da funcao derivada e da funcao diferencial.
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# 5 -Integral indefinida
No Tema 5, conheceremos a integral indefinida, suas generali
dades e propriedades elementares.

@ 6 - Integrais de monomios e polinomios
Encerraremaos a Unidade 2 com o estudo da regra geral de inte-
gracao para mondmios e polindmios, apresentando exemplos
que colaboram com o aprendizado,

Introducao

Além de dar continuidade ao estudo da derivada, aprofundando nos-
so conhecimento sobre o tema, a Unidade 2 introduz a integracdo de
fungdes. Comegaremos nosso estudo pela integragdo indefinida.
Como vocé sabe, a integracao indefnida é considerada a operacao
inversa a derivacao. Na proxima unidade, veremos a integragac defini-
da e suas generalidades.

A etapa atual de nosso estudo, contudo, inicia-se avancando no
estudo dos limites, Entenderemos agora o limite fundamental das
fungdes trigonometricas. Em seguida, veremaos a derivada de tais fun-
coes, assim como a das denominadas [ungdes trigonometricas inver-
sas, das quais sac exemplo as fungdes arco sene, arco Cosseno e arco
tangente, dentre outras.

Ainda nesta unidade, retomaremaos ao estudo dos limitas, apresentan-
do a chamada regra de L'Hospital, utilizada no calculo de limites de fun-
¢oes indeterminadas. Essa regra foi manifestada pela primeira vez em
um estudo sobre calculo no final do século XV pelo matematico fran-
cés Guillaume Francois Antoine — o Margués de L'Hospital (1661-1704).
Alem disso, dedicaremos atengao também a interpretagac geometri-
cada funcao derivada e da funcao diferencial, compartilhando graficos
e exemplos que demaonstrem as proposicoes apresentadas e favore-
¢am a incorporagdo do conhecimento. Para isso, abordaremos previa-
mente o entendimento da diferencial. Parece muito contelddo ao
mesmo lempo? ADs poucos nos apropriaremos de todos esses sabe
res e faremos uso deles ao continuar nosso percurse,

No encerramento da Unidade 2, estudaremos a regra geral para a
integral de mondmios e polindmios. Veremos também a tabela de in-
tegrais imediatas. Trata-se de um excelente auxilio, e vocé podera
consulta-la sempre gque precisar! Na sequéndcia, veremaos exermnplos de
aplicagées de integral conhecendo sua importancia no calculo de
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areas. A apresentacdo de casos tornara mais facil a compreensao da
aplicagdo pratica de seus novos conhecimentos.

Mas secdes finals, vocé encontrara exercicios de fixacdo que vao aju-
dar a consolidar sua aprendizagem, Agora, € 50 comegarmaos!

Limites fundamentais
O limite trigonométrico fundamental Fique atantu\

Considere a proposico a seguir. Ela expressa o limite funda-
mental da fungéo seno:

Para verificar a prova da
proposicao do limite
. osenx | fundamental da lurgao
lim ¢igualal.
x=*0 X SEN0, procure & obra
Ceilcuilo A, de . M.

Femminga M. B.

Agora que conhece a proposicio, vejamos alguns exemplos.

Exemplos Gongalves (2007a) e
q lim sen 2x consulte a secao
a0 X ‘Limites fundamentais’
& B ; \

Podemos calcular limites do tipo -
. Ssenwu
lim
u=0 i

onde i & uma fung¢do em x.
Neste exemplo, u = 2x e ¥ — 0 quando x — (). Portanto,

. sen 2x .osenwu .osenu
im———— =lim—— =21im =2+1=2
P ¢ a—0 M2 w0 U
. sen 3x
b. lIim——
-0 sen 4x

Neste caso, inicialmente langaremos mao de alguns artificios
de calculo, como segue:

sen 3x

. sen Ax . Ix

lim lim

x>0 8en 4x x—0 sen 4x
ko

dx

sen 3x

+ 3x

lim
E — Ix 3 3
4 sen dx 4 1 4

lim. ——

=0 dx
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tg x

¢. lim
r—=0 X

Temos neste caso,

€N X

. tgx . COs X
lim = lim
—0 X i X

. senx |
lim .
=0 X COS Y

senx |
- lim
x—= X r—0 COSX

=]
Q Saiba mais |

o eserificar A da Derivadas das funcoes trigonométricas
proposican da derivada diretas e iﬂVEI"SﬂS

li
g.

das fungoes seno e . - . sz
S Derivadas das funcdes trigonométricas
cossena, consulte a obra
de D. M. Flemming & M, Derivada das func¢ées seno e cosseno
B Gungalves - Cdicwn A Considere a proposigio:
{2007, 6.ed) -
' Se y=sen x, entdo V' =cosx

Ou seja, a derivada da fungéo seno € a funcdo cosseno. Facil de

recordar, nio ¢ mesmo?
Fique atento ) Agora, veja a proposi¢ao da fungdo cosseno:

Cervacao de um Sey = cos x, entio V'=-—senxy
quociente: sefam fe g A derivada da fungédo cosseno ¢ a fun¢do y = —sen x
fungoes e h a funcao
definida pela divisao i . " . g
I Derivadas das demais fungées trigonométricas
hix) = fixifglx). onde Como sabemos, as funcdes trigonométricas sdo definidas a par-
glxl = 0, 59_ i) e gl tir do seno e do cosseno. O mesmo vale para a derivagio das fun-
existem, entio: ¢des trigonométricas! Ou seja, elas também sdo definidas a partir
h = gix) + Flx) = fx) - do seno e do cosseno. Dessa forma, para encontrarmos a derivada
g'ixigix)] das demais fungdes trigonometricas, basta aplicarmos a regra de
Conheca outras ragras derivagdo nccessaria.
de derivacdo na obra Por exemplo:
Calfculo A, ) -

. i Se y = tg x = sen x/cos x, entao ¥ =sec’x
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Como voceé pode notar, utilizamos a regra do quociente para
encontrar a derivada da fungao tangente.
Aplicando as regras de derivagio, encontramos:

1. Sey=cotgx, entdo ¥ =—cosec’ x
2. BSey=secuzx, entio y=secx-tgx
3. Sey=cosecx, entio ¥'=—cosecx -+ colg x

Pela regra da cadeia — cuja proposicio vimos na Unidade 1 de
nosso estudo —, obtemos as formulas gerais:

v=senu = vi=cos u-u

¥ =cosu = vi= —senu-u

y=tgu =  y'=sec’u-u

v =cotg u = y'= —cosec’u - u'
y=8ecu — Yi=secw-tgu -
y=cosecu = y'= —cosec u - cotg 1 - u'

Vejamos agora alguns exemplos de calculo de derivadas:
3
a. y=sen (x°)

o

¥ = 5CN U, Eif:l‘z

y'=(cos u)u'
=[cos (x?)] + 2

= 2x cos (x?)
b. v =cos(l/x)
y=cos u,u={1/x)
p'=(-sen u) - u

= [—sen (I/x)]-—1/x?
|
= Psen (1/x)
c. y=3ig \/¥ + cotg 3x
y' =(31g Vi) + (cotg 3x)

=3 - sec?Vx + (Vx)' + (~cosee® 3x) + (3x)’

1
=3sec? Vx -
2Vx

— (cosec®3x)3
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Q Saiba mais

Para verincar a prava

da proposicac da
derivada das fungbes
arco seno, arco Cosseno
& arco tangente, consulte
aobra Cdlculo A, da D M.
Flemming e M. B.
Gongalves.

Para verificar a prova
da proposicéo da
derivada das fungoes
arco cotangente, arco
secanie.e arco
cossecanle, consulte a

ohra Ediculo A

Derivadas das fungdes trigonométricas inversas

Derivada das funcdes arco seno, arco cosseno e arco
tangente
Proposi¢do da derivada da fungdo arco seno: sejaf: [-1, 1] —
[— /2, wi2] definida por f(x) = arc sen x. Entdo, y = f(x) ¢ deriva-
1
velem (-1, ) e v' = — -

V1 —x?

Proposicdo da derivada da funcio arco cosseno: seja f: [-1, 1]

— [0, 7] definida por f(x) = arc cos x. Entdo, y = f(x) & derivavel
. L =1

em(—1,1)e y Vg
Proposi¢do da derivada da fungéo arco tangente: seja /- IR —

(— /2, /2) definida por f(x) arc tg x. Entdo y = f(x) € derivavel e
1

]

‘}_! —

Derivadas das demais funcées trigonométricas
inversas
Veja a seguir as proposi¢des das derivadas das demais fungoes
trigonometricas inversas:
Proposicdo da derivada fungdo arco cotangente: se y = arc cotg x,
-1
1+ x?

Proposicdo da derivada da fungdo arco secante: se y = arc sec x,
1
i — I
|lx| = 1, entdoy' = ———F———,
% 1Vx? -1

entdo y' =

x| =1

Proposicao da derivada da fungdo arco cossecante: s¢ y = arc coscc x,

-1
x| =1, entdo y'= - = -,
|x | Vx? -1

Em seguida, veja alguns exemplos de calculo dessas derivadas.

x| =1

Exemplos
a. v =arcsen(x+1)
y=arcsenu #4=x + 1
;!
]-"!' — H—
' VT -
|
.F —
L}r =

v’i —(x + 1}3'
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y- el 12

y=arctg u, u=

1+ x?
PL— H'
P 1+
(1+xY) - (2x)—(1—-x%-2x
, (1+x%?2
S )
P Yl B
. —2x
S 'l___;_'i

Aplicacoes das regras de L'Hospital
no levantamento de limites

indeterminados
Regras de L'Hospital

Apresentaremos agora o método geral utilizado no levanta-
mento de indeterminacoes do tipo 0/0 ou so/eo. Esse método ¢ dado
pelas regras de L'Hospital. Para demonstra-las, precisamos da pro-
posigdo a seguir, conhecida como formula de Cauchy:

Se f'e g sdo duas fungdes continuas em |a, b|, derivaveis em
(a2, b), e se g'(x) # 0 para todo x € (a, b), entdo existe um numero
inteiro € (a, b) tal que:

B - f@ _['G)
gh)—gla) g'(2)

Sejam /¢ g fungdes derivaveis em um intervalo aberto [,
exceto, possivelmente, em um ponto a € 1. Suponhamos que

g'(x) £ 0 para todo x # a em I, temos entdo pelas regras de
L’Hospital que:

'y

2. Se lim f(x)=limg(x)= 0 ¢ lim"° = [, entdo

=g &7 Eing g' {'{')
TR L i) (8

- =L
x—*g g(-l} I—*a gr{_r)
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b. Sc limf{x)=limg(x) == ¢ lim vl = L, entdo
xX=*a r=*a ¥=g & {I)
T Nl )

bt} g{-l) X ¥ g'(a‘f}
Nesse caso, apresentaremos a prova das proposicoes:

/()

Suponhamos que 1131 ﬁ tome a forma indeterminada (/0 e
que lim ‘f,['} = L. Queremos provar que lim /&) =i
g ,if (} x—ra H(t)

Consideremos as duas fungdes F e G tais que:

{f{x} sex £a & G {g(x], sex #a

sex =a 0, sex =a

Fx)=

Entdo,
lim Fx) = llmj (x)=0= F(a)

X="ra

lim G (x) = lmg[x] 0 =Gla)

x—*a

Assim, as fungdes £ ¢ G sdo continuas no ponto a ¢, portanto,
em todo o intervalo 1.

Exemplos

: . 2y
a. Determinar lim -
=0 e —1

Quando x — 0, 0 quociente 2x toma a forma indetermina-
5
e — ]
da 0/0. Aplicando a regra de L’Hospital, vem:
2x 2 32

lim — =lm —=—=2
=0 & —1 xo0 & &°

x?+x -6
b. Determinar lim —————
=2 X2 -3x +2
O limite toma a forma indeterminada 0/0. Aplicando a regra de
[’Hospital, temos:
x*+x -6 e R Ty

hm——
=2 X2-3x +2 L—PEE'{:—} e 2—3

D , i Sen X — X
c. eterminar hm —+—— -
img eF et =2
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Neste caso, temos uma indeterminagio do tipo 0/0. Aplicando
a regra de L’Hospital uma vez, temos:

I sen xy —x i cosx — 1
1111 % ; =i =
=0 & e F_2 = g —p7¥

Como o ultimo limite ainda toma a forma indeterminada 0/0,
podemos aplicar novamente a regra de L'Hospital. Temos:

. cosxy — 1 . —sen x -0
Iim S — = lim = i = = U‘
x=) & —e =) e te 7.
. Sen X — X
Logo, lim =

=0 &+ et =2

x
2 : & —1

d. Determinar lim —;
x=+m X7+ 4x

Neste caso, temos uma indeterminagio do tipo so/oc. Aplicando
a regra de L'Hospital sucessivas vezes, temos

i e — 1 : e
1m Py = lim ——
=t X+ 4 x—oiw 3x2+ 4
. et
= |im —
r—*+m DX
.
= lim —
X—=*+ton
= + o0

Consideracoes iniciais para o estudo da

funcao auxiliar integral
Acréscimos

Seja y = f(x). Podemos sempre considerar uma variacio da
variavel independente x. Assim, se x varia de x, a x,, definimos o
acréscimo de x, que € expresso por Ax, da seguinte maneira:

Av=x —x

2 |

A variagdo de x da origem a uma variagdo correspondente em
v. Essa variaciio € dada por:

Ay=flx,)-flx) ou  Ay=f(x +Ax)—f(x)
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Observe o Grafico 2.1 e comprove que a variagio de y (Ay) €
dada pela variagao de x (Ax):

Grafico 2.1 Variaciode yex
/a-— ramnco ariagao de ¥ e x, -\ll

Y
fx)

Ay

fix)

B

—

Ax

fonte: Flermming e Gongalves (20073, g 1730

5 o

Diferencial
Sejam y = f(x) uma fun¢io derivavel € Ax um acréscimo de x.

Assim, podemos definir:

1. A diferencial da variavel independente x é expressa por
dx = Ax.
2. Adiferencial da variavel dependente y, denotada por dy,
& expressa pot dy = f(x) - Ax.
Como f'(x) = dy/dx, podemos reescrever a definigio de dy, de
modo que temos:

dy = f(x) * dx

Assim, podemos concluir que f(x) expressa uma divisdo entre
duas fungdes diferenciais.

Interpretacdo geométrica
O Grafico 2.2 representa o grafico de uma funcgio y = f{x) de-
rivavel. O acréscimo Ax, que define a diferencial dx, esta



mite & derivada de funcdes trigonamétricas, regra de LHospital e conceitos iniciais da céloulo if"":'ﬁ“lq (41

representado pela medida do segmento PM. Ja o acréscimo Ay
esta representado pela medida do segmento M. Observe:

’/—-— Grafico 2.2 Gréfico de uma funcao y = fx) derivavel, \

&Y

£
- fix)

A

Fonite: Flernming e Gongaves (20073, p. 1745

\ J

Note que a reta / € tangente & curva no ponto . Essa reta corta
a reta x = x, no ponto R, formando o tridngulo retingulo PMR. A
inclinagdo da reta 7 ¢ dada por f"(x). Observando o triangulo retan-
gulo PMR, podemos escrever:

F(x) = MRIPM

Onde MR ¢ a medida do segmento MR e PM a medida do seg-
mento PM. Considerando que [(x) = /dx, concluimos que
dy = MR, ja que PM = dx. Podemos considerar também que, quan-
do Ax torna-se muito pequeno, o0 mesmo acontece com a diferenca
Ay — dy. Usamos esse fato em exemplos praticos, tomando Ay
aproximadamente igual a dy, nos casos em que Ax ¢ um valor
muito pequeno.

Exemplos
a. Sey=2x"—6x + 5, calcule o acréscimo Ay parax=3 e
Ax=10,01.
Usando a defini¢do de Ay, escrevemos:



42‘] [-’_alcmc integral

Ay = flx, +Ax) — f(xy)

= f3 +0,01)- f(3)

= f(3.01) - f(3)
[2:(3,01)2-6+:3,01 +5]-[2+3"-6-3+35]
= 5,0602-35

= 0,0602

b. Sey=6x"—4calcule Ay e dy parax=2e¢Ax=0,001,
Usando a defini¢do de Ay, temos:

Ay = flx, +Ax) — f(x)
= f(2+0,001) — /(2)
[6-(2,001)* - 4] -[6-2° - 4]
= 20,024006 - 20
= 0,024006
Usando a defini¢do de dy, temos:
dy=f'(x) - Ax

= 12x - Ax
=12 -2 - 0,001
= (0,024

Observamos que a diferenca Ay — dy = 0.000006 seria menor
caso usassemos um valor menor que 0,001 para Ax.

Integral indefinida
Generalidades da integral indefinida

Uma fun¢do /{x) ¢ chamada uma primitiva da fungio f{x) em
um Intervalo / ou simplesmente uma primifiva de f(x), se, para
todo x € I, temos F'(x) = f{x).

Observamos que, de acordo com nossa definigdo, as primitivas
de uma funcéo f(x) estdo sempre definidas sobre algum intervalo.
(Quando ndo especificamos o intervalo e nos referimos a duas pri-
mitivas da mesma funcido f, entendemos que essas funcdes sdo
primitivas de f no mesmo intervalo /.
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Exemplos

Tendo em vista a definicao anterior, considere os exemplos a
seguir: 5
¥ — o ;
a. F(x) = 5 ¢ uma primitiva da funcao f{x) = x°, pois

TP =143+ 332 = X2 = f(x).

b. Asfungoes G(x)=x%/3 +4, H(x)=1/3 (x’ + 3) também sio
primitivas da funcdo f(x) = x%, pois G'(x) = F'(x) = f(x).

¢. A fungido F(x)=1/2 sen 2x + ¢, onde ¢ € uma constante,
¢ primitiva da fungdo f(x) cos 2x.

d. A fungdo F(x) = 1/2x* é uma primitiva da fun¢io f(x) =
— 1/x* em qualquer intervalo que ndo contém a origem,
pois, para todo x # 0, temos F'(x) = f(x).

Proposicoes

a. Scja F{x) uma primitiva da funcdo f(x). Entdo, sc ¢ ¢
uma constante qualquer, a fun¢do G(x) = F(x) + ¢ tam-
bém € primitiva de f(x).

b. Se f'(x) anula-sc em todos os pontos de um intervalo /,
entdo /e constante em /.

c. Se F(x)e ((x) sdo fungdes primitivas de f(x) no interva-
lo /. entdo existe uma constante ¢ tal que G(x) — Flx)=c,
para todo x € I. Por exemplo:

Como estudamos no inicio desta unidade, a derivada da fungao
sen x & a funcio cos x. Assim, F(x) = sen x é uma primitiva da
fungdo f(x) = cos x e toda primitiva de f(x) = cos x ¢ da forma
((x) = sen x + ¢, para alguma constante c.

Definicao da integral indefinida
Se F(x) & uma primitiva de f(x), a expressdo F(x) + ¢ & chama-
da integral indefinida da f(x) ¢ ¢ denotada por

Jﬂx) dx=F(x)+c¢
() processo que nos permite encontrar a integral indefinida ¢
chamado de integragdo. isse processo exige muita intuigdo, pois,
conhecendo apenas a derivada de uma dada fungdo, queremos
descobrir a funcio.
A partir da defini¢do de integral indefinida, temos que:

1. J FO0)dx = F(x) + ¢ <> F'(x) = f(x)

Q Saiba mais

Para verificar a prova
das proposicoes
anteriores, consulte a
obira de O M. Flemming
e M. B. Goncalves,

Cerfeuio A,
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! Saiba mais

Consulte o passo a
passo da prova das
propesicoes na chra
Ceifculo A,

2.  |/(x)dx representa uma familia de fun¢des — a familia de
todas as primitivas da fun¢do integrando, ou seja, a fun-

¢ao fix).

Fique atento

& SilT]fJ‘J!C'J & chamado de sinal de integragao. A funcdo (X & chamada de
furgao integrando e fixid integrando. O simbolo dx gue aparece no inte-
- grando serve para identificarmos a varidvel de inteégragao. '
b

_4

O Grafico 2.3 mostra uma familia de primitivas da funcio in-
tegrando f(x) = x* + 1. Veja que o valor da constante assumiu va-
lores C=-3,-2,-1,0,1, 2, 3:

e Grafico 2.3 Familia de orimitivas da funcac integrando flx) = "+ 1. =
Fix) +C

L]

fonte: Flermming e Gongalves (2007a, p. 247

\ >

Propriedades elementares da integral indefinida
Sejam f, g: / — R ¢ K uma constante. Entdo:

L J K flx)dx = K'J;f (x)dx
2 J (f(x) + glx)dx = L’ (x)dx + P[g{.t)f!x

Exemplos

a. Sabemos que (sen x') = cos x. Entao _[cc-s xdrx=senx+c

b. Como (—cos ) =sen #, entdo | sen #df=—cos f+ ¢
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Integrais de mondmios e polindmios
Integracdao de mondémios e polindmios

Considere as integrais imediatas a seguir. Elas demonstram a
regra geral de integra¢do de mondmios e de polindmios:

; du =u+c

a1

3. " du = + e (o é constante # — 1)
w a +
.
i
3. = In|u/ + ¢
Ju

Vejamos agora alguns exemplos para sua melhor compreensao:
a. J(Srl +5+Vx) dx

Usando as propriedades da integral indefinida ¢ a tabela de
integrais, temos:

[(31'2 +3+ V;} dx= 3 [xzdx + 5 Jﬁ‘tl + Jx L2 e

3 3/2
X X"
=345 +—+¢
3 T3n e

2
=x3+5c+=x+¢

i J(fs‘? + 1/3x)dx

Temos:

I('\/_+I;”i.ﬂdr J Jlf’ixfir
- |

Py +— j

2 L -

= o
5/3 3 mxlTe
3

i l
53
=yt =l e

in +3x 2+ 4
Vx
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Temos:

Jx" +3x 124+ 4

x"3x + 3 Jx % + 4 J_::_'f'ﬁcir

X 1443 I/
= + 3=+ 4 ==+c
14/3 1/6 2/3 ¢

- -134:: M5 L 18x VY0 + 6x 2 4+ ¢

Saiba mais Fique atento i
Duande nac Maonémios 530 definidos pela multiplicacao entre uma constante e o coefi-
CONSEgUIMos ciente literal (3x, 2ak, 2087, 10xyz, 10abce, 22, v, %), ja os polindmios sao com-
reconhecer a primitiva, postos por operagies algebricas entre dois ou mais mondmios (7 + 3x - 1,
podemos encontra-la Frl+ = + 51, ,
termao a lerm, b =
utilizandao as regras da
soma, da diferenca e da Veja um exemplo de calculo da integral de uma fungéo:
multiplicacao por
constantes. Na célculo J{xg _2x +5) dx
da integral, considere
sernpre & primitiva mais Primeiro, devemos reconhecer x*/3 — x* + 5x como fungio pri-
simples possivel para mitiva de x* — 2x + 5. Entdo, podemos calcular a integral como:
cada termao e, ao final,
adicione a constante J-(,rz —2x + 5)dx =x%3 —x* + 5x + C, sendo C uma constante
arbitraria.

arbitraria.
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Exercicios de fixagao

Expresse a proposicao do limite fundamental
trigonométrico.

Determing a derivada das seguintes fungées
trigonometricas:

a. fsenix);

b. fcos(xk

C. frold;

d. footglx);

e. fseciy);

f. frosecix).

Determine a derivada das sequintes fungdes
trigonomeatricas inversas:

a. farco senix);

b. Farco cosis);

c. farcoigh,

Qual € a aplicacao da regra de UHospital?
Apresente um exemplo de limite que possa
ser calculado per meio de sua utilizagao.
Defina acréscimos 2 funcao diferencial,
Defina fungao primitiva.

Defina fungao integral indefinida.

Panorama

Sea matematica £ considerada uma disciplins difi-
cil, o gue dizer, entao, a respeito de caloulo? Mo
entanta, algumas dicas podem ser tteis:

i

Familiarize-se com os simbolos. Faca uma lista
e formule frases gue traduzam seu signihcado.
Desse modo, quando deparar com eles em
uma fdrmula encrme, vocé a compreendera

rmais rapidamente,

sl
9.

10.

O que &integracan?
Determine uma primitiva para cada uma das
sequintes funcées:

L a. 2x b.ox

II. a.fx b. &7

I a. -3 b.x™

IV, a. 2% b,xT_‘—gl

C.xi=2n+ 1
R
I ST R
L R AT

5

] b-n—:; :02___

e e X

v‘ a -

Determine a integral indefinida das sequintes

fungdes:

a. f{x+1}a‘x

b. f{ﬁ—ﬁx:lﬂ'x
. f(am:’_;)m
d. f(%uf)dr

e, j{2x5 — 5y +7)ax

Mo tem jeito, matematica ndo se aprende ape
nas na -teora Quante mais exercicios resolver,
melhod Utilize também exercicios resolvidos e
acompanhe o passo a passo da resclucia,
Conhecer aspectes da biografia dos grandes
tedricos da drea pode gjudar. Ao mesmo tem-
po que esse canhecimento o leva a aprender
um pouco da histdria da matemdtica, pois os
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estudiosos apoiam-se nas tecras uns dos ou-

tros, pode despertar sua curiosidade e tornar

o estudo mais estimulante,
Voce conhece, por exemplo, a curiosidade que
cerca a regra de 'Hospital? Publicada no livro Ang-
lise dos Infinitamente Pequencs, do Marqués de
L'Hospital, @ autoria da regra foi postericrmente
reivindicada por lohann Bernoulli, pertencente a
urna familia de varias geracoes de matamaticos. O
Marqués pagava a Bernoulli para gue ele |he en-
viasse suas descobertas cientificas. Ma introducao
de seu livro, U'Hospital recanhece ter aprendido
miuite cam Bernoulli, mas exige para =i a autoria

das ideias da obra. Em tempos de disputas por

Recapitulando

Unidade 2 deste estudo € bastante densa,

Ela traz temas complexos, mas DUsCa resu-

mi-los de maneira digatica 2 proveitosa, &
demonstracao das proposigbes apresentadas, lon-
gas e dificultosas, muitas vazes fol apenas indicada
para cansulta. Demos prioridade a apresentacac
de exempios gue tornassem clara a aplicacac das
formulas apresentadas,
Mo Terma 1, conhecemnos a proposigac usada na
determinacdo do limite trigonométrico funda-
mental. Em seguida, no segundo tema desta uni-
dade,

trigonomeétricas diretas e inversas. £ recomenda-

estudames a derivada das fungdes
vel guevocé construa uma tabela com tais deriva-
das, a ser utilizada para consultas futuras, mas que
também auxiliard na memorizacdo. No Tema 3,
conhecemos a proposicao da chamada regra de

LU'Hospital Como sabemns, essa regra & aplicada

direitos autorais, essa questao renderia uma boa
polémical

Ciutras dicas poderiam ser citadas, mas cada um
possUi sua maneira de estudar. Alguns aprendem
melhor estudanda em grupos, enquanto ouiros
preferem estudar sozinhos. E impartante gue
voce descubra a melhior maneira de conduzir

sals estudos.

Exercicio

Pesguise a respeito da biegrafia de um matemati-
CO e gpressnte-a aos colegas, buscando relacionar
sua tecria com o contexte histdrico no qual ela fo

deservolvida;

na determinagdo de limites indsterminados, tais
como /0 e oefoo, O Tema 4 trouxe conhecimentos
necessarios ao estudo da fungao derivada, como
as definicoes de acréscimo e funcao diferancial.
Realizamos também a interpreracan geometrica
desses conceitos, visualizando-os em graficos. Mo
Tema 5, ja entramos no estudo da funcaointegral
indefinida e da fungdo primitiva. Vimos sua defini
ca0, generalidades e caracteristicas elementares.
Fechando a unidade, na Tema & conhacemos a
regra geral de integracao de mondmios e de
polindmios.

MNas proximas unidades de nosso estudo, vamos
nos aprofundar no calculo integral. Por isso, € fun-
darmental gue sejam assimilados os conhecimen-
tos que chegaram até vocé na Unidade 2, pois ela
intrduz a funcao integral. No entanto, ndo se preo-
cupe se, mals adiante, sentir a necessidade de
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retomar temas ja estudados. A aprendizagem se
realiza processualments, Todavia, para aprendar-

mos calculo integral, € preciso esforgo e dedicagao
continuos, A0 deparar com dificuidades em meio

ao processo de aprendizagem, nao desanime, Se
VOCE chegou af8 aaui, isso significa que seu co-
nhecimentoe sobre o assunto vem crescendo. F
com isse, chegamos a metade do estudo.







UNIDADE

Integrais imediatas e
integral definida

. Objetivos de aprendizagem

B Conhecer a integral de varios tipos de funcao.

Aprender casos de integracac envolvendo poténcias do seno e do
COSSENO.
® Compreender a soma de Riemann e a integral definida.

® Dominar o método de integracao por partes.

p Temas

@ 1 - Integral das fungoes logaritmica, exponencial, trigono-
métricas diretas e inversas
Apresentarernos uma breve tabela de integrais imediatas. Veremos
por meio de exemplos o calculo da integral de funcées lagaritmicas
e exponenciais, trigonometricas diretas e inversas.

® 2 - Casos de integra¢ao envolvendo poténcias do seno e do
cosseno com situagoes diversas
Aqui estudaremos casos de integracdo envolvendo as funcdes trigo-
nometricas seno e cosseno, Como a integracao de poténcias dessas
fungées.

# 3 -Soma de Riemann e integral definida

Conheceremaos a integral definida e a soma de Riemann, sendo esta
fundamental para a compreensao da teoria da integral definida.

® 4 -Técnicas de integracao
Este tema apresenta o método da integragdo por partes. Veremos a
formula da integracao por partes e sua aplicagac em exemplos.




52] (f_éllculc- integral

Introducgao

Na unidade anterior deste estudo, conhecermnas a integral indefinida,
suas propriedades e caracteristicas elementares. Como pudemos
aprender, a integral indefinida € considerada a operacao inversa da
derivacao. Agora que possuimos nocoes basicas a respeito do assun-
to, podemos avangar no estudo, Nesta unidade, aprenderemos a inte-
gral das fungdes logaritmica, exponencial, trigonomeétricas diretas e
inversas. Vocé ja sabe gue podera contar com exemplos que facilitem
sua caminhada rurmo a aprendizagem. Nas unidades anteriores, co-
nhecemos a derivada de tais fungdes, de modo gue estamos prepara-
dos para entender a integracao. Assim, 0 primeire terma desta unidade
é dedicado ao calculo da integral indefinida das funcdes citadas.

Em sequida, veremos diferentes casos de integracao de fungoes en-
volvendo fungées trigonometricas, tais como poténcias do seno e do
cosseno. As téenicas de integracdo utilizadas diferem de acordo com
o valor assumido pela poténcia ocu poténcias, Desse modo, apresenta-
rernos diferentes casos e os artificios de integracdo usados em cada
um deles.

Conhecidos alguns casos de integragdo envolvendo poténcia de
seno e cosseno, buscaremos entender a chamada integral definida.
Esta é uma integral que se restringe a valores especificos, Assim, a in-
tegral definida é uma integral restrita a um intervalo, tal como
a = x = b, Nesta unidade, conheceremos a definicao da integral def-
nida e suas caracteristicas elementares. Além disso, introduziremos o
conceito de somas de Riemann, fundamental para a teoria da integral
definida. Os estudos do matematico alemac Bernhard Riemann
{1826-1866) gerararn importantes contribuicdes para o calculo inte-
gral, dentre outras esferas da matematica. Nesta etapa, compreende-
remos uma parte delas; nas paginas finais, conheceremos o metedo
da integracao por parles,

A Unidade 3 é inteiramente dedicada ao estudo da integracac de fun-
¢oes. Deste ponto até o encerramento da Unidade 4, ampliaremos
Muito nosso conhecimeanto sobre o assunto. Veremaos, inclusive, apli-
cagdes praticas do calculo da integral. Vamos continuar?
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Integral das funcoes logaritmica,
exponencial, trigonométricas diretas

e inversas
Tabela de integrais imediatas

LLembra-se de que na Unidade 1 estudamos a derivada da fun-
¢do logaritmica e da fun¢do exponencial? Como vocé sabe, uma ¢
considerada a inversa da outra e, por iIsso, sempre as estudamos
em conjunto! Agora, conheceremos a integral dessas fungdes e
também das fung¢des trigonométricas diretas. Considere esta lista
de integrais imediatas:

1. Ja’u=u+c

N Ju”a’ﬂ = + ¢ (o € constante #— 1)
o+
i
a
4. Iﬂ”dﬂ — + ¢
In a
d
. |T—F/———=arcsecu+tc
TAVE TRl
dit ;
6. —'\/I+—3= argsenhu +c=In|u+Vu?+1[+¢
i

u — 1

du -
T J—= argcoshu +c=1In w4 ‘\fu‘—l| b o

Por meio dessas tormulas e das propriedades da integral inde-
finida, podemos calcular a integral indefinida de inimeras fun-
¢oes. Consulte-as sempre que precisar!

T

; Y
Fique atento

hais adiante

retcmargmos o assunto

E - e vocs entenderd
. facilrente a definicao,
Fique atento =

ascaracteristicas ¢ as

Atencdo as integrais 1 e 3. A regra de derivacdo utilizada nelas foi tratada na propriedades
unidade anterior. Consulte-a, se necessario, pois mais adiante precisaremos elementares da integral
navamente delas! definida; Aguarde!

\ > 9 >
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Exemplos
a. J‘(B secx - tg x + cosec’x)dx
Temos:
J'(S secx - tg x + cosec’x)dx =3 JHEEI tg x dx + J cosec”x dx

=3secx —cotgx +¢

" secix
COSEC X

MNesse caso, temos:

sec’x 1 senx
—dx = . dx=|tgx -secx adx=secx +¢
COSEC X Jcosx cosx

c. J(2 cos x + %) dx

Temos:

1 dx
2eosxy +——=|de = Jicos,xr:ir + —

= 2:;:05 xelx + Jr W2

—_—

=2 sen x + + ¢

];’2
= 2sen x + 2\/_; +c
sen x 2
cos“x x'

Temos:

sen x 2 sen x 2 cx
J(ZC.’I — =ik T)dx = [Ze’dx —J- L +J 5
COsx X , cos “x X

= Er[e"dx - Isetx -fgx dx + fo Ty

—6
_ i
=2¢' — secxy + 2 - F e

_— N — A "B | +
2e SeC X e



ntagrais imediatas e integra d-:—*fi'n-:ir] (55

Casos de integracao envolvendo
poténcias do seno e do cosseno

com situacoes diversas

Integracao de algumas fung¢des envolvendo
fungdes trigonométricas

Considere as integrais |sen” u du e |cos"u du, onde n ¢ um
numero inteiro ¢ positivo. Podemos usar técnicas de calculo com
auxilio das identidades trigonométricas. A ideia é aplicar o método
da substituigio.

Sdo elas:

1. sen’x +cos’x = 1

5 1 —cos 2x

2- Sﬂn__r —_— — PR
2

. 1 +cos2x

3. Ccos " x = 2—

Nos exemplos a seguir, 1lustramos dois possivels casos: # ¢ um
nimero impar ou # ¢ um numero par:

a. Quando n ¢ nimero impar

Jcnsf dx

O primeiro passo € preparar o integrando para a aplicagdo do
método da substituigdo. Mas, atengdo: esse método € valido sem-
pre que o expoente # for um nimero impar. Fatorando o integran-
do e aplicando a identidade 1 (sen® x + cos® x = 1) temos:

cos*x = (cos’x)? - cos x
= (1 -sen’x)?cosx
= (1 -2sen’x 4+ sen*x) cosx
2 4
= CcOosX —2sen"x cosx +sen"x cosx
Portanto,

J-CDSSI dx =J{Cusx — 2 sen’x cosx + sen'x cosx)dx
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= qus,r dx — 2 I'senzx Cos xdr + Jsen"x cosx oy

T T
=s5Cn x E gen-x + ESCT'I' XL

b. Quando n ¢ niimero par

J,SEITt X dx

Nesse exemplo, n € um nimero par. Na preparagdo do integran-
do, usamos as identidades trigonométricas 2 e 3. Assim, temos:

sen®x = (sen’x)’

_ (1 —ccrsb:):
2

1 )
=={1—-2 cos 2x + cos"2x)

4
| | + cos dx
=—|1-2cos 2x + —
4 ( 2 )
3 | I
_§ EGDSlr +§c054,r
Portanto,
[sen"* s J(S : cos 2x + l cos & ) 7
XOx = T X = X ox
8 2 8
J I 2x + : 4x + C
 — — — — i'] " —_—
Bx y sC 3 sen dx

Observamos que o raciocinio usado neste exemplo € valido
para as poténcias pares.

Nas inlegrais sen™u cos" u du, onde m e n sdo inleiros positi-
vos, a preparagdo do integrando deve ser feita visando-se a aplica-
¢do do metodo da substituigao, do mesmo modo que nos exemplos
anteriores.

Quando pelo menos um dos expoentes € impar, usamos a identi-
dade 1. Quando os dois expoentes sdo pares, usamos as identidades 2
e 3 e, s vezes, também a identidade 1. Vejamos agora alguns casos:
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a. Quando m impar e n par
Jsﬂnﬁ.x - costx dx
Preparando o integrando, temos:
(4 2 a 7 a
€N X COs5° X — {ECH'_T]' *AECN X - COSTX
= (1 - cos®x)? - sen x - cos’x
= (1 -2cos’x + cos*x)sen x cos’x

i

;. 4
cosx senx —2cos " x senx + cos"x sen x

Portanto,

Jsenﬁ x cos’y dy = J (cos®x sen x — 2cos *x sen x + cos” x sen x)dx
= f cos “x sen x dv — chns “x sen xdx

+ j cos® x sen x dx

— 1 2 l
= — cos°x +— Ccos’X —— cos'x +C
3 5 7

b. Quando m e n sdo pares
Jsenlx cos*x dx
Preparando o integrando, temos:
sen“x cos’'x = sen®x - (cos®x)”

| —cos 2x (l + cos 2,1')3

2 2
1 2
= E“ + cos 2x — cos® 2x — cos® 2x)
| I +cosdx 5
= g[l + o5 2x - S e (1—sen~2x) cosEx]
1 1 dy 1 : e, 2
= - cos 4x sen” 2x cos 2x
16 16 8
Portanto,
i | 1
Jsenzxccrfx dx = J(l!ﬁ_ 16 cos dx g St:n‘lxcnslr) dx

1 ] 1 .
== _ a 5 -|- - 2 - T
Iﬁx 64 sen 4x 43 sen " 2x +C
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¢. Quando m e n sio iguais
Jsen4,t cos’x dx

Quando m e » sdo iguais, tambem podemos usar a identidade

]
SCN X COsXx = Escn 2x

1 4
(-2 sen Ex)

S LS. .
lﬂl{sen 2x)

B ]_(I 0054_1.‘)2
16 T

Temos:

SEIIIJ'.J[.' EU34X

1
" a (1 - 2cos 4x + -::05241‘]
+ . »
£ L(I — 2cos 4x +ﬂ)
64
3 I
= ]E—:ﬁﬁﬂb‘q‘x +I_2,R-cus SI
Portanto,
4 4 (3 : l
sen"xcos xdy = [ —— —rcos 4x + — cos 8x | dx
128 32 128
3 : 4x + 8+ C
IZEI_ mgsen X In245'3ﬂ X

Soma de Riemann e integral definida
Integracao por somas de Riemann

O matematico alemdo Bernhard Riemann tornou mais precisa
a teoria dos limites de aproximacoes finitas. Agora, veremos o

conceito de somas de Riemann. Esse conceito € muito importante
na tcoria da integral definida, que logo estudarcmos.
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Comegaremos com uma fungio arbitraria £ definida em um in-
tervalo fechado |a, b].

/-— Grafico 3.1 Funcdo continua tipica v = fix) ao longo de um intervalo —\\
fechado [a, &1,

¥
A

O
L]
o

k\ Fonre: Thomas (20133, p. 2949) _/)

Assim como a funcdo tracada no Grafico 3.1. [ pode assumir
valores negativos ¢ positivos. Dividimos o intervalo [a, b] em
subintervalos, ndao necessariamente do mesmo tamanho em largu-
ra ¢ extensao, ¢ formamos somas com esses subintervalos. Esco-
lhemos n — | pontos {x,x, x,..x  } entre a e b que satisfacam
XX Sy, Sl

O conjunto P = {x,x,X,...x X | ¢chamado de parti¢do de
[a, b].

O primeiro desses subintervalos € [x, x ] e o segundo [x , x,].
A largura do primeiro € indicada por Ax, e a largura do segundo
por Ax,. Se todos os n intervalos tiverem largura igual, entdo a
largura Ax sera igual a (b —a) / n.

Em cada subintervalo selecionamos um ponto. Chamamos o
ponto escolhido do k-¢simo subintervalo [x, . x,] de ¢,. Depois,
em cada subintervalo construimos um retingulo vertical que tem
base no eixo x e toca a curva em (¢, f(c,)). Esses retingulos po-
dem estar tanto acima como abaixo do eixo x, dependendo se f(c,)
é positivo ou negativo. Podem tambeém estar sobre ele se fic,) = 0.
Comprove isso observando o grafico a seguir;
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'/-*— Grafico 3.2 Os retanculos aproximam a regido gue fica entre o grafico da fungdo y=flxl c o eixo x ——\‘

¥ F R ol
= Flx; o
A /5 (Cpe flcp)
\/ I
1 :.
I
| \\
|
|
k-gsimo reténguln:u'/ :
1
1
1
|
|
Cl ;—2 - 1
v v = > i
Olxg=jar x| § % Ay fo_y  kn=b
|
i i
! [
| | =
! [
I
i
I
I
I
|
':f_g.- -F{t":':|:|
I'\._ Fonte: Thomas (20133, p. 299, _/’

Em cada subintervalo formamos o produto f{c,) + Ax,. Esse
produto pode ser positivo, negativo ou nulo, dependendo do sinal
de f(c,). Quando f{c ) = 0, o produto f{c,) - Ax, & a drea de um
retangulo com altura f{c,) e largura Ax,. Quando f(¢,) < 0, o pro-
duto f(c,) - Ax, € um nimero negativo, o oposto da drea de um
retdngulo com largura Ax, que sai do eixo x para o numero negati-
vof(c).

Por fim, somamos todos csses produtos para obter
lr‘i,"‘l.
Sp = Zf(‘-’!k} AXxy
k=1

A soma §, ¢ chamada de soma de Riemann para f no intervalo
[a, b].

Exemplo

O conjunto P = {0;0,2: 0,6: 1; 1,5; 2} & uma parti¢io de [0, 2].
Existem cinco subintervalos de P = [0; 0,2]; [0,2; 0.6]; [0,6; 1];
[1:1.5] e[l.5;2]:
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Griafico 3.3 Subintorvalos

|"'—.|ﬁ.-:'.’1 —"| il_h'nxz I ﬁx_:
1 | 1
0 o2 0.6

Axy I Axg

T+
A M

Fonte:Tnomas (20133, p. 3000,

Os comprimentos dos subintervalos no Gréfico 3.3 sdo Ax, =
0,2; Ax, = 0.4 Ax, = 0.4; Ax, = 0,5 e Ax, = 0.5. Definimos a norma
de uma partigdo P, escrita || £ ||, como a maior de todas as largu-
ras dos subintervalos. No exemplo dado, o comprimento do subin-
tervalo mais longo ¢ 0.5. Logo, a norma da partigdo “ 5 ” e 0.5.
Existem dois subintervalos com esse comprimento.

Qualquer soma de Riemann associada a uma parti¢iao de um
intervalo fechado [a. ] define retingulos que aproximam a regido
entre o grafico de uma funcdo continua f¢ o cixo x. Partigdes cuja
norma tende a zero levam a conjuntos de retingulos que aproxi-
mam a area da regido com uma precisao cada vez maior. Observe
como isso ocorre no Grafico 3.4

r,-— Grafico 3.4 Curves com reténgulos com oarticGes cada vez mais finas. «\q

¥ ¥

& F 3 1

V= e j-"=|;'..3‘.':|

{a) (k)

\-_ ronte: Thomas (201 3a, p. 3000

Areas

Desde os tempos mais antigos, os matematicos preocuparam-
-se com o seguinte problema: como determinar a area de uma fi-
gurd plana? O procedimento mais usado foi 0 método da exaustio,
que consiste em aproximar & figura dada por meio de outras, cujas
areas sao conhecidas.
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Consideremos o exemplo do circulo. Como definimos sua
area? Considerando um poligono regular inscrito de # lados, que
denotamos por P .

Veja a imagem «a da Figura 3.1. Seja 4_a area do poligono
P Entdo, A =n. A ,onde A ¢aareado tridngulo de base [ ¢
altura h .

/-— Figura 3.1 Definicio da drea de um circulo usando um poligone _-\.
reqular inscrito.

ial (b}

Fonbe: Flermming e Gongalves (20073, p. 256).

. J

Como A, = T” e o perimetro do poligono P, ¢ dado por

p,=nl, vem:
4 = _In.hrf_pn+ﬁn
i s S
2 2

Fazendo n crescer cada vez mais, isto €, n — + o0, 0 poligono P
torna-se uma aproximagao do circulo. O perimetro p,_aproxima-se
do comprimento da circunferéncia 277 e a altura _aproxima-se do
raio 7.

Temos:

2 2wr - r ; ;

lim 4,= - y e, que € a area do circulo.
[

Para definirmos a area de uma figura plana qualquer, procede-
mos de maneira parecida. Aproximamos a figura por poligonos
cujas dreas possam ser calculadas pelos métodos da geometria
elementar.

Vejamos agora como definir a area de uma regido plana S, de-
limitada pelo grafico de uma fungdo continua ndo negativa /. pelo
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e1x0 dos x e por duas retas x = @ € x = b, tal como demonstrado no
Gréfico 3.5:

/-— Grafico 3.5 Area da regido plana 5 \\
A

b ¥

a

1\- Fonre: Flemming e Gongaives (2007a, . 2570, _)

Para 1ss0, fazemos uma particao do mntervalo [a, b], 1sto &, di-
vidimos o intervalo [a, ] em » intervalos, escolhendo os pontos:

A=x =X LaaSE XS aamx =

Seja Ax, = x —x,_ o comprimento do intervalo [x, . x ]. Em
cada um desses intervalos [x , x ], escolhemos um ponto qual-
quer ¢. Para cada /, i = 1, ... n, construimos um retangulo de base
Ax e altura f(e). Veja no Grafico 3.6.

e Grifico 3.6 Particao da drea S em ratangulos. -\\

F
fix)

¥

N

=0 € X

777
o
7

in
B
=
i
™
o
L
-
™
o
Il
o
£

\‘_ ronte: Flernming e Gongalves (20073, g 257). __/
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O Grafico 3.7 ilustra esses retingulos nos casos n =4 e n = 8:

'/-— Grafico 3.7 Representacao da drea 5 com um numers diferentes de retangulos. \\
A Y Ay
T y=Fix) y="1x
S 1 [ P
! : : . , AN N >
a ] ¥ a by
l\‘ Fortte: Flermnming e Gongalves (2007, o 257). -/l

A soma das dreas dos retingulos, que representamos por S | ¢
dada por
S, =f(c)Axy + fle) Axy + o+ fle,) Ax,

= f(e) Ax,

i=1

Essa soma ¢ chamada de soma de Riemann da funcio f(x).
Podemos observar que a medida que n cresce muito e que cada Ax,
i =1, ... n, torna-se muito pequeno, a soma das areas retangulares
aproxima-se do que intuitivamente entendemos como a area de §.

Definicdo
Seja y = f(x) uma fun¢io continua, ndo negativa em [a, b]. A
area sob a curva y = f(x), de a até b, ¢ definida por

A= lim D f(c)Ax,

max Ar =0 Fi=

onde para cada i = 1, ... n, ¢, ¢ um ponto arbitrdrio do intervalo

[x,_ %]

A integral definida

Partindo da defini¢do de limite como uma soma finita para a
fungdo definida em um intervalo fechado [a, b], com n subinterva-
los da mesma largura ou comprimento, conheceremos o limite de
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somas de Riemann mais gerais, quando a norma de parti¢des de
la, b] tende a zero. Para as normas de Riemann mais gerais, os
subintervalos ndo precisam ter a mesma largura. O processo de
limite leva, entdo, a uma defini¢do de integral definida de uma
fungdo ao longo de um intervalo fechado [a, b].

Assim, a definicdo de integral definida ¢ baseada na ideia de
que, para determinadas fungdes, & medida que a norma das parti-
¢oes de |a, b] tende a zero, os valores correspondentes tendem a
um valor limite /. Esse limite significa que uma soma de Riemann
ficara proxima do numero fornecido ./, desde que a norma de sua
partigdo seja pequena o bastante para que todos os seus subinter-
valos sejam suficientemente pequenos.

O simbolo € significa um nimero positivo pequeno gue espe-
cifica quio perto de J a soma de Riemann deve ficar. O simbolo 6
corresponde a um segundo niimero positivo pequeno que especifi-
ca quio pequena a norma de uma particdo deve ser para que isso
acontega.

O simbolo para o numero J na definicdao da integral definida ¢

1 L bf{x} dx,

Lé-se “integral de a até b de fde x e dx™ ou “integral de @ até b
de f'de x em relacio a x”. Os outros componentes do simbolo da
integral também (ém nomes:

J = sinal de integral

b = limite superior de integragio
a = limite inferior de integragao
f{x) = integrando

x = variavel da integracio

f(x) dx = integral de f'de a até b.

Quando encontramos o valor da integral, calculamos a
integral.
Definicoes

Seja fuma fungio definida no inlervalo [a, b] e seja P uma
partigdo qualquer de [a, b], supondo-se a << b, ou seja, casos
nos quais o limite superior ¢ maior que o limite inferior,
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[ ey
Fique atento

Quando a tuncao f&
continua e nao negativa
em [, b], a definicao da
niegral definida
coincide com a
definican da area. Nesse
cds0, 4 integral definida

& d area da regidc sob o

grahco de fde a até b.

s —

A integral definida de f'de a até b € denotada por

b
f flx) dx

h "
[f(x)dx = lim . > fle) Ax,
A m =0 =1

A% 4,

¢ dada por:

desde que o limite do 2° membro exista.
b
Se / fix) dx existe, dizemos que f'¢ integravel em [a, b]

b
Na notagao / flx) dx os nimeros a e b sdo chamados limites
e

de integracdo (a = limite inferior e h = limite superior).
Se f¢ integravel em [a, b], entdo:

b b rh
ff{r}afr = [f{.r] dt = J F(8)ds

isto &, podemos usar qualquer simbolo para representar a varia-

vel independente.

Seja f uma fungdo definida no intervalo [a, b] e seja P uma
partigdo qualquer de [a, b], supondo-se a = b, ou seja, casos

nos quais o limite inferior ¢ maior que o limite superior.
A integral definida de f'de a at¢ b ¢ denotada por
B i
fffx)d - [reoa
I

o

se a integral a direita existir.

Seja f uma fungdo definida no intervalo [a, b] e seja P uma
parti¢do qualquer de [a, b]. se a = b e f(a) existe. A integral

definida de « ate b ¢ denotada por

Técnicas de integracao
Méetodo da integracao por partes

Sejam f(x) e g(x) fungdes derivaveis no intervalo /. Temos:

L [f(x) - g()] =f(x) - g'(x) + g(x) - f'(x) ou
2. f(x)g'x)=[x) - g@)] —gx) - fx)
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Integrando ambos os lados dessa equagio, obtemos:

[f'(.ﬂ g (¥)dx = J[f’(x} - g(x)]'dx — Jg{x} () dix

ou ainda,

Jf(x} g (hdv = fix) = gla}) - Jgir} - f(x)dx

Observe que na primeira equagdo deixamos de escrever a
constante de integragdo. ja que no decorrer do desenvolvimento
aparecerdo outras. Todas elas podem ser representadas por uma
unica constante ¢, que introduziremos no final do processo.

Na pratica, costumamos fazer « = f{x) — du = f'(x) dx ¢
v=g(x) — dv=g'(x)dx.

Substituindo na primeira expressio, temos:

Jﬂdv—uv—Jvdu

Essa ¢ a formula da integracdo por partes. Guarde-a bem! Va-
mos agora ver alguns exemplos?

Exemplos
a. Calcular [xe “dx

Antes de resolver essa integral, queremos salientar que a esco-
lha de u e dv é feita convenientemente.
Nesse exemplo, escolhemos u = x e dv = ¢ dv. Temos:

H=x = du=dx

Aplicamos, entdo, a formula
Ju dv=u - v—Jvdu
¢ obtemos:
j'_'-'['f‘ Hdv=x - (_?])e B [—?I e = dx
Calculando a Gltima integral, vem:

[ ~1 .1
Jx-elrdx= g s —am ey
2 4
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Observamos que, se tivéssemos escolhido u = ™ e dv = x dx,
0 processo nos levaria a uma integral mais complicada.

b. Calcular Jln X dx
Seja:
u=1Inx = du=1/x dx

dv=dxr = v=|dc=x

Integrando por partes, vem:

i I
Jlnxdx = (In x) - x - Jx ;dx

=x]nx—de
=xInx—x +e

2

c. Calcular [:r N x dx

Neste exemplo, vamos aplicar o0 método duas vezes. Seja:

-
£

o=x = dy =2xdx
dv=senxdx = v= [sen X dx =—Cosx
Integrando por partes, vem:

(.rz -sen x dx = x*(—cosx) —J{—cnsx}h ey

=— xlcosx + EJx cos X dx

A integral Jx cos x dx deve ser resolvida também por partes.
Fazemos,

=X =  du=dx
dv = cosx dx =5 =Jtusx dr = sen x
Temos:

Jx cosxdrx =x sen x — Jsen Lot b s



Logo:
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szsen x dv =~ x?cosx + 2[x sen x —Jsen x dx]

= x%cosx +2xsenx +2cosx +¢

Exercicios de fixacao

Calcule a integral e, em sequida, derive as res-
pastas para conferir os resultados:
f el

i g

;
Caxt 4 bx* + 3c) dv

(2x% =3) dx

[ %
SEriiK

As fungdes a seguir envalvern poténcias do
seng e do cosseno, Calcule-as:

a. JSEHJX reost dx

b. Jsen‘x « cost ety

C. Jsen*'x CosE o

Explique integral definida e expresse a fdrmu-
la da integracao por somas de Riemann,

Panorama

5 matematicos 1saac Newton (1642-1727) e
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-17 16}, criadores
do Calculo Diferencizl, construiram tambem as
bases e fundamentos do Calculo Integral. Leibniz,

&, Cual foi a questioc matematica que levou ao
desenvalvimento do conceita de integral
definida?

Resolva as integrais a seguir usando a tecnica
da integracao por partes:

a. [x sen 5x ¢y

b. |In {1 —x]dx
te'dr
{4+ 1) cos2xdx
% I 3x dx

Cas v

por exermnplo, criou uma notagao para a integral
definida que capta sua construgao como um li-
mite de somas de Riemann. Ele imaginou as so-
mas finitas Zn/k = 1 e flc ) - Ax, tornando-se uma
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soma infinita dos valores da fungao fx) multipli-
cada por larguras de subintervalos dix) “infinite-

simais’ O simbolo do somatdrio £ & substituido
no limite pelo simbola daintegral |, cuja origem

é a letra 5" Os valores da funcao fic ) sao substi-
tuidos por uma selecdo continua de valores da
fungdo fx). As larguras dos intervalos Ax passam
a ser a diferencial dx. E como se somassemas to-
dos os pradutos da forma fix) - dx a medida que
¥ s2-move de g para b, Ainda gue essa nocao
capte ¢ processo de construcdo da integral, é
cam Riemann gue o conceito de integral & defi-
nide com rigor & precisac. O problema que la-
vou a definicade da integral per Riemann fol o
calculo de areas.

Atualmente, muitos autores consideram a integral
COMO pressuposto para o desenvolvimento da in

tegral do matematico’ francés Henry Lebesgue

Recapitulando

0 iniciar este estudo, certamente vocé en-

controu dificuldades. Ainda as sente, ndo

é? Issp @ perfeitamente normal. Porém,
analise o quanto seu conhecimento de calculo in-
tegral cresceu da Unidade 1 até agora. Passo a pas-
sg, vencemas as dificuldades e a aprendizagem vai
se tornando solida,
Iniciames a Unidade 3 canhecendo a integral de
varios tipos de funcao, Mo Tema 1, vimos uma tabe-
la de integrais imediatas bastante Otil, que deve ser
sernpre consultada: Por meio de exermnplos, apren-
demos a integral das funcdes logaritmica e expo-
nencial e das trigonométricas diretas e inversas. No

(1875-1541), Apds o amadurecimenta do concel-
to de integral de Riemann, algumas deficiéncias
ficaram visivais, O francés Lebesgue foi o matema-
tico que reformulou a integral de Riemann. Seu
teorema caracteriza o que denominamaos funces
Riemann-integraveis, A integral de Lebesgue con-
ternpla a teoria de Riernann, e resolve suas defici-
encias. Em sua tese de doutorade, de 1502,
Lebesgue publicou uma nova nogao de integral,
Inicialmente muito criticada, hoje em dia sua ton-

tribuican e reconhecidamente Importants.

Exercicios

1. Pesguise scbre a biograha de Lebesgue e
compartilhe seu conhecimento com colegas.

2. Pesquise sobre o tecrema de Lebesgue e de-
monstre como ele sana as deficiénclas da in-
tegral de Riemann,

Tema 2, entramos em casos de integracac de fun-
coes envolvenda poténdias do seno e do cosseno,
com situactes diversas. Estudamos casos nos quais
o expoente ¢ impar e casos nos quais ele & par. De-
pendendo do numerc de expoentes e de seram
Impares ou pares, utilizamos daterminados proce-
dimentos para abter a integral. No Terma 3, conhe-
cemos o conceito de integral definida e estudamos
a integral de Riermann, matematico alemac que
deu precisdo ac conceito de integral, Utilizada no
calculo de areas, problematica que levou ao seu
desenvolvimento, seu conhecimento g indispensd-
vel a formagdo do estudante de calculo integral.



O Temna 4, tema que encerra:a Unidade: 3, apre-
senia o metedo da integracac por partes. Antes
de encontrar a integral final, integramos separa-
damente as funcdes que a compéem. Como
vord phde observar pela formula da integragdo
por partes, esta utiliza a regra do produto para
derivadas.

A unidade gue iniciaremos a seguir encerrara este
estudo. Mela, conheceremas outros matodos de

integracao de fungoes. Veremos ainda, com a

Intagrais imediatas e integral deFinid% [?1

utilizagao de exercicios, aplicagges da integral defi-

nida na calculo de dreas e volumes. O problema do

comprimento de arcos e as denominadas coorde-
nadas polares fecharao nosso estude de calcule.

A resolucdo de exercicios & uma pratica muito im-
portante no estudo da maternatica, Por isso, ndo
deixe de reschver os exercicios apresentados em
cada unidade. Eles sao elaboracos especialmente
para ajudar na fixagdo de seus conhecimentos,

Bons estudos!







UNIDADE

Outros métodos de
integracao, coordenadas e
aplicacoes de integral definida

-~ Objetivos de aprendizagem

Conhecer distintos métodos de integracao.

Utilizar a integral definida no célculo de dreas e volumes,
Entender outras aplicagées da integral definida.
Compreender o sistema de cocrdenadas polares.

Temas

® 1 -0 método da integracao por substituicoes trigonométricas
Veremos o mélodo de integracao por substiluicdo trigonomeétrica.
Utilizado em casos nos guais o integrande envolve as expressdes
Vat-u Vot +ufou Vit - a4 onde a = 0, tal método de integracao
facilita o célculo de determinadas integrais.

® 2-0método daintegracao de fungdes racionais por fragoes
parciais
Iniciando pela definicac de fungao racional, © Tema 2 apresenta a
integracaa de fungdes racionais por fragdes parciais.

® 3 -Integracdo por substituicdes especiais
Traz a demanstracac do calculo de integrais que envolvem a farma
Vaxt + bx+cla = 0) e enumera as substituigdes especiais que po-
dem ser aplicadas em sua resolucao.

® 4 - Integrais improprias com limites de integracao infinitos
Tern como assunto as denominadas integrals improprias. A partir de
sua definicdo, estudaremos as integrais improprias com limites de
integragao infinitos e as com integrandas infinitos,
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® 5 - Aplicagoes da integral definida
Aqui nos deteremos no estudo das aplicacdes da integral defi
nida. Aprenderemas ¢ calculo de areas e volumes, dando espe-
cial atencao aos métodos gerais de cdlculo.

® 6 -Outras aplicacoes da integral definida
Este tema da continuidade ao estudo das aplicagdes da inte-
gral definida. Estudaremos o comprimento de arcos de curvas
planas usando a equagao cartesiana.

® 7 -Coordenadas polares
Vamaos conhecer um sistema de coordenadas bastante utiliza-
do em calculo: o sistema de coordenadas polares.

Introducao

Enfim, chegamaos! Eis a dltima etapa de nosso estudo de Calculo Inte-
gral. Dividindo-se em sete temas, esta unidade & abrangente e traz
conhecimentos fundamentais ac estudante. Comegaremos estudan-
do distintos métodos de integracao de fungées. No Tema 1, veremos
o método da integracdo por substituicao trigonomeétrica, muito utili-
zado e casos nos quais o integrando envolve operacdes algebricas.
Ern tais casos, a substituicao parmite o calculo da integral de maneira
mais facil. Na sequéncia, o Tema 2 demonstra a integragao de fungdes
racionais por fragGes parciais, cujo método se fundamenta em um im-
portante resultado da dlgebra. Como veremos mais adiante, tal méto-
do consiste basicamente em reescrevermos a fungao racional dada
como uma soma de fragoes mais simples. Porsua vez, o Tema 3 traza
integracao por substituicdes especiais e apresenta, assim comao os te-
mas antericres, exemplos que tormam mais clara a aplicacao desses
Metoados.

No Termna 4, conheceremaos as denominadas integrais impréprias. Tra-
ta-se de fungdes com intervalos infinitos e limites de integragac infini-
tos ou, entao, fungdes descontinuas em um determinado ponto ¢ tal
que ¢ € [a, bl. Como constataremos mais adiante, as integrais impro-
prias se classificam em convergentes e divergentes, de acordo com a
existéncia ou nao de limites. Em seguida, no Tema 5, identificaremos
as aplicacdes da integral definida no calculo de dreas e volumes, enfa-
tizando métodos gerais e resolugac de exercicios. No Tema 6, vere
mos ainda outra aplicacdo da integral definida, tal como no célculo do
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comprimento de arcos de curvas planas com utilizacdo da equagac
cartesiana. Mo fechamento da Unidade 4, buscaremos a compreensac
do sistema de coordenadas polares, Diferentemeante do sistema de
coordenadas cartesianas, no sistema de coordenadas polares localiza
mos um ponte no plana por meio da distancia e da medida de um
angulo em relagio a um ponto fixo e a uma semirreta fixa. Com esse
passo, concluimos o estudo de Calculo Integral. E importante que
voce saiba que a divisao em unidades nao significa graus maiores ou
menores de dificuldade. lal divisao deve-se a necessidade de sistema-
tizacao dos conteudos para sua melhor aprendizagem e aos conheci:
mentos prévios que sao requisitados em cada passo a frente, Dessa
forma, todos os temas estudados sao igualmente importantes neste
ramo da matermaltica gue chamamos de Calculo, Retome, reveja e
consolide sua aprendizagem!

=

O método da integracao por
substituicoes trigonométricas
Integracao por substituicao trigonomeétrica

Muitas vezes, substituicoes trigonométricas convenientes nos
permitem resolver uma integral. Se o integrando contém fungoes
envolvendo as expressdes Va® — i, Va® + u’ ou Vi — &, onde
a = 0, podemos fazer uma substituigio trigonometrica.

Os graficos a seguir nos sugerem tal substituigdo. Observe:

/"_ Grﬁﬁ‘ﬂ 4-1 “\\.

o Vit a? U
U L e -a
"o "o 0
a’—u a a
) (b (c)
,\h Fonte: Flemming e Gongalwes (20073, p. 3006). _/‘

Acompanhe agora a resolugdo das mtegrais pelo método de
substituigdo trigonométrica:
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1. A fungdo integrando envolve Va® — .
Neste caso, usamos u = a sen . Entdo, du = a cos 8 df. Supon-

do que beild =f= % temos:
Va® -1 = Va® - a*sen’d
= \/c;rl{l — sen’ ()
= Va?cos?d

= gcost

2. A funcdo integrando envolve Va® + o’
Neste caso, usamos u = a tg (. Entdo, du = a sec”  df). Supon-

T
< = —, temos:
2

Vg +ut = Vg + a’te’d
= V(1 + 122 8)

-
a’see’

=gsecH

3. A fun¢do integrando envolve Vu® — a@*
Neste caso, usamos i = a sec 8. Entdo, du = a sec 6 tg 8 db.

Supondo @ tal que 0 = # < g oumT=Hf< %T, lemos:

VH—G \/a SEC" —ﬁ
= Val(sec?0-1)
= Va’tg’d

=gtg @

Fique atento

Mac seesqueca daformula fundamental da trigonometria: sen' § + cos'f =1,
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Exemplo
; V9 - x?
Considere J—,,r dx
LX7
4, Neste exemplo, usamos x = 3 sen 6. Entdo, dx = 3 cos 8d0.

Assim: V9 — x* = 3 cos f, para —_Zf- = (= ;
Logo,

» 3cos fdo

j\f‘:i‘—xz lJSmsS

g | SO
%2 7 2 )9sens

1
— 2
= zlcmg 2o

|-

=3 J{cnseczﬂ— 1)dt)

b= b2

(—cotg @—-7) +C ﬁ
. D
Devemos, agora, escrever este resultado em termos da varia- Fique atento

i - m i = o
vel original x. Sabemos que, se x =3 sen £, E8 =f= 2 entdo Como vace pode
6 = arc sen . abservar, 0 métoda da

- o substituicas
Observando o Grafico 4.1, vemos que: e S
trigonometrica e rnuito

a
VO — x Ltil nos casos em gue o

cotg # = _
X 1 I'EEIFF:I"L']I.'.I MvIve

Portanto, operacaes algébricas,

J‘w. fyi 2 I ( V9 — 2 1’) facilitando muito o
= gl — +.€

de = — — arc sen E célculo da integral.

i 2 X

O método da integracao de fungoes
racionais por fracoes parciais
Integracado de fungdes racionais

Uma fungdo racional f{x) ¢ definida como uma divisio entre
7 (x)

. onde p(x) e ¢(x)
o q (x) _
sdo polindémios. Veremos agora um metodo que permite calcular a
integral de qualquer funcio racional. A ideia basica é escrever a
fungio racional dada como uma soma de fragdes mais simples.

duas funcdes polinomiais, ou seja: f(x) =
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Para tal, usaremos a seguinte proposigio:

Se ¢(x) € um polinémio com coeficientes reais, g(x) pode ser
expresso como um produto de fatores lineares ou quadraticos, to-
dos com coeficientes reais. Veja a demonstragio nos exemplos a
Seguir,

Exemplos

a. O polinédmio g{x) = x*— 3x + 2 pode ser escrito como
0 produto dos fatores lineares x — 2 e x — 1, ou seja:
glay=i{x—=2y~x—1)

b. O polindmio g(x) = ¥’ — x*+ x — 1 pode ser expresso
como o produto do fator linear x — 1 pelo fator quadrati-
cox’+1,istoé: g(x)=(*+1)  (x—1)

1
¢. O polindmio g(x) =3 (x + F) x—=1P (P +3x+4) ¢
uma decomposi¢io do polindmio g(x) = 3x° + 4t — 2
~ 162+ Tx+ 4

A decomposicido da funcio racional fix) = % em fracoes
mais simples esta subordinada ao modo como o denominador ¢(x)
s¢ decompde nos fatores lincares ¢/ou quadraticos irredutiveis.
Nos exemplos a seguir, consideraremos diversos casos.

Para o desenvolvimento do método, vamos considerar que o
coeficiente do termo de mais alto grau do polinémio do denomi-
nador g(x) & 1. Se ndo for assim, dividimos o numerador e o deno-
minador da fung¢do racional f{x) por esse coeficiente. Podemos
supor, também, que o grau de p(x) ¢ menor que o grau de g(x).
Caso 1550 ndo ocorra, devemos primeiramente efetuar a divisao de

p(x) por g(x).

Exemplos

Caso 1. Os fatores de ¢(x) sdo lineares ¢ distintos. Nesse caso,
podemos escrever g(x) na forma g(x)=(x—a )" (x—a,) ... (x—a ),
onde os a, i = 1, ... n, sdo distintos dois a dois. A decomposigio da

o
fungdo racional f(x) = % em fragdes mais simples ¢ dada por
X

1 A A )
f{x) O il 4+ 2 1, onde .4” "42" _JI'E 530
- X — 4 X — dq x—a,
constantes que devem ser determinadas.

x =2
a. Calcular [ = [ = r, dx
x—3x*—x+3
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Solucio:
Temos:
X =2 B x -2
-3l x 43 (x—Dx+D(x-3)

A A A
B Doy 3
x -1 x + 1 xr—3

Reduzindo novamente ao mesmo denominador, vem:
x— 2

(x=D(x+D(x=-3)

(x +1(x—-3)4, +{x -1} x—-3)4, +(x = 1)(x +1)4;
(x = D{x+1)(x=3)

_ -2 o34, + - dx 4+ Dy + (6P D4
(x—1)(x +1)(x=3)

(A + A, AP+ (= 24] — 44;)x + (= 34, + 34,

—~dy)
(x — D) (x + 1) (x = 3)

Eliminando os denominadores, obtemos:

== A+ AN+ (24 A+ (34, +34.~4)
Igualando os coeficientes das mesmas poténcias de x, segue que
A+ A, +4,=0
— 24, — 44, = 1
— 34, + 34, -4, =-12
Resolvendo o sistema de equacoes, obtemos:

i ] = j 4., = l
1= A g C Ay g
Portanto, a decomposi¢ao em fragdes parciais ¢ dada por:
/ /
x -2 . l;4+ 3;8+ 1/8
(x -D)(x+1)x-3) x-1

x+1 x—3
113
4 x—-1 8§

1y
x +1 8
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e, entio,
Ide EJ dx IJ'.‘ir
§=— - = -
4Jx-1 8Jx+1 8lJx-3
—]—1 S| 1E +1+ll| 3 A€
—4n|1—|—8nx | Rnx— ;

Observamos que existe outra maneira pratica para determinar
os valores das constantes 4 , 4., e 4.. Eliminando os denominado-
res na igualdade

. A, A, Ay
= + —+
(x—1)x+D)(x-3) x-1 x+1 x-3
obtemos
x-2=(x+1)(x-3)4,+x-1D)(x-3)4,—(x-1)(x+1) 4,

Podemos, agora, determinar 4 , 4, e A, tomando valores de x
que anulem os diversos fatores, como segue:
x=1—=1-2=(1+1)(1-3)4, +(1-1)(1-3)4,

F (1= D1+ 1)d; — 1= — 44,

x=— | =»—1=2= (- 1+ 1)(- 1-3)4;
¥ {= T=TP~1-31s F{e1— D FD4
—3:8:‘13
=4

A, = :
- b

3-2=(3+1)(3-3)4,+(3-1)(3-3)4,
+(3=1)(3 € 1)4,
1= 84,

x=3—

1
A"i =
T8
Caso 2, Os fatores de ¢(x) sdo lincares, ¢ alguns deles se repe-
tem. Se um fator x — a, de g(x) tem multiplicidade r, a esse fator
correspondera uma soma de fragdes parciais da forma a seguir;
By 4 ik —+ . F B onde B.B,,..B
(x —a)  (x+a)" (x —a)
sdo constantes que devem ser determinadas.

r
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3
a. Calcular J% v
Solucdo: as raizes g(x)sdox=2, x=-2ex=0, sendo quex=10
tem multiplicidade 2. Assim, o integrando pode ser escrito na forma
I3+3x—l_ x3+3x -1
-4 (x=2)(x +2)x

A, A B, B,
-
x -2 ;. e i S X

Eliminando os denominadores, obtemos:

X+3Ix—1=(x +2)x%4; + (x —2)x%4, +{(x —2)(x +2)B, +
(x = 2)(x + 2)xB,

Atribuindo ax os valoresx= 2, x=-2ex=0, vem:
2 =¥]3 4 -44 A 2
x = == = —r
[ '~ 16
15
:—2 — —15 :—4'4/'11 .’12:_
16
|
x=0 —= -1 =—2-2R, BL:E

Por esse procedimento ndo conseguimos determinar o valor
B,. Para determind-lo, tomamos uma equagio conveniente do sis-
tema obtido igualando os coeficientes das mesmas poténcias de .x.
Usando a igualdade dos coeficientes de x7, obtemos:

= A, + 4, + B,

5 S
1 = i - B
6 16 °
3
Blz__.
Portanto,
2 +3x -1 13 ] 15 1 | 3 1
_— = — ., — +— o —— = —
xt — dx? 16 x-2 6 x+2 4 x- 4 x

g, entio,
J,r3+3x—ld ]3J dx lSJl v } ljd.:r 3[&1’
’ — Y = - - e
£t — gt 16)/x -2 16lx+2 41x* 4
13

15 1 3
EIH _r—2|+E1n{_\:+2| ~ 4—]:1 Y
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Caso 3. Os fatores de g(x) sdo lineares e quadraticos irreduti-
vels, e os fatores quadraticos ndo se repetem. A cada fator quadrati-
co x*+ hx + ¢ de g(x) correspondera uma fragio parcial da forma:

By o
x*+ bx + ¢
a. Calcular 7 = J }rz + - e e
x* daxtbax—3

O polindmio tem g(x) = x* +x* +x— 3 apenas uma raizreal, x = 1.

Sua decomposicio em fatores lineares ¢ quadraticos ¢ dada por:

g(x) = (x = 1) +2x +3)

Podemos, entdo, cxpressar o integrando na forma
A R A Cr+in

P+t xry-3 x-=-1 ¥4+2x+3
Eliminando os denominadores, vem:
2P+ 5+ 4 =A(x*+2x +3) +(Cx + D) (x - 1)

=(4 +C)x®+ (24 —C+D)x+34 -D

e, enldo,
A+C=12
24d - C+D=35
3A -D=4
Resolvendo o sistema, obtemos:
11 1 9
A=—:C=—elD=-—
f y) 6

Portanto,
2x° + 5x + 4 11 1

+i x+9
X+ xi+x =3 6 x—1 6 x*+2x +3

¢, dessa forma,

, 11J’ || x+9
6 | x-1 x+2x+%

§ ]
=] e Ty 5

onde,
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O integrando de [, € uma fungio racional cujo denominador €
um polindémio quadratico irredutivel. Integrais dessa forma apare-
cem frequentemente na integracio das fungdes racionais e podem
ser resolvidas completando o quadrado do denominador e fazendo
substituigdes convenientes.

Temaos:

P+2x+3=(x*+2x+1)=1+3

={x+ [}442

e, portanto,

x+9
L= = o
| [{x+1)-+2 &

Fazendo a substituicdio u =x + 1, temos x = u — | e dx = du.

Entio,
w—-1+9 [u*-S
I, = - du = i
: J e+ 2 5 1w +2 %
B [udu "'EJH dui
Jur+2 wl+2
1 . 8 i
= —In(w¥+2)+ —=arc tge—+
2 V27 BN
1 ; 8 x+ 1
= —In(x~+2x +3)+ —F—=arcte —— 4+ C
2 V2 BN
Logo,
11 1{1 A it x
I=Eln|x—l—g Eln{x”+2x+3)+vxzarctgr : +

Caso 4. Os fatores de g(x) sdo lineares e quadraticos irreduti-
vels, e alguns dos fatores quadraticos se repetem.
Se um fator quadratico x* + bx + ¢ de g{x) tem multiplicidade s,
a esse fator corresponderd uma soma de fragdes parciais da forma:
Cix + D, N Cox + D, L i T 8

-

(x2+bx +c) (x*+bx+c)"!' 7 x*+bhx+e

x+1
x{x?+ 2x + 337
O integrando pode ser escrito na forma
2 d A Cix + D, 3 e 1 T

4 i + k 2 ks
xlxtelx 3 R [ e s FE 2 o B e

a. Calcular / =J dx
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Eliminando os denominadores, vem:
x+1=AG*+2x+3)2+x(Cx + D)) +x(x*+ 2x + 3)(Cx + D,)

= (A+C)x*+ (44 + 2C, + D)x> + (104 + C, +3C, +2D,)x*

+(124 +D,+3D,)x +94
e, entio,

A+ C=0
44 + 2C,+ D, =10
y 104 + €+ 36+ 2D, =0
124 + D, + 3D, =1

\ 94 =1
Resolvendo o sistema, oblemos:
1 1 1 1 -2
A == = wil= = Ly =
A e A 9
e, assim,
iy ol | 1. 1.1 —x+ 1 +l —x-2
x4+ 2+ 32 9 x 3 (xP+2r+3)2 9 xP42x +3
Portanto,
1{dx 1 —x+1 1 272
9_[;: 3J(x-“r2,c+?i}2 9L:"—+2x+3
1 1 1
= Eln|x| +§I]— E.I!rg
—x+1 x+2
I, = = drel,= | 5——
oride:; J{r+l¥+3)2 = L-’+Ex+3

A mtegral [, € analoga as que foram resolvidas no decorrer dos
exemplos do Caso 3. Como naqueles exemplos, para resolvé-la,
completamos o quadrado do denominador e fazemos uma substi-
tui¢do conveniente. Temos:

x+2 x +2
.{= - Cbl-_= ] Q{}:
S L:wr 2% + 3 J[;w 1)2+2

Fazendo a substituicdou=x+ l; x=u — | e dv = du, vem:

u-t+l
Jur+2

1’2 - clit
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=;—1n{u2+ By

] M
—= arc tge—=+C
V2 V2

Il(zrzr;nr 1 1'r+1+c
==t {30~y + ——arctg =
2 V2 V2

Uma integral como /| ndo foi vista anteriormente. Para calcula-
-la, mmicialmente, completamos o quadrado do denominador e fa-
zemos a mesma substituigdo que fizemos para calcular 7,. Temos:
—x+ 1

I = - — dx
! (x2+ 2x +3)?

LN

[ —x+1 ,
Jlx+1)2+2F “

[ —u+ 2

= ,‘W{m (ondew = x + 1)

e i d+2ﬂ
~ w2t J :

2(u* +2) (w* +2)°

g L}
Para resolver a integral [ 5 Ve podemos recorrer a uma

(u-+ 2

by s 5 oy =

substituigdo trigonometrica. Fazemos o = V2tg#l. Entdo,
Tl .

di =\ 2sec’0df). Assim:

[ du [\ 2sect0 do)
Hu? +2) J(2tg?0+2)?

/2 sec?d do
4 sec* @

'[ db -
sec”

[cusl A e

I3 =%

V‘Z 1 |
— L o + I
—4 (2 cos f sen & 5 49)

: (cos fsen & + 6
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Para retomar a variavel anterior u, observamos o Grafico 4.2.
Temos:

r'/._ Grafico 4.2 \\

\ Fonte: Flemming e Gongalves (2007, . 3231

casﬂ=i
V2 +
sen = =
u

f=arctg —
%
Portanto,

J dlu :\/2[\/21; e -2 |e
(u* +2)° g |2+’ g\/g

e, entdo,

; | i ZK/E{ \/Eu i i 1
= arc tge——| + (7
' 208 + 2) b 2+ g'\/ﬁ ;

Retornando a variavel original x, vem:

1 \/E[\/E(erl} x+1] ,
+ +C

1= 5 + c tg-
L 2(xf+2x +3) 4 |x*+2x+3 O g\/E

Substituindo os resultados obtidos para / e [, na integral /,
obtemos:

| 1
I==ln|%|+=
9n|r| 3|:

1 1 x+1 V2 x+|}

5 P + arc t
N2+ 2rt3) 2 S+ k+3 & e
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11 1 )
ng n(x+2x +3) e arc tg 3 C
L, S V2 xe 1| 5 ST
=—In| arc g +2x + '
o T et 2 +3) | 36 g\f n (x%+2x+3)+C

Na resolugdo das integrais de fungdes racionais que se enqua-
dram no Caso 4, normalmente aparecem integrais da forma

[ i
T S 1 =1
(u”+a’)

Se n = 1, esta integral nos da arco tangente, No exemplo a se-
guir, encontramos uma formula de recorréneia para essa integral,
paran = 1.

Integracao por substituicoes especiais
Integrais envolvendo expressdes da forma
Vax? + bx +c (a#0)

Algumas integrais que envolvem a expressio Vax’ + bx + ¢
podem ser resolvidas por meio da substituigdo. Podemos comple-

tar o quadrado do trinémio ax- + bx + ¢ para visualizar a substitui-
¢do. Nos exemplos a seguir, veja que apos a substitui¢io adequada
a integral que encontramos ¢ uma integral tabelada, ou em um dos
tipos ja apresentados, tornando-se assim muito mais facil de ser
resolvida.

Exemplos
dx

Vit +8r +15
Vamos completar o quadrado do trindmio x* + 8x + 15, Temos:
2+ 8 +15=(x+4) =1

a. Calcular/ =J

Neste caso, a substituicdo conveniente ¢
u=x+4; du=dx
que transforma a integral / numa integral tabelada (ver Tabela

de Integrais Imediatas da Unidade 3, subitem 7, p. 53).
Temos:
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o
I=J+
V-1

—=arg cosh v + C

=Injut+Vu'-1|+C

Portanto,

{ =argcosh (x +4) + Cou

I=Injx+4+Vx’+8 +15)+C

+
b. Calcular 1 = J o — oy
V9 — 16x — 4x?
Temos:
0_ 168 — dx* =25 - (2x +4)°

Logo,

I=J. 3¢+2 4
V25— (2x +4)2

Para resolver essa integral, podemos usar uma substituigdo tri-
gonomeétrica (ver Tema 1 desta Unidade). Temos:

., Tm
4 o= s s —
2x +4=5senf, > [ 5

dx = %cos 0 df) e

V25 - (2x +4)2=5cosf)

Logo,
_ [3t5/25en @ —~2Y+2 5§ ...
3 —’[ S o058 EL{Jh (et
- [(E sen (1 - 2) Al
I\ 4
15
= ?cosﬁ' 20+
2x + 4
Como 2x +4 = 5 sen £, temos que sen = 5 :
+ 2
£ = arc sen 2 4cc0$3=%\/{25—{2}c+4}‘

Portanto,
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I=—l—j ; V25— (2x + 4)* - 2 arc 5611(2:{;{-1)4- G

3 = 2x + 4
— E\/‘J 16x — 4x° Zaltsen( 5 )+C

Outras substituicoes

A seguir, veja outras substituigdes que podem ser usadas para
a resolugio de integrais da forma Vax’ + bx + ¢

O trindémio ax*+ bx + ¢ apresenta a = 0.

Nesse caso, podemos usar Vax® —~bx +c=+Vax+1.

O trindmio ax’+ bx + ¢ apresenta ¢ = ().

Nesse caso, podemos usar Vax? ~ by + c=xt+ Ve,

O trindmio ax* + bx + ¢ tem raizes reais.

Usamos, para esse caso, a substituicdo Vax* + bx + ¢ = (x —r)f,
onde € qualquer uma das raizes do trindmio ax*+ bx +¢.

Exemplos
Calcular I B
a. dICULAT =
Va4l +x-3

Nesse caso, o trindmio apresenta ¢ = 4 > (0 ¢ raizes reais. Por-
tanto, podemos escolher entre as substituigdes dos casos a e c.
Vamos escolher o caso a, usando o sinal positivo de (1).

Temos:
N ¥ x—3=2c+i

Entao,
dr’ A xp—3 = (2x+ §)°

x4+ x —3=4x*+ dxt + 1

x—4dxt=1r+3

x(1-41) =1 +3
P13
T T
— 47 412
dx = dt

(1 — 48)



9»‘.}‘] [-’_aICuIc integral

— 268 +1+6
Lt
Substituindo essas expressdes na integral, vem:
47 + 21 + 12

(1 - 48)?
= | o,
J:‘”IB.—ZIEIII'&I

| — 4« I —4¢

2
= J!1+3d.f

2

= arc tg—+[
V3 V3

iam tr(vd-.rz—-.r.— : —2.1:)+£
V3 E V3

b. Calcular [ =

ax
(x +HVx?+4x+9

Otrmémiox* +4x +9tema=1>=>0e¢e =9 > (. Portanto,
podemos escolher entre os casos (a) e (b). Vamos usar (2) com o
sinal positivo. Temos:

Vit dr + 9 =x7r+3

x*+4x+9=(xt+3)°

61 —
X = -

1 —f

6t — Bt + 6
o=
YT -

5 6r — 4
"v.r”+4x+9=i r3f+3

3 -4 +3

1=1¢
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Substituindo esses resultados na integral, vem:

61>~ 8t +6
B [!—FJE
| J(ﬁ:—4+4)F332—4r k3 a
I

Essa integral pode ser resolvida por fracdes parciais.

. ,
Como as raizes de g(x) = ° — EI sao f=0et=3/2, vem:

Eliminando os denominadores., obtemos:
L=, (1—32) A1

Substituindo ¢ pelos valores r =0 e t = 3/2, vem:

3
t=0—>1=- -4
21
2
A—_
‘ 3
g iy e 2y
=3 i
2
.41=_
53

1] [—2/3 N [ 2/3 }
I——EIJ : d‘“J; 3;2@&

In|t—3/2] + C,

b | —
(PSR o

| ]
- Eln|£| —gln[lt -3 +C
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Voltando a vanavel x, temos:

2Vxl+dx +9-3x—6
X

1 [ Vx?+dx 19—3‘ 1
I=—In —In
3 X 3

Integrais improprias com limites de
integracao infinitos
Definicao

Em algumas circunstiancias, precisamos considerar a area de
uma regido que se estende indefinidamente para a direita ou para

a esquerda ao longo do eixo dos x. Nos graficos a seguir ilustra-
mos diversas situagdes como essa. Observe:

/,._ Grafice 4.3 1\1
Y
7
1
i | 2 3 x}
{a)
¥
2
o
2 b3 x
{b)
W s
3

-1 -2 -3 |

Las
S

()

l.\ forte; Flernming e Gongalves (2007a, p. 2822831, _/,

il
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Como procedemos, entio, nesses casos? As dreas de tais regides
“infinitas” podem ser calculadas usando-se as integrais impro-
prias. Estas sdo definidas assim:

o

a. Sefé continua para todo x = g, definimos Jf(x} dx = lim
h y

+an
h
i

[_f{x} dx se este limite existir.

b h
i -

b. Sef¢ continua para todo x = b, defimmos J f(x)dx = lim

==
i

— T

[f{x} dx se este limite existir.

e
T

¢. Se f e continua para todo x, definimos J f(xydy = lim

—
0 b i =

[f{x) dy + lim Jj'{x) dx se ambos os limites existirem,

, -
a 1]

Para os itens a ¢ b temos que, sc o limite existir, a integral im-
propria € dita converzente. Caso contriario, é chamada de diver-
gente. No caso do item ¢, se ambos os limites existirem, a integral
impropria ¢ dita convergente. S¢ pelo menos um dos limites nao
existir, € chamada de divergente.

Mas atengdo! O caleulo das integrais improprias reduz-se ape-
nas ao calculo de integrais definidas ¢ de limites. No item a, por
exemplo, calculamos a integral definida no intervalo [a, b]. consi-
derando que o limite inferior a ¢ fixo ¢ o limite superior b &
variavel. A seguir, fazemos b mover-se indefinidamente para a di-
reita, isto &: b—oxo,

O Grafico 4.4 1lustra as diversas situagoes:

o Grifico 4.4 -\1
-”L-!I,r F 3 ¥ * v
> ¥ — »
7 h—+wm ® o— q] — i b
\‘_ Fonle: Flemming e Gongalves (20073, p. 263). _./
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Exemplos
; . 1
a. Calcular a area sob a curva y = 28 direita de x = 5

O Grifico 4.5 mostra a drea que desejamos calcular.

Grafico 4.5
r/'_ ranco \I

A ¥
4 Fenine
3 r
5
1
X
L] I v I L I L] P-
(15 1 1o 2 25 3 32
|\ Fonte: Flemming e Gongalves (20073, p. 284 /I
Temos:
h
Tde dx
I = — = lim =
ja% b7 re s X
] L]
= lim ——
h— 4= X 12
i | " |
= lm — E —_
b=+ b ],r'fl
=2
Portanto, a integral I converge ¢ a drea procurada € dada por
A=2u.a.

dx

b. Calcular, se convergir, a integral / = 7 2
X

— a2

o
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Temos:
P g
= lim{ 5
J—\'—ﬂeu {4—I]_
I 2
= |im
u*—'vt'q'—xﬂ

Il
N
=
sl
b | —

|
B
I
o

| |

1
Logo, a integral | converge e seu valoré [ = > No Grafico 4.6

ilustramos este exemplo. E interessante observar que o resultado
obtido representa a drea da regido ilimitada, situada abaixo da cur-

I
va y = \T_ desquerdadex=2
X

'/'_ Grafico 4.6 \

X
ﬂ_—- - L
-2 =1 Z 3 4
1\\ Fonte: Flemming & Gongalves {20074, p. 285). _,)

¢. [ possivel encontrarmos um namero finito que representa a

; s ; 1
drea da regido abaixodacurvay = — x = 17
+ o

; _ i o 1
Devemos verificar se a integral impropria / = | — dy conver-
; X
ge ou diverge. i
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Temos,

B
I = lim J- ax .. lim In |x|
b=+
i |

= lim [Inb—In1]

h—* o

=+ 00

Logo, a integral impropria diverge ¢, dessa forma, a resposta a

pergunta formulada é nio.

Integrais imprdprias com integrandos infinitos

Vimos que as integrais improprias com limites de integragio infi-
nitos permitem calcular a area de regides ilimitadas. Observemos
agora outras regides ilimitadas cuja area, em alguns casos, pode
ser calculada por meio de integrais improprias. Os graficos a se-

guir trazem alguns exemplos:

-

L

i C 4

Fonte: Flamming e Gongalves (20073, p. 287

v "

g
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Para as integrais improprias com integrandos infinitos, temos a
seguinte definigao:

a. Sefécontinuaem |a, b)elim f(x)= £ w0, definimos:
x—*h

] ¥
f(x)dx = liT Jf(x}cfx

se esse hhmite exastir

b. Se/fécontinuaem (a.ble ILm_f (x) = = o delinimos:
, x g ) o
Jf {x)de= i Jf (x) dx Q Fique atento &

.. - As integrais improprias
se esse limite existir,

c. Sef¢ continua para todo x € [a, b], exceto parax = ¢ € (a. b),
e tem limites laterais infinitos em ¢, definimos:
h 5 i

J‘f(x} dx = lim f(x) dx + ]En

com Integrandos

infinitos t&m a masma

notacao gue as

" integrais definidas. Ma
S (x) dx pratica, sempre gque

l'.1C'|'.‘-‘E1-’-E| MOs O Uma

se ambos os limites existirem. integral definida,

Para os ilens a e b, temos que, se o limite existir, a integral
impropria € dita convergente. Em caso contrario, ela & dita diver-
gente. No caso do item c, se ambos os limites existirem, a integral
impropria ¢ dita convergente. Se pelo menos um dos limites ndo
existir, ela ¢ dita divergente.

devermos analisar a
funcao integrando para
varificar se nag estamaos
diante de uma integra

| Imipropria.

Exemplos
a. E possivel encontrar um nimero finito que representa a area

1 .
da regido abaixo da curva v = ~7— 1o intervalo (0,16]?
X I

. : . .. dx
Devemos verificar se a integral impropria / = J converge
ou diverge. Rl
Temos:

16
dx 16

s
I = lim J — = lim2Nx
i

=) by r—={r

I = lim@-2Vr)

rorld

=8
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Logo, a integral impropria converge ¢ a area da regido dada ¢

A=8ua.
O Grifico 4.8 ilustra este exemplo.

/—-— Grifico 4.8

¥

/4 smmmanenmn s

X

i
Ll

\ Fonte: Flernming e Gongalves (20073, p 288).

2 4 & 8 10 12 14 16

o

b. E possivel encontrar um niimero f{inito que representa a area

da regido abaixo da curva para y = 1 ;
— X

No Grafico 4.9 apresentamos a regido dada.

no intervalo [0, 1)?

r/.._ Grafico 4.9

ke

\I

1

\L Fartes Flernming e Gongalves (2007, [ 289)

v

¥

Devemos investigar sc a integral impropria [ =

ou diverge.
Temos:

I
x
converge
l —x
0
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Il

lim — In (1 —x)|';

sl

= lim[-In(1-s5) + In1]

y—1"
Portanto, a integral impropria diverge, ndo sendo possivel en-

contrar um numero finito que representa a area da regido dada.
7
: : clx
¢. Investigar a integral 7= | - e
(x = 1)
gl
Nesse exemplo a fungio integrando ¢ continua, exceto no pon-
to x = 1. Além disso, cla tem limites laterais infinitos nessc ponto.

Temos, entdo,

: 7

) dx . dx
I'= lim | ————m+ lim | ————%
s—1 ) (x =D =1 ] (x - 1)

_2 »

5 7

lim3 (x— 1)

+ﬁm3u—1rﬂ
; 2 r—"

"

= 1lim[3 (s — 1) = 3(=3)"1+ lim[3 - 6" —3(r - 1)'7]

§—1 o i I
= (0+3V/3) + (3V6-0)
=3(V3+ V).

Logo, a integral imprapria converge e seu valor é 3 (V3 +V6).
O Grafico 4.10 1lustra este exemplo.

Grafico 4.10
r/-"— ranco | —\\

A [lv
i
I
|
|
I
I
I
I
I
i

’

[
-

e B e 1 2 3 45 67 8
1

Fonte: Flemming € Gongalves (20073, p. 290, ‘/)

\.
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Aplicacoes da integral definida
Calculo de areas

O calculo de areas de figuras planas pode ser feito por integra-
¢do. Vejamos agora situagdes que ocorrem com frequéncia, segui-
das de exemplos que mostram sua aplicacio:

Caso 1. Calculo da area do grafico plana limitada pelo grafico
de f. pelas retas x = a. x = b ¢ 0 eixo dos x, onde f ¢ continua ¢
f(x)=0,¥ x € [a, b]. Observe:

Grafico 4.11
r/.-_ rafico —.\I

-j'-j‘" ¥= Hﬁ]

Fante: Flernming e Gongalves (2007a, p 2721

Nesse caso, a area ¢ dada por

oh
A= J Fix)dx

Exemplo

Encontre a area limitada pela curva y =4 — x* e o eixo dos x.

A curva y = 4 — x% intercepta o eixo dos x nos pontos de abscis-
sa —2 e 2. conforme demonstrado no Grafico 4.12:

r/-— Grafico 4.12 \

|

N

Forte: Flermming e Gongalves (20078, p. 272

A\

ES
£
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No intervalo [-2, 2], ¥ =4 — x* = 0. Assim, a drea procurada ¢
aquela sob o griafico de y =4 — x* de -2 até 2. Temos:

A =Jh (4 —x¥)dx = (4 - f—)
2 s J AN

N e K523 32
—[(3 8/3) (s . )} -

Portanto, 4 = 32/3 (32/3 unidades de arca).

Caso 2. Calculo da area da figura plana limitada pelo grafico de
[, pelas retas x = a, x = b e o eixo dos x, onde f ¢ continua e f(x) = (0,
¥ x € [a, b]. Veja o Grifico 4.13:

2

/-— Grafico 4.13 \

Fonte: Flarmming e Goncalves (2007a, p. 2730 /J

\.

E ficil ver que nesse caso basta usarmos o modulo da integral:

]
Jf (x) dx, ou seja,

h
4= J,f'(x} elx ‘
Exemplos

a. Encontre a area limitada pela curva y = x* — 4 ¢ 0 eixo dos x.

A curva y = x* — 4 intercepta o eixo dos x nos pontos de
abscissa —2 e 2 (ver Grafico 4.14).
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Fonte: Flermming e Gongalves (2007, p 273

5 o

No intervalo [-2, 2], y = x> — 4 = (. Assim:

P J (x— 4)dx
i

. |t 2
= 3 —3Ll.-:l.

b. Encontre a drea da regido §. limitada pela curva y = sen x e
pelo eixo dos x de 0 até 2.

Precisamos dividir a regido S em duas sub-regides: S, e S, (ver
Grafico 4.15).

r,—-— Grafico 4.15 —\

Fonte: Flernming e Gongalves (2007a, p 274

X o

No intervalo [0, 7], y=senx = 0 eno intervalo [7, 27], v =sen
x = 0. Portanto, se 4, ¢ a drea de S, e A, € a drea de §,, temos:
/1 S A] +- ;‘12
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T 2
= J sen x dx + [ sen x dx
0 s
™ 251
—C0s X + | —C08X
0 ™

—cosm+ cosO+ |— cos2m + cosw
~(-1) + 1+ |- 1+ (-1)]

= 4 u.a.

Caso 3. Calculo da area da figura plana limitada pelos graficos
de fe g, pelas retas y =a e x = b, onde f e g sdo funcdes continuas
em [a, b] e f(x) = g(x). Vx € [a, b].

Nesse caso, pode ocorrer uma situagdo particular onde fe g
assumem valores ndo negativos para todo x € [a, b]. Veja:

Grafico 4.16
’/—— rafico \‘

A N
¥ v= flx)
—
<
i : ,
: y ¥ =gi)
a ] x
l\\ Fonte: Flearmming e Goncalves (20074, p. 274). )

Entdo, a area € calculada pela diferenca entre a area sob o gra-
fico de f e a area sob o grafico de g, ou ainda:

I b
4= mea&c —Jg(x]cbc

f
= J (S(x) — g (x) dx

i

Para o caso geral, obtemos o mesmo resultado. Basta imaginar
o eixo dos x deslocado de tal maneira que as fungdes se tornem
ndo negativas, ¥ x € [a, b].
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Observando o grafico a seguir, podemos concluir que:

A=A = J (fi(x) — g (x))dx

o

h
= J (S(x) —g(x))dx

44

'/-— Grafico 4.17 \\

Jt:lf

Fortte: Fleminning € Gongalves (2007, o 275) _/’

Exemplos

a. Encontre a drea limitadapory=x"ey=x +2

As curvas y = x* e y = x + 2 interceptam-se nos pontos de abs-
cissa —1 ¢ 2 (ver Grafico 4.18).

No intervalo [-1, 2] temos x + 2 = x°. Entdo,

2 2 =5
A= J (x +2 - xY)d =<r—+lr—L)
1

2 3/,

_(? 2\ _ (L1 )
_(2+2 2 3)_( ; T4 (=77

9

2
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Grifico 4.18
= N\

K_ Fonte: Flemming e Gongalves (20073, p. 275).

"

b. Encontre a drea limitada pelas curvas y=x’e y =x,
As curvas e v = x'e y = x interceptam-se nos pontos de abscissa
1, 0 e 1 (ver Grafico 4.19).

Grafico 4.19
' %

T ! |

\\ Fonte: Flermming e Gongalves (200Ha, p. 276).




1 ﬂﬁ‘] ['-’.-E'llCulc integral

No intervalo [-1, 0], x << x* e, no intervalo [0, 1], x > x*. Logo,
|

0
4= J (x} — x)dx + J (x — x¥)dx
|

1t

Al x?‘. _1:4
a7
'l o

(B
4 2

= =18
2

1

0

Observamos que poderiamos ter calculado a area da seguinte
forma:

|
1
A= ZJ'I:J.’— +Hdy = —ua.
ﬂ 2

pois a area a esquerda do eixo dos v ¢ 1gual a que se encontra a
sua direila.
¢. Encontre a drea da regido 5 limitada pelas curvas y — x = 6,
p=x=0e2y+x=0.
Devemos dividir a regidao em duas sub-regides S e S, (ver Gra-
fico 4.20).

Grafico 4.20
i/.-_ rafico —\I

l\ Fants: Flemming e Gongalves (20073, p 277 _/
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No intervalo [4, 0], a regido esta compreendida entre os gra-

=%
ficos de vy = e 6 + x (regido S).

No intervalo [0, 2], estd entre os graficos de vy =x'¢ y=x+6
(regido §.).

Sed €adreadeS eA, éadreade S, entio a drea A procurada
¢dadapord=4 + 4.
Calculo de A : No intervalo [-4, 0], 6 +x = - % Assim;

Il

A= | [(6+x) = (~x/2)]dx

J—4

Il
T
=
-t
_|_
L
-IL‘H
(]
e

= 12 n.a.

= 10 u.a.

Portanto, A =4, + 4,=12+10=22n.a.

Caélculo de volumes
Volume de um sélido de revolucdo

Fazendo uma regido plana girar em torno de uma reta no plano,
obtemos um solido. Este ¢ chamado de solido de revelucdo. A reta
ao redor da qual a regido gira € chamada eixo de revolugdo.
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Por exemplo, fazendo a regido limitada pelas curvas y=0, y=x
e x = 4 girar em torno do eixo dos x, o solido de revolugdo obtido €
um cone. Comprove observando o Grafico 4.21:

Grafico 4.21

.h.}l.
4

¥

Forte: Flemiming e Gongalves (20072, @ 348),

A W
Se o retingulo delimitado pelasretasx =0, x=1,y=0ey =3
girar em torno do eixo dos y, temos um cilindro. Veja:
R Grafico 4.22 —\]
Ay ¥
1 X 1 X
Fonre: Flemming e Gongalves (20073, p. 346},
e 24

Agora, considere o problema de definir o volume do solido T,
gerado pela rotagdo em torno do eixo dos x, da regido plana vista
no Grafico 4.23:
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r/-— Grifico 4.23

ﬂ.':_.l'

~

e

1\ Fone: Flemming e Gongalves (2007, p. 3471,

Suponhamos que f(x) € continua e ndo negativa em [a, b].
Consideremos uma particdo de P de [a, b], dada por:

(S M S SR fixn=b

Seja A = x — x, o comprimento do intervalo [x, , x].
Em cada intervalo [x_, x ], escolhemos um ponto qualquer ¢ .
-1 [ 1
Para cada intervalo [x_, x ], escolhemos um retdngulo R, de
base Ax, e altura f{c,). Fazendo cada retingulo R, girar em torno do

eixo dos x, o sdlido de revolugdo obtido € um cilindro, tal como
demonstrado no Grafico 4.24:

r/--— Grafico 4.24

Aoy

o

L

— |

L

L

gl

Fonte: Flemming e Gongalves (20073, p. 347),

\

Seu volume € dado por: 7[f(c )]*Ax.
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Observe agora a soma dos volumes dos a cilindros, represen-
tados nesta figura:

r'/.._ Grafice 4.25 \

L

Fonte: Flernming e Gongalves (2007a, p. 3481

L .

Essa soma, representada por I, nos di uma aproximagio do
volume do solido T. Como podemos observar, 3 medida que »
cresce muito ¢ cada Ax, 7 = 1, ..., n, torna-se muito pequeno, a
soma dos volumes dos n cilindros aproxima-se do gque, intuitiva-
mente, entendemos como o volume do solido 7.

Definicao

Seja vy = f(x) uma fungéo continua nio negativa em [a, b]. Seja
R a regido sob o grifico de fde @ até b. O volume do solido T, gera-
do pela revolugido de R em tormo do eixo dos x, € definido por:

V= lim 7 [f(c))?Ax;
max Ax,—0 i=1

A soma que aparece nessa formula ¢ uma soma de Riemann da
funcdo [f(x)]*. Como f'¢é continua, o limite existe. Entdo, pela de-
fini¢do da integral definida, temos:

Vo= J'.I[If'(x]]zcir

i

Essa scgunda formula pode ser gencralizada para outras
situacoes:
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1. A funcio f(x) ¢ negativa em alguns pontos de [a, b]

O Grafico 4.26 (¢) mostra o solido gerado pela rotagdo do Gra-
fico 4.26 (a), ao redor do eixo dos x, que coincide com o solido
gerado pela rotaciio, ao redor do eixo dos x, da regido sob o grafico
da funcédo |[f(x)| de a até b (ver Grafico 4.26 (b)). Como [f(x)]" =
(f(x))?, a segunda formula permanece valida neste caso.

r/-— Grifico 4.26 —\,

& ¥ Ay A

e

{a) [{s)] (c)

Fonte: Flemming e Gongalves (2007, p, 348)], _,/J

.

2. A regido R estd entre os graficos de duas funcoes f(x) e
£(x) de a até b, como mostra o Grafico 4.27
Supondo f{x) = g(x), ¥ x € [a, b], 0 volume do solido T, ge-
rado pela rotagdo de R em torno do eixo dos x, € dado por:

I
/- WJ P (g D) de

Grafico 4.27
' ™

A i

l\_ Fors: Flemming e Gongabees (20072, p. 34490 _,/
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3.  Em vez de girar ao redor do ¢eixo dos x, a regido R gira em
torno do eixo dos y (ver Griafico 4.28)

(,-— Grafico 4.28 -\

T‘f

Y

\L Fonte: Flemming e Gongalves (2007a, p. 349 ,/‘

Nesse Caso, lemos:
o
P WJ [g ()] dy

4. A rotacio se efetna ao redor de uma reta paralela a um
dos eixos coordenados
Se o eixo de revolugio for a reta y = L (ver Grafico 4.29),
temos:

V= wJ [f (x) — L dx

Grafico 4.29
" '

y="Fx

t A\

\ Fonte: Flernming e Gengalves (20073, po 3401 _/}
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Se 0 eixo de revolugdo for a reta x = M (ver Grafico 4.30),

temos:
el

Vo= ‘ﬂ'J [g(v) — M|*dy

/-—— Grifico 4.30 —\

Y Nl

G' TRt .

] R e

E

\ Fonte: Flemming & Congalves (20073, p. 3500, _’)

Exemplos

. . 1 .
a. A regido R, limitada pela curva y = Exl, 0 eixo dos x e as

retas x = 1 e x = 4, gira em torno do eixo dos x.

Encontrar o volume do solido de revolugio gerado.

No Grafico 4.31 vemos a regiao R e o solido T gerado pela
rotacao de R em tormo do eixo dos x.

r/-— Grafico 4.31 \!

& ‘}.‘

Fonte: Flamming e Gongalves (20073, p. 350). _/,

%
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Aplicando a formula (2), temos:

x4 | 2
V =1TJ‘| (Exz) dx

a x|t
16 5

1
= % [4% = lﬁ]
s % 7 unidades de volume (u.v.)

b. Calcular o volume do s6lido gerado pela rotagio, em torno do
cixo dos x, da regido limitada pela parabola vy = 2 (13 —x7)
1
epelareta y = 2 (x + 5).

No Grafico 4.32 podemos ver a regido R e o sdlido 7, gerado
pela rotagdo de R em torno do eixo dos x.

Grafico 4.32
/-"_ ranco \

,I\_ Fonte: Flemming e Gongalves (2007a, p. 3510

Aplicando a formula (3), vem
1 z 2
I 2 |
pr= — (13- | - | —@&+5 dx
| {[30-0]-[Fers]]

1
:wJ [I—(IEQ—Eﬁx3+1"}—L{x3+]Ux+25}dx
< |6 4
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1
= % [ (69 — 40x— 30x? + x4) dx
-3

) o
=T 169x - 205 10x* + X

16 | N
=T 160 _20- 10+ +207+ 180 - 270 + 233

16 | 2 S
_ 10247

80

= 24,05 u.v.

¢. Calcular o volume do solido gerado pela rotacdo, em torno do
eixo dos x, da regido entre o grafico da funcdo y = sen x

: = cugh T
e:}erxudnsx,d:T até == .

O Grifico 4.33 mostra a regido R e o solido gerado pela rota-
¢do de R em torno do eixo dos x.

r/-— Grafico 4.33

.il.}f 4"','."

1\_ Fonle; Flamming e Gongalves (20073, p. 351).

Aplicando a formula (2), temos:

3n/2
V = WJ (sen x ) dx

_.Ff-'z

32 I 1
— '?T‘J (E - E cos Ex)r.iv

-/ &
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LW 4

= ?Tz LY.

Outras aplicacoes da integral definida
O problema do comprimento de arcos

No tema anterior, estudamos a integral definida e sua aplicagio
no calculo de dreas de regides planas e volumes. Agora, veremos
sua aplicagdo no calculo do comprimento de arcos de areas de
curvas planas usando sua equacio cartesiana.

A representacgdo grafica de uma fungdo v = f{x) num intervalo
[a, b] pode ser um segmento de reta ou uma curva qualquer. A
por¢ao da curva do ponto A (a, f(a)) ao ponto B (b, f(b)) € chama-
da de arco. Queremos encontrar um numero s que, intuitivamente,
entendemos ser o comprimento de tal arco. Observe:

/-— Grifico 4.34 -\

A '}-’

w W

a b

Fonte: Flernming e Gongalves (20072, p 3350 _/1

R

Exemplos
Caso 1. O grafico de v = f(x) num inlervalo [a, #] € um
segmento de reta.
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Neste caso, observando o Grafico 4.35, vemos que:

s=V(b - ay +(f(b) - fl@)

’/f— Grafico 4.35 \1

& _","

flb)

fla)

)

l\\ Fonte: Flemiming & Goncalves (20074, p. 335). _)

Caso 2. O grafico de y = f{x) num intervalo [a, b] € uma curva
qualquer.

Como nos ensina a geometria, o perimetro de uma circunferén-
cia ¢ definido como o limite dos perimetros dos poligonos regula-
res nele inscritos. Para outras curvas, podemos proceder de
maneira parecida.

Seja C uma curva de equagdo y = f(x), onde f'¢ continua e deriva-
vel em [a, b]. Queremos determinar o comprimento do arco da curva
C, de A até B. Para melhor compreensio, observe o Grafico 4.36:

Grafico 4.36
SN N

B

\\ Fonte: Flemiming e Goncalves (20074, p. 334). _/1

Seja P uma parti¢do de [, b] dada por
RS A S F T S N
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Sejam @, O, ... @ os correspondentes pontos sobre a curva C.

= 2 Y " - .
Unindo os pontos ¢, ©,, ... O , obtemos uma poligonal cujo com-
primento nos dd uma aproximacao do comprimento do arco da
curva C, de A ate B. O Grafico 4.37 mostra essa poligonal para
n="1. Veja;

Grafico 4.37
I/.-— réafico —\‘I

Jil:'.-

fonte: Flermming e Gongalves (20073, p. 336) _-/

S

O comprimento da poligonal, expresso por / , ¢ dado por:
L= IV —x0)? + (F(x) - F(xi))?
fm |
Como f'¢ derivavel em [a, b], podemos aplicar o Teorema do
Valor Médio em cada intervalo [x_, x], i= 1, 2, ... n, e escrever
Sx)—flx )=1c)(x,—x, ), onde ¢, ¢ um ponto do mtervalo (x_,x).
Substituindo esse intervalo em (1), obtemos:

b= Elv{x" —x, )t [Pl = %)

- SVI 7P (-xi
i=1

= JV1+ [f'(e)] Ax,
i=1
onde Ax =x,—x, |
A soma que aparece em (2) ¢ uma soma de Riemann da fungio

VI [f')]
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Podemos observar que a medida que n cresce muito e cada E A

Ax,i=1, 2, .., n, torna-se muito pequeno, aproxima-se do que,
intuitivamente, entendemos como o comprimento do arco da cur-
va C, de 4 até B.

Definicao

Seja C uma curva de equagdo y = f{x), onde /¢ uma fun¢do conti-
nua ¢ derivavel em [a, b]. O comprimento do arco da curva C, do
ponto A (a, fla)) ao ponto B (b, f(H)). que denotamos por 5, ¢ dado por:

s= lim z\/l + [F"(e)] Ax,
mix A oy

se o limite a direita existir.

Pode-se provar que, f'(x) é continua em [a, b], o limite em (3)
existe. Entdo, pela defini¢io da integral definida, temos:

b
5= J 1+ [£'(x) elx

Exemplos

a. Calcular o comprimento do arco da curva dada por v =x%*—4,
de A(1, -3) até B(4, 4).
Solugao: o Grafico 4.38 ilustra este exemplo.

Grifico 4.38
(- , )

4

=¥

1\ Fonte: Flemming e Goncalves (200074, p. 337, ‘)

—

Fique atento

Segunde o Teorema do
Yalor Medic, se f e uma
fungdo continua em

[, b] & derivavel em

{a, ), existe entao um
nmero © ne intervalo
{3, ) tal que ffig) = FiH)
— Halb—a. Para verificar
a prova dessa
proposicdo, consuliea
obra Calculo A, de Biva
Marilia Flemiming
Mirian Buss Gongalves:
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) i -3
Temos: v = x¥—4 e ¥ o= E.ﬁ:m. Aplicando (4), vem:

4 3
= J: 'Ill + (ixl-ﬂ) dx

_ 8 ln_‘al,.'j - i (E)i&
27 27\ 4

80V 10— 13V 13

= unidades de comprimento

27
Observamos que poucos exemplos apresentam no integrando
uma fungdo tal que a integral possa ser resolvida por um dos me-
todos apresentados nos capitulos anteriores. Os métodos que dio
uma solucdo aproximada estdo além dos objetivos deste livro.

b. Obter uma integral definida que nos da o comprimento da
curvay=cos 2xpara =x = m.
Temos: y = cos 2x e y' =— 2 sen 2x. Portanto,

W
§ = J'\/l + 4 sen?2x dx
i

Podem ocorrer situacdes em que a curva ' é dada por x = g(y),
em vez de y = f(x). Nesse caso, o comprimento do arco da curva C
de A(g(c). ¢) até B(g(d), d) (ver Grafico 4.39), ¢ dado por:

it B
T J Vi+ [g0)F dy

Grafico 4.39
(..-— rafico \'1

A

M

= ¥

a t

l‘\._ fontz: Flemming e Gongalves (2007, p. 338) _,/’
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¢. Calcular o comprimento do arco dado por

1 g
=—3° +—_ 1 flu) = —pf
gl) =5y 6 ¢ g ) =2

Nyees
5= + =y - - }
4 \"Ill 2 6y ¢

'3 III.(g,,},-*l +l*}'-:'
N 36yt

Gy

dy

Coordenadas polares
Sistema de coordenadas polares

Além do sistema de coordenadas cartesianas retangulares, ¢
importante tambem conhecermos o sistema de coordenadas po-
lares. Nesse sistema, as coordenadas consistem em uma distin-
cia ¢ em uma medida de um angulo em relagio a um ponto fixo
¢ a uma semirreta fixa.

No Grafico 4.40, vocé pode conferir um ponto  em um siste-
ma de coordenadas polares:
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/-— Grifico 4.40 ~N
p
Folo
ol &
origem _ "
o Eixo polar A
.\_ Fonte: Flormming e Gongalves (2007, p. 3600 _/,

O pcnm_ﬁ}xu, denotado por 0, € chamado de polo ou origem. A
semirreta J4 € chamada de eixo polar.

O ponto P fica bem determinado pelo par ordenado (r, ). onde
If‘l representa a distancia entre a origem ¢ o ponto P, ¢ & repre-
senta a medida, em radianos, do dngulo orientado AOP.

Usaremos as seguintes convencgoes:

a. Se o dngulo AOP for descrito no sentido anti-horario, entiio
! = (), Caso contrario, teremos & << 0,

b. Ser = 0,0 ponto P estara localizado na extensdo do lado
terminal do dngulo AOP.

¢. No par ordenado (0, #), # qualquer representard o polo.

O segmento OP ¢, muitas vezes, chamado de raio.
Exemplo

a. Representar em um sistema de coordenadas polares os se-
guintes pontos:

. P(2,7/4)
2. P-2,-mwi4)
3. P(-2,-mi4)
4. P(2,-mi4)

O Grafico 441 (a) e (b) representa os pontos P, e P,
respectivamente.
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Grafico 4.41
( R

"
¢ 0="%
4
(a) : 7
d
0 A
T
0= y
A0 A
W %
5 ;
by *
\ Fonte: Flemming e Goncalves (20004, p. 361). _)

O Grifico 4.42 (a) e (b) mostra os pontos P, ¢ P, respectivamente.

r/._ Grafico 4.42 \\
FI_%
-\-\.
. f“-}-
N
0 ) g_zn A f

]
ial s)]

1\ Farte: Flemming e Gongalves (20073, p. 361). _/’

Relacao entre o sistema de coordenadas
cartesianas retangulares e o sistema de
coordenadas polares

Em algumas situagdes, precisamos nos referir a ambos os sis-
temas de coordenadas de um determinado ponto P. Para isso. de-
vemos fazer coincidir os dois sistemas. O eixo polar deverd
coincidir com o eixo positivo dos x e o raio para o qual # = 7/2
com o eixo positivo dos v. Veja o Grafico 4.43:
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~——  Grafico 4.43
A Y \I

w
Y

l\_ Farte: Flernming o Gongalves (2007, p. 362)

.

Supondo que P seja um ponto com coordenadas cartesianas
(x, 1) e coordenadas polares (r, #). vamos analisar o caso em que
o ponto P esta no primeiro quadrante. A seguir, vocé pode conferir
a ilustracdo desse caso para r = 0 e r < 0 (Grifico 4.44 (a) e (b).

respectivamente):
/r"_ Grafico 4.44 ~\I
- ;.,f - }.'
P P
L i ;
0 !
X% 3
[alr=0 blr=D
\‘ Fonte: Flemming e Gongalves (20074, p. 363, _/,
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Podemos observar que:

X ;
a. Parar> 0, temos cosf = — e senf = —

b. Parar < (0, temos cosf = > =2 e sen @ = — il
- F ¥ -r ¥
Portanto:
x=rcosf
y=rsenf
Exemplos

a. Encontrar as coordenadas cartesianas do ponto cujas coorde-
nadas polares sdo (—4, 77/6).

Solucio: o Grafico 4.45 ilustra este ponto.

~—— @Grafico 4.45
' By \

=y

1\_ Foate: Flemming e Goncalees (200073, p. 364), _)

Temos:
x = rcosf c %

= pscnd

17 7
= - 4cos i = — 4sen il

6 6

() )
= 2V3 =2

Portanto, (2/3, 2) sdo as coordenadas cartesianas do ponto dado.

b. Encontrar (#, /), supondo 7 << 0 ¢ 0 = @ < 297 para o ponto P,
cujas coordenadas cartesianas sdo (V3,—1).
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Solucio: o Grafico 4.46 ilustra o ponto P.

r/.-— Grafico 4.46 \'ﬁ
A
\ '\'r3_
| O ——— e
P
\_ Fonte: Flernming e Gongalves (2007, p 354 _/
Temos:

r=—Vxi+ y?

=—V3+ 1

=—2
% \/E
cosfl= —= =
F sl
_¥_ =1
sen > =g
5
Portanto, # = %

=

V3
2

Grdficos de equagbes em coordenadas polares

O grifico de F(r, &) = 0 ¢ formado por todos os pontos cujas
coordenadas polares satisfazem a equacio. E comum apresentar-
mos a equacdo em uma forma explicita, isto é: r = f(#).

Na pratica, os seguintes procedimentos ajudam na construgio

do grafico:
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a. Calcular os pontos maximos e/ou minimos.

b. Encontrar os valores de # para os quais a curva passa pelo
polo — ou seja, pela origem.

¢. Verificar simetrias, Se:

a cquacdo ndo sc altera quando substituimos » por — ,
existe simetria em relacdo a orgem;

a equagdo nao se altera quando substituimos & por —#,
existe simetria em relagdo ao eixo polar — ou eixo dos x;
a equagdo ndo se altera quando substituimos € por 7 — 0,
existe simetria em relagdo ao eixo &= 7/2 — eixo dos y.

Exemplo
a. Esbocaracurvar=2 (1 —cos ).
Como a equacdo ndo se altera ao substituirmos 7 por —{), isto &,
r=2(l—-cos&)=2 (1 —cos (—8))

concluimos que existe simetria em relagao ao eixo polar. Logo,
basta analisar valores de # tais que 0 = 6 = 7.

Para 0 = 6 = 7, encontramos um ponto de maximo (4, ) e
um ponto de minimo (0, 0). Observamos que, considerando
r = f(f), os pontos de maximos ¢ minimos podem ser encontrados.

A Tabela 4.1 mostra alguns pontos da curva, cujo eshogo ¢
mostrado no Grafico 4.47.

r/—— Tabela 4.1 \

£ r
0 0
r |
3
= b,
&
Aar
= 3
3
W 4

l\ Fonte: Flermming e Goncalves (200/a, p. 365). _,)
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¥

\ forte: Flermming e Gongalves (20073, p. 3651

J

Algumas equacoes em coordenadas polares e seus respectivos
grificos

1. Equagdes de retas
a. =46, 0ub +nmw, n € ZEumareta que passa pelo polo
¢ faz um dngulo @ ou @ £ nar radianos com o cixo polar.
Observe o Grafico 4.48:

Grafico 4.48
(,--— rafico _\ﬂ

=¥

\ Fonta: Flermming e Gongalves (2007a, p. 360).

B

b. Rsenf/l=aercost=0b,a b E R saoretas paralelas aos
eixos polar e 7/2, respectivamente.
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I n
2 2
A A
a
0 A ¢ A
]
[rsenf=aa=0] [rsenB=ag,a=0]
r I
7 2
A A
0 b A b 0 iy
[feosB=h b=0] [FeosB=1h b < 0]
\‘_ Fonte: Flemming e Gongalves (20073, p. 267). _,/J

2. Circunferéncias
a. r=c¢, ¢ € R ¢éuma circunferéncia centrada no polo e raio
|¢/. Observe:

Grafico 4.50
2 B

k Fonte: Flemiming ¢ Goncalves (20072, p. 367, _/)
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¥ = 2a cos @ € uma circunferéncia de centro no eixo po-

lar, tangente ao eixo & = m/2:
se @ = (), o grafico esta a direita do polo;

se a < (), o grafico esta a esquerda do polo.

Observe o Grafico 4.51 e comprove:

(,.-— Grafico 4.51
A

2
Alr, 0)

0

ralE

L )

L

=

[F=da

w (20, 0)

cos B, g >0

Fonte: Flermming e Gongalves (20073, . 367

r=2acost a<0]

=

A

/

.

EI‘

Compro

¢ que tangencia o eixo polar:

se b = 0, o grafico estd acima do polo;
se b <2 0, o grafico esta abaixo do polo.

Ve

v = 2b sen & é uma circunferéncia de centro no eixo w©/2

r/r— Grafico 4.52
AKX

(] =]

L |

L

F=28s%enr8, b >1]

Fante: Flemnming e Gongalves (20072, p. 368

[r=2bsen b <0

S
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3. Limacons
r=a+tbcosfour=a==bsend, onde a, b E R sio limagons.

Temos:
®  se b = a, entdo o grafico tem um laco. Veja o Grafico
4.53:
/.-— Grafico 4.53 \
- E A n
2 2
0 A 0 A
r=a+bcosh r=a—-bcos
[a = k]
A T a T
Z 0 2
0, ﬂ
0 A
=g+hszend r=g—-nseni
[B = ]
Fonte: Flemming e Gongalves (20073, . 368].
. P

@ se b= gq,entdo, o grafico tem o formato de um coracgio.
Por isso, ¢ conhecido como cardioide. Veja:
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'/-— Grifico 4.54

A A .E
3 2
( L% =
0 W B A
r=ail+cos 8 r=all-cosa)
A& % * 1:;-
a A
8]
A
r=all+sen ) r=ail-sen)
t\ Fonre: Flamming e Gongalbees (20072, p. 369,
se b <Z g, entdo, o grafico ndo tem lago. Observe:
Grafico 4.55
'

E

\..'|‘.='|;

U

Fr=d+bcosh

L

L

[b<a]

v
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e
=
|
-
|

T W

Tyl e i

r=a+hsent _ r=g-hsenl
[b<al
Fonte Flemming e Gongalves (200073, p. 3650,

J
4. Rosaceas Ei an N

2 ue atento

r=acosnfour=gsenf,ondea €EIRen € IN sio q
rosaceas; Mo Grafice 453, usamos

a="1¢&b=2 NoGrifico
454 ysamosa=h=1¢g

se n € par, temos uma rosacea de 2n pétalas. Veja:

ro Grafico 4.55, usamos

Grifico 4.56
( m i ) a=3eb=2 !
45 } 5 - 4
A d A
r=gcosnd r=gsenhf
[ri par]

k Fonte: Flemming & Goncalves (2007a, p. 3700,
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se n ¢ impar, temos uma rosacea de n pétalas:

/-— Grafico 4.57 --\\|I
Fique atento x n
TE 2
Mo Grafico 4.56, usamos
a=1en=4 NeGrafico
457 usamosa=1e
n=5 |
e
A A
r=asenn@ r=acosn
[ impar]
K\. Fonte: Flemming e Gongalves (2007, p. 3700 j
5. Lemniscatas
r’==xg*cos2four’==qa’sen2d onde ¢ € R sdo lemnis-
catas. No Grafico 4.58, utilizamos a = 1. Observe:
Y o Grafico 4.58 -.\ll
1 % A %
_3n . _3m _n
\-\B 4 {:I_q'..-'-- “; ﬁ_ 4 ﬁ_“ "“

Y

\_/\\_/ & / i

r'=g‘cos 20 F=—gfcos 20
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P + r
] #
» 5 e
] A A
Ir.‘f — {j; Lapy ;l[.] fc = —f.l'l 00 :"H
Fonte: Flemming e Gongalves (20072, p. 3710,
\_ o

6. Lspirais
Existem varios tipos de espiral. As equagoes a seguir represen-

tam algumas delas. Nos graficos sequentes, vocé pode observar o
aspecto de cada uma delas. Assim:

a. r(=a,a > 0(espiral hiperbolica);

b. r=ad, a > 0(espiral de Arquimedes);

c. r=e" (espiral logaritmica);

d. = 8 (espiral parabdlica).

Grafico 4.59
I/-r— rafico \1

3 % - %
T T
t&'.T] [G‘T]

)

o {3‘\_
_/
v

A >y »
/ ;. / )
=l =) m=a{f = 0)
l'\__ Fonte: Flermming e Gongalves (2007a, p. 3721, __/
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1]
5
(]
Q
e
=)
=1
Y]

S

r=abib = 0)

___-_._..r".
v

Fante: Flernming e Gongalves (2007a, . 372

.

/-— Grafice 4.61
L

b T
2
/\

L

D =

r= Eﬂ‘-

Fonta: Flermming e Gangalves (2007, po 3721

%

/-— Grafico 4.62

,.
ko]
*
poo |24

a R

'r = -l'llrﬁ_ Ir — _"JIIE

Fonte: Flemming e Gongalves (20073, p. 372),
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Exercicios de fixacao

Nos exercicios de 1 a 10, calcule a integral
indefinida:

1. Jﬁ:/}f; clx

2. fcmx E

sen 2y
J d
CO5 X

cos {sen x ) oy

x 19 {x7 + 1) dx

Baviiebith
9:5 3 "

-

sec (x + 15 dx

1 + Serx ) ”
senx {1+ cosx)

dx
1 +senx+cosy

2dx
J senx+tgx

ax
10. j—
A+ 5ensy

Panorama

Mo artigo “Célculo Diferencial e Integral I: sups-
rando barreiras para promover a aprendizagem’,
Azambuja, Miller e Gongalves partem da consta-
tacac de que as disciplinas de matematica sao
responsaveis por altos indices de reprovacao &

(4]
11. Verificar se a integral J’ e™dx converge, Em
=
caso positivo, determinar seu valaor.
Dar um exemplo de uma fungao ) tal que

(]

lirey I flx) v existe, mas a integral imprdpria
b= goan

~h
ol

Jfl’x]dxé divergente,

— o

Calcule a integral indefinida:
2.5‘:3
a. j = ax
S

2x + 1
Ixt4 3 — 2

c -" =1
I S

oy

3x’ .
& Jlxa— w2~ Dol

Nos exercicios a sequir, encontre a drea da re-
giada limitada pelas curvas dadas:

a. x=],"2.}c=\r’{;ey=—x+2

By yi= Zxext =%

€ V= 55— ¥*Ey =343

T
d y=—xley=6
¥ 6 ¥

evasdo nas Instituighes de Ensing Superior (IES)
no pais, Para além da dificuldace inerente &s dis-
ciplinas Calculo Diferencial e Integral |, as autoras
destacam o déficit de aprendizagem do aluna no
Ensino Medio. Trata-se de uma situacao que, ao
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invés de melhorar, vern demaonstrando piora nos

ultimos anos. Camo, entao, garantir que tais alu-

nes aprendam Calculo?
Como demaonstram as autoras, docentes da
Faculdade de Matemdtica (FAMAT) deram
inicio, em 2006, a um projeto de atendirnen-
to especial aos alunos dessas disciplinas. Um
grupe de monitores acompanha os alunos
com dificuldades em harério fora da grade
curricular. Segundo elas, projetos de ensing
paralelos v&ém se mostrando boas alternati-
vas no sertido de sanar a defasagem na
aprendizagem de conteddos basicos. Desde
sua criacao, alguns resultados j& podem ser
percebidos, demanstrando assim que grande
parcela da dificuldade dos alurasem apren-
der Calculo pode ser atribuida a deficiéncia
do ensino de matemarica no Ensing Média.

Recapitulando

niciamos esta jornada pelo estudo das funcoes

explicitas e implicitas e pelo exame de regras de

derivacac de funcdes. A Unidade 1 deste estu-
do representou, portanto, o primeiro passo da tra-
|etdria que nos coloecou em meio ao estudo do
calculointegral. Ma Unidade 2, avancamos no estu
do da fungao derivada. Conhecemas a regra de
'Hospital & nos iniciamos no estudo da integracao,
entendendo suas generalidades e propriedades
elementares. Na sequéncia, a Unidade 3 apresen-
tou uma tabela de integrais imediatas que facili-
tarn, em indmeros casos, o encontro da integral.
Vimos também casos especiais de integracao, en-
valvendo poténcias do seno e do cossena, assim
como a denominada integral de Riemann e o mé-
tods de integracio por partes, No encerramento

Messe sentido, a solugdo parece ser "] im-
plementar aches visando reduzir o desnivel
existente antre a bagagem de matemdtica
gue o aluno traz do Ensine Médio e a que
necessita para um bom desempenho em
Calculo’ (DOERING; NACUL; DOERING, 2004,
3. 216).

Fanite: Azambuja, Miller e Gongalves, 2008.

Exercicio

Vocod tem alguma experidgncia com projetos de
ensino paralelos a grade curricular? Em caso po-
sitivo, descreva tal esperiéncia, destacando os
avancos obtidos. Em caso negative, responda:
voce acredita gue tais projetos podem efetiva
mente |evar ao melher aproveitamento das dis
ciplinas de matematica?

deste estudo, a Unidade 4 condensou muitos te-
mas. Exploramos o metodo da integragao por
substituicao trigonometrica, acompanhados de
exemplos gue demonstraram sua aplicabilidade.
Em seguida, conhecemos o métado de integracao
de fungbes racionais por fragdes parciais e a inte

gracac por substituictes especiais. Trata-se de mé-
todos de integracdo de functes que devem ser do
conhecimento do estudante de calculo, pois cons-
tituem ferramentas gue permitem a resclugao do
calculo. Além disso, incluimes no estudo as cha-
madas integrais improprias, cuja definicdo e de-
miais aspectos vocé encontra no Tema 4 dista
unidade.

Mas termias finais da Unidade 4, além do sistema de
coordensdas polares & sua relacao com o sistema
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de coordenadas cartesianas retangulares, bem
como o grafico de equages no sistema de coor-
oenadas polares, estudamos as aplicagtes dainte-
gral definida no calculo de areas e volumes de

solidos de revolucao, obtidos par meio da rotacao
em tarno de uma reta ne plano. Percebemaos tam-
bem a aplicaggo da integral definida no calculo do

cemprimento de arcos de curvas planas usando
543 equagaoc cartesiana,

Coamo em todas as areas do conhecimento, na cal-
culointegral precisamaos nos exercitar a todo instan-
te. Caso contrario, mesme o conhedmento mais
salido pode cader. Par isso, busque seampre resolvar

exercicios e colocar am pratica suas competéndcias!







REFERENCIAS

AZAMBUIJA, C. R. J.; MULLER, M. J.; GONCALVES, N. S.
Calculo diferencial e integral 1: superando barreiras para promo-
ver a aprendizagem. In: AUDY, J. L. N: Morosini, M. C. (Orgs.).
fnovagdo e qualidade na universidade: boas praticas na PUCRS.
Porto Alegre: EDIPUCRS, 2008. Disponivel em: <www.pucrs.br/
edipucrs/online/inovacaoequalidade/inovacao/pag23.html>.
Acesso em: 31 ago. 2014.

COC Educagdo. Exponencial e logaritmos. Disponivel em:
<interna.coceducacao.com.br/ebook/pages/6348. htm> e <interna.
coceducacao.com.br/ebook/pages/7672. htm=. Acesso em: 9 out.
2014,

DEMANA, Franklin D. et al. Pré-calculo. 2. ed. Sdo Paulo: Pear-
son Education do Brasil, 2009,

FLEMMING, Diva Marilia; GONCALVES, Mirian Buss. Calculo
A: fungdes, limite, derivagao, integragao. Sao Paulo: Pearson Prentice
Hall, 2007a.

. Calculo B: fungdes de varias variaveis, integrais muolti-
plas, integrais curvilineas e de superficie. Sdo Paulo: Pearson
Prentice Hall. 2007b.

MELLQ, José Lwmz Pastore. Resumdo/Matematica: Logaritmo —
“para que serve mesmo?”. Folha de S.Paulo. Disponivel em:
<www |.folha.uol.com.br/folha‘educacao/ult305u552.shtml=.
Acesso em: 25 set. 2014.

THOMAS, George B. Caleulo. Vol. 1. Sdo Paulo: Pearson Educa-
tion do Brasil, 2013a.

. Calculo. Vol. 2. S3o Paulo: Pearson Education do Brasil,
2013.










CALCULO INTEGRAL

????????????



