MATEMATICA Y[}V Te Kk

PROF. RENATO MADEIRA PROMILITARES — AFA/EFOMM/EN

CIRCUNFERENCIA E CiIRCULO

1. ELEMENTOS E DEFINICOES

Circunferéncia é o lugar geométrico dos pontos do plano cujas distancias a um ponto fixo (centro) sdo iguais a

uma constante (raio).
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Trés pontos ndo colineares determinam uma Unica circunferéncia.

Circulo (disco) é o lugar geométrico dos pontos do plano cujas distancias a um ponto fixo (centro) sao

menores ou iguais a uma constante (raio).
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Nota: Muitas vezes as expressoes circunferéncia e circulo sdo usadas indistintamente, ora para representar a

borda da figura, ora para representar a uniao da borda e do interior.

Corda de uma circunferéncia € um segmento cujas extremidades pertencem a circunferéncia.

Raio de uma circunferéncia é um segmento que possui uma extremidade no centro e outra sobre a

circunferéncia e que tem medida constante.
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Didmetro de uma circunferéncia é uma corda que passa pelo seu centro. O diametro é a maior corda da
circunferéncia e sua medida é o dobro da do raio.

Dados dois pontos A e B sobre uma circunferéncia de centro O, o arco de circunferéncia AB é a reunido dos

pontos A e B com o conjunto de todos os pontos sobre a circunferéncia interiores ao angulo AOB. Na
verdade, dois pontos sobre uma circunferéncia determinam dois arcos, em geral denominados arco menor

AB e arco maior .AB..

Seja a circunferéncia A de centro O e raio r, entdo:

OP =r é um raio

C_D = 2r é um diametro

AB é uma corda

—

ABmenor € um arco de circunferéncia

Semicircunferéncia é um arco de circunferéncia determinado por pontos diametralmente opostos.

— A
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O ponto B pertence ao interior da circunferéncia de centro O e raio r se, e somente se, a distancia desse

ponto ao centro da circunferéncia é menor do que o raio: OB<r.

O ponto P pertence a circunferéncia de centro O e raio r se, e somente se, a distancia desse ponto ao centro

da circunferéncia é igual ao raio: OP=r.

O ponto A pertence ao exterior da circunferéncia de centro O e raio r se, e somente se, a distancia desse

ponto ao centro da circunferéncia é maior do que o raio: OA>r.

Exemplo: Seja uma circunferéncia de centro O e raio r =3. Identifique a posicdo relativa entre os pontos A, B,

C e a circunferéncia, sabendo-se que CTA:Z, OB=3e OC=4.
RESOLUCAO:

O ponto A é interior a circunferéncia, pois OA=2<3=r.

O ponto B pertence a circunferéncia, pois OB=3=r.

O ponto C é exterior a circunferéncia, pois OC=4>3=r.

Veja a figura a seguir, na qual esses pontos estdo representados.
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3. POSICOES RELATIVAS ENTRE RETA E CIRCUNFERENCIA
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A reta s é secante a circunferéncia de centro O e raio r se, e somente se, a distdncia do centro da

circunferéncia a reta é menor do que o raio: d(0,s)<r.

A reta t é tangente a circunferéncia de centro O e raio r se, e somente se, a distdncia do centro da

circunferéncia a reta é igual ao raio: d(O,t)=r.

A reta u é exterior a circunferéncia de centro O e raio r se, e somente se, a distdncia do centro da

circunferéncia a reta é maior do que o raio: d(O,u)>r.

Exemplo: Seja uma circunferéncia de centro O e raio R=3. Identifique a posi¢do relativa entre as retasr, t, s
e a circunferéncia, sabendo-se que as distancias entre as retas e o centro da circunferéncia sao,

respectivamente, d(O,r)=2, d(0,t)=3 e d(0O,s)=4.

RESOLUCAO:

A reta r é secante a circunferéncia, pois d(O,r)=2<3=R.
A reta t é tangente a circunferéncia, pois d(0,t)=3=R.
A reta s é exterior a circunferéncia, pois d(0,s)=4>3=r.

Veja a figura a seguir, na qual essas retas estdo representadas.
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4., POSICGES RELATIVAS ENTRE CIRCUNFERENCIAS
Sejam duas circunferéncias de centros O e O', e raios r e R, respectivamente

As circunferéncias sio CONCENTRICAS se, e somente se, a distancias entre seus centros é nula: d(0,0') =0

As circunferéncias sdo INTERIORES se, e somente se, a distancia entre seus centros é maior do que zero e

menor do que o médulo da diferenca entre seus raios: 0<d(0,0")<|R—r].
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As circunferéncias sdo TANGENTES INTERIORES se, e somente se, a distadncia entre seus centros é igual ao

médulo da diferenca entre seus raios: d(0,0')=IR—r|.

As circunferéncias sao SECANTES se, e somente se, a distancia entre seus centros é maior do que o médulo da

diferenca entre seus raios e menor do que a soma dos raios: [R—r/<d(0,0')<R+r.

As circunferéncias sao TANGENTES EXTERIORES se, e somente se, a distancia entre seus centros é igual a

soma dos raios: d(0,0')=R+r.
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As circunferéncias sdo EXTERIORES se, e somente se, a distancia entre seus centros é maior do que a soma
dos raios: d(0,0')>R+r.

Posic¢ao relativa entre as circunferéncias Distancia entre seus centros
CONCENTRICAS d(0,0')=0
INTERIORES 0<d(0,0')<IR—r|
TANGENTES INTERIORES d(0,0")=IR—r|
SECANTES IR—rl<d(0,0')<R+r
TANGENTES EXTERIORES d(0,0')=R+r
EXTERIORES d(0,0')>R+r.

Exemplo: Sejam duas circunferéncias A; e A, de raios R; =2 e R, =4 e centros O; e O,, respectivamente.
Identifique a posicao relativa entre as circunferéncias em cada um dos casos a seguir:

b) 0,0, =2
c)@=3
d) 0,0, =6
e)@:Q

RESOLUCAO:

a) As circunferéncias sdo interiores, pois 0,0, =1<2=R, —R;.

b) As circunferéncias sao tangentes interiores, pois 0,0, =1=2=R, —R;.

c) As circunferéncias sdo secantes, pois R, —R; =2<0,0, =3<6=R; +R;.

d) As circunferéncias sdo tangentes exteriores, pois 0,0, =6=R; +R;.

e) As circunferéncias sao exteriores, pois 0,0, =9>6=R; +R,.

7
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Veja a figura a seguir onde foi feita uma representacao esquematica das cinco situagdes.

5. PROPRIEDADE DA SECANTE

Seja uma reta s secante a uma circunferéncia A de centro O e raio r, que ndo passa por O e que intercepta a

circunferéncia nos pontos A e B distintos. O ponto M é o ponto médio da corda AB se, e somente se, OM_LAB.

Demonstragao:
Supondo que o ponto M seja ponto médio de ﬁ, entio AOMA=AOMB(LLL), o que implica
AMO =BMO=90".

Supondo que O_I\/IJ_A_B, entao AOMA=A0OMB (O_I\/I comum e ﬁ:O_B, caso especial de congruéncia para

triangulos retangulos), o que implica AM=MB.
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Exemplo: Calcule o comprimento de uma corda que dista 3cm do centro de uma circunferéncia de raio 5cm.

RESOLUCAO:

Seja ﬁﬁ a corda em questdo e OTVI 1 E entao O—M =3eM
p é ponto médio de /373, ou seja, ATVI = NTB .

Aplicando o teorema de Pitédgoras ao triangulo retangulo OMB,

temos:
—2 —2 —2
OB =0M +BM
e )
=52 =32 41BM
e )
<BM =25-9=16
c>B_M=4

Logo, AM=BM=4 ¢ AB=8cm

6. PROPRIEDADE DA TANGENTE

Uma reta é tangente a uma circunferéncia se, e somente se, é perpendicular ao raio no ponto de tangéncia.

Demonstragao:

Seja a reta tJ_O_T, onde T é um ponto sobre a circunferéncia A de centro O e raio r. Supondo, por absurdo,
que a reta t intercepta a circunferéncia A em um segundo ponto P. O tridngulo OTP é retangulo de
hipotenusa OP e, portanto, OP >OT =r, o que implica que P é exterior a circunferéncia (ABSURDO). Logo, a
reta intercepta a circunferéncia em um unico ponto, ou seja, é tangente a circunferéncia.
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Seja t uma reta tangente a circunferéncia A em um ponto T.

Supondo, por absurdo, que oT é obliqua a reta t. Seja P a
projecdo de O sobre a reta t, entdo P é distinto de T. Seja
T'et o simétrico de T em relacdo a P, entdo OT=0T'=r, o

que implica que T'eA (ABSURDO). Logo, OoT Lt.

Exemplo: Calcule o comprimento do segmento tangente a uma circunferéncia de raio 3cm tracado a partir de

um ponto que dista 5cm do centro dessa circunferéncia.

RESOLUCAO:

Seja PT um segmento de reta tangente & circunferéncia, entio
PT LOT.
Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo retangulo OPT,

temos:

2 ——=2 2
PT +0OT =0P

& PT +32 =52
w—p

= PT =25-9=16

SPT=4

7. SEGMENTOS TANGENTES

Os segmentos tangentes a uma circunferéncia, tragados por um ponto exterior a ela, sdo congruentes.
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Demonstragao:

~ A

A=B8=90°
OA=0B

a:’ comum

—=> AOAP = AOBP (caso especial de congruéncia de triangulos retangulos) —PA=PB

Exemplo: As circunferéncias da figura sao tangentes externamente em T. As semirretas PA e PB sdo

tangentes a circunferéncia e a reta t é a tangente comum. Determine a medida do angulo ATB, sabendo que

APB =80°.

RESOLUCAO:

Sejam APT =2 e BPT =2, entdo
APB =20 +2B=80°< o+ P =40°.

Sabemos que PA =PT =PB, entdo os triangulos APT e BPT sdo

isdsceles. Assim, temos:
PAT=PTA=90°-«
PBT =PTB=90°—-f
Portanto,

ATB =PTA +PTB=(90°— 0. +90°—B) =180°— (. + ) =
=180° - 40° =140°

11
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7.1. SEGMENTOS DETERMINADOS PELO CIRCULO INSCRITO

Os segmentos determinados pelo circulo inscrito sobre os lados de um tridngulo tém medidas iguais ao
semiperimetro menos o lado oposto.

No triangulo ABC a seguir, temos: BC=a, AC=b, AB=c e 2p=a+b+c. Os segmentos determinados pelo
circulo inscrito sobre os lados sdo E:A_F:p—a, ﬁ)zﬁ:p—b e C_D:&:p—c.

p-c C
Demonstragao:
Sejam A_F:ATE:X, ﬁ):ﬁ:y, C_D:C_E:z, entao
BC=y+z=a x=(x+y+z)—(y+z)=p-a
A_C=x+z=b:>2(x+y+z)=a+b+c=2p©x+y+z=p:> y=(x+y+z)-(x+z)=p-b
AB=x+y=c z=(x+y+z)—(x+y)=p—c
Exemplo: Seja um triangulo de lados 5, 6 e 7, calcule os comprimentos dos segmentos determinados pelo
circulo inscrito ao tridngulo sobre seus lados.

RESOLUCAO:

A

5+6+7
O semiperimetro do tridngulo é P = -

2
As medidas dos segmentos determinados pelo circulo inscrito sdo

AE=AF=p-a=9-5=4

9.

BD=BF=p-b=9-7=2

CD=CE=9-6=3

12
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7.2. SEGMENTOS DETERMINADOS PELO CIRCULO EX-INSCRITO

A medida dos segmentos determinados por um circulo ex-inscrito sobre os prolongamentos dos lados
adjacentes ao vértice oposto de um triangulo é igual ao semiperimetro do tridangulo.

Seja 2p o perimetro do tridngulo ABC a seguir:

AD=AE=p

Demonstragao:

BD=BF| — — — — —
_ _ ;=>BC=BF+CF=BD+CE
CE=CF

E+E=A_B+53+A_C+C_E=HS+A_C+E=2p

AD=AE=>AD=AE=p

Exemplo: Calcule o perimetro do triangulo PRS da figura, sabendo que PA=10cm.

13
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RESOLUCAO:

Sabemos que HA:P_B=2pPRS = 2pprs =10cm.

7.3. RAIO DOS CIRCULOS INSCRITO E EX-INSCRITOS AO TRIANGULO RETANGULO

O raio do circulo inscrito em um triangulo retangulo é igual ao semiperimetro menos a hipotenusa.

Seja um triangulo retangulo ABC de hipotenusa BC=a e semiperimetro p, entdo o raio do circulo inscrito é

r=p-a.
¢
\
»
L
\\-..
\
\.__\.
//_, - T D
/ /\ r=p-a
| I '.Ill\ N
r 1 \,_.
: |_J 4l »I N
p-a I r -\\\
- I N
A p-a F B
Demonstragao:
IELAC A IFLAB
[E=IF=r = #IEAF é um quadrado :>r=AE=ATE=p—a

BAC=90°

Exemplo: Calcule o perimetro de um triangulo retangulo de hipotenusa 5cm e raio do circulo inscrito 1cm.

RESOLUCAO:

Sabemos que o raio r do circulo inscrito em um triangulo retangulo de semiperimetro p e hipotenusa a é dado
por r=p-—a.

Substituindo os valores dados no enunciado, temos: 1=p—-5<p=6.

Logo, o perimetro do triangulo retangulo é 2p=2-6=12cm.

14
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Seja um tridngulo retangulo ABC de hipotenusa &Z:a, catetos AC=b e A_Bzc, e perimetro 2p=a+b+c,

entdo os raios dos circulos ex-inscritos opostos aos vértices A, B e C, respectivamente, sdo dados por ry =p,
iE=p—-cer=p-b.

/
A'// \‘
/
: |
R A ',: I A =
l_] / ' l A=P
\ / -
\ \‘\ / /, rg=p-—c¢
— C \\ r A / . /
/ | s A / rc=p-b
B
I\fa ) o
pi 5 ul e Sl
/

I/ rc

Demonstragao:

ra :ERzp

s =AP=BP—AB=p—c
'c =E=C_Q—A_C=p—b

Exemplo: Calcule os raios dos circulos ex-inscritos a um triangulo retangulo de lados 3, 4 e 5.

15
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RESOLUCAO:

(0] semiperimetro do triangulo retangulo é

3+4+5
=" "°-6.
2
Os raios dos circulos ex-inscritos sdo dados por:
LAl I
T ,"| A rA - p = 6
lg=p—-C=6-4=2
C | &R
= 2 _ _
' | rc=p-b=6-3=3
By
rE=p—c | ‘
a2 rl

8. ANGULO ENTRE DUAS CURVAS NO PONTO

O angulo entre duas curvas é o angulo entre as retas tangentes as curvas nos pontos de contato.

Duas curvas sdo ditas ortogonais se o angulo entre elas é reto.

Duas circunferéncias sdo ortogonais se, e somente se, a reta tangente a uma delas em um dos pontos de
contato passa pelo centro da outra.

16
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Demonstragao:

Basta lembrar que a reta tangente é perpendicular ao raio no ponto de tangéncia.

9. QUADRILATERO CIRCUNSCRITIVEL

Teorema de Pitot: Um quadrilatero convexo é circunscritivel se, e somente se, as somas das medidas dos

lados opostos sdo iguais.

| N # ABCD é circunscritivel
\ )

} \
: AB+CD=AD+BC

Demonstragao:
Supondo que o quadrilatero ABCD é circunscritivel e sejam M, N, P e Q os pontos de tangéncia dos lados

do quadrilatero com a circunferéncia, entao m:AQ, ng\l, CN=CP e D_P:ﬁ

Logo, AD+BC=AQ +DQ +BN+CN=AM-+DP+BM-CP = AB+CP

17
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Supondo que o quadrilatero ABCD é tal que AD+BC=AB+CD. Seja A a circunferéncia tangente aos lados

E, BC e CD do #ABCD e supondo, por absurdo, que A ndo é tangente ao lado AD.

Seja AE a outra tangente a A por A com EeC_D, entdo o #ABCE é circunscritivel, o que implica

AB+CE=BC+AE. Da hipdtese, temos:

AD +BC = AB +CD <> AD+BC = AB + CE + DE = (BC + AE) + DE < AD = AE + DE

Isso contraria a desigualdade triangular no AADE (ABSURDO). Logo, o #ABCD é circunscritivel.

Exemplo: Determine o perimetro do quadrilatero circunscritivel ABCD da figura.

18
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RESOLUCAO:

Como o quadrilatero ABCD é circunscritivel, entdo as somas dos lados opostos sdo iguais. Assim, temos:
AD+BC=AB+CD <> 3x+2x=(3x+1)+(x+1) <=>x=2.

Portanto, o perimetro do quadrilatero é 2pgcp =(3x+1) +2x+(x+1) +3x=9x+2=9-2+2=20.

19
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EXERCICIOS DE COMBATE

1. (EFOMM 2005) Tangenciando a reta r encontramos trés circunferéncias tangentes entre si. Determine a
medida do raio da circunferéncia menor, sabendo que as outras duas tém raios de medida iguala 5cm.

a) 1,25
b) 1,50
c) 1,75
d) 1,85
e) 2

2. Na figura abaixo, AB=21 e AC=33. A distancia entre os pontos de tangéncia P e Q é:

A

an

B f

e
/ % I /"l \Y\\\\ /,/

P N __
yT

a) 6
b) 8
c)9
d) 10

e)12

20
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3. (EEAr 2000) Consideremos um triangulo retangulo que simultaneamente esta circunscrito a circunferéncia
C, e inscrito na circunferéncia C,. Sabendo-se que a soma dos comprimentos dos catetos do tridangulo é

Kcm, entdo, a soma dos comprimentos dessas duas circunferéncias, em cm, é

4K
a) —
3

2K
b) =
3

c) Kn

d) 2Km

4. O quadrado mostrado possui lados de medida 2 unidades. Qual o raio do circulo?

a)1l
b) —
c) —
5
d) 7
e) 4

21
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5. (1981) Duas circunferéncias sao tangentes exteriores em P. Uma reta tangencia essas circunferéncias nos

pontos M e N respectivamente. Se PM=4cm e ﬁ\l=2cm, o produto dos raios dessas circunferéncias da:

a) 8 cm?

b) 4 cm?

c)5 cm?

d) 10 cm?

e)9 cm?

6. (CN 1986) Na figura abaixo, as retasr, s e t sdao tangentes a circunferéncia de diametro AB.O segmento

AC mede 4 cm. A medida, em centimetros, do segmento CD é:

{
/
D
60°
C
/
A 5 B
! S

a) 16
b) 14
c) 12
d) 8

e) 20

22
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7. (CN 1991) Sejam r;, r, e d, respectivamente, os raios e a distancia entre os centros de duas circunferéncias

exteriores C; e C,. Se d=x>+4, rn=2x—3 er,=x+2, logo o conjunto de todos os valores de x é:

a) 0

b) {XER|X>§}
2

o R

d) {xeR|x>-2}

e) {XER|—2<X<§}

8. (CN 1994) Os raios de dois circulos medem 15m e 20 m, e a distancia dos seus centros é 35m. O
segmento da tangente comum, compreendido entre os pontos de contato, mede em metros :

a) 53

b) 1043
c) 1243
d) 153
€)2043

9. (CN 1996) Sejam C; e C, dois circulos ortogonais de raios R; e R,. A distancia entre os centros é m. A

soma das areas dos circulos é igual a:

23
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10. (CN 1999) A distancia entre os centros de dois circulos de raios iguaisa 5 e 4 é 41. Assinale a opc¢do que
apresenta a medida de um dos segmentos tangentes aos dois circulos.

a) 38,5
b) 39
¢) 39,5
d) 40

e) 40,5

11. (CN 2003) Se os lados de um triangulo medem, respectivamente, 3x, 4x e 5X, em que x é um numero
inteiro positivo, entdo a distancia entre os centros dos circulos inscritos e circunscritos a esse triangulo
corresponde a

5x
a_
)4

b) (1+;/§)x

c) x\/i

d)x5
2

5x
e_
)6

12. (CN 2004) Considere uma circunferéncia A de raio R e diametros perpendiculares AB e CD. O raio da
menor circunferéncia tangente interiormente a A e a corda AC, no seu ponto médio, é dado por

24
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R(V2+1)

4

d)

R
e —_—
) 6

13. (CN 2005) Dado um triangulo retangulo, seja P o ponto do plano do triangulo equidistante dos vértices. As

distancias de P aos catetos do triangulo sao K e L. O raio do circulo circunscrito ao triangulo é dado por:

K+L
a) —
4

b) 2K +L

VK + 2

c) 2

K2 +12
2

e) \/K2 +12

d)

14. (CN 2007) De um ponto P exterior a um circulo de raio 6, tragam-se secantes PXY (PX<PY), X e Y
pontos variantes pertencentes a circunferéncia desse circulo. Os pontos médios das cordas XY descrevem um
arco de circunferéncia de raio R. Assim sendo, qual serd o valor de R, sabendo-se que a tangente PT ao
circulo mede 8?

a) 5.
b) 6.
c) 42.
d) 43

e) 10.
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15. (CN 2008) Um hexagono regular ABCDEF esta inscrito em uma circunferéncia de raio 6. Tragam-se as
tangentes a circunferéncia nos pontos A, B, D e F, obtendo-se, assim, um quadrildtero circunscrito a essa
circunferéncia. Usando-se 1,7 para raiz quadrada de 3, qual é o perimetro desse quadrilatero?

a) 54,4
b) 47,6
c) 40,8
d) 34,0

e) 30,6

16. (CN 2009) Duas tangentes a uma circunferéncia, de raio igual a dois centimetros, partem de um mesmo
ponto P e sdo perpendiculares entre si. A drea, em centimetros quadrados, da figura limitada pelo conjunto
de todos os pontos P do plano, que satisfazem as condi¢des dadas, € um nimero entre (use ©=3,14)

a) vinte e um e vinte e dois.

b) vinte e dois e vinte e trés.

c) vinte e trés e vinte e quatro.
d) vinte e quatro e vinte e cinco.

e) vinte e cinco e vinte e seis.

17. (CN 2010) Num quadrado ABCD de lado 6 cm, traca-se a circunferéncia K de centro em A e raio 4 cm. Qual
é medida, em cm, do raio da circunferéncia tangente exterior a K e tangente ao lado BC no ponto C?

a) 2,4
b) 2,5
c) 2,6
d) 2,7

e) 2,8
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18. (CN 2011) ABCDé um quadrado de lado L. Sejam K a semicircunferéncia, tragada internamente ao
guadrado, com diametro CD, e T a semicircunferéncia tangente ao lado AB e com uma das extremidades em
A e tangente externamente a K. Nessas condigdes, o raio da semicircunferéncia T sera

19. (AFA 2007) Um triangulo retangulo esta circunscrito a um circulo de raio 15m e inscrito em um circulo de

2

raio 37,5m. A area desse triangulo, em m~, mede

a) 350
b) 750
c) 1050

d) 1350

20. A figura abaixo mostra duas retas paralelas r e s. A reta r é tangente as circunferéncias C1 e C3, aretas é
tangente as circunferéncias C2 e C3 e as circunferéncias tocam-se como também mostra a figura.

r

c2
C3
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As circunferéncias C1 e C2 tém raios a e b, respectivamente. Qual é o raio da circunferéncia C3?

a) 2ya? +b?

b) a+b

c) 2«/5

d) 4ab
a+b

e) 2b—a

3 1
21. (ITA 2012) Um tridngulo ABC tem lados com medidas a=7cm, b=1cm e c=5cm. Uma

circunferéncia é tangente ao lado a e também aos prolongamentos dos outros dois lados do tridngulo, ou
seja, a circunferéncia é ex-inscrita ao triangulo. Entao, o raio da circunferéncia, em cm, é igual a

J3+1

4

b)é.
4

B+1

a)

3

d) —.

J3+2
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1.
/ b / £
( O3 “f'E .0, Il

Aplicando o teorema de Pitagoras no tridngulo retangulo ODO,, temos:

(54+%)2 =52 +(5—x)% <25+ 10x + X2 =25+ 25— 10X + X2 <>20x =25 <>x =1,25

RESPOSTA: A

Seja T o ponto de tangéncia da circunferéncia maior com a reta AC. Sabemos que AT =p (semiperimetro do
triangulo ABC). Portanto, CQ=CT=p—b.

Sabemos também que CP=p—c.
Logo, PQ=CP-CQ=(p—c)—(p—b)=b—c=33-21=12.

RESPOSTA: D
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AC+BC=K

2R=AB<:>R:%

A soma dos comprimentos das duas circunferéncias é

AB (K AB K
2nR+27:r=27:(R+r)=2n{—+(———ﬂ=2n._=|<n.
2 2 2 2

RESPOSTA: C

Seja O o centro da circunferéncia.

5
Aplicando o teorema de Pitagoras no AABO: 12 -l—(2—R)2 =R’ 1+4—4R+RZ/ :RZ/ & R:Z

REFERENCIA: Gardiner, T. — Senior Mathematical Challenge — The UK National Mathematics Contest 1988-
1996 — pg. 31.

RESPOSTA: C
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PROF. RENATO MADEIRA
5. Vamos inicialmente obter uma expressdo para o cdlculo da tangente comum externa

circunferéncias tangentes exteriores de raios R e r.

G e
——ald
."’ / 3 Ifl
Qi __
I -— . i1
Rl _“f—’h .I
Ji ! SR
o i pl 7 o '

Seja O'Q L OM, entdo o quadrildtero O'QMN é um retdngulo e MQ =r, o que implica QO=R—r.

Aplicando o teorema de Pitagoras no tridngulo retangulo OQO’, temos:

002 =002 +00% = R+r)? =2 +(R=r)? =2 =(R+r)> —=(R—r)*> =4Rr <t =2+Rr .

— B _r_r" — ( '
=\ ——— 2V Rr
\ N ——
/ 3 - =
/ f N = —_ﬁN
/ / 49 T
R 1 /|
| ."/ e f
| N\ \ d ,'
'yy | '.) 'vvf 2 )
J | \ |
| | N\ 4
| \ q/
P
| o R | 7 o ,
J I'.
: \

180" -20 —90°—0

OPM=0OMP =

Seja POM=20, entdo, como O'N||OM, temos PO'N=180" —20.
entao

Como os triangulos OMP e O'NP sdo isésceles,
180° —-(180° -20
( ) =0. Assim, temos:

O'PN=0'NP=
2
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OPM+MPN+NPO' =180° (90" —6) + MPN+0 =180 <> MPN=90".

Aplicando o teorema de Pitdgoras no triangulo retangulo PMN, temos:
2

MN2 =PM? +PN? < (24/Rr)” =42 +22 < 4Rr =20 <> Rr =5cm?.

RESPOSTA: C

Seja T o ponto de tangéncia da reta t com a circunferéncia, entao OT Lt.
AéT:BlﬁT=600, pois sdo angulos de lados perpendiculares.

AAOC =ATOC (LAL) = AOC=TOC=30°

ABOD=ATOD(L.AL)=BDO=TDO=30"

. AC_ 1 4  —
No tridngulo retangulo AOC, temos tg30 = e = o A0=443.
AO 3 AO

Note ainda que OT=0B =O_A=4\/§, pois os trés segmentos sdo raios da circunferéncia.
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PROF. RENATO MADEIRA
ot i:i@ﬁ':lz.
DT

=
DT 3

No triangulo retangulo DTO, temos tg30° =—
CT=CA=4, pois s30 segmentos tangentes & mesma circunferéncia.

Portanto, CD=CT+DT=4+12=16cm.

RESPOSTA: A
7. Se as circunferéncias sdo exteriores as distancias entre seus centros é maior que a soma dos raios. Assim,

temos:
d>r +6 X2 +4>(2x=3)+(x+2) & x* =3x+5>0
Como A=(—3)2 —4.1.-5=-11<0, o trinbmio do 2° grau assume valores positivos para todo x real. Logo, o

conjunto solucdo da inequacdo é S=R.

RESPOSTA: C
8. Como a distancia entre os centros é igual a soma dos raios das circunferéncias, entdo as circunferéncias sao

tangentes exteriores.
A figura a seguir representa a situacao descrita no enunciado.

Seja TT' a tangente comum externa as circunferéncias, entdo OT LTT' e O'T' LTT'.

Se o ponto A é a projecdo do ponto O' sobre o segmento OT, entdo o quadrildtero O'ATT' obtido é um
33

retangulo.
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OA=0T-AT=0T-0'T'=20-15=5

Aplicando o teorema de Pitdgoras no AOO'A, temos: x> +5% =352 <> x =+/1200 :20\/§m .

RESPOSTA: E

9. A figura a seguir representa a situa¢ao descrita no enunciado.

|

I\ '1'

"l O 1 O 2 ’|A
\ \ / //
\ >< — —‘//
‘____-_--‘/ T

Dois circulos sdo ditos ortogonais se as tangentes aos circulos nos pontos de intersecdo sdo perpendiculares.
Consequentemente, os raios que se encontram no ponto de interse¢do também serdo perpendiculares e,

portanto, o tridngulo O;PO, é retangulo.

Aplicando o teorema de Pitagoras no AO,PO,, temos: Ole +02P2 :olo§ <:>R% +R§ =7,

Assim, a soma das areas dos circulos € S, +Sc, =TCR% +nR% = n(R% +R%):n-n2 =rlua..

RESPOSTA: D

10. As figuras abaixo representam as duas situacdes possiveis descritas no enunciado e foram feitas fora de

escala para facilitar a visualizacdo.

T
x s :
/ 4/ B
/ ,l \ /’.-:t]'”\\\
P\ x ; 4\
| 11’ | ) —L’ 'nl
0 | 41 \ 0 |
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Seja TT' a tangente comum externa as circunferéncias, entdo OT LTT' e O'T' LTT'.

Se o ponto P é a projecdo do ponto O' sobre o segmento OT, entdo o quadrildtero O'PTT' obtido é um
retangulo.

OP=0T—-PT=0T-0'T'=5-4=1

Aplicando o teorema de Pitdgoras no AOQO'P, temos: x% +1% =41% < x =+/1680 ~41u.c..

Seja TyT, a tangente comum interna as circunferéncias, entdo OTy L T;T, e O'T, L Ty T,.

Seja O" a projegdao de O' sobre o prolongamento de OT;, entdo o quadrilatero O'T,T;0" é um retangulo,

O"T]_ :4 e OIO":T]_TZ :y
Aplicando o teorema de Pitdgoras no tridngulo retangulo O0O'0O", temos:
00" +0'0" =00? < 9% +y% =412 < y? =1600 <>y =40

Logo, a tangente comum externa mede aproximadamente 41u.c. e a tangente comum interna mede 40u.c.,

portanto, a alternativa correta é D.

RESPOSTA: D

11. Seja o tridngulo ABC de lados, AC=b=4x e AB=c=3x. Sejam O o centro do circulo circunscritoe | o
centro do circulo inscrito ao AABC e, IO=d a distancia pedida.

Como (5x)* =(3x)* +(4x)?, entdio o AABC é reténgulo.
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BC a
O centro do circulo circunscrito a um tridangulo retangulo é o ponto médio da hipotenusa, entdo R :? =—.

Os segmentos determinados pelo circulo inscrito ao AABC adjacentes ao vértice A sdo
AE=AF=p—a=6x—5x=x e 0s segmentos adjacentes ao vértice B sao BD=BF=p—b=6x—-4x=2x, onde
_a+b+c  5x+4x+3x
22

=6x é o semiperimetro do tridangulo.

Como os raios do circulo inscrito sdo perpendiculares aos lados do triangulo nos pontos de tangéncia, entdo o
quadrilatero AEIF é um quadrado. Portanto, r=p—a=x.

a 5x X
DO=0B-BD=——(p—-b)=—-2x=—
2 (p ) 2 2

Aplicando o teorema de Pitagoras no tridangulo retangulo IDO, temos:

2 .2
5 5
102 :ID2+D02<:>d2:x2+(§j =%<:>d=§xu.c..

RESPOSTA: D
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12. Seja M o ponto médio de AC, entdo OM_L AC. Seja r o raio da circunferéncia tangente interiormente a
A e acorda AC. A circunferéncia tangencia A no ponto F, que esta sobre o prolongamento de OM.

C
A
o /
',:/<r N //,x N A
//I N \
/\EN |/ \
/,/ \\-. --\ R \..\
‘ 7
[ A
l',l // \\ |"
45° 1 J
B
Iy | R ) ;
\ |
\\. /,
L 2
= —— ==,
BC=90" = 0AC=45"
., OM 2 OM Rv/2
No tridngulo retangulo AOM, temos: sen45 =— < £ =2 S OM= \/_ _
AO 2 R 2
Rv2 2 R(2—-+/2
OF=0M+2r=R<:>T\/_+2r:Rc>2r:R(1—§jc>r=—( 4\/_) u.c

RESPOSTA: C
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13. O ponto do plano que equidista dos vértices de um triangulo é o seu circuncentro (ponto de encontro das
mediatrizes). No caso do tridngulo retangulo, o circuncentro é o ponto médio da hipotenusa.

A figura acima representa a situagao descrita no enunciado, onde P é o centro do circulo circunscrito ao
triangulo e o quadrildtero ADPE é um retangulo.

A perpendicular a uma corda a partir do centro do circulo divide a corda ao meio (basta observar que ela serd
altura do triangulo isésceles formado pelos raios).

PD_ L AB<>BD=DA=PE=L

PE 1L AC<<EC=AE=DP=K

Aplicando o teorema de Pitagoras no ABDP, temos:
BP? =BD” +DP?> < R? =12 +K* <R =12 +K? |

RESPOSTA: E
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14.

Como PT é tangente a circunferéncia, entdo OT LPT.

Aplicando o teorema de Pitagoras no AOPT, temos:

PO? =0T? +PT? =62 +8% <P0O=10.

Se M é ponto médio da corda XY, entdo OM_LXY e o APMO é retangulo.

Se tomarmos o ponto médio N do segmento PO, MN sera a mediana relativa a hipotenusa do triangulo

PO 10
retangulo PMO, entdo MN=7:?=5.

Logo, a distancia de M ao ponto médio N de PO é constante e igual a 5, o que significa que M pertence a
um arco de circunferéncia de centro N e raio R=5.

RESPOSTA: A
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15. A figura a seguir ilustra a situagdo descrita no enunciado.

P
N
Z

Sabemos que uma reta tangente a uma circunferéncia é perpendicular ao raio no ponto de tangéncia.
Como BC=CD=60", entdo O, C e Y estdo alinhados.

~ o AX [e] a 3
No tridngulo retangulo OAX, AOX=30 e oA =tg30 <:>€ =€ &a =2\/§ .

n . DY . b
No tridngulo retangulo ODY, DOY=60 e %ztgGO <:>g:\/§<:>b:6\/§.

Como retas tangentes a uma circunferéncia por um mesmo ponto sao iguais e como AOX = AOW =30" , temos
a=XA=XB=WA=WF=2./3.
Da mesma forma, b=YB :YD:WD:WF:G\/g.

Portanto, o perimetro do quadrilatero XYZW é:

20yyzw = XY +YZ+ZW +WX=(a+b)+2b+(a+b)+2a=4-(a+b)=
~4.(23+643)=32/3=32-1,7=54,4uc.

Observe que o quadrilatero XYZW é um trapézio isdsceles.

RESPOSTA: A
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16.

O quadrilatero PTOT' é um quadrado, entdo OP=2\/5.

Como a distancia do ponto P ao centro O da circunferéncia é constante e igual a 2\/5, entdo o lugar

geométrico de P é um circulo de centro O e raio 2\/5.

Portanto, a area da figura limitada pelo conjunto de todos os pontos P do plano ¢é

s—n-(242) =81~8-314=25,12 cm?.

RESPOSTA: E

17.

O
We

(6—r) +6% =(r+4)° <36 —12r+r> +36 =r% +-8r+16 <>20r =56 <>r=2,8

RESPOSTA: E
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18.

2 2
(r+%) =(L—r)2+(£) <:>72/+rL+}'Z:L2—2rL+y2/+}'4?<:>3rL=L2<:>r=§

2
RESPOSTA: E
19.
A_--— — ——
/p -a/s % \\
/ /< r AR \
/ . /] r\-\_\/,:/’r \\b \
/ /
£ 7N (O N
1"‘ ,'/ I't. r ‘ / \»\
f \ / . \
AR < / % ¥ \
| / \ H’ 4 \\j
[
Bl = o] R c
| |
\ a ’I'
/
n\‘ 3 I/n’
\ /
\ /
yd
N i

Seja um tridngulo retangulo de hipotenusa a, raio do circulo inscrito r=15m, raio do circulo circunscrito

R=37,5m e semiperimetro p, entdo
a=2R<a=2-37,5=75

r=p—a<15=p-75<p=90.

A 4rea do triangulo é S=p-r=90-15=1350m?".
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Esse problema também poderia ser resolvido da seguinte forma, sem a utilizagdao da formula S=p-r:

_at+b+c

p= =90« a+b+c=180«<75+b+c=180<«<b+c=105

<> b? +2bc+c? =105% <> 752 + 2bc =105% <> 2bc = 105> — 752 = (105 + 75)(105 — 75) <> bc = 2700

5=PC_2700 . 3cqm?.
2 2

RESPOSTA: D

20.

C1 a E

a+b

O
[
O
[
T [

a+r,
b+r

DC, =(r+b)? —(r—b)? =24Fb
FC, :\/(r+a)2 —(r—a)2 —2Jra

HC, :\/(aer)z—(Zr—a—b)2 =2 Jr(a+b-r)

FC; =FH+HC; =DC, +HC; = 2Jra=2rb +2Jr(a+b—r) < +a=+vb++/a+b-r
oa-b=Vatb-r<a+b-2Jab=a+b—r<r=2ab

RESPOSTA: C
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21.

..,
~
W]
/

F ’
//
b=
N\
N
o
il
N

O raio do circulo ex-inscrito de um tridangulo retangulo tangente a um dos catetos é igual a diferenca entre o
semiperimetro do tridngulo e o outro cateto, ou seja, ry, =p—c.

1 3

1+=+—
3+43
O triangulo ABC é retangulo de semiperimetro p= 22 2 _ 4\/_ cm.
. . A , 3+\/§ 1 1+J§
Logo, o raio da circunferéncia indicada é ry =p—c= 2 _EZ 2 cm.

O raio pedido poderia ser encontrado usando as expressdes para a area do triangulo ABC, como segue:

31
ac ) B _1+x/§cm

SABC=7=(F)a)rAC”Azz(p—a)zz.(3+\/§_\/§j_2(3—«/§) 4

4 2

RESPOSTA: A
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ANGULOS NA CIRCUNFERENCIA E COMPRIMENTO DE ARCOS

1. ANGULOS NA CIRCUNFERENCIA
1.1. ANGULO CENTRAL

Angulo central é um angulo cujo vértice é o centro da circunferéncia e seus lados sdo raios. O angulo central é
igual ao arco por ele determinado.

0=AB

1.2. ANGULO INSCRITO

Angulo inscrito é um angulo com vértice sobre a circunferéncia e cujos lados s3o secantes a circunferéncia. O
angulo inscrito é igual a metade do arco por ele determinado.

7~ TNA
.f/ .--"I"-
f >l Eﬁ
./-. o B =
18 2
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Demonstragao:

200+23 _AB

O=0a+P=
2 2

2028 _AB

O=0-p=
2 2
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Todo angulo reto é inscritivel em uma semicircunferéncia e, reciprocamente, todo angulo inscrito em uma
semicircunferéncia e com lados passando pelas extremidades da mesma, é reto.

AN
%

%
i

e

N

1.3. ANGULO DE SEGMENTO

Angulo de segmento ou semi-inscrito € um angulo com vértice sobre a circunferéncia, um lado secante e
outro tangente a circunferéncia. O angulo de segmento é igual a metade do arco por ele determinado.

Demonstragao:
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1.4. ANGULO EXCENTRICO INTERNO

Angulo excéntrico interno é o angulo formado por duas cordas que se interceptam em um ponto interior da
circunferéncia, distinto do centro. O angulo excéntrico interno é igual a semissoma dos arcos por ele

_____A
/
e _AB+CD
/
B

AB CD AB=+CD
O=0+P=—+—=
2 2 2

determinados.

Demonstragao:

1.5. ANGULO EXCENTRICO EXTERNO

Angulo excéntrico externo é o angulo formado por duas secantes ou tangentes que se interceptam no exterior
da circunferéncia. O angulo excéntrico externo é igual a semidiferenca dos arcos por ele determinados. No
caso do angulo formado por duas tangentes, o angulo excéntrico externo também pode ser calculado como o

suplemento do menor arco determinado.
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— —_—

0= ABmaior — ABmenor

=180" - ABmenor

Demonstragao:

6—q "B _CD_AB-CD
2 2 2
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AT BT AT-BT
0=a-P=—"-—=

2 2 2
0=a —[3 _ A—Bmaior _ A_Bmenor _
2 2
_ 360 — /iémenor _ A‘Bmenor _
2 2
=180 — pTBmenor
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RESOLUCAO:
AOB é um angulo central, entdo a=AOB=AB=60°.

AL, o . . - A AB 60°
ACB é um angulo inscrito, entao B=ACB:7: . =30°.

A, N o A AB 60°
BAG é um angulo de segmento, entdo y =BAG =7: . =30°.

AB+DE 60°+30°
2

=45°.

AFB é um angulo excéntrico interno, entdo &=AFB =

AB-DE 60°-30°
2 2

=15°.

DPE é um angulo excéntrico externo, entdo € =DPE =

2. ARCO CAPAZ

Um par de arcos capazes de 6 sobre um segmento AB é o0 lugar geométrico dos pontos do plano que sdo
vértices de angulos de medida 0 e extremidadesem A e B.

Arcos capazes de angulos suplementares, relativos a um segmento AB, e em semiplanos opostos em relacdo
a reta suporte do segmento sao particdes de uma mesma circunferéncia.
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3. PROPRIEDADES DA CIRCUNFERENCIA

Duas retas paralelas, secantes a uma circunferéncia, determinam arcos de igual medida.

r||sc>2\xc=§-l\)

r A/\B
5 [e}
Demonstragao:
A/—\
8

r
s o \\9\

B

~
-~
~
~
~
~

r|ls <> BAD = ADC <> 2-BAD =2-ADC <= BD = AC
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Duas cordas de mesmo comprimento determinam sobre uma mesma circunferéncia arcos congruentes e vice-versa.

A C

AB = CD <> AB = CD

Demonstragao:

(ida) AB = AC = AAOB = ACOD (L.LL) = AOB = COD=> AB =CD

(volta) AB =CD => AOB = COD => AAOB = ACOD (LAL.) => AB=CD

Sejam duas circunferéncias secantes cujos pontos de contato sdo A e P. Se tracarmos os didmetros AB e AC

em cada uma das circunferéncias, entdao P pertence a BC.
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Demonstragao:
Os angulos APB e APC s3o angulos inscritos na semicircunferéncia, entdo APB=APC=90°.

Logo, BPC =BPA + APC =90°+90° =180°, 0 que implica que os pontos B, P e C sdo colineares, ou seja, PeBC.

4. QUADRILATERO INSCRITIVEL

Um quadrildtero esta inscrito em uma circunferéncia se os seus quatro vértices pertencem a essa
circunferéncia.

Um quadrilatero convexo é inscritivel em uma circunferéncia se, e somente se, seus angulos opostos sao
suplementares.

# ABCD é inscritivel
)

A+C=B+D=180°

Demonstragao:

#ABCD é inscritivel = A +C =

~_BCD BAD 360" _

180° =B +D
2 2 2

A+C=B+D=180"= A e C est3o sobre arcos capazes suplementares sobre o segmento ﬁ, ou seja, A e

C estd na circunferéncia que tem BD como uma corda, portanto, o #ABCD é inscritivel.
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Um quadrilatero é inscritivel se, e somente se, as diagonais e dois lados opostos determinam angulos
congruentes.

# ABCD é inscritivel

g

BAD = BDC

Demonstracao:
L. iy a o A BC
Se o #ABCD é inscritivel, entdao BAC:BDC:7.

Se B/:\C:BI5C=0L, entdo A e D estdo no arco capaz de o sobre &:, ou seja, A, B, C e D sao conciclicos, ou

seja, o #ABCD é inscritivel.

Exemplo: Na figura abaixo, encontre o valor do angulo BAD=6.

C
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RESOLUCAO:
No triangulo BCE, temos: BCE +30° = 80° <> BCE = 50° (angulo externo).
Como BCA =BCE =50°=ADB, entdo 0 quadrildtero ABCD é inscritivel, o que implica

0=BAD=180°—BCD =180° —(36°+50°) = 94°,

5. PERIMETRO DE FIGURAS CIRCULARES

5.1. COMPRIMENTO DA CIRCUNFERENCIA

2p=2n-R

5.2. COMPRIMENTO DO ARCO DE CIRCUNFERENCIA

2P,rco = @R, onde @ em radianos

0 7RO
2P o = 27R- = ,onde O em graus

360° 180°
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Exemplo: Calcule o perimetro das regides sombreadas, sendo ABCD um quadrado de lado a.

a) D C b) D c
A B
RESOLUCAO:

a) O contorno da regido sombreada é composto por dois arcos de 90° em uma circunferéncia de raio a.

o

360°

Portanto, o seu perimetro € 2p;oha :2-( -2n-aj= T-a.

in , - A . 4d
b) O contorno da regido sombreada é composto por quatro semicircunferéncias de raio E Portanto, o seu

] . 180° a
perimetro é 2P, cscea =4 .(360° 27 E) =2n-a.

OBSERVACAO

Para se calcular o perimetro de rosaceas (figuras como as do exemplo), é importante identificar, para cada
arco de circunferéncia, o raio e o dngulo central.
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EXERCICIOS DE COMBATE

1. (AFA 2001) Conforme a figura abaixo, s e t sdo, respectivamente, secante e tangente a circunferéncia de
centro O. Se T é um ponto da circunferéncia comum as retas tangente e secante, entdo o angulo o, formado
portes, é

a) 10°
b) 20°
c) 30°

d) 40°

2. (ITA 1990) Na figura abaixo O é o centro de uma circunferéncia. Sabendo-se que a reta que passa por E e F
é tangente a esta circunferéncia e que a medida dos angulos 1, 2 e 3 sdo dadas, respectivamente, por 49°,

18°, 34°, determinar a medida dos angulos 4, 5, 6 e 7. Nas alternativas abaixo considere os valores dados
iguais as medidas de 4, 5, 6 e 7, respectivamente.

a) 97°, 78°, 61°, 26°
b) 102°, 79°, 58°, 23°
c) 92°, 79°, 61°, 30°
d) 97°, 79°, 61°, 27°

e) 97°, 80°, 62°, 29°
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3. Qual é o valor do angulo x na figura?

a) 10°

b) 15° /
c) 18°

d) 20° N

e) 25

4. Sejam a,3,y,0 os dngulos de um quadrilatero inscritivel, nessa ordem, representados em radianos. O valor
de aff+ad+yB+yd é:
a)m

b) 2w

5. (EEAr 2011) Para dar 10 voltas completas em volta de um jardim circular, uma pessoa percorrerd 2198 m.

Considerando ©t=3,14, a medida, em metros, do didmetro desse jardim é
a) 70.
b) 65.
c) 58.
d) 52.

6. (AFA 2011) Na figura abaixo tém-se quatro circulos, congruentes de centros O;, O,, O3 e O, e de raio
igual a 10cm. Os pontos M, N, P e Q sdo pontos de tangéncia entre os circulos e A, B, C, D, E, F, G e H sdo

pontos de tangéncia entre os circulos e a correia que os contorna. Sabendo-se que essa correia é inextensivel,
seu perimetro, em cm, é igual a

a) 2(m+40)
b) 5(n+16)

c) 20(n+4)

d) 5(n+8)
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7. (Bélgica 2003) Na figura temos 7 circulos possuindo mesmo raio. Determine a razdo entre o perimetro de
um dos circulos e o perimetro da regido sombreada.

alr

8. (CEFET RJ 2011) Na figura abaixo, temos dois arcos de duas circunferéncias com centros O e P: o primeiro
possui extremidades A e B e o segundo possui extremidades A e C, respectivamente. Sabendo ainda que O
é o ponto médio do segmento PA, B é um ponto do segmento PC e que o primeiro arco mede 3,2cm, entdo

a medida, em centimetros, do segundo arco é

a) 6,4

b) 3,4
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c) 3,2
d) 3,0

e) 1,6

9. (CMRJ 2012) Os lados AB e CD do pentagono regular da figura abaixo sdo tangentes a circunferéncia de
raio 5cm nos pontos A e D, respectivamente. Nestas condi¢des, a medida do comprimento do menor arco

AD da figura, em centimetros, vale:
a) 4n
b) 5w

47
c) —
3

4 2=
2

e) 7n

10. (CMRJ 2014) Os quadrildteros ABFE, EGID, HICJ e GFIH sdo quadrados, sendo HJ=1cm. Calcule o

comprimento da espiral formada pelos arcos de circunferéncia que ligam os pontosBe E;Ee J;elel.

A E D

e) 67
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11. (EPCAR 2001) Na figura abaixo, os pontos A, B e C pertencem a circunferéncia de centro O. Se B=150" e

y=>50°, entdo a é:

a) 15°
b) 30
c) 35°
d) 45

e) 10°

12. (EPCAR 2007) Nas figuras abaixo, é dado que AM=AP, BM=BQ e MP=MQ. Sendo assim, podemos
afirmar que o valorde a+f é:

aoe BO°

a) 25°
b) 30°
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c) 35°
d) 40°

e) 45°

13. (EPCAr 2012) Os circulos abaixo tém centros fixos em C;, C,, C3 e se tangenciam conforme a figura. Eles

giram conforme a diregdo das setas, e ndo derrapam nos pontos de contato. Num certo momento, os pontos
A e B das circunferéncias de centros C; e C, se encontram no ponto de tangéncia. A partir desse momento

até A e B se encontrarem novamente, o numero de voltas dadas pelo circulo de centro em C3 é
a) 11

b) 11+
3

c) 11E
3

d) 12

14. (EPCAr 2015) Numa corrida utiliza-se uma pista com 4 raias. Essa pista é composta por
semicircunferéncias e trechos retilineos, como mostra a figura abaixo.

B
. — 1 o .
—~ LA ™~
- | 4 ~,
o —— . — T
/ ____.-d'"- i A ""'\-\-.,__‘ \
e //" | 3 ‘.\ LY
/ i’ e g ! AE . , A "“x
II.-" r/ ) Ve i _: : B \\ \
T, __.f f"'- | E‘"\. -‘ll"
Y Y | A N 0N b
| { ! i . . " b1 § !
II |' / .". f | P D "'H\ .". \ | |I
| [ [ |'.r : i l‘"- I| I I
| | I Fas-| | |
| | \ 1 J |
1 \ 1 h N 1 R - r .'I { |I |
|I ".I‘ . \"-\. | P o i / |
NN, T -/ A
v\ . ! P / f_f
N \"‘\\\ e " /_// x_/"
\\ . I - /
., Te— : - i
I
|
1

Sabe-se que o comprimento de cada trecho retilineo da pista e de cada semicircunferéncia da raia interna

(QR e SP) € 100 metros e que a largura de cada raia é de 1 metro. Se cada atleta, A;, A,, A3 e A,, deve

dar uma volta no sentido anti-horario, correndo sobre as linhas em que estdo posicionados, com chegada na
linha BQ, pode-se afirmar entdo que, quando ainda na posi¢ao de largada, o atleta A, deverd estar a frente

do atleta A;
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a) 6m metros.
b) 8 metros.
c) 10m metros.

d) 127 metros.

15. (EPCAr 2015) Uma das provas de uma gincana consiste numa corrida realizada segundo o percurso
descrito na figura abaixo.

-
//
r/
f
I|
|| o |
| / (partida e chegada)
I"\“ .Il.l' r‘,
\, /
N / /
\ S -

Um atleta parte do ponto A, perfazendo 8km em dire¢do ao ponto B que estd sobre a circunferéncia de
centro O e raio 6km, percorrendo-a uma vez. Chegando novamente em B, segue em dire¢do ao ponto C e,

finalmente, vai em dire¢do ao ponto A.

Sabendo-se que AB é tangente a circunferéncia e considerando ©=3,14, pode-se afirmar que, o percurso

dessa prova, em quildmetros, estd compreendido entre
a) 56 e 57
b) 57 e 58
c) 58 e 59
d) 59 e 60

16. (CN 1990) De um ponto fora de um circulo de 60 cm de raio tracam-se duas tangentes. Os pontos de
tangéncia determinam na circunferéncia um arco de 10w cm. O dngulo formado pelas duas tangentes vale:

a) 30°

b) 120°
c) 145°
d) 150°

e) 330°

64



MATEMATICA Y[}V Te Kk

PROF. RENATO MADEIRA PROMILITARES — AFA/EFOMM/EN

17. (CN 1993) Considere a figura, onde x e y sdao medidas angulares de arcos e z é a medida de angulo

assinalado. Pode-se afirmar que x+y+z éigual a:

50°
20°
X
y
30°
X
a) 255°
b) 265°
c) 275°
d) 285°
e) 295°

18. (CN 1997) As quatro circunferéncias da figura abaixo tém raios r=0,5. O comprimento da linha que as
envolve é aproximadamente igual a:

a) 6,96
b) 7,96
c) 8,96
d) 9,96

e) 10,96

19. (CN 1998) Na figura abaixo os segmentos AB e DA sdo tangentes a circunferéncia determinada pelos
pontos B, C e D. Sabendo-se que os segmentos AB e CD sdo paralelos, pode-se afirmar que o lado BC é:
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a) a média aritmética entre AB e CD.

b) a média geométrica entre AB e CD.

¢) a média harmonica entre AB e CD.

d) o inverso da média aritmética de AB e CD.

e) o inverso da média harmonica entre AB e CD.

20. (CN 2000) Num circulo, duas cordas AB e CD se interceptam no ponto | interno ao circulo. O dngulo DAI
mede 40° e o angulo CBI mede 60°. Os prolongamentos de AD e CB encontram-se num ponto P externo ao

circulo. O angulo APC mede:
a) 10°
b) 20°
c) 30°
d) 40°

e) 50°

21. (CN 2002) Na figura abaixo, o ponto P do menor arco AB dista 6 cm e 10 cm, respectivamente, das
tangentes AQe BQ. A distancia, em cm, do ponto P a corda AB é igual a:

A

a) \/5
b) 24/15

c) 16

d) 18

e) 6\/5
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22. (CN 2003) Se um segmento AB tem 2cm de comprimento, ent3o a flecha do arco capaz de 135  desse

segmento mede

a) \/§+1
b) \2
o) 21
d) V3
e) 2-2

23. (CN 2003) Considere um triangulo retangulo e uma circunferéncia que passa pelos pontos médios dos seus

trés lados. Se x, y e z, (x<y<z) sdo as medidas dos arcos dessa circunferéncia, em graus, exteriores ao
triangulo, entao

a) z=360°—-y

b) z=x+vy

c) x+y+z=180°

d) x+y=108°

e) z=2x+y

24. (CN 2008) ABC é um triangulo retangulo de hipotenusa BC e altura AH. Seja P um ponto do mesmo

semiplano de A em relac3o a reta suporte de BC. Os angulos HPC e ABC s3o iguais a 15 . Se o segmento
PH é o maior possivel, pode-se afirmar que PH é igual a:

a) AC
b) AB
c) BC/2
d) HC/2

e) AH

25. (CN 2009) Considere um triangulo acutangulo ABC, e um ponto P pertencente ao circulo circunscrito ao
triangulo ABC. Sabendo-se que P é equidistante das retas suportes de AB e de BC e que o angulo BPC tem
medida igual a 25°, pode-se afirmar que um dos angulos de ABC mede:

a) 25°
b) 45°
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c) 50°
d) 65°
e) 85°

26. (CN 2010) Sobre o lado BC do quadrado ABCD constrdi-se um triangulo PBC, sendo o ponto P externo ao
guadrado e o quadrildtero PCDB convexo. Se o angulo PDC é congruente ao angulo PBC, pode-se afirmar que
o quadriladtero PCDB é

a) sempre inscritivel em um circulo.

b) sempre circunscritivel a um circulo.

c) inscritivel em um circulo apenas se for um trapézio.
d) circunscritivel a um circulo apenas se for um trapézio.

e) impossivel de ser inscrito em um circulo.

27. (CN 2012) Observe a figura a seguir

Mar

terra continental

A figura acima mostra, num mesmo plano, duas ilhas representadas pelos pontos 'A' e 'B' e os pontos 'C',

'D', 'M' e 'P' fixados no continente por um observador. Sabe-se que ACB=ADB=APB=30°, 'M' é o ponto
médio de CD=100m e que PM=10m ¢é perpendicular a CD. Nessas condi¢bes, a distancia entre as ilhas é
de:

a) 150 m
b) 130 m
c) 120m
d) 80m

e) 60m
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28. (CN 2014) Analise a figura a seguir.

A D
=}

6

B 6 C

A figura acima exibe o quadrado ABCD e o arco de circunferéncia APC com centro em B e raio AB=6.

37
Sabendo que o arco AP da figura tem comprimento ? é correto afirmar que o angulo PCD mede:

a) 36
b) 30°
c) 28’
d) 24°

e) 20°

29. (CN 2014) Analise a figura a seguir.

Na figura acima, a circunferéncia de raio 6 tem centro em C. De P tragam-se os segmentos PC, que corta a
circunferéncia em D, e PA, que corta a circunferéncia em B. Tragam-se ainda os segmentos AD e CD, com

intersecdo em E. Sabendo que o 4ngulo APC é 15° e que a distancia do ponto C ao segmento de reta AB é

3\/5, qual é o valor do angulo a?
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a) 75°
b) 60
c) 45
d) 30°

e) 15°

30. (IFRJ 2010) Fernanda esta de pé, penteando-se em frente ao seu espelho fixado em uma porta de armario
gue pode girar. Num dado momento, um vento faz o espelho girar. Fernanda, que também é professora de
Matematica, percebeu que sua imagem se movimentou e imaginou o seguinte problema para desafiar seus
alunos:

“Eu me encontrava distante meio metro do espelho, antes de ele ter girado, com minha imagem centralizada.

0 espelho girou 15°, afastando-se de mim. Minha imagem se deslocou, descrevendo um caminho. Sabendo-
se que o meu espelho é retangular, de dimensdes 1mx1,7m e que ocupa toda a porta do armario, determine

a natureza do caminho descrito pela imagem e o seu comprimento em metros.”

A figura a seguir é um esquema que descreve a situagdo envolvida no desafio proposto.

IMAGEM 2 POSICAC DO ESPELHO

AFOS GIRAR 15°

IMAGERE INICIAL . §
°

\

o
FERNANDA

G

POSICAO INICIAL
DO ESPELHO

O we o e e o e

|
)
|
|
4

Im

Assinale, dentre as op¢dOes abaixo, a resposta para o problema proposto por Fernanda.

1
a) um segmento de reta de comprimento E

2

b) um arco de circunferéncia de comprimento BTN
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N2

c) um arco de circunferéncia de comprimento e

. 3
d) um segmento de reta de comprimento e

. 2
e) um segmento de reta de comprimento PP
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GABARITO

0 angulo de 80" é um angulo inscrito e vale metade do arco por ele determinado. Assim, temos:
A BT
BAT:80°:7<:>BT:160°.

Como AB é um diametro, entdo AT +BT=180° <> AT +160°=180° < AT =20°.

O angulo a=ATC é um angulo de segmento e mede metade do arco por ele determinado, ou seja,
AT 20°
o=—=
2 2

=10°.

RESPOSTA: A

AN
1 \
2’.
\ND
4\
‘0 G ) 7 F
5Y C
B
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i:AEB:%:49°<:>AB:98°
i:BED:?:wO@BD:%O

3:DAE:%:34°©DE:68°

AE =360°—AB—-BD—DE =360°—-98°—-36°—68° =158°

4=AGE= AEerBD = 1580; 36° =97° (angulo excéntrico interno)
5=ABE= % _ 158 g0 (4ngulo inscrito)

6=ACE= AE;BD = 15802_360 =61° (angulo excéntrico externo)
7=AFE= AE;BE = 1580_(3260+680) =27° (angulo excéntrico externo)
RESPOSTA: D

3.

AéD=2x+3x=5x, pois é angulo externo do AABC.

DFA=x+5x= 6x, pois é angulo externo do ACDF.

O quadrilatero BCFE é inscritivel, entdo CBE+CFE=180" <> 3x+6x=180" <>x=20".
REFERENCIA: High School Mathematics Competition — University of Maryland — 2012
RESPOSTA: D
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4.

.J>

DK

Se o quadrilatero é inscritivel, entdo os angulos opostos sdo suplementares, o que implica a+y=B+d=m.
Vamos fatorar a expressao do enunciado:

af+od+yB+y=a(B+8)+v(p+8)=(a+y)(p+8)=n-n=n"

REFERENCIA: EUREKA 5 — pg. 52

RESPOSTA: C

5. Se 10 voltas completas tém 2198 m, entdo uma volta completa tem 219,8 m.

A medida de uma circunferéncia de diametro D é dada por ©-D.

219,8 219,8
T 3,14

=>n-D=219,8=D=

70m

RESPOSTA: A
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Perimetro de cada circulo: 27-10=207

Como a correia é composta de 4 quartos de circulo, temos nas curvas o comprimento de 20tcm.
As distancias AB, CD, EF e GH sdo idénticas e iguais a 2 raios, ou seja, 20 cm cada.

Logo, o perimetro da correia é 20t+80=20(w+4) cm.

RESPOSTA: C

Supondo que os sete circulos tenham raio R, entdo o poligono ABCDEF é um hexagono regular.

O triangulo ABO é um triangulo equildtero. Assim, a figura sombreada é composta por 12 arcos de
circunferéncia de raio R e angulo central 60°.

o

Portanto o perimetro da regido sombreada é 12- -2nR=47R e a razdo entre o perimetro de um dos

OO
2nR 1
circulos e o da regido sombreada é —=—.
47R
RESPOSTA: A
8.
A
o .~
-~ x\
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OA=0B=R= AP=2R
APC=0rad=>OBP=0rad = AOB=20rad
m(AB)=20-R=3,2=m(AC)=6-2R=3,2cm

RESPOSTA: C

Seja O o centro da circunferéncia, entdo OA_LAB e OD_LDC.

180°-(5-2 .
O angulo interno do pentdgono regular é +) =108 .

Assim, OAE=0DE=108"-90° =18" e AED=108".

Na figura em formato de “boomerangue”, temos:

AOD = ODE + DEA +EAO =18° +108° +18° =144° .

Como a circunferéncia tem raio 5cm, a medida do menor arco AD é 144 -2n-5=4mcm.
360°

RESPOSTA: A

10.
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0 arco BE é um arco de 90° em uma circunferéncia de raio 3cm, entdo seu comprimento é cm.

O arco EJ é um arco de 90° em uma circunferéncia de raio 2cm, ent3o seu comprimento é cm.

O arco JI é um arco de 90° em uma circunferéncia de raio 1cm, ent3o seu comprimento é cm.

27-3 2m-2 2m-1 2m-(3+2+1)
+ + = =

Assim, o comprimento da espiral é 3ncm.
4 4 4
RESPOSTA: B
11.
AAOB é isésceles e B=150" = OAB=0BA =15
OBC=50"—-15"=35" e ABOC é isésceles = o =35
RESPOSTA: C
12. Na 12figura, temos:
=
——
ane @
G0 Vi
a / B
180° —80°

AM=AP:>AI\A/IP=AI5M=#=5O°
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o

BM:BQ:BMQ:BQM:%:WO

PMQ =180° — AMP —BMQ =180" —50° —30° =100°

Mpzmqjmﬁqzmdpzwzmo

o+60° =BOM+MQP =30° +40° =70° = a. =10°

Na 22 figura, temos:

AE=2-ADE=2-40°=80° (angulo inscrito)

.~ AE-FB 80°—FB

& 15°= < FB=50° (angulo excéntrico externo)

Como ACB=90°, entio AB é um diametro. Assim,
AE +EF+FB=180°<>80°+EF+50°=180° << EF=50°.

_EF_50°
2

=25° (angulo de segmento)

B

Logo, o+ =10°+25°=35°,

RESPOSTA: C

13.
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O comprimento de C; é 2n-7=14ncm e o comprimento de C, é 2n-5=10ncm. Os pontos A e B
percorrem sempre a mesma distancia. Quando essa distancia for, pela primeira vez, um multiplo dos
comprimentos das duas circunferéncias, os pontos vao voltar a se encontrar.

Como 147-5=10%-7 e mdc(5,7)=1, essa é a primeira vez que um multiplo comum ocorre. Quando a

circunferéncia C; percorre a distancia 70mcm, a circunferéncia C3 percorre a mesma distancia e, como seu

70m 35 2
comprimento é 2n-3=6mcm, a circunferéncia C3 dard 6—n=——11§ voltas.
o
RESPOSTA: C
14.
_ B —_
”’f LAy \ xa
,-f’ T . T .
- As N\
/ T » . ™ ™,
- Ag | '“'\ \ \
/ , e ‘ o N\
II.' If / aI{f/ B : Ag \1\ Y \I"-, '.II
f | I'll I." / : P \ Y I'|| I'| \
‘ | | | I' [l i
| I \ \ \ r 1 II ] ,l 1 [ 1 I
| \ \ '-.,'L \\ 15 R _F-’f _.-"|I / / |

a

. |

P -
& .

|

L

1

\ _'\ .".__‘ \ — E

Como as semicircunferéncias QR e SP tém comprimento 100m, entdao 2nr =200.
O comprimento da pista de A, (uma volta completa) é
200+2m-(r+3)=200+2nr + 67 =200+200+ 67 =(400+67) m.

Como a pista da raia interna (percorrida por A;) mede 400m, entdo o atleta A, deve estar

(400+6m)—400=6nm a frente de A,.

RESPOSTA: A
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15.

A
(partida e chegada)

Como AB é tangente a circunferéncia, entdo o tridngulo ABO é retangulo.

No tridngulo retangulo OBA, temos:

0A% =82+ 6% =100 = 0A =10

OA-BC=0B-AB<10-BC=6-8<«<BC=4,8

AB? =0A-CA < 8% =10-CA<>CA=6,4

O percurso da prova é dado por

AB+2p.. +BC+CA=8+2n-6+4,8+6,4=19,2+12n=19,2+12-3,14 =56,88 km.

RESPOSTA: A

16.

10 o
O arco de 10w cm estd associado a um angulo central de 6—;:%rad =30 .

0 angulo formado pelas tangentes é o suplemento desse dngulo central, entdo vale 180" —30° =150".

RESPOSTA: D

80



VI ulYd MODULO 13

PROF. RENATO MADEIRA PROMILITARES — AFA/EFOMM/EN

17.

2x+y+30°+50°= °
x+y+30°+50°=360 2%+ =280°
y —X
=20° &<y —x=40°
y+3oo_z 22—y =30
2

(2x+y)+2-(y—x)=280°+2-40° < 3y =360° < y =120°
x=y—40°=120°-40° < x =80°
2z=y+30°=120°+30°=150° <>z =75°
=Xx+Yy+z=80°+120°+75°=275°

RESPOSTA: C

18.
4r

1357 r r r r 135°

2\[2r 2\/2r
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O comprimento L da linha envolvente é dado pela soma de trés segmentos de reta, mais dois arcos de 135° e
um de 90° que somados tém o comprimento de uma circunferéncia completa. Assim,

L=4r+2\/§r+2\/5r+2nr=(4+4\/5+27T)f-

Para r=0,5, o comprimento é
L=(4+4v2+21)-0,5=2+22 +n~2+2-1,41+3,14=7,96 u.

RESPOSTA: B

19.

AB=AD=>ABD=ADB=0
CD||AB=BDC=ABD=0

BéD:%:AﬁDze

BCD=BDC=0=BC=BD

AB _ BD AB B
AABD ~ ABCD = BC <BC*=AB-CD<BC= \JAB-CD

BC CD BC CD
Portanto, BC é a média geométrica entre AB e CD.

RESPOSTA: B
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20.

A figura acima representa a situacdo descrita no enunciado, onde 9=APC. O angulo ABC=60" é angulo
externo do AABP, entdo

ABC=BAP+BPA <>60° =40° +0<>0=20".
RESPOSTA: B

21.

Sejam PC, PD e PE as perpendiculares a AQ, BQ e AB, respectivamente.

Tragcam-se PA, PB, EC e ED.
ACP + AEP =90° +90° = 180° => # ACPE é inscritivel

BDP +BEP =90° +90° = 180° = #BDPE & inscritivel

:>CI§P:CAP:§=AI§P:EI5P

:DEP:Dépz?:BAP:EéP
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CEP=EDP e EéPzDEP:ACEP“‘AEDP:%:%QPEZ:PC-PD

Nesse caso, temos PC=6cm e PD=10cm, logo PE2 =6-10 < PE=2/15cm.

RESPOSTA: B
22.
D
P —T—
__,,;:-‘J‘CT B i ~
A~ 135° T—~—— N\ 8
N T P T s
1 \
f S \
o)

Seja APB o arco capaz de 135" sobre AB, entdo APB=360"—2-135"=90".
Seja O o centro da circunferéncia que contém o arco APB, entdo AOB=90".

A flecha do arco capaz é o segmento CD sobre a perpendicular a AB por O, e entre o segmento AB e o0 arco
capaz.

Como OC_L AB, entdo C é ponto médio de E, o que implica AC=CB=1.

O triangulo AOB é isésceles, pois OA=0B sado raios do circulo, entao ABO=BAO=45".

O triangulo retangulo BCO sera entdao um triangulo retangulo isdsceles, o que implica OC=CB=1 e OB:\/E .
Logo, a flecha do arco capaz é CD:OD—OC:OB—OC:(\/E—l) cm.

RESPOSTA: C

23.

2v‘
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Seja o triangulo retangulo ABC, onde A=90°, é:B e C=y, tais que Y <P<90°. Sejam M, N e P os pontos
médios dos lados do triangulo, entdgo MN| AB, MP||AC e NP||BC, e o AMNP também é um tridngulo

retdngulo e o quadrildtero MNAP é um retangulo.

Assim, a circunferéncia que passa por M, N e P tem diametro NP e também passa por A.
MPN=ANP=ACB=y=AP=MN=2y

MNP =APN=ABC=p=AN=MP=2§

NP||BC=PQ=MN=2y

=>MQ=MP-PQ=AN—-AP < AN=AP+MQ

= AN>AP e AN>QM

Assim, AN=z,e AP e MQ sdo x ey, em alguma ordem. Logo, z=x+vy.

RESPOSTA: B

24,

A figura abaixo representa a situacdo descrita no enunciado e foi desenhada fora de proporc¢ao para facilitar a
visualizagao.

ABC=15" <HAC=15
Como HACsz’CzlSO, entdo A e P pertencem ao arco capaz de 15  sobre o segmento HC.

Como AHC=90°, entdo AC é diametro do circulo ® que passaporH, A, P e C.

O segmento PH é uma corda do circulo ®, entdo, para que PH seja mdximo, deve ser igual ao diametro do
circulo, ou seja, PH=AC.

RESPOSTA: A
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25.

Como P é equidistante das retas suportes de AB e de BC, entdo P esta sobre a bissetriz do angulo ABC.
BPC =25°=>BCmenor = 50°
O angulo A é inscrito ao arco BC, entdo A=25° ou A=155°,

Mas, como o AABC é acutangulo, entdo A=25°,

A. B
0
P
0
D -

PDC=PBC=0 = B e D estdo num arco capaz de O sobre PC = #PCDB é inscritivel

RESPOSTA: A

26.

RESPOSTA: A
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27.

Como ACB=ADB=APB=30",entdo C,D e P pertencem ao arco capaz de 30" sobre AB.

Como M é ponto médio de CD e WLC_D, entdo PM é uma flecha da circunferéncia e seu prolongamento

passa pelo centro O.

Seja R o raio da circunferéncia que contém o arco capaz, entdo, aplicando o teorema de Pitdgoras no

triangulo retangulo OCM, temos:

(R—10)* +50% =R% <>R% —20R+100+ 2500 =R? <>R =130

Como o AOAB é equilatero, entao AB=R=130m.

RESPOSTA: B

28.

A D
P
/
/ \
/ \
/ \
6| \
// >
av \\9
B 6 C

Na figura acima, sejam ABP=0 e PCD=0.

O comprimento de um arco de circunferéncia de raio r determinado por um angulo central orad é /=a-r.
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3n R A . .
Logo, se o arco AP tem comprimento ?, entdo o angulo ABP em radianos é dado por

0c-6=3—nc>oc=lrad=ﬂ=18°.
5 10 10

Como o #ABCD é um quadrado, entdo ABC=90" e PBC=90" —a.=90"—18" =72".

O angulo PBC=72" é o angulo central que determina o arco PC, entdo PC=72".

n PC 72° o
Como CD 1. BC, entdo o angulo PCD=06 é um angulo de segmento, o que implica 0 = > ZT =36.
RESPOSTA: A
29.
g
v "(-.M-a—?“v-____‘\ M \"\\
y 15 ",‘l‘rT____ —<+-__<‘\\...\‘\B
3‘.‘5 i 45?\
. < [ i
KEZLSOH 30° 1'>;x+, 150 =]
| C 6 (D
: /

Seja M o ponto médio do segmento AB, entao CM_LAB, o que implica CM:3\/§ (distancia do ponto C ao
segmento AB).

No triangulo retangulo BMC, temos CB=6 e CM:3\/§, entao

senCﬁMZ%:ﬂZQQCI%M:%“ e BCM=45",
cM 6 2

No triangulo retangulo PMC, temos PCM=90" —15° =75, entdo
DCB=DCM—-BCM=75" —45" =30",

~ o 4 N ~ o A . . ~ B 300 o
Como o angulo DCB=30 é um angulo central, entdo BD=30 e o angulo inscrito BAD = > = > =15".

0 angulo ADC é angulo externo do triangulo ADP, entdo ADC=DAP+DPA=15" +15" =30°.

0 angulo BED =a é angulo externo do triangulo CDE, entdo o.=ECD+EDC=30"+30°=60".

RESPOSTA: B
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30.

307 N_— &
' 124-15’{” C |u %
. A \ H B
ll \ |
X % | X
X \ T
\ \\\ '15: .
\\\\J /

O segmento AB da figura representa o espelho em sua posicdo inicial, o ponto F representa a Fernanda e

AM=MB=FM=0,5.

As imagens nas duas posi¢des, F; e F,, sdo obtidas pela reflexdo de F em relacdo a AB e ﬁ,

respectivamente. Assim, EJ_A_B, K/IzMFl, %J_A_B', m:N_IZZ.

Isso implica que N::A_F1 e E::A_Fz, e, portanto, A_Fl:A_F2

Note que, qualquer que seja o angulo de rotacdo ao redor de A, a distancia da nova imagem ao ponto A serd

igual a AF, ou seja, as imagens estdo sobre um arco de circunferéncia de cento A.

AM=FM=0,5=> AF =+/0,5% +0, 5 :—“22
V2 300 w2
T— =——m.

O comprimento do arco F;F, =30" é 2
2 360" 12

RESPOSTA: B
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RELAGCOES METRICAS NA CIRCUNFERENCIA

1. POTENCIA DE PONTO EXTERIOR

Se por um ponto P exterior a uma circunferéncia sao tracadas duas secantes PAB e PCD a essa
circunferéncia, entdoPA-PB=PC-PD.

p%. — SN A T
B e
Y .| .O |
C PA-PB=PC-PD
- -’-b"
DEMONSTRACAO:
P A/ .
\,‘ A —
\‘\\ / \\\ / \\,_
"-\\ / \ - \
. / \
\ f _~ - “’\’ \
\\‘\i /'// \ .0 I[
C',‘\\ \ |
".l\ \\\ \
N\ /
AN \\_ ) /
\ 7

— — ~ o AC
Tragcando BC e AD, temos PBC:PDA:7.
Como PBC=PDA e BPD é comum aos dois triangulos, entdao APBC~ APDA (A.A.A.).

PC PB
Logo, —=—<PA-PB=PC-PD .
g PA_PD c.ap.

920



MATEMATICA Y[}V Te Kk

PROF. RENATO MADEIRA PROMILITARES — AFA/EFOMM/EN

EXEMPLO:

Calcule x na figura a seguir:

B/ _ 3 2

I — —“—ﬁA—-—-__ P

,_ e
( )
1 '\/ ),
~Tc
f/ /
\. T
<

RESOLUCAO:

10 1
PA-PB:PC-PD<:>2-5:3-(3+X)<:>X:?—325.

Sejam dois segmentos de reta PB e PD de origem comum e os pontos AePB e CePD tais que
PA-PB=PC-PD, entdo os pontos A, B, C e D sdo conciclicos.

DEMONSTRACAO:

PA_ PD o o N
PA-PB=PC-PD & = e APD=CPB (comum)= AAPD™~ ACPB (L,-AL,.)=ADP=CBP=6

Portanto, os pontos B e D estdo em um arco capaz de O sobre o segmento AC, o que implica que os pontos
A, B, C e D sdo conciclicos (C.Q.D.).

Se por um ponto P exterior a uma circunferéncia sdo tracadas uma secante PAB e uma tangente PT a essa
circunferéncia, entdoPT> =PA-PB.

0 PT2 =PA-PB
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DEMONSTRACAO:

- — A ~ AT
Tragcando BT e AT, temos PBT:PTA:T.

Como PBT=PTA e BPT é comum aos dois tridngulos, entdo APBT~APTA(A.AA.) .

PT PB
Logo, —=—<PT° =PA-PB }
g PA  PT c.anb.

EXEMPLO:

Calcule x na figura a seguir.

RESOLUCAO:

Sabe-se que PC? =PA-PB<> x> =2-5<>x=+/10

Se por um ponto P exterior a uma circunferéncia de raio R e distante d unidades de seu centro (d>R) ¢

PAB a

tracada uma secante essa circunferéncia, entao
PA-PB=d’ —R’.
B -
//"“--,__---_‘>_- N \ A
/ "‘---;r___--‘
| '-" _——'___“—b_ p
| N ) ——
/0o | d PA-PB=d’ —R®
\ 1,‘) ) /
\ ’ /
\ ~<_’_" /___/
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DEMONSTRACAO:
A~ B
Po— \-\
— - ‘/ﬁ \".
| “"-—-___,J
I\‘\ /Y}‘D
\ ,
AN /

Na figura, temos: PO=d, PC=PO—-CO=d—R e PD=PO+0OD=d+R.

Pelo teorema anterior aplicavel a duas secantes, temos:

PA-PB=PC-PD=(d—R)-(d+R)<PA-PB=d’ —R’

EXEMPLO:

Seja P um ponto exterior a um circulo de centro O e raio R e tal que OP=R\/§. Traga-se por P a secante PAB

ao circulo. Se PA=R , entdo calcule AB em func¢do de R.

RESOLUCAO:
B //"'-_— T
/T
.,/ x~<_"‘\Ax_\ I)’
:" ."| —-—\\\__,._ P
| - ~_—l————_—
| - 73
\\ /
N P

Usando a proposicao anterior, temos:

2
PA-PB=0P’ —R? <=>R-(R+x)=(Ry3) —R* =R(R+x)=2R? <>x =R

Observe que vocé poderia prolongar PO até encontrar a circunferéncia, obtendo uma segunda secante, e
encontraria a mesma relagdo.
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2. POTENCIA DE PONTO INTERIOR

Se por um ponto P interior a uma circunferéncia sao tracadas duas cordas APB e CPD nessa circunferéncia,
entaoPA-PB=PC-PD.

//\

/ /
\ __//

/

-, PA-PB=PC-PD

DEMONSTRACAO:

Tracemos as cordas E e & .

BD A PA _PD
BAD= BCD—TAABC ADC—TC:>APAD APCB(AAA)= C PR < PA-PB=PC-PD

c.Q.D.

EXEMPLO:

Calcule x na figura.




MATEMATICA Y[}V Te Kk

PROF. RENATO MADEIRA PROMILITARES — AFA/EFOMM/EN

RESOLUCAO:
AP-BP=CP-DP < (4x—2)-2x =(x+1)-4x < 4x* —8x =0 = 4x(x-2) =0 =>x =2
Note que como 2x e 4x sdao medidas de segmentos de reta, entdo x#0.

Sejam dois segmentos de reta AB e CD que se cruzam em um ponto P tal que PA-PB=PC-PD, entdo os
pontos A, B, C e D sdo conciclicos.

DEMONSTRACAO:

[ —
C

D N A A A A A
PA-PBzPC-PD@%:F;—B e APD=CPB = AAPD~ ACPB (L AL, )=>BAD=BCD A ADC=ABC

Como BAD:BéDze, entdo os pontos A e C pertencem a um arco capaz de O sobre BD. Portanto, os
pontos A, B, C e D sdo conciclicos (C.Q.D.).

Se por um ponto P interior a uma circunferéncia de raio R e distante d unidades de seu centro (d<R) é

tracada uma corda APB nessa circunferéncia, entdo PA-PB=R* —d’.

-~ BN

=]
A
N 2
d o \ PA-PB=R%—d?
|
/1.’
K -~
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DEMONSTRACAO:

Na figura, temos: PO=d, PC=CO—-PO=R—-d e PD=PO+0OD=d+R.
Pelo teorema anterior aplicavel a duas cordas, temos: PA-PB=PC-PD=(R—d)-(R+d)<>PA-PB=R*—d’.

EXEMPLO:

Calcule x na figura, onde O é o centro da circunferéncia.

RESOLUCAO:

PA-PB=R’ - <8-3=x* -4 =X’ =8=>x=22

3. POTENCIA DE PONTO

A poténcia de um ponto P em relagao a um circulo de centro O e raio R é dada por Pot(o)Pzd2 —R?, onde d é

a distancia de P ao centro do circulo.
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P exterior aocirculo = d>R => Pot(5)P >0
P pertence aocirculo => d=R=> Pot(,)P =0

Pinterior aocirculo=> d<R=> Pot(,)P <0

Se um ponto estd sobre uma circunferéncia, entdo a sua poténcia em relagao a essa circunferéncia é nula.

Observe nas figuras a seguir que, pelo teorema de Pitdgoras, temos PT* :|dZ —R2| =|Pot(O)P| .

Pot P = PT? 0P =-PT?

EXEMPLO:

Considerando o circulo da figura de centro O, calcule Pot A +Pot B+PotC.

RESOLUCAO:

Pot, A=0A*—R*=3*-5"=9-25=-16
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Pot,B=0B*—R*=5"-5"=0
Pot,,C=0C*-R*=7"-5"=49-25=24

Pot,A+Pot B+Pot ,C=-16+0+24=8

4. EIXO RADICAL

O lugar geométrico dos pontos cujas poténcias em relagdo a dois circulos ndo concéntricos sao iguais € uma
reta perpendicular a reta que une os centros dos dois circulos e é chamado eixo radical dos circulos.

Se (er.) é o eixo radical dos circulos de centro O, e 0,, entdo Pe(er.) < Pot, P=Pot, P.

DEMONSTRACAO:

Sejam os circulos de centros O, e O, eraios r e R, respectivamente.

Seja P um ponto que possui a mesma poténcia em relacdo aos dois circulos, entdo temos:
PO; —r* =PO; —R* < PO; —PO; =R* —r* *)

Aplicando o teorema de Pitagoras nos APHO, e APHO,, vem:

PH® +HO? =PO. A PH’ +HO; =PO; = PO, —PO? =HO, —HO? (**)

De (*) e (**), conclui-se que

R2_2

HO; —HO; =R* —r” < (HO, +HO, )(HO, —HO, ) =R* —r’ < HO, —HO, = '
O102

0.0, R’ -r 00. R _p?
ComoHO, +HO, =0,0,, temosHO, =——2 + r e HO, =—-2— r.
2 2:00, 2 2:0,0,
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R? _p2

20,0,

12

Assim, se definirmos o ponto M médio de O,0,, temos MH=
Assim, conclui-se que P encontra-se em uma reta perpendicular a 0,0, passando pelo ponto H, definido pela
expressao acima.

Por outro lado se um ponto P esta na reta perpendicular a 0,0, passando pelo ponto H, entdo
PH* +HO; =PO; A PH’ +HO; =PO;

= PO; —PO? =HO; —HO; =(HO, +HO, )(HO, —HO, ) =0,0, - (2MH) =R? —r’

< PO —R? =PO; —r* < Pot,, P=Pot _ P

(©,) (1)

Logo, todo ponto da reta perpendicular a O,0, passando pelo ponto H possui a mesma poténcia em relagao

aos dois circulos.

Note que, como HO, >HO,, entdo o ponto H esta mais préximo do centro circulo de menor raio.

A seguir apresentamos a posi¢ao do eixo radical para as diversas posi¢des relativas entre os circulos.

® CIRCUNFERENCIAS EXTERIORES

N

® CIRCUNFERENCIAS TANGENTES EXTERIORMENTE
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m CIRCUNFERENCIAS SECANTES

e.r. - _
// 4] : \
et—— . "v.‘v,.-"/ \'\..l
/ \\,
._.'_,_;L . l
' z
‘ O 1 lII H vv.."' o 2 |‘
® CIRCUNFERENCIAS TANGENTES INTERIORMENTE
er.| o S~
/ // \\\\
/ \,
// i~ \ \
// -~ 4 \
HH . |
% 9 /
\\\ ) /'/ /
\\ o~ i o~ /,ﬂ
N ¥
® CIRCUNFERENCIAS INTERIORES
er. s e
yd .\\_
N
p—— \\
. \
," ,// \‘\\
II" 1/ \\ ‘Ill
| \ \
sl | ‘
[ | | |
R 0 O,
\ O\ / /
\ \, S 7 / ’,",.
‘-_\ ~. == - ./,
N g
/
EQ s P

Para determinar o eixo radical de duas circunferéncias exteriores ou interiores, basta tracar uma
circunferéncia auxiliar secante as duas circunferéncias. Os dois eixos radicais vao interceptar-se em um ponto

gue é o centro radical dos trés circulos. A reta que passa por esse ponto e é perpendicular a reta que une os
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centros das duas circunferéncias iniciais é seu eixo radical.

Q

animsasionimidbios ol lanianimmemionimiem
r

O eixo radical de dois circulos é o lugar geométrico dos pontos dos quais pode-se tracar tangentes de mesmo
comprimento aos dois circulos.

O eixo radical de dois circulos é o lugar geométrico dos centros dos circulos ortogonais aos circulos dados.

5. CENTRO RADICAL

O lugar geométrico dos pontos de mesma poténcia em relacao a trés circulos ndo concéntricos e cujos centros
ndo sdo colineares é um Unico ponto, denominado centro radical dos circulos.

Se O, é o centro radical dos circulos de centro O,, O, e O,, entdoPot, O, =P0t(02)0r =Pot(03)Or.
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DEMONSTRACAO:

Seja O, a intersecdo dos eixos radicais (er.,) dos circulos de centros O, e O,, e (er.,) dos circulos de

centros O, e O,. Seja ainda (er.;) o eixo radical dos circulos de centros O, e O,, ent&io

O, e(er.,)=Pot, 0, =Pot, 0,

= Pot,, O, =Pot,, O =Pot_,0 =0 e(eur.
Ore(e-r-z)iPOt(oz)OrPot(oa)or} (o)™ (0)r 0,0 =0, €(er,)

Logo, O, € o centro radical dos trés circulos.
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EXERCICIOS DE COMBATE

1. Por um ponto distante 7 cm do centro de uma circunferéncia de 5 cm de raio traga-se uma secante de
modo que sua parte externa é 2/3 da secante total. Calcular, em cm, o comprimento da secante.

a) 4\/5
b) 43
c) 4
d) 5
e) 6

2. (EEAr 2010) Na figura, PA é tangente a circunferéncia em A, e B é ponto médio de PC. A medida de PC,

emcm, é:

8\/5 cm

a) 1242
b) 142
c) 16
d) 20

3. (CMRJ 2006) Na figura abaixo, ACDF é retangulo, BeAC e EcFD. Os pontos B, C e E pertencem a

circunferéncia de centro O. Sabe-se que AB e AF sdo congruentes e, além disso, a medida de OA é 8cm e

a medida de OC é 5cm. Calcule a 4rea do retingulo ACDF em cm’.

C
D

a) 24

[¢ b) 32

c) 36

B[ d) 39
A F
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e) 48

4. (CMRJ 2009) Na figura abaixo, temos um circulo de centro O, em que PA=3cm e PB=2cm. O valor de

PQ é:

a) 10cm
b) 12cm
c) 13cm
d) 15cm

e) 20cm

5. (EPCAR 2004) Na figura abaixo, T é ponto de tangéncia, PQ e PS sdo secantes ao circulo de centro O e

MS=6cm. Se PN, PM e PT sdo respectivamente proporcionais a 1, 2 e 3, entdo a area do circulo vale, em

cm’,
T
=
N
M
Q
S

a) 51,84r
b) 70,56m
c) 92,1671

d) 104,04x
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6. (EPCAr 2013)
“NASCIDOS PARA VOAR: 60 ANOS DE FUMAGA JA”

Fonte: Jornal EPCARIANO —Ano1,n°1-p. 4

Em maio de 2012, o esquadrdo EDA (Esquadrilha da Fumaca) comemorou 60 anos de apresentacdes.

Para homenagear esse esquadrao foi realizado na EPCAR um concurso em que os alunos teriam que criar um
desenho.

Um das regras desse concurso foi: elaborar um desenho usando conhecimentos de matematica.

O aluno vencedor apresentou o desenho em circunferéncias conforme esquema abaixo.

F L
i . |
- 60° ..\
A E J D A
e} 60° .
: H T
v Je [+ L.
G M P

Com base nas informacgdes do desenho, julgue verdadeira ou falsa cada afirmativa.

(02) A menor soma das medidas dos comprimentos dos arcos PS, GH, FK, e LM é igual a 6.

2\3

(04) A razdo entre PS e S_T, nessa ordem, é T .

(08) PS e GH sio congruentes.
- 1_

343

A soma das alternativas verdadeiras é igual a
a) 20
b) 22
c) 36
d) 44
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7. (CN 1975) Na figura abaixo, temos AT.%:\/SS cme AC=5cm.

4

Calcule a razao entre a area do tridangulo ABC e a area do triangulo BDC.

6
a J—
) 5

b) 1

N
§|
=

8. (CN 1981) Em um circulo as cordas AB e CD sio perpendiculares e se cortam no ponto |. Sabendo que

KI=6cm, IB=4cm e EI=2cm, podemos dizer que a area do circulo é de:
a) 144n cm’

b) 100w cm’

c) 120w cm’

d) 60m cm’

e) 50m cm’

2
9. (CN 1981) Se a distancia do ponto P ao centro de um circulo aumentar de E de sua medida (x) a poténcia

do ponto P em relagdo ao circulo aumentara de:

a) 20% de x>
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b) 42% de x
c) 96% de x°
d) 86% de x*

e) 92% de x*

10. (CN 1982) Do ponto P exterior a uma circunferéncia tiramos uma secante que corta a circunferéncia nos
pontos M e N(nessa ordem) de maneira que PM=x-1e ﬁ\l:3x. Do mesmo ponto P tiramos outra secante

gue corta a mesma circunferéncia em R e S(nessa ordem) de maneira que PR=2x e PS=x+1. O
comprimento do segmento da tangente a circunferéncia tirada do mesmo ponto P, se todos os segmentos
estao medidos em cm é:

a) \/Ecm
b) \/acm
c) \/ﬁcm

d) 10 cm

e) 8cm

11. (CN 1985) As retas PA e PB sdo tangentes a circunferéncia de raio R nos pontos A e B, respectivamente.

Se ﬁz?»x eXx é a distancia do ponto A areta ﬁ, entao R é

a) 3-(3-22)x
b) 3-(3+242)x

c) 3x

d) 2-(2+3v3)x

e) x

12. (CN 1987) Na figura abaixo, tem-se:QB e QA sdo tangentes ao circulo de raio 2; a medida do segmento
PA é 2\/§ e a poténcia do ponto P em relagdo ao circulo é igual a 24 . A drea sombreada da figura é igual a

Q
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a) %(2\/5—71)
b) 2(3\/5—71)
o 450
d) %(4 3—n)

e) %(6«/5—71)

13. (CN 1989) Considere as cordas AP=13 e BD=12 de uma circunferéncia, que se intersectam no ponto Q;
e um ponto C no interior da corda E, tal que ABCD seja um paralelogramo. Determinado este ponto C,
AC mede

a) 8
b) 9
c) 10
d) 12
e) 18

14. (CN 1995) Na figura abaixo, PA é uma secante ao circulo, PT é uma tangente ao circulo e BC é uma corda
do circulo. Qual das relagdes abaixo sempre sera valida?
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PD PT
a) —=
PT PA
o) PO_PT
PT AD
g O_A
Bl DI
g PT_I6
cl Pl
PD Cl
e) —=—
Bl PA

15. (CN 1996) Na figura, AT é tangente ao circulo, TC e BD sdo as cordas que se interceptam no ponto E.

Sabe-se que existe a relacdo ¢ +d +2ab+4t> =4(c+d)’. O valor de x é:

c+d
a) —
2
b) c+d
3
2c+d
c)
4
d) c+2d
8
3c+4d
e)
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16. (CN 1998) Dois segmentos de uma reta, AB e CD, interceptam-se interiormente no ponto O. Sabe-se
gue as medidas de AO e OB sdo respectivamente, 3cm e 4cm, e que as medidas de CO e OD sao,

respectivamente, 2cme 6cm. Qual o nimero de pontos do plano, determinado por AB e CD, que

equidistam dos pontos A, B, Ce D?
a) zero.
b) um.
c) dois.
d) trés.

e) infinito.

17. (CN 1998) Define-se poténcia de um ponto P em relagdo a um circulo C, de centro O e raio r, como sendo
o quadrado da distancia de Pa O, menos o quadrado de r. Qual é a poténcia de um dos vértices do hexdagono
regular circunscrito a um circulo de raio r, em relagao a este circulo?

2r’
a) —
3

b)

Nlﬂw

c)

Wl_‘m

d)

S

LS
Chlﬂw

18. (CN 2002) Na figura abaixo, o ponto P do menor arco AB dista 6 cm e 10 cm, respectivamente, das
tangentes AQe BQ. A distancia, em cm, do ponto P a corda AB é igual a:

A
e
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a) \/%
b) 24/15

c) 16

d) 18

e) 6\/5

19. (CN 2003) Considere um triangulo equilatero ABC, inscrito em um circulo de raio R. Os pontos M e N
sdo, respectivamente, os pontos médios do arco menor AC e do segmento BC. Se a reta MN também

intercepta a circunferéncia desse circulo no ponto P, P#M, entdo o segmento NP mede

RV

a) 5
b) 3R\3
2
3R\7
c) —
14
g RYS
7
R\/5
e) —
3

20. (CN 2005) Sejam L1 e L2 duas circunferéncias fixas de raios diferentes, que se cortamem A e B. P é um
ponto varidvel exterior as circunferéncias (no mesmo plano). De P tragam-se retas tangentes a L1 e L2, cujos
pontos de contato sdo R e S. Se PR=PS, pode-se afirmarque P, A e B

a) estdo sempre alinhados.

b) estdo alinhados somente em duas posicoes.
c) estdo alinhados somente em trés posicoes.

d) estdo alinhados somente em quatro posicoes.

e) nunca estardo alinhados.

21. (IME 1989) Numa circunferéncia de centro O e didametro AB = 2R, prolonga-se o diametro AB até um ponto
M, tal que BM = R. Tracga-se uma secante MNS tal que MN = NS, onde N e S sdo os pontos de intersecao da
secante com a circunferéncia. Determine a area do triangulo MOS.
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N

a) —R
)4

J15

b) ——R’
4

5

c) —R?
)2

Vis o

d) —R
)2

5.

e) —R
)2

22. (IME 1996) Sejam 5 (cinco) pontos AOBO’A’, nesta ordem pertencentes a uma reta genérica r tal que
AO = OB =3a; BO’ = O’A’ = 23, onde a € um comprimento dado. Tragam-se os circulos (O) com diametro AB e
(O’) com diametro BA’. Sejam C e D dois pontos quaisquer do circulo (O); as retas BC e BD cortam o circulo
(O’) respectivamente em C’ e D’. Considere as afirmacdes a seguir:

, BC_2
BC 3
g €03
D 2

[ll. Seja o angulo CBD igual a 30°. A razdo entre as areas dos segmentos circulares S no circulo (O) limitado
9
pela corda CD e S’ no circulo (O’) limitado pela corda C'D’ é igual a Z
Associando V as verdadeiras e F as falsas, obtém-se a sequéncia
a) F—~F-F
b) V-V-F
c) F-F-V
dvVv-Vv-V
e) V-F-V

23. Que ponto notavel de um triangulo é o centro radical das circunferéncias cujos didametros sdo os lados
desse triangulo?

a) incentro

b) baricentro
c) ortocentro
d) circuncentro

e) exincentro
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GABARITO

. A . s A 2x
Considerando a poténcia do ponto P em relagdo a circunferéncia, temos: x-— =7’ —5° < x=6cm.

RESPOSTA: E

8\/5 cm

Sejam PB=BC=x. Pela poténcia do ponto P em relagdo a circunferéncia, temos:

J— 2
PA=PC-PB=(8v2) =2x-x = x* =64 <>x=8
—PC=2x=2-8=16cm

RESPOSTA: C
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3.

C

D
0
\_,.-
B E
A F

Considerando a poténcia do ponto A em relag3o ao circulo, temos: AC-AB=A0’ —R* =8> —-5°=39.

A area do retangulo ACDF é dada por S, =AC-AF=AC-AB=39u.a.

RESPOSTA: D

a |
\_d /)

C

{M} =ABNCD A ABLCD=>AM=MB=2,5 A MP=0,5
Considerando a poténcia do ponto P em relagdo ao circulo, temos PC-PJ=PA-PB=3-2=6.

Como CD é diametro do circulo, entdo ciD=90°.

PC MP
Portanto, AMPC~ AJPQ (A.A.A.) ,0 que implica Ezp—J:O,S-PQzG@PQle cm.

RESPOSTA: B
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5.
PN=k
PN_PM_PT = Jpm=2k
1 2 3
PT =3k

Considerando a poténcia do ponto P em relagao ao circulo, temos:
12
PT?> =PM-PS=PM-(PM+MS) = (3k)’ = (2k)-(2k +6) <> k =0 (n&o convém) v k:?

PTZ=PN~PQ=PN~(PN+NQ):>(3k)2=k-(k+2R)c>R=4k=4-%=§

2
48
Logo, a area do circulo é S= n(?j =92,16mcm’.

RESPOSTA: C

(02) FALSA

. PR B . )
No ANPR, temos: thNP:—:£:>RNP:E:>PS:2-RNP:2-E:
NP 3 6 6

w3

2 o o o T
Na primeira circunferéncia, os angulos centrais FEK=GEH=60" = GH=FK=60" = 5 .
Na segunda circunferéncia, LM é um diametro, portanto LM=1.
:>PS+GH+FK+LM:§+§+§+n:2nrad

Como as trés circunferéncias possuem o mesmo raio 1,5, entdo a soma dos comprimentos dos arcos é
27t-1,5=3m unidades de comprimento.
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(04) VERDADEIRA

Como RNP=30" e PN é um didmetro da circunferéncia, entdo NSP=90" e NPS=60".

ST \/§<:>PS_ 2 _2\3

No APTS, temos: sen60’ =—==— << —
PS 2 ST 3 3

(08) VERDADEIRA

Como PS=GH=60" e as circunferéncias possuem o mesmo raio, entdo PS=GH.

(16) FALSA
Na terceira circunferéncia, observamos que ANAQ ~ ANPR.

AQ_NA _AQ_15_ ;o V3

Portanto, — =—
PR NP 3 3 2

O segmento EJ é um raio da primeira circunferéncia e, portanto, E_J:1,5.

(32) VERDADEIRA
Na terceira circunferéncia, notemos que o ANTS ¢é metade do triangulo equildtero inscrito na
NA 2

circunferéncia. Assim, o ponto A é o baricentro desse triangulo equildteroe — 1
AT

S
ComoANAQ~ANTS,temos:S====§®5T=§.£=ﬁ_
AQ NA 2 2 2 4

Portanto, a soma das alternativas verdadeiras é 4+8+32=44.

RESPOSTA: D
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7.
B//"/;J—_- o \\.\\\
\ N
/4/ \"'\
P //// \\.\ \\
,/ // 1‘, ‘\\_\
> 'l \ n'
A'—f |' \\\ "
\
C\:‘:.:-" \\
\. \. /
7
D

Usando a poténcia do ponto A em relacdo a circunferéncia, temos:

2
AD-AC=AB> = AD-5=(/55) < AD=11
—CD=AD-AC=11-5=6

Swe _AC_5
Secy CD 6
RESPOSTA: C
8.
B

A
Considerando a poténcia do ponto | em relagdo ao circulo, temos:
Al-BI=CI-DI=6-4=2-DI<DI=12.
Tragcando OE L AB e OF L. CD, entdo E e F sdo pontos médios de AB e CD, respectivamente.
CD=CI+DI=2+12=14=CF=FD=7
AB=AI+IB=6+4=10=>AE=EB=5
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FO=IE=AI-AE=6-5=1
Aplicando o teorema de Pitdgoras no AFDO, temos: OD*> =FD* +OF* =7 +1> =50

, . , o~ / , , 2 2 2
Mas, OD é o raio do circulo, entdo a area do circulo é dada por S=7n-R* =1-0OD" =507 cm

RESPOSTA: E

9. A poténcia de um ponto distante x do centro de um circulo de raio R é x> —R>.

2 7x ’
A poténcia de um ponto distante X+EX :? de um circulode raio R é (?) —R?

2
RESPOSTA: C
10.
Fo
.-j'-/"
v I,

W/I-IRI:FWR-P_S:(x—1)-(3x)=(2x)-(x+1)<:>x2—5x:0<:>x:0(n50convém) ou x=5
_ ., _
Seja PT a tangente a circunferéncia tracada a partir de P, entdo PT =PM-PN=(5-1)-(3-5) < PT=+/60 cm

RESPOSTA: B

11.
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PA=PB=3x

Teorema de Pitdgoras no AAPC:

PC +AC =AP =PC =(3x)’ —x* =8x? <>PC=2/2x
BC=PB—PC=3x—2V2x=(3-22)x

Teorema de Pitagoras no AABC:

AB =BC +AC =(3-242) x* +x2 =(18—1242)%* <> AB =18 - 124/2x.
= AB _ \/18—12\/5)(

BH=—
2 2
~ . 1 1 1
Usando a relacdo métrica: h—zzb—2+—2 no ABOP, temos:
c
2
1 _ 1,1 1 :Li@,i:(“zﬁ)
ﬁz B—PZ B—OZ 18—12'\/§X2 9X2 RZ RZ 9X2
4
3
SR= x=3(3-2v2)x
3+2\/§
RESPOSTA: C

12.

A poténcia do ponto P em relagdo ao circulo é 24, entdo
Pot P=PA-PB=24=>23 (243 +AB)=24 < AB=23

Como AB:R\/§, conclui-se que AB é o lado do tridangulo equildtero inscrito na circunferéncia, logo

AOB =120°,

119



MATEMATICA Y[}V Te Kk

PROF. RENATO MADEIRA PROMILITARES — AFA/EFOMM/EN

Os segmentos QB e QA sdo tangentes a circunferéncia, entdo QA=QB, QAOzQéO:90° e,
consequentemente, AQB:60°.

O triangulo QAB é equilatero de lado 2«/5, pois QA=QB e AQB=60°.

A area sombreada é, entdo, igual a area do triangulo equildtero QAB menos a drea de um segmento circular
de 120° no circulo de centro O.

QAB

\/_ 47‘5\/—

1 2.2
Sieg120° :_'(n‘zz)——-sen1200_——2 —=
-3 2 3 7 2

4 4
S =S =Sy =3 L5 |- 225 -7)

RESPOSTA: B

13.

&

/
B/ c \
N\ \ |
l \ ~ \ |
|\ ~.Q \ /
\:\ < \,\‘
X -\ / \\ \ /
Ao\ ~ \ /

\ S A /

A ] _~D

e

Como ABCD é um paralelogramo, entdo I?);Q_D:? =6 e AQ=QC=x.

Logo, PQ=AP—-AQ=13—x.
Considerando a poténcia do ponto Q em relagdo ao circulo, temos:
AQ-QP=BQ-QD=>x-(13-Xx)=6-6<>x* —13x+36 =0<>x=4 v x=9

Mas, AC=2x<AP=13=>x=4=AC=38.
RESPOSTA: A

120



MATEMATICA Y[}V Te Kk

PROF. RENATO MADEIRA PROMILITARES — AFA/EFOMM/EN

14.

' \ | /
||. | \ /
\
T
C\ \ /
_ \ A

V
=]
. A ~ , Cl DI
Considerando a poténcia do ponto | em relacdo ao circulo, temos: Bl-IC=Al-ID <& N :a.
) o . ) , PD PT
Considerando a poténcia do ponto P em relagdo ao circulo, temos: PA-PD=PT" < o =ﬁ'

Logo, a opgao correta é a letra a).

RESPOSTA: A

15. Poténcia do ponto A em relacdo ao circulo: AT =AB-AD=t’ =(x+c+d)-x
Poténcia do ponto E em relacdo ao circulo: TE-EC=BE-ED=a-b=c-d

Substituindo as expressdes obtidas acima na relagao dada no enunciado, temos:

A+d +2ab+4t2 =4(c+d)’ =2 +d® +2cd+4x-(x+c+d)=4(c+d)
2 2 3 1
< ax* +4(c+d)x—3(c+d) =O<:>x:—5(c+d) ou x=z~(c+d)

+d
x>0:>x:cT

RESPOSTA: A

16. Considerando a poténcia do ponto O em relagdo a um circulo e como AO-OB=3:-4=2-6=C0-0D, entdo
AB e CD sdo cordas de um mesmo circulo, ou seja, sdo conciclicos.

Logo, existe um Unico ponto que é equidistante de A, B, Ce D que é o centro do circulo.

RESPOSTA: B
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17.

A figura representa o hexagono regular ABCDEF circunscrito a um circulo de raio r.

A poténcia do vértice A do hexagono em relagdo ao circulo é Pot A = d® —r*.

3 3 2r

No tridngulo equildtero AOB, temos OM=AO-7 or =d-7 Sd=—4

5
2 2 2
2 4
Assim, Pot,A=d” —r® = Rl U S
NE) 3 3

RESPOSTA: C

18.

Sejam PC, PD e PE as perpendiculares a AQ, BQ e AB, respectivamente.
Tragam-se PA, PB, EC e ED.

ACP -+ AEP =90° +90° = 180° = #ACPE é inscritivel

BDP +BEP =90° +90° =180° = #BDPE & inscritivel

:CEP:CAP=§=AQP=EBP
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:DEP:DéP:%:BAP:ECP

PE PC
CEP=EDP e ECP=DEP=> ACEP~ AEDP1>5=E<:>PE2:PC-PD

Nesse caso, temos PC=6cm e PD=10cm, logo PE :6-10<:>PE:2\/Ecm.

RESPOSTA: B
19.
A
e N T 60°
2 i R T
/ /
/ / / - \ \
// d \ \ M
/ y / R \,\ //-
/ / \ "\
l| y / / \“ / I| 60 o
l ( & // \ |
\ / ,,-"/ 4 0 a /
/N
/z_./ s07)/
B\, /N /C
\\ / /
O / A

Os lados do triangulo equilatero ABC determinam arcos de 120° sobre o circulo circunscrito ao tridangulo e

medem AB:AC:BC:R\/g.
Como M é o ponto médio do menor arco AC, entdo AM=MC=60".
O segmento MC determinado pelo arco MC=60° é o lado do hexagono inscrito no circulo, entdao MC=R.

O angulo inscrito A(AZM—% 62 e ACB= 60", entdo NCM=60°"+30° =90°.

Aplicando o teorema de Pitdgoras no triangulo retangulo MCN, temos:
2
MN’> =MC* +NC* = (R\/_j s MN—ﬂ
4 2
Considerando a poténcia do ponto N em relagao ao circulo, temos:
RV7 RV3 R\/_ 3ﬁR
14

MN-NP =BN- NC<:>— NP—— —

RESPOSTA: C
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20.

e.r,

)

Se PR=PS, entdo o ponto P tem a mesma poténcia em relagdo as circunferéncias L1 e L2. Logo, P pertence
ao eixo radical de L1 e L2, que é uma reta que passa por A e B. Dai, conclui-se que P, A e B estdo sempre
alinhados.

Isso pode ser provado usando-se reducdo ao absurdo, como segue:

Supondo que P, A e B ndo estdo alinhados, entdo podemos dizer que a reta PA também cruza L1 no ponto
X e L2 noponto Y, com X#Y e ndo coincidentes com B.

Considerando a poténcia do ponto P em relacdo a L1, temos: PR*> =PX-PA.

Considerando a poténcia do ponto P em relagdo a L2, temos: PS> =PY-PA.
PR=PS =PX-PA=PY-PA<PX=PY<=X=Y (absurdo)
Logo, conclui-se que P, A e B estdo sempre alinhados.

RESPOSTA: A

21.
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Considerando a poténcia do ponto M em relacdo a circunferéncia, temos:

N3

MN-MSZI\/IB-MA@MN-(ZMN)zR-3R<:>MN=TR

No triangulo MOS, temos MO=2R, OS=R, MS=+/6R e p=

- PR EEGEEREE).

R. Aplicando a férmula de Heron, vem:

\/€+3
2

X Jz+6)(2—6) (6 + /(6 1) - 15
RESPOSTA: B
22.
) Vv

CBA=C'BA' A BEA=BC'A'=90° = ABCA ~ ABC'A'— 2C _AB_4a_2
BC AB 6a 3

1) F
BDC=BAC=BA'C'=BD'C' A céDZC'éD':ABCD~ABC'D':%:%:§

nm v
Se BCD=30", as areas S e S' sdo segmentos circulares de 60° nas circunferéncias de centros O e O',

. o . .S 3a 9
respectivamente. Portanto, S e S' sdo areas de figuras semelhantes. Assim, _':[Z_j :Z.
a

RESPOSTA: D
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23.

Sejam M, N e P os pontos médios dos lados dos triangulos e os centros dos circulos.

Os segmentos AH,, BH, e CH, estdo sobre os eixos radicais dos pares de circulos e H é o centro radical dos

trés circulos.

O segmento AH, pertence ao eixo radical dos circulos de centros N e P, logo AH, L NP. Como NP é base

média do AABC, entdo NP||BC e, consequentemente, AH, L BC.
Analogamente, prova-se que BH, L AC e CH, L AB.

Assim, AH,, BH, e CH, sdo as trés alturas do AABC e o centro radical H é o ortocentro do AABC.

REFERENCIA: Geometria — uma visién de La planimetria — Lumbreras Editores — pg. 784.

RESPOSTA: C
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