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ANALISE COMBINATORIA

I. PRINCIPIOS DE CONTAGEM

1. INTRODUCAO

Frequentemente, no nosso dia a dia, precisamos enumerar “eventos” tais como, arrumacdo de objetos de certa maneira,
particionar coisas sob uma certa condicdo, distribuicGes para certos fins etc. Para fazermos isto, antes de tudo, precisamos enunciar
dois teoremas que sao fundamentais em todos os problemas de contagem.

2. O PRINCIPIO ADITIVO (AP)

Suponha que existam
n, maneiras para o evento E; ocorrer,

n, maneiras para o evento E, ocorrer,

n, Mmaneiras para o evento E, ocorrer,

onde k > 1 Se estas maneiras para as ocorréncias dos eventos distintos forem disjuntas duas a duas entdo o nimero de maneiras nas
quais pelo menos um dos eventos E4, E,, ..., ou E, pode ocorrer é

k
N +n, 4. +nc=o0n,

i=1

Assim, por exemplo, se podemos ir de uma cidade P a uma cidade Q por vias aérea, maritima e rodoviaria e supondo que existam 2
companhias maritimas, 3 companhias aéreas e 2 companhias rodovidrias que fazem o trajeto entre P e Q entdo pelo AP o nimero
total de se fazer o trajeto de P a Q pelo mar, pelo ar ou porrodoviaé 2 +3 +2=7.

Uma forma equivalente do AP usando a terminologia dos conjuntos onde |X| representa o nimero de elementos do conjunto X é o
seguinte:

Sejam A4, A,, ..., A, conjuntos finitos quaisquer onde k > 1. Se os conjuntos dados sdo distintos dois a dois, entdo

Kk

UAi‘ =|A, UA, U..UA =D |A|

i=1

3. O PRINCIPIO MULTIPLICATIVO (MP)

Supondo que um evento E possa ser decomposto em r eventos ordenados E,, E,, ..., E; e que existam.
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n,; maneiras para o evento E; ocorrer

n, maneiras para o evento E, ocorrer

n, maneiras para o evento E, ocorrer

Entdo o nimero de maneiras do evento E ocorrer é dado por

,
n,xn, x...xn =[]n
i=1

Assim, por exemplo, se para irmos de uma cidade A até uma cidade D devemos passar pelas cidades B e C, nesta ordem, e supondo
que existam duas maneiras distintas de ir de A até B, 5 maneiras distintas de se ir de B até C e 3 maneiras distintas de se ir de C até
D entdo, pelo MP o nimero de maneiras de se ir de A até D passando por B e C é dado por 2 X 5 X 3 =30.

OBSERVACAO

1. Como afirmagdes matematicas, tanto o AP quanto o MP sao triviais e por esta razao sao
frequentemente negligenciados por aqueles que comegam a estudar combinatoéria o que é
uma pena pois, na realidade, eles sao fundamentais na resolu¢io de problemas de
contagem. Como veremos, nos exemplos, um dado problema de contagem independente
de quao complicado seja ele pode sempre ser decomposto em alguns mais simples que
podem ser contados usando AP e/ou MP.

2. As palavras "e" e “ou” indicam geralmente quando um ou outro principio é mais
e” sugere o principio

“u,n

apropriado para a resolugao de um problema. A palavra
multiplicativo (MP) e a palavra “ou” o principio aditivo (AP).

I. ARRUMAGOES E ESCOLHAS SIMPLES

1. DEFINICOES

Uma permutacdo de n objetos distintos é qualquer agrupamento ordenado desses n objetos isto &, uma arrumacdo em ordenacdo
dos n objetos.
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Uma k-permutagdo ou uma permutagdo de classe k dos n objetos distintos é uma arrumacdo utilizando k dos n objetos (uma k-

permutacgdo é o que os livros tradicionais chamam de “arranjo de k coisas dentre n”). Usaremos P (n, k) - A (n, k) ou AE para denotar

o numero de k-permutagbes de um conjunto de n objetos.
Do principio multiplicativo obtemos:

P(n,2)=n.(n-1); P(n,3)=n.(n-1).(n—-2) e
P(n,n)=n.(n-1).(n-2)...3.2.1

Consideremos os n objetos X4, X, X3, ..., X, € as n posi¢oes:

P, P, Ps - Py

Enumerando todas as permutagdes dos n objetos x4, X5, X3, ..., X, temos que o nimero de tais permutacgdes é igual ao nimero de
modos possiveis de se ocupar com esses n objetos as n posi¢cdes p1, Py, P3, ..., Pn- Para a posicao p, existem n escolhas na arrumacao.
Ap0ds o preenchimento de p; existem n — 1 escolhas (os n — 1 objetos remanescentes) para a posi¢cdo p,. Existem n — 2 maneiras
diferentes de ser preenchida a posi¢do p; apds terem sido preenchidas as posi¢cdes p;1 e p,, ..., € finalmente uma escolha para a
ultima posicdo p,, apos terem sido preenchidas as posi¢es pi, p,, P3, ..., Pn-1. POrtanto, pelo principio multiplicativo e utilizando a
notacdo nl=n(n—1)(n—2)(n—3)... 3. 2. 1temos que

O numero de modos de ordenar n objetos distintos é
nn—1)(n—2)(n—3)...3.2.1=n!
Assim, temos as formulas

n!

P(n,n)=n! ousimplesmente P =n! e A* =n(n—1)(n—2)... (n—(k—1)) TS
n—k)!

Por extensdo, define-se Py =0!=1 e P, =1l=1

Uma k-combinagdao ou uma combinagdo de classe k de n objetos distintos é uma escolha ndo ordenada ou um subconjunto de k dos
o objetos.

Representaremos o nimero de combinagdes de n objetos distintos de classe k ou tomados k a k por um dos simbolos
C(n, k) ou (:)

E padronizado ler qualquer um dos dois simbolos como “n escolhe k”. (Outra notagdo comumente utilizada é Cf].

2. TEOREMA

Se 0 £k £ n, entdo o nimero de subconjuntos de k elementos de um subconjunto com n elementos ou o nimero de combinagdes
de n objetos distintos e classe k é dado por
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n!
(n—k)!
permutagGes. Entretanto, cada subconjunto de k elementos pode ser ordenado de k! maneiras assim, o nimero de maneiras de

Prova. O conjunto de todas as permutagdes simples de k elementos selecionados de um conjunto com n elementos contém

primeiro escolher um subconjunto e depois ordenar os elementos deste subconjunto é pelo principio multiplicativo igual a

(r).K!

Entretanto, cada uma dessas ordenagdes é uma diferente permutacdo de k elementos selecionados dentre todos os n elementos e
cada permutagdo de k elementos distintos surge da escolha de um subconjunto e a seguir, assim

o que produz

ay_ N
(Q_Hm—m
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1. Dispondo das cores verde, amarelo, azul e branco, de quantos modos distintos podemos pintar 7 casas enfileiradas de modo
que cada casa seja pintada de uma so cor e duas casas vizinhas ndo sejam pintadas com a mesma cor?

2. As antigas placas para automoéveis, formadas por duas letras seguidas de quatro algarismos, como por exemplo MY —7406
foram substituidas por placas com trés letras seguidas de quatro algarismos, como por exemplo DWK—2179. Utilizando um
alfabeto de 26 letras e supondo que qualquer sequéncia de letras e algarismos seja permitida (na realidade algumas sequéncias ndo
sdo permitidas) quantos veiculos a mais podem ser emplacados?

3. Com relagdo aos numeros de cinco algarismos do sistema de numeragdo decimal, pergunta-se:

a) Quantossdo?

b) Quantos sdo impares e de algarismos distintos?

c) Quantos sdo pares e de algarismos distintos?

d) Quantos apresentam exatamente um algarismo igual a 3?

e) Quantos permanecem os mesmos quando a ordem dos seus algarismos é invertida (por exemplo, 16261)?

4. Com relagdo aos anagramas com as letras da palavra VESTIBULAR pergunta-se:
a) Quantos comegam e terminam por consoante?

b) Quantos comegam por consoante e terminam por vogal?

c) Quantos apresentam as vogais juntas?

d) Quantos apresentam o vocabulo LUTA?

e) Quantos apresentam as vogais em ordem alfabética?

f) Quantos apresentam a silaba LU e ndo apresenta a silaba TA?

5. (AFA 2013) Num acampamento militar, serdo instaladas trés barracas: |, Il e lll. Nelas, serdo alojados 10 soldados, dentre eles o
soldado A e o soldado B, de tal maneira que fiquem 4 soldados na barraca |, 3 na barraca Il e 3 na barraca lll.
Se o soldado A deve ficar na barraca | e o soldado B NAO deve ficar na barraca lll, entdo o nimero de maneiras distintas de distribui-

los é igual a:
a) 560

b) 1120

c) 1680
d) 2240

6. (AFA 2012) Para evitar que Jodo acesse sites ndo recomendados na Internet, sua mae quer colocar uma senha no computador
formada apenas por m letras A e também m letras B (sendo m par). Tal senha, quando lida da esquerda para a direita ou da direita
para a esquerda, ndo devera se alterar (Ex.: ABBA)

Com essas caracteristicas, o nUimero maximo de senhas distintas que ela podera criar para depois escolher uma é igual a:
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7. Calcule a soma de todos os numeros de cinco algarismos distintos formados com os algarismos 1, 2, 3, 4 e 5.

8. (ITA 2007) Seja A um conjunto com 14 elementos e B um subconjunto de A com 6 elementos. O nimero de subconjuntos de A
com um nuimero de elementos menor ou igual a 6 e disjuntos de B é:

a) 28-9
b) 28-1
c) 28-26
d) 214-28
e) 28

9. Um domador deseja colocar alinhados 5 leGes e 4 tigres na arena de um circo. Determine o nimero de maneiras segundo as
quais ele pode alinhar estes animais de modo que um tigre ndo fique ao lado de outro tigre.

10. (ITA 2007) Determine quantos nimeros de 3 algarismos podem ser formados com 1, 2, 3, 4, 5, 6 e 7, satisfazendo a seguinte
regra: O nimero ndo pode ter algarismos repetidos, exceto quando iniciar com 1 ou 2, caso em que o 7 (e apenas o 7) pode
aparecer mais de uma vez. Assinale o resultado obtido.

a) 204
b) 206
c) 208
d) 210
e) 212

11. A partir de um conjunto de 19 atletas, formam-se 57 times de 4 atletas cada. Todos os atletas participam de um mesmo
numero de times e cada par de atletas fica junto no mesmo time um mesmo nimero x de vezes. Determine o valor de x.

12. Quantos pares de inteiros positivos A e B possuem minimo multiplo comum 126.000? Onde (A, B) é considerado o mesmo par

que (B, A).
a) 126
b) 252
c) 363
d) 473
e) 526
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13. (EN) Entre os dez melhores alunos que frequentam o grémio de informatica da Escola Naval, sera escolhido um diretor, um
tesoureiro e um secretario. O nimero de maneiras diferentes que podem ser feitas as escolhas é:

a) 720
b) 480
c) 360
d) 120
e) 60

14. De quantas maneiras podemos distribuir n objetos diferentes em duas caixas diferentes, de modo que nenhuma caixa fique

vazia?
a) 2"t-1
b) 2"-1
c) 2"-2
d 2"t-2
e) 2"

15. Uma comissdo de k pessoas sera escolhida de um grupo de 7 mulheres e 4 homens, dentre os quais figuram Jodo e Maria. De
qguantos modos isto pode ser feito de modo que:

a) A comissdo tenha 5 pessoas sendo 3 mulheres e 2 homens.

b) A comissdo tenha o mesmo nimero de homens e mulheres.

c) A comissdo tenha 4 pessoas de modo que pelo menos 2 sejam mulheres.

d) A comissdo tenha 4 pessoas sendo Jodo uma dessas pessoas.

e) A comissdo tenha 4 pessoas, sendo duas de cada sexo e de modo que Jodo e Maria ndo estejam simultaneamente na comiss3o.

16. De quantos modos podemos formar uma fila de 5 pessoas escolhidas em um grupo de 10 pessoas de modo que as pessoas da
fila figuem da esquerda para direita com os nimeros de suas carteiras de identidade em ordem crescente?

17. Quantos sdo os anagramas da palavra “ANAGRAMA” que ndo possuem duas vogais adjacentes?

18. H4a 5 pontos sobre uma reta R e 8 pontos sobre uma reta R’ paralela a P. Quantos sdo os triangulos e os quadrilateros convexos
com vértices nesses pontos?

19. (IME 2011) Um trem conduzindo 4 homens e 6 mulheres passa por seis esta¢des. Sabe-se que cada um destes passageiros ira
desembarcar em qualquer uma das seis estagdes e que nao existe distingdo dentre os passageiros de mesmo sexo. O nimero de
possibilidades distintas de desembarque destes passageiros é:

a) 1287

b) 14112
) 44200
d) 58212
e) 62822
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20. (EN) Sdo dados 8 pontos sobre uma circunferéncia. Quantos sdo os poligonos convexos cujos vértices pertencem ao conjunto
formado por esses 8 pontos?

a) 219

b) 224

c) 1255
d) 2520
e) 40320

21. (ITA 2001) A respeito das combinagdes a, =[2nj eh, =( 2n J temos que para cadan=1, 2, 3,..., adiferenca a —b € igual a:
n n-1
]
a) M a,
n+1
2n
b o
n+1
n
o Do
n+1
2
d —a,
n+1
1
e —a
n+1

22. (ITA) Analise as afirmagdes classificando-as em verdadeiras ou falsas:
I. O nimero de maneiras que podemos distribuir 5 prémios iguais a 7 pessoas de modo que cada pessoa premiada receba no
maximo 1 prémio é 21.
II. O nimero de maneiras que podemos distribuir 5 prémios iguais a 7 pessoas de modo que 4 e apenas 4 sejam premiadas é 140.

Ill. Paratodo naturaln, n>5, n = n .
5 n—-5

Vocé concluiu que:

a) Apenas | é verdadeira.

b) Apenas Il e lll sdo verdadeiras.
c) Apenas lll é verdadeira.

d) Todas sdo verdadeiras.

e) Todas sdo falsas.

23. (AFA 2011) Um colecionador deixou sua casa provido de RS 5,00, disposto a gastar tudo na loja de miniaturas da esquina. O
vendedor lhe mostrou trés opg¢des que havia na loja, conforme a seguir.

e 5 diferentes miniaturas de carros, custando RS 4,00 cada miniatura;

e 3 diferentes miniaturas de livros, custando RS 1,00 cada miniatura;

e 2 diferentes miniaturas de bichos, custando RS 3,00 cada miniatura.

O numero de diferentes maneiras desse colecionador efetuar a compra das miniaturas, gastando todo o seu dinheiro, é:

a) 15
b) 21
c) 42
d) 90
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24. (ITA 2007) Dentre 4 mogas e 5 rapazes deve-se formar uma comissdo de 5 pessoas com, pelo menos, 1 moga e 1 rapaz. De
guantas formas distintas tal comissdo podera ser formada?

25. De um baralho comum de 52 cartas, extrai-se sucessivamente e sem reposi¢do duas cartas. De quantos modos isto pode ser
feito se:

a) A primeira carta e uma dama e a segunda carta ndo é um rei?

b) A primeira carta é uma dama e a segunda carta ndo é de espadas?

c) A primeira carta é de espadas e a segunda carta ndo é uma dama?

11
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1. A primeira casa pode ser pintada de 4 maneiras, a segunda de 3 maneiras (ndo podemos usar a cor utilizada na primeira casa), a
terceira de 3 maneiras (ndo podemos usar a cor utilizada na segunda casa), e assim sucessivamente, cada casa subsequente pode
ser pintada de 3 maneiras (ndo podendo ser pintada da cor utilizada na casa anterior) logo, as sete casas podem ser pintadas de
4x3x3%x3%x3x3x3=2916 modos distintos.

2. Como existem 26 escolhas para cada letra e 10 escolhas para cada algarismo, o niimero total de placas antigas era 26> x10*. 0

novo nimero de placas é igual a 26° x10* e dai podem ser emplacados a mais 26> x10* —26° x10* =169 x 10° veiculos.

3.

a) Como numeros do tipo 00174 n3o sdo considerados de cinco algarismos para o algarismo mais a esquerda temos 9 escolhas
(ndo podemos usar o zero!) o segundo algarismo pode ser escolhido de 10 modos (ndo ha mais restricdes) analogamente, o
terceiro, o quarto e o quinto podem ser escolhidos de 10 modos cada um. Assim, a resposta é 9x10x10x10x10=90000.

b) Se pensarmos como no item anterior, para o algarismo mais a esquerda temos aparentemente 9 escolhas. Isto é falso, pois um
numero impar terminado por um dos cinco algarismos 1, 3, 5, 7 ou 9, digamos 5, implica que teremos apenas 8 escolhas para o
preenchimento da posicdo mais a esquerda e ndo 9 como suposto acima, visto que os algarismos de cada nimero sdo distintos.
Portanto, devemos ter em mente que se uma escolha é mais importante que as demais devemos faze-la primeiramente! Deste
modo, para a solu¢do do item (b) devemos comecar pela escolha do algarismo mais a direita a qual pode ser feita de 5 modos; para
a posigdo mais a esquerda temos 8 escolhas (ndo pode ser o zero e nem aquele colocado mais a direita) para as demais posi¢ées
temos sucessivamente 8 escolhas (ja utilizamos dois algarismos e agora o zero ja pode ser utilizado). 7 escolhas e finalmente 6
escolhas totalizando 5x8x8x7x6=13440 numeros de cinco algarismos distintos.

c) Levando-se em consideragdo a observagdo feita no item (b) temos cinco escolhas para a posicdo mais a direita e ficamos com
dificuldade para preencher a posi¢do mais a esquerda uma vez que existem 9 ou 8 escolhas para preenche-la conforme o zero ocupe
ou ndo a posi¢cdo mais a direita. Portanto, se em certa posicdo um objeto causa dificuldade para o numero de escolhas de objetos
em outras posi¢Ges entdo devemos dividir o problema em duas etapas, conforme o objeto ocupe ou ndo a posi¢cdo considerada.
Deste modo, tem-se que terminando em zero temos 1 modo de escolher o ultimo algarismo, 9 modos de escolher o primeiro, 8
modos de escolher o segundo, 7 modos de escolher o do meio e 6 modos de escolher o quarto, num total de 1x9x8x7x6=3024 .
Terminando em um algarismo diferente de zero temos 4 modos de escolher o Gltimo algarismo (2, 4, 6 ou 8), 8 modos de escolher o
primeiro algarismo (ndo podemos utilizar nem o zero nem o algarismo ja utilizado na ultima casa). 8 modos de escolher o algarismo
da segunda casa (ndo podemos utilizar os dois algarismos ja empregados nas casas extremas), 7 modos de escolher o algarismo da
casa do meio, e 6 modos de escolher o algarismo da quarta casa. Logo, temos 4x8x8x7x6=10752 nlimeros terminados em um
algarismo diferente de zero. A resposta é, portanto 3024 +10752 =13776.

d) Analogamente como fizemos com o zero ocupando ou ndo a ultima casa, faremos agora com o 3 ocupando cada uma das cinco
posicdes no numero. Se o 3 ocupar a casa mais a esquerda, cada uma das quatro outras pode ser ocupada de 9 modos (ndo

12
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podemos utilizar o 3) logo temos 9* =6561 niimeros. Se 0 3 ndo ocupa a casa mais a esquerda para cada casa que ele ocupe temos
8 modos de preencher a 12 casa (ndo pode ser o zero e nem o trés), 9 modos de preencher cada uma das outras trés (ndo podemos

utilizar o 3) ficando assim com 4 x8x9° =23328 numeros deste tipo. A resposta é portanto 6561 + 23328 =29889 .

e) O primeiro e o Gltimo algarismos devem ser os mesmos assim bem como o segundo e o quarto algarismos. O algarismo do meio
pode ser qualquer. Existem 9 escolhas para o primeiro par, 10 escolhas para o segundo par e 10 escolhas para o algarismo do meio.
Dai, o numero total de numeros que permanecem os mesmos quando a ordem dos seus algarismos é invertida é 900.

4.
a) A escolha da consoante inicial pode ser feita de 6 modos e, depois disso, a consoante final pode ser escolhida de 5 modos. As

restantes oito letras podem ser arrumadas entre essas consoantes selecionadas de P, =8!=40320 modos. A resposta é

6x5x%x40320=1 209 600 .

b) A escolha da consoante inicial pode ser feita de 6 modos e, depois disso, a vogal final pode ser escolhida de 4 modos. As

restantes oito letras podem ser arrumadas entre essa consoante e essa vogal selecionadas de P, =8!=40320 modos. A resposta é

6x4x40320=967 680.

c) Uma vez feita a ordem a das letras A, E, O, U que pode ser feito de 4!=24 modos. O bloco formado por estas letras se passa
como se fosse uma letra sé portanto devemos arrumar 7 objetos, o bloco formado pelas vogais e as 6 letras P, R, N, M, B, C. A
resposta é 24 x71=24x5040=120 960.

d) O vocabulo LUTA se comporta como uma Unica letra. Dai, devemos arrumar 7 objetos, o bloco LUTA e as 6 letras restantes. A
resposta é 7!=5040.

e) Ha 41=24 ordens possiveis para as vogais. A resposta é i do total de anagramas, i de 8! que é igual a 1680.
24 24

f) O numero de anagramas que apresentam a silaba LU é igual ao nimero de anagramas das nove letras LU (a silaba LU se
comporta como se fosse uma letra sé), V, E, S, T, B, A, R isto é 91=362 880. Analogamente, o nimero de anagramas que

apresentam a silaba LU e a silaba TA é igual ao nimero de anagramas das oito letras LU, TA, V, E, S, |, B, Riisto é 81=40320. A

resposta é 362 880 —40 320=322 560.

5.
12 caso: Soldados A e B na barraca |

Barraca |: C8,2 =28
Barraca Il: C6,3 = 20
Barraca lll: C3,3=1
Total(1) =28 20" 1 = 560.

29 caso: Soldado A na barraca | e soldado B na barraca Il
Barraca |: C8,3 =56
Baraca Il CC5,2 =10
Barraca lll: C3,3=1

13
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Total(2) =56° 10" 1 =560.

Entdo, o nimero de maneiras distintas de distribui-los é igual a 560 + 560 = 1120

6.
A senha toda tera duas partes, cada uma com m letras.
m!
myfmy,
2 2

A segunda parte podera ser criada de apenas uma maneira, pois deverd obedecer a ordem inversa da primeira.

A primeira parte podera ser criada de maneiras diferentes ja que teremos M letrasAe ™ letras B.
2 2

. _— . I !
Portanto, o nimero de senhas distintas sera m: 1= m

BE G

7. Numero de parcelas: 5!=120
12345
12354
12453
......... 120 parcelas

Em qualquer coluna, cada algarismo aparece tantas vezes quantas forem as permutac¢Ges dos demais algarismos, isto €,
41=24 vezes

Assim, a soma de todos os algarismos de cada coluna é
@+1..+1)+@2+2...4+2)+...+(5+5...+5) =
— —— —

24 vezes 24 vezes 24 vezes

=24.(1+2+3+4+5)=360

Unidades da coluna das unidades 360
Unidades da coluna das dezenas 3600
Unidades da coluna das centenas 36000

Unidades da coluna das unidades de milhar 360000
Unidades da coluna das dezenas de milhar 3600000
Total de unidades: 3999960
Logo, a soma pedida é 3 999 960.

8.A

9. Os tigres devem entrar em 6 posi¢cdes possiveis entre os leGes.

Logo o primeiro tigre tem seis escolhas possiveis, o segundo tigre cinco, o terceiro tigre quatro e o quarto tigre trés e os ledes
podem permutar suas posi¢des de 5!=120 maneiras.

Concluimos que existem 6.5.4.3.120=43200 maneiras de alinhar os animais.
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11. Primeiro contamos quantos pares de atletas possui cada time. Had quatro maneiras de escolher o primeiro atleta do par e 3
maneiras de escolher o segundo. Mas como estamos contando pares ndo ordenados, devemos dividir o resultado por 2, pois cada
par pode ser escolhido de duas formas distintas (AB ou BA). Logo hd 4 x 3 / 2 = 6 pares de atletas em cada time. Como o total de
times é 57, se listarmos todos os pares de cada um dos times obteremos um total de 57 x 6 pares. Nesta lista, porém, cada par
aparece exatamente x vezes, de acordo com o enunciado. Para concluir, basta observar que o nimero total de pares de atletas
formados dentre 0s 19 € 19x 18 /2 =19 x 9. Assim, 19 x 9 x x =57 x 6 e, portanto, x = 2.

12. Como 126000=2%.3%.53.7 , A e Bdevem ser da forma:
A=2% .31 501 .79
B=2% .3%2 5% .7%

Onde max (ay, a;) =4, max (by, b,) =2, max (cy, ¢;) =3 e max (d, d,) = 1.
O numero de pares (a3, a;) com max (a;, a;) =4 é 5+5-1=9.

O numero de pares (b4, b,) com max (b, b,)=2é 3+3-1=5.

O numero de pares (cy, ;) com max (c;, ¢;)=3é 4+4-1=7.

O numero de pares (dy, d;) com max (d,, dy) =1 é 2+2-1=3.

Logo, temos um total de 9-5-7-3=945 pares (A, B).

Entretanto, foram contados pares que diferem apenas pela ordem. Na verdade, todos os pares foram contados duas vezes, exceto
(126000, 126000).

945-1

Logo, o numero de pares diferentes (A, B) é +1=473.

13.

N2 de possibilidades para escolha do diretor: 10

N2 de possibilidades para a escolha do tesoureiro: 9
N2 de possibilidades para a escolha do secretério: 8
Ne de total de escolhas: 10-9:-8=720

14. Cada objeto tem duas possibilidades para distribui¢io. Como sdo n objetos, entdo 2.2.2...2=2" é o nimero de maneiras
desses objetos serem distribuidos de maneira aleatdria, incluindo a possibilidade de uma delas ficar vazia. Como sdo 2 caixas,
devemos excluir os 2 casos onde uma delas fica vazia. Portanto ha maneiras de se distribuir n objetos diferentes em 2 caixas
diferentes, de modo que nenhuma elas fique vazia.

10!

Note que esse valor é Afo =m .
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7

a) O nudmero de maneiras de escolhermos 3 dentre 7 mulheres é [3

4 7 4
é (2] assim, temos no total [3)(2]=35.6:21O maneiras.

]e o numero de maneiras de escolhermos 2 dentre 4 homens

b) Para contar os possiveis subconjuntos com o mesmo numero de homens e mulheres, devemos definir o nimero de elementos
de cada um deles isto é, devemos dividir o problema em 4 casos disjuntos, a saber: 1 mulher e um homem; 2 de cada sexo; 3
de cada sexo; e 4 de cada sexo (pois existem 4 homens). Deste modo, o nimero total é a soma das possibilidades para esses

(7)) (4 7) (4 7) (4 7) (4
quatro subcasos ou seja, . + . + . + . =7+21.6+35.4+35.1=329.
1 1 2 2 3)1(3 4) \4

7
c) Uma abordagem é escolher primeiro duas mulheres o que pode ser feito de (2}221 maneiras e entdo, escolher 2 quaisquer

das 9 pessoas restantes (5 mulheres e 4 homens). Entretanto, contar todas as comissdes desta maneira ndo é correto uma vez
que alguma mulher em uma dessas comissdes pode estar entre as duas primeiras ou entre as 2 pessoas, por exemplo, se
denotarmos por M; a i-ésima mulher e por H; o i-ésimo homem entdo, se escolhermos primeiramente as mulheres M; e M,, a
comissdo composta por M; e M, com as duas outras pessoas M; e H; dentre as restantes fornece a mesma comissdo que se
formaria caso tivéssemos escolhido primeiramente M; e M; e a seguir M, e H;. Uma solugdo correta para este problema utiliza
a abordagem feita no item (b) isto é, dividamos o problema em 3 subcasos: 2 mulheres e 2 homens, 3 mulheres e 1 homem e

7 4 7 4 7
finalmente, 4 mulheres. A resposta é entdo (2] . (2J+[3] . (J+(4J =21.6+35.4+35=301.

d) Se Jodo deve estar na comissdo, isto significa simplesmente que o problema se reduz a escolher 3 outras pessoas entre as 10

10
remanescentes (7 mulheres e 3 homens). Assim, a resposta é ( 3 j =120.

e) Existem 3 subcasos nos quais cada um dentre Jodo e Maria mas ndo ambos esta na comissdo. Se Maria estd na comissdo e Jodo
ndo esta entdo, mais uma mulher deve ser escolhida dentre as seis remanescentes e mais 2 homens devem ser escolhidos

6) (3
dentre os 3 homens remanescentes (Jodo estd excluido). Isto pode ser feito de [J [ ]:6 .3=18 maneiras. Se Jodo esta na
. ~ N , - . ., (6) (3 .
comissdo entdo Maria ndo estd e o mesmo argumento utilizado anteriormente nos da 511 =15.3=45 maneiras.

6
Finalmente, se nenhum dos dois estd na comissdo temos [2}(2):15.3:45 maneiras. A resposta é entdo

18+45+45=108.
Uma abordagem mais simples para este problema é que podemos subtrair do total de comissGes formadas por 2 homens e 2

7
mulheres isto é [2].(2j=21.6:126 comissGes. Aquelas que incluem o casal proibido Jodo e Maria isto é,

6
(J . (J =6.3=18 comissdes. Assim, temos 126 —18 =108 comissdes de 2 homens e 2 mulheres nas quais o casal Jodo e

Maria ndo aparece simultaneamente.
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16. Como pessoas distintas possuem nimeros de identidade distintos, sé existe um modo de arrumar um dado grupo de 5 pessoas
em ordem crescente de acordo com os numeros de suas identidades. Deste modo, o problema se reduz a escolher 5 das 10 pessoas

.., (10
isto é, s =252 modos.

17. Vamos primeiramente arrumar as consoantes e, depois, vamos entremear as vogais. O nimero de modos de arrumar em fila as
consoantes N, G,Re M é P, =4!=24 . Arrumadas as consoantes, por exemplo, em ordem NGRM, devemos colocar as 4 vogais nos 5

espacos da figura:
_N_G_R_M__

Como ndo podemos colocar duas vogais no mesmo espago, quatro dos espagos serdo ocupados, cada um com uma letra A, e um

5
espaco ficara vazio. Temos (4} =5 modos de escolher os quatro espagos que serdao ocupados. A resposta é 24x5=120.

18. Para formar um triangulo ou vocé toma um ponto em R e dois pontos em R’ ou toma um ponto em R’ e dois pontos em R. O
8 5
numero de triangulos é 5. (2j+8 . (ZJ =140+80=220.

Também poderiamos tomar 3 dos 12 pontos e excluir dessa contagem as escolhas de pontos colineares, o que daria

) (e

Para formar um quadrilatero convexo, devemos tomar dois pontos em R e dois pontos em R’, o que pode ser feito de

5) (8
. =10.28=280 modos.
2 2

19.D
20.A
21.E
22.D

23. Temos dois casos possiveis:
1) O colecionador compra um carro e um livro:

5) (3
X =15 possibilidades
1 1

2) O colecionador compra dois livros um bicho:
3 2
X =6 possibilidades
2 1
Pelo principio aditivo, temos 15+6 =21 possibilidades, no total.
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9

24. Existem (
5

J comissGes. Ndo existem comissdes que contém apenas mogas, mas existe uma Unica comissao so de rapazes. Logo

9
a resposta é (S] —-1=125.

25.
a) A primeira carta (dama) pode ser escolhida de 4 maneiras distintas. Retirada a primeira carta, das 51 restantes 51-4=47 n3o

sdo reis, dai, o nUmero de maneiras de extrairmos sem reposi¢do duas cartas de modo que a primeira seja uma dama e a
segunda ndo sejaumrei é 4x47=188.

b) Contemos separadamente os casos que a dama é de espadas e aqueles em que a dama ndo é de espadas.
Se a primeira carta for a dama de espadas, a segunda carta podera ser selecionada de 51—-12 =39 modos.
Se a primeira carta for uma dama que ndo é a de espadas ela pode ser escolhida de 3 modos. A segunda carta pode ser
escolhida de 51—-13=38 modos . Dai, o nimero de extra¢bes nas quais a primeira carta € uma dama e a segunda n3o ¢é de
espadas € 1x39+3x38=153.

c) Como fizemos no item (b), contemos, separadamente, os casos em que a carta de espadas é uma soma e aqueles em que a
carta de espadas ndo é uma dama. Se a primeira carta for a dama de espadas, a segunda carta podera ser selecionada de
51-3=48 modos. Se a primeira carta for de espadas sem ser a dama, ela podera ser selecionada de 12 modos e a segunda

de 51-4=47 modos, porque, o nimero de extra¢des nas quais a primeira carta é de espadas e a segunda ndo é uma dama é
1x48+12x47=612.
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