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COMENTARIO E RESOLUCAO DE QUESTOES

MODULO - A 13

g(x)

“Deslocando” o grafico uma unidade para baixo, obtemos o
grafico da fungdo g(x) = |f(x)| - 1.

Funcao Modular \
Exercicios de Aprendizagem ) /
Questao 01 — Letra B \

o 3

por:

-1

Logo, temos 5 pontos de intersegdo entre as fungdes |f(x)| a seguinte curva:
ey =1.

Portanto, a equacdo dada possui 5 raizes.

Questdao 02 — Letra B

Comentario: A fungdo modular refere-se ao valor absoluto de
um numero. Ou seja, sdo valores apenas positivos, logo um
grafico nunca passara pelo 3° ou 40 quadrante.

Comentario: O grafico da equacdo modular |f(x)| = 1 é dado \./

Questao 04 - Letra D

Comentario: Sendo D(x) o dominio de f(x):
1-|x]20=1-|x|20 = |x|<1l = -1<x<1
D(x)={xe R|-1<x<1}

Questao 05 - Letra D

Comentario: A fungdo |P(x)| = 1, no intervalo [-5; 2,7] possui

) el A A Bl

Portanto, o grafico correto é o da alternativa E.

Questdo 03 - Letra E

H

Comentario: O grafico da fungdo f(x) é: ' _5 _4 _

-2-1 | 123
f(x) 21
5 Ao tragar a reta y = 1, observe que teremos 5 intersecdes

[P(x)| = 1 é 5.

Questao 06 - Letra D

0] 3\ X Comentario: Considere a fungdo g(x) = 3x - 1, que é
identificada como uma reta que passa pelos pontos (0, -1)

com |P(x)| no intervalo dado. Logo, o nimero de raizes de

“Refletindo” a parte do grafico que possui imagem negativa, 1
em relagdo ao eixo x, obtemos o grafico da fungdo |f(x)|, € 3’ 0]
conforme figura a seguir: y
y
5) 3
3
-1
(6] 3 X
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A

Agora, para termos o grafico da fungdo f(x) = |3x - 1|, basta

efetuarmos uma reflexdo em torno do eixo x da parte do grafico

que possui ordenada negativa:

Y

X

1
3

Esse grafico, portanto, corresponde a alternativa D.

Questdo 07 - Letra C
Comentario: Resolvendo a inequagdo:
[3x + 10] = |5% + 2| =
(I)3x+10=5x+2= x=4

|
Njw Nw

(II) -3x-10=5x+2= x =

(III) 3x + 10 = -5x -2 = x =
(IV) -3x-10=-5x-2=>x=4

Temos que X, =4 ex, = —%. Logo,

3
X, =X, |=|4-| -=
I, 2|‘ [ZJ

Questdo 08 - Letra C

Comentario: Sabendo que |x|2 = x?, V x € R e fazendo |x| =k,

1
1

temos:
k?-5k-6=0=>k=6o0uk=-1
Parak =6 = [x| =6 = x = £6
Para k = -1 = |x| = -1 (Absurdo)

Usando as relagdes de Girard, encontramos os valores de a e
b da equagdo x? - ax - b = 0. Assim:

X tx,=a=-6+6=a=a=0

XX, =-b=-6.6=-b=Db=36
Exercicios Propostos

Questdo 01 - Letra A

Comentario: Pela definicdo de modulo:

X+1+2=%x+3,se x>-1

f(x)=|x+1|+2:
-X-1+2=-x+1,se x<-1

Perceba que a mudanca de lei da fungdo ocorre em x = -1
e o grafico corta o eixo y em y = 3, sendo o ramo da direita
crescente. Logo, a alternativa A é a correta.

Questdo 02 - Letra E
Comentario:

[Xx-5]<3=-3<x-5<3=2<x<8()

Colecao 6V

X-4<-1 X<3
Ix -4 21 = ou = jJou (II)
X-42>1 x>5
Intersegdo das solugdes:
2 3 5 8
69 ——
(In —_— :
(1) ~ (I1) o : : .

X

As solugdes inteiras sdo 3, 5, 6 e 7, cuja soma é 21.

Questdo 03 - Letra C

Comentario: Igualando as duas fungGes, temos:

2|%% —4|=(x-27 =

x> —4x+4

- =
2

2
|x2—4|:X?—2x+2

Ix*-4|=

Dai,
2

2_4-%X _oxy2-5
2

X

2
X 12x-6=0=
2

A=4+12=16=x, =-6o0ux,=2

ou
2

24X yox-25
2

X
2
3%—2x—2=0: 3% —4x—4=0

A=16+48=64= x3=—Z oux, =2 =X,
3
Dessa forma, temos 3 pontos.

Questdo 04 - Letra C

Comentario: Resolvendo a inequacgdo:
[X].|x-5|26= |x*-5x|-620=

x? —=5x-620 ()
ou
-x%> +5x-62>0(II)

Fazendo o estudo do sinal, temos:

@\ /@

X<-1loux=6




(ID)

e /2

®

AG

2<x<3

Logo, S={xeR|x<-lou2=<x<30uxz26}

Questdo 05 - Letra A
Comentario: Pela definigdo de mddulo:

f(x) :|—x+1’ :{

-X+1,se x<1
X-1,se x>1

Logo, a raiz de f(x) é 1 (corta o eixo das abscissas em x = 1)
e a fungdo tem dois trechos, sendo o da esquerda decrescente
e o da direita, crescente.

Questao 06 - Letra E

Comentario: Resolvendo a inequagdo, temos:
2<|x-4|+1<2=-3<|x-4|<1

Separando em dois casos:
()|x-4]<1=>-1<x-4<1=3<x<5

(II) |x = 4| = -3, verdade para todo x € R.

Assim, o conjunto solugdo da inequagdo é o intervalo [3, 5].

Logo,a+b=3+5=7.

Questdo 07 - Letra E

Comentario: Resolvendo cada uma das desigualdades
separadamente, temos:

I. [X+5/<2=>-2<x+5=<2=-7<x<-3

Y

|
N

|
w
o
xVY

Y4
5
3
0 g
Assim, I n II:
yl
0 X
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Questao 08 - Letra A

Comentario: y = [x|2 - 5|x| + 6

Fazendo |x| = k, temos:

y =k?*-5k+ 6

Suas raizes sdo k =2 e k = 3.

Para k = 2 = |x| = 2, ou seja, x = £2.
Para k = 3 = |x| = 3, ou seja, x = £3.

Portanto, a fungdo se anula para quatro valores de x, o que
faz da alternativa A a verdadeira.

Observacgdo: Anadlise das demais alternativas:

Alternativa B: A fungdo y = k? - 5k + 6 possui vértice de
coordenadas (k, y) iguais a [g, —%] Porém, para k =
5 Lo . 5 1
temos x = £ 2 Logo, ha dois pontos de minimo: > a4
2
5 1
-—, ——|-(Falsa
(5 -2} o

Alternativa C: Conforme visto anteriormente, a fungdo se anula
em virtude de quatro valores de x, e ndo somente devido a
dois valores. (Falsa)
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Alternativa D: A funcdo é par, pois f(-x) = f(x) para qualquer
x real. (Falsa)

Questdao 09 - Letra E
Comentario:

Sex=20ey20=x+y=2.
Sex20ey<0=x-y=2.

Sex<0ey<0=-x-y=2.

Sex<0ey=20=-x+y=2.
Y

2

d d

-2 2
"X

d d

-2

Temos um quadrado de lado d que pode ser expresso por:
2=22422=d=2/2

Logo, o perimetro 2p sera dado por 2p = 4d = 8/2.

Questdo 10 - Letra B

Comentario: Observe a figura a seguir, que ilustra a regido
formada, a partir da definicdo de médulo:

Sex=20ey=20=x+y=1.
Sex20ey<0=x-y=1.
Sex<0ey<0=-x-y=1.

Sex<0ey=20=-x+y=1.

Bernoulli Sistema de Ensino 5
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Perceba que se trata de um losango de diagonais medindo 2 cm.
2.

2
Logo, a area S é tal que S=T=2 cm? .,
Questdo 11

Comentario: f(2x) = |1 - x| fazendo 2x =y, temos que x = %

Assim:f(y)=‘17% , ou seja, podemos, agora, dizer que

=h-Y.
f(x)—‘ 4‘

Fazendo f(x) = 2, temos:

_Y_
2 y=-4=>x=-2
1-Y—2 o {ou = Jou
4
_Y__
1 1 2 y=12= x=6

Questdo 12 - Letra C

Comentario: Analisando cada uma das proposigoes:

I. Incorreta. O grafico é simétrico em relagdo ao eixo v,
logo a fungdo é par.

II. Incorreta. Contraexemplo: f(1) = f(-1) = 0.

III. Correta.

IV. Incorreta. f(x) também é crescente para os valores entre
-1e0.

V. Correta. f(f(-1)) = f(0) = 1 e f(f(1) = f(0) = 1.

Questdo 13 — Letra B

Comentario: A equagdo da reta pode ser reescrita como

y= 3_X A lei de f(x), pela aplicagdo da definicdo de mddulo,
2

é tal que:
2

f(x):{x -1, x>0
—x*+1,x<0

f(x) ndo esta definida em x = 0. Encontrando as solugbes de

y = f(x):
e x>0:
x2—1=3—X:>
2
2x*-3x-2=0 = x=2= y=3
e x<0:

—x2+1=3—X:
2

2x?+3x-2=0 = x=-2 = y=-3

Por fim, calculando a disténcia d entre os pontos (2, 3) e (-2, -3):

d=\12- (2P +[3-(-3)F =52 =213

Colecao 6V

Questao 14 - Letra A
Comentario: Encontrando a intersecdo entre as fungoes:

f(x)eg(x): |X] =|x-2|=>Xx=x-2=x=1=y=1

f(x) eh(x): | x|=|x-3] = -x=x-3 = x=

N W

L ,3
2

gx)eh(x):|x-2]|=|x-3| > -X+2=X-3=>X== = y=

N U

1
2

Veja a figura a seguir:

Py
-1 o| 1

O poligono formado serd um reténgulo, cujo quarto vértice é
a intersegdo de g(x) com o eixo x, ou seja, (2, 0). Seus lados
podem ser encontrados através da distancia de ponto a ponto:

d =J1-02+@2-17 =2

oo fi-o] o] i

Logo, a area do retangulo é \E% =1lua

Secao Enem

Questao 01 - Letra C
Eixo cognitivo: III
Competéncia de area: 5
Habilidade: 21

Comentario: Como o numero |Y - 2| + 4 encontra-se a
10 unidades da reta real, temos que:

|Y=-2|+4=-10 |Y-2|=-14 (absurdo)
ou & ou 4
|Y-2|+4=10 lY-2|=6

Y-2=-6 Y=-4

Y-2=6 Y=8

Como Y é natural, entdo temos que Y = 8.

Observe que 8 é divisor de 56.

Questdao 02 - Letra B
Eixo cognitivo: I
Competéncia de area: 5
Habilidade: 19

Comentario: Como o passo 2 foi repetido apenas uma vez, vamos
chamaroresultado |x, - 1| dey, e este serd o novo valor de entrada.



Logo, se o processo chegou ao fim com este valor, temos
necessariamente que:

y-1=6 y=7
ly-1=6 = <ou = {ou
y-1=-6 y=-5

Porém, como y = |x, - 1|, é impossivel termos y = -5; entdo,
concluimos que:

Xo-1=7 X, =8
X, -1 =7 = Jou = {ou
X, —-1=-7 Xy = -6

Como ambos os valores sdo reais, temos dois valores possiveis
para o dado de entrada x,.

MODULO - A 14

Funcao Exponencial

Exercicios de Aprendizagem

Questao 01 - Letra E

Comentario: Igualando B(t) = 810, temos:
14 .31 =810 =

3t=3"=

t-1=4=

t=5 horas

Questao 02 - Letra B

Comentario: Para t = 4, temos:
t

52
f(t) =30+ 70 > =
4

5)2 5)°
f(4) = 30 + 70 > =30+ 70 -l =

f(4) = 30

+1750 _ 655
49

Logo, passados 4 minutos, a temperatura da bebida é de

aproximadamente 66 °C.

Questao 03 - Letra A

Comentario: Como os pontos (a, c) e (b, d) pertencem a uma
funcdo exponencial, c = 22 e d = 2°.

Para x = asz, temos:

1
y=22 =y=(2"")2=
1 1
y=(°.2°)2 =>y=(c.d)? =
y = ed
a+b

Portanto, P=| 2+°2 \/aJ, ou seja, a ordenada do ponto P

2 r
é /cd.

Bernoulli Resolve

Questdao 04 - Letra B

Comentario:

t

e (1P
f(t)—K.(z]

Fazendo f(t) = 2 e K = 128, temos:

t

112 _t -t
2=128. > =2=27.22=2°%=22=5

—% =-6 =t =12 horas.

Questdo 05 - Letra C

Comentario: Sendo f(x) = 272, temos que:
3a 3a
f{3—a - 1]— f[E]: 7))
2 2
3

2702 % 20 (22 1) =3.27" = 3f(5a)

<
(&)
-
<L
=
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=

Questdo 06 - Letra B

Comentario: Seja N a fungdo definida por N(t) = 100 . 2%,
em que N(t) é o nimero de microrganismos t horas apds o
inicio do experimento.

Portanto, o tempo necessario para que a populagdo de
100 micro-organismos passe a ser de 3 200 individuos é tal que

3200-100.2% = 2% -2 t=§h, ou seja, 1 h 40 min.

Questdao 07 - Letra C
Comentario: A area do trapézio ABCD ¢é dada por:

w‘(2_1)2£=9:3u.a.
2 2

Questdo 08 - Letra C

Comentario:

P(t) = a.4*

Para t = 0, temos P(0) = a.4° = o.

Para t = 4, temos P(4) = a.4% = 30 = 4% = 3.

Para t = 8, temos P(8) = a.4% = a(4*)? = a.3? = 9a.

Exercicios Propostos

Questao 01 - Letra C

Comentario:

N(0) = 100 = 100 = N,e® = N, = 100 > 0
N(50) = 8 = 50 = 100e*8 = % =et=k<0
Portanto, N, > 0 e k < 0.

Questdao 02 - Letra C

Comentario: De acordo com o enunciado, a cada divisdo
celular que acontece na mitose, ha o dobro da quantidade de
células-filhas presentes na divisdo anterior. Logo, em x divisdes
ha 2x células-filhas.

Como x é a quantidade de divisGes, com x = 0, este deve ser um
nuimero natural. Com isso, 2* também sera um ndmero natural.

Bernoulli Sistema de Ensino 7



Questao 03 - Letra C

Comentario: Pelo grafico, temos que f(1) = 0,2, dessa forma:

al=0,2=
a=0,2

Agora, para x = -0,5, temos:

1
=52=45

1

2

y=02-05= y=[%)

Questdo 04 - Letra C

Comentario: O valor inicial é dado por V(0) = 1 000, dessa
forma, para encontrar o tempo t para que o montante seja
2 000, temos:

1 000 . 20025 —2 0g0 —
_10000

0,0625t=1= t =16 anos

Questao 05 — Letra B

Comentario: De acordo com as informacgées, temos:
NO NO k.10 10k -2 -1
N10)=—"= —>=N.2°" =27 =2"=k=-5".
4 4
Questdao 06 — Letra B

Comentario: Sabendo que no tempo inicial (t = 0) a substancia
é de 800 g, entdo:

Q(t) = k.25 =
800 = k.205° = k = 800

Se a quantidade dessa substancia foi reduzida a 25% do valor
inicial, temos:

1.800 =800 .25 = 1 =205
7] Z

41 =205 = 22 =205 2 =-0,5t=t =4

Portanto, o tempo necessario é de 4 horas.

Questdo 07 - Letra C

Comentario: Avaliando a fungdo parat = 0 e t = 3, temos:
N(0) = 400 = C.A° = 400 = C = 400
N(3) =50 = 400.A%* =50 =

1:>A:l

AP==
8 2

Assim, N(4) é dado por:

4
N(4) =4oo[%] =400.% =25
Questdo 08 - Letra D
Comentario:

Do grafico, temos:
20=2.222=2!ta 5 b=1+a

28
2C=?:>2C=23‘2:>c=a—2

Logo, os valores de b e ¢ sdo, respectivamente, a + 1 ea - 2.

Colecao 6V

Questao 09

Comentario: Para calcular a area do retangulo ABCD,
precisamos encontrar as coordenadas dos vértices.

Pelo grafico, temos que D(0, 8).

O ponto C ¢é a intersegdo de f e g, entdo:
21 =82 1=25x4+1=3=>x=2
Logo, C(2, 8).

O ponto A € a intersegdo de f e h , entdo:
2x*l=k=>201=k=>k=2

Logo, A(O, 2) e B(2, 2).

Assim, a area S do retangulo é dada por:

S=(Xg = X)(Yc~VYs) =(2-0)(8-2) =12 u.a.

Questao 10 - Letra A

Comentario: O nimero de vitimas em moto em 2012 é dado
por 0,4 . 60 000 = 24 000 = N;. Assim, o nimero previsto de
vitimas em moto em 2015 é dado para t = 3, cujo valor é dado
pelo célculo a seguir:

N(3) = 24 000(1,2)3 =N(3)=24000.1,728 = 41472

Questdo 11 - Letra A

Comentario: Pelas alternativas, percebe-se que M(t) é do
tipo M(t) = 22t*?, em que a e b sdo constantes reais. Sabe-se,
pelo grafico, que M(0) = 16 e M(150) = 4. Substituindo estes
dados na lei de M(t):

M(0)=16 = 2*°*° =16 = 2°=2* = b=4

M(150)=4 = 2°°%**=4=2%? = 150a+4=2 = az—%

t

Logo, M(t)=2" 7.

Questao 12 - Letra D
Comentario: Perceba que g(0) = q, . 27%2-° = q,. Assim,
o tempo t para o qual q(t) =%° é dado por:

9
4
1

q(t) =g, 2" =2 =

q0'2—0,2t — qT: = — 2—0,2t =

4
22=202"= _2=-0,2t= t=10 meses

Questdo 13 - Letra E

Comentario: Pelos dados do enunciado, sabe-se que v(0) = 3
(em milhdes) e v(1) = 4,5. Substituindo estes dados na lei da
exponencial fornecida no enunciado, temos:

v(0)=3 = nk’=3 = n=3

v(l)=4,5 = 3k'=4,5 = k=1,5

v(t)=3.1,5"

Logo, o nimero de aparelhos vendidos em fevereiro, v(2),
é tal que v(2) =3.1,52=3.2,25 = 6,75 milhdes.



Questao 14 - Letra D

Comentario: A populagdo do pais, no ano de 2011
(considerada a atual pela quest&o), corresponde a 15,3 milhdes
de habitantes. Assim:

P(2011) = 15 300 000 = m.n2011-2011 —
15300 000 = m

Sendo a taxa anual de crescimento igual a 2%,
P(2012) = 1,02 . 15 300 000 =

P(2012) = 15 606 000.

Retomando a fungdo, temos:

P(2012) = 15 300 000.n2012- 2011 —

15 606 000 = 15 300 000.n =

n=102
Logo, m=1530ﬂ=1,5,107,
n 1,02

Secao Enem

Questao 01 - Letra C
Eixo cognitivo: III
Competéncia de area: 6
Habilidade: 25
Comentario:

f(t) = b.at =

f(0) = b.a® = 60 000 = b
f(1) = 60 000 . a' =

54 000 = 60 000 . a =

4. 54000 _ 9
60000 10

Logo, para t = 2:

9

f(2) = 60 000 .| —
(2) [10

2
J = f(2) = 48 600 reais

Questao 02 — Letra B
Eixo cognitivo: III
Competéncia de area: 6
Habilidade: 25

Comentario: De acordo com o grafico e os dados da questdo,
temos:

y(t) = a*~t

y(0)=0,5=a1'=

% =al=a=2

Quando as mudas foram plantadas, elas tinham 0,5 m e,
ao crescerem 7,5 m, atingirdo 8 metros de altura. Assim, para
y(t) = 8, temos:

y(r) = 2t

8=2"123=2t"1

3=t-1=t=4anos

Bernoulli Resolve

Questdao 03 - Letra E

Eixo cognitivo: III

Competéncia de area: 5
Habilidade: 21

Comentario: O salario de um profissional da empresa com
2 anos de tempo de servigo sera determinado quando t = 2,
que sera, portanto, igual a:

s(2) = 1 800 . (1,03)? = 1 909,62

Questao 04 - Letra E
Eixo cognitivo: III
Competéncia de area: 5
Habilidade: 21

Comentario: O nimero de bactérias de uma cultura é dado por

t
N(t) = N,.2"?, em que o tempo t é medido em horas.

<
(&)
-
<L
=
L
-
<
=

Assim, ap0ds 6 dias, ou seja, 144 horas, o nimero inicial de

bactérias tera sido multiplicado por:
144
N(144) = N,.2"™ = N,.2"2 = 4 096.N,

MODULO - A 15

Equacoes e Inequacoes
Exponenciais

Exercicios de Aprendizagem

Questao 01 - Letra C
Comentario: Resolvendo a equagdo:
53%+1 =625 = 5=

3x+1=4=>

X =1

Logo, o conjunto solugédo é S = {1}.

Questdao 02 - Letra E

Comentario: Pelo fato da fungdo exponencial ser injetiva:
(p-1=4=22>

X(x-1)=2=>=

x2-x-2=0=>x=20ux=-1

Logo, a soma das raizes da equacgéo € 2 + (-1) = 1.

Questao 03 - Letra C

Comentario: Resolvendo a equagdo:

5x2—6x+5 =1

Reescrevendo o segundo lado da igualdade:

x2-6x +5 — B0
5 5

x2-6x+5=0=S5=41;5}

Bernoulli Sistema de Ensino 9
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Questao 04 - Letra B

Comentario: Igualando a fungdo com a populagdo de bactérias,
tem-se que:

£ £
160=5.23= 32=2°=

t
25 _ 23 :%:5:»t=15 horas

Questdo 05 — Letra B
Comentario: Pelo fato de a funcdo exponencial ser injetiva:

2x2—14 _ 1 — 2710 =

1024

X -14=-10=>x*=4= x=2%2
Logo, a soma das solugbes é 2 + (-2) = 0.

Questdo 06 - Letra A

Comentario: Igualando a fungdo a quantidade de reproducgdo:
6,4.10°=10°.4" =

s 6,4.10°
M-
4% =64=4°=

3t=3 = t=1 hora

Questdo 07 - Letra D

Comentario: Para que o nimero de bactérias presentes na
cultura A seja igual ao da cultura B, o tempo t é igual a:

10 . 2"t +238=2*2+750=10 .21 -2t*2=512 =
20-1(10-23) =29 2t-1 ., 2 =29
2t-1=28=t-1=8=t=9horas

Questao 08 — Letra B

Comentario: Resolvendo a equacgdo:

(#) =16.27

1
=4, (42 =

44 47 a2t o
2

x=X 425
2

X*-4x+4=0=x=2

Logo, x* =2% =4,
Exercicios Propostos

Questdo 01 - Letra C
1

Comentario: Dado c(t) = 200 . 3%, com k = =, o tempo
12
necessario para que haja 1 800 bactérias nessa cultura pode

ser calculado por c(t) = 1 800. Assim:
t

t t 1
1800=200.32=59=3123?=32 =
%:2 =t = 24 horas € [12, 36]

Colecao 6V

Questao 02 - Letra D

Comentario:

2x—1+2x+1+2x=7=>2?+2x.2+2x=7:
1 7
2x.[2+2+1J:7:>2x.2:7:»2x:2:>x=1

Logo, a raiz da equagdo é um numero maior ou igual a 1.

Questdo 03 - Letra A

Comentario: Ao resolver a inequagdo, devemos atentar ao
fato de que a base é maior que 1 e, portanto, apds a aplicacdo
da injetividade da exponencial, o sinal da desigualdade deve
ser mantido.

Mx3—lsMx2—1
x3-1<x?-1
x3-x2<0
x’(x-1)<0=>x-1<0
x<1

Podemos ver que x?, para qualquer x real, ndo é negativo.
Logo, s =[-w; 1].

Questdao 04 - Letra A

Comentario: Fazendo a seguinte mudanca de variavel: y = 2%,
teremos que:

454+ 25=3,2¥2=3,2%,22=12 .,
4<-12.2+32=0
y2-12y +32=0=>y=8ouy =4

Sey =28,
2x=8=22=x=3
Sey =4,

P=4=2=x=2

Portanto, a soma das raizes sdo 3 + 2 = 5.

Questao 05 - Letra D
Comentario: Resolvendo a equagdo:
344,343 =223 o

3?+4.3*+3*.3=22\/§:>

Fi7. 32223 ko
3 3

1 3
3-3y3-3.32-32 :x%

Portanto, a solugdo é um racional positivo ndo inteiro.

Questdo 06 - Letra A

Comentario: Igualando as fung@es, temos:

h(x)=s(X)= 2*+1=2""= 2*+1=2".2= 2.2"-2"=1>
x=0ey=h(0)=2°+1=2

Logo, a intersegdo das fungdes € o ponto (0, 2). A soma de
suas coordenadas é 2, e esse ponto pertence aretay = x + 2.



Questao 07 - Letra D

i 4+ =32
Comentario:
3*=43

i) Da primeira equagdo, temos:

4x+Y = 32 = 2%+ = 25 =

2x +2y =5 (I)

ii) Da segunda equacgdo, temos:

1
3V'X=‘/§:>3V'X=3Z:>y—x=%:>
-2x+2y=1 (1I1)
Resolvendo o sistema 2x+2y =5 ,temosquex=1e y=§.
-2x+2y =1 2

Portanto, 1,§ .
2

Questdo 08 - Letra E

Comentario: Fazendo a seguinte mudanga de variavel: y = 2,
teremos que:

2.8 +4-2=0>

2y +y?-y=0=>

y(2y?+y-1)=0=y =0
ou

2y’ +y-1=0= y=% ouy = -1

sey=0= 2*=0%xeR
sey=-1= 2*=-13xeR

se y=%:> r=loio xo

N

Logo, a solugdo da equacdo € racional inteiro negativo.

Questao 09 - Letra C
Comentario:
m(0) =ca* %=
m(0) =c
Sabemos que, em 10 anos, a massa se reduz a 0,2c, ou seja,
m(10) = 0,2c. Assim:
m(10) = ca™* 9=
0,2c = cat% =
ai% =0,2
Em 20 anos, a massa sera dada por:
m(20) = c.a™2% =
m(20) = c. (a’“’")2 =

—

02

m(20) = c.(0,2)? =
m(20) = 0,04c

A massa ficara reduzida a 4% de m,.

Bernoulli Resolve

Questao 10 - Letra D
Comentario: Resolvendo a equagdo:
9% - 9x-1 = 1944

9x - 9x . 91 = 1944

-2 _8:9 1944
9 9
9x=32"=w:> 3%=243.9=3%=3" .3 >

3*>=3"=32x=7=

X =

NN

Logoo m=7en=2=>m-n=>5.

Questdo 11 - Letra E

Comentario: Resolvendo cada umas das inequagoes, temos:

l < 5—4x
5

(5—1)x2 < 5—4x N

<
(&)
-
<L
=
L
-
<
=

5 <54

-x? < -4x =

x>+ 4x<0=x<0o0ux=4 (I)
e x2<5=-/5<x<-/5(1l)
Logo, InIl={xeR | -/5 < x < 0}.

Questdo 12 - Letra B

Comentario: Sejam R, PIB, e P, respectivamente, a renda
per capita, o PIB e a populagdo do pais hoje. Assim, daqui a
20 anos, o PIB sera (1 + i)2°.PIB, e a populagdo, (1,02)%°. P,
em que i é a taxa pedida.

Assim:

R=2.R =

A +0)*.PIB, 5 PIB,

— 0 =2, =
1,02)°. P, P

0

(A +0)® =2(1,02)° =
i=292.(1,02° ~15i=1,02.%2 -1-i=1,02.1,035-1>

i=5,6%

Questao 13 - Letra C

Comentario: Resolvendo o sistema de equagdes:

3¥-2=1 ¥-2r-l
- = 3 =
3.2'4+6=2.3 —2.3y+52":—6

23 -2.2°=2 »

3 =- —=-4=x=a=3
—2:F +22°=-6 2

2
3 -2=1=3'-8=1=y=b=2

Logo, @730)b-3) (3-2.3)2-3) 1
3(b +a) 3(2+3) 5

Bernoulli Sistema de Ensino 1 1
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Questao 14 - Letra D
Comentario:

Passageiros em B:

ok S k
?+22 =2kt 422

Passageiros em C:
k
k-1,92 K k-2 k
2 %2 a_p2ip7 422228

k
25:\/2—k:y

2
Y 3 28-0= yP46y-112=
4 2

y=8= k=6= N=64

Logo, N é divisor de 128.

Questdo 15 - Letra E
Comentario:
3%.27" =9

= =
y3+§xy2=0 yz.[y+§x]=0

3x+3y - 32

x+3y=2 x=2ey=0
= jou
=0ouy=-=x
’ ’ 3 x——2ey—i
3

Logo, [—2,%) é um ponto do 2° quadrante e (2, 0) é um

ponto do eixo x.

Secao Enem

Questdo 01 - Letra D

Eixo cognitivo: III

Competéncia de area: 5

Habilidade: 21

Comentario: A populacdo de bactérias apds 20 minutos sera

1
dada quando t =3 h, ou seja:

1 3.
—1=40.2

Portanto, apos esse periodo de tempo, a populagdo de bactérias
tera duplicado.

Wik

=40.2=80

Questao 02 - Letra A
Eixo cognitivo: III
Competéncia de area: 5
Habilidade: 21

Comentario: Montando a equacdo resultante dos dados do
problema, temos:

600 = 760.e-0.0002n

Colecao 6V

Tomando o logaritmo neperiano de ambos os lados da equagao
e aplicando a propriedade segundo a qual

log (a.b) = log a + log b, obtemos:
In 600 = In 760 + In e0%02h — 6,40 = 6,63 - 0,0002.h =
0,0002.h =0,23=h=1150m

MODULO - A 16

Logaritmos

Exercicios de Aprendizagem

Questdo 01 - Letra D
Comentario: Pelo enunciado, temos que:
log, 16 =x=2=16=>2"=2'=x =4

Substituindo o valor encontrado de x na equacdo, temos:
42-54+5=1

Portanto, log, 1 = 0.

Questdo 02 - Letra E

Comentario: Desenvolvendo a expressao dada, temos:

-3
|Og1 X=-3= (l) = X=8
! 2
Assim,%/;+x2=3/§+82:65_

Questao 03 - Letra D

Comentario: Fazendo x = 12,5, temos:
log (L)ro,os 12,55 log [LJ= 1o
15 15

L joros Lot o 1,5 IGmens.
15 15 10

Questdo 04 - Letra A

Comentario: Pela definicdo
Iogx(x+6)=2 = x> =X+6

Ou seja,
X>-x-6=0
X =30uUuX=-2

Porém, como a base de um logaritmo deve ser positiva,
a solugdo x = -2 ndo convém. Dessa maneira, a Unica solugédo
é x = 3, que é um numero primo.

Questdo 05 - Letra E

Comentario: Usando as propriedades de logaritmo, temos que:
log, x + logy x = 1 =log, x + logox =1 =

Iog3x+%log3x= I:Iog3x(1+%)=1:>

2
= §:>x=35:»(:§/3?:3/§

log, x =

N W[+~



Questao 06 - Letra C
Comentario: Pela definicdo do operador #, teremos que:
10#(=5) =10% - (-5)? +log (10+ (—5)) =

10#(-5)=100-25+log 5 =
10#(-5)=75+log ?:75+Iog 10-log2 =

10#(-5)=76-log 2 =

Questao 07 - Letra B

Comentario: Sabendo que log.a + log b = log_(a.b) para
a, b e c reais positivos e c # 1, temos:

log, (x + 3) +log, (x -2) =2 =
log [(x+3)(x-2)]=2=
x2=(X+3)(x-2)=>

X2 =x2+x-6=>x=6

Portanto, x = 6 € a Unica solugdo real da equagéo.

Questdao 08 — Letra B

Comentario: Desenvolvendo cada um dos valores, temos:
log 0,2=Iog%=logz—IoglO=0,3—1=—0,7

log20=1log2.10=log2+log10=0,3+1=1,3

Exercicios Propostos

Questao 01 - Letra A

Comentario: Seja x o numero digitado inicialmente na
calculadora, temos:

5.(log 5.x) =10 = log 5x = 2 = 5x = 102 = x = 20

Questao 02 - Letra B

Comentario: Inicialmente, havia N, = 10 bactérias,
e, apo6s 60 minutos, havia N(60) = 50 bactérias, em que
N(t) = N, . 2** = 10 . 2* representa o numero de bactérias
apds t minutos. Assim:

N(60) =50 =10 . 2*® —

5=2% =
10 60a
IogS=Iog?:Iogz =60a.log2 =

log10-log2 =60a.log2 =

0,7=18a =
7
a=——
180

O tempo de geragdo é tempo t para o qual N(t) = 20 (dobro
da cultura inicial).

7t

20=10. 2180 =
7t

2=21=2180

t= @ = 26minutos

Bernoulli Resolve

Questao 03 - Letra D

Comentario: Desenvolvendo o valor de x, temos:

x =log, 3 +log, 9 + log, 27 =x =log, 3.9 .27 = log, 27 =
2% =272=729

2°=512<729 =2x<1024 = 21°

Logo, 9 < x < 10.

Questao 04 - Letra C

Comentario: Substituindo os valores do enunciado na férmula
e considerando t em semanas, temos:
t
28 = (100 - 20).(3] +20 = 80.(21)f=8= 2t = %
2

=

log, 2 = log, L = -t.log,2 = log, 10 = t = log, 10
10

Mas: log, 8 < log, 10 < log, 16 = log, 2° < log, 10 < log, 2* =

<
(&)
-
<L
=
L
-
<
=

3<log,10 < 4

Logo, o tempo necessario para que o percentual se reduza a
28% sera entre trés e quatro semanas.

Questao 05 - Letra C

T
Comentario: Sendo x o tempo para o qual T(x)= ﬁ , temos:

T 1
T(X)=—2=T.00,5)"" = —
) 10 o(0:2) 10

log10™* =log (2)°" =

— 10—1 — (0’ 5)0,1)( — (2)—0,1x =

-1=-0,1x.log2=-0,03x =

X = = x=33,3
0,03

Logo, deve-se esperar 34 dias para que o nivel de toxicidade
do lago volte ao nivel inicial.

Questdo 06 - Letra C

Comentario: De acordo com os dados do problema, temos:

_t
T() =(T,-T,,) .10 2+T,

-t -t -t
140=(740-40) .10 2 +40=100=700.10 2 = 10 2 =%:

v
log10 2 =log 7! = —%:—Iog 7=

t=12.log (7) minutos.

Questao 07 - Letra A

Comentario: Seja P(t) a producgdo, t anos apds 1987,
e P, a produgdo inicial (em 1987). Temos que P(t) = P;.1,08".

Quadruplicando a produgdo de 1987: P(t) = 4.P,.
4P, = P,.1,08'= 4 = 1,08" = log 4 = log (1,08)' =

log 22 = t.log (%J: 2.10g 2 = t[log (22. 3%) - log 100] =

2.log 2 = t[2.log 2 + 3.log 3 - log 10%] =
2.0,30 =t[2.0,30+3.0,48-2] =
0,60 = t.0,04 = t = 15 anos (apo6s 1987)
Logo, temos que 1987 + 15 = 2002.

Bernoulli Sistema de Ensino 1 3
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Questao 08 - Letra A

Comentario: Como em 1 hora ha 60 minutos, temos:
B(60) = -30.log, 81 + 150 = -30.log, 3* + 150 =
B(60) = -120 + 150 = 30

Como o aumento foi de 30%, o total de bactérias apés 1 hora
sera dado por 1,3 . 250 = 325.

Questao 09 - Letra E

Comentario: Sabendo que log, bc = c.log, b, log, a = 1 e
log, b > log, c = b > ¢, com a, b e c reais positivos e
a # 1, temos:

n=f(10)+f(11)+f(12) =

n=log,,,, 10°+log , , 11% +log,,  12° =

n=log, ., (10.11.12)* = n=2.log, ., (1 320)

Portanto,

n=2.log, ,, (1320)>2.log,,,, (1319)=n>2
- °

1

Questao 10 - Letra D

Comentario: Desenvolvendo log, X, temos:
log x 1
log, Xx=—"*—=—"—"=
e log, abc log abc
1
log,, x= =
@ log, a+log b+log c
log, x= L =
abc 1 1 1
+ +
log, x log, x log_x
1 1 1 30
log,, x= = = ==
1,11 15+10+6 31 31
2 3 5 30 30

Questao 11 - Letra B

Comentario: Deseja-se que as coordenadas do ponto A sejam
iguais. Assim:

log,, (x + 1) + 1 = log,, (x* + 35)
log (x + 1) + log 10 = log (x?> + 35)
log [10.(x + 1)] = log (x*+ 35)
10x + 10 = x2 + 35

x2-10x +25=0

X=5

Questao 12 - Letra A

Comentario: Resolvendo a equagdo, temos que:

log y:—l+glog X =
2 2 3 2

2
5 _1
log, x —Iogzy—5=>
2 ) 2
3 = 3
|092X_=l:22 =X_:>
2 y
3X2

V2

Colecao 6V

Questao 13 - Letra D

Comentario: Vamos mudar log, B = 2 e log. A = g para
a base B. Assim:

log. B
%5 o 1 oo loiega )
log, A log, A 2
log,A 3 5.log A
=—= =log, C (II
log,C 5 3 % C (D
Substituindo I em II, temos:
1
5.2
log,C=_2 = s
3 6

Questao 14 - Letra A

Comentario: Como a fungdo logaritmica é injetiva, aplicando
o logaritmo na base 10 em ambos os lados da igualdade do
enunciado, chegamos a uma expressdo equivalente a anterior.

Usando as propriedades de logaritmo:

2t
1
-15.| 1| =15.10%

logQ=log15.10*
log Q=log 15 +log 107
log Q-log 15=-2t

t:I0915—IogQ:l_|09E
2 2 Q

15
t=log  |—
)

Questdo 15 - Letra C

Comentario: Uma das propriedades de logaritmos é

log.a + log_b = log_a.b. Assim:

1 2 3 99 | _
log,, 5 + log,, 3 + log,, 2 + ... + log,, 100) "

98 99 1
—.—| =lo — | =lo 102] = -2
99 100] 910 [100} 9, 11071

Questdo 16 — Letra B

Comentario: Primeiramente, perceba que Q(0) = Q,.e%%02) = Q,,

log [1 23
w222

Q
Assim, deseja-se saber o tempo t para o qual Q(t) = 70 . Logo:
Q(t) - Qo.e—0,023t =
Q

= Qe =
Logi_goom
2

In(2’1) =-In2= In(e’°'°23‘) =-0,023t =
-0,69=-0,023t =

t =30 dias.



Secao Enem

Questao 01 - Letra D

Eixo cognitivo: III

Competéncia de area: 5

Habilidade: 21

Comentario: Devemos ter P < 400 (prestagdo menor ou

igual a R$ 400,00). Entdo >000.1,013".0,013 <400 ,
(1,013" - 1)

Por conveniéncia, adotemos (1,013" = x), logo:
5000.x.0,013

1)

65x < 4oo(x -1)=

<400 (x - 1 é positivo).

65%x < 400x - 400 =

—335x < -400 =

335x > 400

335.1,013" > 400

log (335 ) 1,013") > log 400

log 335 + log (1,013") >log 400
2,525+ n.log (1,013) > 2,602

n.0,005 3> 0,077
h>15,4

Como n é natural, entdo teremos n = 16.

Questao 02 - Letra B
Eixo cognitivo: III
Competéncia de area: 5
Habilidade: 21

Comentario: Dado que E, = 7. 10> kWh e sendo o terremoto
de magnitude 8,9 graus na escala Ricther, temos que a energia
liberada E foi de:

2 E 2 E
R=Zlog|— |= 8,9==lo =
3 g[EUJ 3 g[7.103]

13,35 =1og E-log 7. 102 =
13,35 =log E - (log 7 + log 1073) =
13,35 =log E- 0,84 + 3 =>1log E = 11,19 = E = 10! KWh

Questdo 03 - Letra E
Eixo cognitivo: III
Competéncia de area: 5
Habilidade: 21

Comentario: Sabemos que M(t) = A.(2,7)k.

Para t = 30, temos M(30) = % . Entao,

1

30

1
A _A@7)es % =2,7%3%0 = 2,7%= {E] D.

Bernoulli Resolve

Como queremos determinar t para o qual M(t) = % A, temos:

L A=A@7)= L =2,7%=l0g L =log 2,74 =
10 10 10
log 10! = t.log 2,7*=

1

1) —
-1 = t.log 5 =-1=tlog(2) ¥ =

-1

—31—0 t.dog 2 =30 = t.(0,3) = t = 100

Portanto, sdo necessarios 100 anos.

MODULO - B 13

Sistema Cartesiano e Ponto

<
(&)
-
<L
=
L
-
<
=

Exercicios de Aprendizagem

Questao 01 - Letra D

Comentario: Pela férmula de distancia entre dois pontos,
temos:

s = (X, =X, + (¥, = Y5 = (2 -8 +(0-8) =10

Questdao 02 - Letra A

Comentario: Sejam A(1, 1), B(1, 3) e C(2, 3), o perimetro do
triangulo cujos vértices sdo A, Be Cserad,, + d,. + d,, ou seja:

dy=J1-1?+(3-17 =Va=2
d, =V@-17+3B-17 =5
d=J2-17+@-37 =\1=1

Portanto, d,, + d,. + d,. = 3 + /5.

Questao 03 - Letra D

Comentario: Seja o ponto G, de coordenadas x; e y,
o baricentro de um triangulo de vértices nos pontos A(1, 1),
B(3, -1) e C(5, 3), sabemos que:

X, + X+ X 14345

X,=—42—P8 ¢ 35 <, portanto XG=7+3Jr =3.
TV + 1+(-1)+3

y‘3=7yA y; Ye  portanto YG=#=1-

Logo, G tem coordenadas (3, 1).

Questdao 04 - Letra A

Comentario: As coordenadas dadas representam o mesmo
ponto, entdo x + 3y =4 + y (i) e -x -y = 2x + y (ii).

De (i), temos x = 4 - 2y. Substituindo em (ii):
-(4-2y)-y=24-2y)+y=>-4+2y-y=8-4y+y=>
4y =12 =y =3

Portanto, x =4 -2 .3 = -2.

Logo, x¥ = (-2)° = -8.

Bernoulli Sistema de Ensino 1 5
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Questao 05 - Letra B

Comentario: Calculando a distancia entre os pontos A e C,
temos:

dAc = \/(XA - Xc)z +(yA - yc)Z =
d, = \/(—5 -3) +(2-(-4) =
d,c =\/(-8)2 +6% = \/64+36 =\100=10

Sabendo que a diagonal do quadrado mede ¢/2, em que 7 é o
lado do quadrado, temos:

10

— =

N

125

é\/5:10=> (=

Assim, o perimetro 2p do quadrado é dado por:

2p=40=4.5J2 =20\2

Questao 06 - Letra E

Comentario: Sendo A e B vértices consecutivos de um
quadrado, o lado 7 é a distancia entre os pontos A e B. Logo:

d,, =\/(xA - xB)2 +(yA -YB)Z =
dy=\(-1-2) +(5-1) =
dy, =V(-37+4 =9+16 =\25=5

Assim, a diagonal D é dada por:

D=n2=502

Questao 07 - Letra B

Comentario: Por ser um triangulo equilatero, as distancias
entre os pontos sdo iguais. Ou seja:

d(A, B) = d(A, C) = d(B, C)
E as distancias, por definigdo, sdo:
d(A,B)=+/(-1-1>+(0-0)* =2

Como d(A, B) = d(A, C) = d(B, C) = 2, por transitividade,
temos d(A, C) = 2.

Questdo 08 - Letra A

Comentario: Para calcular o deslocamento total d da pessoa,
deve-se calcular a soma das disténcias AB, BC e CD. Dessa
forma, temos:

dy =(5-15) +(5-10)" =100+ 25 =55

2 2
dBC:\/(IS—O) +(10-30)" =225+ 400 =25

d,, = \/(o -20)" +(30-40)" =/400 + 100 = 10V5

Assim, temos:

d=5y5+25+10y5=15J5+25=5(3V5 + 5) m

Colecao 6V

Exercicios Propostos

Questdo 01 - Letra A

Comentario: Marcando os pontos no plano cartesiano, temos
a seguinte representagdo:

Yy
4..
BQ fffffffff 3 ’A
| 21 i
: 1 }
—4—'3—2—11 1234567 x
o 21
_3..

Calculando a medida de cada lado desse triangulo, temos:
de=%X,-X%X,=7-(-4)=11

doc =Yg - Yc.=3-(-2)=5

Como o tridngulo é retdngulo, podemos encontrar a medida do
segmento AC aplicando o Teorema de Pitagoras. Logo:

(dy)? = 25 + 121 = 146 =

d,. =146

Como todos os lados tém medidas diferentes, esse triangulo
é retangulo e escaleno.

Questdo 02 - Letra A

Comentario: Considere a figura a seguir para resolugdo
da questao:

Yy
M(3, 5)

S I

T Q(x, y)
27
o T T R(S, 1)

ST S T

o 1 3 5 X

Como o quadrilatero MNPQ é um paralelogramo, suas diagonais
se interceptam no ponto médio T(a, b). Com isso, temos que:
T(a, b) é ponto médio dos pontos M e P e dos pontos N e Q.
Logo:

a:3+5=4eb=5+1=3:
2 2
1+x
a= =4=1+x=8=x=7

b:Z‘LTy=3=2+y:6=y:4

Portanto, o ponto Q é dada por (7, 4).



Questao 03 - Letra C

Comentario: Sejam (x,, y,), (X5, Yg) € (X., Y.) as coordenadas
dos vértices A, B e C, respectivamente.

Devemos ter:

X, Xy

X, = > =3 =X, +X,=6
YatVY

yMz—A2 £=3 =5y, +y,=6
Xo + X,

X, = > =7 =X, +X%X, =14
Yo 1Y,

Yy = CZ B=3 =y _+Y,=6
X, +X

X, = A2 £=4 =5x,+x.=8
YotV

Y, = A2 £=0 =y,+y.=0

Assim, teremos os sistemas:

X, + X, =6 Yot ¥y =6
X .+ X, =14 e 1y +y,=6
X, + X =8 Yo+ ¥.=0

Resolvendo por substituigdes, encontraremos para o primeiro
sistema:

X, = 0; x;=6; x.= 8.

Para o segundo sistema:

Ya=0;Yy;=6;y.=0.

Assim, a abscissa do vértice C é 8.

Questdo 04 - Letra D

Comentario: Como os catetos desse tridngulo estdo sobre os
eixos de um sistema cartesiano, o vértice relativo ao angulo de
90° é a origem desse sistema, dessa forma, podemos supor os
pontos B(x, 0) e C(0, y) como os outros vértices desse triangulo.
Assim, usando a definicdo de ponto médio, temos:

X+0=—1:x=—2

y_+0:3:y:6

Logo, a soma das coordenadas dos vértices desse triangulo é dada
porx, + X, + X . +y,ty,+y.=0+(-2)+0+0+0+6=4.

Questao 05 - Letra D

Comentario: Seguindo as orientagdes constantes no
enunciado, temos:

y
4.
A f C
Sl
" + X
-3-2-1?_ 2 4 5 6
21 >
_3- B

Assim, o tridangulo ABC é retdangulo de catetos medindo 4 e 6 u.c.
Assim, sua area A é dada por:

A=ﬂ:12u.a.
2

Questdao 06 — Letra E

Comentario: Considere a representagdo a seguir para o calculo
da distancia percorrida pelo avido:

A
200 km

800 km

300 km
Adistancia de A até B passando por C seré dada pord,, = d, +d,
ou seja:
d,. =+/8007 +200” = /680 000 = 200y17 = 825 km
doy = 300V2 = 424km

=1 250 km.

Portanto, d,, = d,. + d =

Questdo 07 - Letra C

Comentario: Calculando a medida de cada lado desse
triangulo, temos:

(dnac)2 =(M-0\+(4-6=m"+4
() =(M-17 + (4= (-2)) =m* +2m +1+36
(dAc)z =(1-0)+(-2-(6))>=1+64=65

Aplicando o Teorema de Pitégoras:

(dBC)Z :(dAs)2 +(dAc)z =>Pff{+4=m{—2m+37+65:>
2m=98 =m=49

Questdao 08 - Letra C

Comentario: Como o perimetro da praca é 120 m e as duas
pessoas percorreram distancias iguais, cada um percorrera
60 m.

Logo:

Por semelhancga de triangulos, temos:
0_AB_AC 5 30_40 - 12mECQ=16m
20 PQ CQ 2 PQ CQ

Bernoulli Sistema de Ensino

Bernoulli Resolve
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Assim:
P(40 - CQ, PQ) =P(24,12);A(0, 0)

d(P, A) = /24, 0)> + (12 - 0% =12\/5 =27 m.

Questdo 09 - Letra C

Comentario: Observando o plano cartesiano, percebe-se que
a primeira parte do padrdo acontece como visto a seguir:

Nesse padréo, a linha poligonal tem 12 cm de comprimento e
deslocou-se 4 unidades no eixo x. Como o comprimento total é
de 94 cm, pode-se encontrar as coordenadas de Q considerando
8 padrdoes menos duas unidades, (8 . 12 - 2 = 94), assim
analisando o padréo, Q tem coordenadasx =4 .8 =32ey = 1.

Questdo 10 - Letra C

Comentario: Para encontrar a posicao que atende ao pedido
do Sr. Anténio, o engenheiro deve encontrar as coordenadas
do circuncentro do tridngulo cujos vértices sdo as posicoes da
casa, piscina e vestiario, ou seja, encontrar um ponto P(X, y)
cuja distancia até cada um desses outros pontos seja igual.
Seja d essa distancia, temos:

Piscina

Vestlarlo 20

-12-8 -4 4 8 12 X

Casa

Assim, temos:
d=4(x-0)*+(y -0y M
d=(x- (-8) +(y - 20 ()
d=(x-12)* +(y -24) (III)

Comparando II e III, temos:
(Xx+8)2+(y-20)2=(x-12)2+ (y - 24)> >

X2+ 16x + 64 + y? - 40y + 400 = x?> - 24x + 144 + y> - 48y + 576
40x + 8y - 256 = 0 (1V)

Agora, comparando I e II, temos:
(Xx+8)2+(y-20)02=(x-0)2+(y-2)?=

X2+ 16X + 64 + y2 - 40y + 400 = x> + y> = 16x - 40x + 464 = 0 (V)

Colecao 6V

Agora, temos o seguinte sistema:
40x + 8y =256  (IV)
16x — 40y =-464 (V)

Fazendo IV + —g] .V, temos: 108y =1416 =y =13,1=x=3,8

Portanto, o engenheiro deve construir o pogo na posigdo, em
relagdo a casa, aproximadamente, 3,8 m para o lestee 13,1 m
para o norte.

Questdao 11 - Letra B

Comentario: A inclinagéo da reta AB é mg; = % =>mg = %
Como o segmento AB L AD, entdo:

_ _ 3
m;\-gm;\-[;——1:>—mA«5— 1:mA«5——Z

Dai, a equagao da reta AD é:
3 3
-0=-=(x-0)=>y=-=x
y 4( )=y 7
Como D = (a, b) A_ﬁ, entdo b = —Ea.
Assim, D = (a,—éa).
4

A distancia de A até B é:

d,s=+(@4-07+3B-0 =d, ;=5

Como ABCD é um quadrado, entdo:

2
d,,=5= \/(a—0)2+(_3a_o] 5=
: 4

a2+%a2=25:>a2=16:>a=1r4

Comoa<O,entéoa=—4eb=—%(—4):>b=3

Portanto, as coordenadas do vértice D sdo:

D = (-4, 3) e, assim, -4 + 3 = -1.

Questdo 12 - Letra C

Comentario: Considere os pontos A, B e um ponto genérico C',
de ordenada nula, num sistema de eixos ortogonais para a
representagdo do problema:

S | R 4

O ponto C' estad sobre o eixo x, pois possui ordenada nula.
Os pontos A, B e C' determinam um tridngulo ou um segmento
de reta. Pela desigualdade triangular, temos que a soma de
dois lados é sempre maior que a medida do outro lado de um
tridngulo. Agora, como C' pertence ao eixo X, podemos notar
que, quando C' estd alinhado com AB, temos AC + BC = AB
e, para qualquer outra posicao de C', temos AC + BC > AB,
0 que determina o valor minimo de AC + BC ocorrendo para
C' alinhado com A e B, logo:



d =J(d-27 +(-1-27 = Ja+9=+13

d,. =\(m=-2)? +2% = Jm* - 4m + 8

d,. =(m-4Y +1=m? +8m+17
Agora, fazendo AC + BC = AB, temos:
sz —4m+8+\/m2 -8m+17=\13=

Jm? —am+8=\13-Jm? -8m+17 =

P —4m+8=13+ o —8m+17-2y13m? -8m+17=
am - 22 = Z\13m? -8m+17=

11-2m=\13m? +8m+17=

4m? -44m+121=13m*-104m+221=
9m? -60m+100=0=

A:(—60)2—4.9.100:0:

60+0 60 10
m=———=""=""
2.9 18 3

Secao Enem

Questdo 01 - Letra D
Eixo cognitivo: I
Competéncia de area: 2
Habilidade: 6

Comentario: Como o sanitario S estd no ponto médio do
segmento AB, as coordenadas do ponto B sdo tais que:

1+x

2
+

=5=x=9

2

Y
=10=y =18
> y
Logo, a loja B esta localizada no ponto (9, 18).

Questao 02 - Letra B
Eixo cognitivo: III
Competéncia de area: 6
Habilidade: 25

Comentario: O raio da semicircunferéncia indicada na figura
da questso é igual a y/2 km,ent&o as construcdes em linha reta
e via semicircunferéncia demorariam:

242 .10%1=2.1,4.1000 =2 800 horas
n.42.10%0,6=3.1,4.10% 0,6 = 2 520 horas

Portanto, o menor tempo possivel seria de 2 520 horas.

Questdo 03 - Letra E
Eixo cognitivo: I
Competéncia na area: 2
Habilidade: 6

Comentario: Pela figura a seguir, verificamos que a distancia
percorrida pelo 6nibus para ir de P a Q é igual a PR + RQ,
ou seja, 820.

y
Q
3209 - °
410
p—————T
200 ¢ — R
o 30 440 550 x

O ponto T deve estar localizado na metade da distancia,
de modo que PT = 410. Portanto, a abscissa do ponto T devera
ser igual a 30 + 410 = 440. As coordenadas do novo ponto de
parada mostrado na figura sao (440, 20).

Questdo 04 - Letra E

Eixo cognitivo: I

Competéncia de area: 2

Habilidade: 6

Comentario: Considerando um plano cartesiano com origem
no ponto O, o ponto simétrico ao ponto A = (X, y), em relagdo a
origem, é o ponto A’ = (-x, -y). Logo, por exemplo, o simétrico
do ponto A = (-1, 3), em relagdo a origem, € o ponto A’ = (1, -3),

conforme ilustrado na figura a seguir:

y
A 3

31 ___ A
Vale ressaltar que o ponto A’ é colinear aos pontos Ae O, e é
tal que as distdncias AO e A'O s&o iguais.

Desse modo, verificamos que a Unica alternativa que apresenta
a imagem simétrica da figura original, em relagédo ao ponto O,
é a alternativa E. A figura a seguir ilustra dois pontos A e B e
seus respectivos simétricos, A’ e B’, em relacdo ao ponto O.

y
A

Al

Bernoulli Sistema de Ensino
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Questao 05 - Letra E

Eixo cognitivo: I

Competéncia de area: 2

Habilidade: 6

Comentario: Pelas coordenadas, temos A = (30, 20),
B = (70, 20) e C = (60, 50).

Sendo P(x, y) o ponto procurado, temos:

(x=30)% +(y - 20)* = (x - 70)* + (y - 20)* = (x - 60)* + (y - 50)?

1 i 111

I=II=

(x=30) + (y~20) = (x~70) +
X2 —60x +900 = x? -~140x+4 900 =
x =50

) =

(x =30)2 + (y - 20)2 = (x = 70)> + (y - 20)? = (x - 60)% +
(y - 50)?

Substituindo, na igualdade, x = 50 em II = III, temos:
II=IlI=>

(50-70)2 +(y - 20)? = (50 - 60) +(y - 50) =

400+ y? - 40y +400=100+ y? ~100y+2 500 =

60y=1800 =

180
===
6

y=30

Y

Logo, as coordenadas de P sdo (50, 30).

Questao 06 - Letra A
Eixo cognitivo: I
Competéncia de area: 2
Habilidade: 6

Comentario: Pela figura a seguir, temos as diregdes do

helicdptero indicadas pelas setas.

70,0

800 m

700 m

60,8 600 m

60.6 500 m

! 400 m

60,4 300 m

200 m

60,2 100 m
60,0

1 1 1 1
20,0 20,2 20,4 20,6 20,8 21,0 21,2 N

Portanto, de acordo com a escala de tons apresentadas, conclui-se
que o helicoptero pousou em um local cuja altitude € menor

ou igual a 200 m.

Colecao 6V

MODULO - B 14
Estudo Analitico da Reta

Exercicios de Aprendizagem

Questao 01 - Letra C

Comentario: Utilizando a equagdo fundamental de uma reta:

Ponto A: (x,, Y,) =(0,1)

Ponto B: (x,, y,) = (6, 8)

Y-Y, =m(x-x)
Y,-Y, 8-1

m=-—++_-"0_--— -

X -X, 6-0

[&¥RN]

7 7X
-l1=—(x-0)=y=—+1
y 6( )=y 6

Questao 02 - Letra D
Comentario: As equacdes reduzidas das retas sdo:
_6-3x

2

x-10
ry=-"—"--=%e

siy

Igualando a equagéo das retas, temos:

x-10 _6-3x
2

= x-10=6-3x = 4x=16 = x=4

Questdo 03 - Letra D

Comentario: Considere a figura a seguir com seus dados.
y /
120°

/‘2 o X

A inclinacdo da reta pode ser determinada da seguinte forma:
a=tg60°=a=,3

Como a reta passa pelo ponto (-2, 0) e sua inclinagdo é /3,
temos:

y-0=/3(x+2)=>y=/3x+2/3
Portanto, a equacdo reduzida da reta é y = /3x + 2/3.

Questdo 04 - Letra B

Comentario: Igualando as equacgées das duas retas, temos:
8

5x+12=ax+4 = x(5-a)=-8 = x=-
(5-2)

Como o ponto A(-1, b) é a intersecdo entre as duas retas,
_ 8
(5-a)

=-1 =8=5-a =a=-3

y=5x+12=b=5(-1)+12=b =7.



Questao 05 - Letra C

Comentario: Seja x o tempo, em anos, e y o nUmero de casos
de dengues registrados. Temos:

A(2 005, 400)
B(2 013, 560)

Encontramos a equacao fundamental da reta.
__560-400
2013-2005

y:%(x—2005)+400:

y- (x-2005) =

y =20(x - 2 005) + 400 =
y = 20x - 40 100 + 400 = 20x - 39 700

Calculando a quantidade de casos de dengue para x = 2015:
y =20.2015 -39 700 = 600

Questao 06 - Letra B

Comentario: Considere a figura a seguir:

y
c, 1 r
D
-1 (e} 1 X
E -1 F

Como o hexagono é regular, temos que Bﬁo = 30°.
Assim, o coeficif/rlte angular da reta r é igual a:
3
m =tg 30° = —
d 3

~ . N3
Se r passa pelo ponto D(-1, 0) e sua inclinagao é 3 temos:

V3 3,5
3 3

y—0=?3<x—(—1>):y

Questdo 07 - Letra E

Comentario: Como o ponto (-2, a) pertence a fungao
quadraticay = x2 - 1, temos:

a=(-22-1=

a=3

As raizes da fungdo y = x2 - 1 sdo:
0=x*-1=>x=+1

Com base nisso, deduzimos que a reta r, além de passar no
ponto (-2, 3), também passa no ponto (1, 0).

Logo, temos dois pontos por onde a reta passa. Com esses
dados, conseguimos determinar sua equagao. Assim:

3-0

-2-1

m = =>m-1e

y-0=-1(x-1)=>
X+y-1=0

Portanto, a equacdo daretaréx +y -1 =0.

Bernoulli Resolve

Questao 08 - Letra A
Comentario:

e {2x—5y+7:0
2Xx+y+7=0

Subtraindo as equagoes:
-6y=0=y=0

2x+0+7=0:x=—§

Logo, o ponto de intersecdo das duas retas tem coordenadas

-Z,0].
2

Exercicios Propostos

Questdo 01 - Letra E
Comentario: Utilizando a equacgdo fundamental de uma reta:
Ponto A: (xo, yo) =(1,2)

<
(&)
-
<L
=
L
-
<
=

Ponto C: (x, y,)=(4,5)
Y=Y, =m(X-X,)
m=Yi~Ye_5-2_3_,
X, =%, 4-1 3
y-2=1.(x-1)= y=x+1

Portanto, o coeficiente linear é igual a 1.

Questdo 02 - Letra D

Comentario: Para encontrar os pontos em que esta reta
intercepta os eixos coordenados, vamos igualar cada variavel
a 0 separadamente.

Para x = 0, temos:

2X -3y =12=-3y=12=>y = -4
Paray = 0, temos:

2x -3y =12=2x=12=>x=6

Logo, sabendo as coordenadas dos pontos, o ponto médio do
segmento tem coordenadas:

=0+6:3
m 2
0-4
L ]
Y >

Questdo 03 - Letra E

Comentario: Encontrando as intersecGes por meio das
equagdes das retas:

X-y+2=0=>x-4+2=0=>x=2
A2, 4)

X-y+2=y+x+4=>y=-1
X-y+2=0=>x-(-1)+2=0=>x=-3
B(-3, -1)
y+x=-4=>4+x=-4=x=-8
C(-8, 4)

Os pontos do triangulo s&o:

(2,4); (-8,4)e (-3, -1)

Bernoulli Sistema de Ensino 21
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Questao 04 - Letra B

Comentario: Pelo enunciado, temos as informacgées na figura
a sequir:

Yy S

v

0] 3Q X

Pelo Teorema de Pitédgoras, temos:
PO’ =0Q* +PQ* =
52=3+PQ*= PQ=4

Agora podemos calcular a equacgéo da reta r.
m-PQ_4
oQ 3

4
y-0=mx= y=§x

Questdo 05 - Letra C

Comentario: A reta r passa pelos pontos (0, 4) e (1, 5), entdo:

5-4
m= 1ot

y-4=1x-0)=>
y=x+4=
-X+y=4

Ja a reta s passa pelos pontos (0, 6) e (6, 0), assim:
-6
s 6 -

m -1

y-6=-1(x-0)=

y=-x+6=

X+y=6
Portanto, o sistema de equagdes lineares que pode representar
asretasres & 1 XTY=4

X+y=6

Questao 06 - Letra B

Comentario:

r_{mr:tg 450 =1
P(-1,0)

= ry-0=1(x+1)= y=x+1

s:{g(s;;? 60° =3 = siy-0=3(x-2) > y=3x-2\3

ro s:
JEx—2J§:x+1=> (\/5—1)x=2«/§+1=>
X_Z\/§+1 (\/§+1)_6+2\/§+\/§+1:

_\/5—1.(\/§+1) 3-1

x:3€+7.

Colecao 6V

Questao 07 - Letra D

Comentario:

{Pl (-2,1)
r: =
P,(5,3)

E[E+£] -0,

14
7(n —m) =
11 11\ 7 2

Questdo 08 - Letra D

Comentario: Um modo de calcular a area do tridangulo OAB é
ter as coordenadas dos pontos B e A.

No enunciado, como a reta s passa pela origem, a equagao
2
dareta é y=2-X.
3
Ponto B:
X+3y-6=0
2

==X
Y 3

x+3.[§x]—6=0:3x=6:x=2:>y=%.2=i

3
4
2 5]

. Ponto A:
{x+3y—6=0
y=0
X+3.0-6=0= x=6
P,(6,0)

Assim, temos as medidas do tridngulo e calculamos

sua area:
1 1 4
A =5'OA'h=E .6. §=4u.a.

Questdo 09 - Letra D

Comentario: Observe no esquema a seguir que o triangulo

formado possui um angulo de 90°, logo ele é retangulo.

Y;

N x=1

\

45° 450

1 \x

y=-x+4

y=x=tgoa=1= o =45°

135° = tgp = -1 = B = 135°




Questao 10 - Letra A

Comentario: Seja a reta da forma y = ax + b. Dessa maneira,
para o ponto A, temos que:

k=a.0+b=>

b=k

Para o ponto B, temos:
O=k.a+b=
O=k.a+k=
-k=k.a=

a=-1

A soma dos coeficientes da reta y = -x + k &, portanto,
igual a k - 1.

Questao 11 - Letra E

Comentario: Seja m_o coeficiente angular da reta r, p o
coeficiente linear da retar r, m_o coeficiente angular da reta
s e q o coeficiente linear da reta s, temos:

m = 10; m =9

Logo, podemos escrever as equagdes das retas como:
rry=10x + p

sty=9x+q

Agora, substituindo o ponto (0, a) na reta r e (0, b) na reta s,
temos:

a=10.0+p=>a=p
b=9.0+g=>b=q

Agora, substituindo os valores encontrados para p e q e fazendo
a intersegdo dessas retas, temos:

10x+a=9% +b=>

x=b-a

Dessa forma, utilizando a informagdo constante na questdo, que
diz que a abscissa da intersegdo dessas retas € igual a 6, temos:

b-a=6=b=a+6

Questao 12 - Letra A
Comentario: A equagdo da reta AB é:

e A reta que contém o segmento AB tem coeficiente linear
igual a 4.

y=ax+4:>7=a.6+4:a=%
X

==+4

Y 2

Equacdo da reta BC:

e O coeficiente angular do segmento BC vale metade do
coeficiente angular do segmento AB.

y=l.§+b=§+b=>7=§+b=>b=E
2 2 4 4 2
x 11
=—4+=
4 2

e Ordenada do ponto C:
X H_E+E_7+11_

= = 9
y42422

e O coeficiente angular do segmento CD é igual a -1.

Equacgdo da reta CD:

y=-X+b=
=-14+b=b=23
y=-X+23

e A ordenada do ponto D é % da ordenada do ponto C.

y=-X+23=

z.9=—x+23:>
3

=-X+23=>

x=17

Portanto, a abscissa do ponto D vale 17.

Secao Enem

Questao 01 - Letra C
Eixo cognitivo: II
Competéncia de area: 6
Habilidade: 24

Comentario: Observa-se, no grafico, o coeficiente angular da
reta dada que passa pelos pontos (0, 0) e (2, 4).

t
(2, 4)

(0, 0) ' Ax 2-0

Pelo enunciado, deve-se ajustar o coeficiente angular para
garantir que a reta passa pelos pontos (0, 0) e o vértice da
parabola dada por (4, 16).

s
(4, 16)
Ay 16-0
m=—-‘>1="A— =

4
(0, 0) S AX 4-0

Com base nos valores, aumenta-se o coeficiente angular em
2 unidades.

Questdao 02 - Letra B
Eixo cognitivo: II
Competéncia de area: 6
Habilidade: 24

Comentario: Somente os pontos B = (-3, 1), D = (0, 4) e
E = (2, 6) dos itens pertencem a reta de equagdo y = x + 4.

A disténcia do ponto P ao ponto B é:

dP,B = \/(XP - XB)Z + (yP - yB)Z =

dyp=\[-5-(-3)F +(5-17 =
d,,=\4+16 =120 <5

Portanto, a estacdo do metrd ser criada no ponto B = (-3, 1)
satisfaz a solicitagdo da comunidade.

Bernoulli Sistema de Ensino

Bernoulli Resolve
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MODULO - B 15

Posicoes Relativas e Distancia
de Ponto a reta

Exercicios de Aprendizagem

Questdo 01 - Letra A

Comentario: Essa questdo é uma aplicagéo direta de distancia
de um ponto a uma reta. Temos o ponto de coordenadas
(20/2 + 1; 1) e a reta na equacgdo geral -x + y = 0.
Chamando de d a distancia desse ponto a essa reta, temos:
. ‘(-1)(20\/5+1) +1.1+40) ‘-zoﬁ—1+1| 2042 .

Jeiy + 22 N 2

Questdo 02 - Letra E

Comentario: A reta perpendicular a retar: y = 2x + 1 possui
coeficiente angular:
1 1

m 2

Para passar pelo ponto P = (4, 2):

y:mx+b:y:—%x+b:2=—%.4+b:b:4

Assim, a reta procurada possui equagao y =—%x+4.

Questdo 03 - Letra C
Comentario: A reta r, cuja equagéo é x + 2y + 3 = 0, pode

1 3
ser reduzida na forma Y:—EX—E, com coeficiente angular

m, =_l. Sabemos que t L r e que P(2, 3) € t, entdo:

m =- =2

1
m

.

tty-3=2(x-2)=>t:2x-y-1=0

Questdo 04 - Letra D
Comentario: A distédncia de P a reta r é dada por:
|ax, +by +c| |2.5+(-3).6+5]

Ja? +b? - \/2Z +(-3)? -
110-18+5] _|-3| _3V13

Vavo iz 13

dep, r) =

Questdo 05 - Letra D
Comentario: Escolhemos um ponto arbitrario que pertenga a
uma das duas retas. No caso (0, 0).
3x+4y=0=3.0+4.0=0

Agora, calculamos a disténcia deste ponto a outra reta.

lax, +by,+Ccl |3.0+4.0+10| _[10] _

2
Ja? +b? Y34 5

Colecao 6V

Questdo 06 — Letra E

Comentario: Igualando as equagoes:

5 +8=-5x+8=x=0

Substituindo o valor de x em qualquer uma das duas equacoes,
temosy = 8.

Logo, as retas possuem um ponto em comum.

Questdo 07 - Letra E
Comentario: Para que as retas sejam paralelas:
2x +ky =3 y:£x+E
X+y=1 - K k
y= y=-x+1

—lzi:k:Z
k

Para que as retas sejam perpendiculares:

-2_ 3
{2x+ky:3:> y=—X+=
X+y=1

—1=-

Portanto, os valores de k sdo 2 e -2.

Questdo 08 - Letra A

Comentario: Observe a figura a seguir, que representa a
geometria da situagdo.

8+
7+
61
54
4+

3240 ‘
-1
-2
-31
-4
=5
-6
m_-—2-%
AB 1_(_2)
Mg =-2
Sabemos que r L AB, entdo: m = -1 =% . Temos ainda que

AB

o ponto (3, 3) pertence a reta r. Assim:
r:y—3:%(x—3):>

r2y-x-3=0



Exercicios Propostos

Questao 01 - Letra E

Comentario: Escrevendo a equagdo dada na sua forma
reduzida, temos:

y=3x46 = m =3 (coeficiente angular)
n=6 (coeficiente linear)

y=0=

3Xx+6=0=

X = -2

A equacdo representa uma reta que intercepta o eixo das
ordenadas no ponto (0, 6) e das abscissas no ponto (-2, 0).

Questao 02 - Letra C

Comentario:

r'y—gx_z
3T 3

Comos LreP(2, 3) s, temos:
1 3

s:y—3:—%(x—2) = s:3x+2y-12=0

Questdo 03

Comentario: A equacdo da reta que passa pelos pontos A e
B, sera:
7-2 1
m=——==2=
11-1 2
1 X+3
-2==(x-1)>y="—"=
y 2( )=y 5

Sendo I o ponto de intersegdo entre as retas y = x+17 e

X+3 3
y= T , temos:

-X+17 _x+3

3 2
-2X+34=3x+9 =
5x=25=
x=5

Substituindo o valor de x na equagdo:
yo5+17 12
3 3

4
Portanto, as coordenadas do ponto de intersegdo I é (5, 4).

Questdo 04 - Letra A
Comentario:

O ponto médio de AB é

M[_1+5, 4+(—6)] —M2, -1).

2 2

Chamemos de r areta 2x - 5y + 3 = 0 e de s a reta desejada:
2 3

r2x-5y+3=0 = y==x+=
y y 5 5

Comorlse(2,-1) es, temos:

s:y+1:—§(x—2) =
s:5x+2y-8=0

Questdo 05 - Letra B

Comentario: A, B, C e D sdo vértices consecutivos de um
quadrado. As coordenadas no ponto A sdo A(1, 3),eBeD
pertencem a equacdo x -y -4 = 0.

Dai, a distancia d do vértice A(1, 3) aretax -y -4 = 0 sera
a metade da diagonal do quadrado. Logo:

d= 7‘x—y—4‘ =
V12 +(-1)?
g2 l1-3-4]

V2

d= L =
V2
d=3/2u.c.
Entdo, a diagonal do quadrado é:
D=2d=>
D=2.3/2=
D=6/2
A diagonal D do quadrado em fungdo do seu lado ¢ é:
D= (ﬁ =

6/2=10/2 =1=6u.c

Portanto, sua darea Aé A =/2= A =62= A = 36 u.a.

Questéo 06 - Letra D

Comentario: Como r, é paralela ar,, entdo m, = m, = m.
r:y=mx+b =

2=m.0+b =

b =2

r,iy=mx+b, =

0=m.1+b, =

m=-b,

A reta ¢, que passa pelos pontos A e B, possui a equagado da

reta:

0-2
-2=——.(x-0)=>
y-2=7—2.(x=0)
y=-2X+2
Lembrando que ¢ é perpendicular as retas r, e r,, temos:
1 1

(2 2

Portanto, o produto procurado é dado por:

1
m, b, _[EJ'(Z) =1

Bernoulli Sistema de Ensino

Bernoulli Resolve
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Questao 07 - Letra D

Comentario: Primeiro, vamos encontrar a equacdo da reta r,
que passa pelos pontos A e B:
y-20= m_[x_(_zo)] =

20-(-20)

y=—ﬁ.(x+20)+20=—§x+5:>
40 4
3
r: y+=x-5=0
Y 4

Agora, calculamos a distancia do ponto P até a reta r.

§ L0+1.304(- 5)
d(Prl’)—

Considerando a escala 1

: 200, em metros, temos:
200 .d(P, r) =200.20 =4000m =4 km

Questao 08 — Letra B

Comentario: Primeiro vamos encontrar os pontos em que a
reta s intercepta os eixos coordenados.
2x-3y+12=0
12
x=0=2. O—3y+12=0:y:?=4
12
y=0=2x-3. 0+12=0:x——? -6

O ponto de intersegdo entre as retas t e s é a média entre
estes pontos:

:0+(—6)=_3
™ 2
0+4
= =2
Y >

Como a reta t é perpendicular a reta s, encontramos a equagéo
dela:

s: 2x-3y+12=0=> y=§x+4
1 1 3
m=—-—=-— ===
t ms [g] 2
3
Y=Y, =M.(X-X_ )=
3
Y-2=-E-[X-(-3)]:
2y-4=-3x-9= 3x+2y+5=0
t: 3x+2y+5=0
Finalmente, calculamos a distancia do ponto M(1, 1) a reta t.
13.1+2.1+5] _|10] _10V13

V32422 \/1_3_ 13

dM, t) =

Questdo 09 - Letra C

Comentario: A reta r, com inclinagdo de 45°, possui a equagao
da reta na forma:

y=tg45°x+c=x+Cc=>x-y+c=0

a=1
b=-1
Colecao 6V

Como a distancia de r a A é a mesma de r a B, temos:

d(A,r)zd(B’r):laxA+byA+c|:|axB+byB+c|

e =g

|8-2+c|=|3-6+c|=|6+c|=]|-3+C]|

Temos uma equacgao modular com 3 intervalos.

Sec>3:
|6+c|=|-3+c|=
6+c=-3+c= 6=-3 (Falso)

Se-6<c<3:
|6+c|=|-3+c|=

6+c=3—c:>2c=—3:>c=—%
Sec< -6:
|6+c|=|-3+c|=>

-6-c=3-c=>
-6 =3 (Falso)

Confirmando pelo grafico que c < 0, temos a equagdo da reta:

x—y+c=0:>x—y—g=0

Finalmente, encontrando as coordenadas do ponto C.

y =0 (conforme o gréfico) = x—y—§=0=> x=E
2

Questdo 10 - Letra C

Comentario: Observe a figura a seguir, com A(2, 3) e B(-1, 2):

1Y
s A

B
0 X

2 -1 01\2 3 4
-1

A equacdo da reta AB tem coeficiente angular a dado por:
_ 3-2 1
2-(-1) 3

O centro da circunferéncia pertence a mediatriz da corda AB;
logo, o ponto médio (x_, y,,) de A e B pertence a essa mediatriz.
C2+4(-1) 1 _3+2_5

mT2 2 ' 2 T2

Além disso, a reta mediatriz € perpendicular a reta AB, o que
faz com que seu coeficiente angular seja -3. Assim, a equagao
da mediatriz é dada por:

5 1
-==-3|x-=|=22y-5=-6x+3=
v-3=-3fx-1)=2y

2y +6x-8=0 =23x+y-4=0



Secao Enem

Questao 01 - Letra C
Eixo cognitivo: III
Competéncia de area: 5
Habilidade: 21

Comentario: A distdncia minima é a distancia de O(0, 0) a

retar = P(=5,0)
Q(-1,-3)

_0-(3)__3
T 5_(-1) 4

rry-0= —%(x—(—S)):3x+4y+15=0

\3.(0)+4.(0)+15\ 15

d(0,r) = = =3km.
VB +(4)? e 5 "

MODULO - B 16

Areas e Teoria Angular

do,n =

Exercicios de Aprendizagem

Questao 01 - Letra C

Comentario: A area S do triangulo de vértices (0, 0), (1, 2)
e (2, 1) éigual a:

1 110011 4 3
L R R

Questdao 02 — Letra B

Comentario:

Yy
E(-1, 0)
; X
F(-2, -2) H(0, -2)
G(-1, -4)

De acordo com as coordenadas, temos que o quadrilatero é
um losango e a area de EFGH pode ser encontrada somando
a area dos triangulos EFH e FGH. Assim:

1 -1 01 1 -2 -2 1
Acear = Asern T Asron = E -2 -2 1|+ E -1 -4 1
0 -21 0 -21

AEFGH=7 .4+% .4=4ua

Questao 03 - Letra A

Comentario: Dividimos o poligono ABCDE em trés triangulos,

como na figura a seguir:

y

D(6, 10)

E(-4, 8)

C(12, 4)
A(0, 0) B(10, 0) X
Dessa forma,
Shecoe = Saoe T Speo T Seep = %lDADEl + %lDAabl + %lDBcnl
S

ABCDE

=1.188] + 1.]-100| + 1.|36] = 112
2 2 2

Logo, a area do terreno é de 112 m2.

Questdo 04 - Letra D

Comentario: A reta x + 3y - 3 = 0 divide o sistema cartesiano
em dois semiplanos opostos (o que estd acima e o que esta
abaixo da reta).

Como foi dado que cada um dos pontos esta situado em um dos
semiplanos, e A pertence ao semiplano acima da reta. Para o
ponto B, devemoster5+3.b-3<0=b< —%. Logo, entre

os valores dados, somente —% é menor que —%.

Questdo 05 - Letra B

Comentario: Coordenadas do ponto A:
y=x-2

X 5
=——4 —

x—2=—5+5=>§x=2=>x:3 ey=1
2 2 2 2

AG, 1)

Coordenadas do ponto B:

y=x-2
y=0

0=x-2=>x=2

B(2, 0)

Bernoulli Sistema de Ensino
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Coordenadas do ponto C:

2 2
y=0
=-=—+==x=5
C(5,0)

Logo, a area do triangulo ABC é dada por:

A =

ABC

1
>

N | =
ua NN W
o o+~
[T

Questdo 06 — Letra C

Comentario: Os graficos dados delimitam um triangulo ABC,
como podemos perceber na figura a seguir:

Y.
y=2x-4
A B
=2
2\/ Y
o 2/N\3 X
-4 y=-x+2
Logo:
110 21 1
SABCZE 321 :>SABC=E.‘6|:3u.a.
2 01

Questdo 07 - Letra C

Comentario: Observe a figura.

e

wn

4

6 X

Por meio da area do tridngulo, encontramos o valor da
constante a:

A:%.6.(a—4):36:>3.(a—4):36:>
a-4=12=a=16

Logo, encontramos a equagao da reta r:

4-a 4-16
—a=——.(x-0)=y-16=——.x=
y 6o X" 9=y 6

y=-2x+16

Colecao 6V

Questao 08 - Letra C
Comentario: Considere a figura a seguir com seus dados.

y
P S c(11, 11)
E@3, 7)
y__-
D
X
Ol A1, 0) B(11, 0)

Como o ponto B esta no eixo Ox, o lado BC é paralelo ao eixo Oy.
Assim, se o ponto C tem abcissa 11, entdo B(11, 0).

Como AD é paralelo ao eixo Oy e A(1, 0), entdo a abscissa do
ponto D é 1.

Como o ponto E(3, 7) pertence ao lado CD, a inclinagao da
reta CD vale:

11-7 1
a= —— a=—
11-3 2
Desse modo, a equacgdo da reta CD é:
1 x 11
-7==Xx-3)>y==-+—
y 2( )=y 5*5

Como o ponto D, de abscissa 1, pertence a retay = §+H,

2
1

sua ordenada éy = E+% =y = 6. Logo, D(1, 6).

Observe que a area do quadrilatero pode ser calculada somando
as areas dos tridngulos ADB e CDB. Sejam D, o determinante
dos pontos A, D e B e D, 0 determinante dos pontos C, D e B.
Assim, temos, calculando pela regra de Sarrus:

+
Dp=1.6.1+0.1.11+=1.1.0-(1.6.11+1.1.0+0.1.1)=-60

11 11 1

E, da mesmaforma: D__,=| 1 6 1

s = 110,
11 0 1

Portanto, S,.co = Saos + Scos =% |-60] + % [110] = 85.

ABCD ADB

Exercicios Propostos

Questdo 01
Comentario:

A) Considere a figura a seguir.




A drea S do quadrildtero ABCD pode ser calculada somando as

areas dos triangulos ABD e BCD. Logo:

1501 4501
5=5501+5431
-3 41 -3 41

S=1.40] + 1.120| = 30 u.a.
2 2

Sendo r L s, temos:

m_= E:_3

5-4
m=1

[S§]

Logo, a equacdo da reta r é:
y—0=%(x—(—5)):>

=1lx+5
y=3%73

Questdao 02 — Letra B

Comentario:
X+y<5 = y<-x+5
y<3
x>0
y=0

Representando as inequagdes no plano cartesiano, temos:

Yy
hN
3|A B
y=3
| !
i c !
i
> y=-x+5

A regido que nos interessa corresponde ao trapézio OABC,
no qual a area pode ser encontrada somando as areas dos
triangulos OAB e OBC. Logo:

A=AOAB+AOBC=%|DOAB| +%|D | =%.|—6| +%. |-15] = 10,5

OBC

Bernoulli Resolve

Questao 03 - Letra C

Comentario: Chamemos de P o ponto de intersecdo das retas
y=-Xx+4ey=mx:

{y:—x+4:$ mx=-Xx+4 = x(M+1)=4 =
y =mx
4 4m
X = ey=
m+1 m+1
Logo:
y
\\\ y = mx
4

_4 Am
P Im+1 ' m+1

Q

0 4\ x
y=-x+4

Assim, a regido determinada pelas duas retas e o eixo das
abscissas corresponde ao triangulo OPQ:

<
(&)
-
<L
=
L
-
<
=

0 0 1
1 1 4 0 1 1 4m 8m
S = OPQ|=— == .4 =
opQ 2 2 4 4m 1 2 m+1 m+1
m+1 m+1

Questao 04 - Letra B

Comentario:
X+2y<6 = ys—§+3
X+y<4 = y<-x+4
x>0
y>0

Representando as inequagdes dadas no plano cartesiano, temos:
Yy

/>

Para encontrar o ponto B, vamos resolver o seguinte sistema:

X

=-=+3
y 2 :>—§+3=—x+4 :%:1:x=2ey:2
y=-X+4

A area do quadrilatero OABC, com O(0, 0); A(0, 3); B(2, 2) e

C(4, 0), pode ser dividida nos triangulos OAB e OBC:

Sepac = Sean + Sene = LDl + LD, | = 1.16| + 1L.|-8] =7
2| 2IOBCI 2II 2| |

OABC OBA 0OBC OAB |

Bernoulli Sistema de Ensino 29
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Questao 05 - Letra E

Comentario: Seja r a reta que passa pelos pontos (1, 0)

e (0, 1).

. o 1-0
Assim, sua inclinagdo ¢ a, = 01 =a =-1.

Logo, suaequacao éy-0=-1(x-1)=>y =-x+ 1.
Seja s a reta que passa pelos pontos (0, 0) e (-2, -1).

' s -1-0
Assim, sua inclinagdo € a, = —— = a

=l
-2-0 ¢ 2°

Logo, sua equagdo éy - 0 = %(x -0)=>y= g
Portanto, aequacdodaretaréy=-x+1,eadaretaséy = %

Como o ponto A(x, y) estd localizado abaixo da reta r,
y <-x+ 1.

Como o ponto A esta localizado acima dareta s, y > %

Portanto, % <y<-x+1.

Questao 06 - Letra E

Comentario: Observe a figura.

y
4

e "

Ponto A(2, 1).

Para encontrar o ponto B, vamos calcular a equagdo da reta r:
0-4
6-0

y-4-= .(x—O):y=—§x+4

Sey=1=>1=—zx+4=>x=2

{2

Como C é o ponto de intersegdo de r com s, encontraremos
a equagao da reta s:
1-

0
-0=—.(x-1)=>y=x-1
y 2_1( )=y

Intersegdo entre as retas r e s:

Y. =Y, :—§x+4=x—1:gx=5:x=3
y=x-1=3-1=2

C@3,2)

Portanto, a area do triangulo ABC é igual a:

2 11
1| 9 15 5
A== 2 —-2_2
212 11 22 4
321
Colecao 6V

Questdao 07 — Letra B
Comentario: Observe a figura.

y

/
/

A altura h do tridngulo é a menor disténcia entre as retas

paralelas implicando na distancia entre o ponto M a reta que

passa pelos pontos P(1, 2) e Q(4, 6).

Primeiro, vamos calcular a equagao da reta r:

_6-2
4-1

3y-6=4x-4=

-4x+3y-2=0

y-2 (x-1)=

Assim:

dist(P, Q) = J(4-1)" +(6-2) =3 +4* =5

|(-4)-8+3.6+(-2)| _16

h=dM,r) =
N e 5

1 . 1 16
A ==Jdist(P,Q.h==.5.—=8ua.
2 ®.Q 2 5

P

Questdo 08 — Letra B

Comentario: Definindo P(x,, y,) com x,, y, > 0, pois pertencem
ao primeiro quadrante. Com base nos dados do enunciado,
temos:

104Y

(6, ]e)]

-2

0 01
A, =t 1
AAPB_Z XP yP =
5 01
25 1
7=E.|—5yP|:>yP=5



E a area do tridngulo CPD é:

1 8 51 1
A == x, 51 :6:5.|3xp—24|:>

ACPD 2 P

11 8 1
12 =|3x, 24| = x, =12 0ux, =4

Logo, o produto das coordenadas de P podem ser 20 ou 60.

Questao 09 - Letra C

Comentario: Observe a figura com os pontos e retas a seguir:

Y

S

D,
A/lB
7 E

Ponto F(0, 0).
Ponto D(O, 2).
Ponto B(1, 0).

Encontrando as equagdes das retas r e s:

1 X
y—yD:mr.(x—xD):>y—2=5.(x—0):>y:§+2
m_=-3

S
Y=Yy =M. .(Xx-x,)=y-0=-3.(x-1)=y=-3x+3
Como o ponto A esta sobre r, temos:

X
rry=—+2
y 2

y=0:>0:§+2:>x=—4

A(-4,0)

O ponto E esta sobre s. Entdo:
s:y=-3x+3
Xx=0=>y=-3.0+3=>y=3
E(0, 3)

O ponto C é a intersegdo de r com s:
X
==+2
Y 2
y=-3x+3

§+2=—3x+3:~ Zx:1: ng
2 2 7

&
7 7

Agora podemos encontrar a area S da regido hachurada, que
sera dada pela soma das areas dos triangulos CDE e ADF. Assim:

21
J2 21| 401
17 7

S= +-l 0 21

021 2 4 41
0 3 1

S—l—E l.|8|§ua

27171 2 7

Bernoulli Resolve

Questao 10 - Letra D

Comentario:

<A_C>:y—0=2[x+%):>y=2x+1

<
(&)
-
<L
=
L
-
<
=

Entdo, A (0, 1).

Seja y a ordenada do ponto B, a area S do triangulo ABC é
dado por:

<

S=

Ul O o
e

% :%.‘5—5y’=>10:%.‘5—5y‘ =

[y
[y

20=‘5—5y|:y=—30uy=5

Comoy >0, entdoy = 5.

Secao Enem

Questdo 01 - Letra B
Eixo cognitivo: III
Competéncia de area: 5
Habilidade: 21

Comentario: Tomemos os pontos A, B, C e D na figura:

y
100 C (10, 10)
1
1
1
1
1
i
1
! X
(0, 0)jA B (10, 0)

A regido sombreada é a solugdo do sistema entre as retas:

AB: y=0

6: y =10

A_D: x=0

E: x =10

AC: y =X

Se observarmos a regido sombreada, veremos:
y=>0

=0<y<10
y <10

{XZO =0<x<10
x <10

Bernoulli Sistema de Ensino 31
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NaretaAC: x-y<0=x<y

Da intersegdo das trés inequagbes, podemos afirmar que
0<x=<y<10.

A parte estabelecida na questdo é um subconjunto da regido
encontrada. Contudo, satisfaz a condigdo estabelecida.

Questdo 02 - Letra E
Eixo cognitivo: III
Competéncia de area: 5
Habilidade: 21

Comentario:

y
9 7777777777 1
r E S
R !
! S i
0 4 8 X

Na figura, temos que os limites superiores sao:
y<9ex<8

As equacgdes das retas r e s sdo:

9-0 9
rry-0=——(x-0)=>y==x
y 1o X O=y=,

3-0 3
s:y-0= (x-0)=>y=-x
y g_o X O=v=7

As inequagdes sao:

ys%x:4ys9x:>4y—9xs0

y2§x:>8y23x:8y—3x20

Logo, 4y -9x <0; 8y -3x 20; y<9; x < 8.

MODULO - C 13
Prismas

Exercicios de Aprendizagem

Questdo 01 - Letra A

Comentario:

Os cubos com casca em apenas uma face sdo internos aos
cubos que estdo nas arestas.

Logo, o total é de 2(18 .3 + 18 .6 + 6. 3) = 360.

Colecao 6V

Questdao 02 - Letra B

Comentario: O volume V de uma caixa-d’agua que tem
a forma de um paralelepipedo retangulo de dimensodes
a=320m,b=200mec=1,25mé:

V = abc =
vV =23,20.2,00.1,25=
V=8m>=V=8000L

Portanto, a capacidade dessa caixa é de 8 000 litros.

Questao 03 - Letra C

Comentario: O volume V da piscina, que tem a forma de um
paralelepipedo retangulo, é:

500 . 250 . 30 = 3 750 000 dm? = 3 750 000 litros

Questao 04 - Letra D

Comentario: Em cada caixa, ha duas pilhas de livros. Logo,
podemos concluir que as arestas das caixas tém medida igual
a 24 cm. Observe a figura a seguir:

i

1

|

i

! 24 cm

1

i

1

i

AT

S A A
3 Cm-i“ L )/2:1 cm
o : b
''12cm ' 12cm !

A altura da caixa € igual a 24 cm e cada livro possui espessura

24 cm

de 3 cm. Logo, em cada pilha, ha =8 livros. Como temos

duas pilhas de livros, cada caixa contém 2 . 8 = 16 livros.

Portanto, no total de 45 caixas, temos 45 . 16 = 720 livros.

Questdo 05 - Letra D

Comentario: O volume da caixa-d’agua € 5 m3 = 5 000 dm?.
A lata é feita de uma base quadrada, logo seu volume é:

V=A .h=
V=40.40.50=
V =80 000 cm? = 80 dm?

Sendo n o numero de vezes que Laércio vai ao pocgo, ele ird
transportar n.80 dm?3 de dgua. Como queremos que n.80 > 5 000,
o0 menor inteiro que satisfaz tal relagédo é 63.

Questdo 06 — Letra B
Comentario: Sendo x a aresta do cubo menor, temos que:
x}=343 = x=7cm

Assim, sendo y a aresta do cubo maior, y = 9 cm. Portanto,
a area total sera:

6y? = 486 cm?



Questao 07 - Letra C

Comentario: A area total S, do paralelepipedo é:
S,=2(2.4+2.4+4.4)

S, =64cm’

Pela figura podemos perceber que ha uma parte da aresta
superior encoberta pelo prisma triangular. A area dessa parte é:

2;4:4cm2
2

Portanto, a area visivel do paralelepipedo é 64 - 4 = 60 cm?.
Usando o Teorema de Pitagoras, teremos que:

MN =2v5cm

Sendo assim, a &rea visivel do prisma triangular, S,, sera:

s =¥+2.4+4.4+4.2\E

2

S,=28+8/5
S,-28+8.2,2
s, = 45,6cm’

Entdo, a area total da superficie do sdlido é:
S=5,+5,

S=1056cm?

Questdo 08 - Letra A

Comentario: Pela figura percebemos que a base do prisma é
um tridngulo isésceles em que sua base mede 8 m. Tragando
a altura relativa a essa base, notamos que ela também sera
mediana. Portanto, pelo Teorema de Pitagoras:

a’=3+4"= a=5m

A area total, S, do telhado sera:

$=2.30.5=300 m*=3.10°cm?

Portanto, a quantidade de telhas necessarias é:
6 6
n=3.10 =3.10 ~10*
15.20 3.10°

Exercicios Propostos

Questao 01 - Letra D

Comentario: Considere a figura a seguir:

G

Sendo ABCDEFGH o caminho percorrido pela particula, temos
que AB = CD = DE = EF = GH = 1.

No tridngulo ABC, temos:

BC? = AB2 + AC? = BC? =12+ 12 =2 =BC = /2

De forma anéloga, no tridngulo EFG, temos que FG = /2.
Logo, a disténcia d percorrida é:
d=AB+BC+CD+DE+EF+FG+ GH=
d=1+/2+1+1+1+/24+1=54+2/2

Questdo 02 - Letra D

Comentario: Como 18 000L =18 m3,c=2/e h =§ , temos:

c.i.h=18 = 2u.§:18 = =27 = /=3m

Questdo 03 - Letra E
Comentario: A aresta da base do prisma hexagonal vale 2.

A drea da base A, do prisma hexagonal € seis vezes a area do
tridngulo equilatero de lado 2. Assim:

2)’\3
AB=6.#:AB=6‘/§

Como a altura h do prisma hexagonal é 2, o volume V do
prisma é:
V=A,.h=6/3.2=12/3

Questdo 04 - Letra D

Comentario: Primeiramente, vamos calcular a area total A,
do prisma antes da separagdo:

A =2(4.3+4.1+3.1)=2(12+4+3)=38cm?

Considere a imagem a seguir para encontrar a diagonal da face
retangular cujas dimensdes sdo 3 cm x 4 cm.

4 cm
Como o paralelepipedo é reto-retédngulo, podemos aplicar o
Teorema de Pitagoras para encontrar a medida x:
X2=324+4=>x=9+16=>x2=25=>x=5cm
Portanto, na area total A, foram adicionadas duas faces de
dimensdes 5 cm x 1 cm.
Logo, a area A,, apds a separacéo, é dada por:
A,=A +2.5.1=38+ 10 = 48 cm?
Portanto, o aumento da area é:
A, _ 48

] =1,26 = 26%
A 38

1

Questao 05 - Letra C

Comentario: ABCDEF é um prisma triangular, cujo volume V
é determinado por:

DCDD' 2.4

AD==""2=8cm’
2

V=Ah=

Bernoulli Sistema de Ensino

Bernoulli Resolve
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Questao 06 - Letra C

Comentario: Se chamarmos as medidas do paralelepipedo de
a, b e ¢, sendo a largura e b a altura, teremos que o volume
sera:

V, = abc
Como as dimensdes do novo paralelepipedo serdo 1,1a, 1,1b
e 0,8¢c, o novo volume V, sera:

V,=1,1a.1,1b.0,8c = (1,1)?. 0,8abc
V, = 0,968abc
V, = 0,968V,

Como V, = 96,8%V,, houve uma redugao de aproximadamente 3%.

Questdo 07 - Letra D

Comentario: Um cubo de volume igual a 1 cm? tem as
seguintes dimensdes:

. 1cm
1cm

Ele sera transformado em um paralelepipedo cuja largura
é igual a aresta do cubo, e a altura corresponde a 50% da
aresta do cubo.

Logo:

N

X cm

Como ndo houve perda do volume original, temos que os
volumes do paralelepipedo e do cubo sdo iguais. Assim,
podemos determinar o comprimento x:

X .1.1:1:>
2

X=2cm

Questdo 08 - Letra C

Comentario: Considere a figura a seguir:

10

Colecao 6V

Temos que os triangulos ADB, BFC e AEC s&o retangulosem D, F

e E, respectivamente, entdo pelo Teorema de Pitdgoras, temos:
AADB:

AB? = AD? + BD? = AB? =32+ 42 =25=AB =5cm

ABFC:

BC? = BF?2 + CF2 = BC? = 52 + 32 = 34 = BC = /34 cm
AAEC:

AC2 = AE2 + EC? = AC2 = 52 + 42 = 41 = AC = /41 cm
Logo, o perimetro P do tridngulo ABC € igual a:
P=AB+BC+AC=5+/34+/41=17cm

Portanto, 16 cm < P < 18 cm.

Questdo 09 - Letra B

Comentario: Em 2 horas, ou seja, 120 minutos, o tanque é
preenchido com:

1000.120
15

=8 000dm’

Sendo h o nivel atingido pelo dleo, temos:
8 000=80.30.h

h:mdm=g cm=33cm
3 3

Questdo 10 - Letra B

Comentario: Sendo k a razdo entre as medidas lineares,
a razdo entre as medidas superficiais sera k? e entre as medidas

cubicas sera k3. Logo:

K=2ek=3

Como a area total € uma medida superficial, a razdo entre
estas sera:

K2 =(%/§)Z -3a

Questdo 11 - Letra B

Comentario: Sejam V, e V, os volumes, em cm?, do bloco e
do orificio. Foi exigido que o volume do bloco e o volume do
orificio tém de ser iguais, ou seja, V, = V..

Sendo V o volume, em cm?, do bloco ndo vazado, temos:
V=V, =>V-V =V,=V =V=2V=>
(80)3 = 2.12.80 = L = 40,2, pois 0 < L < 80

Portanto, o lado do orificio vale 40/5 cm.

Questdo 12
Comentario:

A) Observe a figura a seguir, que representa a folha de papelao
apoés a retirada de um quadrado de lado igual a 3 u.c. de

cada canto:



17
3 3
3. e
sl ! A
9 '3
3 3
17

Logo, o perimetro da folha sera:
2.17+2.8+3.8=74u.c.

B) A area da folha apos a retirada dos quadrados é igual a:
A=23.14-4.(3.3) = A=286ua.
Nt/

Area do
quadrado

C) Observe a figura a seguir, que representa a caixa formada
com a folha de papeldo:

17

O volume da caixa é 17 . 8. 3 = 408 u.v.

Questdo 13 - Letra C

Comentario: Considere a figura a seguir:

A piscina desenhada anteriormente é um prisma cuja base
ABCD é um trapézio retangulo. A quantidade de litros de agua
necessaria para enché-la é:

(1+0,5).4

V=A.h=V= .3=V =9m?, ouseja, V=9000 litros.

Questao 14

Comentario: Observe, na figura, que o retangulo ABCD tem
um lado que coincide com a aresta DC do cubo. Logo, podemos
encontrar o valor de AD usando a area do retangulo:

A, =AD.DC=32V5=AD.8 = AD = 45 dm

ABCD
Agora, aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo retangulo
AED, obtemos:

2
AE’ +ED? = AD*> = AE® + 8 :(4\/5) =AE’ =80-64= AE=4dm

Sendo o volume de agua contido nesse cubo igual ao volume
de um prisma de altura DC e base triangular AED, temos:

=A .DC:%S.S:IZSdm3

agua AED

Questao 15 - Letra E

Comentario: Observe a figura a seguir:

2a

e

B

Aplicando o Teorema de Pitdgoras no ABDH, temos que a
diagonal BH= aVs. Seja d a distancia do ponto A a diagonal BH
e BJ = x, temos que os triangulos AJH e AJB sdo retangulos.
Logo, utilizando as relagées métricas no AABH, temos:

d? =(a 6 —x).x:

d> =axy6 - x*

Aplicando o Teorema de Pitagoras no AABJ, temos a2 = d? + x2.
Logo:

2 )
d"=axV6 -X" _ 22 _ axf6 -2 +x2 =
a’=d’ +x?
aZ:aXx/g=>x=i=ﬂ
J6 6

Substituindo x em uma das equacdes do sistema:

& =a.%.\/€—[%j -
V30

2
2 82 4_¥30,
36 6

d*=a

Secao Enem

Questdo 01 - Letra A
Eixo cognitivo: III
Competéncia de area: 2
Habilidade: 8

Comentario: Observe o cubo final desejado:

Nele, foram hachuradas as pecas faltantes em relacdo a peca
existente. Logo, a pega capaz de completar o cubo 4 x 4 x 4 é:

L] /ﬁ

Bernoulli Sistema de Ensino

Bernoulli Resolve
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Questao 02 - Letra E

Eixo cognitivo: III

Competéncia de area: 2
Habilidade: 8

Comentario:

Al

A Cc

A forma geométrica € um prisma triangular, pois possui base
ABC e A'B'C’ paralelas e as faces laterais sao paralelogramos.

Questao 03 - Letra E

Eixo cognitivo: III

Competéncia de area: 2

Habilidade: 8

Comentario: O volume da piscina olimpica é igual a:
V=3.25.50=3750m?

E o volume da piscina original do clube é:
V=50.20.2=2000m?

Portanto, apds a reforma, a piscina olimpica superard a

3750
capacidade da piscina original em m=1,875, ou seja,

em torno de 88%.

Questdo 04 - Letra D
Eixo cognitivo: III
Competéncia de area: 2
Habilidade: 8

Comentario: O volume total de petrdleo contido no reservatorio
é60.10.10=6,0.10°m*

Desse volume, apds o vazamento, restardo apenas:

%.60 .10.7=2,8.10°m?

Logo, o volume de petrdleo derramado tera sido de:
6,0.10°-2,8.103=3,2.10°m3

Questdao 05 — Letra B

Eixo cognitivo: IV

Competéncia de area: 2

Habilidade: 9

Comentario: Sejam a e b as medidas das arestas da base
dessa caixa-d’agua e ¢ a medida de sua altura, temos que o

volume do modelo antigo é:
Y = a.b.c

Antigo
O novo modelo terd as medidas das arestas da base duplicadas,
ou seja, passam a ser 2a e 2b, portanto o volume novo sera:

V = 2a.2b.c =4abc=4.V

Novo Antigo

Colecao 6V

Questao 06 - Letra A

Eixo cognitivo: III

Competéncia de area: 2

Habilidade: 8

Comentario: Como o silo tem 2 m de altura, a largura do topo

deve ser 1 m maior do que a largura do fundo. Como a largura

do topo tem 6 m de largura, a largura do fundo mede 5 m.

Logo, podemos calcular o volume do silo como o volume de

um prisma reto trapezoidal:

_(B+b)h . (6+5).2
2

\ C .20=220m*

Como cada tonelada de forragem ocupa 2 m?, 220 m? podem
ser ocupados por, no maximo, 110 toneladas de forragem.

Questdo 07 - Letra B
Eixo cognitivo: III
Competéncia de area: 2
Habilidade: 8

Comentario: Se a aresta do cubo de baixo mede L, entdo o seu
volume é L3. Como a aresta do cubo de cima mede metade da

L L3
anterior, seu volume sera {5 = g ou seja, ele corresponde

a um oitavo do volume do cubo de baixo. Consequentemente,
a torneira levara um oitavo do tempo para encher o cubo de
cima. Como ela levou 16 minutos para encher totalmente o de
baixo, para encher o de cima, serdo necessarios 2 minutos. Logo,
o tempo restante para que a torneira encha o restante do
deposito é de 10 minutos.

Questdao 08 — Letra E
Eixo cognitivo: III
Competéncia de area: 2
Habilidade: 8

Comentario: Considere a figura extraida da geometria da
situagao:

a
(Base da
aresta)

tg15° =2 =0,26 = a = 29,64
114

Logo, a area da base sera de (29,64)>m? > 700 m2.



Questao 09 - Letra A

Eixo cognitivo: III

Competéncia de area: 2
Habilidade: 8

Comentario: Observe a figura a seguir:

20 m

Serdo impermeabilizados o fundo e as laterais da piscina, logo:

A =20.10=200m’

Fundo A

2 = Total
A =(10.1+20.1).2=60m

Lateral

=260 m?

Como 1 L é suficiente para 1 m?, serdo necessérios% =26

latas do fornecedor A e % =17,33 =18 latas do fornecedor B.

Logo, os custos de A e B serdo, respectivamente, iguais a
26 . 100 = R$ 2 600,00 e 18 . 145 = R$ 2 610,00.

Serdo utilizadas 26 latas, e o menor custo sera de A.

Questao 10 — Letra B
Eixo cognitivo: III
Competéncia de area: 2
Habilidade: 8

Comentario: Se o paralelepipedo e o cubo tém o mesmo
volume, entdo:

V,=V,=>3.18.4=a>=a=6cm

MODULO - C 14

Cilindros

Exercicios de Aprendizagem

Questao 01 - Letra E
Comentario: A area lateral S é dada por:

S=2nRh = S=2=n gJ—:incmz

V3

Questdo 02 - Letra D
Comentario: Como os volumes das latas sdo iguais, temos:
V, =V, =>16%h =182.4 =
64.4 64
h=——="=
36 9

h=7,11cm

Questdao 03 - Letra E

Comentario: Na figura a seguir, observe que temos um cilindro
cujo raio da base mede 3 cm e cuja altura também mede 3 cm.

m

Logo, o volume do sélido sera:
V=A,, h=(r.3*).3=27ncm’.

base *

Questao 04 - Letra D

Comentario: Podemos observar que, com 8 copos de 300 mL,
a jarra fica completamente cheia. Logo, o seu volume é igual a
8.300 = 2400 mL =2 400 cm?.

Como a jarra tem uma altura de 30 cm, sua area da base é
igual a:
A 30=2400=A = 80cm’

ba
altura

Questdo 05 - Letra A

Comentario: Sendo seu raio R da base do cilindro igual a 25 cm
e a altura H desse sdlido igual a 60 cm, para determinar sua
massa, basta calcular sua area total, excluindo a tampa. Logo:

A=A +A, = A= 27RH + nR?
A=2r.25.60 + 1.252 = A = 50r.60 + 6257 =
A =3 000r +6257 = A = 3 6257 cm?

Para a produgdo da lata, utiliza-se um metal que possui 0,8 g/cm?
de area, logo:

0,8g—1cm?
X — 3 6251 cm?

Cada lata possui uma massa de 2 900x g.

Questao 06 - Letra D

Comentario: O volume de cada vasilhame, sendo n = 3,
éV =3.(04)2%1=V=0,48 m3.

A quantidade de vasilhames para encher 12 000 litros,

12
12 m3 lat & —— = 25,
ou m3, de aexeol48 5
Questdo 07 - Letra B

Comentario: Na maquete, a coluna cilindrica possui raio
R =1 cm e altura h = 9 cm. Logo, essas duas medidas,
em metros, utilizando a escala dada, serdo:

R=1.100=100cm=R=1m
h=9.100=900cm=R=9m

A quantidade de concreto utilizada na coluna sera igual ao
volume do cilindro. Considerando = = 3,14, temos:

V=nR2h=V=3,14.12. 9=V = 28,26 m>.

Bernoulli Sistema de Ensino

Bernoulli Resolve
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Questao 08 - Letra D

Comentario: Sabemos que a area lateral de um cilindro é
dada por:

S, =27Rh = 5r=21Rh = Rh =§ )

O volume de um cilindro é dado por:
V=nR*h=

10n=nR*h =
R*h=10(II)

Dividindo a expresséao (1I) por (I), chegamos a:

2,
R—h=E:R=4m=40dm
Rh

3
2
Exercicios Propostos

Questdo 01 - Letra C

Comentario: A quantidade de volume v que aumentou
corresponde a 5% do total de volume V do tanque, assim:

v =mr220,25=nm3

Logo, pela regra de trés, temos que:

V — 100%
n — 5%
0,
n.100% _ 20 = 63 m3

5%

Questdo 02 - Letra A
Comentario: Seja r, o raio do barril do tipo A.

a
Logo, 2nr, = 2a =r, = =

Com base no valor de r,, encontramos o volume do barril do
tipo A.
3 3
a a
vﬂ(,].a:vﬁf
T T
Seja r, o raio do barril do tipo B.
a
Logo, 2nr,=a=r, = —.
2n
Com base no valor de r,, encontramos o volume do barril do
tipo B.

2
a 3
V, = Tc(—] 2a=V, = —
2n n
a®
o \Y)
Portanto, ‘a _%ﬁ—A=2=>VA _ZVB
VB a VB
T

Questdo 03 - Letra A

Comentario: O volume do objeto inserido corresponde ao
produto da base do tanque pela variagdo da altura. Logo,
se o0 raio da base do cilindro é 10 cm e o nivel subiu 10 cm,
o volume é:

Y, =n.10%. 10 =1 000% cm?

objeto

Colecao 6V

Questao 04 - Letra D

Comentario: Pode ser mostrado de forma rigorosa que o
semiplano o divide o cilindro em duas partes de volumes
iguais. No entanto, intuitivamente, se pensarmos na simetria
do problema, tal argumento é razoavel. Dessa maneira, sendo
V o volume do cilindro, temos:

V=m2%.10=40n cm’

Logo, o volume entre a base inferior e o plano o é:

V=42ﬂ=20n cm’®

Questdo 05 - Letra E

Comentario: Como o retangulo tem perimetro de 40 cm, suas
medidas podem ser escritas como x e (20 - x).

A area S do reténgulo sera, portanto:
S=x.20-x) = S=-x*+20x

O maximo valor de S ocorre quando x = 10. Logo,
o retangulo de drea maxima sera um quadrado de lado 10 cm.
Ao rotacionar o quadrado em torno de um dos seus lados, forma-se
um cilindro de raio e altura iguais a 10 cm.

O volume desse cilindro sera:
V=r.10°.10=1 000n cm’

Questdo 06 - Letra D

Comentario: Para calcular a despesa da construgdo da calgada,
basta determinar o volume de material utilizado e, para isso,
devemos calcular o volume da calgada. Logo, basta, do volume
do jardim adicionado ao da calgada, subtrairmos o volume do
jardim, assim:

=

calcada - jardim + calcada - Vjardim

Vcalgada =7.92.0,1-7.82.0,1=
Vcalgada =8,1n - 6,41 =
Veiada = ™(8,1 = 6,4) =
Veraga = B 1,7 =
3,14
A% = 5,338 m3

calcada
O preco médio do m3 é de R$ 100,00, logo o gasto na
construgdo da calgada foi de 5,338 . 100 = 533,80 reais.

Questdao 07 - Letra C

Comentario: Sendo o indice 1 referente a antiga lata e o indice 2
referente a nova lata, teremos que:
V.=V, er,=2r,

Assim,

2, _ 2]
nrth =nrh, =

h, =(25)'h, =

Logo, a medida da nova altura é um quarto da medida da altura
das latas antigas.



Questao 08 - Letra C

Comentario: Os volumes do paralelepipedo e do cilindro sdo
V, =4x2m3eV, = n(0,5)2.4 = 1 m>.

V V. 2
Como —1:Z,temosque M2, 2 Xl=Z= x=£.
V, = V, = T ow 2

Questao 09 - Letra B

Comentario: Sendo o indice 1 referente a antiga lata e o indice 2
referente a nova lata 2, teremos que:
h =h,

_ _ 2
v, =1=nhr

v, =0,5=nhr?

hr? r? r 2r d 1
R U U S TN oS TN SN T ST
0,5 =nhr r, 2r, d,

2
2

Questdo 10 - Letra A

Comentario: O comprimento da circunferéncia da base é de
31 cm, entdo o raio r do cilindro mede:

31l=2nr=>r=5cm
Logo, o volume V do cilindro é igual a:
V=31.5.20=1550cm?

Questao 11 - Letra D
Comentario: Analisando cada uma das afirmativas, temos:

Verdadeira. O raio do cilindro é de 4 m e seu volume
314 m3. Portanto, V = nr’h = 314 = 3,14.(4)2.h = h = 6,25 m.

Falsa. O lado maior do cilindro planificado serd aquele que
corresponde ao comprimento da circunferéncia, que sera:

x=8.3,14 =25,12m
Verdadeira. O nimero n de chapas utilizadas é:

_2512.6,25 _
3,15.1,56

Questdao 12 — Letra B

Comentario: Considere a figura a seguir:

Temos que A, = A, =P =2r.5=r= 10
Logo, o volume do cilindro é:
2
V=nr2.5:>V=n[E] .53V=@cm3
T T

Questdao 13 - Letra E

Comentario: Considere a figura a seguir:

/

Seja V o volume da coroa cilindrica e h a altura, temos:
V = n(R? - r?).h = 4,257 = n(R? - r?).4 =

R? - r2 = 1,0625 (I)

De acordo com o enunciado, temos que: R + r = 4,25 (II)
Logo, a area total A é de:

A=2r(R2-r2) +2n. 4R +r) ==

o 1,0625 +8r. 4,25

) (IT)

= 36,1251 cm?

Questdo 14 - Letra A

Comentario: Sendo h a altura dos cilindros menores, e como
a altura do cilindro maior sera o dobro dessa, entdo, igualando
os volumes, chegamos a:

N.z.22.h=n.6".2h=N=18
Logo, N > 15.

Questao 15

Comentario:

A) O lado b corresponde ao comprimento da circunferéncia.
Logo,b=D.r = 3,768 m.

B) A altura h do retangulo sera a altura h do cilindro. Como o
volume deve ser de 1,5 m? e o raio é de 60 cm, teremos que:

1,5

2
1,5:n.(o,6) h=sh=— 2
3,14.0,36

=1,33m

Questao 16

Comentario: Considere a figura a seguir com seus dados.

Bernoulli Sistema de Ensino
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O volume V, em m3, que o cilindro pode conter antes de
derramar é o volume V, mais a metade do volume V,, pois a
inclinagdo de 45° faz com que se tenha a metade do volume V.

Assim:
V.
V=V, + 2 =
2
2
V=n(1). 4+ —“(1)2 2

V = 5t m?3

Secao Enem

Questao 01 - Letra D
Eixo cognitivo: II
Competéncia de area: 2
Habilidade: 7

Comentario: Para maximizar o numero de potes, o modelo
escolhido deve ter base retangular com dimensdes que s&o
multiplos inteiros de 4 cm, que é o diametro do pote.

Base

12 cm 15 latas por camada

20 cm

Como a altura da caixa organizadora é 12 cm, podemos colocar
duas camadas, pois a altura da lata é 6 cm. Portanto, o modelo IV
permite armazenar 30 potes, sendo este o maior nimero
possivel.

Questao 02 - Letra D
Eixo cognitivo: III
Competéncia de area: 2
Habilidade: 8

Comentario: A diagonal RS é o comprimento da circunferéncia
da base do cilindro de raio igual a 0,2 m. Logo:

RS=2.7n.0,2=1,24m

Questao 03 - Letra C

Eixo cognitivo: III

Competéncia de area: 2

Habilidade: 8

Comentario: O volume da cisterna atual é de:
V=r.12.329m3

Mantendo-se a altura dessa cisterna, para que ela comporte
81 m?3, o raio da sua base devera ser:

n.rP.3=81=r=3m

O aumento devera ser, entdo, de 2 metros.

Colecao 6V

Questdo 04 - Letra B

Eixo cognitivo: III

Competéncia de area: 2

Habilidade: 8

Comentario: Calculando os volumes V, e V,, temos:
V,=n.62.4eV,=mn.32.x

Como V, =1,6.V,, temos que:

n.62.4=16.n.3.x = 144n = 14,4nx = x = 10 cm

Questdao 05 - Letra A

Eixo cognitivo: III

Competéncia de area: 2

Habilidade: 8

Comentario: Antes da construgdo da ilha, temos:
V6 = 2,45

V, =12 m?

Piscina

TR.1=12=2R?=4=R=2m

3
Assim, apds a construgdo da ilha, devemos ter:

\Y, >4 m?

Agua

T.(2-r)124=4-r2 4 2r2<8 S50<r<1,63

3 3 3

Logo, o raio maximo da ilha deve ser, aproximadamente,
iguala 1,6 m.

Questdo 06 - Letra C
Eixo cognitivo: III
Competéncia de area: 2
Habilidade: 8

Comentario: O volume do copo em que sera colocada a
mistura é:
V. =m.22.10=3.4.10=120cm’®=120mL

Copo

Sejam x e y os volumes de agucar e de agua, em mL,
respectivamente, que compdem a mistura. Sabemos que,
para fazer a mistura, devemos usar uma parte de aglcar para
cada cinco partes de agua; logo, considerando que ndo houve
redugdo de volume ao se dissolver o aglcar na agua, temos:

X+y=120

X+y=120 x =20
x 1 = =
— == 5x =y y =100
y 5

Portanto, a quantidade de agua que deve ser utilizada na
mistura é cerca de 100 mL.

Questdo 07 - Letra A

Eixo cognitivo: II

Competéncia de area: 2

Habilidade: 7

Comentario: Seja V_ o volume, em cm? de café que serd

colocado no copinho de plastico. Logo:

V. = %anh SV, = %n(Z)Z 4=V, =8n



Seja V, o volume, em cm?, da leiteira. Logo:

V, =1R’H=

V= n(4)? .20 =

V, =320n

Como a diarista precisa preencher 20 copinhos de plastico,

temos que ela precisa fazer 20 . 8 = 160 cm? de café, que
representa a metade da leiteira.

Questao 08 - Letra D
Eixo cognitivo: IV
Competéncia de area: 2
Habilidade: 9

Comentario: Sejam A eV, a drea lateral e o volume docilindro 1,
respectivamente. Com base nisso, temos:

A =2rrh =>A =2.1.2.6=>A =24rtm’e
V,=nr,2h =V, =n(2)*. 6=V, =24tm?
Analogamente, sejam A, e V,, respectivamente, a area e

o volume do cilindro 2 e A, e V, esses mesmos conceitos
matematicos correspondentes ao cilindro 3. Logo:

A, =2mr,h,=>A,=2.1.2.8=A,=32nm?e

2

V,=nr,?h,=V,=n(2)?.8=V, =32tm?
A, =2mr;h, = A, =2.1.3.8=A,=48rm?e
V,=nr?h, =V, =nr(3).8=V,=72rm?

Portanto, a relagdo area/capacidade dos cilindros 1 e 2 é
igual a 1, ao passo que, para o cilindro 3, temos uma relagao

ﬁ=g, ou seja, este tem menor custo de capacidade de
72n 3
armazenamento.

Questdo 09 - Letra D
Eixo cognitivo: II
Competéncia de area: 2
Habilidade: 7

Comentario: O volume de concreto pode ser calculado pela
diferencga entre o volume do cilindro externo e o cilindro interno.

0,2

«— 1.5

Temos:
V=nR?>-r)h=n(1,2>-1?).4=3,1.0,44.4=5,456 m’

Se cada metro cubico custa 10 reais, temos que o prego da
manilha, em reais, é 5,456 . 10 = 54,56.

Bernoulli Resolve

Questdao 10 - Letra B

Eixo cognitivo: III

Competéncia de area: 2
Habilidade: 8

Comentario: Calculando os raios dos cilindros do tipo I e

do tipo II, temos:

C = 2ar, =20 = 2ar, =» 9 =
T

Cy=2nr, =10 =21, = > =r,
T

Sendo V, e V|, os volumes dos cilindros do tipo I e do tipo II,
respectivamente, temos que:

2 <

V,=nrh =V, = [QJJO:VI = 1000 e =
b b =

<T

=

5Y 500 o

V,=nrih, =V, = (f] 20=V, = — m? <
T T Z

O custo das velas do tipo I e do tipo II é diretamente

proporcional aos volumes. Assim:

1000
v
Lo _pv =2y,
V, 500
TEZ

Como V, = 2V, entdo o custo de produgdo de velas do tipo I é

o dobro do custo de produgdo de velas do tipo II.

Questdo 11 - Letra A
Eixo cognitivo: IV
Competéncia de area: 2
Habilidade: 9

Comentario: Como a distancia entre duas graduagdes
consecutivas representa sempre o mesmo volume, as areas
dos segmentos circulares determinados por essas graduagoes
nas bases do cilindro sdo iguais.

Assim, as graduagdes consecutivas diminuem conforme
temos segmentos circulares mais proximos do centro da base
do cilindro.

MODULO -C 15
Piramides
Exercicios de Aprendizagem

Questao 01 - Letra D

Comentario: Seja uma piramide quadrangular e regular cujas
arestas da base medem a e altura mede h. Temos que seu
volume V é igual a:

2
velanoyo2h
3 3

Bernoulli Sistema de Ensino 41
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Duplicando a medida da aresta e reduzindo a metade o valor
da altura, temos uma nova piramide cujo volume V'’ vale:

1 h
V'==.2a)’.— =
3( ) 2

2
V= 2a‘h
3
Fazendo a razdo entre os volumes, temos que:
i: 3 = izl: V=2V'
V  2a’h vV 2
3

Logo, o volume da piramide sera duplicado.

Questdo 02 - Letra C

Comentario: Como o prisma possui 17 faces e duas bases,
o numero de faces laterais é 15. Consequentemente, o poligono
da base tem 15 lados. Tomando uma pirédmide com base de
15 lados, esta possui 15 arestas na base e 15 arestas laterais,
totalizando 30 arestas.

Questdo 03 - Letra A

Comentario: Considere a figura a seguir:

A base da piramide é um hexagono regular, entdo a area da
base A, sera igual a soma das areas dos 6 triangulos equilateros
de lado 2 m, ou seja:

A, =6.¥:6\/§m2

Sabendo que a altura h da piramide é de 3 m, logo:

v=6.A‘;h:6\/;£=6\/§m3

Portanto, a drea da base e o volume dessa barraca medem,
respectivamente, 6/3 m? e 6,/3 m3.

Questdo 04 - Letra C

Comentario: ACDH é uma pirémide de base triangular.
Se considerarmos sua base como AADC, teremos que seu
volume V sera:

AD .DC
.DH
V:SADC.DH: 2 -
3 3
AD.DC.DH 3.10.6
= =
6 6
V =30 u.v.

Colecao 6V

Questao 05 - Letra C

Comentario: A parafina é armazenada em caixas cubicas de
aresta a. Logo, o volume de parafina é igual a a3.

A parafina sera derramada em moldes em formato de piramides,
0 que estd representado na figura a seguir:

NI

e

2

Calculando o volume de cada molde, temos:

1(al a a
Viotde = 5(5)2 5 = Vo = >4

3
Portanto, a quantidade de parafina pode encher a_3 =24 moldes.
a

24

Questao 06 - Letra D

Comentario: Pelo enunciado e pelas propriedades das
proporgdes, temos:

a_b_c_a+b+c _

6 4 2 6+4+2

a=18cm; b =12cm; c=6cm

O volume V da piramide sera o produto entre a, b e ¢, dividido
por trés.

VzaTbc=432 cm?

Questdo 07 - Letra B

Comentario: Na figura a seguir, temos uma piramide regular
de base quadrangular e altura 4 cm secionada por um plano
paralelo ao plano da base, de maneira que os volumes dos dois
solidos obtidos sejam iguais.

Sejam h a altura do tronco da pirdmide e V o volume do tronco

da piréamide e da piramide pequena.



Assim, da semelhanca das piramides grande e pequena, temos:

3
2—V=[ijz>§/z=ﬁ:4—h=¥:>h=4—2%cm

Vv 4-h

Portanto, para que a pirdmide pequena tenha um volume igual
ao tronco da piramide, temos de secionar a piramide grande
por um plano paralelo ao plano da base, a uma altura de
4 - 234 cm do plano da base.

Questao 08 - Letra A

Comentario: As faces sdo tridngulos equilateros de lado igual
20 cm. Como serdo pintadas trés faces de platina e uma placa
de prata, teremos que o preco total P sera:

P=50.#+30.3.¢

P=50.1700

P = R$ 24 000,00

Exercicios Propostos

Questdo 01 - Letra E

Comentario: Sendo a piramide regular, a base serd um
quadrado de area 12 . 12 = 144 mm?2.

Usando do Teorema de Pitagoras no triangulo retangulo formado
por apotema lateral, altura e apétema da base, que no caso
medird 6 mm por se tratara de um quadrado e ser metade do
lado, temos que:

102 =62+ h?=h =8 mm
Portanto, o volume V total da peca sera:

144 .8

V= -78 = V =306 mm?

Questdao 02 — Letra B

Comentario: Considere a figura a seguir:

Se a base da piréamide estd inscrita numa circunferéncia de
raio 10 m, entdo os lados do hexagono regular medem 10 m.

Sabendo que a altura h da piramide é 30 m, temos que a
apétema da base a, sera igual a:

2
az=h2+b?=a?=302+ [10\/5] =
2

a? =900 +75=975=a, =5/39m

Portanto, a area A das faces triangulares é:

A6 10.539 _ 150,39 m?
2

Questao 03 - Letra A
Comentario: O volume V da piramide é:
_(2,2. 10%)*.1,4.10% _6,78. 10°
3 3

\ =2,26.10° m’

60 dias equivale a um sexto de ano. Sendo t o tempo, em
anos, necessario para a construcdo da piramide, t é igual a:
2,26 .10° _1,88.104 _l 2,26.106_1,2.10z

t

=t==.
6 1,88.10% 6

1
6

Questdao 04 - Letra A

Comentario: Considere a figura a seguir:

Voo
AN "
3 H
D \ c
—Yk €
]
A B

Temos que AB = 12 cm, EF = 4 cm e H = 15 cm, por razdo
de semelhanga:

k= EF_1

AB 3
h o1 _3h=15-h=5cm
H 3

Logo, o volume V de madeira é:
V=Voise ™ Vaema = V = % .122.15-4.4.10=
V = 720 - 160 = 560 cm?

Questdo 05 - Letra D

Comentario: Como as faces laterais sdo triangulos equilateros,
a medida das arestas laterais é de 4 cm. Usando o Teorema
de Pitdgoras no triangulo retédngulo formado pela altura h
da pirémide, o raio do quadrado (metade da diagonal) e
a aresta lateral, temos:

h2+(2\/£)2:4zzh:2\/zcm

O volume V da piramide sera:

%%cm

Vv

Questdao 06 — Letra B

Comentario: Como o plano é paralelo a base, as duas
piramides formadas sdo semelhantes. Sendo k a razdo entre as
medidas lineares e k3 a razdo entre as medidas volumétricas,

tem-se que:
k3 = 8 =k= 2
27 3
Chamando de h a altura da piramide menor,
3 = L = h=14cm
3 21

A distancia é a diferenca entre as duas alturas: 21 - 14 = 7 cm.
Ou seja, um numero primo.

Bernoulli Sistema de Ensino
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Questao 07 - Letra B

Comentario: As faces laterais sdo triangulos equilateros,
de medida q. Usando o Teorema de Pitagoras no triangulo
formado pela altura h, a aresta lateral e pela metade da
diagonal do quadrado (raio do quadrado), tem-se que:

q =[¥]z+h2 =

a2

2

h=

Logo, o volume V da piramide é:
¢ Q‘/5
voheh T o
3 3 6

Questdo 08 — Letra B

Comentario: Como dito no enunciado, AD = 6 cm. Além disso,
DM e AM sdo medianas de tridngulos equilateros. Portanto,
também serdo alturas. Assim, as medianas sdo tais que:

D_=m=¥=3x/§cm

Aplicando a Lei dos Cossenos no triangulo AMD chegamos a:

AD? = AM? +MD? —2 . AM. MD . cos(AﬁD) =
6 = (3\/5)2 +(3\/§)2 _2. (3«/5)2 . cos(Al\A/lD) =
36=54-54. cos(AﬁD) =

cos (Aﬁ D) =

(SR

Questdo 09 - Letra C

Comentario: Seja n o numero de lados do poligono da base.
Logo, sabendo que as faces laterais de uma piramide qualquer
sdo triangulos, teremos que:

180°(n - 2) + n. 180° = 3 600° =

2n-2=20=>

n = 11 lados

Questdo 10 - Letra A

Comentario: Apos o primeiro corte, cada um dos prismas
congruentes tem a metade do volume do prisma maior. Isso
pode ser visto pela razdo entre as areas da base, uma vez

que as alturas sdo iguais. Portanto, o volume dos prismas
.1 .
congruentes é 2 do volume do cubo. Apds o segundo corte,

cada um dos prismas congruentes é dividido em trés pedacos,
sendo dois deles congruentes - ao qual pertence o vértice -
e com o volume sendo a metade do volume do outro pedaco.
Entdo o volume da peca que contém o vértice P é:

11

V==.=

.123 =144 cm?®
44

Colecao 6V

Questao 11 - Letra D

Comentario: Observe a figura a seguir que representa a
geometria da situagdo:

Sejam M e N os pontos médios das arestas reversas AB e CD
do tetraedro de aresta a. Temos que o A ANB é isdsceles, pois

dois dos seus lados sdo alturas das faces do tetraedro. Logo:

AN=BN =23
2

Seja MN a distancia entre as duas arestas reversas, podemos
aplicar o Teorema de Pitagoras no A BNM. Assim:

(BN)? = (MN)? + (BM) = (MN)? ={?JI -(gj -

MN =

a2
2

2 2 2
My =32 28 L unp =2
4 4 4

Questao 12 - Letra D

Comentario: Como M é o ponto médio do segmento AB,
podemos escrever que AM = 0,5/.

Sendo o triangulo ABV equilatero, VM ¢é a altura e mediana.

Logo medird yM = @
2

Chamaremos de H a projecdo de V sobre ABC. E facil perceber
que HV sera a altura do poliedro. Além disso, H € CM, uma vez
que CM é mediana no triangulo ABC. Portanto, se atentarmos
ao triangulo retéangulo VHM, veremos que:

VH 3

sen 60°= —=— =
VM 2

ﬁ_ﬂ:w%

2 xf3
2

Entdo o volume V da piréamide sera:

A3 3
V:SABC'VH: 4 .3=ﬁl3
3 3 16




Questao 13 - Letra C
Comentario: Considere a figura a seguir:

Por semelhanca:

L=E:>z=2cm

3h 6

V.

L |2 :V1=108.i=vl=4cm3
108 |6 216
2—h=X:>y=4cm

3h 6

V.

Mo |4 :>V2=108.ﬂ=32cm3
108 |6 216

Logo, o volume V da area compreendida entre os planos

paralelos é:
V=32-4=28cm?

Questao 14 — Letra B
Comentario: O volume V do tetraedro AHFC sera:

V= Vprisma = Vaewr = Vaser ™ Veren = Voren =
24 3 2.4 3 2.4 3 2.4 4
V=(4.2.3)--2 .2 .2 2 =
3 3 3 3

V=24-16 =8 u.w.

Questao 15
Comentario:

A) Pela figura, sabemos que CAD = 60°. Assim, usando a Lei
dos Cossenos no AAND:

DN? = AN’ + AD? — 2 .AN . AD. cos(N,&D) =

2
DN =| £ +£2—2.£.£.E:DN:&
3 32 3

B) Os triangulos BNA e DNA s&o congruentes por LAL. Portanto,

w7

BN =——=DN.

Logo, o triangulo BDN ¢é isdsceles. Se atentarmos a sua
base BD, podemos perceber que a altura relativa a essa
base, de medida ¢, também serd mediana. Chamando o pé
da altura por H, temos que HND é um triangulo retangulo.
Sendo assim, usaremos do Teorema de Pitagoras:

707 19[

DN’ =HD? +HN* = ~— = HN® =

Bernoulli Resolve

Secao Enem

Questdo 01 - Letra E
Eixo cognitivo: II
Competéncia de area: 2
Habilidade: 7

Comentario: Conforme a figura, se supormos que quadrilateros
irregulares e trapézios sejam poligonos distintos, temos
que as possibilidades sdo triangulos, quadrados, trapézios,
quadrildteros irregulares e pentagonos.

Quadrilatero

Trlangulo
irregular
Pentagono
Quadrado

Q

A Trapézio
)
v

Questao 02 - Letra A
Eixo cognitivo: II
Competéncia de area: 2
Habilidade: 7

Comentario: A partir das planificagdes, podemos formar os

seguintes soélidos:
-
- = Cilindro

= Prisma de
base pentagonal

L “HN? = [r
9 4 36
Dessa maneira, a area do triangulo BDN sera: - Piramide
S HN- BD _ 219 (tetraedro)
2 12

Bernoulli Sistema de Ensino 45
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Questao 03 - Letra E
Eixo cognitivo: I
Competéncia de area: 2
Habilidade: 6

Comentario: Os sélidos descartados apds os dois primeiros
cortes, que saem de O em direcdo as arestas AD e BC, sdo
dois prismas triangulares congruentes, AFPQDE e BGPQCH.

Q H Q H
A v
I/I \G P
........ - -\‘ C C
B B

Os outros dois sélidos descartados apos os dois Ultimos cortes,
que saem de O em direcdo as arestas AB e CD, sdo dois
tetraedros congruentes, ABOP e CDOQ.

Q

Portanto, os formatos dos sdlidos destacados sdo iguais dois
a dois.

MODULO - C 16

Cones

Exercicios de Aprendizagem

Questdo 01 - Letra C

Comentario: Sendo q a razdo entre os volumes, temos:

q= Vcilindro — TC.42 - 20 —
V. m42.20
3

Questdo 02 - Letra D

Comentario: Perceba que a parte da casquinha contida no
cilindro é um cone de altura a e raio da base a. Logo, seu
volume V é dado por:
2 3
na’a na
V= 3 == cm?

Questao 03 - Letra A

Comentario: Sendo h a altura procurada:
£.829

Colecao 6V

=10.10h=h=5,76 m

Questao 04 - Letra A
V___ e que o raio da base do

Comentario: Temos que V= V_
cone é o dobro do raio da base do cilindro, logo:

cilindro " cone

RN, = %.n.(ZR)z.hcone =
2
RZ 'hcilindro = % cone
3

cone Z cilindro

Questdo 05 - Letra A

Comentario: O volume da peca V é a diferenca entre o
volume do cilindro de raio da base e altura medindo 3 cm e
10 cm, respectivamente, e o volume do cone de raio da base
a altura medindo 3 cm e 6 cm, respectivamente. Logo, usando
a aproximacdo indicada no enunciado, temos:

n.3%.6

V=r.3.10- =72n=216 cm®

216.10° mm’ =2,16. 10° mm?

Questdo 06 — Letra E

Comentario: Para o calculo da area externa da cisterna,
podemos dividi-la em um cilindro e em um cone cujos raios
medem 2 m, logo:

=nR.g=mn2.25=5tm?

lateral cone

Calculando a area lateral e a area da base do cilindro, temos:
A =2mr2.2=8tm?

.
A, =m.22 =4 m?

Considerando n = 3,14, temos que a area total da cisterna sera:
A =A
Atotal

A, =17 .3,14 = 53,38 m?

total

total lateral cone + Af, + Ab =

=51+ 8t + 4n =

Como cada m? tem um custo de 40 reais, entdo, para a
construgdo de 100 cisternas, teremos um custo igual a:

53,38 .40 . 100 = 213 520 reais

Questao 07 - Letra D

Comentario: Observe a figura a seguir:

Geratriz



A area do setor circular corresponde a area lateral do cone cujo
raio da base é igual a R. Logo:

o
| =A__ =mR. g :n.122.£:>
ateral cone setor 3 60°
geratriz
nR.12 = 15.144.l =>R= 144 =R=4cm
3 3.12

Sendo o raio do cone igual a 4 cm, temos que sua area da
base é igual a:

A.. =4 = A

= 2
pase = 16ncm

base

Questdo 08 - Letra E

Comentario: O volume V do sélido sera:
V=YV +V

Cilindro ==

Troco de cone

n12.30 + % (122 + 12 .6 + 62) = 15 480 dm? = 15480 L

Como ha um vazamento v que desperdica % do seu volume
por semana, temos que:

v=% . 15480 L = 5 160 litros

Exercicios Propostos

Questao 01 — Letra B

Comentario: Considere a figura a seguir:

Temos que a area lateral do cilindro é de 64r cm?, entdo:
2nrh = 64n = rh = 32 (I)

O volume V_do cone ¢é igual a 128z cm?, assim:

v.-1
3

; n.(Zr)z.(h—Z):
128n = 4r2n(h - 2)

3

=

96 = r?(h - 2) (II)

Substituindo I em II:

r32-2rr=96 =
rr-16r+48=0=r=12cmour=4cm

Logo, r =4 cmeh = 8 cm, pois, parar = 12 cm, a altura ndo
seria um numero inteiro.

Para calcular a area lateral A do cone, precisamos encontrar
a geratriz g, portanto:

g?=(h-2)2+(2r)?=g*=62+82=100=9g = 10 cm
A =n.2r.g=mn.8.10 = 80n cm?

Questdao 02 - Letra B

Comentario: Denotando por V o volume do cilindro, e v a soma
dos volumes dos cones, procura a seguinte razao q:

nR? .— 1
aR?h-2. 2 mR?h[1--
V-v 3 3

=2

nR? . 7tR2h.l
3

h
2

2.
3

Logo, o volume da parte do cilindro sem os dois cones é igual

ao dobro da soma dos volumes desses cones.

Questdo 03 - Letra C

Comentario: Considere a figura a seguir:

Sejam V, V, eV, os volumes do cone grande, do cone pequeno
e do tronco do cone, respectivamente.

Logo, V=V, +V,.
Assim, temos:

3
v, 1Y v, 1
= = | — = =
Vo+V, (3] vy, 27

1 2

JlwlT

Vi
v

V.
27V, =V, +V, 526V, =V, = £ =26

1

Questdao 04 - Letra D

Comentario: Perceba que o volume do cilindro de raio da base
e altura, r e h, respectivamente, é igual a soma dos volumes
de dois cones de mesmas dimensdes e um cilindro de raio da
base r e altura 3 m. Logo:

%h:z.ﬂf{h+m‘f3: h=%+3: h=9m

3

Questdo 05 - Letra B

Comentario: Como o circulo da base esta circunscrito a um
hexagono, tem-se que o raio do circulo é igual ao lado do
hexagono (pois dois raios e um lado do hexagono formam um

A L. A 360° .
tridngulo isdsceles de angulo da base =60°, ou seja,

equiladtero). Logo, para o cone, r = 2 cm. Sua area lateral S
é tal que:

g=n+r =

P=4+22=20 =

g:Zx/E cm

S=n.r.g »5=n.2.2J5=4n5 cm?

Bernoulli Sistema de Ensino
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Questao 06 - Letra E

Comentario: O sélido representado € a jungdo de um cilindro
de raio 1 e altura 2 e um cone, cuja medida do raio &, também,
igual a 1 e sua altura pode ser determinada da seguinte
maneira:

2
h=(J10) -1 5h* =9 =h=3
Portanto, o volume do sélido sera igual a:

V:n.(1)2.2+%n.(1)2.3:2n+n:3n

Questdo 07 - Letra E
Comentario: O comprimento L do arco do setor corresponde

X
360°
formado com a chapa tem 5 cm de raio da base, portanto:

a L=2nur.

X
=mn.=.Por outro lado, sabemos que o cone
9

n.gzzn.S:x:90°

Questao 08
Comentario:

A) Sendo a altura da taga igual a 12 cm e seu raio igual a 2 cm,
temos o volume de liquido, quando ela esta completamente
cheia, igual a v =% .m.2°.12 = V=16ncm’.

B) A medida que o nivel de liquido na taca varia em funcéo
de x, o raio correspondente a superficie do liquido também
varia. Logo, devemos expressar o valor do raio em fungdo
de x, assim utilizando a semelhanga entre os cones, temos:

12

A expressdo para o volume V de liquido nessa taca sera:
2 3
V(X):l. Xl ox=2XE cm?
316 108

Colecao 6V

Questdo 09 - Letra B

Comentario: O sélido de revolugdo gerado é um cone de altura

4 cm e raio 3 cm. Aplicando-se g =h? +R?, conclui-se que a
medida da geratriz € de g = 5 cm. Logo, a medida da area lateral

nR%h

serd S, =nRg =15t cm’ e o volume serd V = =12n cm’.

Questdao 10 - Letra A

Comentario: O soélido de revolugdo obtido € um cone, cuja
altura coincide com a medida do cateto de 6 cm. Logo, sendo R
seu raio e g sua geratriz, tem-se:

2
v:“R3'6:128n =R=8cm
g’=8"+6° = g=10cm
A =7R(R +g) = m.8(8 +10) = 144n cm?

total

Questao 11 - Letra A

Comentario: Quando a agua atingir a metade da altura do
cone, esta formara um cone circular C, de base paralela e
com vértice comum ao cone circular C, descrito no enunciado.
Logo, C, e C, sdo semelhantes. Sendo r, e h; o raio e altura do
cone C, tem-se:

O volume V de C, é tal que:

on w0521
S E o125 dm-1,25L

\Y

Como a torneira pinga um litro por hora, ela pingara 1,25 L em
1,25 h, ou seja, 1 hora e 15 minutos.

Questao 12 - Letra D

Comentario: Denote por h a coluna de agua. Perceba que
0 cone maior e cone preenchido com &gua sdao semelhantes
(bases paralelas e mesmo vértice). Sendo V o volume de agua,
V serd o volume de dleo e o volume do cone maior sera 2V.
Da semelhanga, sabe-se que:

(e -
2=(g] R

6
h="-3am
h

3
. - 6
Para estimar h, é melhor trabalhar com a express&o 2 = [F] .

Perceba que para h = 5 m, o membro direito da expressao
transforma-se em 1,23 < 2; para h = 4 m, o membro direito é
1,53 > 2. Logo, h estd entre 4 me 5 m.



Questao 13

Comentario: Considere a figura a seguir:

X+1

1 X 11m
A

J 450\; :

X | X

45° :

1

I

A diferenga entre o volume do cone antes da retirada do dleo
e depois da retirada é igual a 19 m3, entdo:

_m(x+ 1) (x+1 ) mxex
3 3

19=+2X+ D)X+ 1) -X=>
19=X+X2+2X2+2X+ X +1-X3 >
18 = 3X2 + 3X =

X2+X-6=0=

X =2 ou X = -3 (Absurdo)

Portanto, a altura do nivel de dleo é de X = 2 m.

Questao 14 - Letra C

Comentario: Determinando, primeiramente, o volume da
piscina, temos:

velrnren-lrert,25-2rm
2 2 2

Como o volume de terra retirada é 20% maior que o volume
da piscina, o volume do cone equivale a 27z m3.

Sabemos que o angulo formado entre a geratriz e a vertical é 60°,
portanto, o dngulo formado com a horizontal é igual a 30°.

A medida de h em funcdo de x é igual a:
tg30°= h =

X
x=\/§h

O volume do cone pode entdo ser determinado da seguinte
maneira:

V= %.n(\/gh)z.h —27r =

h*=27=
h=3m

Bernoulli

Questdao 15 - Letra B

Comentario: Considere a figura a seguir:

y _ // //
y1—3x// y,=x+1
3 — i
2] oo [t3
R P
1 i
O 1 x
2
1 3
Y, = y2:>3x=x+1:x: E = y=5

O solido S formado possui volume igual ao volume do cone

) 1 3
maior, de raio 5 e altura S menos o volume do cone menor,

de raio % e altura 3_ 1= l. Portanto, seu volume é igual a:
2 2 2
1 1] 3 1 11 1 1 1 3 1 T
V==—m|l=| . z-=mn|=| .===mn|=|.|=-=|=—
= 3 (2) 2 3 (2) 2 3 (2)(2 2) 12
Volume do cone Volume do cone

Secao Enem

Questdo 01 - Letra B
Eixo cognitivo: II
Competéncia de area: 2
Habilidade: 8

Comentario: A planificacdo da superficie lateral do cilindro
corresponde a um retangulo, e do cone, a um setor circular.

Logo, o adesivo tera o formato a seguir:

Bernoulli Sistema de Ensino

Resolve

49

3

<
(&)
-
<
=
L
-
<
=




Questao 02 - Letra D

Eixo cognitivo: II

Competéncia de area: 2
Habilidade: 8
Comentario: O silo é um soélido formado por um cilindro reto e um cone.

A capacidade total pode, entdo, ser determinada como:

V= n3%.12 + l75.32.3 =108n +9n=117.3=351m’
Lo-22

Volume do cilindro [ —;
Volume do cone

Como a capacidade do caminh&o é de 20 m3, ele precisara fazer
351 =17,55 =18 viagens.
20
Questao 03 - Letra B
Eixo cognitivo: II
Competéncia de area: 2
Habilidade: 8
Comentario: Seja R o raio do poco cilindrico e H sua altura, temos que:
Volume do pogo = nR?H
Volume do amontoado de terra = %n-(3R)2- 2,4

Sabemos que o volume do amontoado de terra é 20% maior que o volume do pogo, entdo temos:

1,27R?H = %x.(3R)2. 2,4 =

;AK/H:%;(./Q/SJ%.MZ = H=6m

Questdo 04 - Letra E
Eixo cognitivo: II
Competéncia de area: 2
Habilidade: 7

Comentario: Observe que o adesivo deverd ser colado na metade inferior do sinalizador de tréansito conico. A figura
a seguir ilustra a situagao:

Adesivo

A planificagcdo do adesivo gera a seguinte figura:

50 colecao 6V



Bernoulli Resolve

Questao 05 - Letra C

Eixo cognitivo: IV
Competéncia de area: 2
Habilidade: 9

Comentario: A figura a seguir mostra os dois tipos de copos:

<
(&)
-
<L
=
L
-
<
=

755—6(2,4%r 1,8242,4.1,8) =

Caneca

< L38(3,6 +2,42 +3,6.2,4)

26,64n<V_ <72,96n
Caneca:

=ny%6 =

Caneca
26,64n < ny?6 < 72,960
4,44 < y* <12,16

Como a caneca sera utilizada tanto para tomar café quanto para beber agua, o valor minimo de y2 devera ser de 12,16 cm.

Questao 06 — Letra B

Eixo cognitivo: II

Competéncia de area: 2

Habilidade: 7

Comentario: O volume de alcool contido na figura 1 é igual ao da figura 2. Logo, vamos calcular, inicialmente, o volume de

alcool contido no cone:

vV, = lrcrzh =
3

V =11|:.25.6:
° 3

c

V_ =50m cm?

Assim, sobrardo 575r cm? de &lcool no cilindro. Sendo V_, = =nr*h o volume do cilindro, temos: 575r = nr*h = h = 23 cm.

Portanto, o vasilhame cilindrico, com 30 cm de altura, possui 23 cm de alcool. Logo, a distancia H vale 7 cm.
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C< Bernoulli

Colégio e Pré-vestibular

Rua Diorita, 43 - Prado
Belo Horizonte - MG
Tel.: (31) 3029-4949

www.bernoulli.com.br/sistema



