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AULA 01 - ESTUDO DAS FUNCOES

Sejam A e B dois conjuntos ndo vazios e uma relacdo R de A em
B, essa relagdo serd chamada de funcdo quando todo e qualquer
elemento de A estiver associado a um Unico elemento em B.
Numa fungdo podemos definir alguns elementos.

e Conjunto de Partida: A (Dominio)

e Contra Dominio: B

e Conjunto Imagem: Elementos do conjunto B que recebem
as “setinhas”.

¥

o y=1i{x) B

A= dominio da funcgio
B= contradominio da funcgao

Observagoes:

e A imagem estd sempre contida no Contra Dominio (ImC
CD)

e Podemos reconhecer através do grafico de uma relagéo, se
essa relagdo € ou ndo funcdo. Para isso, deve-se tracar paralelas ao
eixo y. Se cada paralela interceptar o grafico em apenas um ponto,
teremos uma funcéo.

e O dominio de uma fungdo é o intervalo representado pela
projecéo do gréafico no eixo das abscissas. A imagem € o intervalo
representado pela proje¢do do gréfico no eixo y.

VALOR DE UMA FUNGAO

Denomina-se valor numérico de uma funcdo f(x) o valor que a
variavel y assume quando a variavel x é substituida por um valor
que Ihe ¢ atribuido.

Por exemplo: considere a relagdo y = x? onde cada valor de x
corresponde um Unico valor de y.

Assimse x =3, entdoy = 9.

Podemos descrever essa situagdo como: f(3) =9

Ex 1: Dada a funcéo f(x) = x + 2. Calcule o valor de f(3).
Resolucdo: f(x) = x + 2, devemos fazer x = 3
f3)=3+2—-1(3)=5

Ex 2: Dada a fungdo f(x) = x? - 5x + 6. Qual valor de f(-1)?
Resolug#o: f(x) = x2 - 5x + 6, devemos fazer x = -1
f(-1)=(-1)2-5(-1)+6 > f(-1)=1+5+6 — f(-1) = 12
Ex 3: Dada a fungéo f(x-1) = x*. Determine f(5).
Resolugao: f(x-1) = x?, devemos fazer x = 6

f(6-1) = 6> — f(5) = 36

P (] cCurso
z:Degraus
Observe que se fizéssemos x = 5, teriamos f(4) e nédo f(5).

PARIDADE DE FUNCOES
FUNCAO PAR

Uma funcéo é par quando para valores simétricos de x temos
imagens iguais, ou seja:

Uma consequéncia da definicdo é: Uma funcéo f é par se e

somente se, 0 seu grafico é simétrico em relagdo ao eixo y. A
seguir temos os gréficos das fungdes f(x) = X%, g(x) = | x| e h(x)

= COSX
cos{x)
X
\j/ on \/ 4n

Uma funcéo é impar quando para valores simétricos de x as
imagens forem simétricas, ou seja:

Como consequéncia da definicdo os graficos das fungdes

impares séo simétricos em relacdo a origem do sistema cartesiano. A
seguir temos os gréaficos das fungdes f(x) = 1/x, g(x) = x® e h(x) =

senx.
' sen(x)
L / V\ /\ X
) Vo
FUNCAO COMPOSTA
Dadas as fungbes f: A —B e g: B—C, denomina-se funcéo

composta de g com f a fungdo gof: definida de
A—C tal que gof(x) = g(f(x))

FUNCAO IMPAR

gof

sl f(x)]

0

£ — .

F&3
a0 £ f(x) =

slE(x)]
f: A—B g: B—C gof: A—C

Exercicio resolvido:

Dadas as funges f(x) = x2 - 5x + 6 e g(x) = x + 1, achar x de
modo que f(g(x)) =0

Sol. Primeiramente vamos determinar f(g(x)) e, em seguida,
igualaremos a zero.

f(x) = x*-5x + 6

f(g(x)) = (x + 1)2- 5(x + 1) + 6. Dai vem que f(g(x)) = x* - 3x + 2.

. Ass
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Igualando a zero temos: X2 - 3x + 2 =0, onde Xp=1ex,=|

FUNCAO INJETORA, SOBREJETORA E BIJETORA

FUNCAO INJETORA: Uma funcdo f: A—B é injetora se e
somente se elementos distintos de A tém imagens distintas em B.

L

] l
.

oy B

FUNCAO SOBREJETORA: Uma funcdo f de A em B ¢
sobrejetora, se todos os elementos de B forem imagem dos

elementos de A, ou seja: |(CD = Im)

B

FUNCAO BIJETORA: Uma fungdo é bijetora se for a0 mesmo
tempo injetora e sobrejetora. n(D) - n(CD)

(===

FUNCAO INVERSA

Seja f uma funcio fde Aem B. A fungio f *de Bem A éa
inversa de f, se e somente se f for bijetora.

Para encontrar a inversa de uma fungdo, o processo pratico é
trocar x por y e, em seguida, isolar y.

Os gréficos de duas funcdes inversas f(x) e f “(x) sdo
simétricos em relacdo a bissetriz dos quadrantes impares.

(fx)=x)

Vo
f =
. 1
// f-
-
1 i
_;_4—'_____4_,_/——“ -
-
] 1 =

Exercicio Resolvido:

Dada a fungdo f(x) = 2x + 4 de R em R. determine a sua inversa.
Resolucdo: Como a fungdo f(x) é bijetora, entdo ela admite
inversa. Basta trocarmos x por y e teremos:

-4

2
AULA 02 - FUNCAO DO 1° GRAU

f()=2x+4 >x=2y+4—>x-4=2y—y=f7(x)=

Uma funcéo f de R em R é do 1° grau se a cada x € R, associa
o0 elemento ax + b.

Forma: f(x) = ax + b com a # 0. Onde a é o coeficiente
angular e b o coeficiente linear.

GRAFICO

O grafico sera uma reta crescente se a for positivo e decrescente
se a for negativo.

N

crescente y

curso
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Como o grafico de uma funcdo do 1° grau é uma reta é
necessario definir apenas dois pontos para obter o grafico.

Ponto que o grafico corta o eixo y: deve-se fazer x = 0. Logo, o
ponto que o grafico corta o eixo y tem coordenadas (0,b). Ponto
que o Grafico corta o eixo x: deve-se fazer y = 0. Logo, 0 ponto
que o gréfico corta o eixo x tem coordenadas (-b/a; 0).

O ponto que o grafico corta o eixo x é chamado raiz ou zero
da fungdo.

decrescente ¥

ax>0 a0

-
-y

OBS:

Sendo f(x) =ax + b, coma # 0 ¢ b # 0 é funcdo afim.
Sendo f(x) =ax +b,coma#0eb=0¢ funcdo linear.
Sendo f(x) =ax + b, coma =0 e b # 0 é funcdo constante.

funcfiio hneaxr

funcio constante

» ¥

bh=0

AULA 03 - FUNCAO DO 2° GRAU

Uma funcéo f de R em R é polinomial do 2° grau se a cada x R
associa o elemento ax? + bx + ¢, com a # 0.

Forma: f(x) = ax> + bx + ¢, com a # 0
GRAFICO

O grafico de uma fungéo polinomial do 2° grau de R — R ¢
uma parabola. A concavidade da parabola é determinada pelo sinal
do coeficiente a (coeficiente de x?). Assim, quando:
¢ a >0 tem-se a parabola com concavidade para cima
e a < 0 tem-se parabola com concavidade para baixo

O ponto que o grafico corta o eixo y possui coordenadas (0,c).

Para achar o(s) ponto(s) que o grafico corta o eixo x, deve-se
fazer y = 0. Tem-se entdo uma equagdo do 2° grau ax? + bx + ¢ =
0, onde:

e Se A >0 Duas Raizes Reais —b+ \/X
e Se A =0 Uma Raiz Real = 2— , com
e Se A <0 Nao possui Raizes Reais A= bza, dac.

, 2
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O verdadeiro nome de A é discriminante, o termo
referéncia ao alfabeto grego.

ESTUDO DO VERTICE

A Parabola que representa a fungéo do 2° Grau é divi
duas partes simétricas. Essa divisdo é feita por um eixo ¢
de eixo de simetria. A interseccdo desse eixo com a [
recebe 0 nome de vértice da parabola.

Eixo de
! simetria

E Eixo de
1 simetria

e O vértice é o ponto de maximo da funcéo se a < 0.
e O Vértice é o ponto de minimo da funcéo se a > 0.

COORDENADAS DO VERTICE
O vértice € um ponto de coordenadas V(x,, yy) onde

b, _-a

Xy Yy :4_a

RESUMO GRAFICO

Se a> 0 as combinagdes de comA>0,A=0e A<0
Y

o

Yyvp—

t X 1 x
}lv=0| Xy=Xo=xy 0

Se a> 0 as combinagdes de comA>0,A=0e A<0
y

Y

LA Yy
yv X I X1=Xo=Xy

yy=0

AULA 04 - FUNCAO MODULAR

Maddulo ou valor absoluto de um nimero real x é a distancia da
origem ao ponto que representa 0 nimero X. Indicamos o médulo
de x por | x |.

DEFINICAO
X se x>0 Veja: [3]|=3;]-5|=5,e]|0|=0
|x|: 0 se x=0 Jaem|x]|=3,temosx=3ou-3.
Em | x| =0, temos x = 0, somente
-X se X<0 Em|x]|=-1, ndo temos solucio.

Se | x-7|=2, dai temos duas possibilidades.
Oux-7=2—->x=9o0uainda x-7=-2—>x=5

GRAFICO

fidi
har
aré

curso
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f(x)=Ix|

del Y

D(f)=IR e Im(f)=[0+|=IR,

INEQUAGAO MODULAR

[x] <k, comk>0,entdo: k<x<K

Exemplos: | x|<3-3<x<3
|x|<10-10<x<10

[ x] >k, comk >0, entfo: x < k ou x > K

Exemplos: | x|> 3, entdo x <—30ux>3
| x| > 10, entdo x <-10 ou x > 10

Resumindo as inequagdes

e |ALGO| < aea>0,entio-a < ALGO < a

e |ALGO| = aea>0, entdox < - ALGOou ALGO 2 a

e |ALGO|= | COISA |, entio ALGO = COISA ou ALGO =
- COISA.

AULA 05 - EXPONENCIAL
EQUACAO EXPONENCIAL

Chama-se equacdo exponencial toda equagdo que pode ser
reduzida a formaa*=b,com 0 <a# 1.
Para resolver tais equacdes é necessario transformar a
equacéo dada em:
e Igualdade de poténcia de mesma base.
a™ = a9 < f(x) =g(x)
e Poténcias de expoentes iguais. a™ = b™ <>a =b
sendoaeb#1lecaeb €R*,.

GRAFICO
(a = 0) Funciio Crescente (0 < a < 1) Funcio Decrescente
Y f)=a"  fy=g ¥
flxg) - 4 R
fixq)j--# ' : ngf(xz)
1 T
0 xq )I(z > ;{, ;(, 0 X

|x1 <Xy e Fxy) <F(xy) |

INEQUACAO EXPONENCIAL

Para resolvermos uma inequagdo exponencial devemos

respeitar as seguintes propriedades:

Quando as bases sdo maiores que 1 (a > 1), a relacdo de
desigualdade se mantém.
a™ > 2% < f(x) > g(x)

, 3
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Quando as bases estdo compreendidas entre 0 e 1 (Oe< al
relacdo de desigualdade se inverte.
2™ > a¥ < f(x) < g(x)|

OBS:

Para resolver exponencial a dica é analisar as bases ds p
fatorar para deixar em uma mesma base. Muito comum
em alguns casos fazer a mudanca de variavel, isto é gham
potencia 3" por exemplo de y e resolver a equagao.

Exemplo-1
Calcula valor de x em 2* = 128.

Sol. Fatorando 128 — 27
Entdao 2*=2" »x=7

Exemplo-2
Qual valor de x na equago 25.3* = 15*?
Sol. Passe 3* para outro lado...

5
25=|—| »25=5"
3

Entdox =2

Exemplo-3
Determine as raizes de 2%-2**1+1 =0,

Sol. Faga2*=yevejay’—2y+1=0
Entdoy=1, portanto 2*=1—x=0

AULA 06 - LOGARITMOS

DEFINICAO

Dado um niimero a, positivo e diferente de um, e um nimero b
positivo, chama-se logaritmo de b na base a ao real x tal que a* =
b.

Condigdo de Existéncia:a>0ca#leb>0

loga b =x Em log, b = x temos que:
a = base do logaritmo
= b = logaritmando ou antilogaritmo
a¥=b x = logaritmo

Observe que a base muda de membro e carrega x como expoente.
Exemplos:

1) logg36 =x —36=6" - 6°=6*—>x=2

2)logs 625 =x — 625=5*—>5"=5* 5> x=4

Existe uma infinidade de sistemas de logaritmos. Porém, dois
deles se destacam:

Sistemas de Logaritmos Decimais:

E o sistema de base 10, também chamado sistema de logaritmos
comuns ou vulgares, ou de Briggs (Henry Briggs, matematico
inglés (1561-1630)). Quando a base é 10 costuma-se omitir a base
na sua representaggo.

Sistemas de Logaritmos Neperianos:

E o sistema de base e (e = 2, 718...), também chamado de sistema
de logaritmos naturais. O nome neperiano deve-se a J. Neper
(1550-1617).

PROPRIEDADES OPERATORIAS
[ ]

log, a+log, ¢ =log, (ac)
log, a—log, c =log, (a/c)

curso

aus

[
/mn
EEE

Degr

¢ C
log, b.log, c.log, d...log, y.log, z =log, z
_log, a

l8gi8 =
?amb;ln Iogc b

Tofria = 1
alogaﬂ :ﬂ

GRAFICO

|Fung§u decrescente (0 <a < 1:;|

f(x) = log, x

| Funcdo crescente (a = 1'4

y

f(x) = log, x

/ \ (1,0)
/{1, 0)

Exercicio Resolvido:

Sabendo-se que log 2 = 0,30 e log 3 = 0,47. Calcule o valor de log
18.

Sol. log 18 = log(2.3%) — log 18 = log 2 + log 3> —

log 18 =log 2 + 2log 3 — log 18 = 0,30 + 2.0,47

log18=1,24

}!

0

X

0

AULA 07 - TRIGONOMETRIA NO TRIANGULO

RETANGULO

Considere o triangulo retdngulo ABC
Nesse triangulo podemos destacar
0s seguintes elementos:
e AB e AC sdo os catetos
e BC é a hipotenusa
¢ e Ce B sdo os angulos agudos

RELACOES TRIGONOMETRICAS

B /"/ senc =bHia
a_ " cosg =0/
_,"';-’ tl
gl tga=bic
e o]
c
OBS: Sempre que x Sen x Cosx Tgx
tivermos 0 € o | 300 1 3 3
complementares, serdo 2 2 3
validas as relagdes: senf | 4se 2 N2 1
= cosa € sena = cos0. 2 2
60° £ 1 NE)
2 2

RELACOES METRICAS NO TRIANGULO QUALQUER

As seguintes relacGes que iremos ver abaixo sdo validas para
qualquer triangulo. Elas recebem o nome de LEI DOS SENOS e
LEI DOS COSSENOS.

LEI DOS SENOS

APOIANDO A EDUCACAO DE QUALIDADE
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Num tridngulo qualquer, os lados s&o proporcion y e Denomina-Se Sen (X a projecdo
dos angulos opostos. A razdo de proporcdo é o M do raio OM, pela extremidade M do
circunferéncia circunscrita ao tridngulo arco sobre 0 eixo y.
A A 3 e Denomina-se Cos (¢ a proje¢io do
A raio OM, pela extremidade M do
. b a b arco sobre 0 eixo X.
R = = = diamgtr
) senA senB senC
|

LEI DOS COSSENOS

Num triangulo qualquer, o quadrado da medida de um lado é
igual a soma dos quadrados das medidas dos outros dois lados,
menos duas vezes o produto das medidas destes lados pelo co-
seno do angulo formado por eles.

A

a’ =b?+c?—-2bccosA
b? =¢® +a® — 2accosB
c?=a’+b*—2abcosC

AULA 08 - INTRODUCAO TRIGONOMETRICA

Arco de uma circunferéncia é cada uma das partes que ficam
divididas uma circunferéncia por dois quaisquer de seus pontos.

A cada arco corresponde um angulo central (angulo que
possui vértice no centro da circunferéncia).
Para medir arcos e angulos usaremos o grau e o radiano.

e Graus: Um arco de um grau (1°) € aquele cujo comprimento é
igual a do comprimento da circunferéncia. 1 360

Logo, a circunferéncia tem 360°.

Os Submultiplos do Grau sdo 0s minutos e segundos:

1°=60"1'= 60"

e Radiano: Um radiano é um arco cuja medida é igual ao raio da
circunferéncia onde esta contido.

Uma circunferéncia de raio unitario possui 2 radianos de
comprimento. Pode-se, entdo, estabelecer uma relacdo entre graus
e radianos.

OBS:

e Quando numa circunferéncia de raio unitario se estabelece um
sentido de deslocamento, diz-se que se define o ciclo
trigonométrico.

e Os eixos x e y dividem o ciclo em quatro partes denominadas
quadrantes

¢ O sentido positivo é o anti-horario.

ARCOS CONGRUOS

Dois ou mais arcos sdo congruos quando a diferenca entre seus
valores é um multiplo de 360°.

Exemplo: 1) 30°, 390°, 750°, 1110..........

Veja que esses arcos possuem a mesma extremidade e diferem
apenas no nimero de voltas.

SENO e COSSENO DE UM ARCO

Noteque: —1<sena <1 e -1<cosa<l

OBS: Com o auxilio da simetria de arcos é possivel determinar os
valores de seno e co-seno de arcos do 2°, 3° e 4° quadrantes.
Como raio do circulo trigonométrico é unitéario, podemos afirmar

quelsenza +cos’ o = 1| em qualquer angulo ¢ .

TANGENTE DE UM ARCO

Associa-se a circunferéncia trigonométrica mais um eixo, a
reta t, que tangencia a circunferéncia no ponto P de coordenadas
(1,0). Define-se como tangente do arco PM ao segmento PQ
determinado sobre o eixo das tangentes.

tga

N

AULA 09 - RELACOES TRIGONOMETRICAS

Vamos definir algumas razdes que envolva os principais
elementos: seno e cosseno.

De sena + cos’o = 1

sena ! ,
Tangente — tga = podemos obter mais duas

COSx relagdes:

Cosa
Cotangente— cotqa = ——— 2 _ 2
g sena 1+cotg a =cossec” a

1

Secante—seca = —— 2 2
COoSc 1+tg a=SeC o
Cossecante— coSSeCo =
Sena

SINAIS DAS FUNCOES TRIGONOMETRICAS

170 | 27Q) | 3°Q | 4°Q
SENo € cossecante + + — —
COSSENCe e secante + — — +
tangente e cotangente + — + —

'» MATEMATICA 1-ALGEBRA
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unitario. Na analise matematica, estas fungdes recebem

=1

bes ainda mais gerais, na forma de séries infinitas ou como
s para certas equacOes diferenciais. Neste Gltimo caso, as

trigonométricas estdo definidas ndo s6 para angulos reais
ambém para angulos complexos.

AULA 10 - SOMA DE ARCOS
]

Sdo validas as seguintes férmulas, quézssﬁe\ﬂ
memorizadas! Repito aqui, que uma das aparentes diffeuld
Trigonometria é essa necessidade imperiosa de memoriz
férmulas. Entretanto, a ndo memorizacéo levaria a perda d
para deduzi-las durante as provas, o que tornaria a
impraticavel.

Talvez, a melhor solugdo seria aquela em que os examinadores
que elaboram os exames vestibulares inserissem como anexo de
toda prova, um resumo das formulas necessarias a sua resolucéo,
exigindo do candidato, apenas o conhecimento e o raciocinio
necessarios para manipulé-las algebricamente e, ai sim teria sido
feito justica! Fica a sugestdo as bancas de concurso!

SENO E COSSENO DE ADICOES
cos(a — b) = cosa.cosb + sena.senb
cos(a + b) = cosa.cosb — sena.senb
sen(a — b) = sena.cosh — senb.cosa
sen(a + b) = sena.cosb + senb.cosa

ARCO DUPLO
Ao fazer a condigdo de d = b = @ obtemos:

o sen(26) = 2sendcosd
« C0S(26) =cos® 8 —sen’d

2tgo

ARCO METADE

Trabalhando as equagdes acima chegamos ainda

. sen(gj:iq/—l_cosg
2 2
. co{gj:i [1+cos@
2 2
tg[g)—+ [1-cos®  send  1-cosd
2) Vl+cos@ 1+cosd send

AULA 11 - FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Em matematica, as fungdes trigonométricas sdo funcdes
angulares, importantes no estudo dos tridngulos e na modelagdo de
fendmenos periddicos. Podem ser definidas como razdes entre dois
lados de um tridngulo retdngulo em fungdo de um angulo, ou, de

AO SENO

a cada nimero real x 0 nimero y = senx
Dominio: pode assumir qualquer valor real: D = R.
Sammmmo Imagem: Im = {-1; 1}

rarico. Ele sempre se repete no intervalo de 0 a 27T.
tﬁgvag%'é denominado sendide.

Restoda: 27T
acdo de

B tempo
bituacdo
FUNGAO COSSENO
Associa a cada nimero real x 0 nimero y = cosx
. Dominio: pode assumir qualquer valor real: D = R
. Conjunto Imagem: Im = {-1; 1}
. Gréfico: Ele sempre se repete no intervalo de 0 a 27T.
Esse intervalo é denominado cossendide.
. Periodo: 2x..
FUNGCAO TANGENTE

Associa a cada nimero real x 0 niUmero y = tgx.

e Dominio: A funcdo da tangente apresenta uma
peculiaridade. Ela ndo existe quando o valor de cosx = 0 (ndo
existe divisdo por zero), portanto o dominio sdo todos os nimeros
reais, exceto 0s que zeram 0 COSSeNO.

e Conjunto Imagem: Im = ]» 00, oo[
e Gréfico: Tangentoide.
e Periodo: ©

OBS:
Podemos considerar uma fungdo seno ou cosseno dita como
completa quando expressa por:

[F(x) = A + B.sen(Cx + D)/ onde:

e Im= {A+B; A-B}

27
® Periodo= — .

e Fade inicial (xo) =D

GRAFICOS

¥

forma mais geral, como razfes de coordenadas de pontos no

DO DE)
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http://pt.wikipedia.org/wiki/%C3%82ngulo
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http://pt.wikipedia.org/wiki/Raz%C3%A3o
http://pt.wikipedia.org/wiki/C%C3%ADrculo_unit%C3%A1rio
http://pt.wikipedia.org/wiki/An%C3%A1lise_matem%C3%A1tica
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O conjunto dos ntimeros complexos é o conjunto qYe; s
cardinalidade, afinal ele contém todos os outro cont
necessario, pois, compreender 0s processos
(aritméticas, trigonométricas, algébricas) envolvenl’iqr Blp

desse conjunto, assim como a representacao ge m ! 2

ndmeros complexos.
ORIGEM E POTENCIAS DE i

No estudo dos nimeros complexos depararescreds-
denominador pelo conjugado do denominador,

seguinte igualdade: i* = — 1.

A justificativa para essa igualdade esta geralmente dSs
resolucéo de equagdes do 2° grau com raizes quadrddais
0 que é um erro. A origem da expressdo i’
definicdo de nimeros complexos, outro assunto que~tan amb
muita ddvida. Quanto as poténcias...

Veja o calculo das primeiras poténcias de i cofn e
natural:

i =1, por definigdo =it i=1. i=
it =i, por definico ie=iti :1 (-)=-1
|2:—1 constatado no item 4 =it = 1. (i) =Min
i’ =i |—(1) i=-i t=i*. ‘= 1.1 cample
=i i’=(-1).(1)=1 plano g
Teorema
n|4
r{q =n=4q+ra>it=itroip=(d)h.irs

esir=(1)Aa.ifreirt=1.i"resit=i"

PARTICULARIDADES DOS COMPLEXOS

Oposto: O oposto de qualquer ndmero real é o seu simétrico, o
oposto de 10 é -10, o oposto de -5 é +5. O oposto de um nimero
complexo respeita essa mesma condicédo, pois 0 oposto do nimero
complexo z sera — z.

Conjugado: Para determinarmos o conjugado de um ndmero
complexo, basta representar o nimero complexo através do
oposto da parte imagindria. O conjugado de z = a + bi sera:
Z=a-bi

Igualdade: Dois nimeros complexos serdo iguais se, e somente
se, respeitarem a seguinte condicdo (paraz = a + bi):

Partes imaginarias iguais (b)

Partes reais iguais (a)

Dado os numeros complexos z; = a + bie z, = ¢ + di, z1 e z,,
serdo iguais se, somente se, a = ¢ e bi = di.

OPERACAO COM NUMEROS COMPLEXOS

Os numeros complexos sdo escritos na sua forma algébrica da
seguinte forma: a + bi, sabemos que a e b sdo nimeros reais e que
o valor de a é a parte real do nimero complexo e que o valor de bi
é a parte imaginaria do nimero complexo.

Adicao: Dado dois nimeros complexos quaisquer z; = a + bi e z,
= ¢ + di, ao adicionarmos teremos:

Z;+2; — (a+bi) + (c+di) »a+bi+c+di
a+tc+bi+di—a+c+(b+d)i—(a+c)+(b+d)i

Portanto, z; + z, = (a + ¢) + (b + d)i.

Subtracao: Dado dois nimeros complexos quaisquer z; = a + bi e
Zp=C

+ di, ao subtraimos teremos:

e Oreragly

Portantp, z; . z, =

curso

iDegraus

Dado dois nimeros complexos quaisquer z; = a +
ao multiplicarmos teremos:
i) . (c + di) —ac + adi + bci + bdi?
bd (-1) —ac + adi + bci — bd
Shei — (ac - bd) + (ad + bc)i
(ac + bd) + (ad + bc)i.

: Ao dividirmos dois nimeros complexos devemos
tusrena forma de fragéo e multiplicarmos o numerador e o
veja como:
iiadaid nimeros complexos z; e z,, para efetuarmos a

mn
EEE

#;

mnt

adi

Bois\v@sis devemos seguir a seguinte regra:

eraZ2 a+bi[c—dij
Z,' 7z, c+dilc—di
fite 2

AULA 13 - NUMEROS COMPLEXOS Il

0s na aula passada a forma algébrica de um ndmero

X0 (z = a + bi). Hoje vamos ver a representacdo em um
artesiano de coordenadas complexas.

O par ordenado (X; y) tem sua abscissa x no eixo dos reais e a
ordenada y no eixo dos imaginarios. Desta forma vamos a estudos
detalhados até chegar a forma trigonométrica.

PLANO CARTESIANO

Na ilustracdo temos a representacdo de um numero complexo
no plano cartesiano. Dois elementos sdo importantes no estudo
nesse momento:

e Modulo: é a distancia do ponto P a origem (0; 0). Paraz =a +

bi teremos | p = va® +b? |
e Argumento: é o angulo formado entre o segmento OP e 0 eixo
X no sentido anti-horario. Para z = a + bi teremos |tg9 = 9 .
a
GRAFICAMENTE
OP=—p—|z|= Ja+b
T
P
0 = argumento de =,
U sejac
b P sen & = b /P
o cos & —a/p
O a Re
FORMA TRIGONOMETRICA OU POLAR
O item anterior mostra que seng = E e cosd = 2 Bem,
P P

como z = a + bi, podemos escrever

|2 = p(cosd +isend)|

Quando temos uma poténcia de z na forma trigonométrica,
€sCrevemos:

" (cos(nd) +isen(nd))

AULA 14 — POLINOMIOS

Chamamos mondmio na variavel x toda expressao do tipo
a.x" . Nesta expressdo, a constante a e a variavel x sdo definidas
no universo complexo e o expoente n é um ndmero natural.

O ntimero a é o coeficiente numérico e x" é a parte literal do
mondmio. Caso o coeficiente a seja um nimero diferente de zero,

2, -7, —(a + bi) - (c +di) —a+bi—c—di —a—c+bi—di
(@-c)+(b-di
Portanto, z; -z, = (a - ¢) + (b - d)i.
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0 expoente n é o grau do mondmio. Caso contrario i),
a é nulo, dizemos que o grau do mondmio néo é definido.

Ex. O mondmio -5ix® tem grau 6. OBS
l

Note que a expresséo 2x2
0 expoente 1/2 ndo é um numero natural.

[us aus

:Degr

TR + (5x2 - 4x2) - 3x + (1-7) = 7x3 + x2 - 3x - 6.

Note fue na soma e na subtracdo de dois polindbmios, caso o
—3x+5 N80 € UM | requitagio ndo seja o polindmio nulo, o grau do resultado é no
maximo o maior dos graus dos polindmios.

Podemos generalizar a representagdo de um polingmio na

variavel x da seguinte forma:
p(x) =a,.x" +a,,x"* +..+a,x+a, Evidentemgiy

a, »0entdo o grau do polindmio é igual a n. outro ¢
Ex. Da

ELEMENTOS DE UM POLINOMIO 1

Dado um polinﬁmio na variavel > H

p(x)=a,x"+a, X" +..+a.x+a,. Cada | .

constitui esse polindbmio é um termo de p(x) e, em partl
mondmio a,, € o termo independente. Os NUM¢OBS

Note

a,a,,,.,a, e a, sdo os coeficientes de p(x).

Divisa
identic

POLINOMIO IDENTICAMENTE NULO polind

Um polinémio p, definido na variavel x, é identicamente nulo se,
e somente se, todos os coeficientes de p forem nulos.

VALOR NUMERICO DE UM POLINOMIO

Valor Numérico de um polinémio P(x), é o valor que se obtém
substituindo a varidvel x por um nimero e efetuando as operacdes
indicadas. Observacdo: Quando P(¢r) = 0 dizemos que & € a
raiz do polindmio.

Observe que 0s nimeros 2 e 3 sdo raizes do polindbmio

P(X) = X2 - 5x + 6, pois P(2) = 0 e P(3) = 0.

OBS
e Sep(a)=0entdo o € raiz do polinémio.

e Note que o valor numérico do polindbmio p(x) para x =1 é
iguall a soma dos coeficientes do  polindmio,i.e.,
p)=a, +a,, +..+a, +a,

Note que o valor numérico do polinémio p(x) para x = 0 é
igual ao termo independente, i.e, p(0) = ag..

POLINOMIOS IDENTICOS

Dois polindmios, p e g, definidos na varidvel x, sdo idénticos
se, e somente se, 0S seus termos correspondentes tiverem
coeficientes respectivamente iguais. Indicaremos a identidade entre
os polindmios por P = (.

Ex. Se p(x) = 8x2- 7x + 11 é idéntico a q(x) = ax2 + bx + ¢, entdo a
=8,b=-7ec=11

OPERACAO COM POLINOMIOS

Adicdo: Para somar dois polindmios definidos em uma mesma
variavel, basta somar os monémios de mesmo grau.

Ex. Dados p(x) = 7x3 +5x2 + 1 e q(x) = 4x2 + 3x + 7, temos:

p(x) + q(x) = 7x3 + (5x2 + 4x?) + 3x + (1+7) => 7x3 + 9x2 + 3x + 8.

Subtracdo: Para subtrair dois polindmios definidos em uma
mesma variavel, devemos subtrair seus respectivos mondmios de
mesmo grau.

Multiglicacao:

Para multiplicar dois polindmios, devemos
Ce88la mondmio de um deles por todos os mondmios do
somar os resultados de mesmo grau.

tos p(x) = 2x+3 e g(x) = 5x2 + 4x + 1, temos:

e I
p(x) - g(x) = (2x + 3)(5x%> + 4x + 1)
~—_v
(x) - g(x) = (10x* + 8x2 + 2x) + (15%% + 12x + 3)
= g

(X) * g(x) = 10x>+23x2+ 14x + 3
cular, o

jue na multiplicacdo de polindmios ndo-nulos o grau do

resultagio é a soma dos graus dos dois polinémios.

b: Dados os polindmios P(x) e D(x), com D(x) ndo

hmente nulos, dividir P(x) por D(x) equivale obter os

nios Q(x) (quociente) e R(x) (resto), tais que:

P(x) x Onde:

R(x) (x) P(x) é o dividendo
D(x) é o divisor

P(x) = D(x) . Q@) + R(x)  (x) é o quociente

er(R) < gr(D) ou R(x) =0 R(x) 6 0 resto

OBS:

O grau de Q(x) é a diferenca entre os graus de P(x) e de D(x), ou
seja, gr(Q) = gr(P) gr(D)

Se R(x) for um polindmio nulo, apontamos que P(x) é divisivel
por D(x), dizemos entédo, que a divisdo €é exata.

TEOREMA DO RESTO

O resto da divisdo de um polindmio p(x) pelo bindbmio x —a é
igual a p(a). Note que 0 nimero a é a raiz do divisor d(x) = x — a.
Ex. Determine o resto da divisdo do polindmio p(x) = 3x3 - 5x2 +
X —2pord(x) =x-—2.

Solucéo:

Note que x = 2 é a raiz do divisor. Pelo teorema do resto, o
resto da divisdo de p(x) por d(x) é igual a p(2) =3.23-5.22+2 -2
=4.

Consequéncia: um polinémio p(x) é divisivel pelo bindmio x — a
se, e somente se, p(a) = 0, ou seja, se 0 nimero a for raiz de p(x).
(Teorema de D’Alembert).

DISPOSITIVO DE BRIOT-RUFFINI

O dispositivo de Briot-Ruffini, também conhecido como
algoritmo de Briot-Ruffini, € um modo pratico para dividir um
polindmio P(x) por um bindmio da forma ax + b.

Ex: Determine o quociente e o resto da divisdo da divisdo de
P(x) = 2x% - x? + 4x - 1 por (x - 3)

1° Passo Dispdem-se todos os coeficientes de P(x) de forma
ordenada e segundo o0s expoentes decrescentes de x na chave.

|2 -1 4 —1

2° Passo Coloca-se a esquerda a raiz do divisor.
|2 —1 4

—1

Ex. Dados p(x) = 7x3 + 5x2 + 1 e q(X) = 4x2 + 3x + 7, temos:

I
3° Passo Abaixa-se o primeiro coeficiente de P(x)
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—1

4° Passo Multiplica-se o coeficiente baixado pela r&ia)
resultado com o préximo coeficiente de P(x) e o regifa

desse dltimo. 6 div
-
I M é div]
3 |2 1 4 —
x ‘[ 2 5 0go,
5° Passo

Multiplica-se o esse Ultimo resultado pela raiz e soma o reg
com o préximo coeficiente de P(x) de forma analogésaof

aus

]
mn
EEE

Degr

nbrgte: dizer que P e Q séo primos entre si equivale a dizer que
) € Uma fragdo irredutivel.
Pegquise as raizes racionais da equagdo 3x3 + 2x2 - 7x + 2 = 0.

nNa @quacdo dada, temos a,= 2 e a,= 3. Segundo o

FAXizes racionais, temos:
sorde2 = pe {_ 2,—1,L2}

sorde3 = qe{-3-113}
P ci-11-22-+,1 -2 2L
: 3’3733

sultado
Holtimalgoritmo de Briot-Ruffini, vemos que as raizes
is sdo -2, 1/3 e 1.

passo, e assim sucessivamente. raciong
] I
3 |2 — 1 4 —1 3 | = — 1 4
x | 2 s 19 <= = 19]

. . COmo 1j
Terminando assim o processo, temos:

raiz |coeficientes de P(x)

2 5 19 56

AULA 15 - EQUACOES ALGEBRICAS

Chamamos equacdo polinomial de grau n toda equacdo do
tipo p(x) = 0, onde p(x) € um polindmio de grau n definido na
variavel x.

Ex. 3x3 - 4x2-5 =0 ¢é uma equacao polinomial de grau 3.

TEOREMA FUNDAMENTAL DA ALGEBRA

Toda equacdo polinomial de grau maior que zero admite pelo
menos uma raiz complexa.

Consequentemente podemos afirmar que todo polindmio de
grau n > 1 pode ser decomposto em um produto de fatores de 1°
grau, ou seja,

() = 2, (x—1, J(x—1, Jx—1,).... (x ). em que s as raizes
de p(x) e a, e o coeficiente de x".

Note que dessa decomposi¢do podemos concluir que um

polindmio de grau n admite n raizes complexas.

MULTIPLICIDADE DE UMA RAIZ

Se na decomposi¢do do polindmio p(x) em fatores de 1° grau,
o fator (x — r) aparecer k, e somente k, vezes, dizemos que o
ntmero r é raiz com multiplicidade k de p(x).
Ex. Dado p(x) = 7(x - 2)3(x - 5)3(x+8), temos:
# 0 nimero 2 é raiz com multiplicidade 3 ou é raiz tripla.
# 0 nimero 5 é raiz com multiplicidade 2 ou é raiz dupla.
# 0 nimero -8 é raiz com multiplicidade 1 ou é raiz simples.

RAIZES COMPLEXAS

Se 0 numero r é raiz da equagdo polinomial cujos coeficientes
sdo todos nUmeros reais, entdo o ndmero r, conjugado de r,
também € raiz dessa equacdo com a mesma multiplicidade de r.

RAIZES RACIONAIS

Se 0 nimero racional P/Q, com P e Q primos entre si, é raiz de
uma equagcao algébrica de coeficientes inteiros:

a,x"+a, X" +..+a,x+a, =0, entdo P é divisor de a; e Q

¢ divisor de a, .

te que nem todo ndmero P/Q é raiz da equacdo.

uma equacdo polinomial de coeficientes inteiros admite
hiz 0 nimero irracional a + \/b, entdo a - Vb também 6 raiz.
6. Relacgdes de Girard

As relagBes entre as raizes e os coeficientes de uma equacédo
algébrica sdo denominadas relagdes de Girard.

Vimos que toda equacdo polinomial pode ser decomposta em
fatores de primeiro grau. Tomemos, sem perda de generalidade,
uma equacdo de segundo grau:
ax2+ bx+c=0o0ua(x —r).(x —r) =0 coma#0. Segundo
Girard, é possivel relacionar os coeficientes a, b e ¢ com as raizes
r, e r, da equacdo. Veja.

Como ax2 + bx + ¢ = a(x — ry).(x — rp) e dividindo ambos os
membros por a, temos:

X2+ %x+ S )kt

a
Igualando os coeficientes correspondentes, r+r=-
obtemos as duas relagdes de Girard: c
r.r,=—
172
a
De maneira analoga,
para uma equagio de grau rp+r +rg =——
3,ax®+bx2+cx+d=0, c
seguem as trés relacdes rp.r +r .r; +r, .r; = a
de Girard: d
r,.r, . r, = ——
1 2 3 a
Sendo assim, por inducdo, podemos provar por este mesmo

raciocinio que toda equagdo algébrica de grau n (n > 1) possui n
relacBes de Girard.

E importante que  dada
a x"+a _, X" +..+a,X+a, =0, a primeira relagio

sempre representa a soma e a Gltima o produto das raizes. Isto
posto, segue que:

observar a  equacdo

an—l

r+r, +r +..+r, =— e
aI'I
a
r.r,.ry....r, =—2,paanpar.
an
a .,
r.r,.ry. .. .r, =——2,paranimpar.

a

n
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