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FRENTE 1

\

Logaritmos sdo ferramentas matematicas
muito Uteis para a simplificacdo de contas
e com diversas aplicagdes praticas. Um de
seus principais usos é na microbiologia,
para caracterizagdo do crescimento de
‘bactérias.

APE | DREAMETIME Coifd

Sob condicoes otimas de crescimento,
muitas espécies bacterianas apresentam
um tempo de geracdo médio de 20
minutos em uma das fases de seu
crescimento. Neste caso, em uma culfura
real, cada célula da populacdo se divide
. et _ em algum momento dentro do fempo
de geracdo de 20 minutos, ou seja, 1/20
das células da populagio se divide a

Pmm gl o L cada minuto. Essa taxa de crescimento é

om um sistoma fechads

PR S REVSRE] L ey t s nal
P
' L e

Se em um inoculo de 10° células (No)
cresce exponencialmente até 1-10°(N)
células em 13,3 horas, podemos calcular

@ taxa de crescimento em 1,5 geracoes/h.

Isso nos permite determinar o crescimento

da fase log e exponencial de uma
* bactéria, além de determinar a eficiéncia
de antibioticos em testes.

lllllllllllllll

fempo e minuckos.



Conceito de logaritmo

No capitulo 4 do livro 1, estudamos as equagdes ¢ inequa-
gdoes exponenciais quando era possivel reduzir facilmente as
poténcias & mesma base. Observe: 2¥=256 .. 2*=2" logo x=8.

E quando ndo for possivel reduzir a mesma base?

Por exemplo:

2*= 35 sabemos que 2 < x < 3, pois 27 < 5 < 25,

e

Fig. 1 Grafico da fungdo y = 2%

Entdo, x ¢ um numero real a, que na base 2 da 5, ou seja, 2*=5.
Vamos chamar esse niimero a de logaritmo.
Percebemos que tecnicamente o logaritmo ¢ um expoente.

Defini¢ao de logaritmo

Sejaae b e R, coma # 1, chamamos logaritmo de b na
base a o expoente que se deve dar a base a, de modo que o re-
sultado obtido seja igual a b. Simbolicamente:

log,b=x < a" =b

a: base do logaritmo

b: logaritmando ou antilogaritmo

x: logaritmo

Exemplo 1

«  log,27 =3, pois 37 =27
+ log,16 =4, pois 2*=16
1 1

. log,,—=-2,pois 107 =—
510700 P 100

-
+  log, 64 =—6, pois (0,5) " = (—] = 64

Esses exemplos sdo quase que feitos mentalmente, basta
ter o conceito de que logaritmo ¢ um expoente. Mas se o exer-
cicio tiver uma “aparéncia estranha”, basta aplicar a definicdo.
Observe o exemplo 2 a seguir.

Exemplo 2

log 2332 =x pela definicdo temos NE}“ =2§,,"'3|_2, 0
problema toma-se uma equagio exponencial:

1 ] X |+3 X i

X X
[22] =237 =22=223..22=2 1m22=21

b | o
Il
e | oo

Portanto, o logaritmo vale 3

Capitulo 5

ATENCAO!

O logaritmando também é chamado de antilogaritmo. Ob-
serve: log,9 = 2 = 9 é o antilogaritmo. Podemos também
escrever que anfilog,2 = 32 = 9.

Resultados importantes da definicao
Considerando b e ae R: com a # 1, observe:

P1 log 1=0,poisa’=1

P2 loga=1,poisa'=a

Ps a2’ = b, para justificar essa propriedade, observe: log b=
=X = a" = b, mas x = log b, substituindo, temos zloza® — |,

Observe os exemplos:

Exemplo 3
. leﬂ‘l_llz — {33.)[1.'!932 — (3[0‘%32 )3 _ 23 — 8
- ESI + lngsz — 25.25101_;{52 — 25 Sz.lﬂgjz —
2
25.(5“'952) =(25).(2%)=25.4=100
« antilog,"®2 = 2k8? =3
Propriedade dos logaritmos

Observe agora as principais propriedades dos logaritmos,
que facilitaram muito os célculos laboriosos dos astrénomos.

P1 Logaritmo do produto
Sea=0eazl:b=0:c=0=
log, (b -c)=logb+logc

Demonsiragdo:

log (bc)=x,logb=yeclogec=z
a*=bc, 2 =b e c=a’entio:
at=a'a® L at=at = x=ytz

P2 Logaritmo do quociente
Seaz=0ea#l:b>0:c>0=

logu(h] =log, b—log, ¢
c

Demonsiragdo:

log, [E]= x,log,b=vyelog,c=z
C.

. b
a* = —, a’ =bea” = c;entdo:
c
b
x _ & X V=7
at=—ra'=a'" =x=y-z
a

fﬂga[é) — log, 1-log, b = —log, b

Por definigdo: colog b = -log_b

colog_b [&-se: cologaritmo de b na base a.

Frente 1 7




P3 Logaritmo da poténcia
Sea>0ca#1l;b>0cae R=logb"=w-logb

Demonstracdo:

log b®=x ¢ log b=y entéo:
b*=a*eb=a"

Substituindo, temos:

(a)*=a" . a=a'=x=uy

ATENCAQ!

Nao se esquecal 2927 = 3
Faga uma revisGo das propriedades de potenciagao:
(@) = (a"*=ac"Yead a'=a* +¥
Cuidado! loge(-3)? # 2 - log.(-3)
Assim: log.x® = 2log. |x|
log_(a + b) # log_a + log_b
log (o - b) # log.a- log b
Devemos primeiramente calcular a + b e a - b para depois
aplicar o logaritmo.
Quando omitimos o base do logaritme, admitimos que &
base dez, logx = logx.

Observe os exemplos de simplificagdes de expressoes lo-
garitmicas:

Exemplo 4

2

. lnga— = log(a’b) —logc = loga® + logb — logc
c

=2loga+logb-logc

Jab

2

2

=>lng\n'{;+lng b-2 log c
I

= log(a)® +log b-2 log ¢

« log = lng\l'gh—lng ¢’

=5 % log a+log b-2 log ¢

[Vab _ [J’Eh]z 1, +ab

« logy/[—=log|—| =<log—=
c C 2 c

Flngﬁh—lngc]:

Flng sJ'E-b—ng b—log c]:

1
glng a+log b—log c—‘=

o | = b | = b | = b | —

1 1
lnga+ilng h—ilng C

P4 Mudanca de base
Se tivermos um logaritmo da base a e queremos manda-lo
para a basec,ondea=0ca#1l:b>=0;c>0ecc# 1 =
log. b

log, b=
log a

Demonstracdo:

Fazendo log b = x, log.b=y ¢ log.a = z, temos pela defi-
nigio: b=a* b=c'ea=c*%entdo: a*=c¥ .. (c*)*=c¥ ..
¥

X= =
Z

cY=¢" = xz=y

Ps Trocando base e logaritmando

1

log,a

Se0<a;b#1l = log,b=

Demonstracdo:
Na propriedade 4, troque ¢ por b, observe:
log, b
98 . log,b= !
log,a log,a

log, b=

Ps Poténcia da base

Seca=lca#l,be R*eb=0=log b= lloga b
& o

Demonstracdo:
log , b= L ! = i ! =llogah
. log,a® o logya o logya o
P35 P3 P35

Observe os exemplos de aplicagdo das propriedades:

Exemplo 5
1 5=1 5= : logs 5 = :
DEDL_ 0B -3 Ty 0852 = T3
* log;3= logy3 (mudanga de base 5 para base 2)
log,5
|
5 1
. log 5 V3=log 5 (3)2= log 5 3
e V3 2 3;
1 2 1
EIEIDEEE_ E

P7 Logaritmos e progressoes

Considere a progressio geométrica (PG) (x; y: z) cujos ter-
mos sdo positivos. Os logaritmos desses termos na base a for-
mam uma progressio aritmetica (PA). Simbolicamente, temos:
PG (x; y: z) «= PA (log, x: log, y: log, 7).

Demonstragdo:
Como (x: y; z) formam uma PG, temos que:
2 2
y =x.z—log, vy =log, x.z
s 2log, y=log, x+log, z
log, x +log, z
2

slog, y= , ou seja, (log, x: log vy; log, z)

formam uma PA.

Matematica




Ps Propriedade especial

Chamamos de propriedade especial, pois ¢ pouco conheci-
da e fomece um resultado interessante.

' * log, 1 log,, s
Considerea,bece R, comc# 1,temosquea ¢ =b """,

Demonstracdo:

Fazendo log_b=xe¢log a=y, temosqueb=c"ca=c"
=3" = [cy}x ="

bl'”f:'-c"’ —hY = (Cx};-.f =¥

Portanto, a'°%¢® = 187,

ElIﬁnf:l'lt b

Funcdo logaritmica
Definicao

Sejaae Rtalque a>0ea # 1, definimos a fungio loga-
ritmica como:

f:R, — R;f(x)=Ilog,x

ATENCAO!

As funcbes f e g s@o inversas se fog = gof = |, onde | é @
fungdo identidade [I(x) = x].

As funcées f e f-! s@o simétricas em relacdo as bissetrizes
dos gquadrantes impares.

Se (0; 1) € o* entao (1; 0) € log * pois o* e log * sGo fun-
¢bes inversas entre si.

O dominio de uma fungao sao todos os valores de x que

satisfazem a condigfio de existéncia da fungao.

Propriedades

P1 As funcOes exponenciais ¢ as logaritmicas sdo inversas
entre si.
Se fix) = log x e g(x) = a*, entdo:
fog(x) = f(g(x)) = log g(x) = log a* = x
gof(x) = g(f(x)) = a¥) = %% =x
Observe que ambas as composicdes fomecem a funcio
identidade, logo, g~'(x) = f{x).

Pz O grafico de logx ¢ a* sdo siméfricos em relagdo a y = x

(bissetrizes dos quadrantes impares).

Sabemos do capitulo 4 que a fungdo exponencial foi divi-
dida em duas partes, a > 1 funcio crescente e 0 < a < | fungio
decrescente. Pelos graficos das exponenciais ¢ a propriedade 2,
podemos obter os graficos logaritmicos. Observe:

Capitulo 5

a) a=1

\

(1; 0) X

log x

Fig. 2 Com base > 1, a funcéo logaritmica é crescente.

by 0<a<1

a* Vi

©;1)

(1: 0) X

log x

Fig. 3 Com 0 < base < 1, a fungdo logaritmica é decrescente.

P3 As fungdes logaritmicas f: R} — Ref(x)=logxa>0e

a # 1 sdo fungdes injetoras.

Essa propriedade explica tecnicamente que f(x,) = (x,) —
X, = X,

Na pratica, temos que log (x)) = log (x,) = x;,=x,> 0,
ou seja, logaritmos de mesma base. podemos igualar os loga-
ritmandos.

Observe os exemplos a seguir de como construir os grafi-

cos da fungdo logaritmica.

Frente 1




n Construa o grifico da funcéo: f(x) =2 + log,x.

Resolugdo:
Nessa fungdo, vamos construir primeiramente log.x e depois
“subir” o grafico inteiro em duas unidades.

y 2 + log,x

(1: 0) X

-lLI--l-

Para encontrar a raiz da fun¢do, ou seja, o valor de x quando
v =1, basta resolvermos a equagdo:

2+logx=10 . logx=-2. . x= 2 é

n Construa o grafico da fungdo: fix) = log,(x = 1).

Resolugdo:

O dominio da fungdoé x—1>0=x>1; VxeR.

A raiz da funcdo € log,(x—1) =0
x=1=2"x-1=1:x=2

O grdfico da fungdo vai ser deslocado no sentido positivo do
eixo x.

e

. logx
— assintota

log.x—1)

(1:0)

(2 0)

“ Construa o grafico da fungdo: fix) = log, (2x - 1).

Resolugdo: /

O dominio da fungdo é 2x —1 =) *. x> —; Yxe R,
A raiz da funcdo é log, (2x = 1) = () -
x=1=32x-1=1. . x=1

assintota

log,2x - 1)

(1; 0) X

hy |~

n Construa o grafico da fungdo: fix) =1 + log, x.
3
Resolugdo:
O grafico da fun¢do log ; x vai “subir” 1 unidade.
3
Lembre-se de que a fungdo é decrescente.

y
\k (3, 0)

A raiz da fungdo é:

-
log, x +1=0 s log,x=-1 . x= (iJ =3

3
3 3
B Construa o grafico da fungio: f(x) = [log,x|.

Resolugdo:
Construimos o grdfico da fungdo interna do modulo, e depois
rebatemos a parte negativa simetricamente em relagdo ao eixo x.

j.l'l

llogx!

Matematica




“ Construa o grafico da fungdo: f(x) =2 log x.

Resolugdo:
Para compreender esse grafico, vamos compara-lo com o gra-
fico basico log x. Observe:
2 )
2 log x

log x

locé deve comparar o valor do y para o mesmo x nos dois
graficos para fer ideia de suas posigoes. No grdfico anierior,

!
>

comparamos o y para x = 2 e depois para x =

n Construgio do grafico da fungio: f(x) = logzxz.

Resolugdo:

Cuidado! Sabemos que log x° = 2 log_x, entdo o grdfico serd
igual ao anterior?

Néo sera, observe os dominios das duas funcdes:

Fungdo 2 log x: logaritmando deve ser positivo, x > ().

Fungdo log,x’: x* = 0 para qualquer x € R*

Na primeira fungdo, ndo podemos calcular seu valor para x = -2,
Jd na segunda é possivel, pois log ,(=2F = log,4 = 2. Além de toda
essa andlise, log,x* é uma fungdo par, pois log,(~x) = log,x’. O

grdfico da fungdo ficara igual a:

(~1; 0} (1: 0) X

Capitulo 5

A TENGAO!

f(x} = logx, as condigdes de existéncia da funcéo
logaritmica sao:

x>0
a=0
Jlua&]

* Quando resolver uma equacao logaritmica, verifique se a
solug@io satistoz as condigbes de existéncia.

* Uma func@o é par se, e somente se, para qualquer x do
dominio temos f(x) = f{-x). O grafico da fungao é simétri-
o em relagdo oo eixo y.

Cuidado! log, o = (lagbu)a
Para simplificar a notacdo, escrevemos (log,5)? como

log,?5.

n Obtenha o dominio da fungio: fix) = log, (2x - 1).

Resolugdo: /
dlog;(2x-1)=2x-1>0= x> 5

D={IER&}—{}}

n Obtenha o dominio da fungio: fix) = 105{3 —x) (x +2).

Resolugdo:
x+2=10
dlog ;. )fx+2) & 3—-x=0
J—x # 1
x>==2
logo:{x< 3
x # 2

Fazendo a intersecdo desses conjuntos, temos.

Mo

Y e it GtET )

$
5
3

by @ By Cr-m=dm===o=-

D=xeR/i-2<x<3ex#2]
" || Obtenha o dominio da fungdo: f(x) = log,_y, (3 +2x—x7).

Resolugdo:

dlog ;. _ 4 (3+ 2x -x’) o

3+ 2x—x7 >0 —l<x<3
2x—4=10 = dx>2
2x—4 = | x = 572

Frente 1




Fazendo a intersecdo desses conjuntos, temos:

[ T
= i : €
1 1 I
25 i i
: - H
i 5 :
| 2 |
' :
i o 5
2 5 3
2

D:{xeRKE{x{j'gxi%}

m Obtenha o dominio da fungio:
f(x)=log,o_, (X" =5x+2) &

Resolugdo:
S )

Ela'ngrh: -3+ ;Jﬁx X+ e
' ?
s x> loux <=
Jx —Sx+2>=1 }?
27—+ 1>0 = <_‘.c}fnyx{_?
2 -3x+1 # 1 3
x# e x+# —?

Fazendo a intersegio desses conjunios, temos:

Calhgy O
—

ho | = O====-1

T
o T DT,

o0

-
Ml Q Ml wQ--===-mcf===n-

Pyl = O

D :j_m; !'}[Uf!'}, :!;Irujlr %[Uj%. +m11"

Generalizaciio do grafico da fun¢io
f(x) = Iugjux + b)

Observe os exemplos de construcio dos seguintes graficos:

Exemplo 6
+  fix)=log,3x-35)

. . 5
a) Condigdo de existéncia: 3x-5>0 .. x> 3

ATENCAQ!

Vamos utilizar C.E. como abreviagao de condicao de existéncia.

x| Lh

b) Equacio da assintota: 3x —-5=0..x=
¢) Raiz da fungéo:
log, 3x=35)=0 - 3x-5=2" " 3x=6 .. x=2
A funcdo “corta” o eixo x no ponto (2; 0).
d) Eixoy:
Pontos do eixo y possuem abscissa zero, como o dominio
da fungdo ¢ x = 3 nio ha cruzamento com o eixo y.
e) Grafico do logantmando:

jlr L

ta

Afungioy =3x -5 ¢ crescente, como a fungdo logaritmica
possui base 2, a fungdo principal também ¢ crescente.
f) Esbogo do grafico:

¥y

ta | tn

Exemplo 7

« fix)=log,(-2x+3)
: 3
a) Condigdo de existéncia: —2x +3 >0 . x < 2

b) Equacdo da assintota: =2x+3=0..x= %

¢) Raiz da funcéo:
0
IDE| (—2x+3)=0.,.-2x+3= (l)
3 3
S2x=-2r x=1

A funcdo “corta” o eixo x no ponto (1; 0).

d) Eixoy:
Para x =0, temos o ponto de cruzamento do grafico no eixo
das ordenadas (0; 3).

Matematica




c)

f)

Grafico do logaritmando:

'y’ 3

N

A fungdo y =-2x + 3 ¢ decrescente, a fungio logaritmica

tem base %,assim a funcdo principal ¢ crescente.
Esboco do grafico:

y i

%

M| e

P

Conclusoes e observacoes

Podemos citar as partes principais da construcdo do grafico

log (ax +b):

.

II.

11

1)
2)
3)
4)

- e b
Condigdo de existéncia: ax +b>0..x > - E; azl

Equagdo da assintota: ax+b=0.. x= _El—h
Raiz da equagdo: _b

log.(ax +b)=0..ax+b=c" LX =

Eixo y: caso x = 0 e pertenca ao dominio da funcio, o grafi-

co log_(ax + b) “corta” o eixo y no ponto (0: log_b).
Fungio do logaritmando: seja f{x) = logfax + b) ¢
g(x) = ax + b, temos entio f(x) = log_g(x). Para obter uma
ideia do grafico de f(x), analise:

g(x) crescente (a =0 e c> 1) — f(x) ¢ crescente

g(x) decrescente (a<0ec > 1) — f{x) ¢ decrescente

g(x) crescente (a=0e 0 <c<1)— f(x) ¢ decrescente
g(x) decrescente (a <0e 0<c< 1) — f{x) € crescente

Para melhor entendimento, observe a demonstracio do

item 4:

X, =X, g(x)) <glx,) - logg(x))>logg(x,)
~—

g ¢ decrescente

O=c=1
. log (g(x)) € crescente.

Capitulo 5

Generulimfﬁn do grafico da funcao

f(x) = log,

ax? + bx + ¢)

Observe os exemplos de construgdo desses graficos, se-

guindo as ideias obtidas na teoria do grafico f(x) =log_(ax +b).

Exemplo 8

d)

c)

fix) = log,(x* — 6x + 8)

Condicdo de existéncia: x> —6x + 8§ =0

N /e

N

x' x=>dpux<2

Equacdes das assintotas: x> —6x +8=0—x=2oux=4
Raizes da equacdo:
log,(x*—6x+8) =0 .. (x?—6x+8) =20,
_6tVB_6+22

2 2
X =3+2
X =3-2

Eixo y:

Para x =0, temos y = 10g2[1‘.)2 —-6-0+8)=log,8 =3 —(0:3).
Fungio do logaritmando:

Analisando os intervalos em que x*— 6x + 8 ¢ crescente ou

X—ax+7=0

decrescente e observando a base do logaritmo, no caso 2 > 1,
podemos esbogar a fungio f{x).

N

¥ —6x+8 4

\

T AR

x=3 —-y=-1

X > 3 — crescente

X < 3 — decrescente

Esbocgo do grafico:

Esse item ¢ a junc¢iio dos demais itens, mas com um cuida-
do especial para o item e, pois ele indica se fix) € crescente
ou decrescente.

fx) ¢

N

342

4 3442 X

Frente 1




Exemplo 9

«  f(x)=log, (x* —2x-3)
3

a) Condigdo de existéncia: x> —2x—-3>0

AN
_M X x>3oux<-1

b) Equagdes das assintotas: x*=2x—=3=0—-x=-loux =13

¢) Raizes da equagio:
0
lngl(xz—2}{—3]:&.‘.:{2—2:{—3:(%] SXT —2x—4=0
3
x, =1+ 5Dux2=1—wf§

d) Eixoy:
Para x =0, temos y = log, (0 =2.0-3) =
3

log, (=3) — ndo existe.
3
A funcdo ndo corta o eixo .
¢) Fungdo do logaritmando:
x*-2¢ -3 |

x=1—y=-4

X = 1 — crescente

X < | — decrescente
f) Esbogo do grafico:

fix)

i
i
I
I
[
[
V
r
I
I
I
I
r
L
L
[
i
I
I
[
[
’
r

Exemplo 10

«  fix)=log,(x*+x+3)

a) Condigio de existéncia: x* +x+5>0

b)

Equacdes das assintotas:

x* +x+5=0— Ax € R — ndo possui assintotas

Raizes da equacdo:

log,(x*+x+5)=0 ..

x2+x+5=20 - x2+x+4=ﬂ—~3’x e R

Eixo y:

Para x =0, temos: y = log,((0F + 0 + 5) = log,5

Assim, o cruzamento do grafico no eixo y ocorre no ponto
(0; log,5).

Fungdo do logaritmando:

¥W+x+5y

Para x:—%, temos x2+x+5=$; na funcio loga-

ritmica, temos log, gg o ponto de minimo da fungio ¢é

L 1on. 19
Ty )

1 1
X > - —crescente e X < —— — decrescente

Esbogo do grafico:

Conclusoes e observacoes

Podemos citar as partes principais da construgio do grafico

log, (ax® + bx + c):

L.
1.

I11.

A condigdo de existéncia: ax*+bx +¢> 0

Equacio da assintota:
A= 0: 2 assintotas

ax” +bx+c=04A=0: 1 assintota
A < 0: nenhuma assintota

Raiz da equagdo: log, (ax* +bx+c)=0 .. ax*+bx+c =
=d? s ax*+bx+(c—-1)=0
Eixo y: para x = 0, temos o ponto (0; log c).

Fung¢io do logaritmando: como o logaritmando ¢ uma fun-

¢io do 2° grau, devemos analisar em torno da abscissa do

vertice (x\_ = j—] s¢ a parabola esta crescendo ou decres-
a

cendo para podermos esbogar o grafico.




Equacoes logaritmicas
Quando iniciamos o capitulo, deparamo-nos com a seguinte

equacio de bases diferentes: 2* = 5. Com o conceito de logaritmo
podemos dar o valor de x, ou seja, x=log,5. Veja outro exemplo:

3x
S _g4 .5 =20

5
= (57) =20 . (125)" =20 = x = log,,s 20

s l=gq .

Poderiamos dividir as equagdes em varios tipos, mas vamos
resolver muitos exemplos e apresentar de forma natural as ideias.

Exercicios resolvidos

m Qual o valor de x nas expressoes:
a) 37 =2

Resolugdo: ,
Jx = logs2.:.x=(log;2)° =~ S ={[e’ﬂg_q 2)_}

h] 5x-l = 34-2:&

Resolugdo:
st 3 s sl

5 33\' " 5 {32 )'T
(43)" =405 . x = log,s405 .. S = {log ;5405}

S =5.81 -

C) 4-5-2%+6=0

Resolugdo:

Fazendo 2* =y, a equagdo reduz-se a uma fungdo do 2° grau:
(25 =5(2)+6=0=)"=5v+ 6= 0raizes 2 e 3. Assim, se
y=2r2=2=x=lesey=3 . F=3=x=log,3
S={1;log,3} i

d log (2x+3)=2

Resolugdo:

Nesse tipo de equagdo, basta aplicarmos a definicdo de loga-

ritmo: x*=2x+3 . x=-2x-3=10

miizes: 3 e =1, mas cuidado!

Vamos verificar as condicdes de existéncia da funcdo: log (2x + 3)
2x+3=10

dlog (2x +3) & qx=1)
x #

Condigdo de exisiéncia: x = (Ve x # 1, logo -1 ndo convém.

§=/3.
¢) log,(3x+2)=log,(2x +5)

Resolugdo:

Como a base dos logariimos € a mesma, podemos fazer: 3x + 2 =
=2x+ 5 .. x =3, gue satisfaz a condi¢do de existéncia.

No caso de equagdes logariimicas, ndo € necessario enconirar
a condigdo de existéncia propriamente dita, basta substituir a
miz 3 e perceber que ndo infringe as condi¢ées, como € o caso
do exemplo! Assim: § = {3}

Capitulo 5

f) lcrgf x—2. logy,x-3=0

Resolugdo:
Observe que fazendo a substitui¢do log,x =y, temos y°= 2y —3 =
= () raizes: =1 e 3.

Assim: sey==I . logx==1 :. x= é sey=3. logx=3.

Lx=4=064

_1.
T

1 1
+ =

8) 5 — logx 1+ logx :
Resolugdo:
Se fizermos log x = a (x = (), teremos a equacdo fracionaria:

! + I _ I cuja condicdo de exisiénciaéa+S5ea+—1.

5—-a I +a
I+a+5-a (S—a)(l+a)
(5—a)(l+a) (5—-a)(l+a)”

6=5+5a-a-a a—da+1=10

Lo AENI6-4 11 _ 4xV12 4223
2 2

2
=(2+3)ou2-3)

Voltando a varidvel x, temos: r
Sea=2+ J} A fﬂgx = 2+\||{§ Ly = !:!r}i'+\'j

Sea=2-3. logx = 2— J3:ox= 1773

m Determine a solugdo da equacio logaritmica:
x-(log 3"+ log,21) + log, (;J =

Resolugdo:
A aparéncia da quesido pode assustar, mas vamos aplicar
as propriedades para simplifica-la.

3
x.[x log;3+log; 3.7 [ +x.log; (}J= ()

(!ﬂgﬁ)xz + (log3 + log,7)x + x(log 3—log;7) =

=0 (log3)x’ + 2+(log 3)x = 0.

Dividindo a equagdo por log:3, temos: x>+ 2x =0 . x(x + 2)
= () raizes () e =2.

S=7-2; 0

Inequacoes logaritmicas

A técnica para resolver inequagdes ¢ a mesma das equa-
¢oes. A unica diferenca € que temos de analisar a base, em vir-
tude do problema de a funcdo ser crescente e decrescente, e
também obter a condi¢do de existéncia para a solucio final.

Frente 1




Base > 1 func@o estritamente crescente

/{1;431 X, X, X

Fig. 4 Base = 1, fungdo crescente.

Conclusiio

Pelo grdfico, temos: log x,> log x, <> x,> x,.

0 < Base < 1 fun¢io estritamente decrescente

¥

logx,

logx, |

Fig. 5 0< Base < 1, func¢io decrescente.

Conclusiio

Pelo grafico, temos: log x, = log x, < x, <x
Vamos agora aplicar esses dois resultados:

m Encontre os valores possiveis de x para as expressoes:
a) 3*=5.

2-3x 1
b) 3<g

1 X

-1 <
c) (3] =6
d) %-5-3*+6=10
e) log,3x+1)<2
f) logg,(x* +1)<logy,(2x-5)
g) log,3x+4)-log,Cx-1)>1
h) log (2x-1)=2

Resolugoes:

a)

b)

d)

Lembre-se! Se log, fix) = log g(x), entdo f{x) = g(x) = (.
Nao ¢é possivel reduzir a mesma base, vamos entdo recor-
rer aos logaritmos. Escolhendo a base 3 (maior do que 1),
ndo hd inversdo da desigualdade, portanto:

3>35 s log 3 =logs coxdog, 3> log5 . x> log,5 ..
8= Jlog,5; + oof

I
log, 37" < Iﬂg; S (2-3x) <log,27

2=-3x<=2log,2 :.-3x <-2-2log;2
) ?
X = ?(I +log;2) . 5= ]?H +log;2); +m[

Vamos escolher a base ée, ao aplicarmos, a desigualdade
val inverter:

; X
log, (—J = log,6 5. x = a’ﬂgj_;ﬁ
EA 3
x2-log,6 ». §=]—log;6; +oof

Fazendo 3* = a, temos:
(3)° =5(3)+6>0..a°=5a+ 6> 0 raizes: 2 ¢ 3.

2:3 a

a = 3oua =< 2 substituindo o valor de a, temos:
F>3oud<2rx>loux<log?
S=]1; 4 eofUj-eo, log 2.

Como a base é maior do que 1, aplicamos a definigdo e

mantemos o sentido da desigualdade:

log,(3x+ 1) <2 3x+1<3" 2 3x<8 . x< g

Condigdo de existéncia: 3x + 1> () x> —é

Fazendo a interse¢do, temos a solugdo final:

L)
3

k=== 0

A

3
18
S=|=; =
F¥ il

Invertendo a desigualdade para os logaritmandos, temos:
XHI>2x=5 ¥ =2x4+6>0
Mas A= (=2)2=4-1-6=4-=24<10, temos:
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2)

h)

Nio esquecendo as condicoes de existéncia:

Y 41>0 = VxeR

2x—5=0 — x= %

Re

raong

Antes de aplicarmos alguma propriedade na inequagdo,
vamos obter as condi¢oes de existéncia.

4
3x+4>0  |*773
2x—I1=0 " I

x> —

2

Fazendo a intersegdo, temos:

O .
-4 :
3 —
1
2
)
CE x=—
2
Ix+4 Ix+ 4
lo =1 =3
gj[zx—;} 2x—1]
+4—
3:.s:+4_3}ﬂ:. v+ 4 Lrb?:.s:+3}l!:r
2x -1 2x—1
—3x+?:::ﬂ
2 -1

Resolvendo a inequacdo quociente pelo varal, temos:
I 7
e

Fazendo a intersegdo com a C.E., temos:

o—

1 7

2 3
CE o©

1

2

Temos uma situagdo nova neste exemplo, ndo sabemos a

natureza da base. Vamos obter as condi¢des de existéncia:

!
x-1>0 |[*73
_'i:’!r} ‘I}ﬂ
x # [

x # |

CE x> i?fxi!

Capitulo 5
Temos duas andlises a fazer:

" hipotese: % < x < ['(funcdo decrescente)

log(2x—1)=2 » 2x—12x" " x-2x+1=0 .,
(x=1)<0:x=1

Que ndo satisfaz a hipotese, portanto para esta primeira
condi¢do: S, = .

2 hipotese: x = 1 {fun¢do crescente)

log (2x—1)<2 o 2x—1<x’ o x*=2x+ 120 ..
x—1);=0%xeR

Fazendo a intersegcdo com a hipotese, temos:

S,=]1; +eof

Spinat = 818, = J1; +oof

Logaritmos decimais
Conceito

Vamos analisar a seguinte propriedade dos niimeros reais
positivos:

Qualquer que seja x € IR:, X esta entre duas poténcias
de 10 com expoentes inteiros ¢ consecutivos. Observe os
exemplos:

Exemplo 11

e x=3=10"<3<10"

e x=572=10'<572<10°
« x=012=10"<0,12<10°
« x=893 = 10°<893 < 1(F

Caraderistica e mantissa dos logaritmos decimais
VxeR], 3Ce Ztal que 10 <x < 10" =

log10¢ <logx < logl0¢H!

C =log, < C+ 1, com esse resultado, podemos afirmar que:
logx=C+m:Ce Zel=m=1

C: caracteristica m: mantissa

Calculo da caracteristica (parte inteira de um nomero)

Existem duas regras para o calculo da caracteristica de um
logaritmo decimal, observe:

Regra 1

Se x = 1, a caracteristica de logx ¢ igual ao niumero de al-
garismos de sua parte inteira, menos 1.

Demonstracdo:

x> 1, e x possul n algarismos na sua parte inteira, entido
temos: 10"-T<x < 10" -,

logl0"-!<logx < log10" =

(n—1) < logx < n, isto ¢, a caracteristica de logx é n— 1. (c.q.d.)
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Exemplo 12

1. log5,1=C=0
2. log115=C=2
3. log3492,6 =C =3

Regra 2

Se 0 < x <1, a caracteristica de logx ¢ o oposto da quanti-
dade de zeros que precedem o primeiro algarismo significativo.
Demonstragdo:

0<x <1 ex possui n algarismos zeros precedendo o pri-
meiro significativo, entdo:

0" <x < 10m*D - loglo™ < logx < logl0™t ! .,
—n <logx <-n+ 1, isto ¢, a caracteristica de logx é —n. (c.q.d.)

Exemplo 13

a) log03 =C=-1
b) log 0,002 = C=-3
c) log 0,030l =C=-2

Propriedade da mantissa

A mantissa ¢ um numero irracional que vai ser tabelado. E
sempre compreendido entre 0 e 1, podendo ser igual a 0 mas
nao igual a 1. A palavra mantissa significa contrapeso. A sua
propriedade fundamental ¢:

A mantissa de logx ndo se altera se multiplicarmos x por
10% e Z.

Isso, na pratica, significa que se movimentarmos a virgula
(esquerda ou direita) do nimero x, a mantissa nio se altera.
Demonstragdo:

Sejax=0elogx=C+ m. Fazendo logx-10* (ot € £), temos:
logx-10*=logx + logl(P"=logx + at=(C+ m) + o =(C + o) + m.
Observe que (C + o) ¢ a nova caracteristica do namero logx- 10%
e m continua sendo a mantissa. (c.q.d.)

N 0 1 2 3 4 5 (] T 8 9

10 | 000D | 0043 | 0086 | 0128 | 0170 | 0212 | 0253 | 0294 | 0334 | 0374
11 | 0414 | 0453 | 0492 | 0531 | 0569 | OBOT | 0B45 | OBB2 | 0719 | 0755
12 | 0792 | 0B28 | 0864 | 0BOO | 0034 | ODE0 | 1004 | 1038 | 1072 | 1106
13 | 1139 | 1173 | 1206 | 1239 | 1271 | 1303 | 1335 | 1367 | 1399 1430
14 | 1461 | 1492 | 1523 | 1553 | 1584 | 1614 | 1644 | 1673 | 1703 | 1732

15 | 1761 | 1790 | 1818 | 1847 | 1875 | 1903 | 1931 | 1959 | 1987 2014
16 | 2041 | 2066 | 2085 | 2122 | 2148 | 2175 | 2201 | 2227 | 2253 | 2279
17 | 2304 | 2330 | 2355 | 2380 | 2405 | 2430 | 2455 | 2480 | 2504 | 2529
18 | 2653 | 2577 | 2601 | 2625 | 2648 | 2672 | 2605 | 2718 | 2742 | 2765
19 | 2786 | 2810 | 2833 | 2856 | 2878 | 2000 | 2923 | 2845 | 2967 | 2989

20 | 3010 | 3032 | 3054 | 3075 | 3096 | 3118 | 3139 | 3160 | 3181 | 3201
21 | 3222 | 3243 | 3263 | 3284 | 3304 | 3324 | 3345 | 3365 | 3385 | 3404
22 | 3424 | 3444 | 3464 | 3483 | 3502 | 3522 | 3541 | 3560 | 3579 | 3588
23 | 3617 | 3636 | 3655 | 3674 | 3802 | 3711 | 3720 | 3747 | 3766 | 3784
24 | 3802 | 3820 | 3838 | 3856 | 3874 | 3802 | 3000 | 3027 | 3045 | 3062

25 | 3979 | 3007 | 4014 | 4031 | 4048 | 4065 | 4082 | 4099 | 4116 | 4133
26 | 4150 4166 | 4183 | 4200 | 4216 | 4232 | 4249 | 4265 | 4281 | 4298
27 | 4314 | 4330 | 4346 | 4362 | 4378 | 4393 | 4409 | 4425 | 4440 | 4456
28 | 4472 | 4487 | 4502 | 4518 | 4533 | 4548 | 4564 | 4579 | 4594 | 4609
20 | 4624 | 4630 | 4654 | 4669 | 4883 | 4608 | 4713 | 4728 | 4742 | 4757

30 | 4771 | 4786 | 4800 | 4814 | 4820 | 4B43 | 4857 | 4871 | 4886 | 4900
31 | 4914 | 4928 | 4942 | 4055 | 4060 | 4083 | 4007 | 5011 | 5024 | 5038
32 | 5051 | 5065 | 5079 | 5002 | 5105 | 5119 | 5132 | 5145 | 5159 | 5172
33 | 5185 5198 | 5211 | 5224 | 5237 | 5250 | 5263 | 5276 | 5289 | 5302
34 | 5315 | 5328 | 5340 | 5353 | 5366 | 5378 | 5391 | 5403 | 5416 | 5428

35
36

38
39

0

5444
5563

5798
5911

1

5453
5575
5694
5809
5922

P

5465
5587
5705
5821
5933

3

5478
5509
517
5832
5944

4

5480
5611

5843
5955

5

5502
5623

5855
5966

6

5514
5635
5752
5866
SaTy

7

5527
5647

5877
So88

8

5539
5658
5775
5888
5999

9

5551
5670
5786
5899
6010

40
41
42

44

6021
€128
6232

6435

6031
£138
6243
6345
B444

6042
£149
6253
6355
6454

6053
61860
6263
6365
6464

6064
6170
6274
6375
6474

6075
6180
6284

64584

6085
6191
6204

6493

6006
6201
6304

6503

107
6212
6314
6415
6513

6117
g222
6325

6522

45
44
47
48

6532
6628
E721
g812

6542
6637
B730
6821
6911

6551
6646
6730
6830
6920

6561
6656
6749
6830
6928

6571
GE665
6758
6848

6580
6675
B7E7
BB57

6590
G664
6776
G866

6599
6693
E785
BB7S

6609
&702
E794
6884

6618
6712
6803
6803
6981

50
51
52
53
54

6990
7076
7160
7243
7324

6998
7084
7168
7251
7332

7007
7093
ey
7259
7340

7016
7101
7185
7267
7348

7024
7110
7193
7275
7356

7033
7118
202
7284
7364

7042
7126
7210
T202
Tar2

7050
7135
7218
7300
7380

7059
7143
7226
7308
7388

TO67
7152
7235
7318
7306

55
56
57
58
59

7404
7482
7558
TE3
Frog

42
7480
7566
Te42
Al

749
7497
7574
7649
7723

7427
7505
7582
7857
73

7435
7513
7589
7664
7738

7443
7520
7547
Te72
7745

7451
7528
7604
TE79
7752

7459
7536
7612
TEEE
77e0

7466
7543
7619
TE94
TTE7

7474
7551
7627
77
7774

60
61
62
63
64

Jra2
7853
7924
7993
8062

7789
7860
7931
8000
8069

7796
7868
7938
Boo7
BO7S

7803
7875
7845
8014
802

7810
7882
74852
8021
8089

7818
7880
7958
8028
B0DE

7825
THOE
7966
8035
8102

7832
7903
7973
8041
8109

7839
7910
7980
8048
8116

7846
7
7987
8055
g122

65
66
67
68
69

8129
8145
8261
8325
8388

8138
8202
8267
8331
8395

8142
B209
B274
B338
8401

81449
8215
8280
8344
8407

8156
8222
8287
8351
8414

B1g2
8228
8243
8357
8420

8169
8235
8200
8363
8426

8i7e
8241
8306
8370
8432

g182
8248
8312
8376
8439

8189
8254
8319
gas2
8445

70
7
72
73
74

8451
8513
8573
8633
ge92

8457
8514
8579
8B39
BE9s

B4G3
BE25
B5BS
BB45
8704

8470
B531
8591
BES1
8710

8476
8537
8547
BEST
8716

8482
8543
8603
BEE3
gra2

8488
8549
8609
B6E0
8727

8494
8555
8615
BETS
8733

8500
8561
8621
8681
8739

8506
8567
8e27
8686
8745

75
76
77
78
79

8751
8808
8865
8921
8978

8756
8814
BBT1
8oz27
gogs2

Bye2
8820
BETE
Bo32
Bos7

8768
8825
BBs2
8938
8093

8774
883
BBET
8043
8008

8779
8837
8843
8949
2004

8785
G842
idiee]
8054
2009

&791
8848
8904
8960
a5

arar
8854
8910
8965
9020

g802
B850
84915
8971
9025

80
a1
g2

84

2031
9085
9138
9191
9243

9036
9090
9143
91496
9248

o042
9096
91489
8201
0253

047
9101
9154
8206
0258

9053
9106
9158
9212
9263

9058
9112
9165
o217
9260

2063
a7
9170

9274

2069
9122
9175

92749

2074
9128
9180

9284

2079
9133
9186

0289

85
86
&7
&8

92494
9345
9345
9445

9299
9350
9400
9450
94484

9304
8355
9405
9455
8504

9309
9360
9410
9460
8508

9315
9365
9415
9465
9513

9320
9370
9420
9469
o518

9325
9375
9425
9474

9330
9380
9430
9479

0335
9385
9435
9484

9340
9390
9440
9489

20
o1
92

94

9542
95490
0638

a7

9547
0585
9643
o689
9736

0552
9800
o847
0694
974

9857
9605
9652
9699
9745

9562
9609
9657

9750

9566
9614
9661

9754

9571
9619
o666
9713
9758

o576
9624
9671
anT
are3

9581
0628
9675

ores

o586
0633
9680

9773

a5

a7
o8

arrr

o868
9912

are2
aB27
og72
9917
9961

9786
32
9877
9921
9965

97
0836
9881
0926
9969

9795
984
OBBE
9430
94974

9800

9840
0934
9978

9805

op04
0439

9809

o899
0943

9814

0003
0048
9991

9818

9908
0452

Tah

1 Mantissa.
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Exemplos de aplicagao:

m Calcule

a) log32.4

Resolugdo:

A caracteristica é 1 e a mantissa de 32,4 é a mesma de que 324.
Pela wabela, temos 051035,

Assim, log32,4 =1+ 05105 = 1,5105.

b) log0,0031
Resolugdo:

A caracteristica € —3 e a mantissa de 00,0031 é a mesma de que
310 Pela tabela, temos (4914,
Assim, log0,003]1 = =3 + 04914 = 34914 gue usualmente é
chamada de forma mista ou preparada, que serve para indicar
explicitamente a caracteristica e a mantissa. Se fizermos as con-
fias =3 + 00,4914, temos =2, 5086.

m Calcule o valor aproximado de iﬁ

Resolugdo:

Fazendo x =37 . logx = log(7)

logx = 0,16902 é um numero cuja caracteristica € zero e a
mantissa é (), 169().

Se C = () — parte inteira I algarismo.

Se m = 0,1690, pela tabela é o n® 1435.

Portanto ff? = [ 45

m Calcule o valor aproximado de 13|'{1=_2)ﬁ. {1}?'3}4.

Resolugdo:

Fazendo:

]
x=Y12)0 .(173) - logx =  llog( 12) +

log(1,73)% ] -, logx = é[ﬁe’ng{!,.?)+ 4log(1,73)]

Separadamente, temos:

bgl,2 =0+ 0,0792=10,0792
log1,73 =0+ 10,2380 = (,2380
Assim:

log x = é[ﬁ{!’},!’}??}) +4(0,2380)] .
B C=1
logx=104757 {m — 04757

Para essa mantissa na tabela, temos aproximadamente o
n"299. Logo x = 2,99,

" 11| Quantos algarismos tem o niimero 3307

Resolugdo:
Fazendo x = 3°" . logx = log3’’

logy = 5(+log3 =50-(0,4771) = 23,855 = 23 + 0,853, temos que
350

3_"7 i

a caracteristica vale 23 = o numero 3" possui 24 algarismos.

vy

Capitulo 5

Interpolacéio linear

Para o calculo de um logaritmo que ndo consta na tabela
fornecida, podemos utilizar um método chamado interpolagio
linear. Esse processo consiste em supor que entre dois logarit-
mos conhecidos o grafico de y = log x € uma reta. Obviamente
1550 ndo ¢ verdade, mas o erro obtido sera bem menor que apro-
ximarmos de imediato o resultado. Observe o grafico y =log x.

Fig. & Interpolagéo linear.

Na figura 6, podemos observar melhor a aproximacio, A ¢
o ponto exato ¢ B, a aproximacio. Pela semelhanga dos trian-

gulos retingulos BDE e FDG, temos:
o—loga  x-a logb—loga

b—a

= —o=loga+(x—a).
logb—loga b-a oga+(x-a)

O numero ¢ € a aproximacio de log x, assim:

logb—loga

logx = loga+(x—a).
b—a

Observe o exercicio resolvido a seguir.

Exercicio resolvido

m Calcule o valor aproximado de log 2,327.

Resolugdo:

Pela tabela 1, podemos calcular o log 2,32 ¢ log 2,33, assim:
log 2,32 =10+ 0,3655=10,3655

log 2,33 =0+ 03674 =10,3674

03655+

0—03655
0,3674—0,3655

2,327-2.32
2,33-2,32
(0,007)

(.01
o = (L3668, que ¢ o valor aproximado de log 2,327.

o =0,3655+(0,3674—10,3655).

Frente 1




Revisando

“ Calcule os seguintes logaritmos utilizando a definicao. ﬂ Esbocar o grafico da fungéo f: A — R e f(x) = log,(—5x + 2),
a) log, 33 determinando o dominio A,
h] g1+bg3 2

c) logg(log,16)

d) log, (log, (log, 81))

I Resolva a equacio:
log(x—1) +log(x+1) =3 log 2 + log(x — 2).

n Resolva as equacdes logaritmicas a seguir.
BN Dado log, 2 = a, calcule log,, 72 em fungéo de a. ;
a) Icg[x—E]—E.Icg[Sx—ﬁjzIcgz

b) .[Ich+|og£]+lcg(ﬁ +1] =log6

1
2

BN Dadosiog,,, 3 = o e log, 2 = B, calcule log,6 em fungao
de ot e [

BB Resoiva as inequacdes a sequir
a) logx+log(x +1)<log(5-6x)-log2

b) 4-logx = 3,/logx

Bl Esbocar o gréfico da funcao f: A — R e f(x) = log,(5x + 2),
determinando o dominio A.

ﬂ Matematica



Capitulo 5

Exercicios propostos

Definicio de logaritmos

BN UFRGS Dada a expresséo S = log 0,001 + log 100, o valor
de Seé:

-3 -1 1

—2 0

n Fuvest Sabendo-se que 5" = 2, podemos concluir que
log,100 & igual a:

E 2+ 2
n

on (2+2n)
2+n2 n

BN Puccamp Se (2\@)3: 64, o valor do logaritmo a seguir é:

log, x
8
4 -2 2
3 3
-5 5
6 6
2

BN FEI O valor numérico da express&o 1- %, onde
log representa o logaritmo na base 10, &: °

2 0 -2

1 -

n Puccamp Sabe-se que 16" =9 elog,2=y Nessas condigdes,
é verdade que:

x=2y X—y=2
y’=2:%: X+y=4
X}f:E

B Unicamp Calcule o valor da expressdo a seguir, onde n é
um numero inteiro, n =2. Ao fazer o calculo, vocé vera que esse
valor € um ndmero que nao depende de n.

log,, (Iogn afﬁ}

(Yﬂx+y—3x)

B Mackenzie Se log5=2x, 0 <y =1, entdo *——— 1 6
igual a: (Y Ty )

121 21

25 5

21 121

125 5

A

25

n O menor valor natural de n para o qual se tem
24632”23. |Gg1n1m &
1.2.3.....n
2 4 100
3 10

Propriedades operatorias dos logaritmos

BN Cesgranrio O valor de log, (x+x ) é:

s o
Pl winr
|

m Vunesp Sejam x e y niimeros reais, com x > y.
Se log,(x —y) =m e (x +y) =9, determine:

a) ovalorde log,(x +y);

b) log,(x* - y?), em fungédo de m.

BEN Cesgranrio S log ,/(a) = 1236, entdo o valor de log {a)é:
0,236 1,354 2,236

0,824 1,854

BN Cesgranrio Se log,,123 = 2,09, o valor de log,,1,23 é:
0,0209 0,209 1,209
0,09 1,09

BED FEl Considere a > 1 e a expresséo adiante:
x =log , a+log, a® Entdo o valor de x é:
a

2 1

[l
po paon

32
14 KRS log 2=ae log 3 = b, escrevendo log 57 em fungao
de a e b, obtemos:

2a+b %ﬂ
2a-b 5a —3b
2ab

EED Fuvest se log,,8 = a, entdo log,,5 vale:

a
a3 142
3
5a — 1 1-2
3
2a
3

B3 UEL Admitindo-se que log 2 = 0,43 e log,3=0,68, obtém-se
para hgﬁ12 o valor:

1,6843

168

1,54

1,11

0,2924

Frente 1




BEA UEL Se log,7 = a e log.3 = b, entdo log,7 & igual a:

a+b a.b
a-b ab
a
b

m Temos a seguir trés afirmativas envolvendo operagoes
com nUmeros reais.

X
. Parax :D,S—:J.
g 2
Il.  Selog60=1,78 e log4 = 0,60, entdo log15=1,18.
0,222...

. Afracdo é exatamente igual a 4.
0,055

3 -

O nimero de afirmativas verdadeiras é:

0 2
1 3
. logs 32

m Fatec Se log 2 = 0,3, entdo o valor do quociente -
e igual a: o

% 49 9

7 90 49

7 %

30 49

FIN Unaerp se log,b — log,a = 5, 0 quociente E, vale:
=

10 64
32 128
25

m UFSC Se os numeros reais positivos a e b sdo tais que
{a— b=48

,calcule o valordea + b
log, a-log,b=2

B3 UEMG seja v =4"%" +10g,(8"). Nesse caso, o valor

deyé:
35 49 90
56 70

IFXJ UFC Sendo a e b nimeros reais positivos tais que:
Ic:gxl.-a a=224e I{:g\l.-ab = 218. Calcule o valor de E.

m Vunesp Sejam x e y nimeros reais positivos.

Se log(xy)=14 e Iﬂg[xafy] =10, em que os logaritmos sao con-
siderados numa mesma base, calcule, ainda nessa base:

a) bgxelogy;

o) og (Jy )

Wl Cesgranrio Sendo a e b as raizes da equacéo
1

x% +100x — 10 = 0, calcule o valor de log,, [(1]+ [E]l
a

BIN UFV sabendo-se que log, 5 + log, 4 = 1 e log,y = 2, 0
valorde x + y é:

120

119

100

110

115

B8 FEise A=log,xeB= hg% entao A— B é igual a:

1 -1 0
2 -2

I3 Mackenzie O valor de log, (log,2. log,3), sendo x = /2, é:

2 -2
1 3
2 2
-1

2

WIN Mackenzie Se a e b sdo os angulos agudos de um trian-
gulo retangulo, entao log,(tga) + log,(tgb) vale:

0 sen a
1 cos a
tg a

2
BTN Mackenzie Considere a funcao f(x) = x°9*, onde 0 < x = 1,

entao log {f [JE ﬂ éigual a:
3 3

4

2 103
100

I Mackenzie Se log 6 = melog;3=p, 0 <i # 1, entéo o

lbgaritmo de '5 nabase i é igual a:

6m—3p m—-p+1
m—-p-3 p—m+6
p—m+ 1

7B Mackenzie Supondo log 3980 = 3,6, entéo, dentre as alter-
2,6
0 e
8

nativas a seguir, a melhor aproximagéao inteira de

100
120
140
160
180

BEEN Mackenzie Em log,1000 =2 log,10 6 0 <y = 1, x vale:
Py Iy? y
Jy y?

Graficos da funciio logaritmica e condicdes de existéncia

BTN Unirio Na solugéo do sistema a seguir, o valor de x é:
{Icg{x +1)-logy =3.log2
X—4y =7

15

13

8

5

2




Bl UFMG Observe a figura a seguir
y

0 / 16 x
Nessa figura, esta representado o grafico de f(x) = log x.

O valor de f(128) &:
5 7
= 3 Z
2 2

BETD UFRGS A expressdo gréfica da funcao y = log(10x2), x > 0,
édada por:

m Fuvest A figura a seguir mostra o grafico da fungao loga-
ritmo na base b.

0,25 /

O valorde b é:

10

Capitulo 5

m Fuvest Qual das figuras a seguir € um esbogo do gréfico
da fungao f(x) = log,2x?

.

e |

2 11

m|-u

m Fuvest A curva da figura que se segue representa o gréfico
da fungéo y = log, %, para x > 0. Assim sendo, a area da regiao
hachurada, formada pelos dois retangulos, e:

¥

) [== === = o fiomom com om fp m

log2
log3
log4
log5
log6

m A figura representa o grafico de y = log, .

e S T L

A S I

o/
Sabe-se que 0A = BC. Entdo, pode-se afirmar que:
log,.b=c
a+b=c
at=nh
ab=c
102 + 100 = 10°

|
b c X

m e

m Os pontos D e E pertencem ao grafico da funcéao
y = log,x; coma > 1 (figura a seguir). Suponha que B = (x; 0),
C=(x+1;0)eA=(x—1;0). Entao o valorde x para o qual a
area do trapézio BCDE & o triplo da area do AABE é:

Frente 1




yr"'
X
1+5 1 = 1
—+4/5 NG
2 2" 2 v
1+§ 1+5

WP UFRJ Sejam x e y duas quantidades. O grafico a seguir
expressa a variagao de log y em fungao de log x, onde log € o
logaritmo na base decimal.

log y 4

6

EI' log x
Determine uma relagdo entre x e y que nao envolva a funcao
logaritmo.

XN Unitau O dominio da fungdo y = log, (2x — 1) é:

1 1 1
X>— Xx<—ex=1 X = —
2 2 2
x=0 x}lax#1
2

m Puccamp O mais amplo dominio real da funcéo dada por

f(x) = log,_,(8-2%) é o intervalo:
12, 3[ 12, + =]
B+ = e, 3

e 2

m FGV O mais amplo dominio real da fungédo dada por
f(x) = /logs(2x - 1) é:

{xe"{lxil}
2

e RIlx=1}

{xe"{llﬁxﬁ1}
2

1
Jlxe'?lx::-—}

2

XeRIx =1}

T3 FEI A funcao f(x) = log(50 — 5x — x2) & definida para:
x=10 S <x<10 5<x=<10
—10<x<h Xx<-5

Equacdes logaritmicas

WA Cesgranrio se log,,(2x — 5) = 0, entéo x vale:
5

4
3

Palen o]~

m Fuvest O numero real x que satisfaz a equacéo
log,(12-2") =2x é:

log,5 log;\/5
hgz‘ﬁ log,3
2

WTH UEL Os nimeros reais que satisfazem equacéo
log,(x®— 7x) = 3 pertencem ao intervalo:
10, + =¢[ 17, 8]
[0, 7] -1, 8]

=1, 0]

m Fatec Supondo-se que log,,2 = 0,30, a solugéo da equa-
¢do 10%2 = 25, universo U = R, é igual a:

2 2.2 247

2.1 2,35

B3N UEL se log,x + log,x + loggx + log,x = —6,25, entdo x &

igual a: 1
8 6
S 1
n 8

BN UEL A equacio 2 - log x = log(3x - 5):
admite uma unica solugéo real.
admite duas solugdes reais positivas.
nao admite solugdes reais positivas.
admite duas solugdes reais de sinais contrarios.
nao admite solugdes reais.

m Resolva as equacgdes logaritmicas a seguir:
a) Icg4{4x2+ 13x +2) = log,(2x + 5)
b) log(83+5x)=0
2
c) logzllog, x)=1
d) Icgz X =4logx
e) log, (4-3x)=2

10099 -1 3
EI UFV Resolva a equacéo: — g =3

E Fuvest O nimero x > 1 tal que log,2 = log,x é:

\"E “If_ |2
—_— 2 4~
4

242

[

2\!




m Fuvest O conjunto das raizes da equacao
l0g,,(%) = (log,x)* é:

{1} {1,10}
{1,100} xe R/x>0}
(10, 100}

Inequacdes logaritmicas

V2
B3A osistema ?“2’(‘:2

0<log(x+2)<1

se verifica, para todo x per-

tencente a:

o
2 0|

-1

21

-2 2|
BIH seja f(x) = log,(3x + 4) — log,(2x —1). Os valores de x,
para os quais f esta definida e satisfaz f(x)>1, sao:

7 4
X <= W ——
3
1 1
X=—= -—— X =
2 2
1
— <K< =
2

BN sexe Rtalquex>2e log,(x—2) - log,x= 1, determine
ovalor de x

m O conjunto dos nimeros reais x que satisfazem a inequa-
¢a0 log,(2x + 5) —log,(3x — 1) > 1 @ o intervalo:

Capitulo 5

-4 5
] ki
]

3B PUC-Rio Resolva as inequagdes logaritmicas a seguir:
a) 5%> 3% 43" d) 2<log,(3x+1) <4
1 1

- <1
log,x log, x -1

b) 2.9°+3“*24+450 e)
c) log,(2x*-5)<log,3

m O conjunto de todos os x para os quais x. log,(x-1) < 0 €:
ixeRIlx> 2} 2
{xeRM<x<2}

{IxeRIx=1}

{xe"{llﬂ:xﬁE}
2
(5]

K] A solucdo da inequacdo logx — colog(x + 1) > log12 é:

X=3 X>3oux>—4
x=0 @
X =—1

I8 PUC-SP Dados log 2 = 0,30 e log 3 = 0,48, um niimero

real x é solucdo da inequacéo 16'% < 12 se, somente se:
x>-3 e x=0,3
X<—03 ou x>03
X<—3 ou x=>3

—3<cx<3
D3 <x<0,3

TEXTOS COMPLEMENTARES

Relacionando logaritmos e sequéncias

Observe a seguinte tabela:

a ¢ ..
r 2r nr

Na primeira linha, temos uma progresséo geométrica de razéo g > 0e g = 1.

Na segunda linha, temos um progress@o aritmética de razdo r; r e Q.
Por definigfio, cada termo da progresséo aritmética (PA) é o logaritmo do termo correspondente da progressio geométrica (PG), ﬂssir]n

0=log,1,r=loggenr=logq"abase desse sistema de logaritmos é x. Calculando x, temos: nr = nlogg . r=logq .. x'=q ..

Exemplo:
1 1
== =; 1 5; 25; ...
1251 5’ L L L bﬂse 5
=2, =1, 0; 1 2; ...

x=q.

Frente 1




Exercicio resolvido Os termos da PA sdo os logaritmos dos fermos da PG na base que

iremos determinar.
n Determinar o logaritmo de 31 2545 no sistema de logarit- 2=log, V5 b2 =5 b=Y5

mo definido pelas progressées:

vy 1 \I"g; 3; ...
v, 0; 2:4; ...

Assim: !
log 3125V5 = log | 5°.52 =
54
17

1 .

- 2 — —
Resolugdo: =4.logs 5% = 4. > log5” =22
Vamos deferminar a base desse sistema de logaritmos:

PA possui razédo 2 e a PG razdo /5.

Um pouco da historia dos logaritmos

Os logaritmos foram criados para facilitar cdlculos aritméticos laboricsos. Mesmo com o advento da calculadora eletrénica, a sua
importéincia no diminuiu.

No século XV1, com o desenvolvimento da astrononima e da navegagéo, a importincia de realizar célculos aritiméticos aumentou. Para
resolver esse problema, dois personagens, de maneiras independentes, criaram tecrias resultantes. Jost Birgi (1552-1632), relojoeiro suigo,
e John Napier (1550-1617), um nobre escocés, publicaram suas teorias em 1620 e 1614, respectivamente.

O trabalho de mais destaque foi o de Napier, que o batizou de maneira pouco modesta de Mirifi logarithmorum canomis deseripfio ou Des-
cricio da maravilhosa lei dos logaritmos.

Modestamente, muitos fenémenos da natureza podem ser explicados por meio dos logaritimos. Como exemplo disso, leia atentamente
o texto a seguit

Escala de Richter

A escala de Richter quantifica a magnitude sismica de um terremoto.

Essa escala foi desenvolvida em 1935 pelos sismélogos Chades Francis Richter e Beno Gutemberg, ambos pesquisadores do Calitornia
Institute of Technology (Caltetch), que estudavam os fremares de terra do sul da Califérnia (EUA).

O principio da escala tem como resultado a férmula: M = log A — log Ay, M: magnitude do terremoto, A: amplitude méxima medida
pelo sismégrafo e Ay: amplitude de referéncia.

Observe que matematicamente um sismo de grau 6 tem uma amplitude 10 vezes maior que um de grau 5, e liberta cerca de 31 vezes
mais energia.

Para calcular a energia liberada por um terremoto, utilizamos a seguinte férmula:

M = % Iog(%], M: magnitude do terremoto, E: energia liberada e E: energia de referéncia.

Tambor giratério

Mola

Massa inerte

Movimentos verticais

Exemplo basico do funcionamento de um sismoégrafo.
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Micro =20 Microtremor de terra, ndo se sente ~8.000 por dia
Muito pequeno 20-2.9 Geralmente ndo se sente, mas & detectado e registrado ~1.000 por dia
Pequeno 30-3,9 Frequentemente sentido, mas raramente causa danos. ~49.000 por ano

Tremor notério de objetos no interior de habitagdes, ruidos

Ligeiro 40-4.9 de chogue entre objetos. Danos importantes pouco comuns.

~6.200 por ano

Pode causar danos maiores em edificios malconcebidos
Moderado 50-5,9 em zonas restritas. Provoca danos ligeiros nos edificios B0O por ano
bem-construidos.

Pode ser destruidor em zonas num raio de até 180 kmem

Forte 6,0-6,9 areas habitadas. 120 por ano
Grande 7.0-7.9 Pode provocar danos graves em zonas mais vastas. 18 por ano
Pode causar danos sérios em zonas num raio de
Importante 80-8,9 cantenas de quilsmetros. 1por ano
: Devasta zonas num raio de milhares de
Excepcional 9,0-9.9 quidinetioe. 1a cada 20 anos
Extremo 10,0 Nunca registrado. Desconhecido

Tabela de classificagdo dos sismos.

O terremoto mais intenso j& registrado atingiu 2,5 graus e ocorreu em 22 de maio de 1960 no sul do Chile. Nessa tragédia, 3.000
pessoas faleceram e mais de 2 milhées ficaram feridas. O Chile é suscetivel a grandes terremotos porque esté cortado pela divisao de duas
placas tecténicas, a placa Nazca e a placa Sul-americana.

RESUMINDO

A funcdio logaritmica é dada por f: R, — R ef(x) = logx coma > 0ea#l.
Podemos escrever y = log x < o = x por definicda
As principais propriedades operatérias dos logaritimos decorrentes da sua definicéo séo:

a) 4% —h d) logb®=alogb
1
b} logb, +logc, =log,(bc) e |crg|:-aﬂ == log, b
b fi log,b= log b
¢ logb, —logc, =log, | — log, @
C

A fungdio logaritmica f{x) = log x é injetora e monotémica.
Observe os dois casos bésicos:

Iogax;G-:E-Hl bgax;(}-:a-:h

(1,0 X (1,0) X

Estritamente crescente Estritamente decrescente

Frente 1 4l




B QUER SABER MAIS¢
=

= Funcdes logaritmicas - logaritmo natural
<http://ecalculo.if. usp. br/funcoes/logaritmica/flogaritmica. htm>.

Exercicios complementares

Logaritmos

BB IME Considerando log2 = a e log3 = b, encontre, em fungio
deaeb, o logaritmo do nimero ;—"l'(l 1,25] no sistema de base 15.

n Fuvest Considere as equagdes:

I. logx+y)=logx+logy

II. x+y=xy

a) Asequagdes | e Il tém as mesmas solugdes? Justifique.
b) Esboce o grafico da curva formada pela solucdo de 1.

n Fuvest Sejam x e y nimeros reais positivos. A igualdade
log(x + y) =log x + log y ¢ verdadeira se, e somente se:

x=y=2

5 5
R
X=Y¥
X y=1
1.1
X ¥

log, x+1lo =4
n Unicamp Resolva o sistema: { &2 ) Sa¥
Xy =

BB Mackenzie Se x2 + 8x + 8 log,k é um trinémio quadrado
perfeito, entdo k! vale:
6 120 2

24 720

B Mackenzie Se x2+ 4x + 2 log_k* é um trinémio quadrado
perfeito, entdo o logaritmo de k na base 7k vale:

) 1
7

b3 b | =

1

2

ITA Dada a fungio quadratica

fix)=x2- ln(g]+ x - In(6) -l ln(z] temos que:
3 4 2 ) St

a equacao f(x) = 0ndo possui raizes reais.

a equagdo f{x) = 0 possui raizes reais distintas ¢ o grafico de f
possui concavidade para cima.

aequacao f(x) = 0 possui raizes reais iguais e o grafico de
f possui concavidade para baixo.

In2.In3
n3-In2°
In2.In3
In3-In2

log, 18.1 =0
n Resolva o sistema: 08 ¥+ Ofy X
x.y=128

o valor maximo de fé

o valor maximo de fé 2

n Considere a equagio a™ + a*—6 =0, com a> 1. Uma
das afirmagdes a seguir, relativamente a equagio proposta, esta
correta. Assinale-a.

a*=2eca'=-
x=log, 2
x=log 2ex=-3
x=2ex=log, 3

Nenhuma das opgdes anteriores ¢ verdadeira.

m Dada a equagdo x* = 2x + logN = 0, para que cla tenha
duas raizes de sinais contrarios, € preciso que:

N=1 2<N=3 J=N<=4
l<N=<2 0<N=1
m Simplificar as expressoes:
a) loglog Vo
b) -logglog,log,16
c) log,7 - log,5 -log4+1
d) \("lr:pg]:r a+log, b+2. logy, a. lr:pg?]I b
3
m Se logl,=neaecheR tal queab # 1, calcule log Tz

em fungdo de n.

m Calcule log,360 se log,20 =a e log,15=b.
BN Paracadan>0, demonstre que: —log, [lngn \ \WE} =3

m Para cada x > 1, demonstre que:

,I' 2
log x+vx -1 =210g(x+m'x2—1)
x—vx?—1

B3 PUC-Rio Sabendo-se que log,,3 =0,47712, podemos afir-
mar que o niimero de algarismos de 97 ¢é:
21 23 25

22 24

B ._.-:‘ ) l!'_-_! . -.:‘ \ ll ! \




BEA Ontmero de algarismos da poténcia 505 ¢:
Dado: log2 = 0,301
2.500 100 50
85 250

m Pressionando a tecla |log|de uma calculadora, aparece no
visor o logaritmo decimal do nimero que estava antes no visor.
Digita-se inicialmente o niimero 88888888 (oito oitos). Quantas
vezes atecla|log| precisa ser pressionada para que aparega men-
sagem de erro?

2 6 10

4 8

LB Mackenzie A partir dos valores de A ¢ B adiante, pode-
mos concluir que:
A= 3[111_1}5 cB= Slﬂgﬁ

A—B

Ln||;|;l'~'~"|}'

A_B
53

3
A=B

i &

EIJ Mackenzie Se f de R, em R ¢é uma fun¢io definida por
fix) = log,x, entio a igualdade -lx + 1) = f4{x) = 2 se verifica
para x igual a:

V2 2

_r_;|._~ ;q|._.

m Mackenzie Sc fix +2) =12 - 2%, Vx € R, entdio a solugio
real da equagdo fix) — log, | x | = 0 pertence ao:

[_3:_2] [{]1 1]
[-2,-1] [1,2]
[-1,0]

E¥Y simplifique a expressio {],2[ 2,22t 4 3p'8 Y ]

Equacdes e inequacoes logaritmicas

m ITA Seja S o conjunto de todas as solugdes reais da equa-
¢do log,(x+1)=log,(x —1), entdo:
4

S € um conjunto unitario e S < ]2, + eo|.

S ¢ um conjunto unitarioe S < |1, 2[.

S possui dois elementos distintos S < -2, 2[.

S possui dois elementos distintos S < |1, + e[.

S ¢ o conjunto vazio.

m Seja a funcéo f dada por: ,
fix) = (lngs ) [1ng 3?‘_')+10g3 Al+2n—x” —10332*{3“”.
Determine todos os valores de x que tornam f ndo negativa.

Capitulo 5

m Determinando-se a condigio sobre tpara que a equacio
4* —(Int + 3) - 2* —Int = 0 admita duas raizes reais ¢ distintas,
obtemos:

e <t<1 el<t<l n.d.a.

t=0 J<t<e’

m Sendo a > 1, a solugdo da inequacio log (lnga x) =0¢:
x> x=1 n.d.a.
1
l<x=— X=Za
a

m Resolva a equagdo log (x+ 1) =log , , x: x €R.

m ITACalcule sen x sabendo que (In sen x)*> = Insen x = 6=10.

BB ITA A inequacio: 4xlogs(x+3) 2 (x° +3)log, (x+3) ¢
satisfeita para todo x € S. Entdo: 5
S=]-3,-21u[-1,+09
S=]=oo, =3[ U[-],+0o[
S=1-3,-1]
S=]—2,+ m]
S=]=o00,=3[W]-3,+ o9

m Qual o valor de v € R que satisfaz a igualdade
log, 49 =log , 7+log,, 7?
’ IIF_ sy

3 7
1

8

L | = b | —

m Ufes Resolva, em R, a equacio: 4% + 6% = 9%,

m ITA Resolvaa inequagdo: log [(1-x) -x] <log,[(1 +x) - x7].
m Resolva a inequacdo log [log,(4x —6)] <1.

m Os valores de x que satisfazem a equagio log (ax+b)=2

sio 2 e 3.
Nessas condigdes, os respectivos valores de a e b sdo:

4e—4 el Seb
le-3 5e—6
2x
EI UEL Asolugdo real da equagio —1 = log é:
(x+1)

% -1

] -5
_ -9

3

m Resolva a inequagao: lugl {lng4 {xz —5)]} 0.
3




FRENTE 1

O conceito de valor absoluto de um nimero real é utilizado para medir a
distncia entre dois nimeros reais quaisquer. Se a e b sdo dois nimeros reais,

a disténcia entre eles é o valor absoluto da sua diferenca. Geometricamente,
se o e b sdo as coordenadas de dois pontos de uma reta, a comprimento do
segmento ab ¢ a distncia entre eles. Além da determinacdo da distancia
entre pontos, o conceito de valor absoluto é aplicado quando

estamos interessados na magnitude de um ndmero real,

independentemente do seu sinal.



L] [ L]
Conceitos basicos
Defini¢éio de modulo
O modulo ou valor absoluto de um ntimero real x ¢ indica-
do por |x| e possui os seguintes valores:
[x|=xsex = 0
ou
[x|=—xsex<0
Ou seja:
* 0 modulo de um nimero real ndo negativo € o proprio nimero.
* 0 modulo de um numero real negativo ¢ o oposto do numero.

Observe: |-3]=3; 0] =0;[7] =7 e[V2 - 2| == 2 +2

Conceito geomeétrico

Além da definicio classica e formal do modulo de um nu-
mero real, o conceito geométrico nos auxiliara na compreensio
de algumas inequagdes modulares.

O modulo de um nidmero real representa a distincia do
ponto (nimero) até a origem da reta real. Observe os exemplos:
« 3]=3
«  |-5|=5

I-3=3 I5l=5
! ¥ A

3 0 5 r

Fig. 1 Conceito geométrico de médulo.

ATENCAQ!

Existe uma correspondéncia biunivoca entre os pontos de
uma reta e um ndmero real, ou seja, cada ponto da reta
representa um Unico nimero, e cada nimero representa
um Unico ponto.

Aplicaciio do conceito de modulo

A definigdo de modulo de um numero real refere-se a |x|, e
i5s0 causa confusdes na resolugio de exercicios. Para que ndo
ocorra 1ss0, vamos analisar os seguintes exercicios.

" Caleule [x - 1.

Resolugdo:

Faga a analise de sinal da funcdo interna ao modulo.

Jixp=x-=1
@/ x

Observe gue: fix) =0 parax =1 e fix) < 0 parax < I.
Assim:

k—I|=x—-Iparax=1le
k=I|==(x=1})==x+1parax <1

Capitulo 6
~ 1 Caleule |x2 - x|,

Resolugdo:

Faca a analise do sinal da funcdo interna ao modulo.

& b
fix)=x=x WT .

Observe que:
fix)z0parax=1loux<0efix)<0paral<x<l
Assim:

' —x|=x —xparax=loux<0e

¥l =—x|=-(x’-x)==x+xparal <x < |

n Calcule x-|x|.

Resolugdo:

Faga a analise do sinal da fungdo que esta dentro do modulo:

fix) = x ‘A -
S
Observe que:

fix) =0 parax = efix) <0 parax <
Assim:

x| =xx=xparax =1

x|x| =xfx) ==x"parax <

" Caleule x = 1]+ [x = 2].

Resolugdo:
Andlise das fungoes fix) =x-leg(x) =x-2.

M e/?

Observe o quadro de sinais.

=1/ =x+ 1 x=1 x=1
k=21 X+ 2 —x+2 | x=2
k=1l+x=2/ -2x+3 1 x=-3
1 2
2x—3; y=2

Assim: |x—!|+|x—.?|=] [1<x<2

Frente 1




Propriedades do médulo

Pt |[x|20;:¥VxeR
L Caleule fix) =[x - 1].

P2 x| 2x;VxeR

Pa x"=|x| Resolugdo:

Construa a fungdo que esta dentro do modulo. Trata-se da fungdo
Pa [x-y|= [x|y] do 1° graux— 1.
ps |

x| g
—=—1y=0
vl |yl /

P6 x|+ |y| =[x +y]

1 X

Demonstragoes: ,
P1 Pela defini¢io de modulo, a propriedade ¢ obvia. O modu- 7

lo sempre ¢ um nimero positivo ou nulo.
P2 Observe os exemplos, nio ¢ uma demonstragao:

F3|=3 = |-3|>=3 ou|3|=3 — 3| = 3. Pela propriedade P, ndo podemos ter valores negativos para

[x — 1|, entdo todo o grafico com base em x < [ tem que ser mul-

P3 |x| =x ou-x, logo [x? =x? = (-x)* .. [x]*= x? logo|x| = Vx". tiplicado por —1. Isso equivale a rebater essa parte do grdfico

simetricamente em relagdo ao eixo x.

Pa | x.v| =J{K}’]2=J?{2.‘j2 =Jx_2.Jy_2=|x|.|y| Observe:

y
B (x]z_ xz_ \l’?{_2_|x|l?}‘?i[l \
Wy) Ty N 1

P6 Demonstragio por redugdo ao absurdo (negagio da tese). -
|+ Iyl <+l (] +IyD? < (x )
2 2 2 -
P2y Iy (x+y)? /
SOXPH 2y RS x2+ 2xy + P s 2y < 2xy s

Ps

X
¥

. Xy| < xy, absurdo, pela P, logo |x| + [y| =[x + y|.
L Caleule fix) =2 - .
Construciio de graficos
Aconstrugédo de qualquer grafico pode ser feita pela defini- Resolugdo:
¢do de modulo, dividindo o grafico em varios intervalos ou por Ltilizando o mesmo raciocinio do exercicio resolvido 1, temos:
meio de transformagdes geometricas, como podem ser observa-
dos nos exercicios resolvidos.

ATENCAO! /

* Para discutir o |f{x)|, devemos fozer uma andlise de sinal 1 !

ji' 3

Ll DS Pl x
da fungio fix). 4 z
* Lembre-se!
ansidereaﬁJn{;ﬁGCGmﬂ=Dr?=“x2+bx+c‘se“}u Reb do . P
o [}r . N [}r Sy ebaren ﬁ‘pﬂf re fwga!wa.
}I'I.
1
+ + + 4+
; __1_____ :l 1 X
4 2




" Caleule fix)=|x - 1]+ 1.

Resolugdo:

Repare gue este exercicio esta relacionado com o exercicio 1.
Foi adicionada uma constante no grdfico de |x — 1|, ou seja,
odos os valores de y sofreram o acréscimo de 1, observe a
ranslacdo do grdfico:

" Caleule fix) =|x - 1] + x.

Resolugdo:

A parte do grafico |x — 1| pode ser feita geometricamente, mas
a translagdo no eixo y ndo € possivel, pois estamos adicionan-
do uma variavel x. O grdfico deve ser feito pela defini¢do de
modilo.

Analise de sinal da fungdox—1: y=0parax =1 ey < para

x<lI. {x—!+x;x = |

Aanalise total de fix): fix) = loco,
J&): f) —(x—1)+x;x<1 &

- 2x—1'x =21
x)=
’ J o |

Portanto, temos:

jlrll.

_I T X
2
-1

C 1 Caleule flx) =[x — 1]+ |x - 2.

Resolugdo:

O grafico tem de ser feito pela definicdo de modulo e, possuin-
do mais de uma fin¢do para a analise, como € o caso, devemos
wiilizar um quadro de sinais:

Capitulo 6

Quadro de sinais:
e =11 X+ 1 x=1 x=1
fx = 2] =+ 2 =X+ 2 x=2
k=1l+lx=2/|=2x+3 1 2x=3

Portanio: fix)= JI

Observe o grifico:

Equacoes modulares

A partir do momento em que o aluno compreender ¢ trei-
nar a construgio de graficos geometricamente ¢ pela definigao,
resolver equagdes serd um processo natural.

Exercicios resolvidos

"l Caleule |2x - 1] =4.

Resolugdo:
Temos duas opgoes para uma equacdo do tipolx| =k oux =k
ou x =—k, pois |k| = |-k| =k, assim:

x=1=4ouZx-1=-4 .’._¥=EHHI=£.’.S={—E; E}
2 2 2 2

" Caleule |xP =[x -6=0.

Resolugdo:

A equagdo modular apresentada é redutivel ao 2° grau, obser-
ve: fazendo |x| =t, obtemos: F=t=6=0..(t=3)-(t+2) =10,
logo t = 3 ou t ==2. Voltando para a variavel original, temos:
x| =3 o |x| =% 3 ou |x| ==2 (impossivel) logo: § = | £3].

S0 Caleule [x— 1]+ [x = 2| =4,

Resolugdo:
Seguindo o mesmo procedimento dos grdficos, construiremos
um quadro de sinais.

Frente 1




e =1 —x+1 x=1 x=1

fx =2/ X+ 2

k=1l+lx=-2 | =2x+ 3 ) 2x -3

Obtivemos os valores possiveis de: |x — 1| + |x — 2|, observe:

7
para x=2 Bx-3=4 x=§
para 1=x<2 1=4 absurdo

-1
parax <1 =-2x+3=4 .x=?

Analisando as respostas, a 1° e a 3" satisfazem as suas respecti-
vas condi¢des de contorno, a 2° ¢ um absurdo.

N

Inequacoes modulares

Vamos seguir o mesmo procedimento das equagdes mo-
dulares e dos graficos, mas o conceito geométrico € muito util.
Observe os dois exercicios a seguir.

05D caleule [x] = 3.

Resolugdo:
Como foi apresentado no inicio do capiulo, o modulo de um
mimero real representa a distancia do nimero na reta real até
a origem.
[x| representa a distancia do mimero x até a origem.
Com a inequacdo anierior, queremos os valores de x cujas disidan-
clas até a origem sdo maiores ou iguais a 3.
Os valores mais obvios sdo representados a seguir.

t + -

o 3 x
[

Mas ndo podemos esquecer que distancias maiores ou iguais
a 3 podemos ter no “lado esquerdo”, nos niimeros negativos,
observe:

Solugdo final:
S=xeR~ixz3ouxs-3loul§ =]—oo;-3] U [3; +oof.

L1 Calcule x| 3.

Resolugdo:

Na inequagdo apresentada, queremos os valores de x cuja dis-
tancia até a origem € menor ou igual a 3. Comparando com o
exercicio resolvido 2, os valores de x estdo de — 3 a 3, observe:

» . . -
-3 0 3 X

Solugdo final:
S=fxeR/-3=x=3/oulS=[-3 3]

Para k = 0, temos:
x| 2k & xzkoux=-k
x| <k & -ksx<k

Analise agora outros exercicios em que necessitamos utili-
zar a defini¢do de modulo.

Exercicios resolvidos

L caleule 2x - 1] > x.

Resolugdo:

Analisando a fun¢do dentro do modulo, temos:

Assim:
Se x=2—,temos2x=1>=x . x> 1

b b | e

Se x< > temos =2x + 1 =x . =3x>=1 .. _‘;:{i

As 1" e 29solugdes satisfazem as condicdes de contorno, assim
a solucdo final é:

! !
S=xeRix>1oux < E}ﬂu S=]1;—c0 [U]—0o; E[
L1 Caleule x— 1]+ [x=2| = 3.

Resolugdo:
Quadro de sinais:

=1/ =x+ 1 x=1 x=1

k=21 =X+ 2 =X+ 2 x=2

k=1+x=2|=2x+3 1 2x=3
1 2

Resolveremos agora trés inequagdes simples em trés intervalos
diferentes:

Matematica




Capitulo 6

Sex>2 2%-3>3 | ~2x>6 L x>3 Fazendo a intersegdo com a condicdo de contorno, temos:
Sel<x<2 | 123 absurdo! Sy=1[4; +oof

p < .
Sex<1 -2x+323 | #-2x20 | :x=0 * Para-3= x <1, temos.

YHx+ls=x"=2x+3 27+ 3x=-2<0
Solugdo final:
S=xeRAz3ouxs0lou8 =[3; + o [\U]—0oo;

U0 Caleule 2+ x+ 1] > 1.

. - !
Resolugdo: Temos entdo: =2 < x < 5
Analisando a fungdo interna do modulo, trata-se de uma fungdo -
do 2° grau cujo A < (), observe a andlise do sinal: Fazendo a intersecdo com a condigdo de contorno, temos:

1

—Ce—  »—

- - - : 2

» L} I ﬂ
3 .
] i

X 1 1 1

—_— — =

2 2

A fungdo sempre € positiva, entdo o sinal de modulo é desne-
cessario: x> +x+1=1 x> +x=10 ) I
Assim: 8§, =|-2;—

*  Parax <=3, temos:
YAyt I+ -3 v <=4 x4

Solugdo final: Fazendo a intersecdo com a condicdo de contorno, temos:
S=xeR~Az0ouxs—-1}oul =[0; + o [U]—oce;—1] §,=0

Asolugdo final é dada por: 5,0 5, §,
U0 Caleule X2+ x+ 1 <|x2+2x - 3|.

)
S final =[_2; _?] Ve

Resolugdo:
A inequagdo vai ser dividida em trés intervalos. Temos a fungdo - -
X+ 2x =3 “dentro” do mddulo, cujo eshbogo do grdfico é: ATENQ AO
A equacdo |x - 1|= -3 ndo possui solugdo, pois de acordo
com a propriedade P, o médulo é um nimero real nao
negativo.
O simbolo & siginifica se, e somente se. Na pratica, isso
v Parax =1, temos: nos permite concluir o seguinte: A < B. O resultado A im-
Xy + /< +2x-3 . x<—4 . x>4 plica 0 B, e o B implica o A.

Revisando

BB caicule o valor de Ix2— 6x + 8l. N caicule o valor de Ixl + Ix — 11.

Frente 1




n Construa o esbogo do gréfico da fungao: f(x) = x* — Ixl.

n Construa o esbogo do grafico da fungao: f(x) = Ixl —Ix - 11

B Resolva as seguintes equagdes modulares.
a I5-Ixll=3

b) Ix—1l=2x

c) Ix+2l=2Ix-2I

n Resolver as equacgdes modulares a seguir.
a Ix-3l<7

b) Ix+2l+x=<5

c) Ix-3l=11-xI

Exercicios propostos

Definicdo de médulo

BB Determine:

a) -3l

b) In-51

c) I1x2+11

d) 11-21

BN PUCO valorde 12-+51+13-45 I&:
5-25 1+2y5
5 + 2.5 1
5

n SexeyeRelx+y—-171 + Ix—y -5l =0, entdo x + 2y

e igual a:
21 24
22 25
23

n Para quaisquer reais nao nulos a, b e c o conjunto dos va-

lores que o nimero i+ E+ A E, pode assumir € igual a:
[al " [bl [e| |abe]
{0} 4;,-2;0; 2; 4}
4, -2;2; 4} [-2;0; 2}

{4;0; 4}

n Se x [1;2], entao X +2x=1+yx-2/x-16 igual a:
4
2
1
0
-2

Propriedades basicas do madulo

B UEL Quaisquer que sejam os nimeros reais x e y:
selxl<lyl,entaox <y

Ix. yl=IxIl.lyl
Ix+yl=Ixl+lyl
I-Ixll=-x

sex<0,entaolxl <x

BN Unirio Sejam a e b ntimeros reais tais que a2 < b2, entéo,
pode-se concluir que:
a<b

lal < Ibl

-a®  -b?
—2-::—2,53{::&{]
C [

bea

b2c2 < a2c2, sec=0

Matematica




n UFF Dados p, q R tais que Ipl < g, considere as afirma-

tivas:

L qeR, I,
. —g=p=q AT
Sao verdadeiras:

somente a le Il

somente a le alll.

p=lgl
Ipl <Igl

somenteal,allealll
todas as afirmativas.

somente a lle a lll.

BN Assinale o item que contém a implicacéo verdadeira.
x>y = x>yl
X>y=x >y
X>Y=2X=-y>y=-X
x>y=a">a’",emquea>0ea=1
|x+y| =Ix|+|y| = x e y possuem sinais opostos.

1
BIW PUC aeb sdo numeros reais e x = [(a—b]ﬁ]i. Sobre o
numero x, é correto afirmar:
a=b,seazb
xz{b—a,saaﬁ b
B a=-b sea=h
x_{b—ﬂ,ﬁﬂﬂf. b
x=lal-Ibl
x=a-»b

x = Z[la-bl]

m Para quais valores reais de x, x =0, M & um numero
inteiro? x
Somente para x < 0.
Somente para x = 0.
Somente se x for par.

Para todo x real, x = 0.
Fara nenhum x real

m Sex<0, antéﬂx—v'lﬁx—ﬂa é igual a:
1
1-2x
-2x-1
1+2x
2x -1

m UFMT Julgue, quanto a (V) ou (F), os itens.
Sendo a e b nimeros reais, entao \.'{az+ b®)=a+h

x+1
——=-1.
Ix +2|-3
Se p @ um numero real nao nulo, entdo a equacao
2px2 —2(p — 1)x — 1 = 0, tem duas raizes reais diferentes,
qualguer gue seja o valor de p.

Se ¥ @ um numero real, -1 < x <1, entao

BN UFRJ Considere uma quantidade Q > 0 e seja M um va-
lor aproximado de Q, obtido através de uma certa medicéo.
Q-M

Q-
Considere ainda um instrumento com uma precisdo de medida
tal que o erro relativo de cada medicao € de, no maximo, 0,02.
Suponha que uma certa quantidade Q foi medida pelo instru-
mento e o valor M = 5,2 foi obtido.
Determine o menor valor possivel de Q.

O erro relativo E desta medicao € definido por: E =

Capitulo 6

Equacoes modulares
BE Resolva a equacio Ix - 51 = 3.
B Resolva a equacao 12x — 11=x - 1.

BEA Vunesp Resolver a equacdo x2 — 3ixl + 2 = 0, tomando
como universo o conjunto R dos numeros reais.

2
BEY Uece se f(x]:[%]—z entdo as raizes irracionais da

equacao If(x) — 6l = 8 sao:

2J2 e -2,2
32 e -342
42 e -4.2
5V2 e =542

BN Uece Sejaw = {x e R;13x+11=1x- 21}, a soma dos

elementos de W é:
5

4

I
B

Bl =

BT UFMG Considere a equacao (32 — 14x + 38)2= 112
O ndmero de raizes reais distintas dessa equacao é:
1 3
2 4

m Seja p o produto das solugdes reais da equagao
|x +1-2| =2 entao p & tal que:

p<—4.

-2=<p=0

4 =p<16.

O=p<4

p=16.

¥l FGV O conjunto-solugdo da equacéo

VK2 +2x+1=1+x é:

(6]
R
xeRIx<-1}
xeRIxz-1}

{0}

WEN UFRJ Durante o ano de 1997, uma empresa teve seu
lucro diario L dado pela funcao
Lix)=50(1x—1001+1x—-2001),emquex=1,2, ..., 365 cor-
responde a cada dia do ano e L € dado em reais.

Determine em que dias (x) do ano o lucro foi de R$ 10.000,00.

Frente 1 RIS




Inequacoes modulares

BN A solucdo da inequagdo 13x — 412 2 é:
xigouxEE

2

=x=2

-13
2

1 walpa =

i

P | =l

Bl Fuvest Seja f(x) = 12x2— 11, x e R. Determinar os valores
de x para os quais f(x) < 1.

T3 Unitau Se x é uma solucdo de I2x — 11 < 5 — x, entao:
5=x<7
2aX<T
Haex<¥
4 =x<7
—4 X <?

I8 PUC Considere os conjuntos: A = {x e Z I Ix + 11 < 5} e
B={xe ZIlIxl>3)
O numero de elementos do conjunto A B é:

2 8 11

4 9

Y el se 1_[“‘;”]

=4: x e R, entdo:

xz=15 12 =« x < 20
—H5=x=11 T =<x<BH
x=-—10
N . . |(1_I.x_1|)
m Unitau O dominio da funcéo f[x]:\i’ Y é:

D=x=2 Xx<0

Xxz=2 x=0

=0

BN Adicionando-se os valores inteiros de x que satisfazem
simultaneamente as desigualdades Ix — 11 <2 e I2x — 11 > 1,
obtemos:

6 5
3 8
4

BN Resolva a inequagao: I + x + 11 < Ix2 + 2x — 3|
Graficos

7B UFSC Considere a fungdo f: R — R dada por f(x) = 12x + 5l.
f é injetora.
O valor minimo assumido por f é zero.
O grafico de f intercepta o eixo y no ponto de coordenadas
0, 5).
O grafico de f € uma reta.
f & uma funcéo par

Soma =

XD Unirio Sejam as funcdes: : R —R;y=Ixleg: R — R
tal que y =x2—2x — 8.
Faca um esboco gréfico da fungéao fog.

BTN Cesgranrio No grafico a sequir, esté representada a fungéo
do 1° grau f(x). O grafico que melhor representa g(x) = lf(x)l -1 &:

IEI'”

f(x) \
5

¥t v

5\ 4\‘

ol3 M 0| 24 X

y y |

5\\ / 4\\

0 X \/ "
ol

¥

N\

6

11-,

o] 3 x

B8 Unirio Determine os pontos de intersecdo dos gréficos
das funcdes reais definidas por f(x) = Ixl e g(x) = x> + x + 8
pelo método algebrico.

=l x|
BT UFF Considere o sistema: y
y<2

A regido do plano que melhor representa a solugéo do sistema é:

X
., ‘yz . -\\\ "_n,.l'z ,’,
;Z; X 0 x
e
] X




BEIA UFPE Na figura a sequir, temos o grafico de uma fungdo
f(x) definida no intervalo fechado [-4, 4]

Com respeito a funcao g(x) = f(lxl), & incorreto afirmar que:
o ponto (—4, —2) pertence ao grafico de g.
o grafico de g e simetrico com relagao ao eixo 0y das orde-
nadas.
g(x) se anula para x iguala—-3,-1,1e 3.
g(—x) = g(x) para todo x no intervalo [-4, 4].
g(x) = 0 para todo x no intervalo [-4, 4]

LN UFRGS Para-1<x < %, o gréfico da fungéo

y=Ix+ 11 + 12x — 11 coincide com o grafico da fungaoy = ax + b.
Os valores de a e b sao, respectivamente:

-1e-1

2e—-1

-1e?2

le—1

2

_131

IR Cesgranrio O conjunto-imagem da fungéo
f(x) = Ix*— 4x + 8l + 1 é o intervalo:

[, + =
[4,

[,
1,
[0,

[
+ + + + +
B 8 8 1

— /oo

8

WT) FGV Relativamente & funcéo f, de R em R, dada por
f(x) = Ixl + Ix — 11, & correto afirmar que:

o grafico de f é a reunido de duas semirretas.

o conjunto imagem de f € o intervalo [1, + ==[.

é crescente para todo x e R.

f & decrescente paratodoxeR ex=0.

o valor minimo de fé 0.

m Vunesp Sejam a e b dois nimeros reais positivos tais
a<bea+b=4 Se o grafico da fungdo y =Ix —al + Ix — bl
ooincide com a fungao y = 2 no intervalo a < x < b, calcule os
valores de a e b.

W¥Y Mackenzie Dada a funéo real definida a sequir, entéo a
melhor representacao graficadey =f(lx 1) e:

2, =3
f(x) = 58 X
=3, 58x # 3

¥ v
2p-----e 2
: LA -
o 8 X 31 o i3 «x
5 D S N
-3 -3
¥ Vi
2 2
-3, 0 '3 X 3! 0 '3 x
1 1 I I
S S i O N
-3 -3
¥
2
TUTTTTY
3! 0| i3 x
-3

XN Mackenzie Sey=x-2+1x—-2Ix11, x eR, entdo o
menor valor que y pode assumir é:

TN Mackenzie Se : R — A e g: R — B sao fungdes reais e
- f(x

sobrejetoras taisque 1 —f(x)| -3 =0eqg(x|= 3+%, entao
AnBeo:

[-2, 0]

[0, 2]

2, 4]
[1, 3]
[3. 5]

Wl Mackenzie Analisando graficamente as fungdes (1), (),
(IlN) e (IV) a seguir.

I. f{x]:x+%daR*emR.

I g(x) = 3x _3de [-V3, V3]em[-2 2]
Obs.: g (—1) &€ minimo.

M. h(x]:[%]x de RemR",.

IV t(x)=3,de Rem {3}
O numero de solugdes reais da equacao h(x) = f(x) e:

BoW M= O



KT8 Mackenzie O grafico que melhor representa a funcdo ¥
f:[0,2n] — R definida por y =2+ senx+Isenx| &

ro ~
| 'r
>

1

1

1
o
R
(o [ S —
=
et "

] I
0 T I 2n X Atz i ____________ E ______
l i i
o I s
R
ot o . ol = x| o x
0 I 1'I i zln x m Fuvest O conjunto dos pontos (x; v) do plano cartesiano
4 que satisfazem t2 —t—6 =0, onde t = Ix — yl, consiste em:
y uma reta.
4=z . duas retas.
quatro retas.
uma parabola.

duas parabolas.

= [ I

TEXTO COMPLEMENTAR

A equacdo do quadrado

Utilizando a definicio e os conceitos de médulo, podemos

obter a equagdo de um quadrado no plano cartesiano. y|
Vamos analisar a expressdo |x| +|y| = 2 2

| No primeiro quadrante, temos x > 0 e y = 0, resultando em
uma equagox +y =2 s y=-—x+ 2

Il.  No segundo quadrante, temos x < 0 e y = 0, resultando em
uma equagio —x +y=2 . y=x+ 2

lll.  No terceiro quadrante, temos x < O e y < 0, resultando em
uma equagiio —x—y =2 Ly = —x— 2.

I No quarto quadrante, temos x = 0 e y < 0, resultando em
uma equagox—y =2 Ly =x-2

I A"

Podemos construir as quatro retas, cada uma no seu quo-
drante:

Gréafico da expressdo Ixl + Iyl = 2.




Capitulo 6

Temos como resultado (observe a figura anterior) um qua- Por meio de uma translagéo de eixos, temos:
drado com centro na origem do sistema e diagonais paralelas aos X=x-2eY=y-3
eixos coordenados. O lado do quadrado mede 24/2 Aorigem do novo sistema é no ponto (2; 3) do sistema inicial.
Generalizando: [x| + |y = a; a € R}, centro (0; 0) e lado av/2. Generalizando: [x —a|+|y —b| = ¢; c € R}, é a equacdio de
Gréfico: um quadrado com centro (g; b) e lado cv2
y Y v
a Bl

X 0 y: sistema inicial
X o Y: novo sistema

X

—a

S P,

Gréfico da expressao Ixl + lyl = a.

Grafico da expressdo Ix— 21 + ly =31 = 2.
Vamos deslocar o centro do quadrade da eorigem para um

ponto qualquer Observe a equagdo:
Ix=2|+|y-3|=2

RESUMINDO

A funcéio modular é definida algebricamente por uma dupla sentenca:

Reforce os conhecimentos da andlise de sinal dos capitulos 2 e 3, principalmente o capitulo 3 sobre funcées do 2° grau.
Estudar a fungdo moduler ndo é simplesmente “decorar” a definigdo, é fazer a andlise do sinal da fungéio interna ao médulo. Assim,
generalizando:

)i flx) = O
] = {—f{x}; fx) <0

A construciio dos gréficos é uma parte importante do capitulo, @ um dos pontos interessantes é a construgéio geométrica do gréfico

y= [flg)] + k Observe:

v ﬂ:x} ) ¥ “{K}I + k

()1 —4
r Hﬁ\/ “%ﬁ:
k

e

B QUER SABER MAIS?
ﬁSJTE

» Médulo de um vetor

<http://pt. scribd com/doc/89402396/aulo-ga-vetor-p2-25-07 >.
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Exercicios complementares

Equacoes ou inequacdes modulares

n Fuvest Quaisquer que sejam os nameros reais a, b e ¢, po-
demos afirmar que a equagio ax”+ bjx| +c=0:

tem, no maximo, duas raizes reais distintas.

tem, no maximo, quatro raizes reais distintas.

tem pelo menos uma raiz real.

nido possui raizes reais.

tem sempre raizes distintas.

n Resolver as equacgdes e inequacdes a seguir.
a) [3x+2/ =[x -1

b) |x2 +x—5|= l4x — 1

¢) |3x-2[=3x-2

d) |x?—x-4|>
e) |x-1<3x-7
) |x2—4/<3x

g) |x+2/+]2x-3|<10

n Determine a soma das raizes da equacao [2—| 1 = |x||=1.

n Resolva a equacgéo x|+ [x - 1|=1.

n A soma dos inteiros que satisfazem a desigualdade
x =7 =[x+ 2|+ |x - 2| ¢é:

14

0

-2

-15

-18

n Considere as fungdes reais f e g, tais que:

[. fix)=ax?+ bx +c;a # 0, tem apenas uma raiz real, seu
grafico tem por eixo de simetria a reta x = 1 ¢ passa pela
ponta (2:1).

. g(x)=mx+neg(f(x))=-x>+2x

Analise as afirmacoes demonstrando-as:

a) g'(x)=g(x)

b) Aequagdo f(|x]) =0 tem 4 raizes distintas

¢) O conjunto-solugio da inequagdo f(x) — |g(x)| = 0 ¢
Je=i0] W [ 25+

d) Afungdo n(x)=1(g(x)) ¢ crescente parax < (

n Fatec A igualdade —|—x | = —(=x) ¢ verdadeira para todos
08 clcmcnto'-: do conjunto:

{
d
X e TF{|1'.]*=: x <10}
ixe R|-3=x<3}

N M sobrea equagio na varidvel real x, || [x =1]-3]-2| =
podemos afirmar que:

ela ndo admite solucdo real.

a soma de todas as suas solugdes ¢ 6.

ela admite apenas solucdes positivas.

a soma de todas as solugdes ¢ 4.

ela admite apenas duas solugdes reais.

BEB UFJF Sobre os elementos do conjunto-solugdo da equa-
¢lo |x*| =4 |x| =5 = 0, podemos dizer que:

sd0 um numero natural ¢ um nimero inteiro.

sS40 nimeros naturais.

0 unico elemento é um nimero natural.

um deles ¢ um nimero racional, o outro ¢ um namero

irracional.

nio existem, isto €, o conjunto-solugdo ¢ vazio.

LD UFPI Asoma das raizes da equacio [x|>+ 2 [x| = 15 =0 é:
0
-2
—4
6
2

BEB UFV Se x ey sdo nimeros reais quaisquer, entio é correto
afirmar que:

se x” <y, entio x <y.

se X <y, entdo x* < y-.

se x” — y*= 0, entdo x| = |y|.

—-x=10.
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Trigonometria trata das relacoes entre os lados e os éngulos de triéingulos, sendo dividida em
rmmos como a frigonometria plana e a esférica. Ela comecou com as civilizacdes babilénica e
egipcia e desenvolveu-se na Anfiguidade gracas aos gregos e indianos e um dos mais famosos
exemplos de sua utilizacdo foi o medicio do raio da Terra por Eratéstenes. A partir do século
VIl d.C., astrénomos islémicos aperfeicoaram as descobertas gregas e indianas, notadamente
em relacGo as funces trigonométricas.

A trigonometria moderna comecou com o trabalho de mateméticos no Ocidente a parfir do
século XV. A trigonometria comecou como uma Matemdtica eminentemente prdfica, para
determinar distéincias que ndo podiam ser medidas diretamente. Também serviu & navegacio,
a agrimensura e a astronomia. Ao lidar com a determinacdo de pontos e distéincias em trés
dimensces, a frigonometria esférica ampliou sua aplicacéo & Fisica, @ Quimica e a quase
todos os ramos da Engenharia, em especial no estudo de fenémenos periédicos como a
vibracéo do som e o fluxo de corrente alternada.

e W T —— -




Medidas de arcos

No capitulo 2 de geometria vimos duas unidades de medi-
das de angulos: o grau (°) e o grado (gr). Vamos agora introdu-
zir 0 conceito de arco.

Observe a figura 1.

=

m

Fig. 1 Arco AB.

Considere dois pontos sobre a circunferéncia e divida a
circunferéncia em duas partes denominadas arcos. Simbolica-
mente: AB.

Mas essa nomenclatura cria uma ambiguidade. Temos dois
arcos AB, um maior e outro menor. A solugido ¢ marcar outro
ponto para diferenciar os arcos, observe:

=

m

Fig. 2 Motagdo de arcos.

Na figura 2 observe os arcos AB e ACB. Agora compare o
tamanho de dois arcos, na figura 3.

Arcos

AB e CD

med (CD) med AB
med (CD) = 6u
med (AB) = 2u

Fig. 3 Medida de arcos.

Definimos o arco unitario u como sendo a nossa unidade

de medida, vamos ver quantas vezes o arco u “cabe” dentro dos
arcos dados CD ¢ AB.

L]
Radiano
O radiano (simbolicamente rad) ¢ um arco unitario criado
para ser a unidade basica dos arcos, juntamente com o grau.

Assim:
1 u=raio da circunferéncia que contém o arco.
Observe:
A
R med (AB) = 28
HResumindo:
? (AB) = 2 rad
B

Fig. 4 A unidade radianc

Se “retificarmos” o arco AB, obtemos um segmento AB
cuja medida ¢ 2R. Reforce a ideia com o exemplo a seguir.

A
AB=6cme R=2cm
[+ —
M med {AB}=%=§=3r&d
B

Fig. 5 Exemplo da unidade radiano.

ATENCAQ!

Para medir um arco AB em radianos, divida a medida do
arco AB pelo raio da circunferéncia.

A

2| =

B

Circunferéncia e circulo sGo conjuntos diferentes. Circunfe-
réncia é s6 a linha e circulo é a linha e os pontos internos.
Medir uma grandeza significativa é comparar suas dimen-
sbes com uma outra definida como padrao (unidade).

A etimologia da palavra frigonometria vem do grego tri
(trés) gonos (Gngulos) metros (medida).

Relacionando o grav e o radiano
Sabemos da geometria plana que o comprimento de uma

circunferéncia de raio R é: C = 2xnR; assim, a circunferéncia
toda mede:

: .. nR :
Circunferéncia “ R = 27 rad, ou seja:

21 rad = 360°

Observe, a seguir, os exercicios de transformagodes de
unidades.

Exercicios resolvidos

n Transforme 135° em radianos.

Resolugdo:
0" 21 . s60x = (135) - (2n)
135" — x
270 3m
= x= = — rad
360 4

I ..-’;-. I.:'_-_'f na |.|




T
" 1| Transforme ?rad em graus.

Resolugdo:
360° —— 2m
s2nx = (360). (?—ﬂ]
n 3
Yy — —
5
x=252°

n Calcule quantos graus tem | rad.

Resolugdo:
360° —— 2m
sAmTx =360 .0
x— |
x = 1507 _ 1807 _ 57,295°
T 3.1416

(0 que equivale a 57°17'44 ")

ATENCAO

Vamos relembrar os problemas dos éngulos dos ponteiros
de um reldgio.

Ponteiro pequeno
30°__ 60 min
Ponteiro grande
360°___ 60 min

n Calcule 0 menor angulo formado pelos ponteiros de um
relogio as 12 h e 50 min.

a@ngulo = 60° + x

Resolugdo:
«  Marcamos a 1* hora inteira antes (no caso 12 h).
«  Marcamos o horario desejado.
* O ponteiro pequeno percorre um angulo x.
*  Oangulo desejado mede 60° + x.
«  Caleulo do x:

30° 60 min

X 50 min

6l = 30 - 50 . x = 25°

. xfngufﬂ = 6(° + 25° = §5°

Capitulo 7

Ciclo trigonometrico

Considere uma circunferéncia de raio 1 centrada na origem
de um sistema cartesiano. Na figura 6, o ciclo frigonoméfrico
foi dividido em quatro regides chamadas quadrantes.

5O
dahu
y/@

O comprimento dessa circunferéncia vale 2m, (sendo R = 1).

Vamos marcar um ponto B na circunferéncia e adotar o
ponto A como sendo a origem de todos os arcos. A medida do
arco AB sera associada a um numero real, o arco também tera
um sentido, indicado na figura 7.

I
N

Fig. 6 Ciclo trigopnométrico.

\
‘B/A

N

&)
m
[]
Pal =
B
=
h]
o
[[]
ml:l,
=
a

N
N

1N
BKJA

ﬁé:nrad .-E= %Fﬂd

Fig. 7 Representacdo dos arcos orientados.

No ciclo trigonométrico, temos a liberdade de dar quantas
voltas quisermos, tanto no sentido horario quanto no anti-horario.
Essa possibilidade permite o seguinte:

B

D D)
NPARRNA

— B
rad B=—
2

—,

AB = rad

SIE]

Fig. 8 Arcos com as mesmas extremidades.




Os dois arcos terminam no ponto B, mas o primeiro ¢ menor
do que o segundo, ¢ a diferenga entre eles ¢ de 2a (uma volta).

Essa ideia sugere que um tunico ponto B sob a circunferén-
cia trigonométrica pode representar infinitos arcos trigonome-
tricos, basta alterarmos o nimero de voltas ¢ o sentido. Observe
afigura 9.

oo+ 2m o — 4.,

K "‘\“ PA de razio 2n
0 A o — 2mo— 4n.....
PA de razdo -2n

Fig. 9 Arcos congruos.

Os arcos representados na figura 9 possuem extremidade
em B, mas nimero de voltas e sentidos diversos.

Esses arcos sdo chamados de arcos congruos. Eles possuem
as mesmas propriedades trigonométricas. Podem, algebrica-
mente, ser representados pelo conjunto:

AB = e TF{|PTI§ = +2Km K e Z}

|K]: representar o numero de voltas.

K= 0: voltas no sentido anti-horario.

K < 0: voltas no sentido horario.

Na divisdo de nimeros inteiros: D | d  temos
D=d-q+Rc0<R=<d Rq

Vamos denominar “familia” de arcos todos os arcos que
possuem a mesma extremidade.

Dois arcos sio chamados de semicongruos quando pos-
suem extremidades no mesmo didmetro.

Exercicios resolvidos

ﬂ Represente no ciclo trigonométrico os arcos:

a) 137 9
3
b) 572° Q) -17n

Resolugdo:
a) Obviamente esse arco deu mais de uma volta, mas quantas?

Faca a divisdo: 137 2n_
6

lemos 6 voltas no sentido anti-horario e mais © radianos?
I3m=n+ 6(2m)

x
bl
EK / A x
131 e nsdo arcos congruos.

b) 572° [360° _ 5750= 21274 1(360°)
2201

1N
212*‘5\&—/

¢} Vamos wtilizar o seguinte artificio neste exemplo:

Im|6m

33
n
3

6n
Transformamos 21 em r para facilitar a divisdo:

T W
— == +1(2n
3 3 (£m)

s
&jﬁ.x

d)  Vamos fazer a divisdo desprezando, a principio, o sinal.

17 |27
T

8

=ln=n+8(2n)

Ajustando os sinais, temos.
I =-n+(=8)2n

“ Represente no ciclo trigonométrico as “familias™ de arcos
representadas por:

a) {?BER|?B=1:+K1:; KEZ}

b) {@ER|?B=KS;KEE}

= =

©) {Iﬁemfﬁ: +1(n;}<ez}

Resolugdo:

—

W AB=m+Kn=0 = AB =T
K=1= AB =2n
K=2= 4B =3n (repeticdo)

K = =1 = AB =0 (repeticdo)
para todos os demais K € £, teremos as mesmas exiremi-

dades, logo:
¥




b 4B =K T
2 __

K=0 = AB =0
—_— L

K=1 = AB = —

2

K=2 = A8 ==
K =3 =>E§=37“

—

K =4 = AB =4n (repeticdo)
K=-1= 4B = % (repeticao)

para todos os demais K € £, teremos somente arcos congruos,
logo:

¥
X
c) :fi_é =£+Kﬁ
6 __ n
K =1 :AB:E
— n n
K=1 =48 = —+1=—
6 6
—_ I I3n
K =2 = AB = - +2n = T{r.?peﬁcﬁﬂ)
Assim:

¥
Py
1)
7n

6

n Determine a equagio da familia dos arcos dada a sua re-
presentagdo no ciclo trigonométrico.

b)

D
—/x

d)

Resolugdo:

a) Ok dois pontos dividem a circunferéncia em arcos iguais,
isso indica que eles fazem parte da mesma familia.
Os dois arcos medem Trad.
Para montar a equagdo da familia, escolha qualguer arco
congruo e some Kn Observe:

Capitulo 7

AB

b
3 + Kn; K € Z, mas também poderia ser:
;I_E? = 3—;{ +K:it;KEZm.*E§ = —E? + Kn;

K e Z, dentre outras infinitas representagoes.
b) AB=n+2Kn;KeZ
c) ;I_E? = %; Ked

(As extremidades dos arcos sdo vértices de um octogono
regular).

d) Neste exemplo, os trés pontos ndo dividem a circunferéncia
em trés partes iguais, logo ndo pertencem a mesma familia.
Famos dividir o problema.

jl"l.

k4
“-:... I‘:
k‘l

ﬁ=K:ﬂt;Kemeﬁ = E? +2Kkn Ked

Primeira determinacéo positiva

Também pode ser chamado de menor determinacio positi-
va 0 arco congruo de uma familia que possui a menor medida
positiva ou nula.

Exercicio resolvido

“ Calcule a primeira determinagio positiva:
« 1.000°

Resoluvgdo:

_ 10007 1360% _,; hoge = 280°+ (2). 360°
280° 2

2807°¢ a determinagdo positiva.

«  =2.350°

Resolugdo:

2.350° |360°

2160° 6 = -2350"=(-190° )+ (—6).360°
190°

E claro que —190° ndo pode ser a primeira determinacdo
positiva. Observe:
}l" k

—’9“°II/?W\AL
N

1707 é congruo de — 190°, logo 170° é a primeira deiermina-
¢cdo positiva.

-~
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Revisando

Bl Transforme as medidas de graus para radianos na tabela
abaixo.

o° 210°
30° 225°
45° 240°
B60° 27o°
80° 300°
120° 315°
135° 330°
150° 360°
180° 540°

n Calcule o menor angulo formado pelos ponteiros de um
relogio as 16 h e 40 min.

BEN calcule a primeira determinacéo positiva dos arcos:
a) 1.730°
b) -1.000°

c) 23—].I:ra{l

Exercicios propostos

Conversdo de medidas

BN converter em graus as seguintes medidas em radianos:

a) 2% c) 4m e) 4n
3 3
T i
b) — d) —
) 3 ) 20

PN Converter em radianos as seguintes medidas dadas em

graus:
a) 450° o 210° g 252°
b) 225° d) 330°

BN Assinale a alternativa falsa:

330° = 1% 1ag 15° = "~ rad
6 1
trad = 180° .
50gr=—rad
1rad = 57° 17" 44" 2

Definicéio de radiano

n Sobre uma circunferéncia de raio 1,6 cm marca-se um
arco de comprimento 6,4 cm. Calcular a medida do arco, em
radianos.

ﬂ Sobre uma circunferéncia de raio 10 cm marca-se um
arco AB tal que a corda AB mede 10 cm. Calcular a medida do
arco em radianos.

n Fuvest Um arco de circunferéncia mede 300°, o seu com-
primento & 2 km. Qual o numero inteiro mais proximo da medida
do raio, em metros?

157 382 764

284 628

n Tomando para m a aproximagao 3,14, se um arco de cir-
cunferéncia mede 1,57 cm e seu diametro 8 cm, entdo o angulo
correspondente a esse arco mede:

22°5'

22° 30

11° 25'

11°15'

39° 25’

n Fuvest Considere um arco AB de 110° numa circunferén-
cia de raio 10 cm. Considere, a seguir, um arco A'B' de 60°
numa circunferéncia de raio 5 cm.

Dividindo-se o comprimento do arco AB pelo do arco A'B' (am-
bos medidos em cm), obtém-se:

11 22
u 22
2 11
11
3

n Fuvest O perimetro de um setor circular de raio R e an-
gulo central medindo o radianos € igual ao perimetro de um
quadrado de lado R. Entao o e igual a:
2n

= Meala

3
T
2

m Em um circulo, um angulo central intercepta um arco de
0,1 m, e o raio mede 20 cm. Quantos radianos mede tal angulo?

BN Fuvest (Adapt.) Considere um arco AB de 120° em uma
circunferéncia de raio 10 cm. Considere, a seguir, um arco A'B’
de 60° em uma circunferéncia de raio 10 cm.




Dividindo-se o comprimento do arco AB pelo do arco A'B'
(ambos medidos em cm), obtém-se:

11 " 11
§] 3
2 22

3

NP Fuvest (Adapt.) O perimetro de um setor circular de raio R
e angulo central medindo oeradianos e igual ao perimetro de um

triangulo equilatero de lado R. Entao, o € igual a:

1 x

2
2m
3

P WA

m Se o ponteiro dos minutos de um relégio mede 12 cen-
timetros, o nimero que melhor aproxima a distancia em cen-
timetros percorrida por sua extremidade em 20 minutos é:
(considere m = 3,14)
37,7 cm
251 cm

20 cm
12cm

3,14 cm

Arcos orientados

MER Represente os arcos no ciclo trigonométrico, indicando o
quadrante em que se encontra sua extremidade.

a - Ereu:i c) ireu:i e) 5—ﬂ:ra{i
3 12 3
b 135° d) -240° ) _2% .4
3
m Quais dos seguintes pares de arcos sao congruos?
65° e 1.145° L ?md
Erad = @rad Erad a2 Erad
3 3 8

B UFGO O conjunto de todos os valores de x, para que o

angulo : 1 r radianos pertencga ao 1° quadrante, é represen-
X<+

tado por qual intervalo?

Primeira determinacdo positiva

MEA Encontre a primeira determinacéo positiva dos seguintes
arcos:

17

a 2.390° c) 2—;nrad e) —Enrad

b) 5.450° d) -60°

m Os arcos positivos, menores que S%Trad, que sdo con-
gruos de —18° sao:

342° @ 720° 19n 397
10 = 10
302° ¢ 702° 17x o 37n
10 =~ 10

Capitulo 7

BN UFPA Qual a menor determinagéo positiva de um arco
de 1.000°7

270° 300°
280° 310°
290°
m O menor arco positivo céngruo de 284n rad é:
on rad T4z rad
9
on rad n.d.a.
9
iom rad
9

FIB Quais séo os arcos positivos menores que 1.000°, con-
gruos de —95°7

Representacto dos arcos

m Determine a expressao geral de x, sabendo que:
E— 3x e 2x + g s&o congruos.

EI Calcule x, sabendo que os arcos 6x + 36° e 3x — 24° sao
semicOngruos.

m Sendo m e n numeros inteiros, provar a igualdade entre
as familias:
a) @n+1).2=ZX iomn
2 2
b) n.120° +60° =m. 240° + 60°
Angulos dos ponteiros de um relagio
WX FGV E uma hora da tarde; o ponteiro dos minutos coinci-

dira com o ponteiro das horas, pela primeira vez, aproximada-
mente, as:

13h5min23s 13h5min29s
13h5min25s 13h5min31s
13h5min27s

m Dois relégios foram acertados simultaneamente O
relégio A adianta 40 segundos por dia e o relogio B atrasa
80 segundos por dia. Qual a hora certa quando A marca 9h15 e
B marca 9h097

oh10min. gh13min.
9h11min. gh14min.
gh12min.

m Fuvest O angulo agudo formado pelos ponteiros de um
relogio & 1 hora e 12 minutos e:

27° 42°

30° 72°

36°




TEXTOS COMPLEMENTARES

Trigonometria esférica

Para determinarmos a posicio de um ponto, basta o cruza- Toda secdo plana de uma esfera € um circule. Se o plane
mento de duas linhaos. Essa ideia geral pode ser aplicada na super- passa pelo centro da estera, o circulo é méximo. Nesse caso, temos
ficie de uma esfera. Observe a figura a seguir o chamado plano do equador

Célculos paralelos ao plano do equador determinam infinitos
pontos sobre sua circunferéncia.

A medida do arco AB em graus é a chamada latitude do
ponto B (o é a lotitude). Mas a disténcia entre os pontos AB é dada
por AB = oR (ot em radianos).

A medida do arco AC em graus é a chamada longitude do
ponto C (B é a longitude). A medida de AC = R (B em radianos).

Temos entéo um sistema de coordenadas sobre a superficie
da esfera feita de arcos com as suas respectivas medidas em graus
(c; B).

Observando a figura, os pontos A, D e C, sobre a superficie
da esfera e seus méximos, determinam um “triéingulo estérico”.

Trigonometria esférica.

Eratostenes e o calculo do raio da Terra

Eratéstenes (284-192 a.C.) foi bibliotecério-chefe do museu de Alexandria e, por volta de 240 a.C., efetuou uma medicéio famo-
sa da circunferéncia mdxima da Terra. Por meio de observacées de alguns fatos didrios, notou que, ao meio-dia do solsticio de verdo,
uma vareta na vertical ndo projetava nenhuma sombra, e que a imagem do Sol podia ser vista refletida nos pogos mais fundos. Essas
observagbes foram feitas na cidade de Sieng, co passo que em Alexandria (que ele acreditava estar no mesmo mediano de Siena) os raios

do Sol inclinavam-se de __ de um circulo completo em relagfio & vertical. A disténcia de Siena e Alexandria é de cerca de 800 km.

50
Com essas informagoes, Eratéstenes imaginou o seguinte: Como os raios solares sdo praticamente paralelos, temos que:
AOS = 0= circulo
Norte A A 50
< Raios =72°= 7,21 o dianos
.--""'-'-.'FH
__.— solares 180
Assim,
5
s 8 (em radianos) = P'-._S 7, 2% = £ sR=6.366km
R 180 R
A: Alexandria
5: Siena
Terra

Sabemos que o valor atual e muito mais preciso para o raio da Terra é de cerca de 6.378 km; portanto, um resultado excelente, tendo
em vista a simplicidade do céleulo.

Calcule o comprimento da circunferéncia que um plano paralelo ao equador determina sobre a Terra, sabendo que o
plano possui latitude de 15° e o raio da Terra é de aproximadamente 6.378 km.



Capitulo 7

RESUMINDO

*  Um dos conceitos bésicos da trigonometria é a diferenca entre arco geométrico e arco frigonométrico. No arco geométrico, bastam os
pontos da circunferéncia e calcular sua medida. Para caracterizarmos o arco frigonométrico, ufilizamos o ciclo trigonométrico, em que
os arcos terGio uma orientagiio e suas medidas podem ultrapassar 360° (21 radianos) e também podem ser negativas.

Por exemplo:

A

@
. j AB = 40° (arco geométrico)
0 A ‘\ AB = 60° {arco trigonométrico)
arigem
dos arcos
B

Unidade de medida basica: Radiano

A
— ¢
¢ Medida de AB em radianos = R

B

Arcos congruos
S@o arcos que possuem as mesmas extremidades no ciclo frigonométrico.

S Observe todas as medidas congrues do arco AB.
(o 00— 6T; 00— 4T; 00— 2W; O 0L+ 2M; 0L+ 4T; 0L+ bTT)
i n Genericamente: AB = o+ %kmK e
o > 0 & a primeira determinacéo positiva de AB

B QUER SABER MAIS?

ﬁ SITE

= Uma breve histéria da trigonometria
<www. mat. ufrgs. br/ ~portosil/trigapl. html>.
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Exercicios complementares

Problemas gerais

: . 2 :
n Fuvest Quais os arcos congruos de 25n compreendidos
4

entre =3m e n?

n Determine os arcos positivos, menores que 2.000°, con-
gruos de =95°7

BED UFPE Trés coroas circulares dentadas C,, C, e C,deraios
ry,=10cm,r,=2 cmer;=35 cm, respectivamente, estio perfei-
tamente acopladas como na figura a seguir. Girando-se a coroa
C,de um angulo de 41° no sentido horario, quantos graus girara
acoroa C,?

n Em que quadrantes estdo as extremidades dos arcos

K.ﬂ+{—1}“.§scndn K e Z?

ﬂ A esfera representada na figura a seguir tem raio igual a
R e esta presa no ponto A e encostada na parede. A corda AB
mede R. Determine o valor do dngulo entre a corda e a parede
(em radianos).

=

m

n Provar que os arcos da familia (-1)* -a+ Kn: K e Z ¢
o. € 1° quadrante, sdo representados no ciclo trigonométrico
por pontos simétricos em relagdo ao eixo y.

n A diferenga dos inversos das medidas de um arco em
graus e em grados € igual ao quociente de sua medida em radia-
nos por 2m. Determinar a medida desse arco em graus.

n Demonstrar que os arcos compreendidos nas expressoes:
+30°+k- 1200 30°+60° - h,ke h € £ sdo 0s mesmos.

n Calcule x em cada arco, sabendo que:
a) 20°+ 3x e x sdo complementares;

T T
b) 2:{—5 e Ix+ 5 sdo complementares;

F)

¢) xe2m—x sdo suplementares.

m Em um circulo, um dngulo central de 60° intercepta um
arco de 2w cm de comprimento. Calcular o raio desse circulo.

m O angulo sob o qual se vé a Lua ¢ aproximadamente 32’
¢ a distincia da Lua a Terra ¢ de aproximadamente 60 raios
terrestres (raio da Terra 6.000 km). Calcule o didgmetro da Lua.

m Quantos radianos percorre o ponteiro das horas de um
relogiode 1 he 5 min até 2 h e 45 min?

m Oradar ¢ um aparelho que usa o principio da reflexao de
ondas para determinar a posi¢cdo de um objeto que se encontra
distante ou encoberto por nevoeiro ou nuvem. A posigio do
objeto ¢ indicada na forma de um ponto luminoso que aparece
na tela do radar, que apresenta angulos e circulos concéntricos,
cujo centro representa a posigdo do radar, conforme ilustra a
figura a seguir.

Considere que os pontos A e B da figura sejam navios detec-
tados pelo radar, o navio A esta a 40 km do radar e o navio B,
a 30 km. Com base nessas informacdes ¢ desconsiderando as
dimensoes dos navios, julgue os itens que se seguem.

Adistancia entre os navios A ¢ B ¢ maior que 69 km.

Se, a partir das posi¢des detectadas pelo radar, os na-
vios A e B comegarem a se movimentar no mesmo ins-
tante, em linha reta, com velocidades contantes iguais,

onavio A para o leste e o navio B para o norte, entdo

cles se chocario.

A partir da posigdo detectada pelo radar, caso B se
movimente sobre um circulo de raio igual a 30 km,
no sentido anti-horario, com velocidade constante de
40 km/h, entdo em 10 min, o navio B percorrera um
arco correspondente a (40/m)°.

m Se o ponteiro menor de um relogio percorre um arco de

n . .
> rad, o ponteiro maior percorre um arco de:

T rad T rad T rad
f 3

T rad T rad

4 2

m Determinar o horario, apos as 4 horas, em que pela pri-

. : . n
meira vez os ponteiros de um relogio formam 3 rad
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Seno e cosseno no tridangulo retédngulo

O capitulo de triangulo retangulo, em geometria plana, apre-
senta as definigdes de seno e cosseno como sendo razodes entre
lados do triangulo retangulo, observe:

4 a+ p=90°
p . cateto oposto b
a b SENi s ———————— = —
hipotenusa a

e O8O = cateto adjacente _ ¢
c [l - hipotenusa a

Fig. 1 Tiangulo retangulo.

Mas existe uma grande limitagdo da trigonometria do tri-
angulo retangulo, o valor do dngulo @ é tal que 0 < o< 90°.
Essa limitacdo ndo condiz com o conceito de arco apresentado
no capitulo 7. No ciclo trigonométrico, podemos variar o K
(numero de voltas) indeterminadamente.

Precisamos entdo complementar o conceito de seno ¢ cos-
seno para funcdes trigonométricas seno ¢ cosseno.

Fun¢ao seno
Definicao

Considere o ciclo trigonométrico com origem dos arcos em
Ae,x e R, a medida do arco AB em radianos.

o
.

Fig. 2 Sena.

Oangulo A@Bix ¢ chamado angulo central, e possui me-
dida igual ao arco AB. Logo AB= x. No ABOC, retangulo em

C, podemos aplicar senx = %, como BC=0De OB =1,
concluimos que o seno do arco de medida x € o segmento OD,

projecdo da extremidade B do arco no eixo y. Observe a cons-
trugdo geoméirica do senx:

D D D
VAN

Fig. 3 Construgdo geomeétrica do seno.

O ¢ixo y € conhecido como eixo dos senos. ¢ ¢ o angulo
central, ot=(AB)
A

A TENCAQ!

Para obtermos o seno de um arco de medida x, projetamos
a extremidade do arco no eixo y, o segmento formado até
aorigem € o senx.

Concluimos entdo que, para cada arco x € R, teremos uma
unica proje¢io no eixo y. Assim temos a funcio seno.

Dominio da fun¢Go seno
O dominio da fungdo seno ¢ o conjunto R.

Imagem da fun¢iio seno
Como o raio do ciclo trigonométrico vale 1, observe a figura 4.

Fig. 4 Imagem da fungio sena.

Qualquer que seja a extremidade do arco (B, B,, B;, B,,...),
aprojecdo val estar no eixo y, tal que -1 <y < 1.

ATENCAQ!

Para ¥x € R, temos: -1 <senx < 1.

Sinais da fun¢éo seno
Pela construgdo geométrica do seno de um arco x, observe
o quadro de sinais da fungéo seno.

AT
sS4

Fig. 5 Quadro de sinais.




Capitulo 8

Arcos congruos

Sabemos que os arcos xex + K - 2@, Ke Z possuem a mes-
ma extremidade no ciclo trigonométrico, logo a projegdo sera a
mesma ¢ o valor do seno também.

ATENCAQ!

Qualguer que seja x € R, senx = sen(x + 2Kn); K eZ.

Observe os exercicios resolvidos a seguir.

0 sn1.470°= sen30°

Resolugdo:

Pois:

1.470° 360"

T l440° 4 = 1.470°=30°+ 4(3607)
30°

30°¢ a 1" determinagdo positiva e congruo de 1.470°.

1) sen(=1.100°) = sen(=20°) = sen340°

Resolugdo:
Pois:
1.100° |360°
T 1080 3 = —1.100°= 20"+ (-3) . (360°)
20°
=20°¢ congruode —1.100° ¢ a 1"determinacdo positiva ¢ 341"

vy

Periodo da funcao

Uma funcdo ¢ dita periodica quando encontrarmos um nu-
mero P > 0, tal que, dando acréscimos iguais a P no valor de x,
aimagem da funcdo ndo se altera.

Percebemos que essa funcdo ¢ periodica quando P = 2m,
pois esse valor equivale a uma volta no ciclo trigonométrico.

A TENCAC!

O periodo do fungao seno é 21, pois

senx = sen(x + 2n), ¥x eR.

Se existe P e R} tal que Vx, f{x) = f(x + P), enido P & o pe-
riodo da fungo f. A func@o seno é uma funcao periédica.

Grafico da fun¢io f(x) = senx
f:R — R dada por f(x) = senx, Im;= [-1:1] ¢ P = 2r sdo
as principais caracteristicas da funcdo seno. Observe a figura

6. na qual temos o ciclo trigonométrico acoplado a um sistema
de coordenadas.

Fig. & Grafico da fungdo sena.

Fazendo o ponto B percorrer o ciclo trigonométrico, AB
¢éum arco ¢ AB ¢ o seu seno, e C ¢ a ordenada do grafico. Na

figura 6, temos um exemplo para x = % Repetindo esse proce-

dimento indefinidas vezes, teremos o grafico de senx, a senoide.

—
t

* Amplitude, A= 1

Pericdo, P = 2n
-1 Imagem = [-1;1]
Dominio =R

Fig. 7 Senoide.

Na figura 7, temos o grafico basico da fungéo fix) = senx.
Como a fungdo seno € periodica, para representa-la, basta cons-
truir o grafico do seu periodo.

Mas ndo se esquega de que esse desenho se repete de 2w em
2m para X — +oog X — —oo,

Arcos simétricos

Vamos incentivar o aluno a nio decorar certos procedimen-
tos. A intengdo ¢ fazer o aluno a raciocinar na fonte da teoria,
ou seja, no ciclo trigonométrico e na definigdo do seno.

Voce, com certeza, ja vem utilizando na Fisica e na geo-

metria plana os valores notaveis do seno. Refresque a memoria
com a tabela seguinte.

Tab 1 Principais valores notéaveis do sena.
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Com essa tabela, podemos calcular o seno de outros arcos
também.
Observe o exercicio a seguir.

Exercicio resolvido

n Vamos encontrar os valores dos dngulos simétricos a
x = 30 para o seno.

210°

Resolugdo:
Pela figura anterior, podemos concluir que:

senl 507 = sen3() = i}

sen2 10" =—=gsen3if=—- i

sen33t = —gen3ft=—

tul"-.tu

Essa analise geométrica do arco 3P pode ser chamada de re-
dugdo ao 19 gquadrante.
Vamos generaliza-la para um arco x. Observe a figura a seguir.

sen(m —x) = senx
senfm+ x) = —senx
sen2n — x )= —senx

(x em radianos)

Andlise do grafico f(x) = a + b - sen(ex + d)

A construcdo de graficos dessa modalidade ¢ o ponto alto
do nosso curso de trigonometria.

Vamos analisar o efeito de cada parametro separadamen-
te, com exemplos numéricos, e depois generalizar o efeito do
parametro.

No final, vamos integrar todos os parametros na mesma
funcio.

Pardmetro a

Aanalise inicia com o grafico basico fix) = senx.

Para construir o grafico g(x) =1 + senx, todas as ordenadas
de f(x) vao “subir” 1 unidade, observe:

Fig. 8 Grafico g(x) =1 + senx.

ATENCAQ!

O parémetro a desloco o grafico no eixo y alternando a
imagem da fungao.

Na figura 8, a projecdo do grafico no eixo y nos dara a
imagem da nova funcgdo, assim: Img= [0, 2].

Pardmetro b

Por exemplo, queremos construir o grafico g(x) = 2senx.
Pelo grafico da fung¢do f(x) = senx, vamos multiplicar o valor
de todas as ordenadas por 2, observe:

yh

24— S

1 4-74--

2 X

O R Wl

B T pepapm, | g

Fig. 9 Grafico g(x) = 2senx.

O conjunto imagem da fungdo foi alterado e tamb¢ém sua
amplitude. Assim: Img =[-2:2]e A=2.

ATENGCAQ!

O parametro b modifica a amplitude do grafico.

Ainda no parametro b, vamos fazer uma analise para b< 0,

por exemplo g(x) = — %scnx.

Fig. 10 Grafico gtx]:—%s&nx.
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Observe que ocorreu uma inversdo do grafico (devido ao -)

e uma reducio da amplitude (dwid{) ao %]

Pardmetro ¢
Vamos analisar as fungdes f(x) = senx e g(x) = sen2x, ob-
scrve as tabelas:

X senx
0 0

b4

E 1

m 0
3

> -1
2n 0

periodo 2n

Tah 2 Periodo da funcdo senx.

0 0

T 1

4

n

— 0

2

3

a3 -1

m 0
periodo

Tab. 3 Periodo da fungéo sen2x.

Observe que na fungdo g(x) = sen2x o novo periodo ¢ .
Percebemos que o parametro ¢ afeta o periodo da funcao.
Observe os resultados na figura do exercicio resolvido 4.

ATENCAO!

O novo perioedo da fungao ;
fx) = a + b sen(cx + d) & dado por P = T

||

Para construir um novo gréfico, devemos nos basear no
grafico f{x) = senx. O procedimento para construir o grafico
da fung@o cosseno é o mesmo da fungéo seno. O |b| for-
nece a amplitude da fungao.

Demonstragio:
SeP=0efix)=fix+ P), ¥ x €R, entio 0 menor valor
positivo de P € o periodo da fungéo f.

Utilizando essa defini¢do, temos:
fix)=a+b-sen[cx +d]
fix+P)=a+b-sen[c(x +P)+d]

fazendo fix) = f(x + P), temos:

a+ b-senfex +d]=a+b-sen[c(x+ P)+d]
= sen[cx + d] = sen[cx + cP + d]

Se os senos sdo iguais, os arcos podem ser congruos, entdo:
x+cP+d=(cx+d)+2Kn; K eZ

2Kn .
cP=2Kn .. P= ——, como p ¢ o menor valor positivo,
c

fazemos K =1 ¢ |c|.

2
Conclusao: P = ﬁ (cgd)
c

Observe agora mais alguns exercicios resolvidos.

Exercicios resolvidos

n Construa o grafico g(x) = sen %

Resolugdo:
Sugerimos que a construgdo do grdfico seja feita calculando o
periodo da fungdo e marcando no eixo x.

2n
Novo periodo = - = 4m.
2
Observe a figura:
¥
1T X
sen—
m 2
EI EI‘.I'I: 3'11', T X
2 2
1+
senx

ﬂ Construa o grafico g(x)=1+ 1E:q{:n[E}{].

Resolvgdo:
Os parametros alteram a fungdo senx de forma independente,
2n
sugerimos iniciar pelo periodo: P = - =T
¥

sen2x

Frente 1 LY




Vamos agora alterar a amplitude:

hy| =
Nk

Vamos deslocar o grdfico na diregdo do eixo y:

¥
a2l
3
2
1_
1]
2 , o T "
i -
I L
;i:- 4 2

Pardmetro d

Vamos analisar os graficos f{t) =sent e g(x) = Sﬂn(x - %J

T T
Fazcndut=x—5 LX=t+—

0 0
m

— 1
2

b1 0
3n

? -1
2n

Observe a comparacio entre as tabelas e perceba o acrésci-

[ . . T
mo de 5 nas abscissas do novo grafico sen(x - —].

Afigura 11 compara os dois graficos.

b
v SEnx aen[x—Ej
1 7
‘mom\ an 2n [5n x
2 2 2
-1+

Fig. 11 Grafico g(x) = sen[x— %)

ATENCAQ!

O parametro d provoca o deslocamento do grdfico no eixo
das abscissas.

Cuidado! O gréfico ndo se desloca de +d sempre! Observe
os exemplos.

Regra prdtical

Seja: f{x) = sen(ex + d). Fagaex +d =0 . x =~

nla

As abscissas sao acrescidas de — ﬂ
G

No exemplo 1, o grafico f(x) = sen (2)( - g) & a composigao
de hix) = 2x —ge glx) = senx.

Observe: g(h(x)) = sen(h{x)) = sen(?x —g)

°

Tab 4 Translagdo do grafico aen[x—g] em fungdo de x. n Construa o grafico da fungdo: f{x) = sen (2,{ - EJ

Resolugdo: P
Periodo da fungdo: P = > =7

T 1
an
E ]
2n -1 n (] 3
i
5 0 K ’
2 3n -1
2 Bl —1
Tah 5 Translacdo do gréfico aen[x—g] em funcéo de x. a
2n 0 v 0

Matematica
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[ i ﬂ " -
O grafico “"comeca” em x = — e as outras abscissas sdo acres-
4

b8
cidas de —.
4

¥i
4

A J
NER
hal A
&l

=

L |
TN

e

-14

b
n Construa o grafico da fungao: f(x) =-1 + 2sen (x - ?]

Resolugdo:
Temos agora um exemplo compleio:

—1

LT
n
by

- P=2n

Y
I
I

tul‘,:]

Vamos alterar a amplitude do grafico:

¥
24
1 -

r [ 'H
Deslocando agora o grdfico no eixo x, acrescentando - para

as abscissas, temos:

ATENCAO!
modifica a
amplitude do gréfico

deslocamento

no eixo x

fx) = a + bsen(ex + d)

deslocamento
no eixo y

Fun¢@o cosseno

modifica o

periodo

Vocé deve ter percebido a riqueza de detalhes no estudo
da fungdo seno. O mesmo raciocinio vai ser ufilizado para o

estudo da fungdo cosseno.

Definicao

Considere o ciclo trigonométrico com origem dos arcos em
Ae,x e R, amedida do arco AB em radianos.

¥
B
i
b
0 [ ] A x

Fig. 12 Cosseno.

OC

No ABOC, retangulo em C, podemos aplicar cos x= OB’

como OB = 1, temos que cosx = OC, concluimos que o cosseno
do arco de medida x ¢ a medida do segmento OC, projecdo da

extremidade B do arco no eixo
trica do cosx:

x. Observe a construgiio geome-

¥ ¥

O

A

y]

NI

—/ X

X

e
ki

Fig. 13 Construgio geométrica do cosseno.

ATENCAO!

Para obtermos o cosseno de um arco de medida x, projeta-

mos a extremidade do arcon
até a origem € o cosx.

o eixo x, o segmento formado

O eixo x & conhecido como eixo dos cossenos.

R
N

Frer




Concluindo entdo que, para cada arco x € R, teremos uma
unica projegio no eixo x. Assim temos a fungdo cosseno.

Dominio da fun¢do cosseno
O dominio da fungdo cosseno ¢ o conjunto R.

Imagem da fun¢éio cosseno

O conjunto imagem da fungio cosseno ¢ o mesmo da fun-
¢do seno. A projecdo da extremidade do arco vai estar no eixo
x no intervalo [-1:1].

A TENCAO

Para VxR, temos: -1 = cosx = 1

Sinais da fun¢@io cosseno

Fig. 14 Quadro de sinais.

Arcos congruos
Osarcosxex + K - 2n; K € Z possuem a mesma extremi-
dade, portanto 0 cosseno ¢ 0 mesmo.

A TENCAO!

Qualguer que sejo x e R, cosx = cos(x + 2Kn); KeZ.

Periodo da fun¢éio cosseno
Afuncio cosseno € periodica.

ATENCAO!

O periodo da fung@o cosseno é 2m, pois cosx = cos(x + 2m);
WxeR.

Grafico da funcao f(x) = cosx

£R — R dada por fix) = cosx, Im,=[-1:1] ¢ P= 2m sdo as
principais caracteristicas da fungio cosseno.

Afigura 15 ¢ o seu grafico.

ral=

-1 4L

Fig. 15 Grafico da funcdo cossena.

O grafico da fung¢io cosseno € a cossenoide.

Arcos simétricos
A tabela 6 contém os valores notaveis que devemos me-
mOorizar:

180° 270°

Tab. & Principais valores notaveis cosseno.

Vamos novamente exemplificar a simetria dos arcos, veja
o0s exercicios resolvidos 8 ¢ 9.

Exercicios resolvidos

ﬂ Vamos encontrar os valores dos dngulos simétricos para
x =457 para 0 cosseno.

Resolugdo:

Pela figura, podemos concluir:

cosl357 = —cos45’

cos225% = —cos45”

cos3 5% = cos45°

Vamos generalizar essa redugdo ao 1° quadrante:

Ccos(m— x) = — cosx
COS(T + x) = — cosx
COS(2T — x) = cosx

2r—-x

Matematica
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n Vamos agora reposicionar o retangulo formado pelos 4 ar- Deslocamento no eixo y:
cos do exemplo anterior. Observe o novo exemplo para x = 30°.

===

=1

————————]

240° 300°

Resolugdo: " || Construa o gréifico da fungdo: fix) = 1 — cos2x.
Pela figura, percebemos que:

o860 = sen3P Resolugio:
cos12(F = —sen3F Alteracio no periodo: P=—=—=n
cos 2407 = —sen3(® el |
cos300° = sen3 Vi

lamos generalizar esta ideia para um arco x do 1° quadrante: X————T ——————— 7»
£ . .

Inversdo do grafico:

¥y
14

Hy

Analise do grafico f(x) = a + b - cos(x + d)
A analise ¢ idéntica a fungdo seno, com uma tnica altera-
¢ao, ¢ claro: o grafico basico do cosseno ¢ diferente do seno.

Observe os exercicios a seguir.

Exercicios resolvidos

m Construa o grafico da fungao:

1
f :1 + I g
(x) Ecmx

Resolugdo: : — — -
Alteragio na amplitude: / 7 2 N x
B

A |

Frente 1




Relacéio fundamental da frigonometria (RFT)

Na verdade, existem varias relagdes fundamentais, mas até
0 momento conhecemos as fungdes senx e cosx € nos limita-
remos a elas. Observe o ciclo trigonométrico a seguir, no qual
vamos indicar o seno e o cosseno do arco x.

Fig. 16 Relagdo fundamental da trigonometria.

0O ABOC ¢ retangulo e seus catetos sdo as fungoes trigono-
meétricas, entio:

Pelo Teorema de Pitagoras
(1)* = (senx)* + (cosx)’, simplificando a notagio:

senx +cosx=1, VxelR

A TENGAO!

Cuidadao!

sen’x = (senx)?  sen’x # senx’

Exercicios resolvidos

m Calcule o cosx sabendo que senx = % ex e [gﬂ]

Resolugdo:
Pela RFT temos que: senx + cos’x = I ¥x eR, logo,
i teos x= 1. cos’x= !—i = E

3 9 9

N2
Cosxy = iT, como x pertence ao 2° guadrante, cosx < ),

22

POrtanto, cosxy =— T

*x — cos*x.

m Simplifique a expressio: sen
Resolugdo:
Fatorando a expressdo, temos:

4 4 2 2 2 2

Sen' X —cos X = (sen x—cos x). sem x +cosx) =
i

= sen’x —cos’x = (1 — cos’x) — cos” x = 1 — 2cos’x

Revisando

BB Determine o intervalo de variagio da equagéo
E(x)=—2 + 3senx parax eR.

BN caicule o valor de sen(2.550°).

n Construir o esbogo do graficof: R - Re
f(x) =1 + 2sen(2x — 7).

n Construir o esbogo do graficof: R - R e
f(x)=-1+ Ems(i—ﬁ).
2 4
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1
n Considere x E[g;ﬂ:] g Senx= 3 Calcule o valor de cosx.

“ Faca o esbogo do grafico da funcdo f: R — R, tal que:
f(x) = sen*x + cos*x + 2sen?x. cos3x.

Exercicios propostos

Conjunto-imagens de funcoes

n PUC Determine todos os valores de x, de modo que a

expressdo send = %exista.
_I
1: 1] [-1:2] [ 3[
1; 0] [-1- 1]
1 i 2

n PUC O conjunto-imagem da funcédo f: R — R, definida por

f(x) = 2senx — 3, é o intervalo:
[-1:1] [-5; 1]
[-5; 5] [1: 5]

[-5;-1]

BN PUC Se xe ]32—]1 Er:[ e senx = 3n — 1, entdo “n” varia no
intervalo:

1 1
- B 'D; _
|21 Fi0f Jo: 3|
Fi [ 0:1]
BN Fuvest O menor valor de , com x real é:
1 3 -cosx
- 3
2

1

Bla | =

n Ache os valores do pardmetro m para que a igualdade
senx = m + 1 seja possivel

m=0

mz -2

—-2=m=0

O=m=2

n.d.a.

Noctio geométrica do seno e cosseno no cido trigonométrico

I3 Ueba Se a medida o de um arco é 8 radianos, entéo:
sena >0 e cosu = 0 seno <0 e cosow >0
senc >0 e coso < 0 senc =0 e coso =0
sene<0ecosx <0

BB sent.200° ¢ igual a:

cosB0P —sen30?
-sen60° cos45°
cos30°

B na figura seguinte, calcule o valor do segmento MN

.

y
MM
4
4 -
0 1 x
1
J_—E 2 +1 J2 -1
1 V2
V2 v — 1=-—
J2 2

KB PuCnNa figura a seguir o raio OA =6. O segmento OB vale
3 e o segmento CB L OA Determine o &ngulo 6 em radianos.
C

AN

A

Frente 1
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Dos numeros a seguir, 0 mais proximo de sen5 €:
1 0 —1
1

B 1
2 2
m Na figura seguinte, temos o ciclo trigonométrico e TB tem
medida igual a b. Calcule a area do triangulo destacado.

'hI'J

T ™= B

Grafico da funciio seno e cosseno

m Sabe-se que h € o menor nimero positivo para o qual o
grafico de y = sen(x —h) e:

'!lru

an X
2
Entao cos E—Sh éigual a:
-3 _1 3
2 2 2
-2 1
2 2

m Fuvest Afigura a seguir mostra parte do gréfico da funcéo:

Vi
ol __
r 21:\_;—/41: ;
ol
Senx 2senx Sen2x

2s5en % 25en2x

BN FGV O grafico seguinte representa a funcéo:
y

T

y = senz2x
y = 2senx
y = Isen2xl
vy = I2senxl
y = 2senlxl

BB PUC Onamero de pontos de interseccéo dos graficos das
funcdes f e g dadas por: f(x) = —lcosxl e g(x) = ccs[x e %] com

—-M<X<T,e:

3
1 maior que 3
2

B3 PUC Esboce o grafico da funcéo £[0; 21] — R definida por
f(x) =2 + senx + Isenxl.

m Faca o esbogo do grafico correspondente a funcao
f{x}=1—2.ccs%,para{]£x£2n.

29
m Qual o valor de cos Tn:rad?

Vs Al nd.a.
2 2
Y2 2
2 2
BN FEl O grafico da funcdo y = f(x) = senlxl no intervalo
[- 2m, 2n) é:
¥
1 [ ——
0 i
27 — _— | n 2n ®
-1
y
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L ]

-1

BN Mackenzie O periodo da fungéio dada por y = sen[Ex - ;] é:

n T
T 4 E
Ll
21 2
Relaciio fundamental da trigonometria
N cos%0
m Simplifique a expressao ,com senfl = 1.
1-send

B¥B PUC Se a>0,aexpressio Jacosa.cos? p+ a cosa.sen’p

e igual a:
a+/senc

ascoso
acosao asenio

a+ COs0L

WEN Mackenzie As raizes da equagdio 2x2 — px — 1 = 0 sdo
senf e cosh, sendo B € R.Ovalorde p é:

Zero 4 n.d.a.

2 5

WIN FGVse sena = % e a e 2°quadrante, determine o valor

de (1= cosa .
1 + cosa
3 5 1
4 4 2
3 4
5 3

m Achar os valores de x que verifiguem, simultaneamente,
as igualdades:

+ 2
cosa = e sena =
1 —
3e = 1 e -7 nda

3 3 15

1 17 1

—_— g — _3 —

3 15 ¢ 3

I3 Mackenzie Para qualquer valor real de x,
(senx + cosx)? + (senx — cosx)? é igual a:

-1 1

0 2

2senz2x

m Calculando o valor da expressao:

E = sen®*x + cos*x + 2senx . cos?x, encontramos:
1 cos?x zero.
senx senx . Cosx

TEXTOS COMPLEMENTARES

Origens da trigonometria

A origem da tigonometria é incerta, mas podemos afirmar
gue o seu desenvolvimento foi influenciado por causa dos pro-
blemas de Astronomia, Agrimensura e Navegagées, por volta de
V a.C., com os egipcios e os babilénios. A palavra frigonometria
é de origem grega e significa medidas do triéingulo. O astrénomo
grego Hiparco de Niceia (180-125 a.C) é considerado o fundador
da frigonometria. Foi ele quem introduziu as medidas sexagesimais
em Astronomia e eloborou a primeira tabela trigonométrica. Para
Hiparco, a trigonometria era uma ferramenta para fazer medigées,
prever eclipses, fazer calendérios e muitas outras coisas.

Hiparco tinha construido uma tabela de cordas, precursora
das modernas tabelas trigonométricas.

A construgdo daos tabelas de cordas era feita da seguinte ma-
neira:

! == . raio
Media-se @ corda AB de uma unidade v, tal que u= 20
Assim, utilizava-se o simbolo crd « para representar o comprimento
da corda do éngulo central o
Da figura, podemos perceber que uma tabela de cordas é
uma tabela dos senos dos éngulos.

o AB cdr o
sen— =

2~ 20A - didmetro




Hipar¢o e o raio da Lua

Hiparco, considerado o inventor da trigonometria, foi também o criador do astroldbio, um instrumento naval antigo utilizado para
medir a altura dos astros acima do horizonte e determinar a posicéo deles no céu.

Hiparco adotava para raio da Terra o valor obtido por Eratéstenes, ou seja, aproximadamente 6. 366 km.

O seu grande interesse pela astronomia fez com que observasse vérios eclipses lunares e desse uma especial atengéo cos eclipses totais
e de grande duracéo.

Hiparco concluiu que a Lua demora cerca de 1 hora para ocultar-se e mantém-se oculta cerca de Th40.

Com base nestas informacées, observe as figuras:

S

Inicio do eclipse lunar Ry: raio da Terra, R, raio da Lua

Apbs 1 hora, a Lua estava totalmente oculta. Observe que o centro da Lua 0, percorre a disténcia de 2R,

A Lua mantém-se oculta durante Th e 40 min. E o centro 0, da Lua percorre a disténcia de 2(R; - R)).
Considerando a velocidade da ponta 0, constante, temos:

R _R1=2R . 334R =R, — 2R ..5,34R, =R,
Th 1,67h
R
R = T
L7267

Com o resultado de Eratéstenes, temos entéo raio da Lua = 2.384 km.
Sabemos hoje que o raio da Lua é cerca de 1.737 km. O raciocinio de Hiparco é brilhante, mas neste método faltou-lhe precisdo para
caleular a duracdo dos eclipses.
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RESUMINDO

As funcées bdsicas da trigonometria séo: b) cosx,
i R — Re fx) = senx (fungéio seno) L I -
g: R — Reglx) = cosx (fungo cosseno) -\ . ./;
EW*’L‘E o x
A relagéo fundemental da trigonometria (RFT) relaciona as duas 1 ?
funcées tal que sen’ + cosx = 1, Vxe R.
Propriedades bésicas das fungées: -1 <cosx <1
al senx Periodo: 2n
11 Amplitude: 1
- Dominio: R
X Funcéo par (cos—x) = cosx)

-1 <senx <1

Periodo: 2n

Amplitude: 1

Dominio: R

Fungéo impar (sen(-x) = — senx)

B QUER SABER MAIS?

ﬁ SITE

= Trigonometria - histéria e funcdes
<http://ecal culo.if. usp. br/funcoes/trigonometricas/ firigonometricas. him >.

Exercicios complementares

Problemas gerais “ PUC Sendo 6 um édngulo agudo, entio 5; — 0 pertence a

qual quadrante?
n . senx + cosx 1o
“ Sendo x = > calcule o valor da expressio ———

senx ' 20
30
40
n.d.a.

n
B A funcao f(x) = cos %é periodica de periodo:

8 2= o= =

n Determine o periodo e a imagem da fungdo real f definida
por f(x) = 3sen2x.

n Classifique as fungdes senx e cosx quanto a sua paridade.

N o =
H.hl‘.:iml'.:i?_‘m

Frente T



n FGV Encontre o conjunto solugio da equacio na variavel
X: X — (cos ok — sen’a = (.

BB Vunesp A expressdo: 1 — 2-sen?x + sen®x + sen’x-cos’x
¢ equivalente a:

cos*x

2c087X

cos’x

cos*x + 1

COsX

“ Fuvest Ache m de modo que o sistema:

{cnsx +m.senx =10

na incognita x, tenha solugao.
cosX —m.senx = |

n Fuvest Qual dos mimeros ¢ o maior? Justifique.
a) sen{830°) ou sen(1.195%)
b) cos(=535") ou cos(190%)

m Classifique as fungdes f(x) = xsenx e g(x) = xcosx
quanto a paridade.

m Escreva em ordem crescente: cos32%; cos205% e cos353°,
m Escreva em ordem descrescente: senl08°; senl0°; sen173°.
m Demonstrar que a expressio:

y(x) = sen®x + cos® — 2sen*x — cos*x + sen’x ¢ nula qualquer

que seja o arco X.

m Simplificar a expressio considerando cosa = 0:

2 2
cosa Jl +sena cos a N \/1 +s5en~a
2 cosa | + sen’a cosa

m Seja a funcdo f:R — R, definida por:

X
— +sgenx: X =0
f(x) = q9]x
D:x=10

Esboce o grafico.

m Na figura a seguir, a reta s passa pelo ponto P e pelo
centro da circunferéncia de raio R, interceptando-a no ponto Q.
entre P e o centro. Além disso, a reta t passa por P, ¢ tangente a
circunferéncia e forma um angulo o.com a reta s. Se PQ = 2R,
entio, coso vale:

e
L...|-Lj w|G w|S oS
(]

Lad
oy

m Uma maquina produz diariamente x dezenas de certo
tipo de pegas. Sabe-se que o custo de produgido C(x) e o valor
de venda V(x) sdo dados, aproximadamente, em milhares de
reais, respectivamente, pelas funcgoes:

Cix)= E—CDS(%] e Vix)= 2. scn(?—:]; D<x<6.

O lucro, em reais, obtido na produgédo de 3 dezenas de pegas ¢:

500 2.000
750 3.000
1.000

m No hemocentro de um certo hospital, o nimero de
doacdes de sangue tem variado periodicamente. Admita que,
neste hospital, no ano de 2006, este nimero, de janciro (t=10) a
dezembro (t=11) seja dado, aproximadamente, pela expressdo

S(ty=A— cns[ (t _61“:—‘ com A uma constante positiva, S(t) em

milhares e t em meses, 0 <t < 11. Determine:

a) aconstante A,sabendo que no mes de fevereiro houve 2 mil
doacdes de sangue.

b) em quais meses houve 3 mil doagdes de sangue.

m Dadas as curvas y = x° ¢ y = cosx, assinalar dentre as
afirmacgdes a seguir a verdadeira.

Elas ndo interceptam-se.

Elas interceptam-se em uma infinidade de pontos.

Elas interceptam-se em dois pontos.

Elas interceptam-se em um unico ponto.

Elas interceptam-se em trés pontos.

m Faca o esbogo do grafico correspondente a fungio

T
f{x}:1+cns{x+ﬂ}=para—ﬂ£x£;.

i

m Foram feitos os graficos das fungdes:

fix)=sendx e g(x) = . para x no intervalo [0; 2x]. O nua-

100
mero de pontos comuns aos dois graficos ¢:
16 2
8 1

4
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Razdo ou proporgdo € a divisio entre dois némeros, & o resultado reflete uma relagio
enre eles. Existem diversas opli icacoes para esse fipo de reluguu e uma das mais famosas dessas
aplicagoes & o homem vitruviano. Ele é um conceifo apresentado no Tratado De Architectura;
estrifo pelo arquiteto romano Marcus Vitruvius Pollio. Esse conceito leva em consideragdo o razdo
durea para apresentar o homem como modelo cldssico ideal de beleza, com proporgoes perfeitas.
Segundo Vitruvius, o corpo humano, com os bracos e as pernas estendidos, se ojustova.
perfeifamente ao circulo e ao quadrado. Muitos arfistas da Renascenga fentaram tragar o ideal

e Vitruvius, & esse feito foi utlngldo pc-r Lﬂanardﬂ du Vinci, em 143? Etse &es.enho é um dm =
: _mﬁlsfnnmsasdesauiagndu._ g =




Propor¢oes

Adivisio entre dois nimeros também é chamada de razdo.

d .
Temos E ou a: b, coma=numerador ¢ b = denominador.

Proporgéo ¢ a igualdade entre duas ou mais razoes.

E=E~t:-u.a:I:|=a:::+::l
b d

ae d: extremos
be c: meios

Propriedade

O produto dos meios ¢ igual ao produto dos extremos. Assim:
1-C oad=bc

Podemos fazer uma analogia das proporgdes com o teore-
ma de Tales, observe:

r

/N
)\,
o/ \d
/ \

rifsiit

t

olm
olo

Outras propriedades nas proporgdes podem ajudar-nos, ob-
serve:

pp @ ¢ a+b c+d
b d b d
Demonstracio:
ad= be . ad+bd=bc+bd ..
a+b c+d
= blc+d) .. =
d(a + b)=blc+d) b r
pp @ _C_a+c
b d b+d
Demonstracio:

a =k a=kbe % =k . ¢ = kd. Vamos substituir

atc . kb+kd k(b+d)

na expressiao , assim: = = k, ou seja,
b+d (b+d)

a ¢ a+c
b d b+d
pg 4 _C _ac_a _c

b d bec b d°
Demonstracdo:

2

i ke Z it k=P e _2=(E] -k
b d bd b d b* b

Capitulo 6

Observe alguns exemplos de aplicagiio a seguir:

Exercicios resolvidos

n Calcule x e yna pmpurq:ﬁn% = % sabendo que x + y = 50.
Resolugdo:

X_ Y Xty x_» 30 0ey=30

2 3 243 2 3 5 :

n Calculex ey napropurq:ﬁo% = % sabendo que 3x + 2y =34,
Resolugdo:

x vy 3x 2y 3x+2y 34

—_—_=e s —=——= — = — =%

3 4 9 9+8 17

X 4

1_.
—=2sx=he==2y=8
4

Ly

“ Calcule x e y na proporg¢io ; = % sabendo que xy = 96.

Resolugdo:

x oy x>y xy 96
—_e— =y —— = — = — =
2 3 4 9 2.3 6

Y oY =416 x=8
4 9

Ly =9.16=y=12

. X Yy _ zZ
n Calcule x, v e z na proporgio E= 3 = 3 sabendo que
S5x+3y-2z=18.

Resolugdo:

y_z Sx+3y-2z _E_z
3 5.2+43.3-2.5 9
\“-..__‘___________,..--""!

Repete-se a “ideia”
no denominador

X
2

Assim:

[

Il
[
-
]

s

=
Il
o
™
[
Il
by
=

L | b

y
3

Grandezas proporcionais
Sejam x|, X5, X5, oy X, € ¥, ¥2u ¥3s -oen ¥, Uma colegio de
nimero R . Vamos analisar duas hipoteses:

XX Xy X

..=— =k, dizemos que essas colegdes
Y Y2 ¥ Y

de numeros, que representam as variagdes de duas gran-
dezas fisicas, quimicas ou de qualquer outra natureza, sio
diretamente proporcionais. Teremos, se representarmos

com um grafico, a reta a seguir.

1
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Yn
?n_ _____________________ 1
L o Xi_
A SR d
! ! ! (1= =n)
y1 T : :
| X % X X X,

Fig. 1 Grandezas diretamente proporcionais.

A proporcionalidade tem aplicagdes praticas que surgiram
nas antigas regras de sociedade. Analise o texto a seguir:

Um grupo de 4 socios montou um comercio. O socio
A entrou com RS 5.000,00, o B com RS 2.500,00, o C com
RS 7.500,00 e 0 D com RS 10.000,00. Apds um tempo, 0 nego-
cio deu um lucro de R$ 40.000,00. Como deve ser dividido esse
lucro da forma mais justa?

0O mais justo seria dividir o lucro em partes diretamente
proporcionais ao capital inicial investido, ou seja, recebe mais
aquele que investiu mais, e recebe menos aquele que investiu
menos. Representando por a, b, ¢ e d os lucros dos socios A, B,
C e D, temos:

a b _c d
5000 2500 7500 10,000

e at+th+c+d=40.000.

Assim:
a b ¢ d _a+h+c+d_
5000 2.500 7.500 10.000  25.000

Assim:
a = RS$ &.000,00, b = RS 4.000,00, ¢ = RS 12.000,00 ¢
d=RS$ 16.000,00.

2 X ¥ =X V2 =Xy V3= .. =X, ¥, =k dizemos que essas
colegdes de numeros representam duas grandezas inversa-
mente proporcionais. Teremos como grafico a hipérbole
equilatera.

Yo t

¥, {--

Ya of--

F=======#=====

r-=—=--=--

¥a {--

| I —

Yo -~

J [ I
i
i
1
1
1
1
————
i
i
i
i
i
1

x|
W%
J‘-
X

x

Fig. 2 Grandezas inversamente proporcionais.

Analise o seguinte texto: Devemos dividir uma colegao de
107 figurinhas entre 5 criangas com 3, 4, 8, 10 e 12 anos. Para

nio termos nenhum problema com as criancas menores ¢ sa-
bendo que as criangas maiores nio gostam tanto de figurinhas,
como deve ser feita a divisdo?

Temos um problema de ordem pratica e nio queremos de-
cepcionar as criangas menores. Como as criancas maiores nio
se importam de receber menos figurinhas, iremos dividi-las em
partes inversamente proporcionais as suas idades, assim a crian-
¢a com menos idade recebe mais figurinhas e a crianga com mais
idade recebe menos figurinhas. Matematicamente, temos:

Sejam x|, X5, X3, X4 € X5 as quantidades de figurinhas rece-
bidas pelas criancas com 3, 4, 8, 10 ¢ 12 anos, temos:

3x; =4, =8x;=10x,= 12xs=k ¢

X+ X+ X3+ X+ x5 =107

Assim:

k k k k k
Kl =:E;; KQ =::i; KE =:E€; K4 =:I_‘ e Kj =:TE?
fazendo a soma, temos:
E+E+E+£+£— 07 EIc=1[l7" k=120
34 8 10 12 12

Obtemos entdo: x; =40; x,=30; x;=15:x,=12 e x;=10

Nas grandezas diretamente proporcionais, o rozdo
& constante. As grandezos inversamente proporcionais possuem o
produto constante.

Teorema
Se as grandezas X ¢ Y s@o inversamente proporcionais, ou
seja, ;. Yy = Xp. Y2 = ... = X,. ¥,. entdo a grandeza X ¢ direta-

mente proporcional ao inverso da grandeza Y.

Demonstracio:
Como X;. ¥y =X5. ¥» = ... = X,,. ¥, podemos reescrever:
KI KE — Kn

GG

proporcional ao inverso da grandeza Y.

,0u sgja, a grandeza X ¢ diretamente

Regra de trés (simples ov composta)

Sado processos utilizados para a resolucio de problemas
envolvendo grandezas diretamente proporcionais ou inversa-
mente proporcionais. Quando envolvem 2 grandezas, sdo cha-
madas de regra de trés simples; utilizando 3 ou mais grandezas,
sd0 chamadas de regra de trés compostas. Observe os exemplos.

Exercicios resolvidos

B Um automovel gasta 3 h para percorrer um percurso a
80 km/h. Quanto tempo levaria para fazer 0 mesmo percurso a
50 km/h?

Resolugdo:
As grandezas envolvidas sdo: velocidade (v} e tempo (1).




Sabemos que quanto maior a velocidade, menor o tempo gasto,
assim: vt = k, as grandezas sdo inversamente proporcionais.
Na I’ situagdo, temos: v, = 800 e t, = 3; na 2° simagdo, temos
v,=30et,=7?

v, = vty 80,3 =508, s i, =48 h

n Um operario trabalhou 8 horas por dia durante 12 dias e
ganhou R$ 1.000,00. Quanto teria recebido se tivesse trabalha-
do 10 h por dia durante 15 dias?

Resolugdo:

Trata-se de um problema de regra de trés composia, pois en-
volve as grandezas: horas de trabalho diario (h); dias de tra-
balho (d) e remuneracdo (r).

Vamos montar a equacdo que relaciona as grandezas enmvolvidas:
Relagdo entre h e r: h e r sdo diretamente proporcionais
= E =k;.

-
Relagdao enire h e d: h e d sdo inversamente proporcionais
= hd = k;
hd hd,  hd,
= —=—"

Assim: — =1
¥ r; r

g p
812 812 _10.15 56350
1.000 1000 7

Teria recebido RS 1.562,50.

n Trés pedreiros constroem 150 metros de muro com 3 me-
tros de altura, em 5 dias, trabalhando 10 horas por dia. Determi-
nar quantos dias serfio necessarios para que 5 pedreiros
construam 240 metros de muro, com 1,5 metro de altura, traba-
lhando 8 horas por dia?

Resolugdo:

Vamos identificar as grandezas:
« comprimento do muro (c);

s altura do muro (a);

dias de trabalho (d);

horas de trabalho diario (h);
« numero de pedreiros (n).

-

Analisando a relagdo entre as grandezas duas a duas, como se
as outras fossem fixas, observe:
a) nec: Quanto mais pedreiros, maior serd o comprimento

n
do muro = —=k,.
c

b) nea: Quanto mais pedreiros tivermos na obra, maior sera

n
a altura do muro = — = k.
a

¢) ned: Quanto mais pedreiros tivermos, menos dias de tra-
balho serdo necessarios = nd = k;

d) neh: Quanto mais pedreiros dispusermos na obra, menos
horas de trabalho serdo necessarias = nh =k,

Capitulo 6

Vamos relacionar todas as grandezas em uma unica equagdo:
ndh N ny.dphy _ ny.ds. hy
ca ¢ .y €.

dy.5.8
3.5.10 _9) ~d = 3 dias.
150.3  240.15 <

S,

[ L]
Meédias
v -~ r L]
Considere uma colegdo de numeros R, X;, X5, X3, ..., X,

Vamos definir os seguintes numeros M,, Mg, My; ¢ M, cha-
mados respectivamente de média aritmética, média geométrica,

meédia harmonica e média quadratica.
I
X
X X FX X i

=

M,

n n

Mg = Q]’x,. Xp.Xqoon X

1

11 1
—+— 4. +—
X, X, X

n

My =

I

n

Exercicios resolvidos

n Coloque em ordem crescente a média aritmética, geome-
trica e a harmédnica dos nmimeros 6 e 12.

2 2 2 2
Y _R/xl + X3 +X] o X
o=

Resolugdo:

2
M, = :5+?; S=9: M, =\6.12=6{2¢

M, = =&, assim:

!

1,1
6 12

2

95>632>8=M,>M.>M,

n Em uma empresa com 200 funcionarios, 45% sdo mulhe-
res ¢ a media de suas idades ¢ 34 anos. A média de idade dos
homens é 40 anos. Determine a média de idade dos funcionarios
da empresa.

Resolugdo:

Nimero de mulheres = 45% . 200 = 90, logo o mimero de
homens é 1110,

Seja A a soma das idades das mulheres, assim:

J4= i S A=34.90=3.060 anos.
90

Frente 2




Seja B a soma das idades dos homens, assim:

i= 40 .. B =(110).40 =4.400 anos.
110

A média na empresa sera:

A+ B 3.060+4.400

= ,media = 37,3 anos.
200 200

m Em uma faculdade, a média para a aprovacio de uma
matcria ¢ 5,0. O professor que ministra essa matéria aplicou
duas provas e percebeu que a maioria dos alunos que tiraram
10,0 ndo fez a 2" prova. O professor queria evitar essas ausén-
cias e resolveu alterar o processo de avaliagido. Dé uma suges-
tdo para o professor.

Resolugdo:

Geralmente, ¢ utilizada a média aritmética para o calculo das
notas.

Caso um aluno tirasse 10, ele poderia ignorar a 2° prova, pois
10+0

2

Podemos sugerir a utilizacdo da média geométrica, pois
meédia = \|FP,. P,,em que P; e P, sdo as notas das avaliagdes.

A média sera zero, pois \J10.0 =0. Para obter a média 3, o

=5

aluno que tirou 10 devera comparecer para a 2° prova e tirar

asegu inte nota:

10.P,=5:10P, =25 P,=2,5

m Um movel percorre um trajeto As em duas partes. Na
1* parte com velocidade média v, e o trecho restante com
velocidade meédia v,. Determine a velocidade meédia do
trecho total.

Resolugdo:

As
No 1°trecho, temos v, = —L e no 2° trecho (restante), temos:

i

As, .
v, = —=, assim:

2

oAy Ay A, Asp+ A,
= At Tw = Aty + A, - ﬂ_Fﬂ
Vi W
Considerando os trechos iguais, As; = As,, analise o resultado
para a velocidade média do trecho fotal:

B As+ As 2As ) |

Ym = A As 1] ”b’”_ﬁ
— Tt As| —+— —t—

Vi V2 ViV

A velocidade meédia do trecho toral ¢ a média harmonica das
velocidades.

Teorema

Considerando x ¢y € R, temos a seguinte ordem de desi-
gualdade para as médias:

M, = Mg =2 My, a igualdade ocorre para x = y.

Demonstracio:
.
Como x ¢y € R, podemos escrever:

[\r{_—\E)z =0.. K—E\E.\E+y2ﬂ
x+y22@.*.%2ﬁ

Vamos utilizar esse resultado para demonstrar que a média
geometrica ¢ maior ou igual a harmonica. Assim:

Como ath = «..l%} fazendo a = l4&: h=l,temﬂs:
X ¥

1,1 1,1
*x v, Ll,x v, ] +.121£JE=>

2 xj_f_ 2 \/ﬁ'_+_

X ¥

Exercicio resolvido

m Prove que um nimero real positivo mais o seu reciproco
¢ sempre maior ou igual a 2.
Resolvedo:
.I: - "
Sejam x e — o numero e o seu reciproco. Podemos utilizar a
X
desigualdade das médias:
I !
X

X+— X+—
X |I ! ; !
2. x. =~ 2l x+=22
2 X 2 X

Problemas das torneiras

Vamos chamar de “problemas das torneiras™ a uma galeria

. A
de problemas que envolvem uma razio B que pode representar

aprodutividade de um pedreiro (trabalho pelo tempo) e a vazio
de uma torneira (volume pelo tempo).

Problema dassico

Uma torneira enche um tanque em duas horas e outra
torneira enche o mesmo tanque em trés horas. Determine o
tempo gasto para as duas torneiras juntas completarem o tan-
que todo.




Resolugdo:
volume

Determine a vazdo de cada torneira, v, =
tempo

v
V==
>

v
ev,= 7 Quando juntamos as torneiras, criamos
o - s

uma torneira imagindria com vazdo vy + vy assim: — + 3 éda

HOVE vazdo.
Como (vazdo) - (tempo) = (volume) =

r r 2
[(_+E]_:=V_'_ i+£].[=f.‘. 3+H].I=z’
2 3 2 3 6

Exercicios resolvidos

m Uma torneira enche um tanque em 4 horas. Outra o enche
em 6 horas, ¢ um ralo o esvazia em 12 horas. Abrindo as duas
torneiras ¢ o ralo simultaneamente ¢ estando o tanque inicial-
mente vazio, determine em quanto tempo o tanque ficara cheio.

Resolugdo:
lamos inicialmente determinar a vazdo dos elementos dados:

Mtorneira: v, = —;

[(?
2tomeira: v; = —eoralo v, = —
6

t

Juntando os elementos, temos:

Capitulo 6

%+ % ~13 (vazdo) . (tempo) = volume =

p_+t_L]_;= V' oot = 3 horas.
4 6 12

m Um operdrio ja tinha executado um tergo de um trabalho
em 6 dias. Foi contratado um segundo operario para auxilia-lo, e,
juntos, concluiram o servigo em mais 4 dias de trabalho. Deter-
mine em quantos dias o segundo operario executaria sozinho o
servico todo.

Resolugdo:
Da mesma maneira que o problema das torneiras se utiliza da

vazdo, vamos wtilizar a razdo produtividade, assim:
T

r
[ operario: P, = 3 T (significa que o 17 operario executa-

ria o trabalho todo em 18 dias)

2%operario: P, = —
X

r T
Operarios juntos: —+ — (produtividade)
18 x
2
Os operarios juntos terminariam 3 do servico em 4 dias,

assim:

2
£+£].4=:T=ﬁ>x= 0
8 )73

O 2% operario executaria o servico todo em 9 dias.

B Na igualdade de razdes =

o=

=§, sabe-se que

5
2x —y+3z=36. Determine o valorde x +y + Z

N Divida R$ 3.800,00 em partes inversamente proporcio-
nais a 1, 3 e 4. Determine a menor parte.

n Em uma reparticdo publica, um grupo de 6 funcionarios
é capaz de despachar 120 processos em 8 horas de trabalho.
Com a falta de um funcionario, qual & o nimero de horas neces-
sarias para que esse grupo despache 50 processos?

n A média aritmética das idades de um grupo de professo-
res e inspetores é 40. Se a média das idades dos professores
€@ 35 e a média das idades dos inspetores é 50, qual é a razdo
entre o numero de professores e o numero de inspetores?
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Exercicios propostos

Divisoes em partes proporcionais e manipulacoes de
propor¢oes

BB Dividir 60 em partes diretamente proporcionais a 3, 4 e 5.

n Dividir 45 em partes inversamente proporcionais a

BEN Dividir um lucro de R$ 48.000,00 de uma sociedade en-
tre seus trés socios, sabendo que eles trabalharam 2, 3 e 7
meses, respectivamente.

n Seizgaax—zyz?ﬂ,calculexm:
b

a+b=13 e d-c=1,calculeced.

b
s b c
08 05 d
I3 Mackenzie Dividindo 70 em partes diretamente propor-
cionais a 2, 3 e 5, determine a soma entre a menor e a maior

parte.

BB FEI Dividir 46 em duas partes inteiras tais que:

a) sejam inversamente proporcionaisa 1e 1,3

b) divididas por dois nimeros inteiros consecutivos, dao o
mesmo guociente 4 e 0 mesmo resto 1.

BN Faap Dividir um segmento de medida 144 em quatro par-
tes, tais que somando 5 a primeira parte, subtraindo 5 da se-
gunda, multiplicando a terceira por 5 e dividindo a quarta por 5,
as medidas resultantes em todas as partes sejam iguais.

n Determinar as medidas dos &ngulos internos de um qua-
drilatero que sao diretamente proporcionaisa 1,2, 3 e 4.

m Uma grandeza x é diretamente proporcional as grande-
zas P e T e inversamente proporcional ao quadrado da gran-
deza W Se aumentarmos P de 60% do seu valor, para que a
grandeza x nao se altere, o que devemos fazer com W?

BT na constituicao de uma empresa comercial, Daniela e
Luiza entraram com os capitais de R$ 60.000,00 e R$ 90.000,00,
respectivamente. Apds 9 meses, admitiram Rafael na socieda-
de, com o capital de R$ 120.000,00. Se ao fim dos primeiros 12
meses a empresa apresentar um lucro de R$ 13.200,00, qual a
parte de Rafael no lucro?

m Assequéncias (x;y; z) e (3; 9; 15) sao formadas por gran-
dezas diretamente proporcionais e xyz = 960. Calcule x +y + z.

m As grandezas x*+1e y2 + 1 sao inversamente propor-
cionais. Se y = 20 quando x = 2, para y = — 2, determine o valor
de x = 0.

m Se as grandezas A e B sdo representadas numericamen-
te, por nimeros naturais positivos, tais que a relagdo matema-
tica entre elas é A.B™' = 4, coloque (V) verdadeiro ou (F) falso
para as afirmacgoes a seguir.

IAl & diretamente proporcional a B, porque se aumentan-

do o valor de B, o de A também aumenta.

IAl & inversamente proporcional a B, porque o produto de

A pelo inverso de B é constante.

IAl ndo é diretamente proporcional a B.

IAl ndo é inversamente proporcional a B.

m O numero de gansos de uma criagdo cresce de maneira
tal que a diferenca entre as populagdes nos anos n+ 2 e n
é diretamente proporcional a populacdo no ano n + 1. Se as
populacoes nos anos 2003; 2004 e 2006 eram 39; 60 e 123,
respectivamente, entao a populagac em 2005 era igual a:

81 87 102
84 90
Médias

m A média aritmética ponderada de varios numeros aos
quais se atribuem determinados pesos é igual a soma dos pro-
dutos desses numeros pelos pesos correspondentes, dividida
pela soma dos pesos. Determine a média aritmética ponderada
dos numeros 7, 8 e 9 cujos pesos respectivos séo 1,2 e 3.

m Calcule a média aritmética entre x, y e zse x + 6y + z= 120
4

"5 6
BN Unicamp A média aritmética das idades de um grupo de
120 pessoas & 40 anos. Se a média aritmética das idades das
mulheres e de 35 anos e a dos homens & de 50 anos, qual o
nimero de pessoas de cada sexo, no grupo?

BN PUC Uma escola tem 18 professores. Um deles se apo-
senta e é substituido por um professor de 22 anos. Com isso
a média das idades dos professores diminuiu 2 anos. Qual é a
idade do professor que se aposentou?

m Em uma sequéncia de nove numeros a meédia aritmética
dos cinco primeiros € igual a 7 e a media aritmetica dos 5 ulti-
mos e igual a 10. Sabendo que a media aritmética de todos os
nove numeros € igual a 9, entdo o quinto numero é:
1 3 5
4

m A soma da media geometrica com a média aritmetica de
dois inteiros & 200. Determine a soma das raizes quadradas
desses numeros.

m O nimero a é a média aritmética de trés nimeros e b
& a média aritmética de seus quadrados. Determine a média
aritmética dos produtos dois a dois dos trés numeros dados.
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WER Sejam X, Y e Z conjuntos de pessoas, disjuntos dois a dois
As médias das idades das pessoas nos conjuntos X, Y, Z, X U Y,
Xu Z Y uZsaodadas a seguir:

Media das
idades das a7 23 41 29 39,5 33
pessoas

Determineg a média das idades das pessoas no conjunto
Xu¥Yul

Problemas envolvendo regra de trés

m Sabe-se que 4 maquinas, operando 4 horas por dia, du-
rante 4 dias, produzem 4 toneladas de certo produto. Quantas
toneladas do mesmo produto seriam produzidos por 6 maqui-
nas daquele tipo, operando 6 horas por dia, durante 6 dias?

6 10,5 15

8 13,5

m 24 operarios fazem % de determinado servico em 10 dias,

trabalhando 7 horas por dia. Em quantos dias a obra es-
tara terminada, sabendo-se que foram dispensados 4 operarios
e o regime de trabalho diminuido de uma hora por dia?

m Se 5 maquinas funcionando 16 horas por dia levam
3 dias para produzir 360 pecas, entac 4 maquinas iguais as
primeiras devem funcionar quantas horas por dia para produzir
432 pecas em 4 dias?

B¥B Uma estrada vai ser construida em 36 dias, utilizando
21 operarios. Decorridos 24 dias, constatou-se que se tinham
construidas apenas 60% da obra. Nessas condigdes, o nimero
de novos operarios que devem ser contratados para terminar a
obra na data fixada sera de:

5 8
6 9
7

TEXTO COMPLEMENTAR

Desigualdade das médias

Capitulo 6

m Duas torneiras enchem um tanque em 4 horas. Uma de-
las, sozinha, enché-lo-ia em 7 horas. Em guantos minutos a
outra, sozinha, encheria o tanque?

m Uma torneira enche um tanque em 12 h e outra em 18 h.
Em quanto tempo as duas juntas encherao o tanque?

EIN Unicamp Uma torneira enche um tanque em 12 minutos,
enquanto uma segunda torneira gasta 18 minutos para encher
o mesmo tangue. Com o tanque inicialmente vazio, abre-se a
primeira torneira durante x minutos, ao fim desse tempo fecha-
-5& essa torneira e abre-se a segunda, a qual termina de en-
cher o tanque em x + 3 minutos. Calcule o tempo gasto para
encher o tanque.

m Duas torneiras sao abertas juntas, a primeira enchendo
um tangue em 5 horas, a segunda enchendo outro tanque de
igual volume em 4 horas. No fim de quanto tempo, a partir do
momento em gue as torneiras sdo abertas, o volume que falta

para encher o segundo tanque e %du volume que falta para

encher o primeiro tanque?

m Uma torneira A jorra x litros de agua por hora e outra tor-
neira B jorra 3x litros por hora. Uma torneira C jorra por 4 horas
a mesma quantidade de agua que A e B juntas. Se a torneira
A enche um reservatorio em um tempo t, determine em quanto
tempo a torneira C e B enchem juntas o mesmo reservatorio.

BED FCC Duas torneiras abertas ao mesmo tempo enchem
uma piscina em 6 horas. Separadamente, uma delas demora

5 horas a mais do que a outra. Chamando de x o tempo em ho-
ras em que enche a piscina a torneira de maior vazao, tem-se:

1 1 1 [1 1] 1
—+ =6 —+|—=-=|==
X xX+5 X x 5 5]

X+(x+5)=6 l+ =
X

l+[l+5]=l
X X 5]

Demonstramos neste texto a desigualdade das médias para o
caso particular com dois termos, assim:

Xty 2xy '
= \Jxy 2 comx;ye R
2 "I ):""':,I' "I +

Utilizando um caso especial de fatoragéo, iremos demonstrar
a desigualdade para o caso particular com trés termos.

Observe a expressdo: a° + b° + ¢ — 3abe e sua fatoracio:

a® +b? + 3a%b + 3ab? + ¢ —3abc - 3ab? - 3a%b =
cubo 5edeim

=(a+b)* + —3abla+b+d =

somade cubos




—la+b+d.[la+b*~(a+b).c+-3abla+b+d=

={a+b+q). (0 + 20b + b?—ac-bc + &) -3obla + b + ) =
=fa+b+d.(a®+2ab+b>—ac—bc+ - 3ab) =

=(a+b+d. {02+ b? +c2—ﬂb—ﬂc—bc}

Obtemos:
o® +b° +¢>~3abc = (0 + b+ ). (o +b° +c*~ab-ac—b),
considerando a, be c € R temos:

20” +2b” +2c” - 20b - 2ac - 2bc _
2
(a? — 2ab +b?)+(a? - 2ac +c?)+ (b? - 2be +?)

= =0
2 ]

pois frata-se de uma soma de quadrados.
Podemos escrever o® + b + ¢ - 3 abc = 0 .

+ o +b+c°
3
fituigio: a = x,b = %f'; e c= 3z, temos:

(%*’5)3+(%/§)3 (%)

= abc, com essa desigualdade por meio da subs-

RESUMINDO

A igualdade entre rozées é uma proporgio. Existem muitas
propriedades envolvendo proporcées.

As grandezas podem ser diretamente proporcionais ou inver-
samente proporcionais.

|y pa | =
o

A
— = constante
B

B
Diretamente proporcionais

x+;+z > Yoz (My, 2 M)

]

1

Utilizando a desigualdade com os nimeros —; —e —:
Xy z

1,11 1.1, 1

— e
Xy 1231.11 X y z
£ X y z 3
3 3
T.1 1 V7

X y z

Conclusao:

Propriedades importantes

a_c_otb_c+d

b d b d

a ¢ a+tc

b d b+d
a_co_o _c

b d " bd b2 d?

Para dois termos, temos:
MA:){;? "V‘]'-G:\h{_"IIr

Relacionando as trés médias, temos:

2
MZ =M, . M,

12

M| W | =
£

AB = constante

My

_ 2y

Xty
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Hipérbole equildtera

Inversamente proporcionais

B QUER SABER MAIS?

E SITE

= Grandezas fisicas - gréficos, proporgées e variagdes proporcionais
<http://plato.if usp.br/ ~fap0151d/dato/texto 1. pdf =.

Exercicios complementares

Capitulo 6

Médias importantes
X °r Xq +... + X

Média aritmética =

n
Média geométrica = {fx;. x5..... x,,
-1

1,1 1
—_t—t...t+—
R %

Média harménica = | 1—2 -

n

Problemas gerais

n José fez g de um trabalho em 10 dias. No restante do traba-

lho, recebeu ajuda de Antonio e, assim, terminaram em 3 dias. Em
quantos dias Antonio, trabalhando so, poderia fazer o trabalho?

n Dois operarios fazem, juntos, um trabalho em 12 dias.
Um deles sozinho faz esse trabalho em 20 dias. Em quantos
dias o outro fara, também so6, o mesmo trabalho?

g Na figura a seguir, O ¢ o centro da semicircunferéncia,
BD 1L ACe BF L OD.

A @] B Cc

Prove que DO, DB e DF sdo, respectivamente, as médias arit-
mética, geometrica e harmonica de AB e BC.

“ Fuvest Um comerciante deseja realizar uma grande
liquidagdo anunciando x% de desconto em todos os produtos.
Para evitar prejuizo, o comerciante remarca os produtos antes
da liquidagéao.

a) De que porcentagem p devem ser aumentados os produtos
para que, depois do desconto, o comerciante receba o valor
inicial das mercadorias?

b) O que acontece com a porcentagem p quando o valor do
desconto da liquidagio se aproxima de 100%?

“ Um trecho de rodovia com 300 m de comprimento por
10 m de largura foi asfaltado em 4 dias, por 4 maquinas que
trabalham 6 horas por dia. Quantas horas por dia devem ser
empregadas se utilizarmos 6 maquinas iguais as mencionadas
para asfaltarem, em 8 dias, 900 m da mesma rodovia, com sua
largura aumentada para 12 m?

B3 Fuvest Responda:
a) Em fevereiro de 1986, a Fuvest realizou um *“pequeno ves-

tibular”, cuja taxa de inscrigdo foi de R$ 100,00, Como a
inflagdo acabou em fevereiro, essa mesma taxa foi cobrada
em setembro, para o vestibular de 1987. Qual deveria ter
sido a taxa do vestibular de 1987 se ataxa de inflagao tivesse
sido de 10% ao més? Observe que de fevereiro a setembro
transcorreram 7 meses. Despreze os centavos.




b) Atarifa dos onibus da cidade de Sao Paulo teve um “realinha-
mento”, aumentando de RS 1,50 para RS 3,50. Qual devera ser
o valor da taxa do vestibular Fuvest- 1988 se 0 aumento percen-
tual for igual ao da passagem de onibus? Despreze os centavos.

Fuvest Responda:

a) Sec os pregos aumentam 10% ao més, qual a porcentagem
de aumento em um trimestre?

b) Supondo a inflagdo constante, qual deve ser a taxa trimes-
tral de inflagdo para que a taxa anual seja 100%"?

“ Fuvest Anténio constroi 20 cadeiras em 3 dias com 4 horas
de trabalho por dia. Severino constroi 15 cadeiras do mesmo
tipo em 8 dias com 2 horas de trabalho por dia. Trabalhando
juntos, no ritmo de 6 horas por dia, produzirdo 250 cadeiras em:
15 dias. 18 dias. 24 dias.
16 dias. 20 dias.

BN PUC-Rio Em uma cela, ha uma passagem secreta que con-
duz a um pordo de onde partem trés tuneis. O primeiro tunel da
acesso a liberdade em | hora: o segundo, em 3 horas; o terceiro
leva ao ponto de partida, em 6 horas. Determine o tempo, em
media, que os prisioneiros descobrem os tuneis e tentam escapar
da prisdo.

m Jodo ¢é 50% mais eficiente que Pedro. Se Pedro executa
uma tarefa em 12 horas, em quanto tempo essa mesma tarcfa

devera ser executada por Jodo?
4 h 9h n.d.a.
8h 10 h

m Henrique leva exatamente 20 minutos para ir de sua casa
atc a escola. Certa vez, durante o caminho, percebeu que esque-
cera em casa o seu lanche. Ele sabia que se continuasse a andar.
chegaria 8§ minutos antes do sinal, mas se voltasse para pegar
o0 lanche, no mesmo passo, chegaria atrasado 10 minutos. Que
fragdo do caminho ja tinha percorrido nesse ponto?

BFY Uma liga metalica de 100 kg & constituida de 20% de
ouro ¢ 5% de prata. Quantos quilogramas de ouro e de prata
devem ser adicionados a essa liga para se obter uma outra, cuja
constitui¢io seja 30% de ouro e 10% de prata?

m Hélio e Marcos foram encarregados de um obra em um
prazo de 12 dias. No fim do 4° dia de trabalho, Marcos adoeceu
e Hélio chamou seu sobrinho Ney para ajuda-lo. Os dois conclui-
ram o servicoem 8 dias. Se Ney possui a metade da produtividade
de Hélio, entdo em quantos dias Marcos faria o trabalho sozinho?

36 20
30 18
24

m Sejam a, b e ¢ numeros reais nio nulos. Sabendo que

a+b b+c a+c : . a+b
= = . determine o valor numérico de .

C a b C

m Trés planos de telefonia celular sdo apresentados na ta-
bela a seguir.

Plano Custo fixo mensal Custo adicional por minuto

A R$ 35,00 R$ 0,50
B R$ 20,00 R$ 0,80
Cc 0 R% 1,20

a) Qual ¢ o plano mais vantajoso para alguém que utilize
25 minutos por més?

b) Apartir de quantos minutos de uso mensal o plano A ¢ mais
vantajoso que os outros dois?

m Supondo que x e y sdo inversamente proporcionais € po-
sitivos, de quanto decresce y se aumentarmos x de p%?

p

% o

P 100+p

lf % 100p_,,
P 100+p

100,

—%

p

Em um problema de regra de trés composta, entre as varia-
veis X, Y e Z, sabe-se que, quando o valor de Y aumenta, o de X
também aumenta; mas, quando Z aumenta, o valor de X diminui,
eque para X =1eY =2, o valor de Z = 4. Determine o valor de
X.paraY=18e Z=13.

m Marco escreveu um niumero em cada um dos cinco qua-
dradinhos da figura a seguir, porém apagou o segundo, o ter-
ceiro e o quinto namero. Sabendo que cada numero, exceto o
primeiro e o ultimo, € igual a média aritmética de seus vizinhos,
determine o numero que ocupa o quinto quadradinho.

[+ ] | o | ]
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Nocoes basicas de estatistica

FRENTE 2

a antiguidade, operacées de contagem populacional eram utilizadas

para obtencdo de informacdes sobre os habitantes, riquezas

e poderio militar dos povos, sendo essas as primeiras
aplicacdes conhecidas da estatistica, que é um conjunto de
técnicas e métodos de pesquisa que, entre outros tdpicos, envolve
o planejamento do experimento a ser realizado, a coleta
qualificada dos dados, a inferéncia, o processamento, a
andlise e a disseminacao das informacdes. Atualmente,
os dados estatisticos sdo obtidos, classificados e
armazenados em meio magnético
e disponibilizados em diversos
sistemas de informagao
acessiveis a pesquisadores,
cidaddos e organizacées da
sociedade que, por sua vez,
podem utiliz4-los para o
desenvolvimento de suas
atividades.




0 que é Estatistica

Estatistica ¢ o ramo da Matematica que esta interessado
nos métodos cientificos para obtencdo, organizacdo, resumo,
apresentacio, andlise de dados e também conclusdes que po-
dem ser utilizadas para a tomada de decisoes.

Populac¢iio e amostra

Imagine uma fabrica de parafusos com uma grande quanti-
dade de unidades produzidas por dia. E impossivel ou inviavel
observar todo o grupo de parafusos para retirar os defeituosos.

O calculo ou a retirada dos parafusos defeituosos nio sio
feitos no grupo todo, denominado populagdo ou universo; para
1550, examina-se uma pequena parte chamada amostra.

Quando a amostra ¢ representativa, as conclusdes sobre a
populacdo sdo de grande importancia.

Distribuicoes de frequéncia
Considere uma populagdo de 100 alunos de uma escola e
suas alturas de acordo com a tabela 1.

Altura{m) Nimero de estudantes

1,51 — 1,58 5
1,59 — 1,66 18
1,67 — 1,74 42
1,75 — 1,82 27
1,83 — 1,90 8

Tab 1 Altura dos estudantes.

Apos a coleta de dados, estes sdo distribuidos em classes ou
categorias e determina-se o numero de individuos pertencentes
acada classe; este nimero ¢ chamado frequéncia de classe.

Histograma e poligonos de frequéncia

Sdo duas maneiras graficas de representar as distribuigdes
de frequéncia.
a) Histograma

Consiste em um conjunto de retingulos que possuem as
bases sobre um eixo horizontal (eixo x) com centro no ponto
medio, as larguras iguais as amplitudes dos intervalos das clas-
ses € as areas proporcionais as frequéncias das classes.

Vamos montar o histograma da distribuicdo de frequéncia
da tabela 1.

As classes da populagio de alunos possuem amplitude de
7T em (por exemplo: 1,74 — 1,67).

Ponto médio de uma classe ¢ a média aritmética dos valo-
res no intervalo de cada classe.

1,67 +1,74

Por exemplo: =1705=1,71.

Mamero de estudantes(frequéncia)

Fig. 1 Histograma da tabela 1.

b) Poligono de frequéncia

E um grifico de linha em que as frequéncias sdo locadas
sobre perpendiculares levantadas nos pontos médios. Pode-se
também obté-lo ligando-se os pontos médios dos topos dos
retangulos de um histograma.

Mamero de estudantes(frequéncia)

1 T T
1,47 155 163 171 179 187 185 Altura(m)

Fig. 2 Poligono de frequéncia da tabela 1.

Distribuicoes de frequéncia relativa

A frequéncia relativa de uma classe ¢ a porcentagem do
niumero de elementos dessa classe com o total de elementos do
universo.

Por exemplo. a frequéncia relativa da classe 1,59 — 1,66 ¢
18/100 = 18%.

A soma das frequéncias relativas de todas as classes é,
logicamente, igual a 1% ou 100%.

Distribuicoes de frequéncia acumulada

A frequéncia total de todos os valores inferiores ao
limite superior de um dado intervalo de classe ¢ denominada
frequéncia acumulada.

Por exemplo, a frequéncia acumulada até o intervalo de
classe 1,67 =174 ¢ 5+ 18 +42 =65.

Matematica




Exercicio resolvido

n Cinco moedas foram langadas 1.000 vezes e, em cada
lance, foi anotado o nimero de caras. Os numeros de lances nos
quais podemos obter 0, 1, 2, 3, 4 ¢ 5 caras estdo indicados na
tabela a seguir.

Numero de caras Frequéncia

38
144
342
287
164

| & W M =D

a) Represente graficamente os dados.

b) Construa uma tabela que apresente as percentagens dos
lances que resultaram em numeros de caras menores do
que0,1,2,3,4,50ub.

¢) Represente graficamente os dados da tabela referida em b.

Resolugdo:
a) O grafico mais adequado para representar o nimero de
caras, que € um numero inteiro, seria um grafico em bas-

tdo. Observe:
L
:
5 350+
& 300-
E Eﬁﬂ—
3
1504
100
m_
I .
0 1 2 3 4 5
MNumero de caras

b)
Nimarodo. M % ncestreqtonc acamdads
acumulada) percentual)
x=0 o0 0%
x=1 38 3,8%
x=2 182 18,2%
x<3 524 52,4%
x<d 811 81,1%
x=5 ar5 97,5%
x=6 1.000 100%

Capitulo 7 Nocoes basicas de estatistica

Percentagem de lances

Numero de caras

Média, Mediana e Moda
Notactio de somatério

O simbolo z x%; € utilizado para representar a soma de to-
i=1
dos os x;, desde 1 até n. Assim:
n
N X =X X F Xy X X

i=1

Exemplo 1

n
Exi}'i =X Y XY, T XY F XY,

i=1

Exemplo 2

n
Y ax; =ax,+ax, +..+ax,_ +ax, =

i= ]

1
=a(x; +x, +..+x,)=a. in
i=1
Propriedade:
n n

Ea. X; =a. E X;.a ¢ uma constante.

i=1 i=1

Exemplo 3

1

Y (ax; + by; +cz) =

i=1

= ax,+ by, +cz, +ax, +by, +cz, +... +

+ax, +by,+cz, =

=(ax, +ax, +..+ax, )+(by, +by, +...+by )+
+(cz;+cz,+...+cz, )=

n n n
= azxi +hE}'i +c. Ez-l
i=l1 i=l1

i=1

Frente 2




Propriedade:

n n n n
Z{axl+hyl+czl}= a.Zxﬁh. Zyﬁc.Zzl, a, bec
i= i=I i=I i=1

840 constantes.

Médias

A media ¢ um valor representativo de um conjunto de da-
dos. Como esses valores representativos tendem a se localizar
em um ponto central do conjunto de dados, as medidas sdo tam-
bém denominadas medidas da tendéncia central.

As principais médias utilizadas sdo: média aritmética, me-
diana, moda, média geométrica e a média harmonica.

a) Media aritmética
Por defini¢do, a média anitmeética de um conjunto de n nu-

MEros KIIKEIKS Kll c:
Sx

1
Ma: XI+XE +...+?{|.l — |_-|
n n

Exemplo 4

A média aritmeética dos numeros 4: 6: 5e 2 é:

' 2
=4+ﬁ+5+u=lz=¢25

M = 2T
! n 4

Se os numeros X, X,, X, ...; X, ocorrem f, f,, f, ... f, vezes
(frequéncias), a média aritmética sera:

_ X .5 +x, . 0 +xy i+ +x  f)
f+f, +f;+.+1,

M

k
inf-l
) — l:l
21
i=l
Exemplo 5

Se os numeros, 4; 3: 5 ¢ 2 ocorrem com frequéncias de 1; 2
4 e 3, respectivamente, a média aritmética é:

¢1+12+SJL+13_4+ﬁ+Zﬂ+6_
[ +24443 B 10 B

M. =

a

b) Meédia aritmética ponderada

Em certas condi¢des ¢ problemas, os numeros x;, X, X;,
..., X, sdo associados a certos fatores de ponderagdo ou pesos
Pys Pys Pys -5 P, que dependem do significado ou da importan-
cia atribuida aos nimeros. Assim:

_Xp P Xy Pyt Xy Pyt X, Py

Pi+Pp:+pPs+...+Pg

M,,

Exemplo 6
Um vestibular é feito em trés fases com pesos 1; 2 e 3, res-
pectivamente. Um estudante teve as notas 6; 6 e 4 nestas fases.

Qual foi o seu desempenho médio?

B 6.1+ﬁ.2+3.4_ b+12+12 30
i 1+2+3 6 6

M

I
I
LA

Propriedade da média aritmética
A soma algcbrica dos “desvios” de um conjunto de nume-
ros em relacio a média aritmética é zero.

Exemplo 7

Os desvios dos numeros 8; 7: 5 ¢ 4 em relacdo a sua meédia
aritmética 6 sdo: 8 —6; 7-6;5-6¢ 4 -6, ou seja, 2; 1: -1
e—2, com soma algebrica 2+ 1 -1 -2 = zero.

¢) Mediana

A mediana de um conjunto de nimeros, colocados em or-
dem de grandeza, ¢ o valor médio ou a média aritmética dos
dois valores centrais.

Exemplo 8

O conjunto de nimeros 3; 4; 4; (5); 7: 8 ¢ 9 tem mediana 5.

Exemplo 9
O conjunto de nimeros 3:4:4; 6: 7; 8; 9¢ 10 tem mediana
6+7
— =065
5

i

Moda

A moda de um conjunto de nimeros ¢ o valor que ocorre
com a maior frequéncia, isto ¢, o valor mais comum. A moda
pode ndo existir e, mesmo que exista, pode ndo ser Gnica.

Exemplo 10
Oconjunto 2; 2; 5;7: 8; 8§; 8; 10 e 11 tem moda 8.

Exemplo 11

O conjunto 2; 3; 4; 5: 6: 7 ¢ 8 ndo tem moda.

Exemplo 12

Oconjunto 2; 3: 3:4:4: 7. 8¢ 9 tem moda 3 e 4 ¢ ¢ deno-
minado bimodal.

Uma distribuigdo que tem apenas uma unica moda ¢ deno-
minada unimodal.

d) Meédia geométrica
A média geométrica de um conjunto de n numeros X, Xx,,
I

Xq

M, = {/x,. Xq.X3 .0 Xy




Exemplo 13

A media geométrica dos numeros 2; 4 e 8 ¢:
M, =32.48=364=4

¢) Meédia harmonica

A média harmdnica de um conjunto de n nimeros x,, Xx.,
X; ... X, ¢ 0 inverso da média aritmética dos inversos desses
NIMmeros.

Observe os exemplos gerais de ideias apresentadas at¢ este
ponto da matéria.

Exercicios resolvidos
6 6
B Se in =—4e¢ Ele =10, calcule:

i=1 i=1

5]
a) > (2x,+3)

i=l1

6
b) 231{3{1—1]

i=l1

[

Q) 2(x;—5)°

i=l1

Resolugdo:

f 1]

=Y = Y x=10-(4)=14

=i =i

6 6
¢ Zf-":‘ -5) = Z{f,- —10x;+25)=

=i =i

]

& h
=510 x+ 3 25=

i=i i=i i=i

=10-10(=4)+ 6 - 25 =10+ 40+ 150 =200

Capitulo 7

n Os salarios mensais de quatro executivos sdo:
RS 15.000,00, R$ 18.000,00, R§ 19.500,00 ¢ RS 90.000,00.
Determine a meédia aritmética dos salarios e comente esse

resultado.

Resolugdo:

y 15.000+18.000+19.500+90.000

! = =
“ 4

?
_ 142.500 = 35625

O valor R§ 35.625,00 é um valor grosseiro do saldario médio
dos executivos. Uma grande desvantagem da média ¢ que ela é

Jortemente alterada pelos valores extremaos, gue em nosso caso

seria o salario de R 90.000,00.

n Com os dados do exercicio 3, obtenha a mediana dos
salarios dos executivos e comente o resultado.

Resolugdo:
15.000; 18.000; 19.500 e 90.000 possui mediana

I18.000+19.500
?

F-

O valor de RS 18.750,00 esta mais proximo da realidade dos
saldarios, pois a mediana ndo é afetada por um valor exiremo.

= 18.750,00

ﬂ Um homem viaja de A para B a velocidade média de
30 kmv/h e volta de B para A, pelo mesmo caminho, a velocida-
de média de 60 km/h. Determine a velocidade média para a
viagem completa.

Resolugdo:

Suponha a distancia de A para B como x, assim:

X X
I =— . Af, =—¢ o tempo oasto no 1°percurso.
AL, =30 Po g p

X X,
= A, = — € o tempo gasto no 2° percurso.
Ar, 60

A velocidade média no percurso total é de:

60}

As 2x 2x |

- = = =40 kmsh
At A +AL, x| x [; ;]

30760 |30 60
2

Observe que esse resultado representa a média harmonica das
velocidades.
,f

Medidas de dispersao

O grau pelo qual os dados numéricos tendem a dispersar-se
em tomo de um valor médio chama-se variacfio ou dispersiio dos
dados. Vamos estudar algumas medidas da variagio, sendo as mais
comuns a amplitude total, o desvio médio ¢ o desvio padrio.
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A amplitude total

Aamplitude total de um conjunto de niimeros ¢ a diferenga
entre 0 mais alto e 0 mais baixo do conjunto.

Exemplo 14
A amplitude total do conjunto 2; 3; 3;: 6: 8; 10; 11 e 12 ¢
12-2=10.

0 desvio médio

O desvio medio de um conjunto de n niimeros X, X,, X5 ...2
x, com média aritmética ¢ definido por:

n
2l =]

i=1

desvio médio =
n

Exercicio resolvido

ﬂ Determine o desvio médio do conjunto de numeros 2; 3
6, 8ell.

Resolugdo:

243+6+8+11 30 _
5 \]

6

X=

Desvio médio =

C|2-6]+]|3-6]+|6-6]+|8—6]+|11-6]

5
_ 4+3+ﬂ+3+5=£=2,8
5 5
iy
0 desvio padrdo

O desvio padrio representado por s ¢ definido por:

Varidnca
A vanidncia de um conjunto de dados ¢ definida como o
quadrado do desvio padrio, sendo entdio representada por s°.

Propriedade do desvio padrao

Considere o grafico que representa a distribuicdo de fre-
quéncia de um acontecimento, por exemplo a distribuicao de
pontos obtidos por estudantes em um vestibular.

¥: media aritmética

Mimero de estudantes

Pontos obtidos

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
i
X

Fio. 3 Grafico da distribuigo de frequéncia.

Seja s o desvio padrio dos pontos obtidos, podemos obter
do grafico as seguintes porcentagens:

a) ©68,27% das notas estdo incluidas entre X —seX+s

Mumero de estudantes

I
X-5 X X+s5 Pontos
obtidos

b) 95.45% das notas estdo incluidas entre X —2se¢ X+ 2s

Mimero de estudantes

X+2s Pontos
obtidos

®| q-------------—--

c) 99,73% das notas estdo incluidas entre X —3se X + 3s.

Mimero de estudantes

+

X +35 pontos
obtidos

[
[
I
I
I
I
I
I
i
i
i
T
X

-3s

|

Este capitulo tem como objetivo capacitar os alunos a re-
solver questdes que envolvam a analise de dados estatisticos,
médias, taxas de variacdes, interpretagoes de graficos e a for-
magdo de conclusdes.




Observe atentamente a sequéncia de exemplos que apare-
ceram nas provas do Enem.

Exercicios resolvidos

n Enem 1998 Um estudo sobre o problema do desemprego
na Grande Sdo Paulo, no periodo 1985-1996, realizado pelo

SEADE-DIEESE, apresentou o seguinte grafico sobre taxa de
desemprego.

Médias anuais da taxa de desemprego total
Grande Sao Paulo
1985-1996

16.0%
14.0%
12.0%
10.0%
B.0%

6.0% i i i i i i i i i i |
B5 B6 BY BB B9 90 91 82 93 894 895 49§

Fonte: SER Convénio SEADE-DIEESE.

Pela analise do grafico, ¢ correto afirmar que, no periodo con-
siderado:
amaior taxa de desemprego foi de 14%.
a taxa de desemprego no ano de 1995 foi a menor do pe-
riodo.
a partir de 1992, a taxa de desemprego foi decrescente.
no periodo 1985-1996, a taxa de desemprego esteve entre
8% e 16%.
a taxa de desemprego foi crescente no periodo compreen-
dido entre 1988 e 1991.

Resolugdo:

A partir da andlise do grdfico, percebemos que a taxa de desem-
prego oscilou entre 8,02 e 16,0% no periodo total da pesquisa.
Alternativa D

n Enem 1998 Uma pesquisa de opinido foi realizada para
avaliar os niveis de audiéncia de alguns canais de televisdo,
entre 20 h e 21h, durante uma determinada noite.

Os resultados obtidos estdo representados no grafico de barras:

100

80

B0

40

MN® de residéncias

TvA TvB TwC TvD Menhum

canal

O numero de residéncias atingidas nessa pesquisa fol aproxi-

madamente de:
100 150 220

135 200

Capitulo 7

Resolugdo:

Observando o grdfico, percebemos, aproximadamente, TvA e
TvB: 30 residéncias, TvC: 20 residéncias, TvD: 100 residén-
cias e nenhum canal: 20 residéncias. Total aproximado: 200
residéncias.

Alternativa D

A percentagem de entrevistados que declararam estar assistin-
do a TvB &, aproximadamente, igual a:

15% 22% 30%
20% 27%
Resolugdo:

Na TvB, cerca de 30 residéncias em um total de 200 residéncias.

. 30
Assim, percentualmente, temos 200 = [5%.

Alternativa A

n Enem 1998 As figuras abaixo representam a variagio
anual de temperatura ¢ a quantidade de chuvas mensais em
dado lugar, sendo chamados de climogramas. Neste tipo de
grafico, as temperaturas sdo representadas pelas linhas, e as
chuvas pelas colunas.

ca mm
o8 400
27 375
26 /v 380
25 325
24 300
23 275
02 250
21 225
20 200
19 175
18 150
17 125
16 100
15 75
14 50
13 25
2 JEMaMJJIJASOND O
2
ca mm
o8 400
27 375
26 350
25 325
24 300
23 275
02 250
21 225
20 200
19 175
18 150
17 125
16 100
15 75
14 50
13 25
2 JFMAMJJASOND ©

Leia e analise.

A distribuicio das chuvas no decorrer do ano, conforme mos-
trado nos graficos, ¢ um parametro importante na caracteriza-
¢do de um clima.
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A esse respeito, podemos dizer que a afirmativa:
esta errada, pois o que importa € o total pluviométrico anual.
esta certa, pois, juntamente com o total pluviométrico
anual, sdo importantes variaveis na definicio das condigoes
de umidade.
esta errada, pois a distribui¢do das chuvas ndo tem nenhu-
ma relagiio com a temperatura.
esta certa, pois ¢ o que vai definir as estagdes climaticas.
esta certa, pois este ¢ 0 parametro que define o clima de
uma dada area.

Resolugdo:

Essa afirmagdo esta ceria, pois a quaniidade de chuvas, de
acordo com os grdficos, define se € um periodo quente e umido,
como os meses de margo e abril no grafico 1, ou frio e umido,
como junho e julho no grafico 2.

Alternativa B

m Enem 1998 (Adapt.) Em uma prova de 100 m rasos, o de-
sempenho tipico de um corredor padrdo ¢ representado pelo
erafico a seguir.

124
.“:I ] [
...a P
"E B J'f Ku
= /
% =
S 4 [
2 |
a1
[
0 )
0 2 4 6 B 10 12 14 16
Tempo(s)

De acordo com o grafico, em qual intervalo de tempo a veloci-
dade do corredor é aproximadamente constante, e também em
qual intervalo a aceleragio ¢ maxima?

Resolugdo:

Entre 55 e 8 5, a velocidade é de cerca de 11 m - 5~

Entre 05 e 15, a taxa de variagdo da velocidade (aceleragdo)
é maxima, cerca de 6 m - 5.

" Enem1998A tabelaa seguir registra a pressio atmosférica
em diferentes altitudes, e o grafico relaciona a pressio de vapor
da agua em funcdo da temperatura.

Pressao atmosférica
{mmHg)

760
600
480
300
170
120
100

Altitude(km)

(= o o T <N & I

800

/
700
600 /

500

400 /
300 /
200 /‘//

100 »_‘—-.’/"

0 20 40 60 80 100 120
Temparalura

Pressio da vapar da dgua am mmHg

=

Um liquido, num frasco aberto, entra em ebuli¢ido a partir do
momento em que a sua pressdo de vapor se iguala a pressio
atmosférica. Assinale a opgio correta, considerando a tabela,
o grafico e os dados apresentados, sobre as seguintes cidades:

Natal (RN)
Campos do Jordao (SP)
Pico da Neblina (RR)

nivel do mar
altitude 1.628 m
altitude 3.014 m

A temperatura de ebulicdo sera:
maior em Campos do Jordao.
menor em Natal.
menor no Pico da Neblina.
igual em Campos do Jorddo e Natal.
nido dependera da altitude.

Resolugdo:

Os dados da tabela indicam que a pressdo atmosférica diminui
com o aumento da altitude.

Comparando a tabela e o grafico da pressdo de vapor da dgua,
observamos que quanto maior a altitude menor sera a tempe-
ratura de ebulicdo da agua.

A menor temperatura de ebulicdo ocorrerd no Pico da Neblina,
e a maior ao nivel do mar em Natal.

Alternativa C

m Enem 1999 Para convencer a populagio local da inefici-
éncia da Companhia Telefonica Vilatel na expansio da oferta
de linhas, um politico publicou no jornal local o grafico 1, abai-
xo representado. A Companhia Vilatel respondeu publicando
dias depois o grafico 11, onde pretende justificar um grande au-
mento na oferta de linhas. O fato ¢ que, no periodo considera-
do, foram instaladas, efetivamente, 200 novas linhas telefonicas.

Grafico 1

MNetotal de
linhas telefénicas

22004 - mm e e e ddeaaao oo
2180 - - - o
2100+

20501 - - - - - - - -=
2000

Jan Abr Ago Dez




Grafico 2
e total de

linhas talafdnicas
2200
2150

2100

2050

2000 . - N_—
Jan Abr Ago Dez

Analisando os graficos, pode-se concluir que:

(21 o grafico Il representa um crescimento real maior do que
o do grafico L.

11 o grafico | apresenta o crescimento real, sendo o Il incorreto.

(¢ o grafico 1l apresenta o crescimento real, sendo o grafico
| incorreto.

(/) a aparente diferenga de crescimento nos dois graficos de-
corre da escolha das diferentes escalas.

(v os dois graficos sido incomparaveis, pois usam escalas di-
ferentes.

Resolugdo:

Os graficos represeniam situagdes idénticas, apesar de escalas
diferentes.

Alternativa D

m Enem 1999 Muitas usinas hidroelétricas estdo situadas em

barragens. As caracteristicas de algumas das grandes represas e
usinas brasileiras estio apresentadas no quadro abaixo.

Area alagada Poténcia

Usina (km?) (MW) Sistema hidrografico
Tucurui 2.430 4.240 Ric Tocantins
Sobradinho 4.214 1.050 Rio Séo Francisco
ltaipu 1.350 12.600 Rio Parana
llha Solteira 1.077 3230 Rio Parana
Furnas 1.450 1.312 Rio Grande

Arazdo entre a area da regido alagada por uma represa e a po-
téncia produzida pela usina nela instalada ¢ uma das formas de
estimar a relagdo entre o dano e o beneficio trazidos por um
projeto hidroelétrico. A partir dos dados apresentados no qua-
dro, o projeto que mais onerou o ambiente em termos de area
alagada por poténcia foi:

(21 Tuecurul. () Dha Solteira.
() Furnas. (o1 Sobradinho.
(o) ltaipu.
Resolugdo:

A maior relagdo dano-beneficio ocorreu na Usina de Sobra-
dinho, pois foram necessarios alagar 4.214/1.050 = 4 kn’ de
area para produzir 1 megawait de energia.

Alternativa E

Capitulo 7

" || Enem 1999 Um sistema de radar ¢ programado para regis-
trar automaticamente a velocidade de todos os veiculos trafe-
gando por uma avenida, onde passam em meédia 300 veiculos
por hora, sendo 55 km/h a maxima velocidade permitida. Um
levantamento estatistico dos registros do radar permitiu a ela-
boracdo da distribuigdo percentual de veiculos de acordo com
sua velocidade aproximada.

45
40 40
- 35
£ 30 30
g 2 —
=R |
3 15- LA
107 5 H H 6 3 1
5 -
G L 1 L] I 1 L 1 Ll L
10 20 30 40 50 &0 VO BO 90 100
Velocidade (km/h)
A velocidade média dos veiculos que trafegam nessa avenida ¢ de:
(1) 35 km/h (1) 76 km/h
(b1 44 km/h (o1 85 km/h
(01 55 km/h
Resolugdo:

Observe a tabela a seguir que indica o mimero de veiculos e
suas respectivas velocidades.

Nede veiculos |15 |45 |90 120 |18 |9 3
Velocidade 20 |30 |40 |50 |60 |70 |80

Velocidade média:

15. 20445 3049040+ 120. 504+ 18.60+9.704+3.80
300

Velocidade média: 44 kmih
Alternativa B

m Enem 2009 A tabela mostra alguns dados da emisséo de
dioxido de carbono de uma fabrica, em fungdo do nimero de
toneladas produzidas.

Emissao de diéxido de carbono (em

Producao (em toneladas) TR S
1,1 2,14
1.2 2,30
1.3 2,46
1.4 2,64
1.5 2,83
1.6 3,03
1.7 3,25
1,8 3,48
1.9 3,73
2,0 4,00

Codernos do Gestar I, Matemdtica TP3. Disponivel em: <www mec gov br. =.
Acesso em: 14 jul. 2009.

Os dados na tabela indicam que a taxa média de variagdo entre
a emissdo de dioxido de carbono (em ppm) e a produgio (em
toneladas) ¢:
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inferiora 0,18.

superior a 0,18 e inferior a 0,50.
superior a 0,50 e inferior a 1,50.
superior a 1,50 e inferior a 2,80.
superior a 2,80.

Resolugdo:

Da tabela, observamos gue:

11 al2woneladas, temos o acréscimo de:

0,16 ppm/0,1 ton = 1,6 ppmiion

1.4 a 2,0 toneladas, temos a oscilacdao de 1,9 a 2,7 ppm/ton
Sem efetuar o calculo completo, esta taxa média de variag¢do
estd no intervalo [1,6; 2,7/.

Alternativa D

" Enem 2000 O Brasil, em 1997, com cerca de 160-106
habitantes, apresentou um consumo de energia da ordem de
250.000 TEP (tonelada equivalente de petroleo), proveniente
de diversas fontes primarias.

O grupo com renda familiar de mais de vinte salarios minimos
representa 5% da populacdo brasileira e utiliza cerca de 10% da
energia total consumida no pais.

O grupo com renda familiar de at¢ trés salarios minimos repre-

senta 50% da populagio ¢ consome 30% do total de energia.

Revisando

Com base nessas informagdes, pode-se concluir que o consumo
médio de energia para um individuo do grupo de renda superior
¢ X vezes maior do que para um individuo do grupo de renda
inferior. O valor aproximado de x é:

2,1 6,3. 12,7.
33 10,5.
Resolugdo:

*  Renda maior que 20 salarios minimos: 5%PF, sendo
P = 160 milhoes de habitantes.

«  Consumo 10% - 250.000 TEP = 25.000 TEP

*  Renda de até 3 salarios minimos: 50%P e consumo de
30% - 250,000 TEP = 75.000 TEP

+  Calculo dos consumos médios:

)
*  Renda superior: 250.000
0,05P
*  Renda inferior: 75.000
‘ 0,05P
250.000 75.000
. Assim: =x- e X = 3‘,3
0.05P " 00SP

Alternativa B

n Em uma empresa, a quantidade de empregados do sexo masculino supera em 100 a quantidade de empregados do sexo

feminino. A média dos salarios dos homens € igual a R$ 2.000,00 e a das mulheres, R$ 1.800,00. Se a media dos salarios de todos
os empregados & igual a R$ 1.920,00, determine a quantidade de empregados nesta empresa.

n Um aviao tem lugares para 150 passageiros. Em um determinado voo, 60% dos lugares do aviao eram ocupados por homens,
viajavam 45 mulheres e o restante dos lugares eram ocupados por criangas.

a) Quantas criancgas viajavam no aviao?
b) Facga uma tabela de frequéncias.
c) Represente os dados por um diagrama circular.




Capitulo 7

BEN Em uma prova de Matematica valendo 5 pontos, os alunos que realizaram este teste obtiveram: 4 alunos nota 2; 3 alunos nota

5 9 alunos nota 4 e os 9 restantes nota 3.

Determine a média aritmética, mediana e a moda das notas desses alunos.

Exercicios propostos

Médias

ll As notas das provas de um candidato em um concurso
foram:84:91:7,2:68:87e7.2.

A nota média, a nota mediana e a nota modal desse

aluno, sao, respectivamente:

79:78;7,2 72:79:78
7.2:7.8: 7,9 787972
78:7.8:7,9

n Fuvest Num determinado pais, a populagédo feminina
representa 51% da populagéo total Sabendo-se que a idade
média (media aritmetica das idades) da populacdo feminina e
de 38 anos e a da masculina & de 36 anos. Qual a idade média
da populagao?

37,02 anos 36,60 anos
37,00 anos 37,05 anos
37,20 anos

n O Departamento de Comeércio Exterior do Banco Central
possui 30 funcionarios com a seguinte distribuicdao salarial em

reais.
10 2.000,00
12 3600,00
5 4.000,00
3 6.000,00

Quantos funcionarios que recebem R$ 3.600,00 devem ser
demitidos para que a mediana desta distribuicdo de salarios
seja de R$ 2.800,007

8 9 7

11 10

n Determinar a média aritmética, a mediana e a moda do
conjunto de nimeros (7;4;10;9;15;12;7; 9; 7), respectivamente.

Interpretacdes de graficos

B UFSCar Num curso de iniciagdo a informatica, a distri-
buicdo das idades dos alunos, segundo o sexo, é dada pelo
grafico seguinte.

4 =

P | meninas
I |meninos

MNumero de alunos

0 14 15 16 17 18
Idade dos alunos em anos

Com base nos dados do grafico, pode-se afirmar que:
o numero de meninas com, no maximo, 16 anos & maior
que o numero de meninos nesse mesmo intervalo de
idades.
o numero total de alunos & 19.
a média de idade das meninas & 15 anos.
0 numero de meninos e igual ao nimero de meninas.
o numero de meninos com idade maior que 15 anos é
maior que o numero de meninas nesse mesmo intervalo de
idades.
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I8 UnB Um novo “boom” desponta nas estatisticas dos
ultimos vestibulares. Desde o surgimento de Dolly, a polémica
ovelha clonada a partir da célula de um animal adulto, a carreira
de ciéncias biologicas recebe cada vez mais candidatos e esta
area firma-se como a ciéncia do préximo milénio.

O grafico a seguir ilustra o nimero de inscritos nos ultimos
quatro vestibulares que disputaram as vagas oferecidas pela
Universidade de Sao Paulo (USP) e pelas universidades
federais do Rio de Janeiro (UFRJ), de Minas Gerais (UFMG) e
do Rio Grande do Sul (UFRGS).

Ondmero de inscritos em Ciéncias 02713
Biologicas nos dltimos quatro Q
vestibulares | 2.574
usp - | 1.996
12040 i 1.497 ©
1.768 5 i
' 1.262
UFMG O’J O 1.374
- '1.366
993’« 11.249 .
953 UFRJ | O ____ oLk
seo mmmm———O } 945
UFRGS 894 !
1996 97 98 1999

Epoca, 26 abr. 1999. (Adapt.).

Com base nessas informagdes, julgue os itens seguintes.

De 1997 a 1998, o crescimento percentual do numero

de inscritos na USP foi maior que o da UFRGS.

Todos os segmentos de reta apresentados no grafico

tém inclinagao positiva.

Durante todo periodo analisado, a UFMG foi a universi-
dade que apresentou o maior crescimento percentual,
mas nao o maior crescimento absoluto.

Os crescimentos percentuais anuais na UFRJ diminui-
ram a cada ano.

Considerando, para cada universidade representada
no grafico, a série numérica formada pelos nimeros
de inscritos em Ciéncias Bioldgicas nos Gltimos quatro
vestibulares, a série da USP é a que apresenta a maior
mediana, tendo desvio padrao maior que o da UFRJ

Texto para as questbes 7 e 8.

Mos ultimos anos, ocorreu redugao gradativa da taxa de cres-
cimento populacional em quase todos os continentes. A seguir,
sdo apresentados dados relativos aos paises mais populosos
em 2000 e tambem as projegoes para 2050.

Paises mais populosos em 2000
{em milhes de habitantes)

1.4004

1.275
1.200-
1.0004 1.008
800
600
400
283
2004 212 170
m T {E T { T -g T ﬁ 1
= i o 2 g
] - c m
8
£

Paises mais populosos - previsdo para 2050
{em milhdes de habitantes)

1800 oo
: 1.462
1.4004
1.2004
1.0004
800+
600+
400 397
2001

2
=%
L2
pry
—

india
China
EUA
Indoneésia

Paquistao

Disponivel em: <www.ibge.govbr=.

BB Enem 2006 Com base nas informacées acima, & correto
afirmar que, no periodo de 2000 a 2050:
a taxa de crescimento populacional da China sera negativa.
a populagao do Brasil duplicara.
ataxa de crescimento da populagao da Indonesia sera me-
nor que a dos EUA
a populagao do Paquistao crescera mais de 100%.
a China sera o pais com a maior taxa de crescimento po-
pulacional do mundo.

BN Enem 2006 Com base nas informagdes dos gréficos mos-
frados, suponha que, no periodo 2050-2100, a taxa de cresci-
mento populacional da india seja a mesma projetada para o
periodo 2000-2050. Sendo assim, no inicio do século XXIl, a
populacéo da india, em bilhdes de habitantes, sera:

inferior a 2,0.

superior a 2,0 e inferiora 2,1.

superior a 2,1 e inferiora 2,2.

superior a 2,2 e inferiora 2,3.

superior a 2,3.



n O grafico a seguir, em forma de pizza, representa as
notas obtidas em uma questdo pelos 32000 candidatos pre-
sentes a primeira fase de uma prova de vestibular Ele mostra,
por exemplo, que 32% desses candidatos tiveram nota 2 nessa
questao.

5(10%) 0 (10%)

4 (12%)

3 (16%)

2 (32%)

TEXTO COMPLEMENTAR

0 salario médio dos professores de Matematica

Capitulo 7

Pergunta-se:

a) Quantos candidatos tiveram nota 37

b) E possivel afirmar que a nota média, nessa questdo, foi
< 27 Justifique sua resposta.

Neste texto complementar, utilizaremos os conceitos apresentados no capitulo por meio de um exemplo.
Considere os salérios de 10 professores calculados na unidade de salérios minimos.

A={1;2;2;3;3;3;4,7;, 15 e 25}.

1+2+2+3+3+3+4+7+15+25 65

A média aritmética é doda por X = 10

=—=65
10

Esse valor expressa um centro de gravidade da sequéncia, mas certamente nos informa muito pouco sobre como a sequéncia é forma-
da, pois percebemos que 7 dos 10 professores ganham bem menos que a média de 6,5 saldrios minimos.

Poderiomos calcular @ mediana dos valores que é

pois 60% dos professores ganham 3 salérios minimos ou menos.

= 3 salérios minimos, resultado mais condizente com a realidade dos fotos,

Vamos obter agora o desvio padréo, que é um nimero que tenta expressar a disperséo dos valores em torno da média. Assim:

16,5-112 +216,5-2 +3.16,5-3P +6,5-4 +|6,5-7 +|6,5-15 +|6,5- 25 _

s = desvio padrdo = \/

7.3
10 '

Considere que, no intervalo (X —s; X+s)=(6,5-7,3; 6,5+7,3)=(-0,8; 13,8), temos por volta de 80% dos professores.
No intervalo (X — 2s; X+ 2s) =(6,5-14,6; 6,5+14,3)=(-8,1; 20,8), temos por volta de 90% dos protessores.

No intervalo (X — 3s; X+ 3s)=(6,5-21,9; 6,5+21,9)=(-15,4; 28,4),temos 100% dos professores.

Como foi apresentado na teoria, os valores para uma populaciio mais representativa e moderadamente desviada seriam:

A

¥+2s
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O desvio padrdo indica a concentraciio dos dados em torno da média. Quando os jornais afirmam que a distribuicéio de renda dos
trabalhadores brasileiros é injusta, no fundo, afirmem que o desvio padréo é grande.

RESUMINDO

A estatistica descritiva resume ou descreve as caracteristicas importantes de um subconjunto de uma populagéo.
A inferéncia estatistica generaliza as caracterfsticas de uma populagéio @ partir da utilizagéio de dados amostrais.
Para entendermos melhor as caracteristicas de um conjunto, podemos analisar:

a) Valores representativos do conjunto: média, mediana e moda.

b) Uma medida de dispersdo: desvio padréo.

¢) A natureza ou a forma da distribuicéo dos dados: distribuiciio em forma de sino.

I P

B QUER SABER MAIS?

ﬁ SITE

= Andlise de variéincia - Anova
<www. est. ufpr br/ce003/material/cap?. pdf>.
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Exercicios complementares

Problemas gerais

“ Fuvest A distribuigéo dos salarios de uma empresa é dada
na tabela a seguir.

Salario (em RS) N° de funcionarios

800.000,00 10
1.000.000,00 5
1.500.000,00 1
2000.000,00 10
5000.000,00 4

10.500.000,00 1
Total 31

a) Qual ¢ a média e qual ¢ a mediana dos salarios dessa em-
presa?

b) Suponha que sejam contratados dois novos funcionarios
com salarios de RS 2.000.000,00 cada. A variancia da nova
distribuigio de salarios ficara menor, igual ou maior que a
anterior?

n Unicamp Para um conjunto X = 1, X5, X5, X, |, 8 média

Xp+ Xy + Xy + Xy

aritmética de X ¢ definida por: X = 2

e a variancia de X ¢ definida por:

v= &[{x, —X) 4o+ (xg—%X)7]

Dado o conjunto X = {2, 5,8, 9}:

a) calcular a média aritmetica de X.

b) calcular a varidncia de X.

c) quais clementos de X pertencem ao intervalo [(média arit-

mética de x) — (+/V); (média aritmética de x) + (v/V)]?

n FGV Em um conjunto de 100 observagdes numéricas,
podemos afirmar que:

amedia aritmética ¢ maior que a mediana.

a mediana ¢ maior que a moda.

50% dos valores estio acima da média aritmética.

50% dos valores estio abaixo da mediana.

25% dos valores estio entre a moda e a mediana.

B UnB A tabela a seguir apresenta o levantamento das
quantidades de pegas defeituosas para cada lote de 100 unida-
des fabricadas em uma linha de produgio de autopegas, durante
um periodo de 30 dias uteis.

Capitulo 7

Dia  pioituocas D defotuosas D% defeituosas
1 5] 11 1 21 2
2 4 12 5 22 5]
3 3 13 4 23 3
4 4 14 1 24 5
5 2 15 3 25 2
5] 4 16 7 26 1
7 3 17 5 27 3
B 5 18 B 28 2
9 19 4 29 5

10 2 20 3 30 7

Considerando S a série numeérica de distribuigio de frequéncias de
pecas defeituosas por lote de 100 unidades, julgue os itens abaixo.

A moda da série S ¢ 5.

Durante o periodo de levantamento desses dados, o
percentual de pecas defeituosas ficou, em média, abaixo
de 3,7%.

Os dados obtidos nos 10 primeiros dias do levanta-
mento geram uma série numérica de distribuigio de

frequéncias com a mesma mediana da série S.

ﬂ Unirie Um dado foi lancado 50 vezes. A tabela a seguir
mostra os seis resultados possiveis e as suas respectivas frequén-
cias de ocorréncias.

Resultado 1 2 3 L 5 G
Frequéncia 7 ¢ B 7 ¢ 10

A frequéncia de aparecimento de um resultado impar foi de:

2 12 13
5 25 25
11 1
25 2

4 4 4
n Dados: in = ?:Z}'L =-3e in}'i =3, determinar:
4

i=l i=l =1l
a) Y (2x;+5y))
i=lI

4

b) > (xi—3)(2y +1)

1=1

Trabalho: Langar 4 moedas cinquenta vezes e registrar o
nimero de caras em cada lance. Construir uma distribuicao de
frequéncia que mostre o nimero de lances em que aparecem 0,
1, 2, 3 e 4 caras. Construir uma distribuigdo percentual e com-
parar com os resultados previstos pelas leis da probabilidade
6,25%; 25%: 37,5%: 25% e 6,25%.

Frente 2




n Os saldrios-hora de 5 consultores sdo: RS 126,00,
RS 198,00, R$ 164,00, RS 460,00 ¢ RS 188,00. Determinar a
mediana e a média aritmética dos valores.

n Enem 2005 A escolaridade dos jogadores de futebol nos
grandes centros ¢ maior do que se imagina, como mostra a pes-
quisa abaixo, realizada com os jogadores profissionais dos qua-

tro principais clubes de futebol do Rio de Janeiro.
Total: 112 jogadores

&0 54
40
20 14 16 14 14
a
Fundamantal Fundamantal Média Média Suparior
incompleto incomplato necomplato

O Globo, 24 jul. 2005.

De acordo com esses dados, o percentual dos jogadores dos quatro
clubes que concluiram o Ensino Médio ¢ de aproximadamente:
14% 54% 68%
48% 60%

m Em uma pesquisa realizada com 300 familias, levanta-
ram-se as seguintes informagoes.

Namero
de filhos

Proporgao
de familias

20% | 24% | 15% | 10% | 10% | 4%

Determine, com base nessas afirmagdes, a média e a mediana
do nimero de filhos.

m Fuvest Sabe-se que a média aritmética de 5 numeros in-
teiros distintos, estritamente positivos, ¢ 16. O maior valor que
um desses inteiros pode assumir ¢:

16 50 100

20 70

m Em uma classe com vinte alunos, as notas do exame

final podiam variar de 0 a 100 e a nota minima para aprovagio

era 70. Realizado o exame, verificou-se que oito alunos foram

reprovados. A média aritmética das notas desses oito alunos foi

65, enquanto a media dos aprovados foi 77.

Apos a divulgacio dos resultados, o professor verificou que

uma questdo havia sido malformulada e decidiu atribuir 5 pon-

tos a mais para todos os alunos. Com essa decisdo, a média dos

aprovados passou a ser 80 e a dos reprovados 68.8.

a) (Calcule a média aritmética das notas da classe toda antes
da atribui¢do dos cinco pontos extras.

b) Com a atribui¢do dos cinco pontos extras, quantos alunos,
inicialmente reprovados, atingiram a nota para a aprovacio?

BEN Enem 2007 As figuras apresentam dados referentes aos
consumos de energia elétrica e de agua relativos a cinco ma-
quinas industriais de lavar roupa comercializadas no Brasil.
A maquina ideal, quanto a rendimento econdmico e ambiental,
¢ aquela que gasta, simultaneamente, menos energia ¢ agua.

Figura |

mnsumo de energia (em kWh)

183
1,53
1,04
j 0,94 0,94
| I 1 I v

Figura Il
mnsumo de dgua (em L)
325,80
215,80
99,35 109,31
] l l
| Il I v W

Associocdo Braosileira de Defesa do Consumidor (Adapt.).

Com base nessas informagdes, conclui-se que, no conjunto pes-
quisado:
quanto mais uma maquina de lavar roupa economiza agua,
mais ela consome energia elétrica.
a quantidade de energia elétrica consumida por uma ma-
quina de lavar roupa ¢ inversamente proporcional a quanti-
dade de agua consumida por ela.
amaquina | ¢ ideal, de acordo com a definigdo apresentada.
a maquina que menos consome energia elétrica ndo ¢ a que
CONSOME mMenos agua.
a maquina que mais consome energia elétrica ndo € a que
consome mais agua.

m Enem 2008 No gréfico a seguir, estdo especificados a
produgio brasileira de café, em toneladas; a area plantada, em
hectares (ha); e o rendimento médio do plantio, em kg/ha, no
periodo de 2001 a 2008.

Café (em grao) — Brasil

3000

2500
2000
1.500

1.000

OIpaW cjuaIpual

500

2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008
I producio (toneladas) i drea plantada (ha) el end médio (kgha)
Fonte: IBGE.

Se a tendéncia de rendimento observada no grafico, no
periodo de 2001 a 2008, for mantida nos proximos anos,
entdo o rendimento médio do plantio do café, em 2012, sera
aproximadamente de:
500 kg/ha.
750 kg/ha.

850 kg/ha.
950 kg/ha.

1.250 kg/ha.
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Conceito de sequéncia

Na teoria dos conjuntos, a representacio dos elementos de
um conjunto, como A = {2, 3, 5, 7, 11}, ndo se importa com a
“ordem” em que eles estariam: {2,3. 5,7, 11} = {7, 11,2, 5,3}.

Ja no conceito de par ordenado, deve ser respeitada uma
ordem, ou seja, (2: 3) #(3: 2).

Neste capitulo, vamos estudar conjuntos (sequéncias) nos
quais em cada posig¢io existe um tnico elemento.

Com essa lei, podemos definir que sequéncia ¢ uma funcio
f: N* — R que relaciona cada nimero natural com um tnico
real, por meio de uma lei ou aleatoriamente.

f: WN* = R
1 T,
2 T s,
3 T T=a, |

Fig 1 Conceito de sequéncia.

Na figura 1. temos a representacio de uma sequéncia
genérica f, que também pode ser representada por pares
ordenados: f = {(1: a,), (2: a,), (3; a;) ..., (n, a ) ...} ou
simplesmente pelas suas imagens: f= {al; a,.a5:...,a:...)

Exemplo 1

A= {3;3;”;\5) € uma sequéncia finita em que a; = 2;
a,=3;a,= 11 €a4:£.

Representa¢oes de uma sequéncia

Podemos dizer que existem pelo menos cinco maneiras de
representar uma sequéncia ¢ para cada x € A existe um unico
y € B. Temos, entdo, f: A — B.

Método da listagem

Meétodo que consiste em enumerar os elementos da sequén-
cia, geralmente por eles serem de natureza aleatoria.

Imagine um guarda de transito contando o numero de auto-
mOveis que passam por um cruzamento a cada minuto.

O resultado da contagem nos cinco primeiros minutos po-
deria ser:

Nimero de automoveis = (12; 18; 4; 31; 43)

Fizemos a listagem dos resultados da sequéncia que apa-
rentemente ndo possuem relagdes entre eles.

Método do termo geral
Os elementos da sequéncia podem ser apresentados por
uma lei, por exemplo,a = 3n+ l:n e N* Assim:

a,=3.1+1=4
a,=3.2+41=7

a,=33+1=10

ap, =3(P+1)+1=3P+4

Método da Lei de Recorréncia

Uma sequéncia ¢ apresentada na forma da Lei de Recorréncia
setivermos o 1”termo(a,) e uma lei que, para calcular um termo,
temos de “recorrer’” a outro.

Exemplo 2

a,=2a,+1=35
a;=2a,+1=2.5+1=11

2a,+1=2.11+1=23

Exercicio resolvido

n Fibonacci, um grande matematico italiano do século
X1, propos o calculo do nimero de coelhos que descenderido
(durante um ano) de um par de coelhos adultos.

No problema, admite-se que cada par de coelhos adultos gera
um par de coelhos por més e que um coelho atinge a maturida-
de (para se reproduzir) apos um mes.

45’
Il

Resolugdo:
Podemos escrever o mimero de pares de coelhos assim:

a,=1 Lei da recorréncia

a,= )

33=E

a,=3 a=1

35 = 5 32 - -Ir

a,=8 _ ‘n>3

=13 a=a_+a ;nz
Niimeros de Fibonacci

Comegamos com 1 par de coelhos adultos. No final do 1”més,
eles geraram um par de coelhos, ndo maduros, por isso a,= 1.
Somente no final do 2°més (ou inicio do 3°) é que esse par de
coelhos vai gerar outro par de coelhos, por isso a, = 2.
No gquadro anterior, temos os resultados do problema de
Fibonaceci: uma sequéncia numeérica determinada pela Lei de
Recorréncia.
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Capitulo 8
Método do somatério

E uma maneira mais sofisticada de representar os numeros
de uma sequéncia.

Vamos representar a “soma dos n primeiros termos da se-
quéncia”. Observe, a seguir, a ideia aplicada.

S =a,

S,=a,+a,

S, =a+a,+a,

S, =a,+a,+a,+a,
S, =a,+a,+a,+...+a,

Exemplo 3
Seja uma sequéncia definida pelo somatorio Sn = n"+1;n = 1.
S, =(1)y+l=2=a

S,=(2)+I=5=a,4+a,=a,=3

I

S, =(3f+l=1l0=a+a,+a,=a,=5

S,=(4) +1=17=a,+a,+a,+a,=a,=7

Formamos, assim, o inicio da listagem dessa sequéncia:
(2,3, 5:7..)

Nesse mesmo exemplo, queremos o termo a !

Seriq impraticavel fazer o calculo até n = 100, Existe,
entretanto, uma maneira interessante. Observe:

Sigp =@y +dy+...+agg+ay,

.".:;g
= 8100 = Soe +apgg
o0 = S0 — Seg - pgp = “ﬂﬂ)z +1’—!’§’§’)’2 -1

ay,,= 199

“ Seja uma sequéncia definida pelo somatério S =n* +n;n = 1.
Obtenha o termo geral dessa sequéncia.

Resolugdo:
Vamos utilizar a ideia do exercicio resolvido 1, observe:
S =a+a,+a,+..+a_ +a,

Sii—1

=S85 =5 _,+a s a=5-5_,
:ra”={n"+n)—[{n—fﬁ+{n—!)]

a =n+n—(n =2n+l+n-1)=2n
a =2n

“ Considere a sequéncia definida pelo termo geral

1

a,=— . Calcule o valor da soma
n- +n

Sjpp =8, +a; +a; +...+ag +ag9-

Resolugdo:
Esse problema é muito tradicional nos vestibulares e deve ser

hem analisado e mentalizada a ideia.

Observe que a, = L1 ! . Esse fato nos ajuda muiio
Assim:

(=3 (5369 ()
S;””= ;__ +] -+ - |+... | ——— |+
2 2 3 3 4 98 99

_ﬂ_+_ﬂ_.ﬂ n+1
! ! ! 1 ! -1 100
+| —— + — =f— = =
99 100 100 101 101 101 101

no calculo da soma dos termos.
Método do produtorio
Esse método de representagio ¢ semelhante ao somatorio.
Vamos representar o “produto dos n primeiros termos da
sequéncia’.
Observe a seguir a ideia aplicada:

Exercicio resolvido

n Dada a sequéncia definida pelo produtorio:

P, = n’; n > 1, faca a listagem dos termos iniciais, calcule o
termo da posigao 1.000 e depois o termo geral.

Resolugdo:
P=(1)=a =a =1
P,=(2) =8=a,.a,=a,=8

}7';.,=g“3)3=.??':.f,:r;.a_:..a_q'j==-a5=E

64
R,:H)":ﬁci:a;.a_,.a_;.a‘, = ay =—

, 27
Assim: ;;g;i;ﬁi_,
8 27

Para calcular a, ,,,, temos:

Plogg =ap-ay. a. ... Qggq Ay gog =

(1.000F _(;.ﬂﬂﬂr
(9997 \ 999

= B o0 = Fovo - @1.000 = app00 =

Para obtermos o termo geral, observe:

I

S |
Soa, = =
B n—1

Er=ﬁr—l'un=>un=
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Progresséio aritmética (PA)

Vamos agora estudar uma sequéncia numérica, ou seja,

aquela funcdo f: N* — R, na qual existe uma lei de formagao
entre seus termos.

Uma sequéncia ¢ definida como progressio aritmética (PA)
quando cada termo, a partir do segundo, ¢ a soma do anterior mais
uma constante que denominamos de r (razio da PA). Assim:

a, =a; +r

_ . a=a
a3 =yt {aﬂ=aﬂ_;+f';n22
a, =a; +r

a, =a, ;+r Lei de Recorréncia

Observe que para obtermos a razdo de uma PA, basta sub-
trairmos termos consecutivos da recorréncia:

8, —4;=a;—a, =84 —a;=...=4a, —d,_

Uassificac¢ao de uma PA
Quanto ao numero de termos, as PAs podem ser:

=2
=6

limitadas: (=3; 0; 3; 6; "l){;f ’

Limitadas :(1: 3; 5: 7. 9; 11}{

Quanto ao crescimento dos seus termos, as PAs podem ser:
Estacionarias: r= 0

Crescentes: r=> 0

Decrescentes: r< 0

Termo geral da PA

Observe as (n — 1) equagdes que vamos escrever conforme
adefinigdo da PA:

a, =a;+r
E.3=E.2+l'
4y =4a. +r
4 3 Somando todas
a;=a,+r

as equacocs ¢
cancelando os
termos

ay =a,_+r

a, =a,+r+r+...+r
\_v_l'
(=1} terinos

Assim, chegamos a formula do termo geral da PA:
a, =a;+(n—-1).rnn=1

Exercicios resolvidos

n Dada uma PAem que a, =
30" posigio.

5er=2, determine o termo da

Resolugdo:

Vamos inicialmente obter a formula do termo geral:
a,=5+(n-1).2

Soa, =2n+3, assim ag, =

wa,=5+2n-2
2(30)+3=63

“ Obter a razdo da PA, em que o 1° termo ¢ — 8 ¢ 0 vigésimo
¢ 30.

Resolugdo:

Pelo termo geral, temos:
ag=a;+(20-1)r

I =—8+19F - 38=19r s.r=2

n Qual é a PA em que 0 6”termo ¢ 7 ¢ o 10° termo ¢ 157

Resolugdo:
Pela formula do termo geral
a,=a,+ (n=1)r. temos:

ag =a;+5r e ap=a;,+%r = lej:;i:.’ﬁ
= 9r—Sr=15-7 . 4r= F=
a;+5.2=7r.a,=-3
a,=da;+(n—1)r, temos:

a, = a,;+5r é’ﬂm—ﬂ;+§'f {zj:;;—ﬁ
= 9r—Sr=15-7 . 4r= r=2

a;+5.2=7r.a,=-3
Logo: PA(=3;-1;1;3,5..)

B Determine quantos multiplos de 6 existem entre 10 e 1.000.

Resolugdo:

Existem muitos exercicios baseados nessa ideia. Os naturais
muiltiplos de 6 sdo termos da PA em que a, = er = 6, observe:
(0; 6, 12; 18; 24...).

Para calcular o niimero de multiplos de 6 do intervalo dado,

precisamos obter a posi¢do do wltimo nuiltiplo de 6 menor do
gue 1.000. Entdo:

1.000 |6

= 1.000=4+6(166)
4 166

Essa expressdo indica que 1.000 é um multiplo de 6 mais 4.
Logo, (1.000 = 4) = 996 ¢ o ultimo nuiliiplo de 6, e 12 € o pri-
meiro multiplo.

r=6 O valor de n indicard o
a =12 mimero de multiplos de 6.
a, =996 pros de b

996 = 12 + (n = )6 . 996 = 12 + 6mn — 6
on =990 .n= 165
Ha 165 multiplos de 6.

“ Determinar x de modo que (x; 3x + 1; 4x + 5) seja uma PA.

Resolugdo:

Temos PA (a ;s ay), entdo devemos ter
a,—a,=a;—a,=razdo (3x + 1) = (x) =(4x+5)=(3x + 1)
S+l =x+4

x = 3. Substituindo na expressdo para confirmarmos, temos:
(3.10:17)...r=7

J
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Capitulo 8

Interpola¢éio aritmética

Interpolar, inserir ou intercalar n meios aritméticos entre
dois niimeros o e 3 é obter uma PA finita em que oé o 1° termo
¢ o termo de ordem n + 2. Observe o esquema a seguir.

n+ 2 termos

,

u\. Jﬂ

"

n termos
Aplicando o termo geral, temos:
8,0 =a +[(n+2)-1]r

=P=0+n+ir=r= B-o

ATENCAQ!
A razdo da PA formada pela inferpolag@o de n meios entre
B-o

n+1

n+l

cefér=

Exercicios resolvidos

m Inserir 6 meios aritméticos entre 2 e 23.

6 termos

Resolugdo:

O termo 23 ocupa a 8 posigdo, assim 23 =2 + (8 = 1) r ..
S22 =Fror=3

Asequénciaée: (2; 5; 8; 1, 14; 17; 20, 23).

m Quantos meios aritméticos devem ser interpolados entre

12 ¢ 34 para que a razdo da interpolagdo seja %?

Resolugdo:
12 34

W

k meios aritmeticos
34 = I.2+[{ﬁ:+2)—f]§.*.22=(ﬂ'+I)J—l;
Ji=k+1:.=43

Propriedade da média aritmética
(a; b: ¢) sdo termos consecutivos de uma PA se, e somente

a+c
sC. b=
2
Demonstragio:

at+c

Se PA (a:b:c)= b=

Pela definicdo de PA,b—-a=c—b=r, entio:

_ . _ﬂ+C
2b=a+c.. b= 3
Se h=ﬂ§°=,m (a;b:c)
b=2%C . dp=a+c . b+b=a+c

2
b—a=c—b = constante, logo, formam uma PA.

Exercicio resolvido

m Sabendo-se que a sequéncia
(1 =3x;x=2:2x+ 1) ¢éuma PA, determine o valor de x.

Resolugdo:
Utilizando a propriedade, temos:
(1-3x)+(2x+1)

2
Slx—4=2-x . Jx=6.x=2

(x—2)=

Notacoes especiais
Algumas notagoes podem facilitar a resolucio de proble-
mas. Observe a tabela a seguir.

N° de termos Representagao dos termos

3 K= XX +r

4 ¥=3a,x-a,x+a;x+3a r=>2a

5 =2 - x+nyx+2r

B X—bax-3ax—a;x+ax+3a;x+5a
7 K=3nX—-2rx-—-rnxx+nx+2nx+3r

Tab 1 Representacdo dos termos de uma PA.

Quando n ¢ impar, fixamos o termo central e, de maneira
simétrica, vamos acrescentando e depois diminuindo r.

Quando n ¢ par, nio existe termo central, utilizamos o ar-
tificio r = 2a.

Exercicio resolvido

m A soma de quatro termos consecutivos de uma PA¢é—6, 0
produto do primeiro deles pelo quarto é —54. Determinar esses
termos.

Resolugdo:
Utilizando as notagdes especiais, temos:
x=3arx—a'x+ax+3a=r=2u

Assim:
(x—3a)+(x—a)+(x+a)+(x+3a)=—0
dx=—6H .. _'.Iu:=—E

2

(x—3a). (x+3a)=-54 .. ¥ —9a° =—54

9 1
4+ 54=94" .+.;+54= 9a” .+.Z+r;=a-’

Obtemos assim: (= 9:—=4; 1; 6) ou (6 1:=4:=9).

Propriedade dos termos equidistantes dos
exiremos
Considere a sequéncia finita:
(al;az;...ap;...;aq;...;an_l;an]
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Os termos a_ e a_sdo ditos equidistantes dos extremos se
a quantidade de termos que anteceder a, for igual a quantidade
de termos que sucede a.

Assim, se a, ¢ a, sio equidistantes, p— 1 =n - q =
ptg=n+l.

Vamos comparar a ea;

q

a,=a;+(p-1)r

ag =a; +(q-1)r

a,+a, =2a, +(p+q-2)r
Mas:

ptq=n+l=a+a =2a+(n-1)
rp+q=n+1 =>ap+aq=25l+[n-‘l]r

a,+ag =a +ta +(n-I).roa +a =a +a,
T — . e

P q

dp

A TENCAO!

A soma de dois termos equidistantes de uma PA é constante,
e a soma dos indices dos termos é n + 1.

Exemplo 4

Para fixar melhor o conceito, observe a seguinte PA.

|"—"1 dy 83 |8y 85 |38 8y |dg 8y |8y
|—2 1 4 7 10 (13 16 (19 22 |25

a;tag=4+19=23
ag+a, =7+16=23
as+ag=10+13=23

Observe que a soma desses termos € constante e vale 23, e a
soma de seus indicesén+ 1 =10+ 1= 11

Exemplo 5

Apropriedade dos indices mostra-se mais wtil guando a PA
possui muitos termos, observe:

pr By By @ B350
t f

termos equidistantes

Seja q o indice do termo equidistante de a ,,
n=350=42+q=350+1..4q=309

Portanto, a 2 € A5, 840 equidistantes e

Qg T agpe=a; + dgs

Soma dos n primeiros termos de uma PA
Vamos nos basear na propriedade:
ap+a;+a;+...... +a,_,+a,+a, =5,
a,+a,_;+a,_2+...... +a;+a,+a; =5,

(a,+a, )+(a,+a, _,)+...... +(a,_;+a,)+(a, +a;)=28,

Como nos invertemos os termos da PA, colocamos termos
equidistantes juntos, formando n pares todos iguais a (a, + a, ).

Assim:

L +r.
na +a,) =28, - S, = oLt 20

1l 2
Exercicios resolvidos

m Calcule a soma de todos os numeros naturais de 1 a 100,
sem a aplicagdo direta da formula, como fez o pequeno Gauss
aos 9 anos.

Resolugdo:

Sigp=1+2+3+......... + 98+ 99+ 100
Sipn =100+99+98+. ... +3+2+]
28,00 = (101 )+ +(101)

100 J';rmﬂ.'c

..?S;”” = f;ﬂﬂ)r;ﬂj} = S.fﬂ” = jﬂjﬂ

" 1] Calcule a soma dos 30 termos iniciais da PA (1 7: 13..).

Resolugdo:

Pela formula, temos:
3

Sip =(a;+ay, )"_,

an=a‘,+{n—!)ff.*. a, =1+(n-1)6
Assim:
a;=1+(30-1)6=175e8,,=(1+175)- (15) = 2.640

m Qual ¢ asoma dos 120 primeiros niimeros pares positivos?

Resolugdo:

APAé (2 4; 6 ..), precisamos encontrar o termo da posicdo
120, a,,,=2 +(120-1)

2=240

. 1210)
Assim: 8, = {.?+.?4!’J',J'T =14.520

m Qual ¢ a soma dos multiplos de 11 compreendidos entre
100 ¢ 10.0007

Resolugdo:
APA e (110; 121; 132....), precisamos encontrar o iwtltimo miil-
tiplo menor do gue 10.000.

10.000 |11
e = 10.000=11(909 )+ 1
100 909

!
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Capitulo 8

Assim 10.000 = 1 = 9.999 ¢ o wltimo multiplo.

Mas gual a sua posi¢do?

9999 =110+ (n=1)11 ».n =900

(110 +9.999 )(900 )
?

F-

Assim: 8§ =

58 =4549050

Progressdo geomeétrica (PG)

Uma sequéncia ¢ definida como progressio geométrica
(PG) quando cada termo, a partir do segundo, ¢ igual ao produ-
to do termo anterior por uma constante que denominamos de q

(razdo da PG).
Assim:
a,=4a,;.q
_ a, =a
d3=4d2.4 {au=an_|.q;n22
44 =439
ﬁn =a,4-q Lei de Recomréncia

Observe que para obtermos a razdo de uma PG, basta divi-
dirmos termos consecutivos da sequéncia:

83 83 _34_ =0 g
d 8 ajs dp-1
Qassificacao da PG

Quanto ao numero de termos, as progressoes geomeétricas
podem ser:

2, =2
Limitadas: (2; 4; 8 16; 32)3q=2
n=>5
a, =1
1 1 1 1
llimitadas: (I; —=; —: —:..)yq=—
1mlaa~:{248 ]r.:]:g
n=sc
Quanto a convergéncia:
1 1 1 1
Convergentes: | 1: —: —: —... |q = — ou também
3 9 27 3

2 4 2
Divergentes: (2; 6; 18; 54; ...) g= 3 outambém
(= 2; = 4:— 8: = 16) g= 2, quando os termos tendem a + oo
ou — oo,

(—2; —1: —l; - l Jq = l,quandn 05 termos tendem a zero.

Quanto ao crescimento de seus termos, as PGs podem ser:
*  Crescentes:

a,>0eq=>1
= E'|1+I > an
a,<lel<qg<l

*» (Constantes ou estacionarias:
q=1
ou = E-|1+I = au

*  Decrescentes:

a,=>0el<qg<l
= dp4 < dy
a,<leqg>1

*  Alternantes:
g, #0eq<0=a,,,>a, <0

« Singulares:
a, #0cq=0=a,=0;Vn>1

Formula do termo geral da PG
Observe as (n— 1) equagdes que vamos escrever conforme

a definigdo da PG:
ﬂz = ﬂ.l q
43 =43.q
a,=4a,.q Multiplicando todas
a; =da4-q *  as equacdes e cancelando
............ 0s termos
4y =459
a, =a,.(q.g.. q)
\_v_l'
n—=I termos

Assim, chegamos a formula do termo geral da PG:

a, =a;.q :n=z1l

Exercicios resolvidos

" | Obtenhao 10°¢ o 16° termo da PG (1; 2; 4: 8...).

Resolugdo:

Percebemos que a, = I e g = 2, assim:
— 9 _ 59 _
ag,=a,.q =27 =13512

a; =1.(2)° =32.768

m Em uma PG de razdo positiva, temos a; = 10 ¢ a, = 16.
Calcule o 6° termo dessa PG.

Resolugdo:

a;:!ﬂ:a;.q‘f

’ = dividindo as equacdes
a;=!ﬁ=a;.qﬁ

16 ¢ 8 225 2o
—=—4..—=q =g=——=

10 4¢* 5 i ss

2510
Oueremos a; =as. g = M[TJ_] =4J10

m Calcule o valor de x, tal que (x =3; x + 1; 2x + 3) formam
uma PG.

Resolugdo: 0
Temos PG (a, a, a)entio: —= a— = ¢, assim:
i) 2

" ¥
x+1 ..x+;3 = (x+1)° =(2x+3).(x-3)

x—3 x+
X4+ 2x+1=2x"—6x+3x-9

5 +
L =Sx-10=0_".x= ) :ﬁ
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m Séo dados trés nimeros em PA crescente cuja soma é 18,
Se multiplicarmos o 1° por2 e 0 2° por 3 e 0 3° por 6, os produ-
tos formardo uma PG. Determinar esses numeros:

Resolugdo:
Plfx=rx;x+rhmas(x—r)+x +{x+pr=18 . x=6
PA (6 — r; 6; 6 + r), gue se transformarda em uma PG
(12=2r; 18; 36 + 6r).

18 I6+67F 9 6+r
= = =

12-2r 18 6H—r 3

> =9 r=+3 Como a PA é crescente (r = (), assim os nu-
meros sdo (3: 6 9).

27 =36-1"

iy

Interpolag¢éio geomeétrica
Interpolar, inserir ou intercalar n meios geométricos entre
dois niimeros ¢t e B¢ obter uma PG finita em que o0 é o 1° termo
¢ P o termo de ordemn + 2.
Observe o0 esquema a seguir:
n+ 2 termos

N

{1\. Jﬂ

o

n termos

Aplicando o termo geral, temos:

(n+2}—1 i+l

a,,,=4a,.q S P=w.q

et
A TENGAO!

A razdo da PG formada pela interpolagdo de n meios entre

ueﬂé:q=n@.

Interpolar entre os nameros 1 ¢ 10 nove meios geométricos.
Calcule a razdo da PG.

Resolugdo:

9 termos
O termo 10 ocupa a 119 posi¢do, assim:
10=(1).g""" = 10=¢" +.q="Y10
Interpole trés meios geométricos entre 4 ¢ 324,

Resolugdo:

4- 324

L

3 termos

24=4g " " 8l=q" .g=2%3
g=3 (4;12;36:108;324)
g=-3(4,—-12;36;-108;324)

Propriedade da média geométrica
(a: b; ) sdo termos consecutivos de uma progressio geo-
métrica se, ¢ somente se, b® = ac.

Demonstragio:
Se PG (a;b;c) = b*=ac.

Pela definicdo de PG, b =
a

b

a

c
o= g.entdo: b* = ac.

c
Seb’=ac=bb=ac..—= E =» constante, logo, formam

uma PG.

Exercicios resolvidos

m Que numero devemos subtrair de 3, 5 e 11 para que os
resultados fiqguem em PG?

Resolvedo:
PG(3—x:5—x/11-x)=(5—-x)F =(3-x).(11-x)

25— 10x+x"=33-3x—IHx+x" s dx=8:.x=2
Assim: (1;3; 9) =g = 3.

m Considere a figura a seguir.
Demonstre que os raios dos circulos estio em PG.

Resolugdo:

Vamos unir os centros e marcar os pontos de tangéncia:

r

Tragando retas paralelas a r pelos ceniros dos circulos, obte-
mos dois triangulos retangulos semelhantes:

N

(a-b)

' (b+c)
(b=c) —\‘

.

a—b_ a+b
b—c¢ b+c

sfa=b)ib+c)=(a+b)b-c)

ab+ac—b° —be=ab—ac+ b —be = 2ac=2b

b’ = ac = (c.b;a) formam uma PG.
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Capitulo 8

Notacoes especiais
Para reduzir os cdlculos em alguns problemas, podemos
utilizar as seguintes notagoes da tabela 2.

N° de termos Representagcdo dos termos

3 =:x;xq
q! H
X X . 3 -]
4 _!_!x'a!xa =4a
a’'a q
5 i xgXq?
qE,q, 3 3
6 2% Exa;xaixa®
a” a a
X X X q
7 == xgxqixq
qd'q°’q

Tab 2 Representacdo dos termos de uma PG.

Quando n ¢ impar, fixamos o termo cenfral e, de maneira
simétrica, vamos multiplicando e dividindo os termos por q.

Quando n ¢ par, ndo existe termo central, utilizamos o
artificio q = a°.

m Obter a PG de 4 elementos em que a soma dos dois pri-
meiros ¢ 12 ¢ a soma dos dois ultimos ¢ 300.

Resolugdo:
lale salientar que as notacdes especiails sdo interessantes para
Jacilitar o problema quando temos o produto dos termos, pois:

X

ki
= X. X=X
q
X X 3 4
—3.—..11{;'..1{1{} =X
I o

Observe que ficamos com uma unica incognita!
No exemplo dado ndo temos o produto dos termos. Entdo
vamos utilizar uma notag¢do simples:

PG (x; xq; xq°; xq°)

X+xg =12 . N

3 P dividindo as equacoes, temos.
xgq~ +xg =300

+

3;“ q _ 12 =>i)=i.+.‘-?=i5
xg’(1+q) 300 4% 25
lamos considerar g = 5, (g = — 3) vai inverter a ordem dos
termos.

xf(l+35)=12 . x=2
Assim: (2; 10; 50; 250).

m Determinar cinco numeros racionais em PG sabendo que

sua soma ¢ % e seu produto 243,

Resolugdo:
Como foi explicado no exercicio anterior, vamos agora utilizar
a notagdo especial:

PG [i) ; * ,:x,:tq,‘_xqz]
q

q
i,.ix rq.xq‘:':.?ﬂ ¥ =243 x=3
q g
Assim [ ;o= 3 3g; 3q']eaPG
e
g+i+3+3q+3qzﬂ;{qui,]{ﬁi}ﬁ
a 4 3 q q) Y

Vamos wtilizar um novo ariificio para facilitar o problema:
I 5 I 1 , 1 5
Jazendo g+~ =0 =g +24.—+—=0=|¢g +— =0 -2
q g q q
A equacdo é redutivel ao 2° grau!

fm3—2)+m=%.2m3+m—(3+%]=ﬂ

.*.m3+m—£;=ﬂ.*.§*mz+§m—f3!?=ﬂ
10 -39
Fellzegs)— ¢ ——

9

Voltando para a variavel original:

q+i=%:. 3¢° - 10g+ 3 =0 raizes 3 e !

1 39

G+ —=—— — raizes ndo convem!
q
x=3 (1 x=3 /
Assim —:1:3:9:27 |lese 1 27:9: 301 =
g=3 13 '-’;"=E 3

m Determine trés nimeros em PG, sabendo que o produto

vale 27 ¢ a soma E
2
Resolugdo: .
Notagdo especial = ('— ;X ;xq]
q
x . 3
—x.xg=27x"=27.x=3
q
3 21 3 15
—+3+3q=—?.'.—+3{f=—?
q < 4 <
! h]
ot g==2¢ —5q+2=10
q 2
I I
raizes: 2e — =g =2 ouq=-

3
se g=_2... (—? 3, !‘5]

bg | g

No exercicio 27, resolvemos uma equagdo chamada reciprocal Se achou complicado, va para o exercicio resolvido 28, porque a ideia é a mesmal
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Propriedade dos termos equidistantes dos

exitremos
Como foi visto na PA, os termos a_e a, sdo equidistantes

dos extremos, se a quantidade de termos que antecede a, ¢ igual
aquantidade de termos que sucedem a,. Assim:
(a...... Apeennnn Apoennnn a,)
k—-1l=n-/. . k+f=n+l
Vamos comparar a,_c a;;

ay =*'5*|-'=3IF |
a,=a,;.q X
— F—
.=.a.h..=3.,,_==af.+t:]‘[k =l
_ (k+6)=2 n+1-2
ﬂk.ﬂp—ﬂl.ﬂl.q —ﬂl.ﬂl.q

-1
s.a,.a,=a,.a,.q =>a..a, =a,.a,
P —

ap

A TENCAQ!

O produto de dois termos equidistantes dos extremos de uma
PG & constante, e a soma dos indices dos termos é n + 1.

Exercicio resolvido

m Para fixar bem a propriedade, observe a tabela a seguir.

a, la, |a |a, |a |ag & |a

&

[y Y

a8 4 2 1

o] =
-
m
Bl

1
4

Resolugdo:
1
=8 —==
W=t T
11
dy. g =4, —=—
A R
I 1
d,. . =2 —=—
T8 4
ag.a; =1 I_1
s =L =
1 1 , L
ds.ds = 33 = 7 (a5 € equidisiante dele mesmao )

Observe gue o produto dos termos equidistantes € constante e

mieé,ga:mm de seus indicesen+ 1 =9+ 1= [

Soma dos n primeiros termos de uma PG
S,=a;+a,+......... +a,4+a, (I)

Multiplicando a equagao (1) por g, em ambos os membros,

temos:
q.5, =a,.q+a,.q+.........+a, _;.q+a .q

Sq.5, =a,+a;+.........+a,+a, (1)

Fazendo (1) = (11), temos:
S,—q.S,=a,—-a,,..S,(1-q)=a,—a,.q"
Sy(I-q)=a,.(1-q") .

_ I I'I_
g =ﬂ|-ﬂ q) (@ -1

ousS =a
n 1_q 1 | q—l

Exercicios resolvidos

m Calcular a soma dos 10 termos iniciais da PG (1 2; 4; 8...).

Resolugdo:

10 _ n_
5,y =8~ M2 1) _ ;3
? g—1 2-1

m Quantos termos da PG (1:3: 9; 27...) devem ser somados
para que a soma dé 3.2807

Resolugdo:
(3"-1)

3" -1

- 3.280= 3 =65613"=3 " n=8

S, =1

m Os extremos de uma progressdo geométrica crescente
sdo 1 ¢ 243.

Se a soma dos termos dessa progressio ¢ 364, determine a ra-
zio e o numero de termos da PG.

Resolugdo:
(1 ooy 243)
a,=1.¢"" -.qg"" =243 . q" =243q
s =q, 4= . 3649 ~1
qg—1 q-
= 364=28971 . 3640364 =243g—1
q_

S A21g=3630.g=3
Substituindo na equacdo:
g ' =243q..(3) =(243).3
3 =729=n=6

Limite da soma dos termos de uma PG infinita
Observe a sequéncia infinita:
(2:; 6; 18; 54...), os termos vdo aumentando ¢ a sequéncia
val divergindo. Nao conseguimos calcular o limite dessa soma.
: 1 C
No caso da sequéncia (1; —: = —} , 08 termos vao diminuin-

do e a sequéncia vai convergindo a zero. Nesse caso, consegui-

mos calcular o limite dessa soma.

A(l-q"
Sabemos que S, = M
-9
Fazemosn — e ec(q)” —0se —-l<q<l
a.[1-(q)"
Entdo: S_ = : [ ‘.*.Sm=a—'
I-q l-q
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Capitulo 8

Exercicios resolvidos

m Calcule o limite da soma em cada sequéncia a seguir.
1,1, 1
a]1+3+g+2?+...

b)2+4+8+16+ ..
Resolugdo: ;
Na 1'sequéncia, temos S, = —— =
Na 29sequéncia, temos S_ =

Esse resultado € um absurdo!
Nao podemos aplicar a formula para uma sequéncia divergente!

m Calcule x na equagio seguinte:

m Calcule a fragdo geratriz da dizima periodica 0,2222. ..

Resolugdo:
Observe que 2222 =02 + 0,02 + 0,002 + ..
Trata-se de uma PG infinita, assim:

Produto dos n primeiros termos de uma PG
Sabemos que emuma PG o produto dos termos equidistan-
fes ¢ constante, entio:

P =a,.a,.a,...a _,.a_.a (I)
P =a .a _.a _, .. a;.a,.a; (II)

Na equacdo I1, invertemos a ordem dos termos, e 0s corres-
pondentes estdo na equacgdo 1. Fazendo (1) - (1I), temos:

(P.)* =(a,.a, )Nas.a,_)....(a, .2, )Na,.a)

il ng.l}‘nlli

(P,)” =(a,.a,)nou [P,|= Jia,.a,)"

Podemos continuar os calculos:
{Pn )2 — ﬂln- ann - {Pn )2 — aln {al ) qn—l)n

5 5 (a-1) n{n=1}
. _ n i n— _ n
~AP) =a,7".q =P =a, .q ?

Exercicios resolvidos

m Calcule o produto dos 10 primeiros termos da PG (1: 2;
4;8..).

Resolugdo:
infin=i)

Py=(1)".¢2) 2 =2%

m Emuma PG, o0 1°termo ¢ 1, e 0 6°termo ¢ 32. Calcule o
produto dos seis primeiros termos dessa progressio.
Resolugdo:
ay=leaz=32ra,=a,.¢4° »32=q r.q=2

6(6-1)
Assim: B, =(1)°. 2 ?

=27 =32768

m Para encerrarmos este capitulo, observe este belo problema.
Considere a sequéncia (2; 3;: 4; 6; 8: 9 10; ...), que sdo os mul-
tiplos de 3 ou 2. Qual o termo da posicao 1497

Resolugdo:

Observe a sequéncia:

(2:3:4;6;8; 9 10; 12; 14, 15; 16; 18, 20; 21; 22, 24, ...}
(6, 12, 18; 24, 30, ...) € a sequéncia formada pelos multiplos
de 2 e 3, que sdo os multiplos de 6.

Na sequéncia inicial, os nuiltiplos de 6 aparecem a cada quatro
termos (periodo igual a 4).

Para saber quantos muliiplos de 6 “cabem deniro™ de 149,
efetuamos a divisdo:

149 | 4
29 37

!
Temos 37 nuiltiplos de 6. Como os nuiltiplos de 6 formam uma

— 149=37 441

P4 dea;= fier =0, temos

a,=6+m=1):6 . a =06n

O 37" nuiltiplode 6 é 6 - 37 = 282

Mas na divisdo efetuada, temos resio 1, assimo 149 termo vem

logo apos 282, ou seja, 284.
,A
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Revisando

“ Considerando uma sequéncia de termo geral a, = eI
calcule o valor de sua somatdria S, geral para todo n natural ndo

nulo.

n Quantos numeros inteiros existem de 1 ate 10.000, que
nao sejam divisiveis nem por 5 e nem por 77

n A soma de trés ndmeros em PG é 19. Subtraindo-se 1 ao
primeiro, eles passam a formar uma PA. Calcule-os

n Os lados de um triangulo retangulo formam uma PG
crescente. Determine a razao dessa progressao.

ﬂ No triangulo equilatero de lado a, constréi-se outro
triangulo equilatero nos pontos medios de seus lados. Esse
processo e feito indefinidamente gerando infinitos outros trian-
gulos equilateros. Determine o limite da soma dos perimetros
desses tridngulos.

Exercicios propostos

Definictio de PA e o termo geral

BN sc11xe (13x + 1) sdo os dois primeiros termos de uma
PA de razéo R = 5, calcule:

a) ovalorde x

b) odécimo termo

P UFBA Sabendo que a sequéncia (1 — 3x; x — 2;2x + 1) é
uma PA, determinar o valor de x.

2 4
0 6
3

M Dadaa PA (-17;-11,-5; 1, ...), pedem-se:
a) o termo da posigao 56.
b) o n-ésimo termo, em fungao de n.

BN Na PA (4;x;10; y), calcule x e y.

ﬂ Em uma PA, sabe-se que a,,= 10 e a,, = 22. O decimo
terceiro termo é:

34 30
24 44
28

n Em uma PA de quatro termos, a soma de seus termos &
42. Sabendo-se que o 1° termo é 3, calcule a razao.

8 15 10

3 5

A sendo o terceiro termo de uma PA igual a 21 e o oitavo
termo igual a 6, o seu vigésimo termo sera:

10 30 -15

-10 -30

n Determine o centésimo numero impar, e depois, em fun-
¢ao de n, o n-esimo termo.

n Determine trés nimeros em uma PA, crescente, sabendo
que sua soma € 21 e o produto 231.

m Emuma PAa razao ¢ 4, o 1° termo & igual ao nimero de
termos e a soma dos termos é 133. Forme a progressao.

m O ndmero —593 e o —125 pertencem a progressao
aritmética (123; 115;...)?

BF3 uantos miiltiplos de 7 existem entre 100 e 2.000?




m Fuvest Em uma progressao aritmética de termos positi-
Vvos, 0s trés primeiros termos sao: 1 - a; —a; \,m. O quarto
termo dessa PA é:

2 4 6

3 5

m As medidas dos lados de um tridngulo retangulo estao
em PA de razao 2. Calcule as medidas dos lados do triangulo.

m UFRGS Sendo a; b e c uma PA, a sequéncia a + k, b + k,
¢ + k € R pode também ser uma PA? Justifique.

BT} UFRJ Determine cinco nimeros em PA, conhecendo sua
soma 20 e seu produto 3.024.

m Mostrar que se a, b e c estdo em PA, entdo a®be, ab’c e
abc? também sao.

m Obtenha x de modo que (x2;(x + 1)% (x + 3)) seja uma PA
m Interpolar 6 meios aritméticos entre 10 e 45 nessa ordem.
Soma dos termos de uma PA

m Calcule a soma dos 30 primeiros termos da PA
(3;8;13;18; ...).

Il FGV Quantos termos devemos tomar na PA (-7;-3;...) a
fim de que a soma valha 2.8407

40

39

43

41

42

m UFG Resolva a equacao:
x=1)+(2x—-3)+(3x—=5) +... + (50x —99) =25

m Calcule x naequacgao: 1 +4 + 7+ ... + x=117.

IV FMABC-SP Em uma PA, onde S,=10e S, =28, 0

1° termo é x° e a razdo é x. Ache o valor de x.
2
— 1 2
3
3 -5
2 2

m Em um baile, ha o rapazes e ) mogas. Um rapaz dancga
oom 5 mogas, um segundo rapaz danga com 6 mocas e assim
sucessivamente.

O ultimo rapaz danga com todas as mogas. Tém-se entao:

ng a=p—-4 n.d.a.
w=p-5 a=f

m De 100 a 1.000, quantos s@o os miltiplos de 2 ou 37

WIA FGV Um automével percorre no 1° dia de viagem uma
certa distancia x; no 2° dia percorre uma distancia 2x; no 3° dia
3x, e assim por diante. Ao final de 20 dias, percorreu uma dis-
tancia de 6.300 km. A distancia percorrida no primeiro dia foi de:
15 km 20 km 35 km
30 km 25 km

m Fuvest Determine a soma das fragbes irredutiveis,
positivas, menores do que 10, de denominador 4.

200 80 220

100 120

m Cesesp Dois andarilhos iniciam juntos uma caminhada.
Um deles caminha uniformemente 10 km por dia, e 0 outro
caminha 8 km no 1° dia e acelera o passo de modo que cami-

1 : : :
nhe mais 2 km a cada dia que se segue. Assinale a alternativa
correspondente ao numero de dias caminhados para que o se-
gundo andarilho alcance o primeiro.

10 3 21
9 5

EIB FGV O terceiro termo de uma progresséo aritmética é 11
e arazao é 4. A soma dos 20 primeiros termos é:

790 810 830

800 820

BEID FGV A soma dos 50 primeiros termos da PA, na qual
ag + a,, = 160, é:

3480 4.200 4500

4.000 4.320

m Considere a PA (—73; —69; ...). Determine o numero
minimo de termos que devemos somar para que a soma seja
positiva.

m Achar a soma dos quadrados dos n primeiros nimeros
naturais.

m Dois moveis partem ac mesmo tempo de A e de B, e
andam no mesmo sentido sobre a reta AB, A perseguindo B.
O 1° percorre 1 m no 1° minuto, 3 m no 2°, 5 m no 3° e assim
por diante, de modo que sua velocidade cresce em PA. O 2°
percorre 3 m no 1° minuto, 4 mno 2°, 5 m no 3° e assim por
diante. Sabendo que a distancia AB & de 75 m, calcular depois
de quanto tempo o movel A alcanga o movel B.

Problemas gerais envolvendo PA

m Fuvest Os numeros inteiros positivos s@o dispostos em

“guadrados” da seguinte maneira:
1 2 3 10 11 12 19

4 5 6 13 14 15
7 8 9 16 17 18

O namero 500 encontra-se em um desses “quadrados”. Deter-
mine em qual quadrado esta, linha e coluna.



m Interpolando-se m termos, me N e m > 1, entre os nu-
meros 1 e m2, obtém-se uma PA de razao igual a:

m+1 m—1 m*+1
m-=2
m+2 m*+1
m-=2

m Calcular o 1° termo e a razdo de uma PA cuja soma dos
n primeiros termos é N + 4n, WYne N~

m Demonstre que se os numeros a, b e ¢ estao em PA nes-
sa ordem, também estardo em PA, nesta ordem, os numeros
bZ+bc+cci+ac+a2a2+ab+b2

BEIB UFPR Seja f uma funcéo tal que f(1) = 2 e f(x + 1) = f(x) — 1.
Entao f(100) € igual a:

-89 98
-97 100
96

m Qual e o 1° termo negativo da PA (271; 268; ...)7

m Sea soma dos 6 primeiros termos deuma PAé 21 e o
sétimo termo € o triplo da soma do terceiro com o quarto termo,
entdo o primeiro termo dessa progressao é:

-7 -10
-8 -11
-9

m Se a soma dos n primeiros termos de uma PA e dada

3n° +n

pela formula S, = , entao a soma do quarto com o sexto

termo dessa PA é:

25 34
28 36
31

m Quantos sdo os termos comuns as PAs {2; 5; 8; ...; 332}
e{7;12;17;...; 157}?

m Se a sequéncia (Xy5 X3 Xg3 -5 X) & uma PA de termos
positivos, prove que:
1 1 n-=1

1
: +— +o. =
XX X+ xg oo % X 4%,

m Podem os nimeros +/2; \/3 e \/5 pertencer a uma mes-
ma progressao aritmetica?

m Um jardineiro quer dispor triangularmente as 1.830 ar-
vores de um parque em filas, de sorte que a primeira fila tenha
uma arvore, a segunda duas, a terceira 3 etc. Quantas filas tera
adisposicao?

m Determine a condicdo para que as raizes da equacao
ax*+ bx? + ¢ = 0 formem uma PA Observagao. a equacao dada
& chamada de biquadrada.

m Emuma PAcom (2n + 1) termos, a soma dos n primeiros
é igual a 50 e a soma dos n ultimos é 140. Sabendo-se que a
razao dessa progressao € um inteiro entre 2 e 13, entdo seu
ultimo termo sera igual a:

34

40

42

48

56

Definictio de PG e o termo geral

m Escreva para a sequéncia a seguir sua lei de recorréncia.

11 1 1 1
3'9° 27 81" 243
m Udesc Se o primeiro termo vale 2 e a razdo é 3, entdo

os termos gerais da progressdo aritmética e da progressao
geometrica correspondentes sao:

2+3rn22.E 3+2ned. 2"

an—1e(2].3n
3

[ 51 | Cesgranrio Um artigo custa hoje R$ 100,00 e seu preco
é aumentado, mensalmente, em 12% sobre o preco anterior.
Se fizermos uma tabela do prego desse artigo més a més,
obteremos uma progressao:

aritmética de razdo 12.

aritmetica de razdao 0,12.

geometrica de razao 12.

geometrica de razao 1,12.

geométrica de razao 0,12.

B73 Cesgranrio A populacio de certa cidade é, hoje, igual a
P, e cresce 2% ao ano. A populagao dessa cidade daqui a n
anos sera:

Pﬂ[1+i)

50

Pﬂ[1+—n_1]
50

P, +[1+—n_1)

50
P,. 1,02™
P, 1,027

53 Bi{I=h relacéo & sequéncia:
log(1), log(5), log(25), ... log (5™1) & correto afirmar:
todos os seus termos sdo maiores que zero.
€ uma progressao geometrica crescente
€ uma progressao geometrica decrescente.
€ uma progressao aritmética crescente.
€ uma progressao aritmética decrescente.



LB Mackenzie Numa progressdo geométrica de termos
positivos, cada termo € igual a soma dos dois termos seguintes.
Entao arazao da progressao vale:

NG (1+5) W5-1)
) 2
-1++/5 E
V2

m Maoxckenzie A sequéncia de nimeros reais (loga, logb, loge) &
uma progressao aritmetica Entdo & sempre verdadeiro que:
(a, b, c) € uma progresséao aritmética.
a=bs=c
(a, b, ¢) ndo e uma progressao aritmetica nem geometrica.
(a, b, c) € uma progressao geométrica.
a=b=c

WIS Mackenzie Na sequéncia geométrica (x2, x, logx), de
razao q, x € um numero real e positivo. Entdo, logq vale:
1 ~2 1

-1 2 2

BFA PUC-SP O terceiro e o sétimo termos de uma progressao
geometrica valem, respectivamente, 10 e 18. O quinto termo
dessa progressao e:

14 2\7 30

V30 675

m UEL Asequéncia (2x+5,x+1, X ,..),comx e IR, & uma

- : 2 : :
progressao geometrica de termos positivos. O décimo terceiro

termo dessa sequéncia é:
2 3 312

3-10 310

m UFRGS A sequéncia (x, xy, 2x), x = 0 & uma progresséo
geometrica. Entao, necessariamente:

X & um ndmero irracional.

X & um numero racional

y & um ndmero irracional.

y € um numero racional

x/y &€ um numero irracional.

m Vunesp Considere as sequéncias (a,) e (b,) definidas por
a ,,=2"eb,,,=3"nz0. Entao, o valorde a,, . b, é:

211 . 36 515 6:3[!

(12}5 |15

m Uece Seja (b, b,, by, b,) uma progress@o geométrica de
razdo . Se b, +b,+ b, +b,=20, entdo b, € igual a:

1 3 5 7
2 2 2 2
%3 PUC-PR se log,a, log,b e log,5 formam uma progressao

o -1 - . .
aritmetica de razao E entdo, conclui-se gque a sequéncia
a, b, 5):

. T = 1
€ uma progressao aritmetica de razao ry
5
tema=—.
3

14 - ’ . - 1
£ uma progressao gE!DFTIE"ICﬂ de razao 5

: - . _ 1
2 uma progressao gac:metnca de razao g

tema=4.

m Resolva a equacao ax’+ bx+c=0,sabendo quea,bec
& uma PG, cuja soma dos termos & —31 e o produto 216.

m Divida o nimero 7 em trés partes formando uma PG, tal
que o 3° termo exceda o 1° de 3 unidades.

m Calcule a sabendo que 7 — a; (vV23-a);2 +a & PG.

m A razao da PG cujos termos satisfazem as relagdes:
a,+a,+a.=5ea,+a,+a,=10e:
1
2
1

n Mo | Co

m Determine trés numeros em PG conhecendo sua soma
19 e a soma de seus quadrados 133.

m Os comprimentos dos lados de um triangulo retangulo
estdo em PA de razao 10. Determine os raios dos circulos ins-
crito (r) e circunscrito (R) ao triangulo.

WA Unirio O nimero que deve ser subtraido de 1, de EE

31

de = para que os resultados formem uma PG, nessa mesma
ordem, é:
2 1 1
4 16
1 1
2 8
PA e PG

m PUC-SP Sabe-se que a sequéncia [% a, 2?], na qual

a >0, é uma progressao geometrica e a sequéncia (x, y, z), na
qual x +y + z = 15, € uma progressao aritmetica. Se as duas
progressoes tém razdes iguais, entao:

x=—4 x =2y
Y:'ﬁ y‘=3x
z=12

m FGV Os numeros x, y, z formam, nesta ordem, uma PA
de soma 15. Por outro lado, os numeros x, y+ 1 e z + 5 formam,
nesta ordem, uma PG de soma 21. Sendo 0 = x = 10, o valor

de 3z &
36 48
9 21
-6



m Emuma PG de trés termos, o primeiro termo, a razao, o
ultimo termo e a soma dos termos formam, nessa ordem, uma
PA Calcule os termos da PG.

m Se a sequéncia de inteiros positivos (2; x;y) @ uma PG e
(x + 1;y; 11) uma PA, entdo o valorde x + y é:

11 14
12 15
13

m Seja (x; y; z; w) uma progressdo aritmética crescente
cuja soma € 10 e (a; b; ¢; d) uma progressdo geometrica com
a+b=1ec+d=9 Se ambas as sequéncias tém a mesma
razao, entdo o produto yw é:

-8

-2 11

7

m Fuvest Uma PA e uma PG tém, ambas, o 1° termo
igual a 4, sendo que os seus terceiros termos sao positivos e
coincidentes. Sabe-se ainda que o 2° termo da PA excede o 2°
termo da PG em 2. Entao, o 3° termo das progressodes e:

10

12

14

16

18

m Fuvest Trés numeros positivos, cuja soma é 30, estao em
progressdo aritmética. Somando-se, respectivamente, 4, — 4 e
— 9 aos primeiro, segundo e terceiro termos dessa progressao
aritmetica, obtemos trés numeros em progressao geometrica.
Entao, um dos termos da progressao aritmetica e:

9

11

12

13

15

m Os numeros a, b e ¢ (a, b, ¢ #0) formam uma PA Calcu-
le-0s, sabendo que se aumentarmos ade 1 ou aumentarmos ¢
de 2, eles passam a constituir uma PG.

Soma dos termos de uma PG

BN ITA seja (a,, @, &, ..) uma progressdo geométrica
infinita de razao a,,0 <a, <1, e somaigual a 3a,. Asoma dos
trés primeiros termos dessa progressao geometrica e:

8

27 27 27
20 30
27 27
, . . 112 4
m Unitau A soma dos termos da sequencia| — ——;—:... | e
239 27
15.10-1 5.10-1
~3.10-" 3
5

15.10-2

WIB UEL A dizima periddica 0,303030... pode ser escrita na
forma 0,30 + 0,0030 + 0,000030 + ... e sua fragao geratriz pode
ser determinada pela expressao:

) A -
(-56) () (-
N

WM UEL Os divisores positivos do nimero 310 sao 3¢, 31, 32
gtc. A soma de todos esses divisores é:

(8"~ (1)
2 2
(310 - 1] 910
2

310 - 1

m Mackenzie Para n inteiro positivo, quanto vale a soma:
(10— 1) + (102 = 1) + (103 = 1) + ... + (10" 1)

m Uma bola e langada verticalmente ao solo de uma altura h
Cada vez que ela bate no solo, ela sobe a metade da altura que
caiu. Calcule o comprimento total percorrido pela bola em sua
trajetdria ateé atingir o repouso.

tein- 1 2 3 4
m Calcule a somadasérie: _ =, 2 . 7
m A soma dos termos de ordem impar de uma PG infinita

& 81, e a soma dos termos de ordem par é 27. O 1° termo da
progressao e:

9 72
18 81
54

BT Mackenzie Sendo S=1 + 2x + 3x2+ ... (0 < x < 1), pode-se
afirmar que:

2 X
= = S=
(1=x) (2-x)? (2-x)*
X 5=
(1-x)? (2-x)

m Calcule o valor da soma de n parcelas
T+11T+111+ o+ 1111 -
o,

n “uns”
3 4 9 g8 27 16
m UEL O valorda soma infinita — = —+ — = —+ — = — +...
& 4 9 16 27 64 81
2 5 7 5 7
3 B B 3 3

m Sabendo que a soma dos n primeiros termos da PG {a,,
a,, ...}, de razdo q, € S. Calcule a soma dos n primeiros termos

da sequéncia {l; i; —1,}
8, 8, a8,



Capitulo 8

m Seja S, = —+—+ +% n nimero natural diferente de

zero. O menor nimero n, tal que S > 0,99, &:

5 7 9
6 8

m Sabendo-se que o limite da soma Xtet et it 6
100, determine o valor de x: 248

25 1 2

10 50

TEXTO COMPLEMENTAR

Algebra Geométrica

m Asoma S=1+-= +—+E ...+%+... a:
16 64 2"

wloe s B owlre b

No capitulo 1 da Frente 3 mostramos métedos tradicionais
para as demonstraces dos teoremas. Para complementar e relo-
dionar os assuntos, observe a demonstragfio da soma dos termos
de uma progressio geométrica (PG) convergente.

Considere a PG infinita convergente
l+a+a’+a®+...emquea < 1.

o i 1
——, assim S_,
1-q l-a
Observe o quadrado ABCD de lado 1 e o segmento DE = a.

Sabemos que S, =

Soma dos termos de uma PG.

RESUMINDO

Prolongando BE, encontramos F na reta AD. Construfmos um
novo quadrado EDHG de lado o e LH = o Os trapézios ABED e
DELH sdo semelhantes.

Esse processo vai-se repetindo oté o ponto F ou sejo,
AF=1+a+0?+..

Os triéngulos BCE e FAB séo semelhantes, entdo:

AF

__L‘,bin_
1 1 l-a

maos AF=1+a+a?+..,

1

logo:

]
l+a+a +a° +... = —

1—a

Calculamos assim geometricamente a soma dos termos da PG.

a+c

PAlg; b; c)e= b=

0 tQ,=0; 0,1 = aeens

PGla; b;c)erb’=a.c

0.0, = 020, 1 = cerees

o=o,tn=1}.r

— =1
a -'ﬂ'l . q'l

g _I:u1+1:|“}.n
2

B QUER SABER MAIS?
Esn&s

= Sequéncios de Fibonacci
<www.sbfisica. org. br/tne/Nol5/Num2/vdn1a02. pdf >.

tq—l}
S, = p—

= Malthus e as progressées
<www.ciencialivre. pro.br/ 11922/143581. himl>.
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Exercicios complementares

Problemas gerais

n Qual ¢ a razdo de uma PG de 3 termos, na qual a soma
dos termos ¢ 14 e o produto 647

n Prove que, se (X, v, z) ¢ uma PG, entdo
(Xx+y+z)yx-yt+tz)=x2+y>+2

n Os senos dos angulos de um triangulo estao em PG. Nes-
sas condigdes:

o tridangulo ¢ necessariamente equilatero.

o triangulo ¢ necessariamente retangulo.

o triangulo ¢ necessariamente acutangulo.

o triangulo ¢ necessariamente obtusangulo.

os lados do triangulo estdo em PG.

n Se (senx; sen2x; cosx) € uma progressao geometrica es-
tritamente crescente, com 0 < x < 27, entdo o valor de x ¢:

r LU 2n
12 8 EY
T LU
10 6

n Fuvest A sequéncia a_ ¢ uma PA estritamente crescen-
te, de termos positivos. Determine a natureza da sequéncia
I:lu= Ja"n=1.

n Scja (a )uma PG de 1°termo a =l erazio q*,q € Z ¢
q> 1. Seja (b,) uma PG cuja razdo ¢ q. Sabe-se que a;; = b, ..
Nesse caso:

a) determine b, em fungdo de q.

b) existe algum valor de n para o qual a =b ?

¢) que condigdo n e m devem satisfazer paraquea =b, 7

BB 1TA Determine o conjunto de todos os valores reais q tal
que q > 1, para os quais a,, a, ¢ a, formam, nessa ordem, uma
PG de razio q e representam as medidas dos lados de um tri-
angulo.

n Em uma PA com um nimero impar de termos, a soma
dos termos de ordem impar ¢ A e a soma dos termos de ordem
par ¢ B. Determine o niumero de termos da sequéncia.

“ Os comprimentos dos lados de um triangulo sdo trés nu-
meros consecutivos. Determine-os sabendo que o numero que
mede sua drea € o dobro do niimero que mede seu perimetro.

1 1 n-—1|

m Se a, a,, a; ... a ¢ uma PA de termos néo nulos, mostre
|
que: + +..+ =

m Considere uma progressao geométrica, na qual o primei-
ro termo ¢ a;a > 1,arazdo € q, q > 1, e o produto dos seus ter-
mos € ¢. Se log b=4,log b=2 ¢ log b= 0,01, quantos termos
tem esta progressdo geometrica?

12 18
14 20
16

m ITA Considere as seguintes afirmagdes sobre a expressio:

111

S= élng};{ﬁlk. VE)

I. S ¢asoma dos termos de uma progressido geometrica finita.

II. S ¢ asoma dos termos de uma progressio aritmética finita

2
de razio E

1. S =3.451.
IV. S<3.434+logg 2.

Entdo pode-se afirmar que ¢é(sdo) verdadeira(s) apenas:

Ielll II.
I e L I11.
IelV.

m Seja (a, b, ¢, d, e) uma progressiao geométrica de razdio a,
coma>0ea#l.Seasomade seus termos ¢ igual a 13a+ 12
e X ¢ um numero real positivo diferente de 1 tal que:

1 1 1 1 1

5
+ + + + ==
log, x logyx log.x logyx log.x 2

Calcule x.

m Determine cinco nimeros inteiros de uma PG, sabendo
que a soma dos termos de ordem impar ¢ 42 ¢ a dos de ordem
par, 20.

Iﬂ Demonstre que, sendo
lim

p—p=

lim

H—pma

(I+a+d +..+d")=4 (a<l)e __(l+b+b +...b")=

=B (b <1), teremos
lim

R—p=

A B

{1+ab+albl +a’h’ +...+a”b”)= —
A+ B-1

m Sendo x e y positivos, ache o limite das seguintes ex-
pressoes:
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Conceito

Estamos iniciando um estudo preparatorio para resolugido
dos sistemas lineares.

A teoria das matrizes ¢ a teoria dos determinantes sio
pré-requisitos para resolugio e discussio de um sistema linear.

Observe um sistema linear a seguir.

ax+by="P
cx+dy=0Q

Quais sdo os elementos importantes nesse sistema’

E claro que sdo os numeros a, b, ¢ e d (coeficientes), x e y
(incognitas) e finalmente P e (Q (termos independentes).

Nesse exemplo, temos um sistema “pequeno e simples™,
mas aumentando o numero de incognitas o problema comecga
a complicar.

Para facilitar a notagdo dos sistemas, foram criadas as ma-
trizes, que nada mais sdo do que um conjunto de nimeros colo-
cados em uma tabela. Observe como ficaria o sistema anterior
com a nova notagio das matrizes:

a bifx| |P
c dl|ly] |Q
Vamos formalizar essa nova notagio.

L] L] -
Defini¢do

Chama-se matriz um conjunto de nimeros dispostos em
uma tabela e distribuidos em m linhas e n colunas (m; n € N¥).
Simbolicamente, temos:

A oA éuma matriz que possui m linhas e n colunas.

a.: ¢ um clemento genérico da matriz A, que estd na linha i
ecoluna j. Lembrandoque 1 €<i<mel <j<n.

Exemplo 1
: [2 3 5
- = 7
matriz 2 x 3 = 4 f?-l
[2 ¢
- = 7 2 -1
matriz 2 x 2 = 0 =

. n:aﬂ‘i:!.::hi:b[ﬂ - 2 3 5]

s matriz4x 1 =

T‘_}J“"-—.tg

(assificaciio das matrizes
Algumas matrizes possuem nomes especiais, principal-
mente em virtude do seu formato.

Matriz linha
E toda matriz da forma A
linha.

1xpe OU 5€ja, pOssul uma unica

A=[1 2 3 4 5]

Matriz coluna

E toda matriz da forma B__ .. ou seja, possui uma tnica coluna.

i 1*

i

LE=1"

Matriz quadrada
E toda matriz que possui o nimero de linhas igual ao nu-
mero de colunas. Simbolicamente, temos:

A :matriz quadrada de ordem n

ﬂ” ﬂlz ﬂ|3 TR aln
azl EEE 323 azn
ﬂ“ E.EE 333 'L a3l1
d nl d n2 d ni e d nin

Na matriz quadrada, temos elementos especiais:

« Diagonal principal: sio os elementos da matriz quadrada
cujos indices sdo iguais.

D, ={ﬂij [i= J} ={ﬂ||; 4325 833, Aygq - ﬂ.m]‘

» Diagonal secundaria: sio os elementos de uma matriz
quadrada cujos indices tém soma igual an+ 1.

D, = {au li+j= r1+1}= {am; ) - am}

Exemplo 2
6 8 4
1
A=1~ 2 —I|éumamatriz quadrada de ordem 3.
02 3

A diagonal principal € {6, 2; 3], e a diagonal secunddaria
ef0;2; 4]

Matriz nula
E toda matriz que possui os elementos iguais a zero.

0 0 000 0
A={D D]CE":{D 0 0 [l]

Matriz identidade

E toda matriz quadrada cujos elementos da diagonal prin-
cipal sdo iguais a um ¢ os demais sdo todos zero. Observe os
exemplos e a notagdo especial:

1 00
13=Hl ‘ﬂ L={0 1 0
0 0 I




Lei de formaciio de uma matriz
Podemos definir os elementos de uma matriz por meio de
uma lei que relaciona seus indices.

n Construa a matriz A= (a.ljjzﬂ,tal que a; = ij.

Resolugdo:

“Isso quer dizer que temos uma mairiz A com elemenios ay dis-
postos em 2 linhas e 3 colunas, onde o valor de cada elemento
€ o produto de suas coordenadas .

. a;; d;» d
Para formar a matriz, temos: | ! T2 M3
2 dar dzz

3

f
) o {7 B=(b.)...tal qued i LT B sei=1]
nstrua amatriz B=(b)), ., tal que by =2i+j sei#]

app dys | <
a7 4z 4 4

lgualdade entre matrizes
Duas matrizes serdo iguais quando elas tiverem o mesmo
formato (nimero de linhas e colunas) e apresentarem todos os

by b
+u b

wilizando a regra, temos: [

[
"

Montando a maitriz, temos:

Resolugdo: [

elementos correspondentes iguais (elementos com os indices

r 4] F 4]

3 1= 3 !
2] 2

2 4] [ 2 4

[3 —5‘1[—5 3]
eracoes entre matrizes
tio e subtractio

Para somar ou subtrair matrizes iguais, basta somar ou sub-
trair os elementos correspondentes entre as matrizes.

Dados para os exemplos 3 ¢ 4 a seguir.
Considere as matrizes:

(21 0] o [6 2 5] [210
A'[zl 2 5]>B‘[—1 0 ﬂ]“c‘[ﬂ 1 1]'

B Encontre o valor da matriz X, sabendo que:
X=A+B+C

iguais). Assim:
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Resolugdo:

y=|2+06-2 1+2+1 0+5+0|_|6 4 5
T 4-1+0 24041 5+0+1|7|3 3 6

n Encontre o valor da matriz Y, sabendo que:

Y=A-B+C

Resolugdo:

I-2+1 !’}—5+!’}]

yo[2-6-2 ]
“l4—(=1)+0 2-0+1 5-0+1 5 3 6

Produto de um nimero por matriz
Multiplicar uma matriz por um numero significa obter uma
nova matriz com todos os elementos da matriz anterior multi-
plicados por esse numero. Simbolicamente, podemos escrever:
Sejake RIA= (au}mme B= [hlj}lm. Se kA, entdo, para
todo i ¢ j, temos que b; = ka.

Exemplo 3
3 45
6 & 10
z[i 2 ﬂ]=[—f 4 ﬂ]
E
Exemplo 4
2 P
3[9 £]+31’3=[g 3]+.?I_,=
3
6 -3 ;o1 6 =312 0] [8 -3
[ﬂ 3]*3'[ﬂ ;]‘[ﬂ 3]*[{} .?]_[ﬂ 4]
Produto de matrizes

O aluno ndo pode esquecer que toda a teoria das matrizes foi
motivada para um fim: o de resolver sistemas lineares. Vamos
voltar ao sistema:

ax+by="P ~ —
{cx +dy=0Q e a notagdo matricial:

a b||[x| _|P
c d||y| |Q
mas P =ax + by e Q =cx + dy, entdo:
a b||x|_|ax+by
c d||y| |ex+dy
'\l_v—l' \_v_l'
A X B
Observe que temos o produto:

AX=BouA, X, =B,

xl

Frente 2 RN




Vamos esquematizar o produto:
X
N
a b ax + by
¢ d cx +dy
Para efetuar o produto, o nimero de colunas da 1* matriz
deve ser igual ao nimero de linhas da 2* matriz.

Exemplo 5
Considere o nove produto: C = AB

s 1 02 2
A:[; _1, 3],93: 11 —4
~1 3 3

A, ;e B, ; podem ser multiplicadas, pois o nimero de co-
ZX X
lunas de A é igual ao numero de linhas de B. Assim:

0 2 2
11 -4
-1 3 5
2 10 Cﬁf CJE CI_‘T
1 -1 3] |c, ¢, C,

C=ay . by +ap, by +ap; by=2.0+1.140.-1=1

(linha 1 da matriz A multiplicada pelos respectivos ele-
mentos da coluna | da matriz B)
Cio=a;; . byy+ag;. byy+ap; . by;=2.241.143.0=5
Ci=a;,.b;+a,. by +a;;.by;=2.241.(-4)+0.5=0
Coi=ay byy+as by vay; byy=1L0+(=1).1+3.(=1)=—4

Cyy =0y . byy @y by +ayy. byy =1 24(=1). 1+(3). 3=10

2
2

A matriz produto C,_, estd montada:

(15 0
-::‘_[_4 10 3;]

ATENCAQ!

Para multiplicarmos as matrizes A__ e By devemos fer
n = p. A matriz produtc A-B é a matriz Cm.

Exemplo 6
* Ayj,e By,
Az By = Cyps
exisle o
it
* Agne By,
. =7
Arixz BSJ:E '
ndo exisie
o prrowdicto

ATENCAQ!

A

o * B = Conng
|

3AB
Matematica

sen =p

Mais exemplos de produto de matrizes.

Exemplo 7
«  Efetuar os produtos:

I 0
e 3_[; 2 ;]=

[1 -1 0]
HIHER
JIL13 =3 0
2112 -2 0

Exemplo 8

Considere a matriz A= [_ 10

! ‘I]J calcule A°.

Vamos calcular A°, e depois multiplicar por A.
I 1 I 1
-1 o)||-1 0
I 1 0 1| _|-1 0
-1 o0)||-1 -1 0 -1

i i
= W

A y

Dos exemplos que vimos, podemos tirar uma conclusio
importante: se existe a matriz AB, ndo concluimos que existe a
matriz BA, ou seja, o produto entre matrizes nio ¢ comutativo!

Observe os exemplos a seguir da nio comutatividade do
produto entre matrizes.

Exemplo 9
Considere A=|2 ! ep=|2 1 0
SEEEST0 3 |0 1 -3
Vamos fazer inicialmente AB.
A

2 B3 =0

=] |
JAB
Calculando o produio:
2 -1 0
0 1 3

2 =14 -3 -3
0 3[lo 3 9
\—F——f

AB




Vamos calcular agora BA. Primeiramente, analisando a
condigdo de existéncia do produto, temos:

B, .+ A, ,=ndo hd produto!

t 4

AB4
E claro que nesse exemplo AB # BA, ji que BA nem existe!

Exemplo 10

. 2 -1 -1 0
Nesse exemplo, diferentemenie do 1°, exisie AB e BA, pois
ambas as matrizes sdo quadradas de ordem 2, assim:

5
oxiivan

Invertendo-se a ordem, temos:
2 -1
o 5]
[—I !’}] [—.? f]
2 2|14 4

e
84

FPortanto: AB +#BA.

Agora que ja sabemos verificar a existéncia do produto en-
tre matrizes e calcula-lo, vamos sofisticar o produto. apresen-
tando-o na forma de somatorio.

Considere A = [a.lj] B = [hjk]mp
C= [clk]mp onde

ci=a,.b,+a,. b, +..+a, .b, -~

1€£i€<m
l=sk=p

e AB = C, tal que

mxn®

1n
Ci.k = zau . th pEll'E.
j=1

Para finalizar o item de produto de matrizes, estude atenta-
mente o exercicio a seguir como exemplo.

Exercicio resolvido

" Fuvest Considere as matrizes:
A= [au]4x?, tal que a;= 1=

B= [hﬂ]TxQ’ tal que I:n.l‘i =1eC=AB.
Calcule os elementos C, e C,,.

Resolugdo:

Percebemos que a Fuvest definiu matrizes grandes para assus-
tar o candidato e aié para forgar alguns a fazer esse produio,
o gue € impraticavel!
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Vamos descobrir o formato da matriz C:
A, B,

Xz

ar Bro=Chy

I
dAR

O elemento C,, pedido ndo existe pois a matriz C tem somente
4 linhas!

Ja o elemento Csef existe. Para calcula-lo, precisamos da

3inha de A com a 8 coluna de B, assim:

J

%
g
3
oy
T Ly b Gy Py = '—|

47
My
=
|
ro
|
L T
|
£
0
i

Coyy=2.1+1.240.3+(=1).4+(=2).5+(=3).6+ (). 7==56
-

Propriedades da multiplicacéio de matrizes

As principais propriedades da multiplicagao de matrizes sdo:

P1 Associativa:
Considere as matrizes A
ABC=A(BC)=({ABC

Eupc Cm,asmm:

mxn®

P2 Distributiva:

Considere as matrizes A B eC

mxnt XN I"L.'I'.p

(A+B)C=AC+ BC
P3 Nio comutativa:

AB £BA

Exercicios resolvidos

n Efetue:
« (A+B)
Resolugdo:
Como ndo sabemos se as matrizes comutam (AB = BA), vamos
efetuar

(A+B){A+B)=(A+B)A+{A+B)B=A4"+BA+AB + B’
+ (A+BYA-B)

Resolugdo:
(A+B)(A-B)=(A+B)JA-(A+B)B=4"+BA-AB - B

Frente 2




n Encontre todas as matrizes que comutam com A = [‘T‘ é]

Resolugdo:

Seja B a matriz que comuta com A(AB = BA), representada por

= 1
4 o
g
| I
L |
b by
by e
+ +
==
[
| S

—V—

BA
2x+y=2x+zoy=z
x=2z+w

AB=BA= {7,
2y+w=x
y=z

Fazendo y =z =0 e w = temos x = 200 + B = o matriz

A:F":B E]“ﬂ’meBER.

A matriz identidade (1 )

A matriz identidade, como sabemos, ¢ uma matriz quadra-
da na qual os elementos da diagonal principal sdo todos iguais
a 1, e os demais todos iguais a zero.

Aimportancia da matriz identidade ¢ que ela funciona como
elemento neutro da multiplicagio, ou seja, qualquer que seja a
matriz quadrada A de ordem n, temos que: A | =1 . A=A,

Vamos verificar o fato com um exemplo.

Exemplo 11

o
4917

ATENCAQ!

A matriz identidade é o elemento neutro da multiplicagao,
ou seja, VA temosque Al =1 A=A
Sabemos que AB # BA, mas existem casos em que duas
matrizes comutam, por exemplo, A_e | .

n
ZGi & a representacio de uma soma que vai do 1° ao
i=1

n-esimo termo, ouseja, o, + a, + ... + g, + a,..

Matriz transposta

Dada uma matriz A = [aujmw denominamos matriz trans-
posta de A a matriz A, tal que A'= [a‘j.l]mm ¢ a‘j.l =ay.

Isso significa que, para obtermos a transposta de uma ma-
triz, basta transformar a linha em coluna, ou vice-versa.

Exemplo 12
Encontrar a transposta de A:

r 8 [2 1]

?
. A:; “z :,:.LaAr:} 2
- . 4 -1
r 8 [2 1]

?
. A:; “z :,:.‘aAr:R 2
-7 . 4 -1
!
« A=[1 -1 3 2]=4'= -
3

2

Ao obtermos a transposta de uma matriz quadrada, os ele-
mentos da diagonal principal ndo mudam.

Propriedades da matriz transposta

PL (A=A

P2 (A+B)'=A'+B!

P (AB)=B'-A!

P4 ke R;(kA) =k - Al
Demonstragdo da P :

Seja AB = C = (¢ )y

[ABJI =C'= [Ctkijpxm

n n
r_ — _ 1 T _mt 1
j=1 j=1




Matriz simeétrica

Chama-se matriz simétrica toda matriz quadrada A, de or-
dem n, tal que A'=A.

Dessa defini¢io, podemos tirar a seguinte conclusio:

Sendo A = {au]m_m = Al = {a‘jklmm como A = Al =
(a;) = {a‘ﬁ]; i,jeil;2;3; ..n}

Tudo isso quer dizer que os elementos simétricos em rela-
¢do a diagonal principal sdo iguais.

As matrizes seguintes sdo simétricas:

1 2 4
E ﬂ 2 3 -
1 -1 3

Matriz antissimétrica

Chama-se matriz antissimétrica toda matriz quadrada A, de
ordem n, tal que A'=-A.

Dessa defini¢io, podemos tirar a seguinte conclusio:

Sendo A= {au} =Al= {a‘ji} e-A=-— {a.g}, temos que atji =-a;.

Tudo isso quer dizer que os elementos dispostos simetrica-
mente da diagonal principal sdo opostos, ¢ também que a dia-
gonal principal so ¢ formada por zeros, pois o zero € o Unico
nimero que ¢ igual ao seu simétrico.

As matrizes seguintes sdo antissimétricas:

0 -2 -1
2

[_ﬂj ﬂ; 2 0 -4

- 1 4 0

Vamos dar uma pausa na teoria e analisar atentamente os
exemplos a seguir.

Exemplo 13

Determine a matriz incognita:
|2 4 14 2

X +[5 ~1|T|-1 5
(|4 -1 |2 4

X '[3 51 [5 -1

, [4-2 -1-47 [2 -5
X ‘[3—5 5—{—;,}1‘[—3 51

7
2 3 5 !
(X'f =3 T3|x=|
12

Exemplo 14

Provar que se A e B sdo matrizes simétricas, entdo (A + B)
também é simétrica.

Famos calcular (A + B).

Capitulo 9

(A+B)f=A"+B'=(4+B) (cqd)
\‘_h--_ ___.____,.r
Ae B vdo
Simélricas

Provamos que (A + B)' = (4 + B).

Exemplo 15
Sed= {ar.f.)_,_r_.,, tal gue a; = 2i—j, calcule A — A"

assim.
_ I 0
13 2

Exemplo 16
2
Calcule x para gue o produto das matrizes A = [ 3 T—I e

-2 X . C e
A= { 11 -I seja uma matriz simétrica.
1 -1
01
-2 x|[-2 2+x -2 2+x
3 1|3 -3+ 3 =2
FPara uma mairiz ser siméirica, os elementos opostos da

diagonal principal tém de ser iguais, assim:
24x=3 ~nx=1

Matriz inversa
Quando perguntamos qual ¢ o inverso de 2, respondemos

,hdo ¢?

bod | —

Pois 2.—=—.2=1,¢ 1 € o elemento neutro da multipli-

b | —

1
2
cacdo. Seguindo exatamente essa mesma ideia, o que seria a
matriz inversa de A?

Seria aquela matriz B, tal que AB = B A= elemento neutro.

Sabemos que o elemento neutro do produto de matrizes ¢
a identidade (1), observe também que A ¢ B comutam. Vamos
chamar B de matriz inversa de A e representa-la por AL

Compreendendo a comparagio (poderiamos estender a
comparagio com a fungio inversa também), podemos definir
formalmente:

“Dada uma matriz inversivel A, chama-se inversa de A a
matriz A tal que A AT =ATT A= "

ATENCAQ!

Qual o inverso de zero? Nao existe, isso pressupde que pos-
sam existir matrizes ndo inversiveis.

Uma matriz que admite inversa é chamada de inversivel cu
ndo singular.




“ Determine a matriz inversa de A = ﬁ i]

Resolugdo:
Seja A = [f }:], tal que A - A~ =1

X ¥

z W
2 3| 2x+3z 2y+3w
I 4| x+4z  y+49w

2x+3z 2y+3w|_|1 0
x+4z  y+4w | |0 1

2x+3z=1 2y+3w=10
x+4z =10 € v+dw=1
U U
! 2
F=—— W= —
5 5
4 3
X¥=— }r=__
5 5
4 3
Assim: A7 = 51, 25
F 3

n Determine a matriz inversa de A = ﬁ g]

Resolugdo: ;
Seja A = [ w] a matriz inversa de A, entdo:

2x+6z=1 2v+b6w=1
¢ y+3w=1

x+3z=1/2 v+3w=1(
’*{_Hsz:ﬂ ’*{y+3w=;
Absurdo! Absurdo!

ndo existemXx e = ndo existem y e w

Logo, ndo existe A~ e a matriz A ndo é inversivel.

Exemplo 17

Nas equacdes matriciais a seguir, isolar x, admitindo que
as matrizes A e B sdo inversiveis.

a) AX =B =471, AX=4"8B -1 . X=A4"8 .
X=4"1 8

b) ABX = [ = (ABf! .
X=(AB)"!

¢) (AX)=B=[(AX}]'=B" . AX=B" . A7 . AX=A4"T. 5
LI X=A4" B o X=AT B

d (B+Xf=4A=[B+X)t=A4" B +X=4_
X=4A'-8B.

(AB)X = (ABf' . I

n

Se A e B sdo matrizes inversiveis de ordem n, entio
(AB)y" =B". A4~

Demonstracio:

Chamado B-'A-" = C, vamos provar que C é a matriz in-
versa de AB, ou seja, C(AB) = (AB)C =1

B=A~1AB) = B-I(A-'4)B = B-1. IB = B- B =

(AB)B'AT = ABB)A = Al A7 =A. A7 =1 (cqd)

ATENCAQ!

Observe a simetria das propriedades (AB)' = B'A! e

(AB)! = B-1A-Y,

Demonstre como exercicio que (ABCJ™! = C-'B-'A-! e também
generalize para varias matrizes.

Exercicio resolvido

m Determine o elemento da segunda linha e terceira coluna

1 2 3
da matriz inversade A={4 2 1|
0 3 2
Resolugdo:
Utilizando a definicdo de inversa, temos:
4 A7 !
I 2 3|la; a5, x 00
4 2 1fla,, a,, yi={0 1 0
0 3 2|lay ap =z 0 0 I
Queremos determinar y, para isso, iremos montar um sistema:
E 3
LY
I 2 3 ] x+2y+3z=1)
4 2 1 (| —=4x+2y+z=10
0 3 2 I Jy+2z=1
—dx—8y—12z=10
~qdx+2y+z=10
Jy+2z=1
12y—-22z=1)
{_5}.-_;;;9 By+22z=11"
3y+2z=1 ~ 11
" 2 ) = Y = —
2y=11:y 37

ﬁ Matematica



Capitulo 9

Revisando

gy = ] i=i
Bl cConstrua a matriz A = (aijlam. tal que {z” _ ;; :ESIE i i j BN Determine a matriz inversa de A =[; 3]
ij —
6 -1 1 3 19
nDadas as matrizes P:[n 5 x],{:}: 1 aH:[ﬁ]
2 E]

calcule x, tal que PQ — R é a matriz nula.

Exercicios propostos

Operacoes entre matrizes 1 2 13
PN UFVDadaamatrizzA=|0 1 2| determine:
n FEl Se as matrizes A= (a;) e B= (b;) estao assim definidas: -1 1 -1
2
a=1sei=| by =1sei +j=4 a) A
a,=0sei =] |b=0sei+j=4 b) A.A
! ! c) 2A +3At
onde 1<i,j<3, entdo a matriz A + B &:
(1 00 (1 0 1 n Puccamp Os nimeros reais x, y e z que satisfazem a
010 020 equacao matricial mostrada a seguir sdo tais que sua soma é
[0 0 1 (1 01 igual a:
g ? :] F:] 1 {11 [x—1 y+2 ][1 -1]_[3 n]
1 0 0 010 z x+y+z||0 1 -2 5
(1 0 1] _g
010 -
(1 0 1] —1
2

Frente 2




BB FGV Observe que:

0 1 4 5] .. N
SEA:IE 3]EB:|5 ?],entac:A.Bematnz.

0 5
12 21
6 7
26 31
26
31
12
21
12
21

o o <~

ﬂ Vunesp Seja A = [a;] @ matriz 2x2 real definida por a; = 1
sei<jea;=—1sei>]| Calcule A%

I3 Unirio Considere as matrizes:
3 5
a=l2 1| B=|]
0 -1
A adicao da transposta de A com o produto de B por C é:
impossivel de se efetuar, pois nao existe o produto de B
por C.
impossivel de se efetuar, pois as matrizes sao todas de
fipos diferentes.
impossivel de se efetuar, pois ndo existe a soma da trans-
posta de A com o produto de B por C.
possivel de se efetuar e o seu resultado & do tipo 2x3.
possivel de se efetuar e 0 seu resultado é do tipo 3x2.

] C=[2 1 3]

BB UFRGS A matriz C fornece, em reais, o custo das porcoes
de arroz, carne e salada usados num restaurante: A matriz P
fornece o nimero de porgbes de arroz, carne e salada usados
na composicao dos pratos tipo P,, P,, P, desse restaurante. A
matriz que fornece o custo de producao, em reais, dos pratos

P, P, P,é
1}arroz 2 1 1)\pratoF,
C=|3|came P=|1 2 1 |prato P,
2 2

2 Jsalada 0 |prato P,

e A - B = N |

—
- o
——_#

BON o N

B UEL Considere as matrizes M e M2 representadas a seguir

a 0 8 0
b —a] e M =lr:: a]
Conclui-se que o numero real a pode ser:

2\;"'5

2.2

2

-2

-3

M =

BEN UEL sobre as sentencas:
l. o produto de matrizes A, ..B, , € uma matriz 3x1.
IIl. o produto de matrizes A, B , € uma matriz 4x2.
Il o produto de matrizes A, .. B, , € uma matriz quadrada 2x2.
é verdade que:
somente | & falsa.
somente |l é falsa.
somente Il é falsa.
somente | e lll sao falsas.
todas sao falsas.

BTN Uece sejam as matrizes:

_(1 0 _(p 9
(i &) e=(3 9
considere a operagao entre estas matrizes:

2 =2
M, .M -M_M, = (_3 _2]
MNessas condicdes, p + g € igual a:
5

6
7
8

BIN Mackenzie Sejam as matrizes a seguir:

A =(8j)axa 8 = /
B = (by)axs.bj = |

Se C =A. B, entao c,, vale:
3
14
39
84
258

RPN UEL Sejam as matrizes A e B, respectivamente, 3x4 e
pxg. Se a matriz A. B é 3x5, entao é verdade que:

p=5eq=5
p=4eq=5
p=3eq=5
p=3eq=4.
p=3eq=3



BEN Dadas as matrizes:

2 =1 3 4 . .
A_[D S]EB_[S _2],calculeamatnzxtalque.

5x — 3A = 2B + 7x — (A + B).

BN so(2_1) (%)=() ento
x=5ey=-7
Xx=—Tey=-5
x=-hey=-7
Xx=—7ey=5
x=Tey=-5

Determinac@o da matriz inversa

BEH Vunesp Seja A = [a] a matriz real 2x2 definida por a, = 1
seizjea;=—1sei>| Calcule A™.

m Unirio Dada a matriz:

_|-3 -3 i -1 t_
A_[S 2],determmeavahrdeh + A — |,

B Mackenzie Dada a matriz M, mostrada na figura adiante:

3

& B
2

,5e M1 = M, entao K pode ser:

m FEl Considere as matrizes A e B.

A a 2a 6B = 2b -2b
0 2a 0 b
Se a inversa da matriz A & a matriz B, entdo:

a=0o0ub=0
ab=1

Capitulo 9

m ITA Seja a matriz: A=[i E], em que a=2{1+b925.]!

log, &
b=2%" c=log ;; 81ed=log ;27.

Determine uma matriz real, quadrada B, de ordem 2, tal que AB
& a matriz identidade de ordem 2.

m O elemento a,, da matriz inversa de:

10 1
2 1 0),e
0 1 1

—1
1

3

0
2
3

2

Matrizes simétricas e propriedades operatorias gerais

m Demonstre as afirmagdes seguintes relativas a matriz A :

a) Se A é simétrica, entdo AA' é simétrica.

b) Se A é simétrica, entao A + Altambém & simétrica.

c) Se Aé simétrica, entao (A! + AZ) é simétrica.

d) Se Aé simétrica, entdo A — A'é antissimétrica.

e) Toda matriz quadrada & a soma de uma matriz simétrica e
uma antissimétrica.

f) Se A:[z g] mostre que a sua inversa, se existir, é:

<
Al = -c a
ad -bc

m Sendo A e B matrizes inversiveis de mesma ordem e X
uma matriz, tal que (XA)' = B, entao:

X=A"1. B!

X=B. A1

X = (BA)!

X = (AB)!

nda

m FGV A, B e C sdo matrizes quadradas deordem3e0 é a
matriz nula de ordem 3. Assinale a afirmacao falsa.

(A+B)C =AC+BC

AB=0=A=00uB=0

(A+C)l=A+C

(BC)' =C'B!

AC=CA=I=C=A"




TEXTO COMPLEMENTAR

Caracteristica de uma matriz

A caracteristica de uma matriz A é o nimero de linhas néo nulos apés o escalonamento da matriz A. (Para mais detalhes sobre o

escalonamento, leia o capitulo 6).

“ Determine a caracteristica da matriz:

1 2 3
2 2 1
2 4 4

n Determine a caracteristica da matriz:

1 -1 1 0
2 3 -11
0 2 4 2

RESUMINDO

n Sejcae R,a>0ea =1 econsidere a matriz A:
log,, (3a) |'391ﬂ'[30]2

1

A= Ioga(—J ~log,a
a

log,, 1 log;q1

Para que a caracteristica de A seja méxima, o valor de a deve
ser tal que:

10 —
(o) az10ea= 3

1
10 -
(b) a= eu:B

) a#=5ea=10
(d) az2ea=+3
le) az2eaz10

O capitulo das matrizes é bésico para o estudo dos determinantes e sistemas lineares. As matrizes séo conjuntos cujos elementos
estdio dispostos em uma tabela. Fiquem atentos & definicéio dos produtos entre matrizes.
O produto A_ por B g Eiste somente se n = p, e 0 resultado é a matriz C e O produto entre matrizes néo é comutativo, ou seja,

AB = BA.

*  Mairiz inversa:
AB =BA =1
Entéo B é o matriz inversa de A, simbolicamente, B = A,

* Principais propriedades:
(AB)' = B'. A (AB)]! =B - A (A+B) =A +8

0
0 A=A
1

Al=—p

ﬁ Matematica
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Exercicios complementares

Problemas gerais

BB Uece Scjam as matrizes:

u=(8 aer- (5 ¢)

Se M - M!'= P, sendo M'a matriz transposta de M, entdo
n* + nq ¢é igual a:

6

9

12

18

BN UEL A soma de todos os elementos da inversa da matriz
M mostrada a seguir ¢ igual a:

M=l )

n Vunesp Se A, B ¢ C forem matrizes quadradas quaisquer
de ordem n, assinale a inica alternativa verdadeira.

AB =BA.

Se AB=AC,entio B=C.

Se A% =0, (matriz nula), entio A= 0,

(AB)C = A(BC).

(A+B)F=A2+2AB + B~

BN FEl Dadas as matrizes A ¢ B, a matriz de x de 2 ordem
que ¢ solucdo da equagdo matricial Ax + B = 0, onde 0 repre-
senta a matriz nula de ordem 2 ¢:

pefs eseft ]

n Calcular todas as matrizes X, quadradas de ordem 2, tais
que X*=1,.

1 3 : X
u Se A—[4 _3], uma matriz coluna X—(F], tal que

AX =3X, é:
f}".

kl-'
(3‘-

ITA Sejam M ¢ B matrizes quadradas de ordem n tais que
M — M~ = B. Sabendo que M' = M~! podemos afirmar que:

B? ¢ a matriz nula.

B =-2I.

B ¢ simétrica.

B ¢ antissimétrica.

n.d.a.

B FGV Scja A uma “matriz diagonal” de ordem 2; isto é, A ¢

do tipo: [K

0
Nestas condigdes, o nimero de matrizes que satisfazema equa-
¢do matricial: A=A =0 ¢:

0 3

1 4

2

0 . :
y ,onde x e y sAo nimeros quaisquer.




n Vunesp Determine os valores de x, y ¢ z na igualdade a
seguir, envolvendo matrizes reais 2x2:

0 0][0 x| |x-y O N z—4 0
x 00 07| x y| |y—-z O
m O produto A - B das matrizes

A= 1 2 eB= 13 & uma matriz:
13 4 12 4 '
simétrica.
antissimétrica.

ndo inversivel.

nula.
identidade.

m ScB:(hq)zxzéanlatriz invcrsadamatrizh:[ 1

_ b
Nu_.-‘

entéio o elemento b, é igual a:
2

3
1
3

1

4

3
-1

m Dada a equagdo matricial X°-2X = 0, onde X ¢é uma ma-
triz quadrada, n x n, ndo singular. Podemos afirmar que essa
equacao:

tem uma infinidade de solugdes.

nio tem solugdo.

tem duas solugdes distintas.

term uma unica solugdo.

2.2

admite a solugio X =|......... [.
2.2

BED UFBA Sendo as matrizes:

M = (mjj)3. N = (0)y, P = (Pj)es € Q = (qj)g.c

¢ possivel determinar: M+ N, NPe P-(Q, se:
b-—a=c-d
a=h=c=d=e-1
b=a+l,c=d=e¢=4
ab=6,a+1=b=c=d=¢e-1
b=c=d=22%
g

B} FGV Scja A uma matriz quadrada de ordem n ¢ I a matriz
identidade de ordem n. Se A®= I, podemos afirmar que:
Al=A

A=A
Ab =]
A =]

A ndo admite inversa.

BB Fuvest Dadas as matrizes

f(a 0) . (1 b
a=(5 oJen=(s V)

determine a ¢ b de modo que AB = 1,, onde I, ¢ a matriz iden-
tidade de ordem 2.

n
Bl sca=* D,cntﬁn:ﬁ“= o0
ﬂ 1:'? ﬂ FI'I.
Com base no resultado anterior, provar que:

| — }{IHI

0

n . ]_—K
ZAL = I n+1
i=0 0 _Y

-y

sen X 2

Considere a matriz A =
m [lng;ﬂ 2senX

]nndc x ¢ real.

Determine as condig¢des para que ela seja inversivel.

m Sejam A e B matrizes reais 3x3. Se tr(A) derrota a soma dos
elementos da diagonal principal de A, considere as afirmagdes.

I.  tr(AY) =tr(A);

II. Se A éinversivel, entdo tr(A) = 0;

L tr(A+ AB) =tr(A) + Ar(B), VAeR.

Demonstre a veracidade das afirmagdes.

m Sendo x um ntmero real positivo, considere as matrizes:

3

log,x lnglxz 1 0 log, x~
3 3 3
A ¢ B= 1 0
0 —log,x 1 —3log,x —4
3

Determine a soma de todos os valores de x para os quais
(AB)=(AB)"

m Seja A uma matriz quadrada de ordem 2 e considere as

definigdes:

I.  Uma matriz quadrada A ¢ ortogonal se e so se A for inver-
sivel e A~ = AL

II. Uma matriz quadrada A ¢ diagonal se ¢ s0 se a;= 0, ¥i;
j=1:2:..:n,comi#].

Determine todas as matrizes quadradas A de ordem 2 que séo,

simultaneamente, diagonais e ortogonais.

3 ._.-:‘ ) l!'_-_! . -.:‘ \ ll ! \
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FRENTE 3

O poligono regular mais famoso

Pitagoras de Samos fundou em Crotona (ltalia) um
grupo de cardter cientifico, ético e politico. Esse grupo
ganhou muitos adeptos e formou-se mais tarde a cha-
mada escola Pitagérica. O pentagrama transformou-se
no simbolo desta linha filoséfica.

Para obtermos o pentagrama, basta construirmos o
pentagono regular ABCDE e tragar as suas diagonais.

|
<P

O ID B GLE ASDMFLICKA

Uma das construgdes mais famosas do mundo, o Pentd-
gono é sede do Departamento de Defesa e do Estado-maior
norte-americanos. Foiinaugurado em 15 de janeiro de 1943
no estado da Virginia.

Ele tem o formato de um pentdgono regular e € o
maior edificio de escritérios do mundo reservado @ inte-
ligéncia estratégica e espionagem.

Toda essa imponéncia foi ofuscada pelo atentado
de 11 de setembro de 2001, quando um Boeing 757
atingiu algumas alas da sua esfrutura.



Defini¢do e classifica¢do dos poligonos

Vamos iniciar nossos estudos com poligonos com a cha-
mada linha poligonal. Considere uma sequéncia de segmentos
consecutivos conforme a figura 1.

A F

Fig. 1 Linha poligonal aberta.

A linha poligonal ¢ aberta, pois o segmento inicial com
a extremidade A esta “livre”. Se fizermos coincidir a ultima
extremidade com o ponto inicial A, teremos agora uma linha
poligonal fechada ou simplesmente poligono.

Fig. 2 Poligono entrelagado.

Afigura estranha 2 ¢ um poligono entrelagado, pois os seg-
mentos (seus lados) interceptam outros (por exemplo CD e EF)
de maneira aleatoria.

Caso o entrelagado seja regular, teremos o poligono estre-
lado. Observe a figura 3.

Fig. 3 Poligono estrelada.

Para os poligonos ndo entrelagados, podemos dividi-los em
dois grandes grupos: convexos ¢ concavos. Observe a figura 4.

Convexo Concavo

Capitulo 7

Para classificar os poligonos em convexos e cincavos,
considere dois pontos X e Y quaisquer pertencentes ao interior
do poligono, se:

v XY cpoligono < convexo;

3IXY @ poligono « céncavo.

Elementos bhasicos do poligono convexo
Considere o poligono convexo qualquer ABCDE. ..
A,B,C, D, E .. vértices

AB, BC, CD ... lados

E, E, @, BE ... diagonais
a ... angulo interno
ﬁ;n ... angulo externo

Fig 5 Elementos basicos.

A TENCAO!

Para um mesmo vértice n, femos a_ + A_ = 180° ou seja,
sdo angulos adjacentes suplementares.
Se um poligone possui n vértices, entdo ele possui n lados.

Podemos classificar os poligonos em fung¢io do seu nime-
ro de lados; observe a tabela 1 a seguir com alguns exemplos.

Numero de lados Denominagéo

3 Triangulo

4 Quadrilatero

5 Pentdgono

6 Hexagono

7 Heptagono

8 Octogono

9 Enedgono
10 Decagono

11 Undecagono
12 Dodecagono
13 Tridecagono
14 Tetradecagono
15 Pentadecagono
16 Hexadecdgono
17 Heptadecagono
18 Octodecagono
19 Eneadecagono
20 lcosdagono

Fig. 4 Poligonos convexo e concavo.

Tab 1 Momenclatura de poligonos.

Frente 3




Soma dos dngulos internos de um poligono
convexo qualquer

Vamos fazer uma indugdo vulgar para obtermos uma for-
mula para o S..

Numero de lados

Soma dos angulos internos

4

1 triangule §;=1. 180°

\Z

2triangulos §,=2. 180°

</

dtriangulos 5;=3. 180°

(n - 2) triangulos

n S,= 180° (n - 2)

Tab. 2 Soma dos angulos internos.

Pela observacio dos nimeros, induzimos vulgarmente
que um poligono convexo de n lados possui (n — 2) triangulos
encaixados no seu interior. Como em cada triangulo a soma dos
angulos internos ¢ 180° temos S.l= 180° (n=2).

Vamos demonstrar o resultado pelo PIE.

|* parte: para n= 3, o poligono ¢ um triangulo, entdo temos:
S, = 180°(3 - 2) = 180° (correto).

2 parte: Se S, = 180°k — 2) para um poligono de k lados,
entdo deveremos ter S, = 180° [(k + 1) — 2] para um poligono
de k + 1 lados.

3 S, +180° (k- 2)

Fig. 6 Demonstracao.

Ao adicionarmos 1 vértice no poligono de k lados, adicio-
namos 1 lado e 1 triangulo interno.

S'=8.+ 180°=180°(k—=2) + 180°= 180" [(k-=2) + 1] =
=180"[(k + 12] (c.q.d.)

ATENCAQ!

Indugdo vulgar é o generalizaggo de uma propriedade
através de alguns caosos particulares. As indugdes vulgares
podem ser corrigidas pelo principio da inducéo finita (PIF).
S, &€ a soma dos angulos internos do poligono convexo
(S,= &, + 8y + ... +&,).

Exercicio resolvido

n Calcule a soma dos dangulos internos de um decagono
convexo.

Resolugdo:
Sabemos que n = 10, assim temos:
S§,=180"(10-2) =180"- 8 = 1.440"

Soma dos angulos externos de um poligono
convexo qualquer

Lembrando que em um poligono, o nimero de lados ¢ igual
ao numero de vértices, e, ¢ claro, igual também ao nimero de an-
gulos internos e externos; observe as equagdes e a figura 7 a seguir.

i, +A, =180°

a,+ A, =180°

Fig. 7 Soma dos angulos externos.

Somamos todos os membros das n equagdes, temos o se-
guinte resultado:
(a,+d,+ .. +4 )+ (A + A+ +A)=180"+. . +180°

"
n terms

Que representa S, +8_= 180°n
Mas como S, = 180°(n-2)

= 180°(n—-2)+ §,=180°n

= 180°n -360°+S_=180"n
= 5, =360°

Matematica




ATENCAQ!

* Em um poligono convexo qualquer de n lados, 5_ é
constante e vale 360°.

* Poligono convexo qualquer de n lodos:
S, = 180°(n - 2)
5, = 360°

* S_é a soma dos dngulos externos de um poligono con-
vexo qualquer (5, = Jaq + ;‘\2 + ...+ jln]

Poligonos regulares

Um poligono convexo ¢ definido como regular se ele for
equilatero (lados iguais) e também equifingulo (angulos iguais).
Observe o diagrama de Venn.

Equilatero

Regular | Equidngulo

Fig. 8 Classificacdo dos poligonos convexos.

Vamos construir um poligono equiangulo. Seja ABC um
ridngulo equilatero. Tracar paralelas aos lados do triangulo,
obtendo assim um hexagono equidangulo.

Fig. 9 Hexagono equiangulo.

0Os AADE, ACIH e ABGF sdo equilateros, por isso todos os
angulos do hexagono DEFGHI valem 120°.

Podemos também construir um hexagono equilatero, mas
ndo equidangulo. Observe a figura 10.

B l F
oj ' o
60° 60°
A <)60° 60°( ~E
60° 60°
ol '. ]
C D

Fig. 10 Hexdgono equildtero

Capitulo 7

Temos dois tridngulos equilateros AABC e ADEF coloca-
dos no quadrado BCDF. Os seis lados sdo iguais, ¢ os angulos
internos valem: 60°, 60° 150° 150° 150% e 150"

O poligono regular ¢ aquele em que os lados sdo iguais
¢ os dngulos internos iguais (consequentemente os externos).
Para designa-los, acrescentemos a palavra regular. Observe o
hexagono regular.

Fig. 11 Hexagono regular.

Os poligonos regulares possuem os angulos internos iguais;
podemos escrever que S, =n - a, ¢ S, =n - a_. Substituindo os
valores obtidos para §, ¢ S, obtemos para um poligono regular
de n lados:

180 (n—2) 360°
— a, =
n : n

B Calcule o angulo intemo do decagono regular.

i

Resolugdo:

Temos entdo um poligono regular com n = 10, assim:
L] I

.::r,.=—"‘?’jr (10=2) _ 14po.
10

n Determine o poligono regular cujo dngulo intemo ¢ igual
atrés vezes o dngulo externo.

Resolugdo:
Em um mesmo veértice do poligono, o dngulo interno e externo
sdo adjacentes e suplementares.

Ix+x=I80° - 4x=180° . x=45°
a,=3(45%)=135° e a, = 45°
o s}
360 . 360
n n
s =48, ou seja, trata-se do octogono regular.

Comoa, = Sodin=360

Frente 3




n Considere um hexagono regular ABCDEF e um quadra-
do externo ABGH. Calcule os angulos AFH, FAH e AEC.

Resolugdo:

De acordo com o enunciado, temos o desenho abaixo.

H G

Como o quadrado foi construido no lado do hexdagono, temos
AF = AH = AFAH ¢ isosceles. No vértice A, temos:

L?ﬂﬂf,..r--— Angulo intemo do hexdgono

NoOT— Angulo interno do quadrado

v+ 1207+ 90°= 360" . y = 150" no AFH
temos: x + 150" +x= 180" . x=15"
AEFA = AEDC (LAL), os tridngulos sdo isosceles.

No vértice E, temos:

30°+z+30°=120"=z = 60"

iy

Calculo do numero de diagonais de um poligono
convexo

Considere um poligono convexo de n lados:

n—1

Fig. 12 Caleulo do numero de diagonais.

Para tragarmos, por exemplo, as diagonais do vértice 2, ndo
utilizamos os vértices adjacentes, no caso 1 ¢ 3.

Unimos o vértice 2 com outros (n—23) vértices: desse modo,
de cada vértice, teremos (n — 3) diagonais no total de n vérti-
ces, serdo n(n — 3), mas como cada diagonal tem extremidade
em dois vertices, a contagem considerou cada diagonal duas

) nin-3)
vezes, assim: d =

ATENQ&(;J!

Em um poligono convexo de n lodos, de cada vértice

n{n - 3)
2

partem [n - 3)diagonais, perfazendo um total ded =

diagonais.

Exercicios resolvidos

ﬂ Determine o poligono cujo numero de lados ¢ igual ao
niumero de diagonais.

Resolugdo:

n.'.m”—ﬁ’:n:_ ”;3 = n =13 (pentagono)

d=

n DEé o numero de lados de um poligono que possui 44
diagonais.

Resolugdo:

_nfn-13)

d =d4 . n" —3In=488

F

= n —3n—-88=0:(n—11)(n+8)=0

= n=—48 (ndo convém) e n = 1 l{undecdagono)

n Em um poligono regular, o dngulo intemo excede o exter-
no de 108 calcule o numero de diagonais distintas do poligono.

Resolugdo:

a =da,+ 108°, mas a; +a, = 180°

= a,+108°+a, =180° .24, =72°
360°

n

=4 =36"=d, =

& &

360°
n

_10(10-3)

= 36° =

= 36n =360 .. n= 10 (decagono)

= d = 35 diagonais.
ﬂ Se aumentarmos de 3 o numero de lados de um poligono

e de 21 o numero de suas diagonais, determine o numero de
diagonais do poligono.

Matematica




Resolugdo:

-3
Sejam d e n os valores iniciais, tal gue d = M

2
Para outra situagdo, temosn + 3 ed + 21, assim:

(n+3)f(n+3)=-3]

d+21=
2
=2d+42=(n+3) - n=>2d+42=(n+3)n
= ‘;'.ﬁ"m—_“?’j +42=nm+3)=2n"-3n+42=n"+3n

=6n =42 . n=7 (heptagono)

g 7(7=3)

= 14 diagonais.

n O mimero de lados de dois poligonos ¢ dado por (x — 1)
epor (x+ 1). Sabendo-se que o nimero total de suas diagonais
€55, determine o numero que expressa a diferenca entre elas.

Resolugdo:

g (3= D[(x=1)=3] _(x=1)(x=4)

! 2 2

d :{x+.’){{x+f}—3}_{x+f}{x—2}
: 2 - 2

d +d, =55 =b{:4:—.’){.‘4:—4)+{_1:+U;’x—2)=55
= =Sx+4)+(xX-x=2)=110

2= 6x=108 =0
¥=3x=54=0:(x=9(x+6) =10
x=19

Poligonos: 8 e 10 lados.

dy = 3{3_3)=20£dm = @:35
dig—dyg =15

Calculo do numero de diagonais que passam
pelo centro de um poligono

Vamos considerar um poligono regular; podemos construi-lo
inscrito a uma circunferéncia.

Dividindo a circunferéncia em n arcos iguais, temos um
poligono regular de n lados.

Onde:

a_= angulo central

O =centro do poligono &
centro da circunferéncia

Fig. 13 Roligono regular.

Capitulo 7

No poligono regular, temos o chamado dngulo central do
vértice dos triangulos isosceles formadores do poligono. Que-
remos avaliar o numero de diagonais do poligono regular que
passam pelo seu centro O, que nada mais € do que o didmetro
da circunferéncia.

O diametro funciona como um eixo de simetria do poligo-
no, e esta vai ocorrer quando o seu nimero de lados for par. Se
onumero de lados for impar, nunca ocorrera simetria.

ATENCAO!

Em um poligene regular de n lados, se n for:

* par: o poligono possui diagonais que passam pelo
centro;

* impar: o poligono ndo possui nenhuma diagonal que
passa pelo centro.

Vamos avaliar agora a quantidade de diagonais que passam
pelo centro.
Como a diagonal ¢ o didmetro que une dois vértices opos-

. on . 1 . .
tos, o numero de diametros sera E, que ¢ o total do numero

de diagonais que passam pelo centro.
Podemos resumir os resultados no poligono regular na ta-
bela 3 a seguir.

Numero de Passam pelo Nao passam Total de
lados centro pelo centro diagonais
2k n “nin — 4) n(n — 3)
(par) 2 2 2
2k +1 0 nin — 3} nin - 3)
(impar) 2 2

Tab. 3 Resultados no poligono regular.

*mn-3) n nmn-3-n n(n-4)

2 2 2 2

Exercicio resolvido

m Um poligono regular possui 2n lados. Determine o nu-
mero de diagonais que ndo passam pelo centro.

Resolugdo:

Como o poligono é regular e seu mimero de lados é 2n (nume-
ro par), entio ele possui diagonais que passam pelo centro.
Assim:

) M_z_ﬂ=nf‘2ﬂ_3}_”
2 2

= 20" —3n-n=2n" —4n = 2nfn-2)

d

Frente 3




Revisando

“ Determine o ndmero de lados de um poligono regular
convexo, cujo angulo interno é o quintuplo do externo.

B As mediatrizes de dois lados consecutivos de um poligo-
no regular formam um angulo de 24°. Determine o nimero de
diagonais desse poligono.

n Dados dois poligonos com n e n + 6 lados, respectiva-
mente, calcule n, sabendo que um dos poligonos possui 39 dia-
gonais & mais que o outro.

n ABCDE & um pentagono regular, e BF é o prolongamento
do lado BC. Se AF = AE, calcule o valor do angulo o

A F

n ABCDE e um pentagono regular e CDFG & um quadra-
do. Calcule o valor dos angulos assinalados «, p e yna figura
abaixo.




Capitulo 7

Exercicios propostos

Angulos de um poligono regular

n Faap A medida mais proxima de cada angulo externo do
heptagono regular da moeda de R$ 0,25 é:

5
@5

60° 36° 51°
45° 83°

PN USF O poligono regular cujo angulo interno mede o triplo

do angulo externo € o:
pentagono. decagono.
hexagono. dodecagono.
octégono.

n Fuvest Na figura adiante, ABCDE é um pentagono regular

A
B E
C D
A medida, em graus, do angulo a é:
32° 36° 40°
34° 38°

n Em um poligono regular ABCD..., as mediatrizes dos la-
dos AB e BC formam um angulo de 9°. Determine o nimero de
lados do poligona.

B FEl AB e BC sio dois lados consecutivos de um poligono
regular. Se ABC = 3. ACB, achar o nimero de lados do poligono.

I 2B, BC, CD e DE séo 4 lados consecutivos de um ico-
sagono regular. Os prolongamentos AB e DE cortam-se em |.
Calcule BID.

Nimero de diagonais dos poligonos requlares

A Unitau O poligono regular convexo em que o n° de lados
€ igual ao nimero de diagonais é o:
dodecagonao. decagono.
pentagono. hexagono.

heptagono.

W FEl O angulo interno de um poligono regular em que o
nimero de diagonais excede de 3 o ndmero de lados é:

60° 108° 1200

720 150°

n A razao entre o numero de diagonais de dois poligonos
regulares é % Um deles possui o dobro do nimero de lados

do outro. Determine os poligonﬂs.

2
m Arazao entre os géneros de dois poligonos & Ee arazao

. . . 1 X .
entre o numero de diagonais é g Determine os poligonos.

Poligonos néo regulares

BFD Determine x:

m Qual € o poligono convexo em que a soma dos angulos
internos & 1.080°?

m Mackenzie As medidas dos &ngulos assinalados na figu-
ra a seguir formam uma progressao aritmetica.

Entdo, necessariamente, um deles sempre mede:

108° 86°
104° 72°
100°

m Fuvest Dois angulos internos de um poligono convexo
medem 130° cada um e os demais angulos internos medem
128° cada um. O nimero de lados do poligono é:

6 16
7 17
13

m Em um poligono, a soma dos angulos internos adicionada
a soma dos angulos externos & igual a 1.440° Determine o
numero de diagonais do poligono.

m A soma dos angulos externos de um pentagono e de 4
dos seus angulos internos € igual a 850°. Calcule o 5° angulo
do pentagono.
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TEXTOS COMPLEMENTARES

0 que fazemos com os poligonos concavos?

Muitos livros e apostilas que tratam do assunto dizem que as fér-
mulas apresentadas valem somente para os poligonos convexos e pra-
ticamente desconversam o que acontece com os poligonos céncavos.

O mais interessante é que em um poligono céncave a soma
dos dngulos internos também é 180°. (n - 2) e a soma dos dngulos
externos também vale 360° (mas com alguns ajustes).

Observe que um poligono céncavo de n lados também pode ser
decomposto em (n — 2) triéingulos adjacentes. Analise os exemplos.

7 lados
Stridngulos adjacentes

D & lados
6 triangulos adjacentes

Pentagono regular

Assim, a soma dos dngules internos também vale 180° (n — 2).
Vamos analisar agora os éngulos externos dos poligones.

A B

No poligono convexo, os éngulos internos sdo “salientes” e
todos menores que 180°. No vértice E, temos 4. +a, = 180°.

No poligono céncavo, alguns Gngulos internos séo “reentran-
tes”, e estes sio maiores do que 180°.

Para que &, + &, = 180°, vamos considerar &, < 0. Observe
os dngulos no vértice D.

Com a definiciio do dngulo externo negativo, @ soma dos
éingulos externos de um poligono céncaveo também vale 360°.

Devido ds suas diversas peculiaridades, o pentégono regular
é um poligono muito explorade nos vestibulares. Vamos observar
algumas propriedades:

¥

a) & o Onico poligono que o nimero de lados coincide com o

numero de diagonais:

e n(n—3)
2
d=n n{n—S}zn. ﬂ=I n=25
2 2
b) as diagonais dividem os éngulos internos em partes iguais.

180°(5-2)

Como o seu Angulo interno éigual a: 4, = =108°

e existem vdrios friingulos isésceles congruentes ao AABE
(108%; 36°; e 367), as diagonais dividem os dngulos internos
em 3 éngulos de 36°.

¢) as diagonais formam um novo pentdgono regular semelhante
o inicial.
O pentdgono FGHIJ é semelhante ao pentdgono ABCDE.

E"—"—J i_L. I.';-..: Tl i_L. I.l - i_L.
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d) o pentdgono regular é formado por 5 trifingulos isésceles

congruentes especiais, chamados de triéingulos de ouro.
Observe o AAFB.

AAFG, AAGB e AAFB sdo isdsceles. AAEF ~AADE
i N : 90 ¢? =ab+b? -.0=b? +ab-0’
e) o cruzamento de duas diagonais forma segmentos que estéo a+b @
na rozdo Aurea. _a++5a2 —a+av5 b 5-1
bz —/——— b=——7— . —=——
2 2 a 2

b é o segmento dureo de o.

RESUMINDO

Os principais elementos de um poligono convexo sdo:

* Gy, Gy ... @,: dngulos internos;

a

* A A, A dngulos externos;
* diagonais.
5,=180°(1-2), 5,=360" o d="""

Para poligonos regulares:

- 180°(-2) 360
g=— e g, =
n n

B QUER SABER MAIS?
ﬁ SITE

= Pavimentagdo com poligonos regulares
<www. uff. br/cdme/ppr/ppr-himl/ppr-br himl >
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Exercicios complementares

Problemas gerais

n ITA Considere as afirmagdes sobre poligonos convexos.

. Existe apenas um poligono cujo nimero de diagonais coin-
cide com o nimero de lados.

1. Nao existe poligono cujo numero de diagonais seja o qua-
druplo do numero de lados.

III. Se a razdo entre o nimero de diagonais e o de lados de um
poligono € um nimero natural, entdo o nimero de lados do
poligono ¢ impar.

Todas as afirmacdes sdo verdadeiras.
Apenas | e Il sdo verdadeiras.
Apenas | ¢ verdadeira.

Apenas 111 é verdadeira.

Apenas Il e 11l sdo verdadeiras.

n Um poligono possui, a partir de umde seus vértices, tan-
tas diagonais quantas sdo as diagonais de um hexagono. Deter-
mine o poligono ¢ o total de suas diagonais.

n Determine o total de poligonos cujo nimero de lados n
¢ expresso por dois algarismos iguais e que seu numero d de

diagonais ¢ tal que d = 26 n.
4 6 8

5 7

n Se aumentarmos de 3 o nimero de lados de um poligono
ede 21 o nimero de suas diagonais, entdo o nimero de diago-
nais do novo poligono sera igual a:

5 35 27

9 20

ﬂ O nimero de lados de dois poligonos ¢ dado por (x—1)
e (x + 1). Sabendo-se que o numero total de diagonais ¢ 55,
indique o numero que expressa a diferenca entre elas.

5 11 17

6 15

n Determine o numero de diagonais de um poligono con-
vexo sabendo que de um dos seus vértices partem 12 diagonais.

n Determine o angulo interno de um poligono regular
ABCDE..., sabendo que as bissetrizes AP ¢ CP dos angulos
2

A e C formam um angulo que vale édn seu angulo interno.

n Trés poligonos possuem o numero de lados expressos
por numeros inteiros consecutivos, sabendo que o nimero total
de diagonais dos trés poligonos ¢ igual a 43. Determine o po-
ligono com menor nimero de lados.

n ITA A soma das medidas dos dngulos intemos de um
poligono regular ¢ 2.160% Entio, o nimero de diagonais desse
poligono que ndo passava pelo centro da circunferéncia que o
circunscreve ¢:

50

60

70

80

90

m ITA O comprimento da diagonal do pentigono regular de
lado medindo 1 unidade ¢ igual a raiz positiva de:

X“+x-=2=0
X2—x=-2=0
X2=2x+1=10

Xx“+x—-1=0
—-x-1=0

m A medida sexagesimal do menor angulo de um poligono
convexo ¢ 139° ¢ as medidas sexagesimais dos outros angulos
formam com a do primeiro, tomadas na ordem crescente, uma
progressio aritmética cuja razdo ¢ 2° Calcular o numero de
lados do poligono.

m Demonstrar que um poligono convexo nio pode ter mais
de trés angulos intemos agudos.

m Determine o angulo formado pelas bissetrizes de dois
angulos adjacentes de um poligono equiangulo.

m Trés poligonos regulares com numero de lados m, n e p

“preenchem o plano” em um mesmo vértice. Demonstre que

11
—+ —+— ¢ constante.
m n p
m Descrever um processo geométrico que nos possibilite
construir um hexagono e depois um pentagono que sejam ape-

nas equiangulos.




Relagdo de inclusdo entre os quadrildteros notdveis

A geometria que estudamos otualmente teve sua origem,
aproximadamente, héd 300 a.C. A grande obra geométrica da
Antiguidade, como jd sabemos, séo os 13 livros de Os elementos,
de Euclides. Na definicdo 19 do livro |, Euclides define uma “figura
quadrilatera” como sendo aquela contida por quatro linhas. Na

definicio 22 do mesmo livro, ele define alguns quadriléteros
notaveis como: quadrado, oblongo, rombo e romboide.
Aconceituacao utilizada atualmente deve-se ao matemético
francés Jacques Saloman Hadamard (1865-1963). Em 1898,
Hadamard resumiv os quadrilateros notdveis através de um

diagrama de Venn, muito conhecido.

Cuadrilateros

Paralelogramos

Cuadrados

Retangulos Lasangos




Classificac¢@o e elementos basicos dos
quadrilateros

Neste capitulo, vamos estudar somente os poligonos com 4
lados, que podemos dividir em 2 grupos.

A A

D B
Concavos

C
Convexos

Fig. 1 Tipos de quadrilateros.

Ambos os quadrilateros da figura 1 possuem S, = 360°,
2 diagonais e S_= 360°.

Daremos énfase aos quadrilateros convexos. Algumas pro-
pricdades desses quadrilateros serdio estendidas aos concavos.

A TENCAO!

Mo quadrilatero céncavo, temos dngulos infernos maiores

do que 180°.

& > 180°

Poderiamos considerar o éngulo externo negativo, a fim de
que a soma com o interno dé 180°.

Trapézio

Defini¢iio: trapézio ¢ o quadrlatero notavel que possui
2 lados paralelos chamados de bases.

AB//CD e AC e BD : diagonais

Fig. 2 Trapézio.

Classificaciio dos trapézios

A B A B A B
al I ll
D cC D C D C
AD#BC#AB#CD AD éaltura AD =BC
Escaleno Retangulo lsosceles

Fig. 3 Classificacdo dos trapézios.

Propriedades dos trapézios

P1 Na figura 2, como Eﬂfﬁ, temos retas paralelas e as
transversais AD e BC,assim os dngulos AeD, BeC
sa0 colaterais internos, portanto: A+D =B+ C=180°.

P2 Em um_trapézio qualquer, as bissetrizes dos angulos
A e D, B e Csido perpendiculares.

A

B
Fig. 4 Demonstragao.

BE ¢ CE sdo bissetrizes.
Como B+ C =180°= 20+ 2B =180°..
o + B =90° mas o e ( sdo dngulos internos do ABCE,

entio BEC = 90°.
Observe a figura 5.

Fig. 5 Propriedades das bissetrizes.

ABCD ¢ um trapézio qualquer.
BE L CE ¢ AF L DF

P3 Em um trapézio isosceles, os dngulos da base sdo iguais e
as diagonais sdo congruentes.

A B
¥ ¥
B [
D E F c

Fig. 6 Demonstracao.




Como AB//CD=> AE =BF
Os ADEA = ACFB (caso especial) = D

Il
)

Fig. 7 AABD = AABC (LAL) = AC = BD.

P4 Base média do trapézio

Observe a figura 8, tal que AM=MDe

BN = NC, o segmento MN é a base média do trapézio e
vale a média aritmética das bases e ¢ paralela as bases.

A B

M A\,
[ \

D C

AM =MD e BN=NC

Fio. 8 Base média do trapézio.

MN//AB//CD. temos: MN = 2B+ CD

» \
M Sy N
D

X '
[ 4 \

Fig. 9 Demonstragéo.

v

O ADME ~ ADAB (razio 1) = Mg = 28
2 2

1

¢ 0 ABNE ~ ABCD (raziio )= Np = 2€
2 2

!

il

Assim:

AB DC

ME + NE=T+T:ah*IN=M

i

Paralelogramo
Defini¢io: um quadrilatero convexo ¢ um paralelogramo
quando possui os lados opostos paralelos.

AB//CD e AD //BC

Fig 10 Paralelogramo.

O paralelogramo ¢ um trapézio. Todas as propriedades
basicas do trapcézio também servem para o paralelogramo.

Lembre-se da regra do paralelogramo de adi¢do e subtracio
de vetores.

Propriedade dos paralelogramos

P1 Qs lados opostos de um paralelogramo sio iguais.
Demonstracio:
Na figura 10, temos AABD = ACBD(LAL) =AD=BCe
AB =CD.

P2 Qs dngulos opostos de um paralelogramo sio congruentes.
Demonstracio:
Observando a figura 10, torna-se obvio.

P3 As diagonais de um paralelogramo cruzam-se no ponto
meédio.
Demonstracio:
Da figura 10, podemos retirar a figura 11.

A B

D C
Fig. 11 AAMD e ACMB, provenientes do paralelogramo ABCD.

Pela figura 11, podemos ver que AAMD = ACMB (LAA,)
= MD=MB ¢ AM=MC.

A TENCAO!

Em um paralelogramo ABCD:
A B

D C

femos: AD = BCe AB = CD
A=CeB=D
AM = MC e BM = MD

Propriedade interessante!

Em um quadrilatero qualquer, concavo ou convexo, a unido
dos pontos médios dos lados sempre forma um paralelogramo
cujo perimetro ¢ a soma das diagonais do poligono inicial.
Observe as figuras 12 e 13.

MMPQ & um paralelogramo

Fig. 12 Propriedade dos quadrilateros.



Fig. 13 Demonstragao.

~ MNePQ sio bases médias AABD e ACBD =
MN //DB//QP ¢ MN + PQ=BD.

Mesmo procedimento para os lados MQ e NP, obtendo
também MQ//AC//NP ¢ MQ+ NP=AC.

Assim: MN + QP+ MQ + NP=AC + BD

Para o quadrilatero convexo, temos:

A

Fig. 14 Extrapolacdo da propriedade para uma quadrilatero céncavo.

QP e M__N sio bases médias dos triangulos ACDB e
AADB = QP//MN//BD e MN +PQ=BD.

A

B

Fig. 15 Continuagdo da extrapolagio da propriedade para um quadrila-
tero concavo

E CE sio bases médias dos triangulos ADAC e ABAC
= MQ//AC//NP e MQ+ NP=AC.
Assim, MN + PQ + MQ + NP=BD + AC.

ATENCAQ!

A B A B A B
D
C D c D c

Quadrilatero Trapézio Paralelogramo
CONVexo
-] L]
RBetdngulo| (angulos iguais)
-1 [-]
—p ou

(lados iguais)

No quadro anterior, percebemos que, apos a definigdo de pa-
ralelogramo, podemos definir dois outros quadrilateros notaveis.

Retangulo
Defini¢cdo: retangulo ¢ o paralelogramo que possui dngu-
los iguais.
A B
[-1 L]
A=B=C=D=90°
-1 [-]
D C

Fig. 16 Retangulo.

Propriedades do retingulo

Pt Lados opostos congruentes, pois é um paralelogramo.

Pz Diagonais que se cruzam no ponto medio, pois ¢ um para-
lelogramo.

P3 Diagonais congruentes.

A B
B t o

+ | AABD = ABAC (LAL) = AC = BD
o, " a

D C

Fig. 17 Demonstracao.

Losango ou rombo

Definicdo: losango ¢ o paralelogramo que possui os lados
iguais. Observe a figura 18.

AB=BC=CD=AD

Fig. 18 Losango.




Propriedades do losango

P1 Angulos opostos iguais, pois o losango ¢ paralelogramo.

P2 As diagonais cruzam-se no ponto médio, pois ¢ paralelo-
gramo.

P3 As diagonais sdo bissefrizes.

Fig. 19 Demonstracao.

0O ABCD ¢ isésceles ¢ BDC = ABD (alternos internos)
P4 As diagonais séo perpendiculares.

A
L

Fig. 20 Demonstragao.

A+D=180° = 2B +20=180° . oL+ B=
angulos intemos do AAMD e AMD = 9(°.

ATENCAQ!

O quadrilatero notavel mais simples é o quadrado.

[ o " [T [
+ = + +
| = U

Losango Quadrado

90° oL e Bsdo

al [
Retangulo

Quadrado

Defini¢io: o quadrado ¢ o quadrilatero que ¢ retiangulo e
losango ao mesmo tempo.

Propriedade dos quadrados

P1 Todos os lados iguais, pois ¢ losango.

P2 Todos os dngulos iguais, pois ¢ retingulo.

P3 Diagonais bissetrizes, pois € losango.

P4 Diagonais cruzam-se no ponto médio, pois é paralelogramo.
Ps Diagonais perpendiculares, pois ¢ losango.

Observe os exercicios resolvidos a seguir.

Capitulo 8

n A diferenga entre o maior e o menor angulo de um tra-
pézio retangulo ¢ 18°. Qual o valor do angulo agudo formado
pelas bissetrizes dos angulos de sua base menor?

Resolugdo:
A B
[s5° <
\\\ x ’,’, B
E

o [0

D C
Pra=180"
P-a=18"

198°

4B=198 = P= ——=49°30

No AABE, temos 45° + x + = 180°

= 45° 4+ 49°30)'4+ x = [80° = x = 85°30".

B Calcule o valor de x na figura, sabendo-se que ot + = 190°
¢ DE e CE sao bissetrizes.

A

Resolugdo:

L7 m

L= C

/)

D
No guadrilatero ABCD, temos:
o +P+2a+2b=360° = 190° + 2fa+b)=360°= 2(a +b) =
=170°=a + b= 485"
No ADEC, x +(a+b) =180° . x + 85° = 180° = x = 95°
B Determinar a medida do menor dangulo intemo do qua-
drilatero abaixo:

Frente 3




Resolugdo: Resolugdo:

A+B +C+D = 360° R b S

o (X + 30% + (120°) + (80°) + (x - 10° = 360° N

L 2x +220°= Sﬁﬂf’ s 2x=140° s x=T70° R 'n‘

O menor dngulo é A =x—10°=70°—- 10° = 60° A,

n Em um losango ABCD, o angulo A mede 120°. Os pon- “}‘L o

tos médios de AB e AD séo, respectivamente, P e Q. Calcular Q a T Wg “P

s angulos intemos do APAQ. _
os angulos intemos do APAQ TR //'PS — RSPT é um paralelogramo — PT=RS = b

AQRT é isosceles - QT=R0O=a

Resolugdo: PO=a+b
“ O trapézio ABCD tem as duas bases ;h_B ¢ CD medindo
2a e a, respectivamente. Se DAB = 43" ¢ ABC =47, determi-
ne a distincia entre os pontos médios das duas bases.
Resolugdo:

AAPQ ~ AABD. Assim, os dngulos do AAPQ sdo: 120°; . a .

30° ¢ 30°. 2

D N 2 |c

*-1| No trapézio PQRS da figura, a medida do angulo QRS é

o dobro da medida de QPS. QR mede a ¢ RS mede b. Calcule a ’,"

medida de PQ. yd

43 ,4‘ 43° 47°

B b S5
20 A a Mo a P a B
2 2
a DCMA é um paralelogramo
DN =NC=MP=PB = i — NCPM é um pm‘afﬂ'ngmmﬂ cP
. 2
Q P

é mediana relativa a hipotenusa do ABCM. MN = PC = —
2

Revisando

“ No trapezio ABCD da figura, temos AB=a e CD = b. n Em um trapézio isésceles ABCD, a base menor AB &
Sejam M e N os pontos médios de AD e BC As diagonais congruente aos lados nao paralelos. Prove que as diagonais
AC e BD interceptam a base média MN nos pontos P e Q. De- sdo bissetrizes dos angulos C eDdo trapézio.

termine as medidas dos segmentos: MP, PQ e QN.




Capitulo 8

n Na figura a seguir, 0 AXYZ possuilados XZ=ae ZY =h. n No trapézio da figura, temos AB=a, BC=b,CD=ce

WPQZ € um losango. Determine a medida do lado desse losan- DA = d. As bissetrizes dos angulos A, B, C e D foram tracadas
gemfungdodeaeb e formaram os triangulos retangulos APD e BQC. Determine a
X medida de PQ.

A B
/W /P\ if/f’ P : :
Z Q s D C

n_Na  paralelogramo da figura, temos em M o ponto médio
de AB e DM a bissetriz do angulo ADC. Se o perimetro do pa-

ralelogramo vale 36 cm, determine as medidas dos seus lados.
A M B

Frente 3 REYY




Exercicios propostos

Definicoes dos quadrilateros notaveis

BN Classifique como verdadeiro (V) ou falso (F).

a)
b)
c)
d)
e)
f)
a)

h)

)

k)

5)

t)

Todo retangulo € paralelogramo.
Todo paralelogramo & retangulo.
Todo quadrado € retangulo.
Todo retangulo € quadrado.
Todo paralelogramo € losango.
Todo quadrado € losango.

Todo retangulo que tem dois lados congruentes e
quadrado.

Todo paralelogramo que tem dois lados adjacentes
congruentes é losango.

Se um paralelogramo tem dois &ngulos de vértices
consecutivos congruentes entado ele & um retangulo.

Se dois angulos opostos de um quadrilatero sao con-
gruentes, entao ele e um paralelogramo.

Se dois lados de um quadrilatero sdo congruentes,
entao ele & um paralelogramo.

Se dois lados opostos de um quadrilatero sdo con-
gruentes, entdo ele € um paralelogramo.

Se dois lados opostos de um quadrilatero sao con-
gruentes e paralelos, entao ele € um paralelogramo.

As diagonais de um losango sao congruentes.
As diagonais de um retangulo séo perpendiculares.

As diagonais de um retangulo sao bissetrizes dos
seus angulos.

As diagonais de um paralelogramo sédo bissetrizes
dos seus éngulos.

As diagonais de um quadrado s&o bissetrizes de seus
angulos e sao perpendiculares.

Se as diagonais de um quadrilatero sao bissetrizes
de seus angulos, entdo ele & um losango.

Se as diagonais de um quadrilatero sdo perpendicu-
lares, entdo elas sao bissetrizes dos angulos dele.

Se as diagonais de um quadrilatero sao congruentes
e perpendiculares, entdo ele é um quadrado.

Se as diagonais de um quadrilatero sao bissetrizes e
congruentes, entdo ele € um quadrado.

Se uma diagonal de um quadrilatero é bissetriz dos dois
angulos, entéo ela é perpendicular a outra diagonal

WY ITA Dadas as afirmacoes:

| Quaisquer dois angulos opostos de um quadrilatero sao
suplementares.

Il.  Quaisquer dois angulos consecutivos de um paralelogramo
sao0 suplementares.

Ill. Se as diagonais de um paralelogramo s&@o perpendiculares
entre si e cruzam-se em seu ponto meédio, entao esse pa-
ralelogramo € um losango.

Podemos garantir que:
todas sao verdadeiras.
apenas |l e Il sdo verdadeiras.
apenas ll e lll sdo verdadeiras.
apenas Il & verdadeira.
apenas lll & verdadeira.

n Vunesp Considere as seguintes proposigoes:
—todo quadrado € um losango;
—todo quadrado € um retangulo;
—todo retangulo € um paralelogramo;
—todo tridangulo equilatero é isosceles.
Pode-se afirmar que:
sO uma e verdadeira.
todas sao verdadeiras.
so uma e falsa.
duas sao verdadeiras e duas sao falsas.
todas sao falsas.

Paralelogramos

n A razao entre dois lados de um paralelogramo & % Se o

perimetro desse paralelogramo & 150 m, determine a medida
dos lados.

ﬂ Mo paralelogramo a seguir, calcule y.
A B

%+ 50 2x -150
D C

n Sabendo que ABCD e um paralelogramo, calcule x e y.

D /

Cc

A
/1/343“




A PUC-Rio ABCD & um paralelogramo, M é o ponto médio

do lado CD, e T € o ponto de interseccdo de AM com BD. O
valor da razao DT/BD e:

2
7

W= P =
Bl= mir

BB Em um paralelogramo de perimetro 30 cm, A = 120°, a
bissetriz do angulo D passa pelo ponto meédio M do lado AB.
Calcule os lados do paralelogramo e os angulos do ACMD.

Trapézios
9 | Unicamp Um trapézio retangulo ¢ um quadrilatero con-
vexo plano que possui dois angulos retos, um angulo agudo

¢ e um angulo obtuso PB. Suponha que, em um tal trapézio, a
medida de P seja igual a cinco vezes a medida de «.

TEXTO COMPLEMENTAR

Unindo os pontos médios de um quadrilatero qualquer

Capitulo 8

a) Calcule a medida de «, em graus.

b) Mostre que o angulo formado pelas bissetrizes de «e f &
reto.

m A base média de um trapézio vale 20 cm e a base maior

e g da base menor. Determine as bases.

m Em um trapezio retangulo em que o angulo agudo mede
45°, demonstre que a altura e igual a diferenca entre as bases.

m Em um trapézio retangulo, a bissetriz de um angulo reto
forma com a bissetriz de um angulo agudo do trapézio um an-
gulo de 110°. Determine o maior angulo do trapézio.

BEN Um trapézio ABCD de base maior AB = 10 cm é tal que
A =B =60° sendo a diagonal AC perpendicular ao lado CB.
Determine o perimetro do trapézio.

Sabemos que em um quadrildtero qualquer (convexo ou cén-
cavo), unindo os pontos médios dos lados, sempre teremos um
paralelogramo.

Observe as figuras:

M, M;M3M, é um paralelograme.

Queremos transformar esse paralelogramo em quadriléteros
mais particulares.

Perguntamos:

Qual é a condicfio que devemos impor ao quadrildtero ABCD
para que M,M,M;M, seja:
g retngulo? O quadrilétero jé é paralelogramo, basta um én-

gulo reto entre os lados para transformar-se em um reténgulo.

A
M., \K
D o B
Ma i,
C

b) losango? O quadrilatero ABCD precisa ter diagonais iguais.

Diagonais iguais = losango
¢) quadrade? O quadrilétero ABCD precisa ter as qualidades
dos itens a e b. Diagonais iguais e perpendiculares = qua-

drado.




RESUMINDO

Em um quadrilétero convexo qualquer, temos duas diagonais e S, = S, = 360°.
Os quadriléteros notéveis possuem particularidades o cada definicio. Observe a sequéncia @ seguir que mostra o refinamento das
particularidades até chegarmos no quadrilétero mais simples que é o quadrado.

Retangulo
o| o L]
m;glrgizm Trapézio Paralelogramo -] ] Cuadrado
dngulos retos D
— B - C losange ~ T F T
1, [
2 lados paralelos lados opostos paralelos t
pa PO P E dngulos retos
lados iguais lados iguals

Pela teoria dos conjuntos, podemos escrever:
DnE=F D,EcC C,BcA

B QUER SABER MAIS?

ﬁ SITE

® Classificagio de quadriléteros
<www. utt br/cdme/jca/jcg-html/jcg-br html>.

Exercicios complementares

Problemas gerais

“ No losango, calcule x.

n Puccamp Na figura a seguir, tem-se representado o losango
ABCD, cuja diagonal menor mede 4 cm.

A

o

28

Cc

A medida do lado desse losango, em centimetros, é:

63 43 203
6

4

n Em um losango, a medida do angulo obtuso ¢ igual ao
triplo da medida do dngulo agudo. Calcule as medidas dos an-
gulos desse losango.

Matematica




n A medida de cada angulo obtuso de um losango ¢ expres-
sa por 2x + 5° ¢ a medida de cada angulo agudo, por x + 40°.
Determine as medidas dos 4 angulos internos desse losango.

B No trapézio da figura, AD= DC = CB ¢ BD = BA. Cal-
cule o angulo A.

B A

B Um trapézio ABCD de bases AB ¢ CD é tal que

A=B= 60°% AD =8 cme DC =7 cm. Determine a base media
do trapézio.

n Calcule o perimetro de um trapézio isosceles cujas bases
medem 12 e 8 cm, sabendo que as diagonais sdo bissetrizes dos
angulos adjacentes a base maior.

BB UFMG Scjam ABCD um quadrado, ABP um tridngulo
equilatero interior ¢ BCQ um triangulo equilitero exterior.
Calcule o angulo DPQ.

m ABCD ¢ um quadrado ¢ CMN ¢ uma reta que intercepta
adiagonal BDem M e o lado ABem N. Se CMD = 80°, calcule
ANC.

m ABCD ¢ um losangono qual B =108° ¢ CAPQ é um outro
losango cujo vértice P esta no prolongamento de AB. Achar os
angulos formados por AQ e BC.

m ABCD ¢ um retangulo cujas diagonais se cortam em O
¢ AOM ¢ um tridngulo equildtero construido no semiplano dos
determinados por AC que contém B. Se ACD = 257 calcule os
angulos do AABM.

Capitulo 8

m ABCDE ¢ um pentagono regular e EDCM ¢ um paralelo-
gramo interno ao pentagono. Calcular os angulos do triangulo
AME.

m Na figura abaixo, ABCDE ¢ um pentagono regular e
DCF ¢ um triangulo equilatero. Calcule os angulos x, y e z.

A

D C

m Considere um trapézio qualquer de bases a e b (b > a).
Determine os segmentos formados pelas diagonais na base mé-
dia do trapézio.

m A diferenca entre a medida de dois dngulos consecutivos
de um paralelogramo ¢ 40°. Calcular a medida dos angulos in-
ternos desse paralelogramo.

m Na figura, temos que ABCD ¢ um trapézio CE ﬁ} @
e QC sao bissetrizes dos dngulos externos do trapézio. Qual é
a medida PQ?

m No trapézio ABCD, de bases ABeCD (AB > CD), e
lados ndo paralelos AD ¢ BC, a bissetriz do dngulo BAD inter-
cepta o prolongamento do lado DC no ponto P de maneira que
2PBC+ABC=180".

Se AD=137 e BC = 26, calcule a medida da base CD.




Triangulo retangulo

FRENTE 3

A “cadeira de noiva” N X

Na figura ao lado, temos o desenho de um trigngulo AL IN
retdngulo ABC e quadrados construidos sobre os A
seus lados. Esta figura foi utilizada por Euclides para /
demonstrar o Teorema de Pitagoras. Os antigos gregos
conheciam o resultado na seguinte forma: /

“A Grea do quadrado sobre a hipotenusa de um -
tridngulo retngulo é igual @ soma das dreas dos M a “
quadrados sobre os catetos.”

Essa figura ficou conhecida como cauda de pavdo ou
moinho de vento.

Um jornalista brincalhdo adaptou a figura de Euclides
no corpo de um soldado, mostrando-o carregando sua

noiva, cachorro e todos os seus pertences para
a guerra. Esse desenho foi publicado no The
mathematical gazette, grande jornal inglés
de publicagées matemadticas, em uma
edicdo do inicio do século XX.

THE MATHEMATIC AL GAZETTE




Relacoes métricas no tridngulo retédngulo

Em um triangulo retangulo em A, temos a seguinte nomen-
clatura para os lados do triangulo e outros elementos.

a: hipotenusa
b;c: catetos
B+C=90°

=  h:altura relativa a hipotenusa
s  m:projecao do cateto b em relagdo a BC
*  n:projecdo do cateto ¢ em relacdo a BC

Fig. 1 Elementos no triangulo retdngulo

Vamos agora relacionar os elementos de um triangulo re-
tingulo através de semelhancgas de tridangulos que podemos ob-
ter apos a sua decomposicao.

Ay~ A(R)~A(3)

Fig. 2 Tridngulos semelhantes.

Capitulo 9

h .
ﬁ@—-ﬁ@:—:E:. h” =mn
n h
a h )
AD-A@= —=—_ b " =ma
b m
AD ~ AD =:>E=E.'. ¢ =na
c n
AD ~ AQ =:-E=E.'.ah:hc
b h

Teorema de Pitagoras

Através das relagdes b>= ma e ¢* = na deduzidas, podemos
obter o famoso Teorema de Pitagoras.

Somando as equagdes, temos:

b> + ¢ = ma + na = b + ¢ = am + n)

4

=sb+cl=aa=h+tc =4

Em um triangulo retangulo de catetos b e ¢ e altura h re-

lativa a hipotenusa, temos a seguinte relagio métrica menos

famosa: L+ L} = L

2 2

b- ¢ h~-

Demonstragio:

+ = =
b ¢ bc? bc

n Determine x no tridngulo abaixo.

®+1

Resolugdo:
(x + 1) = x + (50 . ¥ + Xx +1 =x + 25
k=24 x=1]2

n Determine x no triangulo abaixo.

Resolugdo:

No ABCD, temos: BC? = 47 + &

No ABC, temos: x2 =6 + BC?

Assim, x> =6"+(4°+ &) . X =36+ 16 + 64

_r=2\/j'_9

Frente 3




n Calcule x na figura abaixo.

Resolugdo:

ACC =224 ]2 - AC? =5

ADF = P+ ACC 2 ADP=1+5=6
=P+ AD? =146 x=47

n O perimetro de um triangulo retangulo isosceles ¢ 2p.

Calcule a altura relativa a hipotenusa.

Resolugdo:

x2
BC=x+x - BC?=2 :. BC=x2
Sabemos que:

P

5=

Mas, _::1.5 +x+x=2p.. _‘.c[

»  (2-V2) 2(2-12)

=
I

h_w": =xx.h=

[
+
b~y
Il
o]
=

= .*.x=p[.?—\5

'¥=3+J§'[3—\E} 2
Assim, h= ﬂz-ﬁ).%:%’.[zﬁ—z)
el

Tridngulos pitagoricos

Sdo triangulos cujos lados sdo numeros inteiros da forma:

a=x"+y b=x?—y? c=2xy
Verificando o Teorema de Pitagoras, temos:

(x2 + y3)? = (x* = v+ (2xy)? x4 2yt 4+ oyt =
=xt =20 v Ay = o 2y vt =t 20y 4yt

(confere).
Observe a tabela 1.

As temnas da tabela sdo pitagoricas, e seus multiplos também,

observe:
(3:4:5),(6:8;10),(9; 12: 15) ...

A TENCAQ!

Triangulos pitagéricos sGo da forma: (x; y e N}

Xy x4y

2xy

Aplicacoes do Teorema de Pitagoras

Diagonal do quadrado
da
o)
d*=a"+a®
a d a ood?=2a2
d=a2
o
a
Fig. 3 Diagonal do quadrado.
Altura do tricingulo equilatero
2
a’= [E] +h?
2
2/ h a a® 3a®
2= 2.3
4" g
2 3
L .
02 h=
a 2

Fig. 4 Altura do tridngulo equilaterc.

Relacoes trigonomeétricas no triangulo
retangulo

Asrelagdes trigonométricas envolvem os lados do triangu-
lo retangulo e os seus angulos. Observe as definigdes abaixo.

cateto oposto

seno B = —
hipotenusa
- cateto adjacente
cosseno B= :
hipotenusa
tangente B = cateto oposto

cateto adjacente

Naturais Catetos Hipotenusa
X y | X2y | 2xy x4y

2 1 3 4 5

3 2 5 12 13

4 3 7 24 25

Tab 1 Tiangulos pitagéricos.

Fig. 5 Relagdes trigonométricas.

Matematica




Simplificando as defini¢des da figura 5, temos:
senB = E; cosB= E; tgﬁ:
a a

o |o

Com essas trés definigcdes, temos 4 consequéncias impor-
@antes:

1. Angulos complementares
Da figura 5, temos:

- ~ b - -
senB =— e cosC =— = senB = cosC = senx = cos( N — %)
a a
2. Tangente
2)
Calculando a razédo Sm% =2 b = tgﬁ
cosB (EJ c
-~ a
~ senbB -
tgB=——=:cosB #0
cosB

3. Relacio fundamental da trigonometria
Do Teorema de Pitagoras, temos:

2 2 2 2
b +¢” =a” .~ I:'—;|_+j‘r:—2 =1 .. (E] +(EJ =1

a~ a
15 25

sen"B + cos"B =1

sen“x +cosx=1:vxe R

4.  Valores notaveis (30°,45%¢ 60")
Considere o triangulo equilatero ABC a seguir ¢ a sua altura:

Fig. 6 Triangulo ABC.

Pela definicdo das funcdes, temos:

a
’ 1-:::[1&1‘.]“:2—l
a 2
a3
o cos3 = 2 =—3
a 2
. tg3ﬂ"=a‘5=£

3

o)
”lﬁh

Capitulo 9
NE]

s senb0® =cos3D® = —
2

*+ cos 60°=sen30” =é

a3
¢ tg60°=—2-=3
i

2

No quadrado ABCD a seguir e sua diagonal, temos:

A B
450
a2 \
459 [
D a C

Fig. 7 Quadrado ABCD.

*  send5” =i=L=£
av/2 2 2
. mq45“=i=L=£
av2 V2 2
. a5 ==
a
A TENCAO!
Angulo sen cos tg
3o° ! ﬁ ﬁ
2 2 3
450 ¥2 V2 1
2 2
o V3 1
60 > > J3

Vamos mostrar agora, um artificio geométrico para calcu-
lar as relagdes trigonométricas dos dngulos de 15%¢ 227 30",

D 2 A J3 B

Fig. & Relagdes trigopnométricas para 15°.

Construimos o triangulo ABC retingulo de lados 1; 2 ¢ NED
Marcamos AD = AC e obtemos o triangulo isosceles

Frente 3




ADC. ADC = ACD =15°

“ Determine x na figura abaixo.

(DCF =1 +(2443) = DC=2.12+3 P
Assim:
1 J2-43 X
senl = ———= T;
2 2+\‘E ane B0 [~
coelgoe 2HV3 2443 A 4 B c
S )
2 ‘?+ V3 Resolugdo: R
etgli'= =2-3 O AABD é isosceles, pois DBC € dangulo externo:
2443
4
a3
A B
: sen 60)°= '— £ _— LX= .?\E
D 2 A 1 B 4 2 4

Fig. 5 Relagtes trigpnométricas para 22° 30"
n No trapézio isosceles ABCD, calcularx e y.

Construimos o triangulo retangulo ABC de lados 1; 1 e V2.
Marcamos AD = AC e obtemos o triangulo isosceles A y B

ADC. ADC = ACD = 22°30° N
2
[DC)2=12+(1+~.5) ~DC=+4+2\2 X
, 643
Assim:
sen22°30° = 1.,|I' t
\|'4+2 2 D 0 c
E 1 2 1
cos 22°30" = h b
Va+242 Resolugdo:
1
etg22°30 = =42-1
¢ V2+1 A ¥ B
O
3
X
| 633 u
n Calcule x na figura a seguir.
[] ol
D - N Y 22—y C
¥ 2
22—y .
wior= 22y N3 220y g
2,683 3 1243
Resolugdo: cos30° = ﬂ £ = ﬂ Lx=12
No AABC: x 2
)
send5°="= . AB=6 %: 32
No AABD:
?
sen3(’= A— i? = i LX= !5\.5
X £ X

ﬁ Matematica



Capitulo 9

AB =BT ¢ DC = CT
(a+b) =(b—af +x°
A a B & +2ab+b? = b2 — 2ab+a’ + 2

x =dab.;. x= 3\1%

“ Determine o valor de x na figura abaixo.

n Em um tridngulo ABC, retdngulo em A, temos B =60°,
As bissetrizes desses dngulos se encontram em um ponto D. Se
o segmento de reta BC mede 1 cm, determine a medida da hi-

potenusa desse triangulo.

Resolugdo:

D b c

t//s e BC é tangente

Resolugdo:

BD”

S BD =

1 J3+i

D*A=D*D=;%BA=

E)
AABC sen30° = 3+l . é V3+1

SLX= [\E+ !)cm

n Determine a altura do trapézio da figura a seqguir.

cos 30°=

tu|f‘”—~|
=
S
|

2x

BB Determine o valor de x na figura abaixo.

A

10

Frente 3 BEY




n Calcular o raio do circulo inscrito no tridngulo isésceles ﬂ ABC ¢ um tridngulo no qual o angulo A = 45°e o angulo
cujos lados sdo AB=AC=5e BC=6. B=60° Demonstrar a relagao: 2c = a(1+ JE]

n Calcular o raio do circulo circunscrito a um triangulo isos-
celes no qual a base e a altura correspondente tém o mesmo
comprimento, 8 cm.

Exercicios propostos

. - . A . : 2
Relacoes trigonométricas do tridngulo retingulo BEN Na figura a seguir, 0 seno do angulo « ¢ 5 ENtéo, o valor
de x é:
BN UFMG Observe a figura. ] o
D ¢
X
12
6 9 10
60°
A 5 8 7

Nessa figura, o trapézio ABCD tem altura 2./3 e bases AB = 4 n Fatec Na figura a sequir, os 4ngulos assinalados tém as

e DC =1. A medida do lado BC é: medidas indicadas. Se XY = 5 m, entdo a medida de AB, em
(15) metros, e igual a:
(14) A%
4
(13) S

n UFMG Observe a figura. n
A i

b P B
E B0e a"ﬂj“ 45°
B L NBee 600 S
X - .y
B (545) (5470
e 5
C D E 2 4
Se a medida de CE & 80, o comprimento de BC &:
f (svi0)

20 8 5\4'{5

10 5 2




ﬂ Calcule o valor de x.
D

T]
A B [

n Na figura a seguir, ABCD & um quadrado e M € o ponto
medio de BC. Calcule o valor de sen
D C

2o ]

A B

n Determine o valor de sen « na figura a seguir

A

c X B

n Um observador vé um edificio, construido em terreno
plano sob um angulo de 60° Se ele se afastar do edificio mais
30 m passara a vé-lo sob um angulo de 45°. Calcule a altura do
edificio

Relacoes métricas do triGingulo retingulo

BN Cesgranrio Os catetos b e ¢ de um triangulo retangulo
ABC medem 6 e 8, respectivamente. A menor altura desse
tridngulo mede:

4.0 4.6 5,0

45 4.8

BN Vunesp A rea de um triangulo retangulo é 12 dm2 Se

um dos catetos é 2 do outro, calcule a medida da hipotenusa
desse triangulo.

BN Cesgranrio As rodas de uma bicicleta, de modelo antigo, tém
diametros de 110 cm e de 30 cm e seus centros distam 202 cm. A
distancia entre os pontos de contato das rodas com o chao éigual a:
198 cm 172 cm 145 cm
184 cm 1680 cm

Capitulo 9

m Se nos triangulos retangulos da figura m(ﬁ]:l
m(BC)=2 em|AD) = 3, entéo CD mede:

A

14
16

BIY UFRGS As medidas dos trés lados de um triangulo retan-
gulo sao numeros em progressao aritmetica. Qual o valor da
area do triangulo, sabendo-se que o menor lado mede 67
1242 2042 30
18 24

BEN PUC-SP A figura a sequir mostra a trajetéria percorrida
por uma pessoa para ir do ponto X ao ponto Y, caminhando em
um terreno plano e sem obstaculos.

5 m
O B— Y
6 m |
ol 17 m
- L]
am
Xe []

20m
Se ela tivesse usado o caminho mais curto parairde X a, teria

percorrido:
15 m 17 m 19 m
16 m 18 m

B1Y UFF A figura a seguir representa o quadrado MNPQ de

lado { =4 cm.
N X P

7 Y

Li¥f=4cm




Sabendo que os retangulos NXYZ e JKLQ sao congruentes, o
valor da medida do segmento YK é:

Illé —

~~ cm Y2 ocm
2

2._}"5 om 2\.@ cm
2

BB UFC considere a figura a seguir, na qual os segmentos
de reta AB e CD sao perpendiculares ao segmento de reta BC.
Se AB=19 cm, BC=12cm e CD=14 cm, determine a me-
dida, em centimetros, do segmento de reta AD.

A

gl Ce

BRI UFRJ Na figura, o tridngulo AEC é equilatero e ABCD é
um guadrado de lado 2 cm.

D C

Calcule a distancia BE.

BLB UFPE A figura a sequir ilustra a planificacdo da superficie
de um cubo com arestas medindo 10 cm. O ponto B é o centro
de uma de suas faces e o ponto A esta em outra face distando
das arestasde 3cm,5cm,5cme 7 cm.

rr AP =7 cm

me

Seja C a curva de menor comprimento ligando A e B e totalmente
contida nas faces do cubo. Qual o comprimento, em cm, de C?

WIB Unirio Na figura a seguir, determine o perimetro do trian-
gulo ABC.
A

G

m Faap O galpdo da figura a seguir esta no prumo e a cu-
meeira esta “bem no meio” da parede.

cumeeira ___

i 4m
A altura da cumeeira desse grafico (em metros) e:
3 3+243 3+44/2
3++/8 3+2

Fuvest Num tridngulo retangulo ABC, seja D um ponto
da hipotenusa AC tal que o0s angulos DAB e ABD tenham a

mesma medida. Entao, o valor de % oS

1
2
1

e B

m Na figura a seguir, determine a bissetriz interna relativa a
hipotenusa de um triangulo retangulo de catetos b e c.

Cc

—~"\ 45°
A c B

m Calcule o lado e a altura do losango cujas diagonais me-
demi12cme 16 cm.

m Calcular a mediana CM de um tridngulo retangulo ABC,
sabendo que a hipotenusa BC =8 cm e o cateto AC=3cm.



TEXTO COMPLEMENTAR

Desigualdade das médias

Capitulo 9

Considere a; b € R, e definimos o média aritmética:
M, = “;b, média geométrica: Mg = +/ab e a média harménica:
_ Zab
~a+b

Vamos demonstrar a desigualdade entre as médias através de
um método geométrico.

M

AB é o diémetro de uma circunferéncic.
AD=ceDB =b

DCéomianC:ﬂ:.OC= a+b
B 2
C
A D' 9] B
l.a .l b N

O AACB é retéingulo em C; CD é altura relativa e CD? = ab.
Logo, CD =+/ab
No ACDO, temos:

RESUMINDO

Em um triingulo reténgulo, temos dois caminhos mostrados:

A hipotenusa é maior que o cateto. Assim:

“;h}@

Tracando a altura relativa & hipotenusa, temos:

C

D @]

Fodemos utilizar a relagéo métrica CD? = (CE)(QC); substituin-
do os valores, temos:

(Vab)” = (cE). (“;h} —ab= [CE)(“ ;h}

_ 2ab
T a+b

-~ CE

No ACDE, temos CD>CE . Jab > zjtl;
a

b 2ab
222> Jab > nh (o igualdade ocorre quando

Assim,
a = b).

a+

Relacdes trigonométricas
B
C
senf = —
a
b
c Cos (= —
a
t C
o =—
S

Relagdes métricas
o’ =b? +c?
b? = ma
c? =na
ah = bc
h? = mn

Frente 3 ﬂ



B QUER SABER MAIS?
ﬁ SITES

= Teorema de Pitdgoras
<www.ime. usp. br/ ~leo/imatica/historia/teopitagoras. himl >.

= A drvore de Pitdgoros
<www. dm. ufscar br/hp/hp0/hp0. himl>.

Exercicios complementares

BB Mackenzie A folha de papel retangular na figura I é do-
brada como mostra a figura II.

D C D C
20

A

N -J'J_ti - 16 ._i B P B

| Figura | I Figura Il

Entdo, o segmento DP mede:
1245 21
1045 20
8/

n Fuvest Em um tridngulo retangulo OAB, retingulo em O,
com OA =a e OB = b, sio dados os pontos P em OA e Q em
OB de tal maneira que AP=PQ =0QB =x.

@]
P
Q
A B

Nessas condigdes, o valor de x ¢:

J(aby—a—b (az+h3]
a+b—./(2ab) a+b+4/(2ab)

BEN UFMG Observe a figura.

(ab)+a+b

D R C
Q

5

A P B

Nessa figura, ABCD representa um quadrado de lado 11 e
AP=AS=CR=CQ. O perimetro do quadrilatero PQRS ¢:

1143

2243

1142
222

BN Cesgranrio Uma folha quadrada de papel ABCD ¢ dobrada
de modo que o vértice C coincide com o ponto M médio de AB.

D C
D P
A M B A M=C B
Se o lado de ABCD ¢ 1, o comprimento BP ¢:
0,300 0,450
0,325 0,500
0,375

B 1TA Um dispositivo colocado no solo a uma disténcia d de
uma torre dispara dois projéteis em trajetorias retilineas. O pri-

meiro, langado sob um angulo 6 E[ﬂ: g] atinge a torre a uma

altura h. Se o segundo, disparado sob um dngulo 26, atinge-a a
uma altura H, a relagao entre as duas alturas sera:

>
>
- {;hjh)
=
5
1= (d?jrdhz)
2
1= [dgih]

ﬁ atema |_| ca



n Os trés lados de um triangulo retangulo estio em pro-
gressdo geomeétrica. Determinar a razdo da progressao.

n M ¢ um ponto interno a um dngulo de 60° ¢ cujas distan-
cias aos lados desse angulo sdo a e b. Determinar a distancia do
ponto M ao vértice do angulo.

n P ¢ um ponto interno a um retangulo ABCD quedista 3cm
do vértice A, 5 cm do vértice C e 4 cm do vértice D. Calcular a

distancia do ponto P ao vértice B.

n Calcular o lado AB de um triangulo ABC, cujas medianas
AD ¢ BE se cortam em angulo reto, sabendo que AC=be BC=a.

m As raizes da equacio de 2° grau

2x°+ 2(K -3)X -=3K(5K -6)=0
representam as medidas dos catetos de um tridngulo retangulo.
Determinar o parametro K de modo que a hipotenusa do mesmo
triangulo sejaiguala 5.

m No trapézio ABCD da figura, a diagonal AC ¢ perpen-
dicular ao lado AD. Sendo CD = a ¢ AD = b, calcular a altura
do trapc¢zio.

D a C

m ABCD ¢ um quadrado cujo lado mede 15 m e P ¢ um ponto
externo a esse quadrado que dista 9 m do vértice C ¢ 12 m do vér-
tice B. Areta AP intercepta o lado BC em E. Calcular o segmento
AE.

m Na figura, temos o trap¢zio retangulo ABCD e MA =MD
e MN//AB. Calcule a altura do trapézio em fungdo de a e b,
sabendo-se que ND ¢ bissetriz do dngulo ADC

A a B

]
D b Cc

Em alguns exercicios, vocé pode precisar das farmulas: tg(2A) =
sen{A + B)= senA cosB + senB cosA; senfA — B)= senA cos B — senB cosA

Capitulo 9

m Em um tridngulo retingulo ABC, a razdo entre a altura

¢ a mediana relativas a hipotenusa BCé igual a % Calcular a

razio entre os catetos H} c R

m Sabendo que a, b e h sdo respectivamente as medidas dos
catetos da altura relativa a hipotenusa de um triangulo retan-

gulo, demonstrar que sdo sempre reais as raizes da equagao de
2 . 2 1

2%grau—x" ——x+—=0.
a b

m Nafigura aseguir, temos AD=h,BE=p, BC=ae(CF=q.

Demonstrar que p> + q° + 3h? = a’

m Na figura a seguir, temos um circulo de raio R.
B

Demonstrar que (AC)*>+ (BC)* = 2R?,

m Os trés lados de um triangulo retangulo estdo em pro-
gressdo geomeétrica. Demonstre que as razdes possivels sdo:

5+1
3 ou

m Determinar a medida do 3° lado de um triangulo conhecendo
as medidas a e b dos outros dois lados, e sabendo que as medianas

correspondentes a esses lados se cruzam formando angulo reto.

2tgA
1—tg?A’




e

o

_AB sabendo-se o, b ey.

FRENTE 3

A trigonometria tem como objetivo “resolver” um
tridngulo, ou seja, obter as medidas bdsicas como os
lados, os dngulos e a Grea. A topografia tem como base
a resolucdo de um triangulo. Observe as possiveis situa-
cdes nas quais precisamos resolver um tringulo:

B é um ponto ndo acessivel, mas visivel!

Podemos calcular AB sabendo @, ye b.
bseny

sen(o+7)

AB =

A e B sdo dois pontos ndo visiveis de um terreno,
mas acessiveis a um terceiro ponto C. Podemos calcular

Célculo da altura de uma torre visivel, mas ndo

acessivel devido a uma depressdo entre H e P'.
4 dsenctsenor

sen(o. —at)

. . AB = \/ug +b? - 2ab- cosy




Resolu¢do de tridngulos quaisquer

Resolver um triangulo qualquer significa calcular seus la-
dos e angulos incognitos. Com o Teorema de Pitagoras seria
muito dificil e trabalhoso.

Para estes casos, temos dois teoremas importantissimos
que facilitardo os calculos.

Teorema dos cossenos L
Considere o triangulo ABC qualquer da figura 1, e AD ¢
sua altura.

Fig. 1 Teorema dos cossenos.

AACD b* = h* + x* (Teorema de Pitagoras)
AABD ¢® = h? + (a — x)* (Teorema de Pitdgoras)
c’=h’+a’-2ax+x" .. ¢°=(h*+x))+a - 2ax
c?=b?+a’=2ax (1)

AACD cosC == x=bcosC substituindo em (i), temos:

= |-

e =bh"+2a° —2abhcosC

No AABC, podemos aplicar o teorema dos cossenos em
qualquer lado:

¢ =a" +b” —2abcosC
b - =a“+¢° —2accosB

a“=b"+c¢" —2bccos A

Soma de vetores

Nos deparamos na Fisica com o seguinte resultado:
R= ]-“I +]-?j e ‘ﬁ‘ = JI‘IE +F22 +2KE cosu.-

Percebemos grande semelhanga com o teorema dos cosse-
nos, a menos do sinal + do termo +2KF, cos o .
Sera que temos dois teoremas? Um para a Fisica e outro

para a Matematica?

Fig. 2 Regra do paralelogramo.

Pela regra do paralelogramo, a diagonal AC ¢ o vetor
resultante.

Capitulo 10

O édngulo entre F; ¢ F, é ot e, no vértice D, temos o dngulo
7t — ¢t. Pelo teorema dos cossenos no AACD, temos:

Fig. 3 Teorema dos cossenos no AACD.

F; —2.K.F. cos(n—o)

No calculo do vetor resultante, utilizamos o dngulo (- o)
para o calculo do cos(mt — @) que equivale a — cosc.

Desigualdade triangular

Sabemos desde o capitulo 3 que, para existir um triangulo,
qualquer lado é menor que a soma e maior que a diferenga dos
outros dois lados.

Podemos ratificar esse resultado através do teorema dos
COSSENOSs.

Na figura 1, sabemos que:

~1<cosC<1 (pois 0 < C <180°)

a3 a3 a3
~ a°“+b° —c°

e cosCs= Assim
2ab

il ) )
a-+b" —¢” . . .
_1{g—b‘:1"' —2ab<a” +b" —c¢” < 2ab
L

a a 2 a a
= —a —b —2ab< - <—a —b”~+Zab
il ) 2 2 2
=a +2ab+b” =¢” =a" —2ab+b”

(a+b)’>c’>(a—b)’ a+b>c>ja—b

Natureza dos tridngulos
Através das medidas dos trés lados de um triangulo, po-
demos concluir se ele é retangulo, acutiangulo ou obtusangulo.
Considere 0 AABC e a a medida de seu maior lado. Sabe-
mos que o maior lado esta oposto ao maior angulo, e este ¢ de-
terminante para a classificagio do triangulo. Observe a figura 4.

Cc

Fig. 4 Tridngulo ABC.

Frente 3




Assim: Resolugdo:
No AADB, temos:

2,2 .2
a’=b’+c¢’ —2bccoso . coso = e —ar
2bc
1" caso
o =90°
2,3 2
cosN'=0= blre” —ar ~a’=b"+¢’
2be
2" caso
(]
0<a<0 o 2= (102 + (202 =2 - 10 - 20c0s60°
cos> 0o 8 S0 al<b’4c? , i
2bc = x"=100+400-2.10. .Z’!'}{—J
3" caso 2
a
9“’“““'332 . = x2= 500~ 200 . x> = 300
cnsﬂﬂﬂ.‘.%{ﬂ.'.az}h2+cz x=1"n‘}‘~.l'r§cm
c
Conclusio: 1 No quadrado ABCD de lado 12, temos AE= 13 e CF =3,
Seja a a medida do maior lado de um triangulo O angulo AEF ¢ agudo, reto ou obtuso? Justifique.

3 g g v )
a* = b* + ¢ < tridneulo retineulo
’ e — A 12 B

a” > b’ + ¢? < tridngulo obtuséngulo
R . . :
a- < b~ + ¢~ <> triangulo acutangulo

n Calcule x no triangulo a seguir.

Resolugdo:
=10+ (167 =2 10 - 16c0s60°

x? = 1004256 —320. i? =356 — 160
¥=196=x=14 Resolugdo:
No AAED:
"1 Calcule o dngulo o no tridngulo a seguir. AF* =127 + DF?

= 169=144+ DE°=DE=5=FC=7
No ACEF = EF? =7+ 3 . EF? =58

5 7 No AABF = AF7 =122+ % -  AF° =225
Verificando a natureza do AAFE, temos:
o 3 > 2 -

3 (157 < (13F +(\.|"ﬁ) — A acutdngulo
Resolugdo: J
7P=54+8-2-58cosu
.. 49 =25+ 64 - 80cosu Teorema importante
549 = 89=80cosa . 8coso = 40 Em um paralelogramo de lados a ¢ b ¢ diagonais d, ¢ d,,

temos: g2+ 42 =2(a+b?)-
mﬂl:é:&-m:ﬁﬂ'} mos d,+d2—2[a +b )

B Na figura abaixo, ABC ¢ BDE sdo triangulos equilateros
de lados 20 e 10 cm. Calcule AD.

A

d; =a’ +b” —2abcosa (1)
Fig. 5 Demonstragao.

c B E
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d; =a’+b’ —2abcos(n—a)

d3 =a’ +b” +2abcos (I1)

Fig. 6 Demanstragéo.

Somando (1) e (I1), temos:
d,z +d§ = 2(&2 + hz)—?.ahcns o+ 2abcoso
=d?+d2 = z[a2+ b*) (cqd)
Teorema dos senos

Vamos considerar o triangulo ABC qualquer da figura 7,
mscrito em uma circunferéncia de raio R.

Fig. 7 Tridngulo inscrito ABC.

For¢ando o lado AC passar pelo centro do circulo, ganha-
remos um friangulo retangulo e ndo modificamos o angulo C.

Fig. 8 Demonstragio do teorema dos senos.

No AABC, temos gcnazizb C,\ =2R

senC

No AABC inscrito em uma circunferéncia de raio R, pode-
mos aplicar o teorema dos senos:

a b C

— = == ==2R
senA  senB  senC
Lembrete:
Angulo inscrito em uma circunferéncia
AB
a=—
A

Capitulo 10

Exercicios resolvidos

ﬂ Calcule x no triangulo seguinte.

A

45° 30°

Resolugdo:

Pelo teorema dos senos: -~ 12

sen30°  send5°

62

!

[

12

SLX= NG X =

b | | =

tu|b|

n Calcule o valor do angulo o na figura a seguir.

Resolugdo:

Pelo teorema dos senos: =26
senL

62 J2

7 = sendt . sendl = _? = = 45°

n A diagonal menor de um paralelogramo divide um dos
angulos intemos em dois outros, um ¢ ¢ outro 2¢.. A razdo entre
0 lado menor e 0 maior do paralelogramo ¢?

Resolugdo:
Pelo enunciado, temos:

2ot

2o

Como 200> 0. = b = a (desigualdade triangular)
Pelo teorema dos senos:
a b o a b

]
2eostt

a
sentt.  sen2ot  sendt  Zsenticostt b

A

N,

Trigngulo retdngulo

BC = 2R
C

Frente 3 R




Calculo das cevianas notaveis de um tridngulo

No capitulo 3, vimos a defini¢io de cevianas. Trata-se de
segmentos que unem um vertice a um ponto do lado oposto do
triangulo.

Vamos agora calcular suas dimensdes:

Altura

Fig. 9 Altura de um fridngulo (h,).
h
No AACD, temos seno = Fﬂ -~ h, =bsena.

Vamos calcular entdo o valor de senct
Pelo teorema dos cossenos, podemos inicialmente calcular
cosOL, assim:

a’+b’—¢’
2ab
Pela RFT, temos: senct = /1 —cos” ¢ . assim:

2.2 23y
a~+b —c
sen= (1 -| —m8m8 | =

diferenca de quadrados

a’ +b” —¢’ a’+b*—¢”
sengt= || 1+ ——m— || | - — | ..
2ab 2ab
2ab+a +b —c~ 2ab—a~—-b +¢”
seng. = .
2ab 2ab

e \j[{ﬁw I:l}2 - cz][cz —(a —h}z]

4a’b’

sengL = J{a+h_c}{a+h+c}{c+a_h}{‘3_ﬂ+h}
2ab

¢’ =a’+ b’ - 2abcostt — coso =

fazendo a + b + ¢ = 2p, temos:
a+b-c=a+b+c-2c=2p-2c
a-b+c=a+b+c-2b=2p-2b
-a+b+c=at+b+c-2a=2p-2a

Assim:
senol = J{Zp —2c¢)(2p)(2p —2b)(2p-2a)
2ab
= seneL = 4\/[1{[1— a)(p—b)(p—c)
2ab

=5 senitL = i.\fp(p— a)(p—b)(p—c)

Substituindo na equacdo inicial, temos:
,= bsenat

= h, = h-i- Jp(p—a)(p-b)(p-c)

= b, =2 Jp(p-2)(p-b)(p—¢)

As alturas de um tridngulo qualquer, em fun¢io dos lados,
sdo:

=
Il
| b

=

Jp(p—a)(p—b)(p—c)

=
o]

=
[

Jp(p—a)(p-b)(p-c)

= | b2

| b

h,==.\p(p-a)(p-b)(p-c)

Ceviana qualquer - relacéo de Stewart

Acrelagdo de Stewart € uma formula que pode ser emprega-
da para calcular qualquer ceviana.

E um teorema auxiliar derivado do teorema dos cossenos.
Observe a figura 10.

AD: ceviana
m+n=a

,.-—[']
~m

w4

Fig. 10 Trangulo ABC.

No AACD, temos:

Fig. 11 Trangulo ADC, proveniente do tridngulo ABC.

Pelo teorema dos cossenos:
b?=m?+x?-2mx cosat (1)

No AADB, temos:

A

T — O

D B

Fig. 12 Trangulo ADB, proveniente do triangulo ABC.

Matematica




Capitulo 10

Pelo teorema dos cossenos: Bissetrizes internas
¢’ =n’+ x> - 2xncos(n — o) (1)
Observando as equagdes (I) e (I1), temos:

Jll:n2 =m’+x° —2mxcosc (I)

¢’ =n” +x° + 2nxcosa (1)

ATENCAC!

Lembre-se cos(t - o) = -cosa

Fig. 14 Bissetriz interna de um trigingulo (b_).

Multiplicando (1) por n e (II) por m, temos: Pelo teorema da bissefriz interna, temos:
b_c¢ b _m b+c_ m+n

nb? =nm? +nx” — 2mnx cos o . E=E”E_ A o
me” = mm? + mx? + 2mnx cos o b+c_a | . ab op =€
mc” +nb? = mn® + nm* + x* (m+n) b m b+c b+c
mc” +nb® = mﬂ{ﬂ” ﬂ}+ X’ [m + ﬂ} = Pela relagiio de Stewart, temos:
mc? +nb® = mna + x“a .. £+£_£_1+
me” +nb’ — x"a = mna ma ha mn
2 2 2 \ i hz {22 h2
mc-  nb-  x°a / +(mma) + _ a -1
+ — =1 ab ac ab ab
mna mna mna .8 .a .
. . R b+c b+c b+c)\b+c
o N b~ _i_]
“"na ma mn b*(b+c) c’(b+c) b {I:l++::}2
5, T 2. T 2 =1
a'b a’c a“bc
Mediana b(b+e)  cb+e) , _bi(b+cf
a2 al "~ a%he
b>+bc+be+c®—a’ b (b+c)’
a’ a”be
be[b?+ 2be + = @] = b’ (b+c)’
hc[[h+c}2 - az] ,
Fig. 13 Mediana de um trangulo (m,). (b+c) ’
Pela relacdo de Stewart, temos: be(b+c+a)(b+c—a) —p?
2
o md 26 27 Amd (b+c)
a 'a aa “al a2 g% Fazendoa+b+c=2pe
2t 2t 2 _a+btc=a+btc—2a=2p-2a
2(b* +¢*)—a’ be(2p)(2p—2a)
2b% +2¢° —4m_f =a’ - [ ) = mi hi = 3
4 (b+c)
(b2 +e)-22 2
Sb, = bep(p—a
m, = 3 " hic p{P }
Em um triangulo ABC qualquer, as medianas sio: Em um triangulo ABC qualquer, as bissetrizes internas
5 . medem:
H.'E(h‘+c‘)—a‘ 5
m, = ' : b, = - (bc (p—a
2 l}+ c Y "'p p }
({2 2\ _ 2 2
'I|.II 2( a~-+c )— h I}IE — \I'IH.L‘F[ p_h‘}
my, = a+c ) '
2
2 ||' ¢ K
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Bissetrizes externas

C B

Fig. 16 Bissetriz externa no triangulo isosceles.

Fig. 15 Bissetriz externa de um fridngulo (b',). Exercicios resolvidos

Pelo teorema da bissetriz externa, temos: “ Em um triangulo ABC, o lado AB=6 m, o lado AC=8 m
b m b—-c m-n b-c a ab e a sua mediana AM = 5 m. Calcular o lado BC.

-_=—_ = ===

c n b m b m b-c }

b ab ac Resolugdo:

—= Sn=

¢ (b-c)n b—c

Aplicando a relagdo de Stewart, no AADC, temos:

b’ . bl ¢

=1

din nm an

5 Pela relacdo de Stewart, temos:
b*(b—c) b(b—c)” c¢*(b—c)

aab a~bc aac - =
3 (b—0) x.2x x2x xx
b(b—c b—c) b clb-c , 5
(o), (boo) by clboo)_, 64,36 25_, 100 25_,
a a“bc a 2yt 7 ¥ 2x x°
2 50 25 25 )
b’c(b—c)+(b-c) .b2 —bc*(b—c)=a’be ?—?=!..?=f.._x=5m
(b—c)(b*c—be? )+ (b—c)’ b} =a’be logo, BC = 10 m.

be(b—c)’ +(b—c)’. b =a’be
b2 =a%c —be(b—c)’

(b—c)
(b=c)’ b2 =be[a>~(b—c) |
(b—c)
(b—c)

n Determine o valor de x no triangulo a seguir.

b—c)’.b2 =bc(a+b-c).(a—b+c)
b—c). h*2 be(2p —2¢)(2p - 2b) Resolugio:
, Pela relagdo de Stewart, temos:
b2 = | | \)‘h{: (p=b)(p—c) 42 . 62 2 B
2.8 6.8 2.6
Em um triangulo ABC qualquer, as bissetrizes externas >
16 3 x° 3
medem: = —+—=—=]/—=—rx"=0
. 2 , 16 4 12 12 4
b, = Jbe(p-b)(p—c) x=3
||} - l._|
b = 2 [ “(p—a)(p—-c) m Os lados de um tridgngulo medem 4 m, 13 me 15 m
" e ) o ' Calcular a altura relativa ao maior lado.
b, = s N dl}[ p—a)(p-b) Resolugdo:
a— }| ) ' Vamos inicialmente verificar a natureza do triangulo.
Pelo enunciado, temos:
No caso de um triangulo isosceles, a bissetriz externa re- (15)° = (13)° +(4)° =225 = 169 + 16 = tridngulo obtusdngulo
lativa aos lados iguais sdo paralelas a base, como mostrado na Podemos construir o iriangulo corretamente:
figura 16.
4
X

Matematica




(h, )" +(x) =(4r
(h, )’ +(15-x) =(13)

Subtraindo as equagdes:

¥ =(15-x)=16-169

X =225 -30x + X)) == 153

S 3 =72 x=24m

4y =(24)0+ ) - h,=32m

" Os lados de um tridngulo sio: AB=13 m,AC =11 me
BC = 16 m. A mediana AM ¢ a bissetriz interna BD cortam-se
em [. Calcular IM.

Resolugdo:

D 13

Capitulo 10

Vamos calcular a mediana AM pela relagcdo de Stewart:
713 (amy
" _

8.16 816 8.8

, ;3;+;59_{AM}" _ 200 (am)

28 128 64 128 64

145 (aM) ?

i g 1T MS—(AMP =64 . AM=9m

L °

M

Aplicando o teorema da bissetriz no AMABM, temos:

Iox _ 13 s =13
X &
72

2=21yx = x=—m
21

Revisando

.l Calcule o perimetro do triangulo ABC da figura abaixo.
A

120°

n Determine a diagonal maior de um paralelogramo, em
que dois de seus lados consecutivos formam um angulo de 45°
e medem, respectivamente, 5«.@ cm e 10cm.

BEN se 4 cm, 5cm e 6 cm sdo as medidas dos lados de um
tridngulo, entdo quanto vale cosseno do seu menor angulo?

n Demonstrar que a soma dos quadrados dos lados de um
paralelogramo € igual a soma dos quadrados das diagonais.

BB o trapézio ABCD de bases ABe CD, sdo dados:
AB =a+2, AD =a, A = 45° ¢ C = 120°. Calcular a diagonal BD
e os lados BC e CD.

D C

1200

45¢

Frente 3 REA!




Exercicios propostos

Teorema dos cossenos

“ Fuvest Um tridngulo T tem lados iguais a 4, 5 e 6. O cos-
seno do maior angulo de T é:

1
8

| & @l
Lo Mo | oo

IFE PUC-MG Na figura, ABCD é um quadrado cuja 4rea mede
4 m?, e C é o ponto médio do segmento AE. O comprimento de

BE, em metros, é:
E

A B

NG 542 4.2
2J5 3.5

BEN Unirio Deseja-se medir a distancia entre duas cidades B
e C sobre um mapa, sem escala. Sabe-se que AB =80 km e
AC = 120 km e A é uma cidade conhecida, como mostra a
figura abaixo. Logo, a distancia entre Be C, em km, €:

B

[
A

menor que 90.

maior que 90 e menor que 100.
maior que 100 e menor que 110.
maior gue 110 e menor que 120.
maior que 120.

| 4 Cesgranrio Um navegador devia viajar durante duas
horas, no rumo nordeste, para chegar a certa ilha. Enganou-se,
e navegou duas horas no rumo norte. Tomando, a partir dai, o
rumo correto, em quanto tempo, aproximadamente, chegara &
ilha?

30 min

1h

1 h 30 min

2h

2h15 min

B Cesgranrio Na figura estd representado o retangulo
ABCD. Sobre o lado DC foi marcado o ponto P, de modo que
amedida de DP corresponde ao triplo do lado AD, enquanto a
medida de CP vale o dobro de BC. O angulo APB mede, em
radianos:

A B
D ,.i. C
n (3m) (8r)
2 4 s
(2n) (57)
3 3]

I Unicamp Na figura seguinte, AB=AC =/ & o lado do
decagono regular inscrito em uma circunferéncia de raio 1 e
centro O.

A

a) Calcule o valor de 1.

1+ \I"E)
b) Mostre que cos36° =

WA 0s lados de um tridngulo sdo: AB=12 m, AC=15m e
BC = 18 m. Calcular a bissetriz interna relativa ao angulo A

W calcular adiagonal BD de um paralelogramo ABCD, saben-
do que o lado AB = 4 cm, o lado BC = 5 cm e 0 angulo B = 60°.

n Os lados de um triangulo s@do: AB=4 m, AC=8me
BC =5 m. Prolonga-se o lado BC de um segmento CD = BC.
Calcular AD.

m Na figura abaixo, os triangulos ABC e BED sao equila-

teros de lados 2a e a, respectivamente. Calcule a medida do
segmento AE

2a 2a
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Teorema dos senos

BN Vunesp Para calcular a distancia entre duas drvores
situadas nas margens opostas de um rio, nos pontos A e B, um
cbservador que se encontra com A afasta-se 20 m da margem,
na direcdo da reta AB, ate o ponto C e depois caminha em
linha reta até o ponto D, a 40 m de C, do qual ainda pode ver
as arvores.

c

Tendo verificado que os angulos DCB e BDC medem, respec-
tivamente, cerca de 15° e 1207, que valor ele encontrou para a
distancia entre as arvores, se usou a aproximagao J6=247

TEXTO COMPLEMENTAR

Teorema de Menelaus

Capitulo 10

WP ITA A diagonal menor de um paralelogramo divide um
dos angulos internos em dois outros, um e o outro 2c. Arazao

entre o I1adc| menor e 0 mair:lri:iﬂ paralelogramo e:

tgo
cos 2o 25enc
1 1
seno 2C05 0

Determinaciio da natureza do triéngulo

m Determinar a natureza, quanto aos angulos, de um trian-
gulo, cujos lados medem:
a) 6;:8e 1. by 10;14e17.

m Os lados de um triangulo sdo: AB = 3 cm, BC = 5 cm,
AC =7 cm. Calcular a projecao do lado AB sobre a reta que
contém o lado BC.

BE Dois lados de um triangulo s@o: AB = 7 cm, AC = 8 cm.
Calcular o lado BC, sabendo que a sua projecao sobre a reta
que contém o lado AB mede 11 cm.

Menelaus de Alexandria viveu cerca de 100 d.C. e foi autor de obras de Matemdtica e Astronomia. Podemos inserir neste capitulo o
célebre teorema de Menelaus para um triéingule qualquer Observe o seu enunciado:

Sejo r uma reta que intercepta dois lados e o prolongamento do terceiro ou os prolongomentos dos trés lados, nos pontos X, Y e Z,

XA ZC YB .

podemos afirmar que: —. =— . —

XC'ZB YA




r//BC Pelo teorema de Menelaus, femos:

ADAX ~ AZCX MA DC EB_, 516 10-x _,
MC DB EA~ "5 6° -

DA_XA pa=zc X2 g

2C xC XC 10-x _3 . 80-8x=3x:x=32

ADAY — AZBY x 8 11

DA_YA 0 75,12

B YB' "YB 1 Cdcule o medida do segmento ZB sabendo-se que:

lgualando os valores de DA, temos: AB=6AC=8BC=10,XA=6eYA=2

20 XAz YA, XA ZC VB _ .

XC "YBUXC ZB YA

Observe os exemplos. >

Exercicios resolvidos A

1) O AMBC ¢ equildtero com AM = MC = 5 e BD = 6.
Calcule AE.

A . B C

Resolugdo:

£ ® B 10 c

A reta XYZ intercepta os prolongamentos dos lodos do AABC.

Assim:
A ZBYC_ | 6 x 10_
XB"ZC' YA~ 12 x+10°2 77 3
-
Quando estamos diante de um problema de friéngulos Para o cdlculo das cevianas, utilizamos a relacdo de
ndo retéingulos, para calcular seus lados ou dngulos utilizamos Stewart,
dois teoremas:
COsSs5enos 58n05
b 2 2 2
b ¢ _AD*_.

ma na mn

a
a2 =t + ¢ - 2be cosa "

&P
)
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Exercicios complementares

Capitulo 10

Problemas gerais

BB Cesgrantio No tridngulo ABC, os lados AC e BC medem
8 cm e 6 cm, respectivamente, € o angulo A vale 30°.
O seno do angulo B vale:

3
6

| B2 b3 | —
] e s | e

n FEl Se em um tridngulo ABC o lado AB mede 3 cm, o
lado BC mede 4 cm ¢ o angulo interno formado entre os lados
AB e BC mede 60°, entdo o lado AC mede:

Jﬁ cm ExE cm
v{ﬁ cm ?.v'E cm

243 cm

n Os lados de um triangulo medem 7 ¢m, 15 cm e 20 cm.
Calcular a projecio do menor lado sobre o maior.

BN Emum tridngulo ABC, o lado AB = 6m, o lado AC= 8 m
¢ a mediana AM =5 m. Calcular o lado BC.

n Os lados de um tridngulo sio: AB=13m AC=11 me
BC =16 m. A mediana AM ¢ a bissetriz interna BD cortam-se
em 1. Calcular IM.

n Dois lados consecutivos de um paralelogramo tém por
medidas a e b e uma das diagonais tem por medida c.
Determine a medida da outra diagonal.

n Em um paralelogramo de lados a e b, calcule a soma dos
quadrados das diagonais.

ITA Um tridngulo ABC estd inscrito num circulo de raio

3. Sejam a, b ¢ ¢ os lados opostos aos angulos A, BeC

rl::'-:pcctwamc:ntc Sabendo que a=23 ¢ [A Be C) ¢ uma

progressdo aritmética, calcule os lados e os dngulos do trian-
gulo ABC.

n Calcular o angulo A de um tridngulo ABC, sabendo que os
lados AC e BC sio respectivamente iguais aos % ¢ % do lado AB.

m Os lados de um triangulo sio: AB =6 cm, AC=7cm
e BC = 5 cm. Calcular a distincia do ponto de concurso das
medianas (baricentro) ao lado AC.

m Sobre os catetos AB e AC de um triangulo retingulo
ABC constroem-se externamente tridngulos equilateros, cujos

1y 5
E(E_ + hC\E}

.
centros sdo X ¢ Y. Demonstrar: XY =

m Os lados de um tridngulo sdo: AB =21 cm, AC=17cm
¢ BC =26 cm. Calcular a distancia do vértice B ao ponto médio
da mediana AM.

m ABCD ¢ um paralelogramo no qual AB = 5 cm e
AD = 3 cm. Calcular a diagonal AC, sabendo que a sua
projecao sobre a reta que contém o lado AB mede 6 cm.

m M ¢é um ponto qualquer da base BC de umtriangulo isos-
celes ABC. Demonstrar que é: AB* = AM? = (MC)(MB).

m Calcular o lado de um triangulo equilatero cujos vértices
estdo situados, respectivamente, sobre trés retas paralelas,
sabendo que sio a e b as distincias da paralela intermediaria
as outras duas.

m De um ponto fora de uma reta tragcam-se a esta reta a
perpendicular e duas obliquas que medem 7 me 5 m, respec-
tivamente. Calcular a distancia entre o p¢ da perpendicular e o
da menor obliqua, sabendo que os pés das obliquas distam 4 m.

m O raio do circulo circunscrito a um triangulo ABC ¢
R, o circuncentro ¢ O e o baricentro ¢ G. Demonstrar que a
distancia do circuncentro ao baricentro ¢ dada pela formula:

oG- =R3—é{a3+h3+c3}
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Observe que a natureza estd nos dando uma aula de circulos!



Diferenca entre circunferéncia e circulo
Circunferencia

Eo lugar geométrico dos pontos do plano ¢, tal que a distan-
cia desses pontos a um ponto dado € constante. Observe a figura 1.

A (C: R)

l:{PE {I.lrdp‘o=|:|]'

Fig. 1 Circunferéncia.

O ponto dado € o centro da circunferéncia, e a distancia
constante € o raio (R). Assim:

Se Pe A (O:R),entiod,, =R

Se P, ¢ interior, entdod, , <R

Se P| ¢ exterior,entdo dp ., > R

Circulo

E o lugar geométrico dos pontos do plano o, tal que a
distancia desses pontos a um ponto dado ¢ menor ou igual a
uma constante. Observe a figura 2.

C(O; R)

C={Pe a/d, <R

Fig. 2 Circulo.
P, ¢ P, pertencem ao circulo, pois:d, o <Redp =R

Elementos do circulo

Analisando elementos do circulo, estaremos também defi-
nindo elementos da circunferéncia.

Observe a figura 3:

R: raio

DE : diametro (2R)
éE: arco

m: arco

BC: corda

Capitulo 11

ATENCAQ!

Uma circunferéncia de centro O e raio R pode ser represen-
tada por X (O; R).

O circulo fambém é conhecido como disco.

d; o significa a disténcia do ponto P ao ponto O.

Um circulo de centro O e raio R pode ser representado por

C(O; R).

Corda

Eo segmento que une dois pontos quaisquer da circunfe-
rencia. A maior corda de um circulo ¢ o diametro. Observe a
demonstragdo que ¢ simples e instrutiva.

Fig. 4 Corda em uma circunferéncia.

No AABO isosceles, temos por desigualdade triangular
AB<R+ R = AB < 2R. Como o diametro vale 2R, ele ¢ a
maior corda.

Arco

I: uma parte da circunferéncia delimitada por dois pontos. Para
nio confundirmos arcos com mesma extremidade, acrescentamos
um ponto; de acordo com a figura 3, temos dois arcos: AB ¢ BAC
(0 maior). Na figura 5, observe novos elementos do circulo.

Setor circular
com angulo

Trapézio circular

Fig. 5 Outros elementos do circula

A

Sagmento circular D
Setor circular de

angulo central oo

Fig. 3 Elementos basicos do circulo.

Fig. 6 Segmento e setor circular.




Posicoes relativas entre uma reta e uma
circunferéncia

Uma reta r e uma circunferéncia A podem estar em trés
posigdes relativas:

Exterior
Uma reta r é exterior a uma circunferéncia A (ou vice-versa)

serm A=,

=N

Fig. 7 Reta exterior.

Secantes
Uma reta r é secante a uma circunferéncia A (ou vice-versa)
sermA={A; B}

Fig. & Reta secante.

Dessa posigdo relativa, podemos tirar uma propriedade im-
portante:

ATENCAQ!

Uma reta r secante a uma circunferéncia i forma uma corda
AB. A perpendicular tracada de O encontra o ponto médio
M de AB.

Mao esqueca!l No fridingulo isésceles (AB = AC), angulos da
base sao iguais. A altura é mediana e bissetriz.

AM = MB

Fig. 9 Ponto médio de uma corda.

A demonstrago dessa propriedade ¢ bem simples! O AAOB

¢ isosceles, e se OM ¢ altura, sabemos também que ¢ mediana:
logo, AM = MB.

Tangentes

Uma reta r ¢ tangente a uma circunferéncia A (ou vice-versa)
sernA={T}.

A
r
dm= R

Fig. 10 Reta tangente.

Dessa posicdo relativa, podemos tirar uma propriedade im-
portante:

O raio OT de uma circunferéncia tangente a uma reta r
no ponto T é perpendicular a reta.

Té o ponto de
tangéncia

Fig. 11 Ponto de tangéncia.

A demonstracdo baseia-se no conceito de distincia entre

ponto e reta.
m‘
A T B r

Fig. 12 Distancia do ponto & reta.

A menor distincia entre O e r ¢ OT. (OB = OA = OT), pois
o cateto € sempre menor que a hipotenusa. Voltando ao circulo,
temos:

Fig. 13 DistanciaentreO e r.

g Matematica




T & A;entdo, OT = R. Quaisquer outros pontos der (A; B...)
sdo exteriores de A; logo, OA> R, OB > R...
Assim, OT ¢ a menor distancia, por isso ¢ perpendicular.

9]
mediana
OT & {bissetriz
altura
-
A T B

Fig. 14 Segmento OT.

Posi¢oes relativas entre circulos
Considere dois circulos C(O: R)) ¢ C,(O,; R,), tal que
R, > R,. Os circulos podem ter as seguintes posigoes.

Exteriores

d=R,+HR,

Fig. 15 Circulos exteriores.

Tangentes externos

Té o ponto de tangéncia
d=R, +R,

Fig. 16 Girculos tangentes externamente.

Secantes

A e B sdo os cruzamentos
FI1—FI2-:1:1-:FI1+Fl2

Fig. 17 Circulos secantes.

Capitulo 11

Tangentes internos

T é o ponto de tangéncia
d=R, -R,

Fig. 18 Circulos tangentes internamente.

Interiores

d<R, -R,

Fig. 18 Circulos interiores.

Concéntricos

Fig. 20 Circulos concéntricos.

Podemos resumir esses seis casos de uma maneira pratica
¢ eficiente. Considere a reta real representando a distancia d
entre os circulos de raios R, e R, (R, = R,).

G H1_H2 H1+H2 d

d e R, +R,; +eo[ <= circulos exteriores
d= R, + R, & tangentes externamente

de JR,=R,: R, + R,[ & circulos secantes
d= R, - R, < tangentes internamente

d e J0; R, = R,[ & circulos interiores
d=0 < circulos concéntricos

Frente 3




n Considere dois circulos de raios 15 cm e 7 cm. Monte
uma tabela indicando todas as posicdes possiveis entre eles, em
funcdo da distincia d entre seus centros.

Resolugdo:
Fazendo RI =[5cme Rz =7 em, temos:

4] 8 22 d

circulos exteriores

tangentes externos

secantes

tangentes internos
circulos interiores

concéntricos

Tangentes comuns a dois circulos
Vamos agora tragar retas tangentes simultaneamente a dois
circulos.

Circulos exteriores

t, e t,; tangentes externas
t, e t,: tangentes internas

Fig. 21 Retas tangentes comuns externas.

Circulos tangentes externamente

t=t,

t, e t,-tangentes externas
t,e t,;tangentes internas

Fig. 22 Retas tangentes comuns internas.

Circulos secantes

11 e 12: tangentes externas

Fig. 23 Retas tangentes emcirculos secantes.

Girculos tangentes internamente

——

t.:tangente externa

Fig. 24 Reta tangente em circulos tangentes internamente.

Segmentos tangentes a um circulo
Considere um ponto P exterior a um circulo e t, e t, as
tangentes tragadas por P:

t, e t, tangentes externas

Fig. 25 Segmentos tangentes.

Propriedade! N
PT,=PT,e T,PO=T, PO

A demonstragdo dessas propriedades importantissimas
¢ bem simplcs; Os ﬁPpTI = APOT, (caso especial); assim,
PT,=PT, e T,PO =T, PO.

Matematica




Capitulo 11

Exercicios resolvidos | Na figura abaixo, temos circulos tangentes internamente

¢ externamente, de raios r; = 10 cm, r, =3 cm e r; = 2 cm.
B Na figura, temos 3 retas tangentes ao circulo e PA=10cm. Calcule o perimetro do AO,0,0,.

Calcule o perimetro do APCD.
S

Resolugdo:

Unindo os centros, temos:
0,0;=r,+r, 0,0,=r,=r,
=3+2=5cm, 0,0,=10-3
p=5+7+8=20cm

F

e 0;03 =r,=r,assim: ﬂ_,ﬂs =
=7erme 0;03: IN=-2=8cme

n Na figura abaixo, as circunferéncias sio tangentes. De-
Resolugdo: termine a soma dos didmetros das circunferéncias.
Pela propriedade, temos PA = PB e também
DA=DE=xeCE=CB=y

Assim, PD=10-x, PC=10-yeCD=x+y

O perimetro do APCD é a soma de seus lados, assim, Resolugdo:

p=PD+PC+CD " 2p=(10-x)+(10-y) +{x+y)=20cm Os procedimentos para a resolugdo de um problema de tangén-
cia é unir os centros e tragar os raios perpendiculares a t e t,

n Calcular o raio do circulo inscrito em um triangulo re-

tingulo de catetos b e ¢ hipotenusa a. t

Resolugdo:

sen30r=9=% L0 X 12— vix=2
H+x 2 O+x
FPela propriedade dos segmenios fangenies, temos. L x—y 12—y o E
CE=CF=b-reBD=BF =c-r,entio: sen3(f = o F--j= o+ t—‘”}:E

h=r)+(c-r)=a=b+c—a=2r. ;-=b+c_“

> , 4 52
2 Soma dos diametros é 12+ 2x+ 2y = !2+4+§ =5

Frente 3




“ As circunferéncias da figura a seguir possuem raios iguais Lembrando que no tricngulo equildtero O, é o baricentro, temos que:
a2cme 8 cm. Determine a medida do segmento tangente AB.

Resolugdo:
Para resolvermos a gquestdo, observe o trapezio retangulo
AO,0,B, apos utilizarmos todas as propriedades de tangéncia.
(10)° =(6)F + (AB)* -.AB =8 cm

Quadrildtero circunscritivel
Um quadrilatero esta circunscritivel a um circulo, quando

seus quatro lados sdo tangentes ao circulo.

AN

n O tridgngulo ABC da figura é equildtero de lado a. Deter-
mine, em func¢io de a, o valor dos raios dos circulos J'n.l e k,

A

Fig. 26 Quadrilatero circunscritivel.

Teorema
A condigdo necessaria e suficiente para que um quadnlate-

ro seja circunscritivel ¢:
AB+CD=AD+BC

1. (Condigao necessaria)
Pela propriedade dos segmentos tangentes, temos:

Resolugdo:
Efetuando as construcdes basicas de tangéncia, temos:

A

Fig. 27 Quadrilatero circunscritivel ABCD.

AB+CD=x+w+y+zeBC+AD=x+y+z+w=AB +
+CD=BC+ AD




2. (Condicio suficiente)
Se AB + CD=BC + AD, entao ABCD ¢ circunscritivel.
Considerando ABCD nio circunscritivel, temos:

A

Cc

Fig 28 Demonstracao.

Contudo, podemos tracar AX tal que AXCD seja circuns-
critivel, assim: AX+ CD=AD+ XC = AX +CD=AD +
+BC - BX, mas por hipotese AD+ BC =AB + CD = AX +
+CD=AB+CD-BX .. AX + BX =AB esse resultado é um
absurdo, pois pela desigualdade triangular: AX + BX > AB

Exercicios resolvidos

“ Determine o perimetro do quadrilatero ABCD, circuns-
critivel, da figura.

A
X+ 1

ax

2%

C I+ 3

Resolugdo:

Pelo teorema do quadrilatero circunscritivel, temos:
Gx+3)+x+1)=(3x)+(2x) .dx+4=5x=x=4

O perimetro ¢ 2p = (3x) + (B3x +3) +(x+ 1)+ (2x)=2p =
=0y +4=0-4+4=410

n Determine a medida de um dos lados nio paralelos de
um trape¢zio isosceles, circunscrito a um circulo, sabendo que
suas bases medem 40 cm e 20 cm.

Resolugdo:
As bases do trapézio sdo opostas e os lados ndo pa-
mlelos sdo iguais a x. Assim: x + x = 20 + 40 ..

L2 =60 . x=30cm
Calculando o perimetro, temos:
p=20+40+30+30=120cm

Capitulo 11

Angulos no circulo
Angulo central

Vamos coincidir o vértice de um dngulo com o centro de
um circulo. Os lados do dngulo vio formar um arco na circun-
feréncia.

B
:angulo central
‘ AB:arco
o=AB
A

Fig. 29 Angulo central.
Por definicao: o = AB

Angulo inscrito

O vertice do angulo inscrito pertence a circunferéncia.

W

>

Fig. 30 Angulo inscrito.

Fig. 31 Demonstracdo.

Construimos dois triangulos isosceles, AVOA e AVOB. Temos
dois dngulos externos AOC=2xeBOC= 2ye AOB =2x+ 2y

AOB = ?B[ﬁngulo central)
2{1+y}=?ﬂ.‘.x+y=%=&m=%]3

Uma consequéncia importante do dngulo inscrito ¢ quando
temos um arco de 180°. Observe:

Frente 3




Fig. 32 Triangulo retangulo inscrita

AB _180°

Como AB=180° = ACB= = =9(°

Emum triangulo retangulo inscrito em uma circunferéncia,
a hipotenusa ¢ o diametro do circulo; a mediana relativa a hipo-
tenusa ¢ a metade da mesma.

Angulo de segmento

O angulo de segmento ¢ formado por uma reta tangente a
um circulo em um ponto T, e por uma secante ao circulo pas-
sando por T. Observe a figura 33.

Fig. 23 Angulo de segmenta.

Pelo observado na figura 33, percebemos que o angulo de
segmento funciona também como um angulo inscrito.

Fig. 34 Demonstragao.

Tracamos o didmetro ﬁ, 0 AABT € retingulo em A.
o+ B=90°ecy+P=90°=vy=q

—

Mas v¢ angulo inscrito; logo, Y=o = %T

Arco capaz
Considere os angulos nscritos de vértices Pj: P.; P; ... P
no circulo a seguir:

Fig. 35 Arco capaz

Da figura 35, temos:

=AP,B=0=—

Ais|B= Aﬁ2B=Aﬁ3B=... B

Observe também que nos pontos A e B temos retas tan-
gentes ¢ os dngulos de segmentos de medida o.. APB ¢ o arco
capaz do angulo ¢. A seguir, temos um exemplo numérico.

Exercicio resolvido

m Determine o lugar geométrico dos pontos do plano que
“enxergam’ um segmento AB dado sob dngulo de 30°.

Resolugdo:
Esse lugar geométrico, como sabemos, é o arco capaz de 30"
Leia atentamente a sequéncia para a construcdo do arco.

a) Marcar um angulo de 30° na extremidade A (esse angulo
serd o dngulo de segmenio).

b} Tracar r perpendicular ao lado do angulo de 30"

¢} Tracar mediatriz de AB.

d Rrm={0,
Q) arco capaz possui centro O e passa por A e B.

e
N Marca-se O,M = 0 M
8

Os dois arcos formados sdo o lugar geoméirico completo.
,ff
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Quadrilatero inscritivel
Um quadrilatero esta inscrito em uma circunferéncia se os
seus 4 vértices estio sobre a circunferéncia.

Xy
X
X,
X

Fig. 36 Quadrilatero inscritivel.

Teorema

Acondigio necessaria e suficiente para que um quadrilatero
esteja inscrito em uma circunferéncia ¢ que os angulos opostos
scjam suplementares.
Demonstragdo:
1. (Condigdo necessaria)

A
D
B
C

Fig. 37 Quadrilatero inscritivel ABCD.

Pelo teorema do angulo inscrito, temos:
BAD BCD
=ye =
2 2
Assim, BCD =2x ¢ BCD = 2x mas BAD + BCD = 360° ..,
S22+ 2y =360°=x+y=180°

X

2. (Condigdo suficiente)
Suponha que o quadrilatero ABCD ndo ¢ inscritivel.
Observe a figura.

Fig 38 Demonstragao.

Construimos o quadrilatero CDEB inscritivel; logo,
y + C = 180° (condigio necessria). Mas por hipotese
y+ C= 1800 =y + C=x+C ~x= y absurdo! Pois o dngulo
externo ¢ sempre maior que os internos ndo adjacentes.

Capitulo 11

Exercicios resolvidos

m Se 0 arco AMB =130°, calcule o.

A
N
M

Resolugdo:
O AABC é retdngulo:

A FE'
AFB = AMB= 1311 — 65°

2 2

o+ 65" =90" - a=25"

m Na figura, CD mede 100°. Calcule x.

Eafofn;no:’ ,. o 1Dc
ABC = x € dngulo inscrito e x = ——

&

Mas ADC =AD +DC = 120°+100° . ADC = 220" = x=11("

m Calcule x na figura a seguir.

120° B
A

Resolugdo:

O guadrilatero ABCD ¢ inscritivel; logo, 120 + C = 180° .,
. C=60°

Mas x € o suplemento de C Lassimx = 120"
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m Calcule x na figura a seguir.

B

110° D

Resolugdo:
EBC = EDC = 30°
No AAED, temos x + 1107+ 30°= 180° . x = 40)°

m Na figura, temos BAO = 30°. Calcule x.

Resolugdo:
No AAOB, temos AQ = OB assim, AOB + 30°+ 30°= 180" ..
o AOB = 120° —

AB  120¢°

AOB = AB = 120°, mas x == = =60°
2 2

m Calcule o valor de x na figura seguinte.

Resolugdo: .
Os angulos 2x e 60° “olham” para o mesmo arco BC, assim,
2x =60"=x=30"

Angulo excéntrico interior
O vértice do angulo nio esta no centro nem na circunferéncia.

Fig. 40 Angulo excéntrico interior com segmento BC.

—

_ n AB
Tracando BC, temos o ABCP, assim BCP = -
. CD AB CD AB+CD
CBD = - ot ¢ angulo externo, o = 3 +T L= %

Angulo excéntrico exterior
(O vértice P esta fora do circulo.

Fig. 42 Demonstragéo.
_ ~  DC -~
Tragando BC, temos DBC = By e BCA=—

No ABPC, temos pelo teorema do angulo externo:

AB_CD AB-CD
= o cl=s—
2 2 2




Relacoes métricas no circulo
Considere um ponto P interior ao circulo e duas cordas pas-
sando por P.

(PA). (PB)=(PC). (PD)

Fig. 43 Ponto P interior ao circulo.

Fig. 44 Trangulo APC e DPB.

AAPC ~ ADPB

PA PC
o0 " PR (PA). (PB) = (PC).(PD)

Considere um ponto P exterior ao circulo, e o prolonga-
mento de duas cordas passando por P.

D
(PA) . (PB) = (PC) . (PD)

Capitulo 11

APAC ~ APDB

B 2
AVP
C
D

Fig 47 Triangulo APC e BPC.

PA  PC

PD PB

Novamente com o ponto P exterior ao circulo, mas agora
uma secante e uma tangente.

~.(PA).(PB) = (PC).(PD)

PT2= (PA) . (PB)

Fig. 48 Ponto P exterior ao circula

Fig. 49 Demonstracdo.

BTP & angulo de segmento e BTP = BAT.

Fig. 45 Ponto P exterior ao circulo. APBT ~ APTA
B P
A V P F; ;
T
T
PA_PT pre- (PA). (PB)
PT PB
Fig. 46 Demonstracao.

Fig. 50 Demonstracédo da relacao.

Frente 3 RLYY




ATENCAQ!

m Calcule o valor de x. Observe duas circunferéncias secantes. Traga-se a reta r se-

a)

cante as duas e que contém a corda comum AB. Qualquer
ponto P de r é equipotente as duas circunferéncias.

&
b‘ ;

Resolugdo:
x=3-4.x=6
b)
4
P Fig. 51 Secante comum
2
Observando a figura 51, temos: PA - PB = PC - PD e
PA-PB = PE - PF
Resolugdo: Assim, PC - PD = PE - PF, ou seja, P é equipotente em rela-
4- @+5)=2(x+2) ¢do as circunferéncios.
sd9=2(x+2} O produto (PA) - (PB) é conhecido também como poténcia
sx+2=18 Lx=16 do ponto P.

c)

Exercicio resolvido

m Na figura a seguir, sabemos que PE =2 e ED = 6. Calcule
o valor da tangente PT.

Resolugdo:
(6F =x(x+9) ".xX+0x=36 . x+9%-36=1
(x+12)-(x=-3)=0, . x=3

m Calcule o raio do circulo a seguir.

Resolugdo: Resolugdo:
PE. PD=PT? :.2(PE+ED)=PT" .. 2(2+6)=PT”

PFF=16 . PT=4

S(18) =44 +2R) ». 36 =4 + 2R
32=2R:.R=16

ikt Matematica




Capitulo 11

Revisando

.l Calcule o valor de x nas figuras: n Em cada figura, calcule o valor de x.

a)

b)

o/

c)

n O pentagono ABCDE da figura esta inscrito em um circulo
de centro O. O angulo central COD mede 60°. Calcule x + y.

&

d)

AMB =130°
A C

‘ B
‘ A

D
B0°

C
X
A

aoe B

B
M
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Exercicios propostos

Tangéncdia e dngulo reto

“ Na figura a seguir, AT etangente acircunferéncia de raio r.

T
A
c

Sabendo-se que AT = 2r, entao o valor de AC é:

(-.fﬁ +1]r

1+2r

r2

5

(V5 =1)r
n Na figura, o retangulo OACE esta inscrito em um setor
circular de 90° e raio R QA = EFI. Calcule a medida de AC.

@] A

n No circulo a seguir, O é o centro, AB =2 e AC = /3.

n Na figura, MNPQ €& um retangulo, o ponto E € o centro da
circunferéncia tangente aos lados NP, PQ e MQ. Se MN =4 cm
e NP = 8 cm, determine a distancia do ponto E a diagonal MP.

M P
+
E/
M Q

ﬂ Na figura a seguir, temos duas circunferéncias concéntri-
cas, com raios medindo 4 cm e 5cm. Por um ponto P da circunfe-
réncia menor, traga-se a reta tangente a mesma, a qual determina
pontos A e B na circunferéncia maior. Determine o valor de AB.

A

B na figura, o segmento tangente PA mede 15 cm e PR
mede 12 cm.

a) Determine a medida RS.
b) Qual é o perimetro do tridngulo PRT?

n Mackenzie Na figura a seguir, M e N s@o pontos medios
dos lados do quadrado ABCD e T € o ponto de tangéncia. Se
CT mede k, entdo a area do quadrado vale:

A N B




2K2 k2 4K*
5
4 4

n Duas circunferéncias de centros A e B sao tangentes ex-
ternamente e tangenciam internamente uma circunferéncia de
centro C. Sendo AB = 12 m, AC = 17 m e BC = 13 m, determine
os raios dessas circunferéncias.

n Seja P o ponto de tangéncia da circunferéncia inscrita
no tridangulo ABC, com o lado AB. Se AB=7,BC =6 e AC =8,
quanto vale AP?

BIB Considere um triangulo ABC de lados AB = ¢, AC = b,
BC =a, e sejam P, Q e R os pontos em que os lados BC, AC e
AB tangénciam a circunferéncia inscrita. Calcule os segmentos
AR=x,BP=yeCQ=z

m Determine a medida do diametro de um circulo inscrito
em um tridngulo retangulo cujos lados medem 9 cm, 12 cm e

15cm.

m Determine o raio de um circulo inscrito em um triangulo
retangulo de catetos b e c e hipotenusa a.

Angulos no circulo

BEN Fuvest A medida do angulo ADC inscrito na circunferén-
cia de centro O é:

D
A3, B
O

125° 120° 135°

110° 100°
BIN UFMG Observe a figura.

A
B
D
C

Nessa figura, BD & um didmetro da circunferéncia que envolve
o triangulo ABC, e os angulos ABD e AED medem, respectiva-
mente, 20° e 85°. Assim sendo, o angulo CED mede:

25° 30°

35° 40°

Capitulo 11

Bl PUC 0 angulo x, na figura a seguir, mede:

60° 80° 90° 100° 1207

B UFMG Observe a figura.

Messa figura, AB € um diametro do circulo de centro O e raio 2
e 0 angulo PAB mede 15°.
Nesse caso, a distancia do ponto P & reta AB é de:

5

-

%)

4

m Fuvest Um arco de circunferéncia mede 300°, e seu com-
primento & 2 km. Qual o nimero inteiro mais proximo da medida
do raio em metros?

157 284 382 628 764

BIF Mackenzie Na figura a seguir, os arcos QMP e MTQ me-
dem, respectivamente, 170° e 130°. Entao, o arco MSN mede:

P

60° 70° 80° 100° 110°

m Calcule o valor de x na figura abaixo.




m Calcule o valor de x na figura a seguir.

m Calcule o valor de x em cada caso:

al( :H ;
70°
b) 50°
150°
c)
120
1003
d) _
AN
N,

165°

a,

110°

4

f)

AS=TC

B

B_Na figura seguinte, TA e TB sdo tangentes ao circulo e
AC // TB. Calcule os angulos do AABC.




TEXTO COMPLEMENTAR

TriGngulo ortico

Capitulo 11

No capitulo 6, quando estudamos os pontos notaveis no
triéingulo, analisamos as propriedades de todos os pontos notdveis
(baricentro, circuncentro e incentro). A propriedade do orocentro
foi estudada no Texto Complementar do Livro 1. Agora iremos ana-
lisar sua propriedade por outro aspecto, através da circunferéncia.

HB
Cc H, B
Triangulo ortico.

H é o ortocentro do AABC
AH,HgH¢ é o tridngulo értico

RESUMINDO

Propriedade: o ortocentro do AABC é incentro do AH,H H -
Demonstragéo: H;H-C = HBC (éngulos inscritos na circun-
feréncia 1).

AAH,C e ABH,C possuem o éngulo b em comum e logo
CHCH;.L = C:&HA = @ (Gngulos inscritos na circunferéncia 2)

Analogamente para os outros Gngulos:

Circunferéncia 2

Circunferéncia 1

*  Neste capitulo de circunferéncia e circulo, dividimos a teoria em uma parte angular e outra linear

A
B
o=AB

A
B
AB
4

2

PA =PB

FA.PD=PB.PC

c C
D
D B
AB + CD AE - CD
= o=

PA.PE=PC.FD

B QUER SABER MAIS?
ﬁsnf

= Constantes matemdticas - o caso do Pi
<www. mat ufrgs. br/~portosil/aplcom1a html>.
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Exercicios complementares

Problemas de tangéncias

BB Mackenzie No triangulo da figura a seguir, a circunferén-
cia inscrita temraio 1 e T € o ponto de tangéncia.
Entdo, o menor lado do tridngulo mede:

3

P | =1
Lad
=

20
7

b | o

n Determine a medida de um dos lados ndo paralelos de
um trapézio isosceles, circunscrito a um circulo, sabendo que
suas bases medem 30 c¢cm e 10 cm, respectivamente. Calcule
também o raio do circulo inscrito.

n Calcular os raios das circunferéncias tangentes a duas
circunferéncias concéntricas de raios 6 cme 10 cm.

n Séo dados 2 circulos tangentes exteriormente de mesmo
raio R. Calcule o raio do circulo tangente aos 2 primeiros ¢ a
tangente comum externa.

n Calcule o raio do circulo inscrito em um ftriangulo cujos
lados medem 5: 5e 6 cm.

n A circunferéncia de raio a ¢ tangente as duas semicircun fe-
réncias menores ¢ a semicircunferéncia maior. Se MN =NP =R,
calcule a um funcéo de R.

n Calcular o raio do circulo inscrito em um quadrante de
outro circulo de raio R.

Ponto de
tangéncia

n Uma circunferéncia de raio R ¢ tangente a duas retas per-
pendiculares. Calcular os raios das duas circunferéncias tan-
gentes a essa circunferéncia e as duas retas.

Problemas gerais

n Cesgranrio Na figura a seguir, AB =8 cm, BC = 10 cm,
AD =4 cme o ponto O ¢ o centro da circunferéncia. O peri-
metro do tridngulo AOC mede, em cm:

36 48 54
45 50

m A distdncia entre os centros de duas circunferéncias tan-
gentes exteriormente ¢ de 33 cm. Determine seus diametros,

sabendo que a razdo entre seus raios ¢ =

m A distincia entre os centros de duas circunferéncias tan-
gentes internamente € 5 cm. Se a soma dos raios ¢ 11 cm, de-
termineg os raios.

m Duas circunferéncias sdo secantes, sendo 20 cm a distancia
entre seus centros. Sabendo que o raio da menor circunferéncia
mede 11 ¢m, determine o raio da maior, que ¢ multiplo de 6.

m Na figura abaixo, calcule o valor de x:




m Calcule R, raio da circunferéncia circunscrita ao tridngu-
lo ABC da figura, sendo: AB=8,AC=12¢ AH=06.

m As retas t e r sdo perpendiculares entre si ¢ tangentes as

circunferéncias em A.
Determine AB em fungio de BC=ae BD =b.

r

Cc

m Os catetos de um tridngulo retangulo sio AB=9%cm e
AC =15 cm. Determinar o raio da circunferéncia que passa
pelo vértice B e € tangente ao cateto AC em C.

m AB =AC=10cm e BC = 16 cm sdo os lados de
um triangulo isosceles ABC. O prolongamento da altura AH

intercepta a circunferéncia circunscrita ao tridngulo em K.
Calcular HK.

m M, Ne Psao os pontos médios dos lados de um triangulo
ABC. Achar a razio entre os raios dos circulos circunscritos
aos tridngulos MNP e ABC.

m ABCD ¢ um paralelogramo cujas diagonais sdo AC=8m
e BD = 10 m. A circunferéncia que passa pelos pontos B; Ce D
intercepta o prolongamento da diagonal CA em E. Calcular AE.

m AB ¢ uma corda de uma circunferéncia de centro O, tal
que o angulo OAB =21° ¢ BC é uma corda paralela ao raio
AQ. Calcular o dngulo agudo que BC forma com a tangente a
circunferéncia em B.

m ABCD ¢ um retangulo cujas diagonais se cortam em um
ponto 1, tal que Al > AB. A circunferéncia de centro A e raio Al
intercepta o prolongamento do lado AB em E. Sabendo que o an-
gulo AlBéo quadruplo do angulo BIE, calcular o angulo BAC.

Capitulo 11

m Duas circunferéncias tangenciam-se externamente em M;
TP e TQ sdo retas tangentes a essas circunferéncias tragadas por
um ponto externo T, tal que PTQ = 70°. Calcule o angulo PMQ.

m Uma circunferéncia de centro C, inscrita em um dngulo
reto XOY, tangencia o lado OX em D. Uma semirreta de ori-
gem O, interna ao angulo XOY, intercepta a circunferéncia C
nos pontos A e B, tais que o arco AD ¢ a metade do arco BD.
Calcule o angulo BOD.

m Na figura, as semirretas PA ¢ PBsio tangentes a circun-
feréncia. Se as distancias entre Q ¢ as tangentes sio a ¢ b. Ache
a distincia entre () ¢ a corda AB.

m Em um circulo de centro O e raio R, temos um quadrante
AOB. Com centro em A ¢ mesmo raio, tragamos outro circulo
que forma com o primeiro triangulo mistilineo OBC. Calcule o
raio da circunferéncia inscrita nesse tridngulo em fungio de R.
Observe a figura:

0 A

m Na figura a seguir, temos r//s. A retar é tangente as cir-
cunferéncias C, e C,, areta s € tangente as circunferéncias C,
¢ C, ¢ as circunferéncias tangénciam-se como mostra a figura.
As circunferéncias C, e C, tém raios b e a, respectivamente.
Calcule o raio da circunferéncia C,.
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O cdlculo de areas € uma grande ferramenta para Segunda Lei de Kepler (lei das dreas).
a Fisica.

A Grea de uma figura plana é um conceito muito
utilizado na Fisica para a compreensdo de diversos
fenébmenos.

Na Cinematica, no gréfico tempo x velocidade.

Velocidade

| A linha que liga o planeta ao Sol varre dreas iguais
em tempos iguais. Assim, no mesmo intervalo de tempo,
um planeta girando em torno do Sol percorre Greas
iguais. (Grea 1 = drea 2).

t, t, Tempo

A drea colorida representa o deslocamento do
mével no intervalo de tempo entre os instantes t, e ;. Cdlculo da pressao exercida por F.

Célculo do trabalho realizado por um gés. >

| Pressdao

Para calcular a pressao exercida pela forca sobre o
corpo, devemos calcular a razdo:

componente normal de F
. drea A

Volume

- A drea hachurada representa o trabalho realizado




L] [ L]
Conceitos basicos
Até o capitulo 11 de Geometria Plana, estavamos o tempo
todo preocupados em calcular o tamanho de um segmento ou
medir dngulos. Agora, vamos definir um nimero e associa-lo a
superficie de uma figura plana. Observe:

- I -.\.

AreadeS=a,

&
aEFl+

\-\.

Superficie S

Fig. 1 Definicdo de 4rea.

Devemos, entdo, associar areas (A) a todas as figuras pla-
nas conhecidas. Por simplificagdo, vamos definir a area de um
retangulo, e demonstrar todas as outras em fungdo desse resul-
tado. Assim:

Fio. 2 Retangulo.
Area do retangulo = bh.

4 . . - .

Areas das principais figuras

Quadrado

O quadrado ¢ um retingulo de dimensdes iguais, assim:

o] ]
A=zaa=2a2
a
ol o
a
Fig. 3 Quadrada.
Paralelogramo

Podemos decompor qualquer paralelogramo em 3 figuras e
constituir um retangulo equivalente.
Observe a figura 4.

®

@
| b |

Fig. 4 A1 = A3 = sdo equivalentes.

Capitulo 12

Remontando a figura, temos:

ol
| : |

Fig. 5 Paralelograme.

Retangulo ¢ equivalente a um paralelogramo com as mes-

mas dimensdes:
A=bh

Tridingulo
Um tridngulo de base b e altura relativa h ¢ equivalente

a um paralelogramo de mesma base b e altura E Observe a
figura 6. -

C| b B

Fig. & Trigngule.

AMNA = ADNB (LAL) = tridngulos equivalentes
AABC ¢ equivalente ao paralelogramo MDBC.

h bh
A= "(5_] =2

A formula apresentada na figura 6 ¢é basica para a demons-
tracdo de outras formulas do tridangulo. Observe:

Tridngulo equilatero

Fig. 7 O AABC é um tridngulo equilatera.

Aaltura de um triangulo equilatero ¢:

h

2

ah aﬁl azﬁ
A=—=a. S—=

2 2 2 4

a”/3
A=

4
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Tridngulo retiingulo

A b C

Fig. 8 O AABC & um tridngulo retangulo.

O cateto ¢ altura em relacdo ao outro cateto:
bc

A=—

i

Superficie & um conceito primitive. Figuras equi-
valentes passuem a mesma drea (fig. 6).

Formula trigonométrica

Fig. 9 O AABC e um triangulo retangulo

bh h
A= - mas sentt = — = h=a. sen¢t
2 a
B b. a. senct
2
_a b. senct
- 2

Circunferéncia inscrita

Fig. 10 Circunferéncia inscrita a um tridngulo.

r. raio do circulo inscrito
p: semiperimetro

Ligando o I (incentro) até os vértices A, B e C, temos trés

triangulos com bases a, b e c e altura r:

A

Fig. 11 Incentro

- h. - -
E+—I+E=A.:L{a+h+c}=h
2 2 2 2

r
* =2 — A= -
SA Hp.z.._’a pt

Circunferéncia circunscrita

C

Fig. 12 Circunferéncia circunscrita a um triangulo.

R: raio do circulo circunscrito

Observe o AABC.
A & B
[0
N a
C
Fig. 13 Determinacédo da area em fungio de um angulo interno.
b.c. senct
A=r—r—vrow
2
a
Pelo teorema dos senos: =2R . senot = —
send 2R
Assim: A =bc. i_ l A= abe
2R 2 4R

Circunferéncia ex-inscrita

A circunferéncia ex-inscrita ¢ uma circunféncia tangente
a um lado ¢ aos prolongamentos dos outros dois. Observe a

figura:
I.:" ex-incentro
I raio da circunferéncia ex-inscrita

c a B

Fig. 14 Circunferéncia ex-inscrita ao triangulo.



Para calcular a area do triangulo ABC, observe a seguinte
expressio que relaciona a area do quadrilatero CAIB.
Area (CAI.B) = drea (AABC) + area (AAIl.B) =
area (AAIC) + drea(ACIB)
area{ AABC) = area (AAIC) + area (ACI-B) —areca (AAI.B) =

=hr£-+ar£-_::rc=ri.{h+a_c}
2 2 2 2

drea (AABC) = . (a+b+c—2¢)

drea(AABC) =< (2p - 2¢)

o drea(AABC)=r..(p-c)
Analogamente para as outras circunferéncias ex-inscritas:
Area (AABC) = r(p—a)=r(p=-b)=r_(p—c)

Formula de Herdo

Permite o calculo da area de um tridngulo em fungdo dos
lados.

Fig. 15 Trangulo ABC.

No capitulo 10, calculamos os valores das principais cevia-
nas do tridngulo. Assim:

he =2 p(p-)(p-b)(p—)
A=Ze =2 2 olo-a)(p-b)(p=)

A= \,"Ip[;p —a)(p-b)(p-c)

Trapézio
Vamos decompor o trapézio em dois triangulos. Observe
afigura 16.

Fig 16 Trapézio.

Capitulo 12

Losango
Vamos dividir o losango em 4 triangulos retangulos. Ob-
serve a figura 17.

g =1
_/
= >

Fig. 17 Losango.

[d D]l Dd
A=4| - — |- A=
2.2)2 2

Quadrilatero qualquer

Existe um resultado interessante para o calculo da area de
um quadrildtero cujas diagonais medem d, e d, e formam um
angulo de medida ¢ Observe a sequéncia de figuras.

A

Fig. 19 Paralelogramo.

AC ¢ BDsdo as diagonais transladadas paralelamente,
formando assim um paralelogramo.

A area do quadrilatero ABCD ¢ a metade da drea do para-
lelogramo EFGH devido as congruéncias dos triangulos 1, 2,
Jed

Entdo, a drea do quadrilatero ¢ J1-92-56n%

g
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Poligonos regulares Quadrado inscrito
Vamos calcular os principais elementos dos poligonos
regulares para depois calcular suas areas.
Podemos construir poligonos regulares inscritos ou circuns-
critos em uma circunferéncia. Observe os principais elementos:

a,:angulo central Fig. 23 Quadrado inscrito
| -lado do poligono inscrito
a :apotema fy= R2

L,:lade do poligono circunserito

R2
2

i 2 I
area = £, . arca = 2R

ay =

2

Fig. 20 Elementos dos poligonos regulares.

Triangulo equildatero inscrito Quadrado circunscrito

N\
K

Fig. 24 Quadrado circunscrite.

£

L,=2R
area = 4R?

Hexagono regular inscrito

Fig. 25 Hexagono.

No hexagono regular, temos 6 triangulos equilateros, assim:

F?,ﬁ = R
R\3
Fig. 22 Trangulo equilatera 8 = 2
2 2 f

tg3ﬂ“=£.*_ L, =243R irea = 6. Ff'f,-ﬁ= 3R"3

L; 4 2

2
area = L3 — .. drea 3W3R?

Matematica




Octogono regular inscrito

Capitulo 12

Dodecagono inscrito

12

11

10

Fig 26 Octogono regular.

/s =R*+R* - 2RR cos45°
L =R (2-42).-
by =v2—\2R

R“send5°
2

. A 2
area = 2+ 2R

arca = 8.

Decagono inscrito
O decagono regular inscrito ¢ formado por dez triangulos
isosceles com angulo do vértice de 36°. Observe a figura 27:

Fig. 27 Tridngulo componente do decagono regular.

AOAB ~ ABCA
4 R

0 _

R—"fip g

2
R +R\5 _ L .
fl0 = 3 convém a raiz positiva, assim:
R[JE —1)
fo=——5—

Fig. 28 Dodecagono regular.
/1, =R*+R* —2RR.cos30°..

i =R*(2-13)

Flz = E—ﬁR
R?. sen30°
area=12 —
2
irea = 3R°

Area do circulo

O circulo ¢ um poligono regular de infinitos lados. Pode-
mos montar uma tabela e mostrar os diversos valores para as
areas dos poligonos inscritos e circunscritos:

Poligono inscrito Poligono circunscrito

3 1,29R2 5,19R2
4 2R? 4R2
6 2,50R2 3,46R2
8 2,82R2 3,31R2
10 2,03R2 3,24R2
12 3R2 3,21R2
n nR2 nR?

Tab. 1 Area de poligonos inscritos e circunscritos se aproximando da
area do circulo.

Setor circular
9
Fig. 29 Circulo.
360° —— mR’ R a
o — A 3600
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Coroa circular
1g60° = g h=43
h
o (6+10)43 3203
60° 2

I 4
B Determine a area do quadrado inscrito no triangulo ABC,
sendo BC = 15 me a altura relativa a base BC éiguala 10 m.

Fig. 30 Coroa circular.

A=nR:-1) G F

10
Segmento circular \

R R 15
areq = - Resolugdo:
R R AAGF ~ AABC

nR% Risenc

A
area =
360° 2 A
m—xl Q - 10
Fig. 31 Segmento circular. G F :
B 15 c

A_Hz[ not _Eem] x 10-x x 10-x

510 T3 2
n Calcule a area do paralelogramo:

X=30=3x ~5x=30 . x=6m=drea =36m°

n Sendo 6 m o raio do circulo, calcule a area colorida.

1 120°
60°
18
Resolugdo: Resolugdo:
Tracando a altura do paralelogramo, temos: Para calcular a area do segmento circular:
6 6
w0/ |n sen60” = % h= m?: 5\3 d _ & 1200
0. drea=(18).(5\3) =903 g h
n(6)°.120°  67senl20° 3 )
_m() = = ‘W: = ;.;-n—mnﬁ? =(12n—=93) mr
n Calcule a area do trapézio: 360 - -
T 6 ﬂ Calcule a area colorida sendo ABC um triangulo equila-
tero de lado 6 cm.
h A
—60°
10
Resolugdo:
Tracando a altura do trapézio, temos: a 8
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Capitulo 12

Resolugdo: n Na figura abaixo, ABC ¢ um tridngulo equilatero de lado
Famos montar uma expressdo para calcular a area colorida. igual a 2 m. ﬂq_ﬁ} NP ¢ PM sio arcos de circunferéncias com
A=IN-O centros nos vertices A, B e C, respectivamente, ¢ de raios todos

3 P

iguais a 1 m. Calcule a area da regido preenchida.

Precisamos calcular o raio do circulo.

A

C P B
Resolugdo:
Primeiro, precisamos tomar o tridngulo equilatero.

,,1,:&_3.={z);ﬂ_n{;}f=(ﬁ_ngz

Depois, encontrar os pontos médios e tragar os arcos.

n Na figura, AB ¢ um arco de circunferéncia de raio | m.

Resolugdo: Determine a area do trapézio retingulo BCDE.
y y L
A
X X C
D
w-_,_n_,,_-'
¥ =
e > > 2 2 > > 2 30° :
i=xT+a sz —x"=a a=Nzm —x" 0 E B x

drea = [}-‘+ (v+ a}] Ej = (.?y+ z

oe]
|
-
(%]
=
[

Resolugdo:

n O retangulo ABCD representa um terreno retangular

3
cuja largura ¢ 3 do comprimento. A parte colorida representa

um jardim retangular cuja largura ¢ também — do comprimento.

Qual arazao entre a area do jardim ¢ a area total do terreno?

A y.\ B V:ié’_'i:ﬁ
772 2
3
5% BE=1-x= ;—g]gm“:é
DY y ’C | &
X
. £
Resolugdo: 20°
3 §¥]+ 9 o] 1 B
s\s7 )7 2s 30° 2 J3
! =—rz=—
E T 3
oS T _Y_9 s _ (DE+BC)EB (1 3 V3) 1
x 25 drea = 5 =3t 553
_‘.c.g:.s: 2 2 3_ 2] 2

. 3,
=>ar€a=?—m
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m O quadrilatero ABCD ¢é um quadrado de lado a. Calcule
a area colorida.

A B
L]
]
D c
Resolugdo:
Tragando a diagonal AC, temos o seguimento circular:
A
a
ol
D a c

Rela¢oes métricas entre areas
Triangulos de mesma altura

Triangulos de mesma altura possuem dareas proporcionais
as bases. Observe a figura 32.

h
Fig. 32 Tridngulos de mesma altura.
A== Bh A D
2 2 A" B

m Se a area do triangulo ABC ¢ S, calcule a area preenchida

em fungio de S.
A
MC = MB
a)
C M B
Resolugdo:
AABC e AAMC possuem a mesma altura e a base MC = EJ
?
S )
= S =

by

b)
Resolugdo:
AACM possui area 5 € possui a mesma altura do AMCD e
pc= "1 ac .
3
IS 8

Syep=—=-—=—

Mep =3 5=
¢)
Resolugdo: S

AACM possui area — e possui a mesma altura do AAGC e

AG=

Resolugdo: g
AACM possui area 5 () AAGN possui mesma altura gue o

AMCNeNG = 1 cN.

3
Assim, § ... = s, O AGDN possui mesma altura que o AAGN
! 1§ 8
e ND = EAN, logo Sm:w = EE_ E

Triangulos semelhantes

Dois triangulos semelhantes possuem elementos corres-
pondentes proporcionais.

Triingulos semelhantes de razio de semelhanca K
possuem dreas proporcionais a K2

m Determine a relagio entre as areas de um triangulo ABC
e do tridangulo formado pelos pontos médios dos lados do ABC.
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Resolugdo:
A
MB MC
c MB B

.r

d
MBC ~ AM MM, (K =2)

S i5c >
— ARC =K‘=4
S."L*f AMp Mg

Triangulos equivalentes

Tridangulos equivalentes possuem a mesma area. Nio mo-
dificando a base ¢ a altura de um tridngulo, a drea ¢ a mesma.
Observe a figura 33.

lt31 GE G:‘!

—— T

Fig 33 Triangulos equivalentes.

ATENCAO!

Podemos transformar um poligono de n lados em um po-
ligono equivalente com n - 1 lados

1 1 1

-1 3 n—1

r// n2 e oAl2n é equivalente ao Al1'2n, reduzindo assim o
numero de lados para (n-1).

Exercicios resolvidos

I:El Na figura a seguir, a reta r € paralela ao segmento AC sen-
do E o ponto de interse¢do de r com a reta determinada por D e C.

r

L

Capitulo 12

Se as areas dos triangulos ACE e ADC sido 4 e 10, respectiva-
mente, ¢ a area do quadrilatero ABED ¢ 21, entdo a area do
triangulo BCE é:

6 8 10
7 9
Resolugdo:

Os AACE e AABC sdo equivalentes, S

e = dmasx +4+ 10=21
s x = 7 (alternativa B).

t[l_Considere o triangulo ABC de drea A. E € o ponto médio
de AC ¢ D estd no lado BC, tal que BD = 2CD. As cevianas
AD e BE formam o quadrilatero CDFE. Calcule a area desse
quadrilatero em fungio de A.

A

Resolugdo:

e
C ¥ o 2y

Utilizando as relacdes métricas entre dreas, temos gue drea

(AAEF) = area (NCEF) e area (ABDF) = 2 - area (ACDF)
O ABCE possui area igual a metade da darea do AABC, assim

a+3ﬁ'=§.

OACDA possui area igual a %, assim 2a + fi = %
Resolvendo o sistema:
oa+p=7 4 44
Vit m ep= v
2o0+p=—
74

Area do quadrilatero CDFE é igual a o+ f = 7

Frente 3




m O triangulo ABC da figura possui darea A. Nos lados
AC e BC, temos os pontos E e D, tais que CE = 3EA ¢ DB=4CD.
Determine a porcentagem da area do triangulo preenchido, em
relacdo a area total.

Resolugdo:

Area(ACEF)=3. drea( AEFA)
drea( ABDF) = 4. drea( ACDF )

drea| AACD) = éd Ao +p= g

, . 3 3
drea( ABCE) = n A 3o+ 5P = n A
Atraveés do sistema:

4(I+|3=£ y
53;1 femos. o= _8 = 0,015
3o+ 5p = e

A area do tridngudo é, aproximadamente, 1,5% da area do AABC.

-

Revisando

.l Calcule a area de um quadrado inscrito em um triangulo
de base 12 e altura 6.

n O perimetro de um triangulo retangulo isdsceles é igual a
2p. Calcule a area desse triangulo em funcao de p.

n A figura representa um triangulo equilatero de lado 6 e
seu circulo circunscrito. Calcule o valor da area colorida.
A

n Um triangulo de altura h € dividido por uma reta paralela
a base em 2 partes equivalentes. Calcule a distancia dessa reta
ao veértice.

ﬂ Um ftriangulo ABC de area A possui as medianas
AA’, BB' e CC'. Calcule as areas coloridas em funcdo de A

para as diversas situagdes a seguir.

I A
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“ Calcule a area colorida da figura considerando ABC um
quadrante de raio Re AB e AC didmetros de semicircunferén-
cias de diametro R.

B

Exercicios propostos

Areas

BN Faap As bases de um trapézio sdo 80 cm e 60 cm e sua
altura 40 cm. A 10 cm da base maior, traca-se uma paralela as
bases, que determina dois trapezios Qual é a area de cada um?

n Um azulejo retangular vai ser usado em uma parede de
uma cozinha, que tem 5 m de comprimento e 3 m de altura. Se
as dimensodes do azulejo sao 10 cm e 30 cm, quantas pecgas
desse azulejo vao ser usadas?

n O perimetro de um quadrado € igual a 36 cm. Qual é a
area desse quadrado?

n Calcule a area do losango que tem diagonal maior igual
a8 m e diagonal menor igual a 70 dm.

B UFPE Na figura a seguir o retangulo ABCD tem area igual
a153 cm? Quanto mede o lado, em cm, do quadrado AB'C'D'?

A B B
. 12em
D' o
4dcm
D C

W'Y UFPE Na figura a seguir P é o ponto médio do segmento
AD do paralelogramo ABCD. Calcule a area, em m?, do trian-
gulo AAPB sabendo-se que a drea do paralelogramo é 136 mZ2

D c

WA UFSC A base de um triangulo mede 132 m e sua altura,
em metros & h. Se a base foraumentada em 22 m e a altura, em
55 m, obtém-se um novo tridngulo cuja area € o dobro da area
do primeiro. Calcule o valor de h.

BN Vunesp A area de um tridngulo retangulo é 12 dm2 Se

um dos catetos & 2 do outro, calcule a medida da hipotenusa
desse triangulo. 3

BN Cesgranrio Se, no trapézio retangulo ABCD da figura
adiante, AB=BC=3eua= L) ,entdo a sua area vale:

3
B_[ o
o

A D

3 3+£J 3| 4+ EJ 6[3— EJ
2 \3 3
i E ' E

3 5-\5] 3 5-45]

m Fatec Na figura a seguir, tem-se um quadrado inscrito
num tridngulo retdngulo ABC, reto em A

B

Frente 3 Wl




Se os catetos do triangulo medem 3 cm e 4 cm, entdo a area do
quadrado, em centimetros quadrados, € igual a:

169 100 25
49 49 49
144 81
49 49

m Fuvest Os lados de um retangulo de drea 12 m2 estao na
razao 1:3. Qual o perimetro do retangulo?

8m 16'm 24m

12m 20m

m Fuvest Os pontos A, B, e C sdo vértices consecutivos de um
hexagono regular de area igual a 6 Qual a area do tridangulo ABC?

A B

1 3 J2
2 J2

REN ESPMO retdngulo ABCD tem area igual a 60 cm?2 Saben-
do-se que E & um ponto do lado CD, podemos afirmar que a

area do triangulo ABE e:
30 50 50~/3
40 4043

BI¥ Mackenzie Na figura a sequir, o perimetro do tridngulo
equilatero ABC & 12 e o ponto P & médio do lado BC.

C
P
E
B Af--=-=2-=-=-4D
Entao, a area do triangulo AED e:
V3 A J2
2 2
V3 2

BEN UELNo retangulo da figura abaixo, aumentando-se de 6cm
o lado maior e de 3 cm o lado menor, a area aumenta 102 cm2

X+ 1
X+5 medidas em centimetros
O valor de x, em centimetros, &:
5,5 7.0
6,0 7.5

6,5

16 | Mackenzie Na figura a seguir, AC e BD medem, respec-
tivamente, 843 e 5.

C
Entao, a area do quadrilatero ABCD é:
30 60
35 80
40

m Fuvest Na figura seguinte, estdo representados um quadra-
do de lado 4, uma de suas diagonais e uma semicircunferéncia
deraio 2

Entao, a area da regido hachurada é:
T ) T+3
2 m+4
T+ 2 2r+ 1

BTN Mackenzie No hexagono regular da figura a sequir, a dis-
tancia do vertice E a diagonal AC é 3.

B C
A D
F E
Entao, a area do poligono assinalado é:
5] 63
4.3 8.3
5\."5

m Fuvest Dois irmaos herdaram um terreno com a seguinte
forma e medidas:

D
-]

]
A
AD=20m
AB=60m
BC=16m

Dy




Para dividir o terreno em duas partes de mesma &area, eles
usaram uma reta perpendicular a AB Para que a divisao seja
feita corretamente, a distancia dessa reta ao ponto A, em metros,

devera ser:
31 33 35
32 34

BTN FOC Um triangulo tem lados 3x, 4x e 5x e sua area é 48.
O valor de x e:

J2 2
2.2 V2

FIB Mackenzie Na figura a sequir AD/BC.

B C
Entao, a area do quadrilatero ABCD é:
243 283 3243
2643 3043

m Puccamp Na figura a seguir tem-se um terreno retangular
no qual se pretende construir um galpao cujo lado deve medir
X metros.

X

Se a area da parte sombreada é 684 m?, o lado do galpéo
mede, em metros:

8,5 7.5 4.5

8 6

WEN UFF considere o triangulo PMN, retangulo em M, repre-
sentado na figura a seguir.

M

P 10 em ~N

A area, em cm?, do tridngulo obtido, unindo-se os pontos mé-
dios de PM, MN e NP é&:

4 12 24

B 20

LN UFMG Observe a figura.

E D

A B c

Messa figura, o segmento AC é paralelo ao segmento ED,

AB:BC:ScmaE=E.
ED

A area do triangulo ABE é igual a 3 cm?® A &rea do trapézio
BCDE, em cm?, &:

9 9 12
° 11
8 -

2

m UFMG Observe a figura.

D C
ELC F
A B

MNessa figura, ABCD é um quadrado de lado 1,EF=FC =FBe
DE = 1 A area do triangulo BCF e:

—
()]
o =

—
—

J3)
5 4
Areas de circulos

BTY UFBA O triangulo ABC esta inscrito num circulo de 4rea
igual a 16m cm?, sendo A=30°, AB=8 cme AC.BC =x cm®.
Determine o valor de xﬁ.

m Fatec Na figura a seguir, tem-se uma circunferéncia C de
centro O e raio de medida 3 cm. Os pontos A e B pertencem a
C, e a medida do angulo AOB é 45°.

<

A area da regidao sombreada, em centimetros quadrados, é
igual a:

B



(9] o iGa

m Fuvest O triangulo ABC esta inscrito numa circunferéncia
de raio 5 cm. Sabe-se que A e B sao extremidades de um dia-
metro e que a corda BC mede 6 cm. Entao, a area do triangulo
ABC, em cmZ, vale:

P oo oo

24 ﬂ 23
2
12 6.2

WIB UEL Na figura a seguir, tem-se a reta r tangente & circun-
feréncia de centro C e o triangulo equilatero ABC, cujo lado
mede 8+/3 cm.

A area da regiao sombreada €, em centimetros quadrados:
52 m 36 24 m
48 1 D

IEI] UFF Determine a area da regiao limitada do plano que
esta compreendida entre as retas y = xe y = 0 e é exterior ao
circulo de centro em (1, 1) e raio 1.

m UEL Um rolo de tela com 28 m de comprimento sera total-
mente aproveitado para cercar um jardim com formato de setor
circular como mostra a figura a seguir.

Se a area do setor &€ 40 m? e x € maior que y, entdo o raio do
setor € um nimero:

divisor de 35. quadrado perfeito.
menor que 8. impar.
multiplo de 5.

IE7]  UFRGS Se o raio de um circulo cresce 20%, sua drea cresce:

14% 44%
14,4% 144%
40%

XD UFMG Observe a figura a seguir Nessa figura OA = 4./3,
OB =23 e AB e AC tangenciam a circunferéncia de centro O
emBeC

A area da regido hachurada é:

-3 4 -2./3
on -3 4an -3
4n-33

BTN UFMG Observe a figura.

Nela a circunferéncia de centro O tem raio r e arcos AB, BC,
CD, DE, EF, FG, GH e HA congruentes.
O valor da area sombreada, em funcao de r, e:

2 (n—2) 2r2

2 (n—1) P (r-1)

m PUC-MG O comprimento de uma circunferéncia é o qua-
druplo do perimetro de um quadrado. A razédo entre a area do
quadrado e a area do circulo é:

T ua T
64 80 128
T T
72 120

BT Mackenzie Na figura a sequir, A, B e C séo centros de
circunferéncias iguais.

B Y C

e .

Se a area do trapezio assinalado € 3, entao a area do retangulo

vale:
4+443 4+843
8 +44/3 8+/3

B+B«.E
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m Calcule a area colorida sabendo que os circulos pos- m ABCD € um quadrado de lado a Calcule a area preenchida.
suem raio R. A B
E
D C

TEXTOS COMPLEMENTARES

Teorema de Pitagoras através de dreas

Observe a seguinte propriedade:
O retangulo ABCD e o triangulo CDE possuem a mesma base e aliura, mas a area do triangulo CDE é a metade da area
do retangulo.

O AADE possui érea igual a metade do retangulo

AMLE Ao, = ”j‘ﬂzﬂLE

A
O ACDG possui érea igual a metade do quadrado ABCD. Acpg = ““;CD

ACDG = AADE (LAL) =
Asgcp = Apye = € analogamente
Avcn = Puci = b? assim b? + ¢ = o?

H
A B
o S - S E D A b G
hl / (v a
- et |_.
D b C C 56 F
Area 5DIE=% . Area AABCD. a
L
E

Teorema de Pitagoras através de areas

Pentagono regular

Observe a demonstracéio do seguinte resultado:

Em uma circunferéncia de raio R, /¢, f, e £, sGo as medidas dos lados
do pentdgono, hexdgono e decdgono, todos regulares e inscritos nessa
drcunferéncia.

Relagao entre 4, /, e £,




Na figura anterior, temos um setor circular de 36°. Tangente
O AOAB é is6sceles com éngulos de 36°; 72° e 72°. Marca- nd
-se BC = R e temos um novo tridngulo isésceles OBC cujo dngulo
do vértice é 72° Assim, OC = (.. -
Pelo ponto C, tracamos uma tangente CT e, através do po-
téncia de ponto, podemos escrever: 0 g
CT? = (CA)CB) » CT? = R- ;5. R CT2 = RZ-R. £, dT
Com essa relacéio, volte até a teoria no item “decd- 6 i,
gono inscrito” e observe a relagdo (7 +R./{, —R? =0
s P‘%ﬂ = -|"R‘2 —Rﬁl]ﬂ, assim: 290 ’Fm
CTE = P‘]'zﬂ T CT = P]ﬂ' B:-""""———-—"'j J'G
Concluséo: No ACOT, temos: R

€§=R?+CT?—;£E=€E+€£
5 6 10

Construcdo da relacio

(fsf = [fa}g + [finjg-

RESUMINDO

*  Formulério bésico para o caleulo de éreas.
[0 ‘

2

b cC
h r
' z \ 1
b b a
ﬁrﬂﬂ:E drea = ] EJ‘-E&=1 ab.sen. o area = pr ar.e:ﬂ:E
2 4 2 a+b+c 4R
p==—)
paralelogramo trapézio circulo setor cireular
R
b a
h h
B
ol :
¢ b b R o
érea = Plp-a). (p-b). (p- ¢) drea=bh srag < D) drea = nR’ frea = ——re

*  Lados dos principais peligones regulares inscritos em uma circunferéncia de raio R

A
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B QUER SABER MAIS?
ﬁsw&s

= Demonstrogio de teoremas com Greas
<www. uff br/cdme/dsp/dsp-html/dsp-tp-brhtrml=.

Capitulo 12

® Céleulo de dreas com integrais
<http://ecaleulo.it usp.br>.

Exercicios complementares

Problemas gerais

BN Fuvest Calcule:

a) senl5”.
b) Aarea do poligono regular de 24 lados inscrito no circulo
de raio 1.

BN T Em um tridngulo ABC, sabe-se que o segmento AC
mede 2 cm. Sejam o e [}, respectivamente, os angulos opostos
aos segmentos BC e AC. A drea do tridngulo é (em cm?) igual a:

2 sen’a - cotgp + sen 2a

2 sen’a. - tgfi—sen 2o

2 cos’a - cotgf + sen 2u

2 cos’a * tgP+ sen 2a

2 sen‘a - tgf— cos 2a

BEB Mackenzie Na figura, tep=2 -3 ¢ a + p = 60°. Entiio, a
area do triangulo assinalado ¢:

gl a p
2+43 {4+:§)
o [1: 3)

2+

2

W Mackenzie O retingulo inscrito no triangulo isésceles
ABC da figura a seguir tem area maxima.

A

Entdo, a area do triangulo assinalado AMN ¢:

4 12
6 16
8

ﬂ Puccamp Considere o trapézio representado na figura a
seguir, cujas medidas dos lados sdo dadas em centimetros.

5

A

10

A area desse trapézio, em centimetros quadrados, ¢:

18 32
24 36
30

I UEL Considere todos os tridngulos que tém dois lados de
medida 2 cm, formando um angulo de medida x graus. O menor
valor de x para o qual a area do triangulo ¢ igual a J3em? é:

30 75
45 90
60

Mackenzie Na figura, a circunferéncia de centro O tem

raio 6, a.=arctg — e C ¢ ponto de tangéncia.

Entio, a area do triangulo ABC ¢ igual a:

36 40,5
38.4 42
40
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B Mackenzie Na figura, ABC ¢ um triangulo equilatero de
perimetro 24. Se r e s sdo bissetrizes, entdo a area do tridangulo

assinalado é:
A
5 ; ; \ r
B C

(lﬁf) 16+/3 1243
gﬁ @

3

B Fuvest Na figura, BC ¢é paralelaa DE.AB=4 ¢ BD =5
A

Determine a razio entre as areas do triangulo ABC e do tra-
peézio BCDE.

D E

BT Cesgranrio Scja D o ponto médio do lado AB do tridn-
gulo ABC. Sejam E e F os pontos médios dos segmentos DB e
BC, respectivamente, conforme se vé na figura.

C
Z | ; e
e
A D E B

Se a area do triangulo ABC vale 96, entdo a area do triangulo
AEF vale:

42 32 28

36 30

BIB Cesgranrio O tridngulo ABC esta inscrito em circulo cujo
didmetro BC mede 1 e cujos angulos satisfazem a condigdo
B = 2C conforme se v¢ na figura.

A area desse triangulo ABC vale:

(343) (3) 3)

8 5 8
(2v3) J3)
5 6
P Unirio A 4rea da figura hachurada ¢:
ylem mj}
14
10
6
2 I
5 E 14 1I? x(em m)
100 m? 140 m* 156 m?

132 m? 144 m?

m UFF Determine a area do retingulo MNPQ, representado
na figura abaixo, sabendo que a diagonal MP ¢ o diametro da
circunferéncia C cujo raio mede 10 cm.

LB UFF Descja-se construir uma janela com a forma de um
retangulo em cima formado por uma semicircunferéncia de
raio X como indica a figura.

b

Sabendo que o perimetro da janela deve ser igual a 4 m:

a) expresse a area da janela em funcao de x.

b) encontre o valor de x para o qual a drea da janela ¢ a maior
possivel.

15 QS Seja P o ponto de intersegdo das diagonais do tra-
pézio de altura h de bases AB=ae CD=b,coma=b.

Expresse a diferenca entre as areas dos triangulos ABP e CDP,
nessa ordem, em fungio de a, b e h.

B3 PUC-MG Na figura, M ¢ o ponto médio de AB, ¢ MN &
paralelo a AC. S, ¢ a medida da drea do triagngulo MBN, e S,,

a do triangulo ABC.
c




O valor da razdo S_I €:
S,

b | —
| — s | —

BEA Uerj O paralelogramo ABCD teve o lado (AB) ¢ a sua
diagonal (BD) divididos, cada um, em trés partes iguais,
respectivamente, pelos pontos {E, F} e {G, H}. A area do
ridngulo FBG ¢é uma fracio da area do paralelogramo (ABCD).

D C

A E F B

A sequéncia de operagdes que representa essa fragao esta indi-
cada na seguinte alternativa:

111 1
233 2
I
2

3 3
m ITA Duas circunferéncias de raios iguais a 9 m ¢ 3 m sdo
tangentes externamente num ponto C. Uma reta tangencia essas

duas circunferéncias nos pontos distintos A e B. A drea, em m?,
do tridngulo ABC é:

m Uerj Um arquiteto projetou um salio quadrangular
10 mx 10 m. Eledividiu o salio em dois ambientes [ ¢ Il através
de um segmento de reta passando pelo ponto B e paralelo a uma
das diagonais do saldo, conforme mostra a figura a seguir.

A B

A area do ambiente | ¢ a sétima parte da area do ambiente 1.
(Calcule a distancia entre os pontos A ¢ B.

I Unicamp Os lados de um tridngulo medem 5, 12 ¢ 13 cm.
a) Calcule a area desse tridngulo.
b) Encontre o raio da circunferéncia inscrita nesse triangulo.

Capitulo 12

m Fuvest Os quadrados da figura tém lados medindo 10 cm
¢ 20 cm, respectivamente.

10 cm

G
%,;; 20 cm

Se C ¢ o centro do quadrado de menor lado, o valor da area
hachurada, em cm?, ¢é:

25 35
27 40
30

m Considere as circunferéncias inscrita ¢ circunscrita a um
triangulo equilatero de lado ¢. Determine a area da coroa circu-
lar formada por essas circunferéncias.

m Os centros de quatro circunferéncias iguais de raio R,
tangentes, duas a duas, sdo os vértices de um losango cujo lado
¢ igual a uma das suas diagonais. Calcular, em funcdo de R, a
area da superficie compreendida entre as quatro circunferéncias.

m ABCD ¢ um quadrado cujo lado ¢ a. De cada um dos
vértices desse quadrado como centro e com raio a descreve-se
internamente um arco. Calcular a area do quadrilatero curvi-
lineo cujos vértices sdo os pontos de intersegiio desses arcos.

m AM e NA sdo as tangentes a uma circunferéncia de raio
R tragadas por um ponto externo A. Sabendo que o angulo
MAN = 60°, calcular a area do triangulo mistilineo AMN.

m Uma semicircunferéncia tem para didmetro um segmen-
to AB =4 m, uma outra semicircunferéncia tem para diametro
uma corda da primeira semicircunferéncia e ¢ tangente ao dia-
metro AB no seu ponto médio O. Calcular a drea da superficie
limitada pelas duas semicircunferéncias ¢ o didmetro AB.

m Fuvest A, Be C sio pontos de uma circunferéncia de raio
3cm, AB=BC ¢ o dngulo ABC mede 30°.

a) Calcule, em cm, o comprimento do segmento AC.
b) Calcule, em cm?, a drea do tridngulo ABC.

m Fuvest Na figura a seguir, os AABC e ADCE sio equilate-
ros de lado /, com B, C ¢ E colineares. Seja F a intersegdo de
BD com AC. Calcule a area do ABCF.

A D




m Fuvest As retas r ¢ s sdo paralelas ¢ A ¢ um ponto entre
elas que dista 1 de r e 2 de s. Considere um angulo reto de
veértice em A, cujos lados interceptamr e s nos pontos B e C
respectivamente. O Angulo agudo entre o segmento AB ¢ a
reta r mede o.

a) Calcule a area do AABC em fungio de «.

b) Para que valor de o a area do triangulo ABC ¢ minima?

m Fuvest Considere na figura a seguir a drea A(x) da regido
interna a figura formada pelos 3 quadrados e compreendida en-
tre o eixo Ox ¢ a reta vertical passando pelo ponto (x, O).

1 x 3 4
Determine o grafico da funco y = A(x) para 0 <x <4,

m Fuvest Um agricultor irriga uma de suas plantacdes uti-
lizando duas maquinas de irrigagdo. A 1% irriga uma regiio re-
tangular de base 100 m e altura 20 m, ¢ a 2* irriga uma regido
compreendida entre duas circunferéncias de centro O, e de
raios 10 m e 30 m. A posigio relativa dessas duas regides ¢
dada pela figura a seguir

onde os pontos A ¢ B sdo médios do retangulo. Sabe-se ainda
que A, B e O estdo alinhados e que BO =20 m, determine:

a) a area da intersecdo das regides irigadas pelas maquinas.
b) a area total irrigada.
Utilize as seguintes aproximacoes: J2=141,n=314¢

arcsen 3 =034

m Em um triangulo equilatero ABC de centro O e de
: L . a
lado a, a circunferéncia de centro O e de raio 3 intercepta os

lados AB e AC nos pontos D e E. Calcular a area do triangulo
mistilineo ADE. Observe a figura:

Cc

(

m Em um triangulo ABC retangulo em A, s¢ja D a projegio
de A sobre BC. Sabendo-se que o segmento BD mede ¢ cm e
que 0 angulo DAC mede 6 graus, calcule a area do AABC.

m No ftriangulo ABC da figura, a mediana AM, relativa
ao lado BC, ¢ perpendicular ao lado AB. Sabe-se também que
BC=4cAM=1.

B
M
C
A

Se o ¢ a medida do ﬁnguloAﬁC,dctcrminc:

a) senc.

b) AC.

¢) a altura do triangulo ABC relativa ao lado AB.
d) aarea de AMC.

m Na figura, estdo representadas a circunferéncia C, de
centro O e raio 2, e os pontos A, B, P e Q, de tal modo que:

. o ponto O pertence ao segmento PQ.

II. OP=1¢0Q=12.

III. A e B sdo pontos da cimunfcr&ncia,ﬁiﬁﬂj_%.

E
AI

Assim sendo, determine:

a) adrea do tridngulo APO.

b) os comprimentos dos arcos determinados por Ae B em C.
c) a area da regido colorida.

M 0 triangulo ABC da figura a seguir ¢ equilitero de lado 1.
Os pontos E, F e G pertencem, respectivamente, aos lados E}
AC e BC do tridngulo. Além disso, os dngulos AFEe CGF sio
retos e a medida do segmento AF é x. Assim, determine:

a) aarea do triangulo AFE em funcio de x.

b) o valor de x para o qual o angulo FEG também ¢ reto.

c
G
F
X
A E B




m O circulo C, de raio R, esta inscrito no triangulo equi-
latero DEF. Um circulo de raio r esta no interior do triangulo
DEF e ¢ tangente externamente a C e a dois lados do tridangulo,

conforme a figura.
D

E
Assim, determine:
a) arazdoentre Rer.
b) a area do tridangulo DEF em funcdo de r.

T

m A figura representa um trapézio ABCD de bases, AB e
CD inscrito em uma circunferéncia cujo centro O esta no inte-
nor do trapézio. Sabe-se que AB=4.CD=2¢ AC= 2.

D C

Assim, determine:

a) altura do trapézio.

b) raio da circunferéncia na qual ele esta inscrito.

¢) Calcule a area da regido exterior ao trapézio ¢ delimitada
pela circunferéncia.

m Em um triangulo de vértices A, B e C, inscrevemos um

circulo de raio r. Sabe-se que o angulo A tem 90° e que o circulo

nscrito tangencia o lado BC no ponto P, dividindo esse lado em

dois trechos com comprimentos PB = 10 ¢ PC = 3.

a) Determiner.

b) Determine as medidas de AB e AC.

¢) Determine a area da regido que €, ao mesmo tempo, interna
ao triangulo e externa ao circulo.

Capitulo 12

m O trangulo retingulo ABC, cujos catetos AC ¢ AB
medem 1 e \'E, respectivamente ¢ dobrado de tal forma que
o vertice C coincide com o ponto D do lado AB. Seja MN o
segmento ao longo do qual ocorreu a dobra. Sabendo que NDB
¢ reto, determine:

c

. h
A D

a) o comprimento dos segmentos CNe CM.
b) a area do triangulo CMN.

m Na figura a seguir, ABCD ¢é um quadrado e CEF ¢ um
triangulo equilatero de mesmos lados medindo a. D, C e F estdo
alinhados. Calcule o valor da area colorida em funcio de a.

A B
E
G
H
D C F
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A criag¢dio da geometria analitica
René Descartes, foi um fildscofo e matemdtico francés

(1596-1650). Sua grande contribuicdo ao mundo foi o trabalho

intitulado de “Discurso do método”, no qual o filésofo expde todo o
seu racionalismo para a compreensdo dos problemas. Segundo Descartes, um

problema sempre serd mais bem compreendido se o dividirmos em uma série de

pequenos problemas que serdo analisados isoladamente do todo.
Para ilustrar o alcance filosdfico do seu trabalho, Descartes utilizou o terceiro

apéndice da sua obra para descrever a atual geometria analitica. A geometria analitica

¢ uma tradugao das operagdes algébricas em linguagem geométrica.



Introdu¢do

A Geometria, como ciéncia dedutiva, foi desenvolvida pe-
los gregos. Entretanto, a Algchra nio era muito estudada por
cles, principalmente se nio conseguissem estabelecer uma re-
lacdo com a Geometria.

Somente no século XVI1I ocorreu o primeiro grande pas-
so na Geometria apos os gregos. De maneira independente,
os franceses Pierre De Fermat (1601-1665) ¢ René Descartes
(1596-1650) descobriram um novo método que unificou defini-
tivamente a Geometria ¢ a Algchra. Esse método € conhecido,
atualmente, como geometria analitica.

Fermat e Descartes, além de traduzirem por equagdes e
letras 0 que os gregos ja tinham escrito por palavras e propor-
gdes, introduziram o método das coordenadas na Geometria. A
ntroducdo das coordenadas teve como imediata consequéncia
o tratamento algébrico de muitas questdes geométricas e, re-
ciprocamente, a interpretagio de forma geométrica de muitos
aspectos algebricos.

ATENCAO!

Ma geometria analitica, os pontos da reta sdo representa-
dos pelos nimeros reais, e os pontos do plano por pares
ordenados de nimeros reais.

Lembre-se de que duas retas concorrentes determinam um
unico plano.

Coordenadas na reta

Para representar pontos em uma reta, devemos primeira-
mente definir um eixo. Considere uma reta orientada e um pon-
to O chamado de origem.

Fig. 1 Eixo E

Todos os pontos do eixo E estabelecem uma correspon-
déncia biunivoca com os numeros reais, ou seja, cada ponto do
eixo E ¢ representado por um nimero real, e cada numero real
¢ representado por um unico ponto.

Vamos associar o ponto O ao namero zero. Pontos a direita
de O correspondem a um numero x € TF{:} ¢ pontos a esquerda
de O a um numero x € R". Esse nimero x é a coordenada do
ponto. Observe a figura 2.

=% Xo

A C
. —
2 3

Fig. 2 Representacéo dos pontos B, O, Ae C no eixo E

Dados os pontos A e B sobre o eixo E, suas coordenadas
si0 x ¢ y, respectivamente. Temos entdo que a distancia do pon-
to A ao ponto B ¢ d(A:B) =[x —vl.
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Da figura 2, podemos calcular:
dOA)=|0-2|=2
dB:0)=|-4-0|=4
dAC)=|2-3|=1

Coordenadas no plano

Vamos agora considerar dois cixos, E; ¢ E,, perpendicu-
lares e com origem comum O. Essas duas retas determinam o
plano a. Observe a figura 3.

E, 4 a
P
¥ * r
0 e E:;
r2

Fig. 2 Sistema de eixos ortogonais.

Nesse sistema de eixos, podemos determinar um ponto P
qualquer do plano o, por meioder, //E, e r,// E,.

Assim:

r, N r,={P}

Este ponto P ¢ identificado pela coordenada x do eixo E, e
pela coordenada y do eixo E,.

Temos, entdo, que o ponto P ¢ representado de maneira
unica pelo par ordenado (x: y), tal que x ¢ abscissade Pey¢a
ordenada de P.

De maneira pratica, o cixo E, ¢ chamado de eixo x (eixo
das abscissas) ¢ o ecixo E, ¢ o eixo y (eixo das ordenadas).
Na figura 4, chamada agora de sistema cartesiano ortogonal,
temos a representacdo de alguns pontos por meio de suas
coordenadas.

A(4: 1)

D(5:-2)

B(-2;2)
E(-3; —4)

C(0; =3)
F(2; 0)

Vi

my & T
o
0
= ¥

m
IS

Fig. 4 Sistema cartesiano ortogonal.




Os eixos ortogonais dividem o plano cartesiano em quatro
regides chamadas de quadrantes. Assim, na figura anterior,
podemos afirmar que:

A e 1° quadrante

B e 27 quadrante

E € 3 quadrante
D e 4° quadrante

Temos na figura 4 pontos localizados nos eixos, F € eixos
das abscissas e C € eixo das ordenadas.

Podemos afirmar que o eixo Ox das abscissas tém coor-
denadas (x: 0) e no eixo Oy das ordenadas os pontos sdo da

forma (0: y). O ponto O, origem dos eixos, tem coordenadas
(0 0).

Distéincia entre dois pontos

Considere os pontos A(x 1 y,) e B(xy: y5): queremos obter
a medida do segmento AB, ou seja, a distincia de A at¢ B.
Vamos analisar trés casos possiveis para esse problema.

1" Caso

ABé paralelo ao eixo das abscissas.

Y
A B
Yow=Y¥g[ - -
0 Xy Xg X

Fig. 5 AB//OX.
Nesse caso, temos que d,, = | X, — X, |-
2° Caso
AB ¢ paralelo ao eixo das ordenadas.
Yﬂ
Y oB
Y oA
J(ﬁ= J(B X

Fig. 6 AB/OY .

De raciocinio andlogo ao caso anterior, temos que
dyg =Yg = ¥4l

3° Caso
AB ¢ inclinado em relacido aos eixos.

yp, ______________________ :

Fig. 7 ABinclinada.

Nesse caso, podemos perceber o tridngulo retangulo ABC,
tal que:

(1" caso)
(2% caso)

AC=|xg=X,|
BC:|FB-F,1|

Pelo Teorema de Pitagoras, temos:

(ABY = (ACY + (BCY . AB=J(AC)* +(BC)’

AB = \/|“|3 ~xa[ +lyp = yal

Percebemos que sdo indiferentes as expressoes:
| KB-K.-'IL|=| xh-KE,' c |FB-FJ1|=|F‘.1-FB|

Assim, temos:

AB = \[(Ax) +(Ay)’

ATENCAQ!

Dados dois pontos Alx,; v, e B(xy; yp) quaisquer do plano
cartesiano, a distancia entre A e B & dada por:

AB = /(Ax) +(ay)

Na férmula da distancia entre dois pontos, o termo (Ax)? &
indiferente (x, - Jntﬂfl2 ou [xg - xh]z.

Exercicios resolvidos

1 Determine a natureza do tridngulo A(2;-3), B(=5; 1) ¢ C(4; 3).

Resolugdo:
Vamos inicialmente calcular os lados do triangulo. Assim:

AB=\[2-(=5)] +(=3-1) =49 =16 =65
AC=\(2-4) +(-3-3) =4+ 36 =40
BC=\(-5-4) +(1-3) =81+ =V85




Para verificar a natureza de um tridngulo de lados a, b, e ¢,
compare a’ e b° + ¢, em que a é o maior lado.

(V85)" < (V63 ) +(#0) ~.85<105=
= tridngulo acutangulo.

n Determine o ponto do eixo das abscissas equidistante
dos pontos A(6; 5) e B(-2, 3).

Resolugdo:
Um ponto do eixo das abscissas possui coordenadas
FPra; 0). Assim, PA = PB.

PA=\[(6-af +(5) e PB=y(a+2)]+3 =

= J(6-a) +25=(a+

=a’ +4a+4+9

49 36-12a+a’+25=

@-12a+6l=a’+4a+13 . 48=16a..a=3

A3 0)

Vamos analisar o problema geometricamente:

YA .
K A
5 0
B S+
P .
1 -
) ! 6 X

M ¢é ponto médio de AB, e r ¢ a mediatriz do segmento AB, ou
seja, o lugar geoméirico dos pontos equidisiantes de A e B.
Como o nosso ponto pertence ao eixo OX, temos r 0 OX = [P].

B Considere a figura a seguir. Calcule o comprimento do
scgmento MN.

Vi

Resolugdo:
Néo seria necessaria uma solugcdo por meio da geometria analiti-
ca, mas vamos enfatizar a distdncia entre ponios.

Capitulo 13
N1; 1)

i{

'l_!'
Temos quex =y e send5” = 7 Sy =

tu|;):‘"|

As coordenadas dos pontos sdo:

M[£ £] e N(I; 1)

n Dados os pontos A(a — 3b:; 5) e B(4: 2b), determine a
distancia entre A e B sabendo que eles pertencem, respectiva-
mente, as bissetrizes dos quadrantes impares e pares.

Resolugdo:

Se A pertence as bissetrizes dos quadrantes impares, temos

x, =y, .. a—-3b=35 5e B pertence as bissetrizes dos quadran-
tes pares, temos xg ==y, ~.4==2b s . b=-2
a—3b=3
=ag=—]eh==-2
b=-2

Os pontos sdo A(5; 5) e B(4; —4)
dyy = \/{5—4}-’+(5+4}-’ =J1+81=1/82
U1 Dados os pontos A(8; 11), B(=4; =5) ¢ C(=6; 9), obter o

circuncentro e o raio da circunferéncia circunscrita ao tridangulo
ABC.

Resolugdo:
Observe a figura a seguir.

i

O ¢ o circuncentro do
rigingulo ABC, e devemos
ter OA = 0B = 0C = raio
Ofa, b).

Frente 3




2

OA = J{a—8}3+ (b—11)

OB = \(a+4) +(b+5Y

OC =\(a+6) +(b-9)

Podemos escrever:

OA=0B .. &*—16a+64+b=22b+12] =
=g’ +8a+16+b"+10b+25 /. =24a-32b =
=—]44 ~. 3a+4bh=18

OB=0C ~.a+8a+ 16 +F+10b+25=
=g’ + 12a+ 36+ -18b+81 . ~da+ 28b=
=76 .a-7h=-19

Montamos agora um sistema para encontrar o ponto O.
{Ra +4b=18 a=2

= T =0(2:3)
a—-7h=-19 h=3

raio=0C=(2+6) +(3-9) =/64+36 = 10

Coordenadas do ponto meédio

Dados dois pontos distintos A(x,:y,)e B(x;: ). deseja-
mos encontrar o ponto M de AB, tal que AM = MB. Esse ponto
M ¢ denominado ponto médio de AB. Observe a figura 8.

=y

Xa X Xg

Fig. 8 M(x,,: ,,) € ponto médio de AB.

Pelo teorema de Tales, temos:

B_—~

(feixe de 3 retas paralelas e 2 transversais)

My — X
=M A L _ —
..1— ..KM K."ﬁ._

Xp — Xy

_ C % = .. _XatXp
=Xp— Xy 2Xy =X, X Xy =

Utilizando o mesmo raciocinio para obter a ordenada de

M, temos que:
. _Yat¥m
Y M T 5

ATENCAQ!
Dados os pontos Alx,; y,) e B(x; yg), as coordenadas do

ponto médio M de AB séo:

M XptXg Yat Vs
2 ' 2

Para a resolugdo de varios exercicios, nGo se esqueca da
principal propriedade do paralelogramo:

A B

3] C

As diogonais AC e BD cruzam-se no ponto médio M
(AM = MC e DM = MB).

Exercicios resolvidos

© 1| Ospontos(0;0),(1;3)e (10; 0) sdo vértices de um retan-
gulo. Determine o 4° vértice do retangulo.

Resolugdo:

B(1; 3)

G10; 0)
A(0; 0)

Dix; v)

M ¢ ponto médio de AC =

=>I..H— —jf 'I-.H——?=!r}+.|'"(f{j,,ﬂ}
M ¢ ponto médio de:
Bp= 5. 2902y

2

F

soy==3.D(9:—3)




n Considere que A(2:; 1) e B(4: 0) sdo dois pontos no plano
coordenado. Determine as coordenadas do ponto C, simétrico
do ponto A, em relagdo ao ponto B.

Resolugdo:
| % : 4 |
Ai2; 1) B(4;0) Clxgi ye)
AB = BC = B é ponto médio de AC
X +2
':2 =4 x. =06
Yo+l _ 0 yp =—1

2
Oponto Cé (6; -1)
“ Trés pontos de coordenadas, respectivamente, (0; 0),

(b: 2b) e (5b; 0), com b > 0, sdo vértices de um retangulo. De-
termine as coordenadas do 4° vértice.

Resolugdo:

Al0; 0) B(b; 2b)

M

Dix; y) Ci5b; 0)

AM=MC o xy =230 20 020y M(ﬁ; QJ
' 2 2 2 2
M é ponto medio de E assim:
.
Xtb _3b e 2 = 2p
2 2 2 '

I¥4b: =2b)

" Dado o tridngulo ABC de vértices A(2: 2), B(—4; —6) ¢
((4: -12), prove que o triangulo € retangulo. Calcule o raio da
sua circunferéncia circunscrita e o circuncentro.

Resolugdo:

BC=\(4+4) +(=6+12) =10

Temos, entio, que AC? = AB> + BC’; logo, 0 AABC é retingulo
em B. A sua hipotenusa é o didmetro da circunferéncia circuns-
crita, assim 2R = Iﬂwf} L R= 51.@.

O circuncentro € o ponto médio da hipotenusa R‘ assim,

2+4 2-12
Xy = — - Jeyy=

Mi3;=5) é o circuncentro do AABC.
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Divis@o de um segmento em uma razao dada

Vamos dividir um segmento AB em uma razio KeR " por
meio de dois teoremas de Tales, um em cada eixo coordenado.
Observe o exemplo a seguir.

Divida o segmento AB com extremidades A(2: 3)

AC 2
e B(4: 6) por um ponto C, tal que E= —.

Yi

i
i
I
I
1 I
I
I
L
T

Y

0 2 X 4 X

Fig. 9 Segmento AB.

Pelo teorema de Tales, em que AB ¢ OX sdo retas trans-
versais, temos:

AC xe-2 2 xc-2
ﬁ_d—xcni_d—xc
14
e

Pelo teorema de Tales, em que AB ¢ OY sdo retas trans-
versais, temos:
AC  ye—3 2 y—-3
ﬁ—qg—q

21
S5y =21y = <

O ponto ¢ C(%; E]

S S_EKC = EKC _ﬁ

Xe

3y-—9=12-2y,.

5

Determinagéio do baricentro (G) de um triangulo
ABC de vértices A(x,; y,), B(xy; yp) e C(x.; y,)

AlX,:¥,)
1G(xg:y,
YN By
Clx.: v,
Fig. 10 Baricentro do AABC.
M é ponto medio de ﬁ, temos:
X+ Xp Yet¥g
XKpyy=—m € =l =
M 5 Ym 2

Frente 3




G divide AM na razio 2:1 , AS51m:
X~ XM

GM = X6 7 Xm l= ——— Xy —Xg =2xg —2xy
GA Xa X 2 Xa — X

Xp + X¢
xh+2:{m=3x“..xh+2( J:Bxﬁ..

. _KJ't+KB+KC
..K(i——3

+yg+Ye
Analogamente, temos: y,;, = W

Obaricentro de um triangulo qualquer ABC é:

2

3 3

G[ Xa TXp+Xc ¥at ¥tV

A TENCAO!

O baricentro de um triangulo qualquer é o ponto de en-
contro das medianas. O baricentro divide as medianas na
razdo 2:1.

Calculo da area de um triangulo
Vamos calcular a drea do triangulo ABC de vértices A(x, 1y, ),
B(x: y) e C(x: y-). Observe a figura.

¥
F A D
Yo |- R it
@ @ |
+B
@ !
O e E
*e xa X

Fig. 11 Area do triangulo.

Para obter a area do AABC, subtraimos do retingulo DFCE
as areas dos triangulos (1), (2) e (3).
SA.B-C= [KB- KC] ) (FA _}rc] - [[1] + [2] + [3]]

(1) =(xa=%¢)-(ya—vc) (lJ

2

Substituindo os valores e simplificando os resultados, temos:

1

Sapc= 5 [-"‘:.-1}"[; +Xe¥a T XY~ Xc¥p —Xa¥Ye —Xp 1*".-1]

Esta expressao pode ser simplificada por um determinante,
assim:

[ |
1

¥a ¥Ye Ye
Como S, . . nio pode ser negativo, precisamos inserir um

modulo.
A area de um AABC qualquer ¢ dada por:

1 1 1
Xa Xp X¢
¥Ya ¥e Y

Sapc =

b | —

Sapc =

m As coordenadas dos vértices de um triangulo sdo A(0; 0),
B(2; y) e C(—4; 2y). Sabendo que a area desse friangulo ¢ 8,
calcule y.

Resolugdo:
11

A:-‘;. 0 2 —4|.24=|8y| 16 =|8y|.
0y 2y

s 8y =116, assimy =12,

m Determine a area da figura colorida.

Y
R A
A
14 | I
P B N
3 4 X

Resolugdo:
Vamos dividir a figura em dois triadngulos (BCA e DCA), temos:
) 111 } 111 s s
area=—.\4 4 3|+—.||3 4 Of=—+—
2 2 2 2
042 241

area = 4.5 unidades de area.

Condiciio de alinhamento entre trés pontos

Trés pontos alinhados determinam um triangulo de area
nula, entdo a formula da area do triangulo transforma-se em
uma condi¢io de alinhamento dos trés pontos, assim:

Matematica




Os pontos A, B e C estdo alinhados se, e somente se:
11 1

'\:."'l. ."‘:E; .\:L- =)

Ya ¥B Yo

ATENCAC!
Sejom os pontos A(x,; y,), Blxy; yp) @ Clxc; yc) entdo:

T 1 1
Xa Xg Xc
Yo Yo Yo

C
/ determinando uma reta
A

B
T 1 1

=0, teremos:

x, ¥ Xc|#0, teremos:
Ya ¥ Yc
A
determinando um frigngulo.
B C

Exercicio resolvido

m Determine a, ponto do eixo das abscissas, que esta na mes-
ma reta, formado pelos pontos (=2; 3) e (5: 1).

Resolugdo:

Se o ponto pertence ao eixo das abscissas, entdo é da forma
(a; (). Sendo que, os trés pontos estdo na mesma reta: (a; (),
2, 3)e(s 1):

111

a -2 5=0
0 3 1

Calculando o determinante, temos:

Ba=-2)-(5+a)=0:2a-17=10

a= g O ponto é (g ﬂ]

Exemplos de aplicagio da geometria analitica na geome-
tria plana.
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Exercicios resolvidos

m Calcule a base meédia do triangulo ABC.
Y

Afa;: b)

M M

0:0) \c: 0)

C B X

Resolugdo: o

M e N sdo os pontos médios dos lados AC ¢ AB do AABC.

Pelas coordenadas do ponto médio, temos:

a+f
?

b b
2

AM=MC :.xy === e yy =0+ =

W]

A..'alllr = ..MB . "ca"r' = e :l.-"‘nlrn - —=

Assim, M(E; EJ e N(a+f : EJ
2 2 2 )

Os pontos M e N possuen as mesmas ordenadas; logo, MN §é

paralelo a BC.

a+c a

M?ll'r = _'-CN - x."l:f =

= F=} F=

Esse resultado equivale a metade da base BC.

m Considere que o quadrado ABCD tem lado a, e os trian-
gulos CDE e BFC sdo equilateros. Prove que os pontos AEF
estdo alinhados.

¥

Resolugdo:

Colocamos o sistema cartesiano com a origem no ponto A e os
eixos x e y contémos lados AB e AD. Vamos obter geometrica-
mente as coordenadas dos pontos A, E e F

Assim, A(0; 0), E[% a—g] e F(a+¥; %]

Frente 3 |P#4)




Famos calcular o determinante:

i / i
0 a (!+£]a _
2 2
A
0 [;—E a 4

2 2

[

2 3 2 2
”——[;—E [I+£]a ="?—”—=ﬂ

Os pontos A, E e F sdo colineares.

m Prove que as diagonais de um paralelogramo se cruzam
no ponto medio.

¥y

C{.a +b;c)

B(a; 0) X

A(0; 0)

Resolugdo:
Ponto médio de AC : M(ﬂJr ‘;’L b 0+ ‘"] = M(” b, C]

2 2
Assim, M e N sdo coincidentes, demonstrando gue as diagonais
de um paralelogramo sdo coincidentes.

[
Wi

Ponto médio deﬁ:h-’[b-i—a %ﬁ]z N(a—:b :

tul"'h

m Sejam P(a; b), Q(1: 3) e R(=1; =) pontos do plano. Se
a+b=7, determine Pde modo que P, Q ¢ R estejam colineares.

Resolugdo:
a I -l
b 3 -I=0 b 3
I 1 1

(3a—1-b)—(-3—a+b)=0
3a—1-b+3+a-b=0

da-2b=-2:2a-b=-1

a+h=7
2a-b=-1
- a=2e bh=53
3a =6
a=2

Assim, as coordenadas de P sdo (2:5).

Revisando

.l O ponto A pode ser representado de duas formas,
(x + 2; 2y — 4) e (8x; 3y — 10). Determine o valor de x e y e das
coordenadas de A

IEN scja AC uma diagonal do quadrado ABCD. Se A = (-2; 3)
e C=(0; 5), determine a area de ABCD, em unidades de area.

BB seiam A(1; 0) e B(5; 44/3) dois vértices de um tridngulo
equilatero ABC. O vertice C esta no 2° quadrante. Determine
suas coordenadas.




BB Determine o valor de x para que os pontos (1; 3), (-2; 4)
e (x; 0) do plano sejam colineares.

Capitulo 13

BB Determine os valores de a, tal que o ponto (a; 2) diste
5 unidades do ponto (0; -2).

Exercicios propostos

Distdncia entre pontos

n Fasp A distancia entre os pontos (2;-1) e (—1; 3) é igual a:

ZBro 5
J5 nd.a.
J7

B FEl Para que valores de x o tridngulo de vértices (~6; 0),
(0; B) e (x; —x) & equilatero?

n Dado um ponto P(x; y) do plano cartesiano, o nimero
X2 +y® &
adistancia de P ao eixo de x.
a distancia de P a origem do sistema.
adistancia de P ao eixo de v
a soma das coordenadas de P

BB PUC O triangulo de vértices A(4; 3), B(6;—2) e C(-11;-3) é:

equilatero. obtusangulo.
isosceles. retangulo.
acutangulo.

ﬂ O ponto (x; 2x) é equidistante dos pontos (3; 0) e (-7; Q)

para:
X=—2 x=0
5 7
= - N =—
2 2
XK==+2

I sabe-se que A(1; 2) e B(2; 1). A distancia do centro do

quadrado ABCD a origem é:
Dout JE ou 2
1ou 2 V2 ou 242
é ou 2
2

BB Mackenzie Determinar o ponto P distante 10 unidades do
ponto A(—3; 6) com abscissa igual a 3.

n Calcule o comprimento da mediana AM do triangulo de
vertices A(0; 0), B(3; 7) e C(5; —1).

BN UFJF-MG Se (2; 1), (3; 3) e (6; 2) s&o os pontos médios
dos lados de um tridngulo, quais séo os seus veértices?
=1;2),(5;0), (7; 4) (3:1), (15 1), (3:5)
(2;2), (2;0), (4; 4) n.d.a.
(1: 1), (3; 1), (5; 5)

BT} UFSC Dados os pontos A(-1; 1), B(5;~7) e C(x; 2), deter-
mine x, sabendo que o ponto C é equidistante dos pontos A e B.

Xx=8 x=12
x=15

BN Ufal Sejam os pontos A(1; 2) e B(3; 1). A area de um
triangulo equilatero de lado AB é:

5.3 113
4 Va3 4
3.3 543
2 2

m Sendo dados os veértices consecutivos de um quadrado
A(3; =7) e B(—1; 4), calcular a sua area.

BEN sendo A(3; 1), B(4;-4) e C(-2; 2) vértices de um triangu-
lo, classifique-o quanto ao seus lados.

m Prove que o triangulo cujos vértices sao A(2; 2), B(—4; —6)
e C(4;-12) e retangulo.

m Determine x de modo que o triangulo de vertices A(-2;5),
B(2; —1) e C(3; x) seja retangulo em A

B Dados A(x; 3), B(=1; 4) e C(5; 2), obtenha x de modo que
A seja equidistante de B e C.

Frente 3




Quadrilateros notaveis

m Dados os pontos M(2; 2) e N(5; —2), determinar um ponto
P do eixo das abscissas cujo angulo MPN seja reto.

BN Cesgranrio Os pontos M, N, P e Q do R2 s&o os vértices de
um paralelogramo situado no 1° quadrante. Se M(3;5), N(1;2) e
P(5;1), entao o vertice Q é&:

(7;4) (9; 8) (6: 3)

(6; 5) (8; 6)

m ITA Trés pontos de coordenadas, respectivamente, (0; 0),
(b; 2b) e (5b; 0), com b = 0, sdo vertices de um retangulo. As
coordenadas do quarto vértice sdo dadas por:

(~b; —b) (3b; —2b)
(2b; —b) (2b; —2b)
(4b; —2b)

m PUC-SP Os pontos (0; 0), (1; 3) e (10; 0) sdo vértices de
um retangulo. O quarto vértice do retangulo é o ponto:

(9; -3) (8;-2)
(9; —2) (8;-1)
(9; 1)

m Dados dois vértices opostos de um quadrado A(3; 5) e
B(1; —3), calcular a sua area.

Dados dois vertices consecutivos de um paralelogramo,
A(=3; 5) e B(1; 7), determinar os outros vértices, sabendo que
as diagonais interceptam-se em M(1; 1).

m Prove que os pontos medios dos lados de um quadrilate-
ro qualquer sao vertices de um paralelogramo.

m Fuvest No plano cartesiano, os pontos (1;0) e (—1; 0) sdo
vertices de um quadrado, cujo centro € a origem. Qual a area

do quadrado?
1 3 5
2 4

I Mackenzie Conhecidos os vértices A(0; 0), B(3; 0) e C(4; 2),
podemos afirmar que a area do paralelogramo ABCD vale:

3 8 12

6 9

Areas e colinearidade de pontos

m Se os trés pontos

A[%; t], B[%; G] e C(-1 6)

sao colineares, entao o valor de t & igual a:

W= pa|—=
L P
o | en

m O ponto do eixo das abscissas alinhado aos pontos médios
dos segmentos AB e CD, A(2; 4); B(4;2); C(1; 1) e D(3; -3) &

o) e (o)
B) o2

m FMU As coordenadas do ponto médio do segmento de
extremidades (5;-2) e (—1; —4) sao:

(3; 1) (~3;2) (3: 3)

(1;3) (2;-3)

m UFMG Sejam P(a; b) e Q(c; —2) dois pontos no plano car-
tesiano, taisquea.c<0, b <0 e c < 0. Pode-se afirmar que:
P & um ponto do 1° quadrante.
P & um ponto do 2° quadrante.
P & um ponto do 3° quadrante.
P & um ponto do 4° quadrante.
P pode estar no 1°ou 4° quadrante.

m A area de um triangulo € 3, dois de seus vertices sao os
pontos A(3; 1) e B(1; —=3). O terceiro vértice C esta situado no
eixo das ordenadas. Determinar as coordenadas do vértice C.

m Determine y de modo que o triangulo de vertices A(1; 4),
B(4; 1) e C(0; y) tenha area 6.

m A area de um triangulo € 3, dois de seus vertices sao os pon-
tos A(3; 1) e B(1; -3). O centro de gravidade desse tridngulo esta si-
tuado no eixo Ox Determinar as coordenadas do terceiro vertice C.

m A area de um triangulo € 4, e dois de seus vertices sao
os pontos A(2; 1) e B(3; -2). O terceiro vertice C esta situado no
eixo Ox. Determinar as coordenadas do vértice C.

BTN UFP-RS Determine a 4rea do tridngulo cujas coordenadas
sio A(3; 11), B(=9; =5) e C(6; -10).

180 120 80

150 100

m UEPG-PR Sabendo-se que os vértices de um triangulo séo
os pontos A(0; 0), B(—m; —m), C(—m; m), a area deste triangulo

vale:
m? m?
2 4
2m2 4m?2
m?2

m PUC-5P Os pontos A(-1; 2), B(3; 1) e C(a; b) sdo colinea-
res. Para que C esteja sobre o eixo das abscissas, a e b devem
ser, respectivamente, iguais a:

ODe4 7e0

De7 OeO

4e0
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I Cefet-PR Determine o valor inteiro de y para que a 4rea do LD 0sec-SP Na figura a sequir, o tridngulo ABC é isbsceles,
tridngulo de vértices A(—2; 0), B(1;y) e C(5; 1) sejaiguala12,5ua com AB = AC. Calcule a area do triangulo ABC.
—4 2 22

-2 4 Y
Bi0;18) -
BELN FGV A 4rea da figura colorida no diagrama a seguir vale:
Y i
4 4
. A(0;8)
34 |
21---- g , -
: : 0 C(x;0) X
1 i B
— 54
0 1 2 3 4 X 50
30
4,0 3,0 4,5 72
3.5 50 nd.a

TEXTO COMPLEMENTAR

Porque os eixos cartesianos sao ortogonais?

Para determinarmos um ponto no plano, néo existe a necessidade de os eixos serem ortogonais. Escolhendo um éngule 6 (0 < g < 90°),
continuaremos a estabelecer a correspondéncia biunivoca entre pontos do plano e pares ordenados de nimeros reais. Tal modificacéo iria
afetar as térmulas de disténcia.

Observe como seria a férmula da disténcia entre dois pontos.

L

Pelo teorema dos cossenos no AABC, temos:

d* = ( —*‘A)? +(yg - ?A)g —2(xg — x4 )(yg —ya Jcos(n—9).-.

Xp
7 ?
= \(xg =xa ) + (Yo = ¥a )" +2(% = x4 )- (v = y)- o5

Percebemos o incremento algébrico no resultado. Na maioria dos casos, é melhor a utilizacéo do sistema ortogonal.




RESUMINDO

A geometria analitica resolve os problemas da geometria
plana através de equagdes algébricas. O ponto fica perfeitomente
determinado pelas suas coordenadas (x; y).

Distancia entre dois pontos

Y a

¥a -

Y& -

R

Y A

B QUER SABER MAIS?

ﬁ SITE

= Projegdes orfogonais de ponfos
<www. uff. br/cdme/ pro/pro. himl/pro. b himl >

Condic@o de alinhamento entre A, Be C

A(X4; Ya) 11
B(Xei o) & |Xa X X |=0
C[CC;YC) YA YB \I'rc

estdo alinhados

Area de um triangulo ABC

Yi
A
Ya F-- %
o bk °
V2% S S ,
Xy, X Xy X
1 1 1
.1
area =§. C T
Yo ¥& Ve

ﬂ Matematica
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Exercicios complementares

Problemas gerais

BN Fuvest Scjam A =(1:2) e B = (3:2) dois pontos do plano
cartesiano. Nesse plano, o segmento AC ¢ obtido do segmento
AB por uma rotagio de 60° no sentido anti-horario, em torno
do ponto A. As coordenadas do ponto C sdo:

z.,z+()

(7 ]

(21

(21 )
(1+~ﬁ; 2+ \ﬁ)

n UFMG Considere A(2; 1) e B(4; 0) dois pontos no plano
coordenado. As coordenadas do ponto C, simétrico do ponto A
em relagdo ao ponto B, sdo:

(6:=1) (2:-1) (1: 0)
1
(3: 1) (3, E]

BEN Dados B(2; 3) e C(~4; 1), determine o vértice A do tridn-
gulo ABC, sabendo que ¢ o ponto do eixo y do qual se vé BC sob
angulo reto.

t\..}

t*-..}

n Sejam O = (0; 0), A= (a; b) e C = (c: d). Prove que o
ridngulo OAC é equilatero se, e somente se, a’+ b*=c>+ & =
=2(ac + bd).

n Do triangulo ABC, sdo dados: o vértice A(2; 4), o ponto
médio M(1; 2) do lado AB e o ponto médio N(-1: 1) do lado
BC. Calcule o perimetro do triangulo ABC.

n Se M(1: 1), N(0; 3) e P(-2: 2) sdo os pontos médios dos
lados AB, BC e CA, respectivamente, de um triangulo ABC,
determine as coordenadas de A, B e C.

n O baricentro de um triangulo ¢ G(5: 1) e dois de seus
vértices sio A(9: =3) e B(1; 2). Determine o terceiro vértice.

y)
n Obaricentro de um triangulo é G(é; %],n ponto médio
do lado BC ¢ N(ﬂ; %]c o ponto médio do lado AB ¢ M(%; E].
Determine os vértices A, B e C.

n Oponto M de interse¢io das medianas deumtriangulo esta
situado no eixo das abscissas: dois de seus vértices séo os pontos
A(2: =3) e B(=5: 1); o terceiro vértice C esta situado no eixo
das ordenadas. Determinar as coordenadas dos pontos M e C.

m Determine os vértices B e C de um tridngulo equilatero

1
ABC, sabendo que o ponto médio do lado AB ¢ M{T
a origem do sistema.

ljeA ¢

BBl Emoum tridngulo ABC, sio dados que A(—4; 3), M(~4; 6)
¢ o ponto médio de AB, d, .=8 e d, .= 10. Determine o vértice
C do triangulo.

m Os vértices de um triangulo sao A(3; =5), B(-3: 3) e
C(=1; =2). Determine o comprimento da bissetriz do angulo
interno do vertice A.

m Escolhendo um sistema de coordenadas adequado, mos-
tre que, em um tridngulo retingulo ABC retangulo em A, o
comprimento da mediana AM ¢ metade do comprimento da
hipotenusa.

m Uema Uma reta passa pelos pontos A(=12; —13) e B(=2; =5).
Determine, nesta reta, um ponto cuja abscissa ¢ 3.

(3:-2)

(3: 1)

(3: 1)

(3:3)

(3:0)

B3 FURRN A reta r ¢ determinada pelos pontos (3; 3) e (=5; 1).
O ponto (=3; m) também pertencera a r para um certo valor m, tal
que:

m=-2

2<m=0

[

lem=—

1
—<m< 2

(R

I

-]

m=>2

m Determine os pontos que dividem em trés partes iguais
0 segmento que tem por extremos os pontos (8; 10) e (—6: 4).

m Determine os pontos que dividem interna e externamen-
te, na razdo 2, 0 segmento que une os pontos (=7; 7) e (=1: =2).

m Determine o valor de m para que os pontos A(0; §),
B(m; —4) e C(2; m) estejam alinhados.

m Encontre um ponto do grafico da fungio f:R—R dada
por y = x>+ 1, que equidista de A(0; 0) e B(1; 1).

m Determine o conjunto de pontos do plano equidistantes
dos pontos A(0; 0) e B (b; 0).




Gabarito
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1. a) 4 b} 36 €) 3 2 ___:__, Assim: [x|+|x-1|={10<x <1
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53. a) - d) {1100 —
a3 ]{t 'mn} fmT+Bex<T43 4 <x<i0
b]__‘g e) @ Assim: S=]-410]
5 |Jllz Ei"‘q‘ W -Bx+Bx<2ouxz4d b) x+2/+x<5
c) 8 - -2 +Bx-B2<x<4 Rz—2: K+2+nZ5 2023 0
54, 2 56. B 58. C 60. D 3 [ _3]
2. Andlise das fungbesfix)=xeqg(x)=x-1 R e
55. B 57. B 59. x=4+2/3 ees f(x) ot 2 2
+
61. a‘lllﬂggﬂi;w{ - xe—2.  -—x-2+x<5 . -2<5
] —/ﬂ A P |
b) R S 3
¢) [-2-10/2(U]10/2 2] /+ ol
d) 18] .
e) 10;1[ w2+ _ X
62. A 63. A 64. E
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c)

[x — 3l - —x+3 - —X+3 - x—3

[1—=l 1-x x—1 x—1

- —i+3=1-x

1ex=£3:

x =3 x—3=x—-1.

Exercicios propostos

1. a3
bjn-+5
¢l x®+1
d)-1++2
2 E 8 B & E 11. D
3 C 6& B a C 12. E
4 C 7 B 10. A 13. EFV
14. Q=5098
15. S={8:2)
16. 5=
17. V={=2:-1:1:2)
18. C 20. C 22. D
19. A 2. C
23. x=50ex =250
24. A
25, {xelR*I-1=x=<1}
26. E 28. B 30. D
27 A 29. A
3. S= [—2; %] U (4 o]
32. 06
33. g R — R
X — Ix% — 2x — 8l
40. B
46. A
47. B
Exercicios complementares
1 B
3 1
2 §={-2.—
a) s={-3:-1|
b S={_—E;—1;1;4}
2
S=|=4m
c) [.‘3’+ [
d) S={xe Rfx<-20ou —1<x<2 ou x:-ﬂ}
e) S=[3i+e
i S=[t4]
1
S=13—=
9 ]43[
3 fero
4 S=[0:1]
8 E
6 Grafico de f(x)

7.

fix)=a.(x-1)7?
fie)=11=a.2-1PFa=1
fx)= " —2x +1
gifiz))=m.f{x)+n

=m. (x—2x+1)+n

=me® —2mx+ m+n=—x%+2x

m= -1 = -1

-Zm=2 - { _-_ g{x}=—1+

m+n=0 n=1

a glyl=xey=x+1=g'y)=—y+1 .
Lg% +1 (V)

b) flxl)=0 - IxI2=2Ixl+1=0 -
(It =1P=0 o Ixl=1 ~ x=+1(F)

c)

=24 1——x+1120 -~
alx=1F—lx=1120: x=1l=a

of—az0

o=0oum=1 Llx-1l<0oulx—-11=z1 ..
x=lou(x— 1=z1oux—1=-1) ~
sx=lou(xz2oux=0)
S=[2; 40 [U] —==; 0] U {1} (F)

d) ) 4

X

decrescente | crescente

rx) = fig(x)) = g(x) 1% = [(-x+1)F = &2
c 9. A 1. C
10. A

8. D
Trigonometria — conceitos basicos

Revisando
1.
R R T
0 0 210 5
Ll E a 5“
30 & 225 T
s |2 2400 |
4 3
. T R 3n
&G0 5 270 3
o n a 5_?[
a0 > 300 3
. 2n . Tn
120 3 315 Y
jase | X a0 | X
4 6
150* S—ﬂ 360 2n
G
180 T 540 3n

Gabarito

AB=120° - x
% &0 Angulo gue o ponteiro pegueno percorre
durante 40 minutos.
30° 60 min
¥ 40 min
x=20°
Assim: AB =120 —20°=100°
3.
a)
1.730° [360° — 1.730°= 4(360°) +290° — 290°
200° 4
b)
1.000° [360° — (=1.0007) = (-2). 3607+ (-2807) — 80°
2B0° 2
__:HKEB{]"EE{P

Exercicios propostos
1. a)300°

b) 22° 30"

c) 240°

d) 9°

g) 720°

&
2. = rad
&) 2"

b ;‘H rad
c) %ﬂ rad
d) %1?1 rad

el %ﬂ rad

De E
4 rad

o B

O ADAB & equilatera
— AOB = 60° = AB = 60% = %rad.

6. C 9. B 12. C
7. B 10. 05rad 13. B
8 C 11. B

Matematica




-
vz
yan
P
Ny
an
%
an
Y

16. =)0, 11, +es]
17. g 230° é a 1* determinagio positiva.
b) 50° é a 1* determinagéo positiva.

c) 23—“ & a 1" determinacio positiva.

d) 300° é a 1*determinagio positiva.

T

e) 3 éa 1* determinacio positiva.

ig. C
i8. B
20. D
21. 265° 625° & 985"
-7 2n :

22 x= 20 +K'[E]' KeiZ
23, k=40 + K.120°); K el
24. &) Demostracio

b) Demaostragio
25. C
26. D
27. C

Textos complementares

Mo AQAB, temos:

cos15® =% ¥ =R.cos15°

®x =(6.378). (cos15") =6.160,7 km
C=2n.x=2n(6.160,7) = 38.708,6 km

Exercicios complementares
mIn
1. ==
4 4
265% 625" 885%;1.345% e 1.705°
82 ou L7 rad
80

le |l guadrantes

o
—rad
6

> o B ow N

E{l
Demanstracio
a) —35°30 +k.90°; ke 2

2k +1

b) —%+%n; keZ

c) v el
10. 6em
11. 335232 km

51
12. —rad

18
13. E;E;C
14. E 6
15. Ofato ocorrerd as: 4 h 10 min54ﬁs

Funces trigonométricas basicas —
SEeNno & COSSeno

Revisando
1. E(x)e[-5:1]

©® N

2. sen(30") =%

3.
i)

] \/\
5\

F R/
WV

FNEE

_2k

fix)

Exercicios propostos
1 C 4. B

2 E 5 C

3 E 6. B

q OB 3 1

Mo ABOC = —=—= =
U= 5c T8 T2

0~
mo

=:-H=ED°=:-%rad

10. E

1.

.FJ
T ;
-2 B |1-senu

[

|/
_ b.(1-sena)
S—

area

12. C

13. B

14. D

15. C

16. Para0=x =m senx =0, logo:
f(x) =2 +senx +senx =2 + 2 SENL
Param=x < 2r, senx =0, logo:
f(x) =2 +senx —senx = 2

) 2+2send 0<sxu=n
x|l =
2 mExEn

V4

17.

47

18. B

19. C

20, A

cos’®  1-sen®®

1—senf  1-send

jJ;-ﬁEﬁHT.h +sent)
j};aeﬁﬂf

C 24.

A 25.

21.
1+ send

26. D
2. A

B8R
0o
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Exercicios complementares

1. C op 2
2 DperradaédadaparP:E:E:n

—1=zgen2x=1 . -3<3sen2x=3
Im,=[-3; 3]
3 Pelasimetria dos arcos, temos:

sen(—x) = —senx

Fungao impar

Pela simetria dos arcos, temos:

cos(x) = cos(—x)

Fungéo par
4 A
5 A
6 S={1;-sen’n)
i E -.,,I'E
& m= i?
9 & seni.195% <sen 830°

b) eos190° = eos(—5357)

10. fé par; g é impar.

11. e08205° < c0s32% < c08353°

12. sen72"=seni10” = sen?® -
sen108%= sen10® = sen173°

13. —sen®x. cos™ + sen® . cos®x = zero

msa 2

— =1

2  cosa

x
w0 —+senx = 1+s5enx
x

15. 2 tsenx=

%] % < 0. 2+ 58K = -1+ Senx

—X

| g
"5

i6. D
i7. C
18. a) L=23.000
b} Houve 3 mil doagdes de sangue em maio
it=4) e em novembro (t=10).
19. C
20.

ra | =t

21. B

Frente 2

H Razbes, proporgbes e regra de trés

Revisando
1. 45

2. Amenor parte é de RS 600,00.
3. 4h

4 2

]

Exercicios propostos
15,20e 25
18 e 27
R$ 8.000,00; R$ 12.000,00 e RS 28.000,00
40e25
10 1
[ =-g ed=——
48
a) 26e20
b) 21e25
15,25,4 e 100
36°, 72, 108" e 144°
. Aumentar W de = 26,5% do seu valor
. Aparte correspondente aRafael & de RS 2200,00.
. 36
13. 20
14. V;F, F V.
15. B
25
3
15

e ad

Rigee

B0 mulheres e 40 homens.
58 anos.
D
20
3a’ -b
2
34
D
21 dias.
18 horas.
c
560 minutos.
Thel2min
15 minutos.
3 hed4s5 min
t
7
E

288 N

SEBBNIREB R

T8 R

xercicios complementares
10 dias, 19 horas e 12 minutos.
30 dias.
Demonstracio
a) 100x
100 —x
b} Tende para o infinita
7he12 min
a) RE 194,00
by RE 233,00
7. &) =33%
b) =19%
8 B
9. 4h
10. B
g
1. 0
12. 17.5 kg de ouro e 7.5 kg de prata.
13. A
14. 2 ou-1.
15. a) Oplano C € o mais vantajoso nessa situacia
b) O plano A & mais vantgjoso a partir de
50 minutos.
17. 12

O

=

16. E 18. 133

Gabarito

Mocoes basicas de estatistica

Revisando

1.

N* de homens: x + 100
N de mulheres: x
Total de empregados: 25 + 100

Esalarios dos homens
%+100
Esalarios das mulheres
x
Esalarios dos empregados
2x+100

Asgsim:
2000(x+100)+1.800x=1.920(2x+100)=x=200
N? de empregados: 2x+ 100=2.200 +100= 500

= 2000

=1.800

=1.920

2. & N%dehomens=06.150=90
MN®de mulheres =45
N de criancas =150 — (50 + 45) =15
b)
| Homens a0 | 06
| Mulheres 45 | 0,3
| Criangas 15 | 0.1
. Total 150 | 1
c)
M Criangas
W Mulheres
M Homens
3. Media aritmética:

4.2+3.5+9.4+9.3 =E=3,44

4+3+9+8 25
Mediana: fE;E;2;2;3;3;3;3;3;3;3;3;@4;4;
44:4:4, 4,4, 4,55, 5)
Colocando as notas em ordem crescente, temos
ovalor central (mediana) igual a 3.
A distribuico de notas & bimodal, 3 e 4.

Exercicios propostos

2
3
5
6

1

4.
7
8.
q

r
A

9;9e7

D

F.FE N Y

D

E

a) O nimero de candidatos que tiverarmn nota 3 foi
16% de 32000, ou seja, 0,16. 32000 =5.120.

b} A média nessa questaofoi 01 .0+02 .1 +

+032.2+0,16.3+012.4+01.5=23.
Portanto, a nota média fol maior gue 2.

Exercicios complementares

1.

oo w

~

g meédia: RE 2.000.000,00
mediana: R% 1.500.000,00

b) Avaridncia diminui.

a 6

By 7.5

c)5e8

D

Fw: W

C

a) -1

b) 23

Trabalho experimental

RE 22720 e R$ 188,00

Matematica




Gabarito

9. D
10. Amédia é de 2,27 e a mediana 2.
11. D
12. &) 722
b) 3 alunos.
13. D
14. E

ﬂ Sequéncias: Progressdo Aritmética

e Progressao Geomeétrica
Revisando
n
1., —
n+1
2. GB57

3. PG {x; =, xqz}
P‘A:{x—1; =, xqa}
Parax=9eq= % temos (9:6:4)

Parax=4eq =%, temos (4;6;9)

4, qu
X
Xq
_ |u'§+'|
9=Vz
5 6Ba

Exercicios propostos

1. a) x=2
b) a,=67

2 A

3. a) a,=313

b) a, =—23+6n
PA(4;7,10;13)
c
D
D
=199 =2n-1
R=4i3;7;11)
L (7 11;15:19; 23, 27;31)
. —593 nao pertence & sequéncia.
—125 pertence & PA
12. Ha 271 multiplos.
13. B
14, B, 8e10)
15. b—a=c—-b =R

{h+k}—{a+k}=h—a}

® N ;s

[ 1= ]
-

[c+k)-(b+k)=c-b

ou seja, a razdo & R. A nova sequéncia também
&uma PA, com a mesma razao.

16. R=5(-6;—1;4;9;14)0u
R=-5(14;9:4;-1,-6)

17. Lembrando do teorema:

PA (% y; 2) = ].r=x+z

2
Assim:h:%;fael:c, abfe, abe?)

a*hbc+abc®  abela+c)

= = — amk?
2 5 abe(b) = ab®,
ssim esta nova sequéncia & uma PA
-7
18. x=—
2

19. APA& (10, 15,20, 25, 30, 35, 40, 45)
20. a,,=148;S,, = 2.265
A

21.
22 x-101

51
23 x=3.9-2 =25
24 E 27. B 3. D
25. C 2. B 3. B
26. 601 29. B 2. 38

33. Dica: utilize a ideia:

=1
2o+ =P 32 43141

in+17 =n? +3rF +3n+1

Resposta: W

34. 15 minutos

35. 56° quadrado, 22 linha e 2*coluna.
36. C

37. a,=5;r=2

38. Sabemosqueb =%

(b® +be+¢*)+(a® +ab+b7)
= S
2

2x=a+c2+2b%+ be+ab
2x=a+c2 +2b%+ hia+c)

Zx=a?+ 2+ 4b? L 2n=a?+ 2+ (22 o 2x =

=g+ +la+c)

n2x=a+c? +a’+2ac +¢?
Zx=2a"+2c°+2ac o = rac+ P =quedo
termo média Logo, os termos também estio em

P
39. B M. C 43. 10
40. -2 42. B
44. Demanstracio
45. Nao podem.
46. 60 filas
47. 98 =100 ac
48. A
49, 1
31—5
a, =%ta"_1]; 2=n<h
50. E 55. D 60. B
51. D 56. B 61. A
52. E 57. D 62. B
53. D 56. B
54. E 5. C
63. Mao possui raizes reais.
16 —20 25
64. f1,2,4]cu[?, = E]
65. a=3
66. D
67. Osnimerosséo 4, 6e 9.
68. r=10e R =25
69. C
70. A
7. E
72. [5, 2 2_7] ou (=1, 1,-1)
a o b
73. B 7. C 7. D 76. C
if. a=8, b=12ec=16
78. E
79. A
80. C
81. A
10, .
82 E:m -1j-n
83. 3h
3
8 3
85. D
B86. A
87. D
88. D
89. >
a8,
90. C
1. D
92. E

Exercicios complementares
(2,4, 8)ou (8, 4, 2).
Demonstracio

E

A (dica: sen2x = 2senx. cosx)
PG crescente.
alb,=g%b)n=5¢)2n=m + 5

qe ]1; J5+1[

N o hw N

2

A+B
a8 -
A-B

9 Osnomerossanll3, 14e15.
01 _ 1 3,78 _r

8 8y G585 858,

Portanto: ! =1[l—i]
- By TLE Hy
Desse modo:

1 1 1
+ +... +
8y 8; dp 8y Hyy Hy

1[1 1] 1[1 1] 1[1 1]
== ———|+-| ——— |+ +~ -—|=
rla, a,) rla, a, rla,, a,
_fA ) 1_a,-a _ (n-1x

ray a,

1. E
12. B
13. 27
14. (2,4, 8,16, 32)
15.
A= - A-a.A=1-A-1a.A.a=2"t
1-a A
B=—' B-b.B=1.B-1=b.Bsb=2"1
1-b B
lirm
{1+a|:|+aﬂl:|2+a"'l:|3+....+a"'|:u"'}= -
1-ahb

Fl—hiss

~ 1 AB

_1_[&]_[E]=AB—{AB—A—B+1}=
A JlB
__AB
T A+B-1
16. a) 1% solugéo

‘IIHILL—"“JL" =x. “;-'I'I—W- =% ¥x m =

— )
= u";.‘x'.-'x.% Haun

1 1

1 1 1
= B =2 xd By = 2 1\ =
1

1
-
=X 2=x2=x

2% solugdo
2

N Y
YxyxyxVx. =a :.[q'xu'xu'xdx.... ]
=a’.x Yy x\fx\.xu"x: =a’

r -
a
—a?-a=
x.a=a - a=x
b)

— '—
| [ |I T
VEY AR = 8y Xy 2y =a .

o2 1,r1q||x1ull1,r,|lx,ul'; =a’

J—
x*y.a=a'nat=x%ya=Jxdy
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u

Revisando
13 4
1. a=l3 a4 5
4 5 27
2 x=2
=2 3
3 - 13 13
A
5 4
13 13)

Exercicios propostos

1. D
2 7 4
2 a)jp2_|2 3 0
0 -2 0
14 8 -2
by a.a'=l 8 5 -1
2 -1 3
5 4 3
¢l op+aa'=|6 5 7
7 8 -5
3 E
4 B
0 2
A=
s %2 gl
& D 10. C
7 A 1. D
8 B 12. B
a B
1[-7 -2
13. ¥ =-.
2[-5—4
14. B
11
15. A'=|2 2
1 1
2 2
6. |20
0 6
17. E
18. C
3,
19. g=| 2
s 3
2
20. D

21. a) (A.AY =AY A'=A A
b) (A+ A=A+ (A)' = A+ A
e) A+ AT =AY + (A = A+ (MY =
=A+(A.A "= A+ A Al como A=A"
emos A+ AL A = Al AR

d) (A—AY=A— (AY =A'—A=— (A—AY
A+ A A— A

e) A-[ 5 +l 5 |
simirica arehsimdmo:
Jeem B Jeemd)

fi

,—.
o W
o o
C —
— -
[ SR -
- O T =
e —

—acx-bez = ¢

-acx-bez=-¢
ax+bz=1 (.-¢) acx+adz=0
ex+dz=0 (@) ~~ (ad-bc)jz=-c

* = ad-be
—acy —bew =10

ay+bw=0 (-¢) acy+adw=a i
cy+dw=1 (a) ~ (ad-bclw=a

2. B
23. B

Texto complementar
1. 2 2 3 3 B

Exercicios complementares
1. A 2 C 3 D 4 A

-4

o =% |zer [:H ﬂ]

B o felk 0+
& B
i D 8 E
9. x=2;y=4ez=86
10. A 12. D 14. A
11. A 13. D

15. Ovalordeaélieodebeéd.
16. Demonstracio
17. A matriz & inversivel para qualquer x € .
18. | Verdadeira.
Il. Falsa.
Il Verdadeira.

19, 9+1-28

3 3
o G 2GS 2
Frente 3

Poligonos convexos

Revisando
1.

8,+8, = 180° — 68, =180° - &, = 30°
8, =54,

(4]
360 . n=12

30°F =

f+24% =180°% " f =156% - o =247
360° a
ﬁ‘E:T:E‘i -1 =15 (Pentadecénono regular)

Gabarito

15(15-3)2 .
d= ( ) =15212=9ﬂdiaganaia
nin-23
3 g-20-3)

(n fﬁ}.[{n+ﬁ}—3] (n+6).(n+3)
[n+6)n+3) B nin-3)
2 Tz

+39-an=5

d, =d,+39 -

180°.(5-2
&:—5{ ‘}=1UE°'
AABF & um tridngulo isdsceles

— ABF = AFB = 72° & BAF = 36°
AMEF & isdsceles: 2o+ 144° = 1B0O®
Po=36" - a=18°

o +50°=108° -0 =18°

ADEF o +2[ =180% ».18° + 2§ =180°

f=81"

45°+36° +7=90° ~B1°+y =90 y=0°
Exercicios propostos

1. E 2 C 3 C
4. 40 lados

5. 5lados (pentdgono)

6. 126° 7 B 8 E
9. Cetdgono; hexadecagona

10. {y=6en;=9

1. x=110°

12. Cetdgona 15. 20 diagonais
13. A 16. =0°

4. B

Exercicios complementares

i. B

2. [Dodecagono; 54 diagonais.

3 A 4 C 5 D

6. 00 diagonais

7. 162°

8. Poligonos: 8, 7 e B, o menor poligono é o
hexagona

9. C

10. E

11. 12; o poligono é o dodecdgona

12. Demonstracio

13, x= 250

f

14. Demonstracio.

15. Hexagono equidngula
Tragando paralelas aos lados do AABC que &
eqjuilatera
Os tridngulos AADE, ABFG, ACHI 580 equilate-
ros, o gue implica que os angulos internos do
hexggono sdo todos iguais a 120°
Pentagono equidngulo

237

Matematica




Gabarito

Construindo o AABC isdsceles com angulo do

vertice 108

Mos vértices C e B, construimos tridngulos isos-

celes, assim os dngulos externos valem 108

Revisando
a bh-a
1. MP=QOMN=—g =
Q 2 PQ 2
2 A B
! o
(€4
(%3
D C

AABD & isdsceles — ADB = AED = o

AB//CD —» ABD = o.=BLC

Assim, BD & bissetrizde D

Usamas raciocinio andlogo para AC.
3. AXPW -~ AXYZ

x_ 7% JEx =ab-hbx
b a

ab

a+h
4 AB=CD=12cecmeAD=BC =6Gcm

=

PQ =

2 2 2 2

Exercicios propostos
1. gVibFReVidiFelFfViglF
RV VL) oK) R Fom) Vs
njFolFplFglFnVisiVit)F
observe o contraexemplo:
A

Vi

L]

C
u) F, deveriam cruzar-se no ponto médio;
R ARY
C
B
30 m; 45m
¥y =36° 40°
x=50°%y=130°
B
AAMD & isdsceles
ABMC é equildtero
ACMD = 30, 60° e D0°
AD +BC + AB +DC =30
s Ba=30, . a=5¢cm
AD=BC=5¢em
AB=DC=10cm
9. & [f=5u,masc+f=180°

o8+ 5o =180
o=30%e fi=150°
o B . o+ "
b I+E+E—1Eﬂ e I+T—1Eﬂ

NP Ew N

%+ 80 =180° - x =90
10. 16 em; 24 em
11. ABDE & um retdngulo = DE=b
CE=a—-beo ABEC é istsceles h=CE
~h=a-b
12. 130
13. 25¢cm

Exercicios complementares

1. x=75°
2. x=25%y=865"

H Quadrilateros notaveis

“Z2oeNOOEw

=e

12
13.
14.
15.

16.
17.
18.

ﬂ Triangulo retangulo

7.

8.
9.

10.
11.
12
17.

18.

D

45° 45* 135" & 135"
B5" g 95*

'?2&

11 em

36 cm

180°

Esn

AC & bissetriz do BAD | losango ABCD)

ADQ & hissetriz do BAC (losango CAPQ)

1068 +4a=180""4a=72a=18"

=108+ a\x = 108" + 18" = 126" e 0 suple-
mento 54°

Mo AABM: 35°, 115" e 30°

36°, T2tey2"

x=66%y=12"e z=84°

MP & base média do AABD = MP =

Rl

QN ¢ base média do ﬁﬁ.EC::QN:%

PQ & o chamado segmento de Euler e
MP+PA+DN=% =

a a_a+hb
2P
110° e 70°

Semiperimetro do trapézio.

11

bh-a
=PQ=—5=

c=acosB0” +boos45°

c=%+%:.2c=a+h~f§

fa a
ms&ﬂ“: bv ﬁ=@ h\I"E =E\E

] 2 B i B 4 B
¥ =a.2
Sen =£
&

sena =2 =2

“10 5
h=15{3+¢'§}m
]
213 dm
A 13. A 15. C
B 14. D 16. D
13 em
{\,I"E - '\'IE} cm

24
25.

bh+e

10 eme altura =96 cm

@

CM=—"7—em
2

Exercicios complementares

1
2

6

10.

1.

12.
13.

17.

B 3. D
B 4. C

J5+1

q=,|||' 2

5 A

-

K=20ou K=
"2

b V& -

&

AE = 16.342 m
2/ab

a2=(g+x +(p+y)] ~a®=
= 0% +p*+ " +y* + 2(qx+py)
w2y =h

y? =g

X2 =yp

AABC

ADAE
ACDA
ARDB
Assim:
a®=p®+q° +{J-a2 + 1,rz]-+2{:-a2 + yz} a
=p®+ +3{m2 +1.r2}:.4=.|2 =p? + 02+ 3

@Bé istscelesOB=0A=R
O & altura @ mediana AC +x=BC —x
2x=BC - AC
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2 ABOM RE=x%+ (BC -7

3 AAOM R? =%+ (AC+Hx)?

4, Somando as equagies de 2 e 3, temos:
2R% = 4x% + (BC)® + (AC)® — 2x (BC — AC)
Como BC AC = 2x, temos:
2R%=4x%+ (BC)?+ (AC)? —4u® -, (AC)Y +(BC)P? =
=2R%

18.

®®
x
al g =1)
xq
X
xg®
] 0=g=1)
xq
{xqﬂ}z =x° +l[_J|Lf]-2 ~xgt =x® 40
st -t -1=000f =ﬂ.‘.{12 ="'II'§+.I
2 2
/5 +1
. _ W
o= 5
(x)* = (xq)® +{xq2}2 nxt=xh?+x%t
gt +g?-1=00d = _1:;"@
g2 ¥5=1 V51
L= ..q-.,ll| 5
19. C

Trigngulos quaisquer

Revisando

15
2

2 x=5~.|"1_ﬂcm
3

1.

b | L2

4 |[||:11_'}2 +{d2}2=2{aﬂ+h2}
5 cn:%{aﬁ—dﬁ}

Exercicios propostos

1. E 3 C 5 C
2 B 4 C

& a) f=[%] b) Demonstragdo
7 10m

a8 +B1cm

a 9/2m

10. a3

11. Adisténcia entre as duas arvores é de 28 metros.
12. D

13. &) Obtusangula b) Acutdngula

3
14. — em
2

15. 13em

Exercicios complementares

1. B 2 B
28
3. —cm
5
4. 10m
24
5 —m
T
6. ‘}'2{32+h2}—c2
7. 2a%+ 2p°
8. Lados: 243; 443 e 6; angulos:
30% 60°% e 90°
9. A=g0"
10. @ Cm
11. Demonstragio 12. 16cm
13. 2/11em

14. Demonstragio

2 2
15, 2%

16. 1m
17. Demonstracio

Circunferéncia e circulo

Revisando
1. a) B0°
b) 50°
¢ 110°
d) 25°
2 a5
b) 10
c) 2\.‘%
3. 2100

Exercicios propostos
1. E

AC

B
25

_ RS
T3

>0 h oW oN

@ ~
=
2
e
3
o
o
3

10. z =
11. 6em

12. R=

13. A 15. B
14. A 16. B 18. A

19. x =20° 20. x=75°

21. &) 35°% b) 100% ¢) 60°; d) 25°; e) 50°; f) 20°;

g)80° h) 30%1) 3

17. C

22. a)10° b) 65°; ) 50°; d) 70°; &) 98°; f) 150°
23. B3°, 63" e 54°

Exercicios complementares
1. B
2. 20cmeR=5/3cm

Gabarito

2emeBem

T wlIm= e

(v2-1)
F;{EiEu@}

. 42 cme 24 em
11. Bcme3cm
12. 12,18,24 e 30
13. 25

14. 8

15. Jab

16. 17 cm

17. HK= %cm

8 8 RBRR2S
a

Revisando
1. 16

2. area={a -2J§}.pﬂ

3 drea=4n-33

s goh2
2

5. 1L A
2

n A

4

n A

B

o A

12

2
6. drea=(m —21%

Exercicios mfrnpnsius
1. 2.025cem? e 775 cm?
2. HI0 azulejos
3. 8lem®
4. 28m° ou2.800dm®
5 Sem 14. A 23. B
6 34m? 15. D 24. A
7. 77m 16. A 25. A
8. 2/i3dm 17. B 26. 48 em®
9. A 18. C 27. C
10. B 19. D 28. A
1. C 20. B 2. E
12. A 2. D
13. A 2. D

1 n
% [5 E]
3. C 3. C 35. A
32 D 34. A 36. B
37. HE[E—H—E]

3 2
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38. a) ABCD & um trapézio isbsceles. c0860° = L‘; ca=4
AACC (342 } =|-F+{3}2 ~h=3 .
. s serﬁnﬂ—%~m-=3§=4u’§
sen(BC)= ~BC =45
. Assim:
Exercicios complementares _‘r T ' J
1 (V&2 b) acc'B (BCP =h2+(1f ~(BCP = (3] + C(-8:43)
L +(1)? ~.BC =J1_
b) E{x-'E—uE}unidadesde area. 4 12 x
amsc 10 _or.R=5 3 4 0]=0~3 4
2. A 4 B 6. C 8 A sends” 101 1
3 E 5 A 7. B c) A&readeslgnadfaé & area de circulo menos {4+ﬂ+:3x}—{ 4x+ﬂ—E}=ﬂ
9 16 a drea do trapézio.
- dx+4-4x+6=0.,.x=10
10. B 1. E 12. B A, < 2t43
13. 10043 cm? T2 5 |Jla-07+[2-(-2)f =5 Ja?+16=5
14. a) Alx)= [2 ]x +4x Area=n(J5] -9=5n-9 a?+16=25  a’=9 . a=43
b 4 39. a) r_=2 o
il b) AB=12 e AC=5 Exercicios propostos
h c) drea=30-4n 1. D
15. {a-b)2
(a-b)7 40. a) CN=CM=2 2 x=-313/3
16. D 17. A 18. B 19. 5m _ 3 i B 4 E 5 A 6. E
20. a) 30 cm? b) érea=ﬁ 7. Ospontos s8o (3;14) ou (3; -2).
b) 2 em A 9 8 5 10. A 12. 137
21. A a2 ‘1}_32 a A 1. A 13. Isésceles.
2 44 14. Demonstracio
22. — 5
4 15. )
2 [~
23. R*(243 -] . ® 2
W3 -n 17. (1:0)e (6;0)
2| _ =] Py f ¥
2. & [3” ‘E] 2 [ 3 ] Ponto 8. A 19.C 20 A 2.3
26. 2m? 22. (5;-3)e(1,-5)
23. Demonstracio
27. &) 3em Revisando 24 B 2% D 28. D
r . xepe8x oyl 25. B 27. D 29. D
b) 18+943 erm? . - 7 30. {0; -8} ou (0;-2)
p 4 2y-4=3y-10-y=6 31. y=9ouy=1
28. 2.3 . .
43 ﬁn{E:;Ey—m}z[g;E] 32. (5,2)ou f&?l
29 a) 2 [n&o se esqueca: sen 2a = 25en A.008 &) 8. fs;ﬂ]-::u[—i;ﬂ]
sen2o 2. AC=r2=[[2-0f+(3-5F =a+d= 3. B 3. D 3. E
m
b) I —oJBrpa2 3. C 37. D 3. C
X 0<x<1 Area do quadrado G = 2 = 4 Exercicios complementares
30. Alx)=lox-t1<x<3 4 =r= P
X+2 3Lx<d 3. v 1. A
\ Cia: b) 2 A
31. & 188m I — B (5 445 3 (0;-1)oui0;5)
b) 4.324 m? ' 4  Demonstracio
1 1
32. [3ﬁ—“]_az 5 2(2.52 +22)
54 43 6 A(—1;0),B(3;2) e C(-3; 4)
2 7. Ci5:4)
33. érea:?seczﬂ.tgﬂ 8 A(2;0),B(-1:4)e C(1:-3)
3 60° 9 M-1;0)eC(0;2)
34. a) sena=g y ] ~ | 10 B(243:2)e C(0:4) ou C(2/3:-2)
b) AC =7 A(1;0) 5 x 1. C(4; amu C—12;3)
¢) 2 5 12 [14] 22
‘\u' = 8
d) éream=? mu:@:ﬂ ~B=80% 3
} . manstracio
A 13. De
35. 8] drea e = Aa=,|'|'{5—1f +(43-0f =8 4. C
15. D
Sn
armmenar_E 16, mE —E;E
b) 191 3 3
arco maior =? 17. =3;1)ei(5;11)
— 18. dme R
¢) area=L:+5“ 19. [0:1)e(-1:2)
b
2 20. (x:yle R talquex ==, b=0.
36. a) x2J3 (%) q >
2
by 1
5
37. a) ?:3 B0°AA
by 2732 (1,0) X
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