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APRESENTACAO

Um bom material didatico voltado ao vestibular deve ser maior que um grupo de
contelidos a ser memorizado pelos alunos. A sociedade atual exige que nossos jo-
vens, além de dominar contelidos aprendidos ao longo da Educacao Bésica, conhecam
a diversidade de contextos sociais, tecnolégicos, ambientais e politicos. Desenvolver
as habilidades a fim de obterem autonomia e entenderem criticamente a realida-
de e os acontecimentos que 0s cercam sao critérios basicos para se ter sucesso no
Ensino Superior.

O Enem e os principais vestibulares do pais esperam que o aluno, ao final do Ensino
Médio, seja capaz de dominar linguagens e seus cédigos; construir argumentacoes
consistentes; selecionar, organizar e interpretar dados para enfrentar situacoes-proble-
ma em diferentes dreas do conhecimento; e compreender fendmenos naturais, proces-
s0s histérico-geograficos e de producao tecnoldgica.

O Pré-Vestibular do Sistema de Ensino Dom Bosco sempre se destacou no mer
cado editorial brasileiro como um material didatico completo dentro de seu segmento
educacional. A nova edicéo traz novidades, a fim de atender as sugestoes apresentadas
pelas escolas parceiras que participaram do Construindo Juntos —que é o programa rea-
lizado pela drea de Educacao da Pearson Brasil, para promover a troca de experiéncias,
o compartilhamento de conhecimento e a participacdo dos parceiros no desenvolvi-
mento dos materiais didaticos de suas marcas.

Assim, o Pré-Vestibular Semiextensivo Dom Bosco by Pearson foi elaborado por
uma equipe de exceléncia, respaldada na qualidade académica dos conhecimentos e
na pratica de sala de aula, abrangendo as quatro &reas de conhecimento com projeto
editorial exclusivo e adequado as recentes mudancas educacionais do pais.

O novo material envolve teméticas diversas, por meio do didlogo entre os conteu-
dos dos diferentes componentes curriculares de uma ou mais areas do conhecimento,
com propostas curriculares gue contemplem as dimensoes do trabalho, da ciéncia, da
tecnologia e da cultura como eixos integradores entre os conhecimentos de distintas
naturezas; o trabalho como principio educativo; a pesquisa como principio pedagégi-
co; os direitos humanos como principio norteador; e a sustentabilidade socioambiental
como meta universal.

A colecao contempla todos os contelidos exigidos no Enem e nos vestibulares de
todo o pais, organizados e estruturados em maédulos, com desenvolvimento tedrico
associado a exemplos e exercicios resolvidos que facilitam a aprendizagem. Soma-se a
isso, uma selecao refinada de questdes selecionadas, quadro de respostas e roteiro de
aula integrado a cada maédulo.
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MATEMATICA E SUAS TECNOLOGIAS !
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Nogdes de sequéncia
Sequéncias numéricas
Progressao aritmética

Férmula geral do termo de
uma PA

Classificagdo de PA
Progressdo Geométrica

Férmula geral de um termo
de uma PG

Classificacdo de PG

HABILIDADES
Reconhecer uma sequéncia.

Identificar se os ter-

mos de uma sequéncia
numeérica representam uma
progressao aritmética ou
geométrica.

Calcular a razao de uma PA
e de uma PG.

Classificar progressoes
aritméticas e progressoes
geométricas.

|dentificar termos que nao
pertencem a uma PA ou a
uma PG.

SEQUENCIAS, PROGRESSOES
ARITMETICAS E PROGRESSOES
GEOMETRICAS

NOCOES DE SEQUENCIA

O conjunto de elementos que segue uma ordenacado é chamado sequéncia. Em
nosso cotidiano, conseguimos observar diversos exemplos:

¢ Dias da semana: domingo, segunda-feira, terca-feira, ..., sdbado.

* Anos bissextos a partir de 2000: 2000, 2004, 2008, 2012, 2016, 2020, ...

Cada elemento de uma sequéncia € um termo, e cada termo pode ser represen-
tado com base em sua posicéao.

Uma sequéncia com n termos pode ser representada por:
(@, a, a, ...,a_,a)

E possivel ainda observarmos que uma sequéncia pode ser finita ou infinita.

SEQUENCIAS NUMERICAS

Uma sequéncia é chamada sequéncia numérica quando pode ser representada
por uma lei de formacao.

Exemplo:

a,=2n-1neN*

Observe que n representa a posicao de determinado termo a, da sequéncia.

* 12iefmOoRaN= 2 - 1 0= 1

o 22 tengoga, = 2 C==igs 3

§ 32 fenmo: a; F2 »3SN1 =5

No exemplo, essa lei de formacdo determina a sequéncia (1, 3, 5, 7. 9, ...), que
nada mais é do que a sequéncia dos numeros impares.

PROGRESSAO ARITMETICA

Uma progressao aritmética (PA) € um tipo especial de sequéncia numérica que
atende a seguinte condigao:

Qualguer termo de uma PA é igual a soma do termo imediatamente anterior
com um valor real r, chamado razao.

Observe a sequéncia dos nimeros impares obtida no exemplo anterior. Repare
que cada termo é igual ao anterior acrescido de 2 unidades. Por essa razdo, dizemos
que tal sequéncia numérica é uma PA de razéor = 2:

° 1°termo: a, = 1

° 2°termo:a, =a, +2=3

° 32termo:a, =a,+2=5

® e assim sucessivamente.

FORMULA GERAL DO TERMO DE UMA PA
Podemos escrever os termos de uma PA a partir do primeiro termo da sequéncia
e de suarazaor.
Tomando a sequéncia do exemplo anterior, é possivel escrevé-la da seguinte forma:
° 1etermo:a, =ler=2



e 2°termora,=a,+r=1+2=3
e 3%termo:a,=a,+tr=a +2-r=1+2-2=5
® e assim sucessivamente.

Dessa forma, podemos definir a férmula geral de
uma PA da seguinte maneira:

a, =a +(n-1)-r
sendone N*ere R
Em que n € a posigédo do termoa_er é
a razédo da PA.

CLASSIFICACAO DE PA

Observe as seguintes progressoes aritméticas:

EXERCICIO RESOLVIDO

1. Enem C4-H15
Uma professora realizou uma atividade com seus alunos
utilizando canudos de refrigerante para montar figuras,
onde cada lado foi representado por um canudo. A gquanti-
dade de canudos (C) de cada figura depende da quantidade
de quadrados (Q) que formam cada figura. A estrutura de
formacéo das figuras estéa representada a seguir:

Figura | Figura Il Figura Il

Que expressao fornece a quantidade de canudos em fungéo
da quantidade de quadrados de cada figura?

a)C =4Q
(b)C=3a+1
c)C=4Q-1
dC=Q+3
e)C=4Q-2
Resolucao

Observando a imagem, podemos notar que had uma
relacao entre a quantidade de quadrados (Q) e a quan-
tidade de canudos (C) utilizados para representa-los.

E possivel representarmos cada termo dessa sequéncia
da seguinte forma:

12termo: 4 canudos
2% termo: 7 canudos
32 termo: 10 canudos (e assim sucessivamente).

Repare que cada termo € igual ao anterior acrescido

e Sequéncia 1: (0, 4, 8, 12, 16, ...)

e Sequéncia 2: (200, 170, 140, 110, ...)

e Sequéncia 3:(2,2,2,2,..)

Quando observamos a razao de cada uma dessas
sequéncias, notamos que:

e Sequéncia 1:r =

e Sequéncia 2:r

e Sequéncia 3:r

a,-a,=4-0=14
a,—a, = 170 - 200 = -30
a,—a, =2-2=0

Dessa forma, podemos classificar uma PA com
base em sua razaor:

e PA crescente: quando arazdo ér > 0;
e PA decrescente: quando arazdo ér < Q;
¢ PA constante: quando arazdo ér = 0.

de 3 unidades. Assim, podemos concluir que essa se-
quéncia é uma progressao aritmeética de razaor = 3.
Seus termos podem ser representados por:

a 4
ayartn=4+3=7
ajayr=7+3=10

a =4+ (n-1"-3

Qbserve ainda que n (posicao do termo da PA) repre-
senta a quantidade de quadrados em cada figura e
gue o valor de cada termo representa a quantidade de
canudos. Dessa forma, podemos realizar a seguinte
associagao:

a,=4+((-1)-3
C=4+(Q-1)-3

Por fim, podemos escrever a expressao da seguinte
forma:

C=4+(Q-1)-3
C=4+30Q-3
C=3Q+1

Competéncia: Construir nogoes de variagdo de gran-
dezas para a compreenséao da realidade e a solugcao de
problemas do cotidiano.

Habilidade: Identificar a relacdo de dependéncia entre
grandezas.
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Uma progressdo geométrica (PG) é um tipo de se-
quéncia numérica que atende a seguinte condigao:

Qualquer termo nao nulo de uma PG ¢é igual a
multiplicagcao entre o termo imediatamente anterior
e um valor real q, chamado razao.

Considere uma cultura de bactérias que, em condicoes
ideais para reproducao, dobra de tamanho a cada hora.
Observe a evolucdo dessa cultura de bactérias levando
em conta que inicialmente contava com 512 bactérias:

e |nicio: 512

* 12hora: 1024

e 22hora: 2048

® e assim sucessivamente

Note que cada termo dessa sequéncia é obtido
multiplicando-se o termo anterior por 2

Ou seja, chamamos progressao geométrica toda
sequéncia de numeros nao nulos na qual é constante
0 quociente da diviséo de cada termo pelo termo an-
terior. Esse quociente constante é chamado razao q
da progressao.

Os termos de uma PG podem ser escritos a partir
do primeiro termo da sequéncia e de sua razao q.
Tomando a sequéncia do exemplo anterior, ela ainda
pode ser escrita da seguinte forma:
512eq=2
e 2°termo: a,-q=>512-2=1024
* 32termo:a, =a,-q=a,-q*=512-2?=2048
* 42termo:a, =a,-q=a,-g>=512-23=4096
® e assim sucessivamente

Dessa forma, podemos definir a férmula geral de
uma PG como:

°* 12termo: a

©
Il

Cl 0 RESOLVIDO

2. UFRGS-RS - Considere o padrao de construcao repre-
sentado pelos desenhos abaixo.

.-

Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3

Na etapa 1, hd um Unico quadrado com lado 1. Na etapa
2, esse quadrado foi dividido em nove quadrados con-
gruentes, sendo quatro deles retirados, como indica a
figura. Na etapa 3 e nas seguintes, 0 mesmo processo

g = & .q1n—1i
n 1
sendoa, #0, n € N* e g € R¥

em que n ¢ a posicao do termo a_e q € a razao
da PG

Observe as progressdes geométricas a seguir:
e Sequéncia 1: (2, 6, 18, 54, ...)

e Sequéncia 2: (200, 100, 50, 25, ...)

e Sequéncia 3: (10, 10, 10, 10, ...)

e Sequéncia 4: (4, -8, 16, =32, ...)

Quando observamos a razdo de cada uma dessas
sequéncias, notamos que:

. a, 6
e Sequéncia 1: q=-2=—-=3
au | q a, 2
* Sequéncia 2:q=a4=@=l
a, 2 2
e Sequéncia 3:q:a_2:E:1
a, 10
. a 4 1
e Sequénciad: q=-2=——=——
‘ e T8 2

Dessa forma, podemos classificar uma PG com
base no primeiro termo a, e na razao qg:

* PG crescente: quandoarazaoéa,>0eq>1ou
a,<0el0<g<t,

* PG decrescente: quando a razdo é a,> 0 e
0<g<loua <0eg>T,

* PG constante: quando arazdao é q = 1,

¢ PG alternante: quando arazdo éq <0

é repetido em cada um dos quadrados da etapa anterior.

Nessas condicoes, a area restante, na etapa b, é:

125
a) —.
729
125

2187

625
c) ——.
729

625
2187°

625
O

b)

d)



Resolucao 5
O quadrado da etapa 1 apresenta lado 1. Dessa forma, BRE IR S R, S =

g
sua area e A = 1. ) o o :
Desejamos obter o 52 termo dessa sequéncia. Assim,

Como o quadrado da etapa 2 equivale ao quadrado da podemos utilizar a formula do termo geral:
etapa 1 dividido em nove quadrados, sendo quatro deles

<<
=
=
=
=
<
=

g = a1 5 qln—ﬂ
n
retirados, podemos concluir que sua area é E =
9 B
a=1:|=
Ao realizarmos 0 mesmo processo para o quadrado da ° (9j
. . . 25 n
etapa 3, concluimos que sua area equivale a el (5)
a. =|=
&
Ou seja, obtemos a seguinte sequéncia: E
5 25 625
a = ——

g g 5 6561
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ROTEIRO DE AULA

SEQUENCIAS €
PROGRESSAO

ARITMETICA

Sequéncias
numeéricas

Progressao
aritmética

Dias da semana: domingo, segunda-feira, ..., sébado

Cores do arco-iris: vermelho, laranja, ..., violeta

Numeros impares: 1, 3,5, 7, 9, ...

Numeros primos: 2, 3, 5, 7, 11, 13, ...

Multiplos de 10: O, 10, 20, 30, 40, ...

a,=a _,trsendone N*ere R

n

Regra geral -+
a =a +(-1)-rsendone N*ere R
Termo geral
Crescente: >0
Classificagcdo ==

Decrescente: <0

Constante: =0




ROTEIRO DE AULA

<<
g
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Progressao geométrica

a =a_,-qsendoa ,#0,neN*eqeR"

n -

Reg ra geral .............................

a =a -q"" sendoa #0,nEN*eqeER*

n

Termo geral .............................

Crescente: a,>0eg>1loua <0el0<qg<1

Decrescente,a1>0e0<q<1oua1<Oeq>1

Classificagﬁo .............................
Constante: 9=

Alternante: 9=0°
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EXERCICIOS DE APLICACAO

1. Unimontes-MG - Considere a progressao aritmética
em que o numero de termos é 12, constituida quando
se insere 10 termos entre o primeiro termoa, =3 e 0
dltimo termo a,, = 25. Nessas condigoes, € CORRETO
afirmar que a razdo dessa progressao vale:

Do enunciado temos: n = 12, a, = 3 e a,, = 25. Para calcularmos a razao
r dessa PA, utilizaremos a, = a, + (n—1) - . Assim,
25=3+(12-1)-r—>22="1r

=2
11

r

2. Fatec-SP (adaptado)

Os Estados Unidos se preparam para uma invasio de
insetos apds 17 anos

Elas vivem a pelo menos 20 centimetros sob o solo ha
17 anos. E neste segundo trimestre, bilhdes de cigarras
(Magicicadas eptendecim) emergirao para invadir partes
da Costa Leste, enchendo os céus e as arvores, e fazen-
do muito barulho. H4 mais de 170 espécies de cigarras na
América do Norte, e mais de 2 mil espécies ao redor do
mundo. A maioria aparece todos os anos, mas alguns ti-
pos surgem a cada 13 ou 17 anos. Os visitantes deste ano,
conhecidos como Brood IT (Ninhada I, em tradugao livre),
foram vistos pela dltima vez em 1996. Os moradores da
Carolina do Norte e de Connecticut talvez tenham de usar
rastelos e pas para retird-las do caminho, ja que as estima-
tivas do nimero de insetos sao de 30 bilhdes a 1 trilhdo.
Um estudo brasileiro descobriu que intervalos baseados
em numeros primos ofereciam a melhor estratégia de so-
brevivéncia para as cigarras.

Disponivel em: <http:/tinyurl.com/zh8daj6>
Acesso em: 30 ago. 2016. (Adaptado)

Com relagcao a Ninhada Il, e adotando o ano de 1996
como o 1°termo (a,) de uma Progresséao Aritmética, a
expressao algébrica que melhor representa o termo
geral (a,) da sequéncia de anos em que essas cigarras
sairao a superficie, com n*, é dada por

(@)a_ = 17n + 1979 d)a = 1996n + 17
b)a = 17n + 1998 e)a = 1979n + 17
c)a = 17n + 2013

A razdo da progresséo aritmética pode ser identificada pelo seguinte
trecho do texto: “Elas vivem a pelo menos 20 cm sob o solo ha 17 anos”
Assim, consideramos r = 17.

No enunciado da questéo foi informado o primeiro termo: a, = 1996.
Assim:

a =a +(M-=1-r =1996 + (n-1)-17 =1996 + 17n - 17

a = 1979 + 17n

3. Enem C2-H8

O padrao internacional ISO 216 define os tamanhos
de papel utilizados em quase todos os paises, com
excecao dos Estados Unidos e Canada. O formato-base
é uma folha retangular de papel, chamada de AO, cujas
dimensoes sao 84,1 cm x 118,9 cm. A partir de entao,
dobra-se a formatos, conforme o nimero de dobradu-
ras. Observe a figura: A1 tem o formato da folha A0
dobrada ao meio uma vez, A2 tem o formato da folha AO
dobrada ao meio duas vezes, e assim sucessivamente.

A2

A0

A1 ;

le—84,1 cm —=|

le—84,1 cm —

le—— 1189cm —=  l—— 1189cm —=1 l—— 1189 cm —=1
Disponivel em: <http://pt.wikipedia.org>.
Acesso em: 4 abr. 2012 (Adaptado).
Quantas folhas de tamanho A8 séo obtidas a partir de
uma folha AO?

a)8 c) 64 256

b) 16 d) 128

Do enunciado, notamos que existe uma razdo de 2 para cada novo
formato de folha, que é obtido com base no tamanho anterior.

Sendo o primeiro termo da progresséo correspondente a folha AO,
a folha A8 corresponderd ao 9% termo.

Assim, chamando de a4 a quantidade de folhas de tamanho A8:
a;=a, q""'=129-1=256
Portanto, séo obtidas 256 folhas A8 com base em uma folha AO.

Competéncia: Utilizar o conhecimento geométrico para realizar a
leitura e a representacéo da realidade e agir sobre ela.
Habilidade: Resolver situacao-problema que envolva conhecimen-
tos geométricos de espaco e forma.




4. UNESP - A soma dos n primeiros termos de uma pro-
gressao aritmética é dada por 3n2 — 2n, onde n é um
numero natural. Para essa progressao, o primeiro termo
€ a razao sao, respectivamente,

a)7el.

@1e6.

c)6el
dl1e?
e)6e’

Podemos calcular a soma do primeiro e do segundo termo da pro-
gressao.

Para o primeiro termo (a,):

S,=a, =3-12-2-1=8-2=1

Entédo, o primeiro termo ¢ a, = 1.

Para o segundo termo (a,):

S,=a, +ta,=1+a,=3-22-2.2
1+a,=12-4=8

a,=8-1=7

A razao (r) é a diferenca entre dois termos consecutivos.
Portanto,r =a,-a, =7-1=6.

Entéo, o primeiro termo é 1, e a razéo € 6.

5. Unicamp-SP (adaptado) — Seja (a,b,c) uma progressao
geométrica de numeros reais com a # 0. Definindo

. . S
s =a+ b + ¢, qual é o menor valor possivel para 5?

Da PG, temos que a, = a,* q"".
aQ:aw.qZJ_)b:a.q
a,=a,-q'—>c=a-¢
Assim,s=a+b+c—o>s=a+a-q+a-q’.

s _a+a-q+a-¢?

=———=1+q+ 2—(0{+1)Z+§
a a a+q 2 4

. s . 3 1
Portanto, o valor minimo de — é e ocorrendo para q = —5.
a

6. Fatec-SP (adaptado) — Uma pessoa financiou a compra
de uma casa pelo Sistema de Amortizacdo Constan-
te (SAC), em que as prestacdes sdo decrescentes. A
primeira prestacao ¢ de R$ 600,00; a segunda é de
R$ 59700; a terceira ¢ de R$ 594,00; a quarta é de
R$ 591,00; e as demais obedecerdo ao mesmo critério
de célculo. Nessas condicoes, calcule o valor da 1002
parcela.

Com base nos termos mencionados, obtemos a razdo de uma progres-
sdo aritmética decrescente:

r =597 - 600 = 594 - 597 = 591 - 594 = -3

Entdo, o termo 100 sera:

a,, = 600 + (100 - 1) - (-3) = 600 - 297 = 303
Portanto, o valor da 1002 prestacdo sera de R$ 303,00.
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EXERCICIOS PROPOSTOS

7. UERJ - Considere a sequéncia (a ) = (2, 3, 1, - 2, ...},
n e N¥*, com 70 termos, cuja férmula de recorréncia é:

an = anf1 - anfz

O ultimo termo dessa sequéncia é:
a)1

b)2

c) -1

d)-2

8. UNESP (adaptado) — A figura indica o empilhamento
de trés cadeiras idénticas e perfeitamente encaixadas
umas nas outras, sendo h a altura da pilha em relacao
ao chao.

(www.habto.com. Adaptado.)

A altura, em relacdo ao chao, de uma pilha de n cadeiras
perfeitamente encaixadas umas nas outras, serd igual
a 1,4 m, sen forigual a:

a) 14.

b) 17

c) 13.

d) 15.

e) 18.

9. Unicamp-SP — Dois anos atrés certo carro valia
R$ 50.000,00 e atualmente vale R$ 32.000,00. Supon-
do que o valor do carro decresca a uma taxa anual
constante, daquia um ano o valor do carro seré igual a:

a) R$ 25.600,00
b) R$ 24.400,00
c) R$ 23.000,00
d) R$ 18.000,00




10. Unicamp-SP — Seja x um numero real, 0 <x < g tal

gue a sequéncia (tg X, sec x, 2) € uma progressao arit-

=
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mética (PA). Entao a razdo dessa PA ¢ igual a:
a) 1.

b)

c)

wlh Ao

12. FGV-SP (adaptado) — Se o sétimo termo de uma
progressao geomeétrica de termos positivos é 20, e o
décimo terceiro termo € 11, entdo qual sera o décimo
termo dessa progressao?

11. PUC-SP - A sequéncia (a,, a,, a,,...) € uma progres-
s8o aritmética de razéo 3, e a sequéncia (b,,b,,b,,...) &

uma progressdo geométrica crescente. Sabendo que 13. Fuvest-SP — Dadas as sequéncias a_ = n? + 4n + 4
A _ _ .. : n ,

a,=b,a,=b,ea,=Db, ovalordeb,—a,cé: :

a) 2. : b,=2"c =a,6-a e d = b””, definidas para va-

b) 0. ? o - " .

¢) 1 : lores inteiros positivos de n, considere as seguintes

' afirmacoes:
d)-1.

I.a, & uma progressao geomeétrica;
Il.b, €& uma progressao geométrica;
lll. ¢, € uma progressao aritmética;
IV.d & uma progressao geométrica.
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Sédo verdadeiras apenas

a)l, Il elll
b)l, Il e V.
c)lelll
d)ll e IV.
e)lll elV.

14. UPE (adaptado) - As medidas dos lados AB, BC e
CA de um triangulo ABC formam, nessa ordem, uma
progressao aritmética.

2x X+ 1

3x

Qual é a medida do perimetro desse triangulo?

15. UECE - As medidas, em metro, dos comprimentos
dos lados de um tridngulo formam uma progresséo
aritmética cuja razdo é igual a 1. Se a medida de um
dos angulos internos deste triangulo é 120°, entéao,
seu perimetro é:

a)5,5
b) 6,5
c) 75
d) 8,5

16. UTFPR - A quantidade de numeros inteiros entre 50 e
100 que sejam multiplos dos nimeros 3 e 4 a0 mesmo
tempo é:

a) 3.
b) 4.
c) 5.
d) 13.
e) 17
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17. Unicamp-SP — Considere a sequéncia de numeros
reais (a,, 8y 8 8, a,) tal que,(a1, a, a,) é uma progres-
sdo geomeétrica e (a,, a,, a;) € uma progressao aritme-
tica, ambas com a mesma razéo w.

a) Determine a sequéncia no caso em que a,
w = 2.
b) Determine todas as sequéncias tais que a, = 1 e
a, =8
5

ESTUDO PARAO ENEM )}

18. Enem C1-H2

O ciclo de atividade magnética do Sol tem um periodo
de 11 anos. O inicio do primeiro ciclo registrado se deu
no comeco de 1755 e se estendeu até o final de 1765.
Desde entéo, todos os ciclos de atividade magnética
do Sol tém sido registrados.

3e

No ano de 2101, o Sol estaré no ciclo de atividade mag-
nética de numero

a) 32

b) 34

c) 33

d) 35

e) 31
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19. Enem C1-H2

Em um trabalho escolar, Jo&o foi convidado a calcular
as areas de varios quadrados diferentes, dispostos em
sequéncia, da esquerda para a direita, como mostra a
figura.

[]

2 3 4 5 6

O primeiro quadrado da sequéncia tem lado medindo
1 cm, o segundo quadrado tem lado medindo 2 cm, o
terceiro quadrado tem lado medindo 3 cm, e assim por
diante. O objetivo do trabalho é identificar em quanto
a area de cada quadrado da sequéncia excede a area
do quadrado anterior. A &rea do quadrado que ocupa
a posicao n, na sequéncia, foi representada por An.

Paran > 2, o valor da diferenca A, — A _,, em centime-
tro quadrado, é igual a

a)2n -1

b)2n + 1

c)2n +1

d)(n-1)

ejn?-1

20. Enem C5-H21

O acréscimo de tecnologias no sistema produtivo in-
dustrial tem por objetivo reduzir custos e aumentar a
produtividade. No primeiro ano de funcionamento, uma
industria fabricou 8 000 unidades de um determinado
produto. No ano seguinte, investiu em tecnologia adqui-
rindo novas méquinas e aumentou a produgao em 50%.

Estima-se que esse aumento percentual se repita nos
proximos anos, garantindo um crescimento anual de 50%.

Considere P a quantidade anual de produtos fabricados
no ano t de funcionamento da industria.

Se a estimativa for alcangada, qual é a expressédo que
determina o numero de unidades produzidas P em fun-
cdodet, parat=1?

a)Pt) =05-t"+ 8000

b)P(t) = 50 - t~" + 8 000

c) P(t) =4000-t" + 8000

d) P(t) = 8 000 - (0,5)*"

e) P(t) = 8 000 - (1,5)"




OPERACOES ENTRE TERMOS
~ DE PROGRESSOES,
NUMEROS COMPLEXOS E
SUA FORMA TRIGONOMETRICA

FORMULA DA SOMA DOS TERMOS DE UMA PA FINITA

Considerando a PA finita (a,, a,, a,, ... a,_,, a_ _,, a), derazéor, a soma dos seus
n termos pode ser escrita por:

S =a ta,ta,+..+a _,+a
a +a, ‘

+an

a

a, +a

1

n
Como cada parcela a, + a_se repete > vezes, obtemos:

_ (a+a,)-n

SH >

SOMA DOS TERMOS DE UMA PG FINITA
Assim como em progressoes aritméticas, podemos obter uma férmula geral para
a soma dos termos de uma PG finita.
Com base na PG finita (a,, a, a,, ..., a
termos:

a ), desejamos obter a soma S de seus

n—1"

S =a +ta,+a,+..+ta _, +a

=1l

Pode ser calculada pela formula:

PRODUTO DOS TERMOS DE UMA PG FINITA

Considerando a PG (a,, a,, a,, ..., a,_,, a ), o produto P_de seus n primeiros ter
mos pode ser obtido por:

n—1"

Assim:

=]

n

=t (a-a,)

Também podemos encontrar o produto dos termos de uma PG finita de outra
forma:

Soma dos termos de uma PA
Soma dos termos de uma PG

Produtos dos termos de
uma PG

Forma algébrica dos ndmeros
complexos

Conjunto dos nimeros
complexos

Operagdes com nimeros
complexos

HABILIDADES

Calcular a soma dos termos
de uma PA.

Calcular a soma dos termos
de uma PG.

Calcular o produto dos
termos de uma PG.

Identificar aplicag@es rela-
cionadas a operagdes entre
os termos de progressdes.

Reconhecer ndmeros
complexos

Compreender 0s nimeros
complexos do ponto de
vista histérico

Identificar quando niimeros
complexos sdo iguais

Operar com a forma
algébrica dos nimeros
complexos

Aplicar os ndmeros comple-
xos em diferentes areas do
conhecimento

MATEMATICA 1
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SOMA DOS TERMOS DE UMA PG INFINITA

E possivel calcularmos a soma dos termos de uma
série infinita que se comporte como uma progressao
geométrica. Se o valor da razdo q estiver compreendido
na forma 0 < |g| < 1, entdo o valor da soma de uma
PG infinita serad dado por:

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Sistema Dom Bosco - Uma empresa produziu
10 000 unidades de certo produto em 2007 E, em
cada ano seguinte, fabricou 20% a mais desse pro-
duto em relacdo ao ano anterior. Quantas unidades
desse produto a empresa produziu no periodo de
2007 a 2018?

Resolucao

Observe que, a cada ano, a producdo aumenta 20%.
Ou seja, as unidades produzidas ano a ano compoem
uma PG de razdo g = 1,20 e a, = 10 000. Como dese-
jamos saber o total produzido entre 2007 e 2018, con-
cluimos que essa PG tem 11 termos. Dessa forma:

—qn . 11
S, a9 5 -10000.. 2420 |
1-q 1-1,20
—>sﬂ=1oooo.1_7'43%
0,20

S,, = 10000 - 32,15 = 321500

No periodo de 2007 a 2018, a empresa produziu
321500 unidades.

2. Sistema Dom Bosco — Encontre o produto dos 20
primeiros termos da PG (3, 6, 12, ...).
Resolucao
Observe que a PG apresentaa, = 3 e g.= 2.

Como desejamos obter o produto dos 20 primeiros
termos, precisamos obter a,;. Dessa forma:

_ . 20 =1 — . 219
a,,=a, - q = a,;=3"2

20

Portanto:

Pratif(a a,) =P 2t(3-3-29)° -

T = (3 W, =130 .20

Como os termos da PG sdo exclusivamente positivos,
concluimos gue:

on = 320 . 919

UNIDADE IMAGINARIA

A letra i foi utilizada para representar V-1, passando
a ser chamada de unidade imaginaria, logo podemos
concluir que i = —1.

Observe este exemplo:
X2+ 16=0—->x2=-16

Considerando o nimero i, nao real, de tal forma
que i? = —1, teremos:

X2+ 16=0—-x=-16 > x> = 16> x? =
= +J16i? = x = 4i

Dessa forma, obtemos o conjunto-solucéo
S = {4i, —4i}.

FORMA ALGEBRICA DOS NUMEROS
COMPLEXOS

Todo numero complexo pode ser escrito na forma z =
= a + bi, sendo a e b nimeros reais e i a unidade imagi-
naria. Essa é a forma algébrica do niumero complexo z.

O coeficiente a representa a parte real do nu-
mero complexo z e é denotado por Re(z). J& o coe-
ficiente b representa a parte imaginaria de z e é
denotado por Im(z).

Quando um nimero complexo apresenta sua parte
real nula, dizemos que € um nimero imaginario puro.
Assim, quando a parte imaginaria for nula, considera-
mos que se trata de um namero real.

CONJUNTO DOS'NUMEROS COMPLEXOS

Todos os nimeros que podem ser expressos da
forma z = a + bi, sendo a e b reais e i a unidade ima-
ginéria, compoem o conjunto dos niumeros comple-
xos, representado por C. Dessa forma:

(C:{z|z=a+bi, comabeR eiz=_1}

Todo numero real pode ser escrito como um nUme-
ro complexo, podemos dizer que todo numero real é
complexo. Assim, é possivel afirmarmos que:

RCC

OPERACOES COM NUMEROS
COMPLEXOS

IGUALDADE

Dois nimeros complexos z = a + biew = ¢ + di,
com a, b, ¢ e d reais, serdo iguais quando Re(z) = Re(w)
e Im(z) = Im(w). Ou seja:

z=Wa=ceb=d

ADICAO € SUBTRACAO

Para adicionarmos ou subtrairmos dois nimeros
complexos, precisamos realizar essas operacoes entre
suas partes reais e imaginarias. Sendoz = a + bi e
w = c + di, com a, b, ¢ e d reais, temos:

z+w=(@@+bh)+(ct+td)=a+bi+c+d=



=(@+c) + b+ d)i
z—-w=(@a+b)—(c+d)=a+bi—c—di}=
=(a—c)+ (b—di

MULTIPLICACAO
Para multiplicarmos dois numeros complexos,
devemos aplicar a propriedade distributiva. Sendo
z=a+biew=c+d,coma,b, cedreais, temos:
z-w=(a+bhi-(c+d)=
=a-c+a-di+c-bi+b-d?

Como i? = —1, obtemos:

z-w =ac + adi + cbi — bd = ac — bd + (ad + bo)i

CONJUGADO DE UM NUMERO COMPLEXO
Dizemos que o conjugado do nimero complexo
z = a + bi (cuja notacao é z) é o numero complexo
z = a — bi. Ou seja, para obtermos o conjugado de z,
basta inverter o sinal de sua parte imaginaria.

Propriedades:
e z =7, desde que z seja real (parte imaginaria nula)

DIVISAO
Obtemos a divisdo entre dois nimeros complexos
de modo similar ao processo de racionalizacao de de-

nominadores. Para isso, multiplicamos o numerador e o
denominador pelo conjugado do denominador. Ou seja:

S

z Z.
w W .

EXERCICIO RESOLVIDO

3. Sistema Dom Bosco — Resolva, usando os métodos
de adicéo, subtracdo, multiplicagédo e divisao, os se-
guintes numeros complexos: z=2 +iew = 3 — 4i.

S

Resolucao
z+w=2+4+i+3-4i=2+3+i—-4i=5-3i

z-w=2+i-(3-4jp=2% -3 +4i=2-3}
+i+4i=—1+5i

W = (2 + i) (8 —=4i) =23 +2(-4i) +
301 +i-(=4)=6 -8 + 3i — 4i? =
6 — 8i + 3 4(31) = 105

I+ N

N

2w (241)(3+4))

W WWe (3 - 40)(3+4i)

- 2:3+2-4i+3i+i-4
3-3+3-4i-—4i-3-4i-4i

2+10% 2 11
= ==+

9+16 25 25
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ROTEIRO DE AULA

OPERACOES ENTRE TERMOS DE PROGRESSOES

Soma dos termos Soma dos termos Produto dos termos Soma dos termos
de uma PA finita de uma PG finita de uma PG finita de uma PG infinita
=1

(a, +2an)n ¢ - o Ga) al

= = — =
S, S, S = I se

ou
nin—1) [al




Unidade
imaginaria

Forma
algébrica

NUMEROS COMPLE-

X0S E SUA FORMA
ALGEBRICA

Operacgoes

com nameros

complexos

ROTEIRO DE AULA

.................... Z =a+bi,coma, beR

Sendoz =a=biew =c + di, coma, b, c e dreais

Soma e oz 4w=@tctbrdi
Subtracéo s —w=a-c+b-di
~ Multiplicacdo 2 .y = 8 —bd + (ad + bo) i

Conjugado .-+ z = z=abi
P z zZ-W
Divisao —=
W A

<<
g
=
=
=
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=
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XERCICIOS DE APLICACAO

1. FGV-SP —Trés nimeros formam uma progressao geo-
meétrica. A média aritmética dos dois primeiros € 6, € a
do segundo com o terceiro é 18. Sendo assim, a soma
dos termos dessa progresséo € igual a
a) 18.

b) 36.

(c)3o.

d) 42.

e) 48.
Sabemos que, numa progressao geométrica, os termos crescem em

uma razéo q. Logo, os trés primeiros termos da PG séo X, xq e xg2.
X+ X

A média aritmética dos dois primeiros termos sera =6

— x(1 +q)+12—>£.
T+q

. XQ + Xgf
Para o segundo e o terceiro termos, temos %

=18 - xq(1+q)=36.
Substituindo a primeira equacgéo na segunda, temos:

£~q(1+q):36—)12q:36—>q:3

1+q

Para descobrirmos x, substituimos o valor de g na primeira equacéo:
x(1+3):12—>x:%:3

Assim, a soma dos termos dessa progressdo serd 3 + 3-3 + 332 = 39.

2. IFAL - Dentro do conjunto dos nimeros complexos, o
conjunto solucdo da equacao x?> + 625 = 0 é
a)S = {-5,5}.
b) S = {—25,25}.
c) S = {-5i,bi}.

(@)s = {~25i,25i.

Resolvendo a equacédo, obtemos:

N ) x=—2bi
X2+625=0—x=+-625— x=/(25)"-? = x =426 —
x=25

3. Enem C6-H24

As projecdes para a producgao de arroz no periodo de
2012-2021, em uma determinada regiao produtora, apon-
tam para uma perspectiva de crescimento constante da
producao anual. O quadro apresenta a quantidade de
arroz, em toneladas, que seré produzida nos primeiros
anos desse periodo, de acordo com essa projecao.

m Projecdo da producio (t)

2012 50,25
2013 51,50
2014 52,75
2015 54,00

A quantidade total de arroz, em toneladas, que devera
ser produzida no periodo de 2012 a 2021 sera de:

a) 49725.
b) 500,85.
c) 502,87

(d))558,75.

e) 563,25.

A projecéo é descrita por uma PA de razéor = 1,25, pois, da relagao
a —a . =r, temos:

n n 1
54 — 52,75 = 1,25
52,75 — 51,60 = 1,25 etc.
Como a projecéo ¢ de 2012 a 2021, temos que o valor de 2012 é
a,, 2013 € a, e assim sucessivamente. Para encontrarmos o total
entre 2012 e 2021, precisamos encontrar a , em que n representa
o valor para 2021, sendo n = 10.

Llogora, =a, +(h—1)-r—a, =5025+(10—-1)-125—
—a,, = 50,25 + 11,25 = 61,50.
Assim, para o valor total no periodo:

(a,+a,)n 10

S, = —>S=(50,25+61,50)-?=111,7545—>S=558,75

n
Competéncia: Interpretar informacbes de natureza cientifica e
social obtidas da leitura de gréficos e tabelas, realizando previsao
de tendéncia, extrapolacao, interpolacédo e interpretacéo.

Habilidade: Utilizar informagoes expressas em gréficos ou tabelas
para fazer inferéncias.




4. UECE - No conjunto dos numeros complexos, con-
sidere a progressao geomeétrica cujo primeiro termo
éiguala 1 + iearazao éigual ai, onde i é o nUmero
complexo, tal que i? = —1. Observa-se que, dentre os
termos dessa progressao, existem apenas n numeros
complexos distintos. Entdo, n é igual a

. b)8. c) 10. d) 6.

Do enunciado, o termo 1 + i estd em PG de razéo i.
Assim, das progressdes geomeétricas, temos:

a, =1+i
a,=a-i=(+i)-i=i+i2=i-1
a,=a, i=(—-1-i=i2—i=-1-i
a,=a,; i=(-1—-i-i=-i—i2=—i+1
a;=a, i=(-i+1)i=—-i2+i=1+i

Entéo, a, = a,. Logo, n = 4.

5. FGV-SP — Um anfiteatro tem 12 fileiras de cadeiras.
Na 12 fileira h& 10 lugares, na 22 h4 12, na 32 ha 14
e assim por diante (isto é, cada fileira, a partir da
segunda, tem duas cadeiras a mais que a da frente).

O numero total de cadeiras é:
a) 250
(b)252
c) 254
d) 256
e) 258

EXERCICIOS PROPOSTOS

7. UERJ - Um fisioterapeuta elaborou o seguinte plano
de treinos diarios para o condicionamento de um ma-
ratonista que se recupera de uma contuséo:
® primeiro dia — corrida de 6 km;

e dias subsequentes — acréscimo de 2 km a corrida
de cada dia imediatamente anterior.

O Ultimo dia de treino serd aquele em que o atleta
correr 42 km.

O total percorrido pelo atleta nesse treinamento, do
primeiro ao ultimo dia, em quilémetros, corresponde a:

a) 414 b) 438 c) 456 d) 484

Do enunciado que a sequéncia (10, 12, 14,...) cresce em uma PA
de razéo 2.

Assim, a, = 10, r = 2, n = 12. Para determinar o total de cadeiras,
. - a,+a,)n

utilizaremos a relagdo S, = M

Para isso, necessitamos determinar a_ utilizando a relacdo a, = a, +

+Mn=1-r

Assim,a,, =10+ (12 = 1) -2 = 10 + 22 = 32.

(10+32)-12
2

Logo: S, = =42.6=252.

6. UECE (adaptado) — Se os nimeros complexos z e
w estao relacionados pela equacédo z + wi = i e se

1 ) .
z =1 — -, calcule o valor de w, considerando que i é
i
tal qual iz = —1.

Partimos da equagdo z + wi = i.
Substituindo o valor de z, 1 —1+wi =i.
Multiplicando por i: :

i—1+wiz2=i2
i—1T+w-(=1)=(=1)
i—1-—w=-1
Portanto, w = i.
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8. ESPM-SP — Um empréstimo de R$ 10.000,00 foi
pago em 5 parcelas mensais, sendo a primeira, de
R$ 2.000,00, efetuada 30 dias apds e as demais com
um acréscimo de 10% em relacédo a anterior. Pode-se
concluir que a taxa mensal de juros simples ocorrida
nessa transacao foi de aproximadamente:

a) 2,78%
b)5,24%
c) 3,28%
d) 6,65%
e) 4,4270

9. UEFS-BA - Em seu primeiro més de funcionamento,
um museu teve 4 200 visitantes, mas desde entao esse
numero diminuiu um valor constante a cada més. Se o
total de visitantes no 2¢ ano foi 35 700, a nao ser que
essa tendéncia mude, espera-se que, no 32 ano, esse
ndmero caia para

a) 18 740 d) 28 130
b) 21 880 e) 30 580
c) 25620

10. UFSM-RS (adaptado)

Nos ultimos anos, milhares de pessoas chegaram a Europa

depois de atravessarem o Mar Mediterraneo. Os nimeros

foram 3 300 em janeiro e 45 375 em dezembro de 2014.
Disponivel em: <www.gazetadopovo.com.br/mundo/so-nestea-

no- mais-de-500-mil-imigrantes-cruzam-o-mediterraneo- 8ass-
nmxyrzxtewt4zoaeu50lo>. Acesso em: 28 nov. 2016. (Adaptado)

Considere que o numero de chegadas mensais via o
Mediterraneo em 2014 foi dado por uma progressao
aritmética (a ) _,,comn =1 correspondendo a janeiro,

n = 2 correspondendo a fevereiro, e assim por diante.

Calcule:

a) O numero de chegadas em maio.
b) O total de chegadas em 2014.

11. UFG-GO (adaptado) — Candidatos inscritos ao vestibular
da UFG/2014-1 leram o livro O cortico, com 182 péginas,
de uma determinada edicao, iniciando-se na pagina 1.
Considere que dois desses candidatos leram o livro do
seguinte modo: o primeiro leu duas paginas no primeiro
dia e, em cada um dos dias seguintes, leu mais duas pa-
ginas do que no dia anterior, enquanto o segundo leu uma
pagina no primeiro dia e, em cada um dos dias seguintes,
leu o dobro do nimero de péginas do dia anterior.

Admitindo-se que os dois candidatos comecgaram a ler
o livro no mesmo dia e que o primeiro acabou a leitura
no dia 26 de outubro, determine em qual dia 0 segundo
candidato acabou de ler o livro.

Dado: log,183 = 76
a) 19 de outubro.
b) 20 de outubro.
c) 21 de outubro.

d) 22 de outubro.
e) 23 de outubro.
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14. Sistema Dom Bosco - Sabendo que z, e z, sdo nu-
meros complexos conjugados do tipo a + bi, supondo

a=2eb= -1, calcule:
a)z-z,
2
5 b)| &
12. UEA-AM - Considere os numeros complexos z,
z,= -3+ piez,=p—i compumnumero real. Sa- :
bendo que z,- z,= —4 + 7i, o valorde z, + z, é:
a)2 + 3i. c)—1+i e)1 +i
b) -1 - 3i. d)—-1-1i

13.IFCE - Sendo i a unidade imagindria tal que
i2=—1, sao dados os numeros complexos z, = 9 + 3ie
z,= —2 + i. Ao calcular corretamente o produto z,- z,,
obtemos o numero:
a)21 — 6i. c) —18 + 3i. e) =21 + 3i.
b) x — 18 — 6i. d) 18 — 3i.
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15. UEFS-BA — O numero complexo z que satisfaz z° = 16
el+z+22+22+...+27=-6-3ié

a)z=iv2.
b)z=-1—-1
clz=-1+1.
djz=1-1.
elz=1+1I.

17. Unicamp-SP — Sejam x e y nUmeros reais tais que
X +yi = J/3+4i, onde i é a unidade imaginaria. O valor
de xy é igual a
a) —2. b) —1. c) 1. d) 2.

2+i
16. Mackenzie-SP — Se BTle tem parte imaginaria igual
a zero, entdo o numero real B é igual a
a)4d b)2 c) 1 d) -2 e) -4

ESTUDO PARAO ENEM

18. UFSC (adaptado) C5-H21

Em circuitos elétricos como, por exemplo, o das insta-
lacdes residenciais, as grandezas elétricas sdo analisa-
das com o auxilio dos numeros complexos. A relacao
U =Z . |fornece atensao U em funcao da impedancia
Z e da corrente elétrica . Nesses termos, essas va-
riaveis sao expressas através de nimeros complexos
a + bi. Considere agora U = 110 - (cos0° + isen0°) e
Z =5 + 5i. O valor da expressao 2a + b, sendo
j=a+ +bié:

a) —22 c) 1 e) 33

b) -1 d) 22




19. Enem C1-H2

Para comemorar o aniversario de uma cidade, a prefei-
tura organiza quatro dias consecutivos de atracdes cul-
turais. A experiéncia de anos anteriores mostra que, de
um dia para o outro, 0 nimero de visitantes no evento &
triplicado. E esperada a presenca de 345 visitantes para
o primeiro dia do evento. Uma representacao possivel
do nimero esperado de participantes para o Ultimo dia é

a)3 - 345
b)(3+ 3+ 3)-345
c) 3°- 345
d)3-4-345

e) 34 - 345

20. Enem C5-H21

Um ciclista participara de uma competicao e treinard
alguns dias da seguinte maneira: no primeiro dia, pe-
dalard 60 km; no segundo dia, a mesma distancia do
primeiro mais r km; no terceiro dia, a mesma distan-
cia do segundo mais r km; e, assim, sucessivamente,
sempre pedalando a mesma distancia do dia anterior
mais r km. No ultimo dia, ele deveréa percorrer 180 km,
completando o treinamento com um total de 1 560 km.

A distancia r que o ciclista devera pedalar a mais a cada
dia, em km, é:

a) 3.

b) 7.

c) 10.

d) 13.

e) 20.
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FORMA ALGEBRICA E FORMA
TRIGONOMETRICA DOS
NUMERQOS COMPLEXOS |
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Quando o plano cartesiano é utilizado para representar nimeros complexos,
Representagdo geométrica passa a ser chamado plano de Argand-Gauss. Qualquer nimero complexo do
dos nimeros complexos tipo z = a + bi esté associado a um Unico ponto, de modo que P = (a, b).
Médulo de um nimero Observe a representacdo geométrica de um nliimero complexo:
complexo -
Poténcias de i Im(z)
Argumento de um niimero
complexo
Forma trigonométrica
ou polar
[ ° N
HABILIDADES ;
Representar niimeros com-
plexos geometricamente. I
|dentificar e operar mddulos
de ndmeros complexos.
Compreender poténcias T
: a Re(z)
dei.
Reconhecer nimeros
complexos na sua forma Dizemos que, se P = (a, b) representa o nimero complexo z = a + bi, entédo P
trigonometrica. ¢ imagem de z. Por sua vez, z é chamado afixo do ponto P.
Identificar o argumento de Para obtermos o médulo de um nimero complexo, basta calcularmos a distéancia
um ndmero complexo. entre a origem e a imagem desse nimero no plano de Argand-Gauss.
Representar um niimero Sabemos que a origem do plano de Argand-Gauss é a origem do plano cartesiano
complexo por meio de um e a representaremos por O = (0, 0).
vetor e expressa-lo de Observe a representacdo do médulo do nimero complexo z = a + bi.
forma trigonométrica.
y
__________________ P(a, b) ou
1 afixo de z =a + bi
[2] :
b
o :
0 a A

Note que podemos aplicar o teorema de Pitdgoras no triangulo OAPR. Assim:
|z]? = a2 + b2 |z| = (@ +b?)
PROPRIEDADES ENVOLVENDO MODULO

Para as propriedades a seguir, considere z, w € C.
12—>2z-7 = |z?



22 [ = [2]
3z wl =2 - [wl
z

—| = — (comw =0)

42 — 2
wl W]

POTENCIAS DE i

Dizemos que z,, z,, ,... formam, nessa ordem, as
poténcias dei.

As poténcias de i, no plano de Argand-Gauss, po-
dem ocupar apenas 4 posicoes.

Dessa forma, conseguimos obter o valor de qual-
quer poténcia de i. Para isso, basta dividirmos o ex-
poente da poténcia de i por 4. Assim, teremos como
quociente a quantidade de voltas em torno do plano de
Argand-Gauss e como resto da divisdo a posicao que
essa poténcia ocupara no plano.

Observe como obtemos o valor de i'%7;

107 [ 4

3 26

Expoente —+ L Quantidade de voltas

Ou seja, ao representarmos i'” no plano de Argand-
-Gauss, realizamos 26 voltas sobre o plano e paramos
na terceira posicdo. Entao, i'7 = i8 = —i.

ARGUMENTO DE UM NUMERO COMPLEXO

/ Im(z)

Re(z)

Um ponto P = (a,b), no plano de Argand-Gauss,
representa o nimero complexo z = a + bi.

Repare que a direcao do vetor OP é dada pelo an-
gulo 0, formado entre o eixo real e o vetor no sentido
anti-horario.

Uma vez que o numero complexo nao seja nulo,
dizemos que o angulo formado € o argumento do
numero complexo e que seu valor estara compreen-
dido entre 0 e 2n. Representamos o argumento como
arg(z). Ou seja:

06 = arg(z)
0<s06=<2m

FORMA TRIGONOMETRICA OU POLAR

O fato de podermos representar um nimero com-
plexo por meio de um vetor de origem O = (0, 0), ex-
tremidade P = (a, b) e imagem z = a + bi propicia uma
nova maneira de expressar um ndmero complexo —é a
chamada forma trigonométrica ou polar.

Para isso, além de conhecer o argumento 6 desse
ndmero, precisamos saber o valor de seu médulo |z,
a partir de agora representado por p (pronuncia-se ro).

Usando algumas relagdes trigonomeétricas, pode-
Mos escrever:

sen6=9—>b=p-sene
p

cose=9—>a=p-cose
p

Com isso, substituindo os valores de a e b em
z = a + bi, obtemos:

z=atbi—

z=p-CcosB+(p-send)i—

z = p(cos 6 + i - sen6)
Forma trigonométrica ou polar de z
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5 ROTEIRO DE AULA
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=
NUMEROS COMPLEXOS E
SUA FORMA ALGEBRICA
Im(z)
- N P +F
..... Representacao :
geométrica |
a Re(z)
..... i JaZ 107
: ; Médulo de : Y 2.7 = 2P
r um I'Il:lmerO .....
- complexo :
o=
..... Propriedades .......:
.. ...... |Z| _ |z] - [w]
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wl W
2 = =1
=
i4=_
o=
..... Poténciasdei .................. o _
i7 —
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NUmeros complexos e sua

forma trigonométrica |

f Im(z)

Argumento de um
numero complexo

Forma trigonométrica _
.................... plcos® + isen6)
ou polar ;=
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EXERCICIOS DE APLICACAO

1. UPF-RS - Seja w um numero complexo diferente de
Zero, cuja imagem geomeétrica, no plano complexo, esta
no primeiro quadrante e pertence a bissetriz dos qua-
drantes impares. Seja w o conjugado de w. Na figura,
estao representadas, no plano complexo, as imagens

geométricas de cinco numeros complexos: z,, z,, z,

. wW
z, e z,. Qual deles pode ser igual a —?
W

Im(z)

° ° Re(z)

N
IS

a)z, G:Dz3 e)z,

b) z, d)z,

Dos numeros complexos, sabemos que eles tém o formato z = a + bi.
Temos que, em qualquer ponto em cima da bissetriz dos quadrantes
impares, os valores de a e b serao iguais. Logo, a = b.
Sabendo disso, supondo que w seja 1 + i (ou seja,a =b = 1), 0
conjugado de w seré w = 1 —1i.

A A B R B R R I . . . o
Assim, —=—.—=———— == =j. Ou seja, um numero imaginario

W 1=i 140 1+i-i-P 2

puro, sendo seu afixo (0,1).

. P L w
Da imagem, temos que z, é o Unico que € igual a — .
w

2. Unicamp-SP - O médulo do nimero complexo z = 2™
— "% ¢ igual a

(2. b) 0. c) 3. d.

2014 1987

Sabemos que a divisao de tem resto 2. J& a divisao 17°7
4

tem resto 3.
Entéo:
j2014 = 2 = —q

197 =P =i20j=—1-i=—i
Assim,z= -1+ (-i)—>z=—-1—i.
Calculando o médulo:

2l ==+ (1)

2] = Vi+1

lzZl =2 .

3. PUC-RS C2-H8

Uma cancha de futsal esté situada sobre um sistema de
coordenadas do plano complexo (Argand-Gauss), com
unidades marcadas em metros e com centro sobre o
ponto (0, 0), como na figura abaixo.

Se a circunferéncia central possui uma drea de 9 m?, a
expressdo que melhor representa esta circunferéncia
central,emze C, é

a)z2=9
b)z=3
c)z=9
(d)lzl = 3
e)lzl =9

Supondo que r é o raio da circunferéncia central, temos que
nrr=9n —>r=3m.

Sabendo que a equacédo da circunferéncia é x? + y? = r?, a equagao
dessa circunferéncia & x2 + y> = 9. Assim, sez =x +yie Rei = -1,
vemos que a equacado se aproxima ao modulo do nimero complexo.
Dessa forma, € um nimero complexo de médulo 3.

Competéncia: Utilizar o conhecimento geométrico para realizar a lei-
tura e a representacédo da realidade e agir sobre ela.

Habilidade: Resolver situacao-problema que envolva conhecimentos
geomeétricos de espaco e forma.
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. . 1+ ai
4. Unicamp-SP - Considere o nUmero complexo z = —,
a—i
onde a € um numero real e i € a unidade imaginaria,
isto &, i? = —1. O valor de z?%' ¢ igual a:

a) a%s, c) 1+ 2016i.

O d)i.

Z_1+eﬂ_1+ai a+i

a-i  a-i a+i
_a+i+a’i-a Z_(aZH)i_I
a?+1 a’+1
Logo ZZOWG = i2016_

2016 ) ) )
= — quociente 24 e resto 0. Portanto, i?%'6 = i® = 1.

a+i+a%i+ai
=
a’+ai—ai—#

5. UECE (adaptado) - Um nimero complexo z, em sua
forma trigonomeétrica, ¢ do tipo z=p(cosqg+isen q),
onde p é o médulo de z e g é a medida em radiano do
argumento de z. Ao apresentarmos o numero comple-
x0 z=-1+i/3 em sua forma trigonométrica, quais os
parametros p e g, respectivamente?

EXERCICIOS PROPOSTOS

7. Unimontes-MG - Considere x € R e i a unidade ima-

ginaria. Se o numero complexo z = (2x — i) - (3x + 2xi)
€ imaginério puro, mas nao é uma poténcia de i, entdo
13. 9.
a) z=—1I c) z=—I
9 13

1. .
b)z=—— d z= -3
)z 3I )z i

Para z=-1+iV/3, temos que |z| = p = (—1)2+(\/§)2 =

=I+3 =4 =2.
Assim:
cosqg= -

NE) 2n
sen q= - —q= 3
Assim, a forma trigonométrica de z é dada por:
z=2<[cosz—n+i . senz—n)

3 3
2n

Portanto, p =2 e q:?.

6. Unifenas-MG (adaptado) — Dado o nimero complexo
Z = 2 + 3i, obtenha o médulo do complexo conjugado.

O nuimero conjugado de Z sera 2 — 3i. Assim, o modulo sera:

[f|=v2+ 3 - [ = J4+9 > z=113

8. Sistema Dom Bosco - No plano de Argand-Gauss, o
vértice de um quadrado é o ponto w = 4 - 3i. O centro
do quadrado € o nimero z = 3 - 2i. Determine o vértice
do quadrado que nao é consecutivo a w.
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9. FGV-SP - No plano Argand-Gauss estdo indicados um

quadrado ABCD e os afixos dos nimeros complexos
2,72,.2,7,7,eZ,. Se o afixo do produto de Z por
um dos outros cinco numeros complexos indicados &
o centro da circunferéncia inscrita no quadrado ABCD,
entdo esse numero complexo é:

Im
2 Z
159 7,
Z Z Z
¢ aeh 4 &
-2! -1 1 s e
A 7 \'-B ------- -
-------- -2
D C
a)Z,. c)Z, e)Z,.
b)Z, d)Z,

10. Sistema Dom Bosco — Se somarmos um niimero com-

plexo da forma z = a + bi com seu conjugado, obte-
mos 4. Subtraindo estes mesmos numeros, obtemos
4i. Sendo assim, a alternativa que representa a forma
trigonomeétrica de z &

a)z=2\/§(cosﬁ+i-senz]
4 4
T n
z=2{Ccos—+i-sen—
b) ( 4 4)
T T

¢) z=+/2|cos—+i-sen—

) ( 4 4]

- Triosen®
d)z—2ﬁ(cos4+| senzj

e) z=2\/§(cosﬁ—i . senﬁj
4 4

11. FGV-SP - Seja f uma funcao que, a cada nimero com-

plexo z, associa f(z) = iz, onde i é a unidade imaginaria.
Determine os complexos z de modulo igual a 4 e tais
que f(z) = Z, onde Z é o conjugado de z.




12. Unicamp-SP — Sejam a e b nUmeros reais nao nulos.
Se o numero complexo z=a+bi & uma raiz da equacao
quadratica x* + bx + a = 0, entao:

a) |z|=% o) [7=+3
b) |z|=% d)|4=5

13. Mackenzie-SP — Se p = 4n para n € N*, o valor da

(1+iy°

expressao = ¢ igual a
a) =2i c)i e)1-2i
b) 2i d)—i

14. PUC-SP - No plano complexo de origem O, represen-
tado na figura abaixo, o ponto A é a imagem de um
numero complexo u cujo médulo é igual a 4.

Im(z)

60‘:/

O Re(z)

Se B é o ponto imagem do complexo v=5, entéo €
correto afirmar que: '

a) o moédulo de u + v é igual a 4+/2.

b) o médulo de u — v é igual a 4+/2.

c) B pertence ao terceiro quadrante.

d) B pertence ao quarto quadrante.

e) o triangulo AOB ¢ equilatero.

~
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15. Unicamp-SP — Chamamos de unidade imaginéria e
denotamos por i 0 numero complexo, tal que i? = =1.

Entdoi®+ i+ 2+ B+ ... +i®vale
a) 0. b) 1. c)i.

d) 1+

16. PUC-SP — Em relagao ao numero complexo z=i¢-
. (i"’5 +J§) é correto afirmar que:

a) sua imagem pertence ao 32 quadrante do plano com-
plexo.

b) é imaginéario puro.
c) o modulo de z é igual a 4.
d) seu argumento é igual ao argumento do numero

V3.

complexo v =%—7|.




17. Faceres-SP (adaptado) — Sendo i chamado de unidade

imagindria, podemos concluir que o valor de 2% , 20",
i202. i203 i247 . i248 é?

18. UFSM-RS C5-H21

ESTUDO PARAO ENEM

No plano complexo, o ponto z, representa o local de
instalacao de uma antena de wireless na praca de alimen-
tacao de um shopping.

Os pontos x + yi = z que estéo localizados no alcance
méximo dessa antena satisfazem a equacao, |z - zO| =30.

De acordo com os dados, esses pontos pertencem a
circunferéncia dada por

a)x?2 +y2 —20x —10y =775 =0

b)x2 +y2 —900 = 0

c) x2 +y2 —10x +20y =775 =0

d) x2 +y2 —10x +20y —900 =0

e)x2 +y2 —20x —10y —900 = 0

19. UnB-DF (adaptado) C5-H21

cdades | pontos | condenadas

Fortaleza A (7.9)
Recife B (10, 6)
Salvador C (7.2)
Belo Horizonte D (2, -4)
Rio de Janeiro E (3, -6)
Porto Alegre F (-3.-12)
Campo Grande G (-4, -5)
Porto Velho H (=12, 4)
Manaus | (r, s)

Boa Vista J (t, u)
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No mapa acima, estao identificadas, em um sistema
de coordenadas cartesianas ortogonais xOy, as loca-
lizacbes de algumas cidades brasileiras, entre elas,
aquelas que sediardo a Copa das Confederacgoes. Bra-
silia, indicada por O, corresponde a origem e, na tabela,
estdo as coordenadas das demais cidades, identificadas
pelas letras de A a J. Cada ponto (X, y) do plano esta
identificado com um numero complexo z = x + iy, em
que i é a unidade imaginaria (i? = —1). Nesse sistema,
as medidas das coordenadas estao estabelecidas em
unidade de distancia referencial denotada por u.d.

Considere que os nimeros complexos z, e z, corres-
pondem, respectivamente, as localizagdes de Belo Ho-

. . . z
rizonte e Rio de Janeiro. Nesse caso, — vale?
22

3 2 1 1
1 b) 2 = d) — —
a) )2 c)3 )2 e)3

20. UEL-PR (adaptado) C1-H3
Na virada do século XVIII para o século XIX, um agri-
mensor noruegués, Wessel (1798), e um desconhecido
matematico suigo, Argand (1806), foram, aparentemente,
os primeiros a compreender que os ndmeros complexos
nao tém nada de “irreal”. Sdo apenas os pontos (ou ve-
tores) do plano que se somam através da composicao de
translagbes e que se multiplicam através da composicao de
rotagbes e dilatagdes (na nomenclatura atual). Mas essas
iniciativas ndo tiveram repercussdao enquanto nao foram
redescobertas e apadrinhadas, quase simultaneamente,
por Gauss, grande autoridade daquele tempo que, ja em
vida, era reconhecido como um dos maiores matematicos
de todos os tempos.

CARNEIRO, J. P. A Geometria e o Ensino dos Niimeros Complexos.
Revista do Professor de Matemitica, 2004. v. 55. p. 18.) (Adaptado)

Calcule uma composicdo de rotacdo dos pontos
P (-3, 4) e Q (2, -3) representados pelos numeros
complexosz = -3 +4iew =2 — 3i.
a)-18 + 17i c)-1+i
b) -6 - 12i d)5 + 7i

e)6 + 17i




FORMA TRIGONOMETRICA
DOS NUMEROS COMPLEXOS I
E POLINOMIOS |

Propriedades operatoérias da forma polar de
um numero complexo

MULTIPLICACAO € DIVISAO NA FORMA TRIGONOMETRICA

Considere os nimeros complexos ndo nulos
z=p,(cosb, +i-send,) e w =p, (cose,, +i-send,, ) na forma trigonométrica.

z-w=pp, -lcos(6 +6)+i-sen(6 +06)]

Para calcularmos o quociente Z, procedemos da seguinte forma:
W

Z_P - i 4
vy [cos(8,-6,,)+i-sen(6,-6,,)]

Dessa forma, com base em z e w (ndo nulos), cujos moédulos sdo respectivamente
p, e p,, sendo seus argumentos 6, e 6 , nessa ordem, temos:

z-w=pp, -lcos(® +86)+i-sen(® +86)

Z_P:, _ i \
W [cos(6,-6,)+i-sen(8,-6,)]

POTENCIACAO NA FORMA TRIGONOMETRICA - PRIMEIRA FOR-
MULA DE MOIVRE

Considere z um nimero complexo (ndo nulo) na sua forma trigonométrica.
"=2-2-2-....2-72-7
—_—
n fatores

Utilizando a multiplicacdo sucessiva de nimeros complexos obtemos a férmula
conhecida como primeira formula de Moivre:

72" = p"- (cos nO + i - sen nb)

RADICIACAO NA FORMA TRIGONOMETRICA —
SEGUNDA FORMULA DE MOIVRE

Com base nos nimeros complexos z e w ndo nulos, dizemos que todo nimero w,
tal que w"= z, é araizenésimade z,comne Nen > 1.

Assim, dizemos que a formula w, =Q/5-|:COS(%)+ sen(6+nzkn)] resulta

na k-ésima raizde z, comO0O<k<(n-1)ene N (n>1). Essa férmula também ¢é
conhecida como segunda formula de Moivre.

Multiplicagdo e divisao na
forma trigonométrica

Potenciagdo na forma
trigonométrica — Primeira
formula de Moivre

Radiciagdo na forma
trigonométrica — Segunda
formula de Moivre

0 que é um polindmio?
Grau de um polindmio
Valor numérico de um
polinémio

Igualdade de polindmios

Adicdo e subtracdo de
polinémios

Multiplicagdo de polind-
mios

HABILIDADES

Operar ndmeros complexos
na sua forma trigonométrica.
Reconhecer a utilizagdo das
formulas de Moivre.
Reconhecer um polindmio.
|dentificar o grau de um
polindmio.

Atribuir um valor numérico
a um polindmio.
Compreender a identidade
de polindmios.

Ser capaz de realizar
operagdes de adicdo,
subtragdo e multiplicagdo
entre polindmios.

MATEMATICA 1
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Assim, de maneira geral, podemos dizer que as n
raizes de um nimero complexo z na sua forma trigono-
métrica sao afixos de n pontos que dividem a circunfe-
réncia de centro na origem no plano de Argand-Gauss

. . 2n R
eraio P em n arcos congruentes medindo — rad tém
n
argumentos que formam uma progressao aritmética

em que o primeiro termo é il rad e cuja razao é 2m rad.

POLINOMIO

O polindbmio é uma expressao algébrica forma-
da por um ou mais mondmios, chamados termos do
polinomio.

De modo geral, podemos expressar um poliné-
mio por:

P(x) = ax" + a_x"" + a
~tax’+ax+a,

(n-2)
hoX +

Nessa formula:
e X ¢ avariavel;

Quando um polinébmio nao apresenta mondmios
semelhantes, dizemos que ele é reduzido.

Exemplo:
P(x) = 4x® — 2x? + 4x — 1 (polindémio reduzido)

GRAU DE UM POLINOMIO

O grau de um polindmio é o valor do maior expoen-
te entre suas varidveis, desde que seu coeficiente nao
seja nulo. O grau de um polindmio P(x) é representado
por gr(P).

Dizemos que o termo independente de um polind-
mio reduzido é o mondémio de grau O.

Exemplo: )
maior expoente

o G(x) =3x* +4x — 2x5+ 6 —> gr(G) =5
(o termo independente € 6).

VALOR NUMERICO DE UM POLINOMIO

Quando atribuimos um valor para a varidvel de um
polindbmio e obtemos seu valor, dizemos que esse é o
valor numérico do polinémio.

Dado o polindmio P(x) = 2x® — 2x? + x — 5, o valor
numeérico para x = 3 é:

x=3—->P3)=2-3-2-32+3-5=34

Ou seja, 34 é o valor numérico de P(x) para x = 3.

RAIZ DE UM POLINOMIO

O valor complexo a é raiz do polindmio P(x), quando
obtemos valor numérico nulo para P(a).

Observe o polindmio H(x) = —x? + 4x — 4. Ao atri-
buirmos o valor x = 2, temos o valor numérico nulo:

H2)=-22+4-2-4=0
Dessa forma, x = 2 é raiz do polinébmio H(x).

IGUALDADE DE POLINOMIOS

Dois polinbmios séo iguais ou idénticos caso seus
valores numéricos sejam iguais para todo o € C. Ou seja:

P(x) = Q(x) & P(a) = Qo) (V ae C)

Por exemplo, considere os polindmios:

P(x) = ax® + bx? + cx + d

Q(x) = 2x® + bx? — 4x + 3

Para obtermos P(x) = Q(x), devemos ter a = 2,
b=5c¢c=-4ed=3.

ADICAO €E SUBTRACAO DE POLINOMIOS
A soma de dois ou mais polindmios é obtida so-
mando-se o0s termos semelhantes.
Por exemplo, considere os polinémios:
Pix) =x3+ x>+ x + 1
Qx) = 2x> — x =3
Vamos calcular a soma P(x) + Q(x).

2+ x2+ x +1
+ 2x? — x — 3
x3 + 3x? -2

Assim, P(x) +Q(x) resulta em x® + 3x% — 2.

De maneira analoga, a subtracao de polindmios
pode ser obtida por P(x) — Q(x) = P(x) + (—Q(x)).

Por exemplo, considere os polindmios:

Pix) =x>—x+ 2

Q(x) =x® + 2x> — b

Vamos calcular a diferenca P(x) — Q(x).

Note que o oposto do subtraendo é dado por
— Q(x) = —x®— 2x?+ b.

Dessa forma:

XX = x + 2— X2 = x + 2

- X3+2x? - b + —x® = 2x? + b
-x* = x*=x =7

Portanto, a subtracdo P(x) — Q(x) resulta em

- =x*=x+7

MULTIPLICACAO DE POLINOMIOS
A multiplicacao de dois ou mais polinbmios pode
ser obtida aplicando-se a propriedade distributiva.
Por exemplo, considere os polindmios:
P(x) = 3x — 4
Q(x) = =2x + 5
Vamos calcular a multiplicacao P(x) - Q(x).

P(x) - Q(x) = (3x — 4) - (—2x + b)

P(x) - Q(x) = 3x - (=2x) + 3x - 5 + (—4) - (—2x) +
+(=4)-5

P(x) - Q(x) = —6x? + 15x + 8x— 20

P(x) - Q(x) = —6x2 + 23x — 20
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RS Multiplicacdo -+ z-w = _PP [cos (6, +0,) +i-sen (0, + 6 )]
g P _ P A
‘ ....... Diviso Sz ) [cos(6,-6,,)+i-sen(6,-9,,)]
8 W
NUMEROS COM-
PLEXOS E SUA
FORMA TRIGO-
NOMETRICA Il
. ....... Potenciacdo Z" = p" (cos nB® + i - sen nb)

....... Radiciacago ~ w, = Q/E'[COS(M”M)+i.sen(9+n2knn
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POLINOMIOS |

E ..... Definigéo .......... P(X) _ aan + aer(n-l) — anfzx(m—Z) + ..+ aZXZ + ax=a;

i Grau

gr(P) =2

:---« Valor numérico

Considere os polindbmios :
P(x) =7x6-x +9e Adicao
G(x) = —x* = 3x +1 :

P(x) + G(x) = 7x8—x*+2x + 8

Subtracao

P(x) — G(x) = x5+ x* + 2x + 8

Multiplicacao

0 _ 7 _ 6 5 _ 4 2 _
P(X)'G(X)=7x1 21x7 = 7x% + x° = 9x* + 3x? - 28x + 9




EXERCICIOS DE APLICACAO

1. Espcex-SP/Aman-RJ - Se (1+i)~(cos%+isen%) =

=Xx+Iiy, em que i é a unidade imaginaria e x e y sédo
ndmeros reais, o valor de 3 -x+y &

\/6, c)%. e)?
b) V3. d) 3/6.

Escrevendo 1 + i na forma trigonométrica, temos:
) V2 W2 n.on

T+i)=v2+ —+—|=+2| cos—+isen—

(1+)=2 [ 2 2 \/—( 4 4)

. T . T T . T T . ¥
L« 141)-| cos — +isen— :\/E COS—+Isen— |-| CoOS —+1sen—
ogo, (1+) ( 12 12j ( 2 4) [ 12 12)

Portanto, \/§~x+y:\/§.§+§:\/§

2. Sistema Dom Bosco - Dados os niumeros complexos
7 = 2(cos15° + isen15°), w = /3(cos30° + isen30°) e
k = 4(cosdb® + isendb°):

a) Calcule z - w - k.

b) Calcule W e K.
z z

a) Da férmula de Moivre, temos:

z-w-k =[2(cos15°+isenl5°)] -

. [\@(00530‘4 isen30°)]»|:4(cos45°+isen45°):|a

2wk =2:/3-4[(cos (15°+30°+45°) +isen (15°+30°+45°)] —
z-w -k =8y3[(cos 90° +isen90°]

b) Para W temos V3 (cos30° +isen30°)
z 2(cos15°+isen15°)
Moivre, obtemos:

W g <[cos(30°-15°) +isen(30° - 15°)] = €~[cos1 5° +isent5°]
z

. Da mesma férmula de

Ja K _ 4(cos45° +isend5°)

z  2(cos15°+isen5°)

L g-[cos(45° —15°) +isen(45°—15°)] = 2-(cos 30° +isen30°)
z

3. Sistema Dom Bosco C5-H19

Na engenharia elétrica utilizam-se os nimeros comple-
x0s nos estudos de impedancia e fasores, por exemplo.
Esta utilizagdo é de extrema importéncia, ja que sem os
numeros complexos o célculo seria extremamente difi-
cil. Assim sendo, a fim de iniciar os estudos com seus
alunos, o professor da turma de engenharia elétrica de-
cidiu relembrar alguns conceitos sobre nimeros com-
plexos. Para isso, forneceu as seguintes suposicoes:

I.O niimero complexo 1 + i pode ser representado

T . T
como 2| cos=+isen— |.
[ 4 4)

Il. Para z:Z[Congseng), o valor de
z8 =64(cos£+isen£j,
3 3

.Se z=2|cosZ+isen®| e w=3|cosE+isen™
4 4 2 2

- 3n . 3n]
entdo z-w =6| cos—+isen—
4 4

Das suposicoes acima, acertaram os alunos que mar-
caram como corretos os itens:
(eie

a)l c) Il
b) Il dlell
Analisando cada item, temos:

Nz=1+i>z=VE+E=+2

O argumento é dado por:

sonp R 1 _V2
lZ V2 2
a 1 2 n
p= = _=N2 ,9=-"
TITR T2 7T

Assim, z= \/f(cosgﬂseng] (portanto, correta).

.. T . :
1) zzZ(cosgﬂseng). Da férmula de Moivre, temos que:
2° = Zﬁ(cos%+ isen%r) =64(cos2n+isen2m) (incorreta)

1) z=2 cosEJrisenE ew=3 cosﬁﬂsenE
4 4 2 2

. T no.n oM. nT
z-w=2{cos—+isen— |-3| cos—+isen— [=2-3 | cos| —+— |+isen| —+—
4 4 2 2 4 2 4 2
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3n . 3n
z-w=6 cosT-HsenT , (portanto, correta)
Assim, acertou quem assinalou os itens | e Ill como corretas.

Competéncia: Modelar e resolver problemas que envolvem varidveis so-
cioecondmicas ou técnico-cientificas, usando representacoes algébricas.

Habilidade: Identificar representacbes algébricas que expressem a
relacdo entre grandezas.

4. PUC-RJ - Sabendo que 1 é raiz do polindémio p(x) =
= 2x3 — ax? — 2x, podemos afirmar que p(x) é igual a:

a) 2x23(x—2)

(b) 2x(x—1)(x+1)
c) 2x(x2—2)
d) x(x—=1)(x+1)
e) x(2x2—2x—1)

Do enunciado, temos que 1 é raiz de p(x). Portanto, p(1) = 0:
2-1%=a-12-2-1=0

2-1-a-1-2=0

2-a—-2=0—->a=0

Assim:

p(x) =2x° = 0 - x — 2x = p(x) = 2x° — 2x = p(x) = 2x(x*> — 1) =
— plx) = 2x(x = 1)(x +1)

5. Sistema Dom Bosco — Se o polindmio P(x) = x® +
+ 3x + 2 for multiplicado por g(x) = x2 — 3, obtemos:

a) um polindémio de grau 3 dado por x>+ 6x3 + 11x + 6

@um polindmio de grau 5 dado por x° + 2x2 — 9x — 6
c) um polinédmio de grau 5 dado por x° + 6x3 +
+2x2—-9x — 6
d) um polinémio de grau 3 dado por 3x3 — 9x + 6
e) um polindémio de grau 5 dado por x4+ 2x2 + 9x — 6

Dados P(x) = x3 + 3x + 2 e g(x) = x2 — 3, temos que P(x) - g(x) seréa:

(x3 4+ 3x + 2) - (x2 - 3) = x5+ 3x3 + 2x2 — 3x3 — 9x — 6 =
=x"+2x2 - 9x — 6

6. EEAr-SP — Dado o polindmio: ax® + (2a + b)x? +
+cx +d —4 =0, os valores de a e b para que ele seja
um polinémio de 2° grau sao

a)Ja=0eb=0

bjJa=1eb=0
@a=0eb¢0

dja=-1Teb=0

Para que um polindbmio seja de 2° grau, o maior expoente do polindmio
deve serigual a 2.

Assim, temos que o termo a® deve ser nulo. Logo, a = 0.

Ja o termo (2a + b)x? deve ser diferente de zero. Logo, 2a + b = 0.
Comoa = 0:

200 +b =0

Entéo, b # 0.




EXERCICIOS PROPOSTOS

<
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7. FGV-SP - Seja Z um numero complexo cujo afixo P O numero complexo z é ‘E
estéa localizado no 12 quadrante do plano complexo, e a) 16i p
sejam |, II, I, IV e V os afixos de cinco outros nimeros b 32.' E
complexos, conforme indica a figura seguinte. ) 32i.
: c) 16+16i.
eixo imaginario d) 16+16 V/3i.
P g e) 32+323i.
®
%
[ ]
o eixo real
1
I
(]
\
[ ]

Se a circunferéncia tracada na figura possui raio 1 e
estd centrada na origem do plano complexo, entao o

afixo de 1 pode ser
z

a)l. b) Il c) . d) IV. e) V.

9. EEAr-SP - Considere P(x) = 2x® + bx? + cx, tal que
P(1) = —2 e P(2) = 6. Assim, os valores de b e ¢ séao,
respectivamente,

a)le2
b)1e-2
c)-1e3
d)-1e-3

8. Cefet-MG ~ Considere as raizes complexas w,, w,, w,,
w,, w, da equacdo w, =z, onde z € C representadas
graficamente por

eixo imaginério
2| w,
WZ
20| "
-2 0 2
eixo real
W,
3 W4
-2




~
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2 10. UNESP - Sendo x um numero real maior que 3@ area
=3
=
= de um retangulo é dada pelo polindmio 3x2 + 19x —14.
< A 7 . A .
= Se a base desse retdngulo é dada pelo polindmio x + 7,
o quadrado da diagonal do retangulo é expresso pelo
polindmio:
a) 10x2 + 26x + 29 d)4x? + 2x + 53
b) 10x? + 53 e) 10x? + 2x + 53
c) 10x?> + 65

12. Unicamp-SP - Seja (a,b,c,d) uma progressao geomé-
trica (PG) de numeros reais, com razédo g #0 e a # 0.

Mostre que x = 1 € uma raiz do polindmio cubico p(x)
q

=a + + bx + cx2 + dx3.

11. Sistema Dom Bosco - Dado o nimero complexo
z = -1, assinale a alternativa que representa o produto
das raizes cubicas deste numero.

a)1 c) —%+i§ e)-1
3 1 3
b)1+|7 d) _§+|7

13. PUC-RJ - Considere o polindmio p(x) = x> + bx + 3 e
assinale a alternativa correta.

a) O polindmio tem pelo menos uma raiz real para todo
beR.

b) O polindbmio tem exatamente uma raiz real para
b =12

c) O polindmio tem infinitas raizes reais para b = 0.

d) O polindmio ndo admite raiz real para b = 1+L.
V3
e) O polindbmio tem exatamente trés raizes reais para
b =mn.




14. Espcex-SP/Aman-RJ (adaptado) — Seja a igualdade

E—g—(cosﬁﬂsenﬁj4 onde i é a unidade imaginaria
3 5 6 6)’ '

Se a e b sdo numeros reais, entdo qual é o quociente a
b 16. UEFS-BA - Os nimeros complexos z e w tém maddulos

|z| = |w| = 1. Se z, w e seu produto zw formam, no
plano de Argand-Gauss, os vértices de um tridangulo
equilatero, é correto afirmar que:

a)z é real.

bjw=+1ouw = +i

c) zw é um imagindrio puro.

d) a parte real de w é positiva.

e) z e w sdo complexos conjugados.

15. UFU-MG - O polindmio p(x), na variavel real x, é
obtido por meio da multiplicacdo sucessiva de ter-
mos de tipo (x - i) parai =1, 2,..., k. Desse modo,
p(x) = (x — 1) (x = 2)? ...(x — k), sendo k um niimero
natural constante.

Se o grau de p(x) é igual a 210, logo k € um nUmero:
a) primo ¢) multiplo de 7
b) divisivel por 5 d) impar

17. ITA-SP - Considere o polindmio
P(x) = x* = (14 23)x* +(3+23)x2 = (1+ 43 ) x + 2.

a) Determine os nUmeros reais a e b tais que p(x) =
= (x> + ax + 1)(x? + bx + 2).

b) Determine as raizes de p(x).

ESTUDO PARAO ENEM

18. Sistema Dom Bosco C5-H22 eixo imaginario

Um grupo secreto se reine mensalmente com todos
0s seus membros e, para isso, codificam o horério do

encontro utilizando nimeros complexos. \ /
- T . T ~ —
Eles utilizam os numeros z=2(cos§+|sen§) e
T . T . - : eixo real
w =1 cos—+isen— | e definem o horario com base : —
6 6 :
/ \

em operacoes entre eles, de modo que seus afixos
representem as extremidades dos ponteiros do relégio.
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S Neste més, a hora é definida fazendo = e o minuto 20. UFF_{J (adaptado) . -
= ‘ . w feranci No jogo Batalha Complexa sdo dados nimeros com-
= azendo z - w. Assim, sabendo que a circunferéncia : plexos z e w, chamados mira e alvo respectivamente.
'<ET: em que o relégio estéa inserido tem didametro igual a 4, O tiro certeiro de z em w é o niUmero complexo t tal
0 horério da reuniao deste més é: : que tz = w.
a) 12h ¢) 16h e) 12h10 o
b) 14h d) 14h30 magiarto l2l=2
Z
30° real
30°
|w|=4
w
Considere a mira z e 0 alvo w indicados na figura acima.
O tiro certeirode zem w é
a) Y3 _1, ¢) V3-i e) Y3, 1,
2 2 2
b) V3 +i d)-J/3-i
19. UNESP (adaptado) C5-H21
Um professor de matematica passou o seguinte desafio
para 0s seus alunos, em uma aula sobre polindmios:
. 2
“Sendo x um numero real maior que 3 a érea de um
retangulo é dada pelo polindmio 3x?> + 19x — 14. Se a
base desse retangulo é dada pelo polinémio x + 7. o
quadrado da diagonal do retangulo € expresso por qual
polindmio?” O polindbmio encontrado é
a) 10x? + 26x + 29
b) 10x? + 53
c) 10x? + 65
d) 4x% + 2x + 53
e) 10x2 + 2x + 53




POLINOMIOS Il

DIVISAO DE POLINOMIOS: METODO DA CHAVE

Para dividir dois polinbmios, necessariamente o grau do dividendo deve ser maior
ou igual ao grau do divisor.

Dessa forma, toda divisdo satisfaz a seguinte condicao:

D(x) = Qx) - dix) + R(x)
Dividendo  Quodente DWisor  Resto

O grau do polinémio dividendo serd sempre igual a soma dos graus dos polino-
mios quociente e divisor. Além disso, o grau do polinbmio resto é sempre menor
que o grau do divisor.

Para realizarmos a divisao entre dois polindmios, seguimos 0s passos utilizados
no exemplo a seguir.

Com base nos polinémios P(x) 5 2x® 1 x> 1 x 1 1 e Q(x) 5 x>~ 1, vamos obter
P(x) 4 Q(x)

¢ 1. Encontramos o quociente entre o termo de maior grau do dividendo e o termo
de maior grau do divisor.

2x3 X2 ----- »2x3 + x2+ x + 1 XN
2X

e 2. Multiplicamos o termo obtido pelo divisor e subtraimos o resultado do dividendo,
obtendo assim um novo dividendo.

— 93 0
2x + 2X v 2x

X2+ 3x + 1 <------- Novo dividendo

¢ 3. Obtemos o novo termo do quociente e continuamos a divisdo até encontrar um
polinbmio de grau menor que o divisor, que sera o resto da divisao.

A
XPaoxt=1 eeeeee- > 23 +x2+ x+ 1 x? =1
=& + 2x 2x + 1
x? + 3x + 1
- x? + 1
MK A 2 Je=m==== Resto
)

Note que o grau de 3x + 2 é menor que o grau do divisor (x> —1). Isso indica que
a divisao foi concluida. Dessa forma:

Qx) = 2x + 1 R(x) = 3x + 2

DISPOSITIVO PRATICO DE BRIOT-RUFFINI

O método para dividir polinémios quando o divisor é do tipo (x —a), sendo a um
numero inteiro. Esse método é chamado dispositivo pratico de Briot-Rufini.

Divisao de polinémios:
método da chave

Dispositivo pratico de
Briot-Rufini

Teorema do resto
Teorema de D'Alembert
Teorema do fator

Rafzes inteiras de um
polinémio

HABILIDADES

Aplicar as técnicas de
divisdo de polindmios.

Reconhecer situagtes em
que se utiliza divisdo de
polindmios.

|dentificar em quais
situagdes pode ser aplicado
o dispositivo pratico de
Briot-Rufini.

Aplicar as propriedades de
polindmios.

Identificar em quais
situagdes tais propriedades
podem ser utilizadas.
Pesquisar raizes inteiras em

polinémios com coeficien-
tes inteiros.

MATEMATICA 1
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Observe na préatica como aplicar o dispositivo prati-
co de Briot-Rufini na divisdo de (x> + 1) : (x — 2).
e 1. Escrevemos os coeficientes de todos os termos

do dividendo ordenados de modo decrescente,
desde o de maior grau até o termo independente.

‘ 1 0 1

e 2. Colocamos a esquerda o oposto do termo inde-
pendente do divisor — ou seja, o nUmero inteiro a,
que nesse caso é 2.

2 ‘ 1 0 1

e 3. Copiamos o primeiro coeficiente na linha dos re-
sultados.

JEEE EREN

* 4. Multiplicamos esse coeficiente da linha dos resul-
tados pelo nimero a e somamos ao coeficiente
seguinte. Realizamos esse processo para todos
os coeficientes do dividendo.

| ©1-4

2 ‘ 1 0
‘ 1 2 5
Resto

O ultimo nimero na linha dos resultados é o resto.
Os demais correspondem aos coeficientes do poliné-
mio quociente, cujo grau é uma unidade menor que o
grau do dividendo. Dessa forma:

Qx) =x + 2 R(x) =5

—_

TEOREMA DO RESTO

Considerando um polinémio P(x), com gr(P) = 1, o
resto de sua divisao por (x — a) é dado por P(a).

R = P(a)
Ou seja, o resto da divisdo de P(x) por (x — a) é P(a).

TEOREMA DE D'ALEMBERT

Se P(x) for divisivel por (x — a), dizemos que a é raiz
de P(x). Ou seja, P(a) = 0.

Como P(x) é divisivel por (x — a), concluimos que o
resto da divisdo de P(x) por (x — a) é nulo. Pelo teorema
do resto, R = P(a) = 0. Logo, a é raiz de P(x).

TEOREMA DO FATOR

Se a é uma raiz do polinémio P(x) de grau n (n > 0),
entéo (x — a) € um fator de P(x).

Ao dividirmos P(x) por (x — a), obtemos o quociente
Q(x) e o resto R, sendo R = P(a).

RAIZES INTEIRAS DE UM POLINOMIO

As raizes inteiras de um polinémio com coeficientes
inteiros séo divisores do termo independente.

Tomemos como exemplo o polindmio P(x) = x* +
+ 2x% — 3x? - 6x + 2, embora esse método seja valido
para polinbmios de qualquer grau.

Se a é uma raiz inteira de P(x), pelo teorema do
resto, P(a) = 0. Ou seja:

Pla=a*"+2-a*-3:a’-6:-a+2=0
Assim:

a-(@+2a?-3a-6)+2=0

a(@® +2a*-3a-6)+2=0->

—>a~|<+2=0—>|<=—Z
a
k=2
a

Ou seja, a raiz a € um divisor do termo indepen-
dente (2).

Exemplo:

Quais séo as raizes inteiras do polindémio P(x) =
=2x3—x?-bx-27?

As possiveis raizes inteiras do polinémio P(x) serdo
os divisores do termo independente -2, ou seja, =1
ou £2.

e Parax=1,temos:2-1-5-2=-6=0.

e Parax =-1,temos:-2-1+5-2=0.

e Parax =2,temos: 16-4-10-2 = 0.

e Parax =-2,temos:-16-4+ 10-2 =-12 = 0.

Logo, as raizes inteiras de P(x) séao -1 e 2.



ROTEIRO DE AULA

POLINOMIOS 1l

Divisao

Considere os polindmios P(x) = 3x® — 2x + 4
e D(x) = x? — 1. P(x) : D(x) resulta em:

3x° — 2x + 42 X2 =1
—3x° + 3x 2X
Q(x) =3xeRx)=x+4

Briot-Ruffini

Considere os polindmios P(x) = 2x® — 3x? +
x—-5eD(x) =x—1

Utilizando o dispositivo préatico de Briot-Ruffini,
P(x) : D(x), resulta em:

Q(x) = 2x?> + bx + 6 e R(x) = 1

=
<<
g
=
=
=
<
=




=
<
=
=
=
=
<
=

ROTEIRO DE AULA

Teorema do resto

Se um polinémio P(x), com gr(P) = 1, o resto de sua divisao por (x — a) é dado por P(a).

Teorema de D'Alembert

Se P(x) for divisivel por (x — a), dizemos que a é raiz de P(x), ou seja, P(a) = 0.

Teorema do fator

Se a é uma raiz do polindmio P(x) de grau n (n > 0), entao (x — a) é um fator de P(x).

Raizes inteiras de um polinémio

As raizes inteiras de um polinémio com coeficientes inteiros sdo divisores do termo independente.




EXERCICIOS DE APLICACAO

S
1. ESPM-SP - O resto da divisdo do polindmio x° — 3x2 + 1 contém o gréafico que melhor expressa o rendimento ‘E
pelo polinbmio x2 — 1 é: deste cliente: ",E‘
a)x —1 : a) R$ =
b)x +2 130
c)2x — 1
d)x + 1 120

X -2 100

Pelo método das chaves, temos:

X5 — 3x2 + 1 X2 =1 10
—x5 4+ x3 x3+x—3 :
X2 —3x2+ 1
—x3 + X
—3x2+ x +1
—(=3x2 + 3)
X —2
Entédo, r=x-2eQx) = x® + x — 3.

b) R$

c) R$
180 F--tr-mmmmme e

2. UEG-GO (adaptado) — Dividindo o polinémio P(x) = :
= 3x® 4+ 5x? — 12x + 5 pelo polinémio D(x) = x> + 2x — 120p---mmmmmmmmmp
— 5, qual seréd o quociente Q(x) e o resto R(x)? :
Fazendo a diviséo:

3x2 + bx?2 — 12x + 5 x2+2x — 5

100 f------

[N Y S —

—3x% — 6x% + 15x 3x—1
00— x2+3x+5 3 t
X2+ 2x —5
0+ bx

Temos que Q(x) = 3x — 1 e R(x) = bx

e) R$

3. Sistema Dom Bosco C5-H21

Em uma corretora de investimentos, fez-se um estudo

para prever o rendimento mensal de um cliente. Apds

diversos calculos, verificaram que o grafico do rendi-

mento em funcdo do tempo poderia ser obtido pelo 100
quociente da divisao entre 10t* + 50t?- 480t + 200 :

e t?— bt + 2. Assim sendo, assinale a alternativa que : t
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Como o gréafico do rendimento é obtido pelo resto da divisdo dos po-
lindmios 10t® + 50t — 480t + 200 e t? — 5t + 2, utilizando o método
das chaves, temos:

10t® + 50t? — 480t + 200 |t? — 5t + 2

—10t® + 50t? — 20t 10t +100
100t? — 500t + 200
—100t? + 500t — 200
0
Assim, o quociente ¢ 10t + 100. Logo, serd uma reta crescente com
inicio em 100.

Competéncia: Modelar e resolver problemas que envolvem varidveis
socioecondmicas ou técnico-cientificas, usando representagoes algé-
bricas.

Habilidade: Resolver situacao-problema cuja modelagem envolva co-
nhecimentos algébricos.

4. PUC-RS - O polindmio p(x) = ax® + bx? + cx, em R,
¢ divisivel por (x — 1). Podemos afirmar que p(p(1)) €
a) —1
(b)o
c)1
dla+b+c
e)l—a+b-c
Se p(x) é divisivel por (x — 1), pelo teorema do resto, x—1=0—>x = 1.
Assim, p(1) = 0.
Logo, p(p(1)) =p0) =a-03+b-02+c-0=0.

5. Unicamp-SP - Considere o polindmio x” + x™ + 1, em
que n>m = 1. Se o resto da divisdo de p(x) por x + 1
é igual a 3, entéao
néparemépar
b)n é impar e m é impar
c) n é pare m é impar
d)n é impar e m é par
Do enunciado, o resto da divisdo de p(x) por x + 1 é 3. Portanto:
PEN =3 1)+ )"+ 1=3= 1)+ ()" =2

Como um numero negativo elevado a um ndmero impar é negativo, m
e n devem ser pares para que o resultado seja possivel.




6. UNESP (adaptado) — O polindmio P(x) =ax3+2x +b
é divisivel por x — 2 e, quando divisivel por x + 3, deixa
resto —45. Nessas condicbes, encontre os valores de
aeb.

<<
g
=
=
=
<<
=

Com base no enunciado e no teorema do resto, P(2) = 0 e P(-3) = -45.
Assim:

a-22+2-2+b=0—>8a+4+b=01()

al-3)° + 2(-3) + b=-45—>-27a-6 + b =-45(ll)

Multiplicando a equacéo | por -1 e fazendo | + II:
-35a - 10 = -45 — -35a = -35. Ou seja, a = 1.
Substituindo a na equacéo

8- 14+4+b=0->b=-12

Assim,a=1eb =-12.

EXERCICIOS PROPOSTOS

7. URJF-MG - Dado o polindmio p(x) = ax® + bx? + cx + d
com a, b, c e d nimeros reais.

Qual deve ser a relagdo entre os numeros a, b, c e d
para que o polindmio p(x) seja divisivel pelo polindmio

x? +17?
aja=—d;c=d
b)a=c;b=d

c)a=—-c b=—-d
dlja=d;c=-b
ela=b=c=d

9. Sistema Dom Bosco — Da divisao de P(x) por Q(x),
obtém-se o resto 4. Considerando P(x) = x® + ax + b
e Q(x) =x?+x+ 2, ovalordea + b é:
a)2 c)3 e)4d
b)-2 d)-3

8. Espcex-SP/Aman-RJ - O polindmio f(x) = x°=x% + x> + 1,
guando dividido por x* - 3x + 2, deixa resto r(x). Sabendo
disso, o valor numérico de r(-1) é
a) —10. c) 0. e) 10.

b) —4. d) 4.




E, 10. Unicamp-SP - Considere o polindmio p(x) = x® — x% + 12. UNESP - A equacéo polinomial x*-~ 3x? + 4x -2 = 0
E + ax — a, onde a € um numero real. Se x = 1 é a Unica : admite 1 como raiz. Suas duas outras raizes séo:
|"'E—" raiz real de p(x), entdo podemos afirmar que a) (1+\/§ . i) e (1_J§ . ])_
s @la<0. bl +ie-.

b)a< 1. : . .

c)(2+0)e(2-i).
c)a>0. ) )
d)a>1. d) (-1 +i)e1-i)

e) (-1+43 i) e (-1-+3 ).

13. UEG-GO - A divisdo do polindbmio x® + 2x> — bx — 6
por (x + 1) - (x — 2) é igual a:

: a)x =3

11. Fuvest-SP — O polindmio P(x) = x3 - 3x2 +7x — 5 possui b)x + 3

uma raiz complexa & cuja parte imaginaria é positiva. A c)x — 6

parte real de &3 é igual a d)x + 6

a)-1 ;

b)-7

c)9

d) 10

e)12




14. FGV-SP (adaptado) — Sabendo-se que o resto da di-
visdo do polindmio P(x) = x® — x?+ 2+ 2 porx — 3 é
igual a 4% — 220, qual é o valor de k?

15. UFRR (adaptado) — O polindmio do terceiro grau com
coeficientes reais, P(x) = x*>~ 3x? + 6x — 8, tem duas
raizes complexas z, e z, e uma raiz real x = 2. Podemos
afirmar que a soma das raizes complexas z, e z, &7

16. Unicamp-SP — Sejam p(x) e g(x) polindmios com coe-
ficientes reais. Dividindo-se p(x) por g(x), obtém-se
quociente e resto iguais a x> + 1. Nessas condicoes, é
correto afirmar que:

a) o grau de p(x) € menor que 5.
b) o grau de g(x) € menor que 3.
c) p(x) tem raizes complexas.

d) g(x) tem raizes reais.

17. UERJ - Observe o grafico da funcdo polinomial de R
em R definida por P(x) = 2x3 - 6x2 + 3x + 2.

P(x)
3

-1 0 1 \2 3 «x
-1

Determine o conjunto solugao da inequacao P(x) > 0.
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18. Sistema Dom Bosco C5-H22

Um professor de Matematica tem dois filhos, um de
15 anos e outro de 17. Como os filhos eram bons alu-
nos, o pai decidiu aumentar as mesadas fazendo uma
brincadeira para que os filhos pudessem descobrir de
guanto seria este aumento. Para isso, deu aos filhos
0s polindmios A(x) = 6x* — x® — 9x? — 3x + 7 e B(x) =
= 2x% + x + 1 e disse que, para descobrirem quanto
cada um ganharia a mais na mesada, deveriam subs-
tituir o valor de sua idade no polinémio encontrado no
resto da divisao de A(x) por B(x). Assim, os valores
aumentados na mesada do filho mais velho e do mais
novo foram respectivamente:

a) 68 e 60 c)80e72 e)80 e 68
b) 60 e 68 d) 72 e 80
19. Sistema Dom Bosco C5-H21

Em um jogo de matematica desenvolvido para treina-
mento das técnicas aprendidas nas aulas de diviséo e
multiplicacdo de polindmios, foram fornecidos 3 dados,
um com polinémios de grau 3, outro com polinémios
de grau 2 e um com as operacdes de multiplicagéo e
divisao. Os alunos em duplas deveriam jogar os dados
e realizar a operagao entre os polindmios obtidos. As-
sim, na primeira rodada do jogo, nos dados constava a
seguinte combinacéo:

Dado 1: x® + 2x2 — 1
Dado 2: Divisao
Dado 3: x> + x + 2

Apbs resolver a operacédo, o quociente e o resto obtidos
foram respectivamente
a) -3x —3ex +1
b)x +1e3x + 3
c)x—1e-3x—3

djx+1e—-3x—-3
e)Jx—1e3x —3

ESTUDO PARAO ENEM

20. UFSM-RS C5-H21
Para avaliar as vendas em 2013, o setor de planejamen-
to de uma empresa utilizou a funcdo polinomial
N(t) = t2 — 21t? + 126t + 304

em que N representa o numero de tablets vendidos
no més t, comt = 1 correspondendo a janeiro, t = 2
correspondendo a fevereiro e assim por diante.

De acordo com os dados, o numero de tablets vendidos
foi igual a 480, nos meses de

a) fevereiro, julho e novembro.

b) fevereiro, agosto e novembro.

c) fevereiro, agosto e dezembro.

d) marco, agosto e dezembro.

e) margo, setembro e dezembro.




EQUACOES ALGEBRICAS

RELACAO DAS EQUACOES ALGEBRICAS

Equacao polinomial ou algébrica é toda equacdo que pode ser escrita na forma:

n (n—1) (n—2) 2
ax" + a x4+ g xn-2 4 + ax? +

+ax+a,=0(coma_ =0)

Nesse tipo de equacéao:
° a,a,a, ., a_, ea_ sado chamados coeficientes e pertencem ao conjunto
dos nimeros complexos;
® nrepresenta o grau da equacao e n € N*.
Nas equacoes a seguir, observe a determinacao do grau de cada uma e de seus
coeficientes.

Exemplo 1:

4x + 5 = 0 € uma equacéo do 1° grau, e seus coeficientes sdoa, = 4 e a, = 5.

Exemplo 2:
x? = 3x + 4 = 0 é uma equacéo do 2° grau, e seus coeficientes sdoa, = 1, a
=—-3ea, =4

1

Exemplo 3:
—2x? + x* — bx + b = 0 é uma equacao do 3° grau, e seus coeficientes séo a,
=1,a,=-2a =-5ea, =5.

RAIZ OU ZERO DE UMA'EQUACAO ALGEBRICA

Raiz ou zero de uma equacéo algébrica é todo valor a (oo € C) para x de modo a
satisfazer a igualdade. Ou seja, dada a equacéao algébrica:

n (n—1) (n—2) 2 =
ax"+a X +a, X + .. +ax*+ax+a,=0(oma_ =0)

Ao substituirmos x por o, a igualdade € verdadeira.
Exemplo:

x? — 7x + 10 = 0 admite x = 5 como raiz:
(6)2—7(6) +10=25—-35+10=0

OBTENCAO DAS RAIZES DE UMA EQUACAO ALGEBRICA

O conjunto das rafzes de uma equacao algébrica é também chamado
conjunto-solucao.

Sabemos que equacodes do 12 grau, de modo geral, sédo solucionadas da seguinte

forma: ax + b = 0 (coma = 0) — x=—%.

Ja equacoes do 2° grau podem ser solucionadas utilizando a férmula de Bhaskara:

—-b+JA
a

ax?> + bx +c=0(coma=#0)—> x= em que A = b? — 4ac

Porém, solucionar equacdes de grau maior que 2 por meio de férmulas
gerais € um processo mais complexo.

0 gue sdo equagdes
algébricas?

Raiz ou zero de uma equa-
¢do algébrica

Relacdes de Girard

Pesquisa de raizes
racionais de uma equagao
algébrica de coeficientes
inteiros

Raizes complexas ndo reais
em uma equagao algébrica
de coeficientes reais

HABILIDADES

|dentificar uma equagao
algébrica.

Usar técnicas j& conhecidas
para obter suas raizes.

Reconhecer os coeficientes
e 0 grau de uma equagao
algébrica.

Reconhecer a aplicagdo

de relagGes de Girard na
resolugdo de equagoes
algébricas.

Aplicar a pesquisa de raizes
racionais para solucionar
equacoes algébricas de
coeficientes inteiros.

Identificar as raizes de
equagdes algébricas quan-
do estas sdo complexas e
nao reais.

MATEMATICA 1




Decomposicao em fatores de 12 grau
Teorema fundamental da &lgebra:
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Toda equacao algébrica do tipo p(x)= 0, em gue p(x) € um polindmio de grau
n(n = 1), tem pelo menos uma raiz complexa (real ou néo).

De modo geral, dado o polindmio de grau n(n = 1):

= (n—=1) (n—=2) 2
p(x) ax" + a _xb + a _xb + ...+ ayx +
+ax + a,
Se x,, X,, ..., X s&o raizes de p(x), podemos escrevé-lo desta forma:

p(x) = (X = X)X = X )(x = x,)... (x = x) -q.(x), comqg.(x) =a,

Entéo:
p(x) = a (x — x)(x = x,)(x = x,)... (x = x ), da qual x_sao as raizes de p(x) e
a, € o coeficiente de x".

Multiplicidade da raiz

Por meio da decomposicdo de um polindmio p(x) de graun = 1 em um produto
de n fatores do 1¢ grau, podemos encontrar dois ou mais fatores idénticos.

Em uma equacéao algébrica de grau n(n = 1), obtemos n raizes, das quais al-
gumas podem ser iguais, ou seja, toda equacao algébrica de grau n = 1 tem, no
maximo, n raizes diferentes.

A multiplicidade de uma raiz é o nimero de vezes em que ela se repete na
solucao de uma equacao algébrica.

EXERCICIO RESOLVIDO

1. Escreva o conjunto-solucdo da equa- Assim, podemos obter g(x) dividindo
cdo x* — 9x3 + 30x? — 42x + 20 = 0, p(x) por x*> — 6x + 10:
sabendo que 3 + i € uma raiz da equagao.
x4 —9x° +30x% —42x + 20 X2 —6x+10
Resolucio i
—x4 —6x° +10x? X2 —3Xx+2
Sabemos gue, se o numero complexo
3 + i éraiz do polindmio p(x) = x* — —3x°+20x* -42x+20
- 9)(3 =P 30)(2 - ,42X, aF 20, entao seu +3x3 —18x2 +30x
conjugado também é raiz.
2x%2 —12x+20
Dessa forma, podemos escrever a
equacao da seguinte forma: —-2x?+12x-20
p(x) =[x =@+l [x = (3=l qglx) < 0
p(x) =[x = 3) =il - [(x = 3) +i]- q(x) & Assim, fazendo x? — 3x + 2 = 0 e utili-

zando a férmula de Bhaskara, obtemos

pix) =[x = 3) = 1] - qlx) & asraizesx, =2ex, =1

p(x) = (x* = 6x + 10) - alx) Dessa forma, S = {3 +i,3 — i, 2, 1}.

RELACOES DE GIRARD

Consideremos a equacao algébrica do 2° grau ax? + bx + ¢ = 0 (a # 0), cujas
raizes s@o x, e x,.

Soma das raizes:

(x+x)—b<—>x+x— b
1 2 a 1 2 a
Produto das raizes:

_C
X1‘X2—g



Agora vamos considerar a equacao algébrica do
32 grau ax® + bx? + cx + d = 0 (a = 0), cujas raizes
S80 X, X, € X,.

b b
(X Xy Xy ) == X X, F Xy = ——
a a
e
XX 4 XX + XX =
XXX =3 5 X%, =3
17227%3 a 1722773 a

De modo geral, se considerarmos a equacéo algé-
bricade graun:a x"+a _x"'+ +a X7+ ..+ ax’
+a,x +a, = 0, cujas raizes sdo x,, X,, X, X,, ..., X, S80
vélidas as seguintes relacoes:

1. A soma das raizes é:

an—1
X+ X, +Xg .+ X, =——
n
2. O produto das n raizes é:
n ao
Xy X X Xy = (<1 2
n
3. A soma dos produtos das raizes, quando tomadas:
a) duas a duas, é:
an—Z
a

XXy + X Xg + .o F XX, =
n

b) trés a trés, é:

a
n-3
XXoXg + XXXy o+ X X X, ==

a

n
c) quatro a quatro, é:

an—4
XX X3 Xy + XX, X3 X5 +...+ X g XX Xy = ——

n
E assim sucessivamente.
Essas relacoes entre as raizes e os coeficientes
de uma equacéo algébrica sdo denominadas relagoes
de Girard.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

2. Sistema Dom Bosco — Uma equacéao algébrica do 3¢
grau tem raizes -1, 1 e 2. Sabendo que o coeficiente do
termo de 32 grau é 2, determine os outros coeficientes e
escreva a equacao.

Resolucao

Se a equacao é de 32 grau e o coeficiente do termo de
3e grau é 2, sua forma é 2x® + bx? + cx + d = 0.

Assim:

x1+><2+x3=—1+1+2=2a—%=2%b=—4

x1~x2+x1-><3+x2-x3:—1—2+2:—1%E:—1—>
=2
Xy X, Xg =(—1)-1-2=—2%—g=—2%d=4

Logo, os outros coeficientessaob =4,c=-2ed = 4.
E a equacao pedida é 2x® — 4x? - 2x + 4. = 0.

3. Sistema Dom Bosco — Resolva a equagao x* + x® - 7x?—
-x+6=0.

PESQUISA DE RAIZES RACIONAIS
DE UMA EQUACAO ALGEBRICA DE
COEFICIENTES INTEIROS

Uma propriedade que auxilia a pesquisa das raizes
racionais em uma equacao algébrica de coeficientes
inteiros é:

, . p :
Se o numero racional a com p e q primos

entre si, for raiz de uma equacéo algébrica de coe-

ficientes inteiros a x" + a__ x"' + a_,x"? + ..+
o " " A W

+ a,x + ax + a, =0, entdo p € divisor de a e q

¢ divisor de a,.

RAIZES COMPLEXAS Nﬁ,o REAIS
EM UMA EQUACAO ALGEBRICA DE
COEFICIENTES REAIS

Vamos considerar a equagao algébrica x?—2x + 2 =
0, em que todos os coeficientes sao reais e que pode
ser resolvida pela férmula de Bhaskara:

2+-4
X=———— &
2
2+2i
OX=——
2
ox,=1T+iex,=1-1

Observe que araiz 1 + i € um nimero complexo
nao real e que a outra raiz (1 — i) & seu conjugado.

Se uma equacao polinomial de coeficientes reais
admitir como raiz o nimero complexo a + bi, com b =
0, seu conjugado a — bi também sera raiz da equacao.

Resolucao

Pela equagao dada, temos a, = 6 e a, = 1. Entdo:
p édivisorde 6 - pe {-1,1,-2, 2, -3, 3, -6, 6}

q é divisorde 1— g € {1, 1}

Pela propriedade, as possiveis raizes racionais sao:
%{—1, 1, -2, 2, -3, 3, -6, 6}

Ao pesquisar, concluimos que x, = =1 e x, = 1 s3o raizes
da equacéo. Aplicando o teorema de DAlembert, obtemos:
-1 1 1 -7 -1 6
1 1 0 -7 6 0
1 1 -6 0

p(x) =(x+ 1) - (x=1)glx) =0eql(x) =x>*+x-6

Ao resolver a equagao x> + x — 6 = 0, obtemos x, =
2ex,=3.

Logo, S = {-1,-3, 1, 2}.

=
<<
g
=
=
=
<
=




<<
)
=
=
=
<
=

ROTEIRO DE AULA

gooacd Forma geral

EQUACGES Decomposicao
Z fatores de
ALGEBRICAS o e orau
Multiplicidade
da raiz

ax"+a x""+a x"P+ . +axt+ax+a =
n’ n-1 n-2 2 1 0

=0 (coma, =0)

PX) = a, (x = xhx = x2x = x)... (x = x7)

E 0 nimero de vezes em que ela se repete na solucao de uma

equacao algébrica.




Relagoes de Girard

Pesquisa de raizes racionais
de uma equacao algébrica de
coeficientes inteiros

Raizes complexas nao reais
de uma equacao algébrica de
coeficientes reais

ROTEIRO DE AULA
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Para equacdes do 2¢ e do 32 grau podemos utilizar as
seguintes relagoes:

ax"+a x"+a x?+ .. +ax+ax+a,=0(com
a, =0

b

X, X, + X, —

a
32 e c
XX, XXy + XXy -
a

X X, X d

, . p i i
Se 0 numero racional a com P&aprimos entre si

for raiz de uma equacao algébrica de coeficientes intei-

ros, entdo p é divisor de a

q é divisor de a

Se o numero complexo ndo real z = a + bi é raiz da equa-

cdo algébrica de coeficientes reais, entdo seu

conjugado z = a - bi

também seré.
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EXERCICIOS DE APLICACAO

1. UECE - Se a expresséo algébrica x> + 9 se escreve
identicamente como a(x+1)? + b(x+1) + c onde a, b
e ¢ sdo numeros reais, entdo o valordea — b + cé

a) 9. b) 10. c) 12. (d)13.

Desenvolvendo a (x + 1)2 + b (x + 1) + ¢, temos:
alx+1)?+bx+1) +c=ax*+2ab+bx+a+b+c

Assim, para que x>+ 9 seja idéntico a a(x + 1)? + b(x + 1) + ¢,
devemos ter:

xX>’+9=ax?+ (Qa+bx+a+b+c
Logo, a = 1. Entédo:
2a+b=0->2-1+b=0>b=-2
a+tb+c=9—-1+(-2)+c=9—>c=10
Portanto,a —b +c=1—(=2) + 10 = 13.

2. FGV-SP (adaptado) — Se x> — x —1 é um dos fatores
da fatoracdo de mx? + nx? +1, com m e n inteiros,
determine o valor da soman + m.

Com base no enunciado, é possivel dividir a expressdo mx® + nx? +
1 por x2 — x — 1. Aplicando o algoritmo da chave, obtemos, para o
primeiro termo  (mx?):

mx? + nx? +1 |x2=x -1
—mx3 + mx?+mx mx

(M+n)x? +mx + 1

Continuando a divisao para (m + n) x> + mx + 1:

+1 [ x2—-x -1

mx

mx? + nx?

—mXx® +mx?+mx
(M+n)x? +mx + 1
—Mm+n)x? +(M+nx+m+n

2m+n)x+m+n+1=0

Para a expressédo (2m + n)x + m + n + 1 = 0 ser identicamente nula,
ambos os termos devem se anular. Assim, devemoster:m +n+1=0

Portanto, m + n = —1.

3. Fuvest-SP (adaptado) C5-H21

Um empreiteiro contratou um servigo com um grupo de
trabalhadores pelo valor de R$ 10.800,00 a serem igual-
mente divididos entre eles. Como trés desistiram do
trabalho, o valor contratado foi dividido igualmente en-
tre os demais. Assim, o empreiteiro pagou, a cada um
dos trabalhadores que realizaram o servico, R$ 600,00
além do combinado no acordo original. Assim sendo,
assinale a alternativa que contém respectivamente a
quantidade de trabalhadores que realizaram o servico
e quanto cada um deles recebeu.

6 e R$1.800,00 d) 6 e R$10.800,00
b) 10 e R$1.800,00 e) 9 e R$1.800,00
¢) 10 e R$10.800,00

reais.

1) Para um numero x de trabalhadores, cada um receberia 10800
X

10800

Com a desisténcia de 3 deles, cada trabalhador recebeu mais

Do enunciado, temos,

10800 +600 = 10800.
X x—-3

Dividindo ambos os lados por 600, temos: EH = 1783%
X

18 (x — 3) + x(x — 3) — 18x

x?—=3x—-564=0->x=9
Oux = —6.

Como —6 ndo convém, inicialmente havia 9 trabalhadores. Porém, como
3 desistiram, apenas 6 realizaram o servigo.

II) Sabendo que 6 trabalhadores realizaram o trabalho, temos
19800 _ 00,

Assim, o valor total que cada trabalhador recebeu foi de R$1.800,00.

Competéncia: Modelar e resolver problemas gue envolvem varidveis so-
cioecondmicas ou técnico-cientificas, usando representacoes algébricas.

Habilidade: Resolver situacao-problema cuja modelagem envolva co-
nhecimentos algébricos.

4. Mackenzie-SP — Seja P(x) = 2x® - 11x? + 17x —= 6 um
polindbmio do 32 grau e 2x — 1 um de seus fatores. A
média aritmética das raizes de P(x) é

7 9 11
a) = c) = '—

2 2 6
b) & d) 19

2 2




Das relacoes de Girard, temos:

b (-11) 11
x1+xz+x3=75=7T=E

1
. P . L XX, X ()11
Assim, a média aritmética das raizes ¢ % =32/

5. Sistema Dom Bosco — Um professor de Matematica
que gostava de criar situagoes para levar seus alunos
a resolucéo de problemas decidiu fechar uma caixa de
bombons em um bad com um cadeado que s6 poderia
ser aberto se fossem inseridos os 3 numeros do se-
gredo corretamente.

Para que os alunos descobrissem o segredo, ele disse
que deveriam encontrar as raizes do polindmio x® — 11x? +
+ 31x — 21 e coloca-las em ordem crescente, em que
a soma de duas delas é igual a 10. Assim, o segredo
do cadeado é:

a) 113
b) 15

(c)137

d) 317
e) 731

Do enunciado, temos que x, + x, = 10. Das relacoes de Girard, concluimos
que:

x1+x2+x3=—9=—#=11
a

Assim, x; + X, + X, =10 + x, =11 = x, = 1.
Dessa forma, dividindo P(x) por x — 1, obtemos:
X3=11x% + 31x =21 = (x = 1)(x? = 10x +21)

Analisando a fatoracdo, Q(x) = x> — 10x + 21. Assim, aplicando nova-
mente Girard, temos:

X, +x, =10

X+ X, =21

Logo, as raizes sao 3 e 7.

Colocando as 3 raizes em ordem crescente, concluimos que o segredo
é 137

6. FGV-SP — Sejam m e n nUmeros reais, ambos diferentes
de zero. Se m e n sédo solugdes da equacdo polinomial
x? + mx + n = 0, na incégnita x, entdo m — n é igual a
a) -3
b) -2
c) 1
d)2

(e)s

Das relagoes de Girard, a equagdo do 22 grau pode ser escrita como
x2 + Sx + P =0, em que S é a soma das raizes com o sinal trocado e
P é o produto das raizes.

Como m e n séo solucées da equacao, elas sao as raizes.
Entédo, para x2 + mx + n = 0, temos:

m-n=n ()

m+n=-m (Il

De (), temos:

n
m=——m=1
n

De (), temos:

n = —2m (substituindo m = 1)
n=-2-1

n=-2

Assim, m — n seréa:
m-n=1-(-2)
m-n=1+2

m—n=3.
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EXERCICIOS PROPOSTOS

7. UFRGS-RS — Uma caixa com a forma de um paralelepi-
pedo retangular tem as dimensoes dadas por x, x +4 e
x — 1. Se o volume desse paralelepipedo é 12, entdo
as medidas das dimensdes da caixa sao:
a)1,1e12. c)1,3e4. e)2,3e4.

b)1,2e6. d)2,2e3

<
=
=
=
=
<
=

9. UNESP - Sabe-se que 1 é uma raiz de multiplicidade
3 da equagdo x° - 3x* + 4x® - 4x? + 3x -1 = 0. As ou-
tras raizes dessa equacao, no conjunto numérico dos
complexos, séo

a) (=1 -1i) e (14i) d)(-1) e (+1)
b) (1 -1)? e)(1-i)e (1+i)
c) (i) e (+i)

8. FGV-SP - A equacéo algébricaax® + bx? + cx +d =0
possui coeficientes reais a, b, ¢ e d, todos nao nu-
los. Sendo x,, x, e x, as raizes dessa equagéo, entao

[1 1 1]’*,.
—+—+—| éiguala

X, X, X,
a) -8 c) -9 e) =2
c a a
b) -& d -2
d b 10. FGV-SP (adaptado) — O nimero 1 é raiz de multiplicida-

de 2 da equacéo polinomial x*— 2x®— 3x? + ax + b = 0.
Qual é o produto de a - b?




11. Unicamp-SP — Considere o polindémio cubico p(x) =
= x® + x? — ax —3, onde a € um numero real. Sabendo
que r e —r séo raizes reais de p(x), podemos afirmar
que p(1) é igual a:

a)3 b) 1 c) -2 d) -4

12. UFRGS-RS - Considere os polindmios p(x)=x% e
g(x)=x% +x. O numero de solucdes da equacéo
p(x) = g(x), no conjunto dos numeros reais, &

a) 0. c)2. e) 4.
b) 1. d) 3.

13. Sistema Dom Bosco - Dada a equagdo x®* —=3x + 2 = 0,
a multiplicidade da raiz 1 é

a) 1 b) 2 c)3 d)4 e)5

14. FGV-SP (adaptado) — Com relagédo ao polindbmio de coe-
ficientes reais dado por P(x) = x* + ax® + bx? + c¢x + d,
sabe-se que P(2i) = P(2 + i) = 0, com i? = —1. Nessas
condicoes, calculea + b + ¢ + d.
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18. UEM-PR (adaptado)

15. PUC-RS - Os polinémios p(x), q(x), f(x), h(x) em R,

nessa ordem, estdo com seus graus em progressao
geomeétrica. Os graus de p(x) e h(x) sado, respectiva-
mente, 16 e 2. A soma do numero de raizes de g(x)
com o numero de raizes de f(x) é:

a) 24 c) 12 e)d

b) 16 d)8

16. Fuvest-SP — Considere o polinébmio P(x) = x" +a_x™" +

+..+ ax+a, em que a,, ..., a_,€R. Sabe-se que as
suas n raizes estao sobre a circunferéncia unitéria e
que a,< 0.

O produto das n raizes de P(x), para qualquer inteiro
n=1,é:

a)—1 c)int?
b)In d)(=1)"

e) (_’I)n+1

C5-H22

Durante um periodo de 9 anos, a taxa de predagéo
(T) de uma determinada populagao bioldgica pdde
ser representada por T = P(t) individuos/ano, em que
te [1, 9] representa o ano e P(t) = t2 — 13t? + 52t — 60.
Assinale a alternativa correta: A partir da anélise dessa
funcéo polinomial, é possivel verificar que:

a) Em t = 2, a taxa de predacdo desta populacao foi
nula, sendo este 0 Unico ano em que isso aconteceu.

17. ITA-SP - Se 1 é uma raiz de multiplicidade 2 da equacao

x*+x2+ax+b=0coma be R, entdoa? —b*éiguala
a) —64. c) —28. e) 27.
b) —36. d) 18.

ESTUDO PARA O ENEM

b) A predacdo é o Unico fator limitante que impede o
crescimento de uma populagao.

c) O resto da divisdo de P(t) por D(t) = t — 2 é diferente
de zero, pois 2 é uma raiz desse polindmio.

d) O gréfico de P(t) indica que a taxa de predacao desta
populagédo foi sempre crescente, no periodo consi-
derado, a partirde t = 2.




e) t = 2 é uma raiz de multiplicidade 1, ou raiz simples, 20. Sistema Dom Bosco C5-H22

da equacao polinomial P(t) = 0. Um fabricante de paralelepipedos desenvolveu a equa-

¢do 3x® — 156x? + 36x — 30 = 0, de modo que cada raiz
correspondesse a uma das medidas de comprimento,
largura e altura, todas em centimetros, de um paralelepi-
pedo retangulo. Assim sendo, um funcionario para produ-
zir um lote deste produto, precisou encontrar o volume
e area total de cada peca sendo estes, respectivamente:

=
g
=
=
=
=
=

a) 10 cm® e 5 cm?

b) 24 cm® e 10 cm?
c) 10 cm® e 24 cm?
d) 12 cm® e 10 cm?
e) 10 cm® e 12 cm?

19. Enem C5-H21

Uma fabrica utiliza sua frota particular de caminhoes
para distribuir as 90 toneladas de sua producéao se-
manal. Todos os caminhdes séo do mesmo modelo e,
para aumentar a vida Util da frota, adota-se a politica de
reduzir a capacidade maxima de carga de cada cami-
nhao em meia tonelada. Com essa medida de redugéo,
o0 numero de caminhdes necessarios para transportar a
produgao semanal aumenta em 6 unidades em relacdo
ao numero de caminhdes necessérios para transportar
a producao, usando a capacidade méxima de carga de
cada caminhdo. Qual é o nUmero atual de caminhdes
que essa fabrica usa para transportar a producéao se-
manal, respeitando-se a politica de reducéo de carga?

a) 36 b) 30 c) 19 d) 16 e) 10
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0 gue sdo matrizes?

Representacdo de uma
matriz

Matrizes especiais
Matriz transposta
Igualdade entre matrizes
Adicdo de matrizes
Subtragdo de matrizes

Multiplicagdo de um niime-

ro real por uma matriz

Multiplicagdo de matrizes

HABILIDADES
Reconhecer uma matriz.

Representar de diferentes
formas uma matriz, bem
como em sua forma geral.

|dentificar matrizes
especiais.

Obter a matriz transposta
a partir de uma matriz
fornecida.

Reconhecer as condigdes
para que duas matrizes
sejam iguais.

Efetuar a adigao e a subtra-

¢do de matrizes.

Realizar a multiplicagdo
de um ndmero real por
uma matriz.

Efetuar a multiplicagdo
entre matrizes.

Identificar aplicagoes
relacionadas a operagoes
entre matrizes.

INTRODUCAO A MATRIZES E
OPERACOES COM MATRIZES

MATRIZES

Para iniciarmos nossos estudos sobre o tema, vamos considerar a situacao a
seguir.

Em uma editora, a venda de livros de Matematica, Fisica e Quimica no primeiro
trimestre de um ano pode ser expressa pela tabela a seguir:

|__Janeiro | _Fevereiro____ Marco

Matematica 20000 18000 45000
Fisica 15000 \ 18000 25000

Quimica 16000 17000 23000

Observe que o uso da tabela organiza os dados e resulta em mais rapidez e
praticidade na obtencédo de informacgoes.

Note que uma matriz m X n (m por n) € uma tabela composta de m linhas e n
colunas, a qual tem m - n elementos.

REPRESENTACAO DE MATRIZES

Matrizes sado representadas por letras mailsculas do alfabeto latino. Essas sao
acompanhadas por sua ordem, ou seja, pela quantidade de linhas e colunas que a
matriz tem.

A, , representa uma matriz A com quatro linhas e duas colunas. Ja a matriz
B, ., representa uma matriz B de trés linhas e seis colunas. Cada elemento de uma
matriz, por sua vez, é representado pela mesma letra utilizada na representacéao
da matriz, porém em letra minuscula. Tal representacéo é acompanhada de seu indice,
que indica a posicao da linha e da coluna que o elemento ocupa na matriz. Assim,
as matrizes A e B mencionadas podem ser assim representadas:

De modo geral, representamos o elemento de uma matriz como a,, localizado
na i-ésima linha e na j-ésima coluna.

Com base no exemplo inicial, podemos representar os dados de venda de livros
de Matematica, Fisica e Quimica no primeiro trimestre de um ano da seguinte forma:

20000 32000 45000
15000 18000 25000
16 000 16 000 23000

20000 32000 45000
15000 18000 25000
16 000 16 000 23000

utilizando colchetes utilizando parénteses



Geralmente uma matriz A é representada por

A=(a‘i)mxn,emque1 <is=mel=<j=<ncomijm,
n € N, ou ainda:
aﬂ a12 a13 aWn
aZ1 aZZ aZS aZn
A= a3 ay ag as,
arm amZ am3 amn

MATRIZES ESPECIAIS
Algumas matrizes sao chamadas especiais, pois apre-
sentam propriedades particulares em sua representacéo.
Matriz nula

E toda matriz cujos elementos sdo iguais a zero.

A matrizB = € uma matriz nula de

o O O O
o O O O
o O O O
o O O O

ordem 4x3. Pode ser indicada por B, ..

Matriz linha

E toda matriz de apenas uma linha.

A matriz C=[ ay @, a3 ay ] ¢ uma matriz linha
de ordem 1 x 4.

Matriz coluna

E toda matriz com apenas uma coluna.

aﬂ
A matriz A=| a,, |€ uma matriz coluna de ordem

a31
3 x 1.

Matriz quadrada

E toda matriz com a mesma quantidade de linhas
e colunas.
a11 aWZ

Amatriz A =
aZ1 a22

€ uma matriz quadrada 2 x 2.

Pode ser chamada ainda de matriz de ordem 2. Assim,
podemos representa-la simplesmente por A,.

Em toda matriz quadrada, os elementos cujas po-
sicoes da linha e da coluna sao iguais, ou seja, i = j,
formam a diagonal principal. A outra diagonal, na qual
os elementos satisfazem a condicdoi +j=n+ 1, é
chamada diagonal secundaria.

Na matriz a seguir, indicamos a diagonal principal
(ou primaria) e a secundaria.

Diagonal secundéria 4—‘ \—> Diagonal priméria

Matriz identidade

E toda matriz quadrada cujos elementos da diagonal
principal sdo unitarios (ou seja, iguais a 1) e em que 0s
demais elementos sao nulos (ou seja, iguais a zero).
Sua representacdo € sempre dada por |, sendo n a
ordem da matriz.

1000

Amatrizl=| 0 1 0 0 |éuma matrizidentidade
00 1O
0 0 0 1

de ordem 4. Pode ser representada por |,.

Matriz transposta

A partir de uma matriz A, podemos inverter orde-
nadamente as linhas pelas colunas, e assim obter a
matriz transposta de A, representada por AT.

Observe este exemplo: com base na matriz

2 5 2
3 -
] 1 8 -9 , obtemos sua transposta
4 6 0
4 x 3
23 1 4
AT=l5 -1 8 6
24 90
3 x4

Igualdade entre matrizes

Para que duas matrizes sejam iguais, é preciso que
apresentem a mesma ordem e que seus elementos de
mesma posicao sejam iguais. Representamos a igual-
dade entre as matrizes A e B por A = B.

b
eB=a2.
y 7 5 x

Para que sejam iguais, € preciso que:

Considere as matrizes A=

®a,=b,—a=1
®a,=b,—>y=5
°a,=b,>b=2
°a,=b,->x=7
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ADICAO DE MATRIZES

Para realizarmos a adicdo entre duas ou mais matri-
zes, efetuamos essa operacdo com matrizes de mesma
ordem. O procedimento é feito elemento a elemento
correspondente. Ou seja, é necessario realizarmos a
adicao entre elementos de mesmo indice.

Exemplo 5 2
Vamos considerar as matrizes A =] 0 -1 | e
3 4
-2 5
B=| 3 2 | Paracalculara matrizC = A + B, basta
1 7

somarmos seus elementos Correspondentes:

5 2 -2 5 5-2 2+5
C=A+B=| 0 -1 |+|] 3 2 |=| 0+3 -1+2
3 4 17 3+1 4+7
37
Dessa forma, C=| 3 1
4 11

MATRIZ OPOSTA

Denominamos matriz oposta de uma matriz A, a
matriz que, somada a ela, resulta em uma matriz nula.
Representamos a matriz oposta de A por —A.

Exemplo
4 1 _ -4 -1
SeB= 9 5 ,entao—B—( 905 J.Issoooorre
porque:

41 ) [ (o0
2 -5 -2 5 00

SUBTRACAO DE MATRIZES

Obtemos a subtracdo entre duas matrizes A e B,
ambas de mesma ordem, por meio da soma entre a
matriz A e a matriz oposta de B. Ou seja, A-B = A +
+ (-B).

Exemplo
5 2
Vamos considerar as matrizes A = | 0 -1 | e
3 4
-2 5
B = 3 2 | . Para obter a matriz C = A — B, realiza-
1 7

mos 0s seguintes calculos:

C=A-B->C=A+(-B)—>

2 -25
32| =
4 1 7

)

O

Il
w o o

|

|

o1
N
N

-5

-»C=]0-1|+| -3-=2]|>

5+2 2-5 7 -8
—»C=]0-3-1-2| >C=
3-1 4-7 2 3

PROPRIEDADES DA ADI(;I\O DE MATRIZES
Considerando as matrizes A, B, C e 0 (matriz nula),
ambas de mesma ordem, valem as seguintes proprie-
dades:
e A+ B =B + A (comutativa).
e (A+B)+ C=A+ (B + C) (associativa).
e A+0=0+ A= A (existéncia do elemento
neutro).
* A+ (-A) = (-A) + A = 0 (existéncia do elemento
0posto).
e A+ C=B+ C« A =B (cancelamento).

MULTIPLICACAO DE UM NUMERO REAL
POR UMA MATRIZ

Para multiplicarmos um numero real k por uma ma-
triz, efetuamos a multiplicacdo de cada elemento da
matriz por k.

Exemplo
3 5

V2

Dada a matriz A = , qual o resultado

AN

1

da multiplicacdo de A por 2?
Considerando que, neste exemplo, k = 2:

3l 5 2-32-1 2-5
k-A=2- 2 = 2 =

14 2 2.1 2.4 2.2
61 10
128242

MULTIPLICACAO DE MATRIZES
Para multiplicarmos duas matrizes A e B, o produto
AB entre elas s6 pode ser possivel se a quantidade de
colunas de A for igual ao numero de linhas de B.
Além disso, a matriz resultante tem como ordem
o numero de linhas de A e o nimero de colunas de B.
Assim, podemos efetuar a operacdo da seguinte
forma:



Dadas as matrizes A = (a) e B = (b) o)

ij"mxn ij’ nxp’

produto de A por B é a matriz C = (c) na qual

ij"mxp’
cada elemento ¢, € a soma dos produtos de cada
elemento da linha i de A pelo correspondente ele-

mento da coluna j de B.

Obtemos os elementos de C da seguinte forma:
Cyy =ay; by +ap, by
Cy1 =8y -byy +8y, - by,
Cg1 =83 -y + 85, - by,

Cay =85, "Dy, + 85 -0y,

Caz = Ay, 'b13 + 33 "Dy
Portanto, é possivel definirmos a multiplicagéo de
A por B como:

PROPRIEDADES DA MULTIPLICA(,:AO DE
MATRIZES

Considerando as matrizes A, B e C, temos as se-
guintes propriedades:

e (A-B)-C=A-(B-C)(associativa).

e (A+B)-C=A-C+ B - C (distributiva).
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ROTEIRO DE AULA

7]
w
=
=
<
=

Matriz transposta

Igualdade entre matrizes

matriz nula

matriz linha

matriz coluna

matriz quadrada

matriz identidade

Inverte-se ordenadamente as ___linhas
pelas colunas
Representada por AT ,

Apresentam a mesma ordem e seus ele-
mentos de mesma posicéo sado iguais.



ROTEIRO DE AULA
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mesma

.. Matrizes de ordem.

ij" mxn ij’ mxn

. Ala),,, +Bb),, = ClE)g

onde c, = i + i

mesma

- Matrizes de ordem.

OPERACOES

COM MATRIZES

Obtida a partir da soma

entre amatrizAea__ °P¥® (e B.

x k =B(b)

ij’ mxn

Ala,)

ij’ mxn

k .
onde bij = )
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EXERCICIOS DE APLICACAO

1. PUC-RS — Num jogo, foram sorteados 6 numeros para
compor uma matrizM = (mii) de ordem 2 x 3. Apds 0 sor
teio, notou-se que esses numeros obedeceram a regra
m, = 4i —j. Assim, a matriz M é igual a

123
a)

567

123
b)

456
@ 321

765

3 2
d| 7 6
1110
37
e) 2 6
15

Do enunciado, temos que m; = 4i—j. Assim:

m,, m, My 4.1-1 4-1-2 4.1-3
M= _ )
My My My, 4.2-14.2-2 4.2-3
321
765

2. UEG-GO - Tatiana e Tiago comunicam-se entre si por
meio de um cédigo préprio dado pela resolucao do pro-
duto entre as matrizes A e B, ambas de ordem 2 x 2,
onde cada letra do alfabeto corresponde a um numero,
istoé,a=1,b=2c¢c=3, .. z=26. Por exemplo,

se a resolucdo de A - B for igual a , logo a

mensagem recebida € amor. Dessa forma, se a mensa-
. . . ) 1 -1
gem recebida porTatiana foi flor e a matrizB = 01|

entdo qual é a matriz A?

Do enunciado, sabemos que a mensagem recebida é flor. Logo, por
analogia com a matriz obtida para amor, temos:

Xy 1 -1 6 12
z W 21 15 18

—18=3y—>x=-6ey=6

6=x-1+y-2 6=x+2y
—
12=-x+y

12=x-(-1)+y-1

15=z-1+w-2 15=2+2w
- —33=83w—z=-7ew=11

18=z-(-T)+w-1 [18=-z+w

-6 6
Portanto, a matriz A =
-7 1

3. IFPE C6-H24

Rodrigo, Otévio e Ronaldo gostam muito de comida ja-
ponesa e sairam para comer temaki, também conhecido
como um sushi enrolado a mao cujo formato lembra o
de um cone. Foram entao visitando varios restaurantes
tanto no sabado quanto no domingo. As matrizes a
seguir resumem quantos temakis cada um consumiu
e como a despesa foi dividida:

320 230
S-| 112 |eD-| 021
032 102

S refere-se as quantidades de temakis de sébado e
D, as de domingo. Cada elemento a; nos da o nimero
de cones que a pessoa i pagou para a pessoa j, sendo
Rodrigo o numero 1, Otavio o niumero 2 e Ronaldo o
ndmero 3 ((a,) representa o elemento da linha i e da
coluna j de cada matriz).

Assim, por exemplo, no sabado, Rodrigo pagou 3 te-
makis que ele proprio consumiu (a,,), 2 temakis con-
sumidos por Otavio (a,,) € nenhum por Ronaldo (a,,),
que corresponde a primeira linha da matriz S. Quantos
temakis Otévio ficou devendo para Rodrigo neste fim

de semana?

a) nenhum d)3
b) 1 (e)a
c)2

Somando as matrizes, temos:

320 230 3+2 2+3 0+0 550
1124021 |=|1+0 1+2 2+1 |=| 13 3
032 102 0+1 3+0 2+2 134




Assim, Rodrigo pagou para Otavio 5 temakis (a,,), e Otavio pagou para
Rodrigo apenas 1 (a,,). Portanto, Otéavio deve 4 temakis a Rodrigo.

Competéncia: Interpretar informacgdes de natureza cientifica e social
obtidas da leitura de gréficos e tabelas, realizando previséo de tendéncia,
extrapolacéo, interpolacao e interpretacgéo.

Habilidade: Utilizar informacoes expressas em gréaficos ou tabelas
para fazer inferéncias.

4. IFAL - A matriz A, (2 x 3) tem elementos definidos pela
expressao a, = i%—j2. Portanto, a matriz A é:

0 7
@77 5 @) 34
- -8 -1
0 7 26 0 -1-2
b) e)
-3 4 23 10 -1
0 -3
c)| 7 4
26 23

Do enunciado, temos a; = i - j2. Assim:

a, 2, a; (13_12) (13_22) (13_32) 0 -3 -8

8y 8y 8y (23712) (23722) (23732) 74 -

erZ 0 )
e seja B
0 |y+X

5. UEG-GO - Dada a matriz A=

matriz identidade de ordem 2, os valores de x e y néo
negativos, tal que as matrizes A e B sejam iguais, sao
respectivamente

e1 c)Oe%

d)% e1—£

b)1e1 5

ezx2 0 10
Do enunciado, temos que A= e B= . Como
A e B séo iguais: 0 |y+x 01
er7 0 1 O
A= =
0 |y+x 01
Logo, 2x2=0—-x=0elytx|=1—->y= =1
Como x e y devem ser inteiros e positivos, x = 0ey = 1.
. . 4 1
6. Sistema Dom Bosco - Dadas as matrizes A = .
30 2 4
B = eC=
5 -2 01

a) Obtenha a matriz dada por A + B + C.
b) Qual ser& a matriz obtida calculando A + B - C?

a) Sabendo as matrizes A, B e C, a operacdao A + B + C seréa:

41 30 24 9 5
70 5 -2 01| |12

41 30 2 4 5 -3
+ — ES
70 5 -2 01 12 -3
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PROPOSTOS

7. Fatec-SP - Leia o texto para responder a questdo a
seguir.

Uma tela de computador pode ser representada por
uma matriz de cores, de forma que cada elemento da
matriz corresponda a um pixel' na tela.

Numa tela em escala de cinza, por exemplo, podemos
atribuir 256 cores diferentes para cada pixel, do preto
absoluto (codigo da cor: 0), passando pelo cinza in-
termediério (codigo da cor: 127), ao branco absoluto
(cédigo da cor: 255)

Menor elemento em uma tela ao qual é possivel atribuir-se uma cor.

Suponha que na figura estejam representados 25 pixels
de uma tela.

A matriz numérica correspondente as cores da figura
apresentada é dada por:

255 0 127 0 255
0 127 0 255 0
127 0 255 0 127
0 255 0 127 0
255 0 127 0 255

Uma matriz M = (au), quadrada de ordem 5, em que i
representa o numero da linha e j representa o niumero
da coluna, é definida da seguinte forma:

0,sei=j
a, =1 127, sei>]

255, se i<

A matriz M corresponde a uma matriz de cores em
escala de cinza, descrita pelo texto, em uma tela.

Sobre essa matriz de cores, pode-se afirmar que ela:
a) terd o mesmo numero de pixels brancos e cinza.
b) terd o mesmo numero de pixels brancos e pretos.
c) terd 0 mesmo numero de pixels pretos e cinza.

d) terd uma diagonal com cinco pixels brancos.

e) terd uma diagonal com cinco pixels cinza.

8. Cefet-MG - Cinco amigos, A, A,, A, A, e A, viajaram

juntos num fim de semana e, durante a viagem, as des-
pesas foram divididas igualmente entre eles. Entretanto,
para facilitar o troco, algumas vezes um emprestava di-
nheiro para o outro. Considere que nas matrizes S e D,
abaixo, estdo registrados os valores, em reais, que cada
um emprestou para o outro no sabado e no domingo,
respectivamente, sendo que o elemento da linha i e
da coluna j representa o que o amigo Ai emprestou ao
amigo A nesse dia, com i e j variando de 1 a 5.

Ao final da viagem, o amigo A, ainda devia aos demais

0
15
12

15
0
18

- O 0o O »

w M 0 O -

7
"1
0

10
1

N O B

11

(@]

amigos, em reais, a quantia de
c) 31.
d) 41.

a) 10.
b) 15.




9. UFPR — Um criador de caes observou que as ragoes
das marcas A, B, C e D contém diferentes quantidades
de trés nutrientes, medidos em miligramas por qui-
lograma, como indicado na primeira matriz abaixo. O
criador decidiu misturar os quatro tipos de ragao para
proporcionar um alimento adequado para seus caes. A
segunda matriz abaixo d& os percentuais de cada tipo
de racdo nessa mistura.

A B C D Percentuais de mistura

Nutriente 1 210 370 450 290 A 35%
Nutriente 2 340 520 305 485 B 25%
Nutriente 3 1456 225 190 260 C 30%

D 10%

Quantos miligramas do nutriente 2 estao presentes em
um quilograma da mistura de racoes?

a) 389 mg.

b) 330 mg.

¢) 280 mg.

d) 210 mg.

e) 190 mg.

10. FGV-SP — Um determinado produto deve ser distribuido
a partir de 3 fabricas para 4 lojas consumidoras. Seja
C = (c;),,, @ matriz do custo unitario de transporte da

fabrica i para a loja j, com c, = (2i — 3j)2. Seja B :(bij)3x4
a matriz que representa a quantidade de produtos
transportados da fabrica i para a loja j, em milhares de

unidades, com b, =i +j.
a) Determine as matrizes C = (c,), , € B!, uma vez que

B' ¢ a transposta da matriz B = (b)), ,.

b) Sendo D = eE=1[1 0 0]_, determine as

1x3"

—_ A

4x1

matrizes X = (><ii)3X1

eY =1y),, taisqueX=B-De
Y = E - (C - BY). Em seguida, determine o significado

econémico de x; e de y,.
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5 13. Unicamp-SP - Sendo a um nUmero real, considere a
=
\E . 1 a _ L.
o matriz A = . Entdo, A?%7 ¢ igual a
= —
=
) 10
a .
01
1 a
b) .
0 -1

)11
HEER)

1 82017
d) .
0 -1

11. Mackenzie-SP - Se a matriz

1 X+y+z 3y-z+2
4 5 -5
y—2z+3 z 0

é simétrica, o valor de x &
a)0 c)6 e)-b
b) 1 d)3

14. Fac. Albert Einstein-SP — Uma matriz B possui i linhas
e j colunas e seus elementos sao obtidos a partir da
expresséo b, = i-2j. Seja uma matrizA = (a,),, ., cujos
elementos da primeira coluna sao nulos, e |, a matriz
identidade de ordem 2, tal que AB = |,. O valor numé-

12. Unicamp-SP — Sejam a e b numeros reais tais que a rico do maior elemento da matriz A & igual a:

) a)o

1

matriz A= satisfaz a equacdo A? =aA+bl, em b)1
01 c)2

que | é a matriz identidade de ordem 2. Logo, o produto  : d)3

ab é igual a
a)-2. b)-1. c) 1. d) 2.




15. Unioeste-PR — Sendo A uma matriz quadrada e n um
inteiro maior ou igual a 1, define-se A" como a multipli-
cacao de A por A, n vezes. No caso de A ser a matriz

=
<<
]
=
=
=
<
=

0 -1

: , é correto afirmar que a soma A + A? + A% +

+ ... + A% 4+ A% ¢ igual a matriz

20 -20 40 -40
a) . d)

-20 20 -40 40

40 -20 20 0
b) . e)

-20 40 0 20

0 -40
c)

-40 O

17. Unicamp-SP (adaptado) - Em uma matriz, chamam-
-se elementos internos aqueles que nao pertencem a
primeira nem a Ultima linha ou coluna. Sendo assim,
qual € o numero de elementos internos em uma matriz
com 5 linhas e 6 colunas?

16. UEM-PR (adaptado) — Sobre matrizes, verifiqgue os
itens a seguir:

l.AmatrizA=1[a] . coma =0, sei<] &umamatriz
triangular inferior.

Il. Uma matrizA = [a.] _é chamada matriz diagonal se

ijfnxn 7]
a, = 0, sempre que i = |.
Ill. Considere uma matriz A = [a,], ; Ela serad a matriz

identidade se o
a; = 10#]

IV. Ao somarmos uma matriz 3 x 2 com uma 2 x 3,
teremos uma matriz 3 x 3.

V. Se A é uma matriz m x n, entdo a multiplicacao da
matriz A por sua transposta At serd uma matrizn x m.

Os itens corretos séo:

a) Apenas os itens | e 1.

b) Apenas os itens Il e Ill.

c) Apenas os itens | e V.

d) Apenas os itens Il e IV.

e) Apenas os itens |, lll e V.
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Atualmente, com a comunicacéo eletronica, muitas ati-
vidades dependem do sigilo na troca de mensagens,
principalmente as que envolvem transacoes financeiras.
Os sistemas de envio e recepgao de mensagens codifi-
cadas chamam-se Criptografia. Uma forma de codificar
mensagens € trocar letras por nimeros, como indicado
na tabela-codigo a seguir.

(1/2(3]4]5]
nz Y X V U

2 R
B
<
BH::
Nessa tabela-cédigo, uma letra é identificada pelo nu-
mero formado pela linha e pela coluna, nessa ordem.
Assim, o numero 32 corresponde a letra N. A men-
sagem final M é dada por A + B = M, onde B é uma
matriz fixada, que deve ser mantida em segredo, e A
€ uma matriz enviada ao receptor legal. Cada linha da
matriz M corresponde a uma palavra da mensagem,
sendo o 0 (zero) a auséncia de letras ou 0 espaco en-
tre palavras. José tuitava durante o horéario de trabalho
quando recebeu uma mensagem do seu chefe, que
continha uma matriz A. De posse da matriz B e da

tabela-cédigo, ele decodificou a mensagem. O que a
chefia informou a José?

Dados:

o T <
w O o O
> ™ X O

12 20 13 8 50 25 1
0 0343 3 40
A=| 45261324 0 0 0
30 45 16 20 11 17 0
1 50 21 3 35 42 11

10 11 10 15 -8 30 -1
14 311919 -3 -4 0
B=| 6 48310 0 0
8 6 16 32 20 17 0
44 -8 13 30 20 10 20

a) Sorria, vocé esta sendo advertido.
b) Sorria, vocé esta sendo filmado.

c) Sorria, vocé estad sendo gravado.

d) Sorria, vocé estad sendo improdutivo.
e) Sorria, vocé estad sendo observado.

ESTUDO PARA O ENEM

18. UEL-PR C6-H25

19. FGV-SP C1-H2

Os marcos A, B, C e D de uma cidade estéao conectados
por pistas de rodagem, conforme mostra a malha viéria
indicada no diagrama da figura 1. A figura 2 indica uma
matriz que representa as quantidades de caminhos pos-
siveis de deslocamento entre os marcos (dois a dois).
Considera-se um caminho entre dois marcos qualquer
percurso que nao viole o sentido da pista, que néao
passe novamente pelo marco de onde partiu e que
termine quando se atinge o marco de destino final pela
primeira vez. As flechas da figura 1 indicam o sentido
das pistas de rodagem.

B

A B C D
D
e \v\ A 2 1 4
c B1 0 1 1
cC|3 3 0 4
D|1 2 1 0
<> Pista de méao dupla Figura 2

A Pista de mao simples

Figura 1

Durante periodo de obras na malha viaria descrita, a
pista de rodagem entre os marcos A e D passou a ser
de mao simples (sentido de A para D), e a pista do
marco C para o marco D, ainda que tenha permanecido
com mao simples, teve seu sentido invertido, passando
a ser de D para C. Comparando os 16 elementos da
matriz da figura 2 com seus correspondentes na matriz
da nova configuragao de malha viaria, a quantidade de
elementos que mudaréo de valor é igual a

a)b. b) 6. c) 7 d) 8. e)9.
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20. Enem C6-H25

Um aluno registrou as notas bimestrais de algumas de suas disciplinas numa tabela.
Ele observou que as entradas numéricas da tabela formavam uma matriz 4 x 4, e que
poderia calcular as médias anuais dessas disciplinas usando produto de matrizes. Todas
as provas possuiam o mesmo peso, e a tabela que ele conseguiu é mostrada a seguir.

19 29 39 49
bimestre | bimestre | bimestre | bimestre
5,9 6,2 45 ‘ 5,5

6.6 71 65 8.4
8,6 6,8 ‘ 7.8 | 9,0
6.2 5.6 | 59 | 7.7

Para obter essas médias, ele multiplicou a matriz obtida a partir da tabela por

d) e)

[1111
all3 2 2 2

| S
=
=
|
A=
=
INJEN
INJEN
| E—
2
JE N
NI= Nl= N= N=

N N N = N [N NS =




AT

Matriz inversa

Equagdo matricial

0 que sdo determinantes?

Determinante de matriz de
ordem 1

Determinante de matriz de
ordem 2

HABILIDADES

Calcular a matriz inversa com
base em uma matriz dada.

Resolver equagbes matriciais.

Identificar aplicages
relacionadas a operagoes
entre matrizes.

|dentificar e reconhecer
determinantes.

Calcular determinantes de
matrizes de ordem 1 e 2

MATRIZ INVERSA, EQUACAO
MATRICIAL € DETERMINANTES

MATRIZ INVERSA
Uma matriz quadrada B de ordem n € a inversa da matriz quadrada A, também
de ordem n, se satisfizer a seguinte condicéo:

A-B=B-A=|

n

Representamos a matriz inversa de A como A-".

. . 1 :
Vamos considerar a matriz A = [ 5 ? } . Podemos obter a inversa de A calculando:

A=t | 18 e | [10] ] farsc b+3d={1 o}
21 cd 01 2a+c 2b+d] [0 1

Pela igualdade entre matrizes, chegamos aos seguintes sistemas:

a+3c=1 —>a=—lec= 2
2a+c20 5 5
b+3d=0 3 1
= —e d = —
2b+d=1 5 5
13
Ou seja, A = 55
2 1
5
PROPRIEDADES

Vamos considerar as matrizes quadradas A e B, de ordem n e invertiveis. Entéo,
sdo validas as seguintes propriedades:

o« (A=A
o (AT =AY
o (A-B)'=B"-A"

Dada uma matriz A, se A" existir, entdo A~' é Unica.



EXERCICIO RESOLWVIDO

23
1. Sistema Dom Bosco — Dada A = [ 1 calcule
sua inversa. 12

Resolucao

b
A-(A) = | - 23| |a _ 10_>
12 cd 01
2a+3c 2b+3d 10
% =
a+2c b+2d 01

Pela igualdade entre matrizes, obtemos:

2a+3c=1
—>a=2ec=-1

a+2c=0

+3d=0 _\_ 3ed=2

b+2d=1

2 -3
Ou seja, A" = .
-1 2

EQUACOES MATRICIAIS

Uma vez definidas as operagdes entre matrizes,
conseguimos resolver equacdes em que as incég-
nitas sdo matrizes. Essas equagdes sdo chamadas
matriciais.

Para solucionar uma equacédo matricial, aplicamos
nossos conhecimentos envolvendo as equagoes.

EXERCICIO  RESOLVIDO

2 7
2. Sistema Dom Bosco—-Se A=| 2 |[eB=| 4 |
-1 -3

resolva a equacao matricial 2X + A = 3B.
Resolucao

Manipulando a equagéo, obtemos:

2X+A:3B—>2X:3B—A—>X:%(SB—A)
Obtendo a matriz 3B — A, temos:
7 8 21 18
3B-A=3| 4 |-| 2 |=|12 |- =110
-3 -1 -9 -1 -8

Por fim, determinamos X:

8 9
1 1

- - (3B- --{10]|=]|5
X=5@B-A>X=

-8 -4

Logo, a solugéo para a equagao matricial € X =
-4

DETERMINANTES

E possivel associar a qualquer matriz quadrada um
niumero chamado determinante da matriz, obtido
por meio de operacdes que envolvem todos os seus
elementos.

Determinante de matriz de ordem 1

Uma matriz quadrada de ordem 1 apresenta apenas
um elemento. Dessa forma, o valor de seu determi-
nante é o proéprio valor desse elemento.

Determinante de matriz de ordem 2
Para obtermos o valor do determinante de uma
matriz quadrada de ordem 2, precisamos calcular a
diferenca entre o produto dos elementos da diagonal
principal e dos da diagonal secundaria.
. . aﬂ a12
De modo geral, a partir da matriz A =
aZ1 a22
obtemos seu determinante realizando o seguinte
célculo:
a11 a12

det A = =a, -a
a2‘I a22

Exemplo:

Dada a matriz A = , obtenha det A.

1 4

EXERCICIO ' RESOLVIDO

3. Sistema Dom Bosco — Dada a matriz A = { 23 ]
12

detA = =1-3—-4-(-5)=3+20=23

calcule seu determinante.

Resolucao
det A = 23 =2°2=38¢°1
12

detA=4-3=1
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ROTEIRO DE AULA

Matriz inversa Equacoes matriciais
Equacdoes em que as
A-B=B-A= , q .Q _ q
Incognitas sao0
matrizes
Dada uma matriz A, representamos sua Para resolver as equagcbes matriciais
inversa como A, utilizamos as operagdes entre matrizes
Determinantes de ordem 1 Determinantes de ordem 2

Apresenta apenas um elemento. detA=a, -



EXERCICIOS DE APLICACAO

110 100
1. Mackenzie-SP-Se A=| 0 10 || B=|/010
001 001
000
C=1000|eos inteiros x e y sdo tais que A? +
000

+x-A+vy-B=0C, entdo

ajx=20
b)x =1
@x=—2
d)x = -1
e)jx =2

Do enunciado, sabemos que A + x - A +y - B = C. Assim:
110 110 120
A?=A-A=010(-/010|=/010
001 001 001

Entédo:
A?+x-A+y-B=C—

120 x x 0 y 00 000
-/ 010|+|0x0|+]|0yO0|=[000]|—
001 00 x 00y 000

T+x+y  2+X 0 0007
- 0 T+x+y O =000
0 0 T+x+y 000
Assim:
T+x+y=0

2+x=0—->x=-2

2. IFAL - O valor do determinante abaixo:

COs X —sen X

é:
sen x Cos X
@) d)tg 2x
b) cos 2x e) cos2x — senZx
c) sen 2x

CcOoS X —sen x
Para o calcular o determinante de
Sen X Cos X

, temos:

det = cos x - cos X — (—sen x) - sen x = cos?2x + sen?x = 1.

a

C6-H26

Alan e Mario fizeram uma viagem de 4 dias ao Nordeste.
Eles combinaram que todos os gastos seriam divididos
para que eles pudessem gastar a mesma quantia ao
final da viagem. No total eles fizeram 4 passeios. Quan-
do Alan pagava o passeio, Mario pagava as refeicoes e
vice-versa.

3. Sistema Dom Bosco

Considere as matrizes:

60 150
3 20

100 50
200 120

Sabendo que os determinantes representam os gastos
finais de Alan e Mario, respectivamente, assinale o que
for correto.
a) Mario teréd de pagar R$ 300,00 para Alan.
Alan terd de pagar R$ 625,00 para Mario.
c) Mario e Alan gastaram igualmente.
d) Mario teré de devolver 30 reais para Alan.
e) Alan tera de devolver 50 reais para Mario.

Pelo enunciado, sabemos que:

60 150
detA = = 1200 — 450 = 750 = gasto de Alan
3 20
100 50
det M = = 12 000 — 10 000 = 2 000 = gasto de Mario
200 120

Somando os valores gastos e dividindo o total por 2, temos o valor
que cada um gastou:

2000 + 750 = 2 750

@ = R$ 1.375,00

Diminuindo o valor que Alan ja pagou do total a ser pago individualmente
por eles, sabemos quanto ele ainda deve a Mario:

1375 — 750 = 625
Logo, Mario gastou mais que Alan e deverd receber R$ 625,00 de volta.

Competéncia: Interpretar informagdes de natureza cientifica e social
obtidas da leitura de gréficos e tabelas, realizando previsao de tendéncia,
extrapolagao, interpolacao e interpretagao.

Habilidade: Analisar informacdes expressas em gréficos ou tabelas
COMoO recurso para a construcao de argumentos.
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e - N
. . ) 2 -1 3
4. Unicamp-SP — Considere a matriz A= ,onde a X = :
5 3 -4
e b sdo nimeros reais. Se A2 = A e A é invertivel, entao [
2-3+(-1) - (-4)
ajla=1eb=1 X =
@a=1eb=0. 5:3+3-(4)
c)a=0eb=0. r
da=0eb=1. wo!| 10
3
2 A = -
AT=ASAA=A Portanto, a soma dos elementos de X serd 10 + 3 = 13.
Sabendoque A-l,=Ae A- A =], com |, sendo a matriz iden-
tidade de segunda ordem, temos:

A2=ASA-A-AT=A-ATSA L=, 5 A=, i ) 21
_ _ 6. Sistema Dom Bosco — Dadas as matrizes A =
Logo,a=1eb=0. 34

4 2 ) 8
e B= 3 1| quais devem ser os possiveis valores
reais de n para que det (A — nB) seja 07
21 4 2 21 4n 2n
Temos que A — nB = -n- = — =
34 3 -1 34 3n -n
2-4n 1-2n
5. FGV-SP - Dada a matriz B= 3-3n 4+n

e sabendo que a

matriz A" = € a matriz inversa da matriz A,

podemos concluir que a matriz X, que satisfaz a equacao

matricial AX = B, tem como soma de seus elementos
o0 numero

a) 14

(b)13

c) 15

d)12

e) 16
AX=B—->A"T A-X=A"-B
(AT-A) - X=A"TB->() - X=A"B
Assim, X = A B. Logo:

EXERCICIOS' PROPOSTOS

7. FGV-SP - Sabendo que a inversa de uma matrizAé A~ =

3 -1
= Ng e que a matriz X é solucdo da equacéao

matricial X - A = B, em que B = [8 3], podemos afirmar
que a soma dos elementos da matriz X é

a)7 c)9 e) 11

b) 8 d) 10

Como det (A — nB) = 0:
(2—-4n)-(4+n—-B8-3n-(1-2n)=0
02 -5n+5=0—-2n"+n—-1=0

1
Logo,n=—-1oun=—.
b 2
2 -1 3
X = .
5 3 -4
2-3+(-1)- (-4)
X =
5.3+3-(-4)
10
X =
3

Portanto, a soma dos elementos de X serd 10 + 3 = 13.




35
8. Espcex-SP — Considere as matrizes A = [ : } e
X

X y+4
y 3

Se x e y sdo valores para os quais B é a transposta da
inversa da matriz A, entdo o valorde x + vy é

a)-1
b)-2
c) -3
d)-4
e)-5

x 4
-1 x=2

9. PUC-RS - Se o determinante A = e

A = {xe R; A = 0}, o niumero de elementos do conjunto A
€ igual a

a)0 c)2 e)d

b) 1 d)3

10. Sistema Dom Bosco — Dadas as matrizes A=

21 , ) .
e B= , qual é o determinante da matriz inversa
02

de M =A-BY?
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11. UECE - Se x é um angulo tal que cos x = % entdo o

) sen 2x 2cos? x | |
valor do determinante é

—COsS X sen X

1
a)1 b) 2 c) 3 d)—

13.

12.Fuvest-SP — Sejam o e B nUmeros reais com
—g <a<leo< B < m. Se o sistema de equacdes,
tg a 0

36
dado em notacao matricial, = s
¢ [ 6 8 ] cos B -2J3

for satisfeito, entdo oo + B ¢é igual a

b i
)3 el
? 3 c)0 3
b1
b)__ T
6 C
d)6

30
. B=
01‘|

. Se x e y sdo as solu-

Insper-SP — Considere as matrizes A = {

X x?

0
¢oes ndo nulas daequacdo A-Y +B-X = { 0 ] entdo

X -y éiguala
a) 6.

b) 7.

c) 8.

d)9.

e) 10.




14. Epcar-MG - Seja A a matriz

15.IFSul-RS - Seja a matriz A

0

o N|—=

2

Sabe-se que A =A-A-A-...-A

n vezes
Entdo, o determinante da matrizS = A + A?+ A + ... +
+ A" é igual a
a)1 b) —31 c) —875 d) -1

2xp ONde i =

2, sei<]j o )
= é a matriz identidade. Sabendo que A!
i, sei>]

€ a matriz transposta de A, qual é o determinante de
(At + B)?
a) " b) —11 c)9 d) -9

16. UNESP - Considere a equacdo matricial A + BX = X +

+ 2C, cuja incégnita é a matriz X, e todas as matrizes

sdo quadradas de ordem n. A condicdo necesséria e

suficiente para que essa equacéo tenha solucédo Unica

€ que:

a)B -1 0, onde | ¢ a matriz identidade de ordem n e
O é a matriz nula de ordem n.

b) B seja invertivel.

c) B # O, onde O é a matriz nula de ordem n.

d) B — | seja invertivel, onde | é a matriz identidade de
ordem n.

e) A e C sejam invertiveis.

1T «

17. Unicamp-SP — Considere a matriz A, =| 1 1l que

o
depende do parametro real o. > 0.

a) Calcule a matriz (A, +A, )%
b) Um ponto no plano cartesiano com as coordenadas

X
¢ transformado pela matriz A, em um novo

ponto da seguinte forma:

y X+ 0y

= A =1

y y ——X-Y
o

Calcule o valor de o, sabendo que o sistema

o

X -6 .
A = admite solucao.
y 2
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ESTUDO PARAO ENEM

18. Insper-SP (adaptado) C6-H25 : para a transmissao dessa mensagem deve ser, ne-
A tabela a seguir ser usada para a transmisséo de : cessariamente,
mensagens criptografadas em matrizes. A criptografia e a) quadrada com determinante negativo.

feita ao se multiplicar a matriz C pela matriz-mensagem

atd b) quadrada e igual & sua transposta.
M, gerando a matriz criptografada MC = C - M.

: c) de ordem 4 x 4 e inversivel.
0 7.6 14 N 21U : d) de ordem 4 x 7 e inversivel.
: e) de ordem 7 x 7 e inversivel.

1 A 8 H 15 0 22 V
2 B 9 I 16 P 23 W
3.C 10 J 17 0 24 X
4 D 11 K 18 R 25 Y
5 E 12 L 19 S 2 Z
6F13M20T27‘?1
211

C=|111
232

Por exemplo, a matriz-mensagem

519 20 15 21 0
M=[1415 0 0 0 0 [, que significa ESTOU NO
9 1419 16 5 18

INSPER, depois de criptografada por C, vira a matriz

33 67 59 46 5 18

Mc: 28 48 39 31 5 18

70 111 78 62 10 36

Ao receber MC, o destinatério deve multiplicé-la pela
matriz decodificadora D, da mesma ordem da matriz C,
para recuperar a mensagem original.

Modificando-se ligeiramente a matriz C, o envio da
mensagem EU ESTUDEI NO INSPER torna-se possi-
vel no sistema descrito. Uma matriz C que funcione




19. Sistema Dom Bosco C1-H3

Em um bairro, foi realizada uma pesquisa com cerca de
300 criancgas entre 5 e 10 anos de idade com o intuito
de se obter o peso médio para cada faixa etaria.

Sabendo que o peso médio dado por p(x), em quilos, é
uma funcéo da idade da crianga (x) e que p(x) = det A,

3 —x
em que A = 4 2 |, podemos concluir que o peso
3
médio de uma crianca de 7 anos &, em kg, igual a:
a)18 c) 20 e) 26
b) 19 d) 22

~
20. UFAM C6-H26

Para criptografar uma palavra de quatro letras um aluno
de Matematica a representou como uma matriz 4 x 1
substituindo cada letra da palavra por nimeros confor-
me o quadro a seguir.

A—»1 B->2 (-3 (-4 D5 E—b

F—7 G—8 H->9 110 J->11 K=12
L—-13 M—14 N—15 0-16 P—17 018
R—19 S—>20 T-21 U->22 V->23 W24
X—25 Y—26 7Z—27 A-28 0-29 E-30

Em seguida multiplicou essa matriz pela matriz

u 000
21
0 11—1 00
A= 3 , obtendo como resultado a matriz
0 0 =0
5
0 00 1
4
1
2 .
B= . Para descriptografar a palavra deve-se fazer o
3
4

produto da matriz B pela matriz inversa de A. Entao a
palavra originalmente era:

a) UFAM
b) MACA
c) HEXA
d) TUDO
e) AMOR
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AT

Determinante de matriz de
ordem maior ou igual a 3

Regra de Sarrus
Matriz reduzida
Cofator

Teorema de Laplace

Propriedades do determi-
nante

Teorema de Binet

Teorema de Jacobi

HABILIDADES

Calcular determinante de
matriz de ordem maior ou
igual a 3.

Reconhecer a Regra de
REIT

Operar cofator.

Aplicar o teorema de
Laplace.

|dentificar e aplicar as
diversas propriedades do
determinante.

Reconhecer o teorema de
Binet.

Aplicar o teorema de
Jacobi.

DETERMINANTE DE
MATRIZ DE ORDEM N
E PROPRIEDADES DO
DETERMINTANTE

DETERMINANTE DE MATRIZ DE ORDEM N

Existem dois métodos para calcular determinantes de matrizes com ordem maior
ou igual a 3. O primeiro é a regra de Sarrus. Embora seja um método mais prético,
aconselha-se utilizar matrizes de ordens proximas a 3.

O segundo é o teorema de Laplace, o qual, mesmo sendo um método mais
complexo, pode ser utilizado para matrizes de qualquer ordem.

Regra de Sarrus
Apresentaremos essa regra com base em um exemplo pratico. Tomando a matriz
A de ordem 3, adotaremos os seguintes passos:

323
A=|651
1014

1. Copiamos a matriz ao lado, até a penultima coluna.

32332
65165
104110

2. Multiplicamos os elementos da diagonal principal e repetimos o procedimento
para suas paralelas a direita.

323 32
detA—651 65
104
\—>3 -0=0
\\—»2 1=2
3-5-4 =60

o O'I—‘G)

3. Multiplicamos os elementos da diagonal secundéria e repetimos o procedi-

mento para suas paralelas a direita.

1-5-3=15
//—>o 1-3=0
S > 4.6-2=148

32332
detA=|6 5 1|65
104010

4. Subtraimos as somas dos produtos obtidos nos passos 2 e 3, nessa ordem.
Assim:

detA = (0 + 2+ 60)—(15 + 0 + 48)

det A =62 -63 = -1



MATRIZ REDUZIDA

Dada uma matriz quadrada A, obtemos a matriz
reduzida A, eliminando a linha i e a coluna j de A.

-1 2 7
Vamos considerar a matrizA=| 3 -6 2
2 51

Obtemos a matriz reduzida A , eliminando a primeira
linha e a terceira coluna. Ou seja:

COFATOR

Dada uma matriz quadrada A de ordem n = 2,
chamamos cofator de um elemento a, de A o nime-
roreal C, = (-1)'+ /- |A|, sendo A, a matriz reduzida
obtida de A ao se eliminar a linha i e a coluna j.

Observe como calculamos o cofator do elemento
a,, da matriz A, utilizada anteriormente:

127
A=| 3 62

2 5 1
C, = (122 |A | 5C, = (1242 Tl
23 23 23 2 5
S5 C, = (1) -[-1)-5-(2-21>C, =

=(-1-(-6-4-C,=9
Portanto, o cofator do elemento a,, da matrizA € 9.

TEOREMA DE LAPLACE

O determinante de uma matriz A, de ordem
n = 2, € asoma dos produtos dos elementos de uma
fila (linha ou coluna) pelos respectivos cofatores.

Dessa forma:

detA=a_,-C.+a, -C,+a, C

23 23 33 33
det A =7 - (<1 +3. |38 4o azes.
2 5
-1 2 -1 2
+1 e
2 5 R

detA=7-27+2-9+1-0—detA =207

Observacao: se tivéssemos escolhido outra fila, o
resultado seria 0 mesmo.

PROPRIEDADES DO DETERMINANTE
Propriedade 1

Se os elementos de uma fila (linha ou coluna) de
uma matriz forem nulos, seu determinante sera nulo.

Exemplo:
018

A=| 042
073

detA=0-4-341-2-0+8:-0-7-(8-4-0
+0:2-7+1-0-3 =0
Propriedade 2

Se duas filas paralelas de uma matriz sdo iguais ou
proporcionais, seu determinante sera nulo.

Exemplo:
154

A=| 263
1514

detA=1-6-4+5-3-1+4-2-5-(1-6-4
+5-3-1+4-2-5 =0

Propriedade 3

O determinante de uma matriz e o de sua trans-
posta sao iguais.

Exemplo:
13
A=
52

15
AT = 39 —detAT=1-2-5-3=2-15=-13

] —detA=1-2-3-56=2-15=-13

Propriedade 4

Se todos os elementos de uma fila (linha ou coluna)
de uma matriz quadrada forem multiplicados por um
numero real k, o determinante da matriz serd multipli-
cado por k.

Exemplo:
23
A:{4 1J—>de’[A=2-1—3-4=2—12=—10

Ao multiplicarmos a segunda coluna de A por 3,

29
temosqueB=[43}edetB=2-3—9-4=

=6 -36 = -30.
Logo, det B = 3 - det A.
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Propriedade 5

Se a posicao de duas filas (linhas ou colunas) de
uma matriz quadrada for trocada, o determinante da
matriz resultante serd o oposto da matriz original.

Exemplo:
35
A=(1 4]—>detA:3-4—5-1 =12-5=7

Ao invertermos as linhas da matriz A, obtemos a
matriz B.

14
B=(3 5]—>detB=1-5—4-3=5—12=—7

Logo, det B = —det A.

TEOREMA DE BINET

Se A e B sdo matrizes quadradas de mesma ordem,
entdo det (A - B) = det A - det B.

Consequéncia do teorema de Binet
O determinante da matriz inversa de A é igual ao
inverso do determinante da matriz A.

det (A7) = det A

TEOREMA DE JACOBI

Dada uma matriz A quadrada, se multiplicarmos
todos os elementos de uma fila de A por um mesmo
numero nao nulo e somarmos os resultados dos ele-
mentos aos correspondentes de outra fila, temos uma
matriz B cujo det A = det B.

Regra de Chio

Trata-se de uma aplicagcao direta do teorema
de Jacobi que possibilita simplificar o célculo do
determinante baixando a ordem deste.

Para aplicar a regra de Chi6, a matriz deve ser
quadrada e de ordem maior ou igual a 2, com a, =1
Além disso, é necessario seguir estas etapas:

1. Escolher um elemento a\ ¢ Caso ele nao exis-
ta, aplicar as propriedades dos determinantes
para surgir o elemento 1.

2. Eliminar a matriz dada a linha i e a coluna | do
elemento a, = 1 escolhido.

3. Subtrair de cada elemento restante o produto
dos elementos que foram eliminados e que se
encontram em sua linha e sua coluna, obtendo
uma nova matriz de ordem (n — 1).

4. Multiplicar o determinante obtido na etapa 3 por
(=1)", em que i e j se referem, respectivamente,
alinha e a coluna as quais pertence o elemento
a, = 1. Portanto, det A = (—=1)*- det B.

EXERCICIO ' RESOLVIDO

1. Sistema Dom Bosco — Calcule o determinante da ma-

2 3-10
, 4 2 1
trizA =
220
-12 3 2
Resolucao

Utilizando a regra de Chié com base no elemento a,,

= 1, temos:
2 3 -1/0]
A_| 1T 4 2|1 |
3 2 210
-12 3 3
2-(1-0) 3=(4-0) -1-(2-0)
Logo, B = 3—(1 0) —(4 0 2—(2-0) =
—1—(1 2) 2—(4~2 3—(2 2
2 3 ~1
2 3 2 2
-3 -6 -1

Assim, det A = (-1)?" - det B = 1.

Portanto:

2 3 -1

3 2 2|=-4-18+18-6+9+24=23
-3 6 -1

Dica:

Para tornar ainda mais facil a aplicacao da re-
gra de Chi¢, utilize o elemento igual a 1 na linha
ou na coluna que tiver maior quantidade de zeros.



ROTEIRO DE AULA
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Método para calcular o determinante de
matrizes de ordens préximas a 3.

Regra de Sarrus

Método para calcular determinantes de
matrizes de ordem maior ou igual a 2.

Teorema de Laplace

E dado pela soma dos produtos dos ele-
mentos de uma fila pelos respectivos co-
fatores.
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ROTEIRO DE AULA

DETERMINANTES

Propriedades

Teorema de Jacobi

Propriedade 1

Propriedade 2

Propriedade 3

Propriedade 4

Propriedade 5

Se os elementos de uma fila (linha ou
coluna) de uma matriz forem nulos, seu
determinante sera nulo.

Se duas filas paralelas de uma matriz
s80 iguais ou proporcionais, seu deter
minante seréa nulo.

O determinante de uma matriz e o de
sua transposta sao iguais.

Se todos os elementos de uma fila (li-
nha ou coluna) de uma matriz quadrada
forem multiplicados por um numero
real k, o determinante da matriz ficara
multiplicado por k.

Trocando-se a posicdo de duas filas (li-
nhas ou colunas) de uma matriz quadra-
da, o determinante da matriz resultante
sera o oposto da matriz original.

Se A e B sdo matrizes quadradas da mesma ordem, entdo det (A - B) = det A - det B.

Dada uma matriz A de qualquer ordem, se adicionarmos uma
fila de A a uma fila paralela, previamente multiplicada por uma
constante real, teremos uma matriz B cujos determinantes se-

rao iguais.



EXERCICIOS DE APLICACAO

1. IME-RJ - Seja A o determinante da matriz
12 3

x x* x% |. O numero de possiveis valores de x

x x 1

reais que anulam A é

a) 0 (e)2 e) 4

b) 1 d)3

Calculando o determinante, temos:

12 3

A= |x X2 x| =(x24+ 2x*+ 3x2) = (3x® + x*+ 2x) = x* —= 3x3 +
x x 1

+ 4x2-2x =

=x-(x3-3x2 +4x-2) =

=x-(x=1) - (x2=2x + 2).

Para que A seja nulo, x(x — 1) - (x2=2x + 2) = 0.

Como x2-2x + 2 ndo tem raizes reais, apenas x = 0 e x = 1 anulam A.
Logo, hé 2 possiveis valores reais de x.

2. UERN (adaptado) — Considere a seguinte matriz:

2 1 log,8
1T =2 4
3 log,4 1

Reescrevendo a matriz A, temos:
2 1 log,8 2.1 3
1 -2 4 = 1-24
3 log,4 1 3 21

Assim, o determinante de A seré é:

detA=(-4+12+6)-(-18 +16 + 1)
detA=-4+12+6+18-16-1
detA =15

Pela regra de Sarrus, qual é o determinante dessa matriz?

3. Sistema Dom Bosco C6-H25

Uma vaga de estégio foi anunciada e dezesseis candi-
datos foram convocados para uma entrevista. Na sala
de espera, os candidatos foram distribuidos como na
representacao abaixo.

Alberto  Bruno  André Geraldo
Carlos Denise Marcia Deise
Daniele Daniel Barone Carla

Alvaro Benedito Estela Antonio

Na tabela, se a letra inicial de cada um dos nomes dos
candidatos for substituida pelo nimero que representa
a posicdo ocupada em nosso alfabeto, entdo obtemos
uma matriz, cujo determinante é

(a)-192 c) 0 e) 192
b) 119 d) 119

Fazendo a substituicao indicada, obtemos a matriz:

1217
3413 4
44 2 3
12 5 1

Aplicando a regra de Chi¢ e calculando o determinante, obtemos:

™ 7
-2.10 -17
34134
= (-1 | -4 2 25| = —192
44 2 3
0 4 6
125 1

Competéncia: Interpretar informacgdes de natureza cientifica e social
obtidas da leitura de gréficos e tabelas, realizando previsao de tendéncia,
extrapolacéo, interpolagdo e interpretacéo.

Habilidade: Resolver problema com dados apresentados em tabelas
ou gréficos.

4. PUC-RS - Dadas as matrizesA=[1 2 3leB=|5 |
6

qual é o det (A B)?

a) 18

b) 21

@32 A-B=1-4+2-54+3-6=32
d) 126 Logo, det (A - B) = 32.

e) 720
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5. Mackenzie-SP — O valor do determinante
0 log,3 log 1
3 % 3

1 logs27 |09127
3

é
0 log,81 log,243
1
a)0 b) 1 1 d)3 e) —
) ) (e)- ) ) 3
0 log,3 lo 1
9; 9%3
Calculando | 1 log,27 log,27 |, temos:

0 log,81 log,243

EXERCICIOS PROPOSTOS

7. FGV-SP - Sejam M, . e N, , as matrizes quadradas
indicadas a seguir, com a, b, ¢, d, e, f, g, h, i, | sendo
numeros reais.

2a. 2% 2 2
abec 0 0 25 O
M=|de f| N=

o 2d 26 2a 2f

29 2h 2¢ 2

Se o determinante de M é o numero real representado
por k, entao o determinante de N seréa igual a

a) —-16jk. c) -2jk. e) 0.
b) 16jk. d) 2jk.

1

0 log,3 log
’ 33 [01 1

1 log,27 log,27 |=|1 3 -3
3

4 5
0 log,81 log,243

Pela regra de Sarrus:
(0-3-5+1-(-3)-0+1-1-4)=(0-3-1+4-(-3)-0+5-1-1) =
=4-5=-1.

cos® 2 sen6

6. IFCE - Considere a matriz A = 3 13
-senB 0 cos6

Sabendo-se que sen 6 = —cos 0, em que 0 < 6 < 27,
o determinante da matriz inversa de A, indicado por
detA, vale:

a) -1
b)0
()1
d)2
e)-5
Calculando detA, temos que detA = cos20 -6 - sen 6 + sen20 — 6¢os 6.
Como sen® = —cos 6, detA = 1.

Portanto, det A" = —— = 1.




8. ITA-SP - Seja M uma matriz quadrada de ordem 3, in-
versivel, que satisfaz & igualdade det (2M) - det (i‘;/2|\/|3 ) =

= gde‘c (3M.
9

Entao, um valor possivel para o determinante da inversa
de M é

a)

W[ =

b)

c)

d)

e)

MO Ol WIN N|—

9. Insper-SP — Matrizes de Vandermonde sdo matrizes
quadradas em que 0s elementos ao longo de cada linha
formam progressdes geométricas de primeiro termo
igual a 1, ndo necessariamente com a mesma razéo
para cada linha. Por exemplo, a matriz B a seguir, de
ordem 4, é de Vandermonde:

1 5 25125
13 9

B=|1-3 9 -27
11

4

1 =
2

Seja V uma matriz de Vandermonde de ordem 3 em
que a PG formada com os elementos da 12 linha tem
razdo 2, a PG formada com os elementos da 22 linha
tem razdo 3 e a PG formada com os elementos da
32 linha tem razao -2.

O determinante da matrizV é igual a
a) -16. c) 16. e) 36.
b) 0. d) 20.

3
10. ESPM-SP (adaptado) — Se a matriz { , X 1 } for mul-
X+

tiplicada pelo valor do seu determinante, este ficara
multiplicado por 49. Quais os possiveis valores de x?
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11. UEPB - Se x e y sdo numeros reais nédo nulos e

Xy xXZ+y?

x 0 x? = 0, entao o valor de 2x + 3y é:
-2 -3 -b

a) 10 c)7 e)5

b)4 d)-5

12. Espcex-SP — Considere a matriz:

a a*-b® b
M=1]a a 0
2 5 3

Se a e b sdo numeros reais ndo nulos e det (M) = 0,
entdo o valor de 14a%? — 21b? é igual a:

a) 15 c) 35 e) 70

b) 28 d) 49

13. Mackenzie-SP - Para a matriz quadrada

cos17° 0 sen17°

M = 1 1 1 o valor do determinante

sen28° 0 cos 28°

128




14. ITA-SP (adaptado) — Se M =

1 -1 21
eN =
20 -1 3

entdo MNT— M-'N é igual a?

15. UEPG-PR (adaptado) — Sobre a matriz
cos 156° —sen1b6°

A= , assinale o que for correto.

sen15° cos15°

cos 30° —sen 30°

sen30° cos 30°

Il.det A = 1.
cos 30° 0
LA+ At =
2 cos 30°
IV. det (2A) = — S
2
V.detA2=0

a) Apenas | e Il estao corretas.

b) Apenas | e Ill estdo corretas.

c) Apenas Il e IV estédo corretas.

d) Apenas |, Il e V estdo corretas.

e) Apenas Il, IIl, IV e V estéo corretas.

16. UEM-PR (adaptado) — Considere as matrizes

0100
13

123 sy lac_|3210

A=ls.4|'B7 ¥l o321

1032

De acordo com conhecimentos sobre matrizes e deter
minantes, é correto afirmar que

I.det (M - N) = det (N - M), emque N e M sdo matrizes
quadradas de mesma ordem.

Il. det Mt = —det M, em que M é matriz quadrada de
ordem impar.

Ill. det (C) = 4.
IV. A matriz A - B tem trés linhas e trés colunas.
V.det (A - B) = 96.

a) |l e Il apenas.
b) Il eV apenas.
c) | e IV apenas.
d) lll e IV apenas.
e)l eV apenas.
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17. ITA-SP (adaptado) — Uma progresséao aritmética
(a,a, ..., a) satisfaz a propriedade: para cadaneN a
soma da progressao é igual a 2n? + 5n. Nessas condi-
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a, a, a,

coes, qual é o determinante da matriz a, a, a

a,+2 ag a,

ESTUDO PARAO ENEM

18. UnB-DF (adaptado) C6-H25

Na confeccgéo de ursos, coelhos e elefantes de peldcia,
uma industria utiliza trés tipos de materiais: tecidos,
espuma e plastico. A quantidade de material usado na
fabricacao de cada um desses brinquedos esta indicada
na tabela abaixo.

Tipo de material utilizado (em gramas)

2000 300 -~ . 500
300 200 400
p 500 200

Nessa industria, um funcionario, para produzir x ursos,
y coelhos e z elefantes de pellcia em um dia de traba-
Iho, utiliza 1,8 kg de plastico; 2,3 kg de tecido; e 2,7 kg
de espuma.

Com base nas informagodes apresentadas, pode-se ob-
23p
teramatriz| 3 2 5

54 2

Sabendo que o determinante é igual a 50, qual a quanti-
dade de pléstico utilizada pelo funcionério na confecgao
do elefante?

a) 25 kg c) 50 kg e) 1,5 kg

b) 2,5 kg d) 75 kg




19. Unicamp-SP (adaptado) C6-H25

Cansado das perguntas em sala de aula sobre quanto
valeria a prova, um professor decide passar um exer
cicio teste para os alunos adivinharem quanto sera a
pontuagdo da prova.

Sabendo que a e b sdo numeros reais, considere a
matriz quadrada de ordem 3,

1T a1
A=| b 1 a

2 b2

Se a soma dos elementos em cada linha da matriz A
tem sempre o mesmo valor, entdo o determinante de
A éigual a

a) 1. c) 5. e) 100.

b) 4. d) 10.

20. Famerp-SP C1-H3

No estudo da dindmica de populacdes é comum ser
necesséario determinar o nimero real A na equacao
det (M — Al)= 0, em que M é uma matriz quadrada, |
é a matriz identidade, da mesma ordem de M, e det
representa o determinante da matriz (M - Al).

017 2
Se, em um desses estudos, tem-seM = | 2 0 0 |,
o valor positivo de A é igual a 100
a)b. c) 9. e)6.
b) 8. d)12.
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Equac@es lineares
Sistemas lineares
Sistemas equivalentes
Classificagdo de sistemas

Resolugdo: método da
substituicdo

Resolugdo: método da
igualdade

HABILIDADES

Reconhecer um sistema
linear.

|dentificar sistemas lineares
equivalentes.

Classificar sistemas
lineares.

Solucionar um sistema
linear pelo método da
substituicdo.

Solucionar um sistema
linear pelo método da
igualdade.

INTRODUCAOQ A SISTEMAS
LINEARES, METODO DA
SUBSTITUICAO E METODO
DA IGUALDADE

EQUACOES LINEARES

Equacoes do 1° grau que apresentam duas ou mais incégnitas sdo chamadas
equacoes lineares.

Existem infinitas solucdes para as equacoes lineares. Por exemplo, a solucao
de uma equacao linear com duas incégnitas é todo par de valores que a verifica, ou
seja, que a torna verdadeira.

Vamos calcular os valores de x e y que satisfazem a equacédo 2x + y = 6.

[
n 2 0 3 -1 4.\ \2
n 2 6.0 8 =2 10

Ou seja, equacoes lineares com mais de uma incégnita apresentam infinitas solucoes.

SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES
Trata-se de um conjunto de equacoes lineares. Sua representacao é feita com
uma chave englobando todas as equacées lineares que compdem o sistema.

Solucdo de um sistema linear
Séo os valores que satisfazem, ao mesmo tempo, a todas as equagdes que
formam o sistema.

SISTEMAS EQUIVALENTES
Dois ou mais sistemas de equacbes que apresentem a mesma solucao sao
chamados equivalentes.

CLASSIFICACAO DE SISTEMAS

Os sistemas de equacdes lineares sado classificados de acordo com o nimero
de solucdes que apresentam:

¢ Possivel e determinado — O sistema apresenta uma Unica solucéo.

* Possivel e indeterminado — O sistema apresenta infinitas solucoes.

¢ Impossivel — O sistema ndo tem solucéo.

Considere os seguintes exemplos:

X+y=5 A solucédo € Unica: x = 4 ey = 1 (sistema possivel e
dy—y=1 determinado).

Podemos observar que a segunda equacao é equivalente a
X+y=5 primeira. Basta multiplicarmos os dois membros por 4. Dessa

4x+y =20 forma, hd uma sé equacéo e duas incégnitas, o que oferece
infinitas solucoes (sistema possivel e indeterminado).
Se multiplicarmos a primeira equacéo por 3, teremos a equa-
R X+y=5 Gao 3x+3y =15. Se compararmos a segunda equagao, hotamos
que ambas apresentam informacdes contraditérias. Portanto,
3x+3y=10

nao ha solucao para esse sistema (sistema impossivel).



Podemos resumir a classificacdo de sistemas da seguinte maneira:

Solucdes de um sistema linear de duas
equacoes com duas incégnitas

(Tem uma ou mais solucdes J ( N&ao tem solugao J

Gnﬁnitas solugéesj
( Determinado ) (Indeterminado )

RESOLUCAO: METODO DA SUBSTITUICAO

Para solucionar um sistema linear pelo método da substituicao, devemos seguir
estes passos.

Exemplo:
x—-y=3
3x+2y=9

Vamos solucionar o sistema | pelo método da substituicao.

1. Isolamos x na primeira equagéo:
x=3+y

2. Substituimos essa expressdo na segunda equacéao:
383+y)+2y=9

3. Solucionamos a equacao obtida, chegando assim ao valor de y:
9+3y+2y=9

By =0
y=20
4. Calculamos o valor de x com base na primeira equacao:
Xx—y =3
x-0=3
x =3

4. Por fim, verificamos a solucgéo:
Xx—-y=3 X+2y=9
3-0=3 3:3+2-0=9

RESOLUCAO: METODO DA IGUALDADE

Para solucionar um sistema pelo método da igualdade, seguimos estes passos.

Exemplo:

] ) 2x+3y =8 ) )
Vamos solucionar o sistema pelo método da igualdade.
3x+2y=7
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Isolamos x em ambas as equacodes:
« — 8 — 3y ‘= 7 -2y
2 3

e |gualamos as duas expressoes:
8-3y 7-2

2 3
* Solucionamos a equacao obtida:
3-(8-3y)=2-(7-2y)
24 -9y =14 -4y
By =10
y=2

EXERCICIOS RESOLVIDOS

x+3y=8
1. Sistema Dom Bosco — Resolva o sistema
utilizando o método da igualdade. X-y=-4
Resolucao
x+3y =8
Do enunciado, temos .
x—y=-4

Isolando x em ambas equacgoes e fazendo a igualdade,

obtemos:
x = 8-3y
xX=-4+y

8-3y=-4+y—>4y=12—>y=3
Substituindo y em uma das equacgdes:
Xx=-4+3->x=-1

Logo, x =-1Tey = 3.
2. Enem C5-H21

Uma companhia de seguros levantou dados sobre carros
de determinada cidade e constatou que sao roubados, em
média, 150 carros por ano. O nimero de carros roubados
da marca X é o dobro do numero de carros roubados da
marcaY, e as marcas X eY, juntas, respondem por cerca de
60% dos carros roubados. O nimero esperado de carros
roubados da marcaY é

e Calculamos o valor de x com base na primeira
equacao:
2x + 3y = 8
2x +3-2=8
2x =2
x =1
e Por fim, verificamos a solugéo:
2x + 3y =8 3X + 2y =7
2-1+3-2=8 3-1+2-2=7

a) 20 c) 40 e) 60
(b)30 d) 50
Resolucao

Consideramos que x e y representam o nimero de
carros roubados das marcas X e Y, respectivamente. En-
tdo, pelo enunciado, obtemos o sistema de equacgoes:

X =2y
x+y=0,6-150=90

Isolamos x em ambas as equacdes e fazemos a
igualdade:

2y =90—-y — 3y =90

90
Assim, y = ) = 30.

Portanto, o nimero esperado de carros roubados da
marcaY é 30.

Competéncia: Modelar e resolver problemas que en-
volvem variaveis socioecondmicas ou técnico-cientifi-
cas, usando representacoes algébricas.

Habilidade: Resolver situacao-problema cuja modela-
gem envolva conhecimentos algébricos.



ROTEIRO DE AULA
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INTRODUCAO A SISTEMAS LINEARES

duas . incoégnitas
Apresentam ou mais
Equacgées lineares ...
Apresentam infinitey solucoes.
"""" Conjunto de equacoes lineares
Sistemas lineares oo :
A solugao sdo valores que satisfazem, ao mesmo

a todas as equagoes

tempo,
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5 mesma solucéo
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ROTEIRO DE AULA

SISTEMAS

LINEARES

Passos do método
da igualdade

10 Isolar a mesma incég-
nita em ambas as equacoes
gualar as expressdes
30 Solucionar a equacéo obti-
da, agora com apenas uma in-
cognita.
40 Calcular o valor da
outra incognita utilizan-

do uma das equacoes iniciais




EXERCICIOS DE APLICACAO
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1. IFPE - Karina foi a feira e comprou 15 frutas (magas € : Chamando x = n2de acertos e y = n®de erros, temos o seguinte sistema: E
abacaxis). Karina pagou R$ 0,80 por cada maca e R$ 4,60 : =
por cada abacaxi, totalizando R$ 34,20. Karina comprou 20x =10y =100 s
_ : - 2x-y=10 >y =2x-10
a) 6 macgés : X +y =80
b) 9 abacaxis : ) o
@9 macas Pelo método da substituicéo:
¢ P X+ (2x-10) = 80 — 3x = 90 — x = 30.

d) 8 abacaxis : Competéncia: Modelar e resolver problemas que envolvem varidveis so-
e) 8 macas © cioecondmicas ou técnico-cientificas, usando representacdes algébricas.

Habilidade: Identificar representagoes algébricas que expressem a

m = macas relacdo entre grandezas.

a = abacaxis
Podemos escrever o sistema desta forma:

0,8m + 4,5a = 34,20

m+a=15
Assim: . .
0.8m + 458 — 3420 4. IFAL — Resolvendo o sistema abaixo, encontramos 0s
' . ' ' valores para x ey tais que o produto x - y é igual a

m = —a B
Pelo método da substituicao: X+2y=4

. . o — . = N
0,8 (15-a) + 4,5a = 34,20 12 -0,8a + 4,5a = 34,20 X =y =3
3,7a = 22,20 :
a=6 : a) 1

Logo: 2

m=15-a > m=15-6 2> m=29 c) 3
Assim, Karina comprou 6 abacaxis e 9 macés. d)4

e)5

Pelo sistema apresentado:

: X+2y=4—-5x=4-2y
2. IFAL (adaptado) — Em uma turma de 49 alunos, o : 34y
: 2Xx-y =35 Xx= 2

Aplicando o método da igualdade, temos:

, 3 .
numero de homens corresponde a 2 do numero de

mulheres. Quantos homens hé nessa turma?

3+y
4-2y =
Supondo que H seja o numero de homens e M, o de : 2
mulheres, temos o sistema: : 24-2y)=3+y
H+ M =49 8-4y=3+y

%M=£H 5=0by— y=1
H=3 3

. Substituindo y em qualquer das equagdes, temos:

x=4-2(1)>x=2
Pelo método da substituicao: Assim, x -y =2-1=2.
H+ -H=49—>5_-H=49->H=21
Portanto, ha 21 homens na turma.

5. Enem C5-H19

Um técnico precisa consertar o termostato do aparelho
de ar-condicionado de um escritério, que esta desregula-
do. A temperaturaT, em graus Celsius, no escritorio, va-

3. Enem C5-H19

Uma barraca de tiro ao alvo de um parque de diversoes
dard um prémio de R$ 20,00 ao participante, cada vez
que ele acertar o alvo. Por outro lado cada vez que ele

errar o alvo, deyera’ pagar R$ 10,00. N_é(_) h& cobranca ria de acordo com a fungéo T (h) = A+Bsen b4 ’
inicial para participar do jogo. Um participante deu 80 : 12(h-12)

tiros e, ao final, recebeu R$ 100,00. sendo h o tempo, medido em horas, a partir da meia-

Qual foi 0 nimero de vezes que esse participante acer -noite e A e B os parametros que o técnico precisa

tou o alvo? : regular. Os funcionarios do escritério pediram que a

: temperatura méxima fosse 26 °C, a minima, 18 °C, e

30 c) 50 e) 64 : que durante a tarde a temperatura fosse menor do que

b) 36 d) 60 . durante a manha.
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Quais devem ser os valores de A e de B para que o
pedido dos funcionéarios seja atendido?

a)A=18eB =38
(b)A=22¢B =4
c)A=22eB =4
d)A=26eB = -8
e)A=26eB =38

Do enunciado, sabemos que:

T(h)=A+Bsen [mj

Ao substituir os valores 26 °C as 6h e 18 °C as 18h, temos:

T(6)=26=A+Bsen [L]
12(6-12)

26 =A+Bsen [—%)—)26=A—B

T(18)=18=A+Bsen|—~
12(18-12)

18=A+Bsen(g]—>18=A+B

Resolvemos o sistema pelo método da igualdade:
A-B=26—-A=26+8B
A+B=18—->A=18-B

26 + B =18-B— 2B

18-26—>B = —% —->B=-4

A=26+B—->A=26+(-4—->A=22

Competéncia: Modelar e resolver problemas que envolvem varidveis so-
cioecondmicas ou técnico-cientificas, usando representacoes algébricas.

Habilidade: Identificar representacoes algébricas que expressem a
relacdo entre grandezas.

EXERCICIOS' PROPOSTOS

7. IFBA — Na Pizzaria “Massa Dez' verificou-se que o valor
financeiro que os amigos Kiko, Bené e Zaza tinham,
em reais, dependia de resolver o seguinte problema:

* a média aritmética dos valores financeiros dos ami-
gos citados era R$ 30,00.

* a média aritmética dos valores financeiros de Bené
e Zaza era R$ 20,00.

e Kiko tinha R$ 30,00 a mais que Bené.

A partir dessas informacgdes, podemos afirmar que:
a) Kiko tem R$ 40,00 a mais que Zaza.

b) Bené tem R$ 10,00 a mais que Zaza.

c) Zaza tem o mesmo valor financeiro que Kiko.

d) O valor financeiro de Kiko corresponde a soma dos
valores financeiros de Bené e Zaza.

e) Zaza tem o mesmo valor financeiro que Bené.

6. UPE — A loja Bem Barato estd com a seguinte pro-
mogcao: “Na compra de uma geladeira, uma lava-roupa
tanquinho e um forno de micro-ondas, todos da marca
Elizabeth Ill, o cliente paga R$ 1.530,00 em 8 vezes
sem juros” Se a geladeira custa o triplo do micro-ondas
e custa 360 reais a mais que a lava-roupa tanquinho,
quanto o cliente pagara se comprar apenas a lava-roupa
tanquinho e o forno micro-ondas?

a) 840 reais
b) 805 reais
c¢) 780 reais

d) 750 reais

'720 reais

Consideramos que os pregos da geladeira, da lava-roupa tanquinho e
do forno micro-ondas sao g, |, e f, respectivamente.

Assim:

g+1+f=1530
g=3f
g=1+360

Por igualdade, temos 3f = | + 360 — | = 3f - 360
Logo: g + I'+ f = 1530. Entao:

3f + 3f-360 + f = 1530

7f = 1890 — f = 270

Entédo: g =3-270 - g =810

| =3f-360—1=23-270-360 — | = 450
Desse modo, o cliente vai pagar:
f+1=R$270,00 + R$ 450,00 = R$ 720,00.




8. PUCCamp-SP (adaptado) — No inicio de um dia de Por essa rodovia, a distancia entre A e C é o triplo
coleta de lixo para reciclagem, foram usados quatro : da distancia entre C e D, a distanciaentre Be D é a
recipientes de coleta, todos vazios e de mesmo peso. metade da distancia entre A e B, e a distancia entre |

B e C éigual a 5 km. Por essa estrada, se a distancia
entre C e D corresponde a x% da distancia entre A e
B, entdo x é igual a:

a) 36

b) 36,5

c) 37

d) 375

e) 38

MATEMATICA 1

MSPOLI/ISTOCKPHOTO

Ao final do dia, o recipiente com vidro pesava 3 kg, a
soma do peso dos recipientes com metal e com plés-
tico era igual ao peso do recipiente com papel e, por
fim, o peso do recipiente com metal superava o peso do
recipiente com plastico em 1,2 kg. Se a soma dos pesos
dos quatro recipientes, ao final desse dia, era igual a
8 kg, entao, a coleta de papel superou a de metal em

a) 500 g.
b) 450 g.
c) 1,45 kg.
d) 1,85 kg.
e) 650 g.

10. FGV-SP - O diagrama a seguir indica o nimero de vei-
culos que passaram em cada trecho de quatro avenidas
de mao Unica na ultima hora. Por exemplo, 300 veiculos
passaram, nessa hora, pelo trecho da Av. Stuart Mill que
antecede o cruzamento D. Sabe-se ainda que, nessa
hora, passaram 500 veiculos entre os cruzamentos de
D e C, x veiculos de D para A, y veiculos de B paraAe z
veiculos de B para C. Interpretando os cruzamentos do
diagrama, pode-se deduzir, por exemplo, que x +y =
= 1300 (deducao a partir da analise do cruzamento A).

5 5
g g
3 g
z K
300 500
9. FGV-SP - As cidades A, B, C e D estéo ligadas por : A, Keynes 1200 D Al 800
uma rodovia, como mostra a figura seguinte, feita fora : -
de escala. ' X
1500 v4
D z
Av. Marshall 1300 “« 1400
C B
— 700 400

a) Calcule x, y e z.

_ b) Substitua, no diagrama original, a quantidade de 500
A g veiculos que trafegam de D para C na hora analisa-




5 da por uma quantidade desconhecida de t veiculos. exemplo: conter monstros aprisionados, certas pala-
E Considerando que X, Yy, z e t sdo inteiros positivos, : vras que, quando pronunciadas, provocam destruicao,
s determine quantos sdo os valores possiveis para t. : paginas de pele humana, letras escritas em sangue.
= : Um exemplo classico € o Necronomicon, livro de pre-
= senca frequente nos contos do escritor estadunidense

Howard Philip Lovecraft, usado para ressuscitar mortos
e contatar seres sobrenaturais. Suponha um admirador
de Lovecraft que também é professor de Matematica.
Ele cria uma série de histérias sobre um livro amaldi-
coado, cuja capa traz o seguinte sistema de equacoes
escrito com sangue:

Y_y
X
By =12x+|[d|
d =144

A narrativa diz que o livro nao deve ser aberto, pois
algo terrivel aconteceré aquele que o fizer. Entretanto,
podera haver aquele que decidira abri-lo e, para tanto,
serd necessério descobrir o valor de y, que é

a) 4.
b) 6.
c) 14.
d) 28.
e) 36.

11. UCS-RS - Sabe-se que os primeiros registros feitos

pelos seres humanos eram marcados em paredes, fo-
lhas de palmeiras, tijolos de barro, tdbuas de madei-
ra. A primeira inovagdo foi o papiro, que tinha como
matéria-prima uma planta. Depois ele foi substituido
pelo pergaminho — feito de pele de animais —, que tinha
maior durabilidade e que tornava a escrita mais facil.
No século II, a partir do cértex de plantas, tecidos velhos
e fragmentos de rede de pesca, os chineses inventaram o
papel.
Em 1448, Johann Fust, juntamente com Gutenberg, fun-
dou a Werk der Buchei (Fébrica de Livros), onde foi pu-
blicada a Biblia de Gutenberg, livro que tinha 42 linhas. O
aumento da oferta de papel e o aprimoramento das técni-
cas de impressao em larga escala ajudaram a consolidar o
livro como veiculo de informacdo e entretenimento.

Em 1971, a tecnologia inovou o mundo da leitura com os
e-books, livros digitais que podem ser lidos em varios apa-
relhos eletronicos.

Disponivel em: <http://blog.render.com.br/diversos/a-evolucao-do-

-livro/>. Acesso em: 14 fev. 2017. (Parcial e adaptado)
Um livro pode ter um papel importante em narrativas
de terror. Muitos escritores criam, dentro das proprias
historias, livros com determinadas caracteristicas, por




12. Fuvest-SP — Uma dieta de emagrecimento atribui a cada alimento um certo nimero
de pontos, que equivale ao valor calérico do alimento ao ser ingerido. Assim, por
exemplo, as combinagdes abaixo somam, cada uma, 85 pontos:

4 colheres de arroz + 2 colheres de azeite + 1 fatia de queijo branco.
1 colher de arroz + 1 bife + 2 fatias de queijo branco.
4 colheres de arroz + 1 colher de azeite + 2 fatias de queijo branco.

4 colheres de arroz + 1 bife.

1 colher de | 1 colher de
arroz azeite

Note e adote:

5 100
0 60
100 40

Com base nas informacgdes fornecidas, e na composicdo nutricional dos alimentos,
considere as seguintes afirmacgodes:

I. A pontuacao de um bife de 100 g é 45.
Il. O macronutriente presente em maior quantidade no arroz sdo os carboidratos.
Ill. Para uma mesma massa de lipideo de origem vegetal e de carboidrato, a razéo
numero de pontos do lipideo
numero de pontos do carboidrato

oN

E correto o que se afirma em:
a) |, apenas.

b)Il, apenas.

c) l e ll, apenas.

d) Il e lll, apenas.

e)l, llelll
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13. ESPM-SP - Bia é 6 anos mais velha que Carla. Ha 2
anos, a idade de Bia era o triplo da idade de Ana e daqui
a 1 ano seré igual a soma das idades de Ana e Carla.
Podemos afirmar que:

a) Ana tem 7 anos.

b) Bia tem 12 anos.

c) Ana é mais velha que Carla.

d) Carla tem 6 anos.

e) Ana e Carla tém a mesma idade.

15. Epcar-MG - A solugdo do sistema

XY _Xoy X=y X=y
2 6 18 54 7
3x-y=-2

=1

é tal que x + y é igual a

a) —

14. Sistema Dom Bosco — A origem do “quadrado mégico”
€ desconhecida. Porém, h& evidéncias de sua existéncia
na China e na india que remontam ao século . Em um
"quadrado méagico’} em cada uma das linhas, colunas
e diagonais, a soma dos numeros inteiros deve ser a
mesma. Dado o “quadrado méagico”

A 17 B
13 C D
14 E 15

sendo que A, B, C e D sdo numeros inteiros, determine
o valor da soma D + E.




16. UFRGS-RS - Uma pessoa tem no bolso moedas de
R$ 1,00, de R$ 0,50, de R$ 0,25 e R$ 0,10. Se soma-
das as moedas de R$ 1,00 com as de R$ 0,50 e com
as de R$ 0,25, tém-se R$ 6,75. A soma das moedas
de R$ 0,50 com as moedas de R$ 0,25 e com as de
R$ 0,10 resulta em R$ 4,45. A soma das moedas
de R$ 0,25 com as de R$ 0,10 resulta em R$ 2,95. Das
alternativas, assinale a que indica o nimero de moedas
que a pessoa tem no bolso.

a) 22
b) 23
c) 24
d) 25
e) 26

17. Unicamp-SP — A figura abaixo exibe trés circulos no
plano, tangentes dois a dois, com centros em A, B e
C e raios de comprimentos a, b e c, respectivamente.

1

a) Determine os valores de a, b e ¢, sabendo que a
distancia entre A e B é de 5 cm, a distancia entre A
e C é de 6 cm e a distancia entre Be C é de 9 cm.

b)Paraa =2 cm e b = 3 cm, determine o valor de

¢ > b, de modo que o triangulo de vértices em A, B
e C seja retangulo.
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ESTUDO PARAO ENEM

18. Enem C5-H21
Uma pessoa encheu o cartdao de memoria de sua camera
duas vezes, somente com videos e fotos. Na primeira vez,
conseguiu armazenar 10 minutos de video e 190 fotos. Ja
na segunda, foi possivel realizar 15 minutos de video e tirar
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150 fotos. Todos os videos possuem a mesma qualidade de
imagem entre si, assim como todas as fotos. Agora, essa
pessoa deseja armazenar nesse cartdao de memoria exclu-
sivamente fotos, com a mesma qualidade das anteriores.

Disponivel em: <www.techlider.com.br>. Acesso em: 31 jul. 2012.

O nuimero méximo de fotos que ela podera armazenar é
a) 200.
b) 209.
c) 270.
d) 340

e) 475.

19. Enem C5-H19
Um cientista, em seus estudos para modelar a pres-
sdo arterial de uma pessoa, utiliza uma fungao do tipo
P(t) = A + Bcos (kt), em que A, B e K sdo constantes
reais positivas e t representa a variavel tempo, medida
em segundo. Considere que um batimento cardiaco
representa o intervalo de tempo entre duas sucessivas
pressdes maximas.

Ao analisar um caso especifico, o cientista obteve os

dados:
Pressdo minima 78
Pressdo maxima 120
Nimero de batimentos cardfacos por minuto 90

A funcédo P(t) obtida, por este cientista, ao analisar o
caso especifico foi

a) P(t) = 99 + 21cos (3mt)
b) P(t) = 78 + 42cos (3mt)
c) P(t) = 99 + 21cos (2mt)
d) P(t) = 99 + 21cos (t)
e) P(t) = 78 + 42cos (1)
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20. Enem C5-H21

Na afericdo de um novo seméforo, os tempos sao ajus-
tados de modo que, em cada ciclo completo (verde-
-amarelo-vermelho), a luz amarela permaneca acesa por
5 segundos, e o tempo em que a luz verde permaneca

. 2
acesa seja igual a 3 do tempo em que a luz vermelha

fique acesa. A luz verde fica acesa, em cada ciclo, du-
rante X segundos e cada ciclo dura’Y segundos.

Qual é a expressao que representa a relagdo entre
XeY?

a)bX -3Y+15=0

b)5X -2Y +10=0

c)3X-3Y+15=0

d)3X-2Y+15=0

e)3X-2Y+10=0
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redugdo
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linear pelo método do
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SISTEMAS LINEARES -
METODO DA REDUCAO
E ESCALONAMENTO

RESOLUCAO: METODO DA REDUCAO
Para solucionar um sistema pelo método da redugao, seguimos 0s passos abaixo.

Exemplo:

2x+y=5
S pelo método da redugao.

Vamos solucionar o sistema
3x—=2y =11

1. Igualamos os coeficientes de uma incégnita, exceto seu sinal. O numero pelo
qual multiplicaremos ambas as equacdes é multiplo comum de ambos os coe-
ficientes.Vamos multiplicar por 2 os membros da primeira equacao:

2x+y=5 4x+2y=10
-
3x—-2y=11 3x=2y =11

2. Somamos as equacoes do sistema obtido. Assim, reduzimos o sistema a uma
equacao com uma incognita:

4x + 2y = 10
+ 3x =2y =11
%4 = 21

3. Solucionamos a equacao obtida:
7x =21 —>x=3

4. Calculamos o valor de y com base na primeira equacéao:

2x +y=5
2:3+y=5
y=5-6
y=-1
5. Por fim, verificamos a solucéo:
2x +y=5 3x -2y =11
2:-3+((-1)=5 3:3-2-(-1)=Mn

IGUALANDO OS COEFICIENTES DA MESMA INCOGNITA

Podemos utilizar um método pratico para igualar os coeficientes de uma das
incégnitas. Observe o sistema a seguir:

2x-by=4
3x+7y=0
Para igualar os coeficientes de x, por exemplo, multiplicamos a primeira equagao

por 3 — que é justamente o coeficiente de x da segunda equacéo. Depois, multipli-
camos por 2 a segunda equacdo — que é o coeficiente de x da primeira equacao:

{2x—5y=4 3 {6x—15y=12
= 2 =
3x+7y=0 2 6x+14y =0



EXERCICIO RESOLVIDO

1. UFPR - Uma bolsa contém 20 moedas, distribuidas entre
as de 5, 10 e 25 centavos, totalizando R$ 3,25. Sabendo
que a quantidade de moedas de 5 centavos é a mesma das
moedas de 10 centavos, quantas moedas de 25 centavos
ha nessa bolsa?

a) 6 @ho

b) 8 e) 12
c) 9
Resolucao

Considerando x como o numero de moedas de 25 cen-
tavos e y como, o numero de moedas de 10 e 5 centa-
vos (as quais estdao na mesma quantidade), obtemos
0 seguinte sistema linear:

X+ 2y =20
0,25-x+0,15-y=3,25

Multiplicamos a segunda equacao por 20:

SISTEMA ESCALONADO

Um sistema é chamado escalonado quando cada
equacao, em relacao a anterior, apresenta uma
incégnita a menos, de modo que a Ultima equa-
cao apresente apenas uma incognita.

3x—-2y+z=9
O sistema {y-2z=-3
3z=2

é um exemplo de siste-

ma escalonado.

RESOLUCAO: METODO DO
ESCALONAMENTO

Para solucionar um sistema pelo método do esca-
lonamento, seguimos os passos abaixo.

Exemplo:

2X+y—-3z=-5
Vamos solucionar o sistema {—X=2y+z=0 pelo
X+3y+2z=7
meétodo do escalonamento.

1. Organizamos as equacdes de modo a deixar as
primeiras com os maiores coeficientes nas primeiras
incégnitas.

2x+y—-3z=-b5 2Xx+y—-3z=-5
-Xx—-2y+z=0 - X+3y+2z=7
X+3y+2z=7 -Xx=-2y+z=0

X+2y =20
bx +3y =65

=
S
=
=
=
<
=

Entdo, multiplicamos a primeira e a segunda equagoes
por -3 e 2, respectivamente:

X +2y =20-(-3)
5x +3y =65-(2)

Obtemos entéo:

—-3x -6y =-60
10x + 6y =130
Assim:

7x =70 - x =.10

Portanto, héd 10 moedas de 25 centavos na bolsa.

2. Anulamos os coeficientes da primeira incégnita,
exceto para a primeira equagao.

3. Somamos, membro a membro, a segunda e ter-
ceira equacoes e substituimos a terceira equacao pelo
resultado.

X+3y+2z=7
+ —X-2y+z=0

y+3z=7

4. Somamos, membro a membro, a primeira equa-
¢cado com a segunda multiplicada por —2. Substituimos
a segunda equacao pelo resultado.

2X+y—-3z=-5
+ —-2x-6y-4z=-14
—-by-7z=-19

O sistema, entéo, fica do seguinte modo:

2x+y—-3z=-b5
-by—-7z=-19
y+3z=7

5. No sistema equivalente obtido, substituimos a
terceira equacgao pela soma, membro a membro, da
segunda equagao com a terceira, multiplicada por 5.

-by-7z=-19
+ By -15z2=35
8z=16



3] 2x+y—-3z=-b5
=

= —by-7z=-19
=

= 8z=16

Assim, obtemos o sistema escalonado.

6. Com base no sistema escalonado, solucionamos equacao a equagao, de modo

a obter a solucao do sistema.

e Da terceira equacao, temos que z = 2.

e Substituindo z = 2 na segunda equacéo, obtemos y = 1.

e Substituindo z = 2 e y = 1 na primeira equagao, obtemos x = 0.

Portanto, a solugao do sistema é S = {(0, 1, 2)}.

EXERCICIO  RESOLVIDO

2.Vunesp - Se a, b e ¢ sdo numeros reais tais que
ax? + b(x + 1)2 + clx + 2)2 = (x + 3)?,
para todo x real, entdao o valordea—-b + c é

a) -5 c) 1 7

b)-1 d)3
Resolucao

Agrupando os coeficientes de x?, x e do termo cons-
tante, temos

ax?+b(x? +2x+1)+c(x* +4x+4)=x2+6x+9 <
o (a+b+c)x?+(2b+4c)x+b+4c=x2+6x+9

Como os polinbmios sdo iguais, obtemos o seguinte
sistema linear para os coeficientes

a+b+c=1
2b+4c=6
b+4ce9

Simplificando a segunda linha (dividindo por 2), resulta

a+tb+c=1
b+2¢=3
b+4c=9
Substituindo a terceira linha pelo resultado da multi-

plicagao da segunda linha por -1 somada a terceira
linha, obtemos

a+b+c=1
b+2c=3
2c=6

Assim,a = 1, b = -3 e ¢ = 3. Entéo, calculamos a—-b +
+c=1-(3)+3=7
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Passo1- Igualar

os coeficientes de uma das incognitas (exceto

........ seu sinal ) multiplicando
: '

os dois membros das equagbes por

constantes ndo nulas

Passo 2 — Somar ou subtrair
R as duas equacdes do sistema
reneees Método da redugdo equivalente.
Passo 3 — Solucionar aequa-
cao obtida.
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sistema linear.

Cada equacao, em relagao a anterior, apre-
senta uma incoégnita a menos

, devendo a Ultima equacéo pos-
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EXERCICIOS DE APLICACAO

1. UEG-GO - Cinco jovens, que representamos por a, b,
¢, d, e foram a um restaurante e observaram que o con-
sumo de cada um obedecia ao seguinte sistema linear

a+d=20
b+c-e=30
a-c=15
e-a=10
c+e=25

O total da conta nesse restaurante foi de
a) R$ 50,00 ()RS 100,00 e) R$ 135,00
b) R$ 80,00 d) R$ 120,00

O total da conta corresponde a soma dos valores de a, b, ¢, d e e.
A soma das equagdes resulta exatamente na soma dessas quantias:
a+b+c+d+e=R$100,00.

2. Unifor-CE — A apresentacdo de um show de Rock ge-
rou uma receita de R$ 11.000,00. Havia dois tipos de
ingresso: um era vendido por R$ 20,00 e o outro, por
R$ 40,00. Sabendo-se que foram vendidos ao todo 400
ingressos, podemos concluir que o nimero de ingres-
sos vendidos a R$ 20,00 foi de
a) 150. ¢) 200. (e))250.

b) 180. d) 220.

Vamos considerar x, e y respectivamente, a quantidade de ingressos de
R$ 40,00 e R$ 20,00. Temos entdo, o seguinte sistema linear:

J x+y =400

l 40x +20y =11000

Substituimos a segunda equacéo pelo resultado da multiplicacao da
primeira equagéo por -40 somado & segunda equacéo:

X +y =400
0-20y =-5000
Portanto,
5000
y=_-""" —y=250.
20
3. Enem C5-H21

Algumas pesquisas estao sendo desenvolvidas para se ob-
ter arroz e feijdo com maiores teores de ferro e zinco e to-
lerantes a seca. Em média, para cada 100 g de arroz cozido,
o teor de ferro é de 1,5 mg e o de zinco é de 2,0 mg. Para
100 g de feijao, é de 7 mg o teor de ferro e de 3 mg o de

zinco. Sabe-se que as necessidades diarias dos dois micro-
nutrientes para uma pessoa adulta é de aproximadamente
12,25 mg de ferro e 10 mg de zinco.

Disponivel em: <http://www.embrapa.br>.
Acesso em: 29 abr. 2010. (Adaptado)

Considere que uma pessoa adulta deseja satisfazer
suas necessidades diarias de ferro e zinco ingerindo
apenas arroz e feijao. Suponha que seu organismo ab-
sorva completamente todos os micronutrientes oriun-
dos desses alimentos.

Na situacdo descrita, que quantidade a pessoa deveria

comer diariamente de arroz e feijao, respectivamente

a) 58 ge 456 g d)375ge 500 g

b)200ge 200 g e)400ge89¢g
(c)350ge 100 g

Sendo a e f, respectivamente, as porgées de 100 g de arroz e feijao a
serem ingeridas, de acordo com o enunciado, temos o sistema:

15a+7f=12,25
N

6a+28f=49

2a+3f=10 —6a—-9f=-30

Somamos as equagoes:

19f =19 >f =1

Logo,2a+3-1=10—>2a=7—a=35

Dessa forma, as quantidades a serem ingeridas sao:

Arroz: 3,5 - 100 = 350 g

Feijao: 1 - 100 = 100 g.

Competéncia: Modelar e resolver problemas que envolvem varidveis

socioecondémicas ou técnico-cientificas, usando representagoes al-
gébricas.

Habilidade: Resolver situagdo-problema cuja modelagem envolva co-
nhecimentos algébricos.

4. Fac. Albert Einstein-SP — Um parque tem 3 pistas para
caminhada, X, Y e Z. Ana deu 2 voltas na pista X, 3
voltas na pistaY e 1 volta na pista Z, tendo caminhado
um total de 8420 metros. Jodo deu 1 volta na pista
X, 2 voltas na pista Y e 2 voltas na pista Z, num total
de 7940 metros. Marcela deu 4 voltas na pista X e 3
voltas na pista Y, num total de 8 110 metros. O compri-
mento da maior dessas pistas excede o comprimento
da menor pista em

'1 130 metros. c) 1570 metros.

b) 1350 metros. d) 1790 metros.

Vamos considerar que os comprimentos das pistas X, Y e Z sejam,
respectivamente, x, y e z. Assim, temos que

2x + 3y +z =8420
X + 2y + 2z =7940
4x + 3y = 8140
Fazendo o escalonamento:
¢ Invertendo a primeira linha e a segunda linha

® Trocando a segunda linha pelo resultado de (1) -2(11)
e Trocando a terceira linha pelo resultado de -2(Il) + (Ill)
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X + 2y + 2z = 7940
-y -3z = -7460

-by -8z = 23650

Trocando a segunda linha por -1 (ll).
Trocando a terceira linha por 5 (I1) = (Il1).

X + 2y + 2z =7940
y+3z = 7460

7z = 13650

Assim, resulta que:
= 713350 —z=1950

Substituindo z na (Il)

y=7460-3z= 7460-3 1950 -y = 1610.

E, finalmente, substituindo y e z na (I),
X=7940-2y-2z2=7940-2-1610-2- 1950 — x = 820

Portanto, o comprimento da maior pista (1950 m) excede o com-
primento da menor pista (820 m) em

1950 m-820m = 1130 m.

5. UCS-RS — Misturando-se 200 miligramas de uma subs-
tancia A e 300 miligramas de uma substancia B obtém-
-se um produto cujo custo é de R$ 4,00 por miligrama.
Porém, se forem misturados 300 miligramas da subs-
tancia A com 200 miligramas da substancia B, o valor
do produto seré de R$ 3,00 por miligrama. Qual seria o
preco do produto, por miligrama, se ele fosse composto
por 250 miligramas de cada uma das substancias Ae B?

a) R$ 1,50
b)R$ 1,75
c) R$ 2,00
d) R$ 3,00

(e)RS$ 3,50

Podemos obter o seguinte sistema linear, que expressa as condicoes
apresentadas:

2A+3B=4
3A+2B=3
Os coeficientes foram simplificados, mantendo-se a equivaléncia do

sistema.
Multiplicamos a primeira equacgdo por 3 e a segunda por —2:

EXERCICIOS PROPOSTOS

7. CFTMG - Uma senhora resolveu vender bombons e tru-
fas na porta de uma escola para complementar a renda
familiar. No primeiro dia, ela faturou R$ 107,50 com a
venda de 25 bombons e 15 trufas. No dia seguinte, seu
faturamento foi igual a R$ 185,00 e foram vendidos 20
bombons e 45 trufas. Um aluno que comprou, dessa
senhora, 4 bombons e 3 trufas pagou a quantia de

a) R$ 19,00. c) R$ 22,50.
b) R$ 19,50. d) R$ 23,00.

6A+9B=12
—-6A-4B=-6
Somamos as equacoes:

6
6B=6—->B= —

5
Substituimos o valor de B na primeira equagao:
2A + 3. 6 =4 S5 A= 4_9_1
5 2 5 5
Somamos a quantidade pedida:
25A+25B=25A+B) =25-(1 +2)=25. L =7 _35
5 5 5 2

Portanto, o valor é R$ 3,50.

6. Unicamp-SP (adaptado) — Sejam a e b nimeros reais.
Considere, entdo, os dois sistemas lineares abaixo, nas
variaveis x, y e z:

Xx—y=a X+y=2

z-y=1 y+z=b

Sabendo que esses dois sistemas possuem uma solu-
cao em comum, determine o valor de a + b.

Como os sistemas tém uma solugdo em comum, podemos considerar
o sistema formado pelas quatro equagoes:

X—-y=a
-y+z=1
X+y=2
y+z=b

Somamos a segunda e a terceira equagoes:
X+z=3

Somamos a primeira e a quarta equagoes:
X+z=a+b

Entdo,a + b = 3.
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8. UPE — Em uma floricultura, é possivel montar arranjos
diferentes com rosas, lirios e margaridas. Um arranjo
com 4 margaridas, 2 lirios e 3 rosas custa 42 reais. No
entanto, se o arranjo tiver uma margarida, 2 lirios e
uma rosa, ele custa 20 reais. Entretanto, se o arranjo
tiver 2 margaridas, 4 lirios e uma rosa, custara 32 reais.
Nessa floricultura, quanto custard um arranjo simples,
com uma margarida, um lirio e uma rosa?

a) b reais. c) 10 reais. e) 24 reais.
b) 8 reais. d) 15 reais.
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10. IFSC (adaptado) — Um cliente foi ao caixa do banco do
qual é correntista e sacou R$ 580,00. Sabendo-se que a
pessoa recebeu toda a quantia em 47 notas e que eram
apenas notas de R$ 5,00 e de R$ 20,00, determine a
quantidade de cada nota.

9. IFAL - Sabendo que Tales e Platao tém, juntos, massa de
159 kg; Platao e Fermat, 147 kg; e Tales e Fermat, 134 kg,
determine a massa de Tales, Platao e Fermat juntos:
a) 200. c) 220. e) 240.

b) 210. d) 230.




11. Efomm-RJ- Do sistema linear abaixo, analise as se-
guintes afirmativas:

34 -6 || x -3
016 b ||y |=
1 -4 2 || 2 3

I. Seb=-12, o sistema linear terd uma Unica solugao.

Il.Se a = b = - 12, o sistema linear tera infinitas
solugoes.

Ill. Se b = =12, o sistema seré impossivel.

a) Todas as afirmativas séo corretas.

b) Todas as afirmativas sdo incorretas.

c) Somente as afirmativas | e Il séo corretas.
d) Somente as afirmativas | e Il sdo corretas.

e) Somente as afirmativas |l e Il sdo corretas.

12. Cefet-MG - Analise o seguinte esquema.

Se os pratos das balangas estao equilibrados, entao a

soma dos pesos dos objetos D , O el ,emkg, é

a) menor que 1.

b) maior que 2,5.

¢) maior que 1 e menor que 1,5.
d) maior que 1,5 e menor que 2.
e) maior que 2 e menor que 2,5.
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X+y+az=1

13. Espcex-SP — Para que o sistema linear 1 2y+z=2

2x+5y-3z=b
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,em que a e b sédo reais, seja possivel e indeterminado,
ovalorde a + b éigual a

a) 10. c) 12. e) 14.
b) 1. d) 13.

15. PUC-RS - Sabendo que uma bola, duas raquetes e
trés bonés custam R$ 100,00 e que trés bolas, sete
raquetes e onze bonés custam R$ 320,00, entdo uma
bola, uma raquete e um boné custam, juntos,

a) 50.
b) 60.

14. Fuvest-SP — As constantes A, B, C e D sdo tais que c) 80.
a igualdade : d) 120.

1 Ax+B  Dx+C e) 150.

(><2+2><+2)(><2+4)_><2+2><+2+ X* +4

¢é vélida parax € R.

a) Deduza, da igualdade acima, um sistema linear com
quatro equacoes, satisfeito pelas constantes A, B,
CeD.

b) Resolva este sistema e encontre os valores dessas
constantes.




16. UEM-PR - Uma empresa que faz doces para festas oferece trés tipos de kits,

conforme mostra o quadro abaixo.
Quantidade

Quantidade | Quantidade | Preco
de brigadeiro | de beijinho | de cajuzinho RS
3 3 6 12,00

KITB 2 5 4 11,00
KIT C 5 3 2 14,00

Sobre o exposto assinale o que for correto.

I. O cajuzinho é o doce mais caro dos kits.
Il. O beijinho é o doce mais barato dos kits.
I1l. O cajuzinho custa 25% do valor do brigadeiro.
IV. O preco de cada brigadeiro é igual ao dobro do preco de cada beijinho.
V. O precgo de cada beijinho ¢ R$ 1,50.

a) Apenas | e Il estao corretas.

b) Apenas Il e IV estdo corretas.

c) Apenas Il e V estdo corretas.

d) Apenas Il e IV estéo corretas.
e) Apenas I, IV e V estdo corretas.
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17. Sistema Dom Bosco — Em um feriado prolongado,

durante um monitoramento realizado pela Policia Ro-
doviéria, foram registradas as seguintes informacoes
para os veiculos que retornavam da Regiao dos Lagos
em direcao ao Rio de Janeiro, correspondentes a 30
minutos de coleta de dados:

e o total de veiculos foi igual a 100 (considerando am-
bos os sentidos);

Considerando apenas carros, motos e 6nibus, a quan-
tidade de cada um dos veiculos observada durante o
monitoramento foi de

a) 76 carros, 16 motos e 8 6nibus.

b) 76 carros, 8 motos e 16 énibus.

c¢) 66 carros, 12 motos e 12 dénibus.

d) 66 carros, 26 motos e 8 6nibus.

* o valor total arrecadado pelo pedagio foi de e) 66 carros, 8 motos e 26 onibus.

R$ 2000,00;
* o dobro da quantidade de motos com a quantidade
de 6nibus excederam em 6 a quantidade de carros.

As tarifas do pedagio sdo dadas pela tabela a seguir.

oooooo@ﬂf;@

12,00 ) - 20,00
AUTOMOVEL, CAMINHONETE, FURGAO (RODAGEM

SIMPLES) E TRICICLO.

o o o0 "0 o oo~

24,00 _ _ N 40,00
CAMINHAQ LEVE, CAMINHAO TRATOR, ONIBUS E

FUGRAO (RODAGEM DUPLA.

(] o—0O o o —0O
AUTOMOVEL COM SEMIRREBOQUE E CAMINHONETE
COM SEMIRREBOQUE.

18,00 30,00

Od_O'U' o"vo~ Oo"o—0U" 'O o

36,00 - - - /60,00
ONIBUS, CAMINHAO, CAMINHAD TRATOR, CAMINHAQ

TRATOR COM SEMIRREBOQUE.

| |
N\
2400 © o—o00 O O —00 4000
AUTOMOVEL COM REBOQUE E CAMINHONETE COM
REBOQUE.

o =o—0U" O'OCM

48,00 80,00
CAMINHAQ COM REBOQUE E CAMINHAO COM

SEMIRREBOQUE.

;‘-od%‘
o 0“oo=—=00-

CAMINHAO COM REBOQUE E CAMINHAQ COM
SEMIRREBOQUE.

60,00 100,00

%-}:o—wco'-oo-o-oo

CAMINHAO COM REBOQUE E CAMINHAQ COM
SEMIRREBOQUE.

P

@—%) 10,00

72,00 120,00

6,00
MOTOCICLETA, MOTONETAS E BICICLETAS A MOTOR.




ESTUDO PARAO ENEM

18.

19.

Enem Ch5-H21

Durante uma festa de colégio, um grupo de alunos
organizou uma rifa. Oitenta alunos faltaram a festa e
nao participaram da rifa. Entre os que compareceram,
alguns compraram trés bilhetes, 45 compraram 2 bilhe-
tes, e muitos compraram apenas um. O total de alunos
que comprou um unico bilhete era 20% do numero total
de bilhetes vendidos, e o total de bilhetes vendidos
excedeu em 33 o numero total de alunos do colégio.
Quantos alunos compraram somente um bilhete?

a) 34 c) 47 e)79
b)42 d) 48
IFSul-RS C5-H21

O celular, visto por muitos como um bem essencial no dia
a dia, pode ocasionar danos ao corpo humano, se usado
de modo excessivo. Pesquisas cientificas comprovam que
dores na cabeca ligadas a tensdes na nuca e no pescoco
sao causadas pelo tempo inclinado em uma posi¢ao inde-
vida para visualizar a tela do celular, bem como hd indicios
de estreita relacdo entre a radiagdo do telefone celular e a
ocorréncia de tumores cerebrais.
Disponivel em: <http://gl.globo.com/fantastico/noti-
cia/2015/08/estudo-mostra-que-radiacao-de-celulares-pode-ser-
-prejudicial-saude.html>. Acesso em: 26 out. 2015.

Considere que um cientista pretende realizar uma
pesquisa sobre os danos causados ao corpo humano
devido ao uso excessivo de celulares. Para tanto, ele
vai entrevistar 2438 pacientes, dividindo-os em dois
grupos (x e y), de forma que a soma de 30% do grupo x
com 50% do grupo y resulta em 921 pacientes. Nessas
condicoes, a quantidade de pacientes do grupo x e do
grupo y é de, respectivamente

a) 447 e 474 c) 948 e 1490
b) 474 e 474 d) 1490 e 948

e) 474 e 1490

20. UEL-PR (adaptado)

C5-H21

A Internet armazena uma quantidade enorme de in-
formacdes. Ao fazer uma busca na rede, os sites sao
listados em ordem decrescente segundo o seu grau
de importancia. Considere que, para calcular o grau
de importancia, sdo analisados trés fatores: a quantidade de
pessoas que se inscrevem no site, a quantidade de atualiza-
coes do site e a quantidade de visualizagdes do site. Cada
um desses fatores recebe uma pontuacao determinada.

- Para que o site obtenha 9000 pontos e seja consi-
derado de grande importancia, sdo necessérias 600
pessoas inscritas, 600 atualizacdes e 800 visualizagoes.
- Para que o site obtenha 6 300 pontos e seja considera-
do de média importéancia, séo necessarias 300 pessoas
inscritas, 600 atualizacoes e 300 visualizacoes.

- Para que o site obtenha 2000 pontos e seja conside-
rado de importéancia satisfatoria, sao necessarias 100
pessoas inscritas, 100 atualizagoes e 300 visualizagoes.
A partir dessas informacoes, determine a pontuagao
obtida por um site que apresenta 900 pessoas inscritas,
450 atualizagdes e 700 visualizagoes.
a) 2550 c) 4580

b) 3590 d) 6600

e) 8850
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SISTEMAS LINEARES -
GRAFICO, MATRIZ ASSOCIADA
E REGRA DE CRAMER
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RESOLUCAO: METODO GRAFICO

Ao encontrarmos as solucoes de uma equacdo com duas incognitas, obtemos

Resolugdo: método grafico uma série de pares ordenados que sdo solugdes da equagao.
Resolugdo: matriz Se interpretarmos esses pares como pontos do plano, as solucdes da equacéao
associada sao pontos de uma reta.
Resolugdo: regra de Cramer Podemos obter graficamente a solugao de um sistema de duas equacoes lineares
DilsaussEn ol u SlbiEms: com duas incognitas como o ponto de intersecgao entre as duas retas associadas
linear a ambas as equacoes.
HABILIDADES . . , X+y=6

Vamos solucionar graficamente o sistema de acordo com 0s passos
Solucionar um sistema X—y=2
linear pelo método grafico.
Identificar a matriz a seguir:
associada de um sistema
linear dado. 1. Isolamos y nas duas equacoes:
Solucionar um sistema - X+ty=6-y=-x+6
near pelo método de matriz X-y=2->y=x-2
associada.
Solucionar um sistema 2. Atribuimos valores a x e criamos uma tabela com os valores para cada equagao.
linear por meio da regra X D B 3 4
de Cramer. =-—x+6 RTAN A 3 9
Discutir um sistema linear J N
por meio de técnicas ja X ‘ 0 1 2 3 4
conhecidas. y =Xx-2 AV 4

y -2 - 0 1 2

3. Representamos, entédo, esses pontos sobre um plano cartesiano.

N
Uy

:{>

4. As retas se encontram no ponto (4, 2), que é a solucao do sistema. Ou seja,
x=4ey=2.



Classificacao de um sistema linear 2 X 2 a
partir de sua representacao grafica

Exemplo 1:

2x+y=6
2x—y=2

Consideremos o sistema . Vamos es-

bocar as retas que representam as solucoes de cada
equacao.

y /

\

As retas se cruzam em um ponto que seré a solucao
do sistema:x =2ey = 2.
Portanto, o sistema é possivel e determinado.

Exemplo 2:
Fazemos o mesmo procedimento para o sistema

X+y=3
2x =2y =2

. Vamos desenhar as retas que represen-

tam as solucdes de cada equacéao.

Y

|o
I

N
X

As retas sao paralelas e coincidentes, ou seja, toda
reta é solucdo do sistema.
Portanto, o sistema ¢ possivel e indeterminado.

Exemplo 3:

X+y=3

Por fim, consideremos o sistema .Vamos

X—y=-2
desenhar as retas que representam as solucoes de
cada equacao.

Ao inserir esses dados em um plano cartesiano,
obtemos as respostas de ambas as equacgoes.

As retas sao paralelas e distintas, ou seja, nao ha
pontos em comum que sejam solucao do sistema.

Portanto, o sistema é impossivel.

De modo geral:

® se as retas se cruzam em um Unico ponto, o
sistema tem uma Unica solucéo: ele é possi-
vel e determinado.

® se as retas sao paralelas e coincidentes, o
sistema tem infinitas solucoes: ele é possivel
e indeterminado.

® se as retas sao paralelas e distintas, o sistema
nao tem solugao: ele é impossivel.

EXERCICIO RESOLVIDO

1. Sistema Dom Bosco - Determine graficamente a

_ . : 2x+5y =1
solucédo do sistema linear .
3x-y=10

Resolucao

Com base nas equacoes, obtemos dois pontos para
cada uma das retas. Assim:

Primeira equacgao: Segunda equacao:

xX=-2->y=1 X=2->y=-4

Xx=8->y=-3 X=4—>y=2

=
s
=
=
=
=
=




Da igualdade entre matrizes, temos:

5 Ao inserir estes pontos no plano cartesiano, obtemos:
E X—=2y=3
2 Ax+7y =1
E 4 Yy
=

S

3x-y=10 . , , .
2 O processo inverso também é vélido. Dessa forma,
3x-2y=0

a partir do sistema , obtemos a represen-

2x+4y =8

tacao matricial:

Logo, pelo gréafico, a solugdo do sistema € o ponto
(8, =1), dado pela interseccéo das retas.

EXERCICIO RESOLVIDO

2. Sistema Dom Bosco — Dado o sistema linear

RESOLUCAO: MATRIZ ASSOCIADA 3x+6y =1

Para obter a matriz associada, precisamos organi- 2x+z=3 , reescreva-o em forma matricial do tipo
zar as incégnitas na mesma ordem. Depois, simples-
mente extraimos seus coeficientes. Quando a matriz 5x+y-z=0

é formada pelos coeficientes das incégnitas, temos
uma matriz associada incompleta. Quando ela é
formada pelos coeficientes das incognitas e pelos Resolucio
seus respectivos termos independentes, temos uma

matriz associada completa.

AX = B.

3x+5y+0z=1

Dado o sistema | 2X+0y+z2=3  temos que a ma-

. . 2x-3y =4
Considere o sistema y=5 5x+y-z=0
-X+2y=6
triz incompleta é:
. 2 -3, '

A matriz é formada apenas pelos coefi- S8 U

-1 2 A=|20 1

cientes das incégnitas do sistema, ou seja, uma matriz 51 -1

associada incompleta. _
Para escrevermos o sistema na forma AX = B, te-

mos que
. 2 -3 4 |, .
A matriz é composta pelos coeficien-
-1 2 6 X 1
Y . X=|y |eB=1| 3 |, logo aforma matricial sera:
tes das incégnitas e pelos termos independentes do
sistema, ou seja, matriz associada completa. z 0
Representacdo matricial de um sistema 350 || x
Observe a equacao matricial abaixo: 201 Y=
51 -1 z

12| [ x|[3
a7 )|y

RESOLUCAO: REGRA DE CRAMER

) X+2y=5 .
Observe o sistema . Vamos aplicar a
X+3y=7

Ao desenvolvermos a multiplicacdo, obtemos:

1-x=2-y 3

4-x+7-y 1
regra de Cramer.



A matriz associada incompleta desse sistema €

A= U 21 cujo determinante ¢ D =3-2 =1 J4a

matrizA = { 3 g } obtida pela substituicdo da primeira

coluna pelos termos independentes, tem determinante

15

D, = 15 -14 = 1. Por sua vez, a matrisz = L iy

obtida pela substituicao da segunda coluna pelos ter
mos independentes, tem determinante Dy =7-5=2.

Uma vez que D # 0, podemos aplicar a regra de
Cramer:

Assim, a solucdo do sistema éx =Tey = 2.

DISCUSSAO DE UM SISTEMA LINEAR

O processo de discussdo de um sistema linear, ge-
ralmente, é aplicado a sistemas em que um ou mais
coeficientes ndo estdo definidos. Assim, com base
nessa discusséo, serdo determinados tais valores para
esses coeficientes de modo que o sistema seja:

e possivel e determinado;
e ou possivel e indeterminado;
e ou impossivel.

Pela regra de Cramer, sabemos que, para um siste-
ma ser possivel e determinado, o determinante da
matriz associada incompleta nao pode ser nulo. Dessa
forma:

a2
11

D= =a-2

SeD#0—>a-2+#0—a#2, temos um sistema
possivel e determinado.

Para D = 0 —» a = 2, podemos ter um sistema
possivel e indeterminado ou um sistema impossivel,
dependendo apenas dos valores de b.

Para isso, vamos substituir a = 2 e discutir com
base no coeficiente b.

ax+2y =1 2x+2y =1

X+y=b X+y=Db

Repare que o primeiro membro da primeira equa-
cao é igual ao dobro do primeiro membro da segunda
equacao.

) 1 _ .
Assim, se b = > temos equacobes equivalentes. O

sistema, entdo, é possivel e indeterminado.
Portanto:

e paraa # 2, 0 sistema é possivel e determinado.

1 . , , .
—, 0 sistema é possivel e inde-

o paraa=Zeb=2

terminado.

1 . .- .
® paraa=2eb=# > o sistema € impossivel.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

3. Sistema Dom Bosco - Utilizando a regra de Cramer,

Xx+y+z=0

resolva o sistema | 2x+y+z=0

X+3y+2z=2
Resolucao

A matriz.incompleta associada ao sistema é:

1T 14
A=|211
132

Calculamos o determinante:

111
detA=12 1 1|=2+1+6-1-3-4=1
132

Os determinantes A , Ay e A, sao:

detA = [0 1 1(=2-2=0

detA =12 0 1|=4-2=2

1 2
11
detA = |2 1 0|=2-4=-2
13
Entao:
><_detAx_g
detA 1
detA, 2
y = B=3
detA 1
z:detAz:—72:_2
det A 1

Portanto, a solucdo do sistema é a terna (0, 2, —2).
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5 4. Sistema Dom Bosco - Discuta, em funcgdo de a, o Para a # 6: sistema possivel e determinado.

=

= ) Xx+3y=5 Para a = 6:

E sistema . .

= X+3y=

= 2x+ay =1 Multiplicamos a equagao 1 do sistema v por

2x+ay =1
Resolucao

—2 € somamos com a equacao 2:

Do sistema de equagoes, podemos escrever a matriz

associada incompleta: X+3y=5
Ox+0y=-9
13 v
2 a

Logo, sistema impossivel.

Logo, calculando o determinante, temos: )
Assim:

(13
2 a

a#6 — SPD (sistema possivel e determinado)

D —-D=a-6—-D=0—a-6=0—>a=6

a =6 — Sl (sistema impossivel)



ROTEIRO DE AULA

=
<<
g
=
=
=
<
=

SISTEMAS LINEARES

A solucdo de um sistema de duas equacoes

lineares com duas incognitas pode ser obtida

graficamente

Método grafico ...

A SO|UQéO é 0 ponto de intersecgao

entre duas retas associadas

a ambas as equacoes.

Os coeficientes das equacdes que formam

0 sistema serao elementos da matriz

Para obter a matriz associada, é necessério organizar as

incégnitas na mesma ordem e

extrair seus coeficientes

Matriz associada incompleta

Matriz associada oo

Formada pelos coeficientes das incégnitas.

Matriz associada completa

Formada pelos coeficientes das incégnitas e
por seus respectivos termos independentes.
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ROTEIRO DE AULA

SISTEMAS LINEARES

Regra de Cramer --=-ooooooeeee X="tgy=

Aplicado geralmente a

sistermas em que "™

mais coeficientes

ou

nao estao definidos

Sistema possivel e
determinado.

Discussao

Sistema possivel e indeterminado.

Sistema impossivel.

determinante da matriz
associada incompleta =

pode ser nulo

Solucao dnica

Apresenta infinitas solucoes.

Nao possui solucao.



EXERCICIOS DE APLICACAO

2x—-y=3

1. PUC-RS - O sistema pode ser apresen-

—X+2y=4

tado como
2 =1 x
i

3
4
_—12 X 3

2 -

-1 2 X 3

c) =
12 v | |4
-2 1 X 3

d) =
|12y |4
-2 11 x 3

e) =
-T2 v |4

O sistema deve ser decomposto numa matricial, assim:

2x-y=3 2 -1 X 3
N =
—X+2y=4 -1 2 % 4

2. Sistema Dom Bosco — Utilizando a regra de Cramer,
resolva o sistema

3x—-by=12
4x+7y=19

e assinale a opcao que contém o valor do denominador
referente ao valor de x obtido.

a)-9
b)9
41
d) 104
e) 64

Resolvendo por Cramer, temos:

35

D= =21 +20=41
47
12 -5

D, = =84 +20 =104
4 7
D 104

= X — -

o X T H

3. Enem C1-H1

Na figura estao representadas trés retas no plano car-
tesiano, sendo P Q e R os pontos de intersecdes entre
as retas, e A, B e C os pontos de intersecoes dessas
retas com o eixo X.

o

/A B'\ C o X

Essa figura é a representagao grafica de um sistema
linear de trés equacoes e duas incégnitas que

a) possui trés solugdes reais e distintas, representadas
pelos pontos P Q e R, pois eles indicam onde as retas
se intersectam.

b) possui trés solucoes reais e distintas, representadas
pelos pontos A, B e C, pois eles indicam onde as retas
intersectam o eixo das abscissas.

c) possui infinitas solugdes reais, pois as retas se inter-
sectam em mais de um ponto.

néo possui solucao real, pois nao ha ponto que per
tenga simultaneamente as trés retas.

e) possui uma Unica solugdo real, pois as retas possuem
pontos em que se intersectam.

Geometricamente uma solucdo € um ponto de intersegdo entre as retas.
Logo, para que as trés equagdes tenham uma solucdo em comum, de-
vem ter um ponto de intersecéo entre as trés retas. Como isso nao acon-
tece, concluimos que ndo existe solugdo que satisfaca as trés equacoes.

Competéncia: Construir significados para os nimeros naturais, inteiros,
racionais e reais.

Habilidade: Reconhecer, no contexto social, diferentes significados e
representacdes dos nimeros e operacoes - naturais, inteiros, racionais
ou reais.

4. Sistema Dom Bosco

A chamada “crise do apagdo”, que ocorreu no Brasil em
2001 e 2002, foi o resultado da combinagao da falta de in-
vestimentos na geragao e na transmissao de energia elé-
trica com uma estiagem prolongada, que reduziu drasti-
camente os niveis dos principais reservatorios de dgua no
pais, nas regides Sudeste e Nordeste. Essa combinagao im-
possibilitou a produgao de energia suficiente para atender
ao consumo, tanto industrial quanto residencial, levando o
governo federal a implantar rigorosa politica de raciona-
mento, com a redugao obrigatdria do uso de energia pelos
brasileiros e pelas empresas. Previsto para comegar no dia
1° de junho de 2001, o governo antecipou as medidas em
duas semanas e, no dia 16 de maio, o Brasil, de fato, iniciou
o maior racionamento da sua Historia, encerrado somente
no dia 28 de fevereiro do ano seguinte.

Fonte: <https:/ /acervo.oglobo.globo.com/fatos-historicos/
da-falta-de-estrutura-fez-se-crise-do-apagao-no-brasil-do-inicio-
-do-seculo-xxi-9396417>. Acesso em: abr. 2019.
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= Um supermercado possui, nas cidades A e B, uma uni- : Observamos que o sistema é homogéneo e calculamos o determi-
2 dade e um deposito. Na cidade A, a unidade e o depdsito  :  nante da matriz dos coeficientes:
§ gastam o dobro e o triplo, respectivamente, da energia : 13 9
E elétrica do que aqueles da cidade B. Por conta de um
= racionamento de energia elétrica no estado, o gastode 211 =
energia elétrica das unidades e dos depdsitos foram 140

limitados a uma conta mensal. Na cidade A, a cota total,
incluindo a unidade e o deposito, foi de 16000 kWh. Na :
cidade B, essa cota foi de 6000 kWh. Supondo que 0 i 1. (=1)-0+3-1-1+1-2 (<4)=1-(=1)-1=1-1- (-4)=3-2.0=
limite das cotas foi utilizado em ambas as cidades, o
consumo dos dois depdsitos foi igual a
a) 4000 kWh.
b) 12000 kWh.
(16000 kWh.
d) 18000 kWh.
e) 20000 kWh.

=3-8+1+4=0

Ou seja, 0 sistema € possivel e indeterminado.

Consideramos x (gasto da unidade) e y (gasto do depdsito) na cidade B:

2x+3y =16 000 . .
6. IFPE (adaptado) — Cristina resolveu empilhar seus 48

x+y =6000 : livros de duas colecoes, de Mateméatica e de Histéria.
: Seus livros de Matematica possuem 8 cm de espessura
O determinante é: : cada um, enquanto os livros de Histéria possuem 5 cm
: de espessura cada um. No fim da organizacéo, Cristina
23 : viu que a pilha de livros tinha 321 cm de altura. Quantos
D= 110 2=3=-1 : livros de Matematica Cristina possui?
Substituimos a segunda coluna pela coluna das igualdades: : Sendo m (livros de Matemética) e h (os de Histéria), obtemos o seguinte
¢ sistema linear:
23 :
D, = . = 12000 - 16000 = -4 000 § m+he g
) | 8m+5h=321
Entéo:
D, -8000 i : :
_b _-8 vy =4000 O determinante é dado por:
D -1
Assim, o gasto dos dois depositos foi: 11
3y+y=4y=4.4000= 16000 : D= - =5-8=-3
48 1
D, = =5.48-321 =240-312 = -81
3215
Entéo:
m = % = __—831 —m =27

Portanto, Cristina tem 27 livros de Matematica.

5. URJF-MG - Considere o sistema
x+3y+z=0
2x-y+z=0
x=4y=0

E correto afirmar que:

sistema é possivel e indeterminado.

b)x =4,y =1ez=0¢a Unica solugdo do sistema.
c)x=-4,y =1ez=1¢a Unica solucado do sistema.
d) O sistema é impossivel.

e)x=0,y=0ez=0¢a Unica solucdo do sistema.




EXERCICIOS PROPOSTOS

7. Insper-SP — No plano cartesiano Oxy, equagoes lineares

com duas incégnitas, do tipo ax + by = ¢, representam
retas. J&4 em relacdo a um sistema de coordenadas
cartesianas Oxyz no espago, equagoes lineares com
trés incégnitas representam planos.

Por exemplo, na figura abaixo, pode-se ver a representa-
cao da equacao 2x + vy + z = 4 em relacao ao sistema
de coordenadas Oxyz.

1 2 3
yan
7
yan
4 5 6
L7 a4
L7
L7
dois planos
coincidentes
7 8

@

trés planos

dois planos coincidentes

coincidentes

Sendo assim, das representagoes graficas numeradas
acima, correspondem a sistemas lineares 3 x 3 com
infinitas solugdes apenas

a)b, 7e8.

b)1,3e7

c)4,6e8.

d)2,5e7

e)1,2,3 5e7

8. Unicamp-SP (adaptado) — As companhias aéreas cos-

tumam estabelecer um limite de peso para a bagagem
de cada passageiro, cobrando uma taxa por quilograma
de excesso de peso. Quando dois passageiros com-
partilham a bagagem, seus limites sao considerados
em conjunto. Em um determinado voo, tanto um casal
como um senhor que viajava sozinho transportaram
60 kg de bagagem e foram obrigados a pagar pelo exces-
so de peso. O valor que o senhor pagou correspondeu a
3,5 vezes o valor pago pelo casal. Para determinar o
peso excedente das bagagens do casal (x) e do senhor
que viajava sozinho (y), bem como o limite de peso que
um passageiro pode transportar sem pagar qualquer
taxa (z), pode-se resolver o seguinte sistema linear:

0 2| x 60
a)l 0 11 y |=| 60
35 -10 7 0

b)| 0 1 2| vy |=| 60
35 -10 | z 0

c)| 0 11 y |=| 60
3510 | 2 0

d| 0 12
3510 | - 0
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= /9. Sistema Dom Bosco — Um paciente, apds realizar uma
2 cirurgia, deve seguir uma dieta rigorosa composta por
‘g duas refeicoes diarias. Nessas refeicoes, devem ser
= consumidas duas vitaminas, chamadas de A, B e C,
E nas quantidades de 10000, 8000 e 12000 unidades,
respectivamente. A tabela a seguir indica a quantidade
dessas vitaminas, em unidades por grama, presentes
em trés alimentos diferentes.
Vitamina
3
15 30 35
50 45 20
30 25 50
10. Fuvest-SP — No sistema linear
Se a terna (x, y, z) representa a quantidade de cada :
alimento, em gramas, que o paciente deve consumir, a ax—-y=1
matriz M que satisfaz a relacao :
y+z=1
« | | 10000 X+z=m
M-y |=| 8000 |eé nas variaveis x, y e z, a e m sao constantes reais. £
. 12000 : correto afirmar que: .
a) No caso em que a = 1, o sistema tem solugéo se, e
g somente se, m = 2.
35 30 15 b) O sistema tem solucdo, quaisquer que sejam os va-
a) | 20 45 20 g lores de a e de m.
: c) No caso em que m = 2, o sistema tem solugao se,
50 25 30 e somente se,a = 1.
: d) O sistema sé tem solugdosea=m = 1.
1 30 35 : e) O sistema ndo tem solugdo, quaisquer que sejam 0s
: valores de a e de m.
b)| 50 1 20
30 25 1
15 30 35
c) | 50 45 20
30 25 50
15 50 30
d)| 30 45 25
35 25 50
35 25 50
e)| 30 45 25
15 50 30




11. Sistema Dom Bosco — Na produgao de méveis de co-
zinha, uma fébrica dispde de trés cores diferentes de
puxadores (acinzentado, ouro-velho e prateado), para
serem utilizados nos gabinetes de pia de MDF e de
madeira macica, nos modelos chamados Lisa, Nita e
Bia. Para um determinado més de produgao, a tabela 1
indica a quantidade de gabinetes produzidos, e a tabela
2, a quantidade de puxadores utilizados em cada um
dos gabinetes.
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Tabela 1: Producéao de gabinetes

Modelo

12. UEPG-PR (adaptado) — Dados os sistemas S:

4x +by =7 mx+4y =5
eSS,

5 , nas variaveis x e y,
2x =3y =9 3x-y=k

assinale o que for correto.

I.S, é possivel e determinado para m = -12 e
(==
4

II.S, é impossivel param = -12 e k # —%.

Ill.Se S, e S, sdo equivalentes, entdo k + m = 13.

IV.S, é possivel e indeterminado para m # -12
5
ek=-——.
4

V.Se (x, y) é asolugdo de S,, entao x +y = 4.

No més de producgéao apresentado, o nimero de pu-

xadores utilizados nos gabinetes do modelo Bia foi de a) Apenas | e Il sdo corretas.
a) 170 ¢) 120 e) 188 . b)Apenas | e Ill sao corretas.
b) 192 d)218 c) Apenas |, IV e V séo corretas.

d) Apenas Il e lll sdo corretas.
e) Apenas II, Il e V sdo corretas.
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13. Unicamp-SP - Considere o sistema linear nas varidveis
X, yez

X+2y+3z=20
7x+8y—-mz =26

onde m é um numero real. Sejam a < b < ¢ nUmeros
inteiros consecutivos tais que (X, y, z) = (a, b, c) é uma
solugdo desse sistema. O valor de m é igual a

a) 3.
b) 2.
c) 1.
d) 0.

14. Mackenzie-SP — Um teste de Matematica tem ques-
tées valendo 1 ponto, 2 pontos e 3 pontos. Se um
estudante obteve 55 pontos em 30 questdes desse
teste e acertou b questoes de 2 pontos a mais do que o
numero de questoes de 1 ponto que ele acertou, deter
mine o numero de questdes de 3 pontos, respondidas
corretamente por ele.

15. Sistema Dom Bosco — Considere o sistema de equacgoes:
ax +by=c
px + qy =d

coma, b, c, d p, eqgreais,abcd#0,a+b=me
d = nc. Sabe-se que o sistema é indeterminado. O
valordep + gé

a)m
b)
n

c) m2-n2
d)mn
elm+n

16. ITA-SP — Se o sistema
X+y+z=0
2a%y+(2a*-a)z=0
x+ay+(a®-1)z=0

admite infinitas solugdes, entdo os possiveis valores
do paréametro a sdo

-1-J3 -1+43
a)0, -1, 7 7

1-J3 1++/3
b0, -1, —— ——
¢ 0. -1, —1;\/§, 1+2\/§.

d)0, -1, -1-/3, —1+4/3.
e)0, -1, 1-v3, 1+4/3.




17. Unicamp-SP- Sabendo que m ¢ um nimero real, con-

sidere o sistema linear nas variaveis x, y e z:

mx+2z=4
X-y+z=3

2x+mz=4

C6-H26

No Brasil ha varias operadoras e planos de telefonia
celular. Uma pessoa recebeu 5 propostas (A, B, C, D
e E) de planos telefonicos. O valor mensal de cada
plano estd em fungao do tempo mensal das chamadas,
conforme o grafico.

Valor mensal (em reais)

20

10

0 10 20 30 40 50 60

Tempo mensal (em minutos)

a) Seja A a matriz dos coeficientes desse sistema. De-
termine os valores de m para os quais a soma dos
guadrados dos elementos da matriz A € igual a soma
dos elementos da matriz A2 = A - A.

b) Para m = 2, encontre a solucdo do sistema linear
para a qual o produto xyz ¢ minimo.

ESTUDO PARAO ENEM

18. Enem (adaptado)

Assumindo que as retas representam as solugdes de

um sistema linear, é possivel afirmar que o sistema

linear

a)possui 5 incégnitas, 5 equacdes e possui solu-
¢éo unica.

b)possui 6 incégnitas, 5 equacdes e Ndo0 pPossuUi
solugao.

c) possui 2 incognitas, 5 equacdes e o sistema linear
possui solugao Unica.

d) possui 2 incognitas, b equacdes e o sistema linear
nao possui solugao.

e) possui 2 incégnitas, 5 equacdes e o sistema linear
possui infinitas solugodes.
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19. Sistema Dom Bosco C6-H24

A resolucao de sistemas lineares envolve o uso da teo-
ria relacionada a matrizes e determinantes. Em 1855,
em um artigo, o inglés Arthur Cayley (1821-1895) utilizou
as matrizes para auxiliar o estudo de sistemas linea-
res. No artigo, o sistema linear era transformado em
uma equagao matricial, e a solugao dessa equacao, de
modo equivalente, também era a solugao do sistema.
Atualmente, essa equivaléncia é dada, por exemplo,
da seguinte forma:

2x+y=4 2 1 X
H .
bx+3y=14 5 3 y 14

. 21
Se A, X e B representarem as matrizes 53

e 14l entao a equacdo matricial é indicada por

A - X = B. A solucédo para essa equacao é dada por
X = A7 B. AmatrizA™" é a matriz inversa de A.

Utilizando as informacoes apresentadas, determine a

. 2x+3y=9
soma da solucao (x, y) do sistema .
X + 6y = 21
a)-1
b)0
c) 1
d)2

e)3

20. Enem C5-H21

O Indicador do CadUnico (ICadUnico), que compde o
calculo do Indice de Gestio Descentralizada do Progra-
ma Bolsa Familia (IGD), é obtido por meio da média arit-
mética entre a taxa de cobertura qualificada de cadastros
(TC) e a taxa de atualizacdo de cadastros (TA), em que,
NV NA p . .
TC = NE TA = NV’ NV é o nimero de cadastros domi-
ciliares validos no perfil do CadUnico, NF é o nimero de
familias estimadas como ptiblico-alvo do CadUnico e NA
¢ o niimero de cadastros domiciliares atualizados no perfil
do CadUnico.

Portaria n® 148, de 27 de abril de 2006. (Adaptado)
Suponha que o IcadUnico de um municipio especifico
€ 0,6. Porém, dobrando NF o IcadUnico caird para 0,5.
Se NA + NV = 3600, entdo NF ¢ igual a
a) 10000.
b)7500.
¢) 5000.
d) 4500.
e) 3000.
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MATEMATICA 2

Geometria espacial de
posi¢ao

Projecdo ortogonal
Poliedro

Superficies poliédricas
Relagdes de Euler

Poliedro de Platao

HABILIDADES

Interpretar a localizagdo e a
movimentagdo de pessoas/
objetos no espago tridi-
mensional e a respectiva
representacdo no espago
bidimensional.

Resolver situages-
-problema que envolvam
conhecimentos geométricos
de espago e forma.

Utilizar conhecimentos geo-
métricos de espaco e forma
para selecionar argumentos
que solucionem problemas
do cotidiano.

Identificar a relagdo de de-
pendéncia entre grandezas.

GEOMETRIA ESPACIAL DE
POSICAO

GEOMETRIA ESPACIAL DE POSICAO

Espaco € o conjunto de todos os pontos.

A Geometria espacial é a parte da Geometria que estuda as posicoes relativas
entre os elementos béasicos (ponto, reta, plano), com base em alguns postulados.

As primeiras propriedades de uma teoria simplesmente sao aceitas como ver-
dadeiras. Chamamos essas propriedades de postulados.

POSTULADOS DA EXISTENCIA

e Existem ponto, reta e plano.

Reta r

e / - Plano «
L]

* Na reta e fora dela existem infinitos pontos.

Pontos colineares sao aqueles que pertencem a mesma reta, como 0s pontos
A, B e C da figura acima.

¢ No plano ou fora dele existem infinitos pontos.

Pontos coplanares sao aqueles que pertencem ao mesmo plano.

POSTULADOS DA DETERMINACAO

Dois pontos distintos determinam uma Unica reta.

Trés pontos ndo colineares determinam um Unico plano.




POSTULADO DA INCLUSAO
A reta com dois pontos distintos em um plano estéa
nele contida.

POSTULADOS DA DIVISAO

Um ponto da reta a divide em duas regides deno-
minadas semirretas. Estas sdo denominadas opostas
com origem no ponto.

Uma reta de um plano o divide em duas regioes
denominadas semiplanos. Estes serdo opostos com
origem na reta.

Um plano divide o espago em duas regides denomi-
nadas semiespacos. Estes serao opostos com origem
no plano.

POSTULADOS DA INTERSECCAO

Se dois planos distintos tém um ponto em comum,
entdo ha uma Unica reta em comum passando por
esse ponto.

POSICﬁES RELATIVAS DE DUAS RETAS

Retas concorrentes

Duas retas que tém um Unico ponto em comum
sao denominadas concorrentes.

rnt={P} <& r Xt (concorrentes)

Retas paralelas

Duas retas distintas, coplanares e que nao tém ne-
nhum ponto em comum sdo denominadas paralelas
distintas.

Ja|rcoaetcaernb={ }« r//t(paralelas
distintas)

Retas paralelas coincidentes
Duas retas paralelas que tém todos os pontos em
comum sao denominadas coincidentes.
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rons=r=t<¢«retsao coincidentes

Retas perpendiculares
Duas retas concorrentes que formam um angulo
reto entre si sdao denominadas perpendiculares.

.7

r L s (aretar é perpendicular a reta s)

Retas reversas
Duas retas sao reversas quando ndo sao coplanares.

-

Jo|rcaesza< ressadorreversas

Retas ortogonais
Quando duas retas reversas formam um angulo reto
entre si, sdo classificadas como ortogonais.
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Angulo entre duas retas reversas

Em referéncia a um angulo formado por duas retas,
considera-se o angulo agudo formado entre elas.

Vamos considerar duas retas reversas r e s. Seja
o.um plano que contém s e intercepta r num ponto P
e trangando por P a reta s, paralela a s, dizemos que
o angulo entre r e s € 0 dngulo entre as retas concor
rentesres’.

PLANO DETERMINADO POR TRES PONTOS
NAO COLINEARES

Trés pontos nao colineares determinam um
plano.

PLANO DETERMINADO POR UMA RETA € UM
PONTO FORA DELA

Uma reta e um ponto fora dela determinam um
plano.

|

A
=]
B .
&) r

PLANO DETERMINADO POR DUAS RETAS
PARALELAS DISTINTAS

Duas retas paralelas distintas determinam um plano.

PLANO DETERMINADO POR DUAS RETAS
CONCORRENTES

Duas retas concorrentes determinam um plano.

QUADRILATERO PLANO REVERSO

Vamos considerar quatro pontos (A, B, C, D), de
modo que nao existam trés colineares. Em relacao ao
plano o determinado pelos pontos B, C, D, o ponto A
pode ou ndo pertencer a ele. Assim:

A€ a (BCD)

Os pontos A, B, C, D sao vértices de um quadrila-
tero chamado quadrilatero plano.

A¢ a (BCD)

Os pontos A, B, C e D sao vértices de um quadri-
latero chamado quadrilatero reverso.

As diagonais de um quadrilatero plano estdo em

retas concorrentes. Por sua vez, as diagonais de
um quadrilatero reverso estao em retas reversas.

POSICﬁES RELATIVAS ENTRE RETA € PLANO
Existem trés posicoes possiveis entre reta e plano.
Reta contida no plano (continéncia)

Uma reta esté contida em um plano quando ela tem
dois pontos distintos pertencentes ao plano.

L

Acae Aer

BeaeBer
A+B

orcoeorna=r

Reta concorrente com o plano (concorréncia)
Uma reta e um plano que tém um Unico ponto em
comum sdo denominados concorrentes ou secantes.

\\r

IP|rna={P}<r e o sdo concorrentes

O ponto P é denominado trago da reta no plano.



Reta paralela ao plano (paralelismo)
Quando uma reta e um plano ndo tém pontos em
comum, entao sao paralelos entre si.

rno={}or//o

Se aretar é paralela ao plano «, ela ndo tem ponto
em comum com o.. Desse modo, ndo tem ponto em
comum com as retas contidas em o. Logo, se a reta
€ paralela ao plano, entéao ela é paralela ou reversa a
qualquer reta do plano.

POSICOES RELATIVAS ENTRE DOIS PLANOS
Planos concorrentes
Quando dois planos tém uma reta em comum, sao
denominados concorrentes ou secantes.

Planos paralelos coincidentes
Quando dois planos tém todos os pontos em co-
mum, sdo classificados como paralelos coincidentes.

Planos paralelos distintos
Quando dois planos nao tém ponto em comum, sao
denominados planos paralelos distintos.

Paralelismo entre planos

Teorema 1

Se dois planos séo paralelos e distintos, qualquer
reta de um deles é paralela ao outro.

Teorema 2
Se dois planos séo paralelos distintos, toda reta
concorrente com um deles é concorrente com o outro.

Teorema 3

Se um plano contém duas retas concorrentes pa-
ralelas a outro plano, entao esses planos também sao
paralelos.

PERPENDICULARISMO

Reta e plano perpendiculares

Uma reta r é perpendicular a um plano o quando
ela é concorrente ao plano e perpendicular a todas as
retas de o que passam por seu traco no plano.

rla

rono={P}

Vretaco|Pereta } > r Lo

rl reta

Teorema do perpendicularismo entre reta e
plano

Se uma reta € perpendicular a duas retas concorren-
tes de um plano, entédo ela é perpendicular ao plano.

aco, bca
rla rlb
anb={P}

Logo, r L a.

Planos perpendiculares
Dois planos sao perpendiculares se um deles con-
tém uma reta perpendicular ao outro.

—alfP

rlLo
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PROJECAO ORTOGONAL

A projecao ortogonal das figuras geométricas sobre
um plano corresponde a imagem formada nesse plano
pelo pé do segmento de reta ortogonal que liga cada
ponto dessa figura ao plano.

PRO]ECI:‘O ORTOGONAL DE UM PONTO SOBRE
O PLANO

A figura formada pela projecao ortogonal de um
ponto P sobre o plano oo € um ponto P’.

PROJECAO ORTOGONAL DE UM SEGMENTO DE
RETA SOBRE UM PLANO

A projecao de uma reta sobre um plano esta con-
dicionada ao angulo que a reta forma com o plano.
Caso a reta seja perpendicular ao plano, sua projecao
serd apenas um ponto, conforme a figura 1. Caso a
reta esteja paralela ou inclinada em relagao ao plano,
sua projecao também serad uma reta, limitada por suas
extremidades, projetadas ortogonalmente ao plano,
conforme a figura 2.

B
5 e/‘i

AeB’ —

A

Fig. 1 Fig. 2

PRO]E;ﬁO ORTOGONAL DE UMA FIGURA
GEOMETRICA

A projecéo ortogonal de uma figura é composta do
conjunto de todos os pontos do objeto A, sobre o plano
o, conforme a figura.

f A

)

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. UFSCar-SP - Considere um plano o e um ponto P
qualquer do espaco. Se por P tragarmos a reta perpen-
dicular a a, a interseccao dessa reta com o € um ponto
chamado projecédo ortogonal do ponto P sobre a. No
caso de uma figura S no espaco, a projecao ortogonal
de S sobre o é definida pelo conjunto das projecoes
ortogonais de seus pontos.

Com relagéo a um plano a qualquer fixado, pode-se dizer
que

a) a projecao ortogonal de um segmento de reta pode
resultar em uma semirreta.

b) a projecdo ortogonal de uma reta sempre resulta
numa reta.

¢) a projecao ortogonal de uma parabola pode resultar
num segmento de reta.

d) a projecdo ortogonal de um tridangulo pode resultar
num quadrilatero.

a projecdo de uma circunferéncia pode resultar
num segmento de reta.

Resolucao

Caso a circunferéncia esteja contida em um plano
perpendicular a o, sua projecao ortogonal sera um
segmento de reta:

2. Enem C2-H6

Jodo propds um desafio a Bruno, seu colega de classe:
ele iria descrever um deslocamento pela piramide a se-
guir e Bruno deveria desenhar a projecao desse deslo-
camento no plano da base da piramide.

E

B

O deslocamento descrito por Jodo foi: mova-se pela pi-
ramide, sempre em linha reta, do ponto A ao ponto E, a
seguir do ponto E ao ponto M, e depois de M a C.

O desenho que Bruno deve fazer é
a) D o

Pp-=-=m-m------
@Yc==oo==!

b)

b ERLEEEEFEEN



D

A

D C

A B
e) D €

A B
Resolucao
A figura da alternativa C corresponde a projecéo orto-
gonal do deslocamento do plano da base da piramide,
supondo ser uma piramide regular.
Competéncia: Utilizar o conhecimento geométrico
para realizar a leitura e a representacao da realidade
e agir sobre ela.
Habilidade: Interpretar a localizacao e a movimenta-
cao de pessoas/objetos no espago tridimensional e
sua representacao no espaco bidimensional.

POLIEDRO

A regido do espaco delimitada por uma superficie
poliédrica fechada € denominada poliedro.
Quando a superficie poliédrica fechada é convexa,
o poliedro por ela delimitado é classificado como po-
liedro convexo.
O poliedro convexo € composto de um numero fini-
to n (n = 4) de poligonos convexos, tais que:
e dois desses poligonos nunca sejam coplanares;
® 0 plano contendo um deles deixe os demais no
mesmo semiespaco;
e cada lado do poligono seja comum a somente
dois poligonos.

ELEMENTOS DOS POLIEDROS
Todo poliedro é composto de face (F), aresta (A)
e vértice (V).

SUPERFICIES POLIEDRICAS
Considere n (n € N¥*) poligonos convexos (regides
poligonais), tais que:
¢ dois poligonos que tenham um lado em comum
nunca sejam coplanares;

e o plano contendo um dos poligonos deixe os de-
mais N0 MesmMo semiespago;
e cada lado do poligono pertenga no maximo a dois
poligonos.
Por fim, a unido desses poligonos forma a figura
denominada superficie poliédrica convexa.

SUPERFICIE POLIEDRICA ABERTA

Uma superficie poliédrica que tenha arestas livres
€ denominada superficie poliédrica aberta.

SUPERFICIE POLIEDRICA FECHADA

Uma superficie poliédrica que nao tenha arestas
livres ¢ denominada superficie poliédrica fechada.

RELACOES DE EULER

Sendo:

e \VV = numero de vértices do poliedro;

e A = nUmero de arestas do poliedro;

e F = numero de faces do poliedro.

e Para uma superficie poliédrica aberta, temos:

V—-A+F=1

e Para uma superficie poliédrica fechada, ou polie-

dro convexo, temos:

V-A+F=2

Os poliedros que satisfazem essa relacdo sao de-
nominados poliedros eulerianos.

Observacao: A relacao de Euler vale para todos
0s poliedros convexos, sendo que existem poliedros
nao convexos e mesmo assim eulerianos.

Exemplo:

O poliedro abaixo, apesar de ndo ser convexo, é
euleriano?

-n >
Il
(0]

V-A+F=2
12-18+8=2

2 =2 . E um poliedro
euleriano.

A soma dos angulos de todas as faces do po-
liedro convexo, sendo V o numero de vértices e r o
angulo reto, é dada por S = (V — 2) - 4r.

POLIEDRO DE PLATAO
O poliedro euleriano é considerado poliedro de
Platdo, quando:
a) todas as faces tém o mesmo numero de arestas;
b) todos os angulos poliédricos tém o mesmo nu-
mero de arestas.
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Existem apenas cinco poliedros de Platdo. Observe a tabela a seguir.

g
"E-: Tetraedro Triangulo 4 4 6
Hexaedro Quadrilatero 8 6 12
Octaedro Triangulo 6 8 12
Dodecaedro Pentdgono 20 12 30
Icosaedro Triangulo 12 20 30
POLIEDROS REGULARES

Os poliedros de Platao cujas faces sao poligonos regulares congruentes e cujos
angulos poliédricos sdo congruentes sao denominados poliedros regulares (os
cinco descritos na tabela anterior).

FJe HT

Octaedro regular
Hexaedro regular (8 triangulos equilateros) Dodecaedro regular

Tetraedro regular (6 quadrados) (12 pentagonos regulares)
(4 triangulos equilateros)

Icosaedro regular
(20 triangulos equilateros)

EXERCICIOS RESOLVIDOS

3. Cesgranrio — O poliedro da figura (uma invencao de 4. Sistema Dom Bosco — Quantos vértices tem o icosae-
Leonardo da Vinci utilizada modernamente na fabricacao dro regular, um dos sélidos de Platdo, composto de 20
de bolas de futebol) tem como faces 20 hexagonos e 12 triangulos equilateros?
pentagonos, todos regulares. O nimero de vértices do
poliedro é:
a) 64
b) 90
@eo
d) 72
e) b6
Resolucao
Resolucao Primeiro calculamos o nimero de arestas do icosaedro.
Como hé 20 hexagonos e 12 pentédgonos: A= 20-3 _ 30
2
F e ONQ Y55 32 Como o icosaedro é um poliedro euleriano:
_20-6+12-5 _
A—i2 =90 V+F-A=2
V+F-A=2 V=2+A-F=2+30-20=12

V=2+A-F=2+90-32=60.V=60 Portanto, o icosaedro tem 12 vértices.
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GEOMETRIA ESPACIAL
DE POSICAO

Imagem formada pelo pé do seg-
Projecéo
ortogonal mento de reta

que liga cada ponto.

: Num plano, bem como fora dele, existem
_infinitos  pontos.

Postulados ortogonal

Plano o
: P
RPN Existem ponto, retaeplano ..., °
: Ponto P
Um ponto de reta a divide em duas re- A 0 B
................. <_|_|_|_>
gides denominadas semyretas
.......... Trés pontos ndo ___colineares  determi- WA +C
nam um unico plano. o B
Um plano divide um espaco em duas re-
: gides denominadas semiespaco
- ARG Na reta e fora dela existem infinitos pontos -+ /
Retar

....... Uma reta de um plano o divide em duas

regides denominadas semiplanos

: Dois pontos distintos determinam uma /
Unica reta .
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POLIEDROS

RELACOES DE EULER POLIEDROS DE PLATAO

.......................................

SUPERFICIE

POLIEDRICA ABERTA

SUPERFICIE VoALF o 9

POLIEDRICA ABERTA
Tetraedro regular

V-A+F-= 1 (4 triangulos equilateros)

Dodecaedro regular \v
(12 pentagonos regulares)

Octaedro regular
(8 triangulos equilateros)

Hexaedro regular
(6 quadrados)

Icosaedro regular
(20 triangulos equilateros)



EXERCICIOS DE APLICACAO

1. UEM-PR - No espaco tridimensional, considere um
plano m e as retas r, s e t, distintas duas a duas, de
modo que r e s sdo perpendiculares ao plano m e a reta
t ndo possua qualgquer ponto em comum com o plano nt
e seja concorrente com as retas s e r. Sobre a situacdo
descrita, assinale o que for correto.

As retas r e s sdo paralelas.
02) As retas s e t sdo reversas.
A reta t € paralela ao plano nt

A reta s é perpendicular a qualquer reta do plano &t
concorrente a ela.

Se A e B sédo pontos distintos de r, e P e Q sao
pontos distintos de s, entdo os triangulos APQ e
BPQ possuem a mesma érea.
29 (01 + 04 + 08 + 16)
A figura abaixo ilustra a situacdo descrita na questao.

ol ol
g Il

01) Verdadeira, pois sao paralelas ao plano.
02) Falsa, pois sao concorrentes.
04) Verdadeira, porque ndo tem ponto comum com o plano.

08) Verdadeira, pois formard 90° com qualquer reta do plano que seja
concorrente a ela.

16) Verdadeira, porque terdo a mesma base PQ e a mesma altura h,
dada pela distancia entre as retas paralelasr e s.

2. Enem C2-H6

Uma lagartixa esta no interior de um quarto e comeca
a se deslocar. Esse quarto, apresentando o formato
de um paralelepipedo retangular, é representado pela
figura.

M

Porta

A lagartixa parte do ponto B e vai até o ponto A. A se-
guir, de A ela se desloca, pela parede, até o ponto M,
que é o ponto médio do segmento EF. Finalmente, pelo
teto, ela vai do ponto M até o ponto H. Considere que
todos esses deslocamentos foram feitos pelo cami-
nho de menor distédncia entre os respectivos pontos
envolvidos.

A projecao ortogonal desses deslocamentos no plano
que contém o chao do quarto é dada por:

a)

®)

c)

d)

e)

/Y

Sendo B, A e M coplanares, a projecao ortogonal do deslocamento de A
para M esta contida no segmento AB. Além disso, a projecdo ortogonal
do deslocamento de M para H sobre o chdo do quarto corresponde a
um segmento de reta obliquo em relacao a AB, cuja origem é o ponto
M’, médio de AB, e cuja extremidade é o ponto D, projecdo de H sobre
o plano ABC.

Competéncia: Utilizar o conhecimento geométrico para realizar a leitura
e a representacdo da realidade e agir sobre ela.

Habilidade: Interpretar a localizagdo e a movimentacéo de pessoas/
objetos no espaco tridimensional e sua representacao no espago bi-
dimensional.
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3. Enem C2-H7

Para o modelo de um troféu foi escolhido um poliedro
P obtido a partir de cortes nos vértices de um cubo.
Com um corte plano em cada um dos cantos do cubo,
retira-se o canto, que € um tetraedro de arestas me-
nores do que metade da aresta do cubo. Cada face do
poliedro P entdo, é pintada usando uma cor distinta
das demais faces.

Com base nas informacoes, qual é a quantidade de co-
res que serdo utilizadas na pintura das faces do troféu?

a)6
b)8
(c)14
d) 24
e) 30

Apos os cortes, o poliedro P resultante € um sélido com 6 + 8 = 14
faces.

Competéncia: Utilizar o conhecimento geométrico para realizar a lei-
tura e a representacéo da realidade e agir sobre ela.

Habilidade: Identificar caracteristicas de figuras planas ou espaciais.

4. UPE - Analise as afirmativas a seguir, relativas a geome-
tria espacial e coloque V nas verdadeiras e F nas falsas.

() Se uma reta estad contida em um plano, entao
toda reta perpendicular a ela sera perpendicular
ao plano.

() Se dois planos distintos sao paralelos, entao toda
reta perpendicular a um deles é paralela ao outro.

() Se dois planos distintos sao paralelos a uma reta
fora deles, entéo eles séo paralelos entre si.

() Se dois planos distintos sdo paralelos, qualquer reta
de um deles é paralela a qualquer reta do outro.

Assinale a alternativa que apresenta a sequéncia COR-
RETA.

a)F-F-V-V
b)F-V-V-F
(cDF-F=F-F
d)V=F-F-V
e)V-V-F-F

Falsa. Sejam o um plano e r uma reta contida em a. E imediato que
existe pelo menos uma reta s contida em o tal que s é perpendicular
ar. Logo, s ndo é perpendicular a o.

Falsa. Se dois planos distintos sao paralelos, entdo toda reta perpendi-
cular a um deles é perpendicular ao outro.

Falsa. Sejam o e B dois planos distintos ndo paralelos. Basta considerar
aretar, intersegao de o e §, e uma reta s paralela ar.

Falsa. Sejam o e B dois planos paralelos distintos. Se r € «, basta
tomar s € 3 de modo que r e a projecdo ortogonal de s sobre o sejam
concorrentes.

5. IFSP — A figura mostra uma peca feita em 1587 por
Stefano Buonsignori, e estéd exposta no Museu Galileo,
em Florenca, na Itdlia. Esse instrumento tem a forma
de um dodecaedro regular e, em cada uma de suas
faces pentagonais, ha a gravacdo de um tipo diferente
de relégio.

BETTMANN/GETTY IMAGES

Em 1758, o matematico Leonard Euler (1707-1783)
descobriu o teorema conhecido por relacao de Euler:
em todo poliedro convexo com V vértices, A arestas
e F faces, vale arelacado V- A + F = 2. Ao se aplicar
a relacédo de Euler no poliedro da figura, o nimero de
arestas nao visiveis é

(a)o. c) 15. e) 18

b)12. d) 16.

Numero de arestas: =30.

(12 - 5)
2

Numero de arestas visiveis: 20.
Numero de arestas néo visiveis: 30 — 20 = 10.




6. UERJ (adaptado) — Dois dados, com doze faces pen-
tagonais cada um, tém a forma de dodecaedros regula-
res. Se os dodecaedros estao justapostos por uma de
suas faces, que coincidem perfeitamente, formam um
poliedro concavo, conforme ilustra a figura.

Considere o numero de vértices V, de faces F e de
arestas A desse poliedro céncavo.

QualasomaV + F + A?
Para o dodecaedro regular, temos 12 faces pentagonais.

Entao, % =30 arestas.

Utilizando a relagao de Euler, temos:
V-A+F=2

V-30+12=2

V = 20 (vértices)

EXERCICIOS PROPOSTOS

7. CFTMG - A figura a seguir representa uma cadeira
onde o assento € um paralelogramo perpendicular ao

encosto.
A B
C D
E F
G H
[ J

A partir dos pontos dados, é correto afirmar que os
segmentos de retas

a) CD e EF s&o paralelos.

b) BD e RJ sdo concorrentes.

c) AC e CD séo coincidentes.

d) AB e El séo perpendiculares.

Portanto, o poliedro formado tera:
12 + 12 -2 = 22 faces (F = 22)

30 + 30 - 5 = b5 arestas (A = 55)
20 + 20 - 5 = 35 vértices (V = 3b)

A soma pedida serd dada por:
V+F+A=35+22+55=112

8. UECE - Um poliedro convexo com 32 vértices possui
apenas faces triangulares. O nimero de arestas deste
poliedro é

a) 100
b) 120
c) 90
d) 80
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9. UEM-PR (adaptado) — O que pode-se concluir quanto

aos itens a seguir?

a) Sejam aretar = m, N m, onde m, e 7, s&o planos,
e areta s paralela a r, de tal forma que s ¢ m, U m,.
Entédo, toda reta perpendicular a r contida em um
desses dois planos € reversa a s?

b) Dados um ponto P pertencente a um plano © e uma
reta r perpendicular a m, tal que P € r, temos que
toda reta contendo P perpendicular a r estd em m?

c) Considere 6 retas contendo as arestas de um tetrae-
dro regular. Fixada uma das retas, entao ela é reversa
a apenas uma dessas 6 retas?

d) Aintersecao de um poliedro convexo com um plano
€ uma regido convexa?

10. UEL-PR (adaptado) — Leia o texto a seguir.

Originalmente os dados eram feitos de osso, marfim ou
argila. Ha evidéncias da existéncia deles no Paquistao, Afe-
ganistdo e noroeste da India, datando de 3500 a.C. Os da-
dos ctibicos de argila continham de 1 a 6 pontos, dispostos
de tal maneira que a soma dos pontos de cada par de faces
opostas € sete.

Museu Arqueoldgico do Red Fort. Delhi, India. (Adaptado.)

Atualmente, além dos dados em forma de cubo (hexae-
dro), encontram-se dados em varios formatos, inclusive

esféricos, como mostram as figuras a seguir.

<L . zo
P ™
- YV
Ec/) ” "‘- ..‘:.- 'l‘._* %U)
< i | z
- @ JE‘. i?“_d‘ o 2
- =

Apesar do formato esférico, ao ser langado, o dado
mostra pontos de um a seis, como se fosse um dado
cubico. Isso acontece porque no interior da esfera existe
uma cavidade em forma de octaedro, na qual existe um
peso (um chumbinho) que se aloja em um dos vértices
do octaedro.

Assinale a alternativa que apresenta, corretamente,
a propriedade dos poliedros regulares que justifica o
fato de a cavidade no interior da esfera ser octaédrica.

a) O nimero de vértices do octaedro é igual ao nimero
de faces do hexaedro.

b) O nimero de vértices do octaedro é diferente do
numero de faces do hexaedro.

¢) O nimero de arestas do octaedro é igual ao nimero
de arestas do hexaedro.

d) O numero de faces do octaedro é igual ao niumero
de vértices do hexaedro.

e) O numero de faces do octaedro é diferente do nu-
mero de vértices do hexaedro.




11. FMP-RJ — A figura mostra uma pecga metdlica que tem
a forma de um octaedro regular, cujas arestas medem
1 metro.

B

Qual a medida da distancia entre os vértices A e B,
em metros?

12. UEM-PR - Sobre as posicoes relativas entre pontos,
retas e planos no espaco, assinale o que for correto.
01) Duas retas r e s sdo ortogonais quando s&o reversas

e existe umareta t, paralela a s e perpendicularar.

02) Se um plano o é paralelo a uma reta r, entdo todas
as retas do plano o sao paralelas ar.

04) E possivel ter retas paralelas contidas em planos
que nao sejam paralelos.

08) Se um plano aintercepta os planos e y formando
um angulo de 90°, entédo os planos 3 e y séo para-
lelos.

16) Considere as retasr, set. Seréreversaase a
reta s é concorrente a t, entao r e t sado reversas.

13. UPF-MG - O poliedro representado na figura (octaedro
truncado) é construido a partir de um octaedro regular,
cortando-se, para tal, em cada vértice, uma piramide
regular de base quadrangular. A soma dos angulos in-
ternos de todas as faces do octaedro truncado é:

a) 2160°
b) 5760°

c) 7920°
d) 10080°

e) 13680°

14. Escola Naval-RJ — Nas proposicoes abaixo, coloque V
na coluna a esquerda quando a proposicao for verda-
deira e F quando for falsa.

() Se uma reta é perpendicular a duas retas distintas
de um plano, entao ela é perpendicular ao plano.

() Se uma reta é perpendicular a uma reta perpendi-
cular a um plano, entéo ela € paralela a uma reta
do plano.

() Duas retas perpendiculares a um plano sao pa-
ralelas.

() Se dois planos sao perpendiculares, todo plano
paralelo a um deles é perpendicular ao outro.

() Se trés planos sédo dois a dois perpendiculares, eles
tém um Unico ponto em comum.
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g Lendo-se a coluna da esquerda, de cima para baixo, 16. UEPG-PR - Considerando os planos o e B, e as retas
= encontra-se : res, assinale o que for correto.
= a)F-F-V-F-V : 01)SeanPB=sr//s,reaergP,entéor//aer/ p.
E b)V-F-V-V-F 02)SealB,oanP=rscao slrentdosLp.
c)V-V-F-V-V 04)SercfPes.Lrentdos Lp.
d)F-V-V-V-V 08)Sea//B, rLa, entdos LB.
e)V-V-V-V-V 16)Ser//oer// B, entdo o // P.

15. FGV-SP - Dado um tetraedro regular de aresta 6 cm,
assinale os pontos que dividem cada aresta em trés
partes iguais. Corte o tetraedro pelos planos que pas-
sam pelos trés pontos de divisdo mais proximos de
cada vértice e remova 0s pequenos tetraedros regula-
res que ficaram formados.

A soma dos comprimentos de todas as arestas do so-
lido resultante, em centimetros, é

a) 56 c) 30 e) 48
b) 32 d) 36




17. UECE - Se, em um tetraedro, trés das faces que pos-
suem um vértice comum V sao limitadas por triangulos
retdngulos e as medidas das arestas da face oposta ao
vértice V sao respectivamente 8 cm, 10 cm e 12 cm,
entao as medidas, em cm, das outras trés arestas sao

a) 3v6, 10, 3410
b) /6, 53, 9
c) 245,36, 8
d) 242, 10, 243

ESTUDO PARAO ENEM

18. Enem C2-H6 : d)

Gangorra € um brinquedo que consiste de uma tébua

longa e estreita equilibrada e fixada no seu ponto cen-

tral (pivd). Nesse brinquedo, duas pessoas sentam-se

nas extremidades e, alternadamente, impulsionam-se

para cima, fazendo descer a extremidade oposta, rea- A

lizando, assim, o movimento da gangorra. e)

Considere a gangorra representada na figura, em que
os pontos A e B sédo equidistantes do pivo:

A projecao ortogonal da trajetéria dos pontos A e B,
sobre o plano do chdo da gangorra, quando esta se
encontra em movimento, é:

a) [ ] [ ]

A B
b) A B
c)
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19.

20.

Enem C2-H7

Um lapidador recebeu de um joalheiro a encomenda
para trabalhar em uma pedra preciosa cujo formato é
o de uma pirdmide, conforme ilustra a Figura 1. Para
tanto, o lapidador faré quatro cortes de formatos iguais
nos cantos da base. Os cantos retirados correspondem
a pequenas piramides, nos vértices P Q, Re S, ao longo
dos segmentos tracejados, ilustrados na Figura 2.

S
R P R
0] )
Figura 1 Figura 2

Depois de efetuados os cortes, o lapidador obteve,
a partir da pedra maior, uma joia poliédrica cujos nu-
meros de faces, arestas e vértices sdo, respectiva-
mente, iguais a

a)9,20e 13. c)715e12. e) 11, 16 e 5.
b)3, 24 e 13. d) 10, 16 e b.
Enem C2-H6

O acesso entre os dois andares de uma casa ¢é feito
através de uma escada circular (escada caracol), repre-
sentada na figura. Os cinco pontos A, B, C, D, E sobre
o corrimao estao igualmente espacados, e os pontos P,
A e E estdo em uma mesma reta. Nessa escada, uma
pessoa caminha deslizando a mao sobre o corrimao do
ponto A até o ponto D.

C

/

A figura que melhor representa a projegao ortogonal,
sobre o piso da casa (plano), do caminho percorrido
pela méo dessa pessoa é:

a)

b)

c)

d)

e)

200 D




PRISMAS

Sao assim chama-
dos os so6lidos geomé-
tricos que tém as ba-
ses paralelas e todas
as faces em forma de
quadrilatero. O uso de
prismas é frequente
em embalagens diver-
sas, desde caixas de
eletrodomésticos até
pacotes de biscoitos
finos e presentes.

PRISMAS

Prismas

HABILIDADES
Interpretar a localizagdo e a

movimentacdo de pessoas/
objetos no espago tridi-
mensional e a respectiva
representacdo no espago
bidimensional.

Resolver situagdes-
-problema que envolvam
conhecimentos geométricos

MATEMATICA 2

ELEMENTOS DO PRISMA deléspagoefqma.
Prisma € um poliedro convexo tal que duas faces sao poligonos congruentes Utilizar conhecimentos geo-

(iguais) situados em planos paralelos e cujas demais faces sao paralelogramos. métricos de espago e forma
para selecionar argumentos

e que solucionem problemas
do cotidiano.

Identificar a relagdo
de dependéncia entre
grandezas.

Observando a figura, podemos constatar os seguintes elementos desse sélidos
geomeétricos:

e Bases — Correspondem aos pentagonos ABCDE e AB'C'D'E’, sendo poligonos
congruentes e paralelos entre si.

¢ Faces laterais — Correspondem aos paralelogramos ABB'A, CBB'C’, CDD'C’,
DEE'D' e EAAE".

e Arestas das bases do prisma — Correspondem aos lados dos poligonos que
constituem a base do prisma: AB, BC, CD, DE, EA, AB’, B'C’, C'D’, D'E’, EA.

e Arestas laterais do prisma — Correspondem aos lados das faces laterais do
prisma: AA, BB’, CC’, DD’, EE".

e Altura do prisma — Correspondem a distancia perpendicular h entre os dois
planos das bases a e o'.
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Caso as arestas laterais sejam perpendiculares
aos planos das bases, suas medidas coincidem com
a altura do prisma. Nesse caso, as faces laterais sdo
retangulos e estao situadas em planos perpendicu-
lares aos planos das bases.

n

1\

NOMENCLATURA E CLASSIFICACAO DOS
PRISMAS
Nomenclatura
Esses solidos geométricos sdo nomeados de acordo
com os poligonos das bases, conforme os exemplos:
® prisma triangular (suas bases sao triangulos);
e prisma quadrangular (suas bases sao quadrila-
teros);
® prisma pentagonal (suas bases sdo pentagonos);
® prisma hexagonal (suas bases sdo hexagonos).
Classificacao
Os primas podem ser:
e retos (quando as arestas laterais sao perpendicu-
lares aos planos das bases);
e obliquos (quando as arestas laterais nao sao per
pendiculares aos planos das bases).

Observacao: Prismas retos cujas bases sejam

poligonos regulares sao denominados prismas re-
gulares.

Exemplos:

7

Prisma triangular
reto Prisma triangular

obliquo

SCooocooooo oo obeos

’
s
’
s

Prisma quadrangular

Prisma quadrangular

reto obliguo
I
| 1 1
! |
[6 UL 1
| | 1
| | 1
| | 1
| | 1
| | 1
| | 1
| | 1
| | 1
7 7A--- S I I
// - \\
.l/ )

Prisma quadrangular
regular

Prisma hexagonal
regular

PARALELEPIPEDO
Recebe esse nome o prisma cujas bases sao pa-
ralelogramos.

Paralelepipedo obliquo Paralelepipedo reto

Paralelepipedo reto

Recebe esse nome o paralelepipedo cujas bases
e todas as seis faces sejam retangulos. Também sao
chamados paralelepipedo retangulo ou ortoedro.

Diagonais do paralelepipedo retangulo
Para calcular a diagonal d do paralelepipedo, temos:

E F
1
1
A | D
‘__1~‘~\- 3
c y "“~~__‘_~
LT T T T ] TG
s d1
= 1
B a C




No triangulo ABC:
AC = d, = diagonal da face ABCD do paralelepipedo.
d2=c?+ a?

No triangulo ACG:
AG = d = diagonal do paralelogramo
d2=Db2+ c2 + a?

d? = a2 + b? + ¢?
Area do paralelepipedo retangulo

Obtemos a area do paralelepipedo somando as
areas das bases com as areas das faces.

! bc

Assim:
A=2-ab+2-ac+ 2-bc

A=2:(ab + ac + bc)

Volume do paralelepipedo retangulo

Sendo V o volume do paralelepipedo retangulo de
medidas a, b e ¢, podemos obter o valor dele por meio
da seguinte relacao:

Apese b

V

A "h=1(a-b)-c

base

cuBO

O cubo é um prisma quadrangular retangular. Pode-
mos demonstrar o célculo da medida de sua diagonal
d .o da.sua area Afubo e de seuvolume V_, . obtendo
as seguintes relagoes:

cubo’

Leccododooco

d = |\/§ Acubo = 6|2 chbo B

EXERCICIO RESOLVIDO

1. IFSP — A figura a seguir representa uma piscina em
forma de bloco retangular.

V2m

3m

S\Em

De acordo com as dimensoes indicadas, podemos afir
mar corretamente que o volume dessa piscina é, em
m?, igual a

a) 5J10
b)-6:10
c) 615
d) 5430
6430

Resolucao

al=3/6m
b-=23m
c=+2m
V=a-b-c
V=3J5-2J3 -2

-~V =630 me

PRINCIPIO DE CAVALIERI

Sejam dois soélidos, A e B, cujas bases estao
contidas no mesmo plano o. Se todo plano 3,
paralelo a «, intercepta A e B e determina sec-
coes de mesma area, entao os soélidos A e B tém
0 mesmo volume.

VOLUME DE UM PRISMA QUALQUER

Pelo principio de Cavalieri, pode-se garantir que,
caso os prismas da figura abaixo tenham &reas de ba-
ses iguais (A, = A, = A), quando segmentados por
planos paralelos a base (o e f3), os volumes tém mesma

medida (V, = V,, V, = V).
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bases e seccoes equivalentes de drea A
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solidos equivalentes de volumeV =A - h

Logo, o volume do prisma é obtido multiplicando-se a area da base (ou a area de
qualquer seccéo reta) pela aresta lateral do prisma.

-

e

PRISMAS REGULARES

Sa0 assim chamados os prismas retos cujas bases sao poligonos regulares, muito
comuns nos estudos dos prismas. Na andlise dos exemplos a seguir, temos area da
base (B), altura (h), aresta da base (a) e volume (V).

Prisma triangular regular

-
/

Triangulo
equilatero

s | S cooooo




Area da base (B) \ Area lateral (A)) \ Area total (A,) \ Volume (V)

~N
3
(=
A=3.A A=A + 2B ]
=3- _ i
B:aZ.\/g L face lateral AT:3-a-h+ V=B-h V:az.\/g.h E
4 A =3-a-h L @3 4
2
Prisma quadrangular regular
4
‘ Quadrado
> )
. =
j T |;O
I
I
I
:
X h
I
I
I
I
I
J—— [
G
a
J
Area da base (B) | Arealateral (A) | Areatotal (A) | Volume (V)
=A +
B — aZ AL =4 Aface lateral QT = ﬁ\L a ZhB_J,_ V h
a A=4-a-h urd V=aZ-h
. + 2@
Prisma hexagonal regular
//7
f : |
! I
! I
I
; :
\ I
i : BASE
I
| L |
! |
l :
| N
a //f
A é&rea da base corresponde a soma das areas dos seis tridngulos equildteros:
2 . 2 .
B=g.?2 V3 322 B .
4 2
Area da base (B) Area(’!\a)teral Area total (A,) Volume (V)
L
. A A=A +28 V=B-h
z - = 6 : ateral
p_ 3 V3 } Lo A=6-a-h+ 3¢ 3
2 A =6-a-h V= -h

+3-a2- V3 ’



EXERCICIO RESOLVIDO

o~
<<
E 2. UFRGS-RS - Um solido geométrico foi construido dentro de um cubo de aresta 8, de
= maneira que dois de seus vértices, P e Q, sejam os pontos médios, respectivamente, das
= arestas AD e BC, e os vértices da face superior desse sélido coincidam com os vértices
= da face superior do cubo, como indicado na figura abaixo.
H G
E
-4 cC
P
Q
A B
O volume desse solido é
a) 64
b) 128
(c)256
d)512
e) 1024
Resolucao

O sélido em questao € um prisma triangular reto.
Como o triangulo (base do prisma) esta contido em um cubo, a 4rea da base do
prisma seréa
8-8
B=——<=32
2
Com o valor da érea da base B conhecido, calculamos o volume do prisma:

V=B-h

V=32-8 . V=256



ROTEIRO DE AULA
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Soélidos geométricos que tém as bases paralelas e todas as
faces em forma de quadrilateros.
Classificagéo ...................... ..................... N Omenclatura
Obliquo : Os prismas sao nomeados de acor
Reto : do com os poligonos das
Regular f bases.
3 Exemplo: prisma triangular, prisma
pentagonal
Para'e'epipedo ...................... .............. 0o
. \
.
I \
T \
0 \
AN
: I \\ cubo
T I \
: C I \
' Lececododeooo
1 7 \
// \
b // \\
a z \

g2=a+tb+¢c

_ I3
dcubo_
A = 2-(ab+ac + be)
V=ab-ec Ao = 2
v.oo=F
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PRINCIPIO DE CAVALIERI
Sejam dois sélidos, A e B, cujas bases estdo contidas no mesmo plano o.

Se todo plano B, paralelo a a, intercepta A e B, determinando seccoes de

mesma érea, entdo os solidos A e Btém o mesmo volume
PRISMAS REGULARES
V= B-h
PRISMA
PRISMATRIANGULAR PRISMA HEXAGONAL
QUADRANGULAR
REGULAR REGULAR

REGULAR



EXERCICIOS DE APLICACAO

1. UEMG (adaptado) — Um design projetou um chaveiro
no formato de um prisma triangular reto com 12 cm de
altura. Sabe-se que as arestas da base formam um trian-
gulo retangulo com catetos de medidas 6 cm e 8 cm.
Para cobrir todas as faces desse prisma, adquirindo a
qguantidade suficiente de papel adesivo, e, com isso,
evitar o desperdicio, serd preciso saber a area total da
superficie desse prisma. Fazendo os célculos corretos,
qual a &rea total desse prisma?

A base triangular tem catetos medindo 6 cm e 8 cm. Portanto, a hi-
potenusa tera 10 cm.

6-8
A,..=2 =2 =148
2

bases

Ao =612 +8-12+10-12 = 288
Logo, 48 + 288 = 336 cm?2.

2. Enem C2-H8

Para a Olimpiada de 2012, a piscina principal do Centro
Aquatico de Londres, medindo 50 metros de compri-
mento, foi remodelada para ajudar os atletas a melhorar
suas marcas. Observe duas das melhorias:

Profundidade
3 metros
Com essa profundidade, a
4gua gue se movimenta em
direcdo ao fundo da piscina
demora mais para retornar a
superficie e ndo atrapalha
a progressao dos
nadadores

Largura das raias

Cada uma das dez raias mede
2,5 metros, conforme o padrao
oficial. Nas provas finais, a
primeira e a décima ficardo
vazias para evitar que as ondas
desfavorecam os atletas

Veja, n. 2278, jul 2012. (Adaptado.)

A capacidade da piscina em destaque, em metro cu-
bico, é igual a

(a))3750

b) 1500
c) 1250
d) 375
e) 150

O volume da piscina é dado por:

V=a-b-c

V=50-10-2,5-3=23750 ..V =3750 m3

Competéncia: Utilizar o conhecimento geométrico para realizar a leitura
e a representacao da realidade e agir sobre ela.

Habilidade: Resolver situagdo-problema que envolva conhecimentos
geométricos de espaco e forma.

3. Enem C2-H8

Um petroleiro possui reservatoério em formato de um
paralelepipedo retangular com as dimensoes dadas por
60 m x 10 m de base e 10 m de altura. Com o objeti-
vo de minimizar o impacto ambiental de um eventual
vazamento, esse reservatorio é subdividido em trés
compartimentos, A, B e C, de mesmo volume, por duas
placas de aco retangulares com dimensodes de 7 m de
altura e 10 m de base, de modo que os compartimen-
tos sao interligados, conforme a figura. Assim, caso
haja rompimento no casco do reservatério, apenas uma
parte de sua carga vazara.

I
I
I |- — =

60 m

Suponha que ocorra um desastre quando o petroleiro se
encontra com sua carga maxima: ele sofre um acidente
que ocasiona um furo no fundo do compartimento C.
Para fins de célculo, considere despreziveis as espes-
suras das placas divisoérias.

Apos o fim do vazamento, o volume de petréleo der
ramado teréd sido de

a)1,4-10°m?
b)1,8-10°m?
c)2,0-10°m?
(d)3.2-10°m?
e)6,0-10°m®

O volume total de petréleo acumulado no reservatorio corresponde a:
V=60-10-10=6,0-10°m?
Apods o vazamento do volume, restardo apenas:

%6,040-7:2,8»103 me

Logo, V, =6,0-10°-28-10*=3,2-10°m?

derramado

Competéncia: Utilizar o conhecimento geométrico para realizar a leitura
e a representacao da realidade e agir sobre ela.

Habilidade: Resolver situacao-problema que envolva conhecimentos
geométricos de espaco e forma.
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4. UERJ - Dois cubos cujas arestas medem 2 cm sao co-
lados de modo a formar o paralelepipedo ABCDAB'C'D".
Esse paralelepipedo é seccionado pelos planos ADEF
e BCEF, que passam pelos pontos médios F e E das
arestas AB' e C'D’, respectivamente.

A parte desse paralelepipedo compreendida entre es-
ses planos define o ABCDEF, conforme indica a figura

a seguir.
B C
n
]
A " D
1
\ ]
\ [
\ [
\ [
\ (]
v [
1 [
' [
\ [
\ [
\ [
\ [T Fobmmmm o
\ L-"
v &% '
[P '
1-7 i 0
L1 ' '
T
\ ' i
\ ' 5
\ ' 0
\ ' 5
\ ' 5
1 ' H
Vo 5
[ H
b o =
[ HL= A P I
Vi - .
Ve C
[P
P R
e E
O F
A D’

O volume do sélido ABCDEF, em cm3, ¢ igual a:

a) 4 b) 6 (chs d) 12

O sélido ABCDEF é um prisma triangular de bases ABF e DCE. Assim,

V:%-EAAA‘-E:%«Z-A-Z:ch?

5. UFRGS-RS - O primeiro prémio de um torneio rece-
be um troféu sélido confeccionado em metal, com as
medidas abaixo.

20 - 10

10 20

Considerando que as bases do troféu sdo congruentes e
paralelas, o volume de metal utilizado na sua confeccéo é

a) 10043 c) 1000+/3 e) 3000+/3
b) 150V3 (d))1500V3
Temos:
Prisma trapezoidal
10
10 5 5 10
: X
5 ' 10 T e\5
S S i\ h=10

Analisando essa figura e aplicando o teorema de Pitdgoras, obtemos
o valor de x:

X2+ 52 =107 > x = 53
Como o valor de x, calculamos a area da base B do prisma:
g (10+20)-5v3 _ 7513
2
Como séo dois prismas congruentes, obtemos:

V=2.75J3 .10 = 15003

6. UEPB - Uma cisterna de formato cubico cuja area late-
ral mede 200 m? tem por volume, aproximadamente:

(a)250v2 m®

b) 25y2 m?
¢) 250042 m?
d) 3524/2 m?
e) 1252 me

Medida da aresta da cisterna = a.

Superficie lateral

=

a
A=4-a2=200-a2=50—>a=+50 ~a=5v2m
Calculando o volume V da cisterna, temos:
V =a®=(5-2) = 2502
oV = 25042 m?




EXERCICIOS PROPOSTOS

7. UPE (adaptado) - Um engenheiro construiu uma pisci-
na em formato de bloco retangular a qual mede 7 m de
comprimento, 4 m de largura e 1,5 m de profundidade.
Apbs encher a piscina completamente, o engenheiro
abriu um ralo que tem a capacidade de esvaziad-la a
razao de 20 litros por minuto. Utilizando esse ralo, em
guanto tempo o nivel da d4gua dessa piscina vai baixar
em 10 centimetros?

8. Enem C2-H28

Uma fabrica de sorvetes utiliza embalagens plasticas no
formato de paralelepipedo retangular reto. Internamen-
te, a embalagem tem 10 cm de altura e base de 20 cm
por 10 cm. No processo de confecgao do sorvete, uma
mistura é colocada na embalagem no estado liquido
e, quando levada ao congelador, tem seu volume au-
mentado em 25%, ficando com consisténcia cremosa.

Inicialmente é colocada na embalagem uma mistura
sabor chocolate com volume de 1000 cm?®e, apds essa
mistura ficar cremosa, serd adicionada uma mistura
sabor morango, de modo que, ao final do processo
de congelamento, a embalagem fique completamente
preenchida com sorvete, sem transbordar.

O volume méaximo, em cm?, da mistura sabor morango
que devera ser colocado na embalagem é

a) 450.
b) 500.
c) 600.
d) 750.
e) 1000.

9. PUC-RJ - Um cubo de aresta a tem volume 24.
Assinale o valor do volume de um cubo de aresta % .
8
a) 5
9
b —_
) 3
c) 8
d) 24
e)72

10. UNESP - Uma chapa retangular de aluminio, de espes-
sura desprezivel, possui 12 metros de largura e com-
primento desconhecido (figura 1). Para a fabricacado de
uma canaleta vazada de altura x metros séo feitas duas
dobras, ao longo do comprimento da chapa (figura 2).

Figura 1
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1.

12.

Se a 4rea da seccdo transversal (retangulo ABCD)
da canaleta fabricada é igual a 18 m?, entdo a altura
dessa canaleta, em metros, é igual a

a) 3,25 c) 3,60 e) 3,00
b)2,75 d) 2,50
UFRGS-RS - Na figura a seguir, encontra-se represen-

tada a planificagdo de um sélido de base quadrada cujas
medidas estao indicadas.

10
6
] 6 10
] L] [e] [e]
6 6
] [*] [<] [+]
[¢] 6 10
10 6

O volume desse solido é

a) 144 c) 216 e) 360
b) 180 d) 288

UNESP - Um bloco macigo com a forma de parale-
lepipedo reto-retangulo tem dimensées 8 m, 12 m e
10 m. Em duas de suas faces, indicadas por A e B na
figura, foram marcados retangulos, de 2 m por 3 m,
centralizados com as faces do bloco e com lados pa-
ralelos as arestas do bloco. Esses retangulos foram

utilizados como referéncia para perfurar totalmente o
bloco, desde as faces A e B até as respectivas faces
opostas a elas no bloco.

fora de escala

Calcule o volume e a éarea total do novo sdlido, que
resultou apds a perfuracao do bloco.




13. PUC-SP - Um bloco macico de madeira na forma de

um prisma reto de base retangular medindo 18 cm por
24 cm e com 30 cm de altura foi totalmente dividido em
cubinhos iguais e de maior aresta possivel. Supondo
que nao tenha ocorrido perda alguma no corte do bloco,
o volume de um cubinho é

a) 64 cm®.

b) 125 cm?.

c) 216 cm?.

d) 343 cm®.

14. Unicamp-SP — Um paralelepipedo retangulo tem faces

de dreas 2 cm?, 3 cm2 e 4 cm2. O volume desse para-
lelepipedo é igual a

a) 24/3 cm?.

b) 246 cm?.

c) 24 cmd.

d)12 cm?®.

15. UERN - A peca geométrica, desenvolvida através de

um software de modelagem em trés dimensodes por um
estudante do curso de engenharia e estagiario de uma
grande indUstria, é formada a partir de dois prismas de
base hexagonal regular e assemelha-se ao formato de
uma porca de parafuso.

Considerando que o lado do hexdagono maior mede
8 cm que o comprimento do prisma ¢é igual a 35 e,
que o lado do hexagono menor mede 6 cm, entao o
volume da peca, de forma que se possa calcular, pos-
teriormente, a quantidade de matéria-prima necessaria
a sua producao em massa em determinado periodo de
tempo €, em cmé:

Considere ({3 =1,7)
a) 1064
b) 1785
c) 2127
d) 2499
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16. UNESP — Um paralelepipedo reto-retangulo foi dividido
em dois prismas por um plano que contém as diagonais
de duas faces opostas, como indica a figura.

Comparando-se o total de tinta necessaria para pintar
as faces externas do paralelepipedo antes da divisdo
como total necessério para pintar as faces externas
dos dois prismas obtidos ap6s a divisdo, houve um
aumento aproximado de

a)42% c) 32% e) 46%
b)36% d) 26%

17. ESPM-SP - Em volta do paralelepipedo reto-retan-
gulo mostrado na figura abaixo serd esticada uma
corda do vértice A ao vértice E, passando pelos
pontos B, C e D.

De acordo com as medidas dadas, o menor compri-
mento que essa corda podera ter € igual a:

a) 16 b) 13 c) 16 d) 14 e) 17




ESTUDO PARA O ENEM

18. Enem C2-H9
Um casal realiza sua mudanca de domicilio e necessita
colocar numa caixa de papeldo um objeto cubico, de 80
cm de aresta, que nao pode ser desmontado. Eles tém
a disposicao cinco caixas, com diferentes dimensoes,
conforme descrito:

e Caixa 1: 86 cm X 86 cm X 86 cm

e Caixa 2: 72 cm X 82 cm X 90 cm

e Caixa 3:85cm X 82cm X 90 cm

e Caixa4:82cm X 95cm X 82 cm

e Caixa 5:80 cm X 95 cm X 85 cm

O casal precisa escolher uma caixa na qual o objeto
caiba, de modo que sobre o menor espaco livre em
seu interior.

A caixa escolhida pelo casal deve ser a de nimero

a) 1l b) 2. c) 3. d) 4. e)b.

19. Enem C2-H8

Na alimentagao de gado de corte, o processo de cortar
a forragem, colocéd-la no solo, compacta-la e protegé-la
com uma vedagdo denomina-se silagem. Os silos mais
comuns sdo os horizontais, cuja forma é a de um prisma
reto trapezoidal, conforme mostrado na figura.

Legenda:

> b — largura do fundo

B - largura do topo
C — comprimento do silo
h — altura do silo

Considere um silo de 2 m de altura, 6 m de largura de
topo e 20 m de comprimento. Para cada metro de altura do
silo, a largura do topo tem 0,5 m a mais do que a largura
do fundo. Ap6s a silagem, 1 tonelada de forragem ocupa

2 m?® desse tipo de silo.
EMBRAPA. Gado de corte. Disponivel em: <www.cnpgc.
embrapa.br>. Acesso em: 1° ago. 2012. (Adaptado.)

Apbs a silagem, a quantidade méxima de forragem que
cabe no silo, em toneladas, é

a) 110 ¢) 130 e) 260
b) 125 d) 220
20. Enem C2-H8

Um fazendeiro tem um depdsito para armazenar leite
formado por duas partes cubicas que se comunicam,
como indicado na figura. A aresta da parte cubica de
baixo tem medida igual ao dobro da medida da aresta
da parte cubica de cima. A torneira utilizada para encher
o depdsito tem vazao constante e levou 8 minutos para
encher metade da parte de baixo.

Quantos minutos essa torneira levara para encher com-
pletamente o restante do depdsito?

a) 8. b) 10. c) 16. d) 18. e) 24.
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MATEMATICA 2

PIRAMIDES E CILINDROS

PIRAMIDES

S&o assim chamados os poliedros cuja base € um poligono convexo A AJA, ... A
de n lados num plano o e cujas faces laterais sdo triangulos com um vértice V. em
comum fora do plano a.

Piramides
Sélidos especiais
Cilindros

Cilindros equilateros ELEMENTOS DE UMA PIRAMIDE

Na figura, considere os elementos da piramide.

HABILIDADES

Interpretar a localizagdo e a
movimentagdo de pessoas/
objetos no espaco tridi-
mensional e a respectiva
representacdo no espago
bidimensional.

Vértice

-<—— Aresta lateral Apdtema

Resolver situages-
-problema que envolvam
conhecimentos geométricos
de espago e forma.

Face lateral

Altura

Utilizar conhecimentos geo-
métricos de espaco e forma
para selecionar argumentos
que solucionem problemas
do cotidiano.

Seccéo
transversal B/




e Veértice — Ponto em comum V entre as faces da
piramide.

e Base — Poligono ABCDEF.

¢ Arestas da base — Lados do poligono da base.

e Arestas laterais — Segmentos que unem o vér
tice V aos vértices do poligono da base.

* Faces laterais — Tridngulos determinados pelo
vértice V e cada uma das arestas das bases.

e Superficie lateral — Superficie poliédrica formada
por todas as faces laterais.

e Seccao transversal — Interseccao dessa pirami-
de com qualquer plano paralelo a sua base.

e Altura — Distancia do vértice V ao plano da base.

e Apétema — Distancia perpendicular do vértice a
aresta da base da piramide.

NOMENCLATURA
O nome da pirdmide é dado de acordo com o poli-
gono da sua base, conforme estes exemplos:
e Piramide triangular: o poligono da base é um
triangulo.
¢ Piramide quadrangular: o poligono da base é
um quadrilatero.
¢ Piramide pentagonal: o poligono da base é um
pentagono.
* Piramide hexagonal: o poligono da base € um
hexagono.

CLASSIFICACAO

As piramides sao classificadas conforme a projecéo

do vértice sobre o plano da base.

* Piramide obliqua: a projecdo do vértice sobre o
centro da base néo corresponde ao seu circun-
centro.

e Piramide reta: a projecdo do vértice sobre o
centro da base corresponde ao seu circuncentro.

¢ Piramide regular: corresponde a uma piramide
reta cuja base é um poligono regular e tem todas
as arestas laterais congruentes.

AREA LATERAL € AREA TOTAL

Considere uma piramide regular de n lados, com
apotema da base a, apétema da piramide m e aresta
da base .

A éarea lateral sera dada por:

[-m
A =n.——
- 2

Sendo B a 4rea da base, a érea total da pirdamide
€ dada por:

A=A +B

VOLUME DE UMA PIRAMIDE
O volume de uma piramide corresponde a um %
=B-h) de

mesma base (B) e mesma altura (h). Portanto:

Prisma

(um terco) do volume de um prisma (V

TETRAEDRO REGULAR

Trata-se de um soélido geomeétrico cujas quatro faces
sdo triangulos equilateros de lado .

Area total (A,) do tetraedro regular:

A =4 a%/3
Altura (H) do tetraedro regular é dada por:
y_ a6

3

O volume do tetraedro é dado por:
a2
12

OCTAEDRO REGULAR

Trata-se de um sélido geométrico cujas oito faces
sao triangulos equilateros de lado |.
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A éarea total (A)) e o volume do octaedro séo res-
pectivamente iguais a:

A =2 a3

a2
3

TETRAEDRO TRIRRETANGULAR

Trata-se de um sélido com triangulos retangulos
em trés de suas quatro faces. Seu volume é obtido por
meio das medidas das arestas a, b e c.

V=

EXERCICIO RESOLVIDO

1. UFPE — Uma piramide hexagonal regular tem a me-
dida da &rea da base igual a metade da éarea lateral. Se
a altura da piramide mede 6 cm, assinale o inteiro mais
préximo do volume da piramide, em cm3. Dado: use a
aproximacao: +/3 = 1,73.

Resolucao

Conforme figura a seguir, V, O, M e | sao, respecti-
vamente, o vértice, o centro da base, o ponto médio
de uma das arestas da base e a medida da aresta da
base da piramide.

1 IV
Metade da area lateral da piramide: A = E'G.T =
= 1-3-l-Vl\/|.
2
o
Keaficd 6 - F 2\/5 \

Igualando as equagoes, obtemos:

‘S
1300 = 3°-V3

=43
5 ;M I3

Apdétema da base: OM = ?
Altura da piramide: VO = 6 cm.

Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo VMO,
obtemos:

VM2 = V02 + OM?2

2
z: 2 @ 2 — +§2 gz: .
(V3) 6+[2 381 =36+ - 712=36 .
s l=4cm
R 1 6ePY3
Volume da piramide: V = 3 B h—3 7 6 =
= 83,04 cm?.
-V =83cms
CILINDROS

Trata-se de solidos de revolugdo, ou seja, sdo corpos
formados pelo movimento completo de uma figura em
torno do proprio eixo. Apesar de os cilindros nao se-
rem poliedros, sdo sélidos geométricos com as bases
constituidas por circulos.

ELEMENTOS DO CILINDRO
Na figura a seguir, estdo representados os elemen-
tos de um cilindro.



base

geratriz (g)

<«— altura (h)
eixo

base

raio da base (r)

/)

e Base - Dois circulos determinados pelas extre-
midades de todos os segmentos paralelos a PQ,
0s quais, reunidos, formam o cilindro.

¢ Eixo — Reta determinada pelos centros das bases.

Geratriz (g) — Qualquer segmento com extremi-

dades nas circunferéncias das bases e que seja

paralelo ao eixo do cilindro.

Altura (h) — Distancia perpendicular entre os pla-

nos das bases do cilindro.

Superficie lateral — Reunido de todas as gera-

trizes. Denomina-se éarea lateral do cilindro AL a

area da superficie lateral.

e Secao meridiana — Quadriladtero obtido pela in-
terseccao do cilindro com um plano que contenha
0 eixo, conforme a figura.

Seccao meridiana

PN

2r 7/“

e Secao longitudinal — Quadrildtero obtido pela
interseccgao do cilindro com um plano que esteja
paralelo ao seu eixo (conforme a figura), ou que
contenha o eixo do cilindro. Neste caso, a secao
longitudinal é denominada secao meridiana.

Seccéo longitudinal

T

perpendicular ao eixo da base, conforme a figura,
sendo sua area igual a area da base B.

/)

e Seccao transversal — Circulo congruente a base
obtido pela interseccao do cilindro com um plano

CLASSIFICACAO
Os cilindros sao classificados em:
e circular obliquo: apresenta as geratrizes obli-
quas ao plano das bases.
e circular reto (ou cilindro de revolucao): apresenta
as geratrizes perpendiculares ao plano da base.

Cilindro reto Cilindro obliquo

AREA LATERAL
A érea lateral de um cilindro de raio de base r e
altura h é:

AREA TOTAL

A é&rea total da superficie de um cilindro corres-
ponde a soma das areas das bases com a area da
superficie lateral.

A=A +2B

Al=2n-r-h+2-m-r?

A, = 2nr - (h + 1)

VOLUME
Sendo B a érea da base do cilindro e h a altura, o
volume do cilindro é obtido pela seguinte relacéao:

V=B-h
V=mar2-h
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CILINDRO EQUILATERO

E assim chamado o cilindro de revolugéao cuja seccao meridiana é um quadrado

(h = 2r). Observe a figura.

-

2r

Cilindro equilatero Seccédo meridiana /;
Area lateral

A =2mr-h=2mr-2r A = 4mr?
Area total

A =2-B+A =2n2+ 4dnur? A, = 6mr?
Volume
V=B-h=mr?-2r V = 2nrd

EXERCICIOS RESOLVIDOS

2. UECE - A medida, em m?, da 4rea da superficie total
(area lateral e bases) de um cilindro circular reto tal que
a medida da altura e a medida do raio da base séo ambas
iguais a2 m é:

@@)14n b) 12n c) 16m d) 10m
Resolucao
Dados:
h=2m
r=2m
B=nr2=mn-(2)2=4n

A =2nr-h=2rg-2-2=28n

A =2 4B% AL
A =2-4n + 8n = 8n + 8n = 161
SoA; = 161 m?2

3. PUC-SP - Dispde-se de N tubos cilindricos, todos iguais
entre si, cada qual com didametro interno de 4 cm. Se esses
tubos transportam a mesma quantidade de dgua que um
Unico tubo cilindrico, cujo didametro interno mede 12 cm e
cujo comprimento é igual ao dobro do comprimento dos
primeiros, entao:

c)6<N<10
d)N <6

(@N> 15

b)10 <N < 15

]
1

2h—F——>

\% V.

1 2
Resolucao

Identificando que o volume 2 (V,) é N vezes o volume
1 (V,), obtemos a seguinte relagao:

N-V, =V,

N-m-22.-h=m-62-2-h

4N=72 — N=72/4=18

Logo, N > 15.



ROTEIRO DE AULA
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PIRAMIDE

A nomenclatura de uma pira-
mide ocorre conforme a proje-
cao ortogonal do vértice sobre
o plano da base, que pode ser

obliqua ou
reta
/'/7
\
Vértice
~—— Aresta lateral
Altura Apdtema
Face lateral
Altura
—_
A
Base B c Aresta da base
/
l‘B~h A =n- I-m
3 =n
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ROTEIRO DE AULA

CILINDRO

Solido de revolugao € um corpo que se forma a partir do

movimento completo de uma figura em torno de seu eixo. Apesar de
nao ser um poliedro, € um sdélido geométrico que bases formadas por

circulos

base
geramz& ------ AL = 2-mw-r-h
altura (h)

— Ar —2nr-(h+r)

eixo
V=mn-rh
base
raio da base (r)
Cilindro reto Cilindro obliquo

2r

Cilindro equilatero Seccao meridiana




EXERCICIOS DE APLICACAO

1. UERJ - A imagem a seguir ilustra um prisma triangular
regular. Sua aresta da base mede b e sua aresta lateral
mede h.

Esse prisma é seccionado por um plano BCP, de modo

A . 1
que o volume da piramide ABCP seja exatamente 3
do volume total do prisma.

Logo, a medida de AP ¢ igual a:

h 2h
a) 5 c) 3
h bh
= d) =
3 )
Voisma = B-h
1 = 1
prrémyde:§'B'PA:§'vpnsma
l-B-P_:lB hﬁﬁzﬁ
3 9 3
2. Enem C2-H9

A cobertura de uma tenda de lona tem formato de uma
piramide de base quadrada e é formada usando quatro
tridangulos isosceles de base y. A sustentacdo da co-
bertura é feita por uma haste de medida x. Para saber
quanto de lona deve ser comprado, deve-se calcular a
area da superficie da cobertura da tenda.

/

y

A area da superficie da cobertura da tenda, em funcao
de y e x, é dada pela expressao

y? y2
Iz 4 Y |

2y X+ d) 4y ><Z+z

2 2

b) 2y, 24 Y e) 4y,| 24 Yo

Yq/X 2 Yq/X 2

c) 4y x2+y?

lateral — 2 lateral —

4-(v-9) -2y.[ X2+vj]
4

Competéncia: Utilizar o conhecimento geométrico para realizar a leitura
e a representacao da realidade e agir sobre ela.

Habilidade: Utilizar conhecimentos geométricos de espaco e forma
na selecdo de argumentos propostos como solugdo de problemas do
cotidiano.

3. Enem C2-H9
Para resolver o problema de abastecimento de dgua foi
decidida, numa reuniao do condominio, a construgao de
uma nova cisterna. A cisterna atual tem formato cilindri-
co, com 3 m de altura e 2 m de didmetro, e estimou-se
que a nova cisterna deverd comportar 81 m? de agua,
mantendo o formato cilindrico e a altura da atual. Apos
a inauguragao da nova cisterna a antiga sera desativada.

Utilize 3,0 como aproximagéo para m.

Qual deve ser o aumento, em metros, no raio da cis-
terna para atingir o volume desejado?

a) 0,5
b) 1,0

@2,0

d) 3,5
e) 8,0

O volume da cisterna é:
Ven- (Z)Z-SEQmS.
2
Conservando a altura, o raio r da nova cisterna devera ser:
8l=m-r?-3..r=3m.
Logo, o aumento solicitado serd aproximadamente de 3 — 1 =2 m.

Competéncia: Utilizar o conhecimento geométrico para realizar a leitura
e a representacao da realidade e agir sobre ela.
Habilidade: Utilizar conhecimentos geométricos de espaco e forma

na selecdo de argumentos propostos como solugdo de problemas do
cotidiano.
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4. PUC-RJ - Numa piramide de base quadrada, todas as
arestas medem x.

Quanto vale o volume da pirdmide?

@2y

6
b) mx?
c)x¥+x2+x+1

d) x®
V6,

e_
)3><

Do enunciado, temos:

No triangulo BCD:
(2a)? = x? + x?

4a? = 2x?
o2
4

No triangulo VOB:
x? = h? + a?
2
X2 = h? +2L
4

h2:><2—K

ho X2
2

Assim, sendo V o volume da pirdmide:

v=_1e.h
3

5. UNESP - Os menores lados de uma folha de papel
retangular de 20 cm por 27 cm foram unidos com uma
fita adesiva retangular de 20 cm por 5 cm, formando
um cilindro circular reto vazado. Na uniao, as partes da
fita adesiva em contato com a folha correspondem a
dois retangulos de 20 cm por 0,5 cm, conforme indica
a figura.

27 cm

20 cm

20 cm

e

/N

05cm 05cm

Desprezando-se as espessuras da folha e da fita e ado-
tando m = 3,1, o volume desse cilindro é igual a

(a1 550 cm?
b) 2540 cm®
c) 1652 cm?
d) 4805 cm?®
e) 1922 cm?®

Seja r a medida do raio da base do cilindro e compreendendo que o
comprimento da circunferéncia da base tem uma dimensao de 31 cm,
obtemos: 31

2-31
Assim, V = 3,1 - 5220 = 1550 cm®.

3M=2n-r — r= — r=5cm




6. UFU-MG - O rendimento tedrico de uma tinta € a quan-
tidade necessdria para pintar um metro quadrado de
area e serve apenas para determinar o custo por metro
quadrado da tinta. O rendimento real de uma tinta é
calculado no final do trabalho executado que leva em
conta o numero de demaos (nUmeros de camadas de
tintas necessérias para obter o resultado esperado) e
as perdas decorrentes da preparagao e do método de
aplicacdo. Admita que as perdas usando os diferentes
métodos de pintura sdo estimadas em: pincel 10%, rolo
20% e pistola pneumatica 25%.

Um pintor vai pintar toda a superficie de um tanque de
combustivel na forma de um cilindro circular de 10 m
de altura e raio da base igual a 2 m. Sabe-se que a tinta
a ser usada tem rendimento tedérico de 20 m2 por litro
e que sao necessarias duas demaos.

Determine a quantidade, em litros, de tintas necessa-
rias para pintar esse tanque utilizando a pistola pneu-
mética.

EXERCICIOS PROPOSTOS

7. UECE - A medida da altura de uma piramide ¢ 10 m e
sua base é um triangulo retangulo isdsceles cuja medida
da hipotenusa é 6 m. Pode-se afirmar corretamente que
a medida do volume dessa piramide, em m3, é igual a

a) 60. b) 30. c) 15. d) 45.

8. UECE - Assinale a opcao que corresponde a medida
da altura do tetraedro regular cuja medida da aresta é
iguala 3 m.

a)&m c)@m
3 2
b)6 m d)?m

9. FMP-RJ - A figura mostra um retangulo ABCD cujos
lados medem 7 cm e 3 cm. Um cilindro serd formado
girando-se o retangulo ABCD em torno da reta definida
pelo seu lado AB.

Dado: Use n = 3,14.

Deduzindo que somente a superficie externa do cilindro serd pintada e
entendendo que serdo aplicadas duas deméos, a area que receberéa a
tintaserd2-2-m-2-(2 + 10) = 301,44 m?

O volume de tinta necessério para pintar o tanque seria de:
_ 30144

= 15,072 litros

No entanto, como a pistola pneumatica desperdica 25% da tinta usada,
15,072 litros correspondem a 75% do volume de tinta necessario. Logo:

15,072 V. = 20,096 litros

Vnma = 0,75 < Viinta

A D
7cm
B 7 C
3cm

A medida do volume desse cilindro, em centimetros
cubicos, é mais préoxima de

a) 750 c) 63 e) 190

b) 441 d) 126
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10. UPE — A figura a seguir representa um tanque de
combustivel de certa marca de caminhao a diesel.
Sabendo que esse veiculo faz, em média, 3 km/L, e,
observando o marcador de combustivel no inicio e
no final de uma viagem, quantos quildbmetros esse
caminhao percorreu?

~N
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Considere m = 3.

Inicio Final

Marcador de combustivel

a) 243 km c) 648 km e) 813 km
b) 425 km d) 729 km

12. Insper-SP — Um cilindro circular reto, branco, possui
20 cm de didmetro da base e 80 cm de altura. Sobre
a lateral desse cilindro, foi pintada uma faixa marrom
de largura uniforme igual a 3,174 cm. A faixa com-
pletou duas revolugdes ao redor do cilindro, como
mostra a figura.

11. UFU-MG - No Brasil, € comercializada, nos postos de
combustivel, a mistura do &lcool anidro (etanol) com
gasolina pura (gasolina A), conhecida como gasolina C.
A proporgao entre esses combustiveis é indicada pela
porcentagem de etanol precedido pela letra E maiuscu-
la. Dessa maneira, a mistura E10 é composta de 10% de
etanol e 90% de gasolina A. As misturas mais comuns
sdo E15, E20, E25 e E27.

Suponha-se que um tanque de uma distribuidora, na
forma de um cilindro circular reto com 4 metros de
diametro e capacidade de 120000 litros, esteja com :

100000 litros da mistura E15. Suponha-se também que, a)5% c) 0,5% e) 10%
devido a uma nova regulamentacdo da ANP (Agéncia b) 25% d)2,5%

Nacional do Petréleo), deva ser adicionado etanol nesse :

tanque de modo a obter a mistura E20, que passaré a

ser distribuida para comercializagao.

figura fora de escala

Nas condicoes descritas, a faixa marrom ocupou, da
area lateral do cilindro, aproximadamente,

Com base no texto apresentado, elabore e execute um
plano de resolucao de maneira a determinar

a) a quantidade de litros de etanol que serédo adiciona-
dos a esse tanque.

b) o aumento, em metros, no nivel de combustivel (al-
tura da coluna) nesse tanque.

Dados: use .. m = 3,125




13. Mackenzie-SP (adaptado) — Qual a altura, em cm, de : 15. Fuvest-SP — Cada aresta do tetraedro regular ABCD
um tetraedro regular cuja area total mede 4843 cm?? mede 10. Por um ponto P na aresta AC, passa o plano
: o paralelo as arestas AB e CD. Dado que AP = 3, o
quadrildtero determinado pelas intersecoes de oo com
as arestas do tetraedro tem area igual a

a) 21
b) 212
2
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c) 30
a2

o) 3043
2

14. Unicamp-SP - Considere um cilindro circular reto. Se
o raio da base for reduzido pela metade e a altura for
duplicada, o volume do cilindro

a) é reduzido em 50%.
b)aumenta em 50%.

c) permanece 0 mesmo.
d) é reduzido em 25%.

16. Fuvest-SP — O s¢lido da figura é formado pela piramide
SABCD sobre o paralelepipedo reto ABCDEFGH. Sabe-
-se que S pertence a reta determinada por A e E que

AE=2cm, AD=4cmeAB=5cm.
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g A medida do segmento SA que faz com que o volu- 17. Fuvest-SP — A grafite de um lapis tem quinze centime-
= . o 4 L tros de comprimento e dois milimetros de espessura.
= me do solido seja igual a 3 do volume da piramide Dentre os valores abaixo, o que mais se aproxima do
= : numero de 4tomos presentes nessa grafite é
< SEFGH & P ¢

a)2cm :

b)4 cm Nota:

c)6cm : 1) Assuma que a grafite € um cilindro circular reto,

d)8cm : feito de grafita pura. A espessura do grafite é o

: didmetro da base do cilindro.
e) 10 cm

2) Adote os valores aproximados de:

e 2,2 g/cm? para a densidade da grafite;

® 12 g/mol para a massa molar do carbono;

® 6,0 - 102 mol' para a constante de Avogadro;

a)5-10%
b)1-10%
c)5-10%
d)1-10%
e)5 - 10%

ESTUDO PARAO ENEM

e) Tridngulos, quadrados, trapézios, quadriladteros irre-
gulares e pentagonos, apenas.
18. Enem C2-H8
E comum os artistas plasticos se apropriarem de entes
matematicos para produzirem, por exemplo, formas e
imagens por meio de manipulagdes. Um artista pléstico,
em uma de suas obras, pretende retratar os diversos
poligonos obtidos pelas interseccdes de um plano com
uma piramide regular de base quadrada.

Segundo a classificagao dos poligonos, quais deles sdo
possiveis de serem obtidos pelo artista plastico?

a) Quadrados, apenas.

b) Tridngulos e quadrados, apenas.

c) Triangulos, quadrados e trapézios, apenas.

d) Triangulos, quadrados, trapézios e quadrilateros ir-
regulares, apenas.




19. Enem C2-H9

Num parque aquético existe uma piscina infantil na forma
de um cilindro circular reto, de 1 m de profundidade e
volume igual a 12 m®, cuja base tem um raio R e centro
0. Deseja-se construir uma ilha de lazer seca no interior
dessa piscina, também na forma de um cilindro circular
reto, cuja base estara no fundo e com centro da base
coincidindo com o centro do fundo da piscina, conforme
a figura. O raio da ilha de lazer serar. Deseja-se que apds
a construcao dessa ilha o espago destinado a dgua na
piscina tenha um volume de, no minimo, 4 m?3.

Ilha de lazer

Piscina

Considere 3 como o valor aproximado para .

Para satisfazer as condi¢des dadas, o raio méximo da
ilha de lazer r, em metros, estard mais proximo de
a)1,6.

b)1,7

c) 2,0.

d) 3,0.

e) 3,8.

20. Enem C2-H8

E possivel usar dgua ou comida para atrair as aves e obser-
va-las. Muitas pessoas costumam usar agua com agucar,
por exemplo, para atrair beija-flores. Mas é importante
saber que, na hora de fazer a mistura, vocé deve sempre
usar uma parte de aglicar para cinco partes de dgua. Além
disso, em dias quentes, precisa trocar a dgua de duas a trés
vezes, pois com o calor ela pode fermentar e, se for inge-
rida pela ave, pode deixa-la doente. O excesso de agucar,
ao cristalizar, também pode manter o bico da ave fechado,
impedindo-a de se alimentar. Isso pode até maté-la.

Ciéncia Hoje das Criangas. FNDE;
Instituto Ciéncia Hoje, n. 166, mar. 1996.

Pretende-se encher completamente um copo com a
mistura para atrair beija-flores. O copo tem formato
cilindrico, e suas medidas séo 10 cm de altura e 4 cm de
diametro. A quantidade de dgua que deve ser utilizada
na mistura é cerca de (utilize m = 3).

a) 20 mL.

b) 24 mL.

c) 100 mL.

d) 120 mL.

e) 600 mL.
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MATEMATICA 2

CONES € ESFERAS

CONES

Trata-se de solidos de revolucéo, ou seja, sdo corpos formados pelo movimento
Cones completo de uma figura (no caso, um setor circular) em torno do préprio eixo.
Cones equilateros
o ELEMENTOS DO CONE

Na figura a seguir, estdo representados os elementos de um cone.

HABILIDADES
/ [__ eixo

Interpretar a localizagdo e a

movimentagdo de pe_s§0as/ e vértice
objetos no espago tridi-

mensional e a respectiva

representagdo no espago geratriz

o : altura
bidimensional.

Resolver situagoes-
-problema que envolvam
conhecimentos geométricos
de espago e forma.

Utilizar conhecimentos geo-

métricos de espago e forma ‘

para selecionar argumentos /
que solucionem problemas

do cotidiano. e Base - Circulo contido no plano o.

|dentificar caracteristicas PN
de figuras planas ou

espaciais.

Resolver situagBes- ¢ Eixo - Reta que passa pelo vértice P e pelo centro da base.

Vértice — Ponto P em que se encontram os segmentos originados na base
fora do plano a.

-problema cuja modelagem
envolva conhecimentos

e Geratriz — Qualquer segmento com uma extremidade no vértice e outra na
circunferéncia da base do cone.

algébricos.
Interpretar a localizagdo e a e Altura - Distancia perpendicular do vértice ao plano da base do cone.
movimentagao de pessoas/ ~
objetos no espaco tridi- CLASSIFICACAO »
mensional e a respectiva Os cones podem ser classificados em:
Sy & e circular obliquo: apre-
bidimensional. R i bl
sénta as geratrizes obli- Cone reto Cone obliquo
quas ao plano das bases. J_L

e circular reto (ou cilin-
dro de revolucao): tem
as geratrizes perpendicu-
lares ao plano da base.

Observacoes:

* No cone reto, a seccéo
meridional é um triangulo
isosceles.




2r

e Todo cone pode ser definido como um sélido ge-
rado pela rotagao de um triangulo retangulo em
torno de um de seus catetos. Assim, o cone reto
também é conhecido como cone de revolucao.

e Um dos catetos desse triangulo corresponde a
altura do cone (h); o outro, ao raio (r). A hipotenusa
€ a geratriz (g).

Pelo teorema de Pitédgoras, obtemos:
g2 =h2+ r2

AREA LATERAL

A érea lateral de um cone circular reto de raio da
base r e geratriz g é equivalente a um setor circular de
raio g, cujo arco tem comprimento 2 mr.

2nr-g
A = V
Entao:
A =mn-r-g
AREA TOTAL

A superficie total de um cone de revolucao de ge-
ratriz g e raio de base r é formada pela soma da &rea
lateral (setor circular) com a area do circulo da base.

A=A +B>A=n-r-g+m-r?

Logo, a area total do cone é dada por:
A=m-r-(g+r

VOLUME
O volume de um cone corresponde a um tergo do
volume de um cilindro de mesmo raio.

-B-h

W= W|l=

CONE EQUILATERO

E assim chamado o cone de revolucao cuja seccao
meridiana € composta de um tridngulo equilatero.

Area lateral
A =mnr-g=2mr-r. A =2nr?

Area da base
B =mr2

Area total
A=A +B=2n2+mnr. . A =3mr

Altura
h=2r;/§ —h=rJ3
Volume

1 1 J3
= — . . = — . 2 . . = — . . r3
V=3B:h=z m 3 .V 3 TT
Angulo

O angulo 6, em radianos, da superficie lateral pla-

2
nificada é dado por 6 = Fm :
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Como para o cone equildtero g = 2r, temos que

Portanto, a superficie lateral planificada do cone
equilatero € um semicirculo.

e

N

0=mx

EXERCICIO RESOLVIDO

1. UECE - A superficie lateral de um cone circular reto,
quando planificada, torna-se um setor circular de 12 cm
de raio com um angulo central de 120 graus. A medida,
em centimetros quadrados, da drea da base deste cone é

a) 144 n c)36m
b)72n (@)16n
Resolucao

Com a planificagcao do cone circular reto, obtemos:
g=12cm

2
0 =120° = 3 7 rad

) i a2nR=6-g->2nR=§n-12
g

~R=4cm

Com o valor de R, podemos calcular a drea da base
do cone.

B=mn-R2=m-42 . B= 16 mcm?

ESFERA

Trata-se de um solido de revolucao obtido pela ro-
tacao de um semicirculo em torno do eixo que contém
o didmetro. Assim, a esfera é um objeto tridimensional
perfeitamente simétrico.

/ﬁ/—?

geratriz

/

diretriz

Dado um ponto O e uma distancia R, denomina-se
esfera o conjunto de todos os pontos do espaco
cujas distancias em relacdo ao ponto O sejam me-
nores ou iguais a R. Assim, o ponto O é o centro e
R ¢é o raio da esfera.

SUPERFICIE ESFERICA

Superficie esférica de centro O e raio R é o con-
junto de todos os pontos P do espaco, tais que a
distancia OP ¢ igual a R.

SECCAO DA ESFERA
Quando seccionamos uma esfera com um plano,
obtemos um circulo. Caso o plano passe pelo centro da
esfera, o circulo obtido é denominado circulo maximo.
Sendo d a distdncia do plano até o centro da esfera
de raio R (d < R), a secgdo é um circulo de raior, e a
relacao entre d, R e r é dada pelo teorema de Pitdgoras.

No A AO'O, temos:

R2 =12 + o2



ELEMENTOS DE UMA ESFERA
Vamos considerar a superficie esférica de centro
0, raio R e eixo e.

Paralelo

— Equador

Meridiano

Polo

¢ Polos — Pontos em que o eixo intersecta a su-
perficie da esfera.

e Equador - Circunferéncia obtida pela intersecgao
do plano perpendicular ao eixo que passa pelo
centro O com a superficie esférica.

e Paralelo - Circunferéncia obtida pela intersecgao
do plano perpendicular ao eixo com a superficie
esférica.

e Meridiano - Circunferéncia obtida pela intersec-
cao do plano que contém o eixo com a superficie
esférica.

VOLUME

O volume da esfera é dado por:

Vzﬂn-R3
3

AREA DA SUPERFICIE ESFERICA

O lugar geométrico dos pontos do espaco que estao
sempre a mesma distancia R de um ponto fixo O é
denominado superficie esférica.
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Por meio do volume da esfera e do volume de uma
casca esférica de espessura d, é possivel demonstrar
que a area da superficie esférica é dada por:

A =4m - R?

FUSO ESFERICO
O fuso esférico é caracterizado pelo angulo o me-
dido na secgao equatorial.

fuso esférico

arco
equatorial

A &rea do fuso é proporcional a medida do dngulo o.

= % . 47R2 (0 em graus)

Afuso
360°
A

= o+ 2R? (a0 em radianos)

fuso

CUNHA ESFERICA

E assim chamada a parte da esfera limitada por
dois planos que contenham o didmetro. A cunha esfé-
rica é caracterizada pelo angulo o medido na seccéo
equatorial.



EXERCICIO RESOLVIDO

2. FGV-RJ - Em uma lata cilindrica fechada de volume
5175 cm3, cabem exatamente trés bolas de ténis.
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a) Calcule o volume da lata ndo ocupado
pelas bolas.

b) Qual é a razdo entre o volume das trés
= bolas e o volume da lata?

Resolucao

a) O raio de cada bola corresponde ao raio
do cilindro R. A altura do cilindro h é igual
a altura das trés bolas: h = 6R.

. % Logo, o volume do cilindro é:

cilindro - TERZ ’ h
5175 1725
nR2-6R =5175 — R8= .. Re=
) 4 6-1 2m
. esfera - 5 T R3
O volume do fuso é proporcional a medida do 4 e A 1725 _ 6900 -
angulo o. R T BrENER Y A
Logo, como o cilindro tem 3 bolinhas, o espago vazio
3 e:
i = a_, 4R (oc em graus)
360° 3 5175-3- 1150 = 5175~ 3450 = 1725 cm3
_ 2R3 0 b vbolmhas = 3 450 - g
V=0 =5 (0w em radianos) v o B

latas
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Solido de revolugao ou seja, corpo formado pelo movi-

mento completo de uma figura (no caso, um setor circular )
em torno do proéprio eixo. Apesar de nao ser um poliedro, € um sdlido geo-

métrico cuja base é constituida por um circulo
A = 2nr?
[__ eixo
P
— 3nr?
\ vértice Ar E—
B e
= ?-n-r
geratriz
o
J
//7
Cone reto Cone obliquo
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A esfera é um solido de revolucao obtido através

semicirculo

da rotacdo de um em torno do eixo que con-

tém o didmetro, sendo um objeto tridimensional perfeitamente simétrico.

Paralelo

Meridiano

V = o
cnha © 360° 3 (o, em graus)

\Y = .
oumha 3  (oeemradianos)



EXERCICIOS DE APLICACAO

1. UEMG (adaptado) — Um reservatério de agua, de for-
mato conico, com raio da tampa circular igual a 8 metros
e altura igual a 9 metros, sera substituido por outro de
forma cubica, de aresta igual a 10 metros.

Estando o reservatério conico completamente cheio,
ao se transferir a 4gua para o reservatoério cubico, qual
a altura do nivel atingida pela agua?

(considere m = 3)

O volume de dgua no reservatorio conico é:

l»1'5-82»92576 me.
3

Portanto, a altura h atingida no reservatério cubico seré:
10? - h =576 <> h = 5,76 m°.

2. Mackenzie-SP — Em um tridangulo retangulo, a medida
do menor cateto é 6 cm. Rotacionando esse triangulo
ao redor desse cateto, obtém-se um solido de revo-
lugdo, cujo volume é 128 m cm3. Nessas condicoes, a
area total da superficie do solido obtido na revolucao,
emcm?, é

(a)144
b) 120 m
c)80mn
d72n

e)6dn

Usando o volume do cone, temos:

l-1t-F{Z-6=128ﬂ:
3,

R? = 64

R=28

Determinando a geratriz do cone, temos:
9> =62+ 82

g?=36 + 64

g% =100

g=10

Logo, a area total seréd dada por:
A=n-R-g+n-R=n-8-10+n-8 =144 ncm?

3. Enem C2-H7

Um sinalizador de transito tem o formato de um cone
circular reto. O sinalizador precisa ser revestido externa-
mente com adesivo fluorescente, desde sua base (base
do cone) até a metade de sua altura, para sinalizacao
noturna. O responsavel pela colocacdo do adesivo preci-
sa fazer o corte do material de maneira que a forma do
adesivo corresponda exatamente a parte da superficie
lateral a ser revestida.

Qual devera ser a forma do adesivo?

a)

b)

c)

d)

A superficie lateral de um cone ¢ obtida por um setor circular. Assim,
o objetivo do responsével pelo adesivo seré alcangado se ele fizer o
corte indicado na alternativa E.

Competéncia: Utilizar o conhecimento geométrico para realizar a leitura
e a representacao da realidade e agir sobre ela.

Habilidade: Identificar caracteristicas de figuras planas ou espaciais.
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4. Unicamp-SP — Um cilindro circular reto, com raio da
base e altura iguais a R, tem a mesma area de superficie
total que uma esfera de raio

a) 2R c) YR
b) V3R (@R
A se = 2mR2- 21R - R = 27R - (R + R) = 4nR?
Aesfera = 4nr2
Aesiera = Acmndm
4mr?z = 4nR?
r=R

5. Cefet-SP — Um arteséao resolveu fabricar uma ampulhe-
ta de volume total V constituida de uma semiesfera de
raio 4 cm e de um cone reto, com raio e altura 4 cm,
comunicando-se pelo vértice do cone, de acordo com
a figura abaixo.

Para seu funcionamento, o artesao depositara na am-
pulheta areia que corresponda a 25% de V. Portanto, o
volume de areia, em cm3, é

EXERCICIOS PROPOSTOS

7. Mackenzie-SP — Se um cone reto tem altura igual a
12 cm e seu volume é 64 m cm?3, entdo sua geratriz,
em cm, mede

a) 20 d) 442
b) 1042 e) 2410

c) 410

@6 c) 321 e) 64
64 1 128
P75 473

14 1
V= Vesera T Voore = (5'5“‘43J+(g‘”'42 '4):64 T

V_ =025V =0,25-64n = 16n cm?

areia

6. Enem C2-H9

Uma empresa farmacéutica produz medicamentos em
pilulas, cada uma na forma de um cilindro com uma
semiesfera com o mesmo raio do cilindro em cada uma
de suas extremidades. Essas pilulas sdo moldadas por
uma maquina programada para que os cilindros tenham
sempre 10 mm de comprimento, adequando o raio de
acordo com o volume desejado.

Um medicamento € produzido em pilulas com 5 mm
de raio. Para facilitar a degluticdo, deseja-se produzir
esse medicamento diminuindo o raio para 4 mm e, por
consequéncia, seu volume. Isso exige a reprogramagao
da méaquina que produz essas pilulas.

Use 3 como valor aproximado para m.

A reducao do volume da pilula, em milimetros cubicos,
apos a reprogramacao da maquina, sera igual a

a) 168 c) 306 514

b) 304 d) 378
R, =5mm; h =10 mm
v =%nR13+ﬂ:R12h=%-3-53+3-52-1O=5OO+750=1250mm3
R, =4 mm
v :gnR;JrnRZ’h:%-3-43+3-42-10:256+48O:736mm3
A reducéo do volume é:
V, -V, = 1250 - 736 = 514 mm?

Competéncia: Utilizar o conhecimento geométrico para realizar a leitura
e a representacao da realidade e agir sobre ela.

Habilidade: Utilizar conhecimentos geométricos de espaco e forma
na selecao de argumentos propostos como solugao de problemas do
cotidiano.




8. Enem C2-H9

Uma indUstria de perfumes embala seus produtos,
atualmente, em frascos esféricos de raio R, com
volume dado por

4
5 'TC'R3.

Observou-se que havera redugao de custos se forem
utilizados frascos cilindricos com raio da base = cujo

2
volume sera dado por n(g) - h, sendo h a altura da

nova embalagem.

Para que seja mantida a mesma capacidade do frasco
esférico, a altura do frasco cilindrico (em termos de R)
devera ser igual a

a) 2R c) 6R e) 12R

b) 4R d) 9R

9. PUC-SP - O volume de um cilindro de 8 cm de altura

equivale a 75% do volume de uma esfera com 8 cm de
diametro. A é&rea lateral do cilindro, em cms3, é

a) 42\2n b) 364/3n c) 3242n d) 244/3n

10. UNESP - Prato da culindria japonesa, o temaki € um

tipo de sushi na forma de cone, enrolado externamente
com nori, uma espécie de folha feita a partir de algas
marinhas, e recheado com arroz, peixe cru, ovas de
peixe, vegetais e uma pasta de maionese e cebolinha.

SZEFEI/ISTOCKPHOTO

Um temaki tipico pode ser representado matematica-
mente por um cone circular reto em que o didmetro
da base mede 8 cm e a altura 10 cm. Sabendo-se que,
em um temaki tipico de salmao, o peixe corresponde
a 90% da massa do seu recheio, que a densidade do
salmé&o é de 0,35 g/cm?, e tomando m = 3, a quantidade
aproximada de salméo, em gramas, nesse temaki, é de

a) 46.
b) 58.
c) b4.
d) 50.
e) 62.
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11. UFU-MG - Um recipiente conico utilizado em expe-

riéncias de quimica deve ter duas marcas horizontais
circulares, uma situada a 1 centimetro do vértice do
cone, marcando um certo volume 'V, e outra marcando o
dobro deste volume, situada a H centimetros do vértice,
conforme figura.

marca 2 ———» —

marca | ———» —

Hcm
1cm

Nestas condicdes, a distancia H, em centimetros, é
igual a:

a) 32
b) V3

4
0)5

3
d)E

12. Unicamp-SP — Um brilhante € um diamante com uma

lapidacao particular, que torna essa gema a mais apre-
ciada dentre todas as pedras preciosas.

a) Em geologia, um quilate € uma medida de massa
que corresponde a 200 mg. Considerando que a
massa especifica do diamante é de aproximadamen-
te 3,5 g/cm3, determine o volume de um brilhante
com 0,7 quilate.

b) A figura abaixo apresenta a segéo transversal de
um brilhante. Como é muito dificil calcular o volu-
me exato da pedra lapidada, podemos aproxima-lo
pela soma do volume de um tronco de cone (parte
superior) com o de um cone (parte inferior). Determi-
ne, nesse caso, o volume aproximado do brilhante.

:

0,6 mm

1,8 mm

eixo de simetria

Dica: o volume de um tronco de cone pode ser obtido
empregando-se a formula V = gh(R2 +Rr+r?) em que

R e r sdo os raios das bases e h é a altura do tronco.




13.

ALOISIO MAURICIO/FOTOARENA

Fuvest-SP (adaptado)

Relégio Solar € um projeto de Caetano Fraccaroll, executado por
Vera Pallamin

Esta foto € do relégio solar localizado no campus do
Butanta, da USP A linha inclinada (tracejada na foto),
cuja projecao ao chao pelos raios solares indica a hora,
é paralela ao eixo de rotacéo da Terra. Sendo p e p,
respectivamente, a latitude e a longitude do local, me-
didas em graus, pode-se afirmar, corretamente, que a
medida em graus do dngulo que essa linha faz com o
plano horizontal é igual a

Nota:

Entende-se por “plano horizontal’, em um ponto da
superficie terrestre, o plano perpendicular a reta que

passa por esse ponto e pelo centro da Terra.
a)p c)90 - p e) 180 — p

b) d)90 —

Meridiano 15° Oeste

14. UNESP - Observe a figura da representacdo dos pontos

M e N sobre a superficie da Terra.

Meridiano 15° Leste
l ‘ ——Parlelo 60° Norte

Linha do Equador

Considerando a Terra uma esfera de raio 6400 km e
adotando m = 3, para ir do ponto M ao ponto N, pela
superficie da Terra e no sentido indicado pelas setas
vermelhas, a distancia percorrida sobre o paralelo 60°
Norte sera igual a

a) 2100 km
b) 1600 km

c) 2700 km
d) 1800 km

e) 1200 km

N
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15. FGV-SP (adaptado) — Uma bola de vidro que é uma
esfera de centro O se encaixou num copo exatamente
como mostra a figura. O raio da bola mede 13 cm e OC
= 5.cm. O segmento AC ¢ o raio do cilindro. O que
tem o maior volume: a bola ou o copo?
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20 cm

17. Escola Naval-RJ — Um prisma quadrangular regular tem
area lateral 36+/6 unidades de area. Sabendo que suas
diagonais formam um angulo de 60° com suas bases,

1
entdo a razdo do volume de uma esfera de raio 246
unidades de comprimento para o volume do prisma &

8 81n 8n 8n
Agym By g diyy elg

16. Fuvest-SP — Um reservatério de 4gua tem o formato
de um cone circular reto. O didametro de sua base (que
esté apoiada sobre o chédo horizontal) é igual a 8 m. Sua
altura éigual a 12 m. A partir de um instante em que
o reservatoério estd completamente vazio, inicia-se seu
enchimento com &gua a uma vazao constante de 500
litros por minuto.

O tempo gasto para que o nivel de &gua atinja metade
da altura do reservatorio é de, aproximadamente,
Dados:

e 1 é aproximadamente 3,14.
e O volume V do cone circular reto de altura h e raio

da baser é V:%nrzh .

a) 4 horas e 50 minutos.
b) 5 horas e 20 minutos.
c) 5 horas e 50 minutos.
d) 6 horas e 20 minutos.
e) 6 horas e 50 minutos.




ESTUDO PARA O ENEM

18. Enem C2-H9

Para fazer um pido, brinquedo muito apreciado pelas
criangas, um artesdo utilizard o torno mecénico para
trabalhar num pedacgo de madeira em formato de cilin-
dro reto, cujas medidas do didmetro e da altura estao
ilustradas na Figura 1. A parte de cima desse pido seré
uma semiesfera, e a parte de baixo, um cone com altura
4 cm, conforme Figura 2. O vértice do cone deverd
coincidir com o centro da base do cilindro.

e

7 cm

4 cm

- L

Figura 1 Figura 2

O artesao deseja fazer um pido com a maior altura que
esse pedaco de madeira possa proporcionar e de modo
a minimizar a quantidade de madeira a ser descartada.

Dados:

) 4
O volume de uma esfera de raior é §nr3;

O volume do cilindro de alturah e dreadabase SéS - h;

1
O volume do cone de altura h e érea da base S é 3 S-h;

Por simplicidade, aproxime m para 3.

A quantidade de madeira descartada, em centimetros
cubicos, é

a) 45 b) 48 c) 72 d) 90 e) 99

19. Enem C2-H8

A bocha é um esporte jogado em canchas, que sdo
terrenos planos e nivelados, limitados por tablados
perimétricos de madeira. O objetivo desse esporte
€ lancar bochas, que sao bolas feitas de um material
sintético, de maneira a situad-las o mais perto possivel
do bolim, que é uma bola menor feita, preferencial-
mente, de aco, previamente lancada.

A Figura 1 ilustra uma bocha e um bolim que foram
jogados em uma cancha. Suponha que um jogador
tenha lancado uma bocha, de raio 5 cm, que tenha
ficado encostada no bolim, de raio 2 cm, conforme
ilustra a Figura 2.

BLEEX/ISTOCKPHOTO

Figura 1

Figura 2
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Considere o ponto C como o centro da bocha, e o ponto
O como o centro do bolim. Sabe-se que A e B séo os
pontos em que a bocha e o bolim, respectivamente,
tocam o chéo da cancha, e que a distancia entre A e
B é igual a d.

Nessas condicoes, qual a razdo entre d e o raio
do bolim?
a)1

b) 210

20. Enem C2-H9

Em regides agricolas, € comum a presenca de silos para
armazenamento e secagem da producédo de gréos, no
formato de um cilindro reto, sobreposta por um cone,
e dimensoes indicadas na figura. O silo fica cheio e o
transporte dos graos é feito em caminhdes de carga
cuja capacidade é de 20 m3. Uma regidao possui um silo
cheio e apenas um caminhao para transportar os graos
para a usina de beneficiamento.

Utilize 3 como aproximagao para .

O numero minimo de viagens que o caminh&o precisara
fazer para transportar todo o volume de gréos armaze-
nados no silo é

a) 6.

b) 16.

c) 17

d) 18.

e)21.




ESTATISTICA - ANALISE
DE DADOS

VARIAVEIS

Em pesquisas, é importante inicialmente conhecer o conjunto universo ou a
populacgao (pessoas ou objetos que tenham em comum a caracteristica pesquisa-
da). Geralmente a totalidade do grupo a ser analisado é grande, o que torna o custo
dessa operacéao inviavel. Por isso é definida o que se chama de amostra, que nada
mais & que uma parcela do grupo a ser pesquisado.

TABELAS DE FREQUENCIA

Organizar dados estatisticos em tabelas de frequéncia possibilita a leitura rapida
e resumida dos resultados obtidos em uma pesquisa.

Vamos analisar os dois tipos de tabelas de frequéncia.

FREQUENCIA ABSOLUTA
Na construgao de uma tabela, precisamos nos aten-
tar para o fato de que cada varidvel em questéo é citada
certo numero de vezes. Isso corresponde a frequéncia
absoluta, representada por Fa.
Considerando o exemplo anterior, podemos cons- ‘
truir a seguinte tabela: [ 1 12
Observacao: 18 4
A soma das frequéncias absolutas deve ser igual ao

numero total de entrevistados (2 + 12 + 4 + 2 = 20).

FREQUENCIA RELATIVA

Define-se frequéncia relativa (Fr) como a razdo entre a frequéncia absoluta (Fa)
e o numero total de dados (n):

Idade Frequéncia

(Fa)

19 2

4
n

Fr

A frequéncia relativa é representada em porcentagem.
Vamos observar a tabela de frequéncia completa, novamente considerando a
pesquisa realizada entre os alunos do colégio na cidade de Dracena.

e S
16 ‘ 2 %:0,1 10
17 : 12 %=O.6 60
18 4 Ziozo,z 20
19 2 2%:0,1 10

Total 20 1 100

Varidveis

Tabelas de frequéncia
Representacdes gréficas
Representagoes graficas
Pictograma

Histograma

Poligono de frequéncia

Gréfico de linhas oupoli-
gonal

HABILIDADES

Utilizar informagdes expres-
sas em graficos ou tabelas
para fazer inferéncias.

Resolver problemas com
dados apresentados em
tabelas ou gréficos.

Analisar informagdes
expressas em gréaficos ou
tabelas como recursos
para a construgdo de
argumentos.

MATEMATICA 2
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Saiba mais

A amplitude da classe a + b é dada pela diferen-
ca b —a. No exemplo citado, a amplitude de cada
classe é b.

Essa escolha € geralmente definida pelo desen-
volvedor da pesquisa, de acordo com a necessi-
dade. Desse modo, a classe pode assumir valor
diferenciado para o mesmo experimento.

REPRESENTACOES GRAFICAS

Vamos analisar algumas situacoes e os respectivos
detalhes do processo de construgao, interpretacéo e
andlise de graficos.

GRAFICO DE SETORES

E empregado para ressaltar a participacdo do dado
no total, o qual é expresso pelo circulo, cujas divisdes
representam cada parte que compobe essa totalidade.
Cada setor tem area proporcional aos dados da série.

Exemplo

Em 2015, uma pesquisa realizada com um grupo de
alunos perguntou sobre a nova alimentacao oferecida
pela lanchonete da Escola Jacaranda.

Os dados foram organizados e expressos em um
gréafico de setores:

Nova alimentacdo oferecida pela lanchonete da

Escola Jacaranda em 2015

Regular -
15% Otimo
20%

Ruim
5%

Otimo

Bom
Bom Ruim
60% Regular

Podemos observar que o circulo ficou dividido em
quatro partes — ou seja, quatro setores circulares. As
medidas de cada parte sao angulos proporcionais as
frequéncias correspondentes.

GRAFICO DE BARRAS
Quando as legendas nao sao breves, a preferéncia
é pelo gréfico de barras horizontais ou verticais, cujos

,/'

retangulos tém mesma base e altura proporcional aos
respectivos dados.

Exemplo

O gréafico na sequéncia considera a quantidade de
pessoas atendidas na Clinica Odontoldgica Marajé. Du-
rante dez dias seguidos do ano de 2017, ela funcionou
24 horas, em sistema de plantao.

Numero de atendimentos na Clinica
Odontolégica Marajé em 2017

20
15
10
5
& & & & & & & & S &
Q@\@ 6\\@ QQ’\@ ch\& \Q\@ \\\é\ \fb@ ,{b\é\ \b(\é\ \93\@

Quantidade de Atendimentos/dia

Fonte: Arquivo da Clinica Odontologica Marajo.

O numero de atendimentos é representado pela
coluna vermelha. E os valores de cada dia sdo propor
cionais a altura das colunas.

Note que o periodo (cronolégico) apresentado se
inicia em uma segunda-feira (06/03) e encerra em uma
quarta-feira (15/03).

De acordo com o grafico, podemos saber outras
informacoes:

e o periodo considerado é de 10 dias.

* no dia 14/03, o numero de atendimentos atingiu

0 maior valor (16 atendimentos).

e entre 06/03 e 09/03, o numero de atendimentos

praticamente se manteve constante.

e em 12/03, ocorreu a menor quantidade de aten-

dimentos no periodo (3 atendimentos).

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Sistema Dom Bosco — Uma pesquisa sobre o lazer
preferido de 100 funcionarios de uma empresa apresen-
tou o seguinte resultado:

Frequéncia|Frequéncia|Porcen-

absoluta | relativa
(X)) (Fr)

Esporte X 0.3 30
Musica 20 y 20
Internet 20 0,2 z
Leitura 10 m 10
Outros n 0.2 o

Total 100 1,0 100

Quais os valores de x, y, m, n, p e z?



Resolucao

Para determinar os valores, basta relacionarmos as trés colunas, linha por linha.

Para determinar o valor de X, aplicamos regra de trés simples direta.
M0 —— 100%
X - 30% — x=230

Para determinar o valor de y, seguimos a mesma légica de x.

~
S
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10 — 100%

y - 20% — y=02
Para determinar m, comparamos ao valor de .
20 02

7"cT ___  m = m=0,1

Para determinar n, p e z, seguimos a mesma légica.

n=20
p =20
z=20

Censo (ou recenseamento demografico) € um levantamento estatistico
referente a populagdo. Com ele é possivel analisar vérias informagoes, como
numero de homens, mulheres, criancas, idosos; onde e como vivem as
pessoas, entre tantos outros dados importantes.

A maioria dos paises realiza esse estudo de dez em dez anos. Para saber
mais sobre 0 assunto, acesse <www.ibge.gov.br>.

2. Enem C6-H26

Pesquisa realizada apresenta a taxa de desemprego nas regides metropolitanas em mar
¢0/2010. Eis os resultados no gréafico a seguir: (%)

Taxas de desemprego nas regioes
metropolitanas marco/2010

S&o Paulo GG 13,1
|
Salvador J_ 19,9

Recife J_ 19,3
Porto Alegre N ° 3
Belo Horizonte I 10,2
Distrito Federal _ 14,7

0 5 10 15 20 25

Disponivel em: <http://gl.globo.com>.
Acesso em: 28 abr. 2010. (Adaptado.)

A partir do exposto, qual a média aritmética das taxas de desemprego apresentadas
(em %)?
a) 15,2 b) 19,3 c) 9,8 d) 16,1 (e)174
Resolucao

Somamos os valores expressos no grafico e os dividimos por cinco (n = 5).

Assim:
Meédia = (13,1 + 19,9 + 19,3 + 9,8 + 10,2 + 14,7) : 5
87 :5=174%

Competéncia: Interpretar informacoes de natureza cientifica e social obtidas da leitura
de graficos e tabelas, realizando previsdo de tendéncia, extrapolacéo, interpolacédo e
interpretacao.

Habilidade: Analisar informacgdes expressas em graficos ou tabelas como recurso
para a construgao de argumentos.
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REPRESENTACOES GRAFICAS
PICTOGRAMA

Trata-se de uma representacao gréafica construida
com figura representativa da intensidade do fenémeno.

Exemplo

Uma pesquisa realizada com um grupo de alunos
do 1° ano do Ensino Médio visava tracar o perfil dos
estudantes da sala. Entre as perguntas realizadas,
destacou-se a que questionava o més de aniversario
de cada aluno.

Qual 0 més do seu aniversario?

palely

Dez

Nov 1€
Out '@

Set 0

Ago -

Jul - @

. 1o00

N
aio -
Abr _

Mar __
Fev --@

Jan

Ne de aniversariantes

Observando o gréfico pictograma, percebemos que
0s meses de novembro e dezembro tém as maiores
quantidades. Em dezembro ha 9 alunos aniversariantes
(2 meninos e 7 meninas). Em novembro constam 8 ani-
versariantes (2 meninos e 6 meninas). Por outro lado,
0s meses de setembro e margo apresentam somente
1 aniversariante cada um.

HISTOGRAMA

Esse tipo de grafico é formado por um conjunto
de retangulos justapostos. Suas bases se localizam
sobre o eixo horizontal, de tal modo que seus pon-
tos médios coincidam com os pontos médios dos
intervalos de classe. A area do histograma € propor-
cional a soma das frequéncias simples ou absolutas.
Em geral, um histograma representa graficamente
situacoes-problema em que os dados obtidos estao
organizados em classes.

Observe uma tabela que representa a idade de
um grupo de pessoas que praticam pilates em deter-
minada clinica.

Frequéncia Frequéncia

[EL ] absoluta relativa (Fr) em

() porcentagem (%)
55 | 60 5 25
60 + 65 10 50
65 + 70 3 15
70+ 75 2 10
Total 20 100

Com base nos dados dessa tabela, foi elaborado
um histograma. Observe.

12

Frequéncia
o
[
|
[

55 + 60 60 +- 65

|dade (anos)

65+ 70 70+75

POLIGONO DE FREQUENCIA

Trata-se de um gréafico em linha, com frequéncia
marcada sobre as linhas perpendiculares ao eixo hori-
zontal, levantadas pelos pontos médios dos intervalos
de classe.

Para obter o poligono (linha fechada), completa-se a
figura, ligando os extremos da linha aos pontos médios
da classe anterior a primeira linha e da classe posterior
a ultima linha da distribuicao.

Para construir um poligono de frequéncia, geralmen-
te o “pano de fundo” é o histograma de frequéncias,
conforme o exemplo a seguir.

CONSULTAS NO CENTRO DE SAUDE

12 T
104
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4] 3
2
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8-12 12-16 16-20 20-24 24-28 28-32
Duracédo (minutos)

Numero de consultas




Saiba mais

Originéario dos estudos de Pareto, o diagrama
que leva o nome do economista italiano é cons-
truido com objetivo de se compreender a relacéo
acao/beneficio. Ou seja, no diagrama de Pareto
prioriza-se a acao que supoe melhor resultado. Ele
é composto de um gréafico de barras que ordena a
frequéncia das ocorréncias em ordem decrescente
e possibilita localizar problemas vitais e eliminar
futuras perdas.

Considerada uma das sete ferramentas bésicas
da qualidade, o diagrama de Pareto baseia-se no
principio de que a maioria das perdas tem poucas
causas Oou gue poucas causas sao vitais e que a
maioria das causas é trivial.

Diagrama de Pareto
350 120%

100%

9a% 99%

100%

80%

60%

40%

20%

0 0%
Causa 1 Causa 2 Causa 3 Causa 4 Causa 5 Causa 6 Causa 7 Causa 8 Causa 9 Causa 10~
== FREQUENCIA —#— ACUMULADO

GRAFICO DE LINHAS OU POLIGONAL
Esse tipo de grafico constitui uma aplicagcdo do
processo de representacdo das fungdes no sistema

EXERCICIOS RESOLVIDOS

3.Enem C6-H25
Nos ultimos anos, a frota de veiculos no Brasil tem crescido
de forma acentuada. Observando o gréfico, € possivel veri-
ficar a variagcdo do nimero de veiculos (carros, motocicletas
e caminhdes), no periodo de 2000 a 2010. Projeta-se que
a taxa de crescimento relativo no periodo de 2000 a 2010
mantenha-se para a década seguinte.

Evolugédo do total da frota na década

66 milhdes
70

60
50
40
30

I I
20 30:m|lhc|»es

RN J PO
R S S S S S SEE S SIS S

Disponivel em: <http://g1.globo.com>. Acesso em: 27 fev. 2012. (Adaptado.)

de coordenadas cartesianas ortogonais. Esse gréafico
pode apresentar uma ou mais linhas, dependendo da
situacao descrita.

Exemplo

O gréafico a seguir representa a comparagao entre
os niveis de poluicdo e os niveis de chuva durante 9
periodos referenciais — representados ao final dos 9
meses iniciais de 2018 (janeiro a setembro).

Niveis de poluicdo comparados com a presenca
das chuvas-Jan/18 a Set/18 Local XYZ

o 200

Io]

[¢3

£ 150

o

o 100

5

)

=
jan/18  fev/18 mar/18 abr/18 maio/18 jun/18 jul/18 ago/18 set/18
jan/18 | fev/18 'mar/18 abr/18 maio/18 jun/18 jul/18 ago/18 set/18

—@— Poluicdo | 121 85 75 118 109 95 126 145 104

—&— Chuva 4,2 12,7 15,2 5,7 52 8,7 3.8 1,9 15,6

Com base no gréfico, facilmente podemos identi-
ficar que a falta de chuvas interfere sensivelmente no
nivel de poluicdo. O més de maior concentracdo de
chuvas coincide com o menor nivel de poluigédo (mar-
¢o). Por outro lado, 0o més com menor quantidade de
chuva é o que tem maior nivel de poluicdo (agosto).

Qual serd o numero de veiculos no ano de 20207
a) 79,2 milhoes

b) 102,0 milhdes

c) 132,0 milhdes

d) 138,0 milhoes

(e)145,2 milhses

Resolugao

Entre 2000 a 2010, a taxa de crescimento relativo na
frota de veiculos foi de:
66 — 30 _ 36 _12

30 30
Mantida essa taxa, em 2020 o numero (em milhoes)
de veiculos sera:

66 -(1+1,2) =66-22=145,2

Competéncia: Interpretar informacoes de natureza
cientifica e social obtidas da leitura de gréficos e ta-
belas, realizando previsdo de tendéncia, extrapolacao,
interpolacao e interpretacao.

Habilidade: Resolver problema com dados apresenta-
dos em tabelas ou gréficos.
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p 4. UFPA- O gréfico abaixo, retirado do Boletim Epidemio-
l6gico 16 de 2016 do Ministério da Saude, registra os casos
de dengue por semana, no Brasil, nos anos de 2014, 2015
e infcio de 2016.

120.000

100.000 \/’\
80.000 / \
60.000 / \
40.000 // \
AN
/
O3 5 7 9 1 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 30 41 43 45 47 49 51 53

Semana Epidemioldgica de Inicio de Sintomas
2014 2015 2016

Nimeros de casos

20.000

Fonte: Sinal Online em *13/07/2015; ®04/01/2016; “07/03/2016). Dados sujeitos a alteracao.

Figura — Casos provéveis de dengue, por semana epidemioldgica de inicio de sintomas,
Brasil, 2014a, 2015b e 2016c.

Com base no gréfico, pode-se afirmar que

a) o maior nUmero de casos de dengue ocorreu em 2014.

b) nimero de casos de dengue tem comportamento
crescente proximo da vigésima segunda semana.

c) os dados das 7 primeiras semanas de 2016 indicam
uma diminuicao do niumero de casos em relacao a
2014 e 2015.

o grafico de 2015 permite afirmar que houve mais
de um milhao de casos em 2015.

e) o maior numero de casos ocorre em cada ano na
décima quarta semana.

Resolucao

a) Incorreta. Em todas as semanas de 2015, o nimero
de casos foi maior que em 2014.

b) Incorreta. O comportamento é decrescente em 2014
e 2015.

¢) Incorreta. O gréfico de 2016 esta acima dos graficos
de 2014 e 2015 nas sete primeiras semanas.

d) Correta. Entre as semanas 9 e 18, o nimero de casos
foi maior ou igual a 80000.

e) Incorreta. Nao ha informagdes sobre o nimero de
casos na 142 semana de 2016.



ROTEIRO DE AULA

ESTATISTICA — ANALISE DE DADOS
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ROTEIRO DE AULA

PICTOGRAMA

HISTOGRAMA

POLIGONO DE FREQUENCIA

GRAFICO DE LINHAS




EXERCICIOS DE APLICACAO

1. PUC-RJ (adaptado) - Em uma pesquisa, realizada
em janeiro de 2015, perguntava-se aos internautas
se eles acreditavam que a reciclagem de lixo era im-
portante para o meio ambiente. Eram 3 alternativas
possiveis, e 4600 internautas responderam, como
mostra o grafico abaixo.

100% - = === m e
80 o= ===
65%
60% -] |
40% -~ - - - <o
27%
20% 4 -] feemeeeeee- ‘ -----------------------
8%
0% | | I
SIM NAO NAO SEI
AVALIAR

Quantas pessoas responderam “nao sei avaliar”?

Pelo gréafico, observamos que 8% dos entrevistados ndo souberam
avaliar.

i -4-.600 = 368 pessoas
100
2. Enem C6-H25
O gréfico apresenta as taxas de desemprego durante o ano
de 2011 e o primeiro semestre de 2012 na regiao metropo-
litana de Sao Paulo. A taxa de desemprego total € a soma
das taxas de desemprego aberto e oculto.
1,3 11,0 1,1 11,2
® 105 106 1,2 10,7 ' 10,6
§ T |20]|21 9,0
20| L1
[ Aberto/2012
g4l |91]]9 3 Ocultor2012
Total/2011

“Jan. Fev. Mar. Abr. Maio Jun. Jul. Ago. Set. Out. Nov. Dez.

Suponha que a taxa de desemprego oculto do més de
dezembro de 2012 tenha sido a metade da mesma taxa
em junho de 2012 e que a taxa de desemprego total em
dezembro de 2012 seja igual a essa taxa em dezembro
de 2011.

Disponivel em: <www.dieese.org.br>.
Acesso em: 1° ago. 2012. (Fragmento.)

Nesse caso, a taxa de desemprego aberto de dezembro
de 2012 teria sido, em termos percentuais, de

a)1,1 b)3,5 c) 4,5 d6s  (e)79
Taxa de desemprego total em dez/11 = 9%.
Taxa de desemprego oculto em jun/12 = 2,2%.
Taxa de desemprego aberto: x

x+22=9 5 x=9-1,
2

X = 7,9(70

Competéncia: Interpretar informacdes de natureza cientifica e social
obtidas da leitura de gréficos e tabelas, realizando previséo de tendéncia,
extrapolacéo, interpolacdo e interpretacgéo.

Habilidade: Resolver problema com dados apresentados em tabelas
ou gréficos.

3. Enem C6-H25
Estimativas do IBGE para a safra nacional de cereais, legu-
minosas e oleaginosas, em 2012, apontavam uma partici-
pagdo por regido conforme indicado no grafico.

Sudeste
11,4%
Nordeste
o
270
Norte
2,7%

Centro-Oeste
38,3%

As estimativas indicavam que as duas regides maiores pro-
dutoras produziriam, juntas, um total de 119,9 milhdes de
toneladas dessas culturas, em 2012.

Disponivel em: <www.ibge.gov.br>. Acesso em: 3 jul.
2012.

De acordo com esses dados, qual seria o valor mais
préximo da producao, em milhdo de tonelada, de
cereais, leguminosas e oleaginosas, em 2012, na

Regido Sudeste do pais?
(e)181

a) 10,3 c) 13,6
b) 11,4 d) 16,5

O total, em milhdes de toneladas, da safra nacional de cereais (oleagi-

nosas e leguminosas em 2012) corresponde a X.

Centro-Oeste (38,3%) e Sul (372%) sao os maiores produtores. Logo:

(0,383 + 0,372) - x = 119,9

119,9

0,755

Como o objetivo é calcular a produgdo no Sudeste (11,4%), obtemos:

0,114 - 158,8 = 18,1

Competéncia: Interpretar informacdes de natureza cientifica e social

obtidas da leitura de gréficos e tabelas, realizando previsao de tendéncia,
extrapolagao, interpolacao e interpretagao.

0,755 -x=119,9 —» x= x = 158,8 milhdes

Habilidade: Resolver problema com dados apresentados em tabelas
ou gréficos.
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4. UFRGS-RS - O gréfico abaixo mostra o registro das
temperaturas maximas e minimas em uma cidade, nos
primeiros 21 dias do més de setembro de 2013.

temperatura (°C)
40 1

35 +
30 +
25

20

o+——r—T—T"T—"T7T—T—T 77T 71T 7T 7T——— Jda

—e— temperatura maxima
e temperatura minima

Assinale a alternativa correta com base nos dados apre-
sentados no gréfico.

a) No dia 13, foi registrada a menor temperatura minima
do periodo.

b) Entre os dias 3 e 7, as temperaturas maximas foram
aumentando dia a dia.

c) Entre os dias 13 e 19, as temperaturas minimas di-
minuiram dia a dia.

d) No dia 19, foi registrada a menor temperatura ma-
xima do periodo.

No dia 19, foi registrada a menor temperatura do
periodo.

O menor patamar atingido de temperatura no periodo ocorreu no dia 19.

5. Insper-SP — Observe os gréficos.

VARIACAO DA POPULACAO FUMANTE ENTRE
1980 E 20156

No Brasil e em paises com a maior variagdo no periodo

1980
® 2015

oA @——te | f
SUECIA 1 o0 ! ; 5
Al et L
CANADA | | @———————0 | :
AUSTRALIA | D e g
AFRICADOSUL ! | @e—t—n 5 |
wero || ew———e |
DINAMARCA 1 P e
ARGENTINA | P ed——o ; 5
TURQUIA ! ! o——0 | !
POLONIA ! D @e—i—o
CROACIA ! i ew—!

0 0% 20% 30% 40% 50%

PORCENTAGEM DE FUMANTES
DIARIOS NO PAIS

FUMANTES DIARIOS NO BRASIL POR GENERO
De 1980 a 2015

MULHERES
= HOMENS

EM PORCENTAGEM DA
POPULACAO GENERO

30%

T T T 1
1980 1990 2000 2010 2015

Fonte:<http://www.nexojornal.com.br>.

Utilizando apenas a analise dos dados expressos nos
gréaficos, é possivel concluir corretamente que

a) a Africa do Sul foi o pafs que teve a maior reducao na
porcentagem de fumantes diarios de 1980 para 2015.

b) em 2015 o Brasil tinha mais fumantes diarios do que
os EUA.

@no Brasil houve uma redugao maior no percentual de
homens fumantes do que no de mulheres fumantes
de 1980 para 2015.

d) o pais com maior nimero de fumantes em 1980 era
a Dinamarca e, em 2015, passou a ser a Crodcia.

e) o Japdo sempre teve mais fumantes do que o Brasil
no periodo de 1980 a 2015.

Item a) — Segundo o grafico, a Africa do Sul teve menor redugéao que
a Dinamarca na porcentagem de fumantes no periodo analisado, e
nao maior.

Itens b), d) e e) — As populacdes dos paises citados nao foram informa-
das. Por isso essa conclusao nao é possivel.

Item c) — A reducao no percentual de homens fumantes foi de apro-

ximadamente 17%. Em relacdo as mulheres fumantes, esse numero
foi de 10%.




C6-H24

Uma empresa registrou seu desempenho em determi-
nado ano por meio do gréafico, com dados mensais do
total de vendas e despesas.

6. Enem

o N 00

4 4
3.
2

O-
Jan Fev Mar Abr Maio Jun Jul Ago Set Out Nov Dez

O Total vendas [ Despesas

EXERCICIOS PROPOSTOS

7. Enem C6-H26

Uma pesquisa de mercado foi realizada entre os
consumidores das classes sociais A, B, C e D que
costumam participar de promocodes tipo sorteio ou
concurso. Os dados comparativos, expressos no gra-
fico, revelam a participacdo desses consumidores em
cinco categorias: via Correios (juntando embalagens
ou recortando codigos de barra), via internet (cadas-
trando-se no site da empresa/marca promotora), via
midias sociais (redes sociais), via SMS (mensagem
por celular) ou via radio/TV.

Participacdo em promocdes do tipo sorteio ou concurso em uma regiao
Percentual

~ 30 28 [JCorreios

2 - [Minternet
~ [Midias Sociais
- Bswms
- [JRadiortv

O lucro mensal é obtido pela subtracéo entre o total de
vendas e despesas, nesta ordem.

Quais os trés meses do ano em que foram registrados
0s maiores lucros?
Julho, setembro e dezembro.
b) Julho, setembro e novembro.
c) Abril, setembro e novembro.
d) Janeiro, setembro e dezembro.
e) Janeiro, abril e junho.
Pelo gréfico, observamos que houve lucro nos seguintes meses:
Marco (3-2 = 1)
Julho (6-4 = 2)
Setembro (7 -3 = 4)
Novembro (8 -7 = 1)
Dezembro (6-2 =3)
Logo, os meses de maior lucro foram julho, setembro e dezembro.

Competéncia: Interpretar informacdes de natureza cientifica e social
obtidas da leitura de gréficos e tabelas, realizando previsao de tendéncia,
extrapolacao, interpolagédo e interpretacéo.

Habilidade: Utilizar informacoes expressas em gréaficos ou tabelas
para fazer inferéncias.

Uma empresa vai lancar uma promocao utilizando
apenas uma categoria nas classes A e B (A/B) e uma
categoria nas classes C e D (C/D).

De acordo com o resultado da pesquisa, para atingir
0 maior niumero de consumidores das classes A/B e
C/D, a empresa deve realizar a promocéo, respectiva-
mente, via

a) correios e SMS. d) internet e midias sociais.
b)internet e Correios. e) radio/TV e radio/TV.

c) internet e internet.
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8. UNESP — A revista Superinteressante trouxe uma re-

portagem sobre o custo de vida em diferentes cidades
do mundo. A tabela mostra o ranking de cinco das 214
cidades pesquisadas pela “Mercer LLC' empresa ame-
ricana, em 2010.

Cidade mais cara do mundo fica na Africa

Jornal®

Lanche®  Gasolina®®
Importado

Aluguel™  Cafezinho®

Y =
LUANDA,
ANGOLA (™) (™)
R$12129,60 R$ 19740 R$ 256,20 R$ 909,60 R$ 95,00
20 [ N1
. [ ]
JAPAO
R$ 7686,70 R$ 345,60 R$ 288,60 R$374,70 R$ 244,00
SE— —
39 -,
JAMENA,
CHADE
R$ 3754,00 R$ 162,30 R$ 368,10 R$1353,60 R$ 21700
7 -
))
UBRE\/_\LLE,
GABAO )
R$3609,42 R$ 216,90 R$ 238,20 R$ 140760 R$ 192,00
21° AR
] P e—
SAO PAULO
R$ 2500,00 R$ 90,00 R$ 750,00 R$ 435,00 R$ 240,00

(1) apartamento de dois quartos num bairro de classe média alta;
(2) 30 cafezinhos;

(3) 30 exemplares do NewYorkTimes;

(4) 30 lanches do McDonald's;

(5) 100 litros.

Superinteressante, jan. 2011. (Adaptado.)

Observando as informacdes, numéricas e coloridas,
contidas na tabela, analise as afirmacoes:

I.O custo do aluguel em Luanda é o mais alto do
mundo.

Il. O custo do cafezinho em Téquio é o mais alto do
mundo.

Ill. O custo do jornal importado em S&o Paulo é o mais
alto do mundo.

IV. O custo do lanche em Libreville é o mais alto do
mundo.

V. O custo da gasolina em Téquio € o mais alto do
mundo.

Estao corretas as afirmacgoes:

a)l, lll eV, apenas.

b) I, lll e IV, apenas.
c) I, 1, 11l eV, apenas.
d) I, lll, IV eV, apenas.
e)l, I 1, VeV

Preco

35% [_] OUTRAS

. UEG-GO - As acbes de uma empresa variaram sema-

nalmente conforme os dados da figura a seguir.

Semana
De acordo com os dados apresentados, o periodo de
maior variacdo ocorreu entre as semanas
a)2e3 c)deb e)beb
b)1e2 d)3e4

10. Unicamp-SP — A pizza €, sem duvida, o alimento pre-

ferido de muitos paulistas. Estima-se que o consumo
diario no Brasil seja de 1,5 milhdo de pizzas, sendo o
Estado de Sao Paulo responsével por 53% desse consu-
mo. O gréfico abaixo exibe a preferéncia do consumidor
paulista em relagdo aos tipos de pizza.

MOZARELA
18% CALABRESA
[ MARGUERITA

22%

25%




a) Se nao for considerado o consumo do Estado de Sao
Paulo, quantas pizzas sao consumidas diariamente
no Brasil?

b) Quantas pizzas de mozarela e de calabresa sdo con-
sumidas diariamente no Estado de Sao Paulo?

11. UFG-GO - O gréfico a seguir apresenta os dez paises
com a maior taxa de mortalidade decorrente do uso
de drogas.

Mortes causadas por uso de drogas

Na tabela a seguir encontra-se o niumero estimado de
mortes causadas por uso de drogas por continente.

Numero estimado de mortes por uso
de drogas

Africa 36435
América do Norte 47813
América Latina e Caribe 4756
Asia 104116
Europa 15469
Oceania 1957

Total Mundial 210§46

World Drug Reporter 2013 - UNODC

(United Nations Office on Drugs and Crime)

Sabendo que a populacdo da Islandia é de 320137 habi-

tantes, determine o porcentual aproximado de mortes

desse pais em relagdo ao numero de mortes estimadas
para o continente europeu.

12. UFRGS-RS - O gréfico abaixo apresenta a evolugao
da emisséo de diéxido de carbono ao longo dos anos.

Emissoes por queima de combustivel féssil
Veja a evolugédo das emissoes globais de didxido de carbono ao longo dos anos

lIhas Seychelles 89,1
Russia 89,8

Finléndia_ 91,7
Canada : 1104,5
Irlanda 1114,7

Cazaquistéo_ 1115,8
Austrélia : 1123

El Salvador | : : 1161,6
Estonia : : : 11772
Islandia _ 1220,7

taxa de mortalidade (a cada milhdo de pessoas)
Fonte: World Drug Reporter 2013 - UNODC (United Nations Office on Drugs and Crime)

Em bilhées de toneladas de CO,
40

35

30 311 8T,
24,6794 Pl

25 —
20 e 22,3

9.3

60 70 80 90 00 05/06/07/08/ 09110/ 1111213

Fonte: CDIAC
Disponivel em: <http://noticias.uol.com.br/meio-ambiente/ultimas-
-noticias/redacao/2013/12/27/em-busca-de-forca-emissoes-recorde-de-co2.html>.
Acesso em: 25 set. 2014.
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Com base nos dados do gréfico, assinale a alternativa
correta.

a) Ao longo do periodo, a emissao de dioxido de carbo-
no apresentou crescimento constante.

b) Em relacado aos anos 80, os anos 90 apresentaram
emisséo de diéxido de carbono 30% maior.

c) O ano de 2009 apresentou menor valor de emissao
de dioxido de carbono da primeira década do século
XXI.

d) De 2000 a 2013, houve crescimento percentual de
11,7% na emissao de dioxido de carbono.

e) Em relagédo a 2000, o ano de 2013 apresentou emis-
sao de diéxido de carbono aproximadamente 50%
maior.

13. Enem C6-H25

O polimero de PET (Politereftalato de Etileno) € um dos
plasticos mais reciclados em todo o mundo devido a
sua extensa gama de aplicacoes, entre elas, fibras téx-
teis, tapetes, embalagens, filmes e cordas. Os graficos
mostram o destino do PET reciclado no Brasil, sendo
que, no ano de 2010, o total de PET reciclado foi de 282
kton (quilotoneladas).

PET RECICLADO - 2010

Usos Finais Usos Finais Téxteis
Outros Téxteis Cerdas / Cordas / Tecidos e Malhas
Tubos 76% 378%  Monofilamentos 30%
3.8% 27%
Fitas de Arquear,
6,8%
Laminados
e chapados
7.9%
Emb. Alimentos
e ndo alimentos
172% Resinas Insaturadas Nao tecidos
e Alquidicas 43%

18,9%

Disponivel em: <www.abipet.org.br>. Acesso em: 12 jul. 2012. (Adaptado.)

De acordo com os graficos, a quantidade de embala-
gens PET recicladas destinadas a producao de tecidos
e malhas, em kton, & mais aproximada de

a) 16,0

b) 22,9

c) 32,0

d) 84,6

e) 106,6

14. UFRGS-RS - O gréafico a seguir representa a populacao
economicamente ativa de homens e mulheres no Brasil
de 2003 a 2015.

Populacdo economicamente ativa (em milhoes)

60

55

50 1

45 1

40 1

35 1

2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015 ano
Ohomens @ mulheres

Fonte: Organizacao das Nacoes Unidas para Alimentacéo e Agricultura

Com base nos dados do gréfico, é correto afirmar que,

a) no ano de 2009, a populacdo economicamente ativa
de mulheres era cerca de 50% da populagao econo-
micamente ativa de homens.

b) de 2003 a 2015, em termos percentuais, a populacdo
economicamente ativa de homens cresceu mais do
que a de mulheres.

c) em relacdo a 2005, a populagdo economicamente
ativa de mulheres em 2011 cresceu cerca de 5%.
d) de 2003 a 2015, em termos percentuais, a populagao
economicamente ativa de mulheres cresceu mais do

que a de homens.

e) em relacdo a 2007 a populagdo economicamente
ativa de homens em 2015 cresceu cerca de 3%




15. UFRGS-RS - As estimativas para o uso da dgua pelo ho-

mem, nos anos 1900 e 2000, foram, respectivamente,
de 600 km?2 e 4000 km3 por ano. Em 2025, a expectativa
€ que sejam usados 6000 km? por ano de agua naTerra.

O gréfico abaixo representa o uso da agua em km3 por
ano de 1900 a 2025.

Uso de &gua (km?® por ano)

7000
6000

5000 ///f
4000 *///
3000

2000 ’///',
1ooor—_____,,,"”‘//,

0
1900 1925 1950 1975 2000 2025

Fonte: <http://www.fao.org>.

ano

Com base nos dados do gréfico, é correto afirmar que,

a) de 1900 a 1925, o uso de dgua aumentou em 100%.

b) de 1900 a 2000, o uso da 4gua aumentou em mais
de 600%.

c¢) de 2000 a 2025, mantida a expectativa de uso da
agua, o aumento serd de 66,6%.

d) de 1900 a 2025, mantida a expectativa de uso da
agua, o aumento sera de 900%.

e) de 1900 a 2025, mantida a expectativa de uso da
agua, o aumento serd de 1000%.

16. Unicamp-SP — O Cédigo deTransito Brasileiro classifica

as infracoes, de acordo com a sua natureza, em leves,
medias, graves e gravissimas. A cada tipo correspon-
de uma pontuagado e uma multa em reais, conforme a
tabela abaixo.

| Infragio | Pontuagdo | Multa* |

Leve 3 pontos R$ 53,00
Média 4 pontos R$ 86,00
Grave 5 pontos R$ 128,00
Gravissima 7 pontos R$ 192,00

* Valores arredondados

a) Um condutor acumulou 13 pontos em infragoes.
Determine todas as possibilidades quanto a quanti-
dade e a natureza das infragdbes cometidas por esse
condutor.

b) O gréfico de barras abaixo exibe a distribuigdo de
1000 infracoes cometidas em certa cidade, confor-
me a sua natureza. Determine a soma das multas
aplicadas.
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Gréfico 2

Qual deve ser o aumento na receita da empresa para
que o lucro mensal em 2014 seja o mesmo de 2013?

a) R$ 114 285,00
b) R$ 130000,00
c) R$ 160000,00
d) R$ 210000,00
e) R$ 213333,00

17. Enem C6-H25

Uma empresa de alimentos oferece trés valores dife-
rentes de remuneracéao a seus funcionarios, de acordo
com o grau de instrugao necessario para cada cargo.
No ano de 2013, a empresa teve uma receita de 10
milhdes de reais por més e um gasto mensal com a
folha salarial de R$ 400000,00, distribuidos de acordo
com o Grafico 1. No ano seguinte, a empresa ampliara
o numero de funcionarios, mantendo o mesmo valor
salarial para cada categoria. Os demais custos da em-
presa permanecerao constantes de 2013 para 2014. O
numero de funcionarios em 2013 e 2014, por grau de
instrucao, esta no Grafico 2.

Distribuicdo da folha salarial

12,5%

O Ensino fundamental
O Ensino médio
[ Ensino superior

Gréfico 1




ESTUDO PARA O ENEM

18. Enem C6-H25

Um cientista trabalha com as espécies | e || de bactérias
em um ambiente de cultura. Inicialmente, existem 350
bactérias da espécie | e 1250 bactérias da espécie Il.
O gréfico representa as quantidades de bactérias de
cada espécie, em funcéo do dia, durante uma semana.

Bactérias das espécies | e Il
1600

1450
1400 1350

VAN

1400

1250 ﬂ
1200 -\ / \

%)
2 1100,
@ \.\ / \ \/
=
S 1000
o 1000 ri
° BOOA \/850 —O— Bactérias |
© 800 —8— Bactérias ||
: -
© 600
°
IS

4
§ 0T V4 250

350
200 300 300

\0_‘
Em dias

SegAI Ter. " Qua. ' Qui. " Sex. | Sab. ' Dom.

Em que dia dessa semana a quantidade total de bacté-
rias nesse ambiente de cultura foi méxima?

a) Terca-feira

b) Quarta-feira

c) Quinta-feira

d) Sexta-feira

e) Domingo

19. Enem C6-H24

O cartao Micro SD é um tipo de midia utilizada para
armazenamento de dados (arquivos, fotos, filmes,
musicas etc.). Um usuério tem um cartdo Micro SD
de 16 GB, e, utilizando seu computador, visualiza, em
termos percentuais, os dados armazenados no cartao,
conforme o gréfico.

Dados do cartdo Micro SD de 16 GB

Musicas
10%

Espaco disponivel
30%

Fotos
22%

Aplicativos Videos
25% 13%

O usudrio adquiriu um cartdo do mesmo tipo, mas de
32 GB, com o objetivo de gravar os dados do seu cartao
de 16 GB em seu novo cartdo de 32 GB. No entanto,
para aumentar o espaco de armazenamento disponivel,
decidiu ndo gravar suas musicas no novo cartao.

Analisando o grafico, o espaco disponivel no novo car
tdo de 32 GB, em termos percentuais, € igual a

a) 60.

b) 65.

c) 70.

d) 75.

e) 80.
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20. Enem C6-H26

Pluviosidade (mm)

O cultivo de uma flor rara s6 é viavel se do més do plan-
tio para o més subsequente o clima da regiao possuir
as seguintes peculiaridades:

e avariagao do nivel de chuvas (pluviosidade), nesses
meses, nao for superior a 50 mm;

® atemperatura minima, nesses meses, for superior
a 15°C;

e ocorrer, nesse periodo, um leve aumento ndo supe-
rior a 5°C na temperatura maxima.

Um floricultor, pretendendo investir no plantio dessa
flor em sua regiao, fez uma consulta a um meteorolo-
gista que Ihe apresentou o grafico com as condicoes
previstas para os 12 meses seguintes nessa regiao.

a variacao do nivel de chuvas (pluviosidade), nesses
meses, nao for superior a 50 mm;

a temperatura minima, nesses meses, for superior a
15°C;

ocorrer, nesse periodo, um leve aumento ndo superior
a 5°C na temperatura maxima.

Um floricultor, pretendendo investir no plantio dessa
flor em sua regiao, fez uma consulta a um meteorolo-
gista que Ihe apresentou o grafico com as condicoes
previstas para os 12 meses seguintes nessa regiao.

) 2012 | 2013 ) 3
250 ! 1.0
+30
200 -
1 5N
[&)
180 - USSP I ™ s R B +2 ¢
2
e +10 ¥
50+
+5

k=)
]
=

Junho
Julho
Agosto
Setembro
Outubro
Novembro
Dezembro
Janeiro
Fevereiro
Margo
Abril

Maio

+

[ Pluviosidade ~—4— Temperatura méaxima --- Temperatura minima

Com base nas informacodes do grafico, o floricultor ve-
rificou que poderia plantar essa flor rara.

O més escolhido para o plantio foi

a) janeiro

b) fevereiro

c) agosto

d) novembro

e) dezembro




ESTATISTICA - MEDIDAS DE
TENDENCIA CENTRAL

MEDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL

Sao as mais importantes medidas de posicdo, definidas como medidas estatis-
ticas que representam uma série de dados que nos orientam quanto a posicao da
distribuicdo no eixo horizontal do gréafico da curva de frequéncia.

As medidas de posicdo mais importantes sdo média aritmética, mediana e
moda.

Além disso, as notacées mais usadas sao:

e x—valor de cada individuo da amostra; e M, — mediana;

®* n—tamanho amostral; e M, - moda.

* X — média aritmética;

MEDIA ARITMETICA

Calculamos a média aritmética de um conjunto de dados somando todos os
valores da populagao e dividindo o resultado pelo total de elementos dela. Numa
populacdo de n elementos, a média aritmética é dada por:

Xy 4 Xy + X5 koot X,
n

i:

Lembrando que:

® X — média aritmética;

* x,— valores da variavel

® n-numero de valores.

Usando o simbolo de somatério para representar o numerador da expressao,

_ Q©x
podemos escrever X = N

Exemplo
A amostra do preco de um produto x em 5 locais diferentes, em reais, é 14,5;
14,6; 14,5; 14,4; 14,5. Assim, a média é dada por:
14,5+14,6+14,6+14,4+145 72,65
b

X = = 14,5 reais

MEDIA ARITMETICA PONDERADA
Vamos considerar a pesquisa realizada com um grupo de alunos da escola XYZ,
em que se guestionou a quantidade de irméaos de cada aluno. Observe os resultados.

0 6

—

12
3

B~ w0 N
N

Medidas de tendéncia
central

Média aritmética

Média aritmética ponde-
rada

Medidas de dispersao

HABILIDADES

Utilizar informagdes expres-

sas em gréaficos ou tabelas
para fazer inferéncias.

Resolver problemas com
dados apresentados em
tabelas ou gréficos.

Analisar informagdes
expressas em graficos ou
tabelas como recursos
para a construgdo de
argumentos.

MATEMATICA 2
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Neste caso, como as frequéncias sdo niumeros
indicadores de intensidade de cada valor da varia-
vel, elas funcionam como fatores de ponderacao,
0 que nos possibilita calcular a média aritmética
ponderada.

zxi'fi
2

X =

O modo mais pratico de determinarmos a média
ponderada € inserir, na tabela, uma coluna correspon-
dente ao xf..

Ndmeros de Frequéncia
irmaos (f)

0 6 0:6=0
1 12 1-12=12
2 3 2:3=56
3 2 3-2=6
4 1 4-1=4

> =124 > =128

Como Xf, = 24 e Xx - f, = 28, podemos determinar
a média aritmética ponderada:

Yx -t 28

x== 1 == =117 .

O 24
EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Funcab - A tabela abaixo representa os dados dos
balancos das operacoes do Batalhdo de Policia de Transito
(BPTran) da Policia Militar — ES em trés grandes feriados
nacionais do ano de 2012.

X = 1,17 irmao

Dia do trabalho: 220 acidentes, 2 mortos, 78 feridos

Dia de finados: 186 acidentes, 2 mortos, 54 feridos

Proclamagao da Republica: 219 acidentes, 1 morto,
51 feridos

O valor que melhor representa a média do nimero
de feridos, de acordo com a tabela acima, é:
a) 57
b) 59
(cer
d) 63
e) 65

Resolucao

Calculando a média aritmética simples, obtemos:
_ 78+54+51 183
X=——————=—=61

3 3

2. USCS-SP (adaptado) - Jodo tem 5 filhos, sendo
que dois deles sdo gémeos. A média das idades deles é
8,6 anos. Porém, se nao forem contadas as idades dos
gémeos, a média dos demais passa a ser de 9 anos.
Pode-se concluir que a idade dos gémeos, em anos, é:
a) 6,5.
b) 7,0.
c) 7.5.
(d)s.0.

e) 8,5.
Resolucao

Seja x a idade de cada gémeo.

Como a média das idades dos trés filhos que ndo sao
gémeos € 9, a soma das idades dos trés é 27 anos.

Sabendo que a média dos cinco filhos é 8,6 e sendo
x a idade de um dos gémeos:

27+2x _

8,6
5

X =

27 +2x=5-8,6
2x =43 - 27

2x =16

MEDIANA

Refere-se ao valor central que divide um conjunto de
dados em duas partes com o mesmo nimero de elemen-
tos. Para determinar a mediana (Me), primeiramente se
ordenam os dados do menor para o0 maior. Se o nimero
de observacoes é impar, a mediana corresponde a ob-
servacgao central. Se é par, a mediana refere-se a média
aritmética das duas observacdes centrais.

Vamos analisar os casos a seguir.

Exemplo 1

Consideremos a série de valores 1, 8, 7, 5, 4, 6,
10, 3, 6.

De acordo com a definicao de mediana, o primeiro
passo é ordenarmos os valores (de forma crescente
ou decrescente):

1,3,4,5,6,6,7 8, 10.

Neste caso, como o nimero de termos é impar,
a mediana é 6, ja que existem 4 elementos abaixo e
outros 4 acima dele. Ou seja, a mediana (M) divide o
conjunto de dados em duas partes iguais, cada uma
com 4 elementos.



Exemplo 2

Vamos considerar a série de valores de quantidade
par3,4,2,75,9,8, 1,9, 10.

De acordo com a definicdo de mediana, o primeiro
passo € ordenarmos os valores (de modo crescente
ou decrescente):

1,2,3,4,5 78,909, 10.

547
¢ 2
Neste caso, como o nimero de termos é par, a me-
diana é dada pela média aritmética dos termos centrais
5 e 7. De modo geral, para dados nao agrupados em
intervalos, temos:
e Se n for impar, a mediana seré o elemento central

n+1
posicionado em (—2 ) Ou seja, serd o elemento

M 6

central da série em ordem.

e Se n for par, a mediana serd a média entre
os dois elementos mais centrais da série em
ordem.

e Assim a mediana serd a média entre os ele-

n n
mentos de posicao 5) e 5*‘1

FREQUENCIA ACUMULADA

Trata-se do numero de vezes em que uma va-
ridvel assume valor inferior ou igual ao valor consi-
derado na situagdo em pauta. A coluna de valores
obtidos com a frequéncia acumulada é util para
determinarmos a mediana.

Por exemplo:

Ne de Ne de Frequéncia
filhos pessoas acumulada
(fi) ((]9)

0 3 3

1 10 13

2 7 20

3 2 22

4 1 23

>=23

Nesse caso, a mediana (M) ¢ igual a 1 filho, pois
a posicdo em que se encontra a mediana x,, linha que
corresponde aos elementos da posigao x, até x,,.

Considerando que o conjunto tem 23 elementos,
entdo a mediana é dada pelo termo central da série. No
caso, o elemento x_,, ou seja, o 12¢ elemento.

MODA

Refere-se ao conjunto de valores que apresenta
a maior frequéncia, ou seja, 0 que ocorre mais vezes
na relacao.

12!

Ao determinarmos a moda (M) do conjunto de ele-
mentos, encontramos trés situagoes:

e existéncia de apenas uma moda;

e existéncia de mais de uma moda;

e auséncia de moda.

Vamos analisar 0s casos a seguir.

Exemplo

Encontre a moda dos conjuntos de valores.

a)2,3,4,35,4,3

Ha uma moda, isto é, M_ = 3, pois o elemento 3 é
0 gue mais se repete.

b)4,3,75 76,5

Ha duas modas: 5 e 7. Caso de distribuicdo bimodal.

c)8,754,3,2,9

Nao had moda. Os valores aparecem apenas uma
vez. Trata-se de distribuicao amodal.

MEDIDAS DE.DISPERSAO

Dispersao é sindbnimo de variacdo ou variabilidade.
Para medirmos a dispersdo, usamos mais frequente-
mente duas medidas: amplitude e desvio-padrao.

AMPLITUDE
Denotada por A, refere-se a diferenca entre o maior
e 0 menor valor do conjunto de dados. A amplitude
também é chamada amplitude total ou range (R).
Vamos analisar o caso a seguir.

Exemplo

Uma auditoria em uma grande empresa observou
0s maiores custos em 10 de seus produtos (em reais):

250 350 300 280 290

400 450 420 390 400

Determinarmos a amplitude do conjunto de dados
significa encontrar a diferenga entre o maior e 0 menor
valor da série.

Assim: A = 450 — 250 A = 200 reais.

A definigao de desvio-padrao exige sabermos o que
seja variancia.

As notagdes mais comuns sao:

e o2 variancia (populacional);

e o: desvio-padrdo (populacional) — corresponde a

raiz quadrada da variancia.

VARIANCIA

Variancia da populacéo {x,, x,, x,, ..., X .} de n elemen-
tos é a medida de dispersao definida como a média do
quadrado dos desvios dos elementos em relacao a média
aritmética. Ou seja, a variancia populacional é dada por:

(X, =%)’
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Vamos observar o caso na sequéncia.

Exemplo
Consideremos o conjunto formado pelo elementos 80, 93, 86, 98, 89.
Antes da variancia, calculamos a média x. Em seguida, aplicamos os valores
obtidos na féormula:
80+93+86+98+89 446

X = - = 2
5 5 89,

Aplicando os valores na formula:

(80-89,2)* +(93-89,2)" + (86-89,2)" + (98-89,2)° + (89-89,2)

g% =
5
g2 2 (9.2 +(38)° +(-3,2 +(8,8) +(-0.2)°
5
84,64 + 14,44 + 10,24 + 77,44 + 0,04 186,8

o : =37,36

Portanto, a variancia do conjunto desses elementos é 37,.36.

DESVIO-PADRAO

Refere-se a raiz quadrada da variancia. Dessa forma, o desvio-padrao populacional

€ dado por:
o = +o?
Ou seja:

B ZT(Xi -X)

o= TN

Vamos acompanhar o caso a seguir.

Exemplo
Consideremos o conjunto de elementos 80, 93, 86, 74, 92, 85, 98, 89.
80+93+86+74+92+85+98+89 _ 697

X = ——=87,125
8 8

Subtraimos x de cada valor, elevamos os resultados ao quadrado e os somamos. Divi-
dimos o total dos quadrados pelo nimero de valores (n = 8) e extraimos a raiz quadrada:

80-87,125 = —=7,125 (—=7,125)7 = 50,765625
93 -87,125 = 5,875 (5,875)* = 34,515625

86 -87,125 = —1,125 (—1,125)2 = 1,265625
74—87,125 = —13,125 (—13,125)2 = 172,265625
92 - 87,125 = 4,875 (4,875)? = 23,765625
85—-87,125 = —2,125 (—2,125) = 4,515625

98 -87,125 = 10,875 (10,8752 = 118,265625
89-87,125 = 1,875 (1,875)? = 3,515625

Total = 408,875

o= 4088'88 =45111=7,15

Portanto, o desvio-padrdo é de aproximadamente 7,15.



EXERCICIOS RESOLVIDOS

3. UFPR (adaptado) — Segundo a Prefeitura Municipal de
Matinhos-PR, em 2010 foram destinados para o aterro sani-
tario 12689645 kg de residuos sélidos, coletados mensal-
mente, conforme os dados abaixo. Entdo é correto afirmar
que, nos meses de alta temporada (dezembro, janeiro e
fevereiro), a média e a mediana de residuos sélidos cole-
tados em 2010 foram, respectivamente, de:

Més Quantidade (kg)

Janeiro 2813190
Fevereiro 1778870
Margo 798150
Abril 691140
Maio 607 440
Junho 625010
Julho 647135
Agosto 597730
Setembro 786210
Outubro 714880
Novembro 851740
Dezembro 1778150
Total 12689645

Fonte: Plano de Gerenciamento Integrado dos
Residuos Sélidos (02/2012)

a) 3185105 e 1778870 kg.

b) 2123 403,33 e 2813190 kg.
¢) 1778870 e 1778150 kg.
(d)2123403,33 e 1778870 kg.
e) 530850,83 e 1778150 kg.

Resolucao

Inicialmente calculamos a média. Assim:

1778150+2813190+1778 870
3

Média =

~ 6370210

5 =212340333 kg

Depois, organizamos os trés valores (correspondentes
a dezembro, janeiro e fevereiro): 1778150, 1778870 e
2813 190. Assim, obtemos a mediana = termo central
da tabela = 1778870 kg

4. UEG-GO - A professora Maria Paula registrou as notas
de sete alunos, obtendo os seguintes valores: 2, 7.5, 3, 4,
7 e 8. A mediana e a moda das notas desses alunos séo,
respectivamente:
a)3e7
b)3e8
(cDse7
d)5e8
e)3eb

Resolucao

Ordenando a sequéncia de forma crescente, obtemos
2,3,4,5,7 7 e 8. Entdo, como a série tem sete valores,
amediana € M_ = 5. Como o valor mais frequente € 7,
amodaé M, =7
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ESTATISTICA -

MEDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL

Média aritmética

Média aritmética simples Meédia aritmética ponderada
Ix ¥x - f
X = n : X = X

.........................................................................................

Mediana (M) Medidas de dispersao
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Moda (M)

AMPLITUDE ¢é a

diferenca

entre 0 maior e 0 menor : "
valor do conjunto de : VARIANCIA

E o valor central dados. Também chama- :
que divide um con- § da amplitude total ou : By
junto de dados em g range (R). : b) [X _X]
o 02 —

duas partes

com 0 mesmo

numero

de elementos.

Desvio-padrao

E o valor que apresenta a

maior

frequéncia, ou seja, o que

ocorre mais vezes

na relagao.
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EXERCICIOS DE APLICACAO

1. UEL-PR - Um professor de Matematica combinou com
os alunos que a nota final de cada bimestre seria calcu-
lada pela média ponderada das notas de trés avaliagoes,
como esquematizado no quadro a seguir.

Avaliacoes m

A 5
B
C 2

A partir dessas informacoes, responda aos itens a seguir.

a) Qual é a média ponderada a ser atribuida a uma aluna
que obteve notas: quatro, na Avaliacdo A; seis, na
Avaliacdo B; e nove, na Avaliacdo C?

Justifique sua resposta, apresentando os célculos
realizados na resolucédo deste item.

b) Considere que um aluno obteve as trés seguintes no-
tas: sete, na Avaliacao A; trés, na Avaliacéo B; e oito,
na Avaliagdo C. A partir destas notas, ele efetuou o
calculo de uma média aritmética simples.

A média aritmética simples obtida pelo aluno é igual,
menor ou maior que a média ponderada calculada
corretamente pelo professor na nota desse aluno?

Justifigue sua resposta, apresentando os célculos rea-
lizados na resolucao deste item.

a) Calculando, obtemos:

Meédia = 5.-4+3-6+2-9 :@:5,6

5+3+2 10
b) A média aritmética simples obtida pelo aluno é idéntica a média
moderada calculada corretamente pelo professor. Calculando, temos:

MEdia, e =278 18 g
3 3
MR, s = 0342800 _g
- 5+3+2 10

2. Enem C7-H29

Trés alunos, X, Y e Z, estdo matriculados em um curso
de inglés. Para avaliar esses alunos, o professor optou
por fazer cinco provas. Para que seja aprovado nesse
curso, o aluno devera ter a média aritmética das notas
das cinco provas maior ou igual a 6. Na tabela, estdo
dispostas as notas que cada aluno tirou em cada prova.

12 22 3a 42 Ba
470 s s prova rsva ros
X 5 5 5 10 6
Y 4 9 3 9 5
VA 5 5 8 5 6

Com base nos dados da tabela e nas informagodes da-
das, ficara(ao) reprovado(s)

a) apenas o aluno'Y.
apenas o aluno Z.

c) apenas os alunos X e'.

d) apenas os alunos X e Z.

e)os alunos X, Y e Z.

Calculando, temos:

5+5+5+10+6 _
7 5 -

X— 6,2

4+9+3+9+5
— 5

Y 6

5+5+8+5+6
_)f

z =5,8 (ou seja, reprovado)

Competéncia: Compreender o carater aleatério e ndo deterministico
dos fenébmenos naturais e sociais e utilizar instrumentos adequados
para medidas, determinacdo de amostras e célculos de probabilidade
para interpretar informacoes de varidveis apresentadas em uma distri-
buigao estatistica.

Habilidade: Utilizar conhecimentos de estatistica e probabilidade como
recurso para a construcdo de argumentacéo.

3. Enem C7-H27

O gréfico apresenta a taxa de desemprego (em %) para
o periodo de margo de 2008 a abril de 2009, obtida com
base nos dados observados nas regidoes metropolitanas
de Recife, Salvador, Belo Horizonte, Rio de Janeiro, Sao
Paulo e Porto Alegre.

Taxa de desemprego (%)

I T T T T T T T T T T T 1
FPF Q¢ @@ O D KIS S
NS N

IBGE. Pesquisa mensal de emprego. <Disponivel em: www.ibge.gov.br>.
Acesso em: 30 jul. 2012. (Adaptado.)




A mediana dessa taxa de desemprego, no periodo de margo de 2008 a abril de 2009,
foi de

a) 8,1 %
(b))8,0%
c) 79%
d)77%
e) 76%
Organizando os dados, teremos:
68-75-76-76-77-79-79-8,1-82-85-85-86-8,9-9,0
Logo, o célculo da mediana sera:
7.9 { 7,9+81
N
81 2

8

Competéncia: Compreender o carater aleatério e ndo deterministico
dos fendmenos naturais e sociais e utilizar instrumentos adequados
para medidas, determinacdo de amostras e célculos de probabilidade
para interpretar informacbes de varidveis apresentadas em uma dis-
tribuicéo estatistica.

Habilidade: Calcular medidas de tendéncia central ou de dispersao
de um conjunto de dados expressos em uma tabela de frequéncias
de dados agrupados (ndo em classes) ou em graficos.

4. Enem C7-H29

A permanéncia de um gerente em uma empresa esta condicionada a sua producao
no semestre. Essa producéo é avaliada pela média do lucro mensal do semestre. Se a
meédia for, no minimo, de 30 mil reais, o gerente permanece no cargo, caso contrario,
ele seréd despedido. O quadro mostra o lucro mensal, em milhares de reais, dessa
empresa, de janeiro a maio do ano em curso.

Janeiro Fevereiro Margo Abril | Maio
21 35 21 30 38

Qual deve ser o lucro minimo da empresa no més de junho, em milhares de reais,
para o gerente continuar no cargo no préximo semestre?

a) 26

b) 29

c) 30

d) 31

(e)35

Sendo € o lucro, em milhares de reais, no periodo de junho:

21+35+21+30+38+ ¢
6

>230—145+/02180 .. (235

Logo, a resposta é 35.

Competéncia: Compreender o carater aleatério e nao deterministico dos fenémenos naturais e sociais e
utilizar instrumentos adequados para medidas, determinacdo de amostras e célculos de probabilidade para
interpretar informacodes de varidveis apresentadas em uma distribuicdo estatistica.

Habilidade: Utilizar conhecimentos de estatistica e probabilidade como recurso para a construgaode ar-
gumentacéao.

~
<<
g
=
=
=
<
=




o~
<<
S
=
=
=
<
=

~
5. Enem C7-H29

O procedimento de perda rapida de “peso” é comum entre os atletas dos esportes de
combate. Para participar de um torneio, quatro atletas da categoria até 66 kg, Peso-
-Pena, foram submetidos a dietas balanceadas e atividades fisicas. Realizaram trés
"pesagens” antes do inicio do torneio. Pelo regulamento do torneio, a primeira luta
deverd ocorrer entre o atleta mais regular e 0 menos regular quanto aos “pesos” As
informacdes com base nas pesagens dos atletas estdo no quadro.

- Desvio-

Mediana -padrio
| 72 72 4,90
I 7 65 8,49
1] 75 70 65 70 70 4,08
W 80 77 62 73 77 7.87

Apos as trés “pesagens’ os organizadores do torneio informaram aos atletas quais
deles se enfrentariam na primeira luta.

A primeira luta foi entre os atletas
a)lelll. b)le V. (el dlle V. elllle V.

O que menos aparece regularmente € o que mostra maior desvio-padrao. O mais regular € o que apresenta
menor desvio-padrdo. Logo, a luta acontecerd entre os atletas Il e lll.

Competéncia: Compreender o carater aleatério e ndo deterministico dos fenémenos naturais e sociais e
utilizar instrumentos adequados para medidas, determina¢ao de amostras e célculos de probabilidade para
interpretar informacoes de varidveis apresentadas em uma distribuicao estatistica.

Habilidade: Utilizar conhecimentos de estatistica e probabilidade como recurso para a construcéo de
argumentacao.

6. Enem C7-H27

Ao final de uma competicao de ciéncias em uma escola, restaram apenas trés can-
didatos. De acordo com as regras, o vencedor sera o candidato que obtiver a maior
média ponderada entre as notas das provas finais nas disciplinas quimica e fisica, con-
siderando, respectivamente, 0os pesos 4 e 6 para elas. As notas sao sempre nimeros
inteiros. Por questdes médicas, o candidato Il ainda ndo fez a prova final de quimica.
No dia em que sua avaliagao for aplicada, as notas dos outros dois candidatos, em
ambas as disciplinas, ja terao sido divulgadas.

O quadro apresenta as notas obtidas pelos finalistas nas provas finais.

| Candidato | Quimica | Fisica |
| 20 23

I X 25
Ml 21 18

A menor nota que o candidato Il devera obter na prova final de quimica para vencer
a competicao é

(a)s. b) 19. c) 22. d) 25. e) 26.
Teremos M‘:M:ZLS eM“‘:M:W,Z.
4 +6 4+ 6
Assim, MH>21,8—>4'Z+7%25>21,8<—>4X>218 —150 > x>17 .
+

Portanto, a menor nota que o candidato Il precisa obter na prova de Quimica é 18.

Competéncia: Compreender o carater aleatério e nao deterministico dos fenémenos naturais e sociais e
utilizar instrumentos adequados para medidas, determinacao de amostras e célculos de probabilidade para
interpretar informagoes de varidveis apresentadas em uma distribuicao estatistica.

Habilidade: Calcular medidas de tendéncia central ou de dispersdo de um conjunto de dados expressos em
uma tabela de frequéncias de dados agrupados (ndo em classes) ou emgraficos.




EXERCICIOS PROPOSTOS

7. Enem C7-H28

Ao iniciar suas atividades, um ascensorista registra tanto o nimero de pessoas que
entram quanto o nimero de pessoas que saem do elevador em cada um dos andares
do edificio onde ele trabalha. O quadro apresenta os registros do ascensorista durante
a primeira subida do térreo, de onde partem ele e mais trés pessoas, ao quinto andar
do edificio.
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que entram no
elevador

que saem do

Nuamero de
pessoas
4 4 1 2 i 2

elevador

Com base no quadro, qual € a moda do nimero de pessoas no elevador durante a
subida do térreo ao quinto andar?

a)2 b)3 c) 4 d)5 e)6

8. Enem C7-H27

Em uma seletiva para a final dos 100 metros livres de natacdo, numa olimpiada, os
atletas, em suas respectivas raias, obtiveram os seguintes tempos:

20,90 20,90 ' 2050 20,80 20,60 20,60 20,90 20,96

CETE]
Tempo
(segundo)

A mediana dos tempos apresentados no quadro é
a) 20,70 b) 20,77 c) 20,80 d) 20,85 e) 20,90
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< 9. PUC-RJ - O gréfico de barras abaixo mostra a distribui- :
\E cao das notas de uma turma de alunos em uma prova Dia do més Temperatura (em C)
= de matematica. A nota é sempre um numero inteiro 1 15,5
= de 0 a 10. : 3
= : 14

n2de 5 13,5
alunos :
. 7 18
o : 9 19,5
4 A 11 20
O R e - 13 135
ZF} """"""" ﬂ H : 15 13,5
’I - - - - - -] === - -t -
HENNENS 17 18
12 3 4 19 20
21 18,5
Assim, por exemplo, 2 alunos tiraram zero, e 1 aluno 2 135
tirou dez. ’
a) Quantos alunos tiraram nota maior ou igual a 7? : 25 21,5
b) Se a nota minima para aprovacao é 5, qual é a por 27 20
centagem de alunos aprovados? : 29 16
c) Qual é a mediana das notas dos alunos desta turma?  :
Lembre que a mediana ¢ a nota N tal que pelo me- Em relacdo a temperatura, os valores da média, media-

nos a metade dos alunos tira nota menor ou igual a : na e moda sao, respectivamente, iguais a
N, e que pelo menos a metade dos alunos tira nota
maior ou igual a N. : a) 17°C,17°C e 13,6°C
: b)17°C,18°C e 13,5°C
c) 17°C,13,5°C e 18°C
d) 17°C,18°C e 21,56°C
e) 17°C, 13,6°C e 21,56°C

10. Enem C7-H27

Uma equipe de especialistas do centro meteorologi-
co de uma cidade mediu a temperatura do ambiente,
sempre no mesmo horério, durante 15 dias intercala-
dos, a partir do primeiro dia de um més. Esse tipo de
procedimento é frequente, uma vez que os dados cole-
tados servem de referéncia para estudos e verificacdo
de tendéncias climaticas ao longo dos meses e anos.
As medicdes ocorridas nesse periodo estao indicadas
no quadro:




11. ESPM-SP - A nota final de um concurso é dada pela
média aritmética das notas de todas as provas realiza-
das. Se um candidato conseguiu x notas 8, x+1, notas
6 e x — 1 notas 5 e sua nota final foi 6,5, o nimero de
provas que ele realizou foi:

a)6
b)9
c)7
d)5
e)12

12. Insper-SP — O gréfico abaixo mostra o nivel de dgua no
reservatério de uma cidade, em centimetros.

N

o

o
t
'
'
'
'
'
'

Olf=--a--=r--9--=Fg~-=-71---

30 diado més
Considerando o més inteiro, o nivel médio de dgua no
reservatoério é igual a

a) 225 centimetros.

b) 250 centimetros.

c) 275 centimetros.

d) 300 centimetros.

e) 325 centimetros.

13. Fac. Albert Einstein-SP — Pedro e Luiza estdo jogando
cartas, sendo que, em cada carta esté escrito algum
numero inteiro e positivo. Cada um inicia o jogo com
5 cartas e informa ao adversario a média dos niumeros
de suas cartas. No inicio do jogo, Pedro avisou que a
média de suas cartas era 6 e Luiza avisou que a média
de suas cartas era 4. Na primeira rodada Pedro passou
uma carta para Luiza e ela passou uma carta para Pedro
que estava escrito o niumero 1.

Se a média das cartas que Pedro passou a ter ficou
igual a 4,8, o nUmero da carta que Pedro passou para
Luiza era

a) 4.

b) 5.

c) 6.

d)7.
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g 14. UPE - A nutricionista de uma escola fez a medicéo da 16. FGV-RJ (adaptado) — Considere quatro nimeros in-
= massa (peso) de alguns alunos para analisar o cardapio  : teiros positivos. A cada um desses quatro nimeros
= escolar e montou a tabela a seguir. Com base nessa soma-se a média aritmética dos outros trés, obtendo-se
= tabela, determine a moda e a média das massas (pesos) como resultados os numeros 48, 42, 32 e 34.

= desses estudantes. :

Quais sao esses quatro nimeros?

pesos (kg) |

1 50
2 40
3 80
4 60
5 65
6 55
7 75
8 45

a) moda = 80 kg e média = 58,75 kg
b) moda = 80 kg e média = 59,72 kg
c) moda = 45 kg e média = 59,72 kg
d) moda = 45 kg e média = 58,72 kg
e) moda = 80 kg e média = 59,75 kg

17. Fuvest-SP — Cada uma das cinco listas dadas € a re-
lacdo de notas obtidas por seis alunos de uma turma
em uma certa prova.

Assinale a Unica lista na qual a média das notas é maior
do que a mediana.

15. Fuvest-SP — Em uma classe com 14 alunos, 8 sdo mu- a)5,5,78,9,10

Ineres e 6 sdo homens. A média das notas das mulhe- b)4,5,6,78,8
res no final do semestre ficou 1 ponto acima da média c)4,5/6,78,9
da classe. A soma das notas dos homens foi metade d)5,5 5 779

da soma das notas das mulheres. Entdo, a média das
notas dos homens ficou mais préxima de

a) 4,3
b)4,5
c) 4,7
d) 4,9
e) 5,1

e) 5, 5,10, 10, 10




ESTUDO PARAO ENEM

18. Enem C7-H28

Preocupada com seus resultados, uma empresa fez um
balanco dos lucros obtidos nos ultimos sete meses,
conforme dados do quadro.

ml N m oIV v ViV

Lucro
((y!

37 33 3% 22 30 35 25

milhdes
de reais)

Avaliando os resultados, o conselho diretor da empre-
sa decidiu comprar, nos dois meses subsequentes, a
mesma quantidade de matéria-prima comprada no més
em gue o lucro mais se aproximou da média dos lucros
mensais dessa empresa nesse periodo de sete meses.

Nos proximos dois meses, essa empresa deverd com-
prar a mesma quantidade de matéria-prima comprada
no més

a) l.

b) Il

c) IV.

d) V.

e) VII.

19. Enem C7-H29

Um produtor de café irrigado em Minas Gerais recebeu
um relatério de consultoria estatistica, constando, entre
outras informagdes, o desvio padrao das producoes
de uma safra dos talhdes de suas propriedades. Os
talhdes tém a mesma area de 30 000 m? e o valor obtido
para o desvio padrao foi de 90 kg/talhdo. O produtor
deve apresentar as informacodes sobre a producgao e
a variancia dessas producdes em sacas de 60 kg por
hectare (10 000 m?).

A variancia das producoes dos talhoes expressa em
(sacas/hectare)? é

a) 20,25

b) 4,50

c) 0,71

d) 0,50

e) 0,25
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20. Enem C7-H27

A avaliagdo de rendimento de alunos de um curso
universitario baseia-se na média ponderada das notas
obtidas nas disciplinas pelos respectivos nimeros de
créditos, como mostra o quadro:

Avaliacao Média de notas (M)

I<M=<10
7=M<9
b<=M<7
3=sM<5h

M <3

~N
<<
)
=
=
=
<
=

Quanto melhor a avaliagdo de um aluno em determina-
do periodo letivo, maior sua prioridade na escolha de
disciplinas para o periodo seguinte.

Determinado aluno sabe que se obtiver avaliacao
“"Bom” ou "Excelente” conseguira matricula nas dis-
ciplinas que deseja. Ele ja realizou as provas de 4 das
5 disciplinas em que estd matriculado, mas ainda ndo
realizou a prova da disciplina |, conforme o quadro.

... Numero de
o | TS
[
I

12

8,00 4

1l 6,00 8
v 5,00 8
V 7,50 10

Para que atinja seu objetivo, a nota minima que ele deve
conseguir na disciplina | é

a) 7,00.

b) 738.

c) 7.50.

d) 8,25.

e) 9,00.




INTRODUCAQ A GEOMETRIA
ANALITICA - AREA DE
POLIGONOS

LOCALIZACAO

Em Geometria analitica, a localizacdo espacial de um objeto pode ser representada
de trés maneiras distintas: unidimensional, bidimensional e tridimensional. Neste
modulo, sao objetos de estudo somente as duas primeiras.

Localizacdao unidimensional

Nesse caso, a posicao do objeto é indicada por apenas uma Unica coordenada.
Por exemplo: imagine uma pista de Férmula 1 sem incluir o pitstop. Assim, os carros
s6 conseguem se locomover sobre uma Unica reta.

Localizacao bidimensional

Nesse modo, a posicao do objeto € sinalizada por um par de coordenadas do
plano. Por exemplo: na batalha naval, um competidor deve acertar os navios do ad-
versario apontando em quais coordenadas do plano eles estao localizados.

Eixo

Chamamos assim a reta orientada com um sentido positivo, com uma origem
arbitrada e uma unidade de medida estabelecida.

Vamos considerar uma reta r e uma unidade (u) de comprimento com a qual se
medem 0s segmentos contidos em r.

Também iremos levar em conta um ponto O arbitrario na reta, o qual chamare-
mos de origem. -

Sejam A e A’ dois pontos de r tais que OA e OA' tenham a mesma medida a,
tomada com unidade u, de modo que A esteja a direita de O e A’ se encontre a
esquerda de O.

Fixamos o sentido de O para A como o sentido positivo e o representamos com

uma ponta de seta.
-

/

A 0] A r
| | |
| | |
—_——
a a

/

_/

Dessa forma, dizemos que os pontos A e A’ estao simétricos, a mesma distancia
ade O.

De modo geral, associa-se a cada ponto de r um Unico numero real, chamado
abscissa do ponto, nimero esse que € positivo para pontos marcados a partir da
origem no sentido positivo. Ele também é negativo para pontos marcados no sentido
contrério, conforme observamos no eixo a seguir.

=

Abscissade P = — 2
Abscissa de Q = +5

Logo, quando queremos localizar pontos em uma reta, transformamos
a reta em um eixo. A localizacdo do ponto é dada pela abscissa dele.

Localizagao
Sistema cartesiano

Area de poligonos

HABILIDADES

Interpretar a localizagdo e a
movimentagdo de pessoas/
objetos no espago tridi-
mensional e a respectiva
representacdo no espago
bidimensional.

Utilizar conhecimentos
geométricos de espaco e
forma na elaboragdo de
argumentos para solucionar
problemas do cotidiano.

Resolver situagdes-
-problemas que envolvam
conhecimentos geométricos
de espago e forma.

MATEMATICA 2
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Importante!

O numero zero real representa a abscissa da origem.
Cada ponto de um eixo tem uma Unica abscissa e,
para cada abscissa, hd um Unico ponto do eixo.

SISTEMA CARTESIANO

Dois eixos x e y perpendiculares entre si, com ori-
gem O comum e localizados no mesmo plano, formam
um sistema cartesiano ortogonal.

Vamos observar no plano cartesiano a seguir a lo-
calizacao dos pontos A e B.

Yy

44

3-_

et oIA

|

B !

4 3 2 .1 91 2 3 a4 x

_’]--

-2¢C

_3__

44

A4, 2)
B(-3,0)
C(0, =2

Os eixos x e y dividem o plano cartesiano em quatro
quadrantes, conforme a figura:

Y
X, <0 X, >0
Y, >0 Y, >0
2°Q 12Q
TI X
0]
30 400Q
X, <0 Xp >0
Y, <0 Y, <0
Observacoes:

I. Um ponto P com ordenada nula (y, = 0) pertence
ao eixo X.
II. Um ponto P com abscissa nula (x, = 0) pertence
ao eixoy.
II1. O segmento PQ, que une os pontos P e Q de mes-
ma ordenada, € paralelo ao eixo x.
IV. O segmento PQ, que une os pontos P e Q de mes-
ma abscissa, € paralelo ao eixo y.

Distancia entre dois pontos

Dados dois pontos A e B pertencentes ao plano
cartesiano xy, a distancia entre eles (d,;) € obtida ao
tracarmos por A e B retas paralelas aos eixos coor
denados xy e aplicarmos o teorema de Pitagoras no
triangulo retangulo ABC obtido, conforme o gréfico:

Ve

Ya

0 X X

dye = AX = x5 — X,

dBC =Ay = |yB - yAl

Aplicando o teorema de Pitagoras, temos:
d’ = dAc2 + dBc2

dA82 N (XB - XA)Z + (yB y yA)2

AB

A férmula do célculo da distancia entre dois pontos
A e B continua valida quando AB é paralelo a um dos
eixos cartesianos, ou mesmo quando A e B coincidem,
caso em que d,, = 0.

Ponto médio de um segmento

Dados dois pontos A(x,, v,) € B(x,, y,) pertencentes
ao plano xy e com extremidades do segmento AB cujo
ponto médio ¢ M(x,, vy, ), obtemos o seguinte:

AM = MB - AM = M'B
Logo:
XM—XAZXB—X

2X,, = X, + X,

M

Analogamente, temos:
M=MB—- A'M =M"B
Logo:

Y~ Ya T Ys T Yy

2Yy =Yat Ve

_ YatVe

Y 2



EXERCICIOS RESOLVIDOS

~N
<T
1. PUC-RJ - Se os pontos A = (—1,0), B=(1,00e C = (x,y) 2. Sistema Dom Bosco — Considere o segmento de reta ,“:’
sdo vértices de um triangulo equilatero, entdo a distancia AB, em que A=(2,3) e B=(-5, 12). Se M € o ponto médio E
entre Ae Cé do segmento AB, quais as coordenadas de M? =
=
a)1 d)+2 <
Resolucao
®)2 &3 v =2
c) 4
Xg=—5
Resolucao Xp+Xg  2+(-5) -3 3
. " W=Tg T2 g 7 WP g
Por se tratar de um tridangulo equilatero (AABC), temos:
. =3
AB=BC=AC Ya
. Yy = 12
Logo, ao calcular a distancia entre os pontos A e B,
obtemos a distancia entre os pontos A e C: VatVs _ 3+12 415 15
WS T T TR e,

dg2 = AX2 + Ay?

Logo, as coordenadas do ponto médio sao:

dy?=(=1-12+(0 - 02
3 {5

de?=(-22=4 — d, =2 M = (—5,7)

Assim, AC = 2.
AREA DE POLIGONOS 4 —36 2

Em Geometria plana, aprendemos a calcular as areas

dos mais diversos poligonos. Em Geometria analitica,
também podemos calcular a drea dos poligonos. Para
tanto, dividimos o poligono em varios tridngulos e utili- 0 +8 +7

zamos a area de um tridngulo como base.

AREA DE UM TRIANGULO

A drea A de um tridngulo ABC corresponde a me-
tade do moédulo do determinante das coordenadas de
seus veértices.

A=0+8+7—-4-35—-2=-26

A:é
2

AREA DE UM POLIGONO

Xa Ya 1 _ ) "
o 1 Por meio da Geometria analitica, podemos encon-
A= Xz Vg 1 A=§'|A| trar a area de um poligono qualquer.
Xe Yo 1 Vamos considerar um poligono convexo A, A,

Dessa forma, dados trés pontos, A(x,, v,), Blx,, ;) €
C(x.. Y,). a érea do triangulo é dada por [AABC =%~A|] .

Observacoes:

* Pontos colineares — ocorrem quando A = 0, ou
seja, se a area do triangulo for zero. Assim, os pon-
tos A, B e C estao alinhados.

Xp Ya 1
A=|xg yg 1|=0
Xe Ye

* Regra do agrimensor — trata-se de um modo pratico
e rapido para calcular A.

A, ..., A, com as coordenadas do vértice dadas por A,
X, ¥, A%, ¥,), .. A (X, y,), lidos no sentido anti-horario.

n'"'n’

Ao dividirmos o poligono em (n — 2) tridngulos, con-

forme figura abaixo, podemos demonstrar que sua érea
€ dada por:

Exemplo:
Sendo A(0, 1), B(4, 5) e C(7, 2), utilizando a regra do A= AP
agrimensor, temos: 2




Sendo o valor de Ap obtido por meio da regra do agrimensor, colocamos as

~N
S coordenadas em sentido anti-horério.
g — _ _
=
=
<
= 1 n
Y
+ T+ T+
AP = XY, T XYy o XY, T Y X Y e T Y X

Observacao: caso os pontos sejam dispostos em uma sequéncia hordria, basta
considerarmos o resultado em maodulo.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

3. Sistema Dom Bosco — Na figura esté representado um 5
triangulo de vértices ABC:
A
4 !
.A 3 ) & B
3 °
2 o /
2¢
1 : y
1 2
4 c C
g)) - 0 1 2 3 4 ®
10 1 2 3 4 5 6
Sabe-se que as coordenadas cartesianas dos pontos A, B e
C séo, respectivamente, A(-2, 3), B(3, 2) e C(1, 0). a) 10
Entéo, é correto afirmar que a area do triangulo ABC cor- b) 11
responde a: @12
a)4 d) 13
(b)s e) 14
c)8 Resolucao
d) 10
e) 12 Primeiramente identificamos as coordenadas dos pon-
5 tos ABCD do quadrilatero.
Resolucao
1 A=(1,4)
A =—.|&
AABC 2 |4 B = (5, 3)
C=(50)
Xa Ya 1 -2.3 1
D =1(0,2)
A=lxg ¥y 1| =| 8 21|=-4+3+0-2-0-9=
Xo Yo 1 7 0ol Para aplicar a regra do agrimensor, podemos usar a
© e seguinte sequéncia anti-horaria: A, D, C e B.
=-12 - - - -
. 4
A = 2 =12
Portanto, A 6.

AABC

4. Sistema Dom Bosco — A drea de um quadrilatero de

vértices A, B, C e D pode ser calculada por meio da relacao Logo:

A=DP - 210415+ 20-0-10-0-3]
2 2

Sendo Ap obtido com base na regra pratica do agrimensor, A= % - (24)

pode-se afirmar que a area do quadrilédtero descrito na figura
corresponde a: Portanto, A = 12.
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INTRODUCAO A GEOMETRIA

ANALITICA

. Sistema
Localizacao .
cartesiano
2:Q V' 1eq
X, <0 X, >0
- . y,>0 y,>0
Unidimensional g '
posicdona _____eta | ] X
0
32Q 4°Q
X, <0 X, >0
Y, <0 Y, <0
Bidimensional .
DISTANCIA ENTRE DOIS PONTOS
. y
posicdono _____plano
e
ol E X
Eixo 0 X, X,
Oae: = AX2 + Ay2
Reta orientada :

em sentido positivo, origem arbitrada

y : : PONTO MEDIO DE UM SEGMENTO
e unidade de medida estabelecida.




ROTEIRO DE AULA
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AREA DE POLIGONOS

AREA DETRIANGULOS AREA DE POLIGONOS

Xa Ya 1 Ap = XY TXY XY TG Y X T Y X

emque A=| Xz Vg 1

Xe Ye 1



EXERCICIOS DE APLICACAO

1. EEAR-SP - O triangulo determinado pelos pontos A(-1,
-3), B(2, 1) e C(4, 3) tem &rea igual a

@
b) 2
c)3
d)6
Utilizando a regra de Sarrus para calcular o determinante, temos:

-1-31]-1-3

A=12 112 1 = _1-12+6-4+3+6=-2 - D=-2
4 31/ 4 3

. 1
Logo, a &rea do triangulo sera dada por: A =§‘\—2\ =1

2. EEAR-SP - O triangulo ABC formado pelos pontos A(7,
3), B(—4,3)e C(—4, -2) ¢

escaleno
b)isésceles
c) equiangulo
d) obtusangulo

Calculando os quadrados das medidas dos lados do triangulo
ABC, encontramos:

A2, =(-4-7)+(3-3)* =121
o2 . =(-4-7)"+(-2-3)’ =146
E também:

d2 . =(-4+4) +(-2-3)" =25
Portanto:

d3 . =d?(A, B)+d?(B, C)

Podemos concluir que o tridangulo ABC é retangulo escaleno.

3. Enem C5-H20

Foi utilizado o plano cartesiano para a representacéao
de um pavimento de lojas. A loja A estd localizada no
ponto A(1; 2). No ponto médio entre a loja A e aloja B
estd o sanitario S, localizado no ponto S(5; 10).

Determine as coordenadas do ponto de localizagao da

loja B.
a) (-3; —6) (@)9; 18)
b) (—6; —3) e) (18;9)
c) (3; 6)
Pelo enunciado, temos:
Xg =9

Portanto, concluimos que B = (9; 18).

Competéncia: Modelar e resolver problemas que envolvem
variaveis socioecondémicas ou técnico-cientificas, usando re-
presentagdes algébricas.

Habilidade: Interpretar grafico cartesiano que represente rela-
coes entre grandezas.

4. FGV-SP — O comprimento do segmento determinado
pelos pontos de intersecao das parabolas de equacoes
y=x?-8x+3 e y=-4x?+2x+3 é:

(a)2va7
b) 3J41
c) %\/@

d)g@
e) 4./45

Calculando, temos:
x=0—->y=3

—4x?+2x+3=%x2-8x+3—>5x?-10x=0— { ou

x=2—->y=-9

d=(0-2)" +(3-(-9))" =148 =237

5. Sistema Dom Bosco — Um arquiteto precisa elaborar
0 projeto de uma casa de praia em um grande ter
reno. Como nao esté no local da construcéo, recorre
ao mapa que indica, por coordenadas cartesianas, a

~
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g
=
=
=
<
=
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s posicdo dos extremos (vértices) do terreno, conforme _ -
E a figura a seguir. :

=

=

<

=

=

=, -|0+ 2400+ 2125-1200-3600-2750 + 800 - 0|

N

= - |2225
5 -[l2225)

Portanto, A = 1112,50 m2.

Os vértices A, B, C e D do quadrildtero possuem as
respectivas coordenadas, em metros: (0, 120); (30, 110);
(25, 80); e (-10, 85).

Logo, a area de terreno que o arquiteto tera para exe-
cutar o seu projeto corresponde a : 6. UPE-Qual é a medida da é&rea e do perimetro do losan-

1 112 5 m? go cujos vértices sdo A(2, 3); B(1, 0); C(0, 3); e D(1, 6)?
b) 2225,0 m? Utilize V10 = 3,2
¢) 4450,0 m? Area = 6 e perimetro = 12,8
d) 440,0 m? b) Qrea = ?Ze peruTwetro = 1(;,243
€) 250,0 m? c) /rea =12e per{metro =22,
. A d) Area = 12 e perimetro = 25,9
Primeiramente, identificamos as coordenadas dos pontos ABCD . ;
do quadrilatero: e) Area = 18 e perimetro = 271
A = (0, 120) : A érea é dada por:
: 1 1
B = (30, 110) : 5 (Ka=Xe) o= va)= 5 -2:6=6
C =(25,80) Por outro lado:
D = (-10, 85) : d(B, C) = Vv +3% = V10 = 3,2
Para aplicar a regra do agrimensor, podemos usar a seguinte se-
quéncia horéria, calculando o médulo de Ap: A, B, C e D. Segue, entdo, que o perimetro mede 4 - 3,2=12,8.
EXERCICIOS PROPOSTOS
7. Feevale-RS — Na figura a seguir, o ponto A representa Considerando quildmetro (km) como unidade de me-
uma praga, e o ponto B, uma livraria. : dida, a menor disténcia entre a praca e a livraria é de
: aproximadamente
Y a) 4 km. d) 7 km.
° . b)5km. e) 8 k.
4 c) 6 km.
4 8. EEAR-SP (adaptado) — Considere os pontos A(2, 8) e
B(8, 0). Qual a distancia entre eles?
2 Bo
A
° 1
X
-4 -3 -2 1 2 3 4 5
-1
-2
-3




9. IFSC - O plano cartesiano representado abaixo mostra o
deslocamento de uma pessoa por 4 pontos diferentes,
no interior do pavilhdo da Oktoberfest. Considere que
essa pessoa partiu do ponto A e formou, com seu traje-
to, segmentos de reta entre os pontos consecutivos A,
B, C e D, nessa ordem. Em uma escala em metros, &
CORRETO afirmar que ela se deslocou

m
40

35
30
25
20

0 5 10 15 20 m

a)5(3J§+5) m. d)2(3ﬁ+7) m.
b)(3J§+5) m. e) 4(3J§+5) m.
c) 53 m.

10. Sistema Dom Bosco - Qual a 4rea de um triangulo
escaleno de vértices A(-1, 2), B(1, 4) e C(3, -1)?

11. EEAR-SP - Considere os segmentos de retas AB e CD,
onde A(0, 10), B(2, 12), C(-=2, 3) e D(4, 3). O segmento

MN, determinado pelos pontos médios dos segmentos
AB e CD, é dado pelos pontos M e N, pertencentes,
respectivamente, a AB e a CD.

Assinale a alternativa que corresponde corretamente
a esses pontos.

a) MG 1) e N(-13)
b)M(-2, 10) e N(-1,3)
c)M(1, -2) eN(1, 3)

d)M(1, 1) e N(1, 3)
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12. UFRGS-RS - Os pontos A(1, 2), B(6, 2) e C sdo os

vértices de um tridangulo equilatero, sendo o segmento
AB a base dele. O seno do angulo formado pelo eixo
das abscissas e a reta suporte do lado BC no sentido
anti-horario é

13. UEFS-BA - Dado um numero complexo z = a + bi,
com a e b reais, define-se afixo de z como o ponto do
plano complexo de coordenadas (a, b). Sejam A, B e
C os afixos dos numeros complexos z, = 14 + 4i,
z, =6 -2iez, =16 - 2i. A area do tridngulo de
vértices A, Be C é
a) 18.

b) 24.
c¢) 30.
d) 36.
e) 40.

14. UPF-RS - Na figura abaixo, esta representado um trian-
gulo retdngulo em que os vértices A e B pertencem ao

gréafico da funcéo f, definida por f(x) = 27% — 2.

X
\\ 0 1

Como indica a figura, a abscissa do ponto B é 1, a orde-
nada do ponto A € 2 e os pontos A e C tém a mesma
abscissa. A medida da area do triangulo ABC é

21 3 21
- b) — d) 12 —
a) 5 )2 c) 6 ) e) 2




15. UDESC - Seja r uma reta passando por um ponto A e

seja P um ponto nao pertencente a reta, de tal forma
que a distancia entre os pontos P e A seja de 4 unidades
de comprimento e o angulo formado entre aretare o
segmento AP seja de 30 graus, conforme a figura abaixo.

Reta r e pontos

Sabendo-se que a equacdo daretaréy = 3eque areta
que passa pelos pontos A e P corta o eixo y no ponto
(0, 2), entdao a soma dos quadrados das coordenadas
do ponto P é igual a:

a) 34 d) 52

b) 12 e) 45

c) 4

16. UERJ - Considere o gréafico a seguir, em que a éarea

S é limitada pelos eixos coordenados, pela reta r, que
passa por A(0, 4) e B(2, 0), e pela reta perpendicular ao
eixo x no ponto P(x,, 0), sendo 0 < x, < 2.

r

C
ol T X

Para que a drea S seja a metade da area do triangulo de
vértices C (0, 0), A e B, o valor de x, deve ser igual a:

a) 2-2
b) 3-42
c) 4-2
d) 5-2
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17. Unicamp-SP - Sejam ¢ um nUmero real e f(x) = x2 —
— 4x + ¢ uma funcao quadréatica definida para todo nu-
mero real x. No plano cartesiano, considere a parabola
dada pelo gréafico de y = f(x).

a) Determine ¢ no caso em que a abscissa e a ordenada
do vértice da pardbola tém soma nula e esboce o
respectivo grafico para 0 < x < 4.

o~
<
=
=
=
=
<
=

Y

b) Considere os pontos de coordenadas A = (a, f(a))
e B = (b, f(b)), onde a e b sdo nimeros reais com
a < b. Sabendo que o ponto médio do segmento AB
é M = (1, c), determine a e b.

ESTUDO PARAO ENEM

18. Enem C2-H9

Observou-se que todas as formigas de um formigueiro
trabalham de maneira ordeira e organizada. Foi feito um
experimento com duas formigas e os resultados obtidos
foram esbogcados em um plano cartesiano no qual os
eixos estdo graduados em quilémetros. As duas formigas
partiram juntas do ponto O, origem do plano cartesiano
xQy. Uma delas caminhou horizontalmente para o lado
direito, a uma velocidade de 4 km/h. A outra caminhou
verticalmente para cima, a velocidade de 3 km/h.

Apds 2 horas de movimento, quais as coordenadas
cartesianas das posicées de cada formiga?

a) (8; 0) e (0; 6). d) (0; 8) e (6; 0).
b) (4, 0) e (0; 6). e) (0; 4) e (3; 0).
c) (4;0) e (0; 3).
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19. Enem C2-H9
Devido ao aumento do fluxo de passageiros, uma em-
presa de transporte coletivo urbano estd fazendo es-
tudos para a implantagdo de um novo ponto de parada
em uma determinada rota. A figura mostra o percurso,
indicado pelas setas, realizado por um Onibus nessa
rota e a localizacdo de dois de seus atuais pontos de
parada, representados por P e Q.

' I |

3204 -- -15

ra

15

'z

201 --+79 = —JE
0 30 550 X

Os estudos indicam que o novo ponto T deveré ser insta-
lado, nesse percurso, entre as paradas ja existentes P e
Q, de modo que as distancias percorridas pelo 6nibus en-
tre os pontos P eT e entre os pontos T e Q sejam iguais.
De acordo com os dados, as coordenadas do novo pon-
to de parada sao

a) (290; 20). d) (440; 0).
b) (410; 0). e) (440; 20).
c) (410; 20).

20. ESPM-SP (adaptado) C5-H20

Através das equacoes polinomiais, podemos modelar
graficamente vérios tipos de funcdes matematicas.
A figura abaixo representa os gréaficos das funcoes
f(x) = x?+ 1 e g(x) = 2*. A 4rea do quadrilatero ABCD
¢ igual a:

a)2,0
b) 1,5
c) 0,5
d)2,5
e) 1,0
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ESTUDO DA RETA - EQUACAO
FUNDAMENTAL DA RETA E
OUTRAS EQUACOES

MATEMATICA 2

INCLINACAO DE UMA RETA

Dados um plano cartesiano e uma reta r concorrente com o €ixo X, chamamos
Inclinagdo de uma reta de inclinacdo de r a medida « do angulo que r forma com o eixo x. Esse angulo é
Equagao fundamental medido do eixo x até a reta r no sentido anti-horario.
dareta
Outras equacdes da reta Propriedades importantes
1. Se duas retas de um plano cartesiano séao paralelas, suas inclinacées sao

HABILIDADES iguais.

Interpretar a localizagdo e a
movimentag&o de pessoas/ Y
objetos no espaco tridi-
mensional e a respectiva
representacdo no espago
bidimensional.

Utilizar conhecimentos
geométricos de espaco e
forma na elaboragdo de
argumentos para solucionar
problemas do cotidiano.

o

1/ s« 0 = o
2. Se duas retas sdo perpendiculares, a diferenca entre suas inclinacoes é
de 90°.

rlse o, —ol=290°



Coeficiente angular de uma reta

Também chamado declividade de uma reta r, ndo
paralela ao eixo y, o coeficiente angular é definido
como a tangente da inclinacdo de r em relacédo a hori-
zontal, sendo indicado por m.

Observe os casos possiveis:

e Para 0°<a < 90°

m = tg o Portanto, m > 0.

e Parao =0°

<]

m = tg o Portanto, m = 0.

e Para 90° < a < 180°

m = tg o Portanto, m < 0.

No caso em que r é paralela ao eixo y, o coeficiente
angular de r nao é definido, pois ndo h& tangente
estabelecida para tal angulo.

Calculo do coeficiente angular de uma reta

Considere no plano cartesiano a reta ndo paralela ao
eixo y, determinada por dois pontos, A(x,, y,) e B(xg, y;),
com x, # X, conforme a figura a seguir.

Assim, o coeficiente angular (m) da reta é dado pela
seguinte relacao:

m=Ye~Ya

Xg = Xa
Podemos observar as seguintes situacoes:
e Para 0°< o < 90° a funcao é crescente e m > 0.
e Para o = 0° a funcao é constante e m = 0.
e Para 90°< o< 180° a funcdo é decrescente e m < 0.
e Para oo = 90° néo existe tg 90°. Logo, m nao
esté definido.

Conclusao:

Em qualguer um dos casos, o coeficiente angu-
lar da reta é dado pela razao entre a diferenca das
ordenadas (Ay) e das abscissas (AX).

CONDICAO DE ALINHAMENTO PARA
TRES PONTOS

Podemos verificar se trés pontos estdo alinhados
analisando o coeficiente angular do segmento de reta
gue 0s une.

Quando os coeficientes angulares dos segmen-
tos de retas que unem trés pontos séo iguais (m,, =
M), podemos afirmar que os pontos sao colineares.

EQUACAO FUNDAMENTAL DA RETA

Ao conhecermos um dos pontos da reta e sua di-
recao, podemos determinar sua equacéao.

* 1°caso: a reta tem coeficiente angular m.

Seja r uma reta do plano cartesiano que passa pelo
ponto Q(x,, y,) € tem coeficiente angular m. Para deter

minarmos a equacao dessa reta, consideramos um pon-
to P(x, y), fazendo-o ter a propriedade caracteristica de r.
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Px,y)e rem,,=m

Entdo, m= Y~Yo |ss0 nos leva a equacao funda-
X —Xg

mental der.
y—y0=m(x—x0)

e 2°caso: a reta ndo tem coeficiente angular (r // y).

Seja r uma reta do plano cartesiano que passa
pelo ponto Q(x, y,) e tem inclinagdo de 90°. Para
determinarmos a equacao dessa reta, consideramos
um ponto P(x, y), fazendo-o ter a propriedade carac-
teristica der.

Entéo: x = x,.

Essa equacao obtida é a equacao de r.

Por exemplo, para obtermos a equacao da reta que
passa pelo ponto A(5, 3) e € paralela ao eixo y, x = X,.
Isto é, x = 5 é a equacao da reta.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Sistema Dom Bosco — A reta r passa pelos pon-
tos A(3, 7) e B(5, 12). Sendo a tangente do angulo o
formada pela reta com o eixo das abscissas igual a
m, pode-se afirmar que o coeficiente angular da reta
corresponde a:

a)—-15
b)+15
=2,
‘+25
=3B
Resolugao
Ay =y,-y,=12-7=5
AX =X;=X,=b-3=2
tga=m = Ay —m= o
Ax 2

Portanto, m = 2,5.

2. Sistema Dom Bosco — Para que os pontos A(—5, —2),

B(1, 0) e C(x., 1) pertencam a mesma reta, pode-se afir
mar que

a)x =10

b)x =8

c)x =6

(@ =4

e) Indiferente ao valor de x, 0s pontos jamais estarao
alinhados.

Resolucao

Para que os pontos estejam alinhados, A = 0. Logo,
escrevendo as coordenadas de A, B e C, obtemos:

Aix,=—-5ey, =—-2
B:x,=+1ey,=0

Cix.ey. =1

Xo Ya 1
A=| Xz Yg 1[=0

Xe Yo 1

=5 21
+1 0 11=0 50-2x,+1-0+5+2=0
Xe 1.1

—2x. =8

Portanto, x. = 4.

Equacao geral da reta

Vamos considerar trés pontos distintos, A(x,, v,),
B(x,. yg) € P(x, y), de uma reta r qualquer.

Uma equacado de r pode ser obtida por meio de
uma regra pratica conhecida como regra do agrimen-
Sor, uma vez que, por pertencerem a mesma reta, os
pontos sao colineares. Com isso, temos:

\ \/\/ ﬂ

XXX

/ /\/\ \

XY, + XY T XY = XY = XY, - Xy, =0
(Va = Vel + (g =3y + Ky =xgy,) = 0

Ao calcularmos
Vi~ VYg = @ Xz — X, = Dbexy, -xy, =c
temos a equacao geral da reta:
ax +by +c=0

Observacoes:

. Sea=0,temosquey, =
a reta é paralela ao eixo x.

Il. Se b = 0, temos que X, = Xg. Assim, a reta
€ paralela ao eixo y.

Ill. Se ¢ = 0, a reta passa pela origem, pois
(0, 0) € uma solucéo de ax + by = 0.

Y- Desse modo,

Equacao reduzida da reta
A equacao reduzida da reta é descrita por:
y=mx+n

Com base na equacéo geral da reta, podemos es-
crever sua equacgéao reduzida:

ax +by+c=0 — by=-ax-c —

yz_gx—% (desde que b = 0)



Logo, os coeficientes m e n, que, na forma redu-
zida da reta, sao fornecidos diretamente na equacéo,
podem ser obtidos por meio da seguinte relacdo na
equacao geral da reta:

a
m=—-—
b
-
b

Jé as retas com inclinacdo de 90° (paralelas ao
eixo y) ndo tém equacao na forma reduzida.

Equacdo segmentaria da reta
No gréafico a seguir, a reta r intercepta os eixos
cartesianos nos pontos P(p, 0) e Q(0, g), comp - q = 0.

Y

r

\ Q(, )

o] P(p, 0)

'\ X

]

A partir da equacdo daretar: gx + py = pq.

Ao dividirmos ambos os membros por pq, obtemos:
X, PY_Pa
pg pg pq

EXERCICIOS RESOLVIDOS

3. Sistema Dom Bosco — Qual a equacéo geral da reta que
passa pelos pontos A(1, 4) e B(3, 2)?

Resolucao

Como os pontos pertencem a mesma reta, estao ali-
nhados. Logo, para encontrar a equacao geral da reta,
aplicamos a regra pratica.

N\ \/\ﬂ ﬂ

XXX

% /\/\ \

X 3 X

y 2y

-4 +2+3y-y-12-2x=0 — 2x +

+2y-10=0

Finalmente, encontramos a equagao segmentaria

daretar:
§+X=’|
q

~N
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Importante!

Os denominadores de x e y na equacao seg-
mentéria sao, respectivamente, a abscissa do pon-
to em que r intercepta o eixo x e a ordenada do
ponto em que r intercepta o eixo y.

Equacdo paramétrica da reta

Vamos considerar uma reta r nao paralela a al-
gum dos eixos cartesianos que passa pelos pontos
Alx,, v,) e Blxg, yg).

As equacoOes paramétricas da reta sao descritas da
seguinte maneira:

X =X, +1(Xg = X4

y=Ya+t(ye—Va)

Observacoes:

e O t na equacado paramétrica corresponde a
um numero real e € denominado parametro
das equacoes.

® Ao isolarmos o numero t e igualarmos as
equacoes, obtemos a equacao geral da reta.

Dividindo todos os membros da equacao por 2, obte-
mos a equacao geral da reta:

x+y-5=0

4. Sistema Dom Bosco — Qual a equacao reduzida da reta
que possui inclinacao de 45° com o eixo horizontal e corta
0 eixo y no ponto A(0, 4)?

Resolucao

O coeficiente angular da reta m corresponde a tangente
do angulo a.

m = tgo = tg 45° =1

Escrevendo a equacéao reduzida da reta, temos:
y=mx+g

q = 4 (termo independente)

y=1-x+4

Portanto, y = x + 4.
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ROTEIRO DE AULA

EQUACAO FUNDAMENTAL

DA RETA

Teoria angular

Equacao fundamental

y —

alinhados

Trés pontos estao
coeficiente angular

emumareta

o= mx = x,)

Dados um plano cartesiano e uma reta r con-
corrente com o eixo X, chama-se inclinagao

nao vertical quando o

que r

das retas que passam por eles, agrupados dois a dois, dera medida & do angulo
é 0 Mesmo forma com o eixo x. Esse angulo é medido do
' ! eixo x até aretar no sentido anti-horério
Yy
Yy
r
o
ol
'," o,y ‘,' Oge o X
] ; !
o * 0° < a<90°
Figura 1

O coeficiente angular de uma reta r é a

tangente da inclinacdo da reta.

Ye

~<
@
|
<
>

o '
L)
B S SR
Xg = Xa
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m = Ye=Ya ﬂ

Xg = Xp AX
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OUTRAS EQUACOES DA RETA

Equacao geral da reta Equacao reduzida da reta
ax + by +c -0 y = mx +q
Equacao segmentaria da reta Equacao paramétrica da reta
L

X, + Xy = x,)

p'a : . =

Yo+ tlyg=v,)
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EXERCICIOS DE APLICACAO

1. Enem C5-H20

Um sitio foi adquirido por R$ 200.000,00. O proprie-
tério verificou que a valorizagdo do imével, apds sua
aquisicao, cresceu em funcdo do tempo conforme o
grafico e que sua tendéncia de valorizacdo se manteve
nos anos seguintes.

y (R$)

Vi

240.000
200.000

x (ano)

O valor desse sitio, no décimo ano apds sua compra,
em real, seré de

a) 190000 (d)400000
b) 232000 e) 500000
¢) 272000

Contando que os pontos (0; 200000), (2; 240000) e (10, y,) estéo
alinhados, teremos A = 0.

0 2 10 0

200000 240000 vy, 200000

2y, + 200000 - 400000 — 240000 =0
y, = R$ 400.000,00

Competéncia: Modelar e resolver problemas que envolvem varia-
veis socioecondmicas ou técnico-cientificas, usando representacoes
algébricas.

Habilidade: Interpretar gréfico cartesiano que represente relagoes
entre grandezas.

2. Unifenas-MG (adaptado) — Uma reta passa pelos
pontos (5; 7) e (—2; 9). Qual é o coeficiente angular da
equacao de reta?

2
a) 7
-2
(b))~
7
c) 9

d 7
2

Temos:

Ay =Ygy, =9-7 =2

AX=Xg— X, = —=2-5 =-7

Assim,

A -2
tgo=m=—" ->m = —
A 7

Portanto, o coeficiente angular da equacédo da reta é m= R

3. Enem C6-H25
Os procedimentos de decolagem e pouso de uma ae-
ronave sao os momentos mais criticos de operacao, ne-
cessitando de concentragdo total da tripulagdo e da torre
de controle dos aeroportos. Segundo levantamento da
Boeing, realizado em 2009, grande parte dos acidentes
aéreos com vitimas ocorre ap6s iniciar-se a fase de des-
cida da aeronave. Desta forma, € essencial para os proce-
dimentos adequados de seguranca monitorar-se o tempo
de descida da aeronave.

A tabela mostra a altitude y de uma aeronave, registrada
pela torre de controle, t minutos apds o inicio dos proce-
dimentos de pouso.

Considere que, durante todo o procedimento de pouso, a
relagdo entre y e t € linear.

tempo t

. 0 5 10 15 20
(em minutos)

altitude y
(em metros)

10000 8000 6000 4000 2000

Disponivel em: <www.meioaereo.com>.

De acordo com os dados apresentados, a relacdo entre
y e t é dada por

a)y = -400t
b)y = —2000t
c)y = 8000 - 400t

(d)y = 10000 - 400t
e)y = 10000 - 2000t

Analisando a tabela e escrevendo a equacéo reduzida da reta
y = mx + g, obtemos:
q=10000ex =1t
Como o ponto (20, 2000) pertence a reta, podemos escrever:
y=mx+qg — 2000=m-20+ 10000 —- m = -400
Logo, y = - 400t + 10000.

Competéncia: Interpretar informacgdes de natureza cientifica e social
obtidas da leitura de gréficos e tabelas, realizando previséo de tendéncia,
extrapolacéao, interpolagédo e interpretacéo.

Habilidade: Resolver problema com dados apresentados em tabelas
ou gréficos.

4. Unioeste-PR — Duas retas, y = ax ey = bx + ¢, com
a, b e c constantes reais, encontram-se no ponto (3, 2).
Sabe-se ainda que b = —3a. Assim, € CORRETO afirmar
que as equacdes das retas sao
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y=§x e y=-2x+8

b) y:%x e y=-3x+2
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c) y:%x e y=-3x+2

d) y=-x e y=3x-3 :
Jy=-xey=3x 6. PUC-RJ (adaptado) — Sejam r e s as retas de equagdes

e) y=3x e y=-9x+2 )
, respectivamente, represen-

x b
: y=x-2ey=-—_-+—

Como as retas se encontram no ponto (3, 2) e b = - 3a, temos: : 2 2
y = ax tadas no gréfico abaixo. Seja A o ponto de intersecéo
: das retas. Sejam B e C os pontos de intersecdo de r e

s com o eixo horizontal, respectivamente.

2=3a — a=

b=-3a=-3- - b=-2

WIN wIN

Y

y=bx+c—»> 2=-2-3+¢c - ¢c=2+6 — c=38
Logo, as equacdes sédo:

y=ax — y= Zx
3

y=bx+c— y=-2x+38

X
Qual a é4rea do triangulo ABC?
Pela equagéo da reta r, obtemos as coordenadas de B:
J x-2=0 - x=2 — B(20)
5. Unisinos-RS - A equacéo da reta que passa pelos pon- Pela equagao da reta s, obtemos as coordenadas de C:
tos A e B da figura abaixo é dada por: _§+g S0 5 —2x=-5-2 5 x=2 — C50)

O ponto A corresponde a intersecdo das retas r e s, sendo obtido
pela resolucédo do sistema a seguir:

S It 5 — x=3ey=1 = A@3))

Localizadas as coordenadas de A, B e C, conforme o gréfico, cal-
culamos a area do triangulo solicitada.

o
o, 4 40 R,

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 6 7 y
1 r
) s
: B(3, 1)
a2y -7x =11 : ;
(b)2x - 7y = ~11 § 1
c)2x -7y =1 : A2, 0) C(5, 0)
d)2x -3y = -5 1 | | N
e)2x -3y =1 : 3
A equacao da reta é obtida por:
1= 3-1 - (22)) A:ﬂ
4 5-(-2) : 2
: Portanto, A = 1,5.
7y-7=2x+4

Portanto, 2x — 7y = -11.




3 EXERCICIOS PROPOSTOS
= :
E 7. EEAR-SP (adaptado) — A equacédo fundamental da : Considerando as seguintes retas: r, determinada pelos
E reta r que passa pelo pontos A(0, 1) e B(6, 8) é dada por pontos A e B; s, pelos pontos B e C; t, pelos pontos
= aly—7x—1=0 : C e D; e u, pelos pontos D e E, cujos coeficientes an-
b)y — 6x — 4 = 0 : gulares sao, respectivamente, a, a_, a, € a,, € correto
Y : afirmar que
c)y—%x—1=0 a)a <a,<a <a,

bja <a <a <a,
cla,<a <a <a,
dja,<a <a <a
e)la,<a <a <a

u t r s

6
~2x-1=0
d)y-5x

9. Imed-RS - Dadas as equacgdes das retas (1): x — 2y —
10 =0¢€(s):3x + 2y — 6 = 0, representadas no mesmo
sistema de coordenadas cartesianas, pode-se afirmar que
a abscissa do ponto de intersecdo entre as retasre s é:

a) -3
b) =2
c) 2
d) 4
e)6

8. PUC-RS - O gréfico abaixo representa a evolugdo popu-
lacional de Porto Alegre entre os anos de 1992 e 2010.

Porto Alegre
1600000
D E
. _—e—— o
A
1200000
I
>
800000
400000

0
1992 1996 2000 2004 2008 X

Fonte: IBGE. Censo Demogréfico 1991, Contagem Populacional 1996,
Censo Demogréfico 2000, Contagem Populacional 2007 e
Censo Demogréfico 2010.




10. UFRGS-RS - A representacdo geométrica das retasr e 11. Unicamp-SP - No plano cartesiano, a equacao |[x —y| = >
s encontra-se desenhada no sistema de coordenadas = |x + y| representa 2
cartesianas na imagem a seguir. § a) um ponto. 'S

H [
b) uma reta. "E?

c) um par de retas paralelas.
d) um par de retas concorrentes.

21

Assinale a alternativa que apresenta o sistema de equa-
coes lineares que pode representar as retas r e s da

imagem acima. 12. PUC-RJ - Considere os pontos A = (0, 6) e B = (12, 0).

—2x+3y=4 -xX+2y=3 : Tomamos um ponto P sobre o segmento de reta AB.
a) d) _6 : Considere o retdngulo R com um vértice na origem, um

5x +by =1 X+ty= : vértice em P e lados sobre os eixos x e y, conforme a

: figura abaixo.

—X-y=2 X-y=2 :
b) Y e) g y

X+y=1 X+y=0 :

-X+y=4 6 |A
c) :

X+y=06

P
B
0 12 X

a) Encontre a equacgao da reta r que passa pelos pontos
AeB.

b) Sejam (x, y) as coordenadas do ponto P Escreva,
em fungao apenas de x, uma féormula para a area
do retangulo R.

c) Qual é a maior &rea possivel para o retangulo R?
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13. FGV-SP - Os pares (x, y) dados abaixo pertencem a

uma reta (r) do plano cartesiano:

X 4 -2 0 2 4
Y B4 -14 -4 6 16

Podemos afirmar que

a) a reta (r) intercepta o eixo das abscissas no ponto
de abscissa (— 4).

b) o coeficiente angular da reta (r) é — 5.

c) a reta (r) determina com os eixos cartesianos um
triangulo de area 1,6.

. 4
d)y seré positivo se, e somente se, x > 5
e) A reta (r) intercepta o eixo das ordenadas no ponto

. 4
de abscissa 5"

14. UFPR - Considere os conjuntos de pares ordenados

C=1{-2,2), 1,1, 14, 0,1, 0,5 eQ ={46),
(5,0), (5, 3), (6, 5), (7. 1)}

Diremos que a reta r separa os pontos dos conjuntos
C e Q qguando nenhum elemento de C esté a direita
da reta r e nenhum elemento de Q estd a esquerda
daretar.

Na figura abaixo, podemos ver que a reta de equagéao
y = 3x — 2 separa o0s pontos de C e Q. Por outro lado,
areta de equacdoy = —x + 4 ndo separa os pontos de
C e Q, pois o par ordenado (1, b) pertence ao conjunto
C e esté a direita dessa reta.

ol
o
~

a) A reta de equagédo y = 2x +1 separa os pontos dos
conjuntos C e Q? Justifique sua resposta.

b) Para quais valores de a € R a reta de equacgao
y = ax — 3 separa os pontos dos conjuntos C e Q?




15. UEMG - No gréfico representado a seguir, uma das
retas esbocadas tem inclinacao igual a — 3 e a outra

o 1 . )
reta, inclinagao igual a 7 Sabendo-se disso, a area

(em unidade de area) da regiao hachurada é

y
2
1 X
a) 6 u.a. b) % ua. c) ? ua. d) ? u.a.

16. UDESC - Considere o prisma triangular com 8 u.c. de
altura e a base sendo um tridngulo ABC cujos vértices
sdo o0s pontos de intersegdo das retas 2y = x,y + x =3 e
3y = ax, com a e R*. Se o volume desse prisma trian-
gular € 12 u. v., o valor da soma das abscissas dos
vértices do triangulo ABC é:

a)b c)4 e)1
b) 2 d)3
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e :
< 17. UFRGS-RS - Os pontos A, B, C, D, E e F determinam NG
E um hexagono regular ABCDEF de lado 1, tal que o ponto c)y=—X+-—
= A tem coordenadas (1, 0) e o ponto D tem coordenadas : 2 2
= (=1, 0), como na figura abaixo. :
= gy B, B
Y é 3" 3
c 11 B
V3
e)y=—x——
)y 5
D A
-1 0 1 N
E ~1 F
A equacao da reta que passa pelos pontos Be D é
a) y=+/3x
b) y = EX +£
3 3
ESTUDO PARAO ENEM )
18. Enem C5-H20 Esse conjunto é dado pelos pares ordenados (x, y) € Nx N,
Para criar um logotipo, um profissional da area de tais que
design grafico deseja construi-lo utilizando o con- a)0=x=y=10
junto de pontos do plano na forma de um triangulo, b)0=y=x=10

exatamente como mostra a imagem.
¢ c)0=x=100=y=10

do=x+y=10

y
e)0=x+y=20
15
10
[ X )
[ X X ]
[ X X X ]
o000
5 9-0-0-0
0000000
o000 00O0OS
0000 O0OGOOS
0000000O0C0CS X
-15 -10 -5 ol 5 10 15
-5
-10
-15

Para construir tal imagem utilizando uma ferramenta
grafica, serd necessario escrever algebricamente o con-
junto que representa os pontos desse grafico.




19. Enem C5-H22

Para uma feira de ciéncias, dois projéteis de foguetes,
A e B, estdo sendo construidos para serem lancados.
O planejamento é que eles sejam lancados juntos, com
0 objetivo de o projétil B interceptar o A quando esse
alcancar sua altura méaxima. Para que isso aconteca,
um dos projéteis descrevera uma trajetéria parabdlica,
enguanto o outro ird descrever uma trajetéria suposta-
mente retilinea. O grafico mostra as alturas alcancadas
por esses projéteis em fungao do tempo, nas simula-
coes realizadas.

Altura (m)
~

Com base nessas simulagdes, observou-se que a tra-
jetdria do projétil B deveria ser alterada para que o ob-
jetivo fosse alcangado.

Para alcancar o objetivo, o coeficiente angular da reta
que representa a trajetoria de B devera

a) diminuir em 2 unidades.
b) diminuir em 4 unidades.
c) aumentar em 2 unidades.
d) aumentar em 4 unidades.
e) aumentar em 8 unidades.

20. IFSul-RS (adaptado)

Observe a figura abaixo, na qual estéo representadas

algumas ruas de Pelotas.
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Considere que:

1. As larguras das ruas sejam despreziveis e o lado de
cada quadra seja 01 (uma) unidade de medida;

2. Todas as quadras sejam quadradas de dimensodes
iguais;
3. Arua Gomes Carneiro seja o EIXO DAS ABSCISSAS,;

4. A rua XV de Novembro seja o EIXO DAS ORDE-
NADAS;

5. O cruzamento das ruas Tiradentes e Mal. Deodoro
seja o PONTO A;

6. O cruzamento das ruas AlIm. Tamandaré e Gongalves
Chaves seja o PONTO B.

A equacéao da reta que passa pelos pontos Ae B é

ajx+y+1=0
b)x+y-1=0
c)x-y-1=0
djx-y+1=0
eJx+y+2=0




POSICAQO RELATIVA ENTRE
RETAS E DISTANCIA
ENTRE PONTO E RETA

MATEMATICA 2

POSICOES RELATIVAS DE DUAS RETAS

Retas paralelas distintas Posicdes relativas de
Duas retas com diferentes coeficientes lineares formam angulos congruentes duas retas
em relacdo ao eixo x (abscissa), ou seja, ambas tém o mesmo coeficiente angular. Férmula para calculo da
Desse modo, elas séo denominadas retas paralelas entre si. distancia entre o ponto e
areta
4 Inequagdes do 1°- grau no
lano cartesiano
Ay p
;
HABILIDADES
s Interpretar a localizagdo e a
- A N\ movimentagao de pessoas/

o] : e
) M objetgs no espago tr|d'|—
mensional e a respectiva
& representagdo no espaco
bidimensional.

a, Utilizar conhecimentos
geométricos de espago e
forma na elaboragdo de
argumentos para solucionar
problemas do cotidiano.

J Aplicar conhecimentos
r//s < m=m e n#n algebricos/geométricos
de espago e forma na
A elaboragdo de argumentos
RetaS pal'a|E|aS COII‘ICIdentES para solucionar problemas
Duas retas com o mesmo coeficiente angular e o mesmo coeficiente linear sdo do cotidiano.

denominadas retas coincidentes, conforme o gréfico: Resolver situagdes-

7 -problemas que envolvam
conhecimentos geométricos
de espago e forma.
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Retas concorrentes

Duas retas com diferentes coeficientes angulares e
um ponto de intersecao P, podendo ou nao ter o mesmo
coeficiente linear, sdo denominadas retas concorrentes.

Observacoes:

e Se alguma das retas for paralela a algum dos
eixos coordenados, a resolucao do sistema
se torna imediata.

e Se as retas forem concorrentes em um ponto P,
para obter esse ponto, basta resolvermos o sis-
tema formado pelas equacoes der e s.

Retas perpendiculares entre si

Duas retas concorrentes que formam 90° entre si,
nao paralelas ao eixo y, sdao denominadas retas per-
pendiculares.

rls—o =o +90°

1
Comom =tga,m = -——.
m

S

Llogo,rls—m_-m =-1.

EXERCICIO RESOLVIDO

1. Unioeste-PR - Os valores de k para que as retas
2x + ky = 3 e x +y = 1 sejam paralelas e perpendicu-
lares entre si, respectivamente, sao:

3
-— el
a) 2e

b)-1e 1.
c)le-1.
d)-2e?2.

(e)2e-2.

Resolucao

Para que as retas r e s sejam paralelas, seus coefi-
cientes angulares devem ser iguais. Assim:

2
r2x +ky=3 — ky=-2x +3 —>y=—?X+3

Portanto, m, = —%.

ssxty=1 > y==x+1

Dessa forma, m_ = - 1.
m, = m,

2
- = _ ’I

k
Logo, k = 2.
Para que as retas r e s sejam perpendiculares,
m,-m =-1

2

Assim, —— - (=1) = -1.

ssim, — (=1)
Entao, k = - 2.

FORMULA PARA CALCULO DA
DISTANCIA ENTRE O PONTO E A RETA

A distancia de um ponto P a uma reta r corresponde
a projecao ortogonal do ponto P a retar.

Dados um ponto P (><p, yp) earetar (ax + by +
+ ¢ = 0), temos:

Assim:

J- |ax, + Dby, + ¢

Ja+b



Observacao:

A distancia de P é igual ao médulo do valor nu-
meérico obtido ao substituir as coordenadas de P
no 12 membro da equacéo geral de r, dividido por

Ja+b.

Exemplo:

Vamos calcular a distancia do ponto P(3, 4) a reta
r (x +y — 3 = 0) utilizando a férmula para calcular
a distancia do ponto a reta:

rx+y—-3=0—->a=1b=1,c=-3

P (3, 4) =X, =3,Y, =4

g_lXorbyetd 1 3+14-3 4
Ja+b J1+1 V2

Portanto, d = 2/2.

Chamamos de inequacoes do 1° grau as inequa-
¢oes do tipo ax + by + ¢ > 0, em que:

* a, b e ¢c sdo constantes reais;
® X ey sao variaveis reais.

CASOS PARTICULARES
e a=0eb=0

Exemplo:

Vamos representar no plano os pontos que satis-
fazem a condicdoy — 2 < 0:

y—2<0 5>y<2

c az0eb=0

Exemplo:

Vamos representar no plano os pontos que satis-
fazem a condicdo 3x — 2 > 0:

N | W

3x—220 — 3y=22 — x2

Exemplos:
1.0x + 0y + 3> 0.

A condicédo é satisfeita por todos os pontos
P(x, y) do plano cartesiano.

2.0x+ 0y —3>0.

Nenhum ponto do plano cartesiano pode satisfa-
zer a essa condicdo, portanto, ela representa um
conjunto vazio.

CASO GERAL

Agora analisaremos 0s casos em que as constantes
reais a e b ndo séo nulas.

Vamos considerar uma reta r do plano cartesiano
de equacdoax + by +c(@a#0eb=0).

Vamos considerar também a equacao reduzida de
r (y = mx + g), sendo P(x,, y,) um ponto de r, sabendo
quey, = mx, + d.

Agora levaremos em conta, no plano cartesiano, um
ponto A(x,, y,), situado “acima” de r, e um ponto B(xg, y,),
situado “abaixo” de r, de modo que x, = X, = X,, eém que
X, € a abscissa de um ponto P(x,, y,) da retar.

Ao analisar o grafico, concluimos que:
® para todos os pontos P(x, y) do plano situados
“acima” de r, vale a relagdo: y > mx + q.

e para todos os pontos P(x, y) do plano situados
"abaixo” der, vale a relagao: y < mx + qg.




EXERCICIOS RESOLVIDOS

o~
<
\g 2. Sistema Dom Bosco — Represente no 3. Sistema Dom Bosco — Represente no
= plano cartesiano os pontos que satisfazem plano cartesiano os pontos que satisfa-
= a seguinte condicao: 3x +y — 5> 0. zem a seguinte condicdo: x — vy + 4 > 0.
= Resolucao Resolucio
3Xx+y—-—5>0 - y>—-3x+5 X—y+4>0 - —y>-x—4 —
Sendoraretade equacdoy = —3x+5(ou —>y<x+4

3x + y — 5 = 0), os pontos que sa-
tisfazem a condicdo y > —3x + 5 (ou
—3x +y + 5 = 0) sdo aqueles situados
“acima” de r, reunidos com os pontos
de r, em um semiplano fechado.

Sendo r a reta de equacdoy = x + 4
(oux —y + 4 = 0), os pontos que sa-
tisfazem a condicdo y < x +4 (ou x —
— vy + 4 > 0) sdo aqueles do semiplano
abaixo de r, em um semiplano aberto.

y
r Y
Y% L —
5 /
5 R Ny
4 7 oL )
3 o Y &LJD _ N
|
2
' 243 2el o T2 X
-1
-1 0] 1 384 5 X

Ao observar os dois exercicios anteriores, notamos que o semiplano fechado
contempla os valores da reta ax + by + ¢ = 0, enquanto o semiplano aberto nao
contempla os valores da reta.

Para descobrir se o semiplano positivo (ax + by + ¢ > 0) é o que esta “acima”
ou "abaixo” de r, devemos tomar um ponto no plano (fora de r), substituir na
expressao ax + by + c e verificar se o valor é positivo ou negativo.



Retas paralelas distintas
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POSICAO RELATIVA

Retas coincidentes
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Retas paralelas coincidentes

Retas perpendiculares entre si

Y
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PONTO E RETA

Inequacao do 12 grau no plano cartesiano

[ax, + by, +|
g NeaTd ax + by +c=0
, Emquea, b e ¢ sao constgping reais
P exey sao Nasfoveis reais.
d
Q
X
.




EXERCICIOS DE APLICACAO

1. UFRGS-RS - Considere as desigualdades definidas
por |x + 5| <2 e |y — 4| <1 representadas no mesmo
sistema de coordenadas cartesianas.

Qual das regides sombreadas dos graficos abaixo me-
Ihor representa a regiao do plano cartesiano determi-
nada pela intersecao das desigualdades?

a) y d

b) vy y

c) y

[x+5<2—>-2<x+5 <25 -7<x<-3

ly-4/<1 5-1<y-4<1-53<y<5b

Representando essas duas regides em um mesmo sistema cartesiano
e determinando a interseccgéo entre elas, temos a seguinte regiao:

y

2. PUC-RS (adaptado) — Dois amigos caminham no plano
Xy ao longo de retas paralelas cujas equacoes sao 2x +
by = 7 e 3x + my = 1. Entdo, o valorde m é

17
a) > d)?

13 2

15
@7

Retas paralelas tém o mesmo coeficiente angular. Portanto:

2x 7
(2x + by =7 = -——+=
r:2x Y -y 5 t5
2
Logo, m = ——.
9 . 5
3 1
: + =1 = -—X + Z
s:3x + my -y = 3
Assim,mz—g.
° m

_ 2_ 3
Portanto, m = m_ — 5 T

15
Logo, m = —.
0go, M 2

3. UERJ (adaptado) C5-H21

A figura abaixo representa a superficie plana de uma
mesa retangular BFGH na qual estdo apoiados os se-
guintes instrumentos para desenho geométrico, ambos
de espessuras despreziveis:

e um transferidor com a forma de um semicirculo de
centro O e didametro AB;

e um esquadro CDE, com a forma de um triangulo
retangulo isésceles.

H G
A c
° A

! F
B E D

Considere as informacoes abaixo:
ED esta contido em BF.

OA esta contido em BH.

AB = 10 cm.

BD =13 cm.

Calculando a medida, em centimetros, do menor seg-
mento que liga a borda do transferidor a borda do es-
quadro, obtemos:

a) (4\/§+5) cm.

@ (4\/5—5) cm.

c) 442 cm.
d)5cm.
e) 8v2 cm.

Adotando o ponto B como a origem do sistema de coordenadas, temos
um semicirculo de centro O = (0, 5) e raio 5, além de uma reta EC que
forma 45° com o eixo horizontal. A equacéo é igual a: m = tg 45° = 1.

y=0=1-x-3 - y=x-3->x—-y—-3=0
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O segmento perpendicular a reta EC, cuja reta suporte passa por O, é o
menor segmento que une a borda do esquadro a borda do transferidor.

Logo, a distancia do ponto O a reta ECe igual a:

q=19=5-3_28 _, 5 cm

J+(=1) V2
Assim, a medida sera: (4«/5—5) cm.

Competéncia: Modelar e resolver problemas que envolvem variaveis
socioecondémicas ou técnico-cientificas, usando representagoes al-
gébricas.

Habilidade: Resolver situacao-problema cuja modelagem envolva co-
nhecimentos algébricos.

4. URJF-MG - Dados os pontos A = (1, 2), B = (3, 5),
C=1(1,1)eD = (2, 3), considere as afirmacoes:

I. Os pontos A, B e D séo colineares.
Il. Uma reta perpendicular a reta determinada pelos

- 2
pontos A e B tem coeficiente angular m = 3

Ill. A distancia do ponto A a reta determinada pelos
pontos B e C é 10 unidades de comprimento.

E CORRETO afirmar que:

Apenas a afirmacao Il é verdadeira.
b) Apenas a afirmacao Il é verdadeira.
c) Apenas as afirmacées | e |l séo verdadeiras.
d) Apenas as afirmacoes | e Ill sdo verdadeiras.
e) Apenas as afirmacdes Il e lll sédo verdadeiras.

|. Falsa, pois:
1321
=5+9+4-6-10-3=-120
253 2
. . . P 5-2_3
Il Verdadeira, pois o coeficiente angular da reta AB é m,; =35" 7%

Logo, qualquer reta perpendicular a reta AB tem coeficiente angular igual
2

a-=.
IIl. Falsa. A equacéo da reta BC é:

5-1
—1=-—=((x-1 2x-y-1=0
y-1= 2T 2xy

Portanto, a distancia do ponto A da reta BC é igual a:
[21-2-1 1 B
= =—==— uc.

CJZ+(-) 55

5. Mackenzie-SP (adaptado) — Qual a equacédo da me-
diatriz do segmento que une os pontos P = (1, =2) e
Q = (5, 4)?
Primeiramente encontramos o coeficiente angular da equagao da reta
s que passa pelos pontos P e Q:
4-(-2) 6 3

: 5-1 4 2
Sendo a reta r a mediatriz do segmento PQ, temos r L PQ.

2
- m = -=.

3

De acordo com o grafico, obtemos o ponto em que a mediatriz intersecta
o segmento PQ.

Assim,m_-m =-1 — —

m=-1
2 :

r

Qls, 4)
M(3, 1)
P(1, =2)
1+56 4+(-2
s 5 =3 ey, =
Logo, M(3, 1).

Com M e m, obtemos a equacéo da reta r:
2
y-1= 3 “(x=3)—= 3y-83=-2x+6 — 2x+3y-3-6=0

Portanto, a equacdo daretar é 2x + 3y -9 = 0.

6. UEMG - Dadas as equacdes deretar:x +y—-6=0e
s: 2x —y = 0 em um dado plano cartesiano de centro
O. As retas r e s sdo concorrentes no ponto P e a reta
rintercepta o eixo das abscissas no ponto Q. O volume
do soélido formado pela rotacdo da figura plana formada
pelos pontos OPQ em torno do lado 0Q é: (use 7 = 3)
a)32cm? @96 cm?®

b) 64 cm? d) 88 cm?

Como o volume dado estd em cm3, vamos supor que o plano xy esteja
graduado em centimetros.

A retarintersecta o eixo x (abscissas) no ponto Q = (6, 0). E a abscissa
do ponto obteremos analisando as equagdes der e s:

y-2x=0 — y=2x

X+y-6=0 - XxX+2x=6 — x=2
y=2x=2-2=4

Logo, P = (2, 4).

Convém que o volume do solido solicitado corresponde & soma dos
volumes de dois cones cujos raios da base medem 4 cm e cujas alturas
medem, respectivamente, 2 cm e 4 cm. Assim, temos:

w424

W=

Portanto, V = 96 cm?3.




EXERCICIOS PROPOSTOS =
=
7. EEAR-SP - A reta s que passa por P(1,6) e é perpendi- : 9. URJF-MG - Considere as retas y = 5x + 8 e ~'§
2 = - b5x + 8. E CORRETO afirmar que: B
cularary = gxt3e a) As retas sao paralelas. 3
: b) As retas sédo perpendiculares.
a) y=§x : c) O ponto (4, 28) nado pertence a nenhuma das duas
2 retas.
b) y=x+5 : d) O ponto (1, 10) pertence a pelo menos uma das
9 920 : duas retas.
c)y= —§x+? : e) As retas possuem um ponto em comum.
3. 15
d) y=—=x+—
)y Xt

8. UPE - No plano cartesiano, aretas: 4x — 3y + 12 =0
intersecta o eixo das abscissas no ponto A e 0 eixo
das ordenadas no ponto B. Nessas condigdes, qual é
a distancia entre os pontos A e B?

a)5 c) 242 e)V2
b) V5 d)2
10. UPF-RS (adaptado) — Sobre a figura a seguir, sabe-se
que a equacdoder é 2y = x—3; que os pontos Be C
sao simétricos em relacao ao eixo das abscissas; que
as retasr e s sdo paralelas; e que t é perpendicularar.

Y

Nessas condicbes, qual a equacao reduzida da reta t?
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11. PUC-RS - Considere a figura abaixo, onde um quadrado
esta representado no primeiro quadrante do plano xy.

y

T
1

f
2

3

T
4 X

Para que uma reta da forma y = x + m nao intercepte
qualquer ponto do quadrado, devemos ter

ajm<3
b)m<0

c)m>0
dm>—1

elm< —1ou
m>1

3x+my=n
12. FGV-SP - Sejam m e n nUmeros reais e um
X+2y =1

sistema de equacdes nas incognitas x e y. A respeito
da representacdo geométrica desse sistema no plano
cartesiano, € correto afirmar que, necessariamente, é
formada por duas retas

a) paralelas distintas, sem =6 e n # 3.

b) paralelas coincidentes, se m = 6 e n # 3.
c) paralelas distintas, se m = 6.

d) paralelas coincidentes, se n = 3.

e) concorrentes, se m # 0.
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13. UFPR (adaptado) — Considere o gréafico da funcéo
f(x) = log,x e a reta r que passa pelos pontos A e B,
como indicado na figura abaixo, sendo k a abscissa do
ponto em que a reta r intersecta o eixo Ox. Qual é o
valor de k?

Ay

f(x) = log,x

0,25

Y X

X
N §------

15. UECE - Em um sistema de coordenadas cartesiano
usual os pontos P = (1, 2) e Q = (4, 6) sdo vértices do
triangulo PQM. Se o vértice M esté sobre a reta paralela
ao segmento PQ que contém o ponto (8, 6), entdo a
medida da &rea do triangulo PQM é

B
u.a. = unidade de érea
a)7 u.a. c)9u.a.
b) 8 u.a. d) 10 u.a.

14. FGV-SP - No plano cartesiano, os pontos (x, y) que
satisfazem a equacdo x2 — bx + 4 = 0 sdo represen-
tados por
a) um par de retas paralelas.

b) dois pontos do eixo das ordenadas.

c) dois pontos do eixo das abscissas. 5
d) uma parédbola com abscissa do vértice igual a 5

e) uma pardbola com concavidade voltada para cima.




g 16. UFRGS-RS - As retas de equagbesy = axey = —x+ b a) Considere o quadrildtero T com vértices em (0, 0),
= interceptam-se em um Unico ponto cujas coordenadas P Qe (a, 0). Paraa = 2 verifique que a dreadeT é
= s@o estritamente negativas. Entédo, pode-se afirmar que igual ao quadrado da distéancia entre P e Q.

= a)a>0eb>0. d)a>0eb<0. : b) Seja r a reta que passa pela origem e é ortogonal a
= b)a<0eb<O0. ela<—1eb<0. : reta que passa por P e Q. Determine o valor de a

para o qual o ponto de intersecao da reta r com o
c)la<—1eb>0.

gréfico da funcéo f tem ordenada y = g .

17. Unicamp-SP - A figura abaixo exibe o gréfico da funcao
1 -
f(x)= o definida para todo nimero real x > 0. Os pon-

tos P e Qtém abscissas x = 1 e x = a, respectivamente,
onde a é um nimerorealea > 1.

joi]
x




ESTUDO PARAO ENEM

18. UFTM-MG C2-H6

Uma pessoa em cadeira de rodas necessita de espacgo
minimo para a rotacao da sua cadeira em um corredor que
dd acesso a uma porta. De acordo com as normas técnicas
da obra, a largura minima (x) do corredor deve ser de 90 cm,
a da porta (y), de 80 cm e, além disso, é necessaério que a
soma dessas duas medidas seja igual ou maior que 2 m.
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Uma representagdo no plano cartesiano ortogonal
apenas dos pares (x, y), com ambas as coordenadas
dadas em metros, que atendem as normas técnicas

da obra, é
a) v
24,

o o091 7. 3
b)
3.
P2 N
! ‘ © 19. UFSM-RS C2-H8
0,91----- N : : 745 i
| 3 : A figura mostra a localizacdo no plano cartesiano de
AR . : uma torre T de transmisséo de energia.
o o081 > 3 % '
) y
115

160 X

Duas outras torres devem ser instaladas em posicoes

diferentes sobre aretay = %x—E, de modo que a

X : distancia entre cada uma dessas torres e a torre T seja
: igual a 200 metros.
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Os pontos de localizacdo dessas torres sdo iguais a
a) (20, 10) e (160, 315)

b) (0, -5) e (320, 235)

c) (0, -b) e (160, 315)

d) (40, 115) e (320, 235)

e) (<40, 115) e (160, 315)

20. Enem C5-H23

Uma regido de uma fabrica deve ser isolada, pois nela
o0s empregados ficam expostos a riscos de acidentes.
Essa regido estéa representada pela porgao de cor cinza
(quadrilatero de area S) na figura.

Y

Para que os funciondrios sejam orientados sobre a
localizacdo da area isolada, cartazes informativos
serao afixados por toda a fabrica. Para confeccionéa-
-los, o programador utilizard um software que permi-
te desenhar essa regiao a partir de um conjunto de
desigualdades algébricas.

As desigualdades que devem ser utilizadas no referido
software, para o desenho da regiao de isolamento, sdo
a)3y —x<0;2y —x=>0;x<9

b)3y — x<0;2y —x20;,y<9;x<8

c)3y —x>0;2y —x<0;y<9;x<8

d)4y —9x<0;8y —3x>0;y<8;x<9

e)dy —9x<0;8y —3x=>20;y<9;x<8




EQUACOES DA CIRCUNFERENCIA
- EQUACAO REDUZIDA E
EQUACAQ GERAL

MATEMATICA 2

CIRCUNFERENCIA
A figura geométrica formada por todos os pontos de um plano que distam igual-
mente de um ponto fixo € denominada circunferéncia. Circunferéncia

Equagdo reduzida da circun-
feréncia

A Equacdo geral da circun-
feréncia

HABILIDADES

Interpretar a localizagdo e a
movimentagao de pessoas/
objetos no espaco tridi-
mensional e a respectiva
representagdo no espago
bidimensional.

EQUACAO REDUZIDA DA CIRCUNFERENCIA SEIHICREEECEIHESS

. . . \ de figuras planas ou
Vamos considerar uma circunferéncia de centro C(a, b) e raio r. espaciais.

Resolver situagdes-
-problemas que envolvam
conhecimentos geométricos
de espaco e forma.

Utilizar conhecimentos
geométricos de espago e
forma na elaboragdo de
argumentos para solucionar
problemas do cotidiano.

Como a distédncia d de um ponto P(x, y) qualquer pertencente a circunferéncia
até o centro C(a, b) é constante, a seguinte condicdo é imposta para obtermos a
equacéao da circunferéncia:

Ope =raio=r

Assim:
(x=a)’+(y=b)’ =r

Elevando-se os dois membros ao quadrado, obtemos a equacao reduzida da
circunferéncia.

(x-a)’+(y-b)*=r2



Observacao:

o~
S O gréfico da relacdo (x —a)?2 + (y — b)2 < r2 ¢ um circulo de centro C(a, b) e raio
*"E? r, pois &€ uma relagao satisfeita pelos pontos P, tais que d,. <.
w
=
= /
y
[

[ Y S
x

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Sistema Dom Bosco — Obtenha a equacgao reduzida da circunferéncia de centro C e
raio r.

a)C(2,5)er=+6
Resolucao
Sendoa =2, b =5, temos:
(x =22+ (y - 512 ='(\/6) > (x-22 +(y- 52 = 6
b)C(7 -2)er=3
Resolucéao
Sendoa=7b=-2, temos:
X=72+ly-(-2)12=32=(x-7)2+(y+22=9
c) C(-5,0)er= %
Resolugao
Sendoa =-5,b =0, temos:
[(x == B)Z + (y - 0)2 = (E) S x+B2+yz= 4
d)C(0,-2)er=0,2 ’ ’
Resolucao
Sendoa =0, b =-2, temos:
(x-02+1[y-(-2)12=1(0,2)2— x2+ (y + 2)2= 0,04
2. Sistema Dom Bosco — Obtenha o centro C e o raio r das circunferéncias com equagoes.
a) x2 + y2 =100
Resolucao
Sendoa =0, b=0— C(0, 0), temos:
r2=1002—>r= 100 —»r=10
b)(x-3)2+ (y-5)2=7
Resolucao
Sendoa =3, b =5— C(3, b), temos:
2=7->r= 7



EQUACAO GERAL DA CIRCUNFERENCIA

Por meio da equacao reduzida da circunferéncia de centro C(a, b) e raio r, encon-
tramos a equacao geral da circunferéncia:
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(x—a)*+(y—b)’ =r?

Ao desenvolver os quadrados e isolar os termos da equagao no primeiro membro,
obtemos:

x? —2ax+a’+y?—2by+b? =r?
x2+y?-2ax—-2by+a’+b?-r2=0

Calculando —2a = d, -2b = f e a2 + b2 -2 = g, obtemos a equacao geral da
circunferéncia:

x?+y?+dx+fy+g=0

Devemos notar que:

—2a=d—>28=—d%a=—g

—2b=f—>2b=—f—>b=—%

a2+ b2-r2=g->r2=a2+b2-g— r=./a?+b’—g

EXERCICIOS RESOLVIDOS

3. Sistema Dom Bosco — Por meio da equacdo reduzida da circunferéncia, obtenha a
equacao geral da circunferéncia de centro C(5, =2) e raio /7.

Resolucao

De acordo com o enunciado:
C(5,-2) e r=+/7
a=>5b=-2

Substituindo os valores na equacao reduzida da circunferéncia, temos:
(x=5) +[y-(-2 = (V7

X2 =10x + 25+ y2 +2y +4 =7

X2 +y2-10x+2y +25+4-7=0

Portanto, a equagao geral da circunferéncia sera:

X2+ y?=10x + 2y + 22 =0

4. Sistema Dom Bosco — Por meio da equacéo geral x? + y>—16x + 8y— 10 = 0, obtenha
o centro e o raio da circunferéncia.

Resolucao
Sendo:
d=-16;f=8;g=-10

Para o célculo de centro C(a, b), temos:

d -16

d=—=—sa=-————a=38
2 2

b =—i—>b=—§—>b=—4
2 2

Assim:

=TT =g 1= 8 (4 ~(-10) -
—>r=\/%%r=3\/ﬁ
Logo, C(8,-4) er = 3.10.



ROTEIRO DE AULA

EQUACOES DA~CIRCUNFER§NCIA
— EQUACAO REDUZIDA

MATEMATICA 2

(y —b)?

(x —a)?

EQUACAO GERAL

Equacao geral da circunferéncia

x2+y2+dx+fy+g=0

Centro da circunferéncia C(a, b) e raior




EXERCICIOS DE APLICACAO
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1. Up;sc - CCl)bservadndog C|rculto abaixo, .(rjeprﬁfs.entado tno : Assim, temos h = 2 - 0,4 — h = 1,60. %
sistema _e coordenadas car eS|ana§, iaentinique, entre Portanto, a altura h do espelho a partir do chdo serd 1,60 m. 'E
as alternativas apresentadas, a equacao que o representa. s
y
3. Enem C5-H22
Um jogo pedagdgico utiliza-se de uma interface algébrico-
-geométrica do seguinte modo: os alunos devem eliminar
0s pontos do plano cartesiano dando “tiros’ seguindo
trajetérias que devem passar pelos pontos escolhidos.
Para dar os tiros, o aluno deve escrever em uma janela do
0 programa a equacgao cartesiana de uma reta ou de uma
X circunferéncia que passa pelos pontos e pela origem do
: sistema de coordenadas. Se o tiro for dado por meio da
a) x2+(y+2)2=10 : equacéo da circunferéncia, cada ponto diferente da origem
b) (x+3)2+y2=10 : que foratlngldo vale 2 pontos. Se o tiro for dado por meio
) (x+3)+(y+2)7=13 : da equacéo de uma reta, cada ponto diferente da origem
¢ X \d n : que for atingido vale 1 ponto. Em uma situacdo de jogo,
(X+3)2+(V—2)2= 13 : ainda restam os seguintes pontos para serem eliminados:
e) (x—3)?+(y+2)?=13 : A(0; 4), B(4; 4), C(4; 0), D(2; 2) e E(0; 2).
Sabemos que o centro da circunferéncia serd um ponto do . . . . . .
segundo quadrante. Dessa maneira, a equagdo da circunfe- % ' ' ' ' ' '
réncia vai ser (x + 3)> + (y — 2)? = 13, pois seu centro é o : Bl .. L [ Y. [ [ [
ponto (=3, 2). . : 4 | | ,
2. UEG-GO (adaptado) - Um espelho em formato de cir
cunferéncia foi pendurado em uma parede. Consideran- 5 .._A _____ . .. deeenes ,"_3 _____ R N
do o canto inferior esquerdo como a origem de um sis- ' ' ' ' ' '
tema cartesiano, o espelho pode ser representado pela 1 1 1 1 1 1
equacao da circunferéncia x? + y? — 4x— 4y + 7,84 = 0 31NN AP P [ L
. Dessa forma, constata-se que o espelho estd a uma , , , , , ,
altura do chao de : \ ' :D ' ' ' '
a) 1,00 metro : 2¢------ ERRREEE o ---- R R tooooood o
b) 1,565 metro :
@1,60 metro P S I R S S .
d) 1,74 metro | | , , , ,
e) 1,80 metro | | | , , ,
: I I I \C I I X
. Il i Il & i Il
Da equagéo x? + y?— 4x— 4y + 7,84 = 0, temos: : 0 i é é 4 '5 é
d=-4,f=-4,9g=784 :
PR O : Passandf) pelo ponto A, qual equacéao forneceria a maior
2 2 : pontuagao?
b:—%ab:—%ab:Z a)x =0
b)y =0
r=\al+b?—g —r=4(2)°+(2)°-7,84 »r=40,16 —>r=0,4 : c) X2+ y2=16
Logo, C(2,2) e r = 0,4. d)x*+(y —2)°=8
0 espelho é representado por uma circunferéncia de centro (2, : x —2)24+(y —2)?2=8
2) eraio 0,4. : y
Afirmando que ABCO é um quadrado, e como uma reta transitando
v por A pode atingir no maximo os pontos C e D, compreendemos
que a pontuagao maior é obtida com a circunferéncia de centro em
D(2, 2) e raio 2+/2. Sendo assim:
(X =27+ ly =22 = (2V2P & (x = 27 + [y — 212 =
: Essa circunferéncia passa pelos pontos A, B e C.
2 Competéncia: Modelar e resolver problemas que envolvem varia-
\ 04 : veis socioecondmicas ou técnico-cientificas, usando representacoes
: algébricas.
Habilidade: Utilizar conhecimentos algébricos/geométricos como
recurso para a construcdo de argumentacao.
h
1 2 X
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4. Fuvest-SP - Sao dados, no plano cartesiano, o ponto P
de coordenadas (3, 6) e a circunferéncia C de equacéo
(x=1"+(vy-2)" = 1. Uma reta t passa por P e ¢ tangente
a C em um ponto Q. Entdo a distanciade Pa Q é

a) V15 \/@
b) V17 e) V20
c) V18

A circunferéncia C tem centro no ponto A(1, 2) e raio igual a 1.
Assim, em consenso com as informacoes, observe a figura:

Sendo PQ =PQ’ e AQ = AQ' = 1, temos:
=(3-1)+(6-2) >PA" =22 +42 -

S PA =4+16 5 PA" =20

Assim, PQ” =PA’-AQ" —PQ’ =20-1-PQ=419.
Portanto, a distancia de Pa Q é +/19 u.c.

5. UFRGS-RS - A 4rea de um guadrado inscrito na circun-
feréncia de equacdo x>— 2y + y?> =0 é:
a) 1

2
b) 1
c) V2
(d)2
e) 242
Resolvendo a equacéo, temos:
2y +y?=0-5xX2+y?-2y+1=0+1
x2 +(y—1)2 =1-5x?=2y+y?=0

X2+ y?2=2y =0

EXERCICIOS PROPOSTOS

7. UPE — Em qual das alternativas a seguir o ponto P
pertence a circunferéncia ?

a) P(5, 6); B:(x-3)’ +(y-6)’ =
b) P(1, 2); B:(x=2)" +(y-2)" =
c) P(1, 5); B:x?+y?—8x+6=0

d=0;f=-2,g=0

d 0
a=-——a=——a=0
2 2
b=—1 -2 p1
2 2

r=\a2+b2-g—-r=J/02+1-0—>r=1

Logo, C(0, 1) er=1.

Todo quadrado é um losango. Desse modo, sua &rea pode ser calculada
como a dimenséo do produto de suas diagonais. A diagonal d desse
quadrado é o didametro da circunferéncia. Portanto, d = 2.

Sua area sera obtida por A =2—2'2=2.

6. Espcex-SP — Uma circunferéncia tem centro no eixo das
abscissas, passa pelo ponto (4, 4) e ndo intercepta o
eixo das coordenadas. Se a 4rea do circulo definido por
essa circunferéncia é 177w, a abscissa de seu centro é

a)3 b) 4 (c)s d)6 e)7

Como a érea do circulo é 17x, teremos:
A =m-r?= 17m, em que r € a medida do raio do circulo:
2 =17

Como a circunferéncia tem centro no eixo das abscissas, C(a, 0) é
centro da circunferéncia.

Logo, (x — a)? + y2 =17
Como o ponto (4, 4) faz parte da circunferéncia, teremos:

(x —a)P +y2=17

(4 —a)?+42=17
(4*6)2_17—16

(4 —a)p=
4—-—a=1oud —a= -1
Logo:

4—a=1—-a=3

4—-—a=-1—-a=>5b

Portanto, a circunferéncia tem equagédo (x — 3)2 +y2 =17 ou
(x = B +y? =17.

Analisando a circunferéncia (x — 3)2 + y? = 17, podemos ver que ela
intercepta o eixo das ordenadas, pois a equacédo (0-3)" + y2 =17
tem solucéo real.
Ja(x - B)? +y?
(0-5Y +y? =17 tem solucao real.

= 17 néo corta o eixo das ordenadas, pois a equacao

Sendo assim, a abscissa do centro da circunferéncia é 5.

d) P(1, 3); B: (x+ 1) +(y-2)" =16
e) P(3, 1); B:x?+y?—4x+2y+2=0




8. IFAL — A equacéo da circunferéncia que tem um dos do plano cartesiano e pelos pontos A(-4, 2) e B(6, 4),

~
<
didametros com extremidades nos pontos A(- 1, 3) e como mostra a figura. g
B(3, - b) é dada por: : , 2
: y cm &
a) (x=1)*+(y+1)*=20 : “ £
b) (x+1)?+(y—2)*=20 {Zcm
c) (x=2)* +(y+4)>=80 ' i
d)(x=1)% +(y—1)?=80
e) (x+2)2 +(y—4)2=20 10
8
6
B
4
A 2
(0]
6 4 2 0o 2 4 6 X

9. Cefet-MG - Considere as circunferéncia

2 2 2 2
i (2] (1) =5 8 Ayt (x=4) +(y=3) =9, : a) A érea do pedago de ceramica é aproximadamente
A é&rea do triangulo cujos vértices sdo os centros des- igual a érea do triangulo ABO. Calcule a 4rea desse
: triangulo, em cm?2.
) o b) Calcule as coordenadas do ponto em que estaria
de area, é igual a g localizado o centro do prato cerdmico circular nesse
: sistema de eixos cartesianos ortogonais.

sas circunferéncias e o ponto P(O, g] em unidades

a)E c)g e)g
4 4
1 7
b) — d) L
)2 )4

11. Espcex-SP - Sejam dados a circunferéncia A 1 x> +y?+
+4x+10y+25=0 e o ponto P que é simétrico de (-1, 1)
em relacdo ao eixo das abscissas. Determine a equa-
cao da circunferéncia concéntrica a A e que passa pelo
ponto P,

2 2 —
10. UNESP - Uma expedicdo arqueoldgica encontrou um a) A:x®+y?+4x+10y+16=0

pedaco de um prato de cerdmica antigo, supostamente b) A x? +y? +4x+10y+12=0
circular. Para estimar o tamanho do prato, os arqueo- c) A:x?—y?+4x—5y+16=0
logos desenharam o pedacgo de ceramica encontrado, d)Aix24y2 —4x—By+12=0
em tamanho real, em um plano cartesiano de origem XEAYTmAX oy HlLe=
0O(0, 0). A circunferéncia do prato passa pela origem e) Aix?—y2—-4x-10y-17=0
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12. UPF-RS - Considere uma circunferéncia C definida pela
equacao x +y = 36. O ponto P de coordenadas (x, 4)
pertence a essa circunferéncia e estéa localizado no 1¢
qguadrante. Considerando que o ponto O é o centro da
circunferéncia e o angulo o é formado pelo segmento
OP com o lado positivo do eixo X, 0s cossenos dos
angulos o e (180° — «) serédo iguais a:

:sl)ge—g d)@e_ﬁ
6 6 6 3
b)2 e 2 e) v e VB
3 3 3 3
c) e 4
6 5

13. UFRGS-RS - A circunferéncia definida pela equacao
x%+y? —6x+2y =6 estd inscrita em um quadrado.

A medida da diagonal desse quadrado é
a) V2

b) 242

c) 42

d)6v2

e) 82

14. UPE - No sistema cartesiano, sendo a circunferéncia
C de equacao x?+y?+6x — 2y = - 6, qual a equacao da
circunferéncia C' simétrica de C em relacao a origem
do sistema?

a) x?+y?-6x+2y=4

b) x?+y?-6x -2y =—4
c) X2 +y?+6x+2y=—4
d) x2+y? —6x+2y=—-6
e) x2+y2+6x+2y=-6
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15. URJF-MG - Ao estudar a 6rbita circular de um planeta
ao redor de uma estrela, com o auxilio de um plano
cartesiano, um jovem astrébnomo percebeu que esta
passava pelos pontos A = (0, 1) e B = (1, 2) e tinha raio
r=+/5 u.a., sendo que, uma unidade astronémica ou
um u.a. é igual a 1,5x10"" metros.

a) Sabendo que a estrela encontra-se no ponto P que é
o centro da orbita circular, cuja primeira coordenada
é positiva, determine a equacédo da circunferéncia
que descreve a orbita.

b) Apds um periodo de observacéo, o astrbnomo perce-
beu que uma grande erupcéo estelar atingiu a 6rbita
do planeta do ponto A até o ponto B. Determine a
area atingida pela erupcao, considerando que essa
é aproximadamente a area do tridngulo de vértices
A BeP

17. Fuvest-SP — A equacao x?+2x+y?+my=n, em que
m e n sdo constantes, representa uma circunferéncia no
plano cartesiano. Sabe-se que aretay=— x + 1 contém
o centro da circunferéncia e a intersecta no ponto (- 3, 4).
Os valores de m e n sdo, respectivamente,

a)-4e3
b)deb
c)-4e?2
d)-2e4
e)2e3

16. UECE — No plano cartesiano usual, a equacao da circun-
feréncia que contém os pontos (-4, 0), (4, 0) e (0, 8) é
x2+y?+my+n=0. O valor da somam? + n é
a) 30 c) 40
b) 10 d) 20
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18. Enem C5-H22

Para apagar os focos A e B de um incéndio, que
estavam a uma distancia de 30 m um do outro, os
bombeiros de um quartel decidiram se posicionar de
modo que a distancia de um bombeiro ao foco A, de
temperatura mais elevada, fosse sempre o dobro da
distancia desse bombeiro ao foco B, de temperatura
menos elevada.

Nessas condi¢des, a maior distancia, em metros, que
dois bombeiros poderiam ter entre eles é

a) 30

b) 40

c) 45

d) 60

e) 68

ESTUDO PARAO ENEM

19. Enem C5-H21

A figura mostra uma crianga brincando em um balango
no parque. A corda que prende o assento do balanco ao
topo do suporte mede 2 metros. A crianga toma cuidado
para ndo sofrer um acidente, entdo se balanca de modo
que a corda nao chegue a alcancar a posigao horizontal.

Topo do suporte

Chao do parque

Na figura, considere o plano cartesiano que contém
a trajetéria do assento do balango, no qual a origem
estéa localizada no topo do suporte do balango, o eixo x
¢é paralelo ao chao do parque e o eixo y tem orientacdo
positiva para cima.

A curva determinada pela trajetéria do assento do ba-
lanco é parte do gréfico da funcéo

a) f(x)=—v2-x?
b) f(x)=v2-x*
c) f(x)=x2-2

d) f(x) =—4-x?
e) f(x)=v4-x2




A fim de avaliar a qualidade do sinal e proporcionar uma
futura melhora, a assisténcia técnica da radio realizou
uma inspecao para saber quais estabelecimentos es-
tavam dentro da &rea de cobertura, pois estes conse-
guem ouvir a radio, enquanto os outros nao.

Os estabelecimentos que conseguem ouvir a radio sao
apenas

a)AeC d)A, BeC
b)BeC e)B, CeD
c)BeD
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20. Enem C2-H9

Considere que os quarteirdes de um bairro tenham sido
desenhados no sistema cartesiano, sendo a origem o cru-
zamento das duas ruas mais movimentadas desse bairro.
Nesse desenho, as ruas tém suas larguras desconside-
radas e todos os quarteirdes sdo quadrados de mesma
area, sendo a medida de seu lado a unidade do sistema.

A seguir hd uma representagao dessa situagéo, em que
os pontos A, B, C e D representam estabelecimentos
comerciais desse bairro.

I

1 quarteiréo:l:l

Suponha que uma radio comunitéria, de fraco sinal, ga-
rante area de cobertura para todo estabelecimento que
se encontre num ponto cujas coordenadas satisfacam
ainequacgdo: x?+y?-2x—-4y-31<0.




MATEMATICA 2

Posicoes relativas entre
pontos e circunferéncia

Posicdes relativas entre
reta e circunferéncia

Posicoes relativas entre
duas circunferéncias

Introducdo as conicas
Elipse

HABILIDADES

Interpretar a localizagdo e a
movimentagdo de pessoas/
objetos no espago tridimen-
sional e sua representagao
no espago bidimensional.

Resolver situagao-problema
que envolva conhecimentos
geométricos de espago e
forma.

Utilizar conhecimentos geo-
métricos de espago e forma
na selecdo de argumentos
propostos como solugdo de
problemas do cotidiano.

Aplicar conhecimentos
algébricos/geométricos
de espago e forma na
elaboragdo de argumentos
para solucionar problemas
do cotidiano.

CIRCUNFERENCIA POSICOES
RELATIVAS € CONICAS - ELIPSE

POSICOES RELATIVAS ENTRE PONTOS E CIRCUNFERENCIA

Um ponto P pode ser interno, externo ou pertencer a circunferéncia de centro
C(a, b) eraior.

Sendo P(x, y,) um ponto no plano cartesiano, a distancia de P ao centro C da
circunferéncia é dada por:

d=1/(xo—2)" +(Yo=b)’
A circunferéncia de centro C(a, b) e raio r tem equacao descrita por:
(x—a)2+(y—b)2 =2

O numero d? — r? é denominado poténcia de P em relacao a circunferéncia
e pode ser positivo, negativo ou nulo, conforme o ponto P seja, respectivamente,
externo, interno ou pertencente a circunferéncia.

Externo Interno Pertencente

d<r — d?-r2<0

d>r —= d?-r?>0 d=r —» d2-r?=

POSICOES RELATIVAS ENTRE RETA E CIRCUNFERENCIA
H& duas maneiras distintas para identificar se uma reta s de equacéao
ax + by + ¢ = 0 é tangente, secante ou externa a uma circunferéncia A de equacéao
(x—a)2+(y—Db2z-r=0:
I. Comparar a distancia d, do centro da circunferéncia até a reta s, com o raio
dessa circunferéncia:

s secante a A s tangente a A s externaa i

O
O
,/ &
d<r d=r d>r




Il. Resolver o sistema formado pelas equacdes de s e N\, recaindo sempre em
uma equacao do 22 grau. A posicdo de s e N é determinada pelo valor do
A (discriminante) dessa equagao.

A >0 <« sésecantea.

~
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A=0 ¢« sétangenteaA.

A<0 < séexternaal.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Sistema Dom Bosco — Determine a equacgao da reta que passa por P(1, 4) e é tangente
a circunferéncia de equacédo (x — 2)2 + (y — 3)2 -9 = 0.

Resolucao

Determine a posicao de P em relacéao a circunferéncia:

x=1,y=4
Pix—22+(y—32—-9=(1—-22+(4—-32—-9==14+1-9=-7<0

Como o ponto P é interno a circunferéncia, o problema nao tem solugao, isto €, ndo
ha uma reta tangente a circunferéncia passando por ele.

2. Sistema Dom Bosco — Determine a equacao da reta que passa por P(4, 1) e é tangente
a circunferéncia de equacédo x2 + y2 — 2x — 6y — 3 = 0.
Resolucao

Determine a posicdo de P em relacao a cir
cunferéncia:

x= 4, y=1

P:x2+y2—2x—6y —3=(4)2+(1)2—-2-
-(4)—-6-(1)—-3=16+1-8-6-3=0
Logo, o ponto P pertence a circunferéncia e
o problema tem uma Unica solugao.

Para encontrar as coordenadas do centro da P
circunferéncia, temos:
g d__2_
2 2 -
__f__-6_
2 2
Logo, C(1, 3).

Assim, a reta s que passa pelos pontos P(4, 1) e C (1, 3) é perpendicular a reta t tan-
gente a circunferéncia.

Calculando o coeficiente angular da reta s, obtemos:

o ol-8_ 2
0N, 4% 1 g
Calculando o coeficiente angular da reta t, perpendicular a s, obtemos:
3
N, M, =7 > M, =-1—->m, =5

Logo, a equacao de t sera:

3 3
== xX-4)>y-1=+ —x -6
y 2( )=y 2

Portanto, t: gx —-y—-5=0.

POSICOES RELATIVAS ENTRE DUAS CIRCUNFERENCIAS

Duas circunferéncias \, e N\, podem ser externas, internas, secantes ou con-
céntricas entre si. Para melhor entendimento, considere duas circunferéncias,
\, e \,, de centros C1 e C2 e raios r, e r,, respectivamente.



Sendo d a distéancia entre os centros C, e C,, tem-se:
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EXTERNAS INTERNAS

A eh, A eh,
externas d> h+ rz internas d> |I'1 N I'2|
SECANTES CONCENTRICAS

A eh,
secantes concéntricas

I, =rl<d<r +r, roeh,

EXERCICIO RESOLWVIDO

3. Sistema Dom Bosco - Dadas as circunferéncias \, e \,, de equagdes respectivamente
iguaisax2+y2+3x —2y —8=0ex2+ y2—4x + 4y — 5 = 0, pode-se afirmar que:

a) sdo internas @séo secantes
b) sdo externas d) sdo concéntricas
Resolucao
d 3 f o -2
Nja=-o=--=-15b=--=-—=1;9g=-8
8T 2 2
r, = \Ja?+b2—g=,/(-1,6)° +1 —(-8) =11,25 = 3,35
N\, a= —g:—j:Z; b= —i:—ﬂ:—z; g=-5
2 2 2 2

r, = Ja?+b7 =g =/(2)" +(-2)" - (-5) =13 =3,60

I, — =335 ~3,60/=025 e r, +r,=3365+ 3,60 = 6,95

d = |[2-(-15)] +(-2-1) = 4,60

Como:
3,6 < d < 6,95, as circunferéncias sao secantes entre si.



INTRODUCAO AS CONICAS

Uma superficie conica de revolucéo é gerada quan-
do uma reta G intercepta outra reta fixa, girando em
torno dela.

Passando um plano secante, sdo produzidas curvas
cbnicas sobre a superficie de revolugcao. Dependendo
do angulo que o plano secante forma com o eixo da
superficie conica, surgem diferentes curvas conicas,
as quais nomeamos elipse, hipérbole ou parabola.

—— Circulo

Hipérbole‘/

- Elipse \

o

'
'

1
|
'

/|

CONCEITO

Elipse é um lugar geométrico dos pontos do plano
cuja soma das distancias a dois pontos fixos desse
plano é sempre constante.

ELEMENTOS

Na figura, temos:
* Focos - Os pontos F, e F,.

e Centro - O ponto O, que é o ponto médio entre
F, eF,

e Semieixo maior — a.
* Semieixo menor - b.

Semidistancia focal - c.

e Vértices — os pontos A, A,, B, B,.

* Eixo maior - |A, A,| = 2a.

¢ Eixo menor - |B, B,| = 2b.

 Distancia focal - |F, F,| = 2c.

Relacao fundamental

Na figura anterior, ao aplicar o teorema de Pitdgoras

ao tridngulo OFB,, retangulo em O, podemos escrever
a seguinte relacao fundamental: a? = b? + 2.

Excentricidade
Pela definicdo de elipse, 2¢ < 2a. Entao, ¢ < a.
Consequentemente, 0 < e < 1:

oo E : /az _ b2
a a
Observacoes:

e Os focos estdo sempre na reta que contém o
eixo maior.

e A excentricidade é sempre menor que 1.

EQUACAO DA ELIPSE

Equacao com centro na origem e focos no eixo
das abscissas
Devem ser consideradas as seguintes condicoes:

e Centro da elipse coincidindo com a origem do
sistema de coordenadas cartesianas.

e Coordenadas dos focos iguais a F(-c, 0) e F'(c, 0).
e Eixo maior igual a 2a.

~N
S
=
=
=
<
=

X2 y2
a b2

Essa equacédo da elipse tem os focos no eixo
das abscissas e o centro na origem do sistema car-
tesiano ortogonal.




EXERCICIOS RESOLVIDOS

o~
<<
= - .
= 4. Sistema Dom Bosco — Dada a elipse representada na o X2 y2
= figura abaixo, determine a sua equacao: Substituindo os valores de a e b na equagdo — +.—=1,
= temos: a b
E:
XZ 2
—dk y_ = ']
2 9 4
/\ 5. Sistema Dom Bosco — Determine a equagéo da elipse
=3 3 em que os focos s&o F, (-2, 0) e F, (2, 0) e o comprimento
K‘/ do eixo maior é 6:
) Resolucao
Os focos estao no eixo das abscissas. Identificando os
elementos, temos:

Resolucao 2c=2-(-2)=4—>c=2
%
Inicialmente determinamos os eixos. O eixo maior 2a=6-—>a=3

(2a) estéa localizado no eixo das abscissas; o menor s N v 5
esta no eixo das ordenadas (2b). Identificamos, entéo, —3°=22+b* 5 b=v9-45b=+5

: 2 2
o5 elementos: Substituindo os valores de a e b na equacao, sz -~ é =1,
: a
2a=3-(-3)=6—>a=3 temos:
XZ y2
2b=2-(-2)=4—>b=2 Z 4+l =1

9 b



ROTEIRO DE AULA
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CIRCUNFERENCIAS — POSICOES

RELATIVAS

Um ponto P pode ser externo, interno ou pertencente a circunferéncia.

Externo Interno Pertencente
d>r — d*-r’>0 d<r — d?>-r’<0 d=r —»= d?-r?=0

Uma reta r pode ser tangente, secante ou externa a circunferéncia.

Secante Tangente Externa

’V
d<r d=r d>r

Duas circunferéncias podem ser internas, externas, secantes ou concéntricas.

Externas Internas Secantes Concéntricas

ek, A eh, e e noh,
: 1202 ol —rl<d<r 4, concéntricas
secantes

externas (A>T + T internas d=0
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ROTEIRO DE AULA

Elementos:

Focos:

Distancia focal:

Vértices

Eixo maior:

Eixo menor:

Centro:

Excentricidade:

1

2c

F. eF

2

CONICAS — ELIPSE

Elipse

A, A, B, B,

2a

2b

Equacéao da elipse

X2
a?

2
LY

b




EXERCICIOS DE APLICACAO ]
=

1. URJF-MG (adaptado) — Determine a distancia entre o : Conforme a ilustracao a seguir, temos: E
centro da circunferéncia x2-2x +y2+ 6y —6=0ea y =

: <

=

reta3y = —4x — 1.

De x> — 2x + y? + 6y — 6 = 0, vamos ter:

X2 =2Xx+14+y?+6y+9-6=0+1+9

(x =12+ (y+3?2=16

C(1, —3) corresponde ao centro da circunferéncia.

De 3y = —4x — 1, vamos ter: P P
. 1 2
4x +3y+1=0
X
Portanto, sendo d a medida da distancia solicitada, obtemos:
g [4-1+3-(-3)+1
N/ T
4
=3
A, = (=10, 0)
A, =(10,0)
B, =1(0,8)
B,=1(0,8
F,=(=c 0
F,= (0, c), sendoc >0
Portanto, da relacao fundamental da elipse, temos:
(B, F,)? = (OF,)? + (OF )2 + (OB,)’ =
102 = c? + 82 — ¢? = 100 - 64 — c2 = 36
c=6
Sendo assim, a distancia solicitada é obtida por:
OP,-OF,=11-6=5m
2. UFRN (adaptado) — Um arquiteto projetou, para um 3. Sistema Dom Bosco C2-H6
salao de dimensoes 22 m por 18 m, um teto de gesso Um tabuleiro de dardos é pendurado na parede de uma
em formato de elipse com o eixo maior medindo 20 m garagem e passa a fazer a diversao da garotada. Nesse
e 0 eixo menor, 16 m, conforme ilustra a figura abaixo. : tabuleiro, a pontuacao que cada crianca recebe depen-

de da posicao em que o dardo se fixa no tabuleiro,
conforme figura a seguir. Adotando o plano cartesiano
como referéncia para o estudo do posicionamento das
circunferéncias, sabe-se que, dentre as muitas circun-
feréncias concéntricas do tabuleiro, a maior possui
equacgao x2 + y2 — 16 = 0. Logo, pode-se concluir que
: o dardo lancado, ao atingir o ponto P (6, 10) do sistema
18m de coordenadas,

22m

O aplicador do gesso afirmou que saberia desenhar a
elipse, desde que o arquiteto informasse as posigoes
dos focos.

Para orientar o aplicador do gesso, o arquiteto informou
que, na direcao do eixo maior, a distancia entre cada
foco e a parede mais proxima é de

a)3m d)6m

b)4 m @12 m

c)b5m
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a) marcou apenas 2 pontos.
b) marcou apenas 4 pontos.
¢) marcou apenas 6 pontos.
d) marcou apenas 10 pontos.

néo pontuou.

Deve-se determinar a posicao de P em relacdo a circunferéncia:
x=6;y =10

P:x2+vy2—16=(6)2+ (102 - 16 =36 + 100 — 16 = 120> 0
Logo, o ponto P é externo & maior circunferéncia. Contudo, no
lancamento desse dardo, ndo houve pontuacéao registrada.

Competéncia: Utilizar o conhecimento geométrico para realizar a
leitura e a representacao da realidade e agir sobre ela.

Habilidade: Interpretar a localizacdo e a movimentagéo de pessoas/
objetos no espaco tridimensional e sua representacao no espaco
bidimensional.

4. Espcex-SP — Uma elipse tem centro na origem e vérti-
ces em (2a, 0) e (0, a), com a > 0. A area do quadrado
inscrito nessa elipse é

'16a2 o) 12a? e) 20a?
5 5 5
432 8a?
b) — d) —
) 5 ) 5

Do enunciado, temos:

~

—2a X 2a X

A equacao da elipse é obtida por:

2 2 2 2
A S N
(22 a2 430 @

Tracando um angulo de 45°, conforme a figura, obtemos os pontos A e
B, os quais sdo vértices do quadrado ABCD inscrito na elipse.

Portanto, o lado AB do quadrado tem medida 2y.
Assim, A = 2y - 2y — A = 4y2.
Observe, na ilustracéo, que x = y. Assim:

2 2
LA S RN y?+ 4y? =4a’ — by’= 4a’ — yzziaz
4a2 @ 5

Substituindo o valor de y em A = 4y?, temos:

5. Unicamp-SP - No plano cartesiano, sejam C a circun-
feréncia de centro na origem e raior > 0 e s a reta de
equacgao x + 3y = 10. A reta s intercepta a circunfe-
réncia C em dois pontos distintos se, e somente se,

a)r> 2. c)r>3.
b)r>+5. @r>\/ﬁ.

A reta s encontra a circunferéncia C em dois pontos Unicos
se, e apenas se, a distancia da origem aretax + 3y — 10 = 0
for menor do que r. Assim,

C(,0;a=1b=3,c=-10
0+3-0-10] _

JE+ 3
Portanto, r > /10.

6. Espcex-SP — Sobre a curva 9x? + 25y? — 36x + 50y — 164
=0, assinale a alternativa correta.

a) Seu centro é (-2,1).
b) A medida do seu eixo maior é 25.
c) A medida do seu eixo menor ¢ 9.
d) A distancia focal é 4.

Sua excentricidade é 0,8.




Temos:
9x? 4+ 25y? — 36x + 50y — 164 = 0
9x? — 36x + 36 + 25y?+ 50y + 25 = 164 + 36 + 25

Analisando a equacao da elipse, concluimos que:
-C(2, -1);
— eixo superior = 10;

~
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9(x2—4x +4) + 25 (y? + 2y + 1) = 164 + 36 + 25 — eixo inferior = 6:
9 (x—2)?+ 25 (y + 1)? = 225 —-2c = §;
9(x-2)  25(v+1) _225 - e:%:qg.

225 225 225 : } o

Sendo assim, a afirmativa E é a correta.
2 2

(x -2 (y+V _,

25 9

EXERCICIOS PROPOSTOS

7. Sistema Dom Bosco - Dadas as circunferéncias \, e \,,,
de equacdes respectivamente iguaisa x?2 +y2 — 4 =0
ex2+y2—2x+ 2y — 12 = 0, o que se pode concluir
guanto a posicdo de uma em relagdo a outra?

a) sdo internas

b) sdo externas

¢) séo secantes

d) sdo concéntricas

9. Sistema Dom Bosco — Dada a elipse representada na
figura abaixo, determine a sua equacéo:

8. FGV-SP — No plano cartesiano, a reta de equacao
3x + 4y = 17 tangencia uma circunferéncia de centro
no ponto (1, 1).
A equacéo dessa circunferéncia é:

4

a)x?+y?-2x-2y-4=0
b)x?+y2-2x-2y-2=0
c) xX?+y?-2x-2y-5=0
d)x2+y2-2x-2y-3=0
e)x?+y?-2x-2y-1=0

N
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10. IFPE - Bira adquiriu uma cabra que pasta em um campo
retangular. Para delimitar o gramado, ele pretende tra-
car uma elipse inscrita num terreno retangular de 10 m
por 8 m. Para isso, ele deve utilizar um fio esticado pre-
so por duas estacas M e N, conforme mostra a figura.

Qual deve ser a distancia entre as estacas M e N?
a)b c) 8 e)9
b) 4 d)6

11. Mackenzie-SP — A equacao da reta que corta o eixo
das ordenadas no ponto P(0, — 6) e que tangencia a
circunferéncia x2 + y2 = 4 no quarto quadrante é

a)y=-2J2x+6
b)y=2J2x-6
c) y=2/2x+6
d)y=4x-6
e)y=-4x+6

12. PUC-RJ - Considere o circulo de raio 2 centrado na
origem e as retas verticais x = 1 e x = — 1, como
indicado na figura.

.

>

a) Encontre as coordenadas dos pontos de intersecdo
A, B, C, D entre o circulo e as retas verticais.

b) Calcule a area da regiao interior ao circulo que fica
entre as duas retas verticais.

~




14. Mackenzie-SP — Com relacéo as equacdes das elipses
25x? + 16y? + 150x + 256y - 351 = 0
e 16x? + 25y? — 96x — 200y + 144 = 0, podemos afirmar
que

a) as elipses tém centros coincidentes.

b) as elipses tém a mesma distancia focal.

c) as elipses tém a mesma excentricidade.

d) as elipses tém focos sobre o eixo das abscissas.

e) o eixo maior de uma delas é o dobro do eixo menor
da outra.
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13. Epcar-MG - No plano cartesiano, os pontos P(x, y)

2 2
satisfazem a equacéo %+% =1da curva A.
Se F, e F,séo os focos de A, tais que a abscissa de F, é

menor que a abscissa de F,, ¢ INCORRETO afirmar que

a) a soma das distancias de P e F, e de P a F, ¢ igual
a 10.

b) F, coincide com o centro da curva x* + y2 + 6x -4y = 0.
¢) F, é exterior a x? + y? = 25. 15. UFPR - Seja C, o circulo de raio r = 2 e centro no

P=(3 4.
d) o ponto de abscissa maxima de A pertence a reta ponto ) (3. 4) ) )
y = x - 8. : a) Qual ¢ a equacao do circulo C,?

b) Considere o circulo C, definido pela equagéo
x2 + y2 = p2. Para quais valores de p o circulo C,
intersecta o circulo C,?
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16. FGV-SP - Na representacao grafica do sistema de
xX2+y2=4
4x? -y =2

equacgoes no plano cartesiano, uma das

solugdes é (0, —-2). A distancia entre os pontos que
representam as duas outras solugoes desse sistema
¢ igual a

a) 14 c) N e) 3
2 2
b) a V14

2 2

17. Fuvest-SP — Duas circunferéncias com raios 1 e 2 tém
centros no primeiro quadrante do plano cartesiano e
ambas tangenciam os dois eixos coordenados. Essas
circunferéncias se interceptam em dois pontos distintos
de coordenadas (x, y,) & (X,, Y,).

O valor de (x, +vy,)2 + (x, + y,)? éigual a

5 11
a) = d) —
)2 )2

7 13
b) - i
)2 e)2

9
c_

)2
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18. UEPB C2-H9

Deseja-se construir uma praca em forma de elipse em
um terreno retangular de dimensdes x metros e y me-
tros, com x >y, de perimetro 300 m e area 5000 m?,
conforme nos mostra a figura.

+ x
9\ y /(\/
2
F, 0 F, Y
X
2

Estando previstas as instalacbes de duas torres de
iluminagéo, uma em cada foco da elipse, F, e F,, local
de melhor distribuicdo e aproveitamento das mesmas,
concluimos que a distancia em metros entre as torres é

a) 10043
b) 2543
¢) 50+/3
d) 4043
e) 3043

19. Acafe-SC (adaptado) C5-H22

O ultrassom morfolégico € um exame muito utilizado
para identificar doencas de um bebé que ainda esta no
ventre da mae. O formato, a estrutura e a medida da
cabeca do bebé podem ser analisados e comparados
com medidas de referéncia.

DREAMSSEEKER2/SHUTTERSTOCK

A figura representa a cabeca de um bebé em um exame
desse tipo. Através de recursos computacionais, define-
-se uma circunferéncia em um sistema de coordenadas
cartesianas através de trés pontos:

M(= 3, 3), N(2, 8) e O(6, 0).

O comprimento dessa circunferéncia corresponde ao
que os médicos chamam de perimetro cefélico. No caso
indicado na figura, por um problema técnico, o com-
putador ndo indicou o comprimento da circunferéncia.
Sabe-se que cada unidade linear do plano cartesiano
que contém a figura corresponde a 1 cm na medida real.
Analise o caso e responda: Qual a medida do perimetro
cefélico do bebé, se m = 3,147

d) Entre 35 cm e 40 cm.
e) Entre 25 cm e 30 cm.

a) Superior a 40 cm.
b) Entre 30 cm e 35 cm.
c) Inferior a 30 cm.
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A figura acima ilustra a situacdo em que um cometa
(C) percorre uma orbita eliptica de centro na origem
de um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais
xQy. Nessa orbita eliptica, o Sol (S) aparece em um dos
focos. Considere que a elipse seja representada pela
2 2

equagao :—2+§=1, em que a >b > 0, e tenha excen-
tricidade igual a 0,96. Nesse caso, se a distancia mini-
ma desse cometa ao Sol for igual a 0,58 UA (unidade
astronomica), em que 1 UA = 150106 km ¢é a distancia
média da Terra ao Sol, entdo a distancia méxima do
cometa ao Sol, em milhées de km, sera

a) inferior a 3700.
b) superior a 3700 e inferior a 4000.
c) superior a 4000 e inferior a 4300.
; d) superior a 4300 e inferior a 5300.
20. UnB-DF (adaptado) C6-H24 e) superior a 5300.

O vento solar € uma emissédo continua, em todas as
direcoes, de particulas carregadas que tém origem na
coroa solar. As particulas emitidas podem ser elétrons,
prétons ou neutrinos. A velocidade dessas particulas
varia entre 400 km/s e 800 km/s.

Essa emissédo continua gera uma distribuicéo de ions,
prétons e elétrons em todo o espaco do Sistema Solar.
Esse plasma de particulas carregadas € comumente
denominado mar de prétons, ou mar de elétrons. Ao se
aproximarem daTerra, esses fons sofrem alteracbes em
suas trajetorias devido a presenca do campo magnético
terrestre. Na regido do espaco que circunda a Terra,
a densidade desse plasma é de aproximadamente 10
particulas por centimetro cubico. O bombardeamento
da atmosfera terrestre pelo vento solar tem efeitos pro-
fundos, uma vez que as particulas e a radiagao solar
interagem com os gases presentes na atmosfera, tais
como H,, N,, O,, CO,, CO, NO,, N,O, SO,.

Distancia média do Sol,

Mercrio 57.9
Vénus 108
Terra 150
Marte 228
Jupiter 778
Saturno 1430
Urano 2870
Netuno 4500

Plutdo 5900




CONICAS - HIPERBOLE E
PARABOLA

MATEMATICA 2

HIPERBOLE
CONCeITO Hipérbole
Hipérbole é um lugar geométrico de pontos no plano cujo médulo de diferenga Parabola
de distancias a dois pontos fixos no plano é sempre constante. Assim:
Sejam F, e F, dois pontos no plano e seja 2¢ a distancia entre eles. Hipérbole & HABILIDADES
0 conjunto dos pontos no plano cuja diferenca (em maédulo) das distéancias a F, e a

Interpretar a localizagdo e a
F, € a constante 2a (0 < 2a < 2¢). movimentagao de pessoas/
objetos no espaco tridimen-
sional e sua representagdo

no espago bidimensional.

ELEMENTOS Y
F, e F,: séo os focos da hipérbole
O: é o centro da hipérbole
2c¢: distancia focal
2a: medida do eixo real ou transverso
2b: medida do eixo imaginario

Aplicar conhecimentos
algébricos/geométricos de
espaco e forma na selecdo
de argumentos propostos
como solugdo de problemas
do cotidiano.

C .
S excentricidade Resolver situagao-problema

que envolva conhecimentos
geométricos de espago e
forma.

No tridngulo retangulo B,OA,, vale a re-
lacdo c? = a% + b2

Utilizar conhecimentos geo-
métricos de espago e forma

EQU’ACAO REDUZIDA DA na selegdo de argumentos
HIPERBOLE propostos como solugéo de

1° caso: Hipérbole com focos sobre o eixo x. problemas do cotidiano.

74 y




2° caso: Hipérbole com focos sobre o eixo y. e Coordenadas dos focos iguais a F(-c, 0) e F'(c, 0).

e Eixo real é igual a 2a.
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Foo/A A F
XZ y2
@ b
X2 y2
@ b
Observacoes:
1. Vértices sempre estdo na reta que contém
os focos. Essa equacao da hipérbole tem os focos no eixo das
2. Excentricidade é sempre maior que 1. abscissas e o centro na origem do sistema cartesiano
ortogonal.
ASSINTOTAS

Equacao com centro na origem e focos no eixo

Assintotas de uma hipérbole sdo retas que contém das ordenadas

as diagonais do retangulo de lados 2a e 2b.
Quando o eixo real é horizontal, o coeficiente an-

, b . y
gular dessas retas € m==*—; quando é vertical, o coe-
a

. , a
ficiente é mziB_

NN
/TN

EQUACAO DA HIPERBOLE O semieixo real define se os focos estdo no eixo das
Equacédo com centro na origem e focos no eixo  apscissas ou das ordenadas. Entéo, a fracao possuidora
das abscissas do sinal positivo identifica o eixo real contido na linha
Consideram-se as seguintes condigcoes: das abscissas ou das ordenadas — por consequéncia,
 Centro da hipérbole coincidindo com a origem do focos situados respectivamente no eixo das abscissas

sistema de coordenadas cartesianas. ou das ordenadas.



EXERCICIO RESOLVIDO

1. Sistema Dom Bosco — Determine a excentricidade da hipérbole de equagédo 25x? — 16y? — 400 = 0.

Resolucao

Temos: 25x? — 16y% = 400.

Observe que a equacao da hipérbole ndo esta na forma reduzida.

Vamos dividir ambos os membros por 400, obtendo:

X2 yZ
16 25
Portanto, a?> = 16 e b? = 25.

Dai, vem:a=4eb = 5.

~N
S
=
=
=
<
=

Como c¢? = a? + b?, substituindo e efetuando, vem que ¢ = v41.

A excentricidade e sera igual a: e = §= @ =1,60.
Logo, e = 1,60.

PARABOLA

CONCEITO

Parabola é o lugar geométrico dos pontos do plano,
cuja distancia a um ponto fixo dele é igual ao espaco
até uma reta desse plano.

ELEMENTOS DA PARABOLA
Os elementos da parédbola sao figuras geométricas
mais simples que ela e que fazem parte de sua defini-
cao, estando envolvidos em sua construcao. Séo eles:
* Foco: o ponto F da definicdo da parabola e da
imagem anterior é chamado de foco e determina
essa figura.
e Diretriz: a reta r, também presente na definicao
e na imagem anterior, é chamada de diretriz da
parébola. Essa reta é usada junto ao foco para a
definicao dessa figura. A distancia entre qualquer
ponto da parabola e sua diretriz é igual a distancia
entre esse mesmo ponto da pardbola e seu foco.
e Parametro: é a distancia entre o foco e a di-
retriz. Esse célculo pode ser feito por meio da
distancia entre ponto e reta.
e Vertice: o vértice da parabola é o ponto mais
préoximo de sua diretriz. Existe uma propriedade
que afirma o seguinte:

ve=P
2

Reforca-se que VF é o segmento de reta que tem
infcio no vértice da pardbola e tem fim em seu foco,
e p é o paréametro da parabola. Em outras palavras, o
vértice de uma parabola fica no meio do caminho entre
seu foco e a diretriz.

¢ Eixo de simetria: é a reta perpendicular a dire-
triz que passa pelo vértice da pardbola. Essa reta

também contém o foco da parébola. Ela é assim
chamada porque divide a parabola em duas par-
tes simétricas.

e Foco: F

e Diretriz: retad

e \eértice: V

e Parametro: p, distancia do foco a diretriz

e Eixo de simetria: reta VF, perpendicular a diretriz

EQUACAO DA PARABOLA

Equacao com vértice na origem e focos no eixo
das ordenadas
Consideram-se as condigoes:
e \értice da parabola coincidindo com a origem do
sistema de coordenadas cartesianas.
e Coordenadas dos focos iguais a

F=(o,%j
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Pela definicao de parébola, a distancia do pon-
to genérico P(x, y) aos focos é igual & distancia do
ponto P & reta diretriz da parébola.

!
y ' Eixo de simetria
|
I
|
I
i
\
? Parametro
|
Diretriz
V: vértice
F: foco ' X

X% =2py

Essa equacao chama-se equacao reduzida da pa-
rabola, e a concavidade da curva depende do sinal do
parametro p:

e Quando p > 0, concavidade voltada para cima.
e Quando p < 0, concavidade voltada para baixo.

Equacao com vértice na origem e focos no eixo
das abscissas
Consideram-se as condicoes:
e \Vértice da parabola coincidindo com a origem do
sistema de coordenadas cartesianas.

e Coordenadas dos focos iguais a:

F=(o, %)

Pela definicdo de parabola, a distancia do ponto
genérico P(x, y) aos focos ¢ igual a distancia do P a
reta diretriz da parabola.

Demonstra-se que a equacao obtida é represen-
tada por:

y? = 2px

Essa equacdo chama-se equacgéao reduzida da pa-
rabola, e a concavidade da curva depende do sinal do
parametro p:

e Quando p > 0, concavidade voltada para a direita.
e Quando p < 0, concavidade voltada para a esquerda.

X

L
.
—
7




Exemplo:

Determinar equacao da parabola indicada a seguir:

F(3, 0)

Equacéo: y?> = 2px, sendo p = 6.
Entédo, y? = 2 - (B)x = 12x
y2 = 12X

EXERCICIOS RESOLVIDOS

2. Sistema Dom Bosco — Determine a diretriz da paréa-
bola de equagéo y? = — 4x.

Resolucao

A parédbola possui concavidade para a esquerda, e a
diretriz € uma reta paralela ao eixo das ordenadas.
Identificando os elementos, temos:

y? = —4x
) — —2p=-4 p=2
y? =—-2px
T TV R W
2 2

3. Sistema Dom Bosco — Determine o foco da parabola
de equacéo y? = 12x.

Resolucao

A parébola possui concavidade para a direita, e o
foco esta sobre o eixo das abscissas. ldentificando
os elementos, temos:

yZ=12x

1) — p=al2 ¥ N-6
y? = 2px

1) Foco:(%,O):(& 0)

~
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ROTEIRO DE AULA

CONICAS — HIPERBOLE

Hipérbole

F X
EIeméntos: Equacao d;;\ hipérbole
Focos . F1 e Fz :_i_g_z
Distancia focal 26
Vértices 'Aw eA2
Eixo maior 23
Eixo menor - 2b
Centro ‘0

Excentricidade

@
Il
[ONNe)



ROTEIRO DE AULA
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PARABOLA

Parabola

X
Elementos:
L -F Equacao Reduzida da Parabola
Diretriz retad i V2= 2px
Vértices -V —
__ Pardmetro  :p, distancia do foco a diretriz

_ Eixodesimetria_: reta VF, perpendicular a diretriz

Equacgao com foco no eixo das ordenadas Equacao com foco no eixo das abscissas
> l._p>0 1V
Y
\\ |
X
II.__p<0 II._p<0
y Yy
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= EXERCICIOS DE APLICACAO

(%]

= :

= 1. Esc. Naval-RJ - A equacdo 4x? -y?-32x + 8y + 62 = : 3. Sistema Dom Bosco C2-H7

E 0, no plano xy, representa A catedral Metropolitana Nossa Senhora Aparecida,

= a) duas retas : em Brasilia, projetada pelo arquiteto Oscar Niemeyer,
b) uma circunferéncia : possui uma estrutura que se destaca pela forma arro-
¢) uma elipse : jada e pela beleza.l Pode-se af|rm§r que essa estrutura,

o : representada na figura a seguir, € denominada

uma hipérbole g

e) uma pardbola

Completando os quadrados na equagao, obtemos:
4x? —y?-32x +8y+52=0

4x2—32x + B4—y2+ 8y—16 = — 52 + 6416

4x? -32x + 64— (y? -8y +16)=— 4

4(x—4Y - (y-4)Y =-4

(x=4) |, (y=4F _,

+
1 4

Logo, uma hipérbole. a) Elipsoide
b) Esfera
@Hiperboloide
d) Paraboloide
e) Cubo
Hiperboloide, um solido de rotagéao obtido girando-se uma hipér
bole ao redor de seu eixo transversal.

Competéncia: Utilizar o conhecimento geométrico para realizar a
leitura e a representacédo da realidade e agir sobre ela.

Habilidade: Identificar caracteristicas de figuras planas ou es-
paciais.

2. FGV-SP- No plano cartesiano, ha dois pontos R e S
pertencentes a pardbola de equagao y = x2 e que estao

1
4. E -SP -0 t P(a. 7) 1 3 abol
alinhados com os pontos A(0, 3) e B(4, 0). SRFEX ponto 3) pertence a parabola

A soma das abscissas dos pontos Re S é: x = ¥°*3 A equacéo da reta perpendicular a bissetriz
3

a) — 0,45 :
b) — 0,55 dos quadrantes impares que passa por P é:
¢) — 0,65 - (@27x+27y-37=0
(d)- 0,75 . b)37x+27y —27=0
e) — 0,85 c)27x + 37y — 27 =0
Sendo r a reta que passa por A (0, 3) e B (4, 0), temos: d)27x + 27y =9 =0

Xy 3 : e)27x+37y —9=0
rm—+-=1oy=-x+3 :
4 3 4 : Como P pertence a parabola, teremos:

As abscissas de R e S dizem respeito as abscissas dos pontos de ( 1jz +3
: 1

intersecao da reta r com a parabola y = x2. 0 3 _ 128

3 27" 27

.3 24 3y L3
X X+ 3 & x*+—-x-3=0 _ ) ) )
4 4 Compreendendo que a bissetriz dos quadrantes impares é aretay = X,
teremos que o coeficiente angular da reta procurada é -1, e, assim,

Resolvendo a equagdo do segundo grau, coma =1, b = 3 ec sua equagao é obtida por:
= — 3, temos que a soma das abscissas sera: 4 : 1 28 1 28
: y—fz(—1)-(x——J—>><+y—f——:0—>27><+27y—37:0
3 ; 3 27 3 27

x1+x2:—2:-1:—0,75




5. Sistema Dom Bosco — Os vértices das hipérboles sem-
pre estdo na reta que contém os focos, e sua excen-
tricidade é sempre maior que 1. Logo, pode-se afirmar
que a hipérbole de equacao 225x? — 25y? — 900 = 0 é:
a)2
b)6
c) 2410

(@-io
e) 542

Temos: 225x2 — 25y? = 900.
Observe que a equacgao da hipérbole ndo estéd na forma reduzida.
Vamos dividir ambos os membros por 900, obtendo:
225x*  25y? =@_)x72_y72=1
900 900 900 4 36
Portanto, a? = 4 e b? = 36.
Dai, vem:a =2 e b = 6. Assim,
c?=a’+h? 5c2=22+62>Cc2=4+36—>c?=40—>c=v40 5 c=2/10
A excentricidade e seré:

_c_2/10
2
Logo, e=410.

6. UEMA - Uma familia da cidade de Cajapio-MA comprou
uma antena parabdlica e o técnico a instalou acima do
telhado. A antena projetou uma sombra na parede do
vizinho, que estd reproduzida a seguir, coberta com
uma folha quadriculada.

EXERCICIOS PROPOSTOS

7. IFCE (adaptado) — A expressdo x2 + y2-2x -4y + 4 =0
descreve a equacao de umf(a)
a) hipérbole. d) circunferéncia.
b) parébola. e) reta.
c) elipse.

Yy
—
]
Ponto F
2 {
1
0 X
\\
0 1 2

Diretriz

Note que a figura projetada na parede é uma conica.
Considerando as medidas mostradas e o sistema car
tesiano contido na folha quadriculada, a equacédo que
representa a conica sera

(@)l — 27 =7@x + 1)

b)(y +2)2=72x + 1)

c)ly —3)2=12(x + 1)
2_ o1

d) (y-2) = 7(2)( 7)
2=12

€) (y+3) = (x-1)

Temos:
F = (3, 2), e a diretriz da pardbola é areta x = —4.

p:3—(—4):7eV:(—%, 2).

A equacéo da parabola seréa:

(y-2Y=27 (x—(—%))—)(y -2V =7(2x + 1)
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g 8. Espcex-SP - Considere as afirmacoes:
= I. Uma elipse tem como focos os pontos F1(— 3, 0) e
= F2(3, 0), e a medida do eixo maior € 8. Sua equagéao
(=
‘Et é X_z + v = 1

16 7

. Os focos de uma hipérbole séo F,(— 10, 0) e F,(10, 0),

e sua excentricidade é é Sua equacgao é 16x2 —9y2 =
= 576. 3

. A pardbola 8x = — y2 + 6y — 9 tem como vértice
o ponto V(3, 0).

Com base nessas afirmacoes, assinale a alternativa correta.
a) Todas as afirmacgdes sao falsas.

b) Apenas as afirmacoes | e Il sao falsas.

c) Apenas as afirmacées | e |l sdo verdadeiras.

d) Todas as afirmacoes séo verdadeiras.

e) Apenas a afirmacao Il é verdadeira.

10. Espcex-SP — A representagao no sistema cartesiano or
togonal da equagéo 9x2—y2 = 36x + 8y — 11 é dada por

a) duas retas concorrentes.
b) uma circunferéncia.

c) uma elipse.

d) uma parabola.

e) uma hipérbole.

9. Espcex-SP — Uma reta t passa pelo ponto A (= 3, 0) e
é tangente a parabola de equacédo x = 3y? no ponto P

Assinale a alternativa que apresenta uma solucdo cor-
reta de acordo com essas informagoes.

a)t: x=10y + 3 =0e P(27 3)
b)t: 2x -15y + 6 = 0 e P(12, 2)
c)t:2x-15y + 6 =0e P(12, — 2)
d)t:y=0eP(0,0)
eJt:x+06y+3=0eP(3 —1)




11. UFPE (adaptado) — Para cada nimero real a, analise
as proposicoes a seguir, referentes a representacao
geométrica da equacgdo x2 + ay2 + 2x —2ay = 0 em um
sistema de coordenadas cartesianas xOy.
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a) Sea = 1, aequacéao representa uma circunferéncia?
b) Se a = 0, a equacéo representa uma reta?

c) Se a = 3, a equacéo representa uma hipérbole?
d) Se a = - 2, a equacao representa uma elipse?

e) Se a = -1, a equacgéo representa a unido de duas
retas?

13. IME-RJ - Determine o produto dos valores méaximo e
minimo de y que satisfazem as inequacdes dadas para
algum valor de x.

2x2 — 12x + 10 < by <10 — 2x

a) -3, 2 d)1,6
b)—1,6 e) 3,2
c) 0

12. UDESC (adaptado) — Analise as afirmacoes dadas a se-
guir e classifique-as como verdadeiras (V) ou falsas (F).

() A elipse de equacdo 9x? + 4y? = 36 intercepta a
hipérbole de equacao x? — 4y? = 4 em apenas dois
pontos, que sao os veértices da hipérbole.

() O semieixo maior da elipse 9x? + 4y? = 36 é paralelo
ao eixo real da hipérbole x?> — 4y? = 4.

Assinale a alternativa que contém a sequéncia correta,

de cima para baixo.

a)v-Vv c)F-V

b)V-F dF-F
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14.PUC-SP - A funcgao f(x):(gj e a circunferéncia de

centro C e equacéo (x —2)2 + (y — 2)2 = 8 se intersec-
tam nos pontos P e O, sendo O a origem do sistema
cartesiano, conforme mostra o gréfico.

f(x)

C Fora de escala

A equacéo da reta s, tangente a circunferéncia no
ponto P, pode ser dada por

aly = —x
b)y=-x+8
cly=—-x+2
X
d)y=-

2

15. UNESP - Os pontos A e C sdo intersecbes de duas

cbnicas dadas pelas equacdes x2 + y2 =7 ey = x2 —
1, como mostra a figura fora de escala. Sabendo que

tg 49° = & e tomando o ponto B(0, — \/7), deter
3

mine a medida aproximada do angulo ABC, em graus.




16. Fuvest-SP — No plano cartesiano, um circulo de centro 17. IME-RJ (adaptado) — Os triangulos ABC e DEF sao >
P = (a, b) tangencia as retas de equacdesy = xex =0. equildteros com lados iguais a m. A area da figura FHCG E
Se P pertence a parébola de equacdoy = x2ea >0, a ¢ igual a metade da é&rea da figura ABHFG. Determine E
ordenada b do ponto P é igual a g a equacéo da elipse de centro na origem e eixos for- E
a) 24242 g mados pelos segmentos FC e GH. =
b) 3+2v2 Ly
c) 4+22 A | D
d) 5+242 : |

I

e) 6+2v2 G

- -----T




ESTUDO PARAO ENEM

18. Enem C5-H22 d)

Durante uma aula de Matemaética, o professor suge-
re aos alunos que seja fixado um sistema de coor-
denadas cartesianas (x, y) e representa na lousa a
descricdo de cinco conjuntos algébricos, I, II, I, IV
eV, como segue:

o~
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I. é a circunferéncia de equacgéo x* + y>=9;

Il. é a pardbola de equagdoy = — x> — 1, com X va-
riandode —1a 1;

lll. ¢ o quadrado formado pelos vértices (=2, 1), (=1, 1),
(=1,2)e(=2,2);

IV. é o quadrado formado pelos vértices (1, 1), (2, 1),
(2,2)e(1,2) g e)

V. é o ponto (0, 0).

A seguir, o professor representa corretamente os cin-
co conjuntos sobre uma mesma malha quadriculada,

composta de quadrados com lados medindo uma uni-
dade de comprimento cada um, obtendo uma figura.

Qual destas figuras foi desenhada pelo professor?

a) Yhg
7 NC
N\
N\
/
— 9 X
\
N /
N p
N s
-1
-9
b) vhg
1
N
N
N\
/
-9 9 x
\
N /
N ',
-1
-9
c) Y
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19. UNESP C5-H23

A figura mostra a representacdo de algumas das ruas
de nossas cidades. Essas ruas possuem calcadas de
1,5 m de largura, separadas por uma pista de 7 m de
largura. Vamos admitir que:

|. os postes de iluminagao projetam sobre a rua uma
area iluminada na forma de uma elipse de excentri-
cidade 0,943;

Il. o centro dessa elipse encontra-se verticalmente
abaixo da lampada, no meio da rua;

Ill. o eixo menor da elipse, perpendicular a calgada, tem
exatamente a largura da rua (calgadas e pista).

Se desejarmos que as elipses de luz se tangenciem
nas extremidades dos eixos maiores, a distancia, em
metros, entre dois postes consecutivos devera ser de
aproximadamente:

Dados: 0,9432 ~ 0,889 e /0,111 = 0, 333.

~
20. Sistema Dom Bosco C6-H26

Planetas descrevem trajetorias elipticas, enquanto as
torres de refrigeracdo em usinas nucleares possuem
formato hiperbdlico, que é originado da rotacdo de uma
hipérbole.

Dentre os itens a seguir, qual possui a equacao candni-
ca de uma elipse e de uma hipérbole, respectivamente?
ajx2+y2-1=0

b) XZ —_ yZ =

c)x+y-1=0

XZ yZ ) XZ y2_
A
XZ yZ ) XZ y2
Ot T

~
S
=
=
=
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=
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MATEMATICA 3

Andlise combinatéria
Fatorial de um nimero
Principio da contagem
Diagrama de arvore

Principio da preferéncia (PP)

HABILIDADES

|dentificar padrdes
numéricos ou principios de
contagem.

Avaliar propostas de
intervencdo na realidade
utilizando conhecimentos
numéricos.

Resolver situagdes-proble-
ma envolvendo conheci-
mentos NUMEricos.

Calcular o fatorial de
ndmero natural.

Determinar o total de pos-
sibilidades de ocorréncia
de um evento usando o
principio fundamental da
contagem (PFC) e o princi-
pio da preferéncia (PP).

PRINCIPIO FUNDAMENTAL
DA CONTAGEM

ANALISE COMBINATORIA

A andlise combinatéria € mais uma area da Matematica cujas aplicacdes
podemos observar no cotidiano. Neste mddulo, iniciaremos com os estudos
sobre a quantidade de possibilidades de determinados eventos ocorrerem, para
podermos, enfim, abordar as probabilidades de eles acontecerem.

FATORIAL DE UM NUMERO

Sendo n um nUmero natural maior que 1, o fatorial de n, representado por nl, é

o produto de todos os nimeros naturais de n até 1, reduzindo uma unidade por vez.
n!: |1&-se “n fatorial”

Definicao em particular: 0! =1 e 1! = 1.
Exemplos:
6!l =6-5-4.3-2-1=720
41 =4+-3-2-1=24
nNl=n-nN-"1T'=n-(n—-1) - —2)!
nN+2)l=n+2)- N+ =MN+2)-(n+1)-n!

Um recurso muito utilizado para simplificar expressées com fatoriais é desenvol-
ver o fatorial organizando os fatores (produto dos nimeros naturais de n até 1) em
ordem decrescente. Observe o exemplo:

50! _50-49-48!
481 48l

PRINCiPIO FUNDAMENTAL DA CONTAGEM

A regra para determinar o nimero de possibilidades de ocorréncia de um evento,
sem a necessidade de escrita de todos os eventos possiveis, € denominada principio
fundamental da contagem (PFC) ou principio multiplicativo.

Por exemplo, um professor licenciado em Geografia (G) e Histéria (H) envia seu
curriculo para trés colégios distintos (A, B e C). Supondo que ele sé ministrara aula de
uma Unica disciplina, quantas seriam as possibilidades de trabalho para o professor?

Pelo principio multiplicativo, podemos obter as possibilidades de trabalho do
professor da seguinte maneira:

1° Graduado em Geografia e Histoéria: m diplomas (m = 2).

2¢° Envio de curriculo para os colégios: n colégios (n = 3).

3¢ Possibilidades:m - n =2 -3 = 6.

4° Portanto, h& 6 possibilidades distintas de emprego para o professor.

=50.49=2450

EXERCICIO RESOLVIDO

1. Fuvest-SP — Maria deve criar uma senha de 4 digitos para sua conta bancaria. Nessa
senha, somente os algarismos 1, 2, 3, 4 e 5 podem ser usados e um mesmo algarismo
pode aparecer mais de uma vez. Contudo, supersticiosa, Maria ndo quer que sua senha
contenha o numero 13, isto €, o algarismo 1 seguido imediatamente do algarismo 3. De
guantas maneiras distintas Maria pode escolher sua senha?



551

b) 552
c¢) 553
d) 654
e) 655

Resolucao

Pelo principio multiplicativo, calculamos todas as se-
nhas possiveis: 5 -5 -5 -5 = 625 senhas.
Ao posicionar os algarismos 1 e 3, formando o nu-

mero 13, temos as seguintes situacoes:

5X5=25
Algarismos | Algarismos

5 X5 =25 5 75 possibilidades

5 5
Algarismos Algarismos

5 X5 =25

5} &
Algarismos | Algarismos

Como a sequéncia a seguir foi contada duas vezes,
temos:

75 — 1 = 74 possibilidades.

Logo, o numero total de senhas possiveis sera:
625 — 74 = 551.

Também conhecida como arvore de possibilida-
des, esta é uma ferramenta usada em analise combi-
natéria para auxiliar na descricao de todas as possibi-
lidades de ocorréncia de um evento.

Exemplo:

Anualmente, jornalistas, treinadores, esportistas e
publico em geral elegem o melhor atleta considerando as
principais modalidades esportivas de determinada cidade.
Neste ano, os trés finalistas sdo os seguintes atletas:

1. Tadeu (natacao): representado pela letra T.
2. Ulisses (futebol): representado pela letra U.
3. Vitor (vélei): representado pela letra V.

Por meio da arvore de possibilidades, vamos anali-
sar as possiveis situacoes de premiacao desses atletas.

12 lugar 29 Jugar
(3 possibilidades) (2 possibilidades)

3¢ lugar Resultados
(1 possibilidade) (6 possibilidades)

u v TUV
T<
v U TVU
Q
5 T v - UTV
<
S U <
o v -7 = UVT
o
T - U - VTU
V<
u T vuT

Pelo diagrama, notamos que ha 6 maneiras distintas
de premiagao dos atletas.

O mesmo nuimero seria obtido se aplicdssemos o
principio fundamental da contagem.

Assim, as possibilidades de premiagao sao:

3:2-1=6.

Atencao!

Se um acontecimento pode ser analisado em
etapas sucessivas e independentes, de modo que:

® n, seja o numero de possibilidades na primeira

etapa;
* n,sejaonumero de possibilidades na segunda
etapa;
* n, sejaonumero de possibilidades na k-€sima
etapa.
Entdo, o nimero de possibilidades de ocorréncia
do evento seran, - n, - ...-n,.
CiPI1O DA PREFERE

Em combinatéria, podemos nos deparar com si-
tuacdes em que existem condicdes especificas que
influenciam diretamente o nimero de possibilidades
de um evento ocorrer.

Por exemplo: vamos analisar de quantas maneiras
distintas b pessoas podem se posicionar nos 5 bancos
de um veiculo, supondo que apenas 2 pessoas dirigem.

Pelo principio da preferéncia, o estudo do nime-
ro de possibilidades deve comecar sempre pelas
etapas em que haja restricdo, dando-se preferéncia
as que tenham maior restricao.

Sejam a, b, ¢, d e e os lugares do carro, conforme a
representacao acima. Sabendo que o local a apresenta
restricao (ja que s6 pode ser ocupado pelas duas pes-
soas que dirigem), para sabermos de quantas maneiras
distintas as pessoas podem se posicionar dentro do
carro, realizamos as seguintes etapas:

a b c d e
12 etapa 22 etapa 32 etapa 42 etapa 52 etapa

Na 12 etapa, por haver restricdo, apenas as duas
pessoas que dirigem podem ocupar o lugar a.

Na 22 etapa, como ha uma pessoa dirigindo, restam
quatro pessoas que podem ocupar o lugar b. O mesmo
ocorre nas préoximas etapas em relacdo a analise dos
lugares ¢, d e e, havendo sempre uma possibilidade
a menos por lugar, j& que os outros lugares ja foram
ocupados por alguém.




Assim, aplicando o principio da preferéncia (PP), Nos casos em que, mesmo com o uso do prin-

el

§ obtemos: cipio da preferéncia, ocorrem impasses, usa-se o

E 2:4-3-2-1=48 principio aditivo da contagem, pelo qual é realizada

"E't Portanto, os cinco passageiros podem se posicionar @ unido de dois ou mais conjuntos que sdo gerados
de 48 maneiras distintas dentro do carro. em virtude das restricoes em cada situacgéao.

EXERCICIO RESOLVIDO

2. Sistema Dom Bosco - Quantos nimeros pares de

quatro a.Igarlsmos distintos maiores que 2999 existem no milhar e dezena unidade
nosso sistema de numeragao?
milhar centena dezena unidade
12 etapa 12 etapa
restricoes condicao
0,1e2) (apenas o zero)
restricoes restricoes o
0, 1e2) (1,3,5,7¢9) Possibilidades do caso 1: 7 - 8 - 7+ 1 = 392.
e Caso 2: nUmeros que terminam em 2, 4, 6 ou 8.
Resolucao
Utilizando o principio da preferéncia, a 12 etapa deve milkar centena dezena unidade
ser a de maior restricao, que, nesse caso, é a do alga-
rismo das unidades. Nele observamos se o niumero é 6 8 7 4
par ou impar, sendo possivel utilizar 5 algarismos (O,

2,4, 6 e 8). J& a 22 etapa se refere ao algarismo do

. 2 o 22 etapa 12 etapa
milhar, que também apresenta restricoes. Como o - o

i ; restricdes (0, 1, 2 ou condigdo
numero par deve ser maior que 2999, restam apenas 7 0 algarismo da unidade) (2, 4,6 0u8)
algarismos a serem utilizados (3, 4, 5, 6, 7, 8 € 9), caso
seja escolhido o zero como unidade. Ou podem restar Possibilidades do caso 2: 6 - 8 -7 - 4 = 1344
6 algarismos distintos, caso a escolha ndo seja o zero. ' '

. | Assim, pelo principio aditivo, o total de nUmeros pares
Logo, para a solucdo do problema, nés o dividiremos possiveis é 392 + 1344 = 1736.

em dois casos:
Logo, ha 1736 numeros pares maiores que 2999 com
e Caso 1: niUmeros que terminam em zero. quatro algarismos distintos.
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PRINCIPIO FUNDAMENTAL

DA CONTAGEM

Sendo n um numero natural maior que
1, o fatorial de n, representado por n!, é
Fatorial de um o produto de todos os nimeros naturais

namero menores ou iguais a n.

nl=n-Mn-1-(Mn-2-...-1!

A regra que permite determinar o nu-
mero de possibilidades de ocorréncia
de um evento, sem a necessidade de
escrita de todos os eventos possiveis,

Principio fundamental . = ¢ denominada

da contagem o
) principio fundamental da contagem (PFC)

ou

principio multiplicativo.

A arvore de possibilidades é

uma ferramenta usada em analise combinaté-
ria que auxilia na descricao de todas as possi-
bilidades de ocorréncia de um evento.

Pelo principio da preferéncia

o estudo
do numero de possibilidades deve comecar
sempre pelas etapas em que haja restricao,
dando-se preferéncia as que tenham maior
restricao.
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EXERCICIOS DE APLICACAO

1. UPE (adaptado) — A prova final de Geografia de uma
escola é composta de 5 itens com 4 alternativas do tipo
a, b, c e d. De quantas maneiras diferentes um estu-
dante poderd responder esta prova, de forma que ele
s6 assinale apenas uma alternativa em cada questao?

Como existem 4 formas de responder a cada um dos b itens, pelo
principio multiplicativo, a resposta é 4° = 1204.

2. Enem C7-H28

O comité organizador da Copa do Mundo 2014 criou a
logomarca da Copa, composta de uma figura plana e o
slogan “Juntos num so ritmo’; com maos que se unem
formando a taca Fifa. Considere que o comité organi-
zador resolvesse utilizar todas as cores da bandeira
nacional (verde, amarelo, azul e branco) para colorir
a logomarca, de forma que regides vizinhas tenham
cores diferentes.

JUNTOS NUM SO RITMO
Disponivel em: <www.pt.fifal.com>.

Acesso em: 19 nov. 2013. (Adaptado).

De quantas maneiras diferentes o comité organizador
da Copa poderia pintar a logomarca com as cores ci-
tadas?

a) 15

b) 30

c) 108

d) 360

(e)972

Considerando as regides a serem pintadas:

Levando em conta que existe chance de as cores se repetirem e que
nao hé obrigacdo de se usarem as 4 cores, pode-se calcular:
D-E-F-C-B-A—4-3-3-3-3-3=972diferentes opgoes.
Competéncia: Compreender o caréter aleatério e ndo deterministico
dos fenémenos naturais e sociais e utilizar instrumentos adequados
para medidas, determinacdo de amostras e calculos de probabilida-
de para interpretar informacdes de varidveis apresentadas em uma
distribuicdo estatistica.

Habilidade: Resolver situacdo-problema que envolva conhecimentos
de estatistica e probabilidade.

3. Enem C7-H30

Um procedimento padrao para aumentar a capacidade
do numero de senhas de banco é acrescentar mais
caracteres a essa senha. Essa prética, além de aumen-
tar as possibilidades de senha, gera um aumento na
seguranca. Deseja-se colocar dois novos caracteres
na senha de um banco, um no inicio e outro no final.
Decidiu-se que esses novos caracteres devem ser vo-
gais e o sistema conseguira diferenciar maitsculas de
minusculas.

Com essa prética, o numero de senhas possiveis ficara
multiplicado por

100

b) 90
c) 80
d) 25
e) 20

Deduzindo que serdo empregadas apenas as vogais A, E, I, O e U, pelo
principio multiplicativo, a resposta sera: 10 - 10 = 100.

Competéncia: Compreender o carater aleatério e ndo deterministico
dos fenémenos naturais e sociais e utilizar instrumentos adequados
para medidas, determinagdo de amostras e célculos de probabilidade
para interpretar informacoes de varidveis apresentadas em uma distri-
buigao estatistica.

Habilidade: Avaliar propostas de intervencao na realidade utilizando
conhecimentos de estatistica e probabilidade.

4. Espcex-SP — Duas instituicoes financeiras fornecem
senhas para seus clientes, construidas segundo os
seguintes métodos:

12 instituicdo: 5 caracteres distintos formados por ele-
mentos do conjunto {1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9};

28 instituicao: 6 caracteres distintos formados por duas
letras, dentre as vogais, na primeira e na segunda
posicoes da senha, seguidas por 4 algarismos dentre
os elementos do conjunto {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}.




Para comparar a eficiéncia entre os métodos de cons-
trucdo das senhas, medindo sua maior ou menor vul-
nerabilidade, foi definida a grandeza “forgca da senha’
de forma que, quanto mais senhas puderem ser criadas
pelo método, mais “forte” seré a senha.

Com base nessas informacgoes, pode-se dizer que, em
relacéo a 22 instituicado, a senha da 12 instituicéo é:
10% mais fraca.

b) 10% mais forte.

c) De mesma forga.

d) 20% mais fraca.

e) 20% mais forte.

Total de senhas da 12 instituicdo: n.

Para definirmos n, precisamos escolher 5 nUmeros principais do con-
junto {1, 2,3,4,5,6,78, 9}

Entdo,n=9-8-7-6-5.
Total de senhas da 22 instituicdo: m.

Para indicarmos, precisamos escolher 2 vogais principais do conjunto
{A, E, I, O, U} e 4 numeros principais do conjunto {3, 4, 5, 6, 7. 8, 9}.

Logoom=5-4-7-6-5-4.
Elaborando "

m
n_ 9:-8.7:6-5
m 5-4.7-6-5-4
n_29
m 10
09
m
n=0,9m
n=(1-0"1m

Portanto, em relagdo a 22 instituicdo, a senha da 12 instituicao ¢ 10%
mais fraca.

EXERCICIOS PROPOSTOS

7. UEMG

“Genius era um brinquedo muito popular na década de
1980 (...). O brinquedo buscava estimular a memorizagao
de cores e sons. Com formato semelhante a um OVNI,
possuia 4 botdes de cores distintas que emitiam sons har-
monicos e se iluminavam em sequéncia. Cabia aos jogado-
res repetir o processo sem errar”.

Fonte: Wikipédia, a enciclopédia livre. (Adaptado).

Considerando uma fase do jogo em que 3 luzes irdo
acender, de forma aleatéria e em sequéncia, podendo
cada cor acender mais de uma vez.

5. Unicamp-SP - O nimero minimo de pessoas que deve
haver em um grupo para que possamos garantir que
nele ha pelo menos trés pessoas nascidas no mesmo
dia da semana € igual a:

a) 21 (e)15

b) 20 d) 14

Como a semana tem 7 dias, para nos certificarmos de que haveréa pelo
menos 3 pessoas nascidas no mesmo dia da semana, é importante que
haja pelo menos 2 - 7 + 1 = 15 pessoas No grupo.

6. UPF-RS (adaptado) — As portas de acesso de todos
0s quartos de certo hotel sdo identificadas por meio
de numeros impares formados com 3 elementos do
conjunto S = {3, 4, 5, 6, 7 8}. Nessas condigdes, qual
o numero maximo de quartos desse hotel?

6 -6 -3 — numero impar.
Final 3, 5 ou 7.
Total 6 - 6 - 3 = 108 opgodes.

O numero méaximo de formas que essa sequéncia de
3 luzes poderd acender é:

a)12
b) 24
c) 36
d) 64
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< 8. UPE — Um palindromo ou capicua € um numero que : 11. Fatec-SP — Dispondo de cinco cores distintas, uma

E se |6 da mesma maneira nos dois sentidos, ou seja, pessoa pretende pintar as letras da palavra B&[[EG de

= da esquerda para a direita ou ao contrario, como 333, acordo com os seguintes critérios:

= : ~ ..

§ 1661 e 28482. : ® na palavra, letras que sao equidistantes da letra T
Assinale a alternativa correspondente a quantidade de terdo a mesma cor;
palindromos que s&o nimeros pares de cinco algaris- e letras adjacentes seréo pintadas de cores distintas, e
mos do nosso sistema de numeragao. :

e cada letra sera pintada com uma Unica cor.

a) 300 d) 600 : O ndmero de modos distintos de se realizar essa pin-
b) 400 e) 800 : tura é:
¢) 500 a) 120 d) 50
: b) 90 e) 40
c) 80

9. PUC-SP - Uma pessoa dispde das seguintes cores
de tinta: amarela, azul, verde, vermelha e branca, e ird
utilizé-las para pintar um pote. Nesse pote serao pin-
tadas a tampa, a lateral e uma lista na lateral, de modo
que a tampa e a lateral poderdo ter a mesma cor ou
cores diferentes. O nimero de maneiras distintas de
pintar esse pote é:

a) 100 c) 60
b) 80 d) 40

12. UECE - A guantidade de nUumeros inteiros positivos
com quatro algarismos distintos que sao multiplos de

quatro é:
a) 1136 c) 1126
b) 1114 d) 1120

|
10. Sistema Dom Bosco — Qual o valor de 18—0"?




13. Unicamp-SP - Para acomodar a crescente quantidade
de veiculos, estuda-se mudar as placas, atualmente
com trés letras e quatro algarismos numéricos, para
quatro letras e trés algarismos numéricos, como esta
ilustrado abaixo.

ABC 1234 ABCD 123

Considere o alfabeto com 26 letras e os algarismos
de 0 @ 9. O aumento obtido com essa modificagdo em
relacdo ao nimero méximo de placas em vigor seria:

a) inferior ao dobro.

b) superior ao dobro e inferior ao triplo.

¢) superior ao triplo e inferior ao quédruplo.
d) mais que o quéadruplo.

14. UFU-MG - Para realizar uma venda, uma loja virtual
solicita de seus clientes o cadastramento de uma se-
nha pessoal que permitird acompanhar a entrega de
sua compra. Essa senha anteriormente era composta
por quatro algarismos e uma letra (minuscula), sem
quaisquer restricoes de posicionamentos entre letra e
algarismos. Com o grande aumento no nimero de ven-
das, houve a necessidade de ampliagdo no numero de
senhas, as quais passaram a ser compostas por cinco
algarismos e uma letra (mindscula). Sabe-se que exis-
tem 26 letras no alfabeto e 10 algarismos disponiveis.

Se denotarmos por N e M, respectivamente, o nimero
total de senhas possiveis, antes e apdés a mudanca,
entéo, a relacao entre N e M é dada por:

ajM=10-N
b)M = 5IN
c)M =6IN

d)M =12-N

15. Enem C7-H30

Um banco solicitou aos seus clientes a criacao de uma
senha pessoal de seis digitos, formada somente por
algarismos de 0 a 9, para acesso a conta-corrente pela
internet.

Entretanto, um especialista em sistemas de seguranca
eletronica recomendou a direcdo do banco recadastrar
seus usuérios, solicitando, para cada um deles, a cria-
¢ao de uma nova senha com seis digitos, permitindo
agora o uso das 26 letras do alfabeto, além dos algaris-
mos de 0 a 9. Nesse novo sistema, cada letra maiuscula
era considerada distinta de sua versao minuscula. Além
disso, era proibido o uso de outros tipos de caracteres.

Uma forma de avaliar uma alteracdo no sistema de se-
nhas é a verificacdo do coeficiente de melhora, que é
a razédo do novo numero de possibilidades de senhas
em relacéo ao antigo.

O coeficiente de melhora da alteracdo recomendada é:

a)@ o) 624!
10¢ 10156!
I0)6_2! d) 62! - 10!

10! e) 625108
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16. PUC-RJ - Mbnica tem uma blusa de cada uma das
seguintes cores: branca, vermelha, amarela, preta e
verde. Ela também tem uma calca de cada uma das
seguintes cores: preta, azul, cinza e branca.

a) De quantas maneiras Monica pode escolher uma
blusa e uma calca para sair?

b) De quantas maneiras Moénica pode escolher uma
blusa e uma calca de cores diferentes uma da outra?

c) Na segunda-feira, Ménica usou calga azul e camisa
preta. Na terca-feira, ela quer escolher uma calca e
uma camisa de cores diferentes uma da outra. Sa-
bendo que as roupas que ela usou na segunda-feira
estao lavando (e apenas estas), de quantas maneiras
ela pode escolher suas roupas?

17. Fuvest-SP — Um quadriculado é formado por n X n
quadrados iguais, conforme ilustrado paran =2 e n
= 3. Cada um desses quadrados sera pintado de azul
ou de branco. Dizemos que dois quadrados Q1 e Q2
do quadriculado estédo conectados se ambos estive-
rem pintados de azul e se for possivel, por meio de
movimentos horizontais e verticais entre quadrados
adjacentes, sair de Q1 e chegar a Q2 passando apenas
por quadrados pintados de azul.

Q Q

1 2

n=2 n=3

a) Se n = 2, de quantas maneiras distintas seré possi-
vel pintar o quadriculado de modo que o quadrado
Q, do canto inferior esquerdo esteja conectado ao
quadrado Q, do canto superior direito?

b) Suponha que n = 3 e que o quadrado central esteja
pintado de branco. De quantas maneiras distintas
sera possivel pintar o restante do quadriculado de
modo que o quadrado Q, do canto superior esquerdo
esteja conectado ao quadrado Q, do canto superior
direito?

c) Suponha que n = 3. De quantas maneiras distintas
sera possivel pintar o quadriculado de modo que o
quadrado Q, do canto superior esquerdo esteja co-
nectado ao quadrado Q, do canto superior direito?

ESTUDO PARAO ENEM

18. Enem C7-H28
O Cédigo de Enderegamento Postal (CEP) é um cédigo
numérico constituido por oito algarismos. Seu objetivo é
orientar e acelerar o encaminhamento, o tratamento e a
distribui¢do de objetos postados nos Correios. Ele esta es-
truturado segundo o sistema métrico decimal, sendo que
cada um dos algarismos que o compde codifica regido,
sub-regido, setor, subsetor, divisor de subsetor e identifi-
cadores de distribui¢ao conforme apresenta a ilustragao.

%Idem'ﬁcadores de distribuicao (sufixo)

Divisor de subsetor
Subsetor

Setor

Sub-regiao

Regido

O Brasil encontra-se dividido em dez regides postais para
fins de codificagao. Cada regido foi dividida em dez sub-
-regides. Cada uma dessas, por sua vez, foi dividida em
dez setores. Cada setor, dividido em dez subsetores. Por
fim, cada subsetor foi dividido em dez divisores de sub-
setor. Além disso, sabe-se que os trés Ultimos algarismos
ap6s o hifen sdo denominados de sufixos e destinam-se a
identificacdo individual de localidades, logradouros, codi-
gos especiais e unidades dos Correios.

A faixa de sufixos utilizada para codificagao dos logradou-
ros brasileiros inicia em 000 e termina em 899.

Disponivel em: <www.correios.com.br>.
Acesso em: 22 ago. 2017. (Adaptado).

Quantos CEPs podem ser formados para a codificacdo
de logradouros no Brasil?




a)5-0+9-10?
b)10%+9 -10?
c) 2-9-107
d)9.10?
e)9-107

19. Enem C7-H30

Desde 1999 houve uma significativa mudanga nas placas
dos carros particulares em todo o Brasil. As placas, que
antes eram formadas apenas por seis caracteres alfanu-
méricos, foram acrescidas de uma letra, passando a ser
formadas por sete caracteres, sendo que os trés primeiros
caracteres devem ser letras (dentre as 26 letras do alfabeto)
e 0s quatro ultimos devem ser algarismos (de 0 a 9) Essa
mudanga possibilitou a criagdo de um cadastro nacional
unificado de todos os veiculos licenciados e ainda aumen-
tou significativamente a quantidade de combinagdes pos-
siveis de placas. Nao sdo utilizadas placas em que todos os
algarismos sejam iguais a zero.

Disponivel em: <http://gl.globo.com>. Acesso em: 14 jan. 2012.
(Adaptado.)

Nessas condicdes, a quantidade de placas que podem
ser utilizadas ¢ igual a:

a) 26° + 9*

b)26° - 9

c) 26°%(10 = 1)

d) (26° +10%) -1

e) (26° - 10%) =1

20. Enem C7-H30

As ruas de uma cidade estao representadas por linhas
horizontais e verticais na ilustragao. Para um motorista
trafegando nessa cidade, a menor distancia entre dois
pontos nao pode ser calculada usando o segmento li-
gando esses pontos, mas sim pela contagem do menor
numero de quadras horizontais e verticais necessarias
para sair de um ponto e chegar ao outro. Por exemplo,
a menor distancia entre o ponto de taxi localizado no
ponto O e o cruzamento das ruas no ponto A, ambos
ilustrados na figura, é de 400 metros.

100 m

-~
100 m

Um individuo solicita um taxi e informa ao taxista que
estd a 300 metros do ponto O, segundo a regra de
deslocamentos citada, em uma determinada esquina.
Entretanto, o motorista ouviu apenas a informagao da
distancia do cliente, pois a bateria de seu celular descar
regou antes de ouvir a informacéao de qual era a esquina.

Quantas séo as possiveis localizagdes desse cliente?
a)4

b) 8

c) 12

d) 16

e) 20
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MATEMATICA 3

Permutagao
Permutacdo com repeticdo
Arranjos

HABILIDADES

Resolver problemas de
contagem envolvendo
permutag@es simples e com
repeticdes.

|dentificar padrdes
numéricos ou principios de
contagem.

Avaliar propostas de
intervencdo na realidade
utilizando conhecimentos
NUMEricos.

Resolver situagdes-proble-
ma envolvendo conheci-
mentos nuMericos.

Resolver problemas de con-
tagem envolvendo arranjos
simples

PERMUTACOES E ARRAN]JOS

PERMUTACOES

Dado um conjunto com n elementos distintos, denomina-se permutacao desses
n elementos todo agrupamento ordenado formado pelos n elementos.

Vamos analisar a seguinte situagdo: em uma goéndola de supermercado, ha tan-
gerina, limdo, maca e kiwi. Supondo que as frutas ndo devem ser misturadas, de
guantas maneiras distintas podemos organiza-las?

Observe que existem:

e 4 tipos de frutas para ocupar a primeira posicao da prateleira;

e 3 tipos para a segunda posicao;

e 2 tipos para a terceira posicao;

e 1 tipo para a quarta e Ultima posicao.

Logo, ha4 -3 -2 -1 =24 possibilidades de organizacao da prateleira.

Problemas de contagem envolvendo permutacdes podem ser resolvidos com o
uso da férmula:

P =nl

n

ANAGRAMA

A permutacéo das letras de uma palavra, tendo ou néo significado em nossa
lingua, constitui um anagrama.

Por exemplo, considerando todas as letras da palavra PATO, obtemos alguns
anagramas, como APTO, TAPO, TOPA, PTOA, OAPT...

Como PATO tem quatro letras distintas, o nUmero total de anagramas € dado por
P, =4! = 24. Portanto, é possivel obter 24 anagramas.

No entanto, algumas restricoes podem ser impostas no calculo dos anagramas
de uma palavra. Exemplo: quantos anagramas que iniciam e terminam com vogais
é possivel obter com a palavra PERNAMBUCO? Observe.

s

PERNAMBUCO
8 letras para permutar
4 vogais 3 vogais
(A, E,Ooul) (A, E, O ou U)

s

A quantidade de anagramas nessa condicédo € 4 - P, - 3 =4 - 3 - 8! = 483 840.



PERMUTACAO COM REPETICAO

Agora, vamos analisar situacoes em que ha repeticao
de elementos ou letras.

Por exemplo, quantos anagramas podemos formar
com a palavra LEITE?

Nesse caso, a letra E aparece duas vezes, sem al-
terar o resultado final. Assim, LEIET, LEEIT e EITLE sao
alguns dos 20 anagramas possiveis.

De maneira geral, para determinarmos as per-
mutacdes com elementos repetidos, aplicamos a
seguinte féormula:

an, N, .,n —

Também & importante terem mente quen,, n,, n, ...,
n, corresponde ao numero de repeticoes de cada ele-
mento, comn, +n,+n,+ ... +n =n.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Sistema Dom Bosco — Quantos anagramas é possivel
obter com a palavra BRASIL nos seguintes casos:

a) anagramas gue iniciam com vogal,
b) anagramas que tém a silaba BRA.

Resolucao

a) Ha 2 vogais (A e |) que podem iniciar os anagramas.
Escolhida a vogal, restarao 5 letras para permutar.
Assim:

2-P,=2-51=2-120 =240
Logo, ha 240 anagramas possiveis.

b) A silaba BRA representa uma posicao, enquanto
as outras letras representam as demais posicoes.

BRA

Resolvendo a permuta (P,), temos:
P,=41'=4-3-2-1=24

Portanto, hd 24 anagramas possiveis com a silaba
BRA.

2. Sistema Dom Bosco — Quantas permutagoes pode-
mos obter com a palavra BANANA?

Resolucao

Na palavra BANANA, ha 3 vezes a letra A e 2 vezes a
letra N. Assim, o total de anagramas sera:

n==6
n,=3
n,=2
Pa2= 6! 6-5-4-3! 120 - 60

31210 31.2.1 2
Portanto, ha 60 anagramas possiveis.

ARRAN]JO SIMPLES

Dado um conjunto de n elementos distintos, de-
nomina-se arranjo de n elementos, escolhidos p a
p (com p < n), qualgquer agrupamento ordenado de p
elementos distintos escolhidos entre os n existentes.

Para tornar mais clara a definicdo tedrica de arranjo,
vamos imaginar a situacao a seguir.

Quatro equipes (A, B, C e D) participardo de um
torneio interescolar de handebol. Serdo premiadas
com medalhas apenas as duas primeiras colocadas
do torneio. O resultado pode ocorrer de quantas ma-
neiras distintas?

Como ha um numero pequeno de equipes participan-
do do torneio, podemos agrupar todas as possibilidades
de premiacdo. Obtemos, assim, a seguinte tabela:

CRNIf-F1@M A A A B B B CCCDDOD

P AN F1@ B C DA CD,AB DA BC

™
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Notamos que ha 12 maneiras diferentes de pre-
miacéao.

A ordem em que a equipe aparece na tabela influencia
no nuimero de possibilidades de premiacdo. Com isso,
concluimos que cada resultado da premiacao se relaciona
a um arranjo das quatro equipes participantes (n), posicio-
nadas em primeiro ou segundo lugares (p a p).

Assim, os problemas de contagem envolvendo ar
ranjos podem ser resolvidos por meio da férmula:

n!
Aoy = (n - p)!

Observacao!

As permutas constituem um caso particular de
arranjos. Assim, dados n elementos distintos, todo
arranjo formado exatamente por esses n elementos
corresponde a uma permutacao desses elementos.

Fazendo p = n na férmula do arranjo, temos:

n! n! nl
Aun = (n—n)!=a=ﬂ =nt=F,

EXERCICIOS RESOLVIDOS

3. UFC-CE - Assinale a alternativa que consta a quanti-
dade de numeros inteiros formados por trés algarismos
distintos, escolhidos dentre 1, 3, 5, 7 e 9, e que séo
maiores que 200 e menores que 800.

a) 30
(b)36
c) 42
d) 48
e) b4
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Resolucao

Os numeros maiores que 200 e menores que 800 come-
¢am por 3, 5 ou 7. Como os algarismos sao distintos, a
posicao de cada um deles altera o resultado (357 # 753).
Comegando por 3, restam os algarismos 1, 5, 7 e 9.

41 4.3.21

A= G T 2 12
Iniciando por 5, sobram os algarismos 1, 3, 7 € 9.
4! 4.3-2!
A = =——=12
42 (4-2) 2!
Comecando por 7, restam os algarismos 1, 3, 5 e 9.
4! 4.3-2!
A = =— =12
42 (4-2)! 2!

Assim, temos: 12 + 12 + 12 = 36.

Portanto, ha 36 nimeros maiores que 200 e menores
que 800 que podem ser formados com os algarismos
distintos citados no enunciado.

4. Sistema Dom Bosco — Um campeonato de futebol ama-
dor conta com 10 equipes, porém apenas as 3 primeiras
colocadas receberdo medalhas. De quantas maneiras dis-
tintas pode ocorrer a premiacdo desse torneio?

Resolucao
n=10;p=3
n! 10! 10-9-.8-7!
A =—— SA = = =72
= (n-p) 08T (10-3)! 71 0

Portanto, had 720 maneiras distintas de a premiagao
desse torneio acontecer.

Observacao: como ha um grande nimero de equipes
participantes, é vidvel usar a férmula do arranjo, em vez
de se construir a arvore de possibilidades ou a tabela
para agrupar todos 0s arranjos possiveis.
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EXERCICIOS DE APLICACAO

1. UPE - Na comemoracéo de suas Bodas de Ouro, Sr.
Manuel e D. Joaquina resolveram registrar o encontro
com seus familiares através de fotos. Uma delas su-
gerida pela familia foi dos avés com seus 8 netos. Por
sugestao do fotégrafo, na organizacéo para a foto, todos
0s netos deveriam ficar entre os seus avos.

De quantos modos distintos Sr. Manuel e D. Joaquina
podem posar para essa foto com os seus netos?

a) 100
b) 800
c) 40320

(d)soe40
e) 3628800

Acreditando que todos védo aparecer na foto lado a lado, teremos 2
opgoes para os avos e Py = 8! = 40320 opgoes para 0s netos. Assim,
pelo principio fundamental da contagem, existem 2 - 40320 = 80640
formas distintas de se fazer a foto.

2. Unigranrio-RJ (adaptado) — Quantos sdo os anagra-
mas da palavra VESTIBULAR, em que as consoantes
aparecem juntas, mas em qualquer ordem?

VESTIBULAR — Hé 6 consoantes
P, P,=6!-5! =86400

3. Enem C1-H2

Uma familia composta por sete pessoas adultas, apds
decidir o itinerario de sua viagem, consultou o site de
uma empresa aérea e constatou que o voo para a data
escolhida estava quase lotado. Na figura disponibilizada
pelo site, as poltronas ocupadas estdo marcadas com
X, e as Unicas poltronas disponiveis sao as mostradas
em branco.

Disponivel em: <gebh.net>. Acesso em 30 out. 2013. (Adaptado.)

O numero de formas distintas de se acomodar a familia
nesse voo € calculado por:

A solucéo pedida se refere ao nimero de arranjos simples de 9 objetos
ocupados 7 a 7.

) 9!
Ou seja, Ay, = o0
Competéncia: Construir significados para os nimeros naturais, inteiros,
racionais e reais.

Habilidade: Identificar padrées numéricos ou principios de contagem.

4. IMED-RS

Desenvolvido em 1835, pelo pintor e inventor Samuel
Finley Breese Morse, o Codigo Morse é um sistema binario
de representagao a distancia de nimeros, letras e sinais
graficos, utilizando-se de sons curtos e longos, além de
pontos e tragos para transmitir mensagens. Esse sistema é
composto por todas as letras do alfabeto e todos os nime-
ros. Os caracteres sao representados por uma combinagao
especifica de pontos e tragos [...]

Fonte: FRANCISCO, Wagner de Cerqueria e. Cédigo Morse.

Brasil Escola. Disponivel em: <http:/ /brasilescola.uol.com.br/
geografia/codigo-morse.htm>. Acesso em: 3 out. 2017.

Considerando o exposto no texto e um conjunto de
sinais composto de 2 tragos e 3 pontos, quantas men-
sagens podem ser representadas usando todos os
elementos do conjunto?

a) 120 mensagens
@10 mensagens

c) 20 mensagens

d) 200 mensagens

e) 30 mensagens

Uma solugao é verificar quantas montagens graficas seriam possiveis
com 2 tracos e 3 pontos. Assim, isso se refere a um problema de
permutacao com repeticdo. Logo:

5! _5-4
3121 2

=10

32—
ps* =




5. UNESP - O conselho administrativo de um sindica-
to é constituido por doze pessoas, das quais uma é
presidente deste conselho. A diretoria do sindicato
tem quatro cargos a serem preenchidos por mem-
bros do conselho, sendo que o presidente da diretoria
e do conselho nao devem ser a mesma pessoa. De quan-
tas maneiras diferentes esta diretoria podera ser formada?

a) 40
b) 7920
@10890
d) 11!
e) 12!

Como sao 12 cargos para o conselho, e o presidente do conselho nao
pode ser do conselho, temos para o presidente da diretoria somente
A, , possibilidades.

Entdo, sobram 3 cargos, dos quais o presidente do conselho faz parte.
1 1
Entdo: A, - A, = (11—1)|'(11—3)| =11-11-10-9 = 10890.

EXERCICIOS PROPOSTOS

7. UEG-GO (adaptado) — Uma comissao serd composta
pelo presidente, pelo tesoureiro e pelo secretério. Cinco
candidatos se inscrevem para essa comissao, na qual o
mais votado seré o presidente, o segundo mais votado,
o tesoureiro, e 0 menos votado, o secretério.

Dessa forma, de quantas maneiras possiveis essa co-
missao poderéa ser formada?

8. Mackenzie-SP — Num avido, uma fila tem 7 poltronas
dispostas como na figura abaixo.

LT 1

Os modos de Jodo e Maria ocuparem duas poltronas
dessa fila, de modo que néo haja um corredor entre
eles, sdo em numero de:

a)6 d) 10

b) 7 e) 12

c)8

corredor
corredor

6. PUC-MG (adaptado) - Um bufé produz 6 tipos de sal-
gadinhos e 3 tipos de doces para oferecer em festas
de aniversario. Se em certa festa devem ser servidos
3 tipos desses salgados e 2 tipos desses doces, o bufé
tem x maneiras diferentes de organizar esse servico.
Calcule o valor de x.

Para o bufé, teremos de calcular quantos salgados e doces poderdo
ser servidos.

6!
Salgados: A, = 7(6—3)' = 120.
3!
Doces: AS‘Z = m =6

Logo, o total é dado por 120 - 6 = 720 maneiras.

9. IFPE - Os alunos do curso de Computacédo Gréfica do
campus Olinda estdo desenvolvendo um video com
todos os anagramas da palavra CARNAVAL. Se cada
anagrama é mostrado durante 0,5 s na tela, a animagao
completa dura:

a) menos de 1 minuto.
b) menos de 1 hora.

¢) menos de meia hora.
d) menos de 10 minutos.
e) mais de 1 hora.
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12. PUC-SP - A secretéria de um médico precisa agendar
quatro pacientes, A, B, C e D, para um mesmo dia. Os
pacientes A e B ndo podem ser agendados no periodo
da manhéa e o paciente C ndo pode ser agendado no
periodo da tarde.
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Sabendo que para esse dia estao disponiveis 3 horé-
rios no periodo da manha e 4 no periodo da tarde, o
numero de maneiras distintas de a secretaria agendar
esses pacientes é:

a)72

b) 126
c) 138
d) 144

10. PUC-SP - No vestiario de uma academia de ginastica ha
exatamente 30 armarios, cada qual para uso individual.
Se, no instante em que dois alunos dessa academia
entram no vestiario para mudar suas roupas, apenas
8 dos armérios estdo desocupados, quantas opcoes
eles terao para escolher seus respectivos armarios?

a) 14
b) 28
c) 48
d) 56
e) 112
13. EFOMM-RJ - Quantos anagramas € possivel formar
com a palavra CARAVELAS, nao havendo duas vogais
consecutivas e nem duas consoantes consecutivas?
a) 24
b) 120
: c) 480
11. UFES - Quantos s&o 0s nUimeros naturais de cinco : d) 1920
algarismos, na base 10, que tém todos os algarismos e) 3840

distintos e nenhum deles igual a 8, 9 ou 07 Quantos
deles séo pares?




14. UPF-RS - Na figura a seguir, as linhas horizontais e ver 16. Mackenzie-SP — Cinco casais resolvem ir ao teatro =
ticais representam ruas e os quadrados representam e compram 0S ingressos para ocuparem todas as 10 2
quarteirées. A quantidade de trajetos de comprimento poltronas de uma determinada fileira. O numero de E
minimo ligando A a B é: maneiras que essas 10 pessoas podem se acomodar E

: nas 10 poltronas, se um dos casais brigou, e eles néo =
B podem se sentar lado a lado é:
' a)9- (9
b) 8- (9!)
c) 8- (8!
a) 1%
A 2
: 10!
a) 40320 ; e) e
b) 6720 :
c) 256
d) 120
e) 56

17. Mackenzie-SP — Uma prova de atletismo é disputada
por 9 atletas, dos quais apenas 4 sé&o brasileiros. Os
resultados possiveis para a prova, de modo que pelo
menos um brasileiro fiqgue numa das trés primeiras co-

15. Espcex-SP — Permutam-se de todas as formas pos- locacoes, sao em numero de:

siveis os algarismos 1, 3, 5, 7 9 e, escrevem-se 0s a) 426
numeros assim formados em ordem crescente. A soma b) 444
de todos os nimeros assim formados & igual a: § c) 468
a) 1000000 § d) 480
b) 1111100 . e)504
¢) 6000000 :

d) 6666 000

e) 6666600
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18. Enem C1-H2

Um cliente de uma videolocadora tem o héabito de alu-
gar dois filmes por vez. Quando os devolve, sempre
pega outros dois filmes e assim sucessivamente. Ele
soube que a videolocadora recebeu alguns lancamen-
tos, sendo 8 filmes de acao, 5 de comédia e 3 de drama
e, por isso, estabeleceu uma estratégia para ver todos
esses 16 lancamentos. Inicialmente alugara, em cada
vez, um filme de acdo e um de comédia. Quando se
esgotarem as possibilidades de comédia, o cliente alu-
gard um filme de acdo e um de drama, até que todos
0s lancamentos sejam vistos e sem que nenhum filme
seja repetido.

De quantas formas distintas a estratégia desse cliente
podera ser posta em pratica?

I .5 .3l
a) 20 - 8! + (3!)? d)w
22
16!
b)8! - 5! -3l 9)2—8
8! - 5!l . 3l
o T
19. Enem C1-H2

Para cadastrar-se em um site, uma pessoa precisa escolher
uma senha composta por quatro caracteres, sendo dois
algarismos e duas letras (maitisculas ou mindsculas). As
letras e os algarismos podem estar em qualquer posigao.
Essa pessoa sabe que o alfabeto é composto por vinte e
seis letras e que uma letra maitscula difere da mintscula
em uma senha.

Disponivel em: <www.infowester.com>. Acesso em: 14 dez. 2012.

O numero total de senhas possiveis para o cadastra-
mento nesse site é dado por:

a) 10% - 262 , , 41
b) 107 - 522 d)10%- 267 - -,
41 41

2.gp2. T
c) 10% - 62 T e) 102 - 522 - ]

ESTUDO PARAO ENEM

20. Fuvest-SP C7-H28

Vinte times de futebol disputam a Série A do Campeo-
nato Brasileiro, sendo seis deles paulistas. Cada time
joga duas vezes contra cada um dos seus adversarios.
A porcentagem de jogos nos quais os dois oponentes
sao paulistas é:

a) menor que 7%.

b) maior que 7%, mas menor que 10%.

¢) maior que 10%, mas menor que 13%.

d) maior que 13%, mas menor que 16%.

e) maior que 16%.




COMBINACAO

COMBINACAO

Dados n elementos distintos, denomina-se combinacao dos n elementos,
escolhidos p a p (com p < n), qualguer agrupamento ndo ordenado ou subconjunto
formado por p elementos distintos escolhidos entre os n existentes.

Para entendermos melhor a definicdo tedrica de combinacao, vamos imaginar a
situacao a seguir.

Um casal vai organizar a festa de aniversaério do filho. Entre tantas coisas para se
preocuparem, a escolha do cardapio é algo relevante. Na festa serdo servidos coxinha
(C), kibe (K), risole (R) e esfiha (E). Por uma questao de organizacéo de trabalho na
cozinha de onde ocorrerd o evento, serdo servidas pequenas porgcoes com trés varie-
dades de salgados. Nesse contexto, quantas porcoes diferentes podem ser obtidas?

Na tabela a seguir, estao as combinacoes de todos os pratos possiveis com
trés salgados.

CKR KCR RCK ECK
CKE KCE RCE ECR
CRK KRC RKC EKC
CRE KRE RKE EKR
CEK KEC REK ERC
CER KER REC ERK

Podemos observar que ha 24 maneiras de arranjar os pratos com trés salgados.
Porém, ao colocarmos em um prato coxinha, kibe e risole (CKR) e em outro kibe, risole
e coxinha (KRC), temos a mesma combinacédo de salgados. Nesse caso, a ordem
em que aparecem os produtos nao influencia no resultado final, j& que o convidado
ird saborear os mesmos salgados do prato, independentemente de sua disposicao.

Problemas de combinacao de elementos que envolvem uma quantidade maior
de variaveis sdo mais complicados de serem interpretados por meio de tabelas ou
figuras. Entdo, para resolvermos problemas de contagem envolvendo combinacoes,
utilizamos a férmula:

n!
Cop = (n-p)! - p!

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Sistema Dom Bosco — O novo conselho diretivo de uma empresa serd composto de
4 homens e 3 mulheres. Foram inicialmente selecionados para as vagas 7 homens e 5
mulheres. De quantas maneiras diferentes o conselho diretivo pode ser formado?
Resolucao
Para a escolha dos homens, hd combinacdo de 7 homens, tomados de 4 em 4, (C
c - 7! _7-6-5.41
Mo(7-4)! - 4l 3! - 41

74

€b)

Combinagao
Nimeros binomiais

Triangulo de Pascal

HABILIDADES

Resolver problemas de
contagem envolvendo
combinag@es.

|dentificar padrdes
numéricos ou principios de
contagem.

Utilizar informagdes expres-
sas em graficos ou tabelas
para fazer inferéncias.

Avaliar propostas de
intervencdo na realidade
utilizando conhecimentos
numericos.

Resolver situagdes-proble-
ma envolvendo conheci-
mentos NUMEricos.

MATEMATICA 3




Para a escolha das mulheres, ha combinagao de 5 mu-
Iheres, tomadas de 3 em 3, (C, ).

5! 5.4 .3
Co=6-3pn -3 2.3 1
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Pelo principio fundamental da contagem, o nimero de
combinacoes possiveis é:

C,, - Cy, =35+ 10 = 350

74

Portanto, ha 350 maneiras de compor o novo corpo
diretivo da empresa.

2. Fuvest-SP — Na primeira fase do campeonato de xadrez,
cada jogador joga uma vez contra todos os demais. Nessa
fase foram realizados 78 jogos. Quantos eram os jogadores?

a) 10
b) 11
c) 12

NUMEROS BINOMIAIS

n
Os numeros binomiais séo representados por [ 0 }
emque ne Nep e N, sendo o binomial de n sobre

p definido por:

"= n! sen=p
p ) (n-p)-pV -

e 0,sen<p
. b
coluna 0
0
linha O coluna 1
0
1 1
linha 1 coluna 2
0 1
2 2 2
linha 2 coluna 3
0 1 2
3 3 3 3
linha 3 coluna 4
0 1 2 3
4 4 4 4 4
linha 4
0 1 2 3 4
n n n n n
linha n
1 2 3 4

.13

e) 14

Resolucao

Houve 78 combinacdes entre os jogadores, o que cor-
responde ao nimero de jogos. Como no xadrez o jogo
é de duplas, p = 2 e n corresponde ao numero de

jogadores.
| . (n=1) - (n=2)!
c,=78>— " __7g,0 (07D (=2
' (n-2)! - 2! (n-2)! -2 -1
=78

n2—n=156—>n2—n— 156 =0
n=-12en" =13

Como nao é possivel existir um ndmero de jogadores
negativo no torneio, havia 13 participantes.

TRIANGULO DE PASCAL

O triangulo de Pascal ¢ uma construcdo de nime-
ros infinitos formada por nimeros binomiais o | em
que n representa o numero da linha e p, o nUmero da

N . 0
coluna e o primeiro elemento 0 =1

1

11

12 1
Calculando os 13 3 1
numeros binomiais, 14 6 4 1
resulta em: 1510 10 5 1




PROPRIEDADES

19) Relacdo de Stifel — A soma de dois niumeros bino-
minais consecutivos da mesma linha corresponde
ao binomial que aparece na linha seguinte, sob o
segundo nimero da soma efetuada.

s 5]

.........

1
1020 7
1.3 3 1

(e

linha0 1 1=20
linha 1 1 1 2=2
linha2 1 2 1 4 =22
linha3 1 3 3 1 8=12°

39 A soma dos binomiais da coluna p é igual ao bino-
mial que ocupa a préxima linha e a préxima coluna.

A RS

1 1
12 i1

13 43l

1 4 (6L 4 1

1 5 10%.10 5 1

EXERCICIOS RESOLWVIDOS

3. Sistema Dom Bosco — Calcule os binominais a seguir:

T
(i

4°) A soma dos nimeros binomiais de uma diagonal,
a partir do primeiro, é igual ao nimero binomial
que estd abaixo do uUltimo binomial analisado.

BICIE
JENES

1

F==n

1
N
N
N

N N
.
.

271
13,
1 4

1
4 1

o w,”

59) A partir da segunda linha, dois binominais equidis-
tantes dos extremos sao complementares. Logo,

sao iguais.
n| | n
p n-p

1T 1
1T 2 1
103303} 1

T 4 6 4 1

Tanto o numero binomial quanto o triangulo de Pas-
cal podem ser Uteis para calcular as combinacdes de
um evento.

A combinacao de um evento é dada por:

n!
Cro = (n-p)! - p!

Logo, passaremos a usar neste médulo o nimero
. . n n!
binomial = [ - Pararepresentar as com-
p| (n-p)-p!

binacdes que pretendemos encontrar.

Resolucao

5|8 _s.a3
R P Y T T R T T

2
b)( ]=O,poisn<p

6
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g 4. Sistema Dom Bosco — Com o auxilio do triangulo de
= Pascal, determine os seguintes binomiais: p=0
E n=0 1 p=1
< _
= p=0 n=1 1 1 p=2
n=0 1 p=1 n=2 1 2 1 p=3
n=1 1 1 p=2 n=3 1 3 3 1 p=4
n=2 1 2 1T p=3 n=4 1 4 6 4 1 p=5
n=3 1 3 3 1 n=6 1 5 10 10 5 1
a) [ 4 J a) Observando o triangulo, paran = 4 e p = 3, obtemos
8

-

b) >
2
b) Observando o triangulo, paran = 5e p = 2, obtemos

Resolucao 5
=10.

Continuando o triangulo de Pascal até n = 5, obtemos: 2



ROTEIRO DE AULA
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...........................................................................................................................

Numeros Triangulo
binomiais de Pascal
I
Cnp S | L
* (n-p)! - p! n !
o |” (n=p)t-p! sen=p
e 0, se n<p
p
coluna 0
0
linha O coluna 1
0
1 1
linha 1 coluna 2
0 1 p=0
2 2 %) n=0 1 p=1
linha 2 (0 ! 9 coluna 3 =1 1 1 p=2
3 3 3 3 n=2 1 2 1 p=3
linha 3 (0 : ) (:J coluna 4 n=3 1 3 3 1 p=4
n=4 1 4 6 4 1 p=5
4 4 4 4 4
linha 4
0 1 2 3 4
n=5 1 5 10 10 5 1
n n n n n n
linha n
0 1 2 3 4 P
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EXERCICIOS DE APLICACAO

1. EEAr-SP (adaptado) - Em um campeonato de ténis
estédo inscritos 10 amigos. Para disputar o campeonato,
esses amigos podem formar duplas diferentes.

a) 34
b) 35
c) 44

(d)4s

O resultado indica o nimero de combinagdes simples de 10 amigos

agrupados 2 a 2.
10!

R T The

45

2. Famerp-SP (adaptado) — Lucas possui 6 livros dife-
rentes, e Milton possui 8 revistas diferentes. Os dois
pretendem fazer uma troca de 3 livros por 3 revistas.
Qual o total de possibilidades distintas para que essa
troca possa ser feita?

Calculando a quantidade de possibilidades, obtemos:

Total = Cg, - Cy
6! 6-5-4
Cs=31.3= 3.2 2
8l 8.7-6

= b6

Cs=31.51 " 3.2
Portanto, o total de possibilidades é 20 - 56 = 1120.

3. Enem C1-H2

Como nédo séo adepto da pratica de esportes, um grupo
de amigos resolveu fazer um torneio de futebol utili-
zando videogame. Decidiram que cada jogador joga
uma Unica vez com cada um dos outros jogadores. O
campedo serad aquele que conseguir o maior nimero
de pontos. Observaram que o nimero de partidas jo-
gadas depende do niumero de jogadores, como mostra
o quadro:

Quantidade
de jogadores

Nidmero de
partidas

Se a quantidade de jogadores for 8, quantas partidas
serao realizadas?

a) 64
b) 56
c) 49
d) 36

(e)28

Como nao héa repeticao e a ordem néo influencia no resultado, trata-se
de um problema de combinacédo simples de 8 jogadores agrupados
de 2 em 2.

| .7 . 6!
c __ 8  8-7-6_

82 (g-2)l - 21 6.2 28

Competéncia: Construir significados para os nimeros naturais, inteiros,
racionais e reais.

Habilidade: Identificar padroes numéricos ou principios de contagem.

4. FGV-SP — Em um departamento de uma universidade,
trabalham 4 professoras e 4 professores, e, entre eles,
estao Astreia e Gastédo, que sdo casados. Um grupo de
3 desses professores(as) deverd ir a um congresso,
sendo, pelo menos, um homem. Obrigatoriamente, um
dos elementos do casal devera estar no grupo, mas
nao ambos.

De quantas maneiras diferentes esse grupo poderé ser
organizado?

e Grupos com Gastéo:
Observando que um dos lugares é de Gastéo, restam 2 lugares para
acomodarmos 6 pessoas, ja que Astreia ndo pode participar.
6!

62 21. 41
e Grupos com Astreia:
Como Astreia faz parte do grupo, Gastao néo vai participar. Assim serao
6 pessoas para 2 lugares, mas ndo vamos esquecer que 0 grupo néo
deverd ser formado apenas por mulheres. Para isso, vamos retirar a
guantidade de grupos formados apenas por mulheres.

6! 3!

CoomCoo= g - 1873712

Portanto, o total de grupos é 15 + 12 = 27.

=15




5. Sistema Dom Bosco — Lucas levou sua namorada a
sorveteria. Os dois decidiram dividir uma casquinha
provando o méaximo de sabores possiveis. Se o nimero
maximo de bolas de sorvete por casquinha é 3, e a
sorveteria vende 6 sabores diferentes, qual o numero
de formas diferentes de sabores que eles poderao pedir
para uma casquinha?

a) 20
(b)41
c) 120
d) 35
Uma casquinha vai ter, no maximo, 3 bolas com sabores diferentes.
Portanto, o resultado solicitado é dado por:

6 6 6 6! 6!

|
+ + ; =6+ 54t g g =6+ 15+20=41

EXERCICIOS PROPOSTOS

7. PUC-RS - Uma familia mudou-se da zona rural para uma
cidade grande, onde os pais e seus 10 filhos deverao
morar numa casa de trés quartos. Os dez filhos deve-
rdo ocupar dois quartos, sendo 6 filhos num quarto e
4 filhos em outro quarto.

De quantos modos os filhos poderdo ser separados
dessa forma?
a) 6! + 4!
b) 614!
c) 1ge
614!

10!
d)a

6. PUC-PR-DadooconjuntoA={1,2,3,4,5,6,78,9, 10},
guantos subconjuntos com 3 elementos podem ser
formados de maneira que a soma dos trés elementos
seja um numero par?

a) 60
b) 120
c) 10

(d)40

e) 125

Os subconjuntos apontados no enunciado podem ser elaborados de
duas formas diferentes:

® Primeira forma (3 elementos pares):

5 51

3 TR

e Segunda forma (2 elementos impares e um par):

4 41
5= ———==5 = 30.
9 20 (4 - 2)!

Assim, a quantidade de subconjuntos com 3 elementos com soma par
serd obtida por 10 + 30 = 40.

8. UNESP - Estd previsto que, a partir de 1° de janeiro de
2017, entrard em vigor um sistema Unico de emplaca-
mento de veiculos para todo o Mercosul, o que inclui
o Brasil. As novas placas serdo compostas por 4 letras
e 3 algarismos.

Admita que no novo sistema possam ser usadas todas
as 26 letras do alfabeto, incluindo repeticoes, e os 10
algarismos, também incluindo repeticoes. Admita ainda
que, no novo sistema, cada carro do Mercosul tenha uma
sequéncia diferente de letras e algarismos em qualquer
ordem. Veja alguns exemplos das novas placas.

AB123CD

|AB133CD| | BBA1D23|

3BCD1A4| 123ABCD
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No novo sistema descrito, calcule o total de placas pos-
siveis com o formato “Letra-Letra-Algarismo-Algaris-
mo-Algarismo-Letra-Letra’ nessa ordem. Em seguida,
calcule o total geral de possibilidades de placas com
4 letras (incluindo repeticao) e 3 algarismos (incluindo
repeticao) em qualquer ordem na placa. Deixe suas
respostas finais em notagdo de produto ou de fatorial.

9. PUCCamp-SP - Admita que certa cidade brasileira te-
nha oito canais de TV aberta, todos com transmissoes
diarias. Se uma pessoa pretende assistir trés dos oito
canais em um mesmo dia, ela pode fazer isso de x ma-
neiras diferentes sem levar em consideracao a ordem
em que assiste os canais, e pode fazer de y maneiras
diferentes levando em consideragao a ordem em que
assiste os canais. Sendo assim, y — x é igual a:

a) 112 d) 56
b) 280 e) 140
c) 224

10. UPE - A turma de espanhol de uma escola é composta
por 20 estudantes. Serdo formados grupos de trés es-
tudantes para uma apresentacao cultural. De quantas
maneiras se podem formar esses grupos, sabendo-se
que dois dos estudantes ndo podem pertencer a um
mesmo grupo?

a) 6840 d) 1836
b) 6732 e) 1122
c) 4896

11. EBMSP-BA - Cada uma das 12 pessoas inscritas para
participar de um trabalho voluntario recebeu um crachéa
com um numero de identificagao distinto—de 1a 12 —
de acordo com a ordem de inscricéo.

Desejando-se organizar grupos formados por trés pes-
soas que nao estejam identificadas por trés niumeros
consecutivos, 0 nUmero maximo possivel de grupos
distintos que se pode formar é:

a) 230 d) 215
b) 225 e) 210
c) 220




12. FGV-SP - As cinco faces de uma piramide quadrangular

regular serédo pintadas e cada face terd uma sé cor. Tin-
tas de 5 cores diferentes estdo disponiveis e duas faces
vizinhas da piramide ndo poderao ter a mesma cor.

De quantas maneiras diferentes a piramide podera ser
pintada?

Obs.: pinturas que coincidem por rotagdo da pirémide
sdo consideradas iguais.

13. UECE - Uma urna contém 50 cartelas das quais 20

sao azuis, numeradas de 1 a 20, e 30 sao vermelhas,
numeradas de 21 a 50. De quantas formas diferentes
€ possivel retirar trés cartelas (por exemplo, duas ver-
melhas e uma azul, trés azuis,...) dessa urna?

a) 19600 c) 16900

b) 19060 d) 16090

14. PUC-RS - Em cada uma das retas paralelas r e s, sao

marcados 4 pontos representados pelos sinais # e e,
como na figura. Na escolha de 3 desses pontos como
vértices de um triangulo, sendo um deles representado
por um sinal diferente, o nimero de triangulos que
podem ser determinados é:

|
I I
# L] # °

a) 48 d) 42
b) 46 e) 40
c) 44

15. UERN - Considere a seguinte equagao:

X+2 | 3x+1
2 1
A partir dessa equacgao, conclui-se que o nimero bino-

) 2x =1 )
mial ) equivale a:

a)3 c) 21
b) 10 d) 60
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g 16. Fuvest-SP — Doze pontos sdo assinalados sobre quatro 17. URJF-MG - Considere no plano cartesiano o seguinte
E segmentos de reta, de forma que trés pontos sobre conjunto de 13 pontos:

'us_‘ tre:;_ se;;;rpentos distintos nunca séo colineares, como A ={(=3,0), (=2, 0), (=1, 0), (0, 0), (1, 0}, (2, 0, (3, 0),
£ na figura: - (0,-3),(0, -2), (0, =1), (0, 1), (0, 2), (0, 3)}.

a) Quantos sao os tridngulos cujos vértices pertencem
ao conjunto A?

b) Quantos sao os triangulos com vértices em A e dois
de seus vértices sobre o eixo das ordenadas?

O numero de triangulos distintos que podem ser de-
senhados com os vértices nos pontos assinalados é:
a) 200

b) 204

c) 208

d) 212

e) 220

ESTUDO PARA O ENEM

18. Enem C1-H2

Considere que um professor de arqueologia tenha ob-
tido recursos para visitar 5 museus, sendo 3 deles no
Brasil e 2 fora do pais. Ele decidiu restringir sua escolha
aos museus nacionais e internacionais relacionados na
tabela a seguir.

GET[ D ETES internacionais
Masp — S&o Paulo ' Louvre — Paris
MAM — Sé@o Paulo Prado — Madri
Ipiranga — S&o Paulo  British Museum — Londres
Imperial — Petrépolis Metropolitan — Nova York

De acordo com os recursos obtidos, de quantas ma-
neiras diferentes esse professor pode escolher os 5
museus para visitar?

a)6

b)8

c) 20

d) 24

e) 36




/
19. Enem C1-H2

O ténis é um esporte em que a estratégia de jogo a ser
adotada depende, entre outros fatores, de o adversario
ser canhoto ou destro.

Um clube tem um grupo de 10 tenistas, sendo que
4 sdo canhotos e 6 sdo destros. O técnico do clube
deseja realizar uma partida de exibicdo entre 2 desses
jogadores, porém, nao poderdo ser ambos canhotos.

Qual o numero de possibilidades de escolha dos tenis-
tas para a partida de exibicao?

20. UNESP C1-H2

Um professor, ao elaborar uma prova composta de 10
questoes de multipla escolha, com 5 alternativas cada
um e apenas uma correta, deseja que haja um equilibrio
no numero de alternativas corretas, a serem assinaladas
com X na folha de respostas. Isto €, ele deseja que duas
questoes sejam assinaladas com a alternativa A, duas com
a B, e assim por diante, como mostra o modelo.

Modelo de folha de resposta
(gabarito)

Nessas condicdes, a quantidade de folhas de respos-
tas diferentes, com a letra X disposta nas alternativas
corretas, sera:

a) 302400

b) 113400

c) 226800

d) 181440

e) 604800
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MATEMATICA 3

Probabilidades estatistica
e tedrica

Propriedades das
probabilidades

HABILIDADES

Reconhecer um experimen-
to aleatério para determi-
nar o espago amostral.

Definir a probabilidade de
um evento ocorrer.

Aplicar conhecimentos de
probabilidade de um evento
acontecer.

Usar conhecimentos de
probabilidade para resolver
situagdes-problema e
elaborar argumentos.

INTRODUCAO A
PROBABILIDADE

PROBABILIDADE

O cotidiano é permeado de incertezas. Isso se reflete em diversos exemplos,
como na tentativa de os pais adivinharem o sexo de um bebé durante a gestacao, a
previsao do tempo feita por meteorologistas, a ponderacdo sobre as probabilidades
de um candidato vencer uma eleicéo...

EXPERIMENTOS DETERMINISTICOS € ALEATORIOS

Experimentos deterministicos sdo aqueles cujos resultados podem ser pre-
vistos, isto €, podem ser determinados antes de sua realizacao.

Alguns experimentos, contudo, nao sao previsiveis, ainda que sejam mantidas
as mesmas condicdes. Sdo os chamados experimentos aleatérios (termo do latim
alea = sorte).

A teoria das probabilidades estuda a forma de se estabelecerem as possibilidades
de um experimento aleatoério ocorrer.

ESPACO AMOSTRAL € EVENTO

Experimentos aleatérios sao estudados com resultados equiprovaveis (mesma
chance de ocorréncia) e em nimero determinado, isto &, finito. Nessas analises, ha
dois conceitos fundamentais:

e Espaco amostral — Conjunto de todos os resultados possiveis de um experi-
mento aleatorio. Indica-se o espaco amostral por U.

¢ Evento — Qualguer subconjunto do espaco amostral de um experimento aleatério.

Observacao:
Os numeros de elementos do espaco amostral e dos eventos de um experi-
mento aleatério podem ser calculados com o auxilio da analise combinatoéria.

TIPOS DE EVENTO

Considere como experimento aleatério o langamento
de um dado comum. Observe o nimero representado na
face voltada para cima.

Espaco amostral:

U=1{1,223 45,6}

Analisam-se os diversos tipos de evento definidos nesse
experimento.

MICHAL4AR/SHUTTERSTOCK

Evento elementar:

Qualquer subconjunto unitario de U.

Exemplo: A = ocorréncia de um numero multiplo de 3.
A={3,6}>n(A) =2

Evento certo:

Préprio espaco amostral U.

Exemplo: B = ocorréncia de um numero natural.
B=1{1,234,5 6} —>n(B) =n(U) =6, poisU =B



Evento impossivel:

Conjunto vazio (Q).

Exemplo: C = ocorréncia de um nimero com 2 digitos.
C=QouC={}en(C)=0

Evento uniao:
Aproveitando a teoria dos conjuntos e sua simbologia, base para o estudo, temos:

e Evento A: ocorréncia de um numero par — A = {2, 4, 6}.
e Evento B: ocorréncia de niumeros primos — B = {2, 3, b}.
e Evento A U B: ocorréncia de um numero par ou primo —->Au B =1{2, 3, 4, 5, 6}.

Evento intersecao:

Intersecao de dois eventos.

e Evento A: ocorréncia de niumeros pares — A = {2, 4, 6}.

e Evento B: ocorréncia de niumeros primos — B = {2, 3, 5}.

e Evento A n B: ocorréncia de um numero par e primo - A N B = {2}.

Eventos mutuamente exclusivos:
Dois eventos A e B, de um espaco amostral U, sdo considerados mutuamente
exclusivos (ou excludentes) quando A N B = @.
e Evento A: ocorréncia de um nUmero impar —
—A=1{1,3, 5L
e Evento B: ocorréncia de um nimero multiplo de 2 - B = {2, 4, 6}.
* A e B sdo eventos mutuamente exclusivos, pois AN B = @.

Eventos complementares:

Considerando U o espago amostral e A um evento qualquer, define-se o evento
complementar A como igual ao conjunto diferenca entre U e A. Assim, A = U - A.

e Evento A: ocorréncia de um numero impar — A = {1, 3, 5}.

e Evento /&:_ocorréncia de um numero nao impar —» A = U—-A = {2, 4, 6}.
e Noteque A=U-A={2 4,6}

Observacao:
No caso do exemplo de eventos complementares, podemos
dizer que o evento é a nao ocorréncia de um ndmero primo.

ADES €S ISTICAE

A teoria das probabilidades é a maneira mateméatica de lidar com a incerteza. O
célculo da chance de um evento acontecer, muitas vezes, é feito experimentalmente.
Essa probabilidade é chamada experimental ou estatistica.

Por outro lado, no lancamento de dois dados, nao é necessario realizarmos um
experimento para calcular a probabilidade de obtermos dois nimeros iguais nas faces
voltadas para cima. O resultado pode ser alcangado por meio de andlise tedrica do
espaco amostral e do evento. Nesse caso, temos a chamada probabilidade tedrica.

PROBABILIDADE TEORICA DE UM EVENTO

Se, em um fendmeno aleatério, o nimero de elementos do espaco amostral for
denotado por n(B) e o niumero de elementos do evento A for simbolizado por n(A),
entédo a probabilidade de o evento A ocorrer € o numero P(A), tal que:

Outra forma de definirmos a probabilidade de o evento A ocorrer é:

_ ndmero de casos favoraveis a A
numero de casos possiveis

P(A)
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Resolucao

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Sistema Dom Bosco — Em uma urna com 40 bolas (sendo 10 brancas, 10 pretas,
10 azuis e 10 amarelas), qual a probabilidade de sortearmos uma bola azul?

O espaco amostral (U) terd 40 elementos. O evento “sair bola azul” tem 10 elemen-

numero de casos favoraveis a A

numero de casos possiveis

tos. Assim:

P (A) =

P (A) = E:l
40 4

2. Sistema Dom Bosco — Em um langamento de dois dados, um vermelho e um preto,
qual a probabilidade de os numeros obtidos serem iguais?

Resolucao

Langamento de dois dados diferentes:

u={1,1),1(01,2),(1,3), .. (6, 4), (6, 5), (6, 6)}

n(U) = 36 (pares ordenados, pois os dados sao diferentes).

A: obter as faces iguais voltadas para cima

A={(1,1),(2, 2), (3, 3), (4,4),(5,5), (6, 6)}

n(A) = 6

_Nn(A)_6 _
RAATVRE

o=

Observagoes importantes
|. De acordo com a teoria, no lancamento de um dado “nao viciado' a probabilidade

. | . :
de se obter o nimero 2 é 5 Isso nao significa que, sempre que forem feitos

seis lancamentos de um dado, certamente ocorrera, em um deles ou apenas em
um, o resultado 2. Na pratica, o que se verifica é que, em um grande nimero de
langamentos, a razdo entre o nimero de vezes em que ocorre o resultado 2 e o

, . 1
numero de lancamentos efetuados se aproxima de e

Il.No langcamento de dois dados idénticos, o espaco amostral (U) terd 21 pares
ordenados, pois (1, 2) = (2, 1), ..., (3, 4) = (4, 3), ..., 0 que diminui a quantidade
de possibilidades iniciais quando os dados sédo iguais (o que resulta 36 pares).

PROPRIEDADES DAS PROBABILIDADES

Observe algumas propriedades da teoria de pro-

babilidades.
* Propriedade 1: a probabilidade do evento impos-
sivel é 0.
p(2)="2) ,pz)-—9 L pg)-0
n(U) n(U)

¢ Propriedade 2: a probabilidade do evento certo
é .

P(U)=%—>P(U)=1

* Propriedade 3: sendo A um evento de espaco
amostral U, a probabilidade de A € um nume-
ro racional pertencente ao intervalo entre 0 e 1,
numeros que ocupam as extremidades. Isto é:
0 <PA) <.



0 Sn(A)Sn(U)
(V) nU) n()

OSn(A)Sn(U)—>n —0<P(A)<1

* Propriedade 4: sendo A um evento e A seu com-
plementar, entéo:

P(A)+P(A)=T1

n(U) _n(A)  n(A)

n(U)=n(A)+n(A) - n(U)  n(U) n()

P(A)+P(A)=1

Observacao:

E comum expressar a probabilidade de um even-
to por meio de porcentagem. Assim, se P(A) = 0,82,
por exemplo, é possivel dizer que P(A) = 82%.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

3. Fuvest-SP - Escolhido ao acaso um elemento do con-
junto dos divisores positivos de 60, a probabilidade de
que ele seja primo é:

>

Resolucao

A decomposicdo em fatores primos de 60 é (2 - 2 -
0 e ) = 22 - il B,

O numero de divisores é calculado pelo produto
2+1-0+1-001+1) =12.

Os Unicos divisores primos sdo 2, 3 e 5, em um total
de trés elementos entre os 12 divisores.

Logo, P(Div. Primo) = % _ % _

. Enem C7-H28

As 23 ex-alunas de uma turma que completou o Ensi-
no Médio ha 10 anos se encontraram em uma reuniao
comemorativa. Varias delas haviam se casado e tido
filhos. A distribuicdo das mulheres, de acordo com
a quantidade de filhos, € mostrada no grafico. Um
prémio foi sorteado entre todos os filhos dessas ex-
-alunas. A probabilidade de que a crianga premiada
tenha sido um(a) filho(a) Unico(a) é:

10

8

6

4

2

0 T T T

sem filhos 1 filho 2 filhos 3 filhos
1 1 7 7 7

Ay bz A dzm @
Resolucao

De acordo com o gréafico, ha:

e 8 mulheres sem filhos;
e 7 mulheres com 1 filho;
® 6 mulheres com 2 filhos;
e 2 mulheres com 3 filhos.

O total de criancas é: 8(0) + 7(1) + 6(2) + 2(3) =
=7+ 12+ 6 = 25.

O numero de mulheres com filho Gnico é 7.

: - 7
Logo, P(Filho Unico) 25
Competéncia: Compreender o carater aleatério e
nao deterministico dos fenémenos naturais e sociais
e utilizar instrumentos adequados para medidas, de-
terminacao de amostras e célculos de probabilidade
para interpretar informacoes de variaveis apresenta-
das em uma distribuicao estatistica.

Habilidade: Resolver situacdo-problema que envolva
conhecimentos de estatistica e probabilidade.

™
<<
g
=
=
=
<
=




el
<
=
=
=
=
<
=

ROTEIRO DE AULA

INTRODUCAO A
PROBABILIDADE
Espago amostral ........................................ .....................
todos

Conjunto de
os resultados possiveis de um expe-
rimento aleatério. Indica-se o espaco

amostral por v

................................ Beececetboscscsasonnns

Experimentacao

Experimento Experimento

deterministico aleatério

............... Evento

Oualquer subconjunto do espago amostral

de um experimento aleatorio.

PA) = n(B)




ROTEIRO DE AULA
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PROPRIEDADES DAS

PROBABILIDADES

Propriedade 1 Propriedade 2
A probabilidade do evento impossivel ....................... A probabilidade do evento certo é 1.
. e I PU =
P@)=_09_

Propriedade 3 Propriedade 4
A probabilidade de um evento A em A probabilidade de um evento mais o
um espaco amostral U é um numero A . S seu complementar é igual a 1.
entre oel P(A) + P(A) = 1




)
3
[}
=
=
=
<
=

EXERCICIOS DE APLICACAO

1. Enem C7-H28

Em uma central de atendimento, cem pessoas recebe-
ram senhas numeradas de 1 até 100. Uma das senhas
é sorteada ao acaso.

Qual é a probabilidade de a senha sorteada ser um
ndumero de 1 a 20?

1 21

a) 700 d) 700

19 80

b) 100 e) 100
20
100

0
100"
Competéncia: Compreender o carater aleatério e ndo deterministico
dos fendbmenos naturais e sociais e utilizar instrumentos adequados
para medidas, determinacdo de amostras e célculos de probabilidade
para interpretar informacoes de varidveis apresentadas em uma distri-
buigao estatistica.

A chance de ser um numero de 1 a 20 nesse caso &

Habilidade: Resolver situagdo-problema que envolva conhecimentos
de estatistica e probabilidade.

2. Unicamp-SP - Um dado néo tendencioso de seis fa-
ces sera lancado duas vezes. A probabilidade de que
o maior valor obtido nos langcamentos seja menor do
que 3 é igual a
1 1

a)g 0)7

b)%. %.

Ao se jogar um dado duas vezes, havera 36 possiveis respostas. Delas
apenas 4 podem ter como maior valor um nimero menor que 3, sendo
(Tel),(1e2),2ele(2e?2).

, . . )4 N
Assim, a probabilidade é igual a %9

3. Enem C7-H28

A figura ilustra uma partida de Campo Minado, o
jogo presente em praticamente todo computador
pessoal. Quatro quadrados em um tabuleiro 16 x 16
foram abertos, e os nimeros em suas faces indicam
quantos dos seus 8 vizinhos contém minas (a serem
evitadas). O numero 40 no canto inferior direito € o
numero total de minas no tabuleiro, cujas posicoes
foram escolhidas ao acaso, de forma uniforme, antes
de se abrir qualquer quadrado.

4

S
O (=)

Em sua proxima jogada, o jogador deve escolher dentre
os quadrados marcados com as letras P Q, R, SeT
um para abrir, sendo que deve escolher aquele com a
menor probabilidade de conter uma mina.
O jogador devera abrir o quadrado marcado com a letra
a)R

(b)a.
c) R.
d)S.
e)T

De acordo com o enunciado:

P—P(x) = §=0,25

Q- P(x)===0,125

1
8

R—)P(x):( 40 ) 40

=-—=0,1587
162 -4 252

S— P(x):% = 0,50

T— P(x):gz 0,375

Portanto, o jogador terd de abrir o quadrado Q.

Competéncia: Compreender o carater aleatério e ndo deterministico
dos fendmenos naturais e sociais e utilizar instrumentos adequados
para medidas, determinagao de amostras e célculos de probabilidade
para interpretar informacgoes de varidveis apresentadas em uma distri-
buicao estatistica.

Habilidade: Resolver situacao-problema que envolva conhecimentos
de estatistica e probabilidade.




4. FGV-SP - Uma fracéo, definida como a razdo entre
dois inteiros, chama-se improépria guando o numerador
€ maior ou igual ao denominador e chama-se decimal
quando o denominador € uma poténcia de dez.

Dois dados convencionais, de seis faces equiprova-
veis, possuem cores diferentes: um deles é branco,
e o outro, preto. Em um lancamento aleatério desses
dois dados, o numero obtido no dado branco sera o
numerador de uma fracdo, e o obtido no dado preto
sera o denominador.

A probabilidade de que a fracdo formada seja impropria
e equivalente a uma fracdo decimal é igual a
17

a)%

1
b)E

19
36

5
d)§

7
e)ﬁ

E subentendido que existem 6 - 6 = 36 resultados possiveis. Entre
esses resultados, ndo sdo adequados: (1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (1, 6),
(2, 3), (2, 4),(2,5), (2, 6), (3, 4), (3, 5), (3, 6), (4, 3) (4, 5), (4, 6), (5,3)
e (5, 6).
Portanto, a resposta é 1 7 E.

36 36

5. UPF-RS — Um pescador pescou 10 peixes, dos quais 3
tinham um tamanho inferior ao permitido pela lei. Esse
pescador foi abordado por um fiscal que, dentre os 10
peixes, resolveu inspecionar apenas 2, escolhendo-os
aleatoriamente. A probabilidade de o pescador néo ser
flagrado infringindo a lei é de:

7

a)ﬁ

7
®E

¢)
100

7
71
2 2051 7
= o1 T s
10 218l
2

6. UNESP — Em um condominio residencial, hd 120 casas
e 230 terrenos sem edificagdes. Em um determinado
més, entre as casas, 20% dos proprietarios associados
a cada casa estao com as taxas de condominio atrasa-
das, enquanto, entre os proprietarios associados a cada
terreno, esse percentual € de 10%. De posse de todos
os boletos individuais de cobranca das taxas em atraso
do més, o administrador do empreendimento escolhe
um boleto ao acaso. Qual a probabilidade de que o
boleto escolhido seja de um proprietario de terreno
sem edificacao?

P = probabilidade solicitada
20% de 120 = 24

10% de 230 = 23

23 23

23+24 47

Assim, P =
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EXERCICIOS PROPOSTOS

7. UFRGS-RS - Considere os nimeros naturais de 1 até

100. Escolhido ao acaso um desses numeros, a proba-
bilidade de ele ser um quadrado perfeito &

1 1

4 9

3
c)ﬁ

8. Enem C7-H28

O numero de frutos de uma determinada espécie de
planta se distribui de acordo com as probabilidades
apresentadas no quadro.

probabilidade

0 0,65
1 0,15
2 0.13
3 0,03
4 0,03
5 ou mais 0,01

A probabilidade de que, em tal planta, existam, pelo
menos, dois frutos é igual a

a) 3%
b) 7%
c) 13%
d) 16%
e) 20%

. UEMG - Em uma empresa, foi feita uma pré-selecdo

para sorteio de uma viagem. Esta pré-selecéao se ini-
ciou com a distribuicao, entre os funcionérios, de fichas
numeradas de 1 a 23. Em seguida, foram selecionados
os funcionéarios com as fichas numeradas, com as se-
guintes regras:

e Fichas com um algarismo: o algarismo tem que ser
primo;

e Fichas com dois algarismos: a soma dos algarismos
devera ser um numero primo.

Apds essa pré-selecdo, Glorinha foi classificada para

o sorteio.

A probabilidade de Glorinha ganhar essa viagem no
sorteio € de, aproximadamente,

a) 7%

b) 8%

c) 9%

d) 10%

10. Unicamp-SP — Uma loteria sorteia trés numeros dis-

tintos entre doze numeros possiveis.

a) Para uma aposta em trés nimeros, qual € a proba-
bilidade de acerto?

b) Se a aposta em trés nimeros custa R$ 2,00, quanto
deveria custar uma aposta em cinco nimeros?




11. Acafe-SC — Em um determinado jogo de futebol do Cam-
peonato Brasileiro, o resultado final da partida foi 32.

A probabilidade de que o time perdedor tenha marcado
os dois primeiros gols é:
a) 10%
b) 30%

c) 50%
d)90%

12. UERJ - Dez cartbes com as letras da palavra “envelhe-
cer" foram colocados sobre uma mesa com as letras
viradas para cima, conforme indicado abaixo.

Em seguida, fizeram-se os seguintes procedimentos
com os cartoes:

19) foram virados para baixo, ocultando-se as letras;
2°) foram embaralhados;
39) foram alinhados ao acaso;

49) foram desvirados, formando um anagrama.

13.

Observe um exemplo de anagrama:

A probabilidade de o anagrama formado conter as qua-
tro vogais juntas (EEEE) equivale a:

1 1
a) —

20 ¢ 210
1 1
bl 35 4 220

UDESC - Em uma associagao serao eleitos um presiden-
te, um tesoureiro e dois revisores. Cada membro vota em
um candidato para presidente, um para tesoureiro e um
para revisor. Supondo que haja 4 candidatos para presiden-
te, 3 para tesoureiro e 6 para revisor, entao a probabilidade
de todos os candidatos de um eleitor qualguer, que nao
anulou nem votou em branco, serem eleitos é de:
1

a)%

1
b)%

) ——
180

d) —
)90

e)ﬁ
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14. UPE - Algumas diagonais do decégono regular passam
pelo seu centro e outras ndo. Sendo assim, escolhendo-
-se ao acaso uma diagonal desse poligono, qual é a pro-
babilidade de ela ndo passar pelo centro do decagono?

1

a) - c) e) 7

~
olw ~Mlw

b) - d)

15. Unicamp-SP — Um caixa eletrénico de certo banco dis-
poe apenas de cédulas de 20 e 50 reais. No caso de
um saque de 400 reais, a probabilidade do nimero de
cédulas entregues ser impar é igual a

1 2
a)z 0)5
2 3
b)g d)g

16. Fuvest-SP (adaptado) — O gamé&o é um jogo de tabu-
leiro muito antigo, para dois oponentes, que combina
a sorte, em lances de dados, com estratégia, no movi-
mento das pecas. Pelas regras adotadas, atualmente,

no Brasil, o nimero total de casas que as pegas de um
jogador podem avancar, numa dada jogada, é deter-
minado pelo resultado do langamento de dois dados.
Esse nuimero é igual a soma dos valores obtidos nos
dois dados, se esses valores forem diferentes entre
si; e é igual ao dobro da soma, se os valores obtidos
nos dois dados forem iguais. Supondo que os dados
nao sejam viciados, qual a probabilidade de um jogador
poder fazer suas pecas andarem pelo menos oito casas
em uma jogada?

17. Fuvest-SP — Em uma urna, ha bolas amarelas, brancas
e vermelhas. Sabe-se que:

I. A probabilidade de retirar uma bola vermelha dessa
urna é o dobro da probabilidade de retirar uma bola
amarela.

Il. Se forem retiradas 4 bolas amarelas dessa urna, a
probabilidade de retirar uma bola vermelha passa

a ser 1

>
Ill. Se forem retiradas 12 bolas vermelhas dessa urna,
a probabilidade de retirar uma bola branca passa a

1
ser —.

2
A quantidade de bolas brancas na urna é
a) 8. c) 12. e) 16.
b) 10. d) 14.




ESTUDO PARAO ENEM

18.

19.

Enem C7-H28

José, Paulo e Antdnio estao jogando dados nao viciados, nos quais, em cada uma das
seis faces, hd um nimero de 1 a 6. Cada um deles jogara dois dados simultaneamente.
José acredita que, apés jogar seus dados, os numeros das faces voltadas para cima
Ihe dardo uma soma igual a 7. J& Paulo acredita que sua soma serd igual a 4 e Antoénio
acredita que sua soma seré igual a 8.

Com essa escolha, quem tem a maior probabilidade de acertar sua respectiva soma é

a) Antonio, j& que sua soma é a maior de todas as escolhidas.

b) José e Antonio, j& que ha 6 possibilidades tanto para a escolha de José quanto
para a escolha de Antdnio, e hé apenas 4 possibilidades para a escolha de Paulo.

c) José e Antonio, ja que ha 3 possibilidades tanto para a escolha de José quanto
para a escolha de Antdnio, e h& apenas 2 possibilidades para a escolha de Paulo.

d) José, ja que ha 6 possibilidades para formar sua soma, 5 possibilidades para formar
a soma de Antbnio e apenas 3 possibilidades para formar a soma de Paulo.

e) Paulo, ja que sua soma € a menor de todas.

Enem C7-H29

Uma empresa aérea lanca uma promocao de final de semana para um voo comercial.
Por esse motivo, o cliente ndo pode fazer reservas e as poltronas serdo sorteadas
aleatoriamente. A figura mostra a posi¢do dos assentos no aviao:

O —ANMLOON0DNO—ANMT LOONONO—ANMTLOWOMN00
TOANMTOONOD— —r— e — NN

AANNANNOOMOMMOMMMM

Avido com 38 fileiras de poltronas.

Por ter pavor de sentar entre duas pessoas, um passageiro decide que sé viajara se
a chance de pegar uma dessas poltronas for inferior a 30%.

Avaliando a figura, o passageiro desiste da viagem, porgue a chance de ele ser sorteado
com uma poltrona entre duas pessoas € mais aproximada de

a)31% b) 33% c) 35% d) 68% e) 69%
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20. Enem C7-H30

Em um blog de variedades, musicas, mantras e informa-
coes diversas, foram postados “Contos de Halloween”
Apds a leitura, os visitantes poderiam opinar, assinalando
suas reacoes em "Divertido", "Assustador" ou "Chato".
Ao final de uma semana, o blog registrou que 500 visi-
tantes distintos acessaram esta postagem.

O gréfico a seguir apresenta o resultado da enquete.

CONTOS DE HALLOWEEN
opiniao dos visitantes

Divertido 52%
Assustador

Chato

N&o opinaram 21%

0% 10% 20% 30% 40% 50% 60%

O administrador do blog ir4 sortear um livro entre os
visitantes que opinaram na postagem “Contos de
Halloween”

Sabendo que nenhum visitante votou mais de uma vez,
a probabilidade de uma pessoa escolhida ao acaso entre
as que opinaram ter assinalado que o conto “Contos de
Halloween” é “Chato” é mais aproximada por

a) 0,09

b)0,12

c) 0,14

d) 0,15

e) 0,18




PROBABILIDADE
CONDICIONAL E DA
INTERSECCAO DE EVENTOS

PROBABILIDADE DO EVENTO UNIAO

Dados dois eventos A e B de um espaco amostral U, o evento uniaGo A U B é a
probabilidade de acontecer, pelo menos, um dos eventos A ou B.

Pela definicdo de probabilidade: P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A n B).

Podemos dizer, entdo, que a probabilidade de ocorrer o evento A ou o evento B
€ dada pela soma das probabilidades de acontecer A ou B menos a probabilidade
de os dois eventos (A e B) ocorrerem simultaneamente.

Caso particular

Vamos considerar que os eventos A e B sejam
mutuamente exclusivos. Isto é:

AnB=0 PANB)=0
Nesse caso, a féormula anterior se reduz a:

P(A U B) = P(A) + P(B)

PROBABILIDADE DE UM ESPACO AMOSTRAL
NAO EQUIPROVAVEL

No espaco amostral equiprovavel, todos os resultados possiveis tém a mesma
chance de ocorréncia. Por isso, em problemas envolvendo dados e moedas, por
exemplo, precisamos sempre tomar o cuidado de especificar que os dados e as
moedas sdo “honestos” ou “néo viciados”

Moedas ou dados “viciados"” passam por um pro-
cesso de manipulacdo em gue uma de suas faces
fica mais pesada, de modo a gerar maior ocorrén-
cia de um resultado.

No entanto, como estudar as probabilidades com moedas ou dados “viciados”?
Nesses casos, a seguinte férmula nao é valida:

_ numero de resultados favoraveis de E

P(E) : —
numero de resultados possiveis

Probabilidade do evento
IED)

Probabilidade de um
espago amostral nao
equiprovavel
Probabilidade condicional

Probabilidade do evento
intersecao

HABILIDADES

Reconhecer diferentes tipos
de evento para determinar
as respectivas probabilida-
des de ocorréncia.

Aplicar os conhecimentos
de probabilidade para re-

solver situagdes-problema
e elaborar argumentos.

MATEMATICA 3
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EXERCICIO RESOLVIDO

1. Sistema Dom Bosco — De um baralho comum de 52
cartas, uma carta é retirada aleatoriamente. Qual a pro-
babilidade de sair um rei ou uma carta de ouros?

Resolucao

Evento A (a carta é um rei):

P(A):Siz

Evento B (a carta é de ouros):

EXERCICIO RESOLVIDO

2. Sistema Dom Bosco — Uma excursao para uma cidade
histérica era formada por um grupo de 200 pessoas, sen-
do 60 homens e 140 mulheres. Sabe-se que 40 homens e
60 mulheres j& tinham visitado essa cidade anteriormen-
te. Uma pessoa € sorteada ao acaso. Nessas condigoes,
qual a probabilidade de ela

a) ser mulher, uma vez ja ter visitado essa cidade
antes?

b) ter visitado a cidade antes e ser homem?

Resolucao

13 a) Os dados do enunciado podem ser organizados
(B)= 52 em uma tabela:
Evento A n B (a carta € um rei de ouros): Ja visitou | Visitavaa
. a cidade | cidade pela | Total
P(ANB)=& antes 12 vez
Evento A U B (a carta ou é um rei ou é de ouros): Homem 40 20 60
PIA U B) = P(A) + P(B) - P(A " B) Mulher - 80 140
Logo: Total 100 100 200
P(AUB)= i+E_i ~ P(AUB)= 16 Evento A: a pessoa sorteada ja visitou a cidade antes.
52 52 52 52 Evento B: a'pessoa sorteada é mulher.
4 n(ANB) 60 3
e P(A|B)=——+~2—P(A|B)=——P(A|B)==
P(AUB) =7 (AlB) "®) BIE)= = FEE=—

Logo, a probabilidade de ser mulher e ja ter visitado

essa cidade antes é %

PROBABILIDADE CONDICIONAL

. : . b) Por meio dos dados do item a da tabela, temos:
Vamos considerar, em um experimento aleatério

de espaco amostral U, os eventos A e B, com AN B Evento A: a pessoa sorteada ja visitou a cidade.
# &, conforme o diagrama. Evento C: a pessoa sorteada é homem.
n(AnC)

U P(A|C)= —>P(A|C)=%—>P(A|C)=

wWIN

n(C)

Logo, a probabilidade de ter visitado a cidade antes

L2
e ser homem é s

PROBABILIDADE DO EVENTO

Na medida em que sabemos da ocorréncia do even- INTERSEC;AO
to B, este passa a ser o espago amostral do exper]_ Dados dois eventos A e B de espaco amostral U, dizer
mento, pois todos os resultados possiveis pertencema  que ocorreu o evento A N B (evento intersecao) significa
B. Assim, a probabilidade de ocorrer o evento A, dado ~ due os eventos A e B aconteceram simultaneamente.

que o evento B ja ocorreu, é: Para calcular a probabilidade de ocorrer A n B,
usamos a féormula da probabilidade condicional:
n(ANB)
n(ANB T
P(A|B)=% P(AlB)Zn(AmB): nlU _P(ANB)
i n(B) n(8) P(B)

n(U)



Entdo:

P(AIB)=P(B)-PBIA) {lI}
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Com as féormulas {I} e {lI}, concluimos que:

Dados dois eventos A e B de espaco amostral
U, a probabilidade de eles ocorrerem simultanea-
mente é dada pelo produto da probabilidade de
um deles pela probabilidade do outro, dado que
ocorreu o primeiro.

EXERCICIO RESOLVIDO

3. Sistema Dom Bosco — Duas bolas vao ser retiradas de uma urna que contém 2 bolas
brancas, 3 pretas e 4 verdes. Qual a probabilidade de ambas:

a) serem verdes?
b) serem da mesma cor?

Resolucao

Temos:

U = {B1, B2, P1, P2, P3, V1, V2, V3, V4}
n(U) =9

B: bola branca

P: bola preta

V: bola verde

a) Para que as duas bolas sejam verdes, na medida em que a primeira seja extraida,
deixaremos de ter 9 bolas no espaco amostral. Isso acarretara 3 bolas verdes, e nao
mais 4. Assim, de acordo com o teorema:

4 3 1
P(VAV)=P(V)-P(VV)==-==—

(VAV)=P(V)-P(WV)=¢ =g
b) P(Mesma Cor) = P(B n B) + P(P A P) + P(V nV): teremos duas bolas brancas ou
duas bolas pretas ou as duas bolas verdes. Assim, devemos somar todas as possi-
bilidades:

P(Mesma Cor)=P(BnB)+P(PnP)+P(VN V)
24 S
98 8
20 5

5=

P(Mesma Cor) = +§«z+i~
968 9

P(Mesma Cor) = o
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ROTEIRO DE AULA

PROBABILIDADE

................................................

Probabilidade do evento uniao

P(AUB) = P(A) + P(B)

Probabilidade de um espaco amostral
nao equiprovavel

P(A) = Pla) +Pla,) +..+Pfa)




ROTEIRO DE AULA
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PROBABILIDADE CONDICIONAL €

DA INTERSECCAO DE EVENTOS

Probabilidade do evento : Probabilidade do evento

..............................

interseccao interseccao

P(A N B) =PIAI - P(A1B)

P(A A B) =P(B) - P(B 1 A)

n(ANB)
PB|A) =_ ")

n(AnB)
PA|B) = _ n(®)
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EXERCICIOS DE APLICACAO

1. UPF-RS - Duas bolsas de estudo serao sorteadas entre
9 pessoas, sendo 7 mulheres e 2 homens. Consideran-
do-se que uma pessoa desse grupo nao pode ganhar
as duas bolsas, qual a probabilidade de duas mulheres
serem sorteadas?

@ A c) 2 e) na
12 7 36

7 1

b) - d) —

) 9 ) 21

. 9!
Total de sorteios: C,, = ———— =36.
Z(9-2)12!

Total de sorteios em que os ganhadores sdo mulheres:
7!

C=——m—==21

o (7-2)12!

Logo,P:E:l.
36 12

2. Famema-SP — Um professor colocou em uma pasta
36 trabalhos de alunos, sendo 21 deles de alunos do
12 ano e os demais de alunos do 22 ano. Retirando-se
aleatoriamente 2 trabalhos dessa pasta, um apds o ou-
tro, a probabilidade de os dois serem de alunos de um
mesmo ano é

@3

1
b)§ d)

o
-~

1
e) —
)6

Oll= M=

Hé& chance de serem selecionados dois trabalhos do 12 ano ou
dois trabalhos de 22 ano. Assim, a probabilidade (P) solicitada sera
dada por:
_21.20 15 14 _ 630
36 3 36 35

T 1260
Logo, P = %
3. Enem C7-H28

Uma caixa contém uma cédula de R$ 5,00, uma de
R$ 20,00 e duas de R$ 50,00 de modelos diferentes.
Retira-se aleatoriamente uma cédula dessa caixa, ano-
ta-se o seu valor e devolve-se a cédula a caixa. Em
seguida, repete-se o procedimento anterior.

A probabilidade de que a soma dos valores anotados
seja pelo menos igual a R$ 55,00 é

1 3 5
3 CF ?s

1 2
b)z d)§

Resultados possiveis: n(U) = 4 - 4 = 16.

Soma inferior a R$ 55,00: A (5, 5), (5, 20), (20, 5) e (20, 20).
Logo, n(A) = 4.

Assim, P = 1 - P(A)

po1-2.3

Competéncia: Compreender o carater aleatério e ndo deterministico
dos fendmenos naturais e sociais e utilizar instrumentos adequados
para medidas, determinacdo de amostras e célculos de probabilidade
para interpretar informacdes de varidveis apresentadas em uma dis-
tribuicao estatistica.

Habilidade: Resolver situacao-problema que envolva conhecimentos
de estatistica e probabilidade.

4. UERJ — Em um escritério, ha dois porta-lapis: o porta-
-lapis A, com 10 lapis, dentre os quais 3 estao aponta-
dos, e o porta-lapis B, com 9 lapis, dentre os quais 4
estao apontados.

Um funcionério retira um lapis qualquer ao acaso do
porta-lapis A e o coloca no porta-lapis B. Novamente
ao acaso, ele retira um lapis qualquer do porta-lapis B.

A probabilidade de que este ultimo lapis retirado néao
tenha ponta é igual a:

a) 0,64

(b)o,57

Resolvemos por etapas:
Etapa 1

Probabilidade de o lapis removido do porta-lapis A ser apontado e
de o lapis removido do porta-lapis B ndo ter ponta:

c) 0,52
d) 0,42

b3 .5 _15
10 10 100
Etapa 2

Probabilidade de o lapis removido do porta-lapis A nao ter ponta e
de o lapis removido do porta-lapis B ndo ter ponta:
7 6 42

2=70"10 100
Contudo, a probabilidade de o ultimo lapis removido do porta-lapis
nao ter ponta sera:
15 42 57

= + =—+—= " = .
PP P2 100 100 100 057




5. UFRGS-RS - Escolhe-se aleatoriamente um numero
formado somente por algarismos pares distintos, maior
do que 200 e menor do que 500.

Assinale a alternativa que indica a melhor aproximagao
para a probabilidade de que esse nimero seja divisivel

por 6.
a) 20% c) 30% (e)50%
b) 24% d) 34%

Do enunciado, obtemos:
e 12algarismo: 2 possibilidades (2 ou 4).
e 2°algarismo: 4 possibilidades.
e 3°algarismo: 3 possibilidades.
e Quantidade de numeros possiveis: 2 - 4 - 3 = 24.
Dos nimeros apontados, temos:
e Numero divisiveis por 6 que comegam por 2: 204, 240, 246, 264.

e Numeros divisiveis por 6 que comecam por 4: 402, 420, 426,
462, 408, 480, 468, 486.
e Quantidade de numeros divisiveis por 6: 4 + 8 = 12.
Logo:
P 12 _1

=== = j %.
73 0,5, ou seja, 50%

EXERCICIOS PROPOSTOS

7. Sistema Dom Bosco — De um baralho comum de 52
cartas, uma delas é retirada aleatoriamente. Qual a pro-
babilidade de ser uma dama ou uma carta de copas?

6. Unisinos-RS — Em uma gaveta, ha 12 meias brancas e
8 meias cinzas. Retiram-se duas meias, sem reposi¢ao.

Qual a probabilidade de as duas meias que foram reti-
radas serem de cores diferentes?

1 24 10 1 48
— b) <2 i d) — -2
ay "% 97 '3 95
Temos que:
n(U) = C,,
n(u) = C,,
n(U) = C,,

2

.2

Assim:

8. Unicamp-SP — Uma moeda balanceada é lancada qua-
tro vezes, obtendo-se cara exatamente trés vezes. A
probabilidade de que as caras tenham saido consecu-
tivamente é igual a

1 3 1 3

9. FGV-SP - Uma loteria consiste no sorteio de trés nu-
meros distintos entre os 20 nimeros inteiros de 1 a
20 — a ordem deles néao é levada em consideragao.
Ganha um prémio de R$ 100.000,00 o apostador que
comprou o bilhete com os nimeros sorteados. Nao
existem bilhetes com a mesma trinca de niumeros. O
ganho esperado do apostador que comprou um de-
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terminado bilhete é igual ao prémio multiplicado pela
probabilidade de ganho.

Quem apostou na trinca {4, 7 18} tem um ganho espe-
rado de aproximadamente

a) R$ 88,00 c) R$ 90,00
b) R$ 89,00 d) R$ 91,00

e) R$ 92,00

10. Mackenzie-SP — Um professor de Matematica entre-
ga aos seus alunos uma lista contendo 10 problemas
e avisa que 5 deles serdao escolhidos ao acaso para
compor a prova final. Se um aluno conseguiu resolver,
corretamente, apenas 7 dos 10 problemas, a probabili-
dade de que ele acerte todos os problemas da prova é

7 21 59 77
a) = b) - c) — d) s e)1

11. PUC-RJ - Sejam os conjuntos A = {1, 2, 3, 4, 5} e
B =16, 78,9, 10}. Escolhendo-se ao acaso um elemento
de A e um elemento de B, a probabilidade de que a soma
dos dois numeros escolhidos seja um nimero par é:

1 3 12 6 7

— b) - c) — d) — e) —

)5 ) 25 )25 ) 10

a)

12. UEG-GO - Renata esta gravida e realizard um exame que
detecta 0 sexo do bebé. Se o exame detectar que € um
menino, a probabilidade de ela pintar o quarto do bebé de
azul é de 70%, ao passo que de branco é de 30%. Mas, se
0 exame detectar que € uma menina, a probabilidade de
ela pintar o quarto do bebé de rosa é de 60%, contra 40%
de pintar de branco. Sabendo-se que a probabilidade de o
exame detectar um menino é de 50%, a probabilidade de
Renata pintar o quarto do bebé de branco é de

a) 70% c) 35% e) 20%
b) 50% d)30%

13. UPE — Numa aula de Matematica, o professor pediu
que seus alunos construissem argumentos, envolvendo
conhecimentos sobre probabilidade, a partir do seguin-
te enunciado: “Um saco contém fichas idénticas, mas
com cores diferentes, sendo 2 vermelhas, 4 verdes,
6 amarelas e 3 pretas' Foram apresentados trés argu-
mentos, presentes nas afirmativas a seguir:

I. Mariana falou que, se uma ficha fosse retirada ao

- 1
acaso, a probabilidade de ela ser preta seria 3

. Antdnia afirmou que, se forem retiradas duas fichas
do saco ao acaso, a probabilidade de elas serem

. 4
vermelhas ou verdes seria de 15"

. Bruna disse: "Caso sejam retiradas 3 fichas ao acaso,
uma a uma, sem reposicao, a probabilidade de sair
uma amarela, uma verde e uma vermelha, nessa

ordem, seréa de 48 .
225

Analisando as afirmativas das trés alunas, ¢ CORRETO
afirmar que

a) apenas | é verdadeira.

b) apenas | e Il sdo verdadeiras.

c) apenas Il e lll sdo verdadeiras.

d) 1, Il e Il s&o verdadeiras.

e)l, Il e lll sdo falsas.




14. Fuvest-SP (adaptado)

DINCER.AGIN/SHUTTERSTOCK

Jodo e Maria jogam dados em uma mesa. Sao cinco
dados em forma de poliedros regulares: um tetraedro,
um cubo, um octaedro, um dodecaedro e um icosaedro.
As faces sdo numeradas de 1 a 4 no tetraedro, de 1 a
6 no cubo etc. Os dados séo honestos, ou seja, para
cada um deles, a probabilidade de qualquer uma das
faces ficar em contato com a mesa, apds o repouso do
dado, é a mesma.

Em um primeiro jogo, Maria sorteia, ao acaso, um dos

cinco dados, Joéo o lanca e verifica o niumero da face

que ficou em contato com a mesa.

a) Qual é a probabilidade de que esse numero seja
maior do que 12?

b) Qual é a probabilidade de que esse numero seja
menor do que 57

Em um segundo jogo, Joéo sorteia, ao acaso, dois dos

cinco dados. Maria os lanca e anota o valor da soma

dos numeros das duas faces que ficaram em contato

com a mesa, apds o repouso dos dados.

¢) Qual é a probabilidade de que esse valor seja maior
do que 307

Poliedros regulares

Tetraedro 4 faces
Cubo 6 faces
Octaedro 8 faces
Dodecaedro 12 faces

Icosaedro 20 faces

15. Esc. Naval-RJ — Um exame de laboratorio tem eficiéncia

de 90% para detectar uma doenca quando essa doenga
existe de fato. Entretanto, o teste aponta um resultado
"falso-positivo” (o resultado indica doenca, mas ela nao
existe) para 1% das pessoas sadias testadas. Se 1,5%
da populacao tem a doenga, qual a probabilidade de uma
pessoa ter a doenga, dado que seu exame foi positivo?

95 270 73
a)— c) — e)—
294 467 255
160 75
®) 433 d) 204
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16. Fuvest-SP — Em um experimento probabilistico, Joana

retirard aleatoriamente 2 bolas de uma caixa contendo
bolas azuis e bolas vermelhas. Ao montarse o experi-
mento, colocam-se 6 bolas azuis na caixa.

Quantas bolas vermelhas devem ser acrescentadas
para que a probabilidade de Joana obter 2 azuis

1
ia —2?
seja 7

a)2 b) 4 c)6 d)8 e) 10

Numa escola com 1200 alunos foi realizada uma pes-
quisa sobre o conhecimento desses em duas linguas
estrangeiras, inglés e espanhol. Nessa pesquisa
constatou-se que 600 alunos falam inglés, 500 falam
espanhol e 300 ndo falam qualguer um desses idio-
mas. Escolhendo-se um aluno dessa escola ao acaso e
sabendo-se que ele nao fala inglés, qual a probabilidade
de que esse aluno fale espanhol?

1 5 1 5 5
a5 bl g °l g a5 e 1

17. UNESP (adaptado) — Renato e Alice fazem parte de
um grupo de 8 pessoas que serao colocadas, ao acaso,
em fila. Calcule a probabilidade de haver exatamente 4
pessoas entre Renato e Alice na fila que serd formada.
Generalize uma férmula para o célculo da probabilidade
do problema descrito acima com o mesmo grupo de
"8 pessoas’, trocando “4 pessoas” por “m pessoas’
em que 1 < m < 6. A probabilidade devera ser dada
em funcédo de m.

ESTUDO PARAO ENEM

18. Enem C7-H28

a) 5 c) il
28 28 o2
33
b) — d L
28 33
19. Enem C7-H29

Em um jogo ha duas urnas com 10 bolas de mesmo
tamanho em cada uma. A tabela a seguir indica as quan-
tidades de bolas de cada cor em cada urna.

Amarela 4 0
Azul 3 1
Branca 2 2
Verde 1 3
Vermelha 0 4

Uma jogada consiste em:

12) o jogador apresenta um palpite sobre a cor da bola que
sera retirada por ele da urna 2;

29) ele retira, aleatoriamente, uma bola da urna 1 e a coloca
na urna 2, misturando-a com as que la estéo;

39 em seguida ele retira, também aleatoriamente, uma
bola da urna 2;




4°) se a cor da Ultima bolsa retirada for a mesma do palpite 20. Enem C7-H30 =
inicial, ele ganha o jogo. : Rafael mora no Centro de uma cidade e decidiu se =
Qual cor deve ser escolhida pelo jogador para que ele mu;{ar, por recomendalgoes medlcgs, para uma das =
tenha a maior probabilidade de ganhar? : regioes: Rural, Comercial, Residencial Urbano ou Re- LET:

sidencial Suburbano. A principal recomendacao médica

a) Azul : foi com as temperaturas das “ilhas de calor” da regiao,
b) Amarela : que deveriam ser inferiores a 31 °C. Tais temperaturas
c) Branca : séo apresentadas no grafico:
d) Verde :
: PERFIL DA ILHA DE CALOR URBANA
e) Vermelha ©OCF oC
2 7°N - 33
91 7 \
90
89 / AN -3
88 —0 AN 31
87 / \_ /N
36 // Y N\ 30
85 T N
— T _-E“Ig ata ada Bha
Rural Comercial CENTRO Residencial Residencial

Urbano Suburbano
Fonte: EPA

Escolhendo, aleatoriamente, uma das outras regides
para morar, a probabilidade de ele escolher uma regiao
que seja adequada as recomendacdes médicas é

1 1 2 3 3
a)g b)Z C)g d)g e)z




MATEMATICA 3

Eventos independentes
Bindmio de Newton

HABILIDADES

Reconhecer diferentes tipos
de evento para determinar
as respectivas probabilida-
des de ocorréncia.

Aplicar os conhecimentos
de probabilidade para re-

solver situag@es-problema
e elaborar argumentos.

Compreender os conceitos
e as férmulas do bindmio
de Newton para resolver
situagdes-problemas.

|dentificar padrdes
numericos ou principios de
contagem.

Resolver situagdes-proble-

mas envolvendo conheci-
mentos numeéricos.

PROBABILIDADE DE
EVENTOS INDEPENDENTES
E BINOMIO DE NEWTON

EVENTOS INDEPENDENTES

Dados dois eventos A e B de espaco amostral U, dizemos que eles sao inde-
pendentes se a ocorréncia de um deles ndo modificar a probabilidade de ocorréncia
do outro.

A e B independentes <> P(B|A)=P(B) e P(A|B)=P(A)

Quando A e B sao eventos independentes:
P(A n B) = P(A) - P(B)

Entdo, quando P(A n B) = P(A) - P(B), os eventos sdo dependentes.
Se n eventos sdo independentes: PIAN B N Cn ...) = P(A) - P(B) - P(C)...

Eventos independentes — Exemplo

No lancamento simultaneo de dois dados, o resultado de um deles ndo influencia
no resultado do outro.

Eventos dependentes — Exemplo

Na extracao de duas bolas, uma azul e outra vermelha, em uma urna com 6 bolas
de cores distintas, se antes de extrair a segunda bola nao for feita a reposicao da
primeira, o resultado da primeira influencia no resultado da segunda, pois o espaco
amostral passa a ter 5 elementos.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Sistema Dom Bosco — Uma urna tem
30 bolas, sendo 10 vermelhas e 20 azuis.
Se sortearmos 2 bolas, 1 de cada vez, e
repormos a sorteada na urna, qual a pro-
babilidade de a primeira ser vermelha e a
segunda ser azul?

Entao, usando a regra do produto, te-

Observe que na segunda retirada foram

~ consideradas todas as bolas, pois hou-
Resolucao

Como os eventos sao independentes,
a probabilidade de sair vermelha na
primeira retirada e azul na segunda re-
tirada € igual ao produto das probabili-
dades de cada condigao, ou seja, P(A

B
Ve a reposicao. Assim, P(Xj = P(B),
porque o fato de sair bola vermelha na
primeira retirada ndo influenciou a se-

gunda retirada, ja que ela foi reposta
na urna.

e B) = P(A) - P(B). Ora, a probabilidade

de sair vermelha na primeira retirada é

2. Sistema Dom Bosco — Em uma festa
10 . . beneficente, foram vendidos 20 nime-
— . Ja a probabilidade de sair azul na - . P
30 ros. Serdo sorteados dois prémios. Qual
a probabilidade de uma pessoa que tenha
adquirido quatro nimeros ganhe os dois

segunda retirada € % prémios?



Resolucao

Pelo enunciado, temos:

— A: sair um dos bilhetes comprados P(A) = %

— B: ganhar os dois prémios (o segundo, uma vez ja
ter sido inicialmente sorteado):

4 3 12 _3
= . - == - - 16%
PIANB) = P(A) - PB/A) = 5575 = 355 = g5 = 316%
P(AnB)=P(A)-PB|A)= . 312 _3 _
2019 380 95

=0,0316=3,16%

Portanto, a probabilidade de uma pessoa que tenha
adquirido quatro numeros ganhar os dois prémios é
de 3,16%.

BINOMIO DE NEWTON

Os produtos notdaveis sao vistos desde o Ensino Fun-
damental. Deles sabemos que:

(@ + b)2=a?+ 2ab + b2

Caso o expoente do binébmio seja 3, temos:
(@a+b)E=(a+b)2-(a+b)=a®+ 3azb + 3ab? + bs

Mantendo-se essa relacao, é possivel calcular as
demais poténcias e obter o desenvolvimento do bi-
ndémio (@ + b)". Porém, para um elevado valor de n, o
desenvolvimento do bindmio se torna extremamente
complexo e pouco funcional.

H4 um método para o desenvolvimento da ené-
sima poténcia de um bindmio, conhecido como
bindomio de Newton.

Produto de Stevin

Podemos determinar a lei de formagao do produto
n bindmios do primeiro grau da forma (x + a,), (x +a,),
... (X + a), os quais diferem entre si somente pelos
segundos termos.

De modo geral, no produto de n fatores, chama-
mos de:
e S =a,+a,+..+a_ (combinacoes de n segun-
dos termos 1 a 1);
e S,=aa,taa,+..+a ,a (combinacoes de n

segundos termos 2 a 2);
e S, =aa,a, +aaa, + .. (combinacdes dos n

segundos termos 3 a 3);
* S = aa,a,..a, (combinagbes dos n segundos
termos n a n).
Assim, obtemos o produto de Stevin:
x+a) - x+a) ..-x+a)=x"+Sx "+
+Sx"2+ .+ S,

Observacao:

* O numero de parcelasde S, ¢ C | =

™
S
=
=
=
<
=

* O numero de parcelasde S,é C , =

n,3

e O numero de parcelasde S, ¢ C , = (

e O numero de parcelasde S ¢ C =

n,n

EXERCICIO RESOLVIDO

3. Sistema Dom Bosco — Encontre o produto
(X +2)-(x+3)-(x+4)

Resolucao

S,=2+3+4=9

S, =2-3+2-4+3:4=26
S,=2-3-4=24

Logo, (x +2) - (x +3) - (x + 4) =

= x® + 9x2 + 26x + 24

Desenvolvimento de (x + a)"

Por meio do produto de Stevin, fazendo a, = a,
= .. =a = a, obtemos:

¢S =a+a+a+...+a=Cn’1-a=(?)-a

e S,=a?2+at+at+..+a2=C -azz(”j-aZ
n,2 2
083=a3+a3+a3+...+a3=C -a3=(n)-a3
n,3 3
e § =g
n
Assim:

n — yn n n-1 n 2yn =2 n
(x + a) x+(1) ax +[2)ax +(3)

a3+ .+ (n) an
n
n
0
n — n.n n. n-1 n.2n—2
(x + a) (O)X+(1) ax +(2) a?x
+(n)~a3x”*3+...+(n)~a”
3 n

Ele também pode ser escrito da seguinte forma:

(x+a)" = i( B)apx”p

p=0

Como ( ) =1, obtemos o bindémio de Newton:



Observacoes:

¢ O desenvolvimento de um binémio de grau n tem n + 1 termos.

* A soma dos expoentes, em qualquer termo, & o grau n do bindmio.

* O expoente de x no 1¢termo é n e vai decrescendo de 1 em 1 até atingir
0, no ultimo termo.

* O expoente de ano 1°termo é o 0 e vai decrescendo de 1 em 1 até atingir
n, no ultimo termo.

™
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* Os coeficientes dos termos extremos séo iguais a um {( 8) e ( 2)} .

e O coeficiente de qualquer termo é um nimero binomial de numerador n e
denominador igual ao niumero de termos precedentes. Assim, por exemplo,

- n
o coeficiente do 62 termo é (5) .

¢ Os coeficientes do desenvolvimento de (x + a)n sdo os elementos da
linha n do triangulo de Pascal.
* A soma dos coeficientes do desenvolvimento de (x + a)" é 2".

Termo geral do binémio de Newton
Observando o bindmio de Newton a seguir, podemos notar que ele é segmentado
em muitas partes, denominadas termos.

(X+a)”=(8)xn+(?)axn—1+(2)azxn—z+(gja3xn—3+m+(2)an
—_—

T T T Ta Toa

Supondo que um termo tenha p termos precedentes, para o termo de ordem p
+ 1, chegamos a férmula do termo geral do bindmio de Newton.

n .
Tp+1 = (p) aPx"-P

EXERCICIOS RESOWIDOS

4. Sistema Dom Bosco = Qual o quarto termo do binémio Resolucao
(x2 + y)?
Devemos, primeiramente, determinar o termo geral do
Resolucao desenvolvimento:
. . 7
Para encontrar o quarto termo do binédmio de Newton, Tp .= ( nj arx"™  — T = ( ) yP(x?)7P —
+ P p+1 0]
p=3en=05.
Assim, aplicando a férmula do termo geral, obtemos: = Ty = ( Z)j yPx 14
n 5 O expoente de x no termo geral é igual a 6. Logo:
T, = ( ) aPx"™ — T, = [ ) y3(x?)52
p+1 o 3+1 3 _ — =
14-2p=8 - 2p=6 — p=3

Portanto, T, = 10y®x*. Assim, o termo em x& é:

7
. . T = 3y14-2-3 T = 3,8
5. Sistema Dom Bosco — Dado o bindmio (x2 + y)?, calcule S ( 3) yX = T, =38y

01 8 , , L
o coeficiente do termo em x°. Logo, o nimero 35 é o coeficiente do termo que tem 8.



ROTEIRO DE AULA

PROBABILIDADE DE EVENTOS
INDEPENDENTES
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Eventos independentes

PIA A B) = P(A) - P(B)
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ROTEIRO DE AULA

BINOMIO DE NEWTON

.............................................................................

Produto de Stevin

(x+a)-(x+a) - Xx(x+a)=x"+Sx""+ "2+ - +§
1 2l

Binomio de Newton

Termo geral



EXERCICIOS DE APLICACAO

1. PUC-RJ - Ao lancar um dado 3 vezes sucessivas, qual é
a probabilidade de obter ao menos um ndmero impar?

| —

a)

2 o =
©OIN oloT ©olw -

@

Com um dado né&o viciado de seis faces, numeradas de 1 a 6, temos:

P (Par): a probabilidade de se conseguirem trés nimeros pares em trés
langamentos sucessivos.

P(Par)=~-~-~ — P(Par) = %

P: probabilidade de se conseguir ao menos um numero impar no lan-
camento de tal dado, trés vezes sucessivas.

P+P=1

Logo:

1 po15p=1-15p=2
8 8 8

2. FGV-SP (adaptado) — Qual o termo independente de

12
x do desenvolvimento de [x+l3j ?
X

Termo geral:

S

_ (12
_)TP+1 - ( D] X1

( 1{)2) X30x120

Para que o termo de x seja independente, o expoente de x deve ser
igual a zero.

Assim, temos:
12-4p=0 — 4p=12 - p=3
Logo:

12 12
'|'3+1 — (3) x12-4°3 = (3) X0

Portanto, T, = 220.

3. Sistema Dom Bosco C7-H28

Um caso de vazamento de informacgoes estava sendo
investigado pela prefeitura de uma cidade do interior
de Séo Paulo. A probabilidade de um delegado resolver

2
um problema é de 3 e a do investigador é de = . Qual

¢ a probabilidade de que seja resolvido o problema?
v
42
19
23
13
19
17
19

17
()3

a)
b)
c)

d)

P

del U inv. ©

-P

dep A inv

Pde\ + P\

nv

236

demmv=3 777
14+9-6
Pde\umv ZT

7
del U inv 21

. 17
A chance de o caso ser resolvido é EE 80% .

Competéncia: Compreender o carater aleatério e ndo deterministico
dos fenémenos naturais e sociais e utilizar instrumentos adequados
para medidas, determinacdo de amostras e célculos de probabilidade
para interpretar informacdes de varidveis apresentadas em uma distri-
buicédo estatistica.

Habilidade: Resolver situagdo-problema que envolva conhecimentos
de estatistica e probabilidade.

4. IFAL (adaptado) — Dando um desafio sobre o contetido
novo aos seus alunos, o professor passa o seguinte
exercicio:

A expressao (x + y)", com n natural, € conhecida como
bindbmio de Newton. Seu desenvolvimento é dado as-
sim:

x+y)r=C, X"y0 4+ C, XmPyP+ C o xny"

Por exemplo:

X +yP=C, 0+ C, ¥y + C, 32y + C,  x¥¥y =
= x3 + 3x%y + 3xy? + y°

Assim, a expressao 4x? + 4xy + y? corresponde a

a) C,,(2x)7y+ C, (4x)'y' + C,, (2x)°y?

b)C (2x)7y°+ C, (2x)'y' + C,, (4x)°y?

c) C,,(4x)2y°+ C,, (2X)'y" + C,, (2x)°y?
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d)C, (4x)?y°+ C, (4x)'y" + C,, (4x)0y?
()C,, (2X07y° + C,  (2X)y' + C,, (2x)°y?

C,,(2x)7y° = 4x2
CN(ZX)]W = 4xy
CZZ(ZX)O\/Z — yz

4x2 4 4xy + y2 = C2’0(2x)7y0 +C,,2x)y" + C2v2(2><)°y2

5. Unioeste-PR - O valor da expressao 15634 -4 - 153% -
-3 +6-153%2-32-4-153- 3%+ 3*“¢éigual a
a) 153 (1563 -3)° + 3 d) 1534

b) 1474 (eDns* - 10°

c) 156 - 3%

Substituindo 153 por x e 3 por y, obtemos:
1634—-4-153°-3 + 6 - 1532+ 32-4 - 153 - 3% + 3*
X0 — 4 53y + Bx2y2 — 4 - X'yE + XOy* = (x — y)*

(x —y)* = (163 - 3)* = 150* = 15* - 10*

EXERCICIOS PROPOSTOS

7. PUC-MG - Dois ciclistas partem do posto onde estao,
em direcdo a Praca das Flores e a Praca da Concha,
localizadas na cidade, seguindo a ciclovia indicada no
esquema:

Posto

Praca das Flores

Praca da Concha

6. Enem C7-H28

Numa avenida existem 10 semaforos. Por causa de uma
pane no sistema, os semaforos ficaram sem controle
durante uma hora, e fixaram suas luzes unicamente
em verde ou vermelho. Os seméforos funcionam de
forma independente; a probabilidade de acusar a cor

X 2 , 1
verde é de 3 e a de acusar a cor vermelha é de 3

Uma pessoa percorreu a pé toda essa avenida durante
o periodo da pane, observando a cor da luz de cada um
desses semaforos.

Qual a probabilidade de que essa pessoa tenha obser
vado exatamente um sinal na cor verde?

'1 0-2
310
10-2°
310
210

31 00

b)

c)

290

31 00

d)

2
310

Calculando, temos:

2 1)’ 2 1 10-2
P(x) = Cyy, (5) (5) =10 - 3 3 3o

Competéncia: Compreender o carater aleatério e ndo deterministico
dos fenémenos naturais e sociais e utilizar instrumentos adequados
para medidas, determinagdo de amostras e célculos de probabilidade
para interpretar informacoes de varidveis apresentadas em uma distri-
buicao estatistica.

e)

Habilidade: Resolver situacao-problema que envolva conhecimentos
de estatistica e probabilidade.

Em cada bifurcacdo encontrada na ciclovia, eles esco-
Ihem, com igual probabilidade, qualquer um dos cami-
nhos e seguem adiante. Nessas condicoes, a probabi-
lidade de eles chegarem a Praca das Flores é:

a)

b)

c)

d)

agls MW WIN N[—
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9. FGV-SP - Desenvolvendo-se o bindmio P(x) = (x + 1)°,
podemos dizer que a soma de seus coeficientes é

a) 16 c) 32 e) 48
b) 24 d) 40
8. PUC-RJ - Moénica inventou um jogo de bingo onde
as bolas que sao sorteadas contém letras ao invés de
numeros. Em uma das rodadas, usamos as letras da
palavra VESTIBULAR, conforme figura abaixo.
10. Enem C7-H28

Um morador de uma regido metropolitana tem 50%
de probabilidade de atrasar-se para o trabalho quando
chove na regido; caso nédo chova, sua probabilidade de
atraso é de 25%. Para um determinado dia, o servico
de meteorologia estima em 30% a probabilidade da
ocorréncia de chuva nessa regiao.

Qual é a probabilidade de esse morador se atrasar para
o servigo no dia para o qual foi dada a estimativa de
chuva?

a) 0,075

b) 0,150

c) 0,325

d) 0,600

e) 0,800

a) Ao sortear uma bola, qual € a probabilidade de que
seja a letra \VV?

b) Ao sortear uma bola, qual € a probabilidade de que
ela seja uma vogal?

c) Ao sortear 3 bolas sem reposicéo, qual é a probabili-
dade de que nenhuma delas seja consoante?
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11. PUC-RJ - Jogamos dois dados comuns, com faces
numeradas de 1 a 6. Um dado é azul; o outro, vermelho.

a) Qual é a probabilidade de que os dois dados mos-
trem o mesmo numero?

b) Qual é a probabilidade de que o dado azul mostre um
numero maior do que o do dado vermelho?

12. UERN - A soma dos algarismos do termo independen-
te de x no desenvolvimento do binémio de Newton

2 8
(7+x) é
X

a)3 b)4 c) 6 d)7

13. UECE - No desenvolvimento de x (2x + 1)°, o coefi-
ciente de x° é

a) 480 b) 320 c) 260 d) 180

14. FGV-SP — Uma seguradora vende um tipo de seguro

empresarial contra certo evento raro. A probabilidade
de ocorréncia do referido evento em cada empresa,
no prazo de um ano, € p; a ocorréncia do evento em
uma empresa é independente da ocorréncia do mesmo
evento em outra. H& 10 empresas seguradas pagando
cada uma R$ 90.000,00 pelo seguro anual. Caso ocorra
0 evento raro em uma empresa em um ano, a segura-
dora deve pagar a ela R$ 1.000.000,00.

A probabilidade da seguradora ter prejuizo nessa mo-
dalidade de seguro em um ano é:

a) p10 d) ’I _ p10
b) (1 - p)© e)p®(1-p)°
c)1-(1-p)°

15. UECE - As solugbes, em R, da equacéo
cos*x — 4cos®x + 6cos?x —4cosx + 1 = 0 sdo

Sugestao: use o desenvolvimento do binémio (p — g)*.

a) x= 2km, onde k é um inteiro qualquer.
b)x = (2k + 1)=&, onde k é um inteiro qualquer.
c) x = km, onde k é um inteiro qualquer.
d)x = (4k + 1)m, onde k é um inteiro qualquer.




16. Enem C7-H30

Uma competicdo esportiva envolveu 20 equipes com 10
atletas cada. Uma denuncia a organizacao dizia que um
dos atletas havia utilizado substancia proibida.

Os organizadores, entdo, decidiram fazer um exame
antidoping. Foram propostos trés modos diferentes
para escolher os atletas que irdo realiza-lo:

Modo |: sortear trés atletas dentre todos os partici-
pantes;

Modo II: sortear primeiro uma das equipes e, desta,
sortear trés atletas;

Modo IlI: sortear primeiro trés equipes e, entéo, sortear
um atleta de cada uma dessas trés equipes.

Considere que todos os atletas tém igual probabilida-
de de serem sorteados e que P(l), P(ll) e P(lll) sejam
as probabilidades de o atleta que utilizou a substancia
proibida seja um dos escolhidos para 0 exame no caso
do sorteio ser feito pelo modo I, Il ou Ill.
Comparando-se essas probabilidades, obtém-se

a) P(l) < P(ID < P(I1)

b) P() < P(ll) = P(IIl)

c) P(I) < P(II1) < P(I)

d) P(l) = P(I) < P(III)

e) P(l) = P(I) = P(Il)

17. UECE - O coeficiente de x® no desenvolvimento de

a) 18 b) 24 c) 34 d) 30
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19.

Enem C6-H24

Uma loja acompanhou o nimero de compradores de
dois produtos, A e B, durante os meses de janeiro, fe-
vereiro e marco de 2012. Com isso, obteve este grafico:

90
80
70
60
50
40
30

60

| A
30 @B

20 20

20
1
0

Janeiro Fevereiro Marco

A loja sorteara um brinde entre os compradores do
produto A e outro brinde entre os compradores do
produto B.

Qual a probabilidade de que os dois sorteados tenham
feito suas compras em fevereiro de 2012?

1 5 7
a) % C) Z e) E
3 6
®) 242 4 %
Enem C7-H30

O psicélogo de uma empresa aplica um teste para ana-
lisar a aptiddo de um candidato a determinado cargo.
O teste consiste em uma série de perguntas cujas res-
postas devem ser verdadeiro ou falso e termina quando
o psicélogo fizer a décima pergunta ou quando o can-
didato der a segunda resposta errada. Com base em

ESTUDO PARAO ENEM

testes anteriores, o psicélogo sabe que a probabilidade
de o candidato errar uma resposta ¢é 0,20.

A probabilidade de o teste terminar na quinta pergunta é

a) 0,02048 c) 0,24000 e) 0,49152
b)0,08192 d) 0,40960
20. FGV-SP C1-H3

Uma aplicagédo financeira de C reais a taxa mensal de
juros compostos de x% ¢é resgatada depois de 8 me-
ses no montante igual a C, reais. Sendo assim, 68 é
um polindmio P(x) de grau 8 cujo coeficiente do termo
em x° sera
a)70 - 10

b)35-10°

c) 56 - 1071
d)35 - 107°

e)21-107°
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A disciplina de Matemaética é uma ciéncia de caracteristicas especificas, que se organiza por
meio de definicoes, teoremas e demonstracoes. Os alunos do ensino pré-vestibular devem
demonstrar teoremas, justificar definicdes e, principalmente, usar a Matematica para resolver
problemas do cotidiano e compreender fen6menos de outras areas do conhecimento. Para
tanto, precisam valorizar o raciocinio matematico, nos aspectos de formular questoes, indagar
a existéncia de solucéo, estabelecer hipdteses e conclusdes, apresentar exemplos e contrae-
xemplos, generalizar situacoes, abstrair regularidades, criar modelos e argumentar de maneira
|6gico-dedutiva.

Esse material respalda-se na qualidade dos conhecimentos e na préatica de sala de aula,
abrangendo as areas de conhecimento do Ensino Médio, cujos conteldos conceituais sdo exi-
gidos nos principais vestibulares do Brasil e no novo Exame Nacional do Ensino Médio (Enem),
e contempla uma ampla coletanea de questoes extraidas de tais provas, com respectivos
gabaritos e resolugdbes comentadas.

Por critério de organizacao didatica, os conteldos conceituais estao separados da sequén-
cia de exercicios e distribuidos para atender a demanda das diversas formatagdes de cursos,
considerando as prioridades dos principais vestibulares e do Exame Nacional do Ensino Médio
(Enem). Com base nisso, o material didatico produzido para essa etapa de ensino contempla e
destaca inUmeras competéncias da nova Matriz de Referéncias para o Exame Nacional do Ensino
Médio (Enem) e, consequentemente, habilidades a elas relacionadas.

MATEMATICA 1

| eune wowol _ comewo

Sequéncias, Progressdo Aritmética e Progressdo Geométrica

18 Operagdes Entre Termos de Progressdes e Nimeros Complexos
19 Forma Algébrica e Forma Trigonométrica Dos Nimeros Complexas |
20 Forma Trigonométrica dos Nimeros Complexos Il e Polindmios |
21 Polindmios |l
9 Equagdes Algébricas
2 23 Introducdo a matrizes e operagdes com matrizes
24 Matriz inversa, equagdo matricial e determinantes
95 Determinante de matriz de ordem n e propriedades do
determinante
26 Introducdo a sistemas lineares, método da substituicdo
e método da igualdade
27 Sistemas lineares — método da reducdo e escalonamento

28 Sistemas lineares — grafico, matriz associada e regra de Cramer

APRESENTACAO



MATEMATICA 2

3
=
17 Geometria Espacial de Posigao E
18 Prismas
19 Priramides e Cilindros 0
20 Cones e Esferas g
21 Estaistica — Anélise De Dados ‘g
22 Estatistica — Medidas De Tendéncia Central g
23 Introdugdo a geometria analitica — area de =
; poligonos

24 Estudo da reta — equagdo fundamental da

reta e outras equacgdes
25 Posigdo relativa entre retas

e distancia entre ponto e reta
26 Equacdes da circunferéncia — equagao

reduzida e equacdo geral
27 Circunferéncia — posicao relativas

e conicas — elipse
28 Conicas — hipérbole e parabola

MATEMATICA 3
" Voume | Modulo | Comeudo |
9 Principio fundamental da contagem
10 Permutacg@es e Arranjos
11 Combinacao
9 12 Introducdo a probabilidade

1 F’robabilidade condicional e da

interseccao de eventos
14 Probabilidade de eventos independentes

e bindmio de Newton
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SEQUENCIAS, PROGRESSAO ARITMETICA E PROGRESSAO GEOMETRICA

Comentarios sobre o médulo

Instigue os alunos a reconhecerem sequéncias nu-
meéricas em seu dia a dia. Além disso, fomente a busca
de representacao matematica de tais sequéncias.

Com base em exemplos trazidos pelos alunos, aju-
de-os a determinar quando uma sequéncia numeérica
é crescente, decrescente ou constante.

Quando possivel, traga o conceito de progressao
aritmética usando exemplos préaticos e de aplicacao
cotidiana.

Traga também exemplos praticos de aplicacoes de
progressoes geomeétricas afim de contextualizar e mos-
trar aos alunos o uso desse conhecimento matematico
na realidade.

Parair além

Leonardo de Pisa, também conhecido como Fibo-
nacci, foi um matematico italiano da Idade Média. Sua
principal obra foi Liber Abaci, responsavel por introduzir
0s numeros indo-ardbicos na Europa. Ficou famoso
pela sequéncia de Fibonacci, que inicia com os ter-
mos 0 e 1, em que 0s préoximos termos correspondem
a soma dos dois anteriores.

Depois de muito tempo, pode-se perceber que a
sequéncia de Fibonacci tem aplicagdo em diversos
campos no nosso cotidiano. Pesquise mais sobre a
sequéncia de Fibonacci e em quais contextos ela pode
ser aplicada na atualidade.

Exercicios propostos

7.D
Da relacao dada, temos:

a, = a,—a, = 3=2251

a, = d;=a,=gl=58 =2

a, = a, —da= | = =3
a, = disna == 3 = (Q2) S5
3., Navpa. = SRyt )%= 2
a8 a.—a.= 2§ (=) =3
a, = a,

a10:aA

Assim, o ciclo se repete a cada 6 numeros. Logo,
o Ultimo termo sera:

70:6 =11,resto4 »a, =a, =-2.

8.B

Do enunciado, temos que a primeira cadeira tem
h,=48 + 44 = 92 cm.

10.

A segunda cadeira tem a mesma altura, acrescida
de 3 cm. Logo, h, =92 + 3 = 95 cm.

Para as demais alturas, teremos sempre um
acréscimo de 3 cm.

Logo, temos uma PA (92, 95, 98, ...) de razao 3.

Sabemos que a altura para n cadeiras é de
1,4 m = 140 cm

Para calcularmos n, utilizaremos arelacaoa = a, +
+(n-1)-r,emquea = 140cmea, = 92 cm.

Assim: 140 =92+ (n-1)-3—140-92=3n-3—

—3n =51—> n=% =17

LA

Os valores irao compor uma PG de razédo g, a qual
sera a taxa de decrescimento.

Assim, temos:
¢ Valor ha 2 anos = a, = 50000;

e Valor hoje = a, = 32000, pois o valor que o carro
valia ha 1 ano nao foi informado.

Assim, a PG sera (50000, a,, 32000,...)

Da relagdoa =a, - q"".

A taxa de decrescimento sera a, = a
— 32 000 = 50 000 - g>

Assim, g7 = 32000 _ 16 4

. 31
1 at =

50000 25 97 &

Assim, daqui a 1 ano o valor serd o 4° termo da
PG.

3
Portanto, a, = 50 000 (g] = 50 OOO-% =

= R$ 25.600,00

Ou seja, valor menor que o do ano atual.

D
T
Como se trata de uma PA, com 0<x <§ , temos:

tg x+2

Sec x = —2sec x=1g X +2

senx
e tg x por ,
COSX

o 1
Substituindo-se sec x por
. COS X
temos:
2 _senx

————+2—>2=sen X+ 2cosx
COSX COSX




1.

Elevando os termos ao quadrado, temos:

22 = (sen x + 2cos X)2 —> 4 = sen?x + 4sen X
cos X + 4cos?x

Substituindo cos?x por 1 — sen?x, temos:
4 = sen?x + 4sen x cos X + 4(1 — sen?x) —
— 4 = sen?x + 4sen x cos x + 4 — 4sen?x
3sen?x —4sen x cos x = 0 —
— sen x(3sen x — 4cos x) = 0
Assim, temos sen x = 0 ou 3sen x —4cos x = 0.
sen x = 0 (ndo convém)
senx 4

Portanto, 3sen x = 4cos x > —— =—=tgXx.
cosx 3

Assim, podemos escrever o triangulo abaixo para
encontrar sen x € cos x:

4 ]

3

4
Portanto, senx = 5 e CoSX =
Logo, a PA (tanx, secx, 2) = (

) 5 4
serar=a,-a, >r=gz-3 =z

3
A
Do enunciado, temos que a,= b,, a,,= b, e
alo— LN

Como a sequéncia de a € uma PA e a sequéncia
de b é uma PG, temos:

a,=a, +(2=1:3=b,=b-0g2—>
—a, +1:-3= b;qg%(l)

ag,=a,+(10-1)-3=b,=b,-q*—>
—a, +9-3= Db, -qg*(l

a,=a, +(42-1)-3=b,=b,-q°—
—a, +41-3=">b,-q®(l

Fazendo Il — | e IIl = Il, temos respectivamente:

24 =b,-(0"-qg?)e96 =b, -(g°~-q"

12.

13.

14.

96 =b, - (@°-qg") =1[b,- (@~ -a?>

96
= . 2 2 = — =
—96=24-92—>q o 4

Portanto: g = V4 =2,
_24
(2-2%)

Substituindo os valores em a, +1:-3=b,q?
temosa, =2-22-3 =5.

Logo, 24 = b, - (0*~q?) = b, = = 2.

Encontrando a, e b,, temos:

a,=a, +3r—>a,=5+3-3=14

4

b,=b, - q®—>b,=22%=16

4
Logo, b,~a, = 16 - 14 = 2.

Do enunciado, temos que a, = 20 e a,, = 11.
Para uma PG, temos a_ = a, - g"".

a;

20=a1-q6eawzg—>aw=¥e11 =a, - q"?
a
—>a1=ﬁ
20
am=¥-q9—>am=a7 g ()
a a
am=ﬁ- q9—>a10=a13-q‘3=£(ll)

Multiplicando | e II, temos:

a
-q3‘q4§—>a102=20-11 -
Assim, a,, = +/20-11 = 2./55.

E
) a,

12+ @4-1)+4>a =9

a,=22+(4-2) +4—>a, =16

2

a,=32+(4-3)+4—a =23

- A -
Da relagdo a, = a, - 9", temos que a razao

8 = & (portanto, ¢ falso).
a, a
b, = 2 =2

b =2 =16

b.= 2¥ =512 (seguindo o mesmo raciocinio

do item |, é falso)

Portanto, os itens Il e IV sdo verdadeiros.

Do enunciado, temos que a PA = (2x, x + 1, 3x).



15.

16.

Da relagdo a —a_, = r, temos:

X+1-2x=r=3x-(x+1)—>x+1+(x+1) =

2
=3x+2x—>2x+2=5x—>x=§
; 2 4
Assim, a, = 2 (:J =3
a—g+1—§
2 3 3
33_3 (g)—§
3 3
O perimetro sera ortantoi+§+§—E—5
P P 53Ty g =
C

Os lados do triangulo formam uma PA de razao 1.
Logo, (x =1, x, x + 1).

Sabemos que o maior lado de um triangulo é
oposto ao seu maior angulo. Podemos entao apli-
car o teorema dos cossenos no triangulo consi-
derado no enunciado:

X+ 1)2=x2+(x=-12-2-%x:(x-1)-cos120°
X2+ 2+ 1 =x2+x2-2x+1-2-x-(x-1) -
.(_1)

2
X2 REXH 1 = X+ —Vx + 1+ xX2—x >

5
—2x?-bx=0—->x"=0o0ux" = 2

x = 0 (nao convém)
Portanto, o perimetro P do triangulo seré dado por:

P=x+x—1+x+1—>P=3x=3-g=7,5
B

MMC (3, 4) = 12

Multiplos de 12 sao multiplos de 3 e de 4 ao
mesmo tempo.

Multiplos de 12 entre 50 e 100 (60, 72, ..., 84, 96).
Temos, assim, uma PA de razao 12.
Utilizando a féormula do termo geral da PA, temos:

96 =60 + (n—=1) - 12, em que n é o nUmero de
multiplos de 12 entre 50 e 100.

36 =(n-1)-12
n-1=3

n=4

17. Do enunciado, temos que (a,, a,, a,) € uma PG e

(a, a, a,) é uma PA, emque g =r = w.
a) Paraa, =3 ew = 2

PA—a =a, +(n-1)-r
PG —>a =a, g

Para a,, temos:

3
DaPG—>a3=a1-q3‘1+aw—3=Z

Ao
Il
N | W

3
Portanto, a,=a,- g*' > a, = 2 7
Assim, a PG é §§ 3|
4 2
Da PA, o primeiro termo € a,. Portanto, o segundo
termoa,=a,+(2-1)-2—-a,=3+2=5
Ja o terceiro termoa, =a, + (3-1) -2 -5 a, =
=3+4=7
Assim, a PA é (3, 5, 7).
N 33
A sequéncia é dada por 17 3,5, 7]

b) Dado a, = 1 e a, = 8. Sabendo que g =r = w,
temos:

DaPG—a,=a,-qg"" —=a,=1-9g*(

a,=a, g —=a,=1-qf(ll

DaPA—a =a,+B3-1) -r=>8=a,+2r—
—a, = 8- 2r (Ill)

a,=a,+((2-1-r—a,=8-2r+r=8-r(lV)
Relacionando | e Ill, j&d que g = r = w, temos:

8-2w =1 - W >w?+2w -8 =0 > w =
=-4ouw =2



Para w = -4, temos:

[e))
Il
T
I
z
Il
—
o

Assim, a sequéncia seria (1, =4, 16, 12, 8).

Para w = 2, temos:

a, =2
a,=(2)?=4
a,=8-2=6

Assim, a sequéncia seria (1, 2, 4, 6, 8).

Estudo para o Enem

18. A

No inicio do ciclo, os anos formam uma PA (1755,
1766, 1777, ...).

Como a, = 1755, darelacadoa —a , =r obtemos

-1
a razao da PA:

a,—a, =r=1766-1755=11

Para determinar em que ciclo de atividade mag-
nética o sol estard em 2101, calculamos o n:

a =a

n 1

+ (NN

2101 =1755 + (n-1) - N

2101 =1755 + 1Mn=11

11n = 357
n = 32,45

Logo, o ano de 2101 estd compreendido no
32¢ ciclo.

19.

20.

Competéncia: Construir significados para os nu-
meros naturais, inteiros, racionais e reais.

Habilidade: |dentificar padréoes numéricos ou
principios de contagem.

A

Podemos verificar que a sequéncia de quadra-
dos tem sua medida aumentada em 1 unidade a
cada novo termo. Temos assim uma progressao
aritmética de razao 1.

Para um quadrado de medida n, a area sera
A =n2
=(n=1)2=n2-2n + 1.

Dessa forma, A

Logo, paraA -A  =n?2-(n?2-2n+ 1) =2n-1.

Competéncia: Construir significados para os nu-
meros naturais, inteiros, racionais e reais.

Habilidade: Identificar padrées numéricos ou
principios de contagem.

E

Do enunciado, temos que, no primeiro ano, foram
produzidas 8000 pecas. No segundo, 8000 +
+ 8000 - 0,5.

Colocando o 8000 em evidéncia, temos: 8000
(1 + 0,5) = 8000 - 1,5 = 12000. No terceiro
12 000 - 1,56 = 18000.

Com isso, podemos descrever a producdo como
uma PG de razdo 1,5:

Ano 1 — 8000 —8000-1,5°=8000-1=28000

Ano 2 — 12000 — 8000 - 1,5" = 8000 - 1,6 =
= 12000

Ano 3 — 18000 — 8000 - 1,52 = 8000 - 2,25 =
= 18000

Assim, da relacaoa, = a, - 9", temos que, para
t > 1, o numero de unidades produzidas P sera
dado por P = 8 000 - (1,5)%".

Competéncia: Modelar e resolver problemas que
envolvem variaveis socioeconémicas ou técnico-
-cientificas, usando representacoes algébricas.

Habilidade: Resolver situagdo-problema cuja mo-
delagem envolva conhecimentos algébricos.
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OPERACOES ENTRE TERMOS DE PROGRESSOES, NUMEROS COMPLEXOS E SUA

FORMA TRIGONOMETRICA

Comentarios sobre o médulo

Traga situagdes concretas de aplicacdo da soma dos
termos de uma PA e de uma PG, além do produto dos
termos de uma PG.

Utilize a soma dos termos de uma PG para con-
cluir que, quando 0 < |g| < 1, a sequéncia apresenta
um limite, mesmo ela sendo infinita. Por fim, busque
obter a féormula:

. a
limS, =—

.0 1
ims, =12, 0<ld <

Busque trazer situacoes do dia a dia do aluno para
que possam compreender a utilidade dos nimeros
complexos e sua aplicagao.

Parair além
O numero de ouro (ou razdo aurea) € uma cons-
tante matematica denotada pela letra grega @ (phi).
Em Geometria, no retangulo de ouro também é
possivel obter o nimero ®. Em cada quadrado esta
contido parte de uma espiral, sendo que o comprimen-
to dessas partes constitui uma progressao geometrica

_ 1
de razao —.
o
Pesquise mais sobre o nimero de ouro e discuta

com seus colegas se o comprimento dessa espiral é
finito ou infinito.

Exercicios propostos

7C

Com base no enunciado, podemos concluir que
0 programa de treinos corresponde a uma PA,
em que a, = 6 km, com razdo r = 2 km e sendo
que a Ultima distancia percorrida € a_ = 42 km.
Para calcularmos o total percorrido pelo atleta, de-
(a,+a,)n

5 .
Porém, ainda é preciso determinar o valor de n,
qgue no problema se refere a quantidade de dias
de treinamento. Assim:

vemos utilizar a soma dos termos S, =

a,=a,+(n =1)r—42=6+(n -1)-2—

—>n—‘|=%=18—>n=18+1=19

Assim, foram 19 dias de treino ao todo.

O total percorrido pelo atleta é:

Sn=w—>sn _(6+42)19 4819 . .o .
2 2 2
— S, =456 km.

.E

Com base no enunciado, as parcelas crescem
segundo uma progressao geomeétrica de razao 1,1
— sendo o primeiro termo igual a 2000.

Dessa forma, o montante pago serd a soma da
PG finita, j& que numero de parcelas é 5. Assim:
a1° -1
EEN
Assim, os juros cobrados correspondem a
12.210,20 — 10.000 = R$ 2.210,20.

Portanto, a taxa de juros na transacao é:

2.210,2

10.000 - 5

S=2000- =2000-6,1051=R$ 12.210, 20

-100% =0,044204 =4,42% .

G

Sabemos pelo enunciado que a quantida-
de de visitantes descreve uma PA, com
a, = 4200. Como ha uma diminuicéo de visitantes
a cada més, a razao dessa PA é < 0.

Sabemos também que soma para o 2° ano é
35700.

Assim, V, = (4200, 4200 — x, 4200 — 2x, 4200
— 3X,..., 4200 — 11x).

No segundo ano, temos V, = (4200 — 12x, 4200
— 13x,..., 4200 — 23x).

Logo, a soma dos termos da PA sera:
[4200-12x+4200-12x+(12=-1)(-x)] - 12
> =
[8400-24x-11x]-12
2
— [8400-35x]-6 =35700 —

S =

=35700 — =35700 —

8400—-35x =5950 — 3bx =2450 — x =70

Portanto, o nimero de visitantes no 24° més foi
4200 — 23 - 70 = 2590.

O ndmero de visitantes no més 1 do terceiro ano
foi 2590 — 70 = 2520.

J&d no 12¢ foi de 2520 — 70 - 11 = 1750.



10.

1.

Assim, o total de visitantes no terceiro ano foi de:
(2520 +1750) - 12
2

=4270 - 6=25620.

Como o numero de chegadas em 2014 é uma PA,
temos:

(Jan, Fev, Mar, Abr, Mai, Jun, Jul, Ago, Set, Out,
Nov, Dez) = (3 300, a,, a,, a,, a,, a,, a,, 8, 8, a,,,
a,,, 45 375)

Para calcular a razéo da PA, utilizamos a, = a, +
(n=1)-r

Assim:

a,=a,+(12-1)-r - 45375=3300+11T —

42075
1

1Tr=42075 —r =3825

a) Sabendo que a,=3300er = 3825, calcula-
mos a,, que representa as chegadas em maio.

Logo:
a, = 3300 + (5 — 1) - 3825 = 3300 + 15300 —
— a, = 18600

b) Para calcular o total de chegadas em 2014,
basta utilizarmos a equagao da soma dos termos

da PA'S, _(&*a)n

Assim:

e 300+i5 379112 _ 45 675.6 - S = 292 050
C

O primeiro candidato leu o livro seguindo uma
progressao aritmética de razao 2. Entéo, r = 2.
Logo,a, =a,+(n—=1)-r=2+(n—1)-2=2n.
O segundo candidato leu o livro seguindo uma
progressao geométrica de razdo 2. Entéao,
q=2.
Logo, a =g - q§" = 1= 200188 2251

Como sabemos o total de paginas, podemos cal-
cular a quantidade de dias que o primeiro candi-
dato levou para ler o livro com base na soma dos
termos da PA:
A\ n(a +a,) _n(2+2n)

" 2 2
Isso resulta em n = 13. Ou seja, se d é o dia de
inicio da leitura, entao:
26—d+1=13—>d=14
Assim, os candidatos iniciaram a leitura no dia
14 de outubro.

Para o segundo candidato, com base na soma
dos termos da PG, temos:

1 2" -1

s,=182=a,- T 121. 2 10183
q-1 2-1

=182

log2" = log183 — n - log2 = log 183

12.

13.

14.

15.

n = log,183 = 7.6

Entado, o segundo candidato levou 8 dias para ler
o livro (aproximando o valor 7,6).

Portanto, o segundo candidato terminou a leitura
no dia 21 de outubro.

C

Substituindo z, e z, em z, - z, =

—4 + 7i, temos:
(=3 +pi) - (p— i) = —4 + 7i

—3p + 3i + p?i — pi2 = —4 +7i
—3p+3i+p2itp=—-4+7i
—2p+ @B+ pAi=-4+7i

Entdo: —2p = —4e3 + p2=7

Portanto, p = 2.

Utilizando o valor de p = 2 em z, e z, e fazendo a
adicéo, obtemos:

z +tz,=(=3+2i)+ (2=

. . =1 4 1

E

Calculando o produto de z, e z, obtemos o
resultado:

zw-zz=(9+3i)-(—2+i)=—18+9]—6]+312=
= —18 + 3i + 3(—=1)= =21 + 3i

Do enunciado, temos que z, e z, sdo conjugados do
tipo a + bi. Substituindo os valores de a e b dados,
chegamosaz, =2 —-iez,=2—(=1)i=2+1.

alzrz,=2—-0)-2+0)=4+21—-2i—-1

z, 2-i 2—i 4-2i-2i+# 4-4i-1 3-4i
Z, +i2-1 4-21+2i-1 4+1 5

52 25
_9-24i-16 (2 ['_(-7-24) _ 7 24
25 B 25 25 25

Do enunciado, temos:

(;]Z 2(3—4ij2 _(3-4)° _9-24i+160 _

1+z+22+22+ ... +27=—-6-3i(l)

28 =

16 (11)




16.

17.

Fazendo | + Il, temos:
1T+z+22+23+...+27+22=16 — 6 — 3i

z+22+22+ ... +727+22=9-3i—>5z(1 +z +
22+ 22 +...+2)=9 — 3i

Comol+z+2z22+28+ ...+ 72" = —6— 3i, temos:
z:- (=6 —3i) =9 — 3i

,_9-3i —6+43i _-54+27i+18i-97 _ 45+45i
© 6-3i -6+3i 36-18i+18-92

45
z=—1+1i

A

2+i _ 2+i B-2i_ 2P-4i+ pi-22 _
B+2i PB+2i P-2i P2-2iB+2ip-4i

_2p-4i+ Bi+2—25+2+ -4
T B+4 P44 P2+4

Do enunciado, temos que a parte imaginaria &
zero. Assim:

p-4 _ i _
BZ+4—O—>[5 4=0—>p=4
D

Dado x + yi =, elevando ambos os lados da equa-
¢ao ao quadrado, temos:

(x + yi)2 = (V3+4i)2 — x2 + 2xyi + (yi)2 =3 + 4i
Como i2 = —1, temos entao:

X2 + 2xyi — y2 =3 + 4i

Separando a parte real da parte imaginéria,
temos:

x2 —y2=23
2xy = 4

Da equacao 2xy = 4, temos que xy = % = 2.

Estudo para o Enem

18.

C

O valor de U e Z séo:

U = 110(cos0° + isen0®) = 110(1 +i-0) = 110
Z=5+5i=5-(1+i)

Da relacao para a tenséao, obtemos o valor |:

19.

20.

UeZj=j= Y= 110
Z  5(1+i)

Multiplicando e dividindo essa expressao por
(1 —i):

_ 110 .1_—i_22(1—i)_22(1—i)_
D R T
22(1 - i) .
=——72=111 -
=111 - )
Do enunciado, j = a + bi, entdoa=11eb = —11.

Portanto, 2a + b =211 — 11 = 11.

Competéncia: Modelar e resolver problemas que
envolvem variaveis socioecondmicas ou técnico-
-cientificas, usando representacoes algébricas.

Habilidade: Resolver situacdao-problema cuja mo-
delagem envolva conhecimentos algébricos.

C

Como a cada dia o numero de visitantes é tripli-
cado, temos:
Dia 1 = 345
Dia2 = 3-345
Assim, o nimero de visitantes descreve uma se-

quéncia cujo quarto termo se refere ao Ultimo dia de
evento. Entdo, o nimero de visitantes sera 3° - 345.

Dia3 =3 :3-345
Dia4=3-3-3-345

Competéncia: Construir significados para os nu-
meros naturais, inteiros, racionais e reais.

Habilidade: |dentificar padréoes numéricos ou
principios de contagem.

c

A relacao é uma PA. A distancia r a ser calculada
sera a razao dela.

Segundo o enunciado, a soma dos percursos é
1 560. O primeiro termo da PA é 60, e enésimo

(a,+a,)n

termo é 180. Da relacéo S, = , temos:

(60+180) - n 1560
—n= =

120
Para calcularmos a razao, temos
a, =a +Mn—-1-r—180=60+ (13 - 1) -r.
Entdo, 120 = 12r - r = 10.

1560 = 118

Competéncia: Modelar e resolver problemas que
envolvem varidveis socioeconémicas ou técnico-
-cientificas, usando representacoes algébricas.

Habilidade: Resolver situacao-problema cuja mo-
delagem envolva conhecimentos algébricos.



FORMA ALGEBRICA E TRIGONOMETRICA DOS NUMEROS COMPLEXOS |

Comentarios sobre o médulo

Apresente situacoes reais de aplicabilidade de nu-
meros complexos. Além disso, instigue os alunos a bus-
carem informacoes de tal aplicacdo em seu dia a dia.

Ressalte a importancia do uso da forma trigopnomé-
trica dos numeros complexos no desenvolvimento da
ciéncia e como isso contribuiu para a evolucao da tec-
nologia de ponta.

Para ir além

Rafael Bombelli foi o mais importante matematico
italiano. Também foi contemporaneo de diversos outros
estudiosos da area, como Del Ferro, Fior, Tartaglia, Car
dano e Lodovico Ferrari, os quais vivenciaram todos os
esforcos voltados para a solugéo das equacgdes clbicas
e quadraticas.

Exercicios propostos

7. A
Desenvolvendo z = x(2x = i) - (3+2i), temos:

Z = 6X2 + 4x2 — 3xi — 2Xi2 — 6x2 + 4x2 — 3xi —
2x(=1) = z = x(6x + 2) + (4x2 - 3x)i

Para que z seja imaginario puro, x(6x + 2) = 0.

Como x ndo pode ser zero, pois isso zeraria tam-
bém a parte imaginaria, temos que:

6><+2=O—>><=—g=—1

Substituindo x, temos:

- z=0+Ei
9

8. Chamando de v o vértice do quadrado a ser deter-

minado Z = W;V .

Entado, v = 2z — w.

Seguequev=2:-(83-2)-(4-3i)=6-4i—-4 +
+3i=2-1I.

O vértice ndo consecutivo a w € o nimero 2 — i.

9.B

Considerando que o centro do quadrado ABCD
seja o ponto P temos que:

P:[XB'*'—XD ve+_voH_§ _§)
2 ' 2 2" 2

10.

1.

O numero Z = a + bi, que sera multiplicado por
Z,= =1+i, corresponde aos afixos do ponto P
Entao:

. . 8 3.
Zo-Z =(=1+i)-(a+bi)=—=-=i— 5
=
s —a-b+(a=b)i=—>-3; 2
2 2 =
Resolvendo o sistema, temos: §
a=0e b=§,
2

Portanto, o nimero Z, & o numero Z,.

A
Do enunciado, temos z+Z=4 e z—Z =—4i. Assim:

(a+bi)+(a—bi)=4>2a=4—>a=2
(@ + bi)—(@a—=Dhbi)=—-4—>2bi=4i—>b=2
Assim, temos que z = 2 + 2i.

A forma trigonométrica é dada por p(cos 0 + i -
seno).

Assim, p = Ja2+b? = J22+22 = 8 = 2./2.

J& o argumento sera:

sen6=9—>sen6=i =£
p 242 2
COSB=9—>COSG=L=£
p 222 2

i

L = —,

0go, 0 4

Entao, a forma trigonométrica seré

z=22| cos TyisenX |
4 4

Os nimeros complexos de médulo igual a 4, com
a e b reais, sao tais que:

[0 =4

Do enunciado, temos:

flz) =z
iz=2

ifa + bi) =a — bi



12.

—b +ai=a— bi
Portanto, a = —b.

Assim, utilizando a condicao acima para o moédulo
ser igual a 4:

JaZ+b?2 =4

a? + b2 = 16

(—b)2 + b2 = 2b2 = 16
b2 =8

b=12J2

Entdo, os niumeros complexos que satisfazem as
condicdes impostas sd0 24/2 +2/2i e 24/2 - 24/2i.

B

Do enunciado, temos que z = a + bi é raiz de x* +
+ bx + a = 0. Portanto:

(a + bi)2 + b(a + bi) + a = 0 — a2 + 2abi — b2 +
+ab + b2 +a=0

(a2 — b2+ ab + a) + b(2a + b)i =0
Temos entao:
az—b?2+ab+a=0

b(2a + b)i = 0 - 2a + b = 0 (ja que b deve ser
nao nulo)

b= —-2a

Substituindo o valor de b na primeira equacao,
temos:

a2 — (—2a)2+ al=
+a=0

2a) +a=0—a2— 4az — 2a2 +

—ba2z +a=0—a(l —5ba) =0 (como a deve ser
nao nulo)

1—-—5a=0—a=15

Com isso, temos que b = —2(15) = —25. Entao:
— N
= az+b2: _—t—=—=—.
[ 25 25 5 B
13.A

Simplificando a expressao, temos:

(1+i)°
-y~

(O#P-0-0) ey L
- (1_i)p (1_) (1_|) -

_ (ﬂﬂ)p .(1—2i+i2)=(1f;i2jp (~2)=

T=1 1+1i

Substituindo o valor de p, temos:

P (=2i) = i (=2i0) = (i1 - (=20) = 1" (=2i) = -2i,
ja que n é um numero inteiro e diferente de zero.

14. A

15.

16.

=4(cos120° +isen 1200):4[—%+§i}

Assim, u = —2 + 2/3i.

—2+2J’| —of3420

u
——>vV=
[

Como v =

Entao, |u+v\=\/(2\/§—2)2+(2\/§+2)2 ~V32=42.

D
Temos que i® 4+ i' + 2+ B+ %+ 5+ i+ i7 + ...
=1 +i-1-i+1+i-1T-i+..=0+0+ ...

Ou seja, a partir da poténcia i, as demais se re-
petem de 4 em 4. O resultado da soma de cada
4 parcelas é zero.

Como a soma i° + i'+ 2 + ¥ + ... + i? tem
2014 parcelas, dividindo 2014 por 4, encontramos
2014 = 503 - 4 + 2.

O resto 2 significa que temos 503 parcelas que
somam zero € mais 2 que ndo somam zero.

Assim:
j2012 — (j2)1006 — (_1)1006 = 1
j2013 = j(j)2012 = {(j2)1006 —= j(—1)1006 — |

Dessa forma, as duas parcelas gue ndo somam
zero sao 1 + i.

Portanto, a soma i°® + i + i2 + 8 + ...+ {208 =

=0+1+i=1+1I

D
Do enunciado, temos z=187-(1105+\/§).

Dividindo 87 e 105 por 4, obtemos 3 e 1 como
restos, respectivamente.

Assim, z=1 - (i+\/§)—>z=1—\/§i.

V3.

Como v =1—7| e v=%z. Concluimos entao que

z e vtém o mesmo argumento.



17 iZOO iZO‘\ i202 i203 i247 i248 = i200+201+202+203+...+247+248

Temos que os expoentes formam uma PA de ra-
zédo 1, sendo 49 termos.

(200 +248) 49
e

Assim, S,q = S, =10976.

Logo, temos i'9976,

Para calcular poténcias de i, dividimos o expoente
de i por 4 e consideramos apenas i elevado ao
resto dessa divisao. Assim:

10976

i10976_ ,cujorestoé 0 —i°=1

Estudo para o Enem

18. A

Do enunciado, temos que x + yi = z representa
o alcance maximo.

Do grafico, sabemos que z, = 10 + bi. Assim:

|z—2,]=30-|(x— 10) + y — 5i) | = 30 -

— J(x=10)+(y=5i)’ = 30 — (x=10)*+(y=5i)’ =

=900 — x2 — 20x + 100 + y2 — 10y + 25 — 900 =
=0—>x2+y2—20x — 10y — 775 =0

Competéncia: Modelar e resolver problemas que
envolvem variaveis socioeconémicas ou técnico-
-cientificas, usando representacoes algébricas.

Habilidade: Resolver situagdo-problema cuja mo-
delagem envolva conhecimentos algébricos.

19.

20.

C

Do enunciado, temos que z, = 2 — 4i e z, =
= 3 - 6i. Assim:

2 _2-4i_2(1-2) 2

z, 3-6i 3(1-2)) 3°

Competéncia: Modelar e resolver problemas que
envolvem varidveis socioeconémicas ou técnico-
-cientificas, usando representacoes algébricas.

Habilidade: Resolver situagdo-problema cuja mo-
delagem envolva conhecimentos algébricos.

E
A composicao de rotacao entre pontos, como men-
cionado no texto, é dada pelo produto entre eles.

Calculando o produto de z =
w = 2 — 3i, obtemos:

-3 + 4i por

(=8 + 4i)(2 - 3i)

s
Il

Z:-wW=-6+9 +8i +12

6 + 17i

:
Il

Portanto, a composicao de rotacao é igual a
6 + 17i.

Competéncia: Construir nocdes de grandezas
e medidas para a compreensao da realidade e a
solucao de problemas do cotidiano.

Habilidade: Resolver situacao-problema envol-
vendo conhecimentos numéricos.

Xl
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FOMA TRIGONOMETRICA DOS NUMEROS COMPLEXOS Il € POLINOMIOS |

Comentarios sobre o médulo

Embora os temas abordados sejam mais técnicos,
encaminhe tais assuntos para o lado mais ludico pos-
sivel. Para isso, mostre os resultados das operacoes
no plano de Argand-Gauss e instigue os alunos a bus-
carem relacoes geométricas, mesmo se tratando de
relacoes algébricas.

Mostre aos alunos situacoes nas quais os polind-
mios sao utilizados. Se possivel, traga casos de mode-
lagem matematica e sua aplicacdo nas diversas areas
do conhecimento.

Para ir além

A palavra fractal tem origem no latin fractus, que
significa irregular. O mateméatico francés Benoit Man-
delbrot (1924-2010) apresentou a ideia de fractal e foi
o principal estudioso desse campo da Matematica.

Fractais sdo formas geométricas abstratas com
padrées complexos que se repetem infinitamente,
mesmo sendo limitadas a uma area finita.

Elas apresentam relagdes com diversos objetos da
natureza e tém sido utilizadas em diversos campos de
estudo por auxiliar na modelagem matematica.

Exercicios propostos

7C

Sendo z = p(cosa + isena), da figura temos que
p>1e0<a<DX Assim, para
2

Comop > 1, temos que p '< 1. Portanto, o afixo
de z7' é interior a circunferéncia.

Como 0 <oa<®, temos que - < —a < 0. Por-
2 2

tanto, o afixo de z' pertence ao 42 quadrante,

sendo este representado por Ill.

8:D

Com base no grafico, sabemos que w,, €:

w_ = 2(cos12°+ isen12°).

0
Uma vez que w, € raiz da equagéo, w® = z.

Calculamos z pela formula de Moivre e pela igual-
dade:

z=w} =2°(cos(5.12°) +isen(5.12°))

z = 32(cos(60°) +isen(60°))

10.

1.

7=16+16+/3i

.D

Do enunciado, temos que P(1) = -2 —>2 -1+ b
“12+c-1=-2>b+c=-4()

P2)=6—>52-22+b-22+¢c-2=6—>2b+cC
= -5 (Il)

Fazendo Il = I, temos b = —1.
Logo, ¢ = -3.

E

Do enunciado, o polindmio 3x2 + 19x —14 repre-
senta a area do tridngulo. Fatorando-o, temos:

3x2 + 19x — 14 = 3x%2 + 21x = 2x - 14 =
= 3X(x+7) = 2(x+7) = (x + 7)(3x - 2)

Assim:

d X+ 7

3x -2

Sendo d a diagonal desse retangulo:

d2 = (x + 7)2 + Bx = 2)2 = x2 + 14x + 49 +
+ 9 -12x + 4 —>

— d2 = 10x? + 2x + B3

E

Inicialmente vamos determinar as 3 raizes do
ndmero z = —1.

A parte imaginéaria do nimero é zero z=-1=-1+0i.

Logo, o médulo é [2=vP+0=1,

Entao:

sene=%=o
cose=—%=—1

Portanto, 6 = m.



12.

Calculando as raizes pela segunda formula de
Moivre, obtemos:

n = 3 (raiz cubica)
z, =1 COS(E+ZKE)+iSGH(E+2kE)
3 3 3 3

Para k = 0:

Zy = cos[ﬂ+2~0~£]+isen(£+2~0~£)
3 3 3 3

20=1+i£
2 2
Para k = 1:

Z, = cos(£+2-1-£)+isen(£+2-1-£j)
3 3 3 3

z, =(cos(m)+isen(m))

z,=-1
Para k = 2:
22=(cos(n+2-2-n)+isen(n+2-2~n)j
3 3 8 3
(oo ) en(5)
z, =| cos| — | +isen| —
3 3
(5)-(5))
z,=| cos| = |—isen| =
( 3 3
272 2

2,2, 4 =£1+£](_1)[1_£j N

2 2 2 2
—2,-2,2, =(—1)(%—i§+i\f—ji2) N

— 2,2, 2, =(—1)(%+%)=—1

Como a, b, ¢ e d é uma PG de razado g # 0:
b:a-q%azg
q
) ¢
c=a-q —>a=q—2
d

d=a-¢° »a=—

o)

13.

14.

15.

q
3
1
el
=a-at+a-a=0

1
Logo, x=—a € raiz do polinébmio.

D
Analisando as alternativas, temos:

a) Se b =0, P(x) = x2 + 3. Portanto, P(x) ndo tem
nenhuma raiz real para b = 0. Assim, a alternativa
€ incorreta.

b) Seb =12, A= 122-4 -1 -3 > 0. Portanto,
nesse caso P(x) possuira 2 raizes reais distintas.
Ou seja, a alternativa é incorreta.

c) Como visto no item a, essa alternativa € incorreta.

d) Se b=1+i, como 1+L<2—>A<O. Logo,

V3 J3
nao havera raiz real. Dessa forma, a alternativa
é correta.

e) Se o polindmio é de grau 2, ele s6 teréa 2 raizes.

Portanto, ndo podera ter 3 raizes independente-
mente do valor de b.

. a bi T )
Do enunciado ———==| cos=+i-sen—| , temos
3 5 6 6

pela férmula de Moivre:

a bi A . 4t
———=1". cos—+i-sen— | =
3 5 6 6
=cosz—n+i-sen2—n=—l+£
3 3 2 2
P g—_l a—_§ —E_éﬁb_—5\/§
ortanto,3— ;285 T, e, B
_3
Assim,éz_zﬁﬁzﬁ
b 5/3 'b 5
B 2

Para o polindmio p(x), temos que o grau deste
é dado pela soma dos expoentes i de (x — i)\
Podemos perceber que esses expoentes estdo
em uma PA. de razdo 1, sendo a, = 1, em que a
soma da PA. é 210.

Dessa forma:

S, =(a1+an)-g—>210=




16.

=[a1+a1+(n—1)-r]-g—>420:
=[1+1+(n-1)-1]-n—> 420 =
=2n+n’-n—>n?+n-420=0

Da equacao de 2° grau, obtemos as raizes n = =21
en = 20.

Como a raiz negativa ndo convém, ficamos com
n = 20, como 20 é divisivel por 5.

E
Seja z = cos (a) +isen (a), com 0 < a < 27.

Para que as imagens dos nimeros complexos z, w
e zw correspondam aos vértices de um triangulo

. 21 . 27
equilatero, devemos ter w =cos 3 +isen 3

( 41'5) . ( 4n)
e zw =cos| o +— | +isen| o0 +— |.
3 3

Por outro lado, sabemos que

2w\ . 21
ZW = COS| 20 +? +isen| 2o +? ,

Logo, a deve ser 2_n Assim, z=—l+@,
3 2 2
1 3i
=———ezw=1.
2 2

Portanto, z e w sdo complexos conjugados.

17 a) plx) = (x2 + ax + 1)(x2 + bx + 2) >

— p(x) = x* + bx3 + 2x2 + ax® + abx? + 2ax +
+ X2+ bx +2 =

=x*+ (a+ b)x3+ (ab + 3)x2 + (2a + b)x + 2

Assim:
a+b=-1-2J3

ab+3=3+2J3

Il

2a +b=-1-43
Resolvendo, temos b = -1 e a = -24/3.

b) Para encontrarmos as raizes, fazemos x? + ax +
+1=0ex2+bx+2=0

Para x= 2+/3x + 1 = 0:

A=(-2V3) -4115A=12-4=8

~(-2V3)£V8 231242

=J3++/2
21 2 =B

Xy =

Parax?-x + 2 = 0:

A=(-12-4.1.-25A=1-8=-7
(=072 127 1 A7

X, = = —)X2=—i—
2.1 2 27 2

Estudo para o Enem

18.

19.

B
Do enunciado, temos z=2(cosg+isengj e

T . b4
W:1(cosg+|seng). Para calcularmos as horas
e minutos, temos:

T . b
2(005— +isen —)

Horas: £ 3 3
w 1(cosE+ isen E)
6 6

Das formulas de Moivre, temos:

z (n) . (n) T 1
—=2| cos| = |+isen| = ||, como sen—=— e
W ( 6 6 6 2

COSE_— temos

6
iz 5 £+l =3 +i
w 2 2

Os afixos, portanto, sdo (+/3, 1).

, T . T T . T
Jad z-w = Z(Cos—+|sen—).1(cos—+|sen—)
3 3 6 6

T T . T T
z-w=2-1/cos| =+—= |[+isen| =+— ||=, sendo os
3 6 3 6

- 2(cosg+ isengjz 2i afixos (0,2).

Assim, se projetarmos no reldégio os pontos dos
afixos, concluimos que o horario da reuniao é 14h.

Competéncia: Modelar e resolver problemas que
envolvem variaveis socioeconémicas ou técnico-
-cientificas, usando representacoes algébricas.

Habilidade: Utilizar conhecimentos algébricos/
geomeétricos como recurso para a construcao de
argumentacao.

E
Queremos calcular o seguinte:

d? = b%? + h? em que:



20.

d é a diagonal do retangulo;

b = x + 7 é a base do retangulo;

h é a altura do retangulo.

Logo, 3x2 + 19x — 14 = (X +7) h <> h = 3x - 2.

Portanto, podemos entao dizer que o quadrado
da diagonal sera:

d?=(x + 7)2 + (3x — 2)2 = 10x®> + 2x + 53

Competéncia: Modelar e resolver problemas que
envolvem variaveis socioeconémicas ou técnico-
-cientificas, usando representacoes algébricas.

Habilidade: Utilizar conhecimentos algébricos/
geomeétricos como recurso para a construcao de
argumentacao.

D

Com base na figura, |z| = 2, |w| = 4. Como foram
dados os angulos, podemos escrever z e w na
forma trigonométrica:

z=2-(cos30° + i-sen30°)

w = 4.(cos240° + i - sen240°)

W
Para encontrarmos t, temos t=—.
z

4(cos240° +i-sen240°)
2(cos30°+i-sen30°)

Assim, t=

Pela formula de Moivre, temos:
= %-(Cos (240°-30°) +i-sen(240°-30°)

t=2-(cos210°+i-sen210°)

Como 0032100:—§ e sen210°=—%:

Competéncia: Modelar e resolver problemas que
envolvem variaveis socioecondmicas ou técnico-
-cientificas, usando representacoes algébricas.

Habilidade: Utilizar conhecimentos algébricos/
geomeétricos como recurso para a construgao de
argumentacao.

XVl
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POLINOMIOS Il

Comentarios sobre o médulo

Por se tratar de uma aula mais técnica, comente
sobre Paolo Ruffini ao explorar o método tema deste
modulo. Além disso, dé exemplos de contextos em
que se utiliza esse tipo de operagao, como no calculo
do indice de massa corpdrea (IMC).

Exercicios propostos

7B

Sabendo que p(x) é divisivel por x2 + 1, usamos
0 método das chaves:

ax® + bx*+cx +d X2+ 1

—ax? — ax ax + b
O+bx?+(c—a)x+d

—bx? — b

0+ (c—a)x+ (d—Dh)

Entdo, o quociente é ax + b, e o resto é (c — a)
X + (d - b).

Como o polindmio é divisivel por x2 + 1, o resto
deve ser zero. Assim:

(c—a)x+({d-b)=0—>(c-a=0e(d-b) =0
(independente do valor de x).

Logo,c =aed=Db.

8.A
Pelo método das chaves, temos:

X®—x3 + X2+ 1 x}—3x+2

—x5 + 3x® — 2x? X2+ 2
2x3— X2 -4
-2x3+ 6x — 3
Dessa forma, r(x) = —x2 + 6x =3 e r(-1)=

= — (=)2 + 68 (=1) =3 XN\

9.C
Utilizando o método das chaves, temos:

x2+0x2+ax+Db X2+ X+ 2

—x%_ N2 aX 1
0—x*+(a—2x+b
X2 +x +2

(@a—1)x+(b+2)
Como o resto da divisdo é igual a 4, (a — 1) deve
ser zero.

Logo, a = 1. Consequentemente, b + 2 = 4.
Entao, b = 2.

Dessa forma,a + b =1+ 2 = 3.

10.

11.

12.

C

Como x = 1 é raiz de P(x), aplicando o algoritmo
de Briot-Ruffini, reduzimos a ordem para um po-
lindbmio de grau 2. Assim:

Logo, Q(x) = x2 + a.

Como x = 1 é a Unica raiz real, as outras duas
serdo complexas. Portanto, o A de Q(x) sera me-
nor que O:

A =Db?2-4ac <0
A=0-4(1)a) <0
A=-4a<0
a>0

A
Como a soma dos coeficientes de P(x) é zero,
entdo x = 1 é raiz. Dessa forma, utilizando o
dispositivo de Briot-Ruffini:
1 | 1 -3 7 -5
‘ 1 -2 5| o0

Logo, Q(x) = x? — 2x + 5. Assim, as outras duas
raizes de P(x) sdo raizes da equacdo x> —2x + 5 =
=0—->x=1=2i

Como a parte imaginaria de & é positiva, entao
E=1+2ie& = (1+ 2i)°=-11-2i, cuja parte
real é —11.

B

Do enunciado, P(x) admite 1 como raiz. Assim,
P(x) é divisivel por (x — 1).

Fazendo essa divisdo, temos:

Assim, P(x) = (x = 1) - (X2 =2x + 2).
Para P(x) = 0, temos:
x—1=00u— x =1 (que vem do enunciado)

—(-2)£+J(-2)-4-1-2
X2=2x+2=0—>x= ) (21) —>x=1%i.




13.

14.

15.

B

Como o polindmio é divisivel por (x + 1) - (x — 2),
temos que R(x) = 0.

Nesse caso, podemos aplicar a divisao de (x — a)
(x = b). Assim:
Px) =(x+1).(x-2)-Qx) +0—
-5 x4+ 2x2-bx-6=(x+ 1) - (x-2) - Q(x)
Como P(x) = x® + 2x2-bx -6 = (x + 1) - (x = 2)
(x +1)-(x=2)x + 3) >
S X+ NDNXx=-2)x +3) =K+ 1)x=-2)-Q(x) >
(x+1)(x-2)(x+3)

(x+1)(x=2)
Logo, Q(x) = (x + 3).

- Q(x)=

Utilizando o método das chaves:
X3 —=x2+ 2+ 2 x—3
—XEE 32 X2+ 2x + 6
22+ 0x + 25 + 2
—2x% + Bx
6 4= 2% 4 2
—6x + 18

2k + 20

Assim, o resto é 2% + 20 = 4c—220 — 2% - 2% = 240.
Chamando 2 = vy, temos y2—-y — 240 = 0. Ent&o:
A= (-1)2-4-1.(-240) =1 + 960

y:1i\/1+960 —>y:1i31 2k =v,y >0, temos:
2 2
y=E;1:16er:16e2k:24%k:4

Como x = 2 é raiz, pelo método de Briot-Ruffini,
temos:
2 | 1 -3 6 -8
‘ 1 -1 4 0

Assim, P(x) = (x + 2) - (x2-x + 4).

Com base no enunciado, as duas outras raizes
sdo complexas. Assim, z, = ax + bie z, = ax - bi.
Calculando as raizes de x2—x + 4 = 0, temos:

A=(=1)?-4-1-(4 =1-16=-15 = 162

_-(D£VIBE 124160 1 V6 1_/15i

Z,=—+——ez,=-———

21 2 T2 2 2 2
1 J15i 1 J15i
m +z. = —+— + ————
Desse modo, z, + z, 5 5 2”3

Somando as partes reais e imaginarias, temos:

L 1+@—@—>z +z, =1

+ —
4Tz 27 T TATh

1 225

16.C

Do enunciado, temos que:
p(x) q(x)

X2 4+ 1 @ 4

Assim, p(x) = q(x) - (x> + 1) + (x2 + 1)

Fatorando p(x), tem-se:

P(x) = (x2 + 1) . [g(x) + 1]

As raizes de p(x) serao:

(x2+ 1) =0o0uq(x)+1=0

Dex2+1=0,temosx2=-1 ->Xx=1i0UX = =i
(que séao raizes imaginarias).

Assim, independentemente das raizes de p(x) serem
reais ou imaginarias, elas certamente sao complexas.

17. O nimero 2 é raiz, pois p(2) = 0. Assim, dividindo

p(x) por (x = 2), temos:
2 | 2 -6 3 2
‘ 2 -2 -1 0

Dessa forma, P(x) = (x = 2) - (2x2 - 2x = 1).

Assim, as outras raizes sao obtidas por 2x2—-2x -1 =
= 0. Entao:

A=(-22-4-2-(-1)=4+8=12

-(-2)xV12 2+2J3 1++/3 1-/3
X = = — X, = eX,=
2-2 4 2 2
z . ~ 1£4/3
Concluimos que as raizes sGox =2 e x = 2\F .

Resolvendo agora a inequacao P(x) > 0 por meio
do gréafico do polindmio P(x):

Portanto, a solugcéo da inequacao sera dada por

1-3 1+/3
<X
2 2

(AN

S:{xem ou><22}-




Estudo para o Enem

18.

19.

C

Dados os polindmios, podemos fazer a divisao
pelo método das chaves:

Bx* —x2—9x2 —3x + 7
=G = BE = B
—4x3 — 12x*> = 3x + 7
4x3 + 2x? + 2x

2x% + x + 1

3x2—2x—5

—10x2 — x + 7
10x%2 + Bx + b
Ax + 12

Assim, o resto é 4x + 12. Logo:
Filho mais velho: 4 - 17 + 12 = 80.
Filho mais novo: 4 - 15 + 12 = 72.

Dessa forma, os aumentos do filho mais velho
e do mais novo séo, respectivamente, 80 e 72.

Competéncia: Modelar e resolver problemas que
envolvem variaveis socioecondmicas ou técnico-
-cientificas, usando representacoes algébricas.

Habilidade: Utilizar conhecimentos algébricos/
geomeétricos como recurso para a construcao de
argumentacao.

D

Como a operacao obtida foi de divisao, pelo mé-
todo das chaves, temos:

20.

X =2x2 =]

X2+ X+ 2

=& = ¥ = Dx X+ 1
W= =1
=& =x=2
=3 = 3

Assim, o quociente obtido foi x + 1, e o resto é
-3x — 3.

Competéncia: Modelar e resolver problemas que
envolvem varigveis socioecondémicas ou técnico-
-cientificas, usando representacoes algébricas.

Habilidade: |dentificar representacoes algébricas
que expressem a relacdo entre grandezas.

B

Para t® - 21t2 + 126t + 304 = 480, temos:
8 -2112 + 126t - 176 = 0

Sabendo que t = 2 é raiz da equacao:

-21 126 -176

-19 88 0

s
e

Assim, 22112 + 126t - 176 = (x — 12)(x> - 19x +
+ 88) = 0.

Podemos entao concluir que as raizes da equacao
(x=12)(x — 19x + 88) = 0 sdo 2, 8 e 11, corres-
pondendo a fevereiro, agosto e novembro.

Competéncia: Modelar e resolver problemas que
envolvem varidveis socioeconémicas ou técnico-
-cientificas, usando representacoes algébricas.

Habilidade: |dentificar representacoes algébricas
que expressem a relacao entre grandezas.



EQUACOES ALGEBRICAS

Comentarios sobre o médulo

Use temas transversais para embasar o estudo so-
bre equacoes algébricas. Traga exemplos de aplicacoes
nos campos da Engenharia, Arquitetura e Biotecnologia
para que 0s alunos possam ter uma visao mais contex-
tualizada e histérica do tema.

Relacione os estudos dos modulos sobre polindmios
com as equacoes algébricas e enfatize suas diferencas.

Exercicios propostos

7B

Para calcular o volume do paralelepipedo, basta
multiplicar comprimento, largura e altura. Assim:

X (x+4)-x—1) =12

(X2 + 4x) - (x — 1) = 12> x> + 4x%2 — x2 — 4x =
=125 x*+3x2—4x — 12 =0—>

X2 (x+3) —4(x+3) =0

Se dividirmos o polinémio por (x + 3), obtemos

uma equacao do 22 grau:

x2(x +3)—4(x +3)
xX+3

x2—4 =0

=0

W=
Xx= V4 5x=2
Portanto, as dimensodes da caixa sdo 2, 6 e 1.

8.A

Sendo x,, X, & x,as raizes do polindbmio
ax® + bx? + cx + d, pelas relacdes de Girard,
temos:

b
X1+X2 +X3 Z—E

€
QX2 + X g + A =~

Xy Xy s Xy = ¢
1 2 3 a
1 1 T XX, XXy +X, X
Logo, —+—+—="1"-2 I S
Xy X, Xg Xp Xy + Xg
c
—a__¢C
d d’
a

11 1) a7 d
Como queremos | —+—+—| —=|—-——=| =-—.
Xi Xy Xy

9.

10.

1.

C

Como 1 é uma raiz de multiplicidade 3, se
{1, 1,1, x,, x,} for o conjunto-verdade da equacao
X8 = 3x4 + 4x3 - 4x? + 3x— 1 = 0, pelas relagoes
de Girard, temos:

T+ T+ 14X, + X, =%—>><1+><2 =0- X%, =—%, (I)

i
=]
7]
7]
@

B
S
=

o
(=)

b=l

©
=
]
2
=

1-1-1~><1-><2=}—>><1~><2=1 (0

Substituindo | em |I:

Assim, x, =1ex, = —ioux, =-iex, =l

Do enunciado, temos que 1 € raiz de multiplicidade
2. Assim, utilizaremos o método de Briot-Ruffini
duas vezes, reduzindo a equacao de grau 4 para
grau 2.

1 0 -2 -3 a b
1 Y4 -4 a—-4 a+b-4
1 0 -4 a—8

Assim, temosa +b -4 =0ea —8=0.
Resolvendo o sistema, temos:

a=38

b =

Dessa forma, o produto a - b sera:

D
P(r) =r® +r?—ar-3 =0, (ja que r é raiz)

pl=r) = (-3 + (-r)?-a(-r)-3=-r*+r2+ar-3 =0,
(ja que -r é raiz)

Fazendo p(r) + p(-r), temos:

rP+r2—ar—3+(-r*+r2+ar-3)—>2r-6=0

Logo, r=+/3 e -r=—3.

Assim:
p(r)=(\/§)3 +(J§)2 —a(\/§)—3=0%

—3J3+3-/3a-3=0



12.

13.

14.

15.

J3a=3/3—>a=3
Portanto, p(1) =1+ 12-3:-1-3=2-6 = —4.
D

Parap(x) =qx) > x*=x*+x—>x2—x>—x=0
X(x2=x—-1)=0

Assim, temos que x, = 0 e que

xX2=x—1=0-

(=)= 4-1-(=1) 1++/5

X =

1-J5 . 1+5

As raizes séo | —= 0,
2 2

mero de solugdes da equacéo é 3.

J . Portanto, o nu-

B
Por Briot-Ruffini, temos:

0 -3 2
1 -2 10
2 | o
=0

JEY BN N [N
w

Portanto, 1 é raiz de multiplicidade 2.

Dado o polindmio P(x) = x* + ax® + bx? + ¢x + d,
temos que:

x4+ ax® + bx2 + cx +d = (x — 2i)(x + 2i)[x —
— 2+ i)lx—=(2-10]—

P(x) =x*+ ax® + bx?+cx +d = 1.(x— 2i)(x +
2i)x — 2 — i)(x =2 + i)

P(x) = x* + ax® + bx> + cx + d = x* — 4x% +
+ 9x? — 16x + 20

Como sao polinbmios idénticos, temos:
a=-4b=9 c=—-16ed=20
Assim,a+b+c+d=—-4+9—16 + 20 =09.

@

Se g é a razado da progressdo geométrica, os
graus sao (16, 16q, 1692, 2).

Entao, 16q3=2eq=%.

Em consequéncia, os graus de g e de f sao, res-
pectivamente, iguais a 8 e 4.

Portanto, 8 + 4 = 12.

16. E

Considerando que a circunferéncia unitaria esta
centrada na origem, as n raizes complexas de P(x)
tém maodulo igual a 1.

Chamando as n raizes de z,, z,,..., Z,, temos, pelas
relagcoes de Girard, que seu produto sera:
ZoZyo e 0 Z, = (E1) - &y

Aplicando o médulo a ambos os membros e sa-

bendo que o mdédulo do produto é igual ao pro-
duto dos moédulos, temos:

2,2,z [ =17 g =
=zl |z -z =1 e =
T NG =2

Como a, = 1 nado convém, a, = -1.
Assim, o produto das raizes é igual a (-1)" - (=1) =
= €1yt

17. C

Primeiro aplicamos o dispositivo de Briot-Ruffini
no polinémio. Logo:

1 1 0 1 a b

1 1 1 2
1 2 4 |a+6

at+2|la+2+b

Podemos montar agora o seguinte sistema:

a+2+b=0 .
, (resolvendo o sistema temos a = -6
a+6=0

eb =4)
Logo, a? - b® = (-6)? — 4% = -28.

Estudo para o Enem

18. E

Analisando as alternativas, temos:
a) Para P(2), temos 2 -13:22+ 52 -2 -60 = 0.

Portanto, T = 0 parat = 2. Aplicando o dispositivo
de Briot-Ruffini, temos:

2| 1 213 52 -60
‘ 1 11 30| o0

Obtemos, assim, P(t) = (t — 2) - (t> — 11t + 30).
Dessa forma, como as rafzes de t2 — 11t + 30
saot =5 et =6, concluimos que T = 0 para
t e {2, 5, 6}. Portanto, alternativa incorreta.



19.

b) Ha diversos fatores que limitam o crescimento
de uma populacao, sendo a predacao apenas um
deles. Logo, alternativa incorreta.

c) Do teorema de D'’Alembert e de acordo com o
item a, P(2) = 0. Ou seja, alternativa incorreta.

d) Do item a, jd sabemos que T =0 parat=5e
t = 6. Sendo P uma funcéo polinomial, é possivel
afirmar que o grafico é decrescente em ao menos
algum intervalo entre 2 e 9. Portanto, alternativa
incorreta.

e) Conforme o item a, alternativa correta.

Competéncia: Modelar e resolver problemas que
envolvem variaveis socioecondmicas ou técnico-
-cientificas, usando representacoes algébricas.

Habilidade: Utilizar conhecimentos algébricos/
geomeétricos como recurso para a construcao de
argumentacao.

A

Considerando n o nimero de caminhodes e ¢ a
capacidade maxima de cada caminhéo:

n-c=90(l)

(n+6)-(c—%) =90 (II)

De (l), temos c=%.

Substituindo ¢ em (ll), temos:
90—%+$—3=90—>—n2+1 080-6n=0->
—n?2-6n+ 1080 =0

Encontrando as raizes, temos:

20.

A=(-62—4-(—1)-1080 = 36 + 4320 = 4356
_ —(-6)+,/4356
2

(n&o convém) e n, = 30

6666
n= -
-2

n, =—36

Portanto, o nimero de caminhoes sera
30 + 6 = 36.

Competéncia: Modelar e resolver problemas que
envolvem variaveis socioecondmicas ou técnico-
-cientificas, usando representacoes algébricas.

Habilidade: Resolver situagdo-problema cuja mo-
delagem envolva conhecimentos algébricos.

@

Do enunciado, temos que cada raiz representa
uma medida do paralelepipedo.

Sabemos que o volume de um paralelepipedo re-
tangulo é largura x altura x comprimento. A area é
dada por 2 - (soma das areas de cada par de faces
opostas). Assim, das relacées de Girard, temos:

Volume — X;-X, - X4 =—§:—%:10 cm?

C
Xy Xy + X+ Xy + X, - X5 =g—>

—>Area=2-9=2o%=2~12=24 cm? .
a

Competéncia: Modelar e resolver problemas que
envolvem variaveis socioeconémicas ou técnico-
-cientificas, usando representacoes algébricas.

Habilidade: Utilizar conhecimentos algébricos/
geométricos como recurso para a construcao de
argumentacao.
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INTRODUCAO A MATRIZES E OPERACOES COM MATRIZES

Comentarios sobre o médulo

O tema deste médulo sdo as matrizes e sua re-
presentacao. Além disso, sao abordadas as matrizes
especiais e transpostas e a igualdade entre matrizes.

Também estudamos as operacdes com matrizes.
Vimos a adicao, a subtracao e a multiplicagao entre
matrizes e suas propriedades, bem como a multiplica-
¢ao de um numero real por uma matriz.

Discutir situagdes concretas com a aplicacao des-
ses conhecimentos no cotidiano faz que os alunos
possam compreender melhor o conteldo; para isso,
é possivel aprofundar o que foi discutido na abertura
da aula, por exemplo.

Exercicios propostos

7 A

Do enunciado, temos que a matriz M sera:
0 255 255 255 255
127 0 265 255 255
127 127 0 2655 255
127 127 127 0 255

| 127 127 127 127 O

Logo, utilizando as cores, obtemos:

Assim, haverd o mesmo numero de pixels bran-
COS e cinzas.

8. A

Para determinar o quanto o amigo Aj deve, é pre-
ciso somar tudo o que ele pegou emprestado e
subtrair daquilo que ele emprestou. Ou seja, é
necessario somar todos os elementos da coluna
J, e, entao, subtrair do valor obtido na soma de
todos os elementos da linha i, das duas matrizes.

Assim, temos:

Valorpego=10+14+4+2+2+7+ 11 +4 =
=41 — R$ 41,00.

Valor emprestado =5+ 2+ 10+ 4 +5 + 5 =
=31 — R$ 31,00.

Saldo devido = 41 - 31 = 10 — R$ 10,00.

Portanto, A, ainda deve R$ 10,00.

9. A

10.

Para obtermos miligramas do nutriente 2 pre-
sente em um quilograma da mistura de racoes,
calculamos o produto das matrizes. Logo:

35%
0,

[340 520 305 485 } gg;’ -
(o]

10%

=340-0,35 + 520-0,25 + 305-:0,30 + 485-0,10 =
=389 mg.
a) Do enunciado, temos que ¢, = (2i - 3j)> e b, =
=i+ |. Logo:

(2-3) (2-6)" (2-9) (2-12)
C=| (4-3) (4

(6-3) (6-6) (6-9Y (6-12)

|
(0]
N
N
—~
~
|
©
SN—
N
=
~
|
-
N
N
N
1l

116 49 100
=1 4 25 64
9 0 9 36

1+1 1+2 1+3 1+4 2345
B=| 2+1 2+2 243 2+4 |=| 3 45 6
3+1 3+2 3+3 3+4 456 7

Assim, Bt =

oA WN
~
o

b) Do enunciado, temos que D= . Do item

P

4x1

2345
anterior, temos que Bé| 3 4 5 6 |. Logo, X é:
456 7



2345 1 2+3+4+5 14
X=| 3456 : =| 3+4+5+6 | = | 18
456 7 : 4+5+6+7 22

O numero total, em milhares de unidades, de
produtos transportados da fébrica 1 a todas as
quatro lojas € dado por todo X,

A matrizY é:
116 a9 00| 23
Y=[[1 0 0] 1 4 25 64 1ac6l”
9 0 9 36
56 7
234
=[1 16 49 100]- 345 =[746 912 1078]
456
56 7

O custo total com transporte da fabrica 1 até
as quatro lojas € indicado por y,,. Ja y,,, com
2 < k < 3, refere-se ao custo total que a fabrica 1
teria para transportar a producao das fabricas 2
e 3 até as quatro lojas.

11.C
Para que a matriz seja simétrica, é preciso que:

X+y+z=4(I)
3y-z+2=y-22+3->2y=1-2z(ll)
z = -5 ()

Substituindo Il em Il, temos:

2y =1-(5)—»y=6 -y=3
2
Substituindo os valores de y e z em |, temos:

X+3+(-b)=4-x=4+2->x=06.

12.A
Do enunciado, temos:

A?=aA+bl < P22
01 01
14 at+b 2a
&~ =
l:O 1} { 0 a+b]

Montando o sistema, temos:

a12+b1o
01 01

13.

14.

1 1 10
Temos que A? = @ . - .
0 -1 0 -1 01

Como A?= o :
0 1

mi_pepe | TO)[ 10 _[10
01)(01 0 1
noopipeof TO)[ 10 f10
0101 0 1

A2016 — A2014 . A2 — 10 . 10 = 10
01 01 01
A2017 — 2016, A — 10 . 1 a = L3
01 0 -1 0 -1

1 a
Portanto, A%0"7 = .
ortanto [O—TJ

B

Do enunciado, temos que AB = |, e A ¢ do tipo
2 x 3. Portanto, B deve ser do tipo 3 x 2.

-1 -3
Sabendo que bij =i-2j,temosqueB=| 0 -2
1 -1
Assim:
0ab)| 7 10
AB=1—>| 2% 0 -2|= N
0cd 01
1 -1
=-1
b=1
Lb —2a—b] [1 o]
= —> 1
— p— C:_f
d —2c-d 01 5
d=0

Logo, como b = 1, este é o maior elemento de A.




15.

A
Fazendo A?, temos:

R

J& A® sera:
0 1| [ 0 -1
-1 0 -1 0

10

01
Assim, é possivel observar que, quando A é ele-
vado a um expoente par, obtemos uma matriz

10
01

[ 0 _1] . Logo, a soma pode ser representa-
-10

] . Quando o expoente é impar, obtemos

da por:

A+ A2+ A3+ L+ AR+ A% =

:201O+20 0—1= 20—20.
01 -1 0 -20 20

16.C

17.

Analisando os itens, temos:

a11 aWZ a13 aﬂ O

l) aZ1 a22 a23 - aZW a22 O

a31 a32 a33 aST aSZ aSS
Sim, pois todos os elementos acima da diagonal
principal serdao nulos. Logo, correta.

[1) A matriz diagonal € aquela cujos elementos sao
nulos, exceto os da diagonal principal. Portanto,
incorreta.

[11) A matriz identidade deve ser sempre quadra-
da (mesmo numero de linhas e colunas). Logo,
incorreta.

[\V) Nao é possivel somar matrizes com diferentes
numeros de linhas e colunas. Portanto, incorreta.

V) A matriz transposta sera do tipo n x m. Logo
a multiplicagcdo de A por sua transposta Al sera
uma matriz m x m. Portanto, correta.

Em uma matriz com 5 linhas e 6 colunas, ha
6 - 5 = 30 elementos.

As primeiras e Ultimas linhas e colunas tém, juntas,
2:-5+2-6=10+12 = 22 elementos. Como 4 séo
repetidos, ha 18 elementos nao internos ao todo.
Logo, temos 30 — 18 = 12 elementos internos.

Estudo para o Enem

18.B

19.

Do enunciado, temos que a mensagem final M é
dada por A + B = M. Logo:

12 20 13 8 50 25 1
0 0 343 3 40
45 26 13 24 0 0 O | +
30 45 16 20 11 17 O
1 50 21 3 35 42 11

10 11 10 15 -8 30 =1
14 3119 19 -3 =4 0
48310 0 0 |=
8 6 16 32 20 -17 0
813 30 20 10 20

22 31 23 23
14 .31 63 61 0 O
=051 22 29,56 30 O
22 51 32 52 31 0
45 42 34 33 55 52 31

42 55

o O O O

Portanto, a mensagem enviada pela chefia a José
foi: “Sorria, vocé estd sendo filmado”

Competéncia: Interpretar informacdes de nature-
za cientifica e social obtidas da leitura de gréaficos
e tabelas, realizando previsdo de tendéncia, ex-
trapolacéo, interpolacéo e interpretacao.

Habilidade: Resolver problema com dados apre-
sentados em tabelas ou gréaficos.

B
Do enunciado, temos:

B

destino

>
[ve)
(@]
O

/@/\v\ Alfo 2 1 4

A

c ElB[|1 0o 1 1
2
s(cl|3 3 o 4
DI[1 2 1 0

<> Pista de mao dupla

A Pista de mao simples

Logo, as linhas representam as cidades de ori-
gem e as colunas, as cidades de destino.



Apds as mudancas nas vias, a nova matriz ob-
tida é:

B
destino
D

Lo Allo ®®@
c EBfl1 0 1 1

)
\/ SC®@O®
D{[1T 2 1 0

<> Pista de mao dupla

A Pista de mao simples

Assim, 6 elementos mudarao.

Competéncia: Construir significados para os
numeros naturais, inteiros, racionais e reais.

Habilidade: Identificar padréoes numéricos ou
principios de contagem.

20.E

Para calcular a média aritmética de quatro no-
tas, somamos todas elas e as dividimos por 4.
A matriz 4 x 4 obtida pelas notas deve ser mul-
tiplicada por uma matriz coluna 4 x 1. Assim:

1 5,9+6,2+4,56+5,5

4 4
59624555 || 1 6,6+7,1+6,5+8,4
66 716584 || 4| 4
86687890 || 1| | 86+68+78+9
6,2566977||4 4

1 6,2+5,6+59+7,7

4 4

Competéncia: Interpretar informacoes de natu-
reza cientifica e social obtidas da leitura de gra-
ficos e tabelas, realizando previsao de tendén-
cia, extrapolacao, interpolacdo e interpretacao.

Habilidade: Resolver problema com dados
apresentados em tabelas ou gréaficos.

XXVII



XXVIII

MATRIZ INVERSA, EQUACAO MATRICIAL E DETERMINANTES

Comentarios sobre o médulo

. . X 1

Os temas deste moédulo sdo as matrizes inversas e Ou seja, | y+4 3x_5 3x_5
as equacoes matriciais e determinantes. = x x
Para os estudos desses conteldos, € importante y 3 5 3

que as operacoes entre matrizes tenham sido com- 3x-5 3x-5
preendidas pelos alunos. Buscar situacoes relacionadas
a tecnologia e que envolvam matrizes pode motiva-los
nesse sentido. _

No estudo dos determinantes, abordamos como " 3x-5
calcular os de ordens 1 e 2.

E importante que os alunos compreendam que o
determinante nao € simplesmente um ndmero, e sim 5 5
uma ferramenta facilitadora no célculo e na solugao de
problemas. Por isso, instigar a busca por outras aplica-
coes do uso de determinantes valoriza ainda mais os Yy = 1
estudos do tema.

Dessa forma, podemos afirmar que:

—3x-5=1—-23x=6—>Xx=2

=
S
7]
1]
@
2
S
=4
o
(=]
b=
©
=
]
2
=

Como x = 2, entao:

W= =15
Exercicios propostos Assim:
7.A XxX+y=2-5
Sabendo que A - A" = |, sendo | a matriz identi-
dade de ordem 2, temos que: X +y=-3
X-A=B-o>X-A-AT=B-AT5X-1=B-A" 9.A
Do enunciado, temos que
3 -1
X=1[8 3]- —-X=[24-15-8 + 6] = Yo' 4
l— 2 1 R 3 =x-(x=2)=((-1)-4)=.
-1 x=-2
=[9-2] = x2 — 2x + 4.
Logo, a soma dos elementos de X sera 9 + Como A = O:
+ (=2) =7
x2=2x+4=0
8.C

Do enunciado, sabemos que a matriz B é igual a Assim, resolvendo a equacao:

transposta da inversa da matriz A. Ou seja: (-2)% /(_2)2_4 1.4
X == :

2-1
B = (A)T
= 2+-12
2

Como x € R, hd 0 elemento no conjunto A.

Sendo A = {? 2 } sua transposta serd A' =
X

X _ 5 10. Sabendo que B! é a transposta de B:
3x=5  3x-b5
_ X X . o 20
- 3 12
BX-5 3x-5
10 20
L A . Bt = : =
Assim, a transposta da inversa da matriz A sera: oLk ( 21 ] L 12 ]
x (1-2)+(0-1) (1-0)+(0-2)
a7 _ | 3x=5  3x-5 =
(AT = 5 3 (2-2)+(1-1) (2-0)+(1-2)

" 3x-5 3x-5



11

12.

a=les

Calculando a inversa da matriz:
detM=2-2-5.0=4

Para encontrarmos a matriz inversa de M, dividi-
mos a matriz pelo determinante.

% 0
Assim, M~T =
51
Assim, det M~' = 127 — (_§ .OJ
' 22 2 )
Logo, det M~ = 1.
90 4
.C

sen 2x 2cos? X
det =sen 2x-sen X —2C0S X - CoS X

—COS X Ssenx

Como sen 2x =2sen? xcos?x e senx+cos x =1
sen 2x - sen x — 2 cos? X - CoOS X =

= 2Sen X cos X - sen X + 2 cos® x =

=2CoS X sen’x + 2cos?x =

=2 cos X(1 —cos x) + 2 cos® x =
1

=Zcosx—ZCos3x+Zcos3x:2~Z:

B

Realizando o produto dado no enunciado, temos:

KA

3tga + 6¢cosP = 0 — 3tga = —6¢os P (I)
6tgo + 8cos P = —24/3 — -3tgo—4cosP =3 (1)
Substituindo | em II:

~(-6cos B) —4cosP =+/3 —2cosP =3 —

—>cosB=£
2
T
B—grad
Logo,3tgoc+6cos%=0—>tgoc=—x/§—>
n
= —— rad
— o 3ra
i _ W w W
Assim, oo + B = 3+6 6rad.

13.C

0 3
01 80 |

Dadas as matrizes A = {3 . } B =

y?2+8x=0
y= -x?
X(x®+8) =0
{ x=-2
“
y=-4

Logo, x -y = (-2) - (-4) = 8.

.D

0
Temos que A? =

o N|—=
O N —

2[33].

1 1

Sabe-se que A - | = A. Logo:

A2 = |
A3 = A
At = |
AS = A
A® = A
A = |
A = A

Dessa forma, pode-se notar que ha 5 matrizes
identidade e 6 matrizes A.

Para somarmos as matrizes identidade, basta multi-
plicar o niumero de matrizes pela matriz identidade:




15.

16.

=

Lo ta o (o)
sy

A soma das 6 matrizes A sera:

1 oL 04 o1 oL
2 |+ 2 |+ 2 |+ 2 |+ 2 |+
0 10 10 10 10

o N|—

[ 03
12 0
Assim, somando os dois termos:

50 50 5 3
S = 4 =
(05] [OBJ (125}
5 3

=5-5-12-3=
12 5

Finalmente, o det S = (
=25 —36 = —11

A
De acordo com a lei de formacao apresentada:

il 2
A= 2 2 _ 2 4
P 2 14
Considerando B a matriz identidade de ordem 2,

temos que B = e :
01

el (2

Logo, det (At + B) sera:

31
4 5

Assim:

N+B:[

det (At + B) = =3-56-1-4=15-4=11

D
Do enunciado, temos A + BX = X + 2C

—S>BX=X+2C-A—>
—-BX-X=2C-A—

— X(B-1) =2C -A, em que | é a matriz identi-
dade de ordem n.

Logo, (B-1)"" (B-1)X = (B-1)7"(2C - A).

Assim, X = (2C-A) - (B - I)7".

17.

Portanto, para que a equacao tenha solucao, sera
necessario que B — | seja invertivel, em que | é a
matriz identidade de ordem n.

1T « 1 2o 2 3a
alA, tA,=| 1 R b I T i T )
o 20 20,
2 3a 2 3o
Logo, (A +A, )2 = =
g ( o 2[1) _i _2 _i _2
20 20,
L
| 2
0 ]
2
—6
b) Dado A, = 5 . temos:
[ X | | -6
1 2
L o \ - - N
X+ B
Y | -6
_5_y 2
(- (x -
Logo:
X + oy = -6 (I)
Xy =2
o

Multiplicando Il por o« e somando |, temos
0=20-6.

Portanto, o = 3.

Estudo para o Enem

18.C

Para a mensagem EU ESTUDEI NO INSPER, a
matriz-mensagem é:

5 21 0 0 O 0
M= 5 19 20 21 4 5 9
14 15 0 0 O 0
9 14 19 16 5 18 0

Como M e M, sao matrizes 4 x 7, para que M, =
= C - M seja possivel, C deve necessariamente
ser da ordem 4 x 4.



Além disso:

D-M,=D-C-M=M->D-C-M-M=0-
»D-C-)M=0-5D-C=1>D=C"

Logo, a matriz C é invertivel.

Competéncia: Interpretar informacoes de nature-
za cientifica e social obtidas da leitura de gréaficos
e tabelas, realizando previsdo de tendéncia, ex-
trapolacéo, interpolacao e interpretacao.

Habilidade: Resolver problema com dados apre-
sentados em tabelas ou gréaficos.

19.E

Do enunciado, temos que p(x) = det A. Entao:

det A =

3 =X
4 2
3

=3-Z - (4 (-x) =2+ 4x

2
3

p(7) =4 -7+ 2 =26Kkg.

Competéncia: Construir significados para os nu-
meros naturais, inteiros, racionais e reais.

Habilidade: Resolver situacao-problema envol-
vendo conhecimentos numeéricos.

20.D

Devemos primeiro encontrar a matriz inversa de A:

S O O —

o O — O

o ol w o
SN o

oS - O O
- O O O

O @

1

—5

1

A= gw

= -
>

O X~ @ O

o O

10 0 0 A=

0 1 0 0 v=i

"l o 0o 1 0| k_g
0 0 0 1

p=4

Fora essas letras, as outras sado nulas. A matriz
inversa A é dada por:

210 0 O
0 11 0 O
-1 —
A 0 O S 0
3
0 0 0 4

Agora, basta determinar o cédigo C:

A"<B=C
21 0 0
0 11 0 0
0
M2 3 4] =
0.0 2 0 [ ]
0 0 ° 4
0
21
0%
| 5
16

Logo, o cédigo sera 21, 22, 5 e 16, o que corres-
ponde a palavra TUDO.

Competéncia: Interpretar informacoes de nature-
za cientifica e social obtidas da leitura de graficos
e tabelas, realizando previsao de tendéncia, ex-
trapolacao, interpolacao e interpretacao.

Habilidade: Analisar informacoes expressas em
graficos ou tabelas como recurso para a constru-
cao de argumentos.
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DETERMINANTE E PROPRIEDADES DO DETERMINANTE

Comentarios sobre o médulo

Neste moédulo estudamos alguns métodos para cal-
cular o determinante de matrizes de ordem maior ou
igual a 3. Abordamos a utilizacdo da regra de Sarrus
e do teorema de Laplace, e qual deles é mais bem
aplicado de acordo com a ordem da matriz.

Também estudamos as propriedades dos determi-
nantes e o teorema de Binet e o de Jacobi.

Apresentamos também a regra de Chié, uma apli-
cacao direta do teorema de Jacobi que pode ser ex-
plorada mais detalhadamente, de modo a oferecer aos
alunos mais recursos no momento da resolucao de
exercicios sobre determinantes.

Exercicios propostos

7 A
abc

Supondo que odet M = |[d & T — |

g hi
2a 2b 2i 2c
0 0 27 0
detN = 1| 54 26 2 2f
2g 2h 2¢ 2i
Dos cofatores, temos entao que det N = (=1)2*3-
2a 2b 2c
Lo |2 2 2| _
2g 2h 2i
abec
-1.2j-2-2-2-|d e f
g h i
Logo, —-16j - k.
8. A
Sabendo que det (A") = (det A)" e que

det (kA) = k"- det A, com A sendo uma matriz
quadrada de ordem n e sendo k um numero real,
temos que:

2
det (2M2) — det (¥/2MB) = g det (3BM) =
2
det (3/2)3 - (det M)3 — 23 - (det M)2 + g "3
-detM =0
2-detM - ((detM)2—4 -detM + 3) =0

2-detM: (detM-3) - (detM-1) =0

det M = 0oudetM =3 oudetM =1
Como M ¢é invertivel, det M = 0 ndo é possivel.

1
Assim, para det M = 3 — det M = 5 ou
detM =1 —det M = 1.

. D 12 4
Do enunciado, temos queV = | 1 3 9
1-2 4
12 4
Logo, detV = | 3 9.
1-24

Pela regra de Sarrus:

12 411 2
detV=1|13 9|13
1-24(1-2

detV=1[1-3-4+2-9-1+4-1(-2)]-14-3-
T +1-9-(=2)+2-1-4]

detV =22-2 =20

3 x
. Supondo que o determinante de [ } seja
4 x+1

y e sabendo que det (k - A_ ) = k"- det A, com k
sendo um numero real e sendo n a ordem da matriz
quadrada, temos:

49 -y =y?-y
yly?-49) = 0
y=0ouy=70uy=-7
Assim, paray = 0:

3 X
4 x+1

Logo, 3 (x+1)-4x=0—>3x+3-4x=0—
—->—Xx+3=0->x=3.

Paray = 7:
X +3=7—>x=-4,
Paray = -7:
X + 3 =-7—>x=10.

Assim, os possiveis valores de x sdo -4, 3 e 10.
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1.E
Desenvolvendo o determinante pela regra de Sarrus, temos:
=3x® =bxy +3x(x? +y?)+2x?y =0
—3x% —bxy +3x% + 3xy? + 2x?y =0
5xy + 3xy? +2x%y =0

xy(-5+3y+2x)=0 %
Como x - y ndo é nulo: n§
-5+3y+2x=0 E
2x+3y=5 §

12.C

Utilizando a regra de Sarrus, o determinante é: det M=

a a’-b® b

a a 0|=3%+5ab-2"p-3%4+3ab®=ab(5-2a%+3b?)=0

2 b5 3

Logo,a=0oub=00u5-2a+3b=0.

Como a e b ndo sdo nulos, devemos considerar:

5-2a?+3b?=0

2a? -3b% =5

Assim:

14a2 — 21b2

7(2a2? — 3b?)

7-5=35

13.B

cos 17° 0 sen17° cos 17° 0 sen 17°

Dado M = 1 1 1 , temos que: det M = 1 1 1
sen 28° 0 cos 28° sen 28° 0 cos 28°

Pela regra de Sarrus:
detM=(cos17°-1-cos28°+0-1-sen 28° +sen 17°+1-0) -
—(sen 17°-1-sen 28°+c0s17°-1-0+0-1-cos 28°)

det M=cos17°-cos 28°—sen 17°-sen 28°

2
det M = cos 45° = %

10
1
det M™° = [%J =detM = -

m
-]
—
Q
o

1
-1 = —
14.Temos que M dotM

)
0-2|_1]0n1
11| 2|21

0

=1l

N[—= N[=



15.

16.

1 2
J& a transposta deNéNT=[ 10}.

Assim, MNT — M-'N =

0 1
_| 1 2 -1 B 2 2 1|
20 1 3 1 1 -1 3
2
13 3 _n
|14 22| | 2 2
42| 51135
2 2 2 2
A
Analisando os itens, temos:
) A2 cos?15°—sen 15° —c0os15°-sen15°—cos15°-sen15° cos30° —sen30°
N cos15°-sen15°+cos 15°-sen15° —cos?15°+sen 15° | sen30° —cos30°

Portanto, verdadeira.

[I) det (A) = cos?215 + sen215 = 1. Portanto, verdadeira.

2-cos1b° 0

) A + At =
0 2-cos15°

]. Logo, falsa.

V) det (2A) = 22 - det (A) = 4 - 1 = 4. Portanto, falsa.

V) det A2 = (det A)2 = 12 = 1. Logo, falsa.

E

Analisando os itens, temos:

|) Pelo teorema de Binet, det (M - N) = det M - det N =

= det N - det M = det (N - M). Portanto, verdadeira.

[1) Temos que det M' = det M, para gualquer matriz quadrada. Portanto, falsa.

[1) Calculando o det C pelo teorema de Laplace, temos:

0100
3210
detC=| o [ 0 A+ 1A+ 0 A+ 0-A,

103 2

Para isso, € necessario calcular apenas o cofator A :

100
A,=1N"2-1321=4+0+0-(3+0+0)=(13-1=-1
032

Logo, det C = —1. Portanto, falsa.
IV)A, .- B,,=D,, Ouseja, tem duas linhas e duas colunas. Portanto, falsa.

2

V) Fazendo A - B, temos:



17.

N
N

123 '3 14 10
A'B:(321]' 2[1014]
31
Logo, det (A - B) =14 -14-10-10 = 196 — 100
= 96. Portanto, verdadeira.

Do enunciado, temos que S, = 2n” + 5n.

Logo:

a =S =2-12+56-1=7

S,=a, +a,

Porém, S, =2-22+5-2 = 18.

Assim, 18 =7 + a,—a, = 11.

Calculando a razao da progresséo, r = a, —a, =

=11-7=4.

Dessa forma:

a,=11+4=15

a,=a,+4=15+4=19
a,=a,+4=19+4=23
a,=a, +4=23+4=27
a,=a,+4=27+4 =231
ag=a,+4=31+4=235
a,=a,+4=35+4=239

Obtemos assim os valores da matriz. E o deter-
minante é:

7 11 15
19 23 27
& &y &8

W=

Multiplicando a coluna 1 por (-1) e somando as
colunas 2 e 3, temos:

711 15 7 48 7 2 4
19 23 27 (=19 4 8(=2-2-{19 2 4
33 35 39 33 26 33 1 3
7 2 4
No determinante | 19 2 4 |, multiplicamos a

3313

coluna 2 por (-2). Somando a coluna 3, temos:

7 2 4 7 20
19 2 4|=119 2 0
33 13 33 11

720 S
19 2 0|=1-(=1)""°" 9 o
33 11

72\ _7.0.19.2--24
19 2

Portanto, x=2-2-(-24)=-96 .

Estudo para o Enem

18.

19.

20.

B
Dada a matriz, o determinante é:

(8 + 75 + 12p) — (10p + 40 + 18) = 2p + 25
Como o determinante € igual a 50:
2p + 25 =50 - 2p =25 - p = 2,5 kg.

Competéncia: Interpretar informacoes de nature-
za cientifica e social obtidas da leitura de graficos
e tabelas, realizando previsao de tendéncia, ex-
trapolacao, interpolacao e interpretacao.

Habilidade: Resolver problema com dados apre-
sentados em tabelas ou gréaficos.

D
Pelo enunciado, sabemos que:

2+a=a+b+1=b+4
Logo,a=3eb=1.

Calculando o determinante e aplicando a regra
de Chié, temos:

13
detA=1 1 = l(0]:
21

N W —

|22
50

Portanto, a prova vale 10 pontos.

Competéncia: Interpretar informacoes de nature-
za cientifica e social obtidas da leitura de gréaficos
e tabelas, realizando previsao de tendéncia, ex-
trapolacao, interpolacao e interpretacao.

Habilidade: Resolver problema com dados apre-
sentados em tabelas ou gréaficos.

E
Dada a matriz M, temos que:




M-A-1=|2 0 2|-A-{0 10

Entdo, det (M—Al) = 0 implica em:
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Assim:
“A3+2A+34L=0¢>-1-(A?-36)=0
Os valores possiveis para A séo:
A=0; Ay=—6;, A,=6

Portanto, o valor positivo de A ¢é 6.

Competéncia: Construir significados para os nu-
meros naturais, inteiros, racionais e reais.

Habilidade: Resolver situacao-problema envol-
vendo conhecimentos numeéricos.



DA IGUALDADE

Comentarios sobre o médulo

Neste mdédulo estudamos os sistemas lineares.
Abordamos, além das equacoes lineares, os sistemas
0s métodos equivalentes, a classificacdo de sistemas
e da substituicao e da igualdade para resolver sistemas
lineares.

Discutir situacoes cotidianas nas quais o sistema
linear pode ser Util para solucionéa-las leva os alunos a
perceberem a importancia do estudo desse tema. E
possivel aprofundar o assunto da abertura do médulo
para iniciar essas discussoes.

Exercicios propostos

7E

Pelo enunciado, temos:

k+b+z=
2
z

30

b+
2
k=b+30

=20—>2z=40-b

As varidveis aqui sao representadas pelas iniciais
de cada nome.

Pelo método da substituicdo, obtemos:

k+b+z b+30+b+40 -0
—— =30—> =

3 3
b+70=90—-b=20

30

k=b+30—k=20+30 -k =50
z=40-b—>2z=40-20— z = 20.

8.E

Sendo V o peso do recipiente de vidro; M, o peso
do recipiente de metal; P o peso do recipiente de
pléstico; K, o peso do recipiente de papel.

Pelo enunciado, temos o sistema:
V=23

M+P =K

M=12+P

V+M+P+K=8

Pelo método da substituicao:

VFM+P+K=8-33+K+K=8-2K=
—55K=25Kkg
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M+P=K—>12+P+P=25—->2P=1,3—
— P = 0,65 kg

M=12+P—>M=1,2+0,66— M = 1,85kg
Logo, K-P =2,5-1,85 = 0,65 kg.

Ou seja, 650 gramas.

.D

Sendo y a distédncia entre A e B e z a distancia
entre C e D, temos o sistema:

Y +5=2382
5+z=2
2

y=3z-5ey=2z+10
Pelo método da igualdade:
3z-5=2z+ 10 >z = 15 km
Logo,y +5=8z—>y=3z-5

=3-(15) -5 —y = 40 km

15
Portanto, 20 100% = 37.5%.

a) Se considerarmos cada carro que chega e sai
do cruzamento:

EmA—x+y =500+ 800—x +y= 1300
EmB—>y+2z=400+ 1400 >y + z = 1800
EmC—z+500= 700+ 1300 —z= 1500

Em D — x + 500 = 300 + 1200 — x = 1000
Temos entao o sistema:

x+y=1300
y+z=1800
z=1500
x =1000

Por substituicao, temos:

x+y=1300— 1000 +y=1300—y =300
Logo, x = 1000, y = 300 e z = 1500.

b) Temos:

EmA —x+y =500+ 800—x+y= 1300
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1.

12.

EmB—>y+2z=400+ 1400 >y + z = 1800
EmC—-z+t=700+1300—>2z+t= 2000
EmD-—->x+t=300+ 1200—x +t= 1500

Temos entédo o sistema:

x+y=1300 x+y=1300

y+z=1800 y+z=1800
_)

z+t=2000 z=2000-t

x+t=1500 x=1500-1

Por substituigcao:
y+2z=1800—y + (2000-1 = 1800 >y =
=1t-200

Assim, comox =0,y=0, z=0 e t=0:
1500-t=0—>t= 1500

t-200=0—-t=0

2000-t=0—->1t=2000

Logo, 200 =t =1 500 — 1 301 (valores inteiros
possiveis).

B

Da ultima equacao, encontramos o valor de d (po-
sitivo):

d= 144 =12

Substituimos na segunda equacao e isolamos o
valor de x:

By — 12

5y =12x + 12 > x =
12

Ao isolarmos x na primeira equacao e isolarmos
com o resultado acima, obtemos:

_>X=5V = 12_>y=5y - 12
4 12 3

N

3y=by-12—-52y=12—>y=6

E

Faremos as seguintes consideracoes:
x — 1 colher de arroz

y — 1 colher de azeite

z — 1 fatia de queijo branco

w — 1 bife de 100 g

Do enunciado, é possivel estabelecer as seguin-
tes relacbes entre as variaveis e a pontuagao de
cada alimento, obtendo o sistema linear:

Adx+2y+z=85
X+2z+w =85
Ax+y+2z=85
4x +w =85

Igualando a primeira e a terceira equacdes, temos:
AX +2y +z2=4x+y + 22>y =12

Isolamos z na primeira equagao e substituimos o
resultado anterior:

85 — 4x

z=85-4x-2y =85-4x -2y 5>y = 3

Da segunda e da quarta equacoes, obtemos:
X+ 2z +w=4x + w— 3x = 2z

Substituimos y = z e isolamos y, o que resulta
_
Y 5

Agora, podemos igualar y € encontrar o valor de x:

%X= 85_%—)9x=2-85—8x—>17x= 170 -
—x =10
Das relacoes anteriores:

3X 10
=—>3y=3:— —>y=156
2 Y 2 Y

<

z=y—>z=15
w = 85-5bx > w =45
Assim, x = 10,y = 15,z = 15 e w = 45.

|. Como 1 bife de 100 g corresponde a w = 45
pontos, a afirmacéo estéa correta.

II. Como o arroz é constituido majoritariamente
por amido, um tipo de carboidrato, a alternativa
esta correta.

I1l. Calculando a mesma quantidade para ambos,
temos:

25% de 20 g de arroz (1 colher) — 10 pontos

100% de 5 g de azeite (1 colher) —»15 pontos

o, nimero de pontos do lipideo

ntmero de pontos do carboidrato

:%: 1,6. A afirmacéao esta correta.

Todas as afirmacoes sdo corretas.



13.

14.

E

Adotando as idades de Ana, Bia e Carla como a,
b e e, respectivamente, temos que:

b=c+6
b-2=3(a-2)
b+l1=(a+1)+(c+1)

Reescrevemos o sistema e mantemos as igual-
dades para b:

Nb=c+6

)b =3a-4

[IMb=a+c+1

|gualamos a equacao | e a equacao |l:
c+6=3a-4—->c=3a-10
Igualamos a equacéo Il e a equacao Ill:
atct+t1=8a-4—->c=2a-5

Assim, obtemos o valor de a ao igualar as ex-
pressoes de c:

3a-10=2a-5—-a=>5

Substituimos na equacao II:
b=3:-5-4=15-4—>5b=11

O valor de c, pela equacao |, é:
c=b-6->5c=11-6—>c=5
Utilizando a 12 linha e a 12 coluna:
A+17+B=A+13+14—=B =10
Pela 22 coluna e pelas diagonais:
7+C+E=A+C+15=B+C+ 14

Substituindo B = 10 e simplificando o termo C,
temos:

17+ E=A+15=10 + 14
A=9
E=7
Da 22 linha e da 22 coluna:

13+C+D=177+C+E—>D=17+E—- 13—
— D=1

15.

16.

Portanto:
D+E=11+7=18

O valor de D + E é igual a 18.

B
Verificamos que a soma apresentada é uma PG

1
de razao 3 Logo:

X=y
a 3x—-3 -
§= —L = 21 _ XY A N 3x -3y = Y
1-q 14 8 8
3

Reescrevendo o sistema, temos:
3x-3y=-8—->3x=3y-8
X-y=-2->33x=y-2

Por igualdade:
Jy-8=y-2-32y=6->y=3

Logo, 3x=y-2—>53x=3-2—>x = %
Assim, X +y = % + 3= —.
A

Considerando que:

X = numero de moedas de R$ 1,00;
y = nimero de moedas de R$ 0,50;
z = nimero de moedas de R$ 0,25;
t = nimero de moedas de R$ 0,10.

Podemos escrever o sistema:

x+ 0,5y + 0,25z = 6,75
0,5y + 0,25z + 0,1t = 4,45
0,25z +0,1t= 2,95

Por substituicao da equacéo Il em I, temos:

0,5y + 2,95 = 4,45 = y = 3

295 — 257

Da equacao lll, temos que t = 10

Assim, como y = 3, para que t seja um numero
inteiro, devemos considerar z um numero impar.

Logo:

Paraz=1,t=27ex=5.logox +y + z +



+ t = 36.
Paraz = 3,t =22 e x = 4,5 (ndo convém).

Paraz=51t=17ex =4. Logo, x +y + z +
+t=29.

Paraz=71t=12e x = 3,5 (hdo convém).

Paraz = 9, t
+t=22.

=7ex=23. Logo, x+vy+ 2z +

Paraz=11,t=2ex = 2,5 (ndo convém).

Paraz = 13 e x = -3 (ndo convém).

17. a) Do enunciado, sabemos que os circulos sao tan-

gentes dois a dois. Logo, podemos escrever o sis-
tema:

at+b=5

arRc=16

b+c=9—>c=9-b

Por substituicao:
at+(9-b)=62>a-b=-32>a=b-3
Logo, (b-3) +b=5 > 2b=8 2 b = 4.

Portanto,a =1, b=4ec = 5.

b) Se ¢ > b, a hipotenusa do triangulo ABC é BC.
Pelo teorema de Pitagoras temos:
e 4 3 = (e + 2)* &+ B*

(c+3+c+2):-(c+3-c-2) =25

20+5=25%c=%=100m

Estudo para o Enem

18.

19.

€

Chamando de x a memdéria ocupada por um minu-
to de video e denominando y a meméria ocupada
por uma foto, temos:

10x + 190y = 15x + 150y — x = 8y

Assim, a capacidade total do disco é:

10 - 8y + 190y = 270y. Ou seja, o resultado é 270.
Competéncia: Modelar e resolver problemas que
envolvem variaveis socioecondémicas ou técnico-

-cientificas, usando representacoes algébricas.

Habilidade: Resolver situacao-problema cuja mo-
delagem envolva conhecimentos algébricos.

A
Do enunciado, sabemos que P(t) = A + Bcos (kt).

20.

Assim, temos o sistema:

A + Bcos (kt) =120

— Bcos (kt) = A - 78
A —Bcos (kt) = 78

Pelo método da substituicao:

A+ (A-78) =120

2A =120 +78 =198 > A =99
P . sera quando cos (kt) = 1. Logo:

99 + B =120 = B = 21

90 batimentos 1 6 2
T RS P T = SN
Feremee 60 segundos n T 9 ° 3 S
k:2_n2§.27-[:37|;
T 2
Assim, P(t) =99 + 21cos (3xt).

Competéncia: Modelar e resolver problemas que
envolvem variaveis socioeconémicas ou técnico-
-cientificas, usando representacoes algébricas.

Habilidade: |dentificar representacoes algébricas
que expressem a relacao entre grandezas.

B
Em cada cicloY temos:

Luz vermelha acesa = V segundos
2
Luz verde acesa = X segundos e 3 de V

Luz amarela acesa = 5 segundos

Logo:
X
X _ 2 V—>V=3—
2
Y=5+X+V

Do sistema, podemos escrever:
V=Y-5-X

Por igualdade:
3X

7=Y—5—X%3X=2Y—1O—2X

BX-2Y +10=0

Competéncia: Modelar e resolver problemas que
envolvem variaveis socioeconémicas ou técnico-
-cientificas, usando representacoes algébricas.

Habilidade: Resolver situagdo-problema cuja mo-
delagem envolva conhecimentos algébricos.



SISTEMAS LINEARES - METODO DA REDUCAO E ESCALONAMENTO

Comentarios sobre o médulo

Neste modulo, estudamos o método da reducao
para solucionar sistemas lineares. Assim como o
meétodo da igualdade, o da reducao requer alguns
passos para se obter a solucao do sistema.

Também estudamos o sistema escalonado e o
meétodo do escalonamento.

E possivel trazer exemplos de sistemas lineares
para 0s quais o método do escalonamento nao é
recomendado.

Geralmente sistema possiveis e indeterminados
ou sistemas impossiveis sao exemplos, pois nao sera
possivel encontrar uma incégnita isolada ou havera
equacoes contraditorias.

Permita que os alunos experimentem essas situa-
coes e reconhecam em quais delas o método torna
0 processo mais arduo.

Exercicios propostos

7 A

Consideramos b (valor do bombom) e t (valor da
trufa) e escrevemos o sistema:

25b+16t=107,5
20b+45t =185

Multiplicamos a primeira equacgéao por —3:

—75b—-45t=-322,5
{ZOb +45t=185

Somamos as equagoes:
-55b = 1375 > b = 2,6
Assim, o valor das trufas é:

20b + 45t = 185 — 20(2,5) + 45 -t = 185 —
— 45t = 185-50—>t =3

Logo, o aluno gastou4 - 25+ 3-3 =10+ 9 =
=19, ou seja, R$ 19,00.
8.D

Considerando que

X — preco unitario das margaridas

y — preco unitario dos lirios

Z — preco unitario das rosas

Pelas informacdes do enunciado, obtemos o sistema
Ax +2y+3z=42
X+2y+z=20
2x+4y+z=32

Trocando a ordem da primeira e da segunda
equacao

9.

X+2y+z=20
Ax+2y+3z=42
2X+4y+z=32

Substituindo a segunda equacao pelo resultado
da multiplicacao da primeira equacao por -4
somado a segunda equacao

X+2y+z=20
-6y —-z=-38
2X+4y+z=32

Trocamos a terceira equacao pelo resultado da
multiplicacdo da primeira equagdo por —2 soma-
do a terceira equacao

x+2y+2z2=20
-6y -z=-38
—2=-8

Assim, z = 8.
Fazendo a substituicdo na segunda equacéao

_—z+38
Y= 6

-8+38
6

-y = —->y=5

Substituindo y e z na primeira equacao resulta
x=20-2y-z—>x=20-2-5-8—>x=2

Portanto, um arranjo simples, com uma margari-
da, um lirio e uma rosa custara

x+y+z=2+5+8=15, ouseja, R$ 15,00.

@

Vamos representar as massas de Tales, Platao e
Fermat por t, p e f, respectivamente:

t+p=159
p+f=147
t+f=134

Multiplicamos a segunda equacao por -1 e so-
mamos todas as equagdes:

2t=146
Entéo,t=@—>t=73.

2
Pela primeira equacao:

i
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10.

p=159-t—>p=159-73 >p = 86
Pela ultima equacéao:
f=134-t—>f=134-73 > f =61
Somamos todos 0s pesos:
t+p+f=73+ 86+ 61 =220 kg

Consideramos x (o nimero de notas de R$ 5,00)
e y (numero de notas de R$ 20,00). Obtemos o
seguinte sistema linear:

5x + 20y =580
X+y=47

Simplificamos a primeira equagéao:
Xx+4y =116
xX+y=47
Subtraimos a segunda equacéo da primeira:

3y =69

Assim, y = 3

—y = 23.
Substituimos o valor de vy:
X+y=47 5> x =47 -y > x = 24.

Portanto, a pessoa recebeu 24 notas de R$ 5,00
e 23 notas de R$ 20,00.

11.D

Calculando o determinante dos coeficientes:

3 4 -6
016 b | =192 +16b
1 -4 2

O sistema linear teréd solucao Unica se:
192 +16b #0 — b # -12

Assim, verificando o que acontece com o sistema
quando b = =12, temos:

3X+4y—-6z=-3 X+4y+2z=3
16y+12z=a — {3x+4y-6z=-3
X—4y+2z2=3 16y —12z=a

Fazendo o escalonamento do sistema, multipli-
camos a primeira equacgao por =1 € a somamos
com a segunda, trocando a segunda equagao pela
equacgéao obtida.

12.

X—4y+2z2=3

0+16y—-12z=-12

0+16y—-12z=a
Multiplicando a segunda equacao por -1 e a so-
mando com a terceira, temos:

X—4y+2z2=3

0+16y—-12z=-12

0+0+0=a+12
O sistema teréa infinitas solugcbées se b =a =-12
e serd impossivel se b = -12 e a = - 12.

Portanto, somente as afirmativas [I] e [Il] sdo
corretas.

E
Vamos considerar as seguintes associagcoes:

[J-x O-y @

A partir do esquema das balancas, obtemos as
seguintes igualdades:

a2

2X=2y+z
x2S 2y 16z
x+1+2z=4y

Rearranjando os termos, resulta o seguinte sis-
tema linear:

2X=2y=2=10
X—2y—-3z=-2
X—4y+2z=-1

Invertendo a ordem das equacgdes, temos que

X—2y—-3z=-2
X—4y+2z=-1
2x—2y—z=0

Assim, a matriz aumentada dos coeficientes é

12 -3 -2
1-4 2 -1
2-2-10

Multiplicando a primeira linha por =1 e a somando
com a segunda linha

Multiplicando a primeira linha por -2 e a somando
com a terceira linha

1 -2 -3 -2
0-25 1
0 2 5 4



13.

Somando a segunda linha com a terceira linha,

1 -2 -3 -2
0-25 1
0 0 10 5

Reescrevendo o sistema, temos

X—2y—-3z=-2

-2y +5z=1

10z=5

Entao,

_ 10 =0,5

z= 75 =0

5z -1 5.0-5 -1 3

y = 5 = 5 = Z = 0,75
X=-2+2y+3z2=-2+2-0,75+3-05=1

Portanto, x +y +z=1+ 0,75 + 0,6 = 2,25

ou seja, a soma dos pesos dos objetos é 2,25 kg.
Entdo € um nimero maior que 2 kg e menor que
2,5 kg.

B

Como o sistema deve ser possivel e indetermi-
nado, o determinante da matriz do sistema deve
se anular, assim

11 a
12 1
25 -3

—>a==56

=0 >-6+5b5a+2-4a-5+3=0

Substituindo o valor de a = 6 no sistema, resulta

X+y+6z=1
X+2y+z=2
2x+b5y—-3z=b

Fazemos, entao:
linha 2 — linha 1 = linha 2

linha 3 = linha 3 -2 - linha 1

Temos:
X+y+6z=1
)R =le72 =1

0+3y-15z=b-2
Fazemos, entao:

linha 3 — -3 - linha 2 + linha 3 obtemos

X+y+6z=1
O+y-5z=1
0+0+0=b-5

Entdo, b = 5. Assim,a+b =6 +5 = 11.

.Do enunciado, resolvemos a igualdade:

1 _ Ax+B
(x2+2x+2)(x2+4)  x?+2x+2

Dx+C _,
x2+4

— AX® + 4Ax + Bx? + 4B + Dx® + 2Dx? + 2Dx +
+Cx?+2Cx+2C=1—
—S(A+D)x*+ (B+C+2D)x* + 2(2A + C + D)x +
+ (4B + 2C) =1
Logo:

A+D=0

B+C+2D=0

2A+C+D=0

4B+2C=1

b) Resolvemos o sistema do item anterior:
A+D=0
B+C+2D=0
2A+C+D=0
4B+2C =1

Multiplicamos a primeira equagao por -2 e a So-
mamos com a equacao 3:

C-D=0

Logo:
A+D=0
B+C+2D=0
C-D=0
4B+2C =1

Multiplicamos agora a segunda equacao por —4
€ a somamos com a equacao 4:

-2C-8D =1

Logo:
A+D=0
B+C+2D=0
C-D=0
-2C-8D=1

XLHI



15.

16.

Multiplicamos a equacao 3 por 2 e a somamos
com a equacgao 4:
1

—1OD=1—>D:—E

1
Assim, da equacédo 3 temos que C =D = 10
Logo:
1
A+D=0—>A=-D->A= 0

B+C+2D=0->B=-C-2D
5 _ (_L) ) (_L)_L 2 _ 3
=={"10) 2" ("10) =10 T10 " 10

€

Chamamos de X, y e z 0os precos da bola, da ra-
quete e do bong, respectivamente:

x+2y+3z =100
{ 3x+7y+11z =320
Multiplicamos a primeira equagao por -3 € a So-
mamos com a segunda:
y + 2z =20
Somamos a primeira equacao e o ultimo resulta-
do, multiplicado por -1:

X + 2y + 3z = 100

3 -y — 2z = =20

z= 80

X+ Y+

A Ultima equacao € a soma dos valores da bola,
da raquete e do boné.

D

Consideramos as seguintes associacoes:
X — preco do brigadeiro

y — preco do beijinho

z — preco do cajuzinho

Utilizamos a tabela e obtemos o seguinte sistema:

3x +3y + 62=12

2x + by +4z =11

bx + 3y + 2z =14
A primeira equacao pode ser simplificada dividin-
do-se todos os termos por 3:
X 1 e TNZET4

Multiplicamos essa equagéo por —2 e a Somamos
com a segunda.

Dessa operacao temos o novo sistema:
X+y+2z2=4
0+3y+0=3
5x + 3y + 2z =14

Entédo, 3y =3 >y = 1.

17.

Multiplicamos a primeira equacao por -5 € a so-
mamos com a terceira:

0-2y-8z=-6

Substituimos y = 1:

4 1
82=6-2y >82=6-2—>z= 5 >z= 5

8 2
Pela primeira equacgéao:

1
X=4-y-2z>5x=4-1-2" §—>x:2.

Portanto:

x = 2 (brigadeiro)

y = 1 (beijinho)

z = 0,5 (cajuzinho)

Avaliamos, entdo, as afirmacoes:

[) O brigadeiro é o mais caro. (Falsa)
II) O cajuzinho é o mais barato. (Falsa)
[I1) 25% de 2 é 0,5. (Verdadeira)

IV) O dobro do preco do beijinho resulta 2 - 1 = 2.
(Verdadeira)

V) O preco do beijinho é 1. (Falsa)
Portanto, sdo verdadeiras as afirmacoes Il e IV.

D

Considerando que as quantidades de carros, motos
e Onibus sejam x, y e z, respectivamente, temos:

x+y+z=100
20x+10y+40z =1900
RES2V=71=16

Simplificamos a segunda equacéo, a matrizaumentada

1T 1 1 100
2 1 4 190
1-2 -1 6

22 |inha — -2 - 12 linha + 22 linha

32 linha — -1 - 12 linha + 32 linha
11 1 100

0 -1 2 -10

0 -3 -2 -94

32 linha — -3 - 22 linha + 32 linha

11 1 100
0 -1 2 =10
0 0 -8 -64
Assim,

z=—8—>z=8

Substituimos z na segunda equacéo
y=2z+10=2 -8+ 10 >y = 26.



E, pela primeira equacao,
x=100-y-z=100-26-8— x = 66.

Portanto, foram 66 carros, 26 motos e 8 onibus.

Estudo para o Enem

18.

19.

D
Fazendo as seguintes associacoes:
X — nUmero de alunos que compraram 3 bilhetes
y — numero de alunos que compraram 1 bilhete
z — numero total de bilhetes que foram vendidos
A partir do enunciado, obtemos o seguinte sis-
tema linear

X +y-z=158

10y -2z =0

3x +y-z=-90

Escalonando a matriz aumentada, temos

31 -1 -9 | O
010 2 0 (1)
1 1 -1 -158 (|||)

Fazemos, entao:
(1) — =3 - (1) + (I

Desse, modo:

1 1 -1 158
010 -2 0
0 -2 2 384

Substituindo (I11) por (I1) + (l11),

11 -1 1568
010 -2 O
0 8 0 384

Assim,
384

Y= g —y =48

Portanto, 48 alunos compraram apenas 1 bilhete.

Competéncia: Modelar e resolver problemas que
envolvem variaveis socioecondmicas ou técnico-
-cientificas, usando representacoes algébricas.

Habilidade: Resolver situagdo-problema cuja mo-
delagem envolva conhecimentos algébricos.

D

Do enunciado, temos o sistema:
0,3x+0,5y =921
X+y=2438

20.

Multiplicamos a primeira equacao por 10 € a se-
gunda por -3:

3x+5y=9210
—3x—-3y=-7314

Somamos as equacoes:
2y = 1896 —» y = 948

Logo,
X+y=2438 - x = 2438 — 948 —
— X = 1490.

Competéncia: Modelar e resolver problemas que
envolvem variaveis socioeconémicas ou técnico-
-cientificas, usando representacoes algébricas.

Habilidade: Resolver situagdo-problema cuja mo-
delagem envolva conhecimentos algébricos.

E

Consideramos x (o nUmero de pontos correspon-
dentes a cada pessoa inscrita), y (0 nimero de
pontos correspondentes a cada atualizagéo) e z
(o numero de pontos correspondentes a cada vi-
sualizacao). Entéo:

100x +100y + 300z = 2000

300x + 600y + 300z = 6300

600x + 600y +800z = 9000

Simplificando, temos:
xX+y+3z=20
X+2y+z=21
3x+3y+4z=45

Calculamos Il = I:
y—-2z =1

Multiplicamos a primeira equacao por 3 e subtrai-
mos a equacao Il

52z =15—>52z=3

Logo:

y=-2z=1->y=1+2-3>y=7
X+y+32=20>x=20-7-3 -3—>x=4

Dessa forma, 900 - 4 + 450 - 7 + 700 - 3 = 8850.
Competéncia: Modelar e resolver problemas que
envolvem varigveis socioecondémicas ou técnico-

-cientificas, usando representacoes algébricas.

Habilidade: Resolver situacao-problema cuja
modelagem envolva conhecimentos algébricos.
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Comentarios sobre o médulo

Neste moédulo, estudamos os métodos gréafico, de
matriz associada e a regra de Cramer para a a resolucao
de sistemas lineares.

E importante utilizar as discussées realizadas em
aulas anteriores para aplicar o conceito de resolucao
gréafica de sistemas. Permita que os alunos experimen-
tem solucionar sistemas por meio de gréaficos.

Aproveite para recapitular o conceito de equacoes
matriciais quando estiver apresentando o método de
resolucao por matriz associada.

Exercicios propostos

7.A

Podemos escrever um sistema 3 x 3 nas inc6g-
nitas x, y e z, como

ax+by+cz=d, (o)

a,x+b,y+c,z=d, (B) -

(
a;x+byy+c,z=d; (v

Esse sistema possui infinitas solugdes quando a
interseccao dos planos dados por o, 3 e y ocorrem
em uma reta ou em um plano.

figura 5: trés planos distintos, tal que a inter-
ceptacao entre eles é uma Unica reta. Entao, no
sistema, duas variaveis sao livres e uma variavel
€ nula;

figura 7: um plano interceptando outros dois pla-
nos coincidentes, resultando em uma Unica reta.
Assim, o sistema tem duas variaveis livres e uma
variavel nula;

figura 8: trés planos coincidentes. Assim, o sis-
tema tem trés variaveis livres.

8.A

Para o casal, o excesso de bagagem foi x, entéao,
x + 2z = 60.

Para o senhor, o excesso de bagagem foi y. Assim:
y +z = 60.

Como o valor pago pelo senhor corresponde a
3,5 vezes o valor pago pelo casal, resultay = 3,5x.

Essas equacgdes resultam no sistema linear

10.

SISTEMAS LINEARES - GRAFICO, MATRIZ ASSOCIADA E REGRA DE CRAMER

x+0-y+2z=60
0-x+y+z=60
35x-y+0-z2=0

Reescrevendo na forma matricial, temos

102 x| [e0
0 111 vyl= 60
35 -10 || 2 0

.D

Chamando os elementos de M de A, pela relacao
apresentada, obtemos o seguinte sistema

a,; Xx+a,Yy+azz=10000
3, X + 8, Y+ a, z=8000

ay X+ ag Y+ a; z=12000

Notamos que os coeficientes que multiplicam
as quantidades de cada alimento devem corres-
ponder a quantidade em unidades por grama de
cada vitamina. Ao observamos a tabela, essas
quantidades aparecem em cada uma das colunas.
Assim, a matriz M é dada pela matriz transposta
daqguela correspondente a tabela, ou seja

15 30 35 15 50 30
M= 50 45 20 | =| 30 45 25

30 25 50 35 25 50
A

Calculamos o determinante pela matriz dos coe-
ficientes:

a-10
01 1
10 1

=a-1

Entdo,a-120—>a=1.
Ou seja, se a # 1, o sistema tem solucao Unica.

Consideramos o caso em que a = 1 e obtemos
a matriz aumentada:

1-10 1
01 11
10 1T m

Fazemos, entao, o escalonamento:



32 linha — (=1) - 12 linha + 32 linha

1-10 1
o1 1 1

10 1 m-1

32 linha — (=1) - 22 linha + 32 linha

1-10 1
o1 1 1
00 0m-2

Entdo, se m -2 =0 - m = 2, o sistema tem
infinitas solugoes.

Casom-2#0 — m # 2, o sistema ndo tem
solugoes.

Resumindo, temos:

a#1eme R: solugdo Unica
a=1em = 2:infinitas solucoes
a=1em#2:ndo possui solucodes

.D
A tabela 1 pode ser representada pela matriz A, ,

A 354
1435

e a tabela 2, pela matriz B, ,

10 12
B=| 8 8
4 6

Assim, a quantidade de puxadores que foram uti-
lizados em cada modelo é dada pela multiplicagao
C = B - A. Obtendo essa matriz, temos

1092 (o, [ 78 86 100
c=1| 8 13541 5664 72
435

4 6 36 38 46

Entdo, para cada modelo e para cada tipo,

Tipo Lisa Nita Bia
Acinzentado 78 86 100
Ouro-velho 56 64 72
Prateado 36 38 46

Portanto, no modelo Bia foram utilizados 100 +
+ 72 + 46 = 218 puxadores.

12.D

13.

Resolvemos o sistema S.:
x=3ey=-1

Para que o sistema S, seja possivel e determina-
do, é necessario que:

%¢_i1—>m¢-12
Casom = -12:

4

4_5_ _.5
-1k 4

Nesse caso, o sistema é possivel e indeterminado.

Se k # —% 0 sistema é impossivel.

Assim:

) E falsa, pois nesse caso o sistema é possivel
e indeterminado.

Il) E verdadeira, como analisado acima.

1) E verdadeira, pois, substituindo x = 3 e y —1
no sistema S, temos:

m - @Sl - (¥1) =5

3:3-(=1) =k

Assim, m = 3 e k = 10. Ou seja, m + k = 13.
IV) E falsa, de acordo com a anélise acima.

V) E falsa, pois x = 3 e y —1. Portanto, x + y =
=3-1=2.

Desse modo, sédo verdadeiras Il e IIl.

A

Pelo enunciado, como a < b < ¢ sdo nimeros
inteiros e consecutivos:

b=a+1
c=b+1=a+2

Com base na primeira equacao do sistema, subs-
titufimos os valores de b e ¢, em funcao de a:

a+2-(@a+1)+3-(@a+2)=20—-a=2

Entdo, como (x, y, z) = (a, b, ¢):

X =2
y =3
z=4

Desse modo, pela segunda equacao:

7-2+8:-3-m:-4=26—->m=3

14.Consideramos que x, y e z representam o nimero

de questoes de 1, 2 e 3 pontos, respectivamen-

XLVII
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te, respondidas corretamente. Entao, obtemos o
seguinte sistema linear

X+y+z=230
-xX+y=5
X+ 2y +3z=5b5

A matriz aumentada associada ao sistema é

4
N — —
w o —
w w
o © o

Substituimos a segunda linha pela soma da pri-
meira linha e da segunda linha.

Substituimos a terceira linha pela soma da pri-
meira linha e da terceira linha multiplicada por —1.

W
o

o O —
w
o1

1
2
1

N — —
N
o1

Substituimos a terceira linha pela soma da segun-
da linha e da terceira linha multiplicada por -2.

11 1 30
02 1 3b
0 0 -3 -15

Portanto, o nimero de questdes de 3 pontos res-
pondidas corretamente foi 5.

15.D

Dado que o sistema é indeterminado e abcd # 0, 0s
determinantes Dx e Dy devem ser nulos. Entao:

D—aC—O
x_pd_
b =|%P|_g
Yy dq
Assim:

ad-pc =cqg-bd—ad + bd = cq + pc
d-(@a+b)=c-(p+q)

n-c-m=c-(p+tg—>p+g=m-n

16.

17.

B

Como o sistema admite infinitas solugodes, o de-
terminante da matriz dos coeficientes se anula.
Assim:

1 1 1
0 2a 2a*-a|=0
as -1

1 a
Entéo:
2a2-(a®*-1) + 2a*-a—-2a?-a-(2a*-a) =0
2a*-3a2-a=0—>a-(2a®°-3a-1)=0

Desse modo, a = 0ou 2a®-3a-1 = 0.

Por inspecao, -1 é raiz da equagéao 2a® — 3a —
— 1 = 0. Entao, por Briot-Ruffini:

‘2—2 -1 o0

Temos desse modo a equacgao 2a?2 - 2a -1 =
0, cujas raizes também sao raizes da equacao
anterior.

Resolvendo 2az2-2a -1 = 0, obtemos:

1+/3 oua - 1-3
2 2

Portanto, os valores de a para que o sistema te-

L _ _ 1-v3  1++4/3
nha infinitas solugdes sao 0, -1, T\/— e 2\/—
a) Do enunciado, temos que

m 0 2
A=|1-11 | logo
2 0m
m?2+4 0 4m
Az=| m+1 1 m+T 1o portanto,

dm 0 m?+4

2m2+8+3=2m2+8+2m+2+8m+ 1 —
- 10m=0—->m=20

b) Para m = 2 temos:
2x+2z=4->x+2z2=2
X-y+z=3->x+z=3+y

Por igualdade temos:



2=3+y—>y=-1

X+z2=2—>2=2-2
O produto xyz = x(=1)(2 — x) = x2—2x representa

uma parabola de concavidade para cima. Assim
-(=2)
2-1

solucdoéx=1,y=-1ez=2-1=1 0Ou seja,
vV =A(1;-1; N}

o produto € minimo para x = = 1. Logo, a

Estudo para o Enem

18.

19.

D

Por tratar-se de uma representacao de plano carte-
siano, o sistema possui duas incognitas. O nimero
de equacoes € dado pelo numero de retas que apa-
recem no grafico. Uma vez que a solucao grafica de
um sistema linear é dada pelo ponto de intersecéao
entre as retas, o sistema teria solucdo apenas se
houvesse um ponto que fosse determinado pela
intersecéo de todas as retas. No grafico, nao existe
um ponto que satisfaca a essa condigéao.

Competéncia: Interpretar informacoes de nature-
za cientifica e social obtidas da leitura de gréaficos
e tabelas, realizando previsdo de tendéncia, ex-
trapolacéo, interpolacao e interpretacao.

Habilidade: Analisar informacdes expressas em
graficos ou tabelas como recurso para a constru-
céo de argumentos.

D
Determinando a equagao matricial, temos

53] )4

A matriz inversa é

2 1
Sy3
12
9 9
Assim,
2 _1
X = 3 3|9
12 |2
9 9

Portanto, x +y =-1 + 3 = 2.

20.

Competéncia: Interpretar informacoes de nature-
za cientifica e social obtidas da leitura de graficos
e tabelas, realizando previsdo de tendéncia, ex-
trapolacao, interpolacao e interpretacao.

Habilidade: Utilizar informacdes expressas em
graficos ou tabelas para fazer inferéncias.

C
Pelo enunciado, obtemos o seguinte sistema linear:

NV NA _
NF NV
TNV NA
BEALILL oy
2NF NV

1,2

NV
Chamando x = NF ey = N

temos:
Xx+y=12

l><+y—1
2

O determinante da matriz dos coeficientes do
sistema é:

N1 1 1
D=1 =1-—===
—N 2 2
2
1,2 1
D, = : =12-1-D,=0.2
112 5
Dy= 11 =1-'7+Dy=04
2
Assim:
0,2
X=%=T—>DX=0,4
2
D 0,4
VZEYZT_)DvZO'S
2
_ NV NA
= — = . g =
Entéo, NF 0,4eNv 0,8. Como NA + NV
= 3 600, temos:

NA + NV =0,8 NV + NV = 3600 - NV =2 000

Assim:

XLIX



NV 2000 Habilidade: Resolver situagédo-problema cuja mo-

NF = 04 04 — NF =5000 delagem envolva conhecimentos algébricos.

MATEMATICA 1

Competéncia: Modelar e resolver problemas que
envolvem variaveis socioeconémicas ou técnico-
-cientificas, usando representacoes algébricas.
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Comentarios sobre o médulo

Professor, neste médulo abordamos os conceitos
relativos a Geometria espacial de posicdo. Para tanto,
0 ponto, a reta e o plano sao trabalhados por meio dos
muitos postulados da Geometria euclidiana. Também
sao analisadas as posicoes relativas de pontos, retas
e planos e as respectivas classificagoes, inclusive as
projecoes ortogonais de objetos.

Abordamos também as relagdes de Euler para su-
perficies poliédricas aberta e fechada e estudamos os
cinco poliedros de Platéo.

Parair além

A dissertacdo Geometria espacial de posicdo: do
concreto ao raciocinio dedutivo com uma passagem
pela tecnologia € um excelente material sobre o tema
do mddulo, com abordagem completa sobre Geometria
espacial de posicdo. Disponivel em:

<https://repositorio.ufsm.br/bitstream/handle/1/10953/
OLIVEIRA%2¢%20RAFAEL %20GOMES %20DE.
pdf?sequence=1&isAllowed=y>

Acesso em: fev. 2019.

O artigo “Aplicacdo da geometria espacial em am-
bientes diversos” aborda as aplicacdes dos conheci-
mentos relativos a essa area, tornando-a mais palpavel
ao entendimento do aluno. Disponivel em:

<http://www.diaadiaeducacao.pr.gov.br/portals/pde/
arquivos/2455-8.pdf>

Acesso em: fev. 2019.
Exercicios propostos

7.A

Como CDEF é um paralelogramo, segue-se que
CD Il ER

8.C

Sabendo que o poliedro tem 32 vértices, conclui-
mos que V = 32. Por conseguinte, sendo F e A,
respectivamente, o nimero de faces e o nimero
de arestas, pelo teorema de Euler temos:

V+F=A+2
32+F=A+2
F=A-30

Entdo, como o poliedro tem apenas faces trian-
gulares, 3F = 2A. Portanto:

3-(A—30)=2A

A =90

GEOMETRIA ESPACIAL DE POSICAQ

9. Os itens A, B, C e D sao verdadeiros.

a) O item é verdadeiro. De fato, se t € uma reta
contida em um dos planos e t L r, entdo nao
existe um plano que contenha t e s.

b) O item é verdadeiro, pois a reta r é perpen-
dicular a todas as retas contidas em m. Como
P pertence a m, qualquer reta perpendicular a r
passando por P esta contida em m.

c) O item ¢é verdadeiro. Como uma aresta qual-
quer € comum a duas faces do tetraedro, segue
que essa aresta e as outras duas arestas de cada
uma das faces a que ela pertence séo coplanares.
Portanto, segue o resultado.

d) O item é verdadeiro. Um poliedro é convexo
se qualquer reta (ndo paralela a nenhuma de suas
faces) o corta em, no méaximo, dois pontos. Logo,
tomando uma reta que tenha a propriedade an-
terior, basta considerar um plano com todas as
retas paralelas a essa reta. A regido definida pela
intersecao do plano com as faces do poliedro €,
portanto, convexa.

10. A

A alternativa A € a Unica que apresenta a proprie-
dade dos poliedros regulares que justifica o fato
de a cavidade no interior da esfera ser octaédrica.
As alternativas C e D apresentam assertivas cor-
retas, porém nao justificam esse fato.

11. Se o poliedro dado é regular e suas arestas me-
dem 1 metro, entdo a distancia entre o ponto A
e B é igual a diagonal do quadrado imaginario
interno ao octaedro de lado igual a 1 formado
na divisao vertical deste ao meio. Assim, se tal
quadrado tem lado igual a 1, sua diagonal sera
igual a /2.

A A

12.05 (01 + 04).

01) Correto, se t é perpendicular a r e paralela a
s, entao s também € perpendicular a r.



13.

14.

02) Incorretas, pois podem existir retas reversas
ar.

04) Correta, porgue é possivel ter retas paralelas
contidas em planos que nao sejam paralelos (ex.:
retas paralelas em faces de planos secantes em
um cubo).

08) Incorreta, pois os planos e y podem ser
secantes entre si.

16) Incorreta, porque as retas podem ser con-
correntes.

C

O octaedro tem 6 vértices. Ao retirarmos uma
piramide regular de base quadrangular de cada
vértice do octaedro, obtemos um octaedro trun-
cado com 6 - 4 = 24 vértices. Portanto, a resposta
serd 360° - (24 — 2) = 7920°.

D

A. Falsa. Ela podera ser perpendicular a duas re-
tas concorrentes desse plano e, neste caso, estar
contida no plano.

s//t t
B. Verdadeira. Toda reta é paralela a sua projecao
ortogonal em um plano qualquer.

C. Verdadeira, pois formam o mesmo angulo com
o plano.

D. Verdadeira. Dois planos perpendiculares a um
terceiro sdo paralelos entre si, pois formam o
mesmo angulo com esse terceiro plano.

E. Verdadeiro. Os trés planos dividem o espaco
em oito octantes, com apenas um ponto em co-
mum. Cada dois planos tem em comum um Unica
reta, as quais se encontram num unico ponto.

15.

16.

Ponto comum

D

O solido resultante da divisdo proposta pelo pro-
blema serd formado por 4 faces hexagonais e
4 faces triangulares. Sabendo que cada aresta
mede 2 cm, o nUmero de arestas sera dado por:

_4.6+4.3
2

A soma das medidas de todas as arestas sera
18 -2 =36 cm.

A 18

11 (01 + 02 + 08)
01) Verdadeira. Considere a figura:

s=aNp

Qualquer reta paralela a reta s que ndo esteja
contida nem em o nem em [ serd paralela a es-
ses planos.

02) Verdadeira. Considere a figura, em que a reta
s é perpendicular ao plano £.
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04) Falsa. Considere a figura:

Basta que o angulo entre os planos o e B néao
seja reto.

08) Verdadeira. De fato, o resultado é imediato.

16. Falsa. Considere a figura, em que o e 3 sdo
perpendiculares:

17. A

Pode-se desenhar o tetraedro do enunciado con-
forme a figura:

Pelo teorema de Pitdgoras, podemos escrever as
seguintes equagoes:

a?=b2+c?
c’+b? =107

a’+c” =12

Isolando a na primeira equacao, temos a2 = 64 — b2,
Substituindo essa expressao na terceira equagao
e fazendo um sistema com a segunda equacéo:

144 = 64 — b2 + c?

B0 = e? = [o”
80=c?-Db?
100 = c? +b?

2c? = 180

c?2 =90

c = /90

c =310

Substituindo o valor de ¢2 na equagao 80 = ¢2 — b?,

podemos encontrar o valor de b:

80 = c? — b2
80 = 90 — b2
b2 =10
b = 10

Analogamente, substituindo o valor de a2 na equa-

cao a2 = 64 — b? encontramos o valor de b:

a2 =64 — b2
a2 =64 —10
a?z = b4
a= 54
a=36

Assim, os valores das arestas que chegam em

V serdo 36, 410, 3.10.

Estudo para o Enem

18.B

Considere a figura:



19.

De acordo com a figura, a projecao ortogonal da
trajetéria dos pontos A e B sobre o plano do chéao
da gangorra corresponde aos segmentos AC e
B'D.

Competéncia: Utilizar o conhecimento geomé-
trico para realizar a leitura e a representacao da
realidade e agir sobre ela.

Habilidade: Interpretar a localizacdo e a movimen-
tacao de pessoas/objetos no espaco tridimensio-
nal e sua representacao no espaco bidimensional.

A

Uma piramide quadrangular tem 5 faces, 8 ares-
tas e b vértices. Apds os cortes, tais quantidades

20.

serao acrescidas em 4, 12 e 8 unidades, respec-
tivamente.

Portanto, a joia ficara com 9 faces, 20 arestas e
13 vértices.

Competéncia: Utilizar o conhecimento geomé-
trico para realizar a leitura e a representacao da
realidade e agir sobre ela.

Habilidade: Identificar caracteristicas de figuras
planas ou espaciais.

c

A projecao ortogonal sobre o piso da casa, do ca-
minho percorrido pela mao da pessoa, do ponto
A até o ponto E, serd uma circunferéncia. Como a
projecao desejada é a do ponto A ao ponto D, tere-

_ : 2 : .
mos entao aproximadamente 7 da circunferéncia.

Competéncia: Utilizar o conhecimento geomé-
trico para realizar a leitura e a representacao da
realidade e agir sobre ela.

Habilidade: Interpretar a localizacdo e a movi-
mentacdo de pessoas/objetos no espaco tridi-
mensional e sua representacao no espaco bidi-
mensional.
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Comentarios sobre o médulo

Professor, neste médulo continuamos os estudos
sobre os solidos geométricos. Desta vez abordamos
0s prismas e as respectivas nomenclaturas e classifi-
cacoes. Calculamos a medida da diagonal, da drea e do
volume de um paralelepipedo e finalizamos o médulo
com a andlise de um tipo especifico de prisma: o cubo.

Parair além
Este € um bom material que apresenta de maneira
dindmica os solidos geométricos, citando varios exem-
plos de como construi-los. Disponivel em:
<http://objetoseducacionais2.mec.gov.br/bitstream/
handle/mec/16565/solidosgeometricos %20-%20home.
htm?sequence=33>

Acesso em: fev. 2019.

Este material aborda o ensino de Geometria espa-
cial de maneira Itdica, usando jogos como ferramenta
para o estudo do tema. Disponivel em:

<http://porteiras.s.unipampa.edu.br/pibid/files/2016/11/Jogos-
como-ferramentas-no-ensino-da-geometria-espacial-1.pdf>

Acesso em: fev. 2019.

Exercicios propostos
7. O volume que serd escoado é de:
V=7-4-01=28m=2800dm® = 2800
litros.

2800

Logo, a vazao pelo ralo seréa = 140 min =

= 2h20min.

8.C
Volume da embalagem:

V=a-b-¢c=10-:-20-10=2000cm?

O volume da mistura sabor morango (v) que seré
acondicionada na embalagem sera:

1,25 - (1000 + v) <2000

1250 + 1,25v < 2000

1,25v < 750

v < 600 cm®.

Competéncia: Utilizar o conhecimento geomé-
trico para realizar a leitura e a representacao da

realidade e agir sobre ela.

Habilidade: Resolver situagao-problema que en-
volva conhecimentos

PRISMAS

9.A
Do proposto, a® = 24.

a
Sendo V o volume de um cubo de aresta 3 ob-
temos:

V_(E)S_i
-3 27

S
Comoa®=24eV = ;—7, obtemos:

v=ﬁ—>v=§
27 g

10. E
Sabendo que (12 -=2x) - x = 18 m?, temos:

X2-6x+9=0->x-32=0—>x=3m

11.A
10

O sélido formado sera um prisma de base triangular.
Indicando o valor de x, temos:

x2+ 62 = 102

x =8

Portanto, o volume V do sélido serd dado por:

V=B ~h=8—é6-6=144

12.
Sélido que sera retirado.

4m
3m

4m 3m

5m 4m




13.

14.

O volume V do sélido excedente sera fornecido
pelos volumes do sdlido inicial V, e do solido
retirado Vm:

V=V, -V,
V=8-10:12-2-3-4-2-3-12-2-3-4
V =960 - 24 - 72 - 24

V =960 - 120

V =840 m?

Para calcular a area total, consideramos algumas
etapas:

e Extensao das faces externas paralelas a face A:
A =2-(8-10-2-3) =148 m~

e Extensdo das faces internas paralelas a face A:
A,=4-(4-3) =48m

* Extensao das faces externas paralelas a face B:
A,=2-(12-8-2-3) =180 m?.

e Extensao das faces internas paralelas a face B:
A,=4-3-5=60m%

* Extensao das faces externas paralelas a face C:
A,=2-12-10 =240 m2

* Extenséo das faces internas paralelas a face C:
A,=2-(2-10+2-2-5)=80m%

Assim, a area total serd obtida por:

A=A +A +A +A +A +A =148 + 48 +
+ 180 + 60 + 240 + 80

.. A =766 m?.

C

A dimensao da aresta de cada cubinho, em cen-
timetros, equivale ao maximo divisor comum das
dimensées do bloco.

Portanto, MDC (18; 24; 30) = MDC (2 - 3%; 28 - 3;
2% 3% b) = 2€ 34~ 6"

Logo, 6% = 216 cm?.
B

V=a-b-c

ab =2

bc = 3

ac =4

ab - bc-ac=a?-b?-:
=24

c2=2-3-4—>(a-b-c)?=

15.

16.

V=424 =26 cm?

D

Obteremos o volume total da peca por:

=B-h

peca

A area da base B corresponde a:

B=B, .~
ex.maior hex.menor

Podemos calcular a area de cada hexagono regu-
lar, maior e menor:

6-12-3
hex.reg — T
6-82-/3 6-64-/3
Bhex.maior == 2 Bhex.ma'\or o=
4 4
— Bhex.malor S 96\/§
6-62-V/3 6-36-4/3
Bhex.menor =S N Bhex.menor i E—
4 4
—B =54./3

hex.menor
Portanto, a area B da base se apresenta:

Bbase = Bhex,menor - Bhex maior

B,... = 9643 —54./3

Bbase = 42\/§

Assim, podemos calcular o volume total da peca,
em cm?:

=B,__-h
peca base

V. =42J3-35

peca

V = 2499 cm?

peca

D
A érea total do paralelepipedo é obtida por:

2:(4-3+4-1+3-1)=38m?

Apobs o reparte, foram inseridas duas faces retan-
gulares de dimensdes bm e 1 m. Assim, a adigao
na area externa foide 2 - 5 -1 = 10 m2.

Logo, temos: % -100% = 26%.

17.B

Analisando a planificacado da superficie lateral do
paralelepipedo, em que esté indicado o compri-
mento minimo AE da corda, temos:




T

/c

AA’=12 e AE=5

Pelo teorema de Pitagoras, temos:

AE =AA"+AE — AE =122+52 5 AE=13

Estudo para o Enem

18.C

Somadas as diferencas de cada uma das dimen-
soes das caixas, temos:

Caixa 1 — (86 — 80) + (86 — 80) + (86 —80) = 18
Caixa 2 — nao cabe — 75 < 80

Caixa 3 — (85 -80) + (82 - 80) + (90 - 80) = 17
Caixa 4 — (82 - 80) + (95 -80) + (82 -80) = 19
Caixa 5 — (80 — 80) + (95 -80) + (85 -80) = 20

Logo, concluimos que a caixa selecionada sera
a de numero 3.

Competéncia: Utilizar o conhecimento geomé-
trico para realizar a leitura e a representacao da
realidade e agir sobre ela.

Habilidade: Utilizar conhecimentos geométricos
de espaco e forma na selegao de argumentos pro-
postos como solucédo de problemas do cotidiano.

19.

20.

A

Comoh=2m, segue-sequeb=6—-2-05=5m.
0 6+5

Logo, o volume total do silo é de 2- 5 :

- 20 = 220 m®.

Assim, sabendo que 1 tonelada de forragem ocu-
pa 2 m?3, concluimos que o valor solicitado seré
220 _ 110 toneladas.

2
Competéncia: Utilizar o conhecimento geomé-
trico para realizar a leitura e a representacao da
realidade e agir sobre ela.

Habilidade: Resolver situagao-problema que envol-
va conhecimentos geométricos de espaco e forma.

B

Se L for a medida da aresta da parte cUbica do
topo, a medida da aresta da parte cubica inferior
¢ 2. Podemos, entado, calcular o volume total
do deposito:

V = (2L)% + (L)® = 8L3 + L3 = 9L3

A parte inferior mede 8L3. Levam 8 min para que
metade desse volume (4L8) seja preenchido.

O volume que falta ser preenchido corresponde
a9ls-4L3 =53

Logo, fazendo a proporcao, temos:

Tempo = 8‘5—L3 = 10 .. Levarad 10 min
P o 2, ;

Competéncia: Utilizar o conhecimento geomé-
trico para realizar a leitura e a representacao da
realidade e agir sobre ela.

Habilidade: Resolver situacdo-problema que en-
volva conhecimentos geométricos de espaco e
forma.



PIRAMIDES € CILINDROS

Comentarios sobre o médulo

Professor, neste moédulo estudamos um novo po-
liedro: a piramide, com os respectivos elementos,
nomenclatura e classificacdo. Além disso, estudamos
de que forma calcular a area total, a area lateral e o
volume. Também abordamos alguns sélidos especiais
como o tetraedro regular, o octaedro regular e o te-
traedro trirretangular.

E ainda, neste moédulo, estudamos os cilindros.
Além de abordar os elementos desses soélidos, vimos
as classificacoes e os procedimentos para calcular a
area lateral, a area total e o volume de cilindros. O
cilindro equilatero e suas particularidades também sao
analisados, em secao a parte.

Parair além

O artigo "“Estudo de sélidos geométricos com o uso
de recursos digitais e concretos” é um bom material
que aborda maneiras diversificadas de ensinar Geome-
tria espacial e mostra um trabalho de pesquisa aplicado
sobre o tema. Disponivel em:

<https://www.lume.ufrgs.br/bitstream/
handle/10183/134158/000984802.pdf?sequence=1>
Acesso em: fev. 2019.

O artigo “"A geometria trabalhada a partir da cons-
trucao de figuras e sélidos geométricos” apresenta a
Geometria espacial com base na investigacao, cons-
trugao e analise dos soélidos propostos. Disponivel em:

<http://www.diaadiaeducacao.pr.gov.br/portals/pde/
arquivos/832-4.pdf>

Acesso em: fev. 2019.
Exercicios propostos

7B

Desde que a medida da altura de um triangulo
retangulo isésceles corresponda a metade da
medida da hipotenusa, o resultado é:

v=1
3

-6-3:10=30 m*

N —

8.B

Sendo h a medida da altura do tetraedro regular,
temos:

36
h==——m
8
h=v6 m
9.E

A resposta é obtida por:
V=m:-32-7=314- -63=198 cm?

10.D
O volume do tanque é obtido por:
0,6\’
V=m- - -1,6=0,406 m® = 405 L.

Consequentemente, como o caminhdo consumiu

g - 405 = 243 L, ele percorreu 243 - 3 = 729 km.

11. a) Calculando:

Efetivo — 100000 litros — 15000 etanol + 85000
gasolina

o)
85000 _ 80% '\ _ 106250 litros — 85000
X 100 %

de gasolina + 21250 de etanol

Considerando os 15000 litros j& existentes no
tanque:

21250 - 15000 = 6250 litros

E necessario adicionar 6250 litros de etanol.
b) Calculando, temos:

1 m® = 1000 litros - 6250 = 6,25 m®
V=mn-R%-h

6,25 =3,125-22-h — h=05m

12.A

Analise a seguinte planificacdo da superficie
lateral do cilindro:

A area da faixa equivale, aproximadamente, a area
de um paralelogramo de base 3,14 cm e altura
80 cm. Obtemos assim:

3,14-80

. 0/ ~ B0
vomag " 100% = 5%

13.Sendo x a medida de uma das arestas do tetraedro
regular, temos:

4~%-x-x-sen60°=48\/§

i
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J3 14.A
2x2 - == =483 . : _
2 SejamV, r e h, respectivamente, o volume, o raio

da base e a altura do cilindro. Assim,V =7 - r? - h.
x? = 48

Corme 2 5 B, 543 @ Portanto, a variagdo percentual pedida é dada por:

.
Observe este tetraedro regular: n(i) 2h—m-r?-h

-100% = -50%
A m-r2-h

Logo, houve reducao de 50% no volume do cilindro.

15.A

No triangulo EBF: 4 . . _
g Sejam Q, R e S, respectivamente, as intersecoes

tg30° = Y de o com as arestas BC, BD e AD. Desde que a

BF seja paralelo a aresta AB, temos SR e PQ para-

lelos a AB. Analogamente, concluimos que PS e

Mas BF= 2v/3. Logo: QR sao paralelos a CD. Ademais, sabendo que

J3 arestas opostas de um tetraedro regular sao or-
y=2\/§-? togonais, o quadrildtero PQRS é um retangulo.

y=2 Sendo ABCD regular, os triangulos APS e CQP
) sao equilateros. Portanto, a érea pedida é igual
No triangulo AFD: a3-7=21m
sen 60%% 16.E
Sabendo que ABCDEFGH ¢é paralelepipedo reto,
Mas AD = 4./3 . Logo: EF=AB e EH=AD.
Portanto, o resultado pedido é dado por:
2:4\/§'§ 4
[SABCD]+[ABCDHEFG]=§~[SEFGHI]H
z=06
Hl~§+_E=£~1(E+§)H
No triangulo AFE: 3 33
2=y 4R ©3:5A+9-2=4-(2+5A) & SA=10 cm.
62 = 22 + R2 17.C
Vamos obter o volume de grafite por:
h2 = 32 2 2
d 2
V=m- (5) -h=3,14 (07) - 15=0,47 cm?®
Como h > 0:

Assim, sabendo que a densidade do grafite é de
h=442 cm 2,2 g/cm?®, obtemos sua massa:



m=22-047=1,03g

Ciente de que n € o niumero de atomos de car-
bono presentes nesse grafite, temos:

12
n- 6 -10% =‘|,O3% n=5-10%

Estudo para o Enem

18.E

Supondo que quadrilateros irregulares e trapézios
sejam poligonos distintos, as possibilidades sao:
triangulos, quadrados, trapézios, quadrilateros
irregulares e pentagonos, conforme as figuras.

Competéncia: Utilizar o conhecimento geomé-
trico para realizar a leitura e a representacao da
realidade e agir sobre ela.

Habilidade: Resolver situacdo-problema que en-
volva conhecimentos geométricos de espaco e
forma.

19. A

Calcularemos r de forma que 12 —m - r2- 1 = 4.
Assim, temos 3 como o valor aproximado de .

20.

8 /8
12-3rP=zd4or2s 50<r=<,5 —
5 &
— 0<r=1,63

Portanto, o didametro do raio maximo da ilha de
lazer, em metros, é aproximadamente 1,6.

Competéncia: Utilizar o conhecimento geomé-
trico para realizar a leitura e a representacao da
realidade e agir sobre ela.

Habilidade: Utilizar conhecimentos geométricos
de espaco e forma na selecdo de argumentos
propostos como solugcédo de problemas do co-
tidiano.

C
Imaginando que o volume de aclcar e o volume

de agua se misturam ao volume do copo e de
acordo com o texto, temos:
e \olume de dgua = bx.

e \olume de aglcar = x.

e \olumedocopo=m-2?2-10=3:2%2-10 =
= 120 cm?.

Entdo, x + bx = 120 <> 6x = 120 < x = 20 cm®.

Assim, o volume de agua devera ser 5 - 20 =
= 100 cm® = 100 mL.

Competéncia: Utilizar o conhecimento geomé-
trico para realizar a leitura e a representacao da
realidade e agir sobre ela.

Habilidade: Resolver situacao-problema que envol-
va conhecimentos geométricos de espaco e forma.
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CONES E ESFERAS

Parair além

O artigo “Usando o Geogebra para o ensino dos
solidos de revolucao” é um interessante material, com
explicacoes pertinentes sobre o uso desse conhecido
software. Disponivel em:

<http://www.redalyc.org/pdf/4675/467553545016.pdf>
Acesso em: fev. 2019.

O artigo “Criando, vendo e entendendo sélidos de
revolucdo” aborda a construgao dos sélidos de revolu-
cao. Disponivel em:

<http://portaldoprofessor.mec.gov.br/storage/
materiais/0000011903.pdf>

Acesso em: fev. 2019.
Exercicios propostos

7C

Sendo R a medida do raio da base do cone e g,
a medida de sua geratriz, obtemos:

%-n~R2-12=64-n—>R2=16 —R=4cm

92 =122 +4%2 5 g=+160 — g=4+10 cm

8.E

Para que o novo frasco tenha a mesma capacida-
de do primeiro, devemos igualar as equacoes dos
volumes da esfera (V) e do cilindro (V).

R 4

’ h 4
nl5]-h=%Z n-RP—> - =2 -R ... h=12R

8 3 S 8

Competéncia: Utilizar o conhecimento geomé-
trico para realizar a leitura e a representacao da
realidade e agir sobre ela.

Habilidade: Utilizar conhecimentos geométricos
de espaco e forma na selecao de argumentos pro-
postos como solucao de problemas do cotidiano.

9.C

V.=m-r2-h=8-mn-r?

10.

1.

v, = g =22
= T =3 T

e

.- R3 =

Wl
W

Como o volume do cilindro corresponde a 75%
do volume da esfera, obtemos:

256
V.=075-V. - 8-n-1?=0756 — -1 —

3
= * =6 r=2+2cm

A =2nr-h=2rn-242 -8=32V2n ~A =
= 3242 cm?

D
O volume do cone (recheio) é dado por:

10 cm

Tomando m = 3, o volume do cone é dado por:
V=%-n-42-10=160 cm?

Considerando que o peixe representa 90% do
volume do recheio, temos:

0,9 - 60 = 144 cm?® (volume do salméao)

Portanto, a massa do salmao é dada por
0,35 - 144 = 50,4 g.

A
Do enunciado e da figura, temos:




Xl

2 = Hs
H=32
12.8) v = 2702 =0,04
b) '
T mm
Sp—
0,6 mﬁ/\
e S — = Sabendo que AON=60° o angulo NOP ¢ igual
m a 30°. Portanto:
sen NéPzialzﬁeW:SZOo km
ON 2 6400

Como MPN = 2.15° = 30° = g rad, obtemos:

W=I\/I|5’N~NP=%320051600 km.

15. 0 segmento AC corresponde ao raio do cilindro r,
Volume do tronco: V; =%~0,6«(12+1»2+22)=1,4 TT. sendo obtido pela seguinte relagéo:

r24+52=132 - r2=169-25=144 —-r=12cm

Volume d oy =R2ZA8 oy 4 4
olume do cone: V. =————=24T. V" 5 cmerd = A - 13%= 29291 cm?
Volume total: 1,4n+2,4n=3,8 m. Viingo = T r2-h =m-122- 20 = 28801 cm?
13.B Logo, Vg, > Vg
Na figura a seguir, O é o centro daTerra, BOC = 16.C

¢ a latitude do ponto C, e CD ¢ a linha inclinada _
do relégio solar. De acordo com o enunciado:

|
i | A 6

Reta contida no
plano horizontal

~
~

Vamos considerar:

Eixo de rotacdo da Terra

R g ¢ V = volume total do cone
AOB =ACO =90°
¢ V' = volume cheio (tronco)

Entao: AOC = 90° — u e V" = volume vazio (topo)
Logo, AOC = u * H =12 = altura total

X * h = 6 = altura topo/altura tronco
Como CD || OA, temos que ACD=p. .

Podemos calcular:

14.B
3 3
Observe na figura que O é o centrodaTerrae P é l:(ﬂ) N [E) :l” —\V=8V"
a projecao ortogonal de N sobre o segmento OB. \ h 6 \



V’+V”=V—>V’+g=V—>V’=éV

-

V= ~R2-H=%-3,14-42-12—>V=200,96

7'7‘[

3

7 7
V'=—V=§~200,96 — V'=175,856 m?

8
Tempo: 500 L / min = 0,5 m3/ min
1T min 0,5 ms3

T 175,85 m3
t = 35,17 min = 5h50 min

17.C
Aresta da base: |

Altura do prisma: h
Diagonal do prisma: v/2
Logo, tg 60° é dada por:
tg 60°=%—>h=|\/6
A, =366
Entao:
41-h =366
41146 =366
=3

=B-h

prisma

v = 2. 346 2276

prisma

S

133 1
:i.n.R:ﬂ:ﬂ.n.(zzjﬁ) :ﬂ.n.245=
3 3

esfera 3

w | oo
a

Logo, a razao pedida é:

8
Vesfera — gn\/é - 8n

V 276 81

prisma

Estudo para o' Enem

18.E
Quantidade de madeira descartada: V. =
=V —(V +V_ )

cilindro semiesfera cone’”

Logo, substituindo as férmulas e os valores dados
no exercicios:

6)2 14 3 1 6>
vdes‘:n'(gj 7—|:§§7T(7—4) +§TC(§ 4

19.

20.

V,..,=189-[b4 +36]=99 ... V__ =99 cms.

dest dest

Competéncia: Utilizar o conhecimento geomé-
trico para realizar a leitura e a representacao da
realidade e agir sobre ela.

Habilidade: Utilizar conhecimentos geométricos
de espaco e forma na selecao de argumentos pro-
postos como solucao de problemas do cotidiano.

E

Seja D a projecao ortogonal do ponto C:

CD =3cm

CO =7cm
72 =0d2+ 32 — d2=72-32=49-9 =40 ..
d=2410 cm

Como o raio do bolim é de 2 cm, a razao pedida é:

2410
e\ T}
> NN

Competéncia: Utilizar o conhecimento geomé-
trico para realizar a leitura e a representacao da
realidade e agir sobre ela.

Habilidade: Resolver situacao-problema que envol-
va conhecimentos geométricos de espaco e forma.

D
O volume do silo é dado por:

’rt-32~12+%-n~32~3;324+275351 m?

Portanto, se n € o niumero de viagens que o ca-
minh&do precisara fazer para transportar todo o
volume de gréaos armazenados no silo, entao:

n2g=17,55
20

Competéncia: Utilizar o conhecimento geomé-
trico para realizar a leitura e a representacao da
realidade e agir sobre ela.

Habilidade: Utilizar conhecimentos geométricos
de espaco e forma na selecao de argumentos pro-
postos como solucao de problemas do cotidiano.



ESTATISTICA - ANALISE DE DADOS

Comentarios sobre o médulo

Professor, neste mddulo estudamos a anélise de
dados estatisticos. Abordamos primeiro o conceito
de varidveis para o aprofundamento sobre tabelas de
frequéncia. Em seguida, analisamos os tipos de repre-
sentacao gréficas.

Para concluir, aprofundamos nos tipos diferentes de
representacao graficas que possibilitamm compor dois
ou mais graficos em um so.

Parair além

O artigo “Estatistica no ensino médio: uma abor
dagem por meio de uma sequéncia didatica a respeito
da dengue” demonstra a importancia da Estatistica
para analisar situacoes cotidianas referentes a salde
publica. Disponivel em:

<http://www.revistas.udesc.br/index.php/colbeduca/article/
viewFile/8335/6092>

Acesso em: fev. 2019.

O artigo “Presenca da estatistica no ensino funda-
mental e médio” aborda de maneira objetiva a presenca
da Estatistica nos ensino Fundamental e Médio, com
analises de dados e graficos. Disponivel em:

<https://www.ime.usp.br/arquivos/4congresso/33%20
Bruno%20Henrique %20dos %20Santos_N.pdf>

Acesso em: fev. 2019.

O artigo “Contribuicdes do ensino de estatistica na
formacgéo cidada do aluno da educacao béasica” trata
da importancia da aprendizagem dessa area da Mate-
matica nas séries iniciais. Disponivel em:

<http://www.uniedu.sed.sc.gov.br/wp content/
uploads/2014/04/juliana_schneider.pdf>

Acesso em: fev. 2019.

Indigue o site do IBGE (Instituto Brasileiro de Geo-
grafia e Estatistica), que contém informacoes diversas
sobre o Brasil. Disponivel em:

<https://www.ibge.gov.br/institucional/o-ibge.html>
Acesso em: fev. 2019.

Exercicios propostos

7B

Internet e correios, respectivamente, por terem
0 maior percentual em cada classe.

Competéncia: Interpretar informacoes de nature-
za cientifica e social obtidas da leitura de graficos
e tabelas, realizando previsdo de tendéncia, ex-
trapolacao, interpolacao e interpretacao.

10.

1.

Habilidade: Analisar informagcdes expressas em
graficos ou tabelas como recurso para a constru-
cao de argumentos.

.D

O valor mais alto entre os itens analisados entre
as 214 cidades pesquisadas é representado pela
figura totalmente colorida. Em Toquio, a figura
que representa o cafezinho nédo esté totalmente
preenchida, logo nao corresponde ao café mais
caro do mundo.

A

A variacao de prego entre duas linhas horizontais
é de 0,02. Com isso, analisando cada intervalo
do gréfico, temos:

e entre 1 e 2: —0,02.
® entre2 e 3: +0,04.
* entre 3e 4: +0,02.
* entre 4 e 5: +0,02.

e entre 5 e 6: entre —0,02 e —0,04.

Portanto, a maior variacdo ocorreu entre as se-
manas 2 e 3.

a) Excluindo o estado de S&do Paulo, obtemos:
100% - 53% = 47%

£~1,5-106 = 705000 pizzas

100

b) Pizza de mozarela: 35% das pizzas em Sao
Paulo.

Pizza de calabresa: 25% das pizzas de Sdo Paulo.

Logo, 35% + 25% = 60% do total de pizzas
consumidas em Sao Paulo.

53 00 4 5.100 =477 000 pizzas
100 100

Por regra de trés simples, obtemos:
220,7 — 1000000
X — 320137

. x = 70,65

i
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7]
7]
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12.

13.

14.

Em relacao ao continente europeu, obtemos:

70,65
15469

= 0,00457 = 0,457 %

E
a) Falsa. Houve decrescimento entre 2008 e

2009.

b) Falsa, pois 22,3 — 19,3 nao representa 30%
de 19,3.

c) Falsa. A maior emisséao ocorreu em 2013.

d) Falsa, pois 36,3 — 24,6 = 11,7 (aproximada-
mente 50%).

e) Verdadeira, pois 36,3 — 24,6 = 11,7 (aproxima-
damente 50% de 24,6).

C
Porcentagem do total de PET reciclado para uso
final téxtil: 37.8%.

Tecidos e malhas entre os de uso final téxtil: 30%.

Logo:

30 37,8 1134

0, (o) e = =
30% de 37.8% =105 700 ~ 10000

=0,1134 = 11,34%

Como 282 kton correspondem a 100%, obtemos:

nsa, 282 =32 kton
100

Competéncia: Interpretar informacoes de nature-
za cientifica e social obtidas da leitura de gréaficos
e tabelas, realizando previsao de tendéncia, ex-
trapolagéo, interpolacao e interpretacao.

Habilidade: Resolver problema com dados apre-
sentados em tabelas ou gréaficos.

D
a) Falsa, pois 50% de 56 = 0,50 - 56 = 28.

b) Falsa.

58-52
Taxa de crescimento dos homens = 52 =
=0,12 = 12%.

47 -37
Taxa de crescimento das mulheres: 37 =

= 0,27 = 27%.

15.

16.

c) Falsa. A populacao economicamente ativa de

4540
= — (o)
0 0,125 = 12,5%.

mulheres cresceu:
d) Verdadeira.
e) Falsa. A populacdo economicamente ativa de

58 -b4
= = 89
51 0,08 = 8%.

homens cresceu:

D

a) Falsa. O aumento de 100% corresponde a
600 - (1 + 1) = 1200, maior que 1000.

b) Falsa. O aumento de 600% corresponde a
600 - (1 + 6) = 4200, maior que 4 000.

c) Falsa. O aumento de 66,6% corresponde a
4000 - (1 + 0,666) = 6 665, maior que 6000.

d) Verdadeira. O aumento de 900% corresponde
a 600 - (1 +9) = 6000, o valor indicado no grafico.

e) Falsa. O aumento de 1000% corresponde a
600 - (1 + 10) = 6600, maior que 6000.

40%

30%

20%

10%

Leve Média Grave Gravissima

a) Para que os condutores atinjam 13 pontos,
consideramos a, b, ¢ e d, respectivamente, como
o numero de multas leves, médias, graves e gra-
vissimas. Considerando as solucdes inteiras ndo
negativas, obtemos:

3a+ 4b + 5¢c + 7d = 13
Observando que a € {0, 1, 2, 3}, obtemos:

(a, b, c, d) € {(0, 2, 1,0),(1,0,20), (20,0, 1),
(3,1,0, 0%

b) O valor obtido com a soma das multas apli-

cadas é:

Leves: 0,1-1000-53 = 52300
Média: 0,4 - 1000 -86 = 34 400
Grave: 0,2 - 1000128 = 25 600
Gravissima: 0,3 -1 000 - 192 = 57 600

Total: R$ 122.900,00



17.B

Primeiro calculamos os custos com cada funcio-
nario em 2013:

e Ensino fundamental:

(12—'5-400 000
100

50
* Ensino médio:

j =R$ 1.000,00

(EAOO 000
100

) =R$ 2.000,00
150
e Ensino superior:
(12—'5'400 000
100

) =R$ 5.000,00
10

Com o aumento no nimero de funcionarios e a
manutencao do salario, os custos serao:

e Ensino fundamental: 70 - 1000 = R$ 70.000,00

* Ensino medio: 180 - 2000 = R$ 360.000,00

Ensino fundamental: 20 - 5000 = R$ 100.000,00

Custo total 2014: R$ 530.000,00

Custo total 2013: R$ 400.000,00

Logo, para que o lucro seja 0 mesmo, a empresa
deve aumentar sua receita em:

R$ 530.000,00 — R$ 400.000,00 = R$ 130.000,00

Competéncia: Interpretar informacoes de nature-
za cientifica e social obtidas da leitura de gréaficos
e tabelas, realizando previsao de tendéncia, ex-
trapolacao, interpolagéao e interpretacao.

Habilidade: Resolver problema com dados apre-
sentados em tabelas ou gréaficos.

Estudo para o Enem

18.A

A méxima quantidade de bactérias no ambiente
corresponde a soma das quantidades de bactérias
das espécies | e Il. Logo, na terca-feira a soma

19.

20.

tem o maior valor: 1100 + 800 = 1900 bactérias.

Competéncia: Interpretar informacoes de nature-
za cientifica e social obtidas da leitura de graficos
e tabelas, realizando previsdo de tendéncia, ex-
trapolacao, interpolacéo e interpretacao.

Habilidade: Resolver problema com dados apre-
sentados em tabelas ou gréaficos.

c

Musicas (10%) e espaco livre (30%) correspon-
dem a 40% do espaco total do cartdo de 16 GB.
Logo, 60% do espaco utilizado sera transferido
para o novo cartéo.

60

—-16=9,6 GB
100

Com isso, o cartdo de 32 GB tem disponivel:

32GB -9,6GB = 22,4 GB

ﬁ-100% =70%
32

Competéncia: Interpretar informacoes de nature-
za cientifica e social obtidas da leitura de graficos
e tabelas, realizando previsdo de tendéncia, ex-
trapolacao, interpolacao e interpretacao.

Habilidade: Utilizar informacdes expressas em
graficos ou tabelas para fazer inferéncias.

A

Como de fevereiro para marco € de novembro
para dezembro a temperatura maxima reduziu e
como de agosto para setembro e de dezembro
para janeiro a variacao da pluviosidade foi maior
que 50 mm, o més que satisfaz todas as condi-
coes é janeiro.

Competéncia: Interpretar informagoes de nature-
za cientifica e social obtidas da leitura de graficos
e tabelas, realizando previsao de tendéncia, ex-
trapolacao, interpolacao e interpretacao.

Habilidade: Analisar informacdes expressas em
graficos ou tabelas como recurso para a constru-
cao de argumentos.

XVl
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Comentarios sobre o modulo

Professor, neste médulo damos continuidade ao
estudo sobre os conceitos da Estatistica, com o co-
nhecimento das medidas de tendéncia central. Nesta
primeira etapa, abordamos a média aritmética simples
e a média aritmética ponderada.

Parair além

O artigo “O uso do jogo digital educativo na apren-
dizagem da Média Aritmética” aborda um modo Itudico
de ensinar o tema. Disponivel em:

<http://www.ufjf.br/ebrapem2015/files/2015/10/gd6_
patricia_boletini.pdf>

Acesso em: fev. 2019.

A dissertacao Uma abordagem sobre média e suas
aplicacées no ensino médio € um bom material com
abordagem mais completa sobre o conceito de média.
Disponivel em:

<http://www2.unifap.br/matematica/files/2017/07/
UMA-ABORDAGEM-SOBRE-M% C3%89DIAS-E-
SUAS-APLICA%C3%87 % C3%95ES-NO-ENSINO-
M % C3%89DIO.pdf>

Acesso em: fev. 2019.
Exercicios propostos

7D

Analisando as entradas e saidas de usuérios do
elevador, teremos os seguintes resultados: 4, 5,
5, b, 7 e 3. Portanto, a moda é 5.

Competéncia: Compreender o carater aleatério
e nao determinfstico dos fen6menos naturais e
sociais e utilizar instrumentos adequados para
medidas, determinacdo de amostras e calculos
de probabilidade para interpretar informacgoes
de varidveis apresentadas em uma distribuicao
estatistica.

Habilidade: Resolver situacdo-problema que en-
volva conhecimentos de estatistica e probabili-
dade.

8.D

Transcrevendo os tempos em ordem crescente,
obtemos:

20,50; 20,60; 20,60; 20,80; 20,90; 20,90; 20,90;
20,96

Assim, o tempo mediano é dado por:

20, 8 + 20,9

=20,85
2

10.

11.

'ESTATISTICA - MEDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL

Competéncia: Compreender o carater aleatério e
nao deterministico dos fenébmenos naturais e sociais
e utilizar instrumentos adequados para medidas, de-
terminagao de amostras e célculos de probabilidade
para interpretar informagoes de variaveis apresenta-
das em uma distribuicdo estatistica.

Habilidade: Calcular medidas de tendéncia cen-
tral ou de dispersdo de um conjunto de dados
expressos em uma tabela de frequéncias de da-
dos agrupados (nao em classes) ou em graficos.

.ab+3+1+1=10

b)5+3+5+3+1+1 = 18 = (0,72 = 72%

25 25
c) Classificando as notas de forma crescente, a
mediana é a nota que ocupa a 132 posicao.

0-0-1-2-3-4-4-5-5-5-5-5-6-6
6N 7-7NN-B8-8-9-10

Assim, a mediana serd a nota de nimero 6.

B
Classificando em ordem crescente os dados:

13,6/13,5/13,6/13,6/14/15,5/16/18/18/
18,6/19,56/20/20/20/21,5

A média é 17 °C, pois as alternativas mostram
esse valor como resposta.

A mediana é o termo central de distribuicdo em
ordem crescente. Assim, a mediana € o oitavo
termo, ou seja, 18.

A moda é 13,5, pois € o termo que aparece com
maior frequéncia (4 vezes).

Competéncia: Compreender o carater aleatério
e nao deterministico dos fenébmenos naturais e
sociais e utilizar instrumentos adequados para me-
didas, determinacao de amostras e calculos de pro-
babilidade para interpretar informacoes de variaveis
apresentadas em uma distribuicdo estatistica.

Habilidade: Calcular medidas de tendéncia cen-
tral ou de dispersdo de um conjunto de dados
expressos em uma tabela de frequéncias de da-
dos agrupados (nao em classes) ou em gréficos.

A

A nota final do candidato é de tal forma que:

8X+6(x+1)+5(x—-1)
X+X+T+x-1

—1=0,bx ... x=2

=6, — 19x+1=19,bx —



12.

13.

14.

Em decorréncia, o numero de provas que o can-
didato executou foi:

X+(x+1)+(x-1)=3x=3-2=06.

D
O nivel médio nos 10 primeiros dias é obtido por
300+500 _ 400 cm.

O nivel médio entre os dias 10 e 15 foi M =

= 350 cm.

Assim, o nivel médio entre os dias 15 e 20 foi
200 cm.

O nivel médio entre os dias 20 e 25 foi 200300 _

= 250 cm.

3004100

O nivel médio entre os dias 25 e 30 foi >

= 200 cm.

Sendo assim, o nivel médio no periodo de 30 dias
€ obtido por:

10-400 + 5-350 + 5-200 + 5-250 + 5-200 _
30 -

=300 cm
D
x: cartas de Pedro

y: cartas de Luiza
z: cartas que Luiza passou para Pedro

Sendo z o numero de cartas que Luiza passou
para Pedro, podemos equacionar:

Meédia de Pedro=g= 6> x =30

Média de Luiza =

o1 |<

=4—-y=20

Apods a troca de cartas:

X+ 1-2
5

30 + 1~z
—_

=4,8 =48—z=7

©

O peso mais frequente é o de 45 kg. E a moda
é 45 kg.

Vamos considerar a tabela:

15.

16.

Namero

1 50 50
2 40 80
3 80 240
4 60 240 .
S
5 65 325 4
6 55 330 o
S
7 75 525 =
8 45 360 £
=
>f=36 > x-f=2150

A média € obtida por:

Sx-f 2450
82199 g9 70 ¢
D \

Sejam S, e S_, devidamente nesta ordem, a soma
das notas dos homens e a soma das notas das
mulheres. Compreendendo que S_ =2 - S, , ob-
temos:

S_m:Sh+Sm+1 i_iS-Sth1_>
8 14 4 14
=ah = 28

Assim, a resposta solicitada é:
Média homens = @ =4,7

Calculando, obtemos:

a+b+g+d=48_)3a+b+c+d=48_)
—3a+b+c+d=144
b+a+g+d=42_>a+3b+c+d=42_>
—a+3b+c+d=126
a+2+d=32_>a+b+30+d=32_)
—a+b+3c+d=96
d+a+t§+c=34_)a+b+3c+3d=34_>

—a+b+c+3d=103

3a+b+c+d=144 &= 383
a+3b+c+d=126 b=24
a+b+3c+d=96 =9

a+b+c+3d=102 d=12



17.D

Na alternativa A:

7+8
=73< 75 = 5 =

% = 5+5+7+8+9+10
1

M 6

d1

Na alternativa B:

- _ 4+5+6+7+8+8
X, =

M 6

d2

=6,3< 6b6=—F— =

Na alternativa C:

5 — 4+5+6+7+8+9 6+7
3 6 2

Na alternativa D:

_ _b+b5+b5+7+7+9 _
Xy = 6 = 2 da

Na alternativa E:

10+10
5+5+1O+610+1O+10 =8,3< 10 = ;

x|
ol

I
Z

db

Concluimos que a Unica lista na qual a média das
notas é maior que a mediana € a da alternativa D.

Estudo para o Enem

18.D

Analisando os valores, obtemos a média:

37+33+35+22+30+35+25
7

3,1

Deve comprar a mesma quantidade de matéria-
-prima do més V.

Competéncia: Compreender o carater aleatério
e nao deterministico dos fenébmenos naturais e
sociais e utilizar instrumentos adequados para
medidas, determinacdo de amostras e calculos
de probabilidade para interpretar informacgoes
de varidveis apresentadas em uma distribuicao
estatistica.

19.

20.

Habilidade: Resolver situagdo-problema que en-
volva conhecimentos de estatistica e probabili-
dade.

E
Desvio-padrao = o

__90Kg ~ _30Kg 05 saca
© = 30000m2 ~ 10000 m? = ‘hectare

Assim, a variancia (6?) solicitada seréa obtida por:
62 = 0,52 = 0,25 (saca/hect)?

Competéncia: Compreender o caréater aleatoério e
nao deterministico dos fendbmenos naturais e so-
ciais e utilizar instrumentos adequados para medi-
das, determinacao de amostras e calculos de pro-
babilidade para interpretar informacdes de variaveis
apresentadas em uma distribuicdo estatistica.

Habilidade: Utilizar conhecimentos de estatistica
e probabilidade como recurso para a construgao
de argumentacao.

D
Calculando, obtemos:

Bom ou excelente - 7<M <10 > M =7

7_12x+8~4+6-8+5-8+7,5-10

12+4+8+8+10
7:12x+195 x=8,25
42

Competéncia: Compreender o carater aleatério e
nao deterministico dos fenémenos naturais e so-
ciais e utilizar instrumentos adequados para medi-
das, determinacao de amostras e célculos de pro-
babilidade para interpretar informacoes de variaveis
apresentadas em uma distribuicao estatistica.

Habilidade: Calcular medidas de tendéncia cen-
tral ou de dispersdao de um conjunto de dados
expressos em uma tabela de frequéncias de da-
dos agrupados (ndo em classes) ou em graficos.



INTRODUCAO A GEOMETRIA ANALITICA - AREA DE POLIGONOS

Comentarios sobre o modulo

Neste modulo iniciamos os estudos de mais uma
importante &drea da Matematica, a Geometria analitica.
Sao apresentados os conceitos de localizagdo unidi-
mensional, bidimensional e eixo. Além disso, aborda-
mos o sistema cartesiano e deduzimos as férmulas da
distancia entre dois pontos em um plano, ponto médio
de uma segmento, area de um triangulo com base nas
coordenadas de seus vértices e aprendemos a relagao
para o célculo de &rea de um poligono qualquer.

Exercicios propostos
7.C
A(=2, 1) e B(4, 2)

d=(4=(-2)) +(2-17 =37 ~6,08km

8. A distancia d entre os pontos A e B sera dada por:
d=1/( 2-8)’+(8-0)* =+/36+64 =+/100 =10

9.A

Considerando os triangulos retangulos destaca-
dos na figura, temos:

m
2 D

of 1 an |
35410m
30 ¢
254
20420 m
15+
10491 15 m B
. A I=15m
O ’Iqlm T

0 5 10 15 20 YN

AB2=102+52— AB=+1256 — AB=5.6m
BC2=202+15? >BC=+/6256 -BC=25m
CD?=10%+202 - CD=+/600 —CD=106
Portanto, o deslocamento d da pessoa sera dado por:
d=AB + BC + CD

d=56+25+106

d=15\6+25

d=5(3v6+5)m

10. Utilizando a regra de Sarrus para calcular o deter-
minante, temos:

-1 21 -1 2
A=|1 4 111 4
g =11 & =1

A=—4+6-1-12-1-2=-14 > A =-14

1.

12.

13.

14.

Logo, a area do tridngulo é dada por:
1
=5 |=14| = 7 u.a.

D

Determinando o ponto M (ponto médio do seg-
mento AB), temos:

0+2
XI\/I: 721
10+12
= =11
Y 2

Estabelecendo, agora, o ponto N (ponto médio
do segmento CD), temos:

_ —2+4=1
N 2
3+3
= —:3
Yn 2

Os pontos pedidos sao M(1, 11) e N(1, 3).

E
SANY:
(1,2
sen 60° = ﬁ
2
C

Do enunciado, temos:
A(14, 4); B(6, —2); C(16, —-2)

14 4 1
6 -2 1|=-28+64-12+32+28-24=60
16 -2 1

Logo, a &rea do tridngulo ABC é dada por:

1

Aue = —|60
soc = 57160

A e =30

E

Do enunciado e do gréafico, temos:
A(Xs 2), B(1 vg) € C(Xa, V)
Como A(x,, 2) € um ponto da funcéo f(x)=2>-2:

2= 22

i
=]
7]
]
@

B
S
=

o
(=)

b=l

©
=
]
2
=




15.

16.

4=27
22= 27
Wy = =2

Como B(1, yg) € um ponto da fungéo f(x)= 2> -2:

Yg= 27"-2

v=—§
8 2

Assim, os pontos A(-2, 2), 8(1, —g]e C(—Z, 3

formam o triangulo ABC retangulo no vértice C.

A éarea do triangulo ABC é dada por:

3) 1
Age= (1+2)-{2+ = | =
ABC ( )( 2)2
21

L
ABC 4

D
Calculando, temos:

AABC = AAPD — triangulos 30/60/90 —
— lados x / 2x [ x~/3

BC=1—> AC=2 — AB=+3
AP= 4 — PD=2 — AD=23

A(J§, 3)
D(W3+2V3), 3)=D(3V3, 3)
P(3v3, (3+2))=P(33, 5) —

—>(3J§)2+52 &7%esA252

A

S :47'2:4 — metade de S, sera 2.

Reta r ea=%=—2—>y=—2x+4

Ponto D =(X,, )=y =2,,+4 com x, <2

. :(4—2x0+4)~x

trapézio 2

— X3 -4x,+2=0

-2 - -2x2+8x,-4=0 —

A=(-4Y-412 - A=8

—-(-4)x V8 _ 4¢2\/§_>
2 2
— Xy =2++2 = 2++/2 >2 (ndo convém)

X, =2-+2

Xo =

17. a) Sendo 21 =2 a abscissa do vértice, a ordenada

deve serigual a —2.

Logo, temos:

—2=2-4.2+c—>c=-2+4-8—>c=2

Portanto, segue o gréafico de f.

Y

2]

b) Desde que a < b, temos:

b _,

2
a’—4a+c+b?-4b+c
2

b=2-a

a2—4a+(2—a)2—4(2—a)=0

b=2-a
a2—-2a-2=0

a=1-/3
b=1++3

Estudo para o Enem

18. A

Apds 2 horas, a formiga que caminhou horizontal-
mente para o lado direito percorreu 8 km (velocida-
de de 4 km/h). Assim, sua coordenada sera (8; 0).

Apbs 2 horas, a formiga que caminhou vertical-

mente para cima percorreu 6 km (velocidade de
3 km/h). Assim, sua coordenada seréa (0; 6).

Competéncia: Utilizar o conhecimento geomé-
trico para realizar a leitura e a representacao da

realidade e agir sobre ela.



19.

Habilidade: Utilizar conhecimentos geométricos
de espaco e forma na selecao de argumentos pro-
postos como solucao de problemas do cotidiano.

E

A distancia entre os pontos P e Q no percurso
indicado é igual a:

(650 — 30) + (320 — 20) = 820

Logo, a distancia entre T e os pontos P e Q devera

ser de %:410.

Portanto, como 30 + 410 = 440 < 550, segue
que T= (440, 20).

Competéncia: Utilizar o conhecimento geomé-
trico para realizar a leitura e a representacao da
realidade e agir sobre ela.

Habilidade: Utilizar conhecimentos geométricos
de espaco e forma na selecao de argumentos pro-
postos como solucao de problemas do cotidiano.

20.B

Temos:

Ya=f(0)=1 6 A=(0,1). ys=9()=2 &
©B=(12), y.=9(2)=4

©C=(2, 4)ey,=1(2)=5 <D=(2 5).

Portanto, a érea do quadrilatero ABCD é dada por:

012 20
124 51

A=1ipj= 1ja+1042-1-4-8=15
2 2

Competéncia: Modelar e resolver problemas que
envolvem variaveis socioecondmicas ou técnico-
-cientificas, usando representacoes algébricas.

Habilidade: Interpretar grafico cartesiano que
represente relacoes entre grandezas.

XX
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EQUACAO FUNDAMENTAL DA RETA E OUTRAS EQUACOES DA RETA

Comentarios sobre o médulo

Neste mdédulo iniciamos os estudos sobre as retas.
Trabalhamos as diferentes inclinacdes que as retas po-
dem ter em um plano cartesiano. Além disso, deduzimos
a férmula para o célculo da medida do coeficiente angular
de uma reta e analisamos as condicoes em que esse
coeficiente é positivo, negativo, nulo ou inexistente.

Apresentamos a equacao fundamental da reta, de-
duzimos a equacéao geral e trabalhamos as equacoes
reduzida e segmentaria da reta. Além disso, abordamos
a equacao paramétrica da reta.

Exercicios propostos

7.C
Calculando o coeficiente angular, temos:
Ay =yg -y, =8-1=7

AX = Xg— X, = 6-0 =6
Ay 7

Atg = m = — m= —
¢ Ax 6

Através da equacao fundamental da reta
Y=o =m(x-X,), temos:

|. Pelo ponto A(O, 1)
7 7 7
—1=—(x-0 —1== — — 1 N
y=1=gx=0)=y-1=ex—y-2X
ou

Il. Pelo ponto B(6, 8)

7 7 7 7
—8=L(x-6)>y-8=—-X—>y-—~X-=-6
y 6(>< )=y 6x—>y 6x f —

—>y—8=%x—7—>y—%x—8+7=0—>

7
— y—=x-1=0
L
Logo, a equacao fundamental da reta é
%
-—x-1=0.
LN

8.C

E facil observar que a declividade da reta u é negati-
va. Além disso, € evidente que se tema <a <a_. Em
decorréncia, podemos constatar que a, <a <a,<a..

9.D

Podemos definir o ponto de intersecéo entre as duas
retas pela solucdo do sistema formado por elas:

x -2y -10=0 -
W o, | x=4
3x+2y-6=0 y=-3

10.

1.

12.

Sendo assim, o ponto de intersecao é P(4, -3),
cuja abscissa é x = 4.

C
Como a reta r passa pelo ponto (1, 5), temos:

ry=mx+4 —- rnb5=m-1+4 — m =1
Logo,y=x+5 ou —x+y=4.

J& a reta s passa pelo ponto (1, 5). Logo, temos:
s:y=mx+ 6

Assim,5=m_+6 — m_=-1

y=—-x+6 ou x-+vy=6.

Contudo, o sistema que representa as equagoes
r e s corresponde a:

—X+y=4
X+y=6

D

Para analisar a funcdo modular, vamos supor
X,y e R.

Devemos lembrar que:
Parax-y>20 — |[x-y|=x-vy
Parax-y<0 — |[x-y|l=-x+y
Parax +y=20 — |[x+ty/=x+y
Parax +y<0 — [x+y|l=-x-y

Assim, temos:

x-yl=x+yl - x-y=x+y ou
X—y==-X-Y

—>XxeRey=0 ou x=0eyeR.

Logo, a equacao corresponde aos eixos cartesia-
nos, cuja intersecao € a origem.

a) A reta passa pelos pontos A(0, 6) e B(12, 0). Sen-
do assim, seu coeficiente angular seré obtido por:
_0-6__1
12-0 2

Entado, a equacéo da reta sera obtida por:

y—6=—%-(x—0)—>2y—12=—x

Portanto, x + 2y — 12 = 0.



13.

14.

b) Constatando o valor de y na equacao da reta,
temos:

_ —x+12
2

Calculando a area do retangulo, temos:

off = 2
A=x-y— A(x)=x(x7+12) - A(x):—x—+6x
c) O valor maior para a area do retangulo seré
obtido pela ordenada do vértice da parabola de

equacao:

2

X
A(X)=——+6
(x)= -7 +6x
Logo:
Amaxz_%z_ 361 =18
Tl
2
C
Calculando, temos:
x y 1
Retar— |2 6 1|=0—>y=5x-4
0 -4 1

Intersecédo daretar e eixos — A(0, -4) e B(% O).

Com as coordenadas dos vértices, calculamos a
area do triangulo AOB:

x vy 1
1 116 16
AAOB:7' 2 6 1 —EE E
0 41

Portanto, A,,; = 1.6.

Verificando as opcdes dadas, temos:

a) Falsa, pois a reta (r) intercepta o eixo das or-
denadas no ponto de corte —4.

b) Falsa, pois o coeficiente angular da reta (r) é 5.

c¢) Verdadeira, pois a reta (r) estabelece com os
eixos cartesianos um triangulo de area 1,6.
4

—l>—— -
2 5

1 13
=5 |——=|-4 = —_°
>¥=5{-g)-aov=-%

d) Falsa, pois, se x =

e) Falsa, pois a reta (r) intercepta o eixo das or-

denadas no ponto de corte %

a) A equacao daretay = 2x +1, conforme repre-
sentada no gréafico, ndo separa os pontos C e Q,

pois o ponto (1, 1) esta & direita da reta, com os
demais pontos do conjunto Q.

Grafico
7

4 {

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

b) Para garantir que os pontos dos conjuntos P e
Q estejam separados, a reta deve passar pelos
pontos (4, 6) e (1, 1). Assim, obtemos:

y =ax-3

Para o ponto (1, 1), temos:
1=1a-3—1a=1+3—a=4
Para o ponto (4, 6), temos:
9
6=4a—3—>4a=6+3—>a=2

Portanto, o coeficiente angular da reta pode variar
entre:

V:{agR|%sas4}

15.C
. 1
A reta com inclinacao 2 passa pelo ponto (0, 2).

Logo, sua equacao é:
1
=—X+2.
¥=3

1
Quando y = 0, temos: O=§x+2 — x=4.

Logo, os vértices do triangulo maior sao (0, 0),
(0, 2) e (-4, 0).

Sua area seréa:

[0 0 -4 0]
0 2 0 O
1

A=—g-=4
2




16.

Jé a reta com inclinacdo —3 passa pelo ponto
(1, 0). Logo, sua equacéo é y = -3x + 3.
Quando x = 0, temos:y = -3-0+3 —

y = 3. Logo, esse é o ponto (0, 3).

O ultimo ponto do triangulo menor é obtido pela
intersegao das duas retas:

y:lx+2 2 15
2 - X=73 ey:7.Logo,esse
y=-3x+3
. (2 15)
é oponto | =, —|.
7 7
Sua érea sera:
2
D- 0 O 7 0/_4 6_ 2
2 3 1% 2| 77 7
7
_1.’_3‘ 1
21 70 7

Por fim, a area total hachurada sera:
A=4+1=§ u.a.

7 7
D

1 :
Tanto y = EX guanto y = ax passam pela origem.

Logo, a intersecao entre essas duas retas corres-
ponde ao ponto A = (0, 0).

Fazendo a intersecao das retas y=%x e

= —-Xx + 3, obtemos o ponto B:
%x=—x+3 15X =3 X=2
Yy=-—X+3=-—"2+3\ Sy =1
Assim, B = (2, 1).

Finalmente, com a intersecéo das retasy = —x + 3 e
y = ax, com a# 0 e com o calculo da &rea do triangulo,
obtemos:

%2  xg 0
0 1 3-x 0

=6-3X

1
> P-8=12 5 |6-3x =3

Logo:

6-3x=3 > x=1

Ou:

-6+3x=3—> x=3
Sendo x = 1, a abscissa de C é:
y=-X+3=-1+3=2
Assim, C = (1, 2).

Portanto, a soma das abscissas dos vértices do
triangulo ABC corresponde a:

0+2+1=3

17.B

Observando a circunferéncia circunscrita no he-
xadgono regular, vamos escrever que a medida o
do angulo ADB sera obtida por:

a 589 = 30°

2
Sendo assim, o coeficiente angular da reta que
passa pelos pontos B e D serd obtido por:

m = tg 30° = ﬁ
3
A reta solicitada passa pelo ponto D(— 1, 0) e tem

coeficiente angular m = ﬁ
Logo, sua equacao sera obtida por:
y-0= - (-1

3
Portanto, y = ﬁ - X + @
3 3

Estudo para o Enem

18.

19.

B

Os pares ordenados atendem as condigoes
0<x<10,y>20ey<x.

Ou seja, 0 <y <x<10.

Competéncia: Modelar e resolver problemas que
envolvem variaveis socioeconémicas ou técnico-
-cientificas, usando representacoes algébricas.

Habilidade: Interpretar grafico cartesiano que repre-
sente relacoes entre grandezas.

C

O coeficiente angular da reta que passa pelos

pontos (0, 0) e (6, 12) é 12 - 9. Logo, sendo
6

16 — 46 coeficiente angular da reta que passa pelos
4

pontos (0, 0) e (4, 16), concluiremos que o coeficiente
angular devera aumentar em 4 — 2 = 2 unidades.



20.

Competéncia: Modelar e resolver problemas que
envolvem varidveis socioeconémicas ou técnico-
-cientificas, usando representacoes algébricas.

Habilidade: Utilizar conhecimentos algébricos/
geométricos como recurso para a construgao de
argumentacao.

B

Descrevendo os eixos conforme descrito no tex-
to, temos:
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O ponto A tem coordenadas (-3, 4) e o ponto B,
coordenadas (3, -2).

O coeficiente angular m da reta é:

Com o coeficiente angular e apenas um ponto,
podemos obter a equacdo fundamental da reta:

y-4=-1x-(3)] - y-4=-x+3 -

- x+ty-1=0

Competéncia: Utilizar o conhecimento geomé-
trico para realizar a leitura e a representacao da
realidade e agir sobre ela.

Habilidade: Interpretar a localizacao e a movimen-
tacao de pessoas/objetos no espaco tridimensio-
nal e sua representacao no espaco bidimensional.
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Comentarios sobre o médulo

Neste médulo continuamos os estudos sobre as
retas, sendo deduzidas as posicoes relativas entre
duas delas: quando sao retas paralelas distintas, re-
tas paralelas coincidentes, retas concorrentes e retas
perpendiculares entre si.

Abordamos também, distancia do ponto a reta e
as inequacoes do 12 grau no plano cartesiano.

Apresentamos a férmula que relaciona a distancia
do ponto a reta, o caso geral e os casos particulares
dos estudos das inequagbdes no plano, com a analise
dos semiplanos aberto e fechado.

Parair além

O material “Geometria analitica” € um guia com-
pleto sobre o tema para professores de Matematica.
Disponivel em:

http://www.mat.ufrgs.br/~portosil/geometria-analitica-
-ufma.pdf
http://www.diaadiaeducacao.pr.gov.br/portals/cadernospde/
pdebusca/producoes_pde/2014/2014_uepg_mat_artigo_
glaucia_marise_scortegagna.pdf

Acessos em: abr. 2019.
Exercicios propostos

7D

N | W

2
mr-ms=—1—>mr-§=—1—>mr=—
P(1, 6)

Logo:

8 S 3
— = —— . — = = + — 1+
y-6 2 (x-1) >y 2 2 6

Portanto, y = —gx o E.

2

8.A
Intersecao com o eixo x (y = 0):
4x-3:0+12=0—>4x=-12—>x=-3.. A(-3, 0)
Intersegdo com o eixo y (x = 0):
4-0-8y+12=0—-3y=-12>y=4 .. B(0, 4)
Logo, a distancia entre os pontos A e B sera dada
por:

dug = \[0~(=3)] +(4-0) =25 — d,; =5

9.E

As retas tém coeficientes angulares diferentes.
Logo, ndo sao paralelas.

Igualando as equacdes, temos:
y=5bx+8
y=-5x+8

10.

11.

12.

POSICAQ RELATIVA ENTRE RETAS E DISTANCIA ENTRE PONTO E RETA

bx +8=-bx+8 —» 10x=0 — x=0
y=5-0+8—->y=38

Logo, no ponto (0, 8), as retas se intersectam,
tendo um Unico ponto em comum.

1 3
12y =x-3 = -X-Z
r2y = x Y= oX- 5

1

Logo, = -
0go, m. 5

1
m-my === = TN = 2

2

As retas r e t se intersectam no ponto A, cujas
coordenadas séo:

y=0—>2y=x-3 =5 2:-0=x-3-"—> x=3
Assim, A = (3, 0).

Logo, a equagéao da reta t sera:
y-0=-2-(x-23)

Portanto, y = -2x + 6.

E
Os vértices (2, 2) e (3, 3) pertencem a retay = x,
que é paralela a familia de retasy = x + m.

As retas dessa familia devem estar acima do ponto
(2, 3), isto é, 3 <2 + m, implicando em m > 1
ou abaixo do ponto (3, 2), ou seja, 2 > 3 + m,
implicando em m < — 1.

A
r:3x + my =n-—my = n-3X

3x n n
:——+—%mr:—— eqr:_

m m m m
S:X+2y=1—>52y=1-x

x+1 - 1 . +1
= —— — = = —— =] —_
Y=ty 7MeT Ty 26

Para as retas serem concorrentes:

m #m —>—§¢—1—>m¢6
r S m 2

Para as retas serem paralelas:

n_1 n_1
q#Qq. > —#— —> —#— —>N#3
o m 2 6 2

Para as retas serem coincidentes:



13.

14.

x=2 = f(2) =log,2 =1 — A(2;1)

x =0,256 — f(0,25) = log,0,25 =
= -2 — B(0,25; -2)

2k02 2| _ 0

10 -2 1
-k+4+0-0+0,25-2k=0

—3k+4,25=0—>k:4’T25

Portanto, k = E.
3

A

x2-bx+4=0

~(-5)4/(-5)* =4 -1 -4
21

X =

5 &3
2
x=Toux=4

X =

Note que x = 1 e x = 4 sdo duas retas paralelas,
pois o exercicio pede quais pontos satisfazem
a equacao, e nao a funcao f(x), como estamos
acostumados a resolver. Neste caso, os valores
de y no plano cartesiano sao variaveis, enquanto
os de x sao fixos.

Observe a figura:

YA

<Y

15.

16.

B

A distancia do segmento PQ sera:

d= \/(Xz - XW)Z +(v, - V1)2 = \/(4‘1)2 +(2-6) =
=J9+16 =25 >d=5

Para encontrar a equacao da reta a qual pertence
o segmento PQ, sabemos que variacdes de x e y

serao iguais (pois pertencem a mesma reta, com
o mesmo coeficiente angular). Logo:

Y=Ya _Yo~Ya ,¥-6_2-6
X= Xq X,— Xq x-4 1-4

—3-(y-6)=—-4-(x—4)

r:4x—-3y=2

Assim, para calcular a area do triangulo formado
pelos pontos PQM, é preciso saber a distancia
da base do tridngulo, ou seja, d = 5, e a altura h
do triangulo. Nesse caso, a altura h sera igual a
distancia perpendicular entre um ponto qualquer
da reta r, e o ponto dado (8, 6). Logo:

4.8-3-6+2
(4 +(=3)

16

5

Assim, a area do triangulo PQM sera:

16
dh 275

AA=—=—5 = —
2 2 2

A, =8 ua.

D

Determinamos o ponto de intersecao das retas
resolvendo o sistema:
y = ax

—ax=—x+Db
y=-Xx+b

Considerando que x < 0 e y < 0, podemos es-
crever:
a-b

a+1 >0

X>0 — — a>0
X

a+1




b
Sea>0e x= ﬁ<0 concluimos que b < 0.

Portanto, a opcao corretaéa >0e b < 0.

17. a) Se a abscissa do ponto P é iguala 1, (1) = % =1

Logo, P terad coordenadas (1, 1).

Se a = 2, entédo pela funcao f(a) = 1_

1
a 2
Logo, Q teréd coordenadas (2, %) .

Assim, a area do quadrilatero T sera:

(2
T4 =
JNRPSLARLES N A 0 | = N Q.

! 2 4

Calculando o quadrado da distancia entre P e Q,
temos:

5

Portanto, (d,,)? =

Z .

b) Sendo A o ponto de intersegao entre a reta r
e a funcao f(x).

. a
Para a coordenada y do ponto A igual a X a

2
coordenada x sera g

2 a
L A==, =].
0go, [a 2)

P=(1,1)e Oz(a, %) Assim, o coeficiente angu-
lar da reta s que passa pelos pontos P e Q sera:

1o

1
m=2a - __
S a-1 a
Logo:
1
m - -my=-1->m = = —m = a

Assim, a equacao da reta r pode ser escrita como:

ry-0=a-(x-0)

Como A:(g, g) e pertence a reta r, temos:

a

2

=g-—
a

Portanto, a = 4.

Estudo para o Enem

18.

19.

20.

C

Apenas na alternativa C a regido do plano é de-
finida por:

X209, vy>208ex+y=22¢¢ y=>2—x+2
Competéncia: Utilizar o conhecimento geomé-

trico para realizar a leitura e a representacao da
realidade e agir sobre ela.

Habilidade: Interpretar a localizacao e a movimen-
tacao de pessoas/objetos no espaco tridimensional
€ sua representacao no espago bidimensional.

B

Apenas a alternativa B apresenta dois pontos que
pertencem a reta.

Calculando a distancia entre cada um dos pontos
ao ponto T, sabemos que a Unica opgcao que tem
os dois pontos pertencentes a reta é a [B].

Calculando a distancia de cada um desses pontos
ao ponto T, obtemos 200 m:

d' = \J(160-0)* +(115+(-5))’ = 1602 +120% =

— /25600+14400 = /40000 = 200 m

d" = /(320 160)° +(235—115)* = /1607 + 120 =
— /25600 +14400 = /40000 = 200 m

Competéncia: Utilizar o conhecimento geomé-
trico para realizar a leitura e a representacao da
realidade e agir sobre ela.

Habilidade: Resolver situacao-problema que en-
volva conhecimentos geométricos de espaco e
forma.

E
A equacao da reta que passa pelos pontos (0, 0)
e (4,9) é:
9
yzzx —9x —4y =0

Ja a equacao da reta que passa pelos pontos
(0, 0) e (8, 3) é:

yzgx93x—8y20

Portanto, a regido S é limitada pelas seguintes
desigualdades:
Ix—-4y >0, 3x-8y<0, x<8ey<9

Competéncia: Modelar e resolver problemas que
envolvem variaveis socioeconémicas ou técnico-
-cientificas, usando representacoes algébricas.

Habilidade: Avaliar propostas de intervencao na
realidade utilizando conhecimentos algébricos.



EQUACOES DA CIRCUNFERENCIA - EQUACAO REDUZIDA E EQUACAO GERAL

Comentarios sobre o modulo

Neste modulo iniciamos os estudos das circunfe-
réncias em Geometria analitica. Demonstramos a equa-
cao reduzida e geral da circunferéncia e trabalhamos
exercicios diversos que envolvem a equacao reduzida
e geral com outros conceitos j& vistos em maodulos
anteriores.

Exercicios propostos

7.A

Apenas o ponto da alternativa A, quando tem suas
coordenadas substituidas na equacao da circun-
feréncia, faz a sentenca ser verdadeira:

B:(5-3) +(6-6)=4

8.A

A disténcia de A até B corresponde ao diametro
da circunferéncia. Logo:

dus =43 — (- +(-5 —37 =/16+64 =80
450

2

Dessa forma, o centro é obtido pela metade da
soma das entradas das coordenadas:

o Bk xz; Vit Yo | —1+3; 3€5 — (% 1)
2 2 2 2

Empregando a equacao das circunferéncias ao
ponto do centro, temos:

raio: r=

(x—a)2+(y—b)2=r2—>

> 6= Iy - U = (@J

Logo, a equacao da circunferéncia é dada por
(x = 1%+ (y +1)° = 20.

9.A

Sendo A e B, respectivamente, os centros de 2,
e A, temos:

A=(-2 -1)eB=(423)

Calculando o determinante, obtemos:

2 4

o

5|=—6+ 10 + 5 + 4=13

0
D= |5

- -1 3

2

N

10.

11.

Assim, a area do triangulo ABP é obtida por:

A, = 1 \D\: L |13|=l.13=E
2 2 2 2
Portanto, A, _13 g
2 g
a
a) Calculando o determinante, temos: 3
_|0 #8045 19- 2 =
0 2 40

O resultado da area é obtido por:
1 1 1

A=—-D==-]-28==-28=14
> IPi= 128 = 2

Logo, a area do tridangulo é 14 cm?.

b) Sendo C = (a, b) o centro do prato. Contando
que as distancias dos pontos dados ao centro do
prato sao idénticas, temos:

(0=ay + (0=b)’ =(-4-a) '+ (2-b)* =
= (6 — a)’ W44 b)’

Logo,
4a-2b=-10
3a+2b=13

Resolvendo o sistema, obtemos:

gz 3
4a-2b=-10 7
%
3a+2b=13 .
7
Sendo assim, C = g, l .
7 7

B

Estabelecendo o centro C da circunferéncia for-
necida e o raio, obtemos:

d=4;f=10;g=25

d 4
a=———a=———a=-2

2 2
b=t 5b=-10p-_5

2 2
r=\a2+b?—g—r=/(-2)*+(-5)° -25 —
Sr=d—1=2

Logo, C(-2,-5)er = 2.

O ponto P simétrico do ponto (-1, 1) em relacao
ao eixo x € P(=1, -1).



12.

13.

Portanto, o raio R da circunferéncia solicitada sera
a distancia entre os pontos P e C. Temos, entao:
2 2

R? = [-1- (-2)]"+ [-1-(-5)]" =17

Portanto, a equacéo da circunferéncia solicitada
sera obtida por:

(x+2)°+ (y+5)*=17
Desenvolvendo-a, obtemos:
X2+y22+ 4x+10y+29 -17=0

X2+ y2+4x+10y+12=0

E

De acordo com o enunciado, temos a seguinte
circunferéncia:

(x, 4)

Executando y = 4, obtemos a seguinte equagao:
X2+ 42= 36 = x2 =20¢= X=/%25

Estando P no primeiro quadrante, temos:

x = 2.6

Logo:
cosa = 255 e cos (180°- o) =
6 3
V5
=—COSI0L=— —=—
3
E
Temos:

X2 +y?—6x+ 2y =6—
—X2—6X+ 9+y?+2y+1=6+1+ 9—

- (x=3) '+ (y+1)*=16
Logo: C (3, - 1) er=+/16 = 4.

Observando o quadrado a seguir, circunscrito na
circunferéncia de raio 4 cm, temos:

14.

15.

[=2.-4=8—1=8cm
A diagonal d do quadrado é obtida por:
d=a-v2—-d=8.2

Logo, a medida da diagonal desse quadrado &

8+2.

D

A equacéo reduzida de C é:

X2+ y2+6x =2y = =6 <> (X + 3)2— 9 +
+(y-N'-1=-6-

= (x+ 3+ (y-1)’-1=-6

Em consequéncia, a equacao de C é:

(x—3)2+(y+1)2 =22 5> x?+y? —6x+2y=-6

a) Sendo P = (a, b), com a > 0. Assim a equacao da
orbita é:
Li(x-ay+(y-b) =5

Portanto, como A = (0, 1) e B = (1, 2) pertencem
a A, temos:

a’+(1-Db)?=b
_)
(1-a)+(2-Db)*=b

a’+b?-2b+1=5
a’+b?-2a-4b+5=5

Consequentemente, a = 2 — b.
Logo:

2-b+b2-2b+1=5—
—-b?-3b=0 —->b=0

Em decorréncia, a resposta sera

(x = 2)° +y? = 5.

b) Calculando o determinante, temos:

0120
120 1

=2-1-4=-3




16.

O resultado da area é obtido por:

1 1 3
Abgp = 2 Bl= 2 -3 = E(U-a-)Z

Como 1Tua. =15-10" m, obtemos:

A =§ - (15 -10")* — A = 3,375 - 102 m?
Logo, a area é igual a 3,375 - 10?2 m?.

D

Compreendendo que (4, 0) faz parte da circunfe-
réncia, temos:

42402+ m-0+ n=0—->n=-16

Considerando o ponto (0, 8), temos:

02+8 m-8-16=0—>m=6

Sendo assim, a resposta é 6% +(-16)=36-16=20.

17. A

Concluindo os quadrados, temos:

2

2
X2 42X +y2+my=n—> (><+1)2+(y+ %) = m7+n+1

Portanto, o centro C:(—l —%j pertence a reta
=-x+ 1
m
No entanto, —Ez—(—1)+1—>m=—4.

Consequentemente, como a reta intersecta a
circunferéncia em (=3, 4), obtemos:
n=x2+2x+y%+ my—>n=(—3)2+ 2 (-3)+42+
+(-4)-4—>n=3.

Estudo para o Enem

18.

B

Adotando-se as coordenadas de A e B com
A = (0, 0)e B =(30,0), e P=(x, y) sendo a
posicao de um bombeiro, temos:

dap=2-dgp X2+ y2 =2,/(x =307+ y2 &>
o X2+ yr=4(x - 30)2+4y2 < (x = 40)2+ y? =202

Logo, um bombeiro aleatério tem de estar sobre
uma circunferéncia de centro em (40, 0) e raio 20 m.

A maior distancia entre dois bombeiros acontece
na situagcdo em que ambos se encontram em ex-
tremidades distintas do mesmo didametro. Sendo
assim, 40 m.

Competéncia: Modelar e resolver problemas que
envolvem variaveis socioecondmicas ou técnico-
-cientificas, usando representacoes algébricas.

19.

20.

Habilidade: Utilizar conhecimentos algébricos/
geomeétricos como recurso para a construgao de
argumentacao.

D

A trajetéria especificada pelo assento do balanco
é parte da circunferéncia:

X2 + y2 = 22

Assim, sabendo que y < 0, temos:
X24+yr2=22>5 xX2+y?=4 — y:—m.
Logo, f(x) = —v4 — x*, com -2 < x < 2.

Competéncia: Modelar e resolver problemas que
envolvem variaveis socioecondémicas ou técnico-
-cientificas, usando representacoes algébricas.

Habilidade: Resolver situagdo-problema cuja mo-
delagem envolva conhecimentos algébricos.

D

Analisando o gréafico, as coordenadas dos esta-
belecimentos sao:

A(5, 4)
B(-3, 1)
C(4, 2)
D(-4, -3)

Logo, para determinar se o estabelecimento esta
dentro da area de cobertura do sinal, basta tro-
carmos suas coordenadas na equagao:

X2+ y2—-2x -4y -31<0

A:b?+42-2-5-4-4-31<0— -16<0
(Adequado)

B: (-3)°+12-2-(-3)- 4 -1-31<0 — -19 < 0
(Adequado)

C:42422-2-4-4.2-31<0—>-27<0
(Adequado)

D: (-4)°+(=3)"-2-(-4)-4 - (-3)-31<0 —>14<0
(Falso. Inadequado)

Competéncia: Utilizar o conhecimento geomé-
trico para realizar a leitura e a representacao da
realidade e agir sobre ela.

Habilidade: Utilizar conhecimentos geométricos
de espaco e forma na selecao de argumentos pro-
postos como solucao de problemas do cotidiano.

XXXII
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Comentarios sobre o médulo

Neste médulo continuamos os estudos sobre as
circunferéncias em Geometria analitica. Vimos as clas-
sificacoes de um ponto em relacédo a circunferéncia
(interno, externo ou pertencente a circunferéncia), as
classificacdes de uma reta em relacao a circunferéncia
(tangente, secante ou externa) e, por fim, as deno-
minacdes de uma circunferéncia em relagdo a outra
(externa, interna, secante ou concéntrica).

Além disso, iniciamos os estudos das conicas, sen-
do a elipse a primeira das trés a ser trabalhada. Abor
damos os elementos constituintes de uma elipse e
apresentamos a demonstracao matematica da equacao
dela. Analisamos também a relacdo fundamental e o
significado da excentricidade de uma elipse.

Exercicios propostos

7A
N:a=0b=0;r=2
d_ -2 2
Nia=—=——=Ib=—==-1g= - 12
: 2 2 2 °

r,= a2+ b2 —g=(-1} +(1)2=(-12) =14 = 3,74

[, —r|=]2—-374=174

d = J(1-0)"+(=1-0)° =2 = 1,41

Como:

d <|r, = r,| =174, a circunferéncia menor é
interna a circunferéncia maior.

8.B
Do enunciado, teremos:

3x+4y-17=0

_[8-1+4.1-17 _ |19 10 _
r—W—H—E—H—E—H—Z
Logo, a equacao da circunferéncia sera:
X—=12+y—1)?2=2?

X2 =2x+1+y? =2y +1=4
x?+y?—=2x—2y—-2=0

CIRCUNFERENCIA - POSICOES RELATIVAS E CONICAS - ELIPSE

9. Inicialmente é necesséario determinar os eixos. O
eixo maior (2a) estéa localizado no eixo das abscis-
sas; 0 menor, no eixo das ordenadas (2b). Identifi-
cando os elementos, temos:

2a=4—-(-4)=8—>a=4
b=2-(-2)=4—->b=2

Substituindo os valores de a e b na equacéao
x>y .
¥+§=1, temos:

10.D

A figura a seguir representa uma elipse com semieixo
maior medindo 5m e semieixo menor medindo 4 m.

& y
Aplicando o teorema de Pitégoras no triangulo
assinalado, temos:

c?+42=52-5¢c*=256-16—>c’=9—>c=3

Como MN ¢ o dobro de ¢, concluimos que:

MN=2c=—->MN= 23—->MN=6m

11.B
Através do grafico, obtemos:
Yy

(0, —6)




12.

13.

d?+22=62>d =432 >d =442

442 L
tg 0 = T\/— — tg 0 = 24/2 (inclinacéo da reta)

Sendo assim, a equacao da reta tangente a cir
cunferéncia sera:

y — (=6) = 242 - (x — 0)

Portanto, y = 242 - x — 6.

a) 0(0,0) —» x2+y?=22 — x2+y2=
Para x = 1:

12+y2=4y=4+/3

Para x = — 1:

(—12+y2=4 — y=+/3

Logo, os pontos A, B, C e D possuem as seguin-
tes coordenadas:

A(1, J3); B(1, =/3); C(—1, 4/3); D(—1, —/3)
b) Calculando:
Area do setor AOD = Area do setor COB =

60 _ 2m

:Tc.zz._
360 3

Area do triangulo AOB = &rea do triangulo DOC =

_1-2B3_fx
2

Area

total

27 4n
:2'T+2\/§=?+2\/§

B

Sendo a curva A uma elipse com eixo maior paralelo
ao eixo das abscissas, com o centroem O (1, -2) e
semieixos de dimensdes a = 5 e b = 3, a distancia
do centro aos focos sera:

c=+a? - b?2=+25 -9= 4

Em decorréncia, temos:

F,=(1-4,-2)=(3,-2)eF,=(1 +4,-2)=(5-2)

A. Verdadeira, pois dpg + dpr =2-a = 2:5 =10.
B. Falsa, pois, fechando os quadrados, temos:
X2 +y2+ 6x—4y =0 o (x +3Y + (y-2)° =13
Assim, como essa curva € uma circunferéncia

centrada em (=3, 2), constatamos que a afirma-
cao é falsa.

14.

15.

C. Verdadeira, pois a distancia de F, ao centro de
x2 + y?2 = 25 é:

./52+(—2)2 =29 (esta é maior que o raio da cir

cunferéncia)

D. Verdadeira, pois o ponto de abscissa maxima
de A é:

A,=(1+5-2)=(6-2)e-2=6-8

c

Fechando os quadrados das duas elipses descri-
tas, teremos:

25x2 +16y? +150x + 256y —351=0 <>
& 25(x + 3 +16(y + 8)"=1600 &

o8 (8

64 100
16x% +25y2 —96x — 200y +144 = 0 &
& 16(x +3)° + 25(y—4) =400 &

2 2
(x+3) +(y—4) 1
25 16

4

Contudo, concluimos que:

A. Falsa. Os centros das elipses vdo ser os pontos
(-3, -8) e (-3, 4).

(x+3 _(y+8)
64 100
observamos que a = 10 e b = 8. Assim, pela re-
lacdo fundamental, ¢ = 6. Desse modo, 2¢c = 12.

B. Falsa. Analisando a elipse =1,

Ja aelipseteraa’ = 5e b’ = 4. Portanto, ¢’ = 3.
Finalizando, temos 2¢' = 6.

: . 6 3
C. Verdadeira, pois € =10°5 =e

D. Falsa, pois apenas compreendendo que o eixo

(x+3) +(y+8)2
64 100
eixo das ordenadas.

maior da elipse =1 é paralelo ao

(x+3Y +(y+8)2 .
64 100
mede 2a’ = 20, ao passo que o eixo menor da

elipse mede 2b" = 8

E. Falsa. O eixo maior da elipse

a) Sabendo o raio e o centro da circunferéncia,
temos:

C(3,4),r=2.

x=32+(y—-4r=22>5(Kx—-3?2+(y—-472=4
b) O menor valor de p sera obtido pelo raio OA
da menor circunferéncia centrada no inicio, e o



maior valor de p sera fornecido pelo raio OB da
circunferéncia maior centrada no inicio.

Yy

P(3, 4)

V. an
/

OA=0P-2=32+42-2 =3
OB=0OP+2=5+2=7
Logo,

3sps7

16.C

Isolando x2 e reescrevendo as equacodes, temos:

X2+ y?2=4 (y+2)(4y—7):0
x2:y+2 < XZ:LZ <
4 4
(y+2)(4y-7)=0 y=-20uy=—
“ 2 “ “
XZZ% " y+2
4
x=0ey=-2
ou
< 4 Y7y
J15 7
4 4

2

JT5 (_Jﬁj JT5
4

Portanto, a resposta sera 1

17.C

Se as circunferéncias que tangenciam os dois
eixos coordenados se encontram no primeiro
quadrante, as coordenadas de seus centros sao
idénticas ao comprimento de seu raio. Logo, po-
demos equacionar:

N =1 =1,C0,1)
N,—r1,=2;Cl2, 2)

Ap(X=12+(y -12=1 > x2+y2-2x-2y+1=0
Ak =22 +(y—-22 =22 > x2+y2-4x—-4y+4=0

Subtraindo as equagdes de A, e \,, teremos a

equacdo de uma reta r que corresponde aquela

que passa pelos pontos de encontro das circun-

feréncias. Como os pontos (x,, y,) e (x,, y,) fazem

parte dessa reta, teremos:

)\1—)\2=r—>r:2x+2y—3=0—>x+y=g
3

X1+y1:X2+y2:§

3 (3 18 9
v o = (GJ{3 - =5

Estudo para o Enem

18.

19.

C
Sendo:

Perimetro = 300 m

Area = 5000 m?

Temos:

2(x +vy) =300 > x +y =150

x -y =5000

Resolvendo o sistema, obtemos:

x=50ey =100

ou

x =100 ey = 50

No entanto, sendo x >vy. Logo, x = 100 e y = 50.
Assim, utilizando o teorema de Pitagoras, temos:

2 2
(g) =[%} +(OF,)’ > 502 = 252 +(OF,)’ >

— OF, = /252.3 =253
Logo, seu resultado sera 20F, = 2253 =504/3.
Competéncia: Utilizar o conhecimento geomé-

trico para realizar a leitura e a representacao da
realidade e agir sobre ela.

Habilidade: Utilizar conhecimentos geométricos
de espaco e forma na selecao de argumentos pro-
postos como solucao de problemas do cotidiano.

B

x2+y?+dx+fy+g=0

M(=33 >9+9-3d+3f+g=0->
——3d+3f+g=-18

N(2,8 — 4+64+2d+8f+g=0 —
—2d + 8f + g = — 68

06,00 - 36+d+g=0 - g=—36 — 6d



Resolvendo o sistema, obtemos:

- 9d+3f=18
— 4d+8f=-32

—60d=—-240 >d = — 4
—12d+24f=— 96

> d==12 >1f=-6

{ 72d -24f=—144

x?+y?—4x —6y —12=0

d -4
a= E—_—2—2

f -6
b= E—_—2—3
C (2, 3)

r= 22+ 32-(-12)

Portanto, r = 5.

Assim, o perimetro procurado sera:
Perimetro = 2nr = 2 - 3,14 - 5 = 31,4 cm.

Competéncia: Modelar e resolver problemas que
envolvem varidveis socioeconémicas ou técnico-
-cientificas, usando representacoes algébricas.

Habilidade: Utilizar conhecimentos algébricos/
geomeétricos como recurso para a construcao de
argumentacao.

20.C

Verificando que a > b, constatamos que o eixo
maior da elipse esta sobre o eixo x.

Como a excentricidade da elipse é igual 0,96,
temos:

0,96=% <c=0,9-a
¢ = distancia focal

A distancia minima desse cometa ao Sol corres-
ponde a 0,58 u.a.

Logo:

a—-c=0,58.
a-0,96a=0,58—>0,04a=0,58u.a. —

— a = 14,5 u.a.

Portanto, a distancia maxima do cometa ao Sol
€ obtida por:
a+c=19a=1,96:14,56- 150 10° km =

= 4263 - 10% km

Competéncia: Interpretar informacoes de nature-
za cientifica e social obtidas da leitura de gréaficos
e tabelas, realizando previsdo de tendéncia, ex-
trapolacao, interpolacao e interpretacao.

Habilidade: Utilizar informacoes expressas em
graficos ou tabelas para fazer inferéncias.
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XXXVIII

Comentarios sobre o médulo

Neste moddulo continuamos os estudos das conicas,
trabalhando com hipérbole e parabola. Vimos os elemen-
tos constituintes de uma hipérbole e de uma parébola.
Além disso, foi apresentada a equacao da hipérbole e da
parédbola, sendo abordados a relacdo fundamental e o
significado da excentricidade de uma hipérbole e o sig-
nificado de cada elemento de uma parabola.

Exercicios propostos

7D

Completando os quadrados da equagéo a seguir,
obtemos:

X2+ y2-2x-4y +4=0—>
—S>X2=-2x+1+y2-4dy+4=1—>

> X=1)2+(y-2)2=1

Logo, trata-se de uma circunferéncia com centro
(1, 2).

8.C
Analisando cada alternativa, temos:
|. Verdadeira, pois :—z+b—z=1.
Considerando os focos (c, 0) e (— ¢, 0), vamos ter:
a=4ec=3
b2+32=422 5 b2=16-9=7— b=7

Sendo assim, a equacao da elipse sera:
2 2
X_+y_=']

16 7

II. Verdadeira, pois c=10—>%=m—>a=6
a

102 =62+ b?—>b =28
Logo, a equacao da hipérbole sera obtida por:

2 2
%—§=1—>16x2—9y2=576

[Il. Falsa, pois 8x = —y? + 6y — 9
(y—23)?

1S e
Assim, o vértice corresponde ao ponto (0, 3).
9.E
Sendo t a reta tangente a parabola de equacao
x = 3y2.

t:y = mx + n, sendo o ponto A(—3, 0) parte da
reta t. Entendemos que:

10.

1.

CONICAS - HIPERBOLE E PARABOLA

n = 3m € a equacgao da reta t, que passa a ser
representada pory = mx + 3m

Trocando y = mx + 3m na equacao da parabola,
teremos:

x =3 - (mx + 3m)?

X = 3 - (mMm2x2 + 6m2x + 9m?)

X = 3m?x? + 18m? + 27m?

3m2x% + 18m?x — x + 27m? =0
3m2x2 + (18m?% — 1)x + 27m? =0

Para que a reta seja tangente a parabola, o dis-
criminante (A) deve ser igual a zero.

A=0

(18m?2 —1)° - 4+(3m?2)-(27m2) =0

324m* —36m? +1-324m* =0

1

1
- 36m?+1=0 m=—oum=-——.
AR S 6

Se m=%, teremos: Xx— 6y +3=0
Sem= —%, teremos:x +6y +3=0

1
Comm= 5 teremos:

x2-6x —9 = 0,x =3ey=-1
Logo, P(3, —1).

E

Completando os quadrados, obtemos

9x2 —y2 = 36x + 8y — 11

9x2-36x + 36 -y2-8y—-16 = +36 - 16 - 11

9(x2—-4x + 4) - (y2+ 8y + 16) = 9

9(x-2)2-(y+4)2=9

9(x-2)" (y+4) _
9 9

(x=2° (v+4) _,
i 3

Logo, trata-se de uma hipérbole.

1

a) Sim, pois, completando os quadrados, obtemos:
X2+ ay2 + 2x—-2ay =0
x2+vy2+2x-2y =0—
>X2+2X+1+y2-2y +1=1+1—>

> X+1)2+(y-1)2=2

Logo, paraa = 1, a equacao representa uma cir-
cunferéncia.



12.

b) Para a = 0, temos:
X2+ ay2 + 2x—-2ay =0

x2+0-y2+2x-2-0-y=0 > x2+2x=0
(x =0 e x =—2), assim a equacao representa
duas retas.

c) Para a = 3, temos:
X2 4+ ay?2 + 2x —2ay = 0

X2+ 3y?2+ 2x -2 -3y =0 — x2 + 2x + 3y% -
-6y =0—

2 2
_)(x+1) +(y 1)

2 =1 representa uma elipse, néo

w[n| |

uma hipérbole.

d) Para a = -2, temos:

(y—1)2 _ (><+1)2
1

] =1, logo, uma hipérbole.
2

e) Para a = -1, temos:

X2 + ay? + 2x —2ay = 0

X2+ (- 1y?) + 2x-2(-1y) = 0 —

—->x2+2x-y2+2y =0

Completando os quadrados, obtemos:

X2+ 2x+1-y2+2y-1=1-1->

=X+ 1)2-(y-12=0

Logo, duas retas (y = -xey = x + 2).

B
|. Verdadeira, pois, resolvendo o sistema, obtemos:
9x?% +4x = 36
— (-2,0) e (2,0)
x—4y=4

x2 4y? 4 &
2_4Ay =4 — —_SYa_W 2=
NV AN T T

—>a2=4->5a=2.

Logo, os pontos sao A,(-2,0) e A,(2 0).

Il. Falsa

2 2
XY o15a2=9 e
Ja?”9
contido no seguimento Oy e B B, esta contido

no seguimento OX.

b2 =4 — AA, esta

2
><——y=1—>a2=4eb2= 1 — A" A’ esta contido
4

no seguimento OX.

Portanto, A, A, e A" A, sao perpendiculares entre si.

13.

14.

A
Vamos ter duas regides para considerar.

By > 2x? — 12x + 10 (parébola)
5y <10 — 2x (reta)

A regiado que atende as duas inequacdes a0 mes-
mo tempo esta demonstrada no grafico a seguir.

By

(3,-8)

Sendo assim, —8<bx <10 > —1,6 <y < 2.

Jé& o resultado do produto entre os valores maxi-
mo e minimo de y sera: (—1,6) - (2) = —3,2.

B

Resolvendo um sistema com as equacoes da pa-
rabola e da circunferéncia, obtemos

(XY x2 y=X—2
=27 - i -

(x—2f +(y—2) =8 X2 —4x+y? -4y =0

23\2 2
- {x2—4x+(xzj —4(%) — x?-64x = 0

Com a equacao anterior, por fatoracdo, temos:
x*—64x=0—x-(x*-64)=0
Logo, suas solucdes reais séo x = 0 e x = 4.

Sendo assim, seus resultados reais serdo: x = 0
oux = 4.

OZ
x2=0— vy =Z—>y =0

42
X?=4— y:Z—> y=4

Sendo assim, o ponto P serd P(4, 4).

Encontrando, agora, o coeficiente angular da reta
PC, teremos:



15.

Como a reta s é perpendicular a PC, concluimos
que m, = —1.

Portanto, a equacao da reta s sera obtida por:
y—4=-1-(x-4)>y =-x + 8

Os pontos A e C sao obtidos através da resolucao
do sistema de equacdes a seguir:

X2+ y2=7 H=Bey=2
i g ou

= X° —

Y x=—-J3ey=2

Logo, os pontos A e C sao:

A3, 2) e C(=/3, 2), representados na figura a
sequir.

A(-J3, 2)&/.m CW3 2

2

V7| -J3 0 3 |V7 «x

B

Observando o tridngulo CDO:

2 24/3 .
tga=—==— s>a=49° > D=41°—->
g J3 3 -

AOC = 82°
ABC o2\ 82 _ WNNqulo inscrito)
2 2
16.B

Observando a ilustragdo, em que PQ = a e
0Q = b =a%

o

Compreendendo que y = x é bissetriz dos qua-
drantes impares e OP & bissetriz de SOQ, te-
remos POQ = 22°30". Ainda do triangulo OPQ,
obtemos:

Desenvolvendo a cotangente do angulo, obtemos:
1+cos 45° _ JZ + 1

1-cos 45°

Contudo, a = 2 + 1.

cotg 22°30" =

Assim,b=a2= (V2 +1) =2 +242. +1=3 +22.

17. Conforme o gréfico, temos:

y
A D
G
F 0 R
m
X
H
B E
m2/3

AA}FH + APOUG-ABHFG = 4

Logo:

2 2 4 2 2

X \/§+ X \/§=m V3 - Bx2/3=m?/3 —
4 4 4
- x="10
J6
m m 3 m

Logo, GO=—— e FO=—.—=—
° 26 V6 2 22

Assim, temos:

2 2
A 7 Y 5 =1
i m

2 (%)

Desenvolvendo a equacao, obtemos:
2 2 2 2
R 2:1%X—2+y—2:1—>
m m m? " m?

(M) (2£) E

2 2
%8L+24y =1-8x2+24y? =m? —

m? m?

—8x2+24y?-m?=0



Estudo para o Enem

18.

E

Temos:

Circunferéncia: x2 + y2 = 9, com centro no ponto
(0, 0) e raio 3.

Pardbola: y = —x?> — 1, com x mudando de —1 a
1, concavidade definida para baixo e vértice no
ponto (0, —1).

Sendo assim, as funcdes correspondem a alter-
nativa E.

Competéncia: Modelar e resolver problemas que
envolvem variaveis socioecondmicas ou técnico-
-cientificas, usando representacoes algébricas.

Habilidade: Utilizar conhecimentos algébricos/
geomeétricos como recurso para a construcao de
argumentacao.

. B

Observando a figura do enunciado, temos:

poste
2a
| |
| |

poste

S

2
)V &

A

Sendo e = 0,943, temos:

20.

e=§ - o,943:§ > ¢=0943 2

Substituindo o valor de ¢ e usando o teorema de
Pitdgoras, obteremos:

a?2=Db?2+c? » a2=52+c?—>

— a2 =25 + (0,943a)? —» a2 =25 + 0,889a2 —
—0,111a2 = 25 —» /0,111a=+/256 —

—>O,333a=5e%a =b— a=1b.

A distancia sera 2 - a, logo:
2-a=2-15=30m.

Competéncia: Modelar e resolver problemas que
envolvem variaveis socioecondémicas ou técnico-
-cientificas, usando representacoes algébricas.

Habilidade: Avaliar propostas de intervencao na
realidade utilizando conhecimentos algébricos.

E

A alternativa E demonstra a equacao canodnica da
elipse e da hipérbole, respectivamente.

Competéncia: Interpretar informacoes de nature-
za cientifica e social obtidas da leitura de gréficos
e tabelas, realizando previsdo de tendéncia, ex-
trapolacao, interpolacao e interpretacao.

Habilidade: Analisar informacoes expressas em
graficos ou tabelas como recurso para a constru-
cao de argumentos.
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Comentario sobre o médulo

Neste modulo abordamos os conceitos de anéli-
se combinatoéria. No primeiro momento, estudamos o
numero fatorial e sua forma pratica de simplificacédo.
Depois apresentamos o principio fundamental da con-

tagem (principio multiplicativo).

Parair além

O trabalho “Ensinando e aprendendo anélise com-
binatéria com énfase na comunicacdao matematica”
é um bom material para abordar o ensino da analise
combinatéria de forma bem completa. Disponivel em:

<https://www.ppgedmat.ufop.br/arquivos/livreto_Adriana_
Luzie.pdf>

Acesso em: 15 nov. 2018.

O artigo "Anélise combinatéria: alguns aspectos
histéricos e uma abordagem pedagdgica” trata das
origens da analise combinatéria. Disponivel em:

<http://www.sbem.com.br/files/viii/pdf/05/
1MC17572744800.pdf>

Acesso em: 15 nov. 2018.
Exercicios propostos

7D
Pelo principio multiplicativo, o resultado sera
4-4-4 =64

8.B

Uma vez que o algarismo das unidades deve ser
par e diferente de zero, existem 4 formas de sele-
ciona-lo. Sendo assim, como ha 10 possibilidades
para o algarismo das dezenas e 10 formas de se-
lecionar o algarismo das centenas, pelo principio
multiplicativo, obtemos 4 - 10 - 10 = 400.

9.A

Pelo enunciado, entende-se que as cores da listra e
da lateral precisam ser diferentes para que a listra
seja visivel. Assim, a listra s6 precisa ser de uma
cor especifica, diferente da cor da lateral. Logo, as
alternativas sao: 5 possibilidades de cor na tampa;
5 possibilidades de cor na lateral e 4 possibilida-
des de cor na listra. Pelo principio fundamental da
contagem, obtemos 5 - 5 - 4 = 100 alternativas.

10.10! _10-9-8!

s =10-9=90
8! 8!

11.C

Havera 5 formas para escolher a cor da letraT e 4
modos de selecionar a cor das letras A e E. Também

12.

13.

14.

PRINCIPIO FUNDAMENTAL DA CONTAGEM

existem 4 jeitos de escolher a cor das letras F e C.
Pelo principio multiplicativo, temos 5 - 4 - 4 = 80.

D

Primeiro, temos os numeros que sao multiplos de
4 e que tém o algarismo 0 na ordem das dezenas
ou na das unidades. Esses nimeros terminam em
04, 08, 20, 40, 60 e 80. Assim, como existem 8
escolhas possiveis para a ordem dos milhares
e 7 possibilidades para a ordem das centenas,
pelo principio multiplicativo, temos 6 - 8 - 7 =
= 336 numeros.

De outra forma, os niumeros multiplos de 4 e
que nao expressam o algarismo 0 na ordem das
dezenas nem na ordem das unidades terminam
em 12, 16, 24, 28, 32, 36, 48, 562, 56, 64, 68, 72,
76, 84, 92 e 96. Desse modo, como ha 7 escolhas
possiveis para a ordem dos milhares e 7 possibili-
dades para a ordem das centenas, pelo principio
multiplicativo, temos 16 - 7 - 7 = 784 nUmeros.

Em decorréncia, pelo principio aditivo, a resposta
€ 336 + 784 = 1120.

A

Montante de placas executdveis no modelo em
estudo: 26* - 10°.

Montante de placas executaveis no modelo atual:
26°-10%.

~ . 244 .10°
Razao entre os dois valores: 70 =

=26.
26° - 104
Sendo assim, o aumento seré de 2,6 —1 = 1,6
(160%). Ou seja, inferior ao dobro.

D
Do enunciado, antes da mudanca, temos:

A A A —— A
(A) indica um algarismo aleatorio.

Ha 5 possibilidades para se colocar a letra mi-
nuscula. Assim, pelo principio fundamental da
contagem, N = 5 - 26 - 10%.

Similarmente:

M =6-26-10°

Entao:

M=6"-26-10°



15.

16.

M _ 6-26-10°
N  5-.26-10*
M_12

N

M=12-N

A

Sabendo-se que cada letra mailscula é diferente
da sua correspondente minuscula, ha 2 - 26 + 10 =
= 62 opcoOes para cada digito da senha. Sendo
assim, pelo principio fundamental da contagem,
existem 62° senhas elegiveis de 6 digitos.

Igualmente, no sistema anterior existiam 10° se-
nhas elegiveis de 6 digitos.

~ . , 626
Portanto, a razao solicitada é —.

10°
a) Como Moénica tem 5 blusas e 4 calgas distintas,
o total de formas de escolher uma blusa e uma
calca para sair é dado pelo principio fundamental
da contagem.

Seja x o total de formas, temos:

x=5-4
x = 20
b) Se Moénica:

¢ escolhera blusa branca, ha 3 opcoes para a selecao
da calca;

e escolher a blusa vermelha, ha 4 opcdes para a se-
lecao da calca;

e escolher a blusa amarela, hé 4 opgdes para a se-
lecao da calca;

e escolher a blusa preta, ha 3 opcoes para a selecao
da calga;

e escolher ablusa verde, ha 4 opcoes para a selecao
da calca.

Entdo, hd3 + 4 + 4 + 3 + 4 = 18 formas de
Mébnica escolher suas roupas.

c) Se Monica:

¢ escolher a blusa branca, ha 2 opcoes para a selecao
da calca;

¢ escolher a blusa vermelha, ha 3 opcoes para a se-
lecao da calca;

e escolher a blusa amarela, héd 3 opcdes para a se-
lecao da calca;

17.

e escolher ablusa verde, ha 3 opgoes para a selecao
da calca;

Entdo, ha2 + 3 + 3 + 3 = 11 formas de Mbnica
escolher suas roupas.

a) Ficando Q, e Q, preenchidos de azul, ha 2 - 2 =
= 4 maneiras de colorir os outros dois quadrados
do quadriculado. Assim, Q, e Q, s6 nao estarao
conectados quando os outros dois quadrados
estiverem pintados de branco. Sendo assim, a
respostae 4 -1 = 3.

b) Pintando de branco o quadrado central, ha ape-
nas duas formas de conectar Q, e Q,, conforme
as figuras.

Q Q Q Q

1 2 1 2

Na primeira, temos 2° = 32 formas de pintar os
5 quadrados que sobram. J& na segunda, ha
apenas 1 forma de pintar o quadrado restante.
Se pintarmos o quadrado entre Q, e Q, de azul,
cairemos na figura da esquerda.

Entdo, a resposta ¢ 32 + 1 = 33.

c) Pintando de azul os quadrados apresentados,
temos 2° = 32 formas de pintar os 5 quadrados
restantes.

Além do mais, pintando de azul os quadrados apre-
sentados e de branco o quadrado entre Q, e Q,,
temos 2° = 8 formas de pintar os 3 quadrados da
ultima linha.




Desse modo, o resultado encontrado em (b) é
33+ 32 +8=73.

Estudo para o Enem

18.E

Pelo principio multiplicativo, o resultado sera
10-10-10-10- 10 - 900 = 9 - 10”.

Competéncia: Compreender o carater aleatorio e
nao deterministico dos fenémenos naturais e so-
ciais e utilizar instrumentos adequados para medi-
das, determinacao de amostras e calculos de pro-
babilidade para interpretar informacoes de variaveis
apresentadas em uma distribuicéo estatistica.

Habilidade: Resolver situacao-problema que envolva
conhecimentos de estatistica e probabilidade.

19.C

Como 26° - 10%é o numero total de placas, e 26° é
o numero de placas em que os nimeros sao todos
iguais a zero, podemos utilizar 26° - 10* — 26° =
= 26° (10* - 1) placas.

Competéncia: Compreender o carater aleatorio
e nao deterministico dos fenébmenos naturais e
sociais e utilizar instrumentos adequados para
medidas, determinacédo de amostras e calculos
de probabilidade para interpretar informacgoes
de variaveis apresentadas em uma distribuicao
estatistica.

Habilidade: Avaliar propostas de intervencao na
realidade utilizando conhecimentos de estatistica
e probabilidade.

20.C

Avaliando a figura, em que estao as possiveis locali-
zacoes do cliente, concluimos que a resposta € 12.

Competéncia: Compreender o carater aleatério e
nao deterministico dos fenémenos naturais e so-
ciais e utilizar instrumentos adequados para medi-
das, determinacao de amostras e calculos de pro-
babilidade para interpretar informacoes de variaveis
apresentadas em uma distribuicao estatistica.

Habilidade: Avaliar propostas de intervencao na
realidade utilizando conhecimentos de estatistica
e probabilidade.



PERMUTACOES E ARRANJOS

Comentarios sobre o médulo

Neste mdédulo continuamos o trabalho com os
conceitos de analise combinatéria. No primeiro mo-
mento, foram abordados a permutacao simples e o
estudo de anagramas. Depois nos aprofundamos na
analise sobre permutagdao em casos com repeticoes
de objetos, letras ou nimeros.

Apés o estudo de permutacao simples e com re-
peticao, estudamos o arranjo simples, demonstrando
que a disposicédo das variaveis altera o resultado final.

Parair além

O texto “Mas afinal para que serve o Cédigo Mor
se?"” desvenda os mistérios dessa ferramenta de co-
municacao. Disponivel em:

<https://www.hipercultura.com/codigo-morse/>

Acesso em: 16 nov. 2018.

O artigo “Atividades experimentais de analise com-
binatéria no ensino médio em uma escola estadual”

mostra as diferentes maneiras de ensinar analise com-
binatéria nessa fase escolar. Disponivel em:

<http://www.enrede.ufscar.br/participantes_arquivos/E5_
Vazquez_TA.pdf>

Acesso em: 16 nov. 2018.
Exercicios propostos

7.0 resultado condiz com o niumero de métodos
simples de 5 objetos preenchidos 3 a 3. Ou seja:

5!
A= = 60.

8.D
Eles sentardo com as seguintes combinagoes:
* Nas primeiras duas fileiras: 21 = 2.

3!
|=6.

* Nas do meio: A3’2 = m

¢ Nas duas ultimas: 2! = 2.

Portanto, o total é de 2 + 6 + 2 = 10 possibili-
dades.

9.B

O numero de anagramas da palavra CARNAVAL é

|
calculado por: P? =% = 6720 anagramas.

Para cada anagrama, vamos levar 0,5 s.
O tempo total serd 6720 - 0,5 = 3360 s.

Ou seja, pouco menos de 1 hora, o que equivale
a 3600 s.

Portanto, a resposta é menos de 1 hora.

10.D

O total de opcdes que eles terdo para apontar
seus armarios seréa igual ao arranjo de 8 armarios
2 a 2. Assim:

8! 8-7.6!

Asz = (8 —2)1 ~

11. Para a primeira parte, temos, de acordo com as
restricoes do exercicio, que n = 7 algarismos e
p = b5 espacos.
7! 7!

Can 2520 numeros di-

Logo: A7,5 = m 21

ferentes.
Para os niumeros pares, o final devera ser {2, 4, 6}.

Basta, entao, calcularmos A, - 3.

6! 720
|4 t % > 3= — -3 = 1080
0go, teremos © - 2) 2
ndmeros pares possiveis.
12.D
e Cuidando do paciente D pela manha: P © Ry =

=6-12=72.

e Cuidando do paciente D pela tarde: g © Ay =
=3-24=72.

Portanto, a quantidade de maneiras diferentes de
a secretaria conseguir agendar esses pacientes
€72 + 72 = 144.

13.C

A palavra CARAVELAS contém 5 consoantes e
4 vogais. Existe uma Unica configuracao possivel
dos anagramas que apresentam vogais e con-
soantes alternadas, em que CO é uma consoante
e VO, uma vogal.

cO|vo|CO|VOo|cCO]|VO ]| CO| Vo /| CO

Obtemos entao 5 consoantes diferentes e 4 vo-
gais, com 3 repetidas. Sendo assim, o nimero N
de anagramas solicitado é dado por:

4
N=P, -P?=5l " =480.
3l
14.E
8!
5’3=—=
¢ 5131 o6
15.E

Escrevendo os niumeros, teremos 4! = 24 vezes
em cada ordem decimal.

i
=]
7]
7]
>

B
S
=

o
(=)

b=l

©
=
)
2
=



16.

O somatoério dos nimeros é 25.

Assim, a soma dos algarismos em cada ordem
decimal é:

24 - 25 = 600.
Podemos verificar entdo que a soma S é dada por:

S=24-25-(10* + 10° + 102 + 10 + 1) = 600 -
- 11111 = 6666 600.

B

As 10 pessoas podem se sentar de P, = 10! ma-
neiras. De outra forma, o casal que esta brigado
pode se sentar lado a lado de P, - P,= 2 - 9!
manelras.

Concluimos que o resultado solicitado é:

10l =2-Q=T0-91 =2-91 =8 - Q.

17.B

Para que haja pelo menos um brasileiro entre as
trés primeiras colocagoes, basta calcularmos o
total de possibilidades e subtrairmos as possibi-
lidades de nao haver nenhum brasileiro.

9l 51

; -A .= -
L090: Ay =Asa = (9~ 3) " (5 - 3)l

=504 -60 =

= 444 possibilidades.

Estudo para o Enem

18.

B

Ha 16 posicoes seguidas de uma fila, em que
as de mando impar serao preenchidas pelos 8
filmes de acao, as b primeiras de mando par se-
rao preenchidas pelos filmes de comédia e as 3
Ultimas de mando par serdo preenchidas pelos
filmes de drama.

Entao, os filmes:
¢ de acao serao colocados de P, = 8! maneiras;
¢ de comedia, de P, = 5! maneiras;

¢ de drama, de P, = 3! maneiras.

19.

20.

Portanto, pelo principio multiplicativo, o resultado
é8!l-5l-3

Competéncia: Construir significados para os nu-
meros naturais, inteiros, racionais e reais.

Habilidade: Identificar padroes numéricos ou
principios de contagem.

E

Ha 10 - 10 = 10% formas de escolher os dois al-
garismos e 52 - 52 = 522 formas de selecionar
as letras. Definidos os caracteres da senha, po-

demos dispd-los de P22 = maneiras. Por-

2! . 21
tanto, pelo principio multiplicativo, a resposta é
41

2. 21

10% - 522 -

Competéncia: Construir significados para os nu-
meros naturais, inteiros, racionais e reais.

Habilidade: Identificar padrées numéricos ou
principios de contagem.

B
A quantidade de jogos disputados sera:
20!
oo N 281 = 20 - 19 = 380.

Sendo os oponentes paulistas, o niumero total
de jogos sera:

Ags =, =65 =230.

Sendo assim, a porcentagem solicitada sera igual a:

S0 - 100% = 79%

380 -

Competéncia: Compreender o carater aleatério e
nao deterministico dos fenbmenos naturais e so-
ciais e utilizar instrumentos adequados para medi-
das, determinacao de amostras e calculos de pro-
babilidade para interpretar informacgdes de variaveis
apresentadas em uma distribuicao estatistica.

Habilidade: Resolver situagao-problema que envol-
va conhecimentos de estatistica e probabilidade.



COMBINACAO

Comentarios sobre o modulo

Neste moédulo, continuamos o estudo da anélise
combinatéria. Foram estudadas as combinagoes e as
mais diversas maneiras de se observar o agrupamento
de numeros, objetos ou pessoas por meio de combi-
nacoes simples.

Parair além

A dissertacdo O ensino da analise combinatdria
através de situacoes-problema é um o6timo material
que aborda de modo completo a analise combinatoria.
Disponivel em:

<http://repositorio.unicamp.br/bitstream/REPOSIP/325395/1/
Garcia_HeitorAmaral_M.pdf>

Acesso em: 17 nov. 2018.

O artigo “Anélise combinatéria: alguns aspectos his-
téricos e uma abordagem pedagdgica” trata da impor
tancia da analise combinatoéria no ensino. Disponivel em:

<http://www.sbem.com.br/files/viii/pdf/05/
1MC17572744800.pdf>

Acesso em: 17 nov. 2018.

O texto “Como funciona o sistema Braille” mos-
tra o funcionamento desse método de comunicagéo.
Disponivel em:

<https://novaescola.org.br/conteudo/397/como-funciona-
sistema-braille>

Acesso em: 17 nov. 2018.
Exercicios propostos

7.C

Vamos considerar o nimero de formas de se colo-
carem 6 filhos no primeiro quarto. Para isso, pre-
cisamos combinar 10 elementos tomados 6 a 6.
10!
C106 =
6 614

8. Adotando L como letra e A como algarismo, pelas
possibilidades de emplacamento, obtemos:

L-L-A-A-A-L-L

26 -26-10-10-10 - 26 - 26 = 26* - 10°.
Para calcular o total de possibilidades de placas
com 4 letras (incluindo repeticdo) e 3 algarismos
(incluindo repeticao) em qualquer ordem na pla-
ca, devemos primeiro considerar a posicao das
letras.

7!

Ou seja, C7’4 = m = 35.

Assim, ha 35 possiveis combinagcoes de 4 letras

10.

1.

12.

e 3 algarismos. Logo, o total de possibilidades
de placas com 4 letras (incluindo repeticao) e 3
algarismos (incluindo repeticao) pode ser obtido
pelo principio fundamental da contagem:

35 - 26%-10°

.B

Calculando, obtemos:
8!
Cos = 31,51~ 26
8!

Ags= g, = 336

Logo, y — x = 336 — 56 = 280.

E

A e B sédo os estudantes que nao podem se vin-
cular a um mesmo grupo.

Supondo que gqueiramos calcular quantas sdo as
possibilidades para formar precisamente um gru-
_ 20!

~ 317!
essas, A e B estdo presentes em 18).

po teremos C,, . = 1140 opcodes (entre

Portanto, a solugcdo é¢ 1140 — 18 = 1122.
E

De 1 até 12 temos 10 algarismos decorrentes,
pois o primeiro deles ndo pode sero 11 nem o 12.

Calcula-se a quantidade de grupos formados por
3 pessoas:

121
Cuos = 379 = 220.

Assim, a quantidade méaxima de grupos que se
podem elaborar de modo que os crachas nao se-
jam identificados por 3 nUmeros consecutivos é:

220 - 10 = 210.

Utilizando 3 cores:
Base = 5 opcoes

Faces laterais opostas = C,, = % = 6 opcoes
Total = 5 -6 = 30

e Utilizando 4 cores:

Base = 5 opcoes

2 faces laterais opostas = 4 opcoes

2 faces laterais opostas = 3 opcoes

i
=]
7]
7]
>

B
S
=

o
(=)

b=l

©
=
)
2
=




13.

14.

15.

Total =5-4 -3 =060

e Utilizando 5 cores:

Base = 5 opcoes

Faces laterais = 3! = 6 opcoes

Base = 5 -6 = 30

Total de opcoes = 30 + 60 + 30 = 120

A

Considerando (a) cartela azul e (v) cartela ver-
melha, as possibilidades sao: {a, a, a}, {a, a, v},
{a, v, vl e {v, v, v}.

Portanto, é provavel retirar:

3):

2 cartelas azuis e 1 vermelha de (

20!
317!

)3
320J=

= 4060

3 cartelas azuis de = 1140

maneiras;

_ 20!
~ 21.18l

- 30 = 5700 maneiras;

20
e 1 cartela azul e 2 vermelhas de ( 1 J . (

30!
2! .28l

=20- = 8700 maneiras;

30 | 30!
3 | 3l.27

3 cartelas vermelhas de (
maneiras.

Logo, pelo principio aditivo, a resposta €: 1140 +
+ 5700 + 8700 + 4060 = 19600

E
* Numero de opcdes possiveis de 3 pontos:
8!
Cosbe T 56.
e Numero de opcdes com 3 pontos alinhados:
41
2:C,,= 3o =8.
e NUmero de opcdes com 3 simbolos iguais:
41
2 S 3 8.

Assim, a quantidade de triangulos criados com
simbolos Unicos é dada por: 56 — 8 — 8 = 40.

B
Calculando a equacéao solicitada, obtemos:

BECS

16.

17.

(3x+1)!
1 ((Bx+1)-1)!
(3x+1) - (3x)!
- (3x)!

C(x+1) - x!
21 . x! T

x+2)-(x+1)=2-(3x+1)
X2+ 3Xx +2=06x+2
x2-3x=0

x-(x=-3=0
~x=3o0ux=0

Calculando o numero binomial fornecido, obtemos:

[ 2x2—1 ] _

(2x =1) - (2x =2) - (2x -3)!
21 - (2x =3)!
(2x =1) - (2x =2)
2
Portanto, se x = 0, o nimero dado também ¢ igual
a zero, 0 que nao é abrangido pelas alternativas.
(2-3-1)-(2-3-2)
2

(2x =1)! 2
21 - ((2x —n-2)!

Se x = 3, vamos ter:

12!

—— = 220 maneiras de selecio-

Existem szv3 =31 ol

nar 3 pontos aleatdrios. Entre as possibilidades,
temos de descontar aquelas em que nao se pode
formar um tridngulo. Ha 2 segmentos de reta que
evidenciam 4 pontos cada um, resultando 2 - C, . =
= 2 . 4 = 8 possibilidades. '

Portanto, a resposta é 220 — 8 = 212.

a) O total de triAngulos serd obtido por meio do
numero total de combinacbes possiveis de pon-
tos 3 a 3, menos o nimero de combinacoes de
pontos colineares.

Assim, podemos escrever:

= 286.

, 13! 13-12-11
ndamero total—>C13’3= 3l 310' =35

Pontos colineares sobre o eixo y:

y = {(0, =3), (0, =2), (0, -1, (0, 1), (0, 2), (0, 3),
(0, 0)} - C,,

Pontos colineares sobre o eixo X:



x = {(=3, 0), (=2, 0), (=1, 0), (1, 0), (2, 0, (3, 0),
(0, 0} - C,,
_ 7!
Pontos colineares — 2 - C,; = 2 - o7 =
7-6-5
=9 5. - 70

Portanto, o total de triAngulos é 286 — 70 = 216.

b) Observamos que os pontos reunidos estao
sobre um dos eixos do plano cartesiano. Assim,
se 2 vértices se encontram sobre o eixo y, o ter-
ceiro vértice esta obrigatoriamente sobre o eixo
x (considerando os pontos reunidos). O total de
opcoes de 2 pontos sobre o eixo vy é:

7! 7 -6

Ce=arg = 2 =20

Para o terceiro vértice, ha 6 opcoes de selecoes
(pontos sobre o eixo x). Sendo assim, o nimero
de triangulos que possivelmente vamos encontrar
€21-6=126.

Estudo para o Enem

18.D

O professor pode ir a 3 museus dos 4 disponiveis
no Brasil (C, ).
41 4 . 3

= - |
43 (4-3)1-31 3l

Também pode ir em 2 dos 4 museus disponiveis
no exterior (C, ).

41 4 .83.2
— :6

Cpo = (4-2)1-21 21 - 2

19.

20.

Pelo principio fundamental da contagem, obtemos:
4 -6 = 24 maneiras diferentes de visitar os museus.

Competéncia: Construir significados para os nu-
meros naturais, inteiros, racionais e reais.

Habilidade: Identificar padrées numéricos ou
principios de contagem.

A

A quantidade de maneiras de selecionar dois te-
ist . .| 10} 10!

nistas quaisquer é > | T2 8

O nuimero de formas de selecionar dois tenistas

nhotos é £ - -
canhotos & 2 = Z——.

. ) 10! 4!
Assim, o resultado é dado por 28l 21 . 20

Competéncia: Construir significados para os nu-
meros naturais, inteiros, racionais e reais.

Habilidade: Identificar padrées numéricos ou
principios de contagem.

B

Cpo, - -C

2 4,2

+C,,=45-28-15-6-1=

0.2 2" Ce

8,
113400

Competéncia: Construir significados para os nu-
meros naturais, inteiros, racionais e reais.

Habilidade: Identificar padrées numéricos ou
principios de contagem.
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Comentario sobre o mdédulo

Professor, neste médulo, abordamos os conceitos
de probabilidade e os significados de evento aleatério,
espaco amostral e evento. Também trabalhamos a di-
ferenca entre probabilidade estatistica e probabilidade
tedrica, além de calcularmos a probabilidade de um
evento simples.

Além disso, abordamos as propriedades das proba-
bilidades, com o estudo de eventos impossivel e certo.
E ainda, analisamos a probabilidade de determinado
evento ocorrer e o calculo da probabilidade de ocorrén-
cia de uma situacao, com base na analise dos eventos
que nao podem acontecer na situacdo estudada, ou
seja, por meio do evento complementar.

Parair além

O artigo “O ensino da estatistica e da probabilidade
na educacao béasica e na formacao de professores”
trata da relevancia e dos objetivos para se ensinar e
aprender estatistica e probabilidade na Educacao Ba-
sica. Disponivel em:

http://www.scielo.br/pdf/ccedes/v28n74/v28n74a05.pdf
Acesso em: abr. 2019.

Exercicios propostos

7.A

No conjunto {1, 2, 3,4, ..., 98,99, 100}, existem
os quadrados perfeitos 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49,
64, 81 e 100.

Portanto, sendo P a probabilidade pedida, temos:

o 10
~ 100
oo 1
10
8. E

O resultado solicitado é idéntico a 1,00 — (0,65 +
+ 0,15) = 0,20.

Portanto, P = 20%.

Competéncia: Compreender o carater aleatério e
nao deterministico dos fenémenos naturais e so-
ciais e utilizar instrumentos adequados para medi-
das, determinacao de amostras e calculos de pro-
babilidade para interpretar informacoes de variaveis
apresentadas em uma distribuicao estatistica.

Habilidade: Resolver situagao-problema que en-
volva conhecimentos de estatistica e probabili-
dade.

9.

10.

11.

12.

INTRODUCAO A PROBABILIDADE

c

Glorinha tem uma ficha cujo nimero pertence
ao conjunto:

U=1{235 711,12, 14, 16, 20, 21, 23}

Logo, a probabilidade solicitada é:

1
=— 9
1 100%

Portanto, P= 9%.

a) Temos:
121
= = =22

n(U) = C,,, (12-3)13! 0
n(A) =1

n(A) 1
PAWE —a —

2 n(U) 220
Logo, a probabilidade de acerto é 1 .
220

b) Haverd combinacao de 5 nimeros de 3 em 3:

51
C.. N arol 10.

Logo, serdo 10 apostas de 3 numeros. Em de-
corréncia, uma aposta em 5 numeros custaria
2 - 10 = R$ 20,00.

A

Sejam p (gols do time perdedor) e g (gols do
time vencedor). O nUmero de casos provaveis
representa o numero de permutacdes de cinco
objetos, nem todos distintos, com duas e trés
repeticoes. Isto é:
5!

23 = =
Fs 21.31 10

Desse modo, como hé apenas um caso favoravel,
a resposta é:

i~1OO%=10%
10

B |

10!
n(U) =Pg = al
gramas possiveis. Assim:

n(EEEE) = P, = 7!

corresponde ao numero de ana-

Logo, a probabilidade solicitada é:

n(U)_ 71 71432 1

n(E) 10! " 10.9-8:71 30
41

P(EEEE)



13.

14.

15.

16.

A
Ha 4 formas de escolher um presidente, 3 de

. _ 6 !
selecionar um tesoureiro e — %
2 21-41

de escolher 2 revisores. Assim, pelo principio
multiplicativo, a eleicao tera:

n(u) = 4 -3 - 15 = 180 resultados possiveis.

Vamos considerar P,, P,, P, P, os candidatos a
presidente; T, T,, T, os candidatos a tesoureiro;
R, R,.... R, os candidatos a revisor. Acreditan-
do que, sem perda de generalidade, o voto de
determinado eleitor tenha sido (P,, T,, R,), & fa-
cil perceber gue o nimero de casos favoraveis
para esse voto é igual a 5, pois existem 6 revi-

sores. Assim, a probabilidade solicitada é igual a

o _1
180 36
A
Diagonais que passam pelo centro do decagono:
g=9 _¢
2
Diagonais do dodecagono: D = w = 35.

Portanto, a probabilidade P(d) é:

Sejam x (a quantidade de cédulas de 20 reais), y
(a quantidade de cédulas de 50 reais) e n (0 nu-
mero total de cédulas), isto &€, n = x + y. Assim,
para um saque de 400 reais, temos:

20x + 50y =400

bn =40+ 3x
nN=x+y
—[0<x<20
<x <
Ve K520 0<y<8
0<y<8

Sendo 40 + 3x um multiplo de 5, por anélise
vamos encontrar:

(x, y) € R%(0, 8), (5, 6),
(10, 4), (15, 2), (20, 0)

Portanto, os Unicos casos adequados sao (b, 6)
e (15, 2). Logo, a probabilidade solicitada é igual
2
a—.
5
O numero de elementos do espago amostral €
n(U) =6 -6 = 36.

Representando as situacdées em que o jogador
fara oito ou mais pontos, temos:

(2, 2), (2, 6), (3, 3), (3, 5), (3, 6), (4, 4), (4, 5),
(4, 6), (5, 3), (5, 4), (5, b), (b, 6), (6, 2), (6, 3),
(6, 4), (6, 5) e (6, 6)

Logo, o numero de elementos de o evento resul-
tar em 8 ou mais pontos (A) é:

n(A) = 17
Com isso, podemos calcular a probabilidade pedida:
17
P(A)=—.
(A)=25

17.C

Sendo a (a quantidade de bolas amarelas), b (a
quantidade de bolas brancas) e v (a quantidade
de bolas vermelhas), do item | concluimos que
v = 22

No item |l, observamos que a urna, que antes
tinha um total de (v + b + a) bolas, passou a ter
(v +b + a-4) bolas. Assim, montamos a relacao:

v 1 2a 1
—  =—— & ————=— > a=b-4
a-4+b+v 2 3a+b-4 2

No item IIl, se forem retiradas as 12 bolas ver-
melhas, a urna ficard com:

(a+ b+ v-12) bolas
Com isso, temos:

b 1
atb+v-12 2

Substituindoa = b -4 e v = 2a, temos:
b —
b-4+b+2(b-4)-12 2

— b =12

Estudo para o Enem

18.D

Possibilidades que concedem a vitéria a José:
{(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1)}.

Possibilidades que concedem a vitéria a Paulo:
{(1, 3), (2, 2), (3, 1)}.

Possibilidades que concedem a vitéria a Anténio:
{(2, 6), (3, B), (4, 4), (5, 3), (6, 2)}.

A resposta é José, ja que ha 6 possibilidades para
criar sua soma. Anténio tem 5 possibilidades para
criar sua soma. Paulo tem apenas 3 possibilida-
des para criar sua soma.

Competéncia: Compreender o carater aleatorio e
ndo deterministico dos fenbmenos naturais e so-
ciais e utilizar instrumentos adequados para medi-




19.

das, determinacao de amostras e calculos de pro-
babilidade para interpretar informacgoes de variaveis
apresentadas em uma distribuicao estatistica.

Habilidade: Resolver situacao-problema que envol-
va conhecimentos de estatistica e probabilidade.

A

O numero total de assentos é igual a (9 + 12 +
+ 13) - 6 + 2 - 8 = 220. Contudo, o numero de
assentos em que o passageiro se sente descon-
fortavel é:

9+ 12 +13) -2 =68

Assim, a probabilidade de o passageiro ser sor-
teado com uma poltrona entre duas pessoas é

68
55n - 100% =31%.

equivalente a 220

Competéncia: Compreender o carater aleatério e
nao deterministico dos fenbmenos naturais e so-
ciais e utilizar instrumentos adequados para medi-
das, determinacao de amostras e célculos de pro-
babilidade para interpretar informagoes de variaveis
apresentadas em uma distribuicao estatistica.

20.

Habilidade: Utilizar conhecimentos de estatisti-
ca e probabilidade como recurso para a constru-
cao de argumentacao.

D
Nao opinaram: 21%.

Opinaram: 100% — 21% = 79%.

Entrevistados que classificaram o livro como cha-
to: 12% dos 79% que opinaram. Assim, temos:

12%
P(Chato) = 0

=0,152

Portanto, P(Chato)=0,15

Competéncia: Compreender o carater aleatério
e nao deterministico dos fenébmenos naturais e
sociais e utilizar instrumentos adequados para
medidas, determinacdo de amostras e calculos
de probabilidade para interpretar informacgoes
de variaveis apresentadas em uma distribuicao
estatistica.

Habilidade: Avaliar propostas de intervencao na
realidade utilizando conhecimentos de estatistica
e probabilidade.



PROBABILIDADE CONDICIONAL E DA INTERSECCAO DE EVENTOS

Comentario sobre o médulo

Neste mddulo, continuamos os estudos sobre pro-
babilidades. Abordamos o calculo da probabilidade do
evento uniao e a probabilidade de um espaco amostral
nao equiprovavel, analisando as probabilidades isoladas
de cada evento ocorrer.

Além disso, analisamos problemas com maior grau
de dificuldade, uma vez que vimos probabilidade con-
dicional e probabilidade da intersecgao.

Exercicios propostos

7. Evento A (a carta € uma dama):

4
P(A)=—
(A)=%
Evento B (a carta é de copas): P(B):g

Evento A n B (a carta é uma dama de copas):

P(AmB)=é

Evento A U B (a carta ou € um rei ou é de ouros):

P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A n B)

Logo:
P(AUB)=—2+ 3 _ 1 _paup)=18
b2 52 b2 2
4
P(AUB) =~
(AUB)=12
8.C

, 4 ‘ .
Ha PP =P,, = 3= 4 maneiras de se conseguir exa-

tamente 3 caras em 4 langcamentos.

No entanto, ha somente duas maneiras de se
obter 3 caras sucessivamente: CCCK e KCCC.

Assim, P =

NN
I
|

9. A
O numero de combinacdes possiveis é:
20!

C20'3=m=1140

Logo, a probabilidade de ocorrer a trinca apos-
tada é:

1
P4, 7 18) = 1140

Assim, o ganho é de

1 :
100000 - 1140 ~ 87,72 ~ 88 reais.

10. A
Numero de provas possiveis: n(U) = C

10!

1055 51 Bl

NUmero de provas possiveis com as 7 questoes

; 7!
corretas: C,; = IR
Logo, a probabilidade é:
7!
po G _Bl2t 7L BL-5E_ 1 7
T Chps 100 T BI-207 901 T 12 T 84
5!.5I
11.C

Para que a soma seja par, € necessario pegarmos
um ndmero impar de A e um ndmero impar de B,
ou um numero par de A e um numero par de B.

e Probabilidade de escolher um numero impar

de A: §
5

e Probabilidade de escolher um nimero impar

2
B: =.
de 5

e Probabilidade de escolher um nimero par de

A: g
5

e Probabilidade de escolher um numero par de
3
B: =.
5
Logo, a soma dos 2 niumeros escolhidos que re-
sulte em numero par é dada por:
3 2 2 3 12
L — = = —
5 5 25
12.C
De acordo com o enunciado, temos:

e P(X/B): Probabilidade de nascer menino e o
quarto ser branco.

e P(Y/B): Probabilidade de nascer menina e o
quarto ser branco.

P(x/B) = 20.30 _ 15
100 100 100
P(y/B) = 20 .40 _ 20
100 100 100

Logo, a probabilidade de Renata pintar o quarto
do bebé de branco é dada por:

15 20 5
+

= — + — = — = 3%
100 100 100
13.E
|. Falsa, pois a probabilidade informada é obtida
por p = s _ 1
15 5

Xl

i
=]
7]
7]
>

B
S
=

o
(=)

b=l

©
=
)
2
=



14.

[I. Falsa, pois a probabilidade informada é
CunCas 6+1 1

P= =22 =
Cis» 105 15

[1l. Falsa, pois a probabilidade solicitada sera ob-
6 4 2 8

tidaporPp = —. ~. = —
455

15 14 13
Sendo assim, todas as afirmacdes sao falsas.

a) Maria deve lancar o icosaedro, pois é o Unico
s6lido com valores superiores a 12, j& que tem 20
faces. Ela, entao, langaré apenas uma vez o dado.
Portanto, a probabilidade de o niumero lancado
ser superior a 12 é:

1 8 8

_. =2 =2 _gy

5 20 100 °

b) J& para obter um numero inferior a 5, Maria
pode sortear qualquer um dos dados.

P(nimero > 12) =

e Tetraedro: P(nUmero < b) = 1£=1
5 4 5
e Cubo: P(nimero < b) =l-£=i=£,
56 30 15
* Octaedro: P(nimero < 5)=l-i=i=i
5 40 40 10
1 4 4 1
e Dodecaedro: P(nimero < b) = T
e |cosaedro: P(nimero < 5) = li:i:i
5 20 100 25
Logo, a probabilidade solicitada sera:
Prom(NUmero < 5) = S LN A -
15 10 25
_ 30 + 45 + 6 =ﬂ:54%
150 150

c) Joao deve sortear o dodecaedro e o icosaedro,
pois apenas com esses dois dados a soma dos
numeros das faces seria maior que 30.

As somas possiveis do dodecaedro e do icosae-
dro superiores a 30 serao:

(11 +20=31); (12 + 19 =31); e (12 + 20 = 32).
Logo, n(A) = 3.

Assim, a probabilidade sera:

e Escolha de dados:

Px)=2-=---—=— =
e Soma de faces:

P(nimero) =3 - — - — = — =

P(ndmero > 30)= —

15.

16.

C
Se N é o total de pessoas da populacao, teremos:
e Pessoas saudaveis consideradas doentes:

1985

100 100

e Pessoas doentes consideradas doentes:
90 15

100 100

Portanto, a probabilidade de uma pessoa ter a
doenca, dado que o exame indicou positivo, é:

90 15

o 100100 =
P(Pos't'vo)_i.%.N+$'£ :

100 100 100 100

_270
- 467
B
Temos que:

e Xx: numero de bolas vermelhas;
° Ce,z: casos pertinentes;
C : casos executaveis.

n+6, 2"

Assim:

6!
1 21.4l
3 (n+6)!

L
N | O
~—

—n’+11n-60=0

W=
/

>
N

(©)
~—

Calculando a fungao do 2¢© grau, n = 4.

17.B

Ha 2 formas de posicionar Renato e Alice.
Conseguimos dispor (m) pessoas entre os dois

6!
de A; ., = formas.

(6 —m)!
Ainda, considerando agora as 8 — (m + 2) = 6

outras pessoas, temos:
P =P = (7 — m)! possibilidades.

(6 —m)+1 7-m

Contudo, podemos organizar o grupo em fila de
P8 = 8! maneiras, sem qualquer reducao.

Sendo assim, a probabilidade solicitada é obtida por:

(7 -m)!

7 —m
P(m)= 8l " 28




Estudo para o Enem

18.

19.

A

Do enunciado, temos:
e U (conjunto universo);
e | (conjunto dos alunos que falam inglés);

e E (conjunto dos alunos que falam espanhol).

Assim:

P (E | I): probabilidade dos alunos que falam es-
panhol e ndo falam inglés.

n(U) = 1200

n(l) = 600

n(E) = 500

n(T U E) =300
n(l U E) = n(U) - n(TuE) = 1200 - 300 = 900
Logo:

n(l u E) =n(l) + n(E) = n(l »n E) - 900 = 600 +
+ 500 — n(l N E)

Assim, n(l n E) = 200.

Portanto:
B n(EmT)
P(EIT) = W _
n(E-1) 300 1

n(E-1N) +n(TUE) 300+300 2

Competéncia: Compreender o carater aleatorio
e nao deterministico dos fenémenos naturais e
sociais e utilizar instrumentos adequados para
medidas, determinacédo de amostras e calculos
de probabilidade para interpretar informacgoes
de variaveis apresentadas em uma distribuicao
estatistica.

Habilidade: Resolver situacao-problema que envol-
va conhecimentos de estatistica e probabilidade.

E

Verde (3 ou 4) e vermelha (4) sdo as cores com
chance de ficar com o maior nimero de bolas,
apo6s o procedimento de retirada e deposito.

20.

Portanto, a probabilidade de retirar uma bola ver-

de da urna 2 é:

9 3 1 4 31
: _

10 1110 11 110

E a probabilidade de retirar uma bola vermelha
da urna 2 é:

10 4_40
10 11 110

Desse modo, o jogador deve selecionar a cor
vermelha.

Competéncia: Compreender o carater aleatério e
nao deterministico dos fenémenos naturais e so-
ciais e utilizar instrumentos adequados para medi-
das, determinacao de amostras e calculos de pro-
babilidade para interpretar informacoes de variaveis
apresentadas em uma distribuicao estatistica.

Habilidade: Utilizar conhecimentos de estatisti-
ca e probabilidade como recurso para a constru-
¢ao de argumentacao.

E

Regides possiveis: Rural, Comercial, Residencial
Urbano ou Residencial Suburbano.

Logo, n(U) = 4.

Regides com temperaturas inferiores a 31 °C: Rural,
Residencial Urbano ou Residencial Suburbano.

Assim, n(A) = 3.
3

Portanto, P = 1

Logo, a probabilidade de ele escolher uma regiao

3
adequada as recomendacdes médicas é de 1

Competéncia: Compreender o caréater aleatério
e nao deterministico dos fenédmenos naturais e
sociais e utilizar instrumentos adequados para
medidas, determinacdo de amostras e calculos
de probabilidade para interpretar informacgoes
de varidveis apresentadas em uma distribuicao
estatistica.

Habilidade: Avaliar propostas de intervencao na
realidade utilizando conhecimentos de estatistica
e probabilidade.
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Comentario sobre o médulo

Neste ultimo mdédulo dedicado aos estudos das
probabilidades, estudamos a probabilidade de even-
tos independentes, com a comparacao entre eles e os
eventos dependentes. Além disso, tivemos a oportuni-
dade de reforgar os conceitos vistos em probabilidades
NOS exercicios propostos.

Finalizamos o material com o estudo do binémio de
Newton. Abordamos, antes, o produto de Stevin, com
a deducao teodrica. Pdéde-se fazer uma breve revisao
do numero binomial e do triangulo de Pascal, pois sao
dois requisitos fundamentais para a compreensao e o
desenvolvimento do conteudo.

Exercicios propostos

7.C
Observando a imagem, temos:

Posto

Praca das Flores

Praca da Concha

Temos:
P(AD)= % =50% (Posto — Praca das Flores)
_ =

P(ABD)= l_l=l=25%_) Posto — Praca

2 2 4 das Flores
=75% = §

4
P(ABC) = %% = 25% — Nao chega a Praca das
Flores

8. Teremos, portanto, 4 bolas com vogais e 6 bolas
com consoantes.

aP=L
10

o) p=t
10

c) P:igg—l
1098 30

PROBABILIDADE DE EVENTOS INDEPENDENTES E BINOMIO DE NEWTON

9.C

A soma dos coeficientes do desenvolvimento de
(x + a)" é 2.

Logo, a soma dos coeficientes de (x + 1)° =

= 2° = 32.

10.C

De acordo com o enunciado, temos a probabili-
dade de atraso com e sem chuva:

P(chuva) = 30% - 50% = 0,3 - 0,5 = 0,150
P(sem chuva) = 70% - 25% = 0,7 - 0,25 = 0,175
Assim:

P(atraso) = P(chuva) + P(sem chuva)

P(atraso) = 0,15 + 0,175 = 0,325

Logo, P(atraso) = 0,325.

Competéncia: Compreender o carater aleatorio e
nao deterministico dos fenbmenos naturais e so-
ciais e utilizar instrumentos adequados para medi-
das, determinacao de amostras e célculos de pro-
babilidade para interpretar informacoes de variaveis
apresentadas em uma distribuicao estatistica.

Habilidade: Resolver situacdo-problema que en-
volva conhecimentos de estatistica e probabili-
dade.

11.a) Temos P = 6ll = E = l
6 6 36 6
Logo, a probabilidade de que os dois dados mos-

1
trem o mesmo numero é de 5
b) Verificando as possibilidades, temos:

1+(2, 3 4, 50u6)—> % —

2+ (3,4, 50u6)—

3+ (4, 50ubB)—

1
4+(50u6)—>6-

oIN
1l
|

1
+(6) > ==
5 + (6) 6 "3

[N



12.

13.

14.

Somando todas as probabilidades possiveis, temos:

1 15 5

+ = — =
36 36 12
Logo, a probabilidade de que o dado azul mostre

um ndumero maior que o dado vermelho é de 1

B
Termo geral:

Tp = (g)(bﬂ)p (x)¥* — Tp 1 (g) 2

- T, .= (gJprf"?P

Para que o termo de x seja independente, o ex-
poente de x deve ser igual a zero.

Assim, temos:

8-2p=0 > 2p=8 - p=4

Logo:
T, = (i)Z“xB‘Z“‘ - T,=70-16 —
- T, =1120

Portanto, a soma dos algarismos do termo inde-
pendente sera:

1+1+2+0=4

D
O termo geral sera:

T . =x- (fj L (2X)P - 1100 = (f) .25 - xo+
Para se ter x3, p corresponde a:

PRNSS — 0[\

Assim, temos:

(120) .22.)(2+1 :45'4‘)(3: 180X3
C

O gasto anual é de R$ 900.000,00. A cada even-
to deve pagar R$ 1.000.000,00. Logo, nenhum
evento pode ocorrer.

P(X): corresponde a probabilidade de nao ocorrer
o evento em 10 empresas.

P(X) = (1 - p)™.

15.

16.

P(X): probabilidade de ocorrer em ao menos 1.

Logo, a probabilidade de a seguradora ter pre-
juizo nessa modalidade de seguro em um ano é

P(X)=1-(1-p)"°.

A
Fazendo cos x = y, obtemos:

y*—4y* + 6y’ -4y +1 =0

Encontramos, assim, o desenvolvimento do po-
lindbmio (y — 1)4.

Como(y—=1)*= (y=1)-(y=1)-(y-1)-(y=1) =0.
A raiz do polindmio é igual a 1. Ou seja:

cos x =1

Logo, x = 360° = 2n

Sendo a funcdo cosseno periddica, a cada 360°,
obtemos uma nova raiz da funcdo. Ou seja, a cada
2km, em que k € um numero inteiro qualquer.

E

Além do atleta que fez uso da substéncia, preci-
samos escolher 2 atletas entre os 199 que néao
fizeram uso. Logo, temos:

199!
C 21.197! 3
P(|) = 1992 _ _ S
0= Cos 2001~ 200
31.197!

No segundo modo, sorteada a equipe, precisa-
mos escolher 2 atletas entre os 9 que nao a uti-
lizaram. Assim:

9!
2.7 3
P(l) = —- = =

O 20 C,, 20 10! 200

3! -7!

Ja no terceiro modo, precisamos escolher 2 equi-
pes em que nao atua o jogador dopado e s6 entao
sortear o jogador. Sendo assim:

19!
120170 1 3
Cps 10 200 10 200

31.17!

Portanto, existe a mesma probabilidade nos trés
modos distintos.

Competéncia: Compreender o carater aleatério
e nao deterministico dos fendbmenos naturais e
sociais e utilizar instrumentos adequados para

XVl



medidas, determinacédo de amostras e calculos
de probabilidade para interpretar informacoes
de variaveis apresentadas em uma distribuicao
estatistica.

Habilidade: Avaliar propostas de intervencao na
realidade utilizando conhecimentos de estatistica
e probabilidade.

17.B

3
O termo geral de (2><+i2) sera:
X

e[ ]
n=(3) 2

8
O termo geral de (x+i) sera:
2X

e T
(i) ENE

Tp+1 .Tq+1 = (2) (3) . 23-(pta . «9-3(p +a

Para ter x8, p + g = 1, o que implica em (p, q) =
= (0, 1) ou (1, 0).

3) . (3. 93-0+1 . yo-30+1 ) | R
(3)(5) 2w (3)- ()

. 23—(1+0) . X9—3(1 + 0)

T

q+1

1-3-22-x54+3-1-22-%°
12x8 + 12x8 = 24x5

Portanto, o coeficiente procurado corresponde
ao numero 24.

Estudo para o Enem

18.A

Analisando o gréafico, obtemos:

e Compradores do produto A: n(A) = 10 + 30 +
+ 60 = 100.

e Compradores do produto B: n(B) = 20 + 20 +
+ 80 = 120.

19.

20.

e Consumidores do produto A em fevereiro:
n(A|Fev) = 30.

e Consumidores do produto B em fevereiro:
n(B|Fev) = 20.

Logo:

_n(AlFev) n(BlFev) 30 20 _ 1
~ n(A)  n(B) 100 120 20

Competéncia: Interpretar informagoes de nature-
za cientifica e social obtidas da leitura de gréaficos
e tabelas, realizando previsao de tendéncia, ex-
trapolacao, interpolacao e interpretacao.

Habilidade: Utilizar informacdes expressas em
graficos ou tabelas para fazer inferéncias.

B

De acordo com o texto, sabemos que, para o
teste terminar na quinta questao, o candidato
precisa errar exatamente uma pergunta entre as
quatro primeiras e errar a quinta. Entao:

P=C, -(1-0,2)-02=4-0512 - 0,04

Logo, P = 0,08192.

Competéncia: Compreender o carater aleatério
e nao deterministico dos fenébmenos naturais e
sociais e utilizar instrumentos adequados para
medidas, determinacdo de amostras e calculos
de probabilidade para interpretar informacgoes
de variaveis apresentadas em uma distribuicao
estatistica.

Habilidade: Avaliar propostas de intervencao na
realidade utilizando conhecimentos de estatistica
e probabilidade.

c

x \° C x \°
C, =C- (1+—) - —8=(1+—j
100 C 100

Para o termo x°, obtemos:

8-3 3
(8)-(Lj PP =56 =56 10710 x°
3) 100 100

Competéncia: Construir significados para os nu-
meros naturais, inteiros, racionais e reais.

Habilidade: Resolver situacao-problema envol-
vendo conhecimentos numeéricos.



PRE-VESTIBULAR

SEMIEXTENSIVO

tomhosco.com.hr
1 6

70162536

WWW.



	701625366 DB PV SE NENH 91 2S LV 02 MI DMAT PR.pdf
	DB_SE_2019_MAT1_M17a22_PROFESSOR_P5
	DB_SE_2019_MAT1_M23a28_PROFESSOR_P5
	DB_SE_2019_MAT2_M17aM22_PROFESSOR_P5
	DB_SE_2019_MAT2_M23aM28_PROFESSOR_P5
	DB_SE_2019_MAT3_9a11_PROFESSOR_P5
	DB_SE_2019_MAT3_M12a14_PROFESSOR_P5
	DB_SE_2019_MAT_FIS_MP_GRAFICA.pdf
	DB_SE_2019_MAT1_M17a28_MP_P5
	DB_SE_2019_MAT2_M17aM22_MP_P5
	DB_SE_2019_MAT3_9a11_MP_P5





