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2 MATEMATICA

GEOMETRIA PLANA: SEGMENTOS E

ANGULOS

CONCEITOS PRIMITIVOS

Assim como as nog¢des de conjunto, elemento
e a relagdo de pertinéncia sdo aceitas sem definicio
na Teoria dos Conjuntos, os conceitos de ponto,
reta e plano também sio aceitos sem defini¢do na
Geometria.
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ponto reta plano

Ponto: letras maiusculas do nosso alfabeto. A,B,C,...
Reta: letras minusculas do nosso alfabeto. a,b,c,...
Plano: letras minusculas do alfabeto grego.a, B, =...

Posicao de duas retas distintas
em um plano

e Concorrentes: Possuem um uUnico ponto
comum.
b

a

® Paralelas: Ndo possuem ponto comum. No-
tacdo a [/ b.
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® Coincidentes: Retas que possuem infinitos
pontos em comum.

rlls
Subconjuntos de reta

A medida ‘AB serd denotada por AB. Desse
modo, se AB é um segmento de reta de 3 cm, es-

crevemos AB = 3cm.
@ L ]
A B

Dois segmentos que possuem medidas iguais
sdo chamados congruentes, ou seja, 0s segmentos
AB e CD sdo congruentes se, e somente se, AB = CD .
Denota-se por AB=CD .

ANGULOS

A medida de um angulo AOB sera denotada
por AOB. Assim, se AOB é um angulo de 60°, escre-
vemos: AOB = 60°.

A

B
Angulos congrue ntes

Dois angulos de medidas iguais sdo denomi-
nados congruentes, ou seja, ABC = DEF se, e so-
mente se, ABC = DEF.

Angulos adjacentes

Sdo angulos que possuem um lado e vértice
em comum, porém nenhum ponto interno em co-
mum.

0

0Os 4angulos AOB e BOC sio congruentes.

Bissetriz de um angulo

A bissetriz de um angulo é a semi-reta de ori-
gem no vértice de um angulo e que o divide em
dois dngulos congruentes.

Bissetriz

A semi-reta 0S é a bissetriz do angulo AOB.

Medidas de alguns angulos
notaveis
e Angulo de volta inteira: 360.

e Angulo de meia-volta: 180°.
e Angulo reto: 90°.



Dois angulos sdo chamados complementares
se a soma de suas medidas ¢ igual a 90°. Cada um
¢ chamado complemento do outro.

Dois angulos sdo chamados suplementares se
a soma de suas medidas ¢ igual a 180°. Cada um ¢
chamado suplemento do outro.

Angulos opostos pelo vértice

Duas retas concorrentes formam quatro angu-
los que sdo congruentes, dois a dois. Esses angulos
sdo chamados opostos pelo vértice.

Os 4ngulos i e 2 sdo opostos pelo vértice.

Angulos de duas paralelas
cortadas por uma transversal

.

Nomenclaturas especiais,

e Alternos Internos: c=coud=f

e Alternos Externos: a = éou b="h

J Angulos Correspondentes: a=e b="f,
c=g,d=h

e (Colaterais Internos: ¢ = f?, d

e
e C(Colaterais Externos: a=h, b= g

Dica:

Ao resolver problemas que envolvem retas
paralelas cortadas por uma transversal, pode
ser util vocé imaginar que uma das paralelas se
desloque, paralelamente a sua posicdo original,
ateé coincidir com a outra.

A partir desse deslocamento imaginario
de uma das retas, vocé pode perceber, por
exemplo, que angulos correspondentes sdo
congruentes, pois ficam sobrepostos quando
as retas coincidem.

=
O
(UFJF-MG) Na figura a sequir, as retas r e s
sdo perpendiculares e as retas m e n sdo para-

lelas. Entdo, a medida do angulo o, em graus,
é igual a:

A o
20° n

N
a) 70 b) 60 c) 45
d) 40 e) 30
Resposta:

s

20° n

r
K/a/’
/\a’y

N
00+20°=90° = o =70°

Opcéo correta: a

(EPCAR) Na figura, considere que r//s. Com
relacdo ao nimero que expressa a medida do
angulo x, pode-se afirmar que € um:

- >
60° - x
4x
2x + 90°
B —

a) Nuamero impar.

b) Divisor de 30.

¢) Multiplo de 7.

d) Multiplo comum de 4 e 6.

e) Numero primo maior que 18.

Solucéo:

60°—x +4x =2x+90° = x=30°

Opcéo correta: b

(EPCAR) Na figura abaixo, OM ¢ a bissetriz do

angulo AOB, ON ¢ a bissetriz do éngulo BO(; e
OP € a bissetriz do angulo COD. A soma POD

+ MON ¢ igual a:
N
C B
P M
D 0 A
a) 90° b) 60°
c) 45° d) 30°

MATEMATICA 3




4 MATEMATICA

dMqueMONzMOB+B©N=—E—+——<

POD:—E—,MOAzMOBzégEeBON:NOC:—E—

Solucdo:
Podemos notar pela figura que AOB + BOC + COD
= 180°.
Sabemos que “bissetriz" € o segmento de reta
que divide um angulo ao meio, logo:

coD BOC
AOB  BOC

2

Pede-se a soma POD + MON = MON + POD =

AOB BOC COD AOB+BOC+COD 180°
g e ABTRA TV =90
2 2 2 2 2

Opcao correta: A

55

(EsSA) A soma de dois dngulos vale 125° e um
deles é a metade do suplemento do outro. O
complemento do menor deles vale:

a) 35° b) 45°
c) 55° d 25°
e) 15°

(EsSA) O angulo do vértice de um tridngulo
isosceles mede 67°18". O angulo formado pe-
las bissetrizes dos angulos da base do triangu-
lo vale:

a) 123°39' b) 132°39'
¢ 139°23' d) 139°32'
e) 123°32'

(EsSA) Na figura abaixo, as retas r e s sdo
paralelas e a reta t é transversal as duas. O
angulo m é a quarta parte do angulo n.

0 valor de x é:

\/

A

A
Y

a) 36° b) 45°
c) 60° d 120°
e) 150°

(EsSA) O valor de x na figura abaixo, onde

A

Y

t//s, é:
///)( r
X + 15°

A

\

//3x + 20°

a) 36'15° b) 2°30'
¢ 34°15 d) 36°15'
e) 36°

10.

(UFGO) Na figura abaixo, as retas r e s sdo
paralelas. A medida do angulo b é:

/\

- s
¥ 120

\/

\J

a) 100° b) 120°
¢ 110° d) 140°
e) 130°

(CESESP) Na figura a seguir, as retas r e s sdo
paralelas e as retas t e v sdo perpendiculares.

Assinale, entdo, dentre as alternativas a se-
guir, a unica que completa corretamente a
sentenca: “Os angulos distintos o e f3 sdo...

t

v

>

: /z
X
— B

- >

a) opostos pelo vértice".
b) adjacente".

c) suplementares”.

d) complementares".

e) sempre congruentes".

(EsSA) Na figura abaixo, o segmento AB mede
14cm e o segmento MN mede 12em, M € o
ponto médio de AB e N o ponto médio de BC.
A medida do segmento AC é:

M B N
a) 28 b) 20
c) 12 d 19

e) 24

(EsSA) Considere os pontos colineares A, B, O
e C na ordem OABC, se AO = 3cm, OB = 5cm
e 4AB + AC - 2BC = 6cm, entdo a distancia,
em cm, entre os pontos O e C € igual a:

a) 5 b) 6
o 7 d 8
e) 9

(CEFET) Sejam A, B e C respectivamente as
medidas do complemento, suplemento e re-
plemento do angulo de 40°, tém-se:

a) A=30°;B=60°C=90°

b) A=30°B=45C=60°

c¢) A=320°B=50°;C=140°

d) A=50°B=140°%C=320°

e) A=140°B=50°C=320°

(EsSA) A transformacio de 9° em segundos:

a) 540" b) 22400"
c) 32400" d) 3600"
e) 100"



11. (EsSA) Efetuando 42°15'29" - 20°42'20" en- e) 73°52'16"
contramos: 13. (EsSA) Dois angulos x e y (x >y ) sdo comple-
a) 20°33'9" b) 21°33'9" mentares. Um deles é o quadruplo do outro. A
c) 22°28'7" d) 22°28'17" diferenga x - y vale:
e) 23°15'29" a) 75° b) 80°
12. (EsSA) O complemento de 3 de 79°35'48" J EF )
mede: 4 e 70°
a) 7°48'9" b) 16°7'44"
c) 30°18'9" d) 30°48'52"
Anotacoes

MATEMATICA 5




E MATEMATICA

GEOMETRIA PLANA: POLIGONOS

Definicao
Um poligono é convexo se, quaisquer que se-
jam os pontos X e Y do seu interior, o segmento de

reta XY esta inteiramente contido em seu interior.
Caso contrario, o poligono é chamado de concavo.

Convexo

Cdncavo

Observacdo: No poligono convexo, se tracarmos as
diagonais veremos que todas elas estarao inteiramente
contidas na regiao interna do poligono.

0 poligono ¢ nomeado a partir do seu namero
de lados, por exemplo,

LADOS NOME

3 Triangulo
4 Quadrado
5 Pentagono
6 Hexagono
7 Heptagono
8 Octogono
9 Eneagono
10 Decagono
n Undecagono
12 Dodecagono
15 Pentadecagono
20 Icosagono

Diagonais a partir de um vértice
de um poligono

0 namero de diagonais tracadas a partir de um
vértice de um poligono ¢ definido por

d=n-3

v

Diagonais totais de um poligono

0 numero das diagonais diferentes tracadas a
partir de todos os vértices ¢ definido por

D=n[n—3)
2

Soma dos angulos internos de
um poligono

A soma das medidas dos angulos internos de
um poligono de n lados ¢ dada por:

S, =180° (n - 2)

Soma dos angulos externos de
um poligono

Em todo poligono convexo, a soma das me-
didas dos angulos externos ¢ constante e igual a
3600,

S =360°
e

Observacdo: € importante reforgar que a soma dos an-
gulos externos € constante, qualquer que seja o numero
de lados do poligono convexo.

Poligonos regulares

Um poligono ¢ regular se, e somente se:
® todos os seus lados sdo congruentes;

e todos os seus angulos internos sido con-
gruentes.

Da definicdo decorre que os dngulos externos
de um poligono regular também sio congruentes.
Desse modo, como a soma das medidas dos angu-
los externos de um poligono ¢ igual a 360°, a me-
dida de um angulo externo de um poligono regular
de n lados ¢ igual a:

o4 360°

n

O perimetro dos poligonos ¢ definido como
somatdrio da medida de todos os lados do poligo-
no, ou seja,

2p=AB +BC + ... + AN

Apotema

E o segmento com extremidades no centro da
circunferéncia que circunscreve um poligono regu-
lar e no ponto médio dos seus lados.



C

A figura acima apresenta um hexagono ins-
crito em uma circunferéncia, onde o segmento
PR representa seu apotema.

Angulo central de um poligono

E o 4ngulo que representa como vértice, o
centro da circunferéncia que circunscreve um po-
ligono e como lado o raio da mesma. Sua abertura
compreende ao arco que tem como corda o lado do
poligono regular.

Sua medida varia com o numero de lados do
poligono, e ¢ definida por

360°

central

n

A figura abaixo representa o angulo central de
um triangulo inscrito em uma circunferéncia.

N

Propriedades de poligonos
inscritos em circunferéncias

Considere r o raio da circunferéncia circunscri-
ta ao poligono.

Triangulo
Angulo central = 1200
Lado = r 23
Apotema = %
Quadrado
Angulo central = 90°
Lado = 122
2
Apdtema = r f
Hexagono
Angulo central = 60°
Lado =
2
Apdtema = ! f

(Epcar) Um poligono regular possui, a partir
de cada um dos seus vértices, tantas diago-
nais quantas sdo as diagonais de um hexagono.
Cada angulo interno desse poligono mede, em
graus:

a) 140
b) 150
c) 155
d) 160
Resposta: B
2
D,=m-3=m=12
A=180 (12—2]=150

(Cefet) A soma de seis dngulos internos de um
octégono convexo é 880°. Se a diferenca entre
os outros dois angulos é de 200°, eles valem,
respectivamente:

a) 80°e 100°

b) 90°e 110°

c) 110°e 130°

d) 420° e 440°

e) 430°e 450°
Resposta: B

S, =180°(8—2)=1080°

Sejam a e b os dois angulos procurados. Assim:
a+b=200

[a—bzzo

2a=220

a=110°

1104+b=200

b=90°

(CN) Um poligono regular possui 70 diagonais

que ndo passam pelo seu centro. O valor da

medida do angulo interno do referido poligono
esta, em graus, compreendido entre:

a) 70°e 80°

b) 100° e 120°

c) 120°e 130°

d) 140°e 150°

e) 150°e 160°

Resposta: E

D, = n(n2 3]_2 n(n2 4) R n(n 4]=
n'=14

n"=-10, ndo serve

D 70 =

n’ —4n—140=0 <

2 = 180 (n—2)=1oz73o _osaor

n

MATEMATICA 7
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(CMRJ) Observe o mosaico abaixo, que € for-
mado por pentagonos regulares e losangos:

Nesse mosaico, a diferenca entre a medida do
angulo a e a metade do angulo b é:

a) 144° b) 126° c) 108

d) 72° e) 36°

(Cefeteq) A partir de elementos da nature-
za como o favo de mel, a casca do abacaxi e
o casco da tartaruga, o homem cria arranjos
com a repeticdo das formas geométricas des-
ses elementos, aos quais chama de mosaico.
No mosaico ilustrado abaixo, foram combina-
dos quadrados e hexagonos.

Sabendo que os hexagonos sdo iguais entre si
e nao sao regulares, determine, em graus, a
soma das medidas dos dngulos o e f.

(OBM) Uma bola de futebol é feita com 32
pecas de couro. 12 delas sdo pentagonos re-
gulares e as outras 20 sdo hexagonos também
regulares. Os lados dos pentagonos sio iguais
aos dos hexagonos de forma que possam ser
costurados. Cada costura une dois lados de
duas dessas pecas. Quantas sdao as costuras
feitas na fabricacdo de uma bola de futebol?

a) 60 b) 64 ¢ 90
d) 120 e) 180

(OBM) Trés quadrados sdo colados pelos seus
vértices entre si e a dois bastdes verticais,
como mostra a figura:

A medida do angulo x é:
a) 39 b) 41° c) 43°
d) 44° e) 46°

(CN) Um poligono regular tem vinte diago-
nais. A medida em graus, de um de seus angu-
los internos é:

a) 201° b) 167° ) 162°
d) 150° e) 135°

10.

A medida do angulo externo de um poligono
regular é 45°. Calcule o total de diagonais do
poligono.

a) 10 b) 20 c) 30

d 35 e) 50

(EsSA) Considere um poligono regular ABC-
DEF... Sabe-se que as mediatrizes dos lados AB
e CD formam um angulo de 20° e sua regido
correspondente contém os vértices “B" e "C"
do poligono. Assim sendo, quantas diagonais
deste poligono passam pelo centro, dado que
0 seu numero de vértices é maior que seis?

a) 17 b) 15 ¢ 16

d 18 e) 14

(EsSA) Se um poligono regular é tal que a
medida de um angulo interno € o triplo da
medida do dngulo externo, o nimero de lados
desse poligono é:

a) 12 b) 9 d 6

d 4 e) 8

(EsSA) No poligono regular ABCDE..., 0 nu-
mero de diagonais € o triplo do numero de
lados. Nesse poligono, o angulo formado pela
bissetriz do &ngulo interno A com a mediatriz
do lado BC mede:

a) 10° b) 20° J 400

d) 60° e) 80°

(ITA-SP) A soma das medidas dos angulos in-
ternos de um poligono regular € 2160°. Entao,
o nimero de diagonais deste poligono, que
nao passam pelo centro da circunferéncia que
o circunscreve, €:

a) 50 b) 60 ¢ 70

d) 80 e) 90

Observacdo: Numeros de diagonais que passam
. n
pelo centro de um poligono regular = B ; quando

n € par.

Anotacoes




GEOMETRIA PLANA: TRIANGULOS

Definicao
E um poligono regular com trés lados. A soma

das medidas dos seus angulos internos € igual a
180°.

Classificacao dos tridngulos
Em funcdo dos angulos

Acutangulo

Seus trés dngulos sdo agudos, ou seja, menores
do que 90°.

Retangulo
Um de seus angulos € reto, ou seja, igual a 90°.

0 lado oposto ao angulo reto ¢ a hipotenusa e
os lados adjacentes sdo os catetos.

Obtusangulo

Um dos seus angulos ¢ obtuso, ou seja, maior
do que 90°.

Em funcao dos lados

Escaleno

Seus trés lados e os trés angulos internos tém
medidas diferentes.

Isésceles
Possui dois lados congruentes.

0 angulo formado pelos lados congruentes é
denominado dngulo do vértice.

0 lado oposto ao angulo do vértice ¢ denomi-
nado base.

Os angulos da base sdo congruentes.

Eqiiilatero

Seus trés lados e os trés angulos internos sdo
congruentes.

Cada um dos angulos internos mede 60°, pois a
soma dos angulos internos de um tridngulo ¢ 180°.

Teorema do angulo externo

Em todo tridngulo, a medida de um angulo
externo qualquer ¢ igual a soma das medidas dos
dois angulos internos nio adjacentes a ele.

Observacdo: em um triangulo, o prolongamen-
to de um lado qualquer determina com outro lado
um angulo denominado externo.

»
L

D

_ Oéngulo déo angulo externo do vértice C, e
b+ d = 180°.

Cevianas de um triangulo

E qualquer segmento de reta que tem uma
extremidade nem vértice de um triangulo e a outra
num ponto qualquer da reta suporte do lado opos-
to a esse vértice.

Bissetriz interna

E qualquer ceviana que divide um angulo in-
terno em dois dngulos congruentes.

B S C
Mediana

E qualquer ceviana que tem como pé o ponto
médio de um lado.

A

Altura

E qualquer ceviana perpendicular a um lado.

A

MATEMATICA 9
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Observacdo:

De um modo geral, bissetriz interna, mediana e altura
sao cevianas distintas, mas no caso do Tridngulo Isosce-
les, as trés coincidem em um Unico segmento se forem
relacionadas a base desse tridngulo.

Mediatriz

A mediatriz de um segmento ¢ a reta perpen-
dicular a esse segmento conduzida pelo seu ponto
meédio.

Pontos notaveis do tridngulo
Incentro

E o ponto de encontro das bissetrizes inter-
nas. Além disso, €¢ o centro da circunferéncia ins-
crita no triangulo.

Baricentro

E o ponto de encontro das medianas. Além
disso, divide cada mediana em dois segmentos que
estdo na razdo de 2 para 1.

Ortocentro

E o ponto de encontro das alturas.

Circuncentro

E o ponto de encontro das mediatrizes dos
lados. Além disso, € o centro da circunferéncia cir-
cunscrita ao tridngulo.

Observacao:

No triangulo eqlilatero, o incentro, o baricentro, o or-
tocentro e o circuncentro coincidem num unico ponto
0, chamado centro do tridngulo equilatero. Como O ¢é
também o baricentro do tridngulo, esse ponto divide a
altura h em segmentos proporcionais a 2 e 1. Assim, se
re R sdo os raios das circunferéncias inscrita e circuns-
crita, e h € a altura, € imediato que r = h/3 e R = 2h/3.

Congruéncia de triangulos

Dois tridngulos sdo congruentes se os seus la-
dos e angulos forem ordenadamente congruentes.
Critérios de congruéncia de tridngulos

L.L.L (Lado, Lado, Lado) - dois tridngulos sdo
congruentes se os lados de um sdo respectivamen-
te congruentes aos lados do outro.

T C
7/\5\ 7/\5\
R | S A I B

LAL. (Lado, Angulo, Lado) - dois tridn-
gulos sdo congruentes, se dois lados de um sdo
congruentes a dois lados do outro e os angulos
compreendidos entre esses lados sdo também con-
gruentes.

C T
g\ 2}(/\
A | B R | S

ALA. (Angulo, Lado, Angulo) - dois trian-
gulos sdo congruentes se dois angulos de um sdo
congruentes a dois dngulos do outro e os lados ad-
jacentes a esses angulos sdo também congruentes.

(@ T
A A
A | B R I S

L.A.Ao (Lado, Angulo, Angulo Oposto) - dois
tridngulos sdo congruentes se um lado e um an-
gulo adjacente sdo congruentes a um lado e um
angulo adjacente do outro e os dngulos opostos a
esses lados sdo também congruentes.

T T
/4@\ ﬁ\
R l S R I S

Atancdo:

Quando escrevermos, por exemplo, AABC = ADEF, a or-
dem das letras A, B, C e D, E, F, indica que, se pudésse-
mos deslocar um desses tridngulos até fazé-lo coincidir
perfeitamente com o outro, os vértices que ficariam
sobrepostos seriamAeD,BeE CeF

Assim, a linguagem escrita ja informa quais
lados e quais dngulos sdo congruentes, ou seja,

A=D,B=E,C=F

AB = DE, BC = EF, AC = DF



Teorema de Tales

Se um feixe de paralelas determina segmentos
congruentes sobre uma transversal, entio esse feixe
determina segmentos congruentes sobre qualquer
transversal.

Teorema de Tales: Um feixe de paralelas sepa-
ra, sobre duas transversais quaisquer, segmentos de
uma proporcionais aos segmentos correspondentes

na outra.
A \A'

A reta que passa pelo ponto médio de um lado
de um ftriangulo e ¢ paralela a um outro lado inter-
cepta o terceiro lado em seu ponto médio.

Propriedade: O segmento que une os pontos
médios de dois lados de um tridngulo ¢ paralelo ao
terceiro lado e sua medida ¢ a metade da medida do
terceiro lado.

Se M e N sdo pontos médios de AB e CD , en-
tdo, MN // BC e MN = B(C/2

Triangulos semelhantes

Sdo triangulos que tém angulos respectiva-
mente congruentes e lados respectivamente pro-
porcionais, ou seja,

F

° ¢

[
L

= B=C = A=C =K (Razdo de semelhanca)
DF

%
DE

Critérios de semelhanca de triangulos

AA. (Angulo, Angulo) - dois triangulos sio
semelhantes se dois dngulos de um sdo congruen-
tes a dois angulos do outro.

L.L.L. (Lado, Lado, Lado) - dois tridngulos sdo
semelhantes se os lados de um sdo proporcionais
aos lados do outro.

T C
7/\;\ 7/\&
R | S A I B

L.A.L. (Lado, Angulo, Lado) - dois tridngulos
sdo semelhantes se possuem um par de angulos
congruentes compreendidos entre lados proporcio-
nais.

C T
2/(/\ g\
A | B R | S

Formulas especiais para
o calculo da Area de um
triangulo

Triangulo equilatero:

‘ ¢ 3

S =
4

Area de um Tridngulo em funcdo de um an-

gulo x e dois de seus lados:
A

1
S =—.ab sen(x
) (x)

Area de um Tridngulo retingulo em funcio
dos catetos:
c

A. c B
Area de um Triangulo em funcdo dos lados
(Férmula de Heron):

_atb+c
2

S=plp—a)lp—b)(p—c)

P
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(Epcar) Sendo DEFG um quadrado inscrito no
triangulo ABC, conforme se apresenta na fi-
gura abaixo, pode-se afirmar que a area do
pentagono CDEFG, em cm? mede:

i D G
acmi
J E F
: AL777777777777777777777777777777777771B
' 24 cm ‘
a) 24 b) 36
c) 38 d) 42
Resposta: D
& »
8—x X
x=6
Soers =6 =36
6-2
SCDG=T=6
Scoers =42

(Cefet) Na figura abaixo, os dois circulos tém
centro O. Se AC € um diametro, BC é uma corda
da circunferéncia maior tangente a circunfe-
réncia menor em T e AB = 12 cm, a distancia
deOaTé:

4N
N

a) 6cm b) 2w cm

c) ?cm d) 8cm

e) V67 cm

Resposta: A
AC=2m
0C=2n
m 12
X
x=6

(Cefeteq) As margens do rio Cotovia, cons-
truiu-se a usina hidrelétrica Luz do Mundo,
conectada a uma fabrica junto a margem
oposta. Essa conexdo foi realizada por inter-
médio de um cabo elétrico representado, na
figura abaixo, pelo segmento AB. Calcule a
distancia da fabrica ao rio, de acordo com os
dados desta figura:

oy o
1 i i
i i i
i i I
I i I

Fibrica | B 600 B D J

Resposta:

x 600
500+x 1800
x =250

[, O Hp)

(EsSA) Num tridngulo, um dos dngulos mede 25° e
o outro 100°. O valor do terceiro angulo é:

a) 55° b) 65°
¢ 75° d) 80°
e) 125°

(EsSA) Os lados de um tridngulo medem 5cm,
12cm e 13cm. A natureza desse triangulo é:
a) retangulo. b) obtusangulo.

¢) acutangulo. d) isosceles.

e) equilatero.

(MACK - SP) Na figura, AB = AC, AD = AB e
CDE= 10°.0 angulo o mede:

A
o
E
B D ©

a) 10° b) 15°
o 20° d) 25°
e) 30°

(UEL-PR) Na figura abaixo, as retas r e s séo
paralelas:

A medida y € igual a:

. /\

60°
X
y
30°
20°




a) 70° b) 80° 9. (OBM) Na figura, quanto vale x?

¢ 90° d) 100°
e 110° o
(UFMG) Na figura abaixo, DB = DE e AD é bissetriz
interna no tridngulo ABC. O angulo o mede:
A 3x 2
6x
4x
E a) 6° b) 12°
) 18° d) 20°
so0 e) 24°
10. (Cefet) Um poste devera ser fixado equidis-
tante das trés esquinas A, B e C, conforme a
160 figura a seguir, para que as ilumine igualmen-
é > » te. O poste devera ser fixado no:
B D C
a) 10° b) 14° \/
¢ 16° d) 18° 2

e) 20°

(UFF-RJ-Adaptada) Calcular a soma dos &ngulos
internos do pentagono ABCDE:

B ©

A 7
a) incentro, que é a intersecdo das mediatrizes
D do tridangulo formado pelas trés ruas;

C b) ortocentro, que é a intersecdo das media-

trizes do tridngulo formado pelas trés ruas;
¢) circuncentro, que é a intersecdo das medi-

anas do triangulo formado pelas trés ruas;
d) ortocentro, que é a intersecdo das alturas do

tridngulo formado pelas trés ruas;

e) circuncentro, que é a intersecdo das media-

g trizes do triangulo formado pelas trés ruas.

E

i L } . 11. (CMRJ) Uma rampa, de inclinagdo constante,
(OBM) Na figura, os dois tridngulos séo equilate- tem 4m de altura na sua parte mais alta. Uma

, a = X
ros. Qual ¢ o valor do angulo x? pessoa, tendo comecado a subi-la, nota que

apo6s caminhar 12,3m sobre a rampa esta a
1,5m de altura em relacdo ao solo. Quantos
metros a pessoa ainda deve caminhar para
atingir o ponto mais alto da rampa?
a) 32,8m b) 29,7m
c) 22,7m d) 20,5m

75° o5
e) 19,5m

12. (Epcar) Na figura abaixo, o valor da tangen-

a) 30° b) 40°

) . ) , te de 0, sabendo-se que os quadrilateros sdo
¢) 50 d) 60 quadrados, ¢é:
e) 70°

(OBM) Na figura, AB = AC, AE = AD e o angulo
BAD mede 30°. Entdo o angulo x mede:

9 6 X |}\

A
307 a) 03 b) 05
E c) 0,6 d 0,7
X 13. (Fiocruz) Olhando para o céu, e com a ajuda
B D

¢ de um colaborador, uma pessoa coloca uma
a) 10° b) 20° moeda de 1,5cm de didametro a uma distan-
0 15° d) 30° cia de 1,5m de seus olhos, de modo que ela

recobra completamente a Lua cheia. Qual é o
¢) 5° diametro da Lua considerando que ela esta a
300.000km da Terra?

MATEMATICA 13
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r-./4 300 000 km
i

a) 1500km b) 3000km
c) 4500km d) 15000km
e) 30000km

14. (Faetec) O acesso a um terreno mais alto foi
destruido e uma nova rampa foi construida. O
comprimento dessa rampa é de 5 metros e a
distancia do inicio da rampa até o paredio €
de 4 metros. Para melhor sustentar a rampa
sera colocada uma estaca a 3 metros do pare-
dao, conforme figura abaixo:

A altura dessa estaca sera, em metros, de:

|

a) 15
b) 1,0
¢ 0,75
d) 0,50

15. (Pedro 1) As ruas Amor, Bondade e Caridade
sdo paralelas e as avenidas Paz e Felicidade
sdo transversais a essas ruas.

Av. Felicidade Av. Paz
/ A Rua Amor
80m 120 m
200 m
Rua Bondade
120 m
C 360 m B

Rua Caridade

/ \

Arthur mora na esquina da Rua Amor com a
Avenida Paz indicada na figura pelo ponto A.
Para ir a video locadora situada na esquina
da Rua Caridade com a Avenida Paz, indicada
pelo ponto B, quantos metros, no minimo, Ar-
thur percorre?

Anotacoes




GEOMETRIA PLANA: QUADRILATEROS

Definicao
E um poligono regular com quatro lados. A

soma das medidas dos seus angulos internos ¢
igual a 360°.

Trapézios

E todo quadrilatero que possui um par e so-
mente um par, de lados opostos paralelos.

A D

E =
(BASE__. +BASE__ ). altura
2

Area: S =

Trapézio escaleno
Os lados tém medidas diferentes, conseqiien-
temente ndo possui dngulos congruentes.

Base menor
A

B Base maior ¢

Trapézio isosceles

Os lados transversos tém medidas iguais. Os
angulos de uma mesma base de um trapézio isos-
celes sdo congruentes.

Base menor
A D

Base maior
Trapézio retangulo

Um dos lados transversos ¢ perpendicular as

bases.
Base menor

(=

Base maior

Base média do trapézio

E o segmento paralelo as bases e que une os
pontos médios dos lados ndo paralelos, e ¢ definida
por

B — Bmaior + menor
média
2
A D
?,‘o’::
“"H 1
E

Paralelogramos

E todo quadrildtero que possui os lados opos-
tos respectivamente paralelos.

Area: S = Base . altura

Propriedades

® Os angulos opostos sdo congruentes.

® (Quaisquer dois angulos adjacentes a um
mesmo lado sdo suplementares.

® Os lados opostos sdo congruentes.

® As diagonais dividem-se ao meio pelo seu
ponto de intersecéo.

Tipos de paralelogramos

Retangulo - ¢ todo paralelogramo que possui
seus quatro angulos retos. As diagonais sdo con-
gruentes.

A D

Area: S = Base . altura

MATEMATICA 15
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Losango - ¢ todo paralelogramo que possui
quatro lados congruentes. As diagonais sdo per-
pendiculares e sdo bissetrizes dos dngulos internos.

A

C

(diagonal . +diagonal )
2

Quadrado - ¢ todo paralelogramo que ¢é re-
tangulo e losango simultaneamente, isto ¢é, seus
angulos sao retos e seus lados sdo congruentes. As
diagonais sdo congruentes, perpendiculares e seus
lados sdo bissetrizes dos angulos internos.

Area: S =

A D

B C

Area: S = Base . altura

1. (EsSA) Seja um paralelogramo, cujo perimetro
¢ 80cm e o lado menor é 3/5 da medida do
lado maior. Os lados do paralelogramo sao:

a) 25e15 b) 28e12
c) 24e16 d 30e10
e) 22e18

Resposta: A

2x+2y=80 = x+y=40 =

x+§x:40 = bx+3x=200 =
2
8x=200 = x=25 = §X=15

2. (Cefet- 12 fase) Para ter seus dois extremos
apoiados sobre duas colunas, uma viga neces-
sitara, segundo calculos do engenheiro res-
ponsavel, de mais sete colunas intermediarias.
A coluna mais a esquerda mede 2m e, a que
sustenta a outra extremidade, 4m, conforme
figura abaixo:

//

Sabendo que os intervalos entre as nove colunas
serdo exatamente iguais, podemos afirmar que a
menor coluna intermedidria devera medir:

a) 3m b) 2,25m c) 3,20m
d) 3,25m e) 3,75m
Resposta: A
442
Media:T=3m

(CN) O trapézio ABCD da figura é retangulo.
A bissetriz do dngulo A intercepta BC no seu
ponto médio M. A altura do trapézio € igual a:
6
| |

I 1
C D

10

a) 215 b) 815
o 615 d 415

e) 515
Resposta: D

Tracando MN paralela a AB temos que: MN sera
base média e AN=MN=ND, logo o triangulo
AMD ¢€ retangulo.

h/2

h/2

|N\3‘

AMDC= AAMB =5 2 = 2 sh— 475

h 10
2

o

(UNIFESP) Em um paralelogramo, as medidas
de dois angulos internos consecutivos estao
na razdo 1 : 3. O menor angulo desse parale-
logramo mede:

a) 45° b) 50° c) 55°

d) 60° e) 65°

(UFES) Seja ABCD um trapézio retingulo. O
angulo formado pelas bissetrizes do seu angu-
lo reto e do angulo consecutivo da base maior
mede 92°. Os angulos agudo e obtuso deste
trapézio medem, respectivamente:

a) 88°e92° b) 86°e94°

c) 84°e9%° d) 82°e98°

e) 79°e 101°



(MAA) Seja ABCD um paralelogramo, em que
M é o ponto médio de AB e N é o ponto médio
de BC. As bissetrizes de A e B cortam-se no
ponto I, e as bissetrizes de B e C cortam-se no
ponto P. Se IM = 2cm e PN = 6¢m, calcule o
perimetro do paralelogramo:

a) 8cm b) 16cm c) 24cm

d) 32cm e) 40cm

(CMRJ) Um trapézio circunscrito a um circulo
possui base média de medida 5m. O seu peri-
metro é:

a) 10m b) 15m c) 20m

d) 25m e) 30m

(Cefet- 2= fase) Considere o quadrilatero da

figura abaixo e calcule a medida do angulo R
em funcao das medidas de a b e c.

a) R=a—(b+c) b) R=a+b+c
¢) R=a.b.c d) R=180+a+b—c
e)] R=180

(CN) Considere as quatro afirmagées abaixo. A
seguir coloque (V) ou (F) nos parénteses. Con-
forme sejam verdadeiras ou falsas e assinale a
alternativa correta.

I. () Em qualquer trapézio circunscrito a uma
circunferéncia, a medida da base média é a
quarta parte do seu perimetro;

[Il. ( ) As diagonais de um trapézio podem se
interceptar no seu ponto médio;

ll. () Todo quadrilatero que tem as diago-
nais perpendiculares € um losango ou um
quadrado;

IV. () Existe um quadrilatero plano cujos seg-
mentos das diagonais ndo se interceptam.

a) Apenas Il é verdadeira;

b) Apenas lll é verdadeira;

c) apenas lll e IV sdo verdadeiras;
d) I, 1l eIV sio verdadeiras;

e) |e IV sio verdadeiras.

10.

11.

12.

(CN) Um retangulo é obtido unindo-se os pon-
tos médios de um trapézio retangulo ABCD, de
bases AB = 32 e CD = 8. A altura BC ¢é igual
a:

a) 8 b) 10 o 12
d) 16 e) 20

Se uma diagonal de um losango forma um an-
gulo de 22° com um dos lados, um dos dngulos
desse losango mede:

a) 66° b) 68°

c) 136° d) 148

Considere as seguintes proposicoes:

- todo quadrado € um losango;

- todo quadrado € um retangulo;

- todo retangulo € um paralelogramo;

- todo tridngulo equilatero é isésceles.
Pode-se afirmar que:

a) SO uma é verdadeira.

b) Todas sdo verdadeiras.

¢) SO uma ¢é falsa.

d) Duas sdo verdadeiras e duas sdo falsas.
A afirmacao falsa é:

a) Todo quadrado é um losango.

b) Existem retdngulos que no sio losangos.
¢) Todo quadrado é um retangulo.

d) Um losango pode ndo ser um paralelogra-
mo.

Num trapézio isosceles de bases diferentes,

uma diagonal € também bissetriz de um angu-

lo adjacente a base maior. Isto significa que:

a) Os angulos adjacentes & base menor nio sio
congruentes.

b) A base menor tem medida igual & dos lados
obliquos.

¢) As diagonais se interceptam formando an-
gulo reto.

d) A base maior tem medida igual & dos lados
obliquos.

Considere um quadrilatero ABCD cujas diago-

nais AC e BD medem, respectivamente, 5cm e

6cm. Se R, S, T e U sdo os pontos médios dos

lados do quadrilatero dado, entéo o perimetro

do quadrilatero RSTU vale:

a) 22cm b) 5,5cm

c) 85cm d 11cm

Anotacoes
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GEOMETRIA PLANA: CIRCUNFERENCIA

Circunferéncia Reta Tangente:

E o Lugar geométrico dos pontos equidistantes
a um unico ponto, chamado Centro da circunfe-

réncia.
d=r
A reta que tangencia a circunferéncia tem
com ela um ponto em comum.
Circulo Reta Secante:

Compreende a regido interna da circunferén-
cia, inclusive a prépria.

Elementos r

d<r

A reta secante, corta a circunferéncia deixan-
do assim dois pontos em comum, como podemos
observar na figura acima.

&

Raio(r): Segmento que une o centro a quais-
quer pontos da circunferéncia. Como vimos pela Reta Externa:
definicdo, essa distancia ¢ sempre a mesma.

Exemplo: (ﬁ, 0D e OF

Corda: Segmento que tem como extremidade
dois pontos da circunferéncia.

Exemplo: BC e DE

Observacgdo:

B A maior corda de um circulo é denominada diame-
tro. Exemplo: DE
W Diadmetro = 2r, ou seja, a medida do didmetro é duas d>r
vezes a medida do raio. Néo ha pontos de contato entre as retas exte-
riores e a circunferéncia.

Posicoes Relativas entre Reta e Posicoes Relativas entre Duas
Circunferéncia Circunferéncias

Estudaremos essas posicdes para que possamos
estabelecer relagbes entre o raio e a distancia do
centro até a reta(d).

Outras posicdes, s6 que agora relacionando
duas circunferéncias.

18 MATEMATICA




Circunferéncias exteriores: X . : N
Observacdo: Caso particular das circunferéncias inte-

riores sdo as circunferéncias concéntricas, onde a dis-
tancia entre os centros d € igual a zero. Veja:

¥
@

d>R+r

Circunferéncias tangentes exteriores:
Propriedades das tangentes

G/~

|8
d=R+r :

(1) O raio que passa pelo ponto de tangéncia
¢ perpendicular em relacdo a tangente, ou
seja, forma um angulo reto com ela.

(1) Se de um ponto P externo a circunferén-
cia, tragarmos os segmentos tangentes PT
e PR, sendo T e R pontos de tangéncia,
q entdo diremos que:
D PT = PR
Teorema de Pitot

Na figura, temos um quadrilatero circunscrito
a uma circunferéncia. Sempre que isso acontecer,

Circunferéncias secantes: poderemos dizer que a soma de dois lados opostos

¢ igual a soma dos outros dois lados.
B

Circunferéncias tangentes interiores:

AB + DC = BC + AD

'

[R-1]<d<R+r

Arco: Um pedaco da circunferéncia que tem
Circunferéncias interiores: como extremos dois pOﬂtOS perteﬂcentes a mesma
¢ 0 que chamamos de arco.
Exemplo: CE (essa notacéo se refere ao menor
dos arcos)

(©
o

d<R-r1

MATEMATICA 19
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Tipos de Angulos
Angulo Central

E o angulo que possui como vértice o centro
de uma circunferéncia.

A medida do angulo central é sempre igual a
medida do arco correspondente, ou seja,

AOC = Arco(AB)

Angulo Inscrito

E o angulo que possui como vértice qualquer
ponto pertencente a circunferéncia.

A medida do angulo inscrito ¢ sempre a meta-
de da medida do arco correspondente, ou seja,

AVB = Arco(AB)

Angulo Excéntrico Interno

0 vértice deste angulo ndo esta nem no centro
nem na circunferéncia; sua posicdo é em quaisquer
pontos do circulo excluindo as ditas anteriormente,
pois ele é formado pelo cruzamento de duas cordas.

C

B

A medida de um angulo excéntrico interno ¢
encontrada a partir da semi-soma das medidas dos
arcos determinados pelos seus lados, veja como:
Arco(AB) + Arco(CD)

2

V=

Angulo Excéntrico Externo

0 vértice deste dngulo ndo estd nem no centro
nem na circunferéncia, sua posicdo é externa ao
circulo.

A medida de um angulo excéntrico interno
¢ encontrada a partir da semidiferenca das medi-
das dos arcos determinados pelos seus lados. Veja
como:

Arco(AB) — Arco(CD)
2

V=

Observacdo: O angulo excéntrico exterior pode ser
formado por duas retas secantes que se cruzam num
ponto externo a circunferéncia, ou podera também ser
formado a partir de uma reta secante e outra tangente
ou ainda por duas retas tangentes sempre com inter-
seccao fora da circunferéncia.

Angulos de segmento

Angulo formado por uma secante e uma tan-
gente a circunferéncia.

A

\ .

\

A medida de um angulo de segmento ¢ a me-
tade do arco por ele determinado, ou seja,

e Arco(AB)
2

Quadrilatero inscrito em
circunferéncia

Propriedade dos quadrilateros inscritos

Se um quadrilatero convexo esta inscrito em
uma circunferéncia entdo podemos dizer que os
angulos opostos sdo suplementares.

/_\B
A\ B+D=180°
D

A+C=
—°

Perimetro da circunferéncia



Perimetro (comprimento) da
Circunferéncia

1. Considere a sequinte figura. Assinale a alter-
nativa correta:

C=2nr € E

a) A medida do angulo d é igual & metade da

Observacdo: Para de- soma das medidas dos arcos AB e AC.

terminar o comprimento A

P parco da \ b) A medida do angulo d € igual ao dobro da
\ medida do arco CD.

circunferéncia e nio dela \

inteira vocé podera usar 04 | ¢) A medida do angulo d € igual a soma das

R medidas dos arcos AB e AC.
uma regra de trés entre

a parte que vocé quer d A medida do dngulo d € igual & medida do

. arco CB.
encontrar e a circunfe- B
réncia total ou utilizar a Resposta: A - -
sequinte relacio: d =c + b, como, arco AC = 2b e arco AB = 2c,
teremos:
. x " AC+AB
AB= %.(Mr), sendo x 0 dngulo central medido em graus. T

2. Duas tangentes a um circulo sdo tracadas de

Calculo da Area de uma um ponto exterior A e tocam o circulo nos pon-

. A - tos B e C, respectivamente. Uma terceira tan-
circu nferenCIH gente intercepta o segmento AB em P e AC em

R e toca o circulo em Q. Se AB = 20cm, entio
o perimetro do tridngulo APR, em cm, € igual a:
S=nr

a) 395 b) 40
Formulas especiais para o calculo da ¢) 405 d) 41
Area de uma circunferéncia: Resposta: B

Coroa Circular:

Coroa )
Circular 3
20 - X P1X
2,=20—y+20—x+x+Yy —2,=40cm
3. (CN) Considere a figura, na qual x e y sio me-
didas de arcos e z é a medida do angulo assi-
nalado.

S=n(R*-1") ﬁ.ﬂ_»

Setor Circular: 0°

Pode-se afirmar que x + y + z € igual a:
a) 225° b) 265°
Greutar o 275 d) 285
X e) 295
%nr Resposta: C

MATEMATICA 2]
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%:20=>y—x:40 também podemos dizer

y+30

que =z=y+30=2z

2x+y +30+50 =360 = 2x + y = 280

Formaremos entdo o sistema {
y—x=40

resolvendo, encontraremos x = 80° y = 120°;

x =75°%logo x +y +z =275°

° 5D)

0 pentagono ABCDE esta inscrito em um cir-
culo de centro O. O angulo central COD mede
60°. Entdo, x + y € igual a:

A
cS——
a) 180° b) 185°
¢ 190° d) 210

Na figura, O € o centro da circunferéncia. De-
termine a medida do angulo a.

80

a) 5° b) 10° c) 15°
d) 20° e) 25°
(Faetec)

SOLIDARIEDADE - UM ATO DE AMOR A VIDA

0 grémio de um colégio de uma das cidades atin-
gidas por um terremoto se organizou para ajudar
as vitimas. Para isso, foram montadas equipes
com alunos e alunas, ao todo 640 adolescentes.
0 numero de alunas € sete vezes maior que o
de alunos.

Todos os dias as 8h, eles se reunem na praga da
cidade para decidirem o que fazer durante o dia.
Essa praca ¢é circular e o seu didmetro € igual a
60 metros.

O comprimento da circunferéncia dessa praga,
em metros, €:

a) 9001 b) 314mw
c) 1207 d) 60T

(Epcar) Na figura abaixo, os pontos A, B e C
pertencem a circunferéncia de centro O. Se
¥Y=50°e 3= 150° entdo o é:

08.

10.

a) 15 b) 30°
¢ 35 d) 45

(Epcar) O valor do suplementar do &ngulo o
na figura abaixo, sabendo-se que & = 90°, b =
40°ec =15 é:

a) 160° b) 168°

c) 155° d) 135°

(Epcar) O didmetro dos pneus das rodas de um
carro mede, aproximadamente, 50cm. O nu-
mero de voltas dadas pelas rodas desse carro,
ao percorrer uma estrada de 300km, esta mais
proximo de (considere 1 = 3,14):

a) 2.10° b) 2.10°
c 2.107 d 2.10°

(Cefet) Um quadrilatero ABCD esta inscrito
numa circunferéncia de diametro AC = 5cm.
Sabendo que BC = 4cm e que AD = 3cm, de-
termine o perimetro de ABCD.

a) 5 b) 10 o 12
d) 14 e) 17

(CN) Os raios das rodas dos carros A, B e C, ins-
critos em uma corrida, sdo, respectivamente,
iguais a x, 2x e 3x. Quantos quilometros, res-
pectivamente, percorrerao os carros se desen-
volverem uma velocidade de 80km/h, durante
4 horas?

a) 320, 640 e 960;
b) 240, 640 e 960;
¢) 320, 160 e 80;

d) 320,320 e 320;
e) 640,320 e 160.

(Cap-UFRJ) Uma pulguinha pula descrevendo
uma trajetoria em forma de semicircunferén-
cia. Em certo dia, deu trés pulos (como mostra
a figura abaixo). Em cada pulo, a partir do 2°, o
raio da semicircunferéncia descrita foi o dobro
do raio da semicircunferéncia descrita no pulo
anterior. Qual o comprimento total da trajeto-
ria percorrida pela pulguinha nesse dia?

}—4cm—{
a) 2w b) 4m ¢ 14w
d) 16w e) 25w

(EsSA) O comprimento de um arco de 12°
numa circunferéncia de didmetro D é aproxi-
madamente: (observe t=3)

a) D/4 b) D/6 c¢) D/8
d) D/10 e) D/12



TRIGONOMETRIA NO
TRIANGULO RETANGULO

Nido se pode afirmar quando tudo comecou,
porém podemos falar o motivo de ter se desenvolvi-
do. Os estudos de Astronomia foram os grandes res-
ponsaveis pelo desenvolvimento da trigonometria.
Desde entdo, essa area do conhecimento evolui até
as navegacdoes. Neste capitulo, estamos dando inicio
ao estudo dessa matéria que por muito tempo e
muitas maos foi construida para relacionar os lados
dos tridngulos com seus angulos.

Papiro de Hind (Museu de Londres). Essa peca
histérica conteria calculos envolvendo a cotangente.

Elementos de um triangulo
retangulo

Em um tridngulo retdngulo, os lados perpendi-
culares entre si e formadores do dngulo reto entre si
denomina-se catetos. O lado oposto ao dngulo reto

¢ chamado hipotenusa.
A

Cateto
Cateto

B Hipotenusa C

Considere um triangulo ABC, reto em A.

Relacoes méetricas no triangulo
retangulo

m A projecio do cateto AB sobre a hipotenusa
BC ¢ o segmento BH.

B A projecdo do cateto AC sobre a hipotenu-
sa BC ¢ o segmento HC.

m AH¢ a altura relativa 2 hipotenusa BC.

Relacao 1

a_ ¢ -
— =— — 2= am (Cateto ao quadrado é igual

c m
ao produto da hipotenusa pela sua projecio)

Relacao 2
a b .
E=_ — b?= an (Cateto ao quadrado é

n

igual ao produto da hipotenusa pela sua projecido)

Relacédo 3

ah = bc (O produto da hipotenusa pela altura
¢ igual ao produto dos catetos)

Relacéo 4
h? = m . n (A altura ao quadrado ¢é igual ao
produto das projecdes)

Relacdo 5

Teorema de Pitagoras:

b? + ¢ = a? (Hipotenusa ao quadrado ¢é igual
a soma dos quadrados dos catetos)

Razoes trigonométricas

No tridngulo retangulo abaixo, definimos as
razdes trigonométricas:

B

cateto oposto a o c
seno oL = - isena = — >
hipotunesa a
b
senfB= —
a
cateto adjacentea o b
coseno o = . =— -
hipotunesa a
c
cos B=—
a
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cateto oposto a o C
tangente o = - = - =
cateto adjacente a o b
b
tg p=—
C
Observagdo:
S
Send. 5 Cca ¢
=f=——=—=tgo
cosoe b ab b g
a

Relacoes entre as razoes
trigonométricas dos angulos
complementares

Observe que o e B sdo angulos complemen-
tares, ou seja, o0 + B = 90°. Entdo temos: o= 90°
- Be B=90° - «, portanto o e B sdo dngulos
agudos. Podemos notar também que:

sen B=cosoc — sen = cos (90° - B) e

cos B=sena — cos B=sen (90° - B)

Ou seja: o seno de um angulo ¢ igual ao cos-
seno do seu complemento e o cosseno de um an-
gulo ¢ igual ao seno do seu complemento.

Relacdo fundamental entre seno e
cosseno de um angulo agudo

Essa relacdo é representada por
sen’o,+ cos’ oo = 1 e pode ser demonstrada em um
tridangulo retangulo usando o teorema de Pitagoras
a’=b?+ .

B

2 2
, N c b
sen‘a+cos‘o=|—|+|[—| =
a a

c b2_c2+b2_)a2
a  a a’ a’
Razoes trigonométricas dos angulos de

30°, 45° e 60°

Os angulos que aparecem com maior frequéncia
nos exercicios e problemas sdo os de 30°, 45° e 60°, por
isso, € importante conhecermos a seguinte tabela:

Angulo 30°

1
Seno =
2

D
o & (3

Cosseno

N
“’|® “|§ @

Tangente

“|& |~ [&

=

O
(UFSC) Uma escada com 10m de comprimento
foi apoiada em uma parede que €é perpendicular
ao solo. Sabendo-se que o pé da escada esta
afastado 6m da base da parede, determine a
altura, em metros, alcancada pela escada.
Resposta:
0 desenho a sequir ilustra o problema.

Aplicando Pitagoras no tridangulo retangulo ao
lado, obteremos a relacdo: 10> = 62 + x?, ou seja,
x = 8. Logo: 8m ¢ a altura alcancada pela es-
cada.

(UFSC) Na figura abaixo, determine o valor de x.
@

AD=x

DC=x-38

BD=y
Resposta:

Os triangulos ABD, ABD e BDC sao triangulos re-
tangulos. Temos as seguintes relacdes:

I) Para o tridngulo BDC:

tg 60°= y38 — y=(x—38)xtg 60°

=
1) Para o tridngulo ABD:

tg 30°:X:> y =xXtg 30°
X

Comparando estas duas equacdes e substituindo

tg 60° = J3e tg 30° = ? obteremos:

(X—38)X\/§=xx?:>[x—38)=§

A partir desta ultima equacdo, finalmente, en-
contraremos x = 57.

(UFSC) Um retangulo esta inscrito num circu-
lo de 5¢m de raio e o perimetro do retangulo é
de 28cm. Calcular, em centimetros quadrados,
a area do retangulo.

Resposta:

A figura a sequir ilustra a situacdo dada no pro-
blema:



10 cm b

Temos:
[) Aplicando o teorema de Pitagoras:
3’ +b’=10"=a’ +b* =100
[1) O perimetro do retdngulo é de 28 cm:
2a+2b=28 = a+b=14
Resolvendo, paraa >0 e b > 0, o sistema:
3’ +b’=100
{a+b=14

Encontramos a=8cm e b = 6ecm (oua=6cmeb
= 8cm), o que da, para o retangulo considerado,
uma area igual a 48 cm”

LEIS DO SENO E DO COSSENO

O que fazer quando estamos trabalhando com
um tridngulo qualquer e queremos encontrar um
de seus lados a partir de outros lados ou de seus
angulos? Vejamos abaixo as relacdes que utilizamos
nesses casos.

Lei dos senos

Em um tridngulo qualquer as medidas dos
lados sdo proporcionais aos senos dos angulos
opostos.

a b ¢

~ = ~ = ~=2R
senA  senB senC

Observacéo: O "2R" que vemos acima corresponde ao
didmetro da circunferéncia circunscrita que € igual a
constante de proporcionalidade.

Lei Cossenos

Em um tridngulo qualquer o quadrado de um
lado ¢ igual a soma dos quadrados dos outros lados
menos duas vezes o produto desses dois lados pelo
cosseno do angulo por eles formado.

A
a>=b>+c’—2-b-c-cosA
b ¢ b’ =a’+c*—2-a-c-cosB
?=a’+b*—2-a-b-cosC
¢ B

Determine o valor de x nos triangulos.

a)
3 X
60°
8
N 105° 6

45°
b)
Resposta:

a) x*=3"+8"-2-3-8-c0s60°—
1
x2=9+64—48~5—>

x> =73-24>5x*=49 > x=7

sen30° sendse 1 P

2 2

=£-£—>x=&—3\/§
V2 2 2

Dois lados consecutivos de um paralelogramo
medem 5cm e 10em, formando entre si um an-
gulo de 120°. Calcule as medidas das diagonais
desse poligono.

Resposta:
df=52+102+2-5.1o.%—>
d?=25+100+50—>d’=175—
d,=\175 >d, =57
d22=52+102—2~5~10~%—>

d,’ =25+100—50 —d,’ =75—
d,=/75>d,=5\3

(CMRJ) Uma fabrica sera instalada a 8km da
Unica estacdo de tratamento de agua da ci-
dade. A cisterna (reservatério de agua) da
fabrica sera construida a 3km da fabrica. Na
figura abaixo, as letras E, F e C representam,
respectivamente, a localizacdo da estacdo de
tratamento de agua, a fabrica e a cisterna. A
quantidade de quildometros de encanamento
que levara a agua da estacdo de tratamento
para a cisterna da fabrica é dada por um nu-
mero que pertence ao intervalo real:

a) Jo3 b) [35]
9 [57 d [710]
e) [10.e]
c
3 km
60°
E 8 km F
Resposta: D
x=EC= x*=82+3"—2-8-3-0s60°
X’ =49
x=7
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5D

No tridngulo retingulo abaixo determine
quanto vale x

30
X
i 300
a) 10m b) 12m
c) 13,6m d 15m

e) 18m

No tridangulo retangulo abaixo determine
quanto vale x:

15,6 60°
X
a) 7.8m b) 12m
c) 13m d) 13,90m
e) 151m

Um paraquedista salta de um avido quando
este se encontra a 1.500m de altura. Devido a
velocidade do avido e a a¢do do vento, o para-
quedista cai conforme indica o segmento PA,
inclinando em 30° em relacdo a PB (conforme
a figura abaixo). A que distancia do ponto B o
paraquedista vai cair?

1500 m

B
a) 10043 m b) 2003 m
o 30043m d) 40043 m

e) 50043 m

Um observador, com 1,64m de altura, vé uma
luz no alto de uma torre de televisdo, sob um
angulo de 60°. Esse observador se encontra
a 20m da base da torre. Determine a altura
aproximada dessa torre.

a) 34,6m b) 36,24m
¢) 37m d) 37,5m
e) 38m

A figura abaixo representa um copo de 15cm
de altura com um canudinho dentro. Qual o
comprimento aproximado desse canudinho sa-
bendo que 8cm dele estao para fora do copo?

10.

15cm

A

D
a) 32,6cm b) 31cm
c) 25,34cm d) 20,23cm
e) 12cm

No momento em que raios solares incidem so-
bre o solo formando um angulo de 45°, um
prédio projeta uma sombra de 32,6m. Qual a
altura desse prédio?

a) 32,6m b) 31m
c) 2534m d) 20,23m
e) 10m

(UFPE) Dois pavimentos de uma construgio
devem ser ligados por uma escada com 10
degraus de mesma altura, construida sobre
uma rampa de 3,6m como ilustrado na figu-

. T,
ra abaixo. Se sen OLZE. indique a altura, em

centimetros, de cada degrau.

o 36m
a) 9cm b) 11cm
c) 15cm d) 18cm
e) 2lcm

(Cesgranrio-RJ) Uma rampa plana de 36m de
comprimento faz angulo de 30° com o plano
horizontal. Uma pessoa que sobe a rampa in-
teira eleva-se verticalmente de:

a) 643 b) 12m
o 13,6m d 943
e) 18m

(Unic-MT) Uma escada de 5 metros de com-
primento esta encostada num muro vertical
formando com ele um angulo de 30°. Um
homem ao subir nessa escada, observa que,
devido a problemas de aderéncia com o piso
horizontal, esta escorrega sem se afastar do
muro e para no ponto em que o angulo for-
mado entre ela e o piso horizontal é de 30°.
Nessas condigcdes, o deslocamento efetuado
pela escada junto ao muro foi de:

Dados: sen 30° = 0,5 e cos 30° = 0,87

a) 1,85m b) 0,85m
d 250 d) 4.35m
e) 500

(Mackenzie-SP) No retingulo da figura, cos o0
vale:



11.

12.

W
W

....
.....
. .

w

V2 1
J = L

V3 1
9= I3

l

4

(Cefet-PR) Calculando o valor de x na figura
a seguir, obtém-se:

180+/32

22,5

450

a) 7202 b) 720
¢ 3602 d) 360
e) 1802

(Epcar) Um piloto de avido, a uma altura de
3.100m em relagdo ao solo, avista o ponto
mais alto de um edificio de 100m de altura
nos instantes T, e T,, sob os 4ngulos de 45° e
30°, respectivamente, conforme a figura se-
guinte:

A distancia percorrida pelo avido entre T e T,, ¢,
em m, igual a:

a)  3000(1++/3)
d 219043

b) 30003
d) 3000(/3-1)

13.

14.

15.

16.

(CMRJ) Um observador, cujos olhos estio a

J3m do solo, vé o topo de um edificio, cons-
truido em uma regiao plana, sob um angulo de
60° com a horizontal. Se ele se afastar mais
80m do ponto em que estava, passara a ver o
topo do edificio sob um angulo de 45° com a
horizontal. A altura do edificio é:

a) 80v3m b) (80+J§)m

o (12044W3)m o) (40V3)m

e) 40(\/§+1)m
(Epcar) Se o tridngulo ABC da figura abaixo

€ equilatero de lado a, entdo a medida de QM
em funcdo de a e x é:
C

8x+3a 9x—3a

(Epcar) O reabastecimento em voo é um proce-
dimento que permite abastecer avides de caca
em pleno voo a partir de uma mangueira dis-
tendida de uma aeronave tanque. Um avido A
(tanque) e outro B (caca) ao término do proce-
dimento descrito antes, em determinado ponto
P, tomam rumos que diferem de um angulo de
60°. A partir de P, as velocidades dos avidoes
sdo constantes e iguais a VA = 400 km/h e VB
= 500 km/h. Considerando que mantiveram os
respectivos rumos, a distancia, em km, entre
eles apos 2 horas de voo é:

a) 5200421 b) 300v21
o 200v21  d) 100421

(CMRJ) Dois barcos partem do mesmo ponto,
navegando em linha reta, em trajetdrias que
formam entre si um angulo de 60°. Eles via-
jam a uma velocidade constante de, respecti-
vamente, 5km/h e 8km/h. Apds uma hora de
viagem, a distancia entre eles sera de:

a) 7km b) +/61km c) 129 km
d) 9km e) 10,2km
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17.

18.

19.

20.

(Fuvest — SP) Na figura a seguir, AD = 2cm, AB
= V3 cm, a medida do angulo BAC é 30° e BD
= DC, sendo D ponto do lado AC. A medida do

lado BC em cm, é:
B

A D C

(Ucsal-BA) Na figura tem-se um tridngulo
equilatero ABC sobre cujos lados foram cons-
truidos quadrados de lados iguais a 10cm.

Determine a medida de DE:

D E

a) 103 b) 50v2
o 5043 d 10043

(UFG) Uma pessoa se encontra numa planicie
as margens de um rio e vé, do outro lado do
rio, o topo T de uma torre de telefone. Com o
objetivo de determinar a altura H da torre, ela
marca dois pontos A e B na plgnicie e calcula
AB = 200m, TAB mede 30°, TBA mede 105°
TBP mede 30°, onde P € o pé da torre.

Entdo H ¢ igual a:

10073
—m

a) b) 50+/2m c) 50/3m

d) 1002m € 100m

(UFS) Num tridngulo qualquer ABC, tem-se
que a medida do dngulo de vértice A € 60°, AB

=4 e BC = 2/6. Entio, AC é igual a:
a) 24243 b)) 243-2 o B+1
d 3 e 2

21.

22,

23.

24.

(UFRS) No triangulo ABC da figura abaixo, o

cosseno do angulo obtuso o € igual a:
C

1 1
a) — b) — c )
°a ‘
d) —ﬁ e) ﬁ
3 2

(Unisinos-RS) O paralelogramo da figura tem
area 20,758m2. O comprimento do lado AD

é 6m. Entao, o comprimento do lado AB sera,
em metros, aproximadamente igual a:
B C

120

A D
Dados:
sen 60° = sen 120° = 0,866
cos 60° = - cos 120° = 0,5
a) 3 b) 4 ¢ 5
d 6 e) 7
Determine o valor de x no tridngulo abaixo.

45° 30°
a) 3 b) 4 ¢ 5
d 6 e) 7

Determine o valor de x no triangulo abaixo.

6
120°
10
a) 13 b) 14 c) 15
d 16 e) 23



FUNCOES TRIGONOMETRICAS:
SENO, COSSENO E TANGENTE

CIRCUNFERENCIA
TRIGONOMETRICA
Definicao

A circunferéncia trigonométrica, também cha-
mada de ciclo trigonométrico, possui raio unitario
e centro na origem do plano cartesiano. Sobre a
circunferéncia serdo fixados arcos com origem no

ponto (1,0). Nesses arcos o sentido positivo é o
anti-horario.

SETTIOO RSt

SETEHO TEgathag

Observe abaixo os ciclos trigonométricos e os
eixos X ey, veja que o circulo foi dividido em qua-
tro partes iguais (cada uma com 90°). A essas partes
damos o nome de quadrantes.

i

0 arco AB ¢ o primeiro quadrante; o arco BA’,
o segundo; o arco A'B’, o terceiro e o arco B'A, o
quarto quadrante.

Observacdo: A numeracdo do quadrante é feita no
sentido positivo a partir do ponto A, como descrito nas
figuras acima.

Unidades de medidas de arcos de
circunferéncia (ou angulos)

1) Grau (Simbolo °)

. 1 . A
Um grau equivale a —— da circunferéncia e
00

a circunferéncia possui 360°, o que torna este an-
gulo o representante de uma volta completa. Veja
nos desenhos abaixo alguns arcos que tém grande
aplicacdo:

A
‘B B‘A

Arco AB de 90° Arco AB de 180°

(um quarto de volta) (meia volta)

B
Arco AB de 270°

(trés quartos de volta)

Arco AB de 360° ou 0°

(uma volta ou nulo)

2) Radiano (Simbolo rad)

Um radiano ¢ a medida do arco que possui
comprimento igual ao raio da circunferéncia, a
qual este mesmo arco pertence.

Comprimento de AB =r=m(AB) = 1 rad

Relacado entre unidades

0 comprimento C de uma circunferéncia de
raio r é C = 27r, entdo, o arco que corresponde a
circunferéncia inteira mede 2r rad. Podemos esta-
belecer a correspondéncia entre graus e radianos.
Vejamos:

Radianos 2ntrad | Trad kil r r
2 3 6
Graus 360° 180° | 90° | 60° | 30°

M21
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Exemplos:
a) Transforme um arco de 60° em radianos.

Solucdo: para fazer essa transformacao
usamos a regra de trés simples.
nrad 180°

. Entédo:
X 60°
60°. trad g
=——=—rad
180° 3

T
b) Transforme um arco de = rad em graus.
4

Solucédo: utilizaremos o mesmo processo
aplicado acima.

nrad = ]800. Entdo:
n rad X
4
180°. ™ rad
x=——% =45
n rad

Arcos congruos

Até agora so consideramos arcos de, no maxi-
mo, uma volta inteira (360°), podendo os mesmos
ser orientados nos sentidos anti-horario ou horario.
Vamos agora generalizar o conceito de arco, admi-
tindo que este possa dar mais de uma volta com-
pleta na circunferéncia. Esses angulos maiores que
uma volta terd extremidades que coincidem com as
extremidades dos angulos de um volta. Aos arcos
com a mesma extremidade denominamos congruos.
Assim, podemos definir que dois arcos serdo con-
gruos quando a diferenca entre as suas medidas fo-
rem multiplos de 2n ou de 360°.

i

g
".I' .

m (AP) = x, + 360°

-
Ny, T

=
-

m (AP) = x, + 720° ou m (AP) = x, + 2-360°

A partir da analise feita no esquema acima,
percebemos que se marcamos um angulo x (sen-
do 0< X, < 21t) e acrescentarmos a ele 360° ou
quaisquer um dos multiplos de 360°, nds iremos
cair no mesmo ponto inicial. Com isso, podemos
determinar uma expressdo geral, que nos da todos
0s arcos que sdo cONGruos a X,.

Assim: seja x, a medida de um arco AP da
circunferéncia trigonométrica, com 0 < X, <27, a
expressdo geral dos arcos com extremidade em P
sera o conjunto de todos os valores de x definidos
por:

X =X, + k21 ou x = X, + k.360°, sendo k € R.

Primeiras determinacdes de um arco

Substituindo o valor de k por zero na expres-
sdo o = a, + k2w, obtemos o= o, , como 0 < a,,
< 2m, esse valor é denominado primeira determi-
nacdo positiva do arco. Ja substituindo o valor de
k por -1, encontramos a primeira determinacdo
negativa do arco.

RAZOES TRIQONOMETRICAS NA
CIRCUNFERENCIA

Seno e cosseno

Como vimos anteriormente, o ponto P assi-
nalado no ciclo ou circunferéncia trigonométrica,
representa uma familia de arcos congruos, que
geralmente aparece demonstrada pela sua menor
determinacio.

&%
AR
P B =1 % = OF,
El
=T E

w

[=1.5 o Aol
i, -1}




1y Observe alguns valores de seno e cosseno re-
. 1 tirados a partir das definicdes do ciclo trigonomé-
lr trico:
: L mEx= R ¥
] #
: Y2 1B
; % o
1.4 - .
Ci-1a) Ao
* g
I R
O ponto P ainda determina, no sistema car- )
tesiano, coordenadas que serdo objetos de estudo g | T =T
nesse capitulo. Estas coordenadas sdo habitual- =
mente chamadas por abscissa (projecio do ponto
P em relagdo ao~elx0 x). e order}ada (prOJegzj\o do Serm (17sl) Trs (i)
ponto P em relacio ao eixo y). Diante dessas infor- Ponto | Arco e denad
macdes, € possivel definir que: (sl ) || lssadieie v)
1°) A abscissa do ponto P é o cosseno do arco A o 0 !
AP (o que verificamos facilmente pela de- B 90° ! 0
monstracdo a seguir): C 180° 0 -1
AP = x D 270° -1 0
OP = (raio do ciclo) = 1 Nesta representacio, podemos ver que existe
OP um valor maximo e um minimo para as funcdes

Seno e cosseno.
Assim: -1 <sen©<1e-1<cos0<1.

P =2 e
cos AP = cos x = op — cos AP

cosx = OB

1) Sinais do seno e cosseno

Na tabela observamos que ha valores positi-
vos e negativos para sen 6 e cos 0, isso aconte-
ce porque eles sdo, como vimos anteriormente, as
coordenadas do ponto P. Sendo assim, o sinal ira
depender do quadrante em que se fixara o ponto
|+ P. Observe na figura abaixo as possiveis varia¢des
para os sinais de sen 0 e cos 6.

. —_
Assim, comprovamos que o cosseno de AP

¢ igual a abscissa de P. 1

sen G
2°) A ordenada do ponto P é o seno do arco

—_ .

AP (da mesma maneira que o cosseno, va-

A
27 quadante
oflic
OP = (raio do ciclo) = 1 .

17 gusda
mos demonstrar também o seno): A
AP = x
e ﬁ — "
senAP=senx=o=; — sen AP (- O
sen X = P_B 3 yuadsatite A2 fuibratine
cos 9

i yisadrante

ae
2

Tl gueadiante

|
a E

— ’
Portanto, confirmamos que o seno AP ¢

igual a ordenada do ponto P. 3+ quadiante
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Tangente

Voltaremos novamente ao ciclo trigonométri-
co, desta vez para estudarmos a tangente de um an-
gulo. Para isso, além do ciclo, precisaremos de uma
reta auxiliar que serd paralela ao eixo y e tangente
a circunferéncia no ponto B. Chamaremos essa reta
de eixo das tangentes. O proximo passo ¢ marcar o
ponto P, que determina no ciclo um arco BP. Para
encontrar a tangente de BP, basta prolongar o seg-
mento OP até que o mesmo encontre o eixo das
tangentes. Na figura temos isso representado pelo
ponto C. Logo a tangente do arco BP = BC .

& ¥

w=n &

Podemos comprovar essa afirmativa de outro
modo: observe que os AOAP e AOBC sdo semelhan-
tes, sendo OB = raio do ciclo =1.

C
P
tg x
sen x
[
0 A B

Pela proporcionalidade, temos:
AP OA ,
— = — = alternando os meios
BC OB

£=E:senx=ﬁ: tgx=B_C
OA 1 CosS X

Vejamos os valores da tangente de alguns an-
gulos:

¥
=
F2lE t
¥
T A
£
0
]
.
© o

Ponto Arco g
A 0 0
B | 90 (E) A
2
¢ 180° (m) | O
D | 2700 ( 3275) A

Analisando o ciclo e logo apos a tabela, ve-
mos que a tangente dos dngulos de 90° e 270° nio
existem. O mesmo aconteceria para as respectivas

- A T
familias de angulos, representados por ) + 2km e
3n . .
> + 2km , ja que por mais que prolonguemos a

reta y, ela ndo encontrard o eixo das tangentes,
pois as mesmas sio paralelas. Quanto aos valores,
podemos dizer que a tangente tem condicdes de
assumir qualquer valor real.

1) Sinais da tangente

Se a tangente for marcada acima do eixo X,
ela sera positiva. Caso seja marcada abaixo, ela sera
negativa. Assim teremos, entdo, as seguintes possi-

bilidades de acordo com o quadrante.
.

I uadeante 4 uadatiie

Outras funcoes trigonométricas

1) Cossecante

E o inverso do seno.

1
Ou seja: Cossecd = —— "se seno # 0.
sena.,

2) Secante
E o inverso do cosseno.

Portanto: sec o = , se cosou#0 .

cos o,
3) Cotangente
E o inverso da tangente.
1 cosa

Assim: cotg o0 = — =
tgo.  seno

,Se senot # 0.

Observacdo:

Se analisarmos atentamente, perceberemos que, de
acordo com as definicées de cotangente, cossecante
e secante, estudadas acima, essas funcdes trigonomé-
tricas admitem os mesmos sinais das funcgdes que lhes
dao origem. Portanto, quando a tangente € positiva, a
cotangente também serd. Sendo o mesmo raciocinio
aplicado para outras fungées, ou seja, se o cosseno for
negativo, a secante sera negativa e assim por diante.



FUNCOES PERIODICAS
Definicao

Neste capitulo iremos estudar algumas fun-
coes periodicas. Estas funcdes sdo assim denomi-

nadas devido a repeticdo de periodos que o grafico
apresenta de intervalos em intervalos do dominio.

Desse modo, uma fungdo f de dominio A ¢
periodica caso exista um numero p, ndo-nulo, que
satisfaca a seguinte condicio:

flx+p) =flx), VxeA

0 menor valor de p que satisfaca essa condi-
cdo ¢ o periodo da funcgdo £

Teorema para calculo de periodo

O teorema que explicaremos a seguir pode ser
aplicado nas funcdes que possuem a seguinte forma:

y=m+n.f(ax+b)

Se uma funcio y = f (x) é periddica de periodo
p, entdo a fungdo g (x) = m + n « f(ax + b), com m,
n,aebeRea, n#0, ¢ também periddica e seu
periodo ¢ dado por:

p_P
|al
Exemplos:
a) Calcule o periodo da funcdo y = sen 2x.
Solucéo:
P = periodo que queremos encontrar;
p = periodo de sen (x), ou seja, 27;
a = coeficiente da variavel (x), ou seja, 2.
Teremos, entdo:
P= 2n =>P=x
2
b) Qual o periodo da funcdo f(x) = 2.cos X ?
Solucéo: 2
P=7
p = periodo de cos (x), ou seja, 2x;
a = coeficiente da variavel (x).

2
P=Tn:>P=41c

2

Observacéo: Saber calcular o periodo nos auxilia na
hora de tracarmos o grafico, pois como vimos, apds
construir o periodo, basta apenas repeti-lo e variar o
dominio que obteremos o grafico.

FUNCAO SENO
Definicao

E a funcio f : R — R, definida pela lei f(x) =
sen x. Abaixo temos uma tabela para os valores do

seno de alguns angulos, isso nos auxiliara a tracar
o grafico. Veja:

T | T | 3n 5n | 3n | 7w
x|[0| = |=|—|®| — |— 21
4 12| 4 4 |1 2| 4
ylol 2] [ 2o 2 4]21,
2 2 2 2

Marcando os pontos da tabela no eixo de coor-
denadas, obteremos entio:

¥

E

a 05 05T 075w 135 15 1dse A

Faricdo
-&

Propriedades da funcao seno

1) Dominio: D = R;

2) Imagem é o intervalo [-1, 1], ou seja,
Im={yeR/-1<y<tje

3) Periodo: 2.

A tabela abaixo nos informa onde a funcio
seno cresce ou decresce.

X sen X
0 0
0 cresce
T
— 1
2
0 decresce
T 0
0 decresce
3n
= -1
2
0 cresce
21 0

FUNCAO COSSENO
Definicao

E a funcio f : R — R, definida pela lei (x) =
cos X. Abaixo temos uma tabela para os valores

do cosseno de alguns angulos, isso nos auxiliara a
tracar o grafico. Veja:

T |T 3n 51 3n | ’n
XxX|[0| — |=]| — T — | = — | 2%
4 |2 4 4 2 4
y |1 ﬁ 0 -ﬁ -1 -ﬁ 0 ﬁ 1
2 2 2 2

Marcando os pontos da tabela no eixo de
coordenadas, obteremos entio:
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N

o 035 05, 075 1w 135 Abw i0se 2w

Fartodo
-2

Propriedades da funcdo cosseno
1) Dominio: D = R;
2) Imagem é o intervalo [-1, 1], ou seja,
Im={yeR/-1<y<1}e
3) Periodo: 2m.

A tabela abaixo nos informa onde a funcio
cosseno cresce ou decresce.

X os x
0 1
0 decresce
T
- 0
2
7 decresce
T -1
7 cresce
3n
- 0
2
7 cresce
21 1

FUNCAO TANGENTE
Definicdo

E a fungio f : A —> R, definida pela lei
f(x) = tg x, onde A = {xeR/x¢g+kn,keZ}.

Abaixo temos uma tabela para os valores da
tangente de alguns angulos, isso nos auxiliara a tra-
car o grafico. Veja:

b b
X | —— -— 0
2 4

y| A | v o | 1| A

Marcando os pontos da tabela no eixo de coor-
denadas, obteremos entdo:

r
2

EN

¥
3

-1

Prerindz

Propriedades da funcao tangente

i1
1) Dominio: D = {x e R/x # E+kn'k eR};
2) Imagem: Im = R e

3) Periodo: m.

A tabela abaixo nos informa onde a funcio
tangente cresce ou decresce.

X tg x
0 0
0 cresce
T
B A
0 cresce
T 0
0 cresce
3n
53 A
0 cresce
2n 0

FUNCAO COTANGENTE
Definicao

E a funcio f : A —> R, definida pela lei
f(x) = cotg x, onde A = {xeR/x#kn,k e R}.
Abaixo temos uma tabela para os valores da co-

tangente de alguns angulos, isso nos auxiliara
a tracar o grafico. Veja:

N a
~

4

y| A 1 0 -1 A

Marcando os pontos da tabela no eixo de co-
ordenadas, obteremos entdo:

¥

&
[=]

Propriedades da funcao cotangente

1) Dominio: D = {x e R/x # ki, k € R};
2) Imagem: Im =R e
3) Periodo: m.

Nesse caso, ndo sera necessaria a montagem
de tabela, pois a funcdo cotangente ¢ sempre de-
crescente.



FUNCAO SECANTE
Definicao

E a funcio f : A — R, definida pela lei
f(x) = secx, ondeA = {x e R/x ¢g+kn,k e R}.

Abaixo temos uma tabela para os valores da
secante de alguns angulos, isso nos auxiliara a tra-
car o grafico. Veja:

n| 3n 5 | 3w | 7®
E—Tt———ZTC

4 4 4 | 2| 4

y| 1| V2 A |-V |- -v2 | A | V2|1

Marcando os pontos da tabela no eixo de co-
ordenadas, obteremos entio:

Ferinds

Propriedades da funcdo secante
1) Dominio: D ={xeR/x=# g+kn,k e R}

2) Tmagem:Im={yeR/y<-louy=1}e
3) Periodo: 2.

Nesse caso, f(x) é crescente para os valores de
X pertencentes ao primeiro ou segundo quadrantes
e f(x) é decrescente para os valores de x pertencen-
tes ao terceiro ou quarto quadrantes.

FUNCAO COSSECANTE
Definicao
E a funcio f : A > R, definida pela lei

f(x) = cossec x, onde A = {x eR/x # kn}.

Abaixo temos uma tabela para os valores da
cossecante de alguns angulos, isso nos auxiliara a
tracar o grafico. Veja:

n | 3w 5t |(3n | 7m
E—ﬂ:———m

4 4 4 | 2] 4

y | A2 |A-v2 |-z | A

Marcando os pontos da tabela no eixo de co-
ordenadas, obteremos entio:

Faricdo
Propriedades da funcao cossecante

1) Dominio: D = {x € R/x # km,k € R}:
2) Tmagem:Im={yeR/y<-louy=>1le
3) Periodo: 2m.

Nesse caso, f(x) é crescente para os valores de
X pertencentes ao segundo ou terceiro quadrantes
e f(x) é decrescente para os valores de x pertencen-
tes ao primeiro ou quarto quadrantes.

Construcio de graficos

Abaixo veremos alguns exemplos de constru-
¢do de graficos:

a) Construa o grafico da funcio f(x) = 2 +
sen x.

=

Dominio de f(x): D = R;
Imagem de f(x): Im = [1,3] e
Periodo: 2.

Observacio: Repare que o grafico de f(x) “moveu-se” para
cima duas unidades em relacio a fungéo g(x) = sen x.

———————— T} = s
Tal = 2 + sinfs
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b) Construa o grafico da funcdo f(x) = cos 2x.
Fa S | %
B I -1 oEE 0 0,51 Rt A
# ‘\\ "‘ ‘\ 'r’
o (;" K . -‘f;
- dn -1 LT

\ A/

\ A
LS

- W -1z W
-3

Dominio de f(x): D = R;
Imagem de f(x): Im = [-1,1] e

.

Periodo: .

Observagéo: Ao comparamos as funcdes f(x) = cos 2x e
g(x) = cos x, podemos perceber que o periodo encolheu

da primeira fungdo para a segunda.

VN
-1k -1

1 Lama o
| d-)‘ ‘t‘ r"
# *5 *

o + K

5 g i ¥
| I | | S

3 [

Bl o

T = snia
i = 12w

d) Construa o grafico da funcio fx) = -tg (x).

i
%}

T
Dominio de f(x): D = {x eR/x # ot kn}:

Imagem de f(x): Im =R e

Periodo: ©

. A1
L
.
~ R | .
o -3 et

Observacdo: O grafico de f(x) = - tg(x) € uma reflexao
da fungdo tg de x em relacdo ao €ixo x.

———————— 1G4 = cosi)
i) = cosfaE)
¥
¢) Construa o grafico da fungdo f(x) = — sen x. | ; o i
" ) i i
! i : i
| 2 ¥ i 1 i J-
| | / ‘ | y J
. v 1 L N
| s .,- | .'r !a
| : g \ : ; \ \
| - -150 o BT B 0,51 ki 1,60 #n
/—\\ r: ',' ‘r' .n'
| * ! | ! H ;
o oagmo - ofm CREET i 1,5 4 ! I 7 ;
; ; i i :
| 4 1 r [
- r [ .' :
———————— T = taniu
=2 i = - tanfy)
Dominio de f(x): D = R; e) Construa o grafico da funcio
11 b
—,—le fix) =cos [ x==|.
2 2 4
¥
F]

Imagem de f(x): Im = [-
Periodo: 2m.

Observacdo: Repare que novamente alteramos a ima-
gem da funcéo. A causa disso € o fato de estarmos mul-

tiplicando o seno de x pelo fator —.
2

33 MATEMATICA




Dominio de f(x): D = R;
Imagem de f(x): Im = [-1, 1] e
Periodo: 27.

Observacéo: Repare que a subtragdo de T faz com

que o grafico se "mova" para a direita 7 unidades.

) = ool -
e Y[ = 2o

f) Construa o grafico de f(x) = |sen x|.

¥
Z

LN\ |

dr -iEx | -im G5

-1

Dominio de f(x): D = R;
Imagem de f(x): Im = [0, 1] e
Periodo: 7.

Observagdo: Repare que a parte negativa sofre uma
reflexdo em relacdo ao eixo x. Isso acontece devido ao
madulo.

FUNCAO PAR E FUNCAO iMPAR
Definicao

Uma funcdo ¢ par se para todos os elementos
de seu dominio temos:

f(x) = f(-x), Vxe D

Uma funcio ¢ impar se para todos os elemen-
tos de seu dominio temos:

f(-x) = -f(x), Vxe D

Com base na definicdo acima podemos dizer que:
1) As fungGes cosseno e secante sio pares;

2) As funcdes seno, cossecante, tangente e
cotangente sdo impares.

0 exemplo a seguir mostra o que acontece
com as fungdes seno e cosseno, ilustrando, assim,
a explicacdo dada anteriormente.

b
cos(—) =0
2

(n) N flx) = f(-x), V x € A.
cos| — | = —

4 2
S
cos| ——|=—
4 2
Logo a funcdo cosseno ¢ par.
)
sen | —|=
2
sen (—E) =—1
2
f(-x) = -f(x), V x € D.
T 2
sen | —|=—
5
( T

1. Qual é o menor arco ndo-negativo congruo ao
arco de 1500°?

Solucao:

Devemos obter o menor valor ndo-negativo de o,
tal que o + k.360° = 1500° , com k € Z. Entdo:

1500° [360°

60 4
Sendo o resto igual a o (60 = o) e o quociente
igual a k (4 = k): 1500° = 60° + 4 . 360°. Logo, 0
arco pedido mede 60°.

2. Determine em que quadrante esta a extremi-
dade do arco de 5200° e em seguida informe
qual o sinal do seno, cosseno e tangente para
este quadrante.

Solucao:
Divida 5200 por 360. Essa operacdo vai dizer
quantas voltas completas tem o angulo e qual
o resto, o que representa a menor determinacéo
do mesmo.

5200 [360

160 14
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Sdo0 14 voltas completas e mais 160° a percorrer,
portanto, o angulo esta no sequndo quadrante, o
qual determina os seguintes sinais: seno (+), cos-
seno (-) e tangente (-).

(UFSC-PR) Dado sen x = i ,com0<x<r, qual

SeCX+ cossecx ]

o valor da expressdo ( 14 cotg x

Solucao:
Usando algumas relagdes trigonométricas, podemos
escrever:

1 1

SecX + Cossecx —+
7| ————| = Jo7| cosx_senx |_
1+ cotg x COS X
+—
sen x
Sen X+ cosx
7| cosx-senx_ | _ 1
Sen X+ CosXx COS X
sen x

o 1
Calculamos cos x, substituindo sen x = — na rela-
¢80 sen’x +cos’x =1: 2

2
1
(—) +cos’x=1ou Cosx:i—S
2 2

Para0 < x < i ,COS X = ? e, finalmente:
2

1 1
\/ﬁ(—)a/ﬁ—:e.
COSX NE]
2
+ cossecx
\/E Secx B
0 que mostra que —1+cotg X =

Sendo y = 2 - 3. sen a, determine os valores
maximo e minimo de y.

Solucdo:

Sabemos que -1 < sen (x) < 1, assim para deter-

minar os valores maximos e minimos utilizaremos
os valores extremos:

ymin =2= 3(1) _>ymin =-1

yméx =2- 3[_1) - yma’x =5

Verifique quais das afirmacoes abaixo sao ver-
dadeiras.

a) 0 dominio da fungdo f(x) = tg (x—%) é

D ={xe]R/x¢2?n+kn,keZ}.
b) O periodo da fungdo g (x) = 2 sen 3x é n
3
¢) O grafico abaixo representa a fungdo sen 2x.

¥
1

Solucao:
a) V. 0 dominio da fungio f(x) = tg (x) é:
D={xe]R/x¢§+kn,keZ}.

Portanto, o dominio de f(x) = tg (x—g) , sera:
x—E¢E+kn<:) x¢2—n+kn,keZ .

b) V.A funcao trigonométrica do tipo f(x) = sen
(ax) tem periodo P = 2n
a

Logo o periodo da fungéo g (x) = 3 sen (3x)
.. 2T
sera: —— .
3
c) F. Considere no grafico o valor de x = T
4

0 valor de sen (2x) = sen (2.% ) <> sen (2x)

= sen =1.

N | a

0 que ndo confere com o grafico que indica
sen i 0.
2
6. Determine o dominio da funcéo cotg 2x.

Solucgéo:
0 dominio da funcéo cotg (x) € D = {x e R /x #km}

entdo, fazendo 2x #km, temos x ;ekg.
Logo, D () = {xeR/xik%[keZ]}.

7. (UFSE) Na figura abaixo se tem um esboco do
grafico da fungdo f, de R em R, definida por
f(x) = a + b « cos x. Determine os numeros

reais a e b:
¥
\ /N /.
=3 15w | =1m 0.5 o fhd 53 1.5 =

-3
-3
-3

Solucdo:

f(x)=a + b « cos x

f(0)=1=a+b-cosO=1=a+b=1
f(n]=—3:a+b~cosn:-3=>a-b:-3}
a=-leb=2.

RELACOES TRIGONOMETRICAS

Neste capitulo iremos conhecer duas relacoes
trigonométricas derivadas da relacido fundamental
sen?x + cos’x =1. Precisamos conhecé-las para apli-
carmos nas simplificacdes de expressdes e também
para relacionarmos as funcdes trigonométricas.

A relacdo tg® x + 1 = sec’x

Seja a relacdo fundamental: sen’x + cos*x =1.

Ao dividi-la por cos*x, temos:
2 2
= |tg"x+1=sec” x

sen’x  cos’ X 1

cos’x  cos’x  cos’x

A relacdo cotg® x + 1 = cossec?x

Seja a relacdo fundamental: sen®x + cos*x =1.
Ao dividi-la por sen’x, temos:



2 2
senx  cos x_ | :>|cotgzx +1= cossec2x|
sen’x  sen’x  sen’x

Veja os exemplos:
a) Simplifique a expressio
y = (1—sen’x)(1+ cotg’x).

Solucéo:
1—sen’x = cos® x

Vamos lembrar que:
q 1+ cotg’x = cossec’x

Vamos entdo substituir na expressao:
y = cossec’x- cos’x =

cos® x

— = cotg’x = y = cotg’x
sen’x

Identidade

Dados as funcoes f(x) e g(x), com seus respec-
tivos dominios, D (f) e D (g), dizemos que f (x) e
g(x) sdo fungoes idénticas se, e somente se, f (x) =
g(x), V x € D(f)n D(g) . A igualdade formada pelas
funcdes é que chamamos de identidade. Observe
alguns exemplos:

a) sen?x + cos?x = 1

b) secx =
Cos X
) 1
¢) cos’x= 5
1+tg°x
tg”x
d) sen’x = g -
1+ tg~°x

Como demonstrar uma identidade

Podemos agir de trés maneiras diferentes para
conseguir verificar a identidade. A seguir, mostra-
mos trés exemplos, um para cada maneira:

a) Tentaremos transformar um dos membros

no outro:
1

cos’ x = ;

1+tg~°x

—

2° membro
1 1 1 ,
—=—= = cos” X
1+tg"x sec” x
cos” X

Verificamos assim que o segundo membro
apos as transformacgodes utilizadas ¢ igual
ao outro, logo a igualdade foi verificada.

Observacdo: Geralmente “mexemos” no
membro mais complicado.

b) Tentaremos transformar os dois membros
em uma expressio comum aos mesmos.

cosx-tgx = —
cossecx
senx
lemembro (cos X - tgx): cosx - o = senx
C
1 1
2° membro : | ——— | —— = senx
€ossec X 1
senx

Verificamos assim que as transformacgoes
ocorridas nos dois membros fazem com
que eles cheguem a mesma expressdo, no
caso sen X.

¢) Subtraimos um membro do outro, pois se
eles forem iguais o resultado desta opera-

¢io ¢ zero.
tg’x
sem’x = —3 >
1+ tg~°x
sen’x
tg’x 2
sen’x — 92 =0 sen’x -8 X — g
sec’ x 1
cos’ x

. osem’x  cesX

senx — . =0=

cos’x |

sen’x —sen’x=0=0=0

REDUCAO AO PRIMEIRO
QUADRANTE

Definicao

E um método utilizado para determinar as
medidas de seno, cosseno e tangente de um angu-
lo, que compara, através da simetria, as extremida-
des de angulos do 1° quadrante com as extremida-

des de angulos do 2°, 3° e 4° quadrantes. Vejamos
no exemplo abaixo como isso acontece:

a) Como vocé faria para encontrar o sen 6,
cos 0, tg 6, sendo 6 =120°?

Solucéo:
1°) Localize o quadrante em que o angulo de
120° estd e marque o angulo.

2°) Verifique o sinal da relacdo trigonométrica
naquele quadrante.

2° quadrante

seno cosseno | tangente

+ - -

3°) Veja que as medidas das razdes trigono-
métricas do dngulo de 120° sdo iguais, em
modulo, as razdes do dngulo de 60°, uma
vez que este ¢ o correspondente do dngulo
de 120° no 1° quadrante.
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Agora, apos esta analise, podemos responder
tranquilamente qual € o sen 120°, o cos 120° e a tg

120°. Observe:

1) sen 120° = sen 60° = —.

Sendo assim:
1) Para (m -X)
sen (mT—x)=+sen x cossec(rt+ x) = + cossec T
\/§ cos (m—x) = —cosx
tg (T —x) = —tg x

sec(mt —x) = —secx
cotg(m — x) = —cotg x

2) Para (t + X)
sen (M+x)=—-sen x  cossec(m + x) = —cossecT
cos (1 + x) = —cos x sec(m + x) = —secx

tg (m+ x) = +tg x cotg(m + x) = +cotg x

1) cos 120° = —cos 60° = —— .

3) Para (27 - x) ou (-x)
sen (2m —x) = —sen x  cossec(2m — x) = —cossecT
cos (21 — x) = +cosx sec(2m — x) = +secx

tg (2m—x) = —tg x cotg(2m — x) = —cotg x

1

Observacdo: Repare que nesta reducdo as fungdes nao
mudam, s6 0 que muda s&o os sinais.

\ Outro tipo de reducao

M) tg 120° =

sen 120° 3
cos 120°

Veja:

=-3

-
i T

Regra geral

Dado um arco qualquer pertencente ao 2°, 3°
ou 4° quadrante, sempre haverd um angulo x que
pertencera ao primeiro quadrante e serd simétrico
ao angulo dado. Por isso, eles possuirdo o mesmo
valor (em modulo) para as suas razdes trigonomé-

tricas.

Pela semelhanga entre os tridangulos, conclu-
imos que:

i
1) sen (——x) = COS X
2
2) cos (E—x)= sen x
2
3) tg (g—x)= cotg x
4) cotg (g—x) = tg x
b
5) sec (E_X) = COSsec X

i
— 6) cossec (E - x) = sec X

hY Observe que neste caso todas as funcdes tri-
1 gonométricas passam para as suas co-funcoes,
quanto ao sinal isso serd definido pelo quadrante,

! como ja vinhamos fazendo.
g Veja alguns exemplos:

) i1
4 a) sen 5+X =+ COS X




T
b) cos (E+X) = —sen X

3n i
) cos (7 - X) = -sen X 1. Determine o valor de x para que se tenha:
tgx=3m+ 3 esecx=m +2.
3n %0
d) sen| —+x | = —cos x Solugao:
2 Da relacéo sec’x = 1 + tg>x, segue que:
Abaixo temos um esquema que pode ajudar- (Mm+27 =1+ (3m+3 =

nos a fazer a reducdo para o primeiro quadrante

. . m? +4m+4=1+9m* +18m+9 =
com mais facilidade:

1 8m’ +14m+6=0

Tt """
\ m_—14¢x/1—|_>
- 16
x

" x _l_, 142
] :

).' Logom=—1oum=__3.
4

e

2. Demonstre a identidade:

N

:Im"r—:ﬂ. L B :rrEr

2 £2

(1-cotg x)? + (1-tg x) = (sec x-cossec x)?

.,

+ Solucao:
1—2cotg X +cotg *x +1—2tgx + tg’x =

cossec’x sec’x
sec’ X —2SeC X - COSSEC X+ COSSEC X

C0S5ECX—2 COtg X+5ec?X — 2tgx=
Sec®X — 25eCX - COSSECX £00SSECX

Por exemplo:

T —2(cotg X+ tgx] = —25€eCX-COSSec X
a —+x-— co-funcio
| COSX  senx
= ——+ —— = SeCX-COSSeC X
Senx  CoSX

T
2° quadrante — sen (—+ x) = + — COS X
2 T cos’ x+sen’x 1

SENX-CosX SENX-CcosX

sen®— + 1 1
c0s0— - SEeNx-Ccos X B SEeNnx-cosx
tg0— - 3
3. (UFSC) Conhecendo o valor de sen x = = e
T - N
X € [05] calcule o valor numérico da expressao:
=l
3n sec’ X-Cotg x —cossecx- tgx
b T ox ~ 5 :
2 co-funcio -SeNX - COSSec x
! Solucao:
37 ) =
3° quadrante — sen | — —x [= - — cos X sec” x-cotg x —cossecx-tgx |
T 6-senx-cossec’ x
1
sen @ — + 6- serfx - 7
sen”x _
cos 06— - 1 M _ 1 ;en?
tg0— - cos’x senx  serfix cosx

6 1 1
_— =
Senx \ Senx-COSX COSX
6 1-senx 6 ;erﬁ-cosx_&cosx

Senx Senx-cosx  serx  1—senx 1—senx

9
sen2x+coszx=1:>£+coszx=1:>
1 4
coszx:1—i:—6:>cosx:i—
25 25 5

T
Como x EI:O,E:I ,cos x > 0, entdo: cos x =

o | &
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Assim, temos:

6-Ccosx
- (G.i):@_i):24;Z=2_4.£=24=12
5 K

1—senx 5 5 ?

Determine a medida do seno, cosseno e tan-

gente para o angulo que mede B rad.
Solucao: 4

L € arco do sequndo quadrante, entdo:
4

2° quadrante

seno | cosseno | tangente

+ = =

3 T
X=T——=>X=——
4 4

Arco correspondente do primeiro quadrante.
Portanto, diremos que:

sen < _ sen & = ﬁ
4 4 2
cos e =-cos * - _ﬂ
4 4 2
tg 3_TC = - tg E = _ﬁ
4 4 2
. e . sen 2460°-cos 1110°
Aosimplificar a expressao -
encontramos: tg 2205
Solucéo:
1) sen 2460° = sen (6 .360° + 300°) = sen 300°
3
= -sen 60° = g .

II) cos 1110° = cos (3. 360° + 30°) = cos 30° =

¥

2
1) tg 2205° = tg (6 . 360° + 45°) = tg 45° =
Assim: 51 2460°-cos 1110° _ _ﬁ.ﬁzé_
tg 2205° 2 2 4
Calcule o valor numérico da expressao:
(sen 30°—c0s120°)- (cossec150°—cotg 330°)

sec300°+tg 60°-cotg 225°

Solucéo:
sen 30° = 1
2
1 1
cossec 150° = = =2
sen 150°  sen 30°
cotg 330° = c0s330°  cos30° -

c0s330° - sen 30°
cos 120° = -sen 30° = - l

1

€0s60°
€05225° cos4b°

05225° sen 45°
Substituindo estes valores na expressdo dada,
obtemos:

(sen 30°—cos120°)-( cossec 150°—cotg 330°)
sec300°+tg 60°-cotg 225°

(1+1]~(2+x/§]
22
244341

Portanto, o valor numérico da expressao dada € 1.

sec 300° = =2

cotg 225° =

10.

Convertendo 7—nrad em graus, obtemos:
4

a) 225° b) 245° c) 305°
d 315° e) 350°

O menor arco niao negativo congruo ao arco
2650° mede:

a) 330° b) 230° ¢ 130°
d) 30° e) 150°
(Cefet — MG) Assinale a alternativa falsa:
a) secx= % b) tgx = 50.000
3
¢) cosx== d) senx=1
4
e) cossec x = 50
(UFPA-PA) Sendo x = r , calcule o valor da
. senx-+cosx 2
expressdo — " :
senx
a) 0 b J 1
2
d 0 e)
1

(Fuvest-SP) O menor valor de ——— , com
X real, é: (3~ cosx]
a) 1 o) 9 !

6 4 2
d 1 e) 3

(Unifor-CE) A sentenca cos x = 2m - 1 € ver-
dadeira para todo numero real x se, e somente
se, m pertence ao conjunto:

a) [0+0e0] b) [0,1] d R
d R, e) [-1,1]
(UFPB) No estudo da trigonometria, Maria e

Jodo se deparam com as seguintes desigual-
dades:

1) cos (-20°) < cos 35°

1) sen 20° < sen 35°

1) cos (-20°) < sen (-35°)
Esta(3o) correta(s) apenas:

a) | b) |l o
d lell e) lelll
(UFPI) O menor valor de , para x real,
& 5+senx
a) 1 b) 9 1
5

d) 1 e)

N
NN | w

(UFF-RJ) Para 6 = 89°, conclui-se que:
a) tgO<sen6<cosH
b) cosB <senb<tgH
c) senB<cosB<tgH
d) cos®<tgb<sen6
e) sen6 <tg6 < cos6

(Uneb-BA) Se x pertence ao intervalo [0, E]

e tg x = 2, entdo cos x vale: 2
a) 3 b) V2 g 1
2 2 2



11.

12.

13.

d) £ e) ﬁ
) 5

(UFPA) O grafico abaixo representa um es-
boco, no intervalo [0, 27], da funcéo:

L\

a) y=2senx b)

y = sen 2x

o y=sen(-x) d) y=cos2
e) y=-cosx 2
(Cefet-PR) Sejam as funcdes f(x) = 2.sen (x)

e g(x) = sen (2x). A respeito delas, pode-se
afirmar que:

a) o periodo de f(x) é o dobro do periodo de g(x);

b) as funcdes f(x) e g(x) possuem os mesmos
Z€ros;

¢) o maximo de f(x) é igual ao maximo de g(x);
d) o maximo de (g)x é o dobro do maximo de f(x);
e) o periodo de g(x) é o dobro do periodo de f(x).

(UFRS) Se f(x) = a + b sen x tem como gra-
fico:

¥
3

] w e 15 =
-1

Entdo:

a) a=-2eb=1
c) a=leb=-1
e) a=2eb=-1

(Unificado) Assinale o grafico que representa
a funcdo real definida por y = 2 - sen x.

b) a=-1eb=2
d a=1leb=-2

(RURAL-RJ) Analise o grafico abaixo:

¥

z

16.

17.

18.

19.

20.

21.

A funcéo f: [0,41t] = R que pode ter como gra-
fico o desenho acima é f(x) igual a:

a) -2sen(2x) b) 4sen (3x)

c¢) -3sen(2x) d) -2sen (2)

e) 2sen (2)

(F.M. Santa Casa-SP) Seja a fungfo f, de R —
R, definida por f(x) = 1 + 4 sen x. O conjunto
imagem dessa funcéo € o intervalo:

a) [-3,5] b) [3.5]
o [-3.4] d [34]
e) [-1,1]

Considere a figura e as afirmacdes abaixo:

'y
T “_"H-h
b B
J'){ - Y
. i3
III II
i i
i |
| _| ¥
II "
. /
! R
C\J\ﬁ e '._;__,'-’T-i
) sena=senb I) cosb =cosc
) tgd=tg b IV) cosa = cosd
V) senc=send VI) tga=tghb
Dessas afirmacoes:
a) todas sdo verdadeiras
b) todas sdo falsas
¢) somente uma é verdadeira
d) somente uma é falsa
e) trés sdo verdadeiras e trés sio falsas
Secx —Cos
(FGV-SP) A expressdo XTEOOX ¢ equi-

COSSecxX —senx

valente a:
a) sec’x b) sen?x
1
tg® d —
J gx ) tgx
e) ;
1—tg’x

Qual o valor da expressio sen 20° (tg 10° +
cotg 10°)?
a) 1 b) 2 o 3

a 21 d 5
2

1 7 A
Dado cos x = — e sabendo-se que x € um an-
2

gulo do 4° quadrante, calcule senx:

a) ﬁ b) _ﬁ ) £
2 2 2
d) —ﬁ e) 1
2

Com os dados da figura abaixo, calcule cossec x:
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22.

23.

24.

b ¥
/_,_,.--"' et
LY
f 4
f -4 \
| =l |
I|I ™ o - |
kY
by
.
- -
— P =
a 3 by g -2
2 2
d) —ﬁ e) 1
2
(UGF-RJ) Determine a de forma que se tenha
simultaneamente sen x = le cos x = Y@ ! .
a a

a) a=—-loua=2

b) a=loua=-2

¢) a=—2oua=2

d a=-loua=1

d) a=3oua=2

(UFPA) Qual das expressdes abaixo é idéntica

T-sen’x
a— = 7
cotg x-sen x
a) secdx b) sen?x
1
c) tgix d —
) tg ) tox
e) cosx

(UFRS-RS) No circulo trigonométrico abaixo
tem-se o0 =120¢. O valor de AO . OB é:

by
AT
f/ 1
]
".1 [n] 'fl Y
"

a ! b L
2 4
) ﬁ d) ﬁ
2 2
e) £
4

25.

26.

27.

28.

29.

(U.E. Londrina — PR) Seja x a medida de
um arco em radianos. O nimero real a, que

satisfaz as sentencas sen x = 3—a e cos x
a—2

= 2= ¢ tal que:

2
a) ax>7 b) 5<a<7
¢) 3<a<5b d 0<a<3
e) a<o0

(UA-AM) Para todo x € IR, tal que sen x # cos
sen’x —cos’ x

X, @ expressao € idéntica a:
Sen X —CosXx

a) tgx b) sen’x—cos’x

¢ 1 d) 1 +senx cosx

) (senx+cosx)’

il

Se sen a = —, entdo o valor de sen (257 +

a) - sen (887 - a) é:

a) 0 b) -1
_
o d) 5

e)

WIN W] =

Se tg x = m, entdo tg (7 - x) é:
m

a = ) -m
2

¢ m g M

e) 2m 2

(Unificado)

Sendo A = /05 (6T —x)—3cos Bm+x)

8sen (E - x)
2

X ¢g+kn e keZ, entdo:

a) A=-1
b) 2A=1
¢) 2A+1=0
d 4A+5=0
e) 5A-4=0



TRANSFORMACOES TRIGONOMETRICAS

FORMULAS PARA ADIGAO E
SUBTRACAO DE ARCOS

0 nosso objetivo agora ¢ encontrar os valores das
razdes trigonométricas para os arcos que podem ser
obtidos pela adi¢do ou subtracdo de outros dois, isso
desde que sejam conhecidas as razdes destes ultimos.

1) sen (a + b)

Em um primeiro momento, veremos como en-
contrar o seno de um arco resultante de uma adicdo.
Para chegar a férmula, analisaremos a figura abaixo,
tentando determinar o sen (a + b).

Observe que:
sen (a +b) = CB
CB= CS+SB

Tem-se que CS= ﬁ, entdo:

sen (a + b) = DR+SB

No tridngulo ODR, temos:
DR _

sen (a) = = = DR =0R .sen (0
OR

No tridangulo BSR, temos:

SB — —
cos(cJ= = = SB=BR. cos (d
BR
Os tridngulos OCT e TBR sdo semelhantes, sendo
assim, temos:
a=d= SB=BR . cos (a)
No tridngulo OBR, temos:
cosb= OR esenb= BR
Entdo vejamos, como sen (a + b) = DR+ SB
substituindo DR e SB, teremos:
sen(a+b)= OR .sen (a) + BR. cos (a)

Substituindo dessa vez OR e ﬁ, finalmente,
teremos:

sen (a+b) = cos (b) . sen (a) + sen (b) . cos (a)

Veja o exemplo:
a) Calcule o sen 75¢.
Solucio:
sen (75°) =sen (45° + 30°) =sen 45°. cos 30° + sen

30°. cos 45°=> sen (75°) = g£+ V2

2 2 2

= sen (759 = £+£:
4 4
sen (750) — M
4
2) sen (a - b)

Agora, veremos como encontrar o seno de um
arco resultante de uma subtracdo, usando como
referéncia o sen (a - b).

sen (a-b)=sen (a + (-b)) =sen a. cos (-b) +
sen (-b) . cos (a)

Como:

cos (-b) = cos (b) — funcido par
{sen (-b) = - sen (b) — fungdo impar

Logo, temos:
sen (a-b) = sen (a) . cos (b) - sen (b) . cos (a)

Veja o exemplo:

b) Calcule o seno de 15¢.
Solucdo:
sen (15°9) = sen (45° - 30°) = sen 45° . cos
30° - sen 30° . cos 45° = sen (459 =

2 2 2
3)cos (a+b)

Nosso proximo passo ¢ aplicar a mesma ideia
estudada acima para determinar o cosseno dos ar-
cos resultantes de adicdes ou subtracdes. O primei-
To caso serd o de adicdo, o que faremos analisando
o cos (a + b).

Sejam x e y dois arcos complementares, ou
seja, X + y = 90°, entdo € correto afirmar que sen
(x) = cos (y) ou sen (y) = cos (x). Para entendermos
melhor, vamos restringir o estudo a dois angulos
em particular, os de 30° e 60°, que obviamente sio
complementares, ja que 30° + 60° = 90°.

1
sen (30°) = 5 e cos (60°) = —, temos, entdo:

1
2
sen (30°) = cos (60°)

Agora que sabemos isso podemos dizer que
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entdo:
cos X = sen (90° - x) e sen x = cos (90° - x)
Assim, se X = a + b, temos:

cos (@ +Db)=sen (90 - (a + b)) = sen (90 - a
- b) = sen ((90 - a) - b) = sen (90 - a) . cos (b)
-sen (b).cos (90 - a) =

cos (a + b) = cos (a) . cos (b) - sen (a) . sen (b)

Veja o exemplo:

¢) Calcule o cos 105°.
Solugéo:
cos (105°) = cos (60° + 45°) = cos 60° . cos
45° - sen 60° . sen 45° = cos (105°) =

142 B3 2
2 2 2 2
cos (1059) V2-V6
4
4) cos (a - b)

Agora, aprenderemos a determinar o cosseno
dos arcos resultantes de subtracdes, analisando o
cos (a - b).

cos (a - b) = cos (a + (-b)) = cos a . cos (-b) -
sen (a) . sen (-b)

Como:
cos (-b) = cos (b) — funcido par
sen (-b) = - sen (b) — funcio impar

Logo, temos:
cos (a — b) = cos (a) . cos (b) + sen (a) . sen (b)

Veja o exemplo:

d) Calcule o cos 15°.
Solucio:
cos (15°) = cos (45° - 30°) = cos 45° - cos
30° + sen 45° -sen 30° = cos (159 =

V2 5 V2
2 2 2 2
cos (15°) = Vo ++2
4
Observacdo:

Os exemplos d e a utilizaram angulos complementares,

Veja o0 que aconteceu:
Jaoq \/E+\/E
sen (75°) = cos (15°) = Z

Essa constatacao ratifica o que foi dito anteriormente
sobre 0s angulos complementares.

5)tg(a+Db)

Chegamos a ultima razdo trigonométrica. Nes-
se item, assim como nos anteriores, trabalharemos
primeiramente com a adicdo, analisando, para tan-
to, a tg (a + b).

sen (a+b) sena-cosb+senb-cosa

tg(a+b)= =
. _cos (a+D) cgsa-cosb—sen -sen b
Dividiremos numerador e denominador desta

fragdo por cos a-cos b e assim teremos:
sen a-cos b+sen b-cos a

cos a-cos b
cosa-cosb—sena-senb

cos a-cosb

sena-,ce(ﬁ_i_senb-,ceﬁ
tg (a +b) = cosa-cosb  cesa-cosb
cosa-cosh sena-senb
cosa-cosh cosa-cosb

sen (a) sen (b)

tg(@a+b)=

cos (a) cos (b)

tga+b)= _sen (a) sen (b)
cos (a) cos (b)
Logo, temos:
tgla+b)= 9@+ tg b)

1- tg (a)- tg (b)
Veja o exemplo:
e) Calcule a tg (75°).
Solucdo:
tg (75°) = tg (45° + 309

tg (45°) + tg (30°)
1- tg (45°)- tg (30°)

3+43
3

3-3
3
_3+43

tg (75°) = P

= tg (75°) =

1

1-

V3
+ —
3 =
|3
3

6) tg (a - b)

Aprenderemos agora a determinar a tangente
dos arcos resultantes de subtracdes, tendo como
base a tg (a - b).

tg(a-b) =tgla+(b) = 9@FOGED
gla gla+ "t Gl tg D)
Como tg (-b) = -tg (b) = tg é funcéo impar
g @-tg )

= =

Veja o exemplo:
f) Calcule a tg 135°.
Solucdo:
tg (135°) = tg (180° - 45°) =
tg (180°) — tg (45°)
1+ tg (180°) - tg (45°)

tg (135°) = o-1_ .
1+0

FORMULAS PARA ARCOS
DUPLOS

Depois dos arcos resultantes de adicOes e



subtracdes, estudaremos os arcos provenientes da
multiplicagdo pelo algarismo dois.

1) cos (2a)

0 primeiro caso estudo serd o do cosseno,
para o qual utilizaremos o cos (2a) como referéncia.

cos (2a)=cos(a+a)=cosa.cosa-sena.
sen a = cos (2a) = cos?a - sen?a

Se aplicarmos a relagdo fundamental a esta,
obteremos uma terceira relagdo. Veja:

Relacdo fundamental: sen’a + cos’a = 1 =
sen?a = 1 - cos?a
Substituindo: cos (2a) = cos*a - sen?a = cos
(2a) = cos?a - (1 - cos?a)
cos (2a) = cos?a - 1

Ou ainda:
cos (2a) = 1- 2 sen’a

2) sen (2a)
0 préximo caso analisado sera o do seno, para
esse estudo utilizaremos como base o sen (2a).

sen(2a)=sen(a+a)=sena.cosa+sena.
cosa = sen (2a) =2 sen a. cos a

3) tg (2a)

0 ultimo caso se refere a tangente, para essa
andlise utilizaremos como pardmetro a tg (2a).

tg (a) + tg (a)

tg(2a) =tg(a+a) = 1-tg (a)- tg (a)

2tga
tg(2a
g(2a) = —F

Veja o exemplo:

a) Determine o seno, 0 cosseno € a tangente
de 120e.

sen (120°) = sen (2 . 60°) = 2 sen 60° . cos

60° = sen (120°) = 2 .

3

sen (120°) = —
2

=

ol

1
2

2 1
cos (120°) = 2.1 -1 = cos (120°) = - S

4
23 23

-(v3) 2

2
cos (120°) = cos (2.60°) = 2.(1) 1=

tg (120°) = tg (2.60°) =

= tg (120°) = -3

FORMULAS PARA ARCO
METADE

Nosso proximo estudo se detera sobre os arcos
resultantes da divisdo pelo algarismo 2.

1) cos (%)

Inicialmente aprenderemos a determinar o
cosseno. Sabemos que o cos (2a) = 2 cos?a -1, as-
sim, diremos que 2a = X e ao substituir encontrare-

mos: cos (x) = 2 cos? g -1.

, . . X .
Agora, SO precisamos isolar cos (—), veja:

cosz(z) _ cos (x)+1
2 2

+1
cos(%) =3t Coai g J

2
2) sen (2)

Agora estudaremos o seno. Sabemos que o cos
(2a) = 1 - 2 sen?a, assim, diremos que 2a = X e ao

. X
substituir encontraremos: cos (x) = 1— 2 - sen’ (5)

. . . X .
Agora, SO precisamos isolar sen (— , vgja:
2

z(x) 1—cos (x)
sen’| = |= ——=
2 2

sen(z)—+ 1—cos (x)
2) N 2

X
3) tg (5)

0 ultimo caso estudado sera o da tangente,
para isso utilizaremos como referéncia a simbolo-

gia tg —
sen ( ) cos(x
tg( ) V -
) /1+cos(x

N\x NS

CoS (

tg(z)=i 1—cos (X)

2 1+ cos (x)

Veja o exemplo:

a) Calcular o seno, o cosseno e a tangente de
22° e 30’
Solucdo:
O arco de 22°30’ é o arco metade de 45°,

entdo iremos aplicar as formulas para arco
metade.

sen (22°30°) = sen (450)

sen (22° 307)

sen (220307) = Y2~ V2 ‘/5

2-2
4

45
cos (22°30’) = cos ( ;
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cos (22°30") = 2 = g 9y cos (x) - cos (y)

— sen (x) sen (y)
cos (22°+30) = 2+\/§ 2) g -tgly) = cos (x)  cos (y) B
sen (x)-cos (y) —sen (y)-cos (x) _
cos (x) - cos (y)
sen (x —y)

cos (x)-cos (y)

tg (22°30") = cos(4250)

2-2 sen (x —y)
tg (22°30’) = = tgxX—-tqy = ———— 92
2+2 s vy cos (x)- cos (y)
_ (2 — Dessa maneira conseguiremos fatorar as ex-
tg (220+30') = w = pTeSSéeS tg (X)+ tg [Y]-
(2++2)-(2-+2) ROV
Veja o exemplo:
tg (220430") = 6- 42 - a) Fatore a soma sen 5x + COS X.
2 Solucgdo:
o N = /3 — T .
tg (22°307) 3 2\/5 Sabemos que cos X = sen (E_X)’ assim
F()RMULAS PARA FATORA(;AO substituindo na expressdo temos:
T
Como ja sabemos, fatorar é transformar soma sen 5x +sen (E —X) =
em produto e € exatamente isso que queremos nes-
te momento. Para estudarmos esse item, vamos pri- L Bx— 4
meiro obter as formulas de Werner: 2-sen TZ . cos TZ -

1) sen(a+b)+sen(a-b)=2.sen (a). cos (b)
2)sen(a+b)-sen(a-b)=2.sen (b). cos (a) n
3)cos(@a+b)+cos(@a-b)=2.cos(a). cos (b) 4X+5 X ——

4)cos(a+Db)-cos(a-b)=-2.sen (a).sen (b) 2-sen 2 ' 2 =

at+b=x
Agora diremos que:

a-b=y T T
. . R 2-sen | 2x+—|-cos | 3x ——
Assim, ao resolver este sistema chegamos as 4 4

seguintes respostas:
I x €os 3X + coS X
XHY epo XY b) Simplifique a expressdo y = ——————

2
Substituindo a e b nas formulas de Werner, en- Solucgio:
contraremos as férmulas para fatoracdo, veja:

a

sen 3Xx —sen X

Fatorando o numerador e o denominador,

+ = .
1) sen(x)+sen(y)=2. sen(X y) . cos(u) temos:
2 2 COS 3X + COS X = 2+ C€OS 2X * COS X

X — X+
2) sen(x)—sen(y)=2. sen(—y) . cos(—y) Sen 3x —sen X =2 - sen X - €os 2x
2 2 Entdo:
X+ X —
3) cos(x)+cos(y)=2. cos( y) . cos(—y) _ 00s 3x+cos X -
2 2 sen 3x —sen X
X+ X —
4) cos(x)—cos(y)=-2. sen( y) .sen( y) y = 2 coSTX - COSX .
2 2 2-sen x- M
Dessa maneira, conseguimos fatorar expressoes _ cosx
COMO sen X + seny, cos X £ cos y. Y sen X
Para as tangentes utilizaremos o seqguinte: y = cotg x
1) tgx+tgy =2 ) n sen(y) _ ) Fatore a expressdoy = 1 + COS X.

cos (x) cos (y)
sen (x)-cos (y)+sen (y)-cos (x)
cos (x)-cos (y)

X
y=1+cosx=cos0+ cosX=2C0S—-
2

X X X X
cos (——)= 2 cos—- coS— = 2 cos?—-
sen (x+y) 2 2 2 2
cos (x)-cos (y)
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(Uerj) Um holofote esta situado no ponto A, a
30 metros de altura, no alto de uma torre per-
pendicular ao plano do chao. Ele ilumina, em
movimento de vaivém, uma parte desse chio,
do ponto C ao ponto D, alinhados a base B,
conforme demonstra a figura abaixo:

A

-]
B C D

Se o ponto dista 20 metros deAC e 150 metros de
D, qual a medida do angulo CAD ?

Solucao:
Vamos entédo tentar achar a tg x.

1500
tg (x+y) =——=
20 2
mM=5=§
tg(x+y)=5= 1—tg (x)-tg (y)
tg (><]+g
5= ——> = 5219 (=tg b+ 2 x(+3)
1_§~tg (x) 3

= 15-10tg (x) =3 tg (x) + 2=
= -13tg (x) =-13 tg (x) =1
tg (x) = 1= 0 &ngulo cuja tangente é 1 mede
450,
5 T

Sendo sen a =E,O<a<5, calcule seno, cos-
seno e tangente de 2a, utilizando as formulas
de arco dobro.
Solucéo:
Calculamos inicialmente, cos a e tg a:

25 144

cosfa=1-senfa=1-—= ,como a é do
169 169
5
12 12
1°quadrante,cosa=—;tga=ﬂ=ﬁ=£
13 cosa 12 12
13

Agora, temos:

sen2a=2sena.cosa=2. i . E :@
13 13 169

2 2 2 144 25 119
cos %a = cos’a - senfa= — ——=——
169 169 169
) 5
2 1o 12
tg 2a = tgf: iz 120
1+tg’a 1_& 119
144

Calcule sen 2x sabendo que sen x + cos x = 1.

Solucdo:
Faremos entéo:
(sen x + cos x)2 = (1)? =

sen’X + 2 Sen X-CoS X + Cos’X = 1=>2 sen X .

sen’x + cos’x = 1
cos=1-1 = 2senx-cosx=0 = sen2x=0
e A3
sen 2x

Qual a opgio que indica o valor da sec (15°)

a V3-v2 b)) Ve+2
J V3+v2 d) VB-\2

(UFPA) Sendo a e b dois angulos que de tal
forma tg (a) = % etgb = % em graus, o valor

do angulo a + b pode ser.

a) 45 b) 60°

c) 75° d) 120°

Simplificando x =w encontra-
T sen 75°+sen 15°

a) 0 b) 1

¢ 2 d) tg 60°

(UFRN) Um observador, situado no ponto P
de um prédio, vé trés pontos, Q, R e S, numa
mesma vertical, em um prédio vizinho, con-
forme esquematizado na figura abaixo. P e Q
estdo num mesmo plano horizontal, R esta a 6
metros acima de Q e S esta 24 metros acima
de Q. Verifica-se que o angulo o do triangulo
QPR ¢é igual ao angulo  do tridngulo RPS.

L5

0 valor, em metros, que mais se aproxima da
distancia entre P e Q é:

a) 85 b) 88
c) 94 d 102
(UFF) O valor de (sen 22,5° + cos 22,5°)? é:

ﬂ b) 1+\/§
2 2

a)
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6. (Unificado) Considerando sen x = U , ovalorde
2

cos 2x sera:
7 5
a) — b)) —
) 8 ) 8
9 g d) %
1 5 NG
e - a — b)) —
2 5 5
7. (Mackenzie-SP) Se seng-cosgzk, entdo um 0 % d =
possivel valor de k é: 1
1 e -
2 > o 2
4 10. (Vunesp-SP) O seno do angulo da base de um
3 3
c) s ) triangulo isdsceles é igual a 1. Entdio, a tan-
4
7 gente do angulo do vértice desse tridngulo é
e) 0 igual a:
8. (UFF) Sendo xeZ,neN‘exeR, a expressio -J13 J13
2 0k . a) —— b) —
[(sen x+cosx)* —sen (2x)I" é equivalente a: D 5
a) [sen 2km)]" b) [cos(2km +m)]" = 15 9 NP
c — PR—
c) cos (nkm) d) [sen (2kn+£]]" : 7
2 ) —\/15
e) sen (nkm) 7

9. (Fuvest) No quadrilatero ABCD onde os angu-
los B e D sdo retos e os Igdos tém as medidas
indicadas, o valor de sen A é:
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EQUA(;OES E INEQUAQOES

TRIGONOMETRICAS

Definicao

Sdo equacdes, ou seja, igualdades que apre-
sentam a incognita vinculada as funcdes trigono-
métricas, como:

1
sen x = 0; senx+cosx=5

Resolucdo de equacoes trigonométricas

Resolver uma equacdo ¢ determinar o valor da
incognita que torna verdadeira a sentenca.

Tipos de equacoes trigonométricas

Vamos agora através da resolucdo de exem-
plos, achar o conjunto-solucio para diferentes ti-
pos de equacdes trigonométricas. Teremos sempre a
preocupacio de simplifica-las ao maximo antes de
tentar resolvé-las.

a) Resolva a equacdo sen x = l

Solucdo: 2

Analisemos o ciclo trigonométrico, procu-
rando os angulos (incognitas) que tenham

1
o seno igual a >

T
-
\_“‘\-\_\~ 1

Como vemos na primeira volta, teriamos duas
. T 5% , .
respostas, ou seja, — e —. Porém, o enunciado do
6 6

problema nio indica que a nossa resposta deva se
limitar a uma volta. Assim, incluiremos na soluc¢io

s A T 5t
toda a familia de arcos congruos a— e a =—. Por-
6 6

tanto o conjunto-solucio sera definido como:

S= {xeR/x=g+2k1t oux=5?n+2kn;keZ}.

2
b) Resolva a equacdo cos x = %

Solucdo:

g
{ Py
|| H 1
] I
’ L e senennrnnee .

L 1 r
1 B ¥
."'\. JE’;; r'll

N Y o
Y rm

) T,

Identificamos os dois angulos que na primeira
volta produzem o valor de £para o cosseno de
2

X, 0 importante agora ¢ montar o conjunto-solucio
desta equacdo. Assim, sem esquecer dos arcos con-

gruos: S={x e R/ x = i§+2kn;k eZ}.

3

¢) Resolva a equacio tg x = -

Solucdo:
-
-1-- g
5.1T_.-'I -__.o-" B
. K\'\-\
4 A
|':I llll
: 1-
II. lII|
.'1 4 JE e
x\\ i - ;"'5
S - -.___,.::r.-:_:._..
Y =

Como vemos no ciclo da figura, o valor de x pro-

. T _5n
curado na primeira volta corresponde a - = e ==, des-
6 6

sa forma o conjunto-solucéo sera definido da seguinte
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forma:S={xeR/x:—g+kn;keZ}.

Observacdo:

Alguns dos conjuntos-solucées utilizados até agora
possuem mais de uma maneira de serem escritos. \Veja-
mos abaixo que o conjunto-solucéo do ultimo exemplo
pode ser simbolizado também como:

5
S={X€R/X=?n+k1t:k€Z},ou ainda,

S={xe]R/x=5?n+2kn oux:—%+2kn;keZ},

d) Resolva a equacdo sen 5x = sen 2x.

Solucdo:

Primeiro transformaremos a equacdo em
produto através da fatoragdo. Veja:
sen 5x —sen 2x =0 =

3x 7x
2sen —-cos —=0=
2 2

3x 7x
sen —-cos — =20
2 2

Como sabemos, se o produto de dois fato-
res € zero, entdo:

7X
sen 3—X=Oou cos=— =0
2 2

Assim, precisaremos analisar os dois casos:

3x 3x 2kmw
sen=——- =0 =>—=kn=>x=—
2 2
ou
7x 7x T
cos=—=0=—=—+kn=
2 2 2
n  2km
X=—+—
7 7

Logo, o conjunto-solucdo sera:

S={xeR/x=2an oux:§+2k7n;keZ}

3

~ L
Resolva a equacéo cos (x - —) =
3 2

Solucdo:
T . NE]
0 arcox -3 tem cosseno igual a—, en-
2
tdo procuremos no ciclo trigonométrico

onde este arco pode estar localizado.

/ B - -\ T
. 76
AN
f P
!I n-'—li—l-
II.-' E.- ' IIII

Entdo temos duas opgoes, observe:

T T T
x—§=—+2kn:>x=5+2kn

ou

n 1n 131
X-—=—+2km => x=—+2kn =
3 6 6

@+E+2kn:>x=2n+g+2kn:>

—

P

T
X = —+2km
6

T , - T .,
*2m+ c sera substituido por =, pois € arco
6

cdngruo e essa seria a sua menor determinagao.

Logo:

S =

f)

T T
{xeR/x= E+2kn ou X =€+2kn}.
< T
Resolva a equagdo: sen x . cotg X = cos .
Solucgdo:
T
sen x . cotg x = cos ==

0S X
serrx

Agora, analisemos o ciclo trigonométrico:

T Y
sen X- =COS—:>COSX=COS§

. T .
Entdo se cos x = cos 5’ podemos dizer

T 51
que: x=§+2kn ou x=?+2kn.

Logo:

S={xeR/x=§+2k7t oux=5?n+2kn}

Resolva a equagdo sen x + cos x = -1.
Solucéo:

Chamemos cos x = a e sen x = b. Assim,
teremos: a + b = -1. Sabemos que sen*x +

cos’x = 1, com a mudanca de varidvel, ob-
teremos: a? + b? = 1. Montando o sistema:

a+b=-1=b=-(1+a)
a’+b> =1

a+(-1-a) = +1+2a+a’ =1



2a* +2a=0=a*+a=0=
a@a+)=0=a=0oua=-1

Sea=0,entiob=-1esea=-1,entdo b
=0.
Assim, podemos saber quem é sen (x) e cos

(x).

cos (x)=0
&) x=3—n+2kn
sen (x) = —1 2
cos (x) = —1
X =1+ 2kn
sen (x)=0
Logo:

S={xeR/x=37n+2kn ou x = 1+ 2km; k € Z}-

h) Resolva a equacio (sec x — 2)? = -2(sec x - 2).
Solucéo:
Iniciaremos a resolugio, igualando sec (x) a
y. Assim:
(secx - 2)2=-2(secx-2) sec(x) =y
Y =-2y=2y +2y=0=2y(y+2)=0=
y=0ouy=-2.
Sey=0=
1
CoS X

=2=

secx—2=0=secx=2=

1 i
COSX=—=Xx=*x—+2km
2 3

Sey=-2= secx—2=-2=secx=0
Como secante de x igual a zero ndo pode:

S= {xeR/x=i§+2kn;keZ}.

Inequacoes trigonométricas
Definicao

E uma desigualdade, onde a varidvel estd vin-
culada a uma funcio trigonométrica.

Resolucdo de equacdes trigonométricas

Para resolver estas inequacdes simplificaremos
ao maximo, procurando té-las na sua forma mais
simples para depois resolvé-las. Vejamos os exem-
plos:

NG

a) Resolva a inequacio sen x > -
Solucéo:

ARSI POssIem O
SET MmN que /':,/

-~ T
ol L x
4 kN
:I f"': 'llll|
: : -

1 I
\ ]
% ¥
i #
5,
o ) /
'H.__\_\_h_ B L

Logo:
S={XeR/%+2kn<x<3Tn+2kn;keZ}.

. ~ 1
b) Resolva a inequacgio cos x > >

[ praseo maor me)}‘;

»
/ ﬁ\\:] AIC0S O e PR et o

Observe que as setas indicam como deve ser
orientada a resposta, entdo, vamos 1a:

T
2kn£x<§+2kn ou 5?TE+2k1c<xS2kn

Logo:
S={xeR/2kn < x < T i okn ou5—n+2kn <
x < 2km;k € Z}.
¢) Resolva a inequacio tg< 3.

Solucio:

&
— e — [g

.lll.l

f |

: . oy

II..h l-llll

\x\\ ‘l..-"-. __JE
N “I__F_F/E‘;;.-._

Pelo ciclo trigonométrico, teremos:

T 2t 31 51t
S={xeR/—<x<—ou—<x<—;keZ
{ 2 3 2 3 }
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d) Resolva a inequacdo cos 2x + cos X < -1.

Solucdo:

Sabemos que: cos 2x = 2 cos*x -1= 2
cos’X - 1 + cos X £ -1= 2 cos’X + €os X

< 0.

Fazendo cos x =y, obtemos: 2y* +y < 0

3

. T 371
Assim, temos: —+2km < x < > + 2kt =

COS X > ——.
2

|-:I llll
II..' I'llll
W, Vi
4
¥ “'\hx S

. 21 4T
Com isso: 2kn§xs? ou ?SXSZkﬂZ

Portanto, fazendo a interseccéo:

T 2T 4T
S ={xeR/E+2anxS?+2kn ou?+

2km < x s%‘+2kn;ke Z}.

1. Resolva a seguinte equacao: 2sen (x —g) =2.

Solucéo:

e 35

Vejamos agora no ciclo trigonométrico quais os va-

b . . V2
lores X=— podem assumir, ja que o seno € Tk

.-"F'-_

W N

Entdo, podemos dizer que:

x—£=E+2kn=>x=£+E+2kn=>
2 4 4 2

3
x=—n+2kn
4

Ou

x—E=3—n+2kn:>x=3—n+E+2kn:>
2 4 4 2

5
x=—n+2kn
4

3 5
Logo: S = {xe]R/x=Tn+2kn ou x=Tn+2kn}_

2.  (Unifor-CE) Para todo numero inteiro k, qual o
conjunto-solugio de (cosx+senx)’ = 0?

Solucéo:
2
(cosx+senx)* = 0 = ((cosx+senx)?) = 0 =

2 2
(cos® X + sen’x + 2senx cosx) = 0 =
o W a6

1

(1+ser12a)2 =0=14+2sen2a+sen’(2a)=0

Chamando sen (2a) de y, obteremos:

Y +2y+1= O{y"_ 1:> sen2a=—1

3n 3n
sen2a=—1:>2a=—+2kn:>a=7+kn
. ~ 2
3. Resolva a inequagéo [sen x| S
Solucéo:
2
sen x>—
2
[sen x|>—{ou

2
SN X< ———
2

Assim sendo, analisemos as duas inequacdes:



2
13) sen x>——

P BN
£y T
" |

Para essa inequacdo, temos:

E+2kn<x<3—n+2kn.
4 4

2
23 senx<——
o)

T
\
\
AN ki

Para essa inequacdo, temos:
5
—n+2kn< x<7—n+2kn

4 4

b 3n 51
Logo: S ={xeR/Z+2kn<x<T+2kn ou ”

7
+2k1r,<x<7n+2kn,keZ}

Resolvendo a equagéo cos (sen 8)=1, obtém-
se:

a) 6=
b) 6=
¢) 0=knkeZ
d) 6=2%mkez

e) 0=(%k+NnkeZ

(Mack - SP) Para 0<x <27, o conjunto-solu-
¢éo de sen x + (cos x)2 > 1 é:

a) {xe]R/O<x<§}

b) {xe]R/O<x<goun<x<37n}

) {XGR/§<X<TCOU 37Tc<x<2at}

d) {xe]R/%n<x<2n}

e) <

(UFRGS) No intervalo real [Og] , 0 conjunto-

o 8 [y
solucdo da desigualdade senx-cosx<— é:

o o] v [

[ = T
C) hO,E] d) |:0,gj|
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NO(;()ES DE GEOMETRIA ESPACIAL

E PRISMAS

CONCEITOS PRIMITIVOS

Por serem primitivos, falamos primeiro deles:
PONTO, RETA e PLANO. Esses entes geométricos
sdo puramente intuitivos, mas usaremos represen-
tacdes que os exemplificam e nos auxiliam no tra-
balho com a geometria.

Ae T
Ponto A Reta r
/ a /
Plano o

Os pontos sdo nomeados sempre com a utiliza-
¢do de uma letra maitscula do nosso alfabeto.

As retas sdo nomeadas com a utilizacdo de
uma letra mindscula do nosso alfabeto.

Os planos sdo nomeados com as letras do al-
fabeto grego.

Essas nomenclaturas e padronizac6es sdo mui-
to importantes para que possamos nos comunicar
de forma simples e clara quando o assunto € geo-
metria. Assim sendo, vamos agora conhecer alguns
postulados geométricos, que sdo proposi¢des consi-
deradas verdadeiras sem que haja a necessidade de
demonstracio.

Postulados

1. 0 espaco ¢ o conjunto de todos os pontos.

1. Nas retas, tanto nelas quanto fora delas,
existem infinitos pontos.

111. Nos planos, tanto neles quanto fora deles,
existem infinitos pontos.

V. Dois pontos distintos determinam uma
reta.

V. Trés pontos ndo colineares determinam um
plano.

VI. Uma reta esta contida em um plano quan-
do dois de seus pontos pertencem a ele.

VI1.Por um unico ponto passam infinitas retas.
VIII.Um ponto divide a reta em duas semi-retas.

1X. Uma reta divide o plano em dois semipla-
nos.

X. 0 plano divide o espaco em dois semi-espa-
cos.

Xl. Por uma reta tragamos infinitos planos.
XI11.Por um ponto P externo a uma reta, traga-

mos uma Unica paralela a anterior (Postu-
lado de Euclides).

Posicoes relativas de duas retas

As retas podem, segundo sua posi¢do no es-
paco, serem classificadas como: CONCORRENTES,
PARALELAS, COINCIDENTES e REVERSAS.

m Concorrentes: retas que se cruzam ou que
possuem um ponto em comum.

:KHKKHKKHKKHKKHKKﬁﬁ?HKKH%ﬁ

Caso particular de retas concorrentes - s3o
as retas perpendiculares, que se cruzam
formando um angulo reto (90°).

KHKKHKKHKKHKKf Eh bttt

pRRHRRHRRHRI
s L

B Paralelas: retas que nido possuem ponto
em comum, portanto ndo se cruzam.

bR bR R R R R R R R R R R R R R R R R
= Bt

mEE =
L
HMEHHNEEEEHNEENE

m Coincidentes: retas que possuem todos os
pontos em comum.

MEEHEE NN HEE S
HEENEEENEE NN NN =
Do e D e D L

oD e e e e D e D I M M

m Reversas: sdo retas que nenhum plano as
contém.

Caso particular de retas reversas - sdo as



retas ortogonais. Veja na figura abaixo o
exemplo:

'KKKKKKKKK%?KKﬁ?KKKKKKKKKK:

Observacdo:

Como vimos, retas que formam angulos retos podem
ser chamadas de perpendiculares ou ortogonais. Assim
como podemos diferenciar uma das outras?

- Quando as retas forem reversas diremos que sdo or-
togonais;

- Quando as retas forem coplanares diremos que sdo
perpendiculares.

Determinacdo de um plano

Nos postulados descritos anteriormente, vi-
mos que um plano pode ser determinado a partir
de 3 pontos ndo colineares, porém existem outras
formas de determinacdo do plano. Vejamos:

B Uma reta e um ponto ndo pertencente a
ela.

rKKKKKKKKKKKKKKKK
o : MEMHEHKNEMNEHKN RN

Posicoes relativas de reta e plano

Retas e planos possuem trés posicdes distintas
no espaco e de acordo com numero de pontos em
comum, classificamo-los como:

B Reta contida no plano - dois pontos em
comum

MEMHE MMM

B Reta secante ou concorrente - um ponto
em comum

Observacao:

Nesta posicao, a reta que secciona o plano é reversa a
quaisquer retas pertencentes ao plano e que ndo pas-
sam pelo ponto P.

B Reta paralela ao plano - ndo ha pontos em
comum

KKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKK:

HEHENEE N NEE RN EEEEEES

KKKKKKKKKKKKK =
K:’::‘:K:’:EK:’:EK:’:EK:’:EK:’:EK:’:E K
EE bt e e

¥

A figura acima nos exemplifica que, caso uma
reta v e um plano o sejam perpendiculares, todas
as retas contidas no plano o, que passam pelo
ponto P, sdo perpendiculares a reta r.

Na pratica, concluiremos que uma reta r ¢
perpendicular ao plano ¢ caso duas retas concor-
rentes contidas em o sejam perpendiculares a r.

Posicoes relativas entre planos

Os planos possuem trés posicdes relativas no
espaco: COINCIDENTES, CONCORRENTES e PARA-
LELOS.

m Planos concorrentes: planos que se cru-
zam formando uma reta.
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B Planos paralelos: planos que nido se cruzam,
portanto ndo possuem pontos em comum.

/
>

el ==k

,/ﬂ:-/
e
m Planos coincidentes: planos que se super-
poem, tendo assim, todos os pontos em co-

A

Observacao:

Planos concorrentes podem ser perpendiculares, basta
que uma reta pertencente a um dos planos seja perpen-
dicular a reta pertencente ao outro.

Projecdo Ortogonal

Dados um ponto P e um plano o, sendo que o
ponto P ndo pertence a o, veja a figura abaixo:

Fe
/ = /
-
Tracamos uma reta perpendicular que passe
pelo ponto P e poro, no momento em que a reta

passa por o, ela determina o ponto P’, este ponto ¢
a projecdo ortogonal de P.

Agora, se 0 nosso problema ¢ fazer a projecio
ortogonal de uma figura geométrica como a seguir:

:

e

i

Entdo, a projecdo da figura sera o conjunto das
projecdes de cada ponto em relagdo ao plano o.

Distancias

Vamos usar sempre como referéncia um ponto
(P) e uma perpendicular para encontrarmos a dis-
tancia (d).

m Distancia entre o ponto P eo é a medida

de PP".
P
/ F'l /
AL
d,, = FF

m Distancia entre a reta r e é a medida do

segmento PP’, sendo P um ponto qual-
quer de r e P’, o ponto marcado pela per-
pendicular que passa por P e cruzao.
'P
r

i -

Vi

m Distincia entre planos paralelos ¢ a medi-
da do segmento PP, sendo P um ponto
qualquer de r e P’, o ponto marcado pela
perpendicular que passa por P e cruzao.

- 4
4

B Distancia entre retas reversas ¢ a medida do

segmento PP’, sendo P um ponto qualquer
der e P’, o ponto que surge do encontro da
perpendicular que passa por P e encontra o
plano (o) que contém outra reta (s).

r

f_. .
élgu \

'F-




Angulos B Bases: poligonos congruentes contidos
nos planos o e P.

m Arestas Laterais: AA’,BB’,CC’,DD’,EE".

m Faces Laterais: os paralelogramos AA'BB’;
BB'CC’; DD’EE’; EE’AA’.

m Alturas: distdncia (h) entre os planos o, e

B.

0 angulo formado entre a reta r e o planoo, ~ Classificacdo
¢ 0 mesmo angulo formado entre a reta r e a sua N . . .
projecio r'. Séo dois os tipos de prisma.:
m Reto: quando as arestas laterais formam
angulos retos com os planos da base, ou
seja, quando suas faces laterais sdo retan-

gulos.

0 angulo formado entre duas retas reversas ¢ .
encontrado a partir do angulo que ¢ formado entre e
uma das retas e uma paralela a outra, pois eles
possuem a mesma medida.

B Obliquos: quando as arestas laterais sdo

Considere os planos o e P paralelos a retar e obliquas em relagdo aos planos da base.

a regido poligonal R.

4

' /

Quando as bases de um prisma reto sdo formadas por
poligonos requlares diremos entdo que esse prisma €
regular.

Se tracarmos segmentos paralelos a reta r e :
com extremidade na regidio R e no plano B, de ma- |
1

neira que para cada ponto da regido R tenhamos :
um segmento a ele associado. A figura encontrada
¢ um prisma. :
|

1

\

ELEMENTOS DE UM PRISMA

Para denominar um prisma, usamos como re-
feréncia o poligono que compde as suas bases, ou
seja, se as bases sdo tridngulos, como na figura
acima, diremos que ele é um prisma triangular ou
ainda prisma de base triangular. De maneira analo-
ga teremos também:

B Prisma Quadrangular

Prisma Pentagonal

[
m Prisma Hexagonal
m Etc..
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Area da superficie de um prisma b) Paralelepipedos retingulos (Ortoedro)

A drea de um prisma ¢ a soma das areas das
bases com as dreas de cada face lateral. Assim, po-

demos escrever: :
S, =25, +5,
S,: Area do poligono que esta na base do prisma. S el
S,: Soma das areas de cada face lateral. Eil
Vamos agora estudar os paralelepipedos re-
Exemplo: tangulos e seus elementos.
Calcule a area da superficie do prisma hexago- H a G
nal abaixo. \
! b
L b | € ¢
D ... a__ 2 __.
h E el C
7 a F
C /’b, c b
i A a B
] ]
2 bases retangulares
3 2 2 4 faces laterais
* Area: S, =25, +S,
k S, =2ac+2bc
S, =ab
S; =2ab+2b.c+ Za.c|
Volume: V, =S§,.h, logo;
S, = 6.5, = 6.(a.h) = 6ah Diagonal do paralelepipedo:
¢ H 0
S, = Sumicono =(semiperimetro).(apétema)
T
av3) 3a°\3
S,=|3a—|=
2 2
32’3 F
S, = 63h+2[ a \/_] =3a.(2h+a3)
2 Te
Volume do Prisma d, = diagonal da base
d = diagonal do paralelepipedo
0 volume do prisma ¢ o produto da area da P g P PP
base pela altura.
V. =S h Queremos encontrar d , assim aplicaremos Pi-
P~ b P

tadgoras no AADF, d; = ¢* + d2. Para finalizarmos,
precisamos encontrar d, por Pitdgoras novamente
Paralelepipedo s6 que agora no tridngulo ABF, temos: d? = a* +

b?, substituindo na equagdo anterior temos: d; =
Os paralelepipedos sdo prismas formados ex-

c? + a2 + b? logo:
clusivamente por paralelogramos e podem ser divi-

didos em dois grupos: d, =+a’+b*+¢

a) Paralelepipedos obliquos

0 cubo ¢ um paralelepipedo com todas as di-
mensdes iguais, ou seja, comprimento = largura =
altura.
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Antes de apresentar as formulas relativas ao
cubo, devemos lembrar que o cubo ¢ um paralele-
pipedo, assim as férmulas que servem para o pa-
ralelepipedo também servem para o cubo. As dife-
rengas que veremos serdo ocasionadas pelo fato de
que no cubo, as arestas possuem a mesma medida.

Area do cubo: S, =2ab+2b.c+2ac, como
a=b=c
S, =6a’
Volume do cubo: V, =ab.c
V, =a’
Diagonal do cubo:

d =d, =va’+b’+c’, como a=b=c,

c

substituindo, temos:

1. (UFF) O solido abaixo representado possui to-
das as arestas iguais a L.

4

Sabendo-se que todos os angulos entre duas
faces adjacentes sdo retos, pode-se afirmar
que o seu volume é:

a) 7013 b) 9L®
g 1L d 1901
e) 2713

Solucdo: A

0 sélido é formado por 7 cubos. Como o volume
de cada cubo & L entdo o volume do s¢lido é
7,

2. (Fatec-SP) No cubo representado pela figura,
cada aresta mede 1u. Entdo a area do trian-
gulo ABC mede:

H'/ _,,,--"'
B
a) ﬁuz b) ﬁuz
2 47
C) ?uz d] \/Euz
e Jeu
Solucdo: C

AC=AB=BC=+2u

A3 (W23 2B
T4 4 4
V3,

A=—u
2

A

(MACK - SP) O prisma reto regular da figura
3V3

tem area lateral 6 e volume =~ . Entdo a
2

area do triangulo OPQ vale:

1

,,f

a) 23 b)

0 £ d)
2

e) 43

Solucdo: C

Al=6—6-Aret=6— Aret=1

33

V=Ab~h—>Ab~h=T3

2
—6-€ ﬁzﬁ.bz
4 2

A=A

hex

:#z##-h
b>-h=1—(b-h)-b=1
b=1

=0P=b=1

PO:Z-apétema=2-¥=\/§

Wi_3

2 2

AOPO =

(UFF-RJ) Um fabricante de embalagens, para
fazer caixas de papeldo, sem tampa, em for-
ma de prisma hexagonal regular (veja figura
1, abaixo), se utiliza de hexagonos regulares
de papeldo, cada um deles com lado 30 cm.
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Corta, em cada vértice, um quadrilatero, como Se o volume desse prisma € 120 cm?, a sua

o destacado na figura 2 e, a seguir, dobra o area total em centimetros quadrados, é:

papeldo nas linhas tracejadas. a) 144 b) 156
c) 160 d) 168
e) 172

I‘ﬂﬁm 3. (U.F. Sio Carlos — SP) Se a soma das medidas
de todas as arestas de um cubo é 60 cm, entdo
o volume desse cubo, em centimetros cubicos,
é:
. a) 125 b) 100
Figura 1
¢ 75 d) 60
30 cm g 25

4. (UNIFICADO) Na fabricagdo da peca acima,
feita de um unico material que custa R$ 5,00
o cm?, deve-se gastar a quantia de:

4 cm
4 cm
1 cm
Figura 2 1 @i
Sabendo que a altura da caixa é de 3v/3 cm, ]
seu volume é: 2cm 1cm 2cm
a) 9003 cm? b) 27003 cm? a) R$400,00 b) R$ 380,00
C) 727\/5 cm?d d) 776\/§ cm? C) R$ 360,00 d) R$ 340.00
e) 777643 cm? e) RS$ 320,00
. 5. (FUVEST) Uma formiga resolveu andar de um
Solucdo: E

vértice a outro do prisma reto de bases tri-
V=Ab~h—>3x/§(2m angulares ABC e DEG, seguindo um trajeto
especial. Ela partiu do vértice G, percorreu

- 24 - toda a aresta perpendicular a base ABC, para
6o em seguida caminhar toda a diagonal da face
G ADGC e, finalmente completou seu passeio
= " ’ percorrendo a aresta reversa CG. A formiga
- chegou ao vértice:
G
24 1
]
N3 2443 ]
A=A, =6 ;/—=6~ 4\/_=864\/§cm2 D 0 E
]
V =864+/3-34/3 = 7776cm’ i
]
]
C
/’l\\
’ \
’ \
Vi \
Al B
e a) A b) B g C
1. A soma das seis distancias de um ponto P, no d) C o E

interior de um cubo, a cada uma face ¢ igual a .
G @ velime dlesse @ibm & 6. (ITA-SP) Sio dados dois cubos, | e I, de areas

totais S, e S, e de diagonais d, e d,, respec-

3 3

e i) Bi tivamente. Sabendo-se que S, =S, = 54 m* e
¢ 8md d 64md i _d

e 216m? que d, = 3m, entdo o valor da razdo E €:

2. (PUC-SP) Na figura abaixo tem-se o prisma a) J b) s o 2
reto ABCDEF, na qual DE=6 cm, EF=8 cm e 2 2
DE L EF. d) 7 d 3
C 3

7.  (Unisinos — RS) Uma empresa, cujos carros-pi-
pa tém 8000 litros de capacidade, foi chama-
da para encher uma cisterna. Essa cisterna, no
formato de um paralelepipedo, tem dimensées
3,0m, 5,0m e 1,0m. Para a realizacdo dessa
tarefa, podemos concluir que a capacidade de:
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10.

1.

a) 1 carro-pipa de agua é suficiente para en-
cher totalmente a cisterna sem sobrar agua.

b) 1 carro-pipa de agua é maior do que a capa-
cidade da cisterna.

¢) 2 carros-pipa de agua sdo insuficientes para
encher totalmente a cisterna.

d) 2 carros-pipas de agua ultrapassam em 1000
litros a capacidade da cisterna.

e) 1 carro-pipa de agua mais 2000 litros de
agua sdo suficientes para encher totalmente
a cisterna.

(FUVEST) O volume de um paralelepipedo reto
retangulo é 240cm?3. As areas de duas de suas
faces sdo 30cm? e 48cm? A area total do
paralelepipedo, em cm?, é:

a) 96 b) 118
c) 236 d) 240
e) 472

(U.F. Vicosa = MG) Um recipiente, contendo
agua, tem a forma de um paralelepipedo re-
tangular, e mede 1,20m de comprimento,
0,50m de largura e 2,00m de altura. Uma
pedra de forma irregular € colocada no recipi-
ente, ficando totalmente coberta pela agua.
Observa-se, entdo. que o nivel da agua sobe
1m. Assim, € correto concluir que o volume da
pedra, em m3, é:

a) 0,06 b) 6
c) 06 d) 60
e) 600

(PUC - MG) UM tanque é um prisma retan-
gular reto de dimensées 25cm, 80cm e 90cm.
Sua capacidade, em litros, é:

a) 18 b) 180
c) 1800 d) 18000
e) 180000

(UF-RN) Um triangulo isésceles cujos lados
medem 10 cm, 10 cm e 12 cm é a base do
prisma reto, de volume igual a 528 cm?, con-
forme figura abaixo. Pode-se afirmar que a
altura h do prisma € igual a:

13.

a) 13 cm b) 8 cm
d) 11 cm

(UFPI) Na figura o cubo sdlido tem aresta 3m.
No centro de toda face foram feitas aberturas
em forma quadrada de lado igual a 1Tm até a
face oposta e retiradas estas partes. O volume
do corpo que restou apos a retirada de todas
as partes €:

c) 12 cm

y
a) 8md b) 18 m?3
c) 20m? d 24md
e) 28m?3

(FEI - SP) A embalagem de um motor elétrico
€ uma caixa de madeira com formato de um
cubo cujo volume mede 64 litros. A embala-
gem ¢ reforcada por duas fitas de aco como
mostra a figura. Qual o comprimento da fita
necessaria para reforcar cada caixa?

a) 120cm b) 240cm
c¢) 320cm d) 360cm
e) 480 cm
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AREA E VOLUMES DE PIRAMIDES -
APLICACOES

Dados um plano o, uma regido poligonal R e B A base deve ser um poligono regular;
um ponto V ndo pertencente a . m A projecdo ortogonal do vértice da pira-
H mide tem sua extremidade exatamente no
centro do poligono da base.

Nestas piramides, devemos ainda dizer que as

St faces laterais sdo formadas por tridangulos isdsceles
i ‘ﬂﬁ e as arestas laterais sdo congruentes.
Vamos abaixo continuar fazendo relagdes com
Se construirmos todos os segmentos com uma  base no que ja foi dito sobre as pirimides regulares,
das extremidades no ponto V e a outra em qualquer  assim:

ponto da regido poligonal R, a figura geométrica
encontrada ¢ uma pirdmide.

Dado a piramide regular abaixo:

Elementos de uma piramide

A
a4

Bases: poligono convexo ABCDE.

Arestas Laterais: VA,VB,VC, VD, VE.

Faces Laterais: AVAB,AVBC, AVCD, AVDE,
AVEA.

Vértice: Ponto V. ! o

Alturas: distancia (h) do ponto vértice
base. v

Classificacao de uma piramide

Para denominar uma pirdmide, usamos como
referéncia o poligono que compde a sua base, ou
seja, se a base é um tridngulo, diremos que ela é ]
uma piramide triangular ou ainda piramide de base M C
triangular, de maneira analoga teremos também: BTC

m Pirdmide Quadrangular
Temos:

Piramide Pentagonal o
B VO =Altura da pirdmide (h)

[

m Pirdmide Hexagonal v

m Etc.. B VM=Altura do tridangulo isosceles que
compoe a face lateral (m)

m OM = Ap6tema do poligono da base (a)

Observagéo: VC = Lado da piramide (¢)
A piramide triangular também € conhecida como te-
traedro.
1 relagho: [ar =17 547
Piramide Regular Bc)
22 relagdo: [/ =m? +| —
Uma pirdmide para ser regular deve atender a

duas exigéncias:
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Area da superficie de uma piramide

De maneira andloga ao do prisma, encontrare-
mos a drea de uma pirdmide, veja:

S; =S, +S,

S, Area do poligono que esta na base do prisma.
S,: Soma das areas de cada face lateral.

Volume de uma piramide

Em qualquer piramide podemos encontrar seu
volume a partir da formula abaixo:

Observacgao:

0 volume da piramide representa % do volume de um
prisma.

Seccdo de uma Piramide

Se um plano paralelo a base de uma piramide
for tracado, determinaremos entdo o que chama-

mos de seccdo transversal da piramide. Veja:
W

e

Antes de estudarmos os troncos em particular,
vejamos algumas propriedades das seccdes trans-
versais:

. VAT VB® VC' VD' VE’
R

VA VB VC VD VE

h
H
(23) SA‘B‘C‘D'E’ _ h’

2
S hBeoE H

Vigene h’
30 ABCDE _
( ) Viecoe H’

Essas propriedades nos ajudam a trabalhar
com os troncos.

Tronco da piramide

slbura h

e Tred T

TRLACE DA FIRER DE

Area do tronco da piramide

S, =S, +S5; +5S,

S, = Area total

S, = Soma das areas das faces laterais

Se = Area da base maior (base da pirdmide)
S, = Area da base menor (base da secc¢io)

Volume do tronco da piramide
Vtronco = VABCDE _VA'B'C’D'E'

Logo, fazendo as devidas substituicoes, temos:

\" h(SB+,/SB S, +Sy)

3

EXERCTCIOS RESOLVIDOS

1. (Unicruz-RS) Em uma pirdmide com 12 cm de
altura, tendo como base um quadrado de la-
dos igual a 10 cm, a area lateral é:

a) 240 cm? b) 260 cm?
c) 204119 cm? d) 340 cm?
e) 400 cm?
Solucdo: B
2 2
1
g =h2+(§) =¢ =12 +(?O) ~.g=13cm

Sl=n-Sf=>S[=n~%=>Sl=4-m:.

S, =260cm’
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3.

(IBMEC) Considere uma pirdmide regular de
vértice V e arestas laterais medindo 6 cm, cuja

base € um quadrado de diagonais AC e BD. Se
a area lateral desta piramide totaliza 36 cm?,
entdo um possivel valor para a medida do an-
gulo VAB é:

a) 45° b) 60°
c) 75° d) 90°
e) 105°

Solugéo: C

Do enunciado temos a figura cotada em cm.

Como a area lateral da piramide ¢ igual a 36cm?,
temos:

4~%~VA~senB:36

1
4~5~6~6~sen[3=36

, B=30"..a=75
5€”B=§ e
B=150".o=15

Logo, um possivel valor para a medida do angulo
VAB ¢ 75°.
(UNIRIO-ENCE)

Uma piramide esta inscrita num cubo, como
mostra a figura acima. Sabendo-se que o volume
da piramide é de 6 m?, entdo, o volume do cubo,
em m?, € igual a:

a) 9 b) 12 o 15
d) 18 e) 21
Solucgdo: D

Vv, =6—>Ab~h-%—>Ab-h=18

pir

V

pri

=A,-h—=V =18m°

pri

(EsSa 2008) A piramide de Quéops, em Gizé,
no Egito, tem aproximadamente 90vV2 me-
tros de altura, possui uma base quadrada e suas
faces laterais sdo triangulos equilateros. Nes-
sas condicdes, pode-se afirmar que, em metros,
cada uma de suas arestas mede:

a)
b)
]
d)
e)

90

120
160
180
200

Solugédo: D

b0 v2 )"+ (

2

2 x

2 2
=X RN

X =
2

16200— X* = 32400 — x = 180

o

(Cesgranrio-RJ) Em um cubo de aresta s
considera-se o tetraedro VABC, como indi-
cado na figura. O volume do tetraedro é:

\%

(RN
1

-
’

a) 2 b) 2 o 3
d)ﬁ e) 1
3

(Cefet-PR) No acesso principal da cidade de
Troncopolis existe um monumento de concreto
macico. Inspirado basicamente num tronco de
piramide quadrangular regular, conforme a figura a
seguir. Para pinta-lo, o prefeito da cidade mandou
medir as dimensoes e entdo calcular o total da
area externa que recebera tinta. Determine o valor
encontrado, em metros quadrados.

Im 1m

m
im
h=4m
/” m
s v -
Vs (e 4m
______ »
4m 4m
a) 151 b) 78 c 98
d 83 e) 131

(UFRS) Considere uma pirdmide regular de
base quadrada, construida a partir do padréo
plano baixo.




Se a altura da piramide ¢ o dobro do lado a da
base, o valor de h no padréo é:

a) h=(ﬂJa b) h=(\/§)a

2

0 h=(@)a d) h=(x/§)a

2

(3
2

(UFPA) O perimetro da base de uma pirdmide
hexagonal regular mede 24 m, e a altura, 6 m.
O volume dessa piramide é:

a) 1243m°  b) 26v3m’
0 39V3m* ) 483’
e) 60+/3m’

(FGV-SP) Em uma piscina retangular com 10 m
de comprimento e 5 m de largura, para elevar
o nivel de agua em 10 cm sdo necessarios:

a) 500/ de agua
b) 5000/ de agua
c) 10000/ de agua
d) 1000/ de agua
e) 50000/ de agua

(UFF-RJ) No tridngulo regular representado
na figura, R e S sdo, respectivamente, os pon-

tos médios de NP e OM.

Arazio R ¢ igual a:

MN
a) \3 b) ? J V2
d) g e 3V2

(ITA-SP) A razio entre a area da base de uma
piramide regular de base quadrada e a area de
uma das faces é 2. Sabendo que o volume da
piramide é de 12 m3, temos que a altura da
pirdmide mede (em metros):

a) 1 b) 2 c)3
d) 4 e) 5
(UF-RS) N figura, O é centro do cubo.
C
D
e
; 0
EEEEEEEE ----7B
A

10.

11.

12.

Se o volume do cubo é 1, o volume da

piramide de base ABCD e vértice O é:

a) b) o _
4

d) e)

D= N =
0| = W[ —

(UFCE) Uma piramide regular de base quadrada
tem um lado da base medindo 20cm e arestas
laterais iguais a 15cm. Se V ecm® € o volume

dessa piramide, entao %V é igual a:

a) 60 b) 65
c) 80 d) 85
(UNIRIO) Um prisma de altura H e uma
piramide tém bases com a mesma area. Se o

volume do prisma é a metade do volume da
piramide, a altura da piramide é:

a) H/6 b) H/3
c) 2H d) 3H
e) 6H

A figura abaixo representa a planificacao de
uma piramide quadrangular regular.
P

Sabendo-se que PQ mede 3+/3 cm e que as
faces laterais sdo triangulos equilateros, o
volume da piramide é:

a) 18J2em®  b) 36+/2em’
o 482em® d) 60v2em’
e) 7242em’

(ITA) Considere uma piramide regular de altu-
ra igual a 5 cm e cuja base é formada por um
quadrado de area igual a 8 cm? . A distancia
de cada face desta piramide ao centro de sua
base, em cm, € igual a:

L, sk
3 9

c)ﬂ g L
5

e V3
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— APLICACOES

Figura geométrica, formada pelo conjunto de
segmentos congruentes, que unem os pontos do
circulo pertencentes a oo com o plano B, e que
sejam paralelos a reta 1.

Elementos do Cilindro

Bases: Os dois circulos de mesmo raio, com
centro0 e 0.

Altura: distancia (h) entre as duas bases.

Eixo: reta que passa pelos centros das circun-
feréncias da base (00’).

Geratrizes: quaisquer segmentos que unem
dois pontos da circunferéncia e sdo paralelos ao
eixo (AA)).

Classificacao do cilindro

Existem dois tipos a se considerar:

Obliquo - quando as geratrizes formam um
angulo diferente de 90° com os planos que contém
as bases.

Reto - quando as geratrizes sdo perpendicula-
res aos planos que contém as bases.

I

14

Bl e B

Vou agora te fazer uma pergunta. Que figura
obteremos se girarmos o retdngulo abaixo em torno

do eixo que contém o lado BC?

Lo
& B

£
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AREAS E VOLUMES DE CILINDROS

Naio ¢ dificil, certo? Pois bem, a figura encon-
trada € um cilindro circular reto. Veja:

AEB__

g . -

Observacao:

Neste caso, a altura do cilindro € igual a geratriz.

Area do cilindro

De uma forma geral tentamos estabelecer
todas as areas das figuras espaciais estudadas até
aqui, como o resultado da soma das areas de sua
base com a soma das areas laterais. Assim sendo,
podemos dizer que a area do cilindro é:

S, = Area da superficie total
S

S, = Area lateral

= Area da base

o

Mas como no cilindro as bases serdo sempre
circunferéncias, entdo podemos construir uma for-
mula mais particular. Para isso vamos primeiro pla-
nificar o cilindro. Veja:

I
&,
=

R
e
[ERTreeey .
_ _ 2
Sb - Scircunreréncia =Tr
S, = Sietangute = 277 h, aplicando na formula

(S) teremos:



S, = 2.(nr2)+2nr .h
S, =2mr(r+h)

Volume do cilindro

Volume do prisma = volume do cilindro
Logo, volume do cilindro =S, . h
Tornando o caso particular, teremos:

— 2
V,=mr".h

Cilindro equilatero

Cilindros cuja seccdo meridiana ¢ um
quadrado. Veja abaixo que este cilindro possui uma
caracteristica a ser estudada:

_.--'"'__-_""'--.
3

™

o

ar

Como a sec¢do ¢ quadrada, podemos dizer
entdo que h = 2r. Assim, o cdlculo da area e do
volume podem ser encurtados, nos cilindros equi-
lateros.

Area do cilindro equilatero:
S, =2nr (h+r)

como h = 2r, faremos a substituicio na for-
mula acima:

=2mr(2r+r)

t(cilindro equilatero)

logo,

6mr

t(cilindro equilatero)

Volume do cilindro equilatero:
vV, =7r’.h

Como h = 2r, faremos a substituicdo na for-

mula acima e teremos que:
Ve 2mr’

il equilatero —

(UERJ) Um recipiente cilindrico de 60 cm de
altura e base com 20 cm de raio esta sobre
uma superficie plana horizontal e contém
agua até a altura de 40 cm, conforme indi-
cado na figura.

__ 7 20any

60 cm
40 cm |

Imergindo-se totalmente um bloco cubico no
recipiente, o nivel da dgua sobe 25%.

Considere 1 igual a 3. A medida, em cm, da aresta
do cubo colocado na agua € igual a:

a) 10V2 b) 1032
J 10412 d) 10312
Solucgéo: D

0 volume deslocado V, € igual ao volume do
cubo

V, =R’ - (25%-40)
V, =m-20-10 =12000cm’

Se a é a aresta do cubo, a®= 12000
a = 10312

(PUCC-SP) Considere os dois cilindros circu-
lares retos abaixo representados. Se V, € o
volume do cilindro de maior altura e V, € o
volume do outro cilindro, é verdade que:

2a

b V=V,
d) V, = ﬁ
4

Solucgéo: C

V,=ma’-2a=2na’ =2na’
V,=m4a’-a=4ma’
v, 1 v,

:—:}\/12—
Vv, 2 2

(IBMEC - SP) Um famoso edificio na moderna
Xangai tem a forma de um cilindro chanfrado
(ou seja, a base superior ndo é paralela 4 base
do chio). O didmetro do edificio é de aproxima-
damente 48 metros, a altura do lado mais alto
mede 225 metros e a altura do lado mais baixo
mede 185 metros. Toda a lateral do edificio €
recoberta de vidro. Desconsiderando eventuais
perdas ou quebras durante a construgéo, foram
necessarios, aproximadamente:
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(Observagio: se necessario, utilize nz% ).

a) 10.750m? de vidro para recobrir o edificio.

b) 15.750m? de vidro para recobrir o edificio.

¢) 20.750m? de vidro para recobrir o edificio.

d) 25.750m? de vidro para recobrir o edificio.

e) 30.750m? de vidro para recobrir o edificio.
Solucdo: E

A area da superficie lateral do edificio ¢ dada
por:

A =2~n-24~185+%-2-n-24-40

A =9840m
A, =30750m’

185

° 5D

(UNIFAP) Uma industria projeta um reser-
vatorio conforme a figura abaixo, constituido
de um cilindro de raio 2 m e 10 m de altura. O
volume do interior do reservatorio € aproxima-
damente igual a:

a) 125 m? b) 142 m?3

¢ 137 m? d) 150 m?

e) 118m?

(EEP-SP) Em um cilindro circular de raio igual
a 5 cm, coloca-se agua até uma altura h. Em
seguida, mergulha-se no cilindro uma esfera e

verifica-se que o nivel da agua subiu 4 cm. O
volume da esfera deve ser entdo igual a:

a) 25mem’ b) 50mem’
¢) 100mem® d) 150mcm’
e) 300mem’

(Unipac) Um tanque cilindrico, com 4agua,
possui uma base com raio R. Ao mergulhar-
se nesse tanque uma esfera de aco, o nivel da
agua sobe 9R/16 (veja a figura a sequir). O raio
da esfera de aco vale:

a) 9R/16 b) R/2

d 3R/4 d) 2R/3

(ITA) Um cilindro circular reto é secionado por
um plano paralelo ao seu eixo. A seccao fica a
5 cm do eixo e separa na base um arco de 120°.
Sendo de 30+/3 cm? a érea da seccao plana

retangular, entdo o volume da parte menor do
cilindro secionado mede, em cm?:

a) 30m -104/3  b) 307w -204/3
o 20m-1043 d) 507 -254/3

&) 1001 - 7543

(ITA) O raio da base de um cone circular reto é
igual a média aritmética da altura e a geratriz
do cone. Sabendo-se que o volume do cone é
128 m3, temos que o raio da base e a altura do
cone medem, respectivamente, em metros:

a) 9e8 b) 8e6
c) 8e7 d 9e6
e) 10e8

(MACK-SP) O raio de um cilindro circular reto
é aumentado em 25%; para que o volume per-
maneca o mesmo, a altura do cilindro deve ser
diminuida em k%. Entdo K vale:

a) 36 b) 28 ¢ 25

d) 30 e) 32

(ENEM) Em muitas regides do Estado do
Amazonas, o volume de madeira de uma arvore

cortada € avaliado de acordo com uma pratica
dessas regioes:

|.  Da-se uma volta completa em torno do tronco
com um barbante.

h

IIl. O barbante é dobrado duas vezes pela ponta
e, em seguida, seu comprimento € medido
com fita métrica.

12 dobra 22 dobra
Ill. O valor obtido com essa medida € multipli-
cado por ele mesmo e depois multiplicado
pelo comprimento do tronco. Esse € o volume
estimado de madeira.

Outra estimativa pode ser obtida pelo calculo
formal do volume do tronco, considerando-o um
cilindro perfeito. A diferenca entre essas medidas
¢ praticamente equivalente as perdas de madeira
no processo de corte para comercializacdo. Pode-
se afirmar que essas perdas sao da ordem de:

a) 30% b) 22% c) 15%
d) 12% e) 5%



(ENEM) Uma garrafa cilindrica esta fechada, 10. (UFMG) Num cilindro de 5 cm de altura, a

contendo um liquido que ocupa completa- area da base € igual a area de uma secido
mente seu corpo, conforme mostra a figu- por um plano que contém o eixo do cilindro,
ra. Suponha que, para fazer medicoes, vocé tal como a secdo ABCD na figura ao lado. O
disponha apenas de uma régua milimetrada. volume desse cilindro € de:

Para calcular o volume do liquido contido
na garrafa, o numero minimo de medicdes a

B
'
serem realizadas €: «A’
i L L >
D

eixo
a) 250/ mcm? b) 500/ 1 cm?
¢) 625/mcm? d) 125/mcm?

a) 1 b) 2 d 3
d 4 e) 5

(ENEM) Para calcular a capacidade total da
garrafa, lembrando que vocé pode vira-la, o
nimero minimo de medicdes a serem realiza-

das é:
a) 1 b) 2 o 3
d 4 e)
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AREAS E VOLUMES DE CONES -

APLICACOES

Cone Circular

Dados um plano a, um circulo C, contido no
plano, e um ponto V nido pertencente a o.

0 conjunto formado por todos os segmentos
com extremidade em V e nos pontos pertencentes ao
circulo C ¢ a figura geométrica denominada cone.

Elementos do cone

Base: circulo
Vértice: ponto V

Altura: distancia do plano que contém a base
ao vértice V, representada na figura por h.

Eixo: reta que passa simultaneamente pelo vértice
e pelo centro da circunferéncia que compée a base.

Geratrizes: segmentos que unem o vértice a
circunferéncia, compondo a superficie lateral (g).

Cone reto

Qual a figura formada pela rotagdo de um tri-
angulo retangulo em torno de um de seus catetos?

S

(0]

A resposta correta €: cone circular reto.

Observe que na figura, o eixo é perpendicular
a base, sendo assim podemos concluir que em todo
cone circular reto, temos:

gZ — 'h2 + r2
g = geratriz do cone

h = altura do cone
r = raio da circunferéncia que ¢ base

Area do cone

Para calcular a area do cone, vamos inicial-
mente planifica-lo, para que possamos observar as
superficies envolvidas na confeccio do cone.

"I.I
o
W
U

i
Area total:
S, =S5 +5S,
S, =mrg +mr’
Logo:

S,=mnr(g+r)

Volume do cone

Volume do cone = volume da pirdmide.

1
V. =-Snh
37

cone

Assim,

Como S, = wr? | vamos substituir na férmula
dada. Logo:

cone

V. = lnr2h
3



Observando a planificacdo da superficie lateral Area do tronco de cone
do cone, vemos o dngulo central 6.
S, =S,+S;+S,

S = Area total
S, = Area lateral

S, = Area da base maior (circunferéncia de raio R)

S, = Area da base menor (circunferéncia de
raio 1)

Volume do tronco do cone

Aar
Para encontrarmos a medida do angulo 6, fa- Vironco cone = Vcone(R) _Vcone(r)
Temos: . .
Veone(r) = Volume do cone cuja base tem raio R.
Bl= 2m-rad Vione(ny = Volume do cone cuja base tem raio r
g (cone obtido pela sec¢do transversal)
Logo, fazendo as devidas substitui¢des, temos:
HE hr
Cone equilatero Vincone = 75 (R +Rr 1)

O cone equilatero caracteriza-se por ter sua
seccdo meridiana representada por um tridngulo

EXERCTCI0S RESOLVIOD:

Particularizando as férmulas da area e do vo-
Iume para os cones equilateros, temos:

1. (UFRJ) Um recipiente em forma de cone cir-
cular reto de altura h é colocado com vértice
para baixo e com eixo na vertical, como na fi-

Area total do cone equilétero gura. O recipiente, quando cheio até a borda,
comporta 400ml.

S, =3nr’

Volume do cone equilatero

1
VCOTIC = 5 Tcr} \/5

Tronco de cone

Determine o volume de liquido quando o nivel

) h
esta em —.
2

Solucéo:

h
.
. h .
P bawe mawar Considere o cone de altura 3 e volume v que ¢é
semelhante ao recipiente. Entdo:
4 3 3
Area lateral do tronco de cone Lz(ﬂ) :>L=(l) =5 = 50m|
400 h 400 2
S, =ng (R + r) Resp.:50ml
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(UERJ) Um cilindro circular reto é inscrito em
um cone, de modo que os eixos desses dois so-
lidos sejam colineares, conforme na ilustragdo
abaixo.

A altura do cone e o diametro da sua base me-
dem, cada um, 12 cm. Admita que as medidas,
em centimetros, da altura e do raio do cilindro
variem no intervalo ]0;12[ de modo que ele
permaneca inscrito nesse cone.

Calcule a medida que a altura do cilindro deve
ter para que sua area lateral seja maxima.

Solugdo:

12—-h 2R 12—h

—=— > h=——+—
12 12 2

SL=21tR~h=2rc~1 -h=m(12—h)-h

S, € maxima parah=6

(UFRJ) Dois cones circulares retos tém bases tan-
gentes e situadas no mesmo plano, como mostra
a figura. Sabe-se que ambos t€m o mesmo volu-
me e que a reta que suporta uma das geratrizes
de um passa pelo vértice do outro.

Sendo r 0 menor dentre os raios das bases, s o
. r .
maior e x = — . Determine x.

Solugdo:
Sejam V e V, respectivamente, os volumes dos
cones que tém raiosre s.

V,=V5:>%nrz-D_E=%1tsz-ﬁ:>

como os tridngulos ABC e DEA séo semelhantes.

EE

DE r+2s

Comparando (1) com (Il) obtemos:

r’ S rY 1

Foaevind b iy

ST r42s s L
s

o r )
Substituindo — por x ficamos com:
s

xX+2x2-1=0
Assim temos as raizes:

—1+J§e—1—J§

=7
2 2

Como x > 0 temos entédo que:

_—1-+5

(MACK - SP) O tridngulo retangulo da figu-
ra gira em torno da reta r, obtendo-se, desta
forma, um sélido cuja superficie lateral apre-
senta um angulo central 0 igual a:

T
>
4
3 i
a) 252° b) 216°
c) 225 d) 240°

e) 288°

(UFRGS) A figura que melhor representa a
planificacdo da superficie lateral de um cone
reto cujo volume € igual a 967 cujo raio da
base mede 6 é:



180°
/AR
raio = 10
b)
216°
raio = 10
c)
252°
raio = 10
d)

e)

(UFRGS - 2005) Um cone circular reto é tal
que cada secdo obtida pela intersecdo de um
plano que passa por seu vértice e pelo centro
de sua base é um triangulo retingulo de ca-
tetos iguais. Se cortarmos esse cone ao longo
de uma geratriz, abrindo e planificando sua
superficie lateral, sera obtido um setor circu-
lar cujo angulo central tem medida o. Entéo:
a) o<180°

b) 180°<ar<200°

o 200°< <2200

d) 220°< <2400

e) o=240°

10.

(UECE) Um cone circular reto de altura 343
cm tem volume igual a 18v2mt cm?. O raio da
base desse cone, em centimetros, mede:

a) 2 b) 242
d 3 d 32

(ITA) Considere o tridngulo isésceles OAB,
com lados OA e OB de comprimento V2.R e
lado AB de comprimento 2R. O volume do
solido, obtido pela rotagdo deste triangulo em
torno da reta que passa por O e é paralela ao
lado AB, é igual a:

a) (m/2)R? b) =mR®
o (@r/3R d =R
e J3nR

(ITA) Num cone circular reto, a altura é média
geométrica entre o raio da base e a altura. A
razdo entre a altura e raio da base é:

) 1445 ) V51
2 2
9 J5-1 9 Y5 -1
2 3
J5+1
e)
2

(UNIRIO) Uma tulipa de chopp tem a forma
coOnica, como mostra a figura abaixo. Saben-
do-se que sua capacidade é de 100mtml, a al-
tura h é igual a:

| 10 cm |

a) 20cm b) 16cm
¢ 12cm d 8cm
e) 4cm

(UNIFICADO) A é um ponto nio pertencente a
um plano P. O nimero de retas que contém A
e fazem um angulo de 45° com P ¢€ igual a:

a) 0 b) 1

¢ 2 d 4

e) infinito

(UFSC) A geratriz de um cone equilatero mede
23/3 em.

Calcule a area da secdo meridiana do cone,

em cm?, multiplique o resultado por V3. Qual
o valor obtido?

(UFPI) Um homem tinha um cone de revolu-
cdo que usava como depdsito. Nao satisfeito
com o seu volume, querendo quadruplica-lo,
mandou fazer um segundo cone mantendo o
raio e duplicando a altura do cone inicial.

Indicar qual das alternativas € correta:
a) 0 homem tomou a providéncia correta.

b) O homem devia ter quadruplicado a altura e
0 raio do cone inicial.
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11.

¢) 0 homem poderia ter duplicado o raio e man-
tido a altura do cone inicial.

d) Bastaria 0 homem ter triplicado a altura do
cone inicial.

e) O homem deveria ter duplicado a altura e
quadruplicado o raio do cone inicial.

(ITA) A area total da superficie de um cone cir-
cular reto, cujo raio da base mede R cm, € igual
a terca parte da area de um circulo de didmetro
igual ao perimetro da secdo meridiana do cone.
O volume deste cone, em cm?, € igual a:

a) nR® b) /m2R®
o (@N2R  d) Jr3Rre
OINCINGLE



AREAS E VOLUMES DE ESFERAS -

APLICACOES

Esfera

Dados um ponto O e uma distancia R, cha-
mamos de superficie esférica todos os pontos que
distam R do ponto O. Se juntarmos todos os pon-
tos cuja distdncia € menor que R com os pontos da
superficie esférica, temos a esfera. Outra forma de
obtermos uma esfera ¢ rotacionarmos em torno de
um eixo, uma semicircunferéncia como a da figura
abaixo.

I‘ @
P (it
i H“*-h_-"-
("
¥

Area da superficie esférica
S = 4R’
Volume da esfera

4
V = —nR’
3
Fuso esférico

0 fuso esférico é um pedaco da superficie es-
férica, como vemos no desenho:

Como podemos perceber, se girarmos uma se-
micircunferéncia em um angulo que esteja entre Q°
e 360°, e trabalharmos somente com a superficie
gerada, teremos exatamente o fuso esférico.

Area do fuso esférico

Pode ser obtida a partir de uma regra de 3, em
relacdo a area da superficie esférica. Assim, pode-
mos dizer:

2

™ o

Sfuso esférico 360° , O €m graus
ou

S =2r®, o em radianos

fuso esférico

Cunha esférica

A cunha esférica ¢ a figura obtida ao girar-
mos uma semicircunferéncia sequndo o eixo que
contém o didmetro da mesma, sob um angulo

o (0" <0 <360°).

Volume da cunha esférica

0 volume da cunha esférica pode ser encon-
trado a partir de uma regra de 3 em relacdo ao
volume da esfera:

R3
Cunta = o0 0. em graus

ou

V.

cunha

2 .
= 5R30c, o em radianos

Calota esférica

|h
Quando um plano secciona uma esfera, ele

determina sobre a superficie esférica o que deno-
minamos de calota esférica.

Area da calota

S = 2mRh

calota

Segmento esférico

Ih
Quando um plano secciona uma esfera, ele a

divide em duas partes que denominamos segmento
esférico.

(VAT
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Volume do segmento esférico

- %nhz (3R - h)

segmento

1. (UERJ) O modelo astrondmico heliocéntrico de
Kepler, de natureza geométrica, foi construido
a partir dos cinco poliedros de Platdo, inscri-
tos em esferas concéntricas, conforme ilustra a
figura abaixo:

A razio entre a medida da aresta do cubo e a
medida do diametro da esfera a ele circuns-
crita, é:

a) V3 b) ?
0 ﬁ d) ﬁ
3 4
Solucao: C
NI ]
2R—a\/§=>£—\/§— 3

2. (UERJ) Uma cuba de superficie semi-esférica,
com diametro de 8 cm, esta fixada sobre uma
mesa plana. Uma bola de gude de forma es-
férica, com raio igual a 1 cm, encontra-se sob
essa cuba.

=

Desprezando a espessura do material usado
para fabricar a cuba, determine a maior area,
em cm?, pela qual a bola de gude podera se
deslocar na superficie da mesa.

Solucéo:

= pars e da b by deucls:

X2+ 12 =32
x*=8
Area = nx2 =8mem?

3.  (UERJ) Observe a figura abaixo, que represen-
ta um cilindro circular reto inscrito em uma

semi-esfera, cujo raio OA forma um angulo
6 com a base do cilindro.

Se 0 varia no intervalo ]O,g[ e o raio da semi-

esfera mede r, calcule a area lateral maxima
desde cilindro.

Solugdo:

r Altura

X

Raio
Altura=r-senx e aindaraio=r-cosx
S, =27t-rcosx-rsenx = mr’sen2x =
S =mr’

max

o)

1. (UFRS) Sao fundidas 300 esferas com 20 mm

de diametro para fabricar cilindros circulares

retos com 20mm de diametro a 200mm de
altura. O numero de cilindros resultantes é:

a) 2 b) 5 c) 20
d) 25 e) 30
2. Qual a quantidade de chumbo necessaria

para a confecgdo de 100 bolinhas esféricas,
macicas, de 2 cm de diametro?

a) 520 ml b) 4,19 ml
c) 232ml d) 101,12 ml

3. (Vunesp - SP) Seja r um numero real positivo
e P um ponto do espago. O conjunto formado
por todos os pontos do espaco, que estdo a
uma distancia de P menor ou igual a r, é:

a) um segmento de reta medindo 2r e tendo P
como ponto médio.



b) Um cone cuja base ¢ um cilindro de centro P
eraior.

¢) Um cilindro cuja base é um circulo de centro
Peraior.

d) Uma esfera de centro P e raio r.

e) Um circulo de centro P e raio r.

(UEL -PR) Um cilindro circular reto encontra-
se circunscrito a uma esfera, conforme a fi-
gura abaixo. A que porcentagem do volume da
esfera corresponde o volume do cilindro?

a) 20% b) 45% 0 92%
d) 100% e) 150%
(UCDB-MT)

Um cilindro equilatero de volume V m* encon-
tra-se cheio de agua, quando uma esfera, cujo
raio coincide com o raio da base do cilindro,
€ mergulhada completamente no cilindro fa-
zendo transbordar certa quantidade de agua.
Nessas condigdes, o volume, em m?, de agua
restante no cilindro ¢ igual a:

V 1
0 b)) — -V
a) ) Z <) 3
3V

(PUC-SP) Um cone circular reto, cujo raio da
base € 3 cm, esta inscrito em uma esfera de 5
cm de raio, conforme mostra a figura abaixo.
O volume do cone corresponde a que porcen-
tagem do volume da esfera?

a) 26,4% b) 21,4% c) 19,5%
d) 18,6% e) 16,2%
(UFMG) Observe a figura.

]

10.

11.

Nessa figura, O é o centro da bola de raio 6
cm. O arco PQ, situado num circulo maximo,
mede 21 cm. NPS e NOS sio semicirculos com
centros em 0. O volume, em cm?, do sdlido
limitado por esses semicirculos e pela bola
contida na regiso em que o angulo POQ é
menor que um raso é:

a) 2m b) 24w ¢ 48n

d) 72n e 144w

(Mackenzie-SP) Bolas de ténis, normalmente,
sdo vendidas em embalagens cilindricas con-
tendo trés unidades, que tangenciam as pare-
des internas da embalagem. Numa dessas
embalagens, se o volume nao ocupado pelas
bolas é 2T, o volume da embalagem é:

a) 6m b) 8m cd 10w

d 12n e) 4n

(UFF = RJ) Sobre o cone reto e a esfera do de

centro O,, representados na figura abaixo, sabe-
se que o raio da base € igual ao raio da esfera.

Se V_ ¢ o volume do cone V, € o volume da
esfera, pode-se afirmar que:

a) V=2V, b V.=V,

d V=3V, d) V.=V.]2

e) V.=V./3

(UFSC) Quando se gira a parte hachurada das

figuras 1, 2 e 3 em torno do eixo e, obtém-se
as seguintes superficies de revolugao:

& ﬁ L
ol oo %
q
i
I
+
P
Figuea t Figura 2 Figura 3

(01)Na figura 1, um cone de revolug3o.

(02)Na figura 2, um prisma.

(03)Na figura 3, uma esfera.

(08)As figuras 1, 2 e 3 séo cone, cilindro e esfera
de revolucéo, respectivamente.

(16)Na figura 1, uma pirdmide.

Marque a opcdo que representa a soma das al-

ternativas corretas.

a) 3 b) 12 c 13

d) 17 e) 20

(Ufop) Se metade de uma panela cilindrica de

40 cm de didmetro e 20 cm de altura esta

cheia de massa para doce, quantos doces em

forma de bolinhas de 2 cm de raio podem ser
feitos com a massa toda?

a) 125 b) 250
¢ 375 d) 750
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GEOMETRIA ANALITICA

Plano Cartesiano e coordenadas de pontos do plano. Distancia entre dois
pontos e ponto médio de um segmento. Estudo da reta e da circunferéncia

DISTANCIA ENTRE DOIS PONTOS
DO PLANO CARTESIANO

Vejamos a figura abaixo.

Dados A e B, dois pontos distintos do plano
cartesiano, podemos calcular a distancia entre eles
utilizando a férmula abaixo, veja:

(due )2 = (X5 =X, )2 +(Ys = Va )2
oudy, = (AX)Z + (Ay)z

Como voceé pode perceber a variagio das coor-
denadas dos pontos A e B ¢ que irdo determinar a
distancia entre eles.

PONTO MEDIO DE UM SEGMENTO

Consideremos o segmento AB representa-
do no plano cartesiano abaixo e o ponto M, que ¢
equidistante as extremidades de tal segmento.

A S

) AR

Vo pommme

i
L

Para encontrar as coordenadas do ponto médio
M(XM, Y,,) devemos calcular a média aritmética das
coordenadas dos pontos que sdo extremidades do
segmento AB, veja:

Xy X

XM_ M

2

:yA+yB
2

Baricentro de um triangulo

As coordenadas do ponto de encontro das me-

dianas, o baricentro, pode ser encontrado fazendo:
&

6 _AFB G g _A/FB 6
X 3 Y 3

ESTUDO DA RETA

Equacdo geral da reta

Vejamos o grafico:

-

Sendo os pontos A e B conhecidos e P um
ponto genérico na reta r, considerando a possibili-
dade deles serem colineares, entdo podemos obser-
var o seguinte:

AB//AP = AP = k.AB,

X=X, — N

Xy =X, Y.~ Y,

logo

Teremos entdo a.x + by + ¢ = 0 chamada de
equacdo geral da reta (a, b e ¢ constantes e a # 0
eb#0).

Equacao reduzida da reta

'

Para termos a equacido reduzida basta isolar-
mos oy na equacio geral, assim:

y=mx+n

m = tgo
coeficiente angular entre a reta e o eixo x.

—C
n=—
a

coeficiente linear ou ponto que intercepta o eixo y.



X +y -2.0x-2By+o?+B*-R2=0

Observacéo:
Quando forem dados dois pontos podemos encontrar No intuito de facilitarmos o aprendizado, fa-
m fazendo: remos as seguintes substituigcdes:
mzﬂ.‘.ng C=-2.0
R D--28
E=0?+B>-R

Posicoes relativas entre retas Entio fica assim:

| — Paralelas AxX2+By’+Cx+Dy+E=0
Quando os coeficientes angulares sdo iguais.

mo—m Centro da Circunferéncia
T - S

Il - Perpendiculares

Quando acontecer dos coeficientes angulares Raio da circunferéncia

se relacionarem da seguinte forma.
R=4o’+B*-E

1
m.m =-1ou m =-—
S T S
ml’
Resumo:
Posicdo (entre | Coeficientes | Coeficientes 1. Dados os pontos A (2m+1,-3m-4) e B (3n+2,
duas retas) angulares lineares n+4), sendo que A € 3° quadrante e B € 1°
Paralelas m=m n#n quadrante. Determine o ponto médio e a dis-
— — tancia deste a origem do sistema, sabendo que
l X=V.
Perpendiculares m, =-— Indiferente y-
m, Solugéo:
Vejamos a tabela de sinais:
quadrante | x
Equacéo reduzida e geral ! *
Il - |+
Lugar geométrico dos pontos equidistantes de m .
um unico ponto chamado centro. Essa distancia ¢ -
fixa e denominada raio. -

No 3° quadrante tanto a abscissa quanto a orde-
nada sdo negativos. Entdo podemos efetuar da
seguinte forma:

L

—2m+1)==(-3m-4)=2m+1=-3m-4=
Sm=-5=m=—-1..A(-1-1)

No 1° quadrante tanto a abscissa quanto a or-
denada sdo positivos. Entdo podemos efetuar da
i seguinte forma:

! N+2=n+4=>2"=2=n=1
% .. B(5,5)

Calculo do ponto médio:

ESTUDO DA CIRCUNFERENCIA o _Xath . p _oI+5

= 5 MX_T"Pszz
Utilizando a distancia entre pontos chegamos CYatYe .o -5
a equacdo reduzida de um circunferéncia, veja: Ry = ) TwT T, n Ry =2
2 2
d[Pc) = (x*(x) + (y*B) Calculo da distancia entre PMOOFigem:

Dados: P (2,2); 0 (0,0)

dPMOv'\gem =V (AX)Z + (Ay)2 = \’ (O - 2)2 ar (O — 2)2 =

como dy¢, = R teremos entdo

R’ = (X’OC)Z + (y*l?))2

, i _ _ Jara=2
Esta ¢ chamada de equacdo reduzida da cir-
cunferéncia. 2. Dados os pontos A(5,12), B(15,-3), C(Cx,Cy),
Desenvolvendo a equacio reduzida da circun- D(0.0) e a razio de "y
CB 3

feréncia, temos a equacio geral da circunferéncia:
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Determine:

a) o valor da mediana relativa ao tridngulo ACD,
tomando como referéncia o vértice D.

b) o baricentro do tridngulo BCD.

Solugéo:

Passo | - Vamos determinar as coordenadas do
ponto C:

5,215 15
_xatK% 17371 . 1.
¢ 1+K ¢ ]+g ¢ 5
1 3 3
15 3
XCZT.E.'.Xczg
2,23 10
_YatKys 1371, 1
¢ 1+K ¢ ]+g ¢ 5
1 3
10 3
X, =—.—..X, =6
15
Passo Il - O ponto médio de AC:
X, +X 549
PMX=%.'.PMX=T.'.PMX=7
_YatVYe . _12+6 _
Py = 5 Solgy = 5 ~Py =9
o] BESTH
O L
e _\59 .
B[15; 3]
Passo Ill - Calculo da mediana (distdncia de um

vértice ao ponto médio do lado oposto ao vértice):
dyyy = N (AX) +(Ay)* .. dy,, = V(70 +(9-0) .~
doy =130

Calculo do baricentro do tridngulo ABD:
A +B
G - X+X+DX'G=5+15+0'G=§

. B = TG
GY=AV+BV+Dv 20,-12240 6 _3
3 T

. 20
= Baricentro (?,3]

Dados os pontos P(a,b), A(0,3) ,B(1,0), C(m,6),
D(1,2), E(0,1) e F(-2,s), sendo que os pontos P,
A, B e C sdo colineares e P, D, E e F também os
sd0. Determinea + b + m + s.

Solucéo:
Vamos montar um determinante com P, A, B:

a 0 1 a
=0=(3a+0+b)—(0+3+0)=0=

b 3 0 b

3a+b=3

Vamos montar um determinante com P, D, E:

a 1 0 a
=0=((a+1+0)—(b+0+a)=0=
b 2 1 b

2a+1-b—a=0=a—-b=-1

Resolvendo o sistema temos:
{33 +b=3 3

1
=a=—b=—
a—b=-1 2 2

Lembrando que para montarmos uma reta pre-
cisamos apenas de dois pontos, entdo, vamos
montar o sequinte determinante para podermos
trabalhar com o ponto C(m,6):

x 0 1 x
=0=(3x+0+y)-(0+3+0)=0=
y 3 0 vy

X+y—-3=0=y=-3x+3

Como o ponto C € a reta acima, podemos substi-
tuir seus valores:

-3m+3=6=>m=-1
Lembrando que para montarmos uma reta pre-
cisamos apenas de dois pontos, entdo, vamos

montar o sequinte determinante para podermos
trabalhar com o ponto F(-2,s):

x 10
y 2 1
2X+1-y—x=0=y=x+1

=0=(2x+1+0)—(y+0+x)=0=

Como o ponto F € a reta acima podemos substi-
tuir seus valores:

—2+1=s=s=-1

Entdo:

a+b+m+s=l+§—1—1=0
2 2

(UNB modificada) As placas geoldgicas que
formam a superficie da Terra estdo em cons-
tante movimento. Para estudar o efeito do
movimento das placas tectonicas sobre os
continentes, foi elaborado o seguinte experi-
mento. Cinco antenas parabdlicas (A, B, C,
D, E) foram colocadas em pontos diferentes,
cada uma delas sobre uma placa tectdnica,
para captar as ondas de radio de um quasar.
Um computador foi configurado para calcular
o tempo levado para que essas ondas atinjam
determinada antena. Dessa forma, € possivel
calcular a distancia entre as antenas e veri-
ficar se elas estdo se movimentando, uma em
relacdo as outras. Suponha que, inicialmente,
as antenas estejam posicionadas de acordo
com o esquematizado no plano cartesiano xOy
ilustrado na figura abaixo. Com base na figura
e nas informagées do texto, julgue os itens
que se seguem, considerando o sistema de co-
ordenadas xOy ali mostrado e marque, abaixo,
a opcao correta:

Dados: A(-3, 4); B(1, -2); C(3, -4); D(x, y);
E(7, 2)




l. Se a distancia entre as antenas D e B for

igual a J20 , entio as coordenadas (x, y) de D
satisfazem a relagdo xy = 12.

Solucéo:
Dados: B(1,-2); D(-3,y) .. D(-3,-4)

Ay = (143)° +(y+2)° 20 =16+ +4y+4 .
20=y’+4y+20..y,=00uy,=-4
-3.-4 = 12 correta

II. A reta que passa pelas antenas A e B é perpen-
dicular a reta que passa pelas antenas B e E.

Solucéo:
Dados: A(-3,4); B(1,-2)
Vou chamar de reta r:

x -3 1 x
=0..4x+6+y+3y-4+2x=0..
y 4 -2y

1
Bx+4y+2=0(+2).. 3x+2y+1=0.'.y=-%x-§

Dados: B(1,-2); E(7,2)
Vou chamar de reta s:
x 1 7
y -2 2

X
=0..-2X+2+7y-y+14-2x=0.".
Y

2
-4x+6y+16=0(+2].'.-2x+3y+8=0.‘.y=§x-§

2
m ==
3

r

1.3 3
Entdo m =-—..-—=-— ela esta correta.
m 2 2

S
lll. Se um observatorio for colocado no ponto
médio entre as antenas A e B, entdo o madulo
da diferenca das coordenadas desse ponto sera
inferior a 1,5.

Solucdo:

Dados: A(-3,4); B(1,-2)
A +B, -3+1

PMx = 2 PMx = T PMx ==1
A +B 4-2

PMy = V2 Y. PMy 27.'. PMx =)

Ry=(1;1)m]-1-10]-2] .2
Falsa

IV. Considere que uma sexta antena deva ser
colocada no ponto de intersecdo das retas que
contém os segmentos AE e BC. Nesse caso, a
soma das coordenadas desse ponto € igual a =1.

Solucéo:
Dados: A(-3,4); E(7,2)
Vou chamar de reta t:
x -3 7 X

=0..4x-6+7y+3y-28-2x=0..
y 4 2y

1 17
2><+10y-34=0[+2).‘.x+5y-17=0.‘.y=—gx+?

Dados: B(1,-2); C(3,-4)
Vou chamar de reta u:

x 1 3 x
=0..-2x-44+3y-y+6+4x=0..
y -2 -4y

2X+2y+2=0(+2)..x+y+1=0..y=-x-1

Vamos agora efetuar a tnu, gerando o ponto

19
l=(-—=
( ) 2)
X+5y=17 11 S
= X=-—ey=—
X+y=-1 2 2

entdo: x +y=-1 Falsa

V. Suponha que um observatdrio deva ser co-
locado em um ponto (x0,y0) sobre uma cir-
cunferéncia de raio 1 com centro na origem
do plano xOy, tal que a distancia desse obser-
vatorio até a antena C seja a menor possivel.
Nesse caso, log (3.x0 + y0) = 0.

Solucdo:
Dados: x, = 0;y, = -1
log(3.0-1) =0 — log(-1) = 0

Falsa, pois o logaritmando ndo pode ser nega-
tivo.

a) |ell falsas

b) Il e IV corretas

c) Il eV falsas

d) I, IV eV falsas VERDADEIRA
e) Il e lll corretas

Opcéo correta: letra D

(UFU) A condicdo para que x? + y2 - 6x + 4y +
(17 - m?) = 0, represente uma circunferéncia
é:

a) m<-2oum=2
b) m<-2oum>2
¢ -2<m<2
d -2<m<2

e) aequagdo ndo pode representar uma circun-
feréncia

Solucéo:
Dados:A=B=1;C=-6;D=4,E=17-m?
C 6
ag=——=0=—..00=3
2 2
D 4
=——=p=——rPB=-2
B=—>=p=— B

R=.o’+p*-E

o’ +B°—E>0=9+4-17+m’>0..
m’ —4>0=m<-2oum>2
Opcao correta: letra B

(UNIFOR modificada) Dada duas circunferén-
cias secantes entre si:

C:x*+y’-10x-10y=0e

Cix+y" +6x+2y-40=0

determinar a equacdo secante entre as cir-
cunferéncias.

2
X,
5 20
b) _2_X+3_y:
5 20

a) 1

1

J -=-=
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Solugdo

x> +y? —10x—10y =0 ()
{x2+y2+6x+2y—40=0(ll) x(=1)
-10x - 6x - 10y -2y + 40=0..
-16x-12y + 40=0 (—4).‘.4x+3y— 10=0..
_ —4x+10
T3
Vamos substituir em I:

2
~4x+10 —4x+10
xz+( X3 ) —10x—10/ X3 )=0..

2
,  16x 80x+100_10x+40x3100=O

9x? +16x> —80x+100—90x +120x —300=0.".
25x* —50x —200 = 0 (+25) ..

X' =2x=8=0..x,=—20Ux,=4.".

y,=6ouy,=-2
A(-2,6) e B(4,-2):

X =2 4 X

y 6 -2 y|”

6X+4+4y+2y—24+2x=0..
8x+6y—20=0..8x+6y=20(+20)..
2
%3
5 10

(EsSA 2008) A medida do perimetro do tridn-
gulo cujos vértices sio os pontos (1,1), (1.3) e
(2,3) é:

a) 3++/5 b) 3425 ¢ 3+35
d) 3+4v5 ¢ 34545

Solucéo:

1

Como vemos os pontos quando marcados no pla-
no cartesiano, determinam um triangulo retangu-
lo sendo assim falta-nos encontrar a hipotenusa

para determinarmos o perimetro pedido:

x2=12+2"— x =15, logo o perimetro sera
3 +V5

(EsSA 2008) As equacdes (x + 1) + (y - 4)2
=64 e (x — 4)? + (y + 8)? = 25 representam
duas circunferéncias cuja posicao relativa no
plano permite afirmar que sdo:

a) Interiores (sem ponto de interseccéo)
b) Tangentes interiores.

¢) Secantes.

d) Tangentes exteriores.

e) Exteriores (sem ponto de intersecgdo).
Solucdo:

C,(-1,4)er =8

C,(4-8er,=5

Calculando a distancia entre os centros:
d?=(4-(-1)2 + (-8-42—>d=13

Como podemos ver, a distancia entre os centros

€ igual a soma dos raios, logo as circunferéncias
sdo tangentes exteriores.

(Unitau-SP) Sabendo que o ponto Q(1-a,b+2)
€ ao quarto quadrante do plano cartesiano,
pode-se concluir que os possiveis valores de a
e b sdo:

a) {aeR/a=0}efoeR/b<1}

b) {aeR/a<ite{beR/o<-2}

o f{aeR/a>1te{beR/o>-2}

d {aeR/a<-2}ef{beFRfb<1}

e) {aeR/a=-1}e{beR/b=2}

(CEFET-PR MODIFICADA) Qual a somatoéria das
coordenadas do ponto "P" do triangulo MNO

situado a igual distancia dos vértices M(4,0),
N(6,4) e 0(0.4) com seu baricentro(CG)?

a) 14 b) 12 c 8

d 6 e) 4

(UFBA MODIFICADA) Sendo dadas as equa-
¢oes das retas suportes dos lados de um trian-
gulo determine a soma das coordenadas de
seu baricentro,y =2x-1,y=5x-4ex=5
e assinale a alternativa correta.

g 2 b 2 J 14
3 5
d -12 e) 0

(VUNESP) Dado um sistema de coordenadas
cartesianas no plano, considere os pontos
A(2,2), B(4,-1) e C(m,0). Para que AC + CB
seja minimo, o valor de m sera de?

10

a) b) § ) —
3 3

1
3

(UFGS - modificada) Dada a figura abaixo
assinale a alternativa correspondente a so-

N

d) e)

NN Wl



10.

11.

12.

matoria das abscissas e das coordenadas dos
pontos A, B, C, D e E, sendo que as distancias
entre si sdo iguais.

1/4

n E(E,E)

D(D,D)
ac,c)
A(2;3)
a) 55 b) 20 ¢ 35
d) 31 e) 26

(UFPE - modificada) Sendo d o comprimento
da mediana relativa ao lado BC do triangulo
ABC onde A(0,0), B(4,6) e C(2,4) , entdo d? é
igual a:

a) 34 b) 32 o 4

d 34 e) 17

(FEEQ-SP) A distancia entre os pontos A(cosc,
seno) e B(seno,-coscr) é:

a) 1 b) 2 J 3
d -V2 e 2
(PUC-SP) Sendo A(3,1), B(4,-4) e C(-2,2)

vértices de um tridngulo, entdo esse triangulo
sera um:

a) retangulo e nio isosceles

b) retangulo e isdsceles

c) equilatero

d) obtusangulo

e) escaleno e ndo obtusangulo

(UFMG) O valor de m para que os pontos
A(2m+1,2), B(-6,-5) e C(0,1) sejam colineares
é:

a) -1 b) —— ¢ 0

g 1 e 1

2
(CEFET-PR) A equacio reduzida da reta que
passa pelo ponto P(-1,-3) e é perpendicular &
reta (s) 2x -3y + 4 = 0, é:

2 4 g 9
a) =—X+— b) =——x——
l 3 3 i 2 2
3 7 7
C) =—X-— d) =——X+—-
l 2 3 l 3
e) y—§x+g
2 2

(AFA-adaptada) As equagbes paramétricas

x=gen’t
y= s t
representam a seguinte equacéo.
a) x+y=1
b) x-y=1
Q) x+y=-1
d x+y=1
e) x-y=-1
(AFA) As diagonais de um losango estdo con-
tidas nas retas (r) (3m - 1)x + (m ,—2)y =0
e()x+(m+ 1)y +m+ 2 =0.E correto
afirmar que os possiveis valores de m

a) tém soma igual a 2

13.

14.

15.

16.

17.

b) tém produto igual a 3

¢) pertencem ao intervalo ]-3, 3]
d) tém sinais opostos

e) n.d.a

(ITA-SP) Considere o tridngulo ABC do plano
cartesiano, aonde A = (p,q), B = (2p,3q) e C
= (3p.2q), sendo p e q reais. Se M é o ponto
de interseccao de suas medianas, entdo a reta

que passa por M e é paralela a reta BC inter-
cepta os eixos cartesianos nos pontos:

a) (0,p) e (4p.)

b) (0/4q) e (4p,0)

d (04p) e (49,0

d) (0.9)e(p.0)

e) (0,3q) e (3p.0)

(CEFET-PR) O ponto P, de ordenada positiva,
pertence ao eixo y e a circunferéncia de equa-
¢do x? + y? - 8x - 2y - 8 = 0. A equacdo da
reta tangente a circunferéncia ao ponto P é:

a) 4x+3y+12=0

b) 4x-3y+9=0

¢ 4x-3y+12=0

d 4x-3y+6=0

e) 4x+3y-9=0

(UFPR) Determinar o maior valor inteiro de k
a fim de que x? - y2 - 6x + 10y + k = O, seja
a equacdo de uma circunferéncia de raio nao
nulo.

a) 15 b) 20 ¢ 25
d) 33 e) 42

(UFPR) Para que a equagdo (2m + 1)x2 + (m
- 2).y? +2x - 6y + k = 0, represente uma cir-
cunferéncia, devemos ter:

a) m=k=2
b) m=3ek=2
¢) m=k=0
d m=k=3

e) m=-3ek<2

(UNB-modificada) Na figura a sequir, as cir-
cunferéncias tém centros nos pontos A e B
e cada uma delas € tangente a trés lados do
retangulo. Sabendo que cada circulo tem area
2, determinar suas equacdes e a distancia en-
tre AB, respectivamente?

4
|

N
L\
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19. (OSEC) Qual e a circunferéncia que passa pela

a) X¥+y'+—=0¢e origem e tem o ponto C(-1,-5) como centro?
. N 12 NG a) X2+y2+2x+10y=0
XEy P 'Y+;= " b) x2+y?-2x-10y=0
b) x2+y2-i=0e J EayEadhs0
T d x®+y*+2x+10y+2=0
x2+y2—8'\/E y+3—0ﬂ e) XX+y*-8x-y+8=0
A AR 20. (UFMG-modificada) Na figura a seguir, estio
. representadas trés circunferéncias, tangentes
Q) X4yi+ . Oe duas a duas, e uma reta tangente as trés cir-
cunferéncias:
opyo BT 12 oV
y Y+ : .
T b T
d x2+y?- i=Oe
T T
™
.., 8m 12 2/n \
X¥*+y - ——y+ — =0, — !
T T T

4
e) xX2+y?-

‘ |
1}
S
n
JJ (-‘
r
0

0, 25

T

X2+ y2 -

ENEN

Y+

18. (FGV-SP) Dado o ponto P(5, 4) e a circun-

feréncia de equagio X2 + y> - 2x - 2y -1 = 0, Sabe-se que o raio de cada uma das duas
a equacdo da circunferéncia concéntrica com a c'ircunferéncia§ maiores mede 1~ cm. Entao,
circunferéncia dada e que passa por P é: ¢ CORRETO afirmar que a equagéo da menor

a) xX2+y?-2x-2y-20=0 vale:

b) X>+y*-2x-2y-21=0
) X+y-2x-2y-22=0
d X®+y*-2x-2y-23=0
e) XX+y*-2x-2y-24=0

a) XX+y*-8x-y+8=0

b) 2x®+2y*+8x-y+8=0
) 2x2+2y’-8x+y-8=0
d 2x+2y*-8x-y-8=0
e) 2x2+2y*-8x-y+8=0
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M15

1. A 2. A 3. A
4. D 5 A 6. C
7. E 8. E 9. D
10. € 1. B 12. C
13. C

1. B 2. 225 3. C
4 A 5 E 6. B
7. D 8. E 9. D
10. €

1. A 2. A 3. C
4. C 5. C 6. 180°
7. B 8. C 9. C
10. E 1. D 12. B
13. B 14. C 15. 300m
1. A 2. B D
4. C 5 B E
7. D 8. C 9. B
10. D 1. B 12. D
1. D B D
4. C C B
7. D D C
10. D

M20

1. D 2. A 3. E
4 B 5 C 6. A
7. D 8. E 9. A
10. B 1. B 12. A
13. E 14. D 15. C
16. A 17. 3em 18. A
19. B 20. A 21. D
22. B 23. C 24. B

M21

.D 2.C 3A 4C 5B 6B 7.B
8.B 9.B 10.D 11.C 12.A 13.D 14.E
15.D 16.A 17.D 18.C 19.B 20.D 2I1.C
22.A 23.E 24E 25D 26D 27.A 28.B
29.C

M22

.D 2.A 3B 4A 5C 6E 7.B
8.0 9.C  10.E

M23

1.C 2B 3.B

M24 E 25

.C 2D 3A 4B 5E 6C 7D
8.C 9.C 10.B 11.D 12.C 13.C

M26

1.E .C 3.A 4D 5B 6D 7.C
8.D .C  10.E 1.B 12.B

M27

1A .B 3.C 4E 5B 6A 7.B
8.B .C  10.B

M28

1.B .B 3.E 4D 5C 6E 7.C
8.E .9 10.C T1.E

M29

1.C .B 3D 4E 5C 6E 7.C
8. A .0 10.C 1.C

M30

1. B 2. A 3. C 4. C
5. A 6. A 7. B 8. D
9. C 10. B 1. A 12.D
13. B 14. C 15. D 16. E
17. D 18. D 19. A 20.E
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