FRENTE = MODULO

MATEMATICA A 17

Funcao Logaritmica
INTRODUCAO Iﬁ@' 2°) Gréfico da fungéo f(x) = log, x

2
Chamamos de fungdo logaritmica toda fungédo f, -

de dominio R e contradominio R, que associa a cada nimero 8 -3
real positivo x o logaritmo log, x, sendo a um ndmero real 4 2
positivo e diferente de 1.
2 -1
1 0
f:RI >R | f(x) =log,x,emque 0 <a=#1
1 8
= 1 +—>
2 X
Exemplos:
1 2 TETT T i
19) f(x) = log, x 3%) y=Inx 4 BT I
2°) f(x) = log, , X 4°) y = log,, x L 3
' 8

GRAF|COS l%' OBSERVAGOES

i) Ambos os graficos ndo interceptam o eixo das

M ordenadas. Isso ocorre porque a fungdo logaritmica
ef(x) = Iogl Xx. Em cada caso, vamos atribuir alguns valores ndo esta definida para x = 0.

2

para x e, em seguida, calcularemos os correspondentes ii) Ambos os graficos interceptam o eixo das abscissas no
ponto (1, 0). Isso se deve ao fato de que log, 1 = 0,
para qualquer nimero real a positivo e diferente de 1.

Vamos construir os graficos das fungdes f(x) = log, x

valores de y. Os pares ordenados obtidos serdo usados

para construir cada grafico.

iii) O grafico da fungdo f(x) = log, x € crescente. Isso
ocorre porque a base do logaritmo é igual a 2, ou seja,
é maior do que 1.

- iv) O gréfico da fungdo f(x) = |Ogl X é decrescente. Isso
2

. L 1 .
ocorre porque a base do logaritmo é igual a 5 ou seja,

1°) Gréfico da fungdo f(x) = log, x

1
= =3
8 € um numero maior que 0 e menor que 1.
1 - YA De modo geral, ha dois casos a serem considerados no
4 e esbogo do grafico da fungéo f(x) = log, x:
Y S 19caso: a>1
ER E y
1 0 8 X

e Fungdo crescente
2 1

o| 11 X e Dominio D = R}

4 2

e ImagemIm =R
8 3
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20caso: 0 <a<1

e Fungao decrescente
e Dominio D = R}

e Imagem Im = R

OBSERVACAO

A fungdo f: R} — R, definida por f(x) = log, x, € inversa
da fungdo g: R — R}, definida por g(x) = @, com 0 < a # 1.
Os graficos das fungdes f e g sdo simétricos em relagdo

a bissetriz dos quadrantes impares (y = x).

1°caso:a > 1

20caso: 0 <a<1

YA
y =a

y = log, x

4 Colecao 6V

EXERCiCIO RESOLVIDO

01. (UFJF-MG) A figura a seguir é um esboco, no plano
cartesiano, do gréfico da fungéo f(x) = log, x, com alguns
pontos destacados. Supondo que a abscissa do ponto A
é igual a 9, é incorreto afirmar que:

YA

A) abase b éigual a 3.

B) a abscissa de C é igual a 1.
C) f(x) < 0 para todo x € (0, 1).
D) a abscissa de B € igual a 2.

E) f(x) é crescente.

Resolugéo:
O ponto A possui abscissa 9 e ordenada 2. Substituindo,
na expressao da fungdo, temos:

log,9=2=b2=9=b=3

Portanto, a alternativa A esta correta.

Para f(x) = 0, temos log, x = 0 = x = 1. Logo, a abscissa
do ponto C é igual a 1. Portanto, a alternativa B esta correta.

Para 0 < x < 1, as correspondentes imagens sdo
negativas. Portanto, a alternativa C esta correta.

Para f(x) = 1, temos log, x = 1 = x = 3. Portanto,
a alternativa D esta incorreta.

O grafico representa uma fungdo crescente, pois a base
b = 3 > 1, ou seja, a alternativa E esta correta.

INEQUAGAO LOGARITMICA 10

E toda desigualdade em que a varidvel aparece no
logaritmando ou na base do logaritmo. Ha dois casos basicos:

Consideremos a fungéo logaritmica f(x) = log, x.
19caso:a > 1

O grafico representa uma fungdo crescente. Assim,
observe que, para log, x, < log, x,, temos x, < Xx,.

f(x) 4

log, X,

log, X,

0]

Portanto:

Se a > 1, devemos conservar o sinal da
desigualdade ao comparar os logaritmandos.

X; < X, &log, x, < log, x,
20caso: 0 <a<1

O grafico representa uma funcdo decrescente. Assim,
observe que, para log, x; > log, x,, temos x, > x,.

f(x) A

log, X, +-

(0]

log, X,

Portanto:

Se 0 < a < 1, devemos inverter o sinal da
desigualdade ao comparar os logaritmandos.

X; < X, & log, x, > log, X,

OBSERVACAO

Ao resolver uma inequacgdo logaritmica, devemos levar
em consideragdo as condicGes de existéncia dos logaritmos
envolvidos. Portanto, a solugdo consiste na intersecdo dos
intervalos obtidos da condicdo de existéncia dos logaritmos
e da inequacgdo logaritmica.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

02. Resolver, em R, a inequagdo log, (x - 2) < log, 5.
Resolugao:
Verificamos, inicialmente, a condigdo de existéncia:
X-2>0=>x>2 (I)

Como 7 > 1, devemos conservar a desigualdade para os
logaritmandos, ou seja:

X-2<5=x=<7 (II)
A solugdo é dada pela intersegdo dos intervalos (I) e (1I).
Portanto, S={xeR |2 <x < 7}.
03. Resolver, em R, a inequagdo log, (2x - 8) > log, X.
6 6
Resolucgao:

Verificamos, inicialmente, as condigBes de existéncia:

2x-8>0 x>4 (I)
e =3 e
x>0 x>0 (II)

04.

Funcao Logaritmica

Como 0 < % < 1, devemos inverter a desigualdade para
os logaritmandos, ou seja:

2x -8 < x=>x <8 (III)

A solucdo é dada pela intersecdo dos intervalos (I),
(II) e (III).

Portanto, S={x e R | 4 < x < 8}.

Resolver, em R, a inequagdo log, 7 + log, (x + 1) = -3.
2
Resolugao:

A condicdo de existéncia é dada por:

x+1>0=>x>-1 (I)

log, 7 + Iog1 x+1)=2-3=>

2

log, 7 + Iogr1 x+1)=2-3=>

log, 7 - log, (x + 1) = -3log, 2 =

log, 7 2I0922’3:77 213
X+1 x+1 8

Fungdo I

L_lz 3%2 _X+5520
x+1 8 8(x+1) 8x +8
exX+¢e

Fungdo II

Estudo do sinal:
FungdoI: y, = -x + 55
Raiz: 0 = -x + 55 = x =55

o
5§\\\£3 X

Fungdo II: y, = 8x + 8

Raiz: 0 =8x +8=>x=-1

e
e

X
Quadro de sinais:
-1 55
o -
" s +
- ! + ! +
Y2 ° g
- | + | -
71 ° ‘
X

Logo, o intervalo obtido da inequagdo logaritmica é
-1 < x < 55 (II).

Com a intersegdo de (II) com a condigdo de existéncia (I),
temos como solugdo S = {x e R | -1 < x < 55}.
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6

APLICACOES DOS 4
LOGARITMOS

-

Ha equagbes exponenciais que ndo conseguimos reduzir
a poténcias de mesma base.

Assim, para resolver essas equagdes, devemos aplicar o
logaritmo, em uma base adequada, dos dois lados da igualdade.

Esse artificio é utilizado devido ao fato de a fungdo
logaritmica ser a inversa da exponencial.

EXERCIiCIOS RESOLVIDOS

05.

06.

Resolver a equagao exponencial 4* = 12.
(Considerar: log 2 = 0,30; log 3 = 0,48.)
Resolugéo:

4x =12 = log 4 = log 12 =
x.log4 =log (4. 3) =

X.log 22 = log 22 + log 3 =
2x.log2 =2.log2 +log 3 =
2x.0,30=2.0,30 + 0,48 =
0,60x = 1,08 =>x = 1,8

(UFOP-MG) A massa de certo material radioativo num
instante t é dada por m(t) = m;.10". Se t é dado em
anos, m; = m(0) = 500 g é a massa inicial, m(20) = 400 g,
adotando log2 = 0,3 elog 5 = 0,7, encontrar:

A) o valor de k.

B) otempo necessario para que metade da massa inicial
se desintegre.

Resolugéo:
A) Calculo do valor de k:
Para t = 0, temos m(0) = 500.
Para t = 20, temos m(20) = 500 . 102% =

4
400 = 500 . 1072%« = 5 =102 =

log 10-2% = log {g) = -20k = log4 - log 5 =
-20k = 2.log2 -log5=-20k=2.0,3-0,7=>
1

-20k=0,6 -0,7=>-20k =-0,1 =k = ﬁ

v
B) Temos que m(t) = 500 . 10 #°,

Queremos que m(t) = 250 g (metade da massa inicial).

_t St
250=500.102°°:%=102°°:
1 300 t
log ==lo (10 200):Io 1-log2= -——=
92 g g g 200
0-0,30 = - t t=60
PP 00 TN T

O tempo necessario é igual a 60 anos.

Colecao 6V

EXERCICIOS DE

RESOLUCOES NO
@ Bernoulli Play

APRENDIZAGEM

01.

©

02.

)

03.

04.

(IFAL-2016) Num determinado més, a quantidade
vendida Q de um certo produto, por dia, em uma loja,
em funcgdo do dia d do més, é representada pela fungdo
Q = log, d. Qual a quantidade vendida desse produto no
dia 16 desse més?

A) 0 c) 2 E) 4
B) 1 D) 3

(PUC RS-2016) Observando-se o céu apds uma chuva,
avista-se parte de um arco-iris atrds de uma construgdo.
A parte visivel poderia ser identificada como a representagdo
grafica da fungao f dada por f(x) = log x, a seguir.

y

A soma dos valores a, b e ¢, indicados na figura, é:
A) 11,1. C) 14,9. E) 100,1.
B) 14,5. D) 15,5.

(CEFET-MG) Considere a fungao f: ]1-2, «[ — R definida

por f(x) = log, (x + 2). Se f(a) :%f(b), entdo:

A) a=3b+1
B) a=3b+3

c) a=i{b+2-2

D) a=3b+4+2

(EsPCEx-SP-2017) A curva do grafico abaixo representa
a fungdo y = log, x.
y
= log,x
B c Y=0%
----------- D
A: 1
1
1 1
0 / 1 2 8 X
A area do retangulo ABCD é:
3
A) 12 D) 6log, 5
B) 6 E) log, 6
C) 3

05.

06.

(CEFET-MG-2015) Os graficos das funcgoes f e g estdo
representados geometricamente na figura que se segue.

Y

Se h é a fungdo definida h(x) = log (f(x).g(x)), o dominio
de h é:

A) 1-2, 2[ U 15, +oof
B) 1-w, -2[ v ]2, 5[
C) 1-, 2[ U 15, +oof

D) R - ]-2, 5[
E) 1-2, 5[

(UEG-GO) O grafico da fungdo y = log (x + 1) é

representado por:

A) y
1

B) y

o) y

D) Y

07.

08.

©

Funcao Logaritmica

(UDESC-SC) O conjunto de nimeros reais que representa
a intersegdo entre os dominios das fungdes

f(x) = (-2x> -6x+8) e g(x) = log (x + 2)

é um intervalo

A) aberto a direita e fechado a esquerda.
B) aberto nos dois extremos.

C) fechado nos dois extremos.

D) infinito.

E) aberto a esquerda e fechado a direita.

(ESPM-SP) Em 1997 iniciou-se a ocupagcdo de uma
fazenda improdutiva no interior do pais, dando origem
a uma pequena cidade. Estima-se que a populagao
dessa cidade tenha crescido segundo a fungdo
P=0,1+log, (x-1996), onde P é a populagdo no ano x,
em milhares de habitantes. Considerando ﬁ = 1,4,
podemos concluir que a populagdo dessa cidade atingiu
a marca dos 3 600 habitantes em meados do ano:

A) 2005. C) 2011. E) 2004.
B) 2002. D) 2007.

EXERCIiCIOS

PROPOSTOS

01.

02.

03.

RESOLUGGES NO
@ Bernoulli Play

(UECE-2016) Se f: R —» R é a fungdo definida por
f(x) = 10* - entdo, o valor de log(f(e)) €é igual a
Atengdo!

e = base do logaritmo natural

Log = logaritmo na base 10

L = logaritmo natural

~

A L. B) 0. c D) 1.
2

W~

(UERN) O produto entre o maior niimero inteiro negativo e
0 menor nimero inteiro positivo que pertence ao dominio
da fungdo f(x) = log, (x2 - 2x - 15) é:

A) -24.
B) -15.
C) -10
D) -8.

(FGV-SP) A solugdo da inequagdo log, (x* - 3) > 0 é:

A) {xeR|x<-/3oux>/3}

B) {xeR|-2<x<2}

C) {xeRr|-/3<x</3}

D) {xeR|-2<x<-/30ouy3<x<2}
E) {xeR|x<-20ux>2}
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https://youtu.be/5x4XowfoqOc
https://youtu.be/5U5ZLl0vUns
https://youtu.be/PIXimacK0V0
https://youtu.be/RnIAgUOYQ2I
https://youtu.be/wXVKTOrLBNY
https://youtu.be/ARNbZ-9IEzo
https://youtu.be/otN2IoBumO8
https://youtu.be/j5MTw2_Xd_0
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04.

©

05.

06.

©

07.

©

(UNIFESP) Com base na figura, o comprimento da
diagonal AC do quadrildtero ABCD, de lados paralelos
aos eixos coordenados, é:

y y=2.3

y = log, X

T

ol / X

A) 2/2 D) 4/5
B) 4,2 E) 6/3
C) 8

(FUVEST-SP) O conjunto dos nimeros reais x que satisfazem
a inequagdo log, (2x + 5) - log, (3x - 1) > 1 é o intervalo:

1 5 17
A) _—°°/—5|: D) :IEIZ[
17 1
B) _Z,oo|: E) ]0,5[
15
c) __E’O[

(UECE-2016) O dominio da fungdo real de variavel real
definida por f(x) = log, (x2 - 4x).log, (5x - x) é o intervalo
aberto cujos extremos sdo os nimeros

A) 3ed4. C) 5e6.

B) 4eb5. D) 6e7.

(FUVEST-SP) Seja f uma fungdo a valores reais, com

dominio D cR, tal que f(x) = Iogm[logl(x2 - X+ 1):' para

todo x e D. 3

Yy a>1 y O<ax<1

0/1 X Ol\x

Graficos da fungao logaritmica de base a.

O conjunto que pode ser o dominio D é:
A) {(xeR|0<x<1}
B) {xeR|x=<0Ooux=2=1}

8 Colecao 6V

08.

09.

10.

0 {XGR|%<X<10}

D) {XER|XS%OUX210}
E) {xeR|l<x<E}
9 3

(UECE-2017) Se f é a fungdo real de variavel real definida
por entdo, f(x)=log (4 - x2) + \4x - x*, o maior dominio
possivel para f é:

log x = logaritmo de x na base 10

A) {numeros reais x tais que 0 < x < 4}.

B) {nUmeros reais x tais que 2 < x < 4}.

C) {ndmeros reais x tais que -2 < x < 4}.

D) {nUmeros reais x tais que 0 < x < 2}.

(UFPR-2016) Considere o grafico da fungdo f(x) = log, x
e a reta r que passa pelos pontos A e B, como indicado
na figura a seguir, sendo k a abscissa do ponto em que
a reta r intersecta o eixo Ox. Qual é o valor de k?

Y

0,25 X
ol .
B
17 12 7
A o 0 - B) -
14 11
B) —. D) —
) 99 )

(UEG-G0O-2018) O grafico a seguir é a representagdo da

@ fungdo f(x):logz[ 1 b].
ax+

ARV

11.

12,

13.

14.

O valor de f1(-1) é

A) -1. D) 2.
B) 0. E) 1.
c) -2.

(FUVEST-SP-2017) Considere as fungfes f(x) = x> + 4

e g(x)=1+log, x, em que o dominio de f é o
2

conjunto dos numeros reais e o dominio de g é

o conjunto dos numeros reais maiores do que 0.

Seja h(x) = 3f(g(x)) + 2g(f(x)), em que x > 0. Entao,

h(2) é igual a:

A) 4. D) 16.
B) 8. E) 20.
c) 12.

(UCS-RS-2016) Um equipamento é depreciado de tal
forma que, t anos apo6s a compra, seu valor é dado por
V(t) = C.e%2t + 31 000. Se 10 anos apds a compra o
equipamento estiver valendo R$ 112 000,00, entdo ele
foi comprado por um valor, em reais,

Dado: In 7,4 =~ 2.

A) maior que 700 000.

B) entre 600 000 e 700 000.
C) entre 500 000 e 600 000.
D) entre 400 000 e 500 000.
E) menor que 400 000.

(FUVEST-SP-2017) Um analgésico é aplicado via
intravenosa. Sua concentragdo no sangue, até atingir a
concentragdo nula, varia com o tempo de acordo com a
seguinte relagdo:

c(t) = 400 - k log, (at + 1),

em que t é dado em horas e c(t) é dado em mg/L.
As constantes a e k sdo positivas.

A) Qual é a concentragdo do analgésico no instante inicial
t=0°?

B) Calcule as constantes a e k, sabendo que, no instante
t = 2, a concentragdo do analgésico no sangue é
metade da concentragdo no instante inicial e que,
no instante t = 8, a concentragdo do analgésico no
sangue é nula.

(UCB-DF-2016) Quando se administra uma medicagao
a um paciente, a droga entra na corrente sanguinea
e, apds a metabolizagdo, é eliminada de tal forma
que a quantidade presente no organismo decresce
exponencialmente. Com base no exposto, suponha que,
para o antibidtico ampicilina, 40% da droga presente no
organismo de uma pessoa € eliminada a cada hora apo6s a
aplicagdo. Se uma dose tipica de ampicilina tem 250 mg,
e considerando que log 6 = 0,77, o tempo necessario,
em horas, para que o organismo de uma pessoa elimine
235 mg dessa dose é

A) menor que 4.
B) entre 4 e 4,4.
C) entre 4,4 e 4,8.

D) entre 4,8 e 5,2.
E) maior que 5,2.

15.

©

16.

17.

©

(ACAFE-SC-2016) A figura a seguir representa o grafico
da fungdo y = log, x, comb > 1ex > 0.

y
y = log, x

[T 2 3

Nessa representagdo, o poligono ABCDE possui area

igual a:
A) log, %

B) log, 3

C) log, 3 + log, 2
D) 1,5.log, v2

(Unifor-CE-2016) As populacGes de duas cidades A e B
sdo dadas em milhares de habitantes pelas fungbes
A(t) = logg (1 + t)° e B(t) = log, (16t + 16) onde t &
dado em anos. Apds certo instante t, a populagdo de
uma dessas cidades é sempre maior que a outra. O valor
minimo desse instante t é de

A) 2 anos. D) 5 anos.
B) 3 anos. E) 6 anos.
C) 4 anos.

(Unicamp-SP) A altura (em metros) de um arbusto em
uma dada fase de seu desenvolvimento pode ser expressa
pela fungdo h(t) = 0,5 + log,(t + 1), onde o tempo t > 0
é dado em anos.

A) Qual é o tempo necessario para que a altura aumente
de 0,5 m para 1,5 m?

B) Suponha que outro arbusto, nessa mesma fase de
desenvolvimento, tem sua altura expressa pela fungao
composta g(t) = h(3t + 2). Verifique que a diferenga
g(t) - h(t) é uma constante, isto &, ndo depende de t.

SECAO ENEM

01.

(Enem-2015) Um engenheiro projetou um automdvel
cujos vidros das portas dianteiras foram desenhados de
forma que suas bordas superiores fossem representadas
pela curva de equagdo y = log (x), conforme a figura.

ymy = log(x)
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https://youtu.be/azl1Vw8sCSQ
https://youtu.be/OtrRKJU83wc
https://youtu.be/8ofdFe8UIIU
https://youtu.be/xiEehTAT3r8
https://youtu.be/iXgPxDo3Lm8
https://youtu.be/E3gTNOXD7bc
https://youtu.be/WQ2GfnXU10U
https://youtu.be/-6W581Uth6E
https://youtu.be/F3m_TRjGEOM
https://youtu.be/qZJfiHJg8uw
https://youtu.be/HXY8wiroiD4
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A forma do vidro foi concebida de modo que o eixo x 03. Uma das grandezas relacionadas ao som é a sua altura A,
sempre divida ao meio a altura h do vidro e a base medida em decibéis (dB). A altura de um som est3
do vidro seja paralela ao eixo x. Obedecendo a essas relacionada com a sua intensidade I, medida em watts
condigdes, o engenheiro determinou uma expressao que por metro quadrado, através da funcéo:

fornece a altura h do vidro em fungdo da medida n de I

sua base, em metros. O [Io}

A expressdo algébrica que determina a altura do vidro é:

n+vn® +4 (n—\/n2+4]
2

sendo I, uma constante que vale 10712 —-

A) log -log

Sabe-se que as intensidades sonoras aproximadas de

2
um carro e de um avido a jato sdo iguais a 10~ ﬂz e
B) log 1+2]—Iog 1—E] e

2 102 ﬂz, respectivamente. Portanto, pode-se afirmar que
m
n n a razao entre as alturas dos sons produzidos pelo avido
C) log[{1+—|+log[1-— L
2 2 e pelo carro, nessa ordem, é igual a:
A) 1,75. D) 2,05.
D) Io n+vn® +4 ) )
9 2 B) 1,85. E) 2,35.
C) 1,95.
[ 2

GABARITO Meu aproveitamento /\/\;—'I

02. (Enem) A Escala de Magnitude de Momento (abreviada

com MMS e denotada como M,)), introduzida, em 1979, Aprendizagem Acertei Errei
por Thomas Haks e Hiroo Kanamori, substituiu a escala
de Richter para medir a magnitude dos terremotos O 01.E O 04.B O 07.E
em termos de energia liberada. Menos conhecida pelo O 02. A O 05.B O 08.D
publico, a MMS é, no entanto, a escala usada para O 03 C O 06.D
estimar as magnitudes de todos os grandes terremotos
da atualidade. Assim como a escala Richter, a MMS é uma Propostos Acertei Errei
escala logaritmica. M,, e M, se relacionam pela férmula:
5 O 01.B O 05.D O 09. A
My = -10,7 + Zlog,, (M,) O 02. A O 06.B O 10. E
) L ) O 03.D O 07. A O 11.B
Onde M, € o momento sismico (usualmente estimado
a partir dos registros de movimento da superficie, O 04.D O 08.D O 12.8
através dos sismogramas), cuja unidade é o dina.cm. 13
O terremoto de Kobe, acontecido no dia 17 de janeiro o
de 1995, foi um dos terremotos que causaram A) 400 mg/L
maior impacto no Japdo e na comunidade cientifica O B) a=1lek=200
internacional. Teve magnitude M,, = 7,3. O 14. E
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Mostrando que é possivel determinar a medida por meio Segao Enem Acertei Errei
de conhecimentos matematicos, qual foi o momento O 01.E
sismico M, do terremoto de Kobe (em dina.cm)? O 02 E
A) 10—5,10 D) 1021,65 O 03 A
B) 10—0,73 E) 1027,00
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