3.CONJUNTOS NUMERICOS

1. INTRODUCAO

Numeros sdo elementos abstratos, largamente usados na matematica, com finalidade de contar e medir.
Nesta se¢do, trataremos dos mais importantes conjuntos formados por nimeros, os chamados Conjuntos Numéricos.
Sdo eles o conjunto dos Nimeros Naturais N, o conjunto dos Nimeros Inteiros Z, o conjunto dos Nimeros Racionais
Q, o conjunto dos niimeros Irracionais Q e o conjunto dos Niimeros Reais R.

2. O CONJUNTO N

Ao resultado de uma contagem chamamos numero natural. O conjunto dos numeros naturais é assim
representado,

N=1{0,1,23,45,.}

A ideia principal por tras deste conjunto é a de sucessdo. N é um conjunto de numeros ordinais, no qual o
“um” é o primeiro elemento, cujo sucessor é denominado “dois”, que por sua vez tem um sucessor denominado
“trés” e assim em diante.

Um subconjunto importante de N é o conjunto dos naturais ndo nulos
N*=1{1,2,3,4,5,6,..}
Se o simbolo de um conjunto estiver associado ao simbolo “*”, entdo o zero ndo fara parte deste conjunto,
istoé A* = A —{0}.
Em relagdo as operagdes adigdo e multiplicagdo N possui a propriedade do fechamento, que diz basicamente
gue a soma de nUmeros naturais resulta em um nimero natural, e o mesmo vale para a multiplicagdo.

vmneN,(m+n) ENem.neN

Perceba que N ndo é fechado para a subtragdo nem para a divisdo. Por exemplo, (3 —=5) € Ne (3 +7) ¢ N.

3. O CONJUNTO Z

Em certo momento da histdria os niUmeros naturais precisaram ser estendidos a fim de atender melhor as
necessidades humanas. Assim surge o conjunto dos nimeros Inteiros. Representado da seguinte forma,

Z={..,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}
E imediato que N c Z e que Z é fechado para adi¢do, subtracdo e multiplicagdo (Pense em exemplos!).

A geometria do conjunto Z permite compreender melhor a relagdo de ordem entre dois numeros inteiros.
Esta geometria se faz numa reta numerada, escalonada e geralmente orientada para crescimento a direita. Ela é
denominada a Reta Numeérica dos Inteiros, veja,

-3 -2 -1 0 1 2 3
- R >

unidade

A reta numérica voltara a ser estudada posteriormente de forma mais ampla.

A seguir, apresentam-se alguns subconjuntos importantes de Z,
Zr={..,—-3,-2,—-1,1,2,3,..}
Z,=N={0,1,2,3,..}

Z_={..,—3,-2,-1,0}

Pense em como seriam os conjuntos Z* e Z}.



3.1. M6DpULO DE UM NUMERO INTEIRO

Definimos o médulo do nimero inteiro x, indicado por |x|, como sendo a distancia de x a zero na reta
numérica,

A
y

modulo de x

Note que o médulo de um nimero inteiro nunca é negativo, uma vez que se trata de uma distancia. Perceba
também que médulo tem a propriedade: x| = |—x|.
Outra forma de definir modulo é a que segue,

Ix] _{x,sexZO
—x,sex <0

Por exemplo, [13| = 13,|-7| =7e|0] = 0.

Veja a seguir, outras propriedades para mddulos, para todo x real:

i) [x%] = |x|? = x%;
ii) Vo = |x;
iii) . y| = x| |yl;

iv) [x:y| = |x|:|yl,paray # 0;
v) |x + y| < |x| + |y| (desigualdade triangular);
vi) [Ix] = Iyl] < lx =yl

Temos ainda que |x — y| = |y — x|, o que pode ser facilmente verificado.

3.2. OPOSTO DE UM NUMERO INTEIRO
0 oposto do nimero inteiro x é o nimero —x tal que x + (—x) = 0.

Por exemplo, o oposto de 17 é —17 e o oposto de —3 é 3.

4. 0 CONJUNTO Q

A fim de dar completude a operagdo de divisdo entre dois nimeros inteiros estende-se mais uma vez o
conceito de numero e surge o conjunto das fragdes, a saber, Q, assim definido:

a
Q ={E,coma,b EZeb + O}
A condigdo b # 0 é necessaria uma vez que ndo se define a divisdo por zero.
= . L2 -1 1
Sdo exemplos de nimeros racionais, 3 —4, 0,?, 5e S

Note que NC Z c Q.

O conjunto Q é fechado em relagdo as operagdes adigdo, subtragdo e multiplicacdo e o conjunto Q*é
fechado em relagdo a divisdo também.

4.1. REPRESENTACAO DECIMAL

. ~_ a ~ . . . 4, ~ 4, .. P
Consideremos a fragao 5 ndo inteira, isto é, na qual b ndo é divisor de a. Ao efetuar a divisdo de a por b

obtemos um numero decimal. Este numero pode ser um decimal exato — quando apresenta uma quantidade finita
de algarismos apds a virgula, ou um decimal ndo exato — quando apresenta uma quantidade infinita de algarismos



apds a virgula. Se as infinitas casas decimais de um decimal ndo exato apresentam a regularidade de se repetirem em
certo periodo, teremos uma dizima periddica, caso contrdrio, teremos uma dizima ndo periddica.

Naturalmente, considera-se x = ay, a;a,as ... a,0000 ... = ay, a;a,as ... a, um decimal com n algarismos
apds a virgula, uma vez que considerar uma quantidade finita ou infinita de zeros apds o ultimo algarismo decimal
diferente de zero ndo altera o quociente obtido. Por exemplo, é claro que,

0,2451000000 ...0 = 02451000000 ... (infinitos zeros) = 0,2451
Sdo exemplos de decimais exatos,
4 17

E=O,4€7=8,5

Sdo exemplos de dizimas periddicas,

1—0333 214—23777
3=0 ..e 90 ~ %

Pode-se utilizar as formas de representacdo 0,333 ... = 0,3 e 2,3777 ... = 2,37

4.2. CONVERSAO PARA FRACOES (FRACOES GERATRIZES)
O caso dos decimais exatos é simples,
ApA10203 ... Ay
g, A10503 ... Ay = — on
Por exemplo,
347 127
3,47 = 100 e 0,0127 = 10000
(o nimero de zeros apds o “1” no denominador equivale ao nimero de casas decimais)

Veja, por exemplo, como proceder com as dizimas periddicas 0,333 ... e 2,0323232 ...

Sejax = 0,333 ..., assim 10x = 3,333 (multiplicando-se ambos os lados por 10), subtraindo, lado a lado, a
segunda equagao pela primeira obtemos,

9x = 3, portanto, x = §

Agora seja y = 2,0323232 ..., assim 10y = 20,323232 ...e 1000y = 2032,323232 ..., subtraindo, lado a
lado, a terceira equagdo pela primeira,

1000y — 10y = 2032,323232...—20,323232 ...
990y = 2012
2012

990
Observe agora um método pratico para realizar a conversdo de dizimas periddicas em fragdes.

Para dizimas periédicas comegando por zero, sem evasor, procede-se assim

0,232323...= 23
: ~= 39

no numerador escreve-se o periodo e no denominador escreve-se o numero composto de tantos algarismos “9”
. . 5

quantos forem os elementos do periodo). Veja outro exemplo, 0,555 ... = >
Para dizimas periddicas comegando ou ndo por zero, com ou sem evasor, procede-se assim
237-23 _ 214

2,3777 ... =
90 90

subtrai-se o numero formado pelos algarismos iniciais da dizima até o fim do primeiro periodo, pelo nimero formado
pelos algarismos iniciais da dizima até o ultimo elemento que ndo faz parte do primeiro periodo, e forma-se o
numerador. J& o denominador serd o nimero composto por algarismos “9”, tantos quantos forem os elementos do
periodo, seguidos de algarismos “0”, tantos quantos forem os evasores, caso existam. Veja outro exemplo,

10432 -104 10328

1,04323232... = 9900 = 3900




5. 0 CONJUNTO Q

Existem numeros que ndo podem ser expressos em forma de fragdo. E ndo é trivial pensar isso. Por muito
tempo na histéria pensou-se justamente o contrdrio. O teorema de Pitdgoras foi personagem protagonista no
reconhecimento dos nimeros irracionais.

Seja ABCD um quadrado de lado 1. Digamos que a diagonal d é racional, isto é, existem a e b inteiros positivos

a , ~ . .
comb # 0,talqued = 5 € uma fragdo irredutivel.

A B
d 1
D 1 C
Pelo teorema de Pitagoras,
d?=1*+1"
aZ
b= 2
a® = 2b?

Como a e b sdo nimeros naturais, necessariamente sdo pares ou impares. Vamos analisar a possivel paridade
deaeb.

Antes dessa analise consideremos as seguintes afirmagdes:
i) a forma geral de um nimero par é 2k, com k € Z,;
ii) a forma geral de um niimero impar é 2k + 1, com k € Z;
iii) Se 0 nimero m é par, entdo m? também é par.

A fim de provar isto, tome m = 2k,

assimm? = (2k)? = 4k* = 2(2k?)(par)

iv) Se 0 nimero m é impar, entdo m? também é impar.

A fim de provar isto, tome m = 2k + 1,

assimm?® = 2k + 1)? = 4k* + 4k + 1 = 2(2k? + 2k) + 1(impar)
Voltando ao caso da diagonal, vimos que
a? = 2b?

Analisemos a paridade de a e b:
12 caso: a e b impares.

Se a é impar, entdo a® também é impar. Contradicdo, pois a tem fator 2 em sua decomposicdo.
29 caso: a é impare b é par.

Andlogo ao anterior.
32 caso: a é pare b é impar.

Se a é par, entdo a® = (2k)? = 4k? tem um fator 4 em sua decomposicdo. Mas como b é impar, segue que
b? também é impar e 2b? n3o possui fator 4 em sua decomposicdo. (Contradigdo).

42 caso: a e b sdo pares.

~ ~ a o P .,
Se a e b sdo pares a fragdo ; ndo seria irredutivel.

Conclui-se, portanto, que ndo existem tais a e b.

Como nem todos os nimeros podem ser expressos em forma de fragdo, admitimos a existéncia do conjunto
dos nimeros irracionais (os ndo racionais).

Na explanagdo anterior vimos que a diagonal de um quadrado de lado 1 é irracional. Mas esta diagonal é d =
V2, logo foi provado que V2 é irracional.



Em resumo, a maneira pratica de identificar um nimero irracional é a seguinte:

S3do numeros irracionais:

e Raizes njoexatasx = \r, e
e  Decimais ndao exatos sem periodicidade.

Por exemplo, sdo todos irracionais os nimeros a seguir,

37 s

E ainda,

0,121221222...;32,71289345 ...e 21,7898998999 ...

(estes ultimos casos, supde-se que ndo ha periodos nas infinitas casas decimais sugeridas pelos “trés
pontinhos”.

Ha dois numeros irracionais bastante importantes na matematica. Sdo eles o nimero 7, que é a razao entre
comprimento de uma circunferéncia por seu didmetro, cuja aproximagdo mais comumente utilizada ém = 3,14 eo0
nimero e, base do logaritmo natural, cuja aproximagdo mais comumente utilizada é e = 2,71. O nimero 7w é
amplamente estudado em geometria enquanto e sera visto no estudo de exponencial e logaritmos.

6. O CONJUNTO R

Define-se o conjunto dos nimeros reais por

R=QUQ

Em R, assim como em Q, vale a propriedade do fechamento em relagdo a adigdo, a subtragdo e a
multiplicagdo. O fechamento em relag¢do a divisdo vale para R*.

A geometria de R se faz relacionando cada nimero real x a um ponto P da reta. Areta real ndo tem “buracos”,
isto é, cada ponto da reta esta associado a um numero real, de forma biunivoca.

6.1. A RETA REAL (OU EIXO REAL)

Seja uma reta na qual foi fixada a origem no ponto O = O(zero) e o ponto A = 1(um). O segmento OA, de
medida um, é a unidade. A origem divide a reta em duas semirretas, uma positiva (a direta) e outra negativa (a
esquerda).

0 A
0 1

Seja P um ponto qualquer da reta e x;,, 0 nimero real a ele associado.
i) Se P estiver na origem, x,, = 0;

ii) Se P estiver a direita de zero, Xp > 0. Se OA couber um ndmero inteiro n de vezes em OP, entdo x, = n serd um
inteiro positivo;

iii) Se P estiver a esquerda de zero, Xp < 0.Se OA couber um numero inteiro n de vezes em OP, entdo x, = —n serd
um inteiro negativo;

iv) Se P estiver a direita ou a esquerda de zero e OA ndo couber um nimero inteiro de vezes em OP, mas for possivel
- . L1 1 u
subdividir OA, digamos em n partes iguais a + € este segmento de medida - couber m vezes em OP, entdo teremos

m N . . 7 . m . . .
Xp = (estando P a direita de zero) ou, caso contrario, teremos Xp=——. Veja o exemplo ilustrativo.

P A
: ' @ >




Note que OA ndo cabe um nimero inteiro de vezes em OP, até mesmo porque neste exemplo temos que a

medida de OP é menor que a de OA. Mas ao subdividir OA em n = 6 partes, vemos que o segmento de medida % = é

. . . m 5
cabe m = 5 vezes em OP, logo P estd associado ao nimero e

iv) Agora se P estiver a direita ou a esquerda de zero, mas OP ndo se enquadrar em alguma das hipdteses anteriores,
isto é, os segmentos OA e OP forem incomensurdveis. Teremos que x,, € irracional, positivo no caso de P estar a
direita de zero ou negativo em caso contrario.

E imediato que N c Z c Q. Veja 0 esquema a seguir.

Q

R

=l

Z

6.2. INTERVALOS REAIS

Intervalos Reais, ou simplesmente Intervalos, sdo subconjuntos de R definidos a partir de dois nimeros
aeb,coma < b, da seguinte maneira,

Intervalo Aberto de Extremos a e b
la,b[={x € R,a<x < b}

Graficamente,

|

Intervalo Fechado de Extremos a e b
[a,b] ={x € R,a<x<b}

Graficamente,

Qi

Intervalo Fechado a Esquerda e Aberto a Direita
[a,b[={x € Ra<x<b}

Graficamente,

|

Intervalo Aberto a Esquerda e Fechado a Direita
la,b] ={x € R,a < x < b}

Graficamente,

|

Ha ainda os seguintes intervalos,
]—o,a]l={x€ Rx <a}
]—o,a[={x€ Rx<a}
[a,+o[={x€ Rx =a}



la,+oo[={x € Rx >a}

Veja como ficaria o modelo grafico de [ a, +oo [

a

—_—

Pense em como seria os demais modelos graficos e os desenhe.

6.3. OPERACOES COM INTERVALOS

Como os intervalos reais sdo conjuntos, vale também para eles, as operagdes de Unido, Intersecgdo, Diferenga
e Complemento. Veja um exemplo,

Dados os conjuntos A =] — 2,5] e B = [1, 7], vamos determinar AN Be AU B.

-2 5
A e Q)
| 7
B o e
ANB o e
_2 7

Temosque ANB =[1,5]eAuB =]-2,7].

7. AXIOMATIZAGAO DOS NUMEROS NATURAIS

No inicio do capitulo foi abordado o conjunto N. Estenderemos um pouco o conceito sobre este conjunto.

7.1. Os AXIOMAS DE PEANNO

Enunciaremos a seguir os Axiomas de Peano, sem nos aprofundar. Estes axiomas sdo os pilares de toda a
teoria dos niUmeros naturais. Daremos destaque exclusivo ao terceiro axioma. Este, quando enunciado sob a forma
de proposi¢Ges, constitui uma excelente ferramenta para demonstragdes relativas a numeros naturais.
Demonstragdes que se utilizam deste axioma sdo denominadas provas por indugdo finita, ou simplesmente provas
por indugdo. Para maiores elucidagdes sobre a axiomatizagdo dos niUmeros naturais aconselhasse a leitura do artigo
sobre o Principio da Indugdo Finita, de Elon Lages Lima, na revista EUREKA, n23, de 1998 ou outras fontes.

Considere, primitivamente, isto é, sem requerer definigdo, um conjunto N cujos elementos n sdo
chamados de nimeros naturais e uma fungdo, chamada sucessor, s: N = N tal que n = (n+ 1), sendo (n + 1)
denominado o sucessor de n.

A fungdo sucessor s satisfaz os seguintes axiomas:
i) s é injetiva — Se a # b entdo s(a) # s(b)(nimeros naturais distintos possuem
sucessores distintos);

ii) N — s(N) éum conjunto unitério. (Existe um Unico nimero natural, representado pelo
simbolo 1, que ndo é sucessor de nenhum outro nimero natural);



iii) (Axioma da Inducdo)Se Ac N, 1€ AeVa € A, ocorretambéma +1 € A4, entdo A =
N (Se um subconjunto de N possui o nimero 1 e tem a propriedade de possuir o sucessor de todos os
seus elementos, entdo ele é o préprio N.

O terceiro axioma de Peano pode também ser enunciado como a seguir:

7.2. O PRINCIPIO DA INDUGAO FINITA
Seja P(n) uma proposicdo relativa a nimeros naturais. Suponha que:
*P(1) é verdadeira, e
*Se P(n) é verdadeira, para algum n, segue-se que P(n + 1) também é verdadeira.
Entdo P(n) é verdadeira para todos os nimeros naturais.
Veja agora, uma aplicagdo desta poderosa ferramenta:

1. A drvore genealdgica da familia Pereira tem uma caracteristica bem singular. Cada individuo tem
sempre dois filhos e cada um dos dois filhos tem sempre dois filhos também, e assim sucessivamente. Quantos
descendentes terd a 39 geragdo da familia Pereira? E a enésima geragdo

Determinar o nimero de descendentes da 32 geragdo é uma tarefa bem simples. Pode-se montar um
grafico, como a seguir, e contar o nimero de descendentes de cada geragdo, teremos uma solugdo investigativa. Ja
para a segunda pergunta, a histdria é outra, ndo da para simplesmente contar o nimero de descendentes, pois a
pergunta exige uma resposta literal. Veja o grafico e a tabela que exp&e os resultados nele obtidos:

/O
o ——-20
/ o GERACAQ | pescenpentes
o] o) — 1 2

(9] / - \O 2 4=72
™~

(o) 3 8=23

Aterceira geragao terd 8 descendentes. Quanto a segunda pergunta, temos uma boa suspeita para a resposta:
na enésima geragdo teremos 2™ descendentes. Mas isso tem que ser provado. Vamos a demonstragdo por indugdo:

P (1) significa que a 12 geracdo tem dois descendentes. O que é verdade pelo nosso grafico;

Suponha que P(n) é verdadeira, isto é, a enésima geragdo tem 2™ descendentes. Como, por hipdtese, cada
individuo tem sempre dois filhos, uma geragdo qualquer sempre tera o dobro de individuos da geragao anterior. Logo,
a geragdo de ordem (n + 1) tera 2.2™ = 2™*1 elementos. Conclui-se, portanto, que P(n + 1) é verdadeira e assim,
por indugdo, a proposigdo vale para qualquer nimero natural.

Isto significa que, de fato, a enésima geragdo da familia Pereira tera 2™descendentes.

2(UNICAMP-1997) A desigualdade de Bernoulli: Seja x um numero real, x > —1.
Para todo natural n temos (1 + x)™ = 1 + nx.
Vamos a prova por indugdo:

Seja P(n): (1 +x)™ =1 + nx.



P(1): (1+x)! =1+ x =1+ 1.x, é verdadeira.
Suponha que P(n) é verdadeira. Como

A+ =14+x)"(1+x) =1 +nx)(1+x) = 1+x+nx+nx?> e observando que nx?=0,
temos que:

A+x)"t=1+x+nx+nx®>1+x+nx =1+ (n+ 1)x, portantop(n + 1) é verdadeira, e assim,
por inducgdo, a desigualdade de Bernoulli esta provada.



