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PROF. RENATO MADEIRA PROMILITARES — AFA/EFOMM/EN

APLICACOES DA DERIVADA

1. TESTE DE MONOTONICIDADE
Seja f uma func¢do continua no intervalo I.

se f'(x)> 0, Vxel, entao f é estritamente crescente no intervalo I.

se f(x)<0 , Vxel, entao f é estritamente decrescente no intervalo 1.

Exemplo: Identifique os intervalos de crescimento ou decrescimento da fungdo f(x) =x3 =% +x+2.

f(x)=x3 —2¢® +x+2=f(x)=3x* —4x+1

1 o o , 1
Se §<x<1, entdo f'(x)<0. Portanto, f é decrescente em k,l{.

1 , 1
Se x<§ ou x>1, entdo f'(x)>0. Portanto, f é crescente em }—oo,g[ e J1,+oq[.

2. MAXIMOS E MINIMOS DE UMA FUNCAO

Sejam f uma funcdo e p € D;. Dizemos que p é um ponto de maximo local de f, se existir r >0 tal que
f(x)<f(p), Vxe]p—r,p+r[ND;.

Isso significa que todos os valores da funcdo nas “proximidades” de p sdo menores ou iguais a f(p).
Por outro lado, dizemos que p é um ponto de minimo local de f se existir r >0 tal que

f(x)>f(p), Vxe]p—r,p+r[ND;.

Isso significa que todos os valores da fun¢do nas “proximidades” de p sdo maiores ou iguais a f(p).

Observe as duas situaces descritas na figura a seguir:

y 4
maximo {

~

jocal |
e
/ |
|

» No gréfico ao lado, nenhum dos dois pontos indicados € maximo ou minimo

[ “e/ minime  absoluto, apenas local.

-
| local
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OBSERVACAO

Uma forma de identificar maximos e minimos locais é estudar o sinal da primeira derivada. Quando a primeira
derivada é positiva antes de um ponto e negativa depois, esse € um ponto de maximo local. Quando a
primeira derivada é negativa antes de um ponto e positiva depois, esse é um ponto de minimo local.

Exemplo: Determine os maximos e minimos locais de f(x) =x3-3x% +3.

f'(x) = 3x* —6x =3x(x—2)

Logo, f cresce de |—o0,0[, decresce de 0,2 e cresce de [2,+o[.

Portanto, x =0 é abscissa de um ponto de maximo local e x=2 é abscissa de um ponto de minimo local.

O termo genérico para os pontos de maximo ou minimo de uma func¢do é pontos extremos.

Teorema: Uma condig¢do necessaria para a existéncia de um ponto extremo é que a primeira derivada f'(x)
seja igual a zero ou ndo exista.

Atente para o fato que primeira derivada nula ou inexistente ndo garante a existéncia um ponto extremo.
Trata-se de uma condicdo necessaria, mas ndo suficiente!

OBSERVACAO

Os pontos nos quais a primeira derivada é nula ou ndo existe sdo chamados pontos criticos.
Teorema (Teste da derivada segunda): Seja uma fungdo f(x) derivavel até a segunda ordem em um ponto
critico xg, ou seja, onde f'(xq)=0.

Se f"(xo)<0, entdo x, é abscissa de um ponto de maximo local;
Se f"(xo)>0, entdo x, €é abscissa de um ponto de minimo local; e

Se f"(xo)=0, entdo a existéncia de um ponto extremo em X, permanece em aberto.
. . 1 _£n _ _ (n—l) _ (n)

Teorema: Sejam f'(xo)=f"(xg)=---=F""(xg)=0 e £ (xq)=0.

eSen épare f(n)(xo)<0, entdo xg € abscissa de um ponto de maximo local.

eSen épare f(n)(xo) >0, entdo x, é abscissa de um ponto de minimo local.

e Se n é impar, entdo ndo ha ponto extremo em xg.
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Esse ultimo teorema apresenta uma condicdo necessdria e suficiente para a determinacdo de pontos
extremos.

Exemplo: Encontre e caracterize os pontos extremos de f(x)=x4 —8x3 +22x% —24x+12.
Devemos inicialmente identificar as raizes da derivada primeira da fungao.

f'(x) =4x> —24x* +44x —24=0>x=1 v x=2 v x=3

Vamos agora identificar o sinal da derivada segunda em cada uma das raizes da derivada primeira.
f'(x) =12x% —48x + 44

f"(1)=8>0=x=1 é abscissa de um ponto de minimo local

f"'(2)=—4<0=x=2 é abscissa de um ponto de maximo local

f"(3)=8>0=x=3 é abscissa de um ponto de minimo local

Observe os pontos extremos de f no grafico a seguir:

-9#

3. CONCAVIDADE E PONTOS DE INFLEXAO

Seja f uma fungao derivavel no intervalo aberto I e pel. A reta tangente ao grafico de f no ponto (p,f(p)) é

uma fungdo T(x) dada por: T(x)=f(p)+f'(p)-(x—p).
O grafico de f tem concavidade voltada para cima no intervalo aberto I, se f(x)>T(x), vxel, XZpP.

O grafico de f tem concavidade voltada para baixo (convexa) no intervalo aberto I, se f(x)<T(x), Vxel,
XZp.
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Y4,

concavidade ™/

para baixo /,f K

|

b

J >

\.__/ concavidade
)\ para cima

Definig¢do: Sejam f uma fun¢do e p eDs, com f continua em p. Dizemos que p é um ponto de inflexdo de f, se

Ja,beR, pelab]=D; tal que f tenha concavidades de nomes contrarios em Ja,p[ e Jo,b[, ou seja, se

ocorre mudanga de concavidade em p.

y4

/ |

concavidade
para baixo

congavidade
para cima

v >

.
‘ ponto de inflexdo

Teorema: Seja f uma funcdo derivével até a 22 ordem no intervalo aberto 1.

Se f"(x) >0, Vxel, entio o grafico de f tem concavidade voltada para cima em 1 (fungdo céncavaem 1).

se f'(x)<0, Vxel,entioo grafico de f tem concavidade voltada para baixo em I (fungdo convexaem I).

Teorema: Seja f derivavel até a 3% ordem no intervalo aberto 1 e seja pel. Se " é continua em p,

f'(p)=0 e f"(p)=0, entdio (p,f(p)) é um ponto de inflexdio do gréfico de f.

Exemplo: Encontre os intervalos nos quais a fungdo é concava ou convexa e identifique os pontos de inflexao

de f(x)=x* +x> —18x% +24x—12.

Vamos analisar o sinal da derivada segunda da fungao.

£'(x) =4x3 +3x% —36x+24 = f"(x) =12x% +6x — 36

Se xe]—oo,—Z[, entdo f"(x)>0 e o grafico de f tem concavidade para cima (cdncavo).
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Se xe —2,%[ ,entdo f"(x) <0 e o grafico de f tem concavidade para baixo (convexo).

3 (g . . N
Se xe 5,+oo[, entdo f"(x)>0 e o grafico de f tem concavidade para cima (cdncavo).

3 ~ . . ~
Ocorrem mudancas de concavidade em x=-2 e x :E gue sao, portanto, abscissas de pontos de inflexao.

4. ASSINTOTAS

Areta x=a é uma assintota vertical ao gréfico de f se, e somente se, lim f(x)==0 ou lim f(x)==o.
X—>a— X—a+

A reta y=mx-+n é uma assintota ao grafico de f se, e somente se, lim [f(x)—(mx+n)] =0.
X—>©0

Se m=0, areta é uma assintota horizontal; e se m#=0, a reta é uma assintota obliqua.

OBSERVACAO
Se f(x) = pEX; ,onde p(x) e q(x) sdo polindmios, entdo o grafico de f admitira assintota se a(p) - a(q) <1.
qlx

Se a(p) - a(q) € {0, 1} , entdo basta efetuar a divisdo dos polindmios para encontrar a assintota.

Se 6(p)—6(q) <0, entdo aassintotaéareta y=0.

~ Meétodo geral para obtencdo das assintotas @00
f(x)

1°. Calcular o limite lim —==m
x—w X

2°. Com o valor de m encontrado no limite anterior, calcular lim [f(x)—mx] =n.
X—>00

3°. Se m e n sdo finitos, entdo a reta y=mx+n € uma assintota ao grafico de f.

Exemplo: Encontre as assintotas ao grafico de y :\/4x2 +x+1.

lim @: lim 4+1+i:2
X—>+oo X X—>+00 X x
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1

14°
+Xx+1-
lim [\/4x2+x+1—2x]: lim A{f A{Z/: lim X =
X—>+00 X—>+00 /4x2+x+1+2x X—>+00 4+1+ 1 42

X )(2

EE

1, ]
Logo, y=2x+z € uma assintota quando x —+.

lim LX):— lim 4+1+i:—2
X—>—0 X X—>+00 X X

1
1+—
[ +x+1- 1
lim [ 4x2+x+1+2x}= lim M X M= lim X =—=
X—>—00 x>0 \Jay2 Ly 11 2 X400 ,4_{_1+:I_2_2 4
X X

1, ,
Logo, y:—ZX—Z é uma assintota quando x ——o0.

Observe o grafico a seguir que representa a situacdo do exemplo.

5. METODO BASICO PARA A CONSTRUCAO DE GRAFICOS

1°. Identificar o dominio de defini¢cdo da funcdo;

2°. lIdentificar se a funcdo é par, impar ou periddica;

3°. Testar a continuidade da funcdo e encontrar os pontos de descontinuidade.

4°. Encontrar as assintotas ao grafico;

5°. Encontrar os pontos extremos da funcdo e calcular o valor da fungao nesses pontos;
6°. Estudar a concavidade da funcdo e identificar seus pontos de inflexdo.
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EXERCICIOS DE COMBATE

1. (EN 2003) De um ponto P do cais, Jodo observa um barco AB ancorado. Para um sistema de eixos ortogonais os
pontos A e B tém coordenadas respectivamente iguais a (0, 20) e (0, 40), enquanto P encontra-se no semieixo

positivo das abscissa. Se o angulo APB de observacdo é maximo, entdo a abscissa de P é igual a:
a) 202
b) 2043

c) 20
d) 15
e) 10

3x

e¥—a-e™, se x<0

2. (EN 2003) Seja f(x): .
b+2senx +cos2x, se 0<x<2x

I. Sabendo-se que f é uma fungdo continua em x=0 e que x=-In3 é um ponto critico desta, calcule as
constantes reais a e b.

II. Substituindo-se na funcao f os valores de a e b encontrados em |), determine:

a) Todos os pontos criticos de f.

b) Os pontos de maximo e minimo relativos da funcao f.

3. (EN 2006) Um recipiente cilindrico que deve ter 1m?> de volume vai ser construido nas oficinas do Arsenal
de Marinha, para atender a um dos navios da MB. Na lateral e na tampa, sera utilizado um material cujo preco
é R$1.000,00 por m? e, no fundo, um material cujo preco é RS 2.000,00 por m?. Que dimensdes deve ter o
recipiente, para que a MB tenha a menor despesa possivel?

a) ! m e ! m
\3/37c 3n?
1 1
b) m e m
3
3& 9n3 n’
c) ! m e !
33 Jon?
1 9
d) s=me i/:m
J3n L
1 1
e) m e m
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4. (EN 2007) O cone circular reto, de volume minimo, circunscrito a um hemisfério de raio R e apoiado no
plano diametral, tem por volume o numero real

a) Tgs
3

N

b) —3nR3
3

c) R3

N

d) —an3
3

B

e) —mR
2

aZ 2
> +
sen X COoS X

5. (EN 2008) O valor minimo relativo da fung¢do f, de varidvel real x, definida por f(x)=

, onde
a,be R*, vale
a) (a+2lbl)°
b) a? +b?
c) 2labl
2
d) (lal+1Ibl)

e) 2(a+b)’

6. (EN 2011) Seja L uma lata de forma cilindrica, sem tampa, de raio da base r e altura h. Se a area da

superficie de L mede 5473’ cmz, qual deve ser o valor de \/r2 +h? , para que L tenha volume maximo?
a) acm

b) 3acm

c) bacm

d) 9acm

e) 12acm

7. (EN 2013) Considere a funcao real de variavel real definida por f(x) =3x* —4x3 +5. E verdade afirmar que

a) f tem um ponto de minimo em ]—oo,O[.
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7

b) f tem um ponto de inflexdo em }—

N |-

N |-
1

c) f tem um ponto de maximo em [0,+o[ .

—

d) f écrescente em [0,1].

e) f é decrescente em [-1,2].

8. (EN 2015) A concentragdao de um certo remédio no sangue, t horas apds sua administracdo, é dada pela
10t

formula y(t) = t>0. Em qual dos intervalos abaixo a fun¢do y(t) é crescente?

(t+1)*
a)t=0

b) t>10

c)t>1

d) 0<t<1

1
e) —<t<10
2

9. (EN 2015) Considere a fungado real f(x)=x%". A que intervalo pertence a abscissa do ponto de maximo
local de f em |—o0,+o0[ ?

a) [-3,-1]

O

[
) [-1.1]
Pl
]
]

]
]

-
N

e) 2,4

10. (EFOMM 2013) O gréfico de f(x)=(x—3)*-eX, xe R, tem uma assintota horizontal r. Se o grafico de f
intercepta r no ponto P=(a,b), ent3o a’ +b.esen’a
a) -3
b) -2
c)3
d) 2

1

e)z

—4a éigual a:
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11. (EN 2006) Dentre as op¢des abaixo, aguela que melhor representa o grafico da funcdo real de varidvel real
f(x)=x+2arctgx é

(R) (B)
y A yA

v

“y

“y

Y

x‘y

12. (EN 2007) Sejam r e s retas do plano tais que:

(x-2? (y-1? _
4

1

I. ré aassintota de coeficiente angular positivo a curva de equacao

2
Il. s é tangente ao grafico da fungdo real f definida por f(x) = e(X _1). \3x -2 +In[1+ (x —1)4] no ponto P(1,1).

Se | é o ponto de intersecdo de r e s, entdo a soma de suas coordenadas vale

4
a) —
25

10
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11
b) —
17
12
c) —
25

02
25

13. (EN 2008) Seja f a funcdo real, de varidvel real, definida por f(x):\l3 x> —x? . Podemos afirmar que

a) f é derivavel VxeR".

b) f é crescente VxelR, .
c) f é positiva VxeR, e (1,f(1)) é ponto de inflexdo.
d) areta 3y—3x+1=0 é uma assintota do graficode f e (O,f(O)) é ponto de maximo local.

e) f é derivavel Vx eR —{1} e 3y—3x—1=0 é uma assintota do gréfico de f.

X|é

14. (EN 2009) A melhor representagdo grafica para a fungdo real f, de varidvel real, definida por f(x) =
Inx

(A) {B)

=
Xy
e )
»

.
-

11
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(E)

AT
—— / : v _ o

v

o—

x—1
15. (EN 2011) A figura que melhor representa o grafico da funcdo y =ex*1 é:

(A) (B)
F
vy
i . Ay
o L o
34 " i "
A x AT X
(C) (D)

, Ay
}
T NG
----------- :‘_ - = ”-’_’___'___
: // ‘
17 X

12
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1
16. (EN 2012) O grafico que melhor representa a funcdo real f, definida por f(x)=z|x3 —3x2| é

(A)
-),‘l
[ § Rt
2 3 %c
{C)
y F 5
1 [~ '
2 3 %
(E)
4
] I
2 3 "

(D)

17. (EN 2013) A figura que melhor representa o grafico da funcdo x = |y|ey é

a) FEE b) AY

/\/
=¥
S

y F 3
1 ------- )
T X
yll
|
2 3 s
1
c) AV
S o \‘\ e
X {_} o

13
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) AV e) L ¥

< <
_(f\-;{ (

18. (EN 2015) A fungao real de variavel real f(x):z—a, onde a, b e ¢ sdao constantes reais, possui as
bx“ +cx+2

L,
i

seguintes propriedades:

l. o graficode f passa pelo ponto (1,0) e

Il. areta y=1 é um assintota para o grafico de f.
Ovalorde a+b+c é

a) -2

b) -1

c) 4

d) 3

e) 2

19. (EN 2015) Considere a funcao real de variavel real f(x)=x+\/m. Para que valore da constante real k, a

equacdo f(x) =k possui exatamente 3 raizes reais?

a) k<—1
2

b) —1<k<1

PR
k>t
2

d) —1<k<0
4

e) 0<k<i
4

14
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- ~ g Inx+1
20. (EN 2015) O grafico que melhor representa a fungdo real de variavel real f(x)= I 1
nx—
(A) (B)
v4 ya E
1le e x T e X
............. r
e e "x e "

whrarrc et rrrrrmr e e -

—
®
%Y

21. (EN 2010) Considere o triangulo ABC dado abaixo, onde M;, M, e M; sdo os pontos médios dos lados

AC, BC e AB, respectivamente, e k a razdo da drea do tridngulo AIB para a drea do triangulo IM;M, e
1
f(x)=(§x3 +x? —2X—11j\/5. Se um cubo se expande de tal modo que num determinado instante sua aresta

mede 5dm e aumenta a razdo de |f(k)| dm/min entdo podemos afirmar que a taxa de variacdo da area total

da superficie deste sélido, neste instante, vale em dmz/min

15
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a) 2402
b) 33042
c) 4202
d) 94042
e) 174042

22. (EN 2011) Considere o triangulo isésceles ABC inscrito em um circulo, conforme figura abaixo. Suponha

que o raio do circulo cresce a uma taxa de 3cm/s e a altura AD do tridngulo cresce a uma taxa de 5cm/s. A

taxa de crescimento da area do tridngulo no instante em que o raio e a altura AD medem, respectivamente,
10cm e 16cm, é

a) 78cm?/s
b) 76 cm?/s
c) 64cm?/s
d) 56cm?/s

e) 52 cmz/s

16
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GABARITO
1.
RESPOSTA: A
y
60 1
404>
A
20 ¢
)
0 al™N\ P
20 0 20 40 60
-20
20 tgo+tgd 40 a0
P(IO,O):>tgoc:—,tg(a+6)=&:—:>pT:—
p 1-tga-tgd p 1‘§'tg9 P
@w:£©20p+pz-tg9:40p—800-tg9<:>tg9:22&
p—-20-tg6 p p~ +800

A C o . 20 (.
O angulo O é maximo quando tg0 é maximo, ou seja, quando 2—p assume seu valor maximo.
pZ +800

' 2
2 20-(p? +800)—20p -2
[ Op j= (p )-20p P 0 p? =800=p =202

2 2
p° +800 (pz +800)
Observe que essa abscissa refere-se a um ponto de maximo, pois a derivada é positiva antes e negativa depois
do ponto.
2.
RESPOSTA:
. a=3 e b=-3,
3 5

I. a) —In3,0,~,2" T 2T

2 2 6 6

17
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T T 5t L. 3t .
b) —In3,5, E'? sdo pontos de maximo local e 0,7 sao pontos de minimo local

lim f(x)= lim (ex—a-e3x)=1—a

l. x—0" x—0"
lim f(x)= lim (b+2senx+cos2x)=b+1
x—0" x—0"

Se f é continuaem x=0, entdo lim f(x) existe e lim f(x)=f(0).
x—0 x—0

lim f(x)= lim f(x)=limf(x) >1-a=b+1<b=-a
x—0~ x—0" x—0

Encontrando a expressdo de f' para valores negativos de x.

x<0=>f(x)=e*—a-e*=f'(x)=eX—a-e¥.3=¢* —33.e*

Se x=—In3 é um ponto critico de f, entdo f'(—In3)=0.

-1

3
f'(—In3)=e "3 _39.e3(7IN3) _ 370 _ 3, 37 313,33 _geg=3=p=-3

X 3x X 3x
—3. < —90. <
a) f(X) e 3.7, se x<0 f'(X) e 9.e”",sex<0
—3+2senx+cos2x, se 0<x<2m 2cosx—2sen2x,sex >0

1
x<0:>f(x)=ex—3-e3X:>f'(x)=ex—9-e3x=O<:>e2X=§<:>x=—In3

x>0=f(x)=-3+2senx+cos2x = f'(x) =2cosx —2sen2x =0 <> sen2x = COs X

1
<> 25enXxcosxX =cosx <> cosx =0 ou senx:z oXe—,—,—,—

Como lim f'(x)=e*-9.e¥=-8 e lim f'(x)=2cosx—2sen2x =2, entdo f n3o é derivavel em x=0.
x—0~ x—0"

1 31 1 2
b) x>0=f"(x)=e*-27-e¥ = f"(<In3) ="  —27.¢/"3 =527 5=-3<0

= x=-In3 é um ponto de maximo local

x>0=f"(x)=—-2senx —4cos2x

{)ar(arfg)o()-

5

:> _
6

N |3

T . , . 3t , ..
'E' sdo pontos de maximo local e 7 é ponto de minimo local.

lim f'(x)=-8 e lim f'(x)=2 = 0 é um ponto de minimo
x—0" x—0"

18
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3.
RESPOSTA: D
. 1
Seja um cilindro com raio da base r e altura h, o volume é dado por V= mnr? -h=1<:>h:—2.
Tr
O custo do recipiente sera dado por:

2

1
P =1000-27trh+1000- 7ir? +2000- 7ir? =10007r(2h +3r) = 10007‘cr(2 —+ 3r]
Tr

2 1 1
=P(r)= 1000(—+3nr2): P'(r)= 1000(2-(——2j+3n-2r] = 2000(——2+3nrj

r r r

1 1 1 1 9
P'(r)=2000(——2+3nr]:0c>r3:—<:>r:3_eh:—2: l
r 3n NEL ( 1 j T
T3
37
4,
RESPOSTA: E

A figura abaixo representa a se¢ao meridiana do cone.

\"

A (o) B
O raio da base do cone é OB=RsecH e a altura do cone é VO=RcossecH
O volume do cone é

3 3
1 R R 1
V() ZE'TE(RSGCG)Z -RcossecO :Tn-secz 0-cossecO = T

send-cos’ 0
R3n 1 R3n 1

3 send-(1-sen?0) 3 senf—sen0

3 3 X
V'(O):R n.(_ 1 - '(C059—3sen29-cose)J:R n‘cose~(35en 9—21):o
3 (sen6—sen®0) (sen6—sen30)
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\3 \3
0=+ 0=
& co59<0 ou sen ;> send=—

3 3
R 1 R 9 3

3 43 V3 3 28 2

3 9

Note que antes do ponto tal que senezg, a derivada é negativa e depois positiva, o que caracteriza um

ponto de minimo local.

5.
RESPOSTA: D
2 2
b
f(x)= —+—

sen X COos X

_3 —2a’cosx  2b’senx

— f'(x)=a2(—-2sen3x - cosx) +b? (—2cos‘3x -(—senx)) =

+
sen’x cos> x
Identificando as raizes da primeira derivada:
2 2 2
—2a“cosx 2b“senx a lal
f'(x) = 3 + 3 :0@—azcos4x+bzsen4x:0<:>tg4x:—2<:>tgx:i —
sen”x cos’ x b Il

Efetuando o teste da segunda derivada:

£'(x) = —2a% cosx - cossec’ x + 2b% senx - sec’ x

= f"(x) = —2a° (—senx -cossec® x + cosx -3cossec? x - (—cossecx -cotgx))

3

+2b? (cosx-sec X +senx-3sec’ x(secx-tgx))

= f"(x) = 2a’ - cossec? x(1+ 3cotg? x)+2b2 -seczx(1+3tg2 x) >0, Vx

. . a . ;.
Logo, os pontos de abscissa x tais que tgx=+ ’H sdo pontos de minimo local.

Dessa forma, o valor minimo relativo sera:

b
tgx = :>t otgzx b l ec?x = l | , cossec’ x = 1+| |
[l Tl lal

—a” cossec? x +b? sec? x

f(x)=

senzx COSZX

:fM.N<x>=a[ :aD bZ( H] (al+ 1) (al+If) = (fl+ )2
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6.
RESPOSTA: C

2 2 2 2 54a2—r2
S=2nrh+7mr° =547a” < 2rh+r° =54a <:>h=2—

"
2 ) 54a’—r’ @ 2 3 2 52 2 2
V=nr‘h=rmr ~2—=E(54a r—r3)=>V'=54a2 —3r2 =0 <> r? =18a —r=32/al
r

V"= g -(—6r)=-3nr <0, logo trata-se de um ponto de maximo.

_ 54a2 —r2 _ 54a2 -

2
8
a :3\/5|a|:>\/r2+h2 :\/18a2+18a2 =6/al

h 1
2r 2-3\204

Assumindo que a seja positivo, entao \/r2 +h? =6acm.

7.

RESPOSTA: B

f(x)=3x* —ax3 +5= ' (x) =12x3 —12x%2 =12x* (x —1) = " (x) =36x% —24x =12x(3x —2)
A primeira derivada tem uma raiz dupla x=0 e uma raiz simples x=1.

Vamos estudar o sinal da primeira derivada.

- - *
- E - 1

Logo, a funcdo f é decrescente em ]—oo,l[ e crescente em ]1,+oo[.

Analisando o sinal da segunda derivada nas raizes da primeira derivada: f"(0)=0 e f"(1)=12>0. Portanto,
x=1 é um ponto de minimo.

Vamos estudar o sinal da segunda derivada.

+ +

k4

=]
1
LM @

o . . 2 .
Portanto, a funcdo f tem concavidade voltada para cima em ]—oo,O[ e };w{, e concavidade voltada para

2 . . ~ . ~ .
baixo em }0,5[. Além disso, x=0 e x=— sdo pontos de inflexdo (pontos em que hda mudanca de

WIN

concavidade).

. . . o 11
Portanto, é correto afirmar que f tem ponto de inflexdo em 35
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8.
RESPOSTA: D

Para que a fungdo seja crescente em um intervalo, sua derivada naquele intervalo deve ser positiva.

2 2
y(t)=—2 :>y'(t)=10'(t+1) _10t'2(t+1):10(1—t)

5 2 2 >0 -1<tkl
(t+1) (t+1) (t+1)

Mas é dado que t>0, entdo a fungdo y(t) é crescenteem 0<t<1.

9.

RESPOSTA: A

F(x)=x2e* = f'(x) =2x-e* +x2-e* =(x2 +2x)-eX =0

Identificacio dos pontos criticos: f'(x)=(x2+2x).e* =0 = x=0 v x=-2.
Teste da 22 derivada: £"(x)=(2x+2)-e* + (x2 +2x)-e* =(x? + 4x +2)-*

£(0)=(0%+4.0+2)-e°=2>0= ponto de minimo loca

f"(—2)=((—2)2 +4-(—2)+2)-e_2 :_—22 <0 = ponto de maximo local
e

Portanto, o ponto de abscissa —2 €[—3,—1] é um ponto de maximo local finito.

10.
RESPOSTA: A

lim f(x)= lim (x—3)*-e* =400
X—>+00 X—>+00

Assim, a fungdo ndo possui assintota em +oo.

(x +3)°

X

lim f(x)= lim (x=3)%-e* = lim (=x—3)%-e X = lim
X—>—00 X—>—00 X—>+a0 X—>+0 @

o0
O limite acima é do tipo —. Aplicando o teorema de L’Ho6pital duas vezes, temos:
o0

2

+3 2(x+3)-1 2X+6 2
im f00= fim 3y 2431 xde 2
X—>—00 x—+o  @X X—>+00 X x—+0o X x—>+a0 @X

Portanto, a assintota horizontal em —o é aretar:y=0.

Vamos agora encontrar a intersecdo do graficode f comaretar:y=0.
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(x—3)?-e* =0 x=3<P=(ab)=(3,0)<a=3 A b=0.

2 2
A expressdo pedida é dada por a®> +b-e%" 2 —4a=3%+0-" 3-4.3=_3.
Observe no gréfico da fungdo f a seguir, o comportamento da fungdo quando x—>—o0 que mostra a
aproximagao assintética com areta y=0.

yA

11.
RESPOSTA: A

f(x) =x+2-arctgx
f(0)=0+2-arctg0=0

2
filx)=142. L —3FX

2

5> 0= f écrescente, Vxe R
1+x 1+x

—2x x <0=>f"(x) >0 = concavidade paracima
=2 —2 o
(1+x2)

x >0= f"(x) < 0= concavidade parabaixo

Nota-se que a alternativa (A) é a Unica que apresenta um grafico que passa na origem, possui concavidade
para cima para valores de x negativos e concavidade para baixo para valores de x positivos.

12.

RESPOSTA: E

2 2
X—2 -1
A curva de equacdo ( ) _(y )

2 =1 é uma hipérbole de centro (2,1), semi-eixo real a=3 e semi-eixo
imaginario b=2.
Assim, a assintota de coeficiente angular positivoé r: ——

y—1 2 2 1
_—<:>y:_x__
x—2 3 3 3
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f(x):e(xz_l). J3x -2 +In[1+(x—1)4]

' _ (xz—l)_ . _ (xz—l). 1 . 1 ] )3
=f'(x)=e 2x-4/3x—2 +e V] 3+1+(X_1)4 4(x—-1)

3 4(x-1)
=f'(x)= e n -
2J3x—2 1+(x—1)
4(1-1 7
(1) =t [ 2.1.431-2+ } 1-v ,.3.7
243 1-2] 1+(1-1* 2 2
y— 7
—:—@ :_x__
-1 2 Y 2
1 7 5 13 3
I=rNs=>—-Xx——=—x—— —ey=— +y=—
3 2 2 17 17 17
13.
RESPOSTA: D
2 2
[3_2 1 -5 -2
f(x) =3x3 —x2 :>f'(x):_(x3_x2) 3 .(3X2_2X):3X—X
3 3(3 2
3 (x —X )
A expressdo de f' indica que a funcdo ndo é derivavel em 0 e 1, o que é confirmado pela analise dos limites
abaixo:
_ fx)-f(0) . f(x) I3 -
lim — = 1lim = lim —I|m31——=oo
x—=>0 x—0 x—0 X x—0 X x—0

im f(x)—f(l)_“m I —x2 2(x 1) /
x»>1  x—1 x>1 x—1 x—>1 (x— 1)3 x—>1 X 1

Assim, f é derivavel em R —{1}.

Para verificar os intervalos em que f cresce ou decresce, vamos realizar o estudo de sinais de f'.

N e I )
33 _x2) 3FW P-Yx-1?

+ + +
i} ... i}
2

Y

=]
I

3

2
f'(x)>0<:>x<00u§<x<1oux>1<:>fécrescente
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2
f'(x) <0< 0<x <§<:>fé decrescente

Vamos realizar o estudo de sinais de f.

f é positiva < x>1
f=0<x=00ux=1
f é negativa <& x<0ou0<x<1

Identificacao do ponto de inflexao.

1
(6x—2)-3 F(x3 —x )2—(3x2—2x)-3-§(x3—x2)_3-(3x2—2x)

T ST

33 (x3’—x2)2 93 (x3’—x2)4

2 )2 5 (3x2 - 2x)2

e 66x-1)-(3-x2)—2(3x -2
9%/(x3—x2 * 9%/(x3—x2)5

2¢ (9x® —12x+3)-(9x? ~12x+4) _

foe ) B J(x D?

f" é negativa < x>1 = concavidade para baixo

6(3x—1)-3(x3 —x

=f"(x)=

=f"(x)=

f'" é positiva x<00ou0<x<1 = concavidade para cima

Logo, em (l,f(l)) temos uma mudanca de concavidade, ou seja, temos um ponto de inflexao.

Identificacdo das assintotas.

Ji

= Ilm = lim 31——:1
x—wo X x—>oo X—>00 X

n= lim (f(x) =mx) = lim (\/3 x> —x? —x = lim Xg X _xj =
S R

S I r ot noael

Logo, areta y= x—§<:>3y 3x+1=0 é assintota ao grafico quando x —0.
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a) ERRADA: f é derivavel em R —{1}.

2
b) ERRADA: f é crescente quando x <Oou§<x <loux>1

c) ERRADA: f é positiva <> x>1, mas o ponto (1,f(1)) é ponto de inflexdo
d) CORRETA

e) ERRADA: a assintota é 3y—3x+1=0

14.

RESPOSTA: A

f(x) =2
Inx

Determinagdao do dominio de f:

x>0 D:=10,1 1
Inx;tO<:>x;«r&1:> =101V

x>0 = f(x)=——
Inx|

0<x<1:>|nx<0:>f(x):|L
—Inx

x>1=Inx>0=f(x)=——
nx

Determinacgao dos intervalos em que a fungao é crescente ou decrescente.

1
1(—M)—x(—x):1_mx
(—Inx)? (Inx)*

O<x<1=—-0<Ilnx<0=f'(x)>0

O<x<1=f'(x)=

1
1-Inx—x-;_|nx_1

(nx)>  (Inx)*
1<x<e=0<Inx<1=f'(x)<0

x>1=f'(x)=

x>e=Inx>1=f'(x)>0

O<x<1:fécrescente
=J{1<x<e:fédecrescente

x >e:f écrescente

Logo, x=e é um ponto de minimo local.
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Determinagao dos limites nas extremidades do dominio e no ponto de descontinuidade.

lim f(x) = lim |—|=0
x—0 x—0|Inx
lim f(x) = lim |—]| = +o0
x—1 x—1[Inx
. . X . 1 .
lim f(x)= lim —= lim == lim x=+
X—>+00 x—>+0lnX x>+l x4

X

Determinagao da concavidade.

1—Inx (—1J(Inx)2—(1—lnx)-2Inx~1 iy 2
O<x<1=f(x)=—— = f"(x) =X X _

(Inx)* (Inx)* - x(Inx)>

0<x<1=>—-0<Inx<0= f"(x)>0=>concavidade paracima

1 2 1
Inx—1 i) ;-(Inx) —(Inx—l)-ZInx-;  2-Inx

(Inx)* (Inx)*  x(Inx)?

1<x<e?=0<Inx<2=f"(x)<0= concavidade parabaixo

x>1=f'(x)=

x>e? =Inx>2= f"(x)>0= concavidade paracima

Logo, em x =e? temos uma mudanga de concavidade e consequentemente um ponto de inflexao.

YA ‘

v

1 e e?

Analisando os resultados obtidos, conclui-se que a melhor alternativa é a letra A.

15.
RESPOSTA: A

27



I3 uld' MODULO 17

PROF. RENATO MADEIRA PROMILITARES — AFA/EFOMM/EN

x-1
y=f(x)=extl

0-1

1
f(0)=e0+1 == (isso elimina a alternativa (E))
e

1-1
f(1) =el*+l =1 (isso elimina as alternativas (C) e (D))

Temos que determinar a alternativa correta dentre as opg¢des (A) e (B). A diferenca entre elas é que a
alternativa (A) apresenta mudanga de concavidade em 0 e a alternativa (B) ndo. A mudancga de concavidade é
determinada por uma mudanca de sinal da segunda derivada da funcao.

A andlise da fungdo mostra que temos um ponto de descontinuidade e, consequentemente, uma assintota

verticalem x=-1.

1
x—1 1--
Como lim = lim —X

x—0 X +1 x—>ool+1

X

=1, a funcao possui assintota horizontal y=e.

x1 x1 x1
f(X)zeX+1:>f'(x):ex+1-1.(X+1)_(X_1)'1: 2 .ex+l
(x+1)* (x+1)

A primeira derivada é sempre positiva, logo a funcdo é sempre crescente.

x—1 x—1 1 ( 1) ( 1) 1 5 x—1
L I . + — —_ . i
f(x)=extl = f'(x)=extl . =% X2 - ~extl
(x+1) (x+1)
x-1 x—1
') =———-extl + el 2 _4e -(—1+ - )=_4X'e
(x+1)° (x+1)° (x+1)? (x+1)? x+1)  (x11)*

Analisando a expressdo da segunda derivada da funcdo, conclui-se que f"(x) <0 se x>0 e f"(x) >0 se x<0.
Assim, quando x é negativo, o grafico de f tem concavidade voltada para cima e, quando x é positivo, o grafico
de f tem concavidade voltada para baixo.

Portanto, a alternativa correta é a letra (A).

16.
RESPOSTA: A

1
Inicialmente vamos tracar o grafico de g(x) =Z(x3 —3x2).
Raizes de g(x): 0 (dupla) e 3.

g'(x) :1(3x2 —6x)
4

28



I3 uld' MODULO 17
PROMILITARES — AFA/EFOMM/EN

PROF. RENATO MADEIRA

Raizes de g'(x): 0 e 2
g'(x)>0<:>x<0 v X>2:estritamente crescente

g'(x) <0< 0<x<2: estritamente decrescente

g"(x)z%(6x—6)

g"(0)=-=<0=(0,0) é um ponto de maximo local

3
g"(2)==>0=(2,~1) é um ponto de minimo local

g"(x)>0<x>1: concavidade voltada para cima
g"(x) <0<>x<1: concavidade voltada para baixo
Assim, o ponto de abscissa 1 é um ponto de inflexao.

As informagdes acima permitem esbocar o grafico de g(x).
y A 'l

1
O gréfico de f(x)=—|x3 —3x2| pode ser obtido refletindo-se as partes de ordenada negativa do grafico de

1
g(x) :Z(x3 _3x2) em relacdo ao eixo Ox.

17.

RESPOSTA: A
29
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1
A expressdo x =|y|-eY apresenta x como fungdode y .

Temos a restricdo y#0, que implica x#0, logo o grafico da fungao nao cruza nenhum dos eixos
coordenados.

1
Como |y|>0 e e¥ >0, entdo x>0, o que exclui as alternativas B, C e E.

Vamos agora analisar a expressao da fungao:

1° caso: y>0

1 g 1 1 1
v v v 1 v 1
y>0:x:y-e‘/:>—x=1-ey+y-ey- - =ey-[1——j
dy y y
dx ,
0<y<1:d—<0:>x é decrescente
y
dx ,
y>1:>d—>0:>x e crescente
y
2° caso: y<0
1 g 1 1 1
v v v 1 v 1
y<0:>x=—y-ey:>—X=—1-ey—y-ey- -——|=—eY:|1-=|<0
dy v2 y

= X é decrescente
Para escolher entre A e D temos que analisar a concavidade quando y<0.
1
2 1 1 v
dy y y y y
2

. dx . — .
Assim, com y <0, temos — >0 e concavidade “para cima” (apontando para x positivo).
dy

A figura abaixo é um esboco do gréfico da funcdo.
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Portanto, a alternativa correta é A.

1
Note que seria possivel, por comodidade, encontrar o grafico de y=IxleX (relagdo inversa) e depois refletir

esse grafico em relagdo a reta y =x, o que resultaria no grafico procurado.

18.
RESPOSTA: C
2.1-
(LO)ef&f(1)=0&f1)=—"3""2 =0ca=2
b-1°+c-1+2

2x—2
Se y=1 é uma assintota horizontal ao grafico de f, entdo lim f(x)=1= lim [—jzl.
X—>0 x—o\ bx” +cx +2

Se b#0, o limite é 0. Assim, para que o limite sejaiguala 1, devemoster b=0 e c=2.

Portanto, a+b+c=2+0+2=4.

19.
RESPOSTA: E

Vamos inicialmente esbocar o gréfico de f(x) =x+\/m.

S

@) = [z

oy

flz) = =+ |z|*®

f(x)=x+\/M=O<:>\/M=—x©|x|=(—x)2/\x£0<:>—x=x2/\xso

c>x2+x:0/\x£0<:>x:0vx:—1

Raizesde f: x=0e x=-1
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Estudo de sinal da 12 derivada:

1

2J—x

1
:OQZ\/—x:1<:>x:—Z

x<0:f(x):x+\/;:>f'(x):1—

f'(x)=1-

1
24—x
1 ,
x<—Z:>f (x)>0=f é crescente

1
_Z <x<0:f'(x)<0=f é decrescente

x>0:f(x)=x+Vx =>f'(x)=1+——>0=f é crescente

2Jx

Essas informacgdes sdo suficientes para esbocarmos o grafico acima, a menos da concavidade, o que para esse

1
X

problema nao é importante.

Para que a equacdo f(x)=k possua exatamente trés raizes reais, a reta y =k deve cortar o grafico de f em

n 1
exatamente trés pontos. Isso ocorre para 0 <k < Z .

20.
RESPOSTA: D
+1
F(x) = Inx
Inx—1

Determinagao do dominio de f:

x>0
=D =10,e[ U Je, +o0]
Inxzl<xze
Inx+1
Vamos fazer um estudo de sinal de y = .
Inx—1
+ -
O L -
0 1 - c
f
Assim, temos:
1 I 1
xe [0,= [Ule,+0[ =y >0=f(x)= nx+
e Inx—1
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xe{l,e[:y<oz>f(x): Inx+1
e 1—Inx

Determinacdo dos intervalos em que a funcdo é crescente ou decrescente.

1~(Inx—1)—(|nx+1)-1

Inx+1 -2
A primeira derivada de f(x) = 2= & f'(x) = X > X — >
Inx—1 (Inx—1) x(Inx—1)
1 , -2 ,
xe}o,—}u]eﬁoo[:f (x)=——=— <0=fédecrescente
e x(Inx—1)
1 , 2 .
xe{—,e{:f (x)=——=——>0=fécrescente
€ x(Inx —1)

1, .
Logo, x =— é um ponto de minimo local.
e

Determinagao dos limites nas extremidades do dominio e no ponto de descontinuidade.

1+—
Inx+1 Inx+1 Inx +1
lim f(x)= lim 22— fim (nx j: lim (nx j: lim | —Inx | _4
x—0+ x—0+/Inx—1] x—>0+\Inx—1/) x—0+\Inx—1/ x—0+ 1_i
Inx
Inx+1
lim f(x) = lim -
x—e x—ellnx—1
1
1+——
Inx+1 Inx+1
lim f(X): lim nx = |lim nx = lim ﬂ -1
X—>+00 x—>+o[InX =1 x—>+olnx—1 x—>+w l—i
Inx

Determinacdo da concavidade:
-2

x(Inx—1)>

X E}O,l}u]e,+oo[:> f'(x)=
e

—(—2)[(Inx—1)2 +x-2(|nx—1)-ﬂ ) 2[(Inx)2 _1}

=f"(x)= >0

x2(Inx—1)* x2(Inx—1)*

1
Note que, se x e:lo,—:lu]e,+oo[, entdo (Inx)> —1>0.
e

—2[(Inx)2 —1] 0

X e[l,e{jf'(x)=;>03f"(x)=
x2(Inx—1)*

2
e x(Inx—1)
Como a derivada segunda é positiva em todo o dominio, entdo a concavidade do grafico é sempre para cima.

Com base nesse desenvolvimento, podemos esbocar o grafico a seguir:
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b - -

Analisando os resultados obtidos, conclui-se que a melhor alternativa é a letra D.

21.
RESPOSTA: E
2
S, \ MM,

|f(k>|=|f<4)|:‘@.43 a2 _2.4_11jﬁ‘zzgﬁd% i

s—6a? = P _ 9 (6a2)=12a.
4t dt

22.
RESPOSTA: B
A
R
R
H-R

da _ _ di
a_12~5-29\/§_174o\/5 -

Sejam A_D=H, R o raio do circulo circunscrito ao AABC de circuncentro

0 e BC=2x.
Aplicando o teorema de Pitdgoras no  AODC, temos:

x2 +(H=R)? =R <> x =\2RH—H? .
BC-AD _ 2x2-H ey

A area triangulo ABC é dada por: Sppc = >
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A taxa de crescimento da area do triangulo é:

Iasc _ 9 (4. orr—r? )= . JorH—1? +H-;-(2d—RH+2Rd—H—2Hd—Hj
dt dt dt 2+ ,2RH—H2 dt dt dt

Basc M Hrp-_1? +L-(d—RH+Rd—H—Hd—H]
dt  dt hru—p2 \dt dt o dt

dR dH
Do enunciado temos: R=10cm, H=16cm, E:3cm/s e E:5cm/s. Logo,

ds
—2ABC _5.4/2-10-16-167 + 16 (3-16+10-5-16-5)=40+2-18 =76 cm?/s.

dt \2-10-16 —162

35



