<y POLIEDRO RESOLUCAO ITA 2002 — MATEMATICA

MATEMATICA

NOTACOES

C é o conjunto dos numeros complexos.

R € 0 conjunto dos numeros reais.
N={12,3,..}

| denota a unidade imaginaria, ou seja, i2 = - 1.

Z é 0 conjugado do nimero complexo z.

Se X € o0 conjunto, P(X) denota o conjunto de todos os subconjuntos de X.
A\B={x1 A:xT B}

[a,b]={xT R;a£x £ b}

[a,¥)={x1 R;a £ x}.

(-¥,a]={xT R;x £ a.

P = (X, y) significa ponto P de‘coordenadas (x, y).
AB denota o segmentoque une os pontos A e B.
In x denota o logaritmo natural de x.

Atdenota a matriz transposta da matriz A.

1. Considere as seguintes afirmagoes-sobre numeros reais positivos:
. Sex>4ey<2 entdoxt-2y>12.
II. Sex>4ouy<2, entdo x2-2y > 12.
lll. Sex2<1ey2>2 lentaox2-2y<0.

Entdo, destas é (sdo) verdadeira(s)

A.( ) apenas I. B.( )apenaslell. Cu(.. ) apenas. Il e Ill.
D.( )apenas|elll. E. ( )todas:
RESOLUCAO:

Comx, y1 R, tem-se:
X>4ey<2p x2>16e-2y>-4b x2-2y>12
P |é Verdadeirae Il € Falsa

x2<ley2>2p x2<ley>2 b xe<le-2y<-242 P x*-2y<l-242<0
P Il é Verdadeira

Alternativa; D

Observacéo: y2>2 b vy >~/2 ou y <2, mas como os nimeros dados sio reais e
positivos, y < -+/2 ndo convém.
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2. Sejam a, b, c reais ndo-nulos e distintos, ¢ > 0. Sendo par a fungédo dada por
_ax+b

f(x) - ¢ <x <,
X+C
entdo f(x), para— ¢ < x <c, é constante e igual a
A.( )a+tbh. B.( )a+c. C.()c.
D.( )b E.( )a.

RESOLUCAO:
Afuncdofé parem]-c,c[P f(-x)=f(x)," xT ]-c, [
Assim para qualquer x T ]-c, ¢ [, tem<Se:

e =P (o) b= (x+ . @) P

b -a? +bx- acx+ be = -atl-bx+acx +be P 2bx =2acx, " xi ]-¢,

Portanto, b = ac.
Dai segue:
+ X +
f(x) = ax +ac :a( C)
x+c  (X#cC)

b |f(x) =aptxl]-c, [

Alternativa: E

3. Osvaloresde x T R, para os quais a funcéo real dada por f(x) = \/5 - H2x - ]j 6‘

esta definida; formam e conjunto:
A. ()0, 1. B.( )[-5 6] Co( )5 0U[L ¥).
D.( )(=%,0]U]L,6]. "E.( )[-50]U [1,6]

RESOLUCAO:

Os valores de x T R para os quais a funcéo real esta definida s&o aqueles que tornam
ndo-negativo o radicando. Assim:;

5-|2x- 1-6/2 0b ||2x- 1- 6|£5P -5£[2x- 1- 6£5P
b 1£2x- 1£11p -11£2x- 1£-1oul£2x-1£11P
b -10£2x£00u2£2xE£12P -5 £XE00u 1£ XE6

Portanto, o conjunto procurado é: | [-5, 0] E[1 6]

Alternativa: E




<y POLIEDRO RESOLUCAO ITA 2002 — MATEMATICA

4. SejaaequacdoemC

-22+1=0.
Qual dentre as alternativas abaixo € igual a soma de duas das raizes dessa
equacao?
) 24/3. 5.()- % c ()4
2 2
. i
D. —1I. E. —.
( )~ ( )2
RESOLUCAQ:
ei-0b Zz:li\/(-l)z-4.1.1:11\/3:11%\/5
2.1 2 2
Assim, z —CISE ou z* = cis— P . Dai:
3 3
1 3
19572 72
22 =cis? b 7 =cis 2ouz =cis Py i
0 i, V3 1
2 20 2
‘|Z 3 4
s - £
2> =cis pb Z= CIS—p ouz = CISS—p ! 7
3 6 6 3
w7, =—— +—
T 2 2

Tem-se quepzy+.z, ==

Alternativa; D

5. Sejam A um conjunto com 8 elementos e B um conjunto tal que A U B contenha 12
elementos. Entao, o nimero de elementos de P(B\ A) U P(A) é igual a

A ()8 B.( )16. C.( )20.
D.( )17. E.()0.
RESOLUCAO:

n(AEB) = n(A) + n(B) - n(ACB) b 12=8+n(B)-n(ACB) b

n(B) - n(ACB) = n(B\A) =
Entdo: n[P(B\A)] = 24 =16

Como P(A) 1 P(BA), segue que | n[P(B\A) E P(/)] = 16

Alternativa; B




<y POLIEDRO RESOLUCAO ITA 2002 — MATEMATICA

6. Sejam f e g duas funcdes definidas por
= .3sen’x- 1

f00=(v2)""" e g(x):gag X R

A soma do valor minimo de f com o valor minimo de g € igual a

1 1
A ()0 B'()'Z' C'()Z'
1
D'()E' E.( )L
RESOLUCAQ:

As funcdes dadas sdo das formasf(x) = a:"¥), a1 >'1, e g(x) = a6, 0 < a2 < 1.
Assim, f ser&d minima quando F for minima e g serad minima quando G for maxima.
Segue que:

~1£senx£1b -3£3senxE£3P -4£3senx-1£2,"x1 R

P -4£FX)£2P min{F(R)}=-4

Of£sen2Xx£1b 0£8sen2x£3b -1£3sen2x-1£2 " xI R

P -1£G(x)£2P /max{G(R)} =2

o _ — - =1 . :%QmaX{G(R)} :%62 ZE
Entdo: min{f(R)} = (+/2) (v2) i e min{g(R)} ¢ €% "

Portanto: | min{f(R)} + min{g(R)} :%

Alternativa; D

7. Sejaf:R® P(R)dada por
f(x) ={yT R;seny<x}.
SeAétalquef(x)=R," xT A, entdo
A()A=[-1,1] B.( )A=[a ¥)," a>1.
C.( )A=[a ¥)," a® L. D.( JA=(-¥,a]," a<-1.
E()A=(-¥,a]," af-1.

RESOLUCAO:
Para qualquer x T A, tem-se:

fx)=RP seny<x," yT R x>1b |A=[a, ¥)," a>1

Alternativa: B
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8. Adivisdo de um polindbmio f(x) por (x — 1)(x — 2) tem resto x + 1. Se os restos das
divises de f(x) por x — 1 e x — 2 s@o, respectivamente, os nimeros a e b, entdo

a2+ b2vale
A. () 13. B.( )5. C.()2
D.( )1 E.()O.

RESOLUCAO:

Das informacdes do enunciado, tem-se:

f(xX) = (x-1).(x-2).QuXx) +x+1=(x-1).Q(x)+a=(x-2).Qx) + b
f(1)=2=a=-Q3(1)+b b a=2

f(2)=3=Qx2)+a=bb b=3

Portanto,| a®> + b* =13

Alternativa: A

9. Sabendo que a‘equacéo
¥=p=g", ppg>0. g1, mfl N,
possui trés raizes reais positivas a, b € ¢, entao
A 2 2 2\atb+c
log, gabc(a +b° +C°) H
éigual a
A.( ) 2m + plogqp.
D.( ) m=ploggp:

()m+2plogep.  C.( )m+plogqp.
()m-2plogqp.

M W

RESOLUCAQ:

Das relagOes de Girard da equacdo x3 — px2 — gm = 0, temos:
ath+c=p,
ab+ac+bc=0e
abc=qgnm

Dai segue que:

log, gabc(a2 +h? +c?)3Hbe 8: log, (abc) +(a +b +c)log, (a° +b* +¢?) =

= log, (abc) +(a+b +c)log, g’(a+ b+c)?- 2(ab+ac + bc)gz

=logq 4 +p.logq &7 - 2.04=m +2plog, p

Alternativa: B |
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10. Dada a fungéo quadratica
f(x) = x? N2 +xIn6- = In>
3 4
temos que
A.( ) aequacdo f(x) = 0 ndo possui raizes reais.
B.( ) aequacdo f(x) = 0 possui duas raizes reais distintas e o grafico de f possuli
concavidade para cima.
C.( ) aequacdo f(x) = 0 possui duas raizes reais iguais e o grafico de f possui
concavidade para baixo.

D.( ) ovalor maximo de f é Ingls :
In3 - 1n2
E.( ) ovalo maximo de f €2 e InS :
3 In3- In2

RESOLUCAOQ:
O discriminante da equacée‘eé dado por'

=In’6- 4. Ing o In§9—ln 6 - In — a?n6+|n—oa(?n6 In ==

36 4 25 2 & 2@

= In3+Jn’Z+In3- JA2) (3. +In2 - Jn’§+ln2 b D:4In3.ln2

2 : ‘. ’
Como Ing <0, segue que f admite um valor maximo edal:

- 4In3.In2 In3.In2
max{ f(x)} = ———— P {max{ f(x)b=
{0} 412 {10} In3- In2

Alternativa; D
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11. Quantos anagramas com 4 letras distintas podemos formar com as 10 primeiras
letras do alfabeto e que contenham 2 das letras a, b e ¢?

A. () 1692. B.( )1572. C.( ) 1520.
D.( )1512. E.( )1392
RESOLUCAO:

Deveremos inicialmente escolher duas letras dentre a, b e ¢, 0 que pode ser feito de
C; modos distintos.

Em seguida escolhemos mais duas letras (0 anagrama possui 4 letras) dentre d, e, f, g,
h, i, j, 0 que pode ser feito de C5 modos distintos.

Permutando as 4 letras, temos:

C%.C5.41=1512

Observacao:
Consideramos, na resolugéo, que “contenham 2 das letras a, b e c” significa “contenham
exatamente 2...”

Alternativa; D

12. O sequinte trecho deartigo.de um jornal local relata uma corrida beneficente de
bicicletas: “Alguns segundos apos a largada, Ralf tomou a lideranca, seguido de
perto por David e Rubinho, nesta ordem. Dai em diante, eles ndo mais deixaram as
primeiras trés posicdes e;'em nenhum momento.da’corrida, estiveram lado a lado
mais do que dois competidores. A lideranca, no entanto, mudou de méo nove
vezes entre os'trésyenquanto que em-mais oito ocasioes diferentes aqueles que
corriam na segunda e terceira posicoes trocaram de lugar entre si. Apos o término
da corrida, Rubinho reclamou para nossos reporteres que David havia conduzido
sua bicicleta de forma imprudente pouco antes da bandeirada de chegada. Desse
modo, logo atras de David, Rubinho ndo pbde ultrapassa-lo no final da corrida.”
Com base no trecho acima, vocé conclui que
A. ( ) David ganhou a corrida.

B. ( ) Ralf ganhou a corrida.

C.( ) Rubinho chegou em terceiro lugar.

D. ( ) Ralf chegou em segundo lugar.

E.( ) ndo é possivel determinar a ordem de chegada, porque o trecho néo
apresenta uma descricdo matematicamente correta.
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RESOLUCAO:
Como Rubinho deve terminar a corrida logo atras de David, podemos ter duas
possibilidades para o resultado da corrida:

19) Ralf 2°) David 3°) Rubinho (A)
ou
19) David 2°) Rubinho 30) Ralf (B)

A primeira possibilidade € a mesma do inicio da corrida. Para que Ralf termine em
primeiro lugar, ele deve trocar de posi¢do um nimero par de vezes.

Para David e Rubinho também terminarem na mesma posi¢do em que estavam, devem
trocar de lugar um numero par de vezes: Assim, essa possibilidade ndo pode ocorrer.
Considere, agora, a segunda possibilidade. Antes de os concorrentes chegarem a
posicao final, eles poderiam ter estado nas seguintes configuracoes:

19) David 20) Ralf 39) Rubinho C)
ou
19) Rubinho 29) David 30)-Ralf (D)

Na opc¢éo (C), j& realizamos uma troca entre 0 segundo e terceiro lugares, restando 9
trocas entre 10 e 20 g7 trocas entre 20 e 3°. Rubinho comegou em ultimo lugar e deve
continuar ali, devendo passar por um'nmero.par de trocas. Porém, devemos realizar 7
trocas de 2° e 3° |lugar, ndo sendo possivel que Rubinho ali permaneca.

Falta a opcdo (D). Da posicao Inicial ate a (D), devemos passar pelas seguintes
configuragdes:

10) Ralf 2°) David 39 Rubinho (posicéo inicial)
1 troca
19) David 20) Ralf 39) Rubinho
Ttroca
19) David 2°) Rubinho 30) Ralf
1 troca
1) Rubinho 2% David 3°) Ralf (E)

Restam, entdo, 7 trocas entre 1° e 2° lugar e 7 trocas entre 2° e 3¢ [ugares. Porém, (E) €
igual a (D), e devemos ter um nimero par de trocas até o final (mesmo raciocinio do
primeiro caso).

Assim, ndo ha posicéo final valida com as condigdes indicadas.

Alternativa: E
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C0S25°  sen 65°
13. Seja a matriz . E O valor de seu determinante é
gsen 120° c0s390°(
22 33 \3
A. —_—. B. —_—. C. —.
() 3 () ) () ,
D.( )1 E.( )O.
RESOLUCAOQ:
Como:
c0s390° = c0s30° (angulos congruos)
e

c0s25° = sen65° (Angulos complementares), segue:

c0s25°  sen6b° | _ o A . o
senl20° c0s390° =0525°.c05390° - sen120°.sen65° =

c0s25°.c0s30° - sen120°.co525° =(c0s30°-.sen120°).c0s25° =

5
ﬁ- £+.c0525° =0
e? 24

Alternativa: E |

14. Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n tais que AB=Ae BA = B.
] 2,
Entéo, §A +B)tH éiguala

A () (A+B) B. () 2(ALBY: Co( ) 2(A+ BY.
D.( )At+Bt E( ) ABL

RESOLUCAO:
Escrevendo:

(1) AB=A

(2)BA=B

(3) Propriedade associativa
Entao temos:

_ X(A) 3
()AB=Ab ABA=AADP

. x(B) (3) 5 1) 5 (2) 5
(i) BA=BP BAB=BBP B(AB)=B?P BA=B?p B=B

) 9 (2) 9 1) 9
ABA)=A’P AB=A’b A=A
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Por outro lado:

[(A+B)f2 = (At+ B)2 = (A)2 + ALBt+ BtAt+ (B2

= (A9)t+ (BA)! + (AB)!+ (B?)!

Substituindo os resultados de (i) e (i) e de (1) e (2), vem:

, 2
gA+a}1:N+@+N+Bu2mw39

Alternativa; C

15. Seja A uma matriz real 2 x 24 Suponha que a e b sejam dois nimeros distintos, e V
e W duas matrizes reais 2 x 1 nao-nulas, tais que
AV =aV e AW'= bW.
Sea, bl R sao tais que aV + bW é iguald matriz nula 2 x.1, entdo a + b vale
A.()O. B.( )1 C.( )-1.
1

D-()2 E.( )+

N |-

RESOLUCAOQ:

ComoaV+bW=0x1b aVz=-hW

AW = bW b A(- bW) = - bbW.P_AaV = - bbWP a(AV) = b(-bW) b a(aV) = baV
P aaV-baV=01b (aa —ba)V =02

A matriz V € ndo-nula, entdo aa —ba=0P a(@a -b)=0.Comoa® btemosa=0
Por hipotese, aV ==-bW P 02a = - bW, como W e néo-nula; temos b = 0

Assim: |a+b=0

Alternativa: A |

10
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16. O triangulo ABC, inscrito numa circunferéncia, tem um lado medindo —Ocm, cujo
P
angulo oposto é de 15°. O comprimento da circunferéncia, em cm, €:

A.()204/2(1++/3).  B.()4002++3).  C.( )80(1+~3).
D.( )10(2</3+5).  E.( ) 20(1++/3).

RESOLUCAO:
Tem-se que:

sen15°:sena§O 1- cos30™ _
S5\ 2

Pelo Teorema dos Senos, vem da figura:

20
B JZ{cm
2R = = C = 20:/2.(1+/3)cm
senA P ~ senA J_ \/_ i) ( )

Alternativa: A |

11
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17. Num sistema de coordenadas cartesianas, duas retas r e s, com coeficientes

1 : : : R -
angulares 2 e > respectivamente, se interceptam na origem 0. Se Bl reC1 s

sao dois pontos no primeiro quadrante tais que 0 segmento BC é perpendicular ar
e a area do triangulo OBC € igual a 12 x 10-1, ent&o a distancia de B ao eixo das

ordenadas vale
8 4 2
A. —. B. —. C. —.
( )5 ( )5 () :
1
D. —. E. 1
( )5 ()
RESOLUCAOQ:
A figura referente a questéo é:
2y
'
B
' S M y=2x b B(X, 2xs)
CO Y= By
0 X

o~

B, C1 1°quadrante b Xz = +% (1)

tA"rb m=-—=--b =——==-—-p 4y, =5x 2
¢ m 2 2y % 5 Yc g (2)
4 . .
De (1) e (2) seque| Xg = |l que é a distancia de B ao eixo das ordenadas.

Alternativa: B |

12
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18. Seja k > 0 tal que a equacéo (x2 —x) + k(y2 —y) = 0 define uma elipse com distancia

focal igual a 2. Se (p,q) sdo as coordenadas de um ponto da elipse, com
2

g2-q? 0, entdo p P éigual a
q°- g
()2++5. B.()2-+~5. C.()2++3.
)2-4/3. E.()2

RESOLUCAOQ:
Levando a equa(;éo dada a forma candnica; temos:
X2 16 1 K

- X+_ +k -yt—=—74—
g 8y Ay 4 4

P>} 1'0 P s lo k+1
X-—t tKkey- -2 =——
& 2g & 25 4
P <) 10 ae 102

X__
& % 2;25 -1
E k+1

4 4k
+1

Para k>1, tem-se a? :kT e b’ :k4—T e daf seque que:

a’=h%+c’b K}}:Ki?+lp KRodk-1=0b k=2++/5

Como k > 0, tem-se k =2+ /5. Dai, substituindo.as coordenadas de (p, ) na equacao,
segue:

) e P 5

Alternativa: A |

Observacéo: A condicdo 0 < k <1 também fornece uma resposta vélida: elipse de eixo
focal vertical. Entretanto, ela ndo se encontra entre as alternativas. A condigdo k = 1
fornece uma circunferéncia, o que ndo pode ser aceito, tendo-se em vista que a
distancia focal mencionada deve ser igual a 2.

13



<y POLIEDRO RESOLUCAO ITA 2002 — MATEMATICA

19. Considere a regido do plano cartesiano xy definida pela desigualdade
X2+4x+y2-4y-8£0.
P

Quando esta regido rodar um angulo de s radianos emtorno daretax +y =0, ela

ira gerar um soélido de superficie externa total com area igual a

128 128 128
A () Z=p. B.( ) —="p. C.()="p.
() 3 p () 1 p () - p
128 128
D.( )=—=2p. E.()=—="p.
() 5 P () - P
RESOLUCAQ:

Reescrevendo a inequacéo dada, temos:

X+4x+y2—4y-8E£0DP x2+4x+4+y2-4y+4E£16 b (x+2)2+(y-2)2£42
Portanto, a regido definida € um‘circulo de.raio R = 4 centrado em C(- 2, 2).

AY

1
ro ]
b 4

(Nx+y=0

Como C(-2,2) T r, arotagéo de % rad do circulo descrito emtorno daretax +y =0

gerara duas cunhas esféricas. A area da superficie externa total do sélido gerado pela

unido das cunhas sera:

2p 2 2
S=2pR? +4pRZ. 24:8'0; :8pé4 b s—lzsp

Alternativa; A

14
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20. Seja uma piramide regular de base hexagonal e altura 10 m. A que distancia do
vértice devemos corta-la por um plano paralelo a base de forma que o volume da

piramide obtida seja % do volume da piramide original?

A ()2m. B.( )4m. C.( )5m.
D.()6m. E.( )8m.
RESOLUCAO:

Tracando um plano paralelo a base da piramide, a uma distancia h do vértice teremos
uma outra piramide semelhante a original.

3

Assim; g%g :% (a razéo dos velumes é o cubo darazéo de semelhanca)
%)

1 :1 P lh=5cm

10 2

10

Alternativa; C

15
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As questOes dissertativas, numeradas de 21 a 30, devem ser respondidas no
caderno de solugoes.

21. Seja a funcéo f dada por

1+2x- X2 oX(3x+1)

f(x) = (log, 5).logs 8* * +logs 4 - log,

Determine todos os valores de x que tornam f ndo-negativa.

RESOLUCAO:
Sendo (x) = log, 5.log; 8! +log, 44"~ log, 2!®" p

|Og 8X-l 142 %~ X2 X(3X+1
f(x) = logg5 . —=— +log, 4™ Jog, 2 p
3 | 35 3 3
8x-1 4l+2x- x

f(X) — |Og3 2X(3X+l) |3 f(X) — log3 23x-3+2+4x-2x2-x(3x+1) D f(X) — |093 2—5x2+6x-l

. _E\?2 1 . "
em que o logaritmando 27 **-! é sempre positivo.

Para f(x) ser ndo-negativa f(x) O teremos.

|093 2-5x2+6x-13 0 D |Og3 2-5X2+6X-13 |093 20 p 2-5X2+6X-13 20 p _ 5X2 +6X_ 13 O

Encontrando as raizes, temos o intervalo | 1/5E£x £1 |.

16
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22. Mostre que

A
42412 >c,,

y  Xg
para quaisquer x e y reais positivos.

Obs.: Cnp denota a combinacao de n elementos tomados p a p.

RESOLUCAO:

Como x, y e R, , pela desigualda

3 2, teremos:

Y
Z12+12 5 (242)' =

& xg

Concluimos que

POLIEDRO

17
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23. Com base no grafico da funcao polinomial y = f(x) esbocado abaixo, responda qual

é 0 resto da divisao de f(x) por g?( EL

20

RESOLUCAO:
Dividindo f(x) por K- E2.(x - 1) podemes.montar: f(x) = % - E2.(x -1).9(x) +ax+b
& 24 & 25
L 0 1 .
Pelo grafico, tiramos que f(1)=0e faé—gz—. Assim:
82g 8
fW=a+befE0=24p
&g 2

Montando o sistema:
jath=0
| ~ 1 1
[ a 1 obtendo asoluggo a=- —eb==
- —+h== 4 4
f2 = 8
O resto é: |- 1+1

4 4

18
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24. Sejam a e b dois niimeros complexos ndo-nulos, tais que a2+ b2=0.Se z,wl C
satisfazem a

determine o valor de |a| de forma que |zw| =

RESOLUCAO:

Resolvendo o sistema {

ZW+ ZW = 6a

W - 7w =8b obtemos: zZw =3a+4b e zw=3a- 4b

_ W + 7W A —
Substituindo a = 2X ~ 2% o = 2= AV

em a2z + b2 =0;

o

agw+zwo aezw ZW0O
= =0P
& b & 5

(zw)" +2zw.zw +(zw)" (W) - 2zwiza + (zw)
36 64

=0

Sendo: Zw.zW = Z.W.z.w = 2W.(zw) = |zw|2 =1,

Fazendo a substituicao:

N2 N 14
= Zp
(zw) +(zw) =
14

(9a2 +24ab +16b2) + (9a2 _ 24ab +16b2) = 14

b 18a° +320°=- —
5 25

Como b*=-a’p -14a2:-%b az——b a ‘ b [a’ -—b 8| ==
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25. 1. Mostre que se uma matriz quadrada ndo-nula A satisfaz a equacgéo
A3+ 3A2+2A =0 (1)

entdo (A +1)3=A + |, em que | € a matriz identidade.
2. Sendo dado que

&1l 1lu
A=g (
g0 -2q

satisfaz a equacéo (1) acima, encontre duas matrizes ndo-nulas B e C tais que

B3+ C3 =B + C = A Para essas matrizes vocé garante que o sistema de
equacoes

(B- C)

D Q
coic
1l
P O
o o

tem solucdo (x, y) * (0, 0)? Justifique.

RESOLUCAOQ:
1) Vamos calcular (A +d)3=A3+ 3A2| + 3AIZ+ P=A3+3A2+3A + | =A3+ 3A2+ 2A +
(A+1)

Como, por hipdtese, A3 + 3A2 + 2A=0;entdo [(A+1)3=A+ |

2) Como A =B + C =B3 + C3 com A satisfazendo o item (1), vamos fazer as
substituicdes convenientes:

A+ =A+1 b [BFC)+I’ =B +C°) +

je1l 10 & Oui & oy & 1d3 0u
(S0 alithath EC omibe T
Como(?1 Og:(?l 093 temos
O 1§ & 1g’
e W e 003 B3+C3|:>€:D 193+§_1 Olf:|33+c3
T - O -15 §0 -1f
Temos 0S posswels valores:
g- & o ._e&l 0o el 00 & L
O -1 &0 -1 &0 -1 O -1
& 1y &1 -1y

Observe ainda que: B- C =34 ~0uB-C=3
! & of § 0

Para analisar a solucéo do sistema, temos que det (B - C) = 0, ou seja, 0 sistema €
possivel e indeterminado e admite (x;y) * (0;0) como solucao.
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26. Sejam n 8 2 nUmeros reais positivos ai, &, ... & que formam uma progressao
aritmética de razéo positiva. Considere An = a1 + a2 + ... + an e responda,

2
justificando: Para todo n 3 2, qual € 0 maior entre 0S nimeros at 0

—-d, - €
n @
2
O 429
ng
RESOLUCAO:
2 A 2 N
Vamos analisar o sinal da diferenca: d i ang %9 - asu
En % Enps g
2
A A A G
g=Fn0 oA 0 &’A—E val 202 ol 5 B M0 g
&ng n &n o &' np
(a, +a,) y
Como An= a1+ a2 +/... + an temos A, ==—=—=n. Substituindo em (1):
_.. & (yta)no_ L e j0_ ., Ja2a, - nO_
d=2a, 4,- 12—nnH_2'an(é‘an B 5 ay- 8 2 B_ a,.(a, - a)

Os termos da PA séo positivos, logo a» > 0. Como a razéo € positiva, entdo a PA ¢
crescente (ak#1>ax)

Provamos entdo que d > 0, ou seja, ae% a, - aé%g - (an)2 :
4]
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27. Considere n pontos distintos A1, Az, ... An sobre uma circunferéncia de raio unitario,

—— —

de forma que os comprimentos dos arcos @ AA, ..., A A formam uma

~ Lo o . 1 -
progressdo geométrica de termo inicial p e razdo > Para que valores de n | N

: — 1 :
teremos o0 comprimento do arco A A, menor que i do comprimento da

circunferéncia?

Obs.: Para todo arco A A, , 0 comprimento considerado € o do arco que une 0 ponto Ax
ao ponto A, no sentido anti-horario:

RESOLUCAO:

Ay

Como r =1, vem que 0 comprimento da circunferéncia é dado por:
C=2pr=2p

O comprimento do arco A,A; é dado pela diferenga entre o comprimento da
circunferéncia e o comprimento do arco A;A,. Assim:
AnA1: 2p' AlAn

Mas AA, = AA; +AAs +...+ AL A,
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Ou seja, @ é dado pela somadaP.G.onde a; =p e q :%. Note que entre A1 e An

existem (n - 1) arcos, logo:

é A1

n-1 é-_ ﬁ_g L:'

[t ) ¢ &5 g
AA =2p- a. =2p- p. 1
-q 1- =
2

..n-lu -1
AA =2p-2p éL- &0 (=2p- Ty
8 29 g gzﬂ

.nl

AA =2p 82

Como se quer que Kn_A\l < 5—12.2p, tem-se:
-1

2682@ <—2’ﬁ

512
1 1

1550

Assim:

n-1>9b [n>120/" nl N
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28. Seja S a érea total da superficie de um cone circular reto de altura h, e seja ma
razao entre as areas lateral e da base desse cone. Obtenha uma expressao que
forneca h em funcéo apenas de S e m.

RESOLUCAO:
Tem-se que a area total de um cone é dada por:

S=Ab+A=p.R2+p.gRP §:R2+g.R (1)
P

Onde A é a area da base, A € a area lateral, R é o raio da base e g € a geratriz do
cone.
Tem-se ainda que:

gZ:h2+R2
Mas:
2 L h2
m:p'g'lj :gp m= R” +h
pR° R R
Logo:
R? +h?
2 n b h2=Ra(m2-1)
Ou:
he
R? = 2
T (2)

Comog=m.R,em (1)
=R%? +mRR=R? +mR?

P
Substituindo o resultado de ( 2 ):

2 2 m?-1).S
S_ h +mh ID h2+mh2:( )
p m -1 m p

MM

Assim, tem-se:

S.(m-1)
P

h=
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29. Considere 0 seguinte raciocinio de cunho cartesiano: “Se a circunferéncia de
centro C = (h, 0) e raio r intercepta a curva y = +/X, X >0, no ponto A=(a, \/a_)
de forma que o segmento AC seja perpendicular & reta tangente a curva em A,
entdo x = a € raiz dupla da equagdo em x que se obtém da interseccdo da curva

com a circunferéncia.”
Use este raciocinio para mostrar que o coeficiente angular dessa reta tangente em

I

2\/a

RESOLUCAO:
As informac0es do enunciado remetem a seguinte construgéo:

y4 t

Vot :

e

v

As equac0es das linhas sao:
|5 (- )+ ¥ =1 =(h- @)’ +(Ja)

Das equacfes anteriores, segue:
(x—h)2+x=h2-2ha+az+ab x2+(1-2h)x+2ha-az-a=0

Como a equacdo anterior admite raiz dupla, seu discriminante é nulo. Dai segue:
2

D=(1- 2 - 4(2ha- a2~ a)=0b h?- (2a+Dh+Z+20 =0b h=a+=
& 2p 2
Assim:

-

m =tga

E
I

=

t

h- a
-——— p
Ja
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30. Se x, y e z sdo os angulos internos de um triangulo ABC e sen x = Seny +senz :
COSYy +C0SzZ
prove que o triangulo ABC é retangulo.
RESOLUCAOQ:
4o
seny+senz Zsen? ZC:)—COSaEyzz9 Z X
sen x = y = 7 2t ?—g—tg?)—gb
cosyrcosz Cosaey_g cos® 20 2 2 2 2
2. @
cosz 9
sen x = cotg —_ID 2 sena%gcosae(—o— gb eZsenzaa—(g 1 cos®
25 85 2h e o 105"
&2
Como 0<x<p, cosgé-a%gl 0 e dai segue:
(%)
senzae—(g——b senae(—g _ﬁ p X_P KO P +kp
&2 5 &2y 2 2 4 2

Mais umavez, 0<X<pb [x= %rad P O.triangulo ABC e retangulo|.
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COMENTARIOS SOBRE A PROVA

O vestibular do ITA 2002 reinaugura um novo modelo de prova com 20 testes e 10
questdes dissertativas.

A prova abrangeu todo o programa, enfatizando o dominio de fungdes por parte dos
alunos.

As questdes de Geometria Plana e Espacial foram faceis, enquanto as de Geometria
Analitica foram mais trabalhosas.

Para um bom resultado na prova, o aluno deveria fazer uma analise geral das questfes
e resolver as mais rapidas em primeiro-lugar.

Os enunciados das questdes 11 e 18 poderiam ser mais precisos, evitando assim dupla
interpretacdo. (Leia 0s comentarios nas respectivas resolugdes).

As questdes envolvendo matrizes tiveram um nivel de dificuldade elevado em vista do
tempo para a sua resolucéo.

Sentimos a falta de problemas envolvendo a.diseussao de sistemas lineares.

De um modo geral, o westibular do ITA,"em Sua nova versdo, busca uma maior
criatividade dos candidatos, selecionando assim os mais bem preparados.
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Distribuicdo das questdes:

ga

Questao:
Questao:
Questao:
Questao:
Questéo:
Questao:
Questéo:
Questéao:
Questao:
uestao:
102 Quests
11% Questao:
122 Questao:
132 Questao:
142 Questao:
152 Questao:
162 Questao:
172 Questdo:
18% Questao:
192 Questao:
20?2 Questdo:
212 Questao:
222 Questao:
232 Questao:
242 Questao:
252 Questao:
262 Questao:
272 Questdo:
282 Questao:
292 Questao:
30? Questdo:

Desigualdades
Funcoes

Funcao modular
NUmeros complexos
Teoria dos conjuntos
Funcoes

Funcodes

Polindmios
Equacdes polinomiais
Funcao

Andélise combinatéria
Raciocinio légico
Determinantes
Matrizes

Matrizes

Geometria plana
Geometria analitica
Geometria analitica
Geometriaespacial
Geometria espacial
Funcdes
Desigualdades
Polinédmios

NUumeros complexos
Matrizes

PA

PG

Geometria espacial
Geometria analitica
Trigonometria

POLIEDRO

ESPECIALIZADO EM
APROVACAQ!

APROVAR E COM A GENTE!
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Entre o historico vitorioso de aprovagdes do Poliedro, aqui estdo algumas que podem
interessar mais especificamente para vocé:

* 14 alunos POLIEDRO aprovados em 12 fase e 46 classificados ao total.
2° Lugar e 4° Lugar geral do Brasil no IME!
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E mais...

1995 b 1996
47 aprovados na FUVEST, VUNESP e UNICAMP
22 aprovados na AFA
09 aprovados na Escola Naval (100% em SP)

1996 b 1997
50% de aprovacao em Universidades Federais e Estaduais
32 aprovados na AFA com os 3 primeiros lugares do Brasil!
10 aprovados na Escola Naval (90% em SP)
07 aprovados no Colégio Naval (39% em SP)
36 aprovados na EPCAR (77%em SJC)

1997 b 1998
106 aprovados em Biolégicas
78 aprovados emHumanas
39 aprovados na AFA (100% em SJC)
17 aprovados na Escola Naval (90% em SP)
08 aprovados no Colégio Naval (40%.em SP)
11 aprovados na EPCAR

1998 b 1999
84 aprovados em Biologicas
88 aprovados em Humanas
89 aprovadosem Exatas
25 aprovados na Escola Naval (96% em SP)

1999 b 2000
145 aprovados em Biologicas
108 aprovados em Humanas
276 aprovados em Exatas

2000 b 2001
132 aprovados em Bioldgicas
110 aprovados em Humanas

334 aprovados em Exatas
A garantia de resultados como estes esta na competente equipe de professores e no
maximo contato possibilitado entre eles e os alunos, caracteristica importante em nossa
estrutura.
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ALOJAMENTO

O Poliedro possui um alojamento em Sao José dos Campos com todas as facilidades
para hospedar alunos de outras cidades. O Recanto do Estudante é uma pousada
construida num espaco de aproximadamente 10.000 m2, com acomodacgdes amplas e
confortaveis, que garantirdo o melhor desempenho do aluno durante o curso.

O convivio nos alojamentos é importante, pois cria-se um ambiente de forte estudo e
concentracdo, ndo so pelo apoio dado por professores e coordenadores do Poliedro,
como também pela progressiva interagéo dos alunos, que podem discutir assuntos e
questdes das diversas materias, permitindo um crescimento mais homogéneo do grupo.

O alojamento oferece alimentacdo completa e dispée ainda de 6nibus fretados que
executam o trajeto alojamento-curso-alojamento nos horarios de interesse. Tudo iSSo
para que 0 aluno se preocupe.apenas com o estudo.

ENSINO MEDIO NO POLIEDRO

O Colégio Poliedro possul uma turma.® Ano IME-ITA,/que oferece uma preparacdo
integrada ao cursinho, especifica para 0s vestibularesdo IME, ITA, Escolas Militares e
Faculdades de Engenharia.
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