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INTEGRAL

1. PRIMITIVA E INTEGRAL INDEFINIDA

Seja uma funcao f definida em um intervalo |. Uma primitiva de f em | é uma funcdo F definida em 1, tal que

F'(x)=f(x)
x3 x3 ! 3x2 2
Exemplo: F(x)=?+1 € uma primitiva de f(x)=x2, pois F'(x) = ?+1 =T+O=X =f(x).

Se F(x) é uma primitiva de f(x), entdo toda funcdo F(x)+k, onde k é constante, também é uma primitiva de

f(x). Assim, y=F(x)+k, onde k é constante, é a familia das primitivas de f.
A familia das primitivas de f, também chamada integral indefinida de f, é denotada por

[fO)dx =F(x) +k

Na expressdo acima, f(x) é chamado integrando.

. [
Exemplo: [senxdx=—cosx+k, pois (—cosx) =senx.

2. INTEGRAL DE RIEMANN OU INTEGRAL DEFINIDA

n

b

A integral de Riemann ou integral definida de f em [a,b] é dada por jf(x)dx: lim > f(c;)Ax, onde c;
maxAx;—0“

a ! i=1

estd no intervalo Ax;, e representa a drea sob o grafico de f, obtida como a soma das dreas dos retangulos

sob a curva para uma dada particdo de [a,b], quando as bases dos retangulos Ax; tendem a zero.

(7 |
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N

b
Se jf(x)dx existe, dizemos que f é integravel segundo Riemann em [a,b].
a

2.1. PROPRIEDADES

Sao validas as seguintes relagdes para as integrais de Riemann.

?f(x)dx=0

a b

[F(x)dx =—[ f(x)dx

b a

b b b
[[£0G)+g(0)]dx = [ F(x) dx + [ g(x) dx
b b

(k- £(x)]dx =k- [f(x)dx

£(x)>0 em [a,b] = [ f(x)dx>0

c<[a,b]=> [H(x)dx= [ £(x)dx+ [ F(x)dx

a
Se f é uma fungdo impar = [ f(x)dx=0
—a
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a a
Se f é uma fungdo par = [ f(x)dx=2-[f(x)dx
—a 0

3. TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO

Se f for integravel em [a,b] e se F for uma primitiva de f em [a,b], ent3o

jl?f(x)dx = [F(x)]: =F(b)-F(a)

Observe que o teorema fundamental do Calculo relaciona os conceitos de primitiva e integral de Riemann.
Esse resultado pode ser demonstrado por meio do Teorema do Valor Médio (TVM).

2
2 3 3 43
Exemplo: szdx:{x_} .7
1 34 3 3 3

4. TABUA DE INTEGRAIS

n+1

u +C, (h#—1)

udu=
I n+

d
(2 —inlul+c
u

[e'du=e" +C
u

ja"du=a—+c
Ina

[senudu=—cosu+C
[cosudu=senu+C

[sec?udu=tgu+C

[cossec? udu=—cotgu+C

7= arctgu+ C=-arccotgu+C
1+u

du

1-u?
[tgxdx =—In|cosx|+C

J

=arcsenu+ C=—arccosu+C

[secxdx =In|secx +tgx|+C

Observe a tabua de integrais apresenta funcdes de u integradas du. Caso isso ndo ocorra, devem ser utilizadas
técnicas de substituicdo.
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5. INTEGRACAO POR SUBSTITUICAO

Seja x=g(t), entdo dx=g'(t)dt. Assim, temos:

[f()dx =[f(g(t))-g'(t)dt

Seja x=g(t), g(c)=a e g(d)=b, entdo temos:

T 00 dx = [#(g(0)e" (D) dt

1 3
Exemplo: [e>*dx
0

u=3x=du=3dx 1 3 4 3 3
x=0=u=3-0=0 :jegxdx:je“—uzl[e“]o=1(e3—e0)=e 1

0 0 3 3 3
Xx=1=u=3-1=3

Exemplo: (Integragdo por substituigao trigonométrica) j\/l—xzdx

T T / 2
u=arcsenx, _E<u<5 =>senu=x=dx=cosudu e cosu=v1-x

[V1—x?dx = [v1—sen® ucosudu= [/cos® ucosudu= [|cosulcosudu

i o N .
Como _E <u< 5 , entao |cosu| =cosu. Assim, temos:

4/ 1+ 2 1 1 2
[ l_deXZJCOSZUdu:j$dU:5u+E.seg u_,_C.

1 1
sen2u=25enucosu=2xx/1—x2 :>j\/1—x2dx=5arcsenx+zx 1-x% +C

6. INTEGRAGAO POR PARTES

Considerando a expressao da derivada de um produto de fun¢des, temos:
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[£(x)-g(0)] =F()g(x)+F(x)-g'(x) = F(x)-g' () =[F(x)-g(x)] —F'(x)g(x)

Integrando, vem:

TF(x)g' () dx =F(x)-g(x) — [F'(x)g (x )dlx

Alternativamente, podemos fazer u=f(x) = du=f'(x)dx e v=g(x) =dv=g'(x)dx , entdo

[udv=uv—[vdu

Exemplo: [xsenxdx
u=x=du=dx
dv =senxdx = v =—cosx

[xsenxdx =x-(—cosx) — [(—cosx)dx =—xcosx + [cosxdx = —xcosx +senx +C
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EXERCICIOS DE COMBATE

1. (EFOMM 1993) A fungdo que tem a diferencial (tg6+cotg6)2d6 é:
a) cotgb—tgb+C

b) tg6 +cotg+C

c) tg0—2cotgb+C

d) 2tgO6+cotgb+C

e) tg—cotgb+C

5

-1
2. (EFOMM 1993) Calculando j—?’
[ x—1
cos”| ——
5

dx, encontramos:

a) senx—_1+C
3

b) 3secx—_1+C

3

-1

c) cosX—+C
3

d) secXT_1+C

-1
e) 3cossecXT +C

3. (EFOMM 1993) A | d’; éigual a:
sen” x

a) tgx+C

b) cotgx+C

c) —tgx+C

d) —cotgx+C

e) secx+C




Iy Y uld'W mMODULO 18

PROF. RENATO MADEIRA PROMILITARES — AFA/EFOMM/EN

X+2

X2+ 4x +11

4. (EFOMM 1995) Sabendo que f'(x) =

e

In\/ﬁ

In4

e que f(1)=0, entdo o valor de f(0) é:

b)

c) In(4+11)

4
[
Y n(ln\/ﬁj
e) \/ﬁln4

3y

Je¥ + 3

5. (EFOMM 1995) A solugdo de | dy é:

)3/2

1
a) E(e3y+ 3) +c

b) %3(e3y + 3)2 +c

c) %3 (e3v + 3)2 +c

)3/2

1
d) §(e3y +3) +c

e) %(esy +3)_2/3 +c

6. (EFOMM 1999) Resolvendo [3sen(x/2)dx, encontramos:

a) 6cos§+c
2

b) 3cos§+c
2

c) —3cos§+c
2

d) —6cos§+c
2

X X
e) cos—-sen—+c
2 2
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7. (EFOMM 2013) O valor da integral [senx-cosxdx é:

a) —cosx+c

1

b) ——cos2x+c
4
1

C) —=cosx+c
2
1

d) +=cosx+c
4

1
e) +ECOSZX+C

8. (EFOMM 2013) O gréfico da fungdo continua y=f(x), no plano xy, é uma curva situada acima do eixo x
para x>0 e possui a seguinte propriedade:

“A rea da regido entre a curva y=f(x) e o eixo x nointervalo a<x<b (a>0) éigual a 4rea entre a curva e

o eixo x nointervalo ka<x<kb (k>0)".

Se a area da regido entre a curva y=f(x) e o eixo x para x nointervalo 1<x<3 é o nimero A ent3o a area
entre a curva y=f(x) e o eixo x nointervalo 9<x <243 vale:

a) 2A

b) 3A

c) 4A

d) 5A

e) 6A

9. (EFOMM 2014) Uma pesquisa indica a taxa de crescimento populacional de uma cidade através da funcao

P(x) =117 +200x, por pessoas anualmente ha x anos. Passados 10 anos, o crescimento é dado pela integral
10

[ (117 +200x)dx . Pode-se afirmar que esse crescimento serd de
0

a) 10130 pessoas.

b) 11170 pessoas.

c) 11200 pessoas.

d) 11310 pessoas.

e) 12171 pessoas.
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10. (EFOMM 2015) Dada uma funcdo F: R — R, sabe-se que:
i. F'(x)=sen(3x)cos(5x), onde F'(x) é a derivada da funcdo F, em relacdo a variavel independente x;

i. F(0)=0.

O valor de F(lj é
16

L R
b) 1[_ 2+\/§+§]
4 2 4
t=h
T2 4
" 1(_2;@3}
4 2 4
1( 2+2 3]
e i
4 2 4

1
11. (EN 1989) j 2
02—-2Xx" +X

dx éigual a:

n
a) ——
8

T
b) ——
)4

T
c) —
8

T
d) =
)4

e)0

1n(2px)
12. (EN 2004) Seja p uma constante real positiva. A integral [e 2 dx éigual a:

a) %(pr)% +c
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b) p(2px) 12 +c
0 %(sz)% +e
d) %x(pr)% i
e) %x(pr)% ‘e

13. (EN 2005) Sabendo-se que y(x) é uma fun¢do real derivdvel em todo o seu dominio e que

1 1
y'(x)=e¥+ S + e y(O)=E+£, pode-se afirmar que y(-1) é igual a
X~ +2x+2 1-3x 4 3

e 3_2In2
a) — =<

2X
14. (EN 2006) O célculo de | dx éiguala
1+e™
Inl1 +e*|
a) —————+c
4

b) 2arctge® +c

2X
arctge
arctge™

c) p

In|1+e4x|

d)
4e*

—arccotge®
——°" 4c

e) >

10
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x8 42 *
15. (EN 2006) Seja y=y(x) uma fungdo real que satisfaz a8 equagio 8y — 5 =0, xelR_. O valor de
X
2
[x? 1+(d—y) dx é
dx
x® Inlx|
) —+—+
12 2
4 2
b) XX e
o)~ “Inlxl+c
12
6
g) 2 Inkd,
12 2
WA x2
e) ———+c
8 4
2
(& —bX)
16. (EN 2007) Sejam a e b constantes reais positivas, a#b . Se x é uma varidvel real, entao Ide é
a’b
X X
a) (Ina—Inb) a_x_b_x —2x+cC
b® a
X X
b) (Inb—Ina) a_x_b_x —2x+C
b® a
X X
O S i
(Ina—Inb)\ p* ¥

aX X

d) ———-2x+c
b a

1 a* b
e) ——— | ——— |-2x+c
(Inb—=Ina)\ p* ¥

17. (EN 2008) O valor de j4sen2xcoszxdx é

cos2x cos4x
2

a) — +C

11
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2
b) —cos2x — sen” 2x +C
3
0 _4cos”x L
3

3
d) —Ec052x+C

cos4x

e) —cos2x — +C

18. (EN 2008) Considere y=f(x) uma funcdo real, de varidvel real, derivavel até 2% ordem e tal que

2

f'"(x)+f(x)=0, VxeR. Se g(x)=f'(x)senx —f(x)cosx +cos” x , entdo

2
sen2x

a) g(x)=

b) g(x)=C

2
c) g(x)= CO; X iC

CcOSs2X

d) g(x)=2f(x)— +C

e) g(x)=senx+coszx+C

1+x° +\/§
Ja—x*)(14x2)

19. (EN 2009) O valor de | dx é

a) arccosx+arccotgx+C
b) arcsenx —arctgx +C

c) —arcsenx —arccotgx +C
d) arccosx +arctgx+C

e) —arccosx+arctgx+C

20. (EN 2009) A medida da area da regido plana limitada pela curva de equacdo y:\/4x—x2 e pela reta de

equacdo y=x mede, em unidades de area,

a) L)
4

12
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b) t—2
c)n+4
d) m+2

e) t—1

21. (EN 2010) Qual o valor de [sen6xcosx dx?

7cos7x 5cos5x
a) — - +c
2 2

7sen7x  5senbx
+ +c

b
) 2 2

sen7x senbx
14 10

c)

cos7x cos5x

d) -
14 10

7cos7x 5cos5x
+ +c
2 2

e)

22. (EN 2011) Sejam f(x)=In(cosx)’, O£x<§ e F(x):j[(f'(x))z+sen22x]dx. Se F(O):%—S, entdo

IimnF(x) vale
a) -2

b) -1

c)o

d)1

e)l

23. (EN 2011) Sejam f(x)=In(cosx)’, O£x<§ e F(x):j[(f'(x))z+sen22x}dx. Se F(O)=7§—5, entdo

lim F(x) vale
x—=
4
a) -2
b) -1

c)o

13
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d)1
e)1

24. (EN 2012) Qual o valor de j(cossecx-secx)_2 dx?

1
a) —(4x—sen4x)+c
32

sen°x  sen>x
b) - +c
5
sen>x-cos>x
c) —————+¢c

9

1
d) —(4x—sen4x)+c
16

1
e) —(4x+sendx)+c
16

. adVv . . .
25. (EN 2012) A taxa de depreciagao m de determinada mdaquina é inversamente proporcional ao quadrado

de t+1, onde V é o valor, em reais, da maquina t anos depois de ter sido comprada. Se a maquina foi
comprada por RS 500.000,00 e seu valor decresceu R$100.000,00 no primeiro ano, qual o valor estimado da

maquina apds 4 anos?
a) R$350.000,00
b) RS 340.000,00
¢) R$260.000,00
d) R$250.000,00

e) R$140.000,00

26. (EN 2013) Considere a fungdo f(x)=In(secx+tgx)+2senx, com O<x<§. O resultado de

I[(f'(X))z +2—2costde é
a) tgx+8x+2sen2x+C

b) secx +6x+C

c) secx —2x—sen2x +C

14
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d) tgx+8x+C

e) secx+6x—sen2x+C

27. (EN 2013) O valor de jg/z(ezx —cosx)dx é

e
a —— —
) 2
/2
1
b) &=
2 2
T
2
/2
g -2
2 2
e™? 1
e) +—
2 2

28. (EN 2015) Sabendo-se que f é uma funcdo real de varidvel real, tal que a derivada segunda de f em x é

f"(x)=cos’x +1 e que f(0)=§ e f'(0)=2, ovalorde f(n) é
a) 27t+E
8
b) 7'c2+Tc+E
8
c) 21 +5
3n? 7

d —+2n+—
4 8

5
e) 3n2+n+§

29. (EN 2015) Considere a funcdo real de variavel real y=f(x), —§<x<§, cujo grafico contém o ponto

(g,\@j Se f'(x)=

~ T .
+senx-cosx, entdo f(z) éigual a

COSs X

1
a) —\3+—
8

15
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b)

®[N oW

V2 1
2 4
V3

2

d) —

5
e) —+—
4

30. (ITA 2008) Seja C uma circunferéncia de raio r e centro O e AB um didmetro de C. Considere o triangulo
equilatero BDE inscrito em C. Traca-se a reta s passando pelos pontos O e E até interceptar em F a reta t
tangente a circunferéncia C no ponto A. Determine o volume do sélido de revolucdo gerado pela rota¢do da

regido limitada pelo arco AE e pelos segmentos AF e EF em torno do didmetro AB.

16
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GABARITO

1.

RESPOSTA: E

[(tg6+ cotge)zde = j(tg2 0+2+ cotg2 G)de = j(1+ tg2 0+1+ cotg2 e)de =
= j(sec2 0+ cossec?0)d0 = tg0—cotgb+C

2.
RESPOSTA: B

u= cos(x—_lj =du= —sen(x—_lj . 1dx = sen(x—_ljdx =-3du
3 3 /3 3

1 3

V3 gk =—3jd—“=—3-(——j+c=—
Z(X_lj u? u (x—lj
cos cos

+C= 3sec(x—;1)+c

RESPOSTA: D
dx
[

sen X

— [cossec? xdx = —cotgx +C

4,
RESPOSTA: A
u:xz+4x+11:>du:(2x+4)dx©(x+2)dx:%
+2 1 1
f(X)=If'(X)dx=jzx—dx=—jﬂ=—ln|u|+c=ln\/x2+4x+11+C
X+ 4x +11 2°u 2

f(1)=0<=InV16 +C=0<=C=—In4

f(O):In\/H—In4:In@

5.
RESPOSTA: C

17
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d
u:eay+3:du:e3y-3dyc:>e3ydy:—u

e3Y 1. du 2
FEaaE 58 e el T e

6.
RESPOSTA: D

X
—COS—

[3sen(x/2)dx =3- +c:—6cos§+c

7.

RESPOSTA: B
—C0S2X
2

1 1 1 1
[senx-cosxdx :EIZSenx -cosxdx :EjsenZde :E( j+c Z—ZCOSZX +c

8.
RESPOSTA: B

Se a area entre a curva y=f(x) e o eixo x para xe[1,3] € o nimero A, entdo para cada uma das regides
determinadas por x€[9-1,9-3]=[9,27], xe[3-9,3-27]=[27,81] e x<[3-27,3-81]=[81,243] a 4rea também
éiguala A.

Assim, para xe[9,243]=[9,27]U[27,81]U[81,243], a 4rea entre a curva y=f(x) e o eixo x é igual a

A+A+A=3A.

b kb
Observe que o enunciado afirma que jf(x)dx: jf(x)dx, Vk>0. Essa propriedade é compativel com a
a ka

1 d
fungdo f(x)==, com x>0, pois jf(x)dx =j—x=lnx+c, o que resulta
X X

jf(x)dx— j—: InxJk In(kb)—ln(ka)—In(kbj—In(Ej:In(b)—lna:?%:?f(x)dx.

ka ka a a X a

18
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Essa situacdo é ilustrada no grafico a seguir:

Yll

\ f{x)= ‘

A —
| A :
a b ka kb ;

o.
RESPOSTA: B

10
O crescimento pedido ¢ o valor da integral definida | (117 +200x)dx . Assim, temos:

0

10

10 x2 , 110
J (117+200x)dx = | 117x+200- =[117x+100x2]y =
0 0

~(117-10+100-10%)—(117-0+100-0?) =11170

10.

RESPOSTA: C

1
Aplicando a transformacdo de produto em soma, temos: sen(3x)cos(5x) =E[sen(8x)—sen(2x)].

cos (kx)
+c

Vamos recordar a integral [sen(kx)dx =—

cos(8x) cos(2x)
+ +c

F(x)=[F'(x)dx+c= j%(sen(Sx)—sen(Zx))dx +c=—

16 4
F(O):—COS(S'O)+COS(2.0)+C:O<:>C:—3
16
cos(8x) cos(2x) 3
=F(x)=- + -
16 4 16
cos(8-nj cos(z-n) cos(nj cos(nj
16 16 4 16 16 4 16 4 2 4
2

o8 T T T
cos—:2cosz——1<:>cosz—: = &> C0s—=
4 8 4 8

19
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11.

RESPOSTA: C

1 X 1 X 1 0 1{ ( nﬂ n

————dx=| ——dx=— =—|arctgu| ., =—|0—| —— | |=—

PRI £1+(X2_1) J11+u jlereel =3 4)] 8

u=x%—1= du=2xdx

12.
RESPOSTA: D
1n(2px) 32
J 2
fe 2 dx=[e™PXgx=] 2deXZ\/EJ.X1/2dX=\/£');7+C=§X-(2px)1/2+c
13.
RESPOSTA: D
1 1 1 1
y(x)=fy'(x)dx:j(egx+ + jdx je3xdx+j dx + [ dx =
2 _ _
x“+2x+2 1-3x X2 +2x+2 1-3x
e 1
= [e¥dx+] > =—+arctg(x+1)—=In[1-3x/+C
1+(x+1) 3 3

30
1 4
y(O)——+arctg(0+1)——In|1 3.0+C=-+"+c=2+2oc=1
3 34 4 3

3(-1) -3 -3
1 1 3-2In2+
v(-D=2 tarctg(-1+1)-ZInf1-3-(-D)|+1=2— . jngy1=2"20°"E€
3 3 3
14.
RESPOSTA: E
2x
1 1
| € == j =——arccotgu+C=——arccotge2x+C
1+e% 271442 2

u=e? = du=2-e>dx

15.
RESPOSTA: D

6 6
8y_[x :Zj:o R :sdy 6x5 %2 —(x6+2) ZXSQZE(Xg_ij

X dx X4 dx 2 )(3

20
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2 2 2
(ﬂj :1 x6—2+i :>1+(d—yj :1 x6+2+i :1 x3+i
dx 4 x® X 4 x) 4 x3

2 2
1 1 1 1
[x? 1+(d—y) dx=[x2,[=| x® + = | dx==]x? 3+ =|dx=—=]x?| x> + = |dx
dx 3 3 3
6
1 1 |
:——j(xs+—jdx:——[x—+ln|x|]+C:—x——M
2 X 2\ 6
16.
RESPOSTA: C

Relembrando as derivadas das exponenciais e logaritmos.

1
x-lna

(" ) =e¥, (a* ) —a*-Ina, (Inx) 1
X

, (logyx)' =

X

. a
Para efetuar a integral do problema vamos usar: jaxdx =I—+C
na

2

X X 2X 4 XpX 2x X X

f(a o) dx=ja 2ab_ +b dx=f(ij dx—2jdx+j(9j dx
a"b* a"b* b a

B L)
e e X X
_\b ab et (a—x—b—xj—2x+c
In(aj In() Ina—Inb\ p* g3

b a

17.

—2X+

RESPOSTA: E

2x+1
4sen2xcos? xdx = 4sen2x~&dx= 2sen2xcos2xdx +2|sen2xdx
2

4 2 4
:jsen4xdx+2jsen2xdx:—cos X+2-(—C0; x)+cz_coz X _cos2x+C
18.

RESPOSTA: C

g'(x):(f"(x)senx+%)—(%+f(x)(—senx))+2cosx(—senx)
g'(x)=(f"(x) +f(x))senx —sen2x

f'(x)+f(x)=0=g'(x) = —sen2x

Ccos2X

= g(x)=[(-sen2x)dx = +C

21
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19.
RESPOSTA: E
I 1+x2+\/1—x2 dX_I1+x2+\/1—x2 dx—j 1+x2 dx+j \ll—x2 dx =

(1—x4)(1+x2) (1+x2)\/1—x2 (1+x2)\/1—x2 (1+x2)\/1—x2

J

1 1 -1 1

= dx + dXx =— [———=dx + dx =—arccosx +arctgx +C

N iy v P 8

20.

RESPOSTA: B
Vamos mostrar como resolver essa questdao usando integrais, entretanto a solugdao mais simples combina
geometria analitica e geometria plana, e dispensa o uso de integracao.

Vamos inicialmente identificar os limites de integracao

\/4x—x2 :x<:>4x—x2:x2/\ x>0 x=0vx=2

A area serd dada por:

S:jg(\Mx—xz —x)dx:fgxlllx—xzdx—jgxdx:n—{é} =n-2

2
2_
IS\M.X —XZdX = J.SNM' —(2—x)2dx :2.[3 1—[7)() dx =2j2/2x/1—sen2 u (—2cosudu) =

T
0 sen2-—
2u+1 2 2.0
—4jg/zcoszudu:—4j2/2&du:—z{sen u+u} ) (sen +0)_ 2 7|y
2 2 /2 2 2 2

( ) 2—X dx
u=arcsen| — | < senu=——=>cosudu=——
2 2 2

Alternativamente, podemos observar o seguinte:

2

y=V4x—x ©y2=4x—x2/\y20<:>(x—2)2+y2=22/\y20

Logo, essa equagdo representa uma semicircunferéncia de centro (2,0) e raio 2.

y‘
Jy=x
\ .“4 2 Adrea pedida é a drea de um segmento circular de 90" em um circulo de
Y= 4x-x .
raio 2.
- - >
2 4 X 1 22

4 2

22
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21.
RESPOSTA: D

1
sSenbx-cosx = 5(sen7x + sen5x)

[sen6x - cosxdx = %j(sen7x +sen5x )dx = ijsen7xd(7x) + %jsenSxd(Sx) =

cos7x cosb5x

14 10

:i(—cos7x)+%(—c055x)+c =—

22.

RESPOSTA: B

f(x) =In(cosx)? = f'(x) = > (2cosx)-(—senx) = -2tgx

(cosx)

F(x)= j[(f'(x))2 +sen’ 2x]dx = j[4tg2 X +sen’ 2x]dx =

1—cos4x}
2

:j[4sec2x—4+ dx=4jd(tgx)—%jdx—%jcos4xdx:

1 sendx

:4tgx—zx——- +C
2 2 4

7 1 7
F(O)=4tg0——-O——-sen(4-0)+C:c:_n_5
2 8 8

7 4x 7 7t 7
lim F(x)= lim (4tgx——x—Sen X+—n—5j=4——n+—n—5:—1
ok xot 2. 8 8 8 8
4
23.
RESPOSTA: B

f(x)=In(cosx)* = f'(x) = > -(2cosx)-(—senx) =—2tgx

(cosx)

F(x)= j[(f'(x))z +sen’ 2x}dx = j[4tg2 X +sen’ 2x]dx =

1—cos4x}
2

:j[4sec2x—4+ dx=4jd(tgx)—§jdx—%jcos4xdx:

7 1 4
=4tgx——x——-sen X.c
2 2 4

7 1 7
F(O)=4tg0—5-O—g-sen(4~0)+C:C=§—5

23
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7 ax 7 n 7
lim F(x) = lim (4tgx—5x—sen X+§—5) 4——“+§—5_ -1

x> x> 8 8
4 4
24,
RESPOSTA: A
- 1 1
[(cossecx-secx) 2 dx = | dx = [sen? xcos® xdx =~ [(2senxcosx)” dx =
cossec” xsec” X 4
1 1.1- 1 1
=~ [sen®(2x)dx == j cosax 4 :—(x—Sen4xj+c:—(4x—sen4x)+c
4 8 4
25.
RESPOSTA: B
Vv 1 tdv -
Vi = [V gs k] —ds = V(t) - V(0) = k(s +1) :>V(t) VO0)=k——  Como o valor
dt (t+1)> ods o(s+1) t+1

decresceu R$100.000,00 no primeiro ano, entdo —100.000 = V(1) —V(0) = k.% =k =-200.000.

Portanto, tomando V(0)=500.000 e t=4 teremos V(4)=340.000.

26.

RESPOSTA: D
f(x) =In(secx +tgx)+2senx

2
1 secxtgx+sec” x
= f'(x) =——————(secx +tgx)'+2cosx = g +2cosx =
secx +tgx secx +tgx
_ secx(tgx +secx)

+2CcosxX =secx+2cosx

secx +tgx

2
= (f'(x))" =(secx +2cosx)® =sec® x +2secx -2cosx +4cos> X = sec® X + 4 + 4 cos> x

2
(f'(x))” +2—2cos2x —sec?x+4+4cos?x+2—2(2cos2x—1)=sec?x +8

j[(f'(x))2 +2 —2c052x]dx = j[sec2 X +8dx = tgx +8x+C

27.
RESPOSTA: A

24
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2% /2 2-% 20 -
g/Z(ezx —cosx)dx = {e——senx} =&~ _¢enk —[e——senoj _e 3
2 0 2 2 2 2 2
28.
RESPOSTA: D
senkx coskx

Inicialmente, devemos recordar as integrais [coskxdx =

cos2x+1 cos2x 3
coszx+1: +1=

2 2 2

f'00=]f"(x)dx+cq =I(COZZX +§jdX+co = seZZX +3?X+co

sen2-0 3-0

f(0)=2=f'(0)= t e =2 =2

sen2x 3x

=f'(x)= +2

€COS2X 3x2

sen2x 3x
+T+2x+cl

+—+2)dx+c1 =—
2

F(x) = [F(x)dx+c, = ;(

2
cos2-0 3-0 7
+—4 +2-0+c1:§<:>c1:1

f(O)zZ:f(O)z—
8

+c e [senkxdx=—

2 2
:f(x):—coszx+3i+2x+1 e :>f(x):—COSZ LI S SO R LA S
4 4 8
29.
RESPOSTA: C
\ 1 2 sen2x

f'(x) = +senx-cosx=sec”x+

cos” X

. 2 sen2x COSs2x

f(x)=[f'(x)dx+C=[| sec” x+ dx+C=tgx— +C

T T 1 27 1 1
fl — |=3=>tg———cos—+C=+3=>+3——| —— +C=J3=C=—
(3) J_ g3 4COS3 J_ J_ ( 2) J_ 8

1
4

1 1
= f(x)=tgx——cos2x —=
4 8

25
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30.
12 SOLUCAO:

A figura em questdo é dada pelo esquema abaixo:

N|=

n|=

3 F

A rotacdo de AEF em torno do eixo AB gera um sdlido cujo volume é dado pela retirada de uma calota esférica

(alturar/2 e raio da sec¢do r\/§/2 ), de um tronco de cone (altura r/2 e raios de base r\/§/2 e r\/§).

VrrRoNCO = 2(53 +Sp +/58-Sp ) =

2 2 3
r 2 3mr 2 3mr 21mr

\Vi =—| 37r +—+«/3nr — =
TRONCO = ¢ 4 4 24

h 3 5
Voo = (382 012) - {i} {LJ _sm
CALOTA 6

12 2 2 24

3 3
21mnr® Snrt 2 3
Vs = Vrronco — VealoTa = a4 3™

22 SOLUCAO:

Vamos utilizar uma circunferéncia de raio 2 e, depois, aplicar a razao de semelhanca para o caso geral.

26
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Para r = 2, utilizando o sistema de eixos indicado, a reta OE tem equagao y:\/gx, e a circunferéncia,

X +y2 =4. Assim, o volume procurado é igual a

2 2 v (x)=+/3x
V=]ny% (x)dx — [y (x)dx , com (9
1

1 yz(x)=\/4—x2.

2
2 2 3

1 1
Logo, V:ch(3x2—(4—x2)):4ﬂ:j(x2—1)dx:4n X _x :4n.[§—2——+1j=ﬂ.
1 1 3 1 3 3

Para calcular o volume no caso geral, basta multiplicar pelo cubo da razdo de semelhanca:

3
16 (r 21 4
VS :—(Ej =?r .

27



