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CAPITULO

Conjuntos numericos e Aritmética

A Matematica é considerada por muitos uma linguagem e, sendo ela estruturada como
tal, € importante a compreensdo dos simbolos que fazem parte dela e de como eles se
relacionam. Por isso, neste capitulo, trabalharemos a simbologia bésica de conjuntos
e as quatro operagdes fundamentais — adi¢do, subtracdo, multiplicagdo e divisdo — de
modo a prepard-lo para as questdes mais elaboradas que envolvam operagdes no
conjunto dos numeros reais.
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Apresentacdo dos conjuntos
numericos

Conjunto dos niumeros naturais

O primeiro conjunto numérico que apresentaremos
serd o conjunto dos nlimeros naturais. E interessante aqui
comecgarmos a falar sobre a forma de representacdo e as
caracteristicas dos conjuntos. Quando nos referimos a con-
juntos, sua representacdo sera dada sempre por uma letra
mailscula. No caso dos conjuntos predefinidos, trabalha-
remos com letras especificas, como o caso do conjunto
dos nimeros naturais representado simbolicamente pela
letra IN. Se conhecemos os elementos de um conjunto,
bem como sua ordenacdo, podemos representa-lo por lis-
tagem, ou seja, escrevendo seus elementos. O conjunto
dos naturais, por exemplo, é representado por listagem da
seguinte maneira:

N=(0,1,23,.)

Repare que, no conjunto dos nimeros naturais, ha
um elemento inicial, o zero, € a partir dele conseguimos
listar os elementos subsequentes, de modo que é sempre
possivel identificar o proximo elemento desse conjunto.
Também é interessante perceber que o conjunto dos nu-
meros naturais possui infinitos elementos, pois, para cada
elemento, sempre poderemos adicionar 1 a ele, gerando
o préoximo elemento do conjunto.

O simbolo € (cuja leitura é “pertence”) representa
a presenca de um elemento em um conjunto numérico,
ou seja, é ele que indica se um numero pertence a um
conjunto. Por exemplo, podemos dizer que 1 € N ou que
213 € IN. Caso determinado elemento ndo pertenca ao
conjunto numérico, o simbolo utilizado sera & (cuja leitura
é “ndo pertence”). Repare, por exemplo, que —2 & N.

Conjunto dos numeros inteiros

O conjunto dos nimeros inteiros é representado pela
letra Z. e, assim como o conjunto dos ndmeros naturais,
também pode ser listado. No caso, o conjunto dos nimeros
inteiros é formado pelos mesmos elementos do conjunto
dos naturais e os opostos (ou simétricos) desses nimeros.
Quando falamos de oposi¢do ou simetria, estamos tomando
como referéncia o nimero zero. Para compreender essa
referéncia, observe a reta numérica abaixo.

>
>

-3-2-1 0 1 2 3

Tomando o zero como referéncia, podemos listar os
elementos do conjunto dos nimeros naturais a sua direita
na ordem que conhecemos. Porém, pensando que a reta
também pode ser tragada para a esquerda e, novamente,
tomando o zero como referéncia, podemos listar elemen-
tos a sua esquerda. Esses elementos sdo 0s opostos dos
numeros a direita e sua representacdo sera por meio do
sinal de menos. Dessa maneira, o oposto de 1 serda —1, 0
oposto de 2 serd —2, e assim por diante. Esses nlimeros
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também sdo conhecidos como nimeros negativos. Vale
ressaltar aqui que podemos pensar no oposto de um nu-
mero negativo, que também é representado pelo sinal de
menos: o oposto de —1 é —(—1), que éigual a 1.

Por listagem, o conjunto dos nimeros inteiros é repre-
sentado como:

£ =8 === O A8

Note que, tal qual o conjunto dos nimeros naturais, o
conjunto dos inteiros ndo possui extremo a direita, ou s€ja,
ha infinitos niimeros maiores do que zero. Porém, diferente
do conjunto dos nimeros naturais, que possui 0 zero no
comeco da listagem, o conjunto dos nimeros inteiros nao
possui extremo a esquerda, pois ha também infinitos nd-
meros inteiros menores do que zero.

Antes de avancarmos na teoria, vale a introducdo de
uma nova ideia da teoria dos conjuntos. Repare que todos
0s elementos do conjunto dos nimeros naturais também
sdo elementos do conjunto dos nimeros inteiros. Nesse
caso, dizemos que o conjunto dos numeros naturais esta
contido no conjunto dos numeros inteiros, relacdo que sim-
bolicamente sera representada por C (cuja leitura é “esta
contido”), ou seja, podemos escrever N C Z.

Outra maneira interessante de relacionar esses con-
juntos é por meio dos sinais de mais e de menos: como
0s nUmeros naturais sdo nimeros inteiros ndo negativos,
entdo podemos escrever N = Z, . O sinal de mais colocado
do lado inferior direito de um conjunto indica apenas os
numeros positivos desse conjunto e o zero. Analogamente,
se colocarmos o sinal de menos, indicaremos apenas 0s
ndmeros negativos e o elemento nulo.

Conjunto dos ndmeros racionais

O proéximo conjunto a ser apresentado € o conjunto
dos numeros racionais, representado pela letra Q. A palavra
“racional”, em Matematica, vem de razdo, que, por sua vez,
se refere a divisdo. O conjunto dos nimeros racionais &
formado pelos numeros que podem ser escritos na forma
de uma fracdo, ou razdo, entre dois nimeros inteiros, e
sua definicao é:

:g
o={g

cez;bez‘}

A leitura para o conjunto acima é “o conjunto dos
numeros racionais € formado por toda fragdao de nu-
merador a e denominador b, tal que a pertence ao
conjunto dos nuimeros inteiros e b pertence ao conjunto
dos numeros inteiros nao nulos”. Vale ressaltar que o
asterisco sobre o simbolo de um conjunto representa
o conjunto formado por todos os elementos do conjunto
inicial, exceto o elemento nulo, ou seja, o zero.

Ao analisarmos as possibilidades de nimeros que
compdem o conjunto dos nimeros racionais, percebemos
que todos os numeros inteiros podem ser considerados
numeros racionais, uma vez que podemos escrever



qualguer nimero inteiro como a razao entre dois ndme-
ros inteiros. Por exemplo, podemos escrever o nimero 5
das seguintes maneiras:

De modo geral, qualquer ndmero inteiro, seja positivo
ou negativo, pode ser escrito como uma razdo de denomi-
nador 1.

Além dos numeros inteiros, outros dois tipos de nimero
surgem da razao entre dois nimeros inteiros:

* Os decimais exatos, que sao 0s numeros racionais
cujo resultado da divisdo gera um numero decimal
com uma quantidade finita de algarismos nao nulos
apos a virgula. Por exemplo:

1 -3 3
= =02 — =-0,75 = =0,375
) 2 ) 3 )

* As dizimas periddicas, que possuem infinitos algaris-
mos ndo nulos em sua parte decimal que seguem um
padrdo identificavel de repeticdo. Por exemplo:

= 0,285714

=0,333.. =116

[N
~NIN

wl—=

A parte numérica que se repete apo6s a virgula é cha-
mada de periodo da dizima e podemos representa-lo com
uma barra sobre os nimeros que o formam. Quando o
periodo é pequeno, composto de um ou dois nimeros,
como no primeiro exemplo, podemos representar a ideia
de repeticao do algarismo por meio das reticéncias. Tam-
bém ha a possibilidade de termos niimeros apds a virgula
que ndo fazem parte da dizima, como o algarismo 1 apds
a virgula no segundo exemplo, o qual chamamos de an-
teperiodo da dizima.

Na parte destinada a operacdes, presente neste ca-
pitulo, trabalharemos a escrita da forma decimal de uma
fracdo, bem como a determinacdo da fragao geratriz de
um ndmero decimal.

No conjunto dos ndmeros racionais, introduzimos outra
definicdo importante na Matematica: a ideia de inversao
ou inverso de um numero. A representagao de inverso se
dé elevando um elemento do conjunto ao expoente — 1.
Por exemplo, o inverso de 2 pode ser representado como
270 que, na pratica, consiste em trocar a posi¢cdo de nu-
merador pela de denominador de uma fragdo e vice-versa,
da seguinte maneira:

2=

2

E muito importante n&do confundirmos o que chamamos
de oposto, apresentado no conjunto dos inteiros, com o
que chamamos de inverso.

Conclui-se, entdao, que todo nuimero racional sera
inteiro, decimal exato ou dizima periddica. Portanto, po-
demos dizer que o conjunto dos nimeros naturais esta
contido no conjunto dos ndimeros inteiros, que, por sua
vez, estd contido no conjunto dos nimeros racionais, ou
seja, NcZ c Q.

20
1

Conjunto dos numeros irracionais

Existem nimeros que ndo podem ser escritos como
uma razao entre inteiros? A resposta para essa pergunta
€ sim, e esses numeros sdo varios. A reunido desses ele-
mentos € o que define o conjunto dos nimeros irracionais.
Alguns exemplos famosos de nimeros irracionais sdo ar
(letra grega cuja pronuncia é “pi”, nimero relacionado ao
comprimento de circunferéncias e a area de circulos, cujo
valor € aproximadamente igual a 3,14), e (nUmero de Euler,
relacionado ao estudo de logaritmos, cujo valor aproximado
€ 2,718), ¢ (letra grega cuja pronuncia é “fi”, relacionada a
proporgao de ouro, ou razdo aurea, cujo valor aproximado
€ 1,618), além de raizes cujo resultado ndo € um decimal
exato, tais como V2, /5, entre outros.

Alguns autores utilizam a letra [ para representar o
conjunto dos nimeros irracionais, mas uma maneira mais
tradicional vem da ideia de que o conjunto dos nimeros
reais € a unido entre o conjunto dos nimeros racionais e
o conjunto dos nimeros irracionais. Assim, podemos dizer
que o conjunto dos nimeros reais menos o conjunto dos
numeros racionais gera o conjunto dos nimeros irracionais.
Simbolicamente, o conjunto dos nimeros reais é represen-
tado pela letra R, sendo entdo os irracionais definidos como
R\Q ou ainda R — Q.

Conjunto dos numeros reais

Finalmente, chegamos ao ultimo conjunto numérico
estudado inicialmente na Matematica, o chamado conjunto
dos numeros reais, que é representado pela letra R.
O conjunto dos nlmeros reais é formado, como dito an-
teriormente, pela unido entre o conjunto dos nimeros
racionais € o conjunto dos nimeros irracionais. Na simbo-
logia da teoria dos conjuntos, a unido € representada por U.
Sendo assim, R = Q U (R\Q).

Vale ressaltar que:

* ha outros conjuntos numéricos, inclusive contendo o
conjunto dos numeros reais. Nos estudaremos isso
em breve;

* & possivel representar a relagdo entre os conjuntos
com um diagrama chamado diagrama de Venn-Euler,
que trata a representagao de conjuntos como regides.
Além disso, conjuntos contidos em outros conjuntos
sdo representados na parte interna dos conjuntos que
os contém. Abaixo temos um diagrama de Venn-Euler
que representa a relagao entre os conjuntos vistos até
agora.

Conjuntos numéricos representados no diagrama de Venn-Euler.
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Repare que, ao analisarmos o diagrama, o conjunto dos
numeros naturais esta dentro do conjunto dos nimeros intei-
ros, indicando que todo elemento de IN é também elemento
de Z. O mesmo ocorre com 0s nimeros inteiros em relacao
ao0s numeros racionais. Note também que hd uma divisdo que
separa 0s nimeros racionais dos nimeros irracionais: essa
divisdo tem caracteristica conceitual, uma vez que um ndme-
ro real ou é racional ou é irracional. Por fim, a uniao desses
dois Ultimos conjuntos gera o conjunto dos nimeros reais.

Vamos ver alguns exercicios resolvidos acerca do tema.

resolvidos

1. Julgue como verdadeira (V) ou falsa (F) cada uma das
afirmacdes a seguir. Sendo falsa, dé um contraexem-
plo que justifique o valor da afirmacao.

a) Todo ndmero inteiro é natural.
b) Todo ndmero racional é inteiro.
c) Todo nimero irracional é real.
d) Todo nimero inteiro € racional.

Resolucao:

a) Falso. Contraexemplo: —1 € Ze —1 & N.

b) Falso. Contraexemplo: o EQ e - E&7.
: 2 2

c) Verdadeiro.

d) Verdadeiro.

2. Assinale a alternativa verdadeira.
a) /25 éirracional.

b) =16 ¢ um racional n&o inteiro.

4
c) g € racional.

d) —+/49 é um numero inteiro.

Resolucdo:

Alternativa A: falsa, pois J25 =5, que é racional.
Alternativa B: falsa, pois _716 = —4, que é um racio-

nal inteiro.
Alternativa C: falsa, pois um racional €, por definicdo,
a razdo entre dois inteiros, e ndo € possivel escrever
=
2 . o
lz— como uma razao entre dois inteiros.
Alternativa D: verdadeira, pois —/49 = —7, que € um
numero inteiro.
Alternativa D.

Dados os nimeros 12, —144, % J3, 1333, %

0,428, /64, % determine quais deles sdo:

racionais;
irracionais;

a) naturais; c)
b) inteiros; d)

e) reais.
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Observe as afirmacdes a seguir.

I. Osnumeros 3,5, 7 e 152 pertencem ao conjunto
dos nimeros naturais.

Il. A raiz cubica de cinco € um numero irracional.

lll. O conjunto dos numeros reais é formado pe-
los elementos comuns entre o conjunto dos
ndmeros racionais e o conjunto dos ndmeros
irracionais.

IV. Todo numero inteiro ndo negativo € um nuimero
natural.

As afirmacdes verdadeiras sdo:

a) Apenas as afirmacdes | e ll.

b) Apenas as afirmacdes |, Il e IV.

c) Apenas as afirmacdes |, lll e IV.

d) Todas as afirmagdes sdo verdadeiras.
e) Apenas a afirmacao | € verdadeira.

Considerando a representagcdo para 0s conjuntos

dos numeros naturais, inteiros, racionais e reais,

responda se é verdadeira ou ndo cada afirmacao

e justifique.

a) O numero n de alunos em uma sala pode ser tal
quen € Q,,comn&N.

b) O valor numérico m da massa de uma pessoa
pode sertalquem e Q — Z.

c) O valor numérico v da velocidade de um carro
pode sertalqueveEZ — Q,.

d) As medidas @, b e ¢ dos lados de um triangulo
podem todas pertencera R — Q.

Em cada item abaixo, preencha o espaco com o sim-
bolo € ou €&:

a) —2__7Z
b) —4__N

c) %_Z

9 2_z

1

e) 5_0

f) VI6_R—-0Q
9 -B_1z,
h 2_0

Apresentacao das quatro operacoes
basicas
Antes de trabalharmos as opera¢cdes nos conjuntos

numéricos apresentados neste capitulo, vamos pensar
um pouco sobre 0 nosso sistema numeérico, chamado



sistema decimal posicional, cujo nome explica exa-
tamente suas caracteristicas: decimal significa que
trabalhamos com dez algarismos — a saber, 0, 1, 2,
3,4,5,6,7,8e9 —, e posicional se refere ao fato de
que a mudanca de posicdo do algarismo de um nimero
modifica seu valor, possibilitando a escrita de todos o0s
nimeros de nosso sistema apenas com esses dez alga-
rismos. Por exemplo, tomemos o numero 42 973. Esse
numero pode ser decomposto das seguintes formas:

40000 + 2000 + 900 + 70 + 3
ou
4 X 10000+ 2 X 1000+9 X100+ 7 X104+ 3 X1

Perceba que 0 4 é o primeiro de cinco algarismos,
seguido pelos algarismos 2, 9, 7 e 3. Dizemos que cada
algarismo ocupa uma casa, e esta representa o valor que
esse algarismo tem dentro do nimero. A nomenclatura
comeca no Ultimo algarismo, no nosso exemplo o 3, que
ocupa a casa das unidades, que indica o valor real do
algarismo, nesse caso, 3. A segunda casa — sempre pen-
sando da direita para a esquerda — € a casa das dezenas,
e representa 10 vezes o valor do algarismo; no nosso
exemplo, o algarismo 7 que estd nessa casa representa
o numero 70, pois 70 = 7 X 10. O terceiro algarismo
estd na casa das centenas e representa 100 vezes o seu
valor; no nosso exemplo, tal algarismo € 0 9, cujo valor é
900, pois 900 = 9 X 100. Esse primeiro grupo de trés
casas é chamado de primeira classe.

Depois comecamos a segunda classe, a qual pode
ser separada da primeira por um ponto; no entanto, é
comum a ndo utilizacdo do ponto na separacdo das
classes, uma vez que o ponto pode ter o mesmo signi-
ficado que a virgula em alguns contextos (por exemplo,
nas calculadores financeiras, em que a virgula é usada
na separacao das classes e o ponto significa o mesmo
que a virgula na matematica tradicional). Na segunda
classe, voltamos a nomenclatura inicial, porém estamos
na classe dos milhares; logo, o algarismo 2 do nosso
exemplo se encontra na casa das unidades de milhar,
representando o nimero 2 000, pois 2000 = 2 X 1000.
Por fim, em nosso exemplo, temos o algarismo 4 pre-
sente na casa das dezenas de milhar, representando
o nimero 40000, pois 40000 = 4 X 10000. As casas
e classes continuam, existindo niumeros que possuem
centena de milhar, ou mesmo classes maiores, como
milhdo, bilhdo e assim por diante.

Nas operagdes, a mudanga de casa se da quando o
algarismo presente na referida casa chega ao valor de
10 ou mais. Nesse caso, ha a conversdo da casa em que
ele se encontra para a casa seguinte. Veremos esse pro-
cedimento a seguir, comegando com as operagdes no
conjunto dos ndmeros naturais.

Operacdes no conjunto dos nimeros naturais

Adicao

A primeira operacao bésica e fundamental € a adicao.
Quando adicionamos dois ou mais nimeros, chamados
de parcelas, temos como resultado um Unico ndmero,
chamado de soma. Vejamos 0s exemplos.

Exemplos:

a. 132 +46=178

Para adicionar esses niimeros, fazemos as operacoes
com os algarismos em cada casa e representamos seu
resultado na propria casa, logo 2 + 6 = 8 sera o resulta-
do da adicdo na casa das unidades, e 3 + 4 = 7 serd o
resultado da adi¢cdo na casa das dezenas. O algarismo 1 na
casa das centenas se preservara, uma vez que ndo ha outro
algarismo na mesma casa. Assim, o resultado, posicionando
cada algarismo em sua respectiva casa, serd 178.

b. 785+ 429 = 1214

A soma dos algarismos das unidades é 5 + 9 = 14.
Porém, 14 é um nimero de duas casas, ndo sendo possivel
representa-lo em apenas uma (que seria a das unidades).
Assim, precisamos decompor o nimero 14 em 10 + 4,
transformando as 10 unidades encontradas em 1 dezena e
representando-a na casa correspondente, a das dezenas. Ja
0 4 permanece na casa das unidades como resultado dela.

Apds a adicdo na casa das unidades, vamos para a
casa das dezenas, que possui os algarismos 8 e 2, além
de 1 dezena resultante da adicdo das unidades. Assim
temos 8 + 2 + 1 = 11 dezenas; ocorre algo similar a
adicdo na casa das unidades: encontramos um nimero
impossivel de ser representado em apenas uma casa.
Nesse caso, decompomos 11 dezenas em (10 + 1)
dezenas. As 10 dezenas se transformam em 1 centena,
e esta é entdo levada para a casa correspondente; ja
a 1 dezena restante fica representada na prépria casa
da dezena.

Por fim, vamos para a casa das centenas, compos-
tas dos algarismos 7 e 4, além de 1 centena que veio da
adicdo das dezenas. Assim,temos 7 + 4 + 1 = 12 cente-
nas e, mais uma vez, uma transformacdo sera necessaria:
12 centenas € o mesmo que (10 + 2) centenas, em que as
10 centenas representam uma mudanca de casa, gerando
um valor a ser alocado na casa das unidades de milhar,
e as 2 centenas restantes ocupam a casa das centenas.
Como nao hé nas parcelas algarismos na casa da unidade
de milhar, o algarismo 1 da conversdo ocupa essa casa, O
gue nos leva ao numero:

1X1000+2X100+1X10+4=1214

Essa adicao pode ser simplificada e feita na vertical da
seguinte forma:
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Nesse formato, é importante alinharmos os algarismos
de cada parcela e da soma de acordo com a respectiva
casa. Por exemplo, notamos que o algarismo 5 esta ali-
nhado ao algarismo 9, ja que ambos estdo na casa das
unidades, e assim por diante. Reparamos também que na
forma vertical podemos simplificar a escrita da transforma-
cdo de 10 unidades em 1 dezena, ou de 10 dezenas em
1 centena, por meio da escrita do nimero 1 sobre o al-
garismo da respectiva casa. Nas unidades temos 5 + 9 =
= 14, em que o algarismo 4 fica na casa das unidades e o
10 se transforma em 1 dezena, sendo representado pelo 1
sobre o algarismo 8. Agora na casa das dezenas fazemos
8 + 2 e adicionamos o 1 transformado anteriormente.
A escrita do nimero sobre a casa serve para lembrar-nos
de que houve uma conversdo e é necessario considera-lo
na operacdao. Com a pratica, muitos deixam de representar
esse nimero da conversdo e memorizam-no; porém &
importante tomarmos cuidado para ndo nos esquecermos
de adiciona-lo.

Caso queiramos adicionar trés ou mais numeros,
podemos fazé-lo de modo direto por meio do esquema
de adicdo vertical, seguindo as regras estabelecidas
anteriormente.

c. 1985+ 487 + 7908 = 10380

Vejamos a adicdo acima na forma vertical:

21 '9 %8 5
4 8 7
+ 7 9 0 8
10 3 8 0

Nesse exemplo, temos algo interessante. Inicial-
mente, posicionamos o0s trés nimeros de modo que os
algarismos fiquem alinhados adequadamente. Come-
cando a adicdo pela casa das unidades, notamos que
54+ 7 + 8 = 20, ou seja, 2 dezenas completas, sem
sobrar unidades. Nesse caso, representamos a casa das
unidades com o 0 e escrevemos as 2 dezenas sobre o
8 da casa das dezenas. O processo € 0 mesmo para as
dezenas e depois para as centenas. Quando fazemos a
adicdo para a casa da unidade de milhar, notamos que
1+ 7+ 2 =10, 0que nosindica 1 dezena de milhar
que, nesse caso, como ndo ha dezenas de milhar nas
parcelas, pode ser pensada diretamente como 10, o
que é representado pelo zero na casa da unidade de
milhar e o algarismo 1 na casa das dezenas de milhar.

Observemos trés propriedades da adicdo:

* aadicdo entre nimeros naturais sempre gera um nu-
mero natural;

* a ordem das parcelas na adicdo nao produz um
resultado diferente. Nos exemplos anteriores, se tro-
carmos as posi¢c8es das parcelas, chegaremos aos
mesmos resultados. Chamamos essa propriedade
de comutativa;

* na adi¢do de trés ou mais numeros, nao ha a neces-
sidade de adicionarmos todos de uma vez; podemos
fazer a adicdo de dois e adicionar o resultado ao ter-
ceiro, e assim por diante.

MATEMATICA BASICA = Capitulo 1 = Conjuntos numéricos e Aritmética

Resolva as adicdes.

a) 7+8

b) 9+ 12

) 17413

d) 142 + 56

e) 790 + 351

f) 1451 + 936

g) 3952 + 401 + 12

h) 1904 + 5 + 392

i) 1230+ 902401+ 72+ 470
j) 1000002 + 908 + 1001 + 9909

Subtracdo

Na Matemaética, € muito frequente o uso de operacdes
inversas para desfazermos um processo anterior. A sub-
tracdo, por exemplo, é a operacdo inversa em relacdo a
adigao. O processo de subtracdo é exatamente o mesmo
que o da adi¢cdo em relagdo a organizacao das casas, das
classes e da montagem operacional na vertical, porém,
agora, em vez de adicionarmos os nimeros em casas
comuns, faremos a subtracdo, que tem por resultado a
diferenca. Portanto, sera comum ndo a transformacao
de 10 unidades em 1 dezena, ou de 10 dezenas em
1 centena, como ocorreu ha adicdo, mas a necessidade de
conversdo de 1 dezena em 10 unidades, ou de 1 centena
em 10 dezenas, para que seja possivel o processo de
subtracdo. Perceba que tracaremos exatamente o caminho
inverso da adicdo.

Exemplos:

a. 197 — 42 =155

Esse primeiro exemplo é simples e busca pensar no
processo de diferenca. Iniciamos também pela casa das
unidades e, diferentemente da adicdo, em que a ordem
dos nimeros ndo importa, na subtracdo devemos seguir
a ordem dada; por isso, na casa das unidades, faremos
7 — 2 =5, sendo este o0 algarismo representado na
casa das unidades. Analogamente, na casa das dezenas
temos 9 — 4 = 5, sendo este o algarismo da casa das
dezenas. Como ndo ha algarismo na casa das centenas
do segundo ndmero, o 1 se mantém. Temos, portanto, o
resultado 197 — 42 = 155,

b. 1924 — 897 = 1027

Nesse caso, ao tentarmos subtrair 7 unidades de 4
na casa das unidades, encontramos um problema, j& que
precisamos tirar mais do que temos: € como se vocé tives-
se 4 reais em moedas e precisasse pagar uma conta de
7 reais. Nesse caso, precisaremos converter uma dezena
em unidades para que possamos ter o suficiente para a
operacdo. Vamos, entdo, para a casa das dezenas do pri-
meiro nimero e tomamos 1 dezena, transformando-a em



10 unidades. Assim, juntamos as 10 unidades as 4 que ja
tinhamos, totalizando 14 unidades, sendo possivel agora
a subtracdo 14 — 7 = 7, e este € o algarismo que sera
representado na casa das unidades.

Agora vamos para as dezenas. No primeiro nimero
temos o algarismo 2, mas precisamos diminuir em 1, pois
ocorreu a troca anterior. Logo o algarismo que fica na casa
das dezenas do primeiro nimero € o 1 e, novamente, ao
tentarmos realizar a subtracao 1 — 9, ela se mostra impos-
sivel. Precisamos trocar, no primeiro nimero, 1 centena por
10 dezenas, processo similar ao que fizemos anteriormente,
para que seja possivel a subtracdo. Nesse caso, totalizare-
mos 11 dezenas apds a troca, sendo possivel a subtracdo
11— 9 = 2, e este € 0 nUmero que serd representado na
casa das dezenas.

Por causa dessa segunda troca, o algarismo na casa
das centenas do primeiro nimero ndo serd mais 0 9, e sim
0 8, e a diferenca 8 — 8 = O indica que o algarismo a ser
representado na casa das centenas € o 0.

Por fim, perceba que ndo ha algarismo na casa das
unidades de milhar no segundo ndmero, logo o algarismo
1 do primeiro nimero se mantém, chegando ao resultado
1924 — 897 = 1027.

A subtracdo também pode ser representada na vertical,
facilitando o processo de resolucdo da seguinte forma:

8 M
19 % '4
- 8 9 7
T 0 2 7

Algumas observag¢des importantes:

* diferentemente das adi¢des, que podem ser feitas
todas de forma simultdnea, as subtracdes devem ser
feitas uma a uma, ou seja, realizamos a subtracdo
entre dois nimeros para depois subtrairmos do resul-
tado obtido o outro nimero;

* ndo abordaremos, por enquanto, subtragdes em que
o primeiro nimero € menor que o segundo (por exem-
plo 4 — 7), pois o resultado dessa operagao ndo é um
elemento do conjunto dos nimeros naturais; faremos
isso no estudo da subtracdo no conjunto dos numeros
inteiros.

Resolva as operagdes.

a) 9-6
b) 15-8

c) 47 —29
d) 182 —95

e) 1957 — 894
f) 2903 — 452 — 894
g) 10000 — 8792 — 936

Multiplicacao

O processo de multiplicagdo tem por caracteristica
a simplificacdo da adicdo de nimeros iguais. Por exem-
plo, quando queremos efetuar a adicdo 7 + 7 + 7 + 7,
podemos simplificar a escrita da forma 4 X 7 (“quatro ve-
zes sete”), ja que estamos adicionando o nimero 7 a ele
mesmo 4 vezes. Assim, o processo de multiplicacao de
ndmeros naturais pode ser compreendido como a adi¢do
de nuimeros iguais na quantidade de vezes atribuida pelo
primeiro nimero. Observe os exemplos.

S5X4=4+4+4+4+4=20
2X8=8+8=16
7X5=5+5+5+5+5+5+5=35

Como a adicao, a multiplicacdo também é comutativa,
ou seja, se trocarmos a posicao dos nimeros na multiplica-
¢ao, encontraremos o mesmo resultado, também chamado
de produto. Assim, no Ultimo exemplo, em vez de trabalhar-
mos com uma adicdo de 7 parcelas iguais a 5, poderiamos
ter trabalhado com 5 parcelas iguais a 7:

5X7=7+7+7+7+7=35

Na multiplicagdo € importante que consigamos rea-
lizar, sem dispender muito tempo, as multiplicagdes dos
ndmeros de 1 a 10 pelos nimeros de 1 a 10, ou s€ja, €
importante que saibamos as tabuadas de 1 a 10. Com
a pratica, € comum a memorizacdo dos resultados, mas
podemos tracar estratégias para algumas multiplicacdes
que sdo mais dificeis utilizando a ideia da adicdo ou da
subtracao.

Exemplos:

a. Para realizar 6 X 7 podemos tomar como base a
multiplicacdo 5 X 7 que, em geral, € mais facil de ser
trabalhada ou lembrada. Como 5 X 7 = 35 equivale a
adicdo do nimero 7 a ele mesmo 5 vezes, 6 X 7 serd a
adicdo de 7 ao resultadode 5 X 7, ou seja, 35 + 7 = 42.

E interessante ndo demorarmos muito na resolucéo
das operacdes, mas mais importante é sabermos resol-
vé-las de forma correta. Com a pratica, melhoraremos o
tempo utilizado nas resolucdes, por isso € importante
deixar de lado a calculadora, ja que ela ndo podera ser
usada em provas.

Quando as multiplicagdes sao por nimeros que passam
do nimero 9 existe um algoritmo (uma férmula, ou regra
processual) que nos auxilia no seu desenvolvimento. Esse
algoritmo respeita a ideia de casas e classes desenvolvidas
na adigao.

b. 15X 13 =195

Nesse caso, posicionaremos 0s nimeros um abaixo
do outro. Apesar de ndo haver necessidade de respeitar a
posicao de cada casa, se assim o fizermos melhor serd o
entendimento do processo. Logo, temos:

<
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Zz
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Iniciaremos a multiplicacdo pela unidade do nimero
de baixo, o algarismo 3. Ele multiplicara tanto o algarismo
5 das unidades quanto o algarismo 1 das dezenas, um de
cada vez. No caso, iniciamos pela unidade: 3 X 5 = 15,
Assim como vimos na adi¢do, 15 ndo pode ser represen-
tado na casa das unidades, entdo temos que 15 = 10 +
+ 5, ou seja, 1 dezena e 5 unidades. Colocamos 0 5 na
casa das unidades e as 10 unidades viram 1 dezena, sendo
representada sobre o algarismo 1 na casa das dezenas.
Depois fazemos a multiplicacdo das 3 unidades pelo 1 que
esta na casa das dezenas: estamos multiplicando agora
dezenas, e 3 unidades X 1 dezena = 3 dezenas. A esse
resultado adicionamos a dezena convertida pelo produto
das unidades, chegando a 4 dezenas, e a representamos
apos a barra ao lado do algarismo 5 das unidades.

1

1 5
X 1 3
4 5

Agora vamos para o segundo algarismo do nimero 13,
o algarismo 1 das dezenas. Perceba que multiplicaremos
dezenas por unidades e depois dezenas por dezenas. Se-
guindo esse raciocinio, 1 dezena vezes 5 unidades gera
5 dezenas, portanto ndo podemos colocar esse resultado
abaixo do algarismo 5, que esté na casa das unidades; te-
mos de coloca-lo sob o algarismo 4, que representa a casa
das dezenas, sendo esta a razdo para a atribuigdo do zero
abaixo do 5 quando fazemos a multiplicagao do algarismo
das dezenas (ha& pessoas que colocam um sinal de mais
Oou apenas deixam um espag¢o em branco para representar
a mudanca de casa; essas representagdes funcionam no
algoritmo, mas a forma mais correta é a atribuicdo do zero).
Apo6s a multiplicacdo da dezena pela unidade, fazemos a
multiplicagdo entre dezena e dezena. Quando multipli-
camos 1 dezena por 1 dezena temos como resultado 1
centena, algarismo representado a esquerda do algarismo
5 na segunda linha apds a barra.
1

X

O gjw Ol

1

1

4
1 5

Por fim, realizamos a adicdo dos valores obtidos apods
a barra, uma vez que fizemos as multiplicagdes separada-
mente, ou seja, o0 que fizemos na realidade foi decompor
onumero 13 em 10 + 3 e multiplicar o niumero 15 por 3 e
depois por 10. Essa ideia vem da propriedade distributiva
que comentaremos em breve. Assim, o resultado da mul-
tiplicacdo sera:

15

X 1 3
4 5

1 5 0
1 9 5

Esse processo sera aplicado em todas as multipli-
cacdes cujos valores numéricos sejam maiores que 9.
Precisamos apenas tomar cuidado para ndo confun-
dirmos o nimero escrito sobre os valores iniciais, pois
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podem aparecer outros valores durante o processo de
multiplicacdo. Por exemplo, se pensarmos no produto
45 X 25, no inicio do processo 5 X 5 obteremos 25, que
implica a escrita do algarismo 2 sobre o algarismo 4 da
casa das dezenas. Porém, posteriormente, quando formos
multiplicar o 2 da casa das dezenas do segundo ndmero por
5, o resultado sera 10 e registraremos o algarismo 1 sobre
0 4,lembrando da conversao de 10 dezenas em 1 centena.
Logo, vemos que o algarismo 4 recebe valores vindo de
conversGes em momentos diferentes, por isso € necessario
ter muita atencao.

4 5
X 2 5
2 2 5

o X
N[O NN
gljo gijor o

Esse é o algoritmo da multiplicacdo. Vale lembrar que
multiplicar qualquer nimero por zero gera como resultado
zero, ou s€ja, ele € o que chamamos de elemento nulo da
multiplicagdo, uma vez que seu produto sempre sera zero.

Propriedade distributiva

No exemplo da multiplicagdo 15 X 13 citamos a pro-
priedade distributiva. Essa propriedade é muito utilizada na
Algebra e consiste em realizar a multiplicacdo distribuindo
o produto.

Exemplos

a. 5X13

Para resolver essa multiplicacdo podemos escrever
o ndimero 13 como 10 + 3, separando a dezena da uni-
dade. Assim, temos que 5 X 13 =5 X (10 + 3), em que
(10 + 3) representa o nidmero 13. Quando o produto é
feito, o numero 5 multiplicara tanto o 10 quanto o 3, por
isso dizemos que héa a distributiva da multiplicacdo para
010 eparao 3:

5X(10+3)=5X10+5X3=50+15=65

Essa € uma estratégia que pode ser utilizada para ope-
racdes de multiplicacdo.

b. 15X 13

Nesse exemplo, estudamos o algoritmo da multi-
plicacdo. Nesse caso, podemos escrever 15 X 13 =
=15 X (10 + 3), resultando em:

15 X 10 + 15 X 3 =150 + 45 =195,

como vimos no algoritmo apresentado anteriormente.

Desenvolva os produtos usando a propriedade
distributiva.

a) 5X(10+ 4)

by 12X (5 +7)

c) 8X(4+2

d) AX B+ Q)



Resolva as operacdes.
a) 7X9

b) 8X 12

c) 12X 20

d) 42X 37

e) 121X 18

f) 232X 395

Divisdo
Assim como a subtracdo € a operacao inversa da adicado,
a divisdo é a operacao inversa da multiplicacdo. Para o desen-
volvimento da divisdo, serd necessario bom dominio sobre
as multiplicacdes iniciais, as famosas tabuadas de 1 a 10.
A divisdo pode ser representada de trés maneiras:

e com o simbolo =+;
* com o uso de dois-pontos (J);

na forma fracionaria, < (lemos “a sobre b” ou “a divi-

dido por b”).

O numero que sera dividido recebe o nome de
dividendo, e o que divide serd chamado de divisor, sendo
o resultado o quociente e, caso exista, também haverd o
resto da divisdo.

O processo de divisdo tem como caracteristica um al-
goritmo conhecido como divisdo euclidiana, ou método
da chave. Veremos o funcionamento desse algoritmo por
meio de exemplos.

Exemplos:

a. 1284:6
Primeiro, vamos montar a divisdo na chave, da seguinte

forma:
1284 6

Diferentemente das outras operacdes, na divisdo come-
camos pelo primeiro algarismo de maior ordem do dividendo,
que, em nosso exemplo, é o algarismo 1 na casa da unidade
de milhar. Nesse momento questionamos o seguinte: quantas
vezes o0 numero 6 (divisor) chega mais proximo ou iguala
ao numero 1? A resposta é zero, uma vez que 6 € maior do
que 1. Percebemos, entdo, que essa divisdo ndo produzira
um quociente com unidade de milhar, uma vez que essa
divisdo ndo é possivel. Assim, vamos para a proxima casa
e transformamos o algarismo 1 da unidade de milhar em
10 centenas, que, junto a 2 centenas, gera 12 centenas, e
fazemos novamente a pergunta: quantas vezes o nimero 6
(divisor) chega mais proximo ou iguala ao nimero 127 Agora
a resposta é 2. Isso significa que no quociente teremos o nu-
mero 2 presente na casa das centenas, portanto jé sabemos
gue nosso quociente tera 3 casas numericas.

1 2 8 4 6
-1 2 2
0 8

Apds a determinacdo do nimero 2 no quociente, faze-
mos 0 seguinte processo: multiplicamos 2 por 6 (divisor),

colocamos o resultado da operacdo sob o dividendo nas
casas correspondentes (milhar e centena) e realizamos a
subtracdo. No nosso exemplo, tal subtracao teve como re-
sultado zero e, para continuarmos a divisdo, vamos tomar
a proxima casa, a das dezenas. Assim, reproduzimos o 8
das dezenas e seguimos ho Mesmo processo.

1 2 8 4 6
-1 2 21
0 8
— 6
2

Repare que agora é possivel apenas multiplicarmos
o divisor 6 por 1 na tentativa de chegar mais proximo de
8 sem ultrapassar seu valor. Isso significa que nosso quo-
ciente terd 1 na casa das dezenas e sobraram 2 dezenas
para serem divididas. O que faremos é transformar essas
2 dezenas em 20 unidades para continuarmos a divisao,
adicionando-as as 4 unidades do dividendo. Assim, temos
24 unidades.

1 2 8 4 6
- 1 2 214
0 8
— 6
2 4
- 2 4
0

O numero que fica na casa das unidades do quociente
serd 4, umavez que 4 X 6 = 24, que iguala ao valor a ser
dividido. Nesse caso, temos o quociente 214 e o resto O.

Quando, em uma divisdo, o resto é zero, dizemos que
o dividendo € divisivel pelo divisor, nesse caso, 1284 é
divisivel por 6.

b. 541:5

Primeiro escrevemos na forma da chave e dividimos
a casa das centenas pelo divisor. Como é possivel essa
divisdo, temos o algarismo 1 na casa das centenas do quo-
ciente. Ao multiplicar esse valor 1 pelo divisor 5, obtemos
o resultado 5 que subtraimos do algarismo 5 das centenas
do dividendo, obtendo o O como resto de centenas. Par-
timos entdo para a casa das dezenas, com o algarismo 4.

5 4 1 5
-5 1
0 4

Na tentativa de dividir 4 por 5, observamos que essa
operagdo nao é possivel nos naturais. Assim, devemos
indicar no quociente que ndo ha valor da divisdo escre-
vendo o numero zero na casa das dezenas para mostrar
que precisaremos ir para a proxima casa decimal a fim de
continuar a divisdo. As 4 dezenas deverao ser converti-
das em 40 unidades e a 1 unidade que ha no dividendo

serd adicionada.
5 4 1 5

- 5 10

-
w
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Agora, devemos dividir 41 por 5, e 0 nimero mais pro-
ximo que encontramos € 8, pois 8 X 5 = 40. Realizamos a
subtracao e obtemos como resto 1 unidade.

4 1 5

I
oo o
(@)
00

4 1
4 0
1

Ndo serd objeto de estudo neste momento a continui-
dade da divisdo. Aqui dizemos que 541 ndo é divisivel por
5, uma vez que obtemos o resto 1.

De modo geral, a ideia de divisdo sera desenvolvida
pensando sempre na casa do algarismo que é dividido,
gerando no quociente o valor referente a mesma casa.
Quando trabalharmos os decimais, poderemos continuar
a divisdo utilizando o mesmo processo.

Vale ressaltar que, caso queiramos determinar o di-
videndo, basta multiplicarmos o quociente pelo divisor e
adicionar o resto. No caso do exemplo b, temos:

541 =108 X5+ 1

Determine o quociente e o resto das divisdes abaixo.
a) 420:4

b) 341:5

c) 462:11

d) 2100:20

e) 571:7

f) 962:9

g) 1824:32

h)y 5807:27

Operacoes no conjunto dos nimeros inteiros

As quatro operagdes desenvolvidas no conjunto dos
ndmeros naturais tém exatamente o mesmo processo para
0s nimeros inteiros. No entanto, como no conjunto dos nu-
meros inteiros existem os nimeros negativos, é importante
que os analisemos com atencdo.

Adicao e subtracao

Vamos nos ater aqui a adigdo e a subtracao entre
ndmeros positivos e negativos, e entre nimeros negativos.

Exemplos
a. 5+ (=7

Uma maneira de ndo nos confundirmos com as opera-
¢Bes que envolvem numeros negativos € pensarmos neles
como divida. No caso, imaginemos que temos 5 reais e

ganhamos — o ganhar aqui é representado pelo simbolo
de “+” — uma divida de 7 reais — representada como
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(—7) na expressao. Nesse raciocinio, perdemos tudo que
tinhamos e ainda devemos 2 reais, ou seja, temos entdo
que 5 + (=7)= —2.

Notamos que 5 + (=7) =5 — 7 = —2, pois a adi-
¢do de um numero negativo é equivalente a subtracdo do
oposto do nimero negativo. Ndo podiamos concluir isso no
conjunto dos nimeros naturais, mas agora podemos
no conjunto dos ndmeros inteiros.

b. 321+ (—497)

Nesse caso, fica dificil determinar o valor mental-
mente, mas vimos que adicionar um negativo é como
subtrair um positivo, assim podemos pensar na operagao
321 — 497. Desse modo, fica claro que o resultado serd
negativo, uma vez que o nimero a ser subtraido & maior
do que o primeiro nimero. Uma maneira de calcular essa
diferenca é realiza-la trocando a posicdo dos nlimeros,
ou seja, fazemos 497 — 321, uma operagdo ja estudada
nos naturais, cujo resultado é 176. Porém, apenas tro-
camos as posi¢des dos nimeros para podermos efetuar
a conta, sabemos que o resultado deve ser um ndmero
negativo. Assim:

321 + (—497)=321—-497 = —-176

Os dois exemplos anteriores nos mostram que adi-
cionar um ndmero negativo € o mesmo que subtrair o
oposto desse nimero. Logo, temos a regra de sinais:
+ (=) = —. Além disso, subtrair um nimero positivo é o
mesmo que simplesmente subtrair, ou seja: — (+) = —.

Para falarmos da subtracdo de nimeros negativos
vamos lembrar o conceito de oposto desenvolvido no
inicio do capitulo. Sabemos, por exemplo, que o oposto
de —2 é 2, o que simbolicamente pode ser representado
por —(—=2) = 2.

c. 7—(—3)

Trabalhando com a ideia de que o oposto de —3
€ 3, podemos reescrever a expressao anterior como
7+ 3=10.

Daqui obtemos o resultado ao qual frequentemente
nos referimos como “menos com menos da mais”, ou seja,
—(-)=+

d. -8+ (-7)

Nesse caso, podemos pensar gue, como um nime-
ro negativo nos remete a uma divida, entdo estamos
adicionando duas dividas. Se possuo uma divida de
8 reais (representada por —8) e adiciono uma divida
de 7 reais (representada por —7), possuo entdao uma
divida de 15 reais; logo, =8 + (=7) = —15.

Repare que, pelo que vimos no exemplo b em relacao
aos sinais, —8 + (—7) pode ser pensado como —8 — 7.
Nessas situagdes em que estamos adicionando ndmeros
negativos, podemos pensar na adicdo entre seus modu-
los (8 + 7 = 15) e no final indicamos que o resultado é
negativo (—15).



Multiplicacdo e divisao

Os processos de multiplicacdo e de divisdo para nu-
meros inteiros sdo basicamente os mesmos que aqueles
para 0os nimeros naturais. A Unica diferenca é, novamente,
a introducdo de ndmeros negativos que, como vimos, pos-
sibilita resultados negativos.

Como vimos na adi¢do e na subtracdo entre nimeros
inteiros, tanto adicionar um nimero negativo quanto sub-
trair um ndmero positivo equivalem a fazer uma subtracdo:

e R il

Jé quando subtraimos um nimero negativo, temos o

equivalente a realizar uma adicao:

—()=+

Nas multiplicacdes e divisdes, utilizamos esses mesmos
resultados, os quais sdo conhecidos como “regras de sinais”.

Exemplos:

a. (—12)X5

Quais sdo os sinais dos nimeros que compdem essa
multiplicagdo? Menos para o 12 e mais para o 5 (note que,
quando um numero € positivo, ndo ha a necessidade da
escrita do sinal de mais, apenas subentende-se sua exis-
téncia). Vimos que (—)(+) = —, assim, o resultado desse
produto serd —60.

b. (=7) X (=11)

Aqui temos dois numeros negativos. Inicialmente
olharemos para os sinais, cuja regra € (—)(—) = +. Logo, o
resultado do produto sera +77, ou apenas 77.

c. —2X(=4)X5X (=3

Quando temos varias multiplicacdes entre nimeros
positivos e nimeros negativos, aconselhamos primeiro a
pensar no sinal do resultado, realizando sua analise passo
a passo. Nesse caso, primeiro a regra de sinais para a
primeira parte da conta, —2 X (—4), nos fornece resultado
positivo. Depois, esse nimero positivo serd multiplicado
por 5, que também é positivo, 0 que gera um resulta-
do positivo. Por fim, esse resultado positivo multiplicado
pelo nimero negativo —3 tem como produto um valor
negativo. Ja sabendo o sinal do resultado, fazemos a
conta, obtendo —120. E claro que vocé pode trabalhar
as multiplicagdes junto aos sinais, apenas tome cuidado
para ndo se esquecer dos sinais e para ndo se confundir
no meio do processo.

Nas multiplicagdes, € comum a troca do sinal X pelo
ponto de multiplicacao, por exemplo (—2) - (—5). Caso
haja parénteses, pode ainda ndo haver representa-
¢do nenhuma entre os nimeros, por exemplo (—2)(—5).
A justaposicdo dos fatores deixando a multiplicacdo su-
bentendida serd muito frequente na Algebra, quando
trabalhamos com muitas varidveis compondo os termos,
por exemplo, 12x%yz° = 12 -x%-y-z°.

d. —120:24

Nas divisdes, as regras de sinais também sdo validas:
nesse exemplo teremos como quociente da divisao de
— 120 por 24 um numero negativo, uma vez que a regra
de divisao entre um nimero negativo dividido por um nu-
mero positivo resulta em um nimero negativo. O processo
€ 0 mesmo e, nesse caso, chegamos ao quociente —5 e
resto zero.

e. —44:7

Quando a divisdo nao é exata, ou seja, quando ha resto,
€ importante perceber que o resto tera sinal igual ao do
dividendo (numero que é dividido). Nesse caso, —44 : 7 tem
como quociente —6 e resto —2. Uma forma de perceber
isso € lembrar a volta do processo, em que o nimero —44
é escrito da seguinte maneira:

—44 = (—6) X 7 + (—2)

Podemos simplificar as regras de sinais na multiplicagdo
e na divisdo da seguinte forma: nessas operagdes, sinais
iguais (“menos” com “menos” ou “mais” com “mais”) tém
resultado positivo e sinais diferentes (“mais” com “menos”
ou “menos” com “mais”) tém resultado negativo.

Realize as operacdes de adicao e de subtracdo.
a) 32+ (—45)

b) —17 + 51

c) 421 — 640

d —12—-(=27)

e) —53+(—12)

f) —134-93+ 30

g 12-—-(=27)—(+30)— 19

h) —100+ 12 — 47 — 51 + 200

Realize as multiplicacbdes e as divisGes, indicando o
resto quando houver.
a) (—12) X (—=10)

b) —17 X 15

c) 41 X (=5)

d) (=4)(+5(=12)(—6)
e) —222:3

f) 175:(=5)

g) 431:(—12)

h) (—144):(-6)
i) (—12351): (—40)

Operacdes no conjunto dos nimeros racionais

No conjunto dos nimeros racionais temos duas for-
mas de representar seus elementos: a forma de fragdo
e a forma decimal. Antes de trabalharmos as operacdes
entre nUimeros racionais, abordaremos essas formas de
representacao.
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Fracdes equivalentes

Duas fracdes sdo chamadas de equivalentes se re-
presentam o mesmo valor decimal. Ndo é necessario, no
entanto, efetuar a divisao para identificarmos a equiva-
léncia; podemos trabalha-la na prépria forma fraciondaria
identificando multiplos comuns entre numeradores e
denominadores.

Exemplos:
a 2_.6_3
6 8 4

As trés fracdes anteriores sdo equivalentes, uma vez que
a representacdo decimal de todas elas é 0,75. E possivel
também identificar essa equivaléncia analisando os nume-
radores e os denominadores das fracdes. Se dividirmos o
numerador e o denominador da primeira fracdo por 2, che-

gamos a fracdo g que, por sua vez, pode ter seu numerador
e seu denominador divididos por 2, resultando na fragdo %
O caminho inverso também é valido: se partirmos de uma
fracdo e multiplicarmos tanto seu numerador quanto seu

denominador por qualguer nimero inteiro, chegaremos a

uma fracdo equivalente a primeira.

Repare que a fracao % ndo pode ter seu numerador

e seu denominador divididos pelo mesmo ndmero inteiro.
Nesse caso, chamamos essa fracdo de irredutivel. Também
é interessante notar que poderiamos ter chegado a fragcdo
irredutivel do nosso exemplo diretamente da fracdo inicial
dividindo o numerador e o denominador pelo nimero 4.

b. Para determinar a fracdo irredutivel de % podemos

inicialmente dividir o numerador e o denominador por 10:

120 _ 12

150 15

Em seguida, podemos dividir o novo numerador e o
novo denominador por 3:

Determine as formas irredutiveis das fracdes a seguir.

4
a) §
—12
b) 30
27
12
d) 100
o =44
21
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Transformacdo de uma fracio em nimero decimal

Para escrevermos uma fracdo em forma de ndmero
decimal, devemos continuar o processo de divisdo en-
tre inteiros passando para as casas a direita da unidade,
chamadas de decimais. Para representar essas casas, Co-
locamos uma virgula apds a casa das unidades e passamos
a representar os décimos, os centésimos, os milésimos e
assim por diante.

Exemplos:

a. Para representarmos o nimero % na forma decimal,

fazemos:

Sendo 8 o algarismo na casa das unidades do divi-
dendo, obtemos 1 na casa das unidades do quociente,
sobrando 3 unidades. No conjunto dos ndmeros inteiros, a
divisdo acaba aqui; como estamos trabalhando no conjunto
dos nimeros racionais, podemos e devemos continuar. Va-
mos transformar o resto de 3 unidades em décimos: temos
30 décimos, que podemos dividir por 5. Esse resultado
deve ser representado na casa dos décimos do quociente,
por isso colocamos a virgula apds o algarismo 1 e conti-
nuamos O Processo:

Ao dividirmos 30 por 5, chegamos ao quociente 6 e
resto 0. Assim, encerramos a divisdo e chegamos a equi-

A 8
| = =16.
valéncia ¢ =1,

b. Para determinarmos o nimero g na forma decimal,

também montamos a divisdo com a chave. Ao fazer isso,
reparamos que a unidade 5 é menor que 8 e, assim, 0 quo-
ciente dessa divisdo € O e o resto € 5. Vamos transformar
essas 5 unidades em 50 décimos e, para tanto, precisare-
mos colocar uma virgula apds o zero no quociente.

L8

5
— 4 0,6

N[00 O

Realizando a divisdo de 50 por 8, temos o algarismo 6
na casa dos décimos do quociente e o resto de 2 déci-
mos. Para continuar a divisao, transformamos 2 décimos
em 20 centésimos e representaremos o resultado da
divisdo de 20 por 8 a direita do 6 no quociente. Dando
continuidade, 20 dividido por 8 gera o algarismo 2 na casa
dos centésimos e o resto de 4 centésimos.

50 8
— 4 8 0,62
2
1

»IO O



Podemos continuar a divisdo transformando esse resto
em 40 milésimos representando o resultado da divisao de
40 por 8 a direita do 2 no quociente. Finalmente, chegamos
ao quociente 0,625 e resto 0.

5 0 8
- 4 8 0,625
2 0
- 1 6
4 0
- 4 0
0

Nos dois exemplos anteriores, determinamos nime-
ros decimais exatos, mas também podemos obter como
quociente da divisdo entre dois nimeros inteiros dizimas
periddicas.

c. Pararepresentarmos a forma decimal da fracdo @,
procedemos da seguinte maneira: 3

Como o algarismo 1 da dezena é menor do que o divi-
sor 3, tomamos as 10 unidades para efetuarmos a divisao,
obtendo 3 na unidade do quociente e resto 1.

10 3
— 9 3
1

Transformamos a unidade do resto em décimos e
colocamos a virgula a direita do 3 no quociente para con-
tinuarmos a divisdo. Temos que 10 décimos divididos por
3 geram 3 décimos no quociente e resto 1.

10 3

— 9 3,3
1

Continuando a divisdo, vamos para a casa dos centé-
simos, transformando o resto 1 décimo em 10 centésimos.
Perceba que, novamente, no quociente colocaremos o 3
como resultado da divisdo e o resto sera 1.

10 3
- 9 3,33
1 0
— 9
1 0

Se continuarmos o processo, teremos sempre 3 como
resultado da divisdo e 1 como resto. Nesse caso, temos
uma dizima periddica e podemos representa-la como
3,333..0u33.

d. Como o processo de divisao ja foi explicado anterior-
mente, vamos analisar o periodo da forma decimal de %
que também é uma dizima periddica. A divisdao de 2 por 7

gera o quociente 0,285714285714..., ou seja, 0,285714.
Percebemos, assim, que o periodo de uma dizima pode ser
composto de mais de um algarismo; nesse caso, o periodo
€ formado por seis algarismos.

Também pode existir o que chamamos de anteperiodo
em uma dizima periédica, que € composto de um ou mais
algarismos posteriores a virgula e anteriores ao periodo
da dizima.

e. Na determinacdo da forma decimal do nimero ra-
cional % encontramos 12444... = 124. Reparamos que

o algarismo 2 apds a virgula ndo se repete tal qual o
algarismo 4. Nesse caso, 2 serad o anteperiodo e 4 sera
o periodo da dizima.

Determinacdo da fracdo correspondente a um
namero decimal exato

Todo numero decimal exato pode ser escrito como
uma fragao decimal, ou seja, uma fracdo cujo denominador
€ uma poténcia de dez. O processo para determinacdo
dessa fracdo e de sua simplificacdo sera exemplificado
a seguir.

Exemplos:

a. Para determinar a fracdo geratriz do nimero
decimal 1,4, representamos o algarismo 1 abaixo do nu-
mero 1,4, como se fosse uma fracdo. Depois multiplicamos
o numerador e o denominador por uma poténcia de 10 de
modo a obtermos um ndmero inteiro como numerador. Em
seguida, podemos fazer a simplificagdo para determinar a
fragao irredutivel. Nesse caso, obtemos:

14 _14 _7

A multiplicagdo por 10 tem como caracteristica au-
mentar em dez vezes o numero, 0 que, N0 NOSSO sistema
posicional decimal, implica andarmos com a virgula uma
casa para a direita.

b. Para determinar a fragcdo geratriz do nimero 0,104, o
processo € 0 mesmo, mas, Nesse caso, teremos de multi-
plicar o numerador e o denominador da fragdo construida
por 1000 para que o numerador da fragao obtida seja um
numero inteiro.

Nesse caso, ao multiplicarmos o numerador por 1000
utilizando a estratégia de andar com a virgula a quantidade
de casas igual a quantidade de zeros da poténcia de 10,
chegamos ao numero 0104. Como o zero a esquerda do
numeral ndo tem significado no conjunto dos inteiros, po-
demos retira-lo da representacdo, deixando apenas 104.

13

Apds a simplificacdo, chegamos a fragdo e

Determinacao da fracdo geratriz de uma dizima
periddica

No caso das dizimas periddicas, a estratégia anterior
nao funcionara, uma vez que temos infinitos algarismos ndo
nulos apds a virgula. O processo se dara de outra forma,
que apresentaremos a seguir.
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Exemplos:
a. Determine a fracdo geratriz da dizima periédica 0,3.

1¢ passo: Chamamos a dizima periddica de x e a es-
crevemos como x = 0,333...

22 passo: Multiplicamos x por 10 a fim de produzir
um novo numero com parte decimal exatamente igual
a do numero original. Nesse caso, obtemos o nimero
10x = 3,333...

32 passo: Fazemos a subtragdo entre 0 numero multipli-
cado por 10 e o original. Nesse processo, percebemos que
todos os algarismos da parte decimal, quando subtraidos,
tém como resultado zero. Logo, a diferenca obtida & um
nUmero inteiro.

10x = 3,333...
—x =0,333..
9x = 3,000...

Por fim, basta dividirmos ambos os lados da igualdade
3
por 9 para obtermos X = 5 cuja forma reduzida é x = %

Como chamamos de x a dizima 0,333..., a fracdo encontrada
para x € a geratriz dessa dizima periddica.

b. Determine a fracdo geratriz da dizima periddica
0,323232...

O processo utilizado aqui € o mesmo. Chamamos a
dizima periddica de x = 0,323232... e multiplicamos por
10 até igualarmos a parte decimal dos nimeros. Repare
que 10x = 3,232323... ndo satisfaz nossa busca, pois a
parte decimal de x é 323232... e ade 10x é 232323...
Precisamos, entdo, multiplicar novamente por 10, obtendo
100x = 32,323232...

Agora que igualamos a parte decimal, continuamos o
processo do exemplo anterior.

100x = 32,323232...
— x= 0,323232...
99x = 32,000000...

No resultado da subtracdo, a parte decimal serd zero, e
dividindo ambos os lados da igualdade por 99 chegamos a

fracdo % que é a geratriz da dizima 0,323232...

Para o caso em que a dizima periddica ndo possui an-
teperiodo, hd uma regra pratica para a determinacao da
fracdo geratriz sem a necessidade da realizacdo do pro-
cesso descrito anteriormente. Vamos estuda-la por meio
de um exemplo.

c. Determine a fragdo geratriz da dizima 1,232323...

12 passo: Separamos, quando houver, a parte inteira
da decimal: 1 + 0,232323...

22 passo: A fragcdo geratriz da dizima 0,232323... tera
numerador igual ao periodo da dizima, que é 23, e deno-
minador representado por um nimero apenas composto
de algarismos 9, de modo que a quantidade de algaris-
mos nesse nUmero seja igual a quantidade de digitos
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presentes no periodo. Nesse caso, como héa dois di-
gitos no periodo, o denominador serd 99. Se houvesse
um digito no periodo, o denominador seria 9; se hou-
vesse trés digitos no periodo, o denominador seria 999.
) 23
Assim, 0,232323... = ==.
99
32 passo: Por fim, adicionamos a parte inteira a fragao
geratriz da parte decimal:

23 _ 122

99 99

No caso de termos uma dizima periédica com ante-
periodo, utilizamos um raciocinio parecido aquele que
envolve multiplicagdes por 10, mas alguns cuidados de-
vem ser tomados. Observe o exemplo.

d. Determine a fragdo geratriz da dizima 0,2454545...

x = 0,2454545...
10x = 2,454545...
100x = 24,545454..
1000x = 245,454545...

Precisamos multiplicar a dizima por 10 algumas vezes
a fim de obtermos a mesma parte decimal; no caso, conse-
guimos obter nos nimeros 10x e 1000x. Sdo esses dois
nameros que subtrairemos:

1000x = 245,454545...
— 10x = 2,454545..
990x = 243,000000...

Dividindo ambos os lados por 990, obtemos a fragao:
243 27

X = .
990 10
Também hé uma regra pratica para o caso de a dizima
periddica possuir anteperiodo. Vamos analisa-la por meio
de outro exemplo.

e. Determine a fragao geratriz da dizima 2,1626262...

1° passo: Separamos a parte inteira da decimal, caso
exista: 2 + 0,1626262...

22 passo: A fracao geratriz da parte decimal terd nu-
merador igual a diferenca entre o nimero formado pelo
anteperiodo seguido do periodo (no caso, o anteperiodo
é 1 e o periodo é 62; logo, temos o nimero 162) e o ante-
periodo, ou seja, 0 numerador € 162 — 1 = 161,

Ja o denominador serd formado por dois algarismos 9
(pois o periodo da dizima possui dois digitos) acrescido de
um zero a direita (pois ha um algarismo no anteperiodo).
Logo, o denominador é 990. Se houvesse dois algarismos
no anteperiodo, colocariamos dois zeros a direita dos no-
ves, e assim por diante.

_ 162 —1 _ 161
Logo, 0,1626262... = 590 390"
32 passo: Adicionamos a parte inteira a fracdo geratriz
: . 161 _ 2141
da parte decimal do nimero: 2 + — = — .
990 990



Determine os numeros decimais equivalentes as fra-
cdes a seguir.

1 2
12 5
b) -= S
) = e) =
_5 12
c) s f) -=

PUC-Rio 2021 O ndmero m € irracional e aproxima-
damente igual a 3,1415926535. Como para qualquer
numero irracional, existem boas aproximagdes racio-
nais de . Dentre os racionais abaixo, assinale o que
estiver mais proximo de 1, ou seja, aquele para o qual
a distancia for minima.

25

a) 3 c) 22
) ) 5
by 3 o 2
10 7

Determine as fragbes geratrizes dos numeros deci-
mais a seguir.

a) 023

b) 1,125

¢) —2,501
d) 53332

e) 0,444..

) 1,222..
g) 0,767676..
h) 1,909090
i) 0,1222..

Jj) 0,2919191..
k) 0,32454545...

Adicao e subtracao de nameros
decimais exatos

As duas operacdes que veremos agora respeitam o
mesmo processo utilizado no conjunto dos nimeros inteiros
em todas as suas formas, ou seja: no caso da adigdo, a cada
conjunto de dez em uma casa ocorre a conversao para um
na casa seguinte; no caso da subtragdo, se necessario,
ocorre a troca de um em uma casa posterior para dez na
casa anterior. E importante, assim, a representacdo de casas
correspondentes uma acima da outra ao armar as contas.

Exemplos:

a. 124,32 + 469,924

Como o segundo numero possui uma casa decimal a
mais que o primeiro, acrescentamos um zero a casa decimal
do primeiro nimero e seguimos com o processo de adi¢ao
da mesma forma que vimos nos inteiros:

1
4
9
4

+
alls —
o N
N[O W
AINN
H|BO

Dizemos que a virgula “desce”, ou seja, ela permanece
representada na mesma posi¢do para os dois nimeros, por
isso a importancia da representacdo de cada casa abaixo
de sua respectiva entre os niimeros.

b. 110 — 14,95

O processo de igualar as casas decimais € o mes-
mo tanto na adicdo quanto na subtracdo entre nimeros
inteiros e nimeros decimais exatos. Basta representar a
virgula no nimero inteiro apos a casa das unidades e os
zeros apos essa virgula na mesma quantidade de casas
do nimero decimal. Apds essa adequacao, realizamos
as contas como fizemos antes:

5
5

)

0
1\
1
9

9 9

g, Yo o
4, 9

5, 0

Nesse exemplo, foi necessario trocar 1 dezena por
10 unidades para entdo trocarmos uma dessas unidades
por 10 décimos, a fim de trocar um dos 10 décimos por
10 centésimos, para finalmente podermos realizar a sub-
tracdo na referida casa.

Multiplicacdo de nameros decimais exatos

Tal qual na adicdo e na subtragdo, na multiplicacdo
ha o mesmo raciocinio trabalhado no conjunto dos nu-
meros inteiros. E importante entendermos o processo no
conjunto dos numeros inteiros para ndo termos duvidas
nas operagdes com nimeros decimais. No entanto, para
simplificar o raciocinio, temos uma regra pratica para a
multiplicacdo de numeros decimais. Isso ndo significa
que abandonaremos todo o raciocinio desenvolvido
anteriormente, apenas simplificaremos o processo. Por
isso, em caso de duvida sobre o que esta ocorrendo
nas operacdes, devemos recorrer a légica operacional
ja trabalhada.

Exemplos:

a. 24X3,12

A simplificacdo do processo consiste em, inicialmente,
ignorarmos a existéncia das virgulas e trabalharmos como
se os fatores multiplicados fossem os inteiros 24 e 312.
Como o primeiro fator possui menos algarismos e, como
na multiplicacdo a ordem dos fatores nao altera o produto,
vamos representa-lo embaixo, a fim de trabalharmos com
menos Processos.

3 1 2

X 2 4

1 2 4 8

+ 6 2 4 0O
7 4 8 8

Depois de realizarmos a multiplicacdo sem consi-
derarmos as virgulas, chegamos ao numero 7488, que
claramente ndo € nossa resposta. Agora € o momento de
considerarmos a quantidade de casas apos a virgula nos
numeros. No caso, ha 2 casas decimais em um dos fatores e
1 casa decimal no outro, 0 que totaliza 3 casas apos a virgula.
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Assim, a partir do Ultimo algarismo do produto, da direita para
a esquerda, contamos 3 algarismos e posicionamos a virgula,
indicando que ha 3 casas decimais nesse nimero.

Logo, o resultado da multiplicagdo entre os dois deci-
mais é 7,488.

b. 134,56 X 1000

Vale relembrar que o produto de um nimero decimal
por uma poténcia de 10 implica o deslocamento da vir-
gula para a direita a mesma quantidade de casas que a
quantidade de zeros da poténcia de 10. Nesse caso, como
1000 é uma poténcia de 10, basta deslocarmos a virgula
3 casas para a direita. A virgula passara primeiro pelos
algarismos 5 e 6 e, depois, pelo algarismo O, uma vez que
ndo ha nenhum algarismo representado na casa decimal
seguinte. Portanto:

134,56 X 1000 = 134560

Divisao entre nameros decimais exatos

Para dividirmos nimeros decimais exatos, devemos
multiplica-los pela mesma poténcia de 10 de modo que
ambos os produtos obtidos sejam ndmeros inteiros. Em
seguida, realizamos a divisdo entre nimeros inteiros ja tra-
balhada anteriormente.

Exemplos:

a. 1,4:0.2

Podemos representar tal divisdo na forma vertical
% = % Repare que multiplicamos o numerador e o de-
nominador por 10, de modo que obtivemos dois nimeros

inteiros. Agora, basta trabalharmos o algoritmo visto no

conjunto dos nUimeros inteiros. Logo, 14 _1_ 7.
0,2 2

b. 12,45:15

Repetimos o processo, porém, nesse caso, para que
o numerador se transforme em um numero inteiro preci-
saremos multiplica-lo por 100. Logo, o denominador deve
ser multiplicado por 100 também. Apds as multiplicacdes,
realizamos as divisdes entre nimeros inteiros.

12,45 _ 1245 _
1,5 150 83

c. 110:0,3

Na divisdo de um ndmero inteiro por um nimero de-
cimal, o processo € o mesmo. Vamos multiplicar tanto 110
quanto 0,3 por 10 a fim de transformarmos o ndmero deci-
mal 0,3 no nimero inteiro 3, para podermos entdo realizar
a divisdo entre inteiros.

10, _ @ = 366,666...

Apesar de trabalharmos exemplos de divisdes entre
ndmeros positivos, lembramos que as regras de sinais tam-
bém se aplicam aos nlimeros racionais.
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Calcule:

a) 1251+ 132 g) 34X42X101
b) 40,251 — 12,3 h) 13,68:5,7

c) 417 +823—-15 i) 14,004:3,4

d) 120 —-2,4 — 18,96 j) 200:0,3

e) —172+405+7151 k) 100:0,33

fy 1.2X24 ) 40:25

Unifor-CE 2020 Um turista argentino veio ao Brasil as-

sistir ao jogo Brasil X Argentina pela semifinal da Copa

Ameérica de 2019. Ele chegou ao Brasil com 12 600 pe-

sos argentinos (moeda da Argentina). Assim que de-

sembarcou, ele foi a uma casa de cambio e trocou todo

0 seu dinheiro: metade por real brasileiro e a outra me-

tade por doélar dos Estados Unidos. Naquele dia, 1 peso

argentino valia 9 centavos de real brasileiro e 1real bra-

sileiro valia 26 centavos de dolar dos Estados Unidos.

Podemos concluir que o turista adquiriu

a) 567 reais brasileiro e 150,30 ddélares dos Estados
Unidos.

b) 1638 reais brasileiro e 567 doélares dos Estados
Unidos.

c) 567 reais brasileiro e 1638 dodlares dos Estados
Unidos.

d) 567 reais brasileiro e 147,42 ddélares dos Estados
Unidos.

e) 5670 reais brasileiro e 1474,2 dblares dos Esta-
dos Unidos.

Adicao e subtracao de fracoes

Sempre podemos pensar na conversdo de uma fracdo
em um ndmero decimal correspondente e aplicarmos as
técnicas vistas anteriormente, porém em muitos casos sera
mais interessante fazer o contrario: transformar os nimeros
decimais em fragbes para realizarmos as operagdes (prin-
cipalmente nos casos de dizimas periddicas).

A ideia da fracao é a da divisdo de um todo em par-

tes de mesma medida. Por exemplo, a fracdo % nos indica
que um determinado todo foi dividido em 5 partes iguais

e estamos tomando 2 dessas 5 partes. Se o numerador é
maior que o denominador teremos partes que representam

o todo e partes que representam a fracao. Por exemplo, %

2
pode ser pensado como 2 + 5 uma vez que:

_:—:_+§+2:1+1+Z:2+Z
5 5 5 5

Esse nimero também pode ser representado como 2%.

NUmeros como esse, que tém uma parte inteira precedendo
a fracdo, sdo conhecidos como ndimeros mistos.

Para adicionar e subtrair fragdes, é necessario que as
partes sejam de mesmo tamanho para que seja possivel
adiciona-las ou subtrai-las. Por exemplo, se pensarmos



em duas barras de chocolate idénticas, sendo que dividi-
remos uma ao meio e a outra em trés partes iguais, ndo
faz sentido adicionar uma parte da primeira barra a uma
da segunda, dizendo que temos duas partes de um todo,
pois temos partes de tamanhos diferentes. Resumindo,
ao adicionarmos ou subtrairmos fracdes, devemos ter o
mesmo denominador e, caso sejam diferentes, teremos
que trabalhar com a mudanca desses denominadores a
fim de igualé-los, ou seja, trabalharemos com um multiplo
comum, em geral, o menor deles (conhecido como mmc).

Exemplos:
L 3,.4.5,6

7 7 7 7

Nesse caso, todas as fracdes tém o mesmo denomi-
nador. Logo, € como se tivéssemos inteiros divididos em
partes iguais. Assim podemos adicionar 3 partes do primei-
ro inteiro a 4 partes do segundo. Em seguida, subtrairemos
5 partes do terceiro e, por fim, adicionaremos 6 partes do

dltimo inteiro, ou seja:

3,4 5,6_3+4-5+6_38
7 7 7 7 7 7
Em resumo, quando temos denominadores iguais,
mantemos o denominador e adicionamos ou subtraimos
os numeradores. E interessante simplificar a fracdo a sua
forma irredutivel, mas ndo é necessario transforma-la em
um nUmero misto.
b 141
2 3
Nessa situacdo, os denominadores ndo sao iguais, portan-
to ndo podemos adicionar diretamente as fracdes; devemos
primeiro igualar os denominadores. A ideia aqui & encontrar

uma fragdo equivalente a % e uma equivalente a % tal que am-

bas tenham o mesmo denominador. Analisando os ndimeros
2 e 3, concluimos que 6 é multiplo de ambos. Se multipli-
carmos o denominador 2 por 3 e o denominador 3 por 2,
encontraremos o denominador 6 para as duas fragées. Mas,

ao multiplicarmos o denominador da fragao % por 3, devemos

) 1 3
fazer o mesmo para seu numerador, assim obtemos: > = 6

Analogamente, multiplicando o numerador e o denominador

% por 2, obteremos % = % Chegamos a fracdes

equivalentes de mesmo denominador, e agora é possivel efe-
tuar a operagao de adigao.

da fracdo

+

Il
aolw
+
DN
Il
oo

N|—
w|—

46 18

Muitas vezes, o processo de determinagdo de um mul-
tiplo comum ndo é tdo facil de se fazer mentalmente. Para
nos ajudar, temos um algoritmo que determina o menor
multiplo comum aos denominadores apresentados, nes-
se caso particular, o mmc (4, 6, 18). Esse algoritmo sera
explorado em outro capitulo, mas vamos nos antecipar e

3+5 7

apresentar o processo. A ideia é dividirmos os ndmeros em
questdo por nimeros inteiros primos até que cheguemos
ao quociente 1 para todos eles.

4 6 18| 2
2 3 9 2
13 9 3
11 3 3
T 1 1 36

Inicialmente, podemos dividir 4, 6 e 18 por 2 (re-
presentado a direita da barra) colocando o resultado de
cada divisdo abaixo do respectivo nimero. Na segunda
divisdo, apenas um dos numeros a esquerda da barra
pode ser dividido por 2; entao realizamos essa operacdo
apenas com esse nimero e copiamos os outros, obtendo
os resultados 1, 3 e 9. J& obtemos o resultado 1 para um
dos numeros iniciais; faremos 0 mesmo com 0s outros.
Dividindo por 3 0os nimeros 3 e 9, obtemos 1 e 3, o qual,
dividido por 3 novamente, resulta em 1. Com isso, foram
obtidos resultados unitarios para todos os nimeros ini-
ciais. A direita da barra temos todos os nimeros primos
que dividiram os denominadores; o produto entre todos
eles serd o mmc entre os denominadores iniciais, esse
serd o novo denominador.

Agora precisamos buscar as fracdes equivalentes
a cada uma das trés fracdes iniciais que tenham esse
novo valor como denominador. Na primeira fracdo, para
descobrirmos por qual nimero devemos multiplicar o
denominador 4 a fim de transforma-lo em 36, podemos
pensar no processo inverso, ou seja, dividir 36 por 4

e obter 9. Logo, multiplicamos o denominador € 0 nu-
27
merador por 9, obtendo a fragcdo equivalente 4 = 36 -
Repetindo o raciocinio para as outras duas fracdes
530 7 _14
6 36 18 36°
substituicdes, temos:

obtemos Fazendo as devidas

_ 27,30 _ 14 _43

6 18 36 36 36 36

Se na adicdo ou subtracdo entre fragdes tivermos um nu-
mero inteiro, a ideia € a mesma, lembrando que um ndmero
inteiro pode ser escrito como uma fracao de denominador 1.
Nesse caso, temos % - % - ;.Sendoo mmc (1,5,7) =35
e trabalhando o processo de fragdes equivalentes, che-
gamos a:

140 14

140 15 _ 140—14—15 _ 11l
35 35

35 35 35

Multiplicacao de fracoes

A multiplicacdo € a operacao mais simples entre
as fracOes, uma vez que nao ha necessidade de se
pensar em denominadores comuns, bastando apenas
calcular o produto dos numeradores sobre o produto
dos denominadores.

<
1)
Zz
=)
w
-
z
w
3
w

N
-



Exemplos:
23_2X3_ 6

a 577 5x7 35
1.2 14
— X £ x =

b. 277775

Para a multiplicacdo de mais de duas fragdes, o pro-
CEesSO € 0 mesmo:

12,1 _1x2x14 _ 28 1
4 7 5 4X7X5 140 5

Percebemos que é possivel dividir o numerador e o

denominador por 28, chegando a fracao irredutivel % Al-

ternativamente, poderiamos ter feito a simplificacao antes
1X2X14
4X7X5
fator 14 do numerador pelo fator 7 do denominador para

1X2X2
4 X1X5

do processo de divisdo, no passo , dividindo o

e dividindo os dois fatores 2 do numera-

1X1
dor pelo fator 4 do denominador, gerando 1TX1X5

obter
_ 1
-z

Sempre que notar uma simplificacdo possivel, vocé
pode fazé-la antes de realizar a multiplicacdo, assim
como pode efetuar normalmente a multiplicacdo e bus-
car a fracdo irredutivel apds a realizagcao da operacao.

E importante saber que a multiplicacdo entre fracdes
e ndmeros inteiros segue o mesmo raciocinio, basta
pensarmos no nlimero inteiro como uma razao com de-
nominador 1.

Divisdo de fracdes

J& vimos que a divisdo € a operacdo inversa da mul-
tiplicacdo e podemos notar, por exemplo, que 10:2 é o
mesmo que 10 X > ou seja, dividir por 2 é o mesmo que

multiplicar pelo inverso de 2, que é > Esse serd o raciocinio

que utilizaremos para a divisao entre fragcdes: para dividir
fracdes vamos manter o primeiro nimero e multiplica-lo
pelo inverso do segundo.

Exemplos:
2.1
5 3

Tomando a ideia de divisdo como inversa de multipli-

cacdo, dividir por % € o mesmo que multiplicar por 3, logo:
2.1_2,3_6
5 3 5 1 5
5.0
12 27

Seguindo o processo do exemplo anterior, temos:
5 .10 _ 5 27 _5X27 _1X9 _ 9

227 122710 1”x10 4x2 8

Ap0ds a inversao da segunda fracdo e representacdo da
multiplicacdo, podemos simplificar os fatores do numerador
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pelos fatores do denominador antes de efetuarmos a mul-
tiplicacdo. No caso, simplificamos o 27 do numerador e o
12 do denominador por 3, e 0 5 do numerador e o 10 do
denominador por 5.

Por fim, se tivermos mais do que uma divisdo na qual
nao haja evidéncia gréfica de ordem das operacdes (repre-
sentada por parénteses, colchetes ou chaves), fazemos as
divisdes da esquerda para a direita.

1.2 .2
c. —:I=:=
2 3 b
1.2 1 3_3
Inici lizando = * = == X = ==,
mcuamosreauano2 3 5%373
Entdo, dividimos esse resultado pela terceira fracao,
obtendo-3-:2=§><§=E.
4 5 4 2 8
Calcule:
2,5 3 . -5 _ -9
S+ == Dy =2
a5 ta Ty X
2 4 . 21 98 1
_____ —_— _><_
b 575773 D ag X am %3
1 1 1 1 1 9
— -+ - — = X = X =
9 3737375 k) 2x3 X3
2 3 1 1 1
-t = — — |
d) 5 8 20 ) 2 4
9 2 2
2—-=-= =
e) S s m) 5 E
9 1 5 4 .
g 2_1_5 =)
) %7779 "3
5.2 1.2 .2
= X o |
9 7%X3 37339
1 2.3
hy = x<£x2
) 2 3 4

Um livro tem 143 paginas e Carla ja leu % desse livro.
Quantas paginas Carla ja leu?

O mostrador de combustivel de um carro acusa que o
tanque, que tem capacidade para 50 litros, estd com

3 de sua capacidade. Considerando que o tanque

estava cheio, quantos litros ja foram consumidos?

Caio é operario e recebe R$ 2 080,00 por més. Des-

1 : ~
se valor, gasta ) com aluguel e % com alimentacdo.
. : 3 -
Neste més, precisou gastar 3 de seu salario com re-

médios. Qual é o valor que sobrou?
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CAPITULO Poténcias e raizes

No primeiro capitulo, estudamos as quatro operagdes bdsicas, porém, existem outras
operagdes importantes. Neste capitulo, trabalharemos duas: as poténcias e as raizes,
além de suas propriedades. Estudaremos também uma importante notacdo, frequen-
temente utilizada na Quimica e na Fisica, conhecida como notagdo cientifica, cuja
representagdo se da por poténcias de 10.




Poténcias

A potenciacdo é uma operagao matematica que pode
ser indicada por a” = m, em que a é abase, n é o expoente
e m é o resultado ou poténcia. Podemos ter qualquer nu-
mero real como base ou expoente, porém consideraremos
em nosso estudo apenas 0s expoentes racionais. Inicial-
mente, vamos pensar a potenciacdo para o subconjunto dos
ndmeros racionais que definimos como ndmeros naturais.

Poténcias de expoente natural

Quando o expoente é um nimero natural, m = a” é
equivalenteam= a-a-a- .. -a. Observe 0s exemplos:
- < o C

nvezes
2°=2-2:2-2-2=32
3*=3-3-3-3=281
52=5-5=25
43=4-4-4=064

Devemos ficar atentos aos sinais da base da poténcia.
A indicacdo de que uma poténcia possui base negativa se
dé com o uso de parénteses. Note:

(=2 =(-2)(-2) (-2 = -8
(=5)* = (=5)* (=5) (=5) - (=5) = 625
(=3 =(=3)(-3)=9

(=4 = (=4 (=4)- (=4) - (-4)- (-4 = —1024

Repare, nos exemplos acima, que os resultados sdao
numeros positivos e negativos. Isso € uma consequéncia da
regra de sinais trabalhada no capitulo anterior, e podemos,
por observagdo, chegar a uma conclusao acerca do sinal
de uma poténcia em que a base é negativa.

Sempre que a base for um ndmero negativo e o ex-
poente, um numero par, teremos como resultado uma
poténcia positiva, pois um nlimero par de sinais negativos
gera um resultado positivo,umavezque(— ) (—)=(+):

(=77 = (=7)- (=7)=49

Por outro lado, sempre que a base for um nimero
negativo e o expoente, um numero impar, teremos como
resultado um nimero negativo:

Devemos ficar atentos, pois a auséncia dos parénteses
indica simplesmente que o nimero é negativo, indepen-
dentemente de seu expoente. Veja os exemplos:

-3*=-3-3-3-3=-81
—43=—4-4-4=—64

No caso de a base ser negativa e haver um sinal nega-
tivo a frente dela, devemos dar preferéncia a poténcia, ou
seja, resolvemos a poténcia primeiro para depois analisar
o sinal a sua frente. Observe:

—(—9)2 =—(—9):(—9) = —(+81) = =81
A Nt
+81
~(=6)° = —(=6) - (~6) - (~6) = —(~216) = 216
St S B A W
-216
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No caso de um nldmero ndo apresentar expoente, su-
bentende-se que ele é 1, ou seja,a = a' Outra observacdo
importante € que, sendo @ um ndmero real ndo nulo, a=1.

5'=5
13'=13
10° =1
(=7)° =1

Observacgdo: a poténcia 0° é uma indeterminacdo na Matematica.

Poténcia de expoente inteiro

O que difere o conjunto Z do conjunto N sdo os nime-
ros negativos e, neste ponto, estes serdo nosso objeto de
estudo. No capitulo 1 verificamos que, quando queremos
representar o inverso de um nimero em Matematica, repre-
sentamos esse nuimero elevado ao expoente — 1. Lembre-se:

1
Inverso de 7 & 77 = o = (lj
7' 7

Observe no exemplo que, apds a inversao do 7, chega-

7
estender tal raciocinio para outros valores inteiros negativos:

(-6 @)%

10
2710 = (l] = el
2 1024
Se a base for um nimero negativo, o raciocinio € o
mesmo utilizado para os nimeros naturais:

1 ) 1! )
mos a = que equivale a | = |. Nessa perspectiva podemos

A légica da inversdo vale também quando a base é
um numero racional. No caso de o nimero racional estar
na forma de decimal exato ou de dizima periédica, acon-
selha-se a buscar sua fragdo geratriz, facilitando, assim, a
operacdo, para qualquer expoente inteiro:

- -000-2
(- (D)2

-2

2 N . )
Repare no caso de = , em que ndo ha parénteses in-

3
dicando que a base é a fragdo %; logo, a base do expoente

—2 é apenas o 2. Assim, apenas ele, sendo base, sera in-

( 1 )2

. 2 2 2

rtid , , = = Dimdean—
vertao, ou seja 3 3

entre fragdes, ja estudada anteriormente, cuja resolucdo &

. Temos aqui uma divisdo

SIENy



b. Para calcular o valor de 2% :

Calcule o valor numérico das poténcias a seguir.

a) 4° h) (%)i
b) 5° i) [g)
) (=4 o o6
d) (-9 ky 5°°
_ A
Ly
_ m (1
g -4
o ) (2)

Determine os valores numéricos das poténcias de 10.
Caso seja um numero menor que 1, determine sua for-
ma decimal.

a) 10° e) 107"
b) 102 f) 1072
¢ 10 g) 107°
d) 10° h)y 1074

Propriedades das poténcias

Vamos desenvolver as propriedades das poténcias por

meio de exemplos.

Exemplos:

a. No célculo do valor de 22 - 23 - 2%, pela definicao de po-

ténciatemos que 2 =2-2,2°=2-2-2e2*=2-2-2-2.
Assim, 2% -2%-2*=2.2.2-2-2-2:2:2-2 =

2
2 23 24

=92+3+4 _ 99 _gpp
Repare que a multiplicagdo das poténcias de base 2
gerou uma Unica poténcia de base 2, cujo expoente
€ a soma dos expoentes das poténcias multiplicadas.
Essa é a nossa primeira propriedade, que pode ser ge-
neralizada como:

Propriedade 1

Mesmo operando com expoentes negativos a proprie-
dade se verifica, devendo haver apenas o cuidado com
a soma de termos positivos e/ou negativos. Esse ra-
ciocinio vale para todas as propriedades e devemos,
sempre, ficar atentos as regras de sinais.

22, temos que

4
4_2_2_:2‘2'2‘2 ) . o
PARY: 2T 2.2 . Simplificando essa fragdo,
obtemos:24:22=2—2—%—2472—22—4

Verificamos que o resultado de uma divisdo entre po-
téncias de mesma base é obtido pela diferenga entre
0s expoentes do dividendo (hnumerador) e do divisor
(denominador). De forma geral, temos:

Propriedade 2

A ordem na subtracdo deve ser respeitada. Se o valor
de n for maior que o de m, teremos como diferenca um
valor negativo, que podemos manter, representando o
quociente na forma de poténcia, ou resolver, calculando
seu valor numérico.

Para o célculo do valor numérico de (3743, utilizando a
definicdo de poténcia, temos:

Nesse exemplo, verificamos que, usando a definicdo de
poténcia e a Propriedade 1, adicionamos o expoente
—2 trés vezes. Isso pode ser visto da seguinte maneira:

Propriedade 3

myn __ _m-n

@) =a

Repare que os parénteses indicam que a base é
uma poténcia, o que caracteriza o produto entre os
expoentes. No caso de os parénteses ndo apare-
cerem, a base serd apenas o nimero abaixo dos
expoentes e, neste caso, o expoente serd uma nova
poténcia. Observe:

4
. Para calcular 2° , como nao ha parénteses indicando

uma base especifica, a base é 0 2, que possui como
expoente a poténcia 3% Devemos comecar resolvendo
essa poténcia e depois, com seu valor definido, resolver

a poténcia de base 2. Assim, como 3* =81, concluimos

4
que 2% =2% Paraesse exemplo, deixaremos a respos-
ta na forma de poténcia, pois esse valor é extremamente
grande.

No célculo do valor de (2 - 3)°, poderiamos calcular o
valor da base e aplicar o conceito de poténcia, porém
buscaremos demonstrar 0 passo a passo para demons-
trarmos a proxima propriedade.

Pela definicdo de poténcia, podemos afirmar que
(2- 3)3 =2-3-2-3-2- 3. Considerando que a ordem
dos fatores nao altera o produto, podemos rearranjar
esses fatores do seguinte modo:2-3:-2-3-2-3 =
=2-2-2-3-3-3=2%-33 Assim, verificamos que
(2-3)°=2%-3"=216. Logo:

2

<
15
z
D
w
-
z
w
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Propriedade 4

(@-b)f =a°-b°

Interessante perceber que, caso o produto que forma a

base seja, por sua vez, formado por poténcias, a logica da
Propriedade 3 se aplica, isto &, multiplicamos o expoente
da poténcia pelos expoentes das poténcias que compdem
a base:

(Gm " bn)p — 0{n~p . bn -p

f. No célculo de (24 . 53)2, utilizando a mesma estratégia

do exemplo anterior, temos:

(2% 592 =2%.5%.2%. 53 = 4. 04.53. 53 = 78. 56

Utilizando a consequéncia da Propriedade 4, temos:
(24 . 53)2 —2%2.53°2_ 78 b

Para a divisdo, a légica € a mesma, logo:

Propriedade 5

(@:bf = (%Jp =

Conseguentemente:

a™ )’ _ a™*
(N] i
E sempre bom lembrar que o sinal de igual na Ma-
tematica indica uma via de mdao dupla, isto €&, se as
propriedades sdo definidas com seus resultados apre-
sentados a direita, entdo esses resultados também
geram a igualdade da esquerda. E muito comum a
“volta” de propriedades para a simplificacdo de expres-
sdes ou até mesmo na resolucdo de exercicios.
Podemos também ter expressdes que exigem o uso de
mais que uma propriedade. Nesses casos, € interes-
sante comegarmos com a resolucdo das propriedades
que envolvem poténcias para depois trabalharmos
com as que envolvem multiplicacdo e divisao. Observe
0 exemplo a seguir.

22y .27 (2.3
3727
comecamos pela propriedade que envolve po-
téncia de poténcia, ou seja, (2373 = 27% e
(2 - 3%)* = 2* - 3% Em seguida, podemos utilizar a
propriedade do produto de poténcias de mesma
2°.27.02%.38  2°.38

. Para simplificar a expressao

base, gerando = . Por fim,
d 37272 37272
simplificamos as poténcias de mesma base, obtendo
5,48
323 2372 =25-("2 . 383 _ 57 . 35
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Utilizando as propriedades das poténcias, simplifi-
que as expressodes deixando o resultado na forma de
poténcia.

a) 22.25.210
b) 3%-372.37.3710

210
C) 2—4

37
5*2

e) —-

o1
IS

f)

o)

-3
37

P) [?]

Simplifique as expressdes deixando o resultado na

forma de poténcia.

2 -3 2,3
g 222700

Raizes

A radiciacao é a operacdo inversa da potenciagcdo. Uma
das propriedades das poténcias de expoente racional € a
transformacdo para raizes. Primeiro vamos definir raizes e
suas propriedades para entdo apresentarmos as poténcias
de expoente racional.



Definicdo de raiz

Considere um numero real a e um numero natural n
diferente de zero. Dizemos que a raiz n-ésima de @ é um nu-
mero b tal que b” = g, e é representado por Ya. O simbolo
J é chamado de radical, a é o radicando, n é o indice do
radical e b € o valor da raiz n-ésima de a. Por exemplo:

s =2 = 22=4
Y64 =4 = 4° =64
4625 =5, pois 5* = 625

Quando o indice forigual a 2 ou a 3, como nos exem-
plos, nos referimos as raizes como “raiz quadrada” ou
“raiz clbica”. Nas expressdes anteriores, lemos que a
raiz quadrada de 4 é igual a 2 e que a raiz clbica de 64
éigual a 4. Além disso, por conveniéncia, ndo € preciso
escrever o indice da raiz quando ele for igual a 2, isto
€, sempre que tivermos o radical com o indice omitido
saberemos que se trata de uma raiz quadrada. Veja mais
alguns exemplos:

9=y9=3 =3°=9
£=22(z)2=£
9 3 3 9
2
1 1 1) 1
| = = | =— =001
00T=110 ~ 10 :(10 100 ~ 00
J1=1= 7 =1

1
V=121 =1
I=1==1= (=1)° =1

Para o caso das raizes cujo indice € um numero par,
o radicando devera obrigatoriamente ser um nimero nao
negativo. Isso se deve ao fato de que todo numero real,
quando elevado a um expoente par, resulta em um nimero
ndo negativo. Essa ressalva ndo ocorre para expoentes
impares, o que implica que o radicando podera assumir
valores negativos para raizes com indice impar. Por exem-
plo, n&o existe V=2 , nem ¥=2, nem qualquer outra raiz
de indice par de —2, pois nenhuma poténcia de base real
e expoente par pode ser negativa. No entanto, estdao bem
definidas as raizes 3/——2, §/=2 e outras raizes de indice
impar de —2.

Outro ponto importante no que se refere a paridade
do indice é o fato de que, no conjunto dos nimeros reais,
a raiz de um numero deve ser Unica. Assim, se n for par e
a positivo, sempre tomaremos b como sendo um numero
positivo, mesmo existindo outro nimero (hegativo) que ele-
vado a n resulte em a. Como exemplo, note que 52 = 25,
mas também (—5)2 = 25. Nesse caso, a raiz quadrada de 25
é 5. Para indices impares, no entanto, ndo ha necessidade
de termos essa mesma precau¢ao dado que bases distintas
levardo a diferentes poténcias. Veja os exemplos a seguir:

Js=2=2=38
¥8=—2= (-2 =-8
¥32=2=2°=32
=32 =-2= (-2° =-32

Calcule o valor das raizes.

a) V49
b) /81

o Vi1
d) 256
e) 327

f) 729
g) ¥-1000
h) Y81

i) $~243
i) =128
k) 1024
) %
m) %

n) \/04T
o) ¥-0125
p) §-0,00001

Poténcia de expoente racional

Conhecendo um pouco sobre poténcias de expoente in-
teiro, podemos agora estudar as poténcias de expoente
racional, que serdo referéncia para a verificagao de algumas
propriedades Uteis e importantes.

m

Seja a” uma poténcia de expoente racional, com
a €ER", m € Z e n € Z*, podemos relacionar essa po-
téncia com uma raiz, como mostra a igualdade a seguir:

m
an =’\7/o_m.Note:
1
22=3" =2
5 =95

Quando o expoente for um nimero negativo, o sinal
fica com o numerador, elevando a base da poténcia dentro
da raiz:

2 2
3 3

53=5 J57?

Lembrando que o sinal de igualdade € uma via de mao

dupla, podemos considerar também a transformacao de
uma raiz em poténcia. Observe:

7 2
437 =37 ou P72 =73
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Transforme as poténcias em raizes e as raizes em po-
téncias de expoente racional.

1
a) 24

2
by 53
2
c 17°
5
d) 42
e) ‘\‘/3_3
f) 63
g 3

Propriedades das raizes

Diferentemente do que fizemos na potenciacao, vamos
apresentar as propriedades dos radicais e, em seguida,
mostraremos exemplos com suas aplicacées. Em todos os
casos, considere g e b positivos. Assim:

Propriedade 1

Ya - 96 = Yab

Esta propriedade pode ser ampliada para quantos fato-
res com raizes de mesmo indice tivermos. Por exemplo:

V2-8=V2-8=16=4
2 -3Y3-35-37=32-3-5-7=3210

Propriedade 2

iq_ = Hg
% Vb
Observe 0s exemplos a seguir:
J8 8 Ja
NO_ 21 =2
J2 2
6 6,
NO — 32 =33
32 2 \/_
Y18 _[18 _.[9

Propriedade 3

mlq/a e 171-{1/6
Observe 0s exemplos a seguir:
FfZ=>82=5
W5 =2=15
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Propriedade 4
”"P’Gn'p = m/an

Observe o0s exemplos a seguir:

Neste Ultimo exemplo, podemos desenvolver o radi-
cando ou deixa-lo na forma de poténcia.

Propriedade 5

Observe 0s exemplos a seguir:
(19/27)3 — 1956
(¥5) =32 ==

As propriedades apresentadas sao muito utilizadas em
ambos os sentidos. No caso, a volta da propriedade 1 nos
possibilita a simplificacdo de raizes.

Observe a simplificagdo de J12.

Inicialmente, podemos fatorar o radicando:

12=12%-3

Considerando a propriedade 1, temos:
J2=22.3=22.3=24.

Repare que, separando 22 e 3 em duas raizes, po-
demos extrair a raiz de 22, que é exata e vale 2, o que
ndo é possivel com a raiz de 3. Esse processo € muito
importante e frequente em questdes que envolvem raizes
irracionais.

resolvidos

1. Simplifique /54.

Resolucgdo:

Fatorando 54, obtemos: 54 = 2-33 Assim:

54 =33%-2 =93

2w
w
2w

L =332

Note que, para simplificar as raizes, buscamos potén-
cias cujo expoente seja igual ao indice da raiz. Caso
0 expoente seja maior, podemos separa-lo em uma
multiplicacdo de poténcias de mesma base.



2. Simplifique ¥360.

Resolugdo:

Fatorando o nimero 360, obtemos: 360 = 23.3%.5,
Aplicando a Propriedade 1, temos:

J360 =22 -2 -5 =428 - 32 - B

Observando que o expoente do 2 é maior que 2
(indice do radical), podemos separa-lo do seguinte
modo:

V23 =22 -2 =27 - 2!
Finalmente, temos:

J360 =22 -2 32 - B =2-3-42 -5
Como n&o ha mais simplificacdes possiveis, da Proprie-

dade 1, chegamos a /360 = 6410

3. Simplifique J12 + J75.

Resolucgdo:
Podemos observar que os radicandos sdo (aparente-
mente) distintos, porém, podemos simplifica-los:

[ViZ =22 -3 =422 - J3 =243

l\:"75 —J3-52 = y3-52 =53
Assim, temos:

J2 + Y75 =203 +53 =02+ 53 =73

4. Simplifique a expressdo V18 + 2450 — 44/32 .

Resolucgdo:
Fatorando os radicandos:

JB8=\2-32= 32 =32
\""% = \-'ﬂ2 . 52 = \i . \""52 = 5\"5

V32 =25 =2 270 = 22 .2 0T =222 =42

Assim, substituindo os valores obtidos na expressdo,
temos:

18 42450 — 4432 =32 + 252 —4-42 =

=342 + 1042 — 1632 = =32

No capitulo 1 trabalhamos operacdes com os nu-
meros racionais. Para os nimeros irracionais devemos
observar que a multiplicacdo e a divisdo ocorrem com a
utilizacdo das propriedades apresentadas, e s6é sdo pos-
siveis se os indices dos radicais forem iguais. Em relacdo
a adicao e a subtracdo, podemos realiza-las apenas se
as raizes forem exatamente iguais, ou seja, mesmo indice
e mesmo radicando.

Utilizando as propriedades das raizes, simplifique as
expressdes chegando a um Unico radical na forma
mais simplificada possivel.

a) Vv2-45
b) ¥2-35-3

20
c) 7]
J49
VT
o V2B
J10
J30

9 L
32

h) -84 -8
) {22

) C)

k) 9.3

Simplifique os radicais chegando a um unico radical
na forma mais simplificada possivel.

a) J8+18

b) 12 + 2448 — 33

o) 24 +2381-3375

d) 50 — 28 + 32

e) 5v162 + 2475 — 3498 + 4450 + 3192 — 5432

Racionalizacao

Existem algumas convencdes, em Matematica, sobre
a forma na qual devemos apresentar os resultados nu-
méricos obtidos em uma expressdo ou equacdo, sendo a
racionalizacdo uma ferramenta para se chegar a uma delas.
A racionalizacdo de um denominador € uma ferramenta que
torna racional o valor desse denominador.

~ - L . 1
N&o ha diferenca numérica entre os niimeros 1 e

2 . ) x )
%, porém, convencionalmente, ndo apresentamos raizes
nos denominadores de fragdes. Nos proximos exemplos

veremos os principais casos de racionalizacdo.
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Exemplos:
a. Como citado, a racionaliza¢do tem como objetivo tornar

0 nUmero irracional, que forma o denominador da fra-
¢do, em um numero racional. Assim, para racionalizar o

denominador da fracdo % devemos multiplica-lo por
um ndmero irracional de modo a atingir tal objetivo.
Devemos também lembrar que, se multiplicarmos o de-
nominador por um ndmero, devemos fazer o mesmo
com o numerador, para obter uma fracdo equivalente
a inicial, isto €, para que o valor dessa fracdo ndo se
altere. Nesse caso, multiplicaremos o numerador e o
denominador por J2:

1 1 2 A 2 _ 2

2 22 2 7 2

Perceba que a multiplicacdo por /2 veio da ideia de
obtermos um numero racional no denominador. Logo,
consideramos uma raiz de mesmo indice da que apa-
rece no denominador, de modo que, ao multiplicarmos
os radicandos, cheguemos a uma raiz possivel de ser
extraida.
: : 2 o

. Para racionalizar % basta multiplicar o numerador e o

denominador da fragcao por J6:

2 2 6 _2y6 _2J6 _ 6

6 B & Je2 6 3

Sempre simplifique a fragdo caso exista tal possibilidade.
De modo geral, quando o denominador for uma raiz
quadrada, basta multiplicarmos numerador e denomina-
dor pela propria raiz que o processo sera feito, porém
essa estratégia ndo vale para qualquer indice. Devemos
lembrar que a ideia é extrair uma raiz exata do deno-
minador, portanto devemos ficar atentos na escolha da
raiz que fara isso ocorrer.

Para racionalizar a fracao % observamos que a mul-

tiplicagdo do denominador por 32 n&o surtird efeito
na racionalizacdo, uma vez que teremos como pro-

duto ¥4, gue ndo possui valor necessario para que
a raiz seja extraida. Para atingir o objetivo pretendido,
devemos multiplicar numerador e denominador por

3/2_2. Logo:

3 3 2 R 33a 3
RR A H P 2

Para esse tipo de racionalizacdo devemos observar
que, no denominador, a soma dos expoentes dos ra-
dicandos deve ser igual ao indice do radical. Assim,
nao precisamos considerar nimeros cujas rafzes serdao
exatas, e podem ser, em alguns momentos, valores
muito grandes.
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. Para racionalizar o denominador de

g. Pararacionalizar

5

d. Pararacionalizar ==, inicialmente fatoramos o radican-

8

do, chegando a i. Para que haja uma raiz exata no

O
denominador, precisaremos multiplica-lo por 5/55 uma
vez que ¥2° 27 =503 .22 = {232 =§25 = 2.

Assim:

J_ & = 2

Podemos, conforme interessar ou ndao, desenvolver a
poténcia no radicando da raiz do numerador.

Por fim, o Ultimo caso importante de racionalizacdo
envolve a adigdo (ou subtragcdo) entre raizes qua-
dradas ou uma raiz quadrada e um numero inteiro.
Usaremos, nesses casos, o resultado de um produ-
to notavel conhecido como o produto da soma pela
diferenca de dois termos. Tal resultado gera uma di-
ferenca de quadrados: (@ + b) - (@ — b) = a® — b°.
A demonstragao dessa igualdade sera feita no capitulo
dos produtos notaveis.

1 o
—=—, utilizando
J2 -1
o produto notéavel citado, devemos multiplicar o nume-
rador e o denominador por V2 +1, gerando:

I N O
2-1 (V2-1) (2+)

:1-(\/2§+1) J’+1 _
V2) -7 27

Racionalizamos 2 4
J6

multiplicando numerador e

denominador por J6 — 2. Assim:

(We-2) _
(V6 +2) (V6-2)

4 4

_ 4(V6 —2) _
(V6 +2)

(V6)" - 22

_46-2) _4alV6-2) _ _
= > =26 -2) =26 -4

#, o fato de o denominador ter
V5 -2
duas raizes ndo muda o processo:

2 B 2

_ (V5 +2) _
(V5 - 2)

5-2) (B +2)

_ 2(5+42) _2(y5+2) _ 2(J5 +2)

(V5) - (v2)° 5-2 3




Racionalize os denominadores deixando as fracdes
em sua forma irredutivel.

a) %
0 %
c) %
1
9 =
2
e) %
5
f) %
10
9 s
h) —
J5 —1
. 2
) J3 -1
. 2
e
. 10
' -
)
V10 + 2

Notacao cientifica

Como o proprio nome define, notagdo cientifica € uma
forma de representacdao dos numeros utilizados na ciéncia,
uma vez que esses numeros podem ser muito grandes,
como a distancia entre planetas, ou muito pequenos, como
o raio de um atomo. Para demonstrar tais nimeros e operar
com eles é interessante representd-los de maneira pratica.

A notacao cientifica consiste em representar determi-
nado nimero como um produto por uma poténcia de 10,
ou seja, podemos apresenté-lo na forma a X 10", onde
1<a<10emquea€eQenecZ.

Exemplos:

a. Lembrando que, ao multiplicarmos um nimero por 10, o
resultado pratico é o deslocamento da virgula uma casa
para a direita, note que 1,23 X 10 = 12,3; se multiplicar-
mos por 100, deslocamos 2 casas para a direita e assim
por diante. Para escrever em notacao cientifica o nimero
1250 devemos determinar um ndmero entre 1 e 10 que,
multiplicado por uma poténcia de 10, tenha como produto
1250. Observe que, nesse caso, considerando o nimero
1,250 (valor entre 1 e 10) e multiplicando-o por 1 000,
obtemos 1250. Assim, temos que 1250 = 1,250 X 10°.
Como o zero a direita do 5 ndo possui significado numé-
fico, obtemos: 1250 = 1,25 X 10°.

b. Para escrever em notacdo cientifica o nimero
1020000, procedemos da mesma forma, consideran-
do um numero entre 1 e 10 que, multiplicado por uma
poténcia do tipo 10", resulte 1020 000, temos o nu-
mero 1,02. Repare que ja eliminamos os zeros a direita
por serem desnecessarios na sua escrita, porém sao
fundamentais no nimero original. Para que o fator 1,02
gere um produto 1020000 precisaremos multiplica-lo
por 1000000 = 10°.

Assim, 1020000 = 1,02 X 10°.

Ha uma maneira pratica para a determinacdo da notacdo
cientifica. [dentificamos a posicdo da virgula (lembre-se
de que, se ela ndo aparecer, estad implicita apds o Ultimo
algarismo que compde o nimero) e contamos quantas
casas andaremos com ela até chegarmos ao nimero
entre 1 e 10 buscado.

c. Para escrever em notagao cientifica o nimero 1240,3
devemos verificar que a virgula sera deslocada
3 casas para a esquerda, e obtemos 1,2403, que é
a representacdo entre 1 e 10 que buscamos. Note
que esse numero devera ser multiplicado por 103,
ou seja, 10 elevado a quantidade de casas que an-
damos para a esquerda. Desse modo, verificamos
que 1240,3 = 1,2403 X 10°.

Chegamos, assim, a uma conclusdo importante: para
cada casa que deslocamos a virgula para a esquerda,
0 expoente do 10 fica uma unidade maior.

d. Podemos escrever em notagdo cientifica 120 X 104, que
ja esta com a caracteristica da notagao, mas o primeiro
fator ndo € um valor entre 1 e 10. Assim, analisamos
somente o 120 para depois juntarmos o 10*. Deslo-
cando a virgula 2 casas para a esquerda, chegamos a
1,20 X 107 pela regra vista anteriormente. Logo,
120X 10% = 1,20X 10°X 10* = 1,20 10°,

Quando os nimeros sdo muito pequenos, O processo
basicamente € o mesmo, porém teremos expoentes
negativos para a poténcia de base 10. Uma maneira
de ver isso é por meio da razdo entre 0s nimeros.
Observe que podemos escrever em notagao cientifi-
ca o numero 0,0000024, considerando-o na forma de

~ . 0,0000024 _ 24 _ 24 7

fracdo 1 _1OOOOOOO_F_24X1O .
Assim, como vimos anteriormente, ajustamos ape-
nas o nimero 24. Como 24 = 2,4 X 10", temos que
0,0000024 =24 X 10' X107/ =24 X 10"°.

Uma forma prética de pensar a transformacao de um
nimero muito pequeno em notacdo cientifica € des-
locando a virgula para a direita e, nesse processo,
para cada casa deslocada temos a adicdo de —1 ao
expoente do 10.

e. Escrevemos 0,0004 em notacdo cientifica deslocando

a virgula 4 casas para a direita, obtendo 4. Como des-
locamos a virgula 4 casas para a direita, a poténcia de
10 serd 10™“, assim 0,0004 = 4 X 10~ %,
E muito comum trabalharmos operacdes com notacdes
cientificas. As multiplicacdes, divisdes, poténcias e rai-
zes seguem as propriedades ja estudadas, lembrando
apenas que devemos deixar a resposta em notacdo
cientifica.
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Para multiplicar (2 X 10*) X (8 X 107°), faremos, sepa-
radamente, o produto entre os ndmeros, que Ndo sdo
as poténcias, e o produto entre as poténcias de 10. Os
parénteses aqui aparecem apenas para identificar os
dois nimeros na notagao cientifica, pois como todos
0s nUmeros se multiplicam na expressao, na realidade,
ndo ha necessidade dos parénteses.

Assim, 2X 8 X 10*X 107® = 16 X 1072 que, em nota-
cdo cientifica, torna-se 1,6 X 107" (lembre-se de que
deslocar a virgula uma casa para a esquerda implica
adicionar 1 ao expoente do 10).

. De maneira similar, para calcular (2 X 104) (8 X 10_6),
dividiremos, separadamente, os nimeros e as poténcias
de 10:

2 x 10

8x10°°

(2 X 10%):(8 X 107°) = =§>< -
=0,25 % 10" "% = 0,25 x 10"
Deslocando a virgula uma casa para a direita, obtemos:
025%10"°=25x%x10""x 10" =25x 10°

Devemos tomar cuidado com as adicdes e subtracdes
em notac¢do cientifica, pois elas sdo possiveis ape-
nas quando os termos tiverem a mesma poténcia de
10. Caso essas poténcias sejam diferentes, devemos
iguala-las a fim de realizar a operacao.

. No célculo de 2 X 10* + 7 X 10°, temos dois valores,
em notacdo cientifica, cujas poténcias de 10 sao dife-
rentes. Se fossem iguais adicionariamos os numeros 2
e 7 e manteriamos a poténcia de 10, tal qual na algebra
quando temos 2x + 7x chegando a 9x. Porém, ndo é o
caso aqui, sendo necessério o ajuste dessas poténcias. E
indiferente transformar o 10* em 10° ou o contrario, mas
€ mais comum fazer o maior nimero chegar ao menor
por se tratar de multiplicagdes por 10. Assim, 7 X 10° =
=70%x10* pois andamos uma casa com a virgula do
ndmero 7 para a direita e, ao fazermos isso, adicionamos
— 1 ao expoente do 10. Assim:

2% 10+ 70X 10* = (2 + 70) X 10* = 72% 10* = 72X 10°.
No célculo de 2,4 X 1072 — 2 X 10~ * novamente de-
vemos igualar os expoentes das poténcias de 10 para
efetuarmos a subtracdo. Devemos apenas ter cuidado
na identificacdo do maior nimero que, neste caso, é o
2,4 X 107 3. Usando a mesma estratégia do exemplo
anterior, temos que 2,4 X 1073 =24 X 1074 assim:

24X107-2x10"=24x10"-2x10"=

=24-2)x107%=22%x10"%=22x%x10"°

Escreva os numeros a seguir na forma de notagdo
cientifica.

a) 24
b) 1550
c) 5731000

d) 14476001
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e) 0,02
f) 0,01

g) 0,000045
h) 0,000000401

Resolva as operagdes deixando seus resultados na
forma de notacdo cientifica.

a) 7x10°+8x10°
b) 5X10 °—4x10"°

c) (4x 109X (7% 107
d) (1,2X10)X(1X107%
e) (5X10 %)X (8% 10°)
f) (8x10%:2x 109

g) Ox10%:2x107%
h) (3X10 9:(6X107°)

i) 7x10*+3x10°
j) 5%x10%+6x%10*
k) 3x10°3+4x10*
) 32x10°-2x10*

3 4
m) 4X10° +2X10
6 X107

Enem 2020 Pesquisadores da Universidade de
Tecnologia de Viena, na Austria, produziram miniatu-
ras de objetos em impressoras 3D de alta precisdo.
Ao serem ativadas, tais impressoras lancam feixes de
laser sobre um tipo de resina, esculpindo o objeto de-
sejado. O produto final da impressdo é uma escultura
microscopica de trés dimensdes, como visto na ima-
gem ampliada.

A escultura apresentada € uma miniatura de um carro
de Férmula 1, com 100 micrémetros de comprimento.
Um micrémetro é a milionésima parte de um metro.
Usando notacao cientifica, qual é a representacdo do
comprimento dessa miniatura, em metro?

a) 1,0x10""
b) 1,0x 1073
c) 1,0x 1074
d) 1,0x 107
e) 1,0x 1077
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CAPITULO

Minimo multiplo comum e maximo
divisor comum

Vocé ja lidou um pouco com o minimo multiplo comum e o maximo divisor comum no
capitulo 1, quando estudou as fragdes equivalentes; porém, em Matematica, esses
conceitos sdo utilizados também em diversas outras situacdes, principalmente aquelas
que envolvem a ideia de repeticdes em ciclos distintos, como a frequéncia de partidas
de 6nibus em um terminal, e aquelas que envolvem a divisdo em quantidades iguais.
Por isso, neste capitulo, trabalharemos esses conceitos, definiremos o conjunto dos
numeros primos e resolveremos exercicios contextualizados sobre o tema.




Maltiplos

A definicdo de multiplo, no conjunto dos nimeros natu-
rais N, esta relacionada ao resultado da multiplicagao entre
dois nimeros naturais.

Um ndmero natural a € multiplo de um ndmero natural
b se, e somente se, existe k € N tal que b - k = a.

Por exemplo, dizemos que 6 € multiplo de 2, pois
2-3=6.

Esse conceito é estendido para o conjunto dos nlime-
ros inteiros Z.. Por exemplo, verificamos que —8 é multiplo
de 2, pois 2 - (—4) = —8. Pelo resto deste capitulo, segui-
remos considerando a definicdo de multiplo no conjunto
dos numeros inteiros Z.

Divisores

A definicdo de divisor esta ligada a de multiplo, po-
rém com outro olhar. Note que, na definicdo de mdltiplos,
dizemos que 6 é multiplo de 2, uma vez que 2 - 3 = 6.
Agora, dizemos que 6 é divisivel por 2, uma vez que
2 - 3 = 6, ou seja, existe um numero inteiro (no caso, 3)
cujo produto com 2 gera o 6. Perceba que também pode-
mos afirmar que 6 € divisivel por 3, uma vez que existe um
ndmero inteiro (no caso, 2) tal que 3 - 2 = 6. Logo, temos
que 2 e 3 sao divisores de 6.

De modo geral, temos:

Um numero inteiro b é divisor de um ndmero inteiro a se,
e somente se, existe k € Z.tal que b - k = a. Nesse caso,
dizemos que “b divide a”, ou que “a é divisivel por b”.

Perceba gue os divisores de um nimero inteiro @ sdo to-
dos os nimeros inteiros que dividem a deixando resto zero.

E importante que, neste momento, fique clara a dife-
renca entre multiplo e divisor, uma vez que as definicdes
vém da mesma relagdo b - k = a. Repare que @ é o produto
entre dois numeros inteiros, entdo a € multiplo de b e, ao
mesmo tempo, a é divisivel por b, uma vez que o resultado
da divisdo de a por b € o nimero inteiro k. Também pode-
mos dizer que b é um divisor de a, ou, ainda, b é um fator
de g, uma vez gque podemos escrever g como o produto
entre b e um ndmero inteiro k.

Fatores de um ndmero inteiro g sao nimeros inteiros
cujo produto tem como resultado o inteiro a.

Mais adiante trabalharemos a decomposi¢cdo de um
ndmero inteiro no que chamaremos de fatores primos.

Para determinar se um numero € divisor ou fator de
outro nimero, realizamos a divisdao estudada no capitulo 1.
Exemplos:

a. 372 é multiplo de 12.

Repare que, pela definicdo de multiplo, se 372 é multi-
plo de 12, deve existir um nimero inteiro k de modo que
12 - k = 372. Para determinar k realizamos a divisdo de

372 por 12. Com isso, a pergunta do exemplo poderia
ser “372 é divisivel por 127?”. Assim, caso seja divisivel,
12 sera um divisor (ou fator) de 372. Realizando a divi-
sdo, encontramos quociente 31 e resto zero. Assim,
12 - 31 = 372 e, consequentemente, 372 é um multiplo
de 12 e 12 é um divisor de 372.

b. 225 é mdltiplo de —5.

Verificamos que 225 €& multiplo de —5 ao dividir
225 por —5 e obter quociente —45 e resto zero. Assim,
temos que (—5) - (—45) = 225, podemos afirmar que 225
€ multiplo de —5 e que —5 é divisor de 225.

No primeiro exemplo, provavelmente vocé teve de
fazer a divisdo para ter certeza da resposta, mas no se-
gundo é bem provavel que vocé ja soubesse que 225 era
multiplo de —5, mesmo realizando a divisdo para deter-
minar o quociente. Isso porque os multiplos de 5 ou —5
tém sempre um mesmo perfil: o algarismo das unidades
é sempre O ou 5.

Veremos a seguir alguns critérios de divisibilidade que
auxiliardo na determinacgao de divisores e multiplos de um
namero inteiro qualquer.

Principais critérios de divisibilidade

Divisibilidade por 2
Um numero inteiro serd divisivel por 2 quando tiver o

algarismo das unidades par.
Exemplos:

a. 4236 é divisivel por 2, uma vez que o algarismo das
unidades é 6, que é par. No caso, o quociente da divisdo
sera 2 118.

b. 329 ndo é divisivel por 2, uma vez que o algarismo das
unidades é 9, que é impar. Essa divisao deixard resto
que, a saber, serd 1.

Divisibilidade por 3
Um numero inteiro é divisivel por 3 quando a soma de

seus algarismos for um multiplo de 3.
Exemplos:

a. Para verificar se 0 nimero 249 é divisivel por 3, sem
efetuar a divisdo, basta determinar a soma dos algaris-
mos que o compdem, no caso, temos 2 + 4 + 9 = 15,
Como 15 € multiplo de 3, entdo 249 é divisivel por 3.
O resultado dessa divisdo é 83.

b. O nimero 999693 249 ¢ divisivel por 3, pois
9+9+9+6+9+3+2+4+9=60.Casoo
resultado da soma dos algarismos ndo deixe evidente
tratar-se de um numero divisivel ou ndo por 3, podemos
repetir o processo. Nesse caso, 6 + 0 = 6, que € um
multiplo de 3 ou, ainda, é divisivel por 3.

Divisibilidade por 4

Um numero inteiro é divisivel por 4 quando seus dois
Ultimos algarismos formarem, na ordem em que aparece-
rem, um numero multiplo de 4.
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Exemplos:

a. Verifica-se que o nimero — 132 é divisivel por 4, pois o
numero formado pelos dois ultimos algarismos, no caso
32, é um mlltiplo de 4, ou seja, também é divisivel por
4. Comisso, —132 também sera.

b. O numero 1 000 é divisivel por 4, pois o nimero forma-
do pelos seus dois Ultimos algarismos é zero, e zero é
divisivel por todo inteiro (exceto o proprio zero) e, con-
sequentemente, multiplo de qualquer inteiro também.
Logo, 1000 é divisivel por 4.

Divisibilidade por 5

Um numero inteiro é divisivel por 5 quando seu alga-
rismo das unidades for zero ou 5.

Divisibilidade por 6

Um numero inteiro é divisivel por 6 quando for, simul-
taneamente, divisivel por 2 e por 3.

Exemplo:

O numero 234 é divisivel por 6, visto que é divisivel por 2,
pois o algarismo das unidades (no caso, 4) é par, e é divisivel
por 3, ja que a soma dos seus algarismos € 2 + 3 + 4 = 9,
que é divisivel por 3. Assim, por ser divisivel simultaneamente
por 2 e 3, verificamos que 234 ¢ divisivel por 6. A saber, o
quociente da divisdo é 39.

Divisibilidade por 8

Um numero inteiro é divisivel por 8 quando seus trés
ultimos algarismos formarem, na ordem em que aparece-
rem, um nimero multiplo de 8.

Exemplo:

Para saber se o nimero 1176 é divisivel por 8, toma-
mos o numero formado pelos trés Ultimos algarismos, que
€ 176. Efetuamos a divisdo de 176 por 8 e, caso ela seja
exata, concluimos que o nimero 1176 também é divisivel
por 8. No caso, o quociente é 22 e o resto é zero; logo,
1176 é de fato divisivel por 8.

Divisibilidade por 9

Um ndmero inteiro é divisivel por 9 quando a soma de
seus algarismos for um ndmero mdltiplo de 9.

Exemplo:

Verifica-se que o nimero 3483 ¢ divisivel por 9 adi-
cionando os algarismos que o comp&em. Assim, como
3+4+ 8+ 3=18¢e 18 é multiplo de 9, entdo 3483
é divisivel por 9.

Divisibilidade por 10

Um ndmero inteiro é divisivel por 10 quando seu alga-
rismo das unidades for zero.

Para cada um dos itens a seguir, verifique se o primeiro
nimero dado é divisivel pelo segundo. Lembre-se de
usar os critérios de divisibilidade, sempre que possivel.

a) 2453258¢e2
b) 345891 e 3

c) 245412e4

d) 123455e5

e) 235432710e6
f) 421128e8

g) 1000008 e9
h) 450220 10
i) 3300e12

j) 5876e13

Qual € o menor nimero natural que devemos adicio-
nar ao nuimero 2 147 para que a soma seja um numero
divisivel por 3?

Determine qual € o menor algarismo que deve subs-
tituir X nos nuimeros a seguir para que satisfacam o
que é pedido.

a) 24X deve ser divisivel por 3.

b) 24X2 deve ser divisivel por 4.

c) 341X deve ser multiplo de 6.

d) 4324X56 deve ser multiplo de 8.

Divisores de um namero inteiro

Depois de estudar os conceitos de divisores e multiplos
e também alguns critérios de divisibilidade, estudaremos
o conjunto dos divisores de um nlmero inteiro, ndo ape-
nas um divisor especifico. Para isso, precisamos fatorar
esse ndmero, escrevendo-o como um produto de nimeros
conhecidos como niimeros primos.

Numeros primos

Definimos ndimero primo como todo nimero inteiro @,
diferente de +1 cujos Unicos divisores sdo £1 e +a. Em
outras palavras, um nimero € primo se tem apenas esses
quatro divisores. Logo, o conjunto dos nimeros primos,
listando seus elementos, é:

(£2,£3,£5,£7, 11, £13,£17,£19, £23,£29,£31, £37, ..}

Repare que todos os niimeros listados tém como divi-
sores apenas 1, o préprio nimero e seu oposto. Vale a
pena ressaltar trés situacdes aqui:

* osnumeros *1 ndo sdo ndmeros primos;

* 0o conjunto dos nimeros primos € infinito e ndo ha um
padrdo para sua listagem;

* +2sd0 os Unicos nimeros primos pares.

Teorema fundamental da Aritmética

O teorema fundamental da Aritmética nos diz que:

Todo numero inteiro maior do que 1 e ndo primo pode
ser escrito como produto de nimeros primos positivos
de maneira Unica, a menos da ordem dos fatores primos.
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O processo de fatoracdo é a decomposicao de um nu-
mero como o produto dos ndmeros primos que o compdem.
Chamamos cada um desses nimeros primos de fator primo
do ndmero decomposto.

Exemplos:

a. Para escrever o nimero 40 como um produto de fatores
primos, nos valemos de um processo parecido com o
de fatoracao, jé apresentado no capitulo 1 para deter-
minacao do mmc na adicdo e subtracao de fracdes.
Vamos recorda-lo agora com énfase no processo e seu
significado.

Para fatorar um nimero, devemos escrevé-lo com
uma barra vertical a direita, onde posicionaremos os
ndmeros primos, a comecgar com o 2, e realizamos a di-
visdo, colocando o quociente abaixo do ndmero que
estd sendo fatorado e repetindo o processo até
que se chegue ao quociente 1.

40
20
10
5
11 2%-5

a NN

Note que iniciamos dividindo o 40 por 2, que € o0 menor
numero primo positivo que divide o valor inicial, obtendo
20 como resultado. Como 20 ¢ divisivel por 2, repetimos
0 processo, obtendo como resultado 10. Mais uma vez
dividimos por 2, obtendo 5. Como ndo € possivel dividir 5
por 2, pensamos no proximo numero primo, que € 3, mas
também ndo € possivel. Assim, vamos ao proximo numero
primo, que é 5, cuja divisdo por 5 gera o quociente 1, in-
dicando o final da fatoragdo. Logo, podemos escrever 40
como o produto 2 - 2 - 2 - 5, ou seja, 40 = 2° - 5.

b. Fatorando o nimero 924, temos:

924
462
231
77
11 11

1122-3-7-11

Portanto, 924 = 22-3-7 - 11.

A forma fatorada de um numero nos da uma pista
sobre os possiveis divisores desse nimero. Tomando
0 40 como exemplo, temos que os divisores de 40 sao
+1, 2, £4, £5, £8, +10, £20 e £40. Como chega-
mos a essa conclusdo? Tentando a divisdo por cada um
dos nimeros (ndo necessariamente sé os primos) até o 40.

Quanto as pistas a que nos referimos no paragrafo an-
terior, repare que todos os nimeros que sao divisores de 40
podem ser decompostos em fatores sé com o nimero primo
2, 0us6 com o nimero primo 5, ou com uma combinagdo en-
tre os dois. Porexemplo, 10=2-5e 20 = 22.5. Até mesmo
0 1 respeita essa regra, pois podemos considerar 1 = 2°, por
exemplo. A conclusdo a que chegamos ¢ a seguinte: o divi-
sor de um nUmero inteiro serd composto da combinacdo de

~N W NN

algum ou de todos os fatores primos da decomposic¢ao desse
numero. Assim, ndo precisamos testar todos os nimeros até
40 para buscar os divisores de 40, basta buscarmos aqueles
cuja decomposicdo tenha s6 o fator 2, s6 o fator 5 ou uma
combinacao entre ambos. Por exemplo, nem precisamos testar
a divisdo de 40 por 15, umavez que 15 =3-5,e 3 éum
fator primo que ndo aparece na decomposicao do nlmero 40.

Outra observagdo importante € que ndo basta que o
divisor contenha o fator primo: esse fator deve ter como
seu expoente um numero natural menor ou igual ao ex-
poente que aparece no resultado da fatoracdo do nimero
dado. Note que se verifica que 16 ndo é um divisor de
40, pois 16 = 2% um numero composto do fator 2, tam-
bém presente na fatora¢do do 40, porém a fatoracdo de
40 = 2° - 5 nos mostra que o expoentede 2é 3,e0 16
tem o fator 2 elevado a 4, que é maior do que 3.

PUC-Rio 2021 Lembre que um inteiro positivo p maior
do que 1 é primo se os seus Unicos divisores inteiros
positivos forem 1 e p. Assim, por exemplo, 13 é primo
mas 15 ndo é primo. Quantos numeros primos existem
entre 40 e 507

a) 1

b)
<)
d)

a1 w N

Determine todos os divisores inteiros dos valores a
seguir.

a) 12

b) 16

c) 30

d) 84

e) 495

Minimo multiplo comum e maximo
divisor comum

Como visto anteriormente, para adicionar ou subtrair
fracdes € necessario igualar seus denominadores e, para
simplificar uma fracdo buscando uma fracdo equivalente,
dividimos numerador e denominador pelo mesmo ndmero
até que isso ndo seja mais possivel. Nessas duas situa-
cdes estd implicita a possibilidade de utilizacdo do minimo
multiplo comum (mmc) e do maximo divisor comum (mdc),
respectivamente.

Minimo multiplo comum (mmc)

O mmc é o menor multiplo positivo que é comum
(ou seja, 0 mesmo) a dois ou mais numeros naturais. Por
exemplo, o menor multiplo comuma4e6éo 12, oummc
(4,6) = 12. Uma forma de determinar esse valor é buscar,
entre os multiplos positivos de 4 e 6, 0 menor nimero que
€ comum aos dois conjuntos de multiplos. Note:
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*  multiplos positivos de 4: {4, 8, 12, 16, 20, 24, 28, 32,
36, 40, ..},

* multiplos positivos de 6: {6, 12, 18, 24, 30, 36, 42, 48,
54,60, ..}

Em azul estdo destacados os multiplos positivos co-
muns a 4 e 6. O menor multiplo positivo comum a ambos
éo12.

Porém, quando trabalhamos com mais de dois nime-
ros, ou ainda com nUmeros maiores, pode nao ser facil a
busca pelo mmc dessa forma. Para isso, usamos a fatoragao
como técnica para o calculo do mmc.

Exemplos:

a. No calculo do mmc entre 12 e 20 vamos utilizar um
método que consiste em fatorar ambos os nimeros
simultaneamente.

12, 20 2
6, 10 2
, 3
1, 5 5
1, 1 22.3-5

Montamos a fatoragdo com os dois nimeros lado a
lado e iniciamos a divisdo pelo menor nimero primo posi-
tivo que possa dividir pelo menos um deles, no caso o 2.
Repare que o 2 é divisor de ambos, logo chegamos a
segunda linha, com o 6 e 0 10. Continuando o processo,
dividimos novamente ambos por 2, obtendo 3 e 5. Nesse
ponto, devemos perceber que o 2 ndo € mais divisor de
nenhum dos nimeros, assim buscamos o préximo ndmero
primo que seja divisor de pelo menos um deles, que sera
o 3. Dividimos o 3 por 3 € apenas copiamos o 5, che-
gando a quarta linha. Como 3 ndo divide 5, buscamos o
préximo nimero primo que o faca, no caso o préprio 5.
Realizando a divisdo, chegamos a Ultima linha, finalizando,
assim, a fatoragdo simultanea de 12 e 20. Finalmente, o
mmc entre 12 e 20 serd o produto de todos os fatores a
direita da barra, ou seja, mmc(12, 20) = 2?-3-5=60.
b. Vamos determinar o mmc(4, 6, 9) e verificar que, inde-

pendentemente de quantos sdo os nimeros no célculo,

O Processo € o mesmo:

w ©O© O O
w w NN

1, 1, 1 2?2.3?

Iniciamos a divisdo com o 2 dividindo 0 4 e 0 6 e man-
tendo 0 9, uma vez que 2 ndo é seu divisor, chegando a
segunda linha. Podemos, novamente, dividir por 2, porém
apenas o 2, chegando a terceira linha. Como o nime-
ro primo 2 nao é mais divisor de nenhum dos ndmeros
dessa linha, vamos para o préximo numero primo, o 3.
Dividindo o 3 e 0 9, chegamos a quarta linha. Veja que,
nessa linha, ja temos dois nimeros cuja divisdo gerou

o 1, faltando apenas o terceiro. Por fim, dividindo nova-
mente por 3, chegamos ao final da fatoragao. Assim, o
mmc(4, 6, 9) = 2° - 3 = 36.

Determine o mmc dos ndmeros a seguir.
a) 4e10

b) 4e8

c) 2,3eb

d) 10e14

e) 6,8e1b

f) 7,9e12

g) 21,24e32

h) 16, 20,24 e 30

Maximo divisor comum (mdc)

O mdc é o maior divisor que € comum a dois ou mais
numeros. Observe a determinacdo do mdc entre 18 e 24:
* divisores positivos de 18:{1, 2, 3,6, 9, 18}

e divisores positivos de 24:{1, 2, 3,4, 6, 8, 12, 24}

Em azul estdo destacados os divisores positivos co-
muns a 18 e 24. O maior divisor comum a ambos € o 6.

De maneira andloga ao mmc, quando trabalhamos com
mais de dois nimeros, ou com nimeros maiores, a determina-
cdo do mdc dessa forma pode ndo ser uma tarefa simples. Por
esse motivo também utilizaremos na determinacdo do mdc a
técnica da fatoracao, porém agora sé utilizaremos os divisores
primos que dividirem todos os valores da linha em questdo.

Exemplos:

a. No calculo do mdc(32, 40), montamos o esquema de
fatoracdo e buscamos a divisdo pelos nimeros primos
que dividam todos os nimeros da linha:

32, 40| 2
16, 20 2
8, 10 2
4, 5| 2°

Inicialmente, podemos dividir ambos os nimeros por 2,
gerando a segunda linha com 16 e 20, que também podem
ser divididos por 2, gerando a terceira linha com 8 e 10, que,
por sua vez, também podem ser divididos por 2, gerando a
quarta linha com os nimeros 4 e 5. Repare, agora, que 0s
ndmeros 4 e 5 ndo podem ser divididos pelo mesmo ndmero
primo, uma vez que o0 4 pode ser dividido apenas por 2,e 0
5, apenas por 5. Finalizamos o processo aqui, € o produto
dos numeros a direita da barra € o mdc de 32 e 40, isto &,
mdc(32, 40) = 2° = 8.

b. Na determinacdo do mdc (420, 672, 840), verificamos
que, apesar de ser o célculo do mdc de trés ou mais
ndmeros, nada muda no processo:
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420, 672, 840 2
210, 336, 420 2
105, 168, 210 3
35, 56, 70 7
5, 8, 10| 22-3-7

Na primeira linha, como todos os nlimeros a esquerda
da barra sdo pares, podemos dividi-los por 2. Como isso
também ocorre na segunda linha, repetimos o processo. Ja
na terceira linha, temos apenas dois nimeros pares e, na
busca pelo mdc, devemos trabalhar apenas com divisores
comuns a todos os trés nimeros. Assim, tentamos o pro-
ximo ndmero primo, 3. Usando o critério de divisibilidade
por 3, verificamos com facilidade que todos os niimeros da
linha sdo divisiveis por 3 e, realizando a divisdo, chegamos
a quarta linha. O 3 ndo se torna mais um divisor comum
para todos os ndmeros, o que também ndo acontece com
0 5, mas ocorre com o nimero primo seguinte, o 7. Assim,
realizando a divisdo, chegamos a Ultima linha composta
dos nimeros 5, 8 e 10, que ndo tém divisores comuns,
e terminamos, assim, o processo. Logo, temos que
mdc (420, 672, 840) = 22 -3+ 7 = 84.

Calcule o mdc entre os nlmeros indicados em cada item.
a) 8e16

b) 10,15e 20

c) 42e70

d) 60e220

e) 420,4200e4410

f) 180, 240 e 750

Problemas contextualizados envolvendo mmc
e mdc

E comum, em diversos vestibulares, o emprego dos
conceitos de mmc e mdc em exercicios contextualizados.
Nesse tipo de questdo é fundamental que saibamos iden-
tificar sem dificuldades se nos valemos do mmc ou do mdc
para a resolucdo, e a forma correta a ser utilizada vem das
definicbes desses processos:

* mmc - deve ser utilizado quando a questdo traz
sentido de repeticdo de elementos em ciclos distintos;

* mdc - deve ser utilizado quando a questdo traz a
ideia de divisdo de diferentes conjuntos em quanti-
dades iguais (dentro de cada conjunto), sendo essa
divisdo pelo maior nimero possivel.

resolvidos

1. Em um hospital, o enfermeiro A faz plantdo nos fi-
nais de semana a cada 4 semanas, e o enfermeiro B,
a cada 6 semanas. Se em um final de semana eles
estdo juntos em plantdo, em quantas semanas se en-
contrardo em um plantdo novamente?

Resolucdo:

Perceba que os ciclos de plantdes dos enfermeiros
A e B sdo distintos e pergunta-se o reencontro deles
a partir de um final de semana no qual os dois estdo
de plantao juntos. Isso caracteriza o mmc entre 4 e 6,
uma vez que se busca o proximo encontro, ou seja,
um multiplo comum entre 4 e 6 semanas.

4, 6 2
2, 3 2
1, 3 3
1, 1 22-3

Como mmc (4, 6) = 22-3 = 12, eles voltardo a se en-
contrar em um plantdao em 12 semanas.

. Vunesp 2020 Emerson machucou seu joelho prati-

cando esportes e precisa tomar um anti-inflamatorio
de 8 em 8 horas, colocar gelo a cada 6 horas e passar
uma pomada de 4 em 4 horas. No dia 07 de feve-
reiro deste ano as 10 horas, ele colocou gelo, tomou
o anti-inflamatdrio e passou a pomada. Cumprindo os
horarios prescritos, ele tornou a fazer os trés proce-
dimentos juntos novamente no dia 08 de fevereiro
deste ano as:
a) 10 horas.
b) 14 horas.
c) 16 horas.
d) 18 horas.
e) 22 horas.

Resolucdo:

Como cada procedimento é repetido em interva-
los distintos, com duragdes de 8 horas, 6 horas e
4 horas, e as 10 horas do dia 7 de fevereiro esses
procedimentos foram realizados juntos, a proxima
vez que isso ocorrerd de novo serd depois de um
intervalo de tempo, em horas, igual ao mmc entre
8,6e4.

8, 6, 4 2
4 3, 2 2

2, 3, 1 2

1, 3, 1 3

1, 1, 1| 2°-3=24

Portanto, Emerson tornou a fazer os trés procedimen-
tos juntos 24 horas depois das 10 horas do dia 7 de
fevereiro, ou seja, as 10 horas do dia 8 de fevereiro.
Alternativa: A.
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3. Um professor precisa dividir sua sala em grupos, de

modo que cada grupo tenha o mesmo nimero de me-
ninos e também o mesmo nimero de meninas, € que
seja formado o maior nimero de grupos possivel. Se
nessa sala de aula ha 24 meninos e 16 meninas, de-
termine quantos grupos teremos e a quantidade de
meninos € meninas em cada grupo.

Resolucdo:

Note que temos dois conjuntos distintos, o de me-
ninos e o de meninas, e queremos dividi-los em
grupos, sendo que essa divisdo deve ser pelo maior
nlimero possivel. Assim, devemos calcular o mdc
(16, 24) a fim de descobrir qual € o maior valor que
divide ambos os numeros e determinar o que foi pe-
dido. Entdo:

16, 24| 2
8, 12| 2
4, 6| 2
2, 3| 2°=38

Como mdc (16, 24) = 8, podemos dividir as 16 meni-
nas em 8 grupos de 2 meninas € 0s 24 meninos em
8 grupos de 3 meninos. Assim, teremos 8 grupos na
sala, compostos de 2 meninas e 3 meninos. Tudo isso
é representado no esquema, no qual o nidmero de
grupos formados € o mdc e as quantidades de meni-
nas e meninos sdo, respectivamente, os numeros da
Ultima linha do lado esquerdo da barra.

O chdo de uma sala retangular, que mede 2,80 m por
3,20 m, serd revestido por um piso de forma quadrada
de comprimento maximo, de modo que ndo haja cor-
tes no formato dos pisos. Determine as dimensdes do
piso, em centimetros, e quantos serao utilizados.

Resolucao:

Comecamos calculando as dimensdes da sala em cen-
timetro, obtendo 280 cm e 320 cm, para que os valores
numeéricos dessas medidas sejam numeros naturais.
Como a sala sera revestida de pisos de forma quadra-
da, a medida do comprimento do piso devera ser um
divisor comum das duas dimensodes da sala. Além dis-
SO, COMO queremos que o comprimento do piso seja
maximo, esse divisor comum deve ser maximo. Logo,
estamos buscando o mdc das duas dimensoes:

280, 320 2
140, 160 2
70, 80 2
35, 40 5
7, 8| 2°-5

Do processo, temos que mdc (280,320) = 23-5 = 40;
logo, cada lado do piso quadrado deverater 40 cm de
comprimento. Isso significa que, para a dimensdo
de 280 cm, serdo necessarios 7 pisos e, para a dimen-
sao de 320 cm, 8 pisos, que sdo, respectivamente, 0s
nUimeros finais a esquerda da barra. O produto entre
as duas quantidades de piso nos fornece o nlimero
total de pisos necessarios, ou seja, serdo necessarios
7-8 = 56 pisos.

Trés viajantes embarcaram no mesmo 6nibus em uma
mesma rodoviaria. O primeiro pega o 6nibus a cada
12 dias, o segundo a cada 15 dias e o terceiro a ca-
da 20 dias. Se hoje eles se encontraram e viajaram
juntos, daqui a quantos dias voltardo a viajar juntos
nessa rodoviaria?

Dois corredores treinam em uma pista circular.
O corredor A dé uma volta completa a cada 10 minu-
tos, enquanto o corredor B leva 14 minutos. Se eles
partem juntos, depois de quanto tempo voltardo a se
cruzar exatamente na linha de partida?

Uma loja de moda vende pacotes de lacinhos para ca-
belo contendo 9 lacinhos e pacotes de prendedores
contendo 6 prendedores. Se um cliente quer comprar
a mesma quantidade de lacinhos e prendedores, qual
€ a quantidade minima de pacotes que ele devera
comprar de cada um deles?

Uerj 2020 Uma gerente de loja e seu assistente
viajam com frequéncia para Sdo Paulo e voltam no
mesmo dia. A gerente viaja a cada 24 dias e o assis-
tente, a cada 16 dias, regularmente. Em um final de
semana, eles viajaram juntos. Depois de x viagens da
gerente e y viagens do assistente sozinhos, eles via-
jaram juntos novamente.

O menor valorde x + y é:

a) 1 c) 3

b) 2 d) 4

Vunesp 2020 A secretédria de uma escola realiza, ri-
gorosamente, uma tarefa A, a cada 6 dias trabalhados,
e uma tarefa B, a cada 4 dias trabalhados. Sabendo-
-se que ela trabalha de segunda a sexta-feira, que em
uma quinta-feira ela realizou ambas as tarefas, e que
durante o més seguinte a essa quinta-feira ndo hou-
ve interrupgao dos dias trabalhados por ela, é correto
afirmar que a vez imediatamente posterior em que €la
realizou, no mesmo dia, ambas as tarefas foi uma:

a) segunda-feira. d) quinta-feira.

b) terca-feira. e) sexta-feira.

c) quarta-feira.
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Vunesp 2019 Com todos 0s 126 novos técnicos e 72
novos analistas legislativos, recém-incorporados aos
quadros de um grande municipio, em decorréncia
do ultimo concurso realizado, pretende-se montar o
maior nimero possivel de grupos, contendo, cada um,
X técnicos e y analistas, para participarem de cursos
de capacitacao, de modo que cada um desses servi-
dores faca parte de apenas um grupo. Dessa forma,
em cada grupo, o nimero de técnicos deve superar o
ndimero de analistas em:

a) 6 servidores.

b) 5 servidores.

c) 4 servidores.

d) 3 servidores.

e) 2 servidores.

Vunesp 2019 Um investidor adquiriu uma ampla sala
para transforma-la em um espago coworking. Para
tanto, serdo criadas ilhas de trabalho retangulares,
medindo 12,0 m de comprimento por 4,8 m de largura
cada. Essas ilhas serdo divididas em estagcdes quadra-
das, de maior area possivel, de modo a ocupar todo o
espaco disponivel. Nesse caso, o nimero de estacdes
que serdo criadas em cada ilha de trabalho € igual a:
a) b5

b) 10.

c) 15.

d) 20.

e) 24.

Vunesp 2019 Em uma escola, 144 meninos e 180 me-
ninas devem ser vacinados contra o sarampo. Para
tanto, pretende-se formar grupos somente de meni-
nas ou somente de meninos, de modo que 0s grupos
tenham a mesma quantidade e o maior nimero possi-
vel de integrantes, e que nao reste nenhum aluno fora
de um grupo. Nessas condi¢des, o nimero total de
grupos formados sera igual a:

a) 5.

b) 7.

c) 8.

d) 9.

e) 12.

Vunesp 2018 Para a realizacdo de uma determinada
atividade cultural, os alunos participantes serao dividi-
dos em grupos, com 0 mesmo numero de alunos em
cada um deles. Com o numero total de alunos partici-
pantes, é possivel formar grupos ou com 5, ou com 6
ou com 8 alunos de modo que todos os alunos parti-
cipantes estardo em algum grupo. Nessas condicdes,
0 menor numero de alunos que estdo participando
dessa atividade é:

a) 180.
b) 140.
c) 120.
d) 100.
e) 60.
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CAPITULO Produtos notaveis e fatoracao

Dizemos que algo é notdvel quando se destaca, chama atencdo por algum motivo.
Na Matemadtica, os produtos notdveis sdo resultados de multiplicagdes entre termos
algébricos que aparecem com muita frequéncia, dai sua notoriedade. Além de traba-
Iharmos com o desenvolvimento desses produtos, também é frequente a necessidade
da fatoracdo de seus desenvolvimentos, voltando a forma original dos produtos. Nes-
te capitulo, desenvolveremos e trabalharemos os principais produtos notdveis e suas
fatoragoes.




Produtos notaveis

Distributiva

A ideia de distribuir remete a dar um mesmo valor, quan-
tia ou parte, a todos os integrantes de um grupo. No caso
da Matematica, a distributiva dos produtos notéveis equivale
ao produto de um ou mais fatores por todos os termos pre-
sentes dentro do sinal grafico que os agrupa (parénteses,
colchetes ou chaves).

Exemplos:

a. k+y)=2-K+y)=
=2:x+2-y=2x+2y

Repare que o ndmero 2 multiplicou tanto o x quanto
0 y que estavam dentro dos parénteses, lembrando que
os coeficientes dos nliimeros que acompanham x e y sdo
iguaisa 1.

b. 2x(=3x +2y)=2x - (=3x + 2y) =
= 2x +(—=3x)+2x - 2y) =
= —6x" + 4xy

Note que, ao realizarmos a distributiva, o produto de
2x por —3x resulta em um termo negativo, prevalecendo
a regra dos sinais. Perceba também que a multiplicacao
entre x e x gera x°, visto que 0s expoentes, quando omi-
tidos, valem 1.

C —3x?y(4xy — 3x%y*) = —3x%y - (4xy — 3x%y ) =
=—3x%y - (Axy) — 3x°y - (—3x7y") =
=—12x%y? +9x*y°

Aqui, novamente, devemos ficar atentos a regra dos
sinais, o produto entre os nimeros e as poténcias de cada
fator literal. Com pratica, as passagens podem ser omitidas.

d. 2x/°7%@xy? —5x%22 + 1) =
= 2xy3z2 : (3xy2) + 2)()/322 (= 5x223) + 2xy3z2 1=
= 6)(2)/522 - 10)(3)/325 + 2xy3z2

A distributiva ocorre independentemente de quantos
termos existem nos parénteses, mas lembre-se de que
ela sé ocorre quando hd o produto entre um termo e uma
adicdo ou subtragdo, com dois ou mais termos. Quando
um desses termos é apenas numérico, como € o caso do
terceiro termo desse exemplo, a parte literal permanece a
mesma, efetuando-se o produto apenas da parte numérica.

Em determinadas situagdes, podemos ter o produto
de duas somas ou de uma soma por uma diferenca ou,
ainda, de duas diferencas, ou seja, cada fator que compde
o produto pode ser formado por dois ou mais termos. Nesse
caso, a distributiva é feita com cada termo do primeiro fator
em relacdo a cada termo do segundo fator.

Exemplos:

e (@+hbx+y)=a-x+y)+b-x+y)=
=a-x+a-y+b-x+b-y=
=ax+ay + bx+ by
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Iniciamos com o termo a do primeiro fator multiplicando
cada termo do segundo fator, chegando a ax + ay. Depois,
0 segundo termo do primeiro fator multiplica o segundo
fator, e obtemos bx + by, chegando ao resultado final
ax + ay + bx + by.

f2x + 3y — 4% = 2x - (X — 4y°) +
+3y - (x? —4y%) = 2x> — 8xy° + 3x%y — 12)/*

Aqgui, como no exemplo anterior, efetuamos primeiro o
produto de 2x com os termos do segundo fator e, posterior-
mente, o produto de 3y com os termos do segundo fator,
respeitando as regras de sinais. Como a ordem no produto
ndo importa, € comum colocarmos em ordem alfabética o
produto de fatores literais, assim, 3yx2 = 3x2y.

g (2x+1)(3x—3)=2x-Bx —3)+1-Bx —3) =

=6x" —6x+3x—3=6x" —3x—3

Nesse exemplo, observe que, apdés a distributiva, ha
termos que possuem a parte literal exatamente igual, caso
do —6x e do +3x. Esses termos algébricos, chamados
de semelhantes, podem ser reduzidos a um so, ou s€ja,
—6x + 3x = —3x, 0 que reduz a expressao inteira a
6x°> —3x — 3. Sempre que possivel, devemos reduzir os
termos semelhantes, mas cuidado: a parte literal deve ser
exatamente a mesma. Perceba que 6x° e —3x ndo possuem
a parte literal idéntica, apesar de ambas terem o fator x, por
isso, Ndo realizamos a operagdo entre esses termos.

Desenvolva os produtos usando a distributiva:
a) 2kx+ 3y

b) 4x(x — 2y)

c) 2X(—x+y)

d) 3<yxy — )

e) 6x°y°Z2(—2xy? + 3yz° + 4x%Z)

f) (x+y)(a+ 2b)

g9) X+ yx+y)

h) 2% = 3" = %)

Produtos notaveis do 2° grau

Estes sdo os produtos notaveis que geram termos do
29 grau, isto é, quadrados.

Quadrado da soma de dois termos

Elevaremos ao quadrado a soma de dois termos.
Desenvolver (a + Z:))2 corresponde a efetuar a seguinte
multiplicagdo: (@ + b)2 = (g + b) - (@ + b). Utilizando a dis-
tributiva, como vimos anteriormente, temos:

(@+b):-(a+b)=
=ag-a+a-b+b-a+b-b=
=a’+ab+ ba + b?

Como ab = ba, podemos adicionar 0s termos centrais,
temos:



(@ + by’ =a’+ 2ab + b’

Esse produto € muito frequente, e pode ser lembra-
do por: “o quadrado da soma de dois termos é igual ao
quadrado do primeiro termo, mais duas vezes o produto
do primeiro pelo segundo termo, mais o quadrado do se-
gundo termo”,

De fato, é exatamente esse o resultado obtido em qual-
quer quadrado da soma de dois termos. Apenas devemos
nos precaver ao memoaorizar esse tipo de expressdo, pois
qualquer deslize pode nos levar ao erro. Na dlvida, aplicar
a distributiva € sempre mais seguro.

Exemplo:

Para desenvolver (2x2 + 3)/3)2 a ideia € a mesma vista
anteriormente, ou seja, determinar o produto dessa soma
por ela mesma:

@2x? +3y7)7 =
=2x% +3y°)? . 2+3y°) =
=4x* + 6)<2y3 + 6)(2)/3 + 9y6
Lembrando que podemos reduzir os termos semelhan-

tes dessa operagdo ao adicionar os termos cuja parte literal
é idéntica, ou seja, 6x2y3 + 6)(2)/3 = 12x2y3, obtendo:

(2x7 +3y°) =
=ax* +12x%° + 9y°
Podemos também utilizar a expressdo descrita
anteriormente:

2x% + 3y°7 =
=237 +2-(27) - By7) + By

Repare que o primeiro termo é 2x° e, guando nos
referimos ao quadrado dele, temos (2)(2)2 = 4x*. O mes-
mo ocorre com o quadrado do segundo termo, ou seja,
(3y3)2 = 9y6. Assim:

@2x? +3y7)7 =
=@ +2-2) - By + By =
=4x" + 12)(2)/3 + 9y6
Quadrado da diferenca entre dois termos
Similar ao desenvolvimento estudado anteriormente,
difere apenas na operacao entre os dois termos, que € a

subtracdo, e ndo a adicao. Assim, desenvolver (@ — b)2 cor-
responde a efetuar a seguinte multiplicacao:

(@— by =(a—b)-(a— b).
Utilizando a distributiva, temos:
(@—b)-(a—b)y=a-a—a-b—b-a+b-b=
=a?— ab — ba + b?
Analogamente, como ab = ba, temos:
(c/—b)2=c72—2ob+b2
Esse produto também aparece com muita frequéncia em
exercicios, e pode ser lembrado por: “o quadrado de uma
diferenca é igual ao quadrado do primeiro termo, menos

duas vezes o produto do primeiro pelo segundo termo, mais
0 quadrado do segundo termo”. Portanto, a diferenca entre

as expressdes do quadrado da soma para o quadrado da di-
ferenca se da pelo sinal que precede o produto entre os dois
termos. Mas lembre-se: na duvida, sempre faca a distributiva.

Exemplo:

Para desenvolver (3x” — 5y*)? aplicando a distributiva,
temos:

Bx? — 5y"3x? — 5y =
=9x* — 15)(2)/4 - 15X2y4 + 25y8
Adicionando os termos semelhantes, obtemos:

Bx? —5y*)7? =
=9x* —30x%y"* + 25y°

Utilizando a expressdo, temos:

3Bx? —5y%) =
=) =23 - By + (6% =
= 9x* — 30x%y* + 258
Tanto o quadrado da soma quanto o quadrado da
diferenca geram express@es com trés termos, que sdo
comumente chamadas de trinémios quadrados perfeitos.

Produto da soma pela diferenca de dois termos

Aqui temos a multiplicacdo entre dois fatores em que
um deles possui a adi¢do e o outro, a subtra¢do entre 0os
mesmos dois termos.

Aplicando a distributiva, podemos desenvolver o pro-
duto (@ + b)a — b) do seguinte modo:

(@+b)-a—b)=ac-a—a-b+b-a—b-b

Como ab = ba, os dois termos centrais do desenvolvi-
mento sdo opostos. Logo, anulam-se e, entdo, chegamos a:

@+ b)a—b)=a’—b’

Repare que o resultado do produto foi a diferenca entre o
quadrado do primeiro termo e o quadrado do segundo termo.
Podemos usar essa expressao, memorizando que “o produto
da soma pela diferenca entre dois termos resulta na diferenca
entre os quadrados do primeiro e do segundo termos”.

Exemplos:
a. Desenvolvendo (2x + 3)(2x — 3), obtemos:

2x +3)2x —3)=2x)> =3 =4x* — 9

b. Mesmo que os termos ndo sejam simples, como em

Bx? — y*)3x? + y*), 0 produto da soma pela diferenca
entre 0s mesmos termos sempre tem como resultado
a diferenca entre os quadrados; observe:

B —y?)Bx’ +y7) =
_ (3x2)2 _ (y3)2 = Ox4 —y6
Muitas vezes, pelo fato de o uso da memorizacao das
expressdes ser muito frequente, abandona-se a distributiva.
Lembre-se de que, sempre que um produto lhe parecer es-
tranho aqueles estudados, é necessario aplicar a distributiva

para ter certeza do resultado. Sempre se baseie em regras
e conceitos.
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c. Nocasode (—2x — 3)2 temos o quadrado de uma soma
ou de uma diferenca? O resultado da distributiva nos
mostrard que esse produto serda o quadrado de uma
soma. Se ndo ha certeza sobre qual memoriza¢do usar,
aplique a distributiva. Observe:

(—2x — 37 =
=(—2x = 3)(—2x —3) =
=4x> +6x+6x+9=4x>+12x + 9

Desenvolva os produtos, utilizando a distributiva ou a
memorizacao do produto notavel:

a) x+y)
b) (2x + 1)
c) (4a — 3c)?
d) (Bxy +z)?
e) (x—9y
f) (X2 +y2)2
2
@ (Lx+y)
1 2
h) (X - ;)
) (V-1

) k+Nx =T
k) (2x —3)2x +3)
3

oy =)
2 J2

m(7*1@f”)

n) (—2x + 3)°

o) (—2y +4)(2y + 4)

Outros produtos notaveis

Menos frequentes, porém ainda utilizados, outros
produtos notdveis podem ser mais trabalhosos de se
desenvolver e memorizar. De qualquer forma, a distri-
butiva sempre pode e deve ser utilizada em caso de
dudvida.

Produto da soma de trés termos

Esse produto sera visto com o desenvolvimento de
@+ b+

Utilizando a distributiva, temos:

@+b+c) =
=@+b+c)-(a+b+c)=
=a’+ab+ac+ba+b®+bc+ca+chb+c?
Reduzindo os termos semelhantes, chegamos a:
@+b+cy =
=a’ + b’ + c? 4+ 2ab + 2ac + 2bc
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Podemos memorizar esse produto notdvel como “o
quadrado da soma de trés termos € igual a soma dos qua-
drados de cada termo mais a soma de duas vezes 0 pro-
duto dois a dois de cada termo”. O produto dois a dois de
cada termo se refere aos produtos “ab”, “ac” e “bc”.

O desenvolvimento de (@ — b + c)2 pode ser visto
como o desenvolvimento de (@ + (—b) + c)z. Assim, se
algum dos termos tiver o sinal negativo, basta resolvé-lo

normalmente, respeitando a regra de sinais, ou seja:
@—b+c)f=

=(a+(b)+c)-(a+(-b+c)=

=a’+a-(-b)+a-c+(=b)-a+(-b’+
+(-b)rcH+c-a+c-(-b+c’ =

=g’ —ab+ac—ba+b’—bc+ca—chb+

+cl@a—b+c) =

=a® + b® + c? — 2ab + 2ac — 2bc

Repare que o sinal de menos apareceu nos termos em
que o fator b aparece.

Cubo da soma entre dois termos

Cubo se refere ao expoente 3, assim, o cubo da soma
de dois termos consiste em elevarmos a terceira poténcia
uma soma entre dois termos.

Para o desenvolvimento de (o + b)3, temos que

@+b)P =@+b)-(a+b)-(a+bh).

Assim, realizamos a distributiva, inicialmente, entre os
dois primeiros fatores, cujo resultado é conhecido, pois se
trata do quadrado da soma. Logo,

@+ b)® = (@ + 2ab + b?) - (@ + b).

Efetuando novamente a distributiva, chegamos a:

@+bP =@ +2ab+b’)-(@+b)=
=a° + a’b + 2a%b + 2ab* + ab® + b’
Reduzindo os termos semelhantes, chegamos ao final
do desenvolvimento:

@+ b =a®+3a%b + 3ab® +b°

Podemos memorizar esse produto notdvel como: “o cubo
da soma de dois termos é igual ao cubo do primeiro, mais trés
vezes o quadrado do primeiro pelo segundo, mais trés ve-
zes o primeiro pelo quadrado do segundo, mais o cubo do
segundo”. A pratica em exercicios e a distributiva auxiliam
na compreensdo € memorizacao desse processo.

Cubo da diferenca entre dois termos

Neste caso, temos uma diferenca entre dois termos
que sera elevada a terceira poténcia, ou seja, temos
(@ — b)?, que sera resolvida de maneira analoga & anterior.
Assim:

(@— by =(@—b)a—blla—b)=(a’—2ab+b’)-(@—b)=
=a® —a’b—20°b+2ab’ + ab® — b®
Reduzindo os termos semelhantes, temos:

(@—b)® =a® —3a’h + 3ab” — b*



A memorizacdo, neste caso, € muito parecida com o
cubo da soma. Apenas alternando-se os sinais positivos e ne-
gativos, dizemos que “o cubo da diferenca entre dois termos
€ igual ao cubo do primeiro, menos trés vezes o quadrado
do primeiro pelo segundo, mais trés vezes o primeiro pelo
quadrado do segundo, menos o cubo do segundo”.

Desenvolva os produtos a seguir, aplicando a distribu-
tiva ou usando a regra pratica de memorizag¢do:

a) +y)’
b) (x+y)?
o k-y?
d) (x—3y’
e) (2x +3y)?

fy x+y+ 2)3
a) k+y—2°
h) (2x +y —3z2)°

i) (3x? —2y —57°)?

Fatoracao

Na primeira parte deste capitulo, utilizamos a proprieda-
de distributiva na multiplicagcdo de expressdes algébricas,
para simplificar seu resultado. Faremos a seguir o processo
inverso, ou seja, quando se pede para fatorar (transformar
em fatores) uma expressdo algébrica, buscamos por um
produto entre dois ou mais termos que tenha como resul-
tado a expressao dada inicialmente.

Fator comum

Como o nome sugere, buscaremos fatores comuns a
todos os termos. Apés identifica-los, evidenciamos e efetua-
mos a divisdo de cada termo por esses fatores. Lembre-se
de que tais fatores podem ser numéricos ou literais.
Exemplos:

a. A expressdo 2x + 4y pode ser reescrita como
2x + (2 - 2)y, logo, notamos que o Unico fator comum a
2x e 4y é 0 2. Assim, evidenciamos esse nimero e rea-
lizamos a divisdo de ambos os termos por ele, obtendo:

2x 4y)
2(— + == | =2(x + 2y).
: S ( V)

Para verificar se a fatoragdo esta correta, basta aplicar
a distributiva e observar se o resultado corresponde a ex-
pressao dada. No caso, 2(x + 2y) = 2x + 4y.

Portanto:
2x + 4y = 2(x + 2y).

b. Para fatorar uma expressdo como 12x2y + 18xy, de-
vemos observar que o fator numéricocomuméo6ea
parte literal comum é formada pelo x e pelo y. Eviden-
ciando tais fatores e fazendo a divisdao dos termos por
eles, obtemos:

12X2y +18xy =

2
=6xy 12x y+18xy i
($94% (674%

=6xy(2x + 3)

E importante notar que sempre devemos considerar o
maior fator comum numérico, ou seja, o mdc dos valores en-
volvidos, no caso mdc (12, 18) = 6, e também que, apesar
de o primeiro termo possuirxz, o fator comum serd apenas
X, que é o fator presente também no segundo termo. Logo,
sempre devemos considerar, entre a parte literal, os fatores
comuns com 0s menores expoentes.

c. Para fatorar a expressao
18x3y224 - 45x4yz3 + 9x3yz2,
0 processo € o mesmo. Inicialmente, buscamos o fator
comum aos numeros 18, 45 e 9 usando o mdc, sendo
tal fator o 9. Depois, analisamos a parte literal, iden-
tificando como fatores comuns x°, ye 22, lembrando
sempre de tomar o menor expoente para cada fator da
parte literal. Assim, evidenciando os fatores comuns,
dividindo cada termo por 9x3yz, chegamos a:

18)(3)/224 - 45)<4yz3 + 9)(3)/22 =
3,24 4.3 3,2
_ 9X3y22 18x3y i _ 45)(3 y22 n 9)(3)/22 _
Ox~yz Ox~yz Ox~yz

= 9)(3)/22 (2,\/22 —5xz +)

Agrupamento

Este caso de fatoracdo é possivel quando possuimos
guatro ou mais termos, mas sempre em uma quantidade
par. Consiste em trabalhar duas ou mais fatoracdes por
fator comum, porém separando esses termos em grupos,
daf o agrupamento.

Exemplos:

a. Na fatoracdo da expressdo ax + ay + bx + by, re-
pare que nao ha um fator que seja comum aos
guatro termos, porém, se considerarmos sepa-
radamente os dois primeiros e os dois ultimos,
conseguimos identificar fatores comuns. Para os
dois primeiros, temos o fator comum a, para
os dois Ultimos, b. Trabalhando a fatoracdo por fator
comum, temos:

ax +ay +bx + by =ax +y)+ bx + y)

Porém, afatoracdoaindandoterminou, pois, aoc analisar-
mos 0s termos a que chegamos apos esse primeiro passo,
notamos que (x + y) aparece em ambos, logo, € um fator co-
mum a eles. Assim, aplicando o caso do fator comum para
(x + y) completamos a fatoracgao:

ax +ay + bx + by =ax +y)+ bx +y)=

= +y)("(x ), D ”’) = b+ y)la + b)
X +y) x+y)

O exemplo anterior nos mostra que o processo de fato-
racdo por agrupamento correspondeu a duas fatoracdes por
fator comum, a primeira separando 0s termos em grupos, € a
segunda evidenciando os parénteses como termos comuns.
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b. Novamente, na fatoracdo da expressao
2a + 2b + ax + bx
ndo é possivel trabalharmos um fator comum para to-
dos os termos, porém podemos evidenciar o nimero
2 para os dois primeiros, e 0 x para 0s dois Ultimos.
Trabalhando essa fatoragdo, chegamos a:

2a + 2b + ax + bx = 2(a + b) + x(a + b).

Nesse ponto, se vocé tiver dificuldade para perceber
que (@ + b) é um fator comum aos dois termos, vocé pode
substituir a representacdo de (o + b) por outra letra, por
exemplo, considerando que (a + b) = m, artificio chamado
de mudanca de varigvel. Assim, temos que

2@+ b) + x(a + b) = =2m + xm.

Repare que m é um fator comum, logo podemos evi-
dencia-lo, chegando a m(2 + x). Porém, m é uma variavel
criada para facilitar a visualizagcdo do processo, ela nao
existe na expressao, por isso substituimos m por (@ + b)
na expressao fatorada, obtendo (o + b)(2 + x). Ou seja,

2a + 2b + ax + bx = (a + b)2 + x).

c. Fatorando a expressao ax + by — bx — ay, notamos que
nem sempre o agrupamento é feito com termos adja-
centes, aqui ndo conseguimos agrupar os dois primeiros
e os dois Uultimos termos. Por vezes € necessario iden-
tificar o agrupamento e reordenar os termos. Podemos
considerar o fator x comum ao primeiro e terceiro ter-
mos, e y comum ao segundo e quarto termos. Também
podemos pensar em @ COMo comum ao primeiro e quar-
to termos, e b comum ao segundo e terceiro termos.
Qualquer uma entre ambas as estratégias chegardo a
mesma fatoracdo.

Trocando a posicdo entre o segundo e o terceiro ter-
mos, temos que

ax + by — bx —ay = ax — bx + by — ay.

Pensando agora nos dois primeiros termos, x € um fa-
tor comum, assim, ax — bx = x(a@ — b). J& nos dois Ultimos
termos, y € um fator comum, assim, by — ay = y(b — q).
Observe que as somas nos parénteses sdo distintas, o que
impossibilita a continuidade da fatoracdo. Mas perceba
que a diferenca € apenas entre 0s sinais, ou seja, basta
inverté-los para igualarmos os parénteses. Assim, em vez
de y, colocamos —y em evidéncia e, trabalhando a regra de
sinais, teremos

by —ay = —y(—b+a) = —yla—Db).
Finalmente,

ax —bx+ by —ay =x(a— b)— yla — b)
que, evidenciando o fator comum, gera
ax — bx+by—ay=x(a—b)— y(a—b)=(a—b)x—y).

Fique atento, pois € comum, na fatoracdo, o termo
em evidéncia ser negativo.

d. Em alguns casos, o fator comum nao é facilmente nota-
do. Observe em ax + bx + a + b. Nesse caso, repare
que x é fator comum entre os dois primeiros termos, mas
aparentemente nao ha fator comum para o terceiro e o
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quarto termos. Porém, ao fatorarmos ax + bx = x(a + b),
observe que a soma gerada corresponde exatamente
aos dois Ultimos termos da expressdo. Nesse caso, po-
demos dizer que o fator 1 é comum a @ e b, escrevendo
a+ b= 1a+ b).
Assim,
ax+bx+a+b=
=x(a + b) + 1a + b)=(a + b)x +).

Fatore as expressdes a seguir:
a) 4x+ 6y

b) 2x° + 6x

c) 3X2y — 9%y

d) 6x3y2 + 12X2y4 - 18X3y
e) 24a°p3c* — 12a*p°c® + 48ab*c®
f)  4x® + 6x* — 12x° + 8x°

g) 8a°h°c® — 16b%c*

h) ax—ay + bx — by

i) 3x—-3y+ax—ay

o x+xy+y+y

k) c+ad’+a+1

) ax+ay—bx—by
m) 6x% — 4xy — 9xz + 6yz

Fatoracdo de expressdes do 2° grau

Trabalharemos a seguir a fatoracdo dos trindmios qua-
drados perfeitos e da diferenca de quadrados, que sdo,
respectivamente, resultados obtidos nos produtos notdveis
com o quadrado da soma ou da diferenca e com o produto
da soma pela diferenca entre dois termos.

Trinémios do quadrado perfeito
As fatoragBes desse tipo tém trés termos, sendo dois

deles quadrados, o que ndo é suficiente para garantir que o

trindbmio seja um quadrado perfeito; € necessario, também,

que o terceiro termo seja igual a duas vezes o produto entre
as raizes dos quadrados.

Exemplos:

a. O primeiro passo para fatorar a expressao X’ —6x+9é
identificar os quadrados, que nesse caso sao 0s termos
x?eo. Depois, extraimos as raizes deles e observamos
se o dobro do produto entre elas gera o terceiro termo,
no caso, o terceiro termo 6x. Observe:

\/;:X\)
2+ x: 3 =6x,
Jo=3—

que € exatamente o terceiro termo.



Respeitados os fatos de dois termos serem quadrados
e o0 termo central estar de acordo com a regra proposta,
podemos dizer que x> —6x +9= x = 3)2. O que fizemos
foi elevar ao quadrado a diferenca entre as duas raizes e o
que definiu o sinal de menos entre elas foi o sinal do termo
—6x. Se esse termo fosse positivo, terlamos o quadrado
de uma soma.

b. De maneira analoga, podemos fatorar a expres-
sdo x> + 8x + 16. Aqui, temos os quadrados X’ e
16 e, extraidas suas raizes, obtemos x e 4. Como
2 -x -4 = 8x, que é exatamente o terceiro termo +8x,
como o sinal desse termo € positivo, a fatoracgéao fica
X+ 8x+ 16 = (x + 4)°.

c. Para fatorar 4a° + 12ab + 9b2, independentemente
do fato de os termos terem coeficientes numeéricos, o
procedimento é o mesmo. Os termos 40% e 9p? s&o
quadrados. Assim, extraindo as raizes, obtemos 2a
e 3b.Como 2 - 2a - 3b = 12ab, é o terceiro termo do tri-
némio, a fatoracdo fica 40 + 12ab + 9b° = (2a + 3b)~.

d. Ao tentar fatorar a expressdo x> — 14x? + 49x,
notamos que ndo existem dois quadrados evidentes,
porém é possivel aplicar o outro método de fatoragdo, o
fator comum. O fator x € comum a todos os termos, logo
podemos evidencia-lo, obtendo a expresséox3 —14x° +
+ 49x = x(x2 — 14x + 49). E sempre interessante, apds
uma fatoragao, observarmos o resultado verificando a
possibilidade de outra fatoragcdao. No caso, o fator nos
parénteses possui trés termos, sendo dois deles quadra-
dos, x> e 49, e, considerando suas raizes, verificamos que
2 - x% -7 = 14x% é o terceiro termo desse trindmio. Isso
indica que o trindbmio nos parénteses € um trindémio
quadrado perfeito. Como o sinal do 14x é o de menos,
teremos o quadrado da diferenca entre as raizes.

Assim:

X2 = 14 + 49x = x(° — 14x + 49) = x(x — 7)°.

Outros trindomios

O teorema fundamental da Algebra, resumidamente,
trata da escrita fatorada de uma equagao de grau n como
o produto entre fatores envolvendo suas raizes. Com isso,
quando tivermos trindmios que ndo sdo quadrados perfei-
tos, podemos, com base nesse teorema, representar sua
forma fatorada. Na verdade, essa forma vale, como o teo-
rema afirma, para qualquer equacao e, consequentemente,
pode ser aplicada também nos casos de trinémios.

Considere uma equacdo do 22 grau do tipo
ax? + bx + ¢ = 0, sendo X, € X5 suas raizes. Uma forma
fatorada para essa equacao € alx — x,)(x — x,) = 0. As-
sim, para utilizar essa forma de fatoracdo, precisaremos
do coeficiente g e também das raizes da equacdo. Nos
exemplos, ja indicaremos as raizes, mas caso restem duvi-
das de como calcula-las, trabalharemos as resolugdes no
proximo capitulo.

Exemplos:
a. Ao fatorar a expressdo x° — 5x + 6, repare que ndo
podemos utilizar nenhum dos métodos de fatoragdo

estudados até aqui, porém essa expressao tem a carac-
teristica de um trinébmio do 22 grau.

Essa expressdao ndo € uma equacao, porém vamos
traté-la como se fosse, para poder aplicar o teorema fun-
damental da Algebra e escrevé-la na forma fatorada, ou
seja, o procedimento serd o da resolucdo da equacao
x* — 5x + 6 =0, a fim de determinar suas raizes. Resolven-
do essa equacao, verificamos que as raizes sdox, =2 e
x5 = 3. Como o coeficiente que acompanha o termo

x*vale 1 (@ = 1), temos que a forma fatorada é:
X =5x+6=1x—2)x—3)=(x— 2)x— 3

Reforcando que, nesse exemplo, igualamos a expres-
sao a zero visando calcular as raizes, porém ela ndo é uma
equacao. Logo, ao final, ndo igualamos a nenhum valor.

b. Fatoramos a expressdo X —x+ 12, definindo as rai-

zesdex’ —x—12=0,quesdox, = —3ex, =4,
e verificando que o coeficiente que acompanha x? é
1, assim:
X = x+12=
=1x—(=3x—4) =
= b+ 3= 4)

c. Podemos fatorar a expressao 2x% + 4x — 6 de duas
maneiras:

* sem aplicar o fator comum, analisando diretamente
a expressdo. Assim, temos que a = 2 e as raizes sao
X, = —3ex, = 1.Logo, a forma fatorada da expres-
sao dada sera:

24+ 4x— 6=
=20 = (=3 — 1) =
=20+ 3)x — 1)

* aplicando inicialmente o fator comum, ou seja, co-
locando o 2 em evidéncia, obtendo 2(x2 + 2x — 3)
e fatorando na sequéncia a expressdo dentro dos
parénteses. Como temos a = 1 € as mesmas raizes,
obtemos a mesma forma fatorada:

2¢ +4x—6=20"+2x—3) =
= 21 +3)x — 1] = 2(x + 3)x — 1)

d. Fatoramos 2x° + x — 1, verificando que a = 2, e que
as raizes da equacdo sdo x, = % ex, = —1.Logo, a

forma fatorada sera:

<
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Diferenca de quadrados

Esse caso de fatoracao é resultado do produto da soma
pela diferenga entre dois termos, produto notavel estudado
anteriormente. Sua identificacdo se da pelo nome que leva,
ou seja, se tivermos a diferenca entre dois termos que po-
dem ser escritos como quadrados, podemos escrever essa
diferenca como o produto notavel mencionado.

Exemplos:

a. Aexpressdo X% - y2 € uma diferenca entre dois termos,
claramente quadrados, sendo esse o perfil desse caso
de fatoracdo. Assim, extraimos as raizes dos quadrados,

Vx? =x e \/yz =y, e a forma fatorada serd o produto
da soma pela diferenca dessas raizes, ou seja, temos:

X =y =+ yx— .

b. A fatoracdo da expressdo 4x% — 25y2 independe de
0s termos serem compostos de nlimeros e parte literal,

o procedimento € o mesmo. Extraimos as raizes dos

quadrados, Vax? =2x e \/25y2 = by, e escrevemos
a forma fatorada 4x° — 25y = (2x + 5y)(2x — 5y).

c. Para fatorar a expressao x* - 4y2, devemos notar que
nem sempre um termo quadrado tem como expoente
o nuimero 2. Como visto nas propriedades de potén-
cias, qualguer expoente par pode ser transformado em

2

quadrado. No caso, temos Vx* =x? e 4y2 =2y,ea

fatoragao sera:

Xt =4y = (¢ + 207 — 2y)

d. Na fatoragcdo de xt - y4' temos que \/x_4 =x’ e
\/yi4 =y? . Logo, x* — y* = (x* + y?)x* — y?). Ressal-
tamos, novamente, que, sempre que efetuarmos uma
fatoracdo, devemos analisar no resultado encontrado
outras possibilidades de fatoracdo. Nesse caso, deve-
mos notar que (x2 - yz) representa outra diferenca de
quadrados, cuja fatoracdo € (x + y)(x — y). Assim, temos
que a fatoragdo completa da expressdo sera:

X =yt =0 + Y )x + Y — ).

Até aqui, estudamos os principais casos de fatoracao.
Ainda estudaremos as fatoracdes que envolvem termos do
32 grau, porém esses casos ndo sdo tao frequentes quanto
0s ja estudados.

Para desenvolver mais a técnica das fatoragdes, além
de fazer muitos exercicios, vale alertar a melhor ordem para
aplicar os casos: primeiro o fator comum, depois o agru-
pamento e, por fim, as fatoracdes do 22 grau (trinébmios
e diferenca de quadrados). Seguindo essa orientagdo, as
chances de ndo identificar uma fatoracdo ou de fazé-la de
modo incompleto se reduzem bastante.
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Fatore completamente as expressdes a segulir:
a) x> —10x+ 25

b) x>+ 16x + 64

c) X2+ 22x+ 121

d) x> —2x+1

e) 9x% + 24x + 16

f) 3x° — 42x + 147
g) 4x° — 8xy + 4y2
h) x>+ 12x% + 36x

i) 2x* + 1263+ 18%°
J) X2+ x—2

k) x*—10x + 16

) 2x° —3x+ 1

m) 3x°> + 5x — 2

n) a® — b?

o) 250° - b’

p) 4x° — 64

q) 2 -8y’

r) a* - bp*

s) 16a* — 81p*

Fatoracdo de expressdes do 3° grau
Apresentaremos a seguir outros dois casos de fatora-

¢do, a soma e a diferenca de cubos.

Soma de cubos

Considere a soma de cubos x° + y3, cuja forma fatora-
da é (x + Y — xy + y9).

Repare que o segundo fator ndo € um trinébmio qua-
drado perfeito, uma vez que o termo xy ndo é o dobro do
produto das raizes dos quadrados x° e .

Exemplos:
a. Para fatorar a expressao x* + 8, devemos identificar os
dois cubos e suas raizes cubicas, no caso, x> e 8 e as

respectivas raizes cubicas Ix® =x e ¥8 =2. Assim,
temos que:

P +8=
=(x+ 2 — 2x+ 29 =
= (x + 2> — 2x + 4)



b. Da mesma maneira, para fatorar a expressao X8+ 8y3,
devemos identificar os cubos, sendo eles x°, cuja raiz
clibica é x°, e 8y°, cuja raiz ctibica é 2y. Assim:

x° + 8y3 =
=02+ 202 = 22 2y + (29 =

= (x2 + 2y)(x4 - 2x2y + 4y2)

Diferenca de cubos

Considere a diferenca de cubos X3 - y3; sua forma
fatorada é (x — y)(x> + xy + ).

Devemos ficar atentos, pois a soma e a diferenca de
cubos possuem formas fatoradas muito parecidas. Nova-
mente, repare que o segundo fator da forma fatorada ndo
representa um trindbmio quadrado perfeito.

Exemplos:

a. De modo analogo ao anterior, fatoramos x® — 27, iden-
tificando os cubos e suas respectivas raizes clbicas: x3
de raiz x e 27 de raiz 3. Assim, temos:

x3—=27 =
=x=—3p°+3-x+3)=
=(x — 3)(x* + 3x + 9
b. Fatora-se a expressdo 64y9— 27x6, identificando os

cubos 64y9 e 27x° e suas respectivas raizes culbicas 4y3
e 3x°. Com isso, a forma fatorada sera:

64y9 —27x° =
= (4y° — 3xXN4y P + 4 - 32 + (3xH)? =

= (47 — 3:A)(16)° + 12x%° + 9"

Fatore as expressées a seguir:
a) @+ b°

b) o -»b°

c) 8z°+ 125

d) k°— 1000

Simplificacdo de expressoées algébricas usando
fatoracao

E fundamental dominar a fatoracdo, e os exercicios pro-
postos até aqui buscam, na pratica, a fixacdo e o auxilio

na identificacdo dos casos; porém, as questdes que en-
volvem fatoracdo geralmente trabalham as simplificacdes
algébricas.

Exemplos:

N . 2x + 2y ) )
a. Uma fracdo dotipo —5——5 pode ser simplificada pela
XYy

divisdo do numerador e do denominador por um mesmo
termo. Porém, sé podemos dividir termos literais quando
aparecerem como fatores, tanto no numerador quanto
no denominador. No exemplo, a fracdo apresenta uma
soma no numerador e uma diferenca no denominador;
logo, é necessario fatord-los para que a simplificacdo se
torne possivel. Como no numerador o 2 aparece como
fator comum aos termos, colocando-o em evidéncia,
obtemos 2(x + y). J& no denominador, ndo temos fator
comum nem o perfil do agrupamento, porém identi-
ficamos a diferenca de quadrados. Assim, x? - y2 =
= (x + y)(x — y). Ao transformar o numerador e o deno-
minador em produtos, ou seja, fatorar, podemos realizar
uma simplificagcao, obtendo a expressao final:

2x+2y _ 264V 2
X2 —y? XATIK-y) X~y
2
b. Para simplificar a fracdo % devemos obser-
-

var que, no numerador, temos um trindbmio quadrado
perfeito que, fatorado, fica (x + 2)2. Jé& no denominador,
temos uma diferenca de quadrados que pode ser fato-
rada como (x + 2)(x — 2). Assim, temos:

X Hax+4 _ x+2P AT+ x+2
X’ —4 x+2x—2 x+Hx-2 x-—2
resolvido

(ax + bx + ay + by)(ba — 5b)
(@ = bH)x? +2xy + y?)

1. Simplifique a expressao

Resolucao:

fator comum
(ax + bx + ay + by) - (50 — 5b)
@—ﬁ~(x2+2xy+y2)
diferenca de
quadrados
_[xt@+b)+y@+b)]-50a-b) _
@+ b)a—b)-(x +y)

5@G~4) _ 5

(@+DB)(@=4h) - (x +y)? x+Vy

agrupamento

trinémio quadrado
perfeito
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Fuvest-SP 2016 A igualdade correta para quaisquer a
e b, nimeros reais € maiores do que zero, é:

Simplifique as expressdes a seguir: a) B +p3 =ag+b
2x + 4y x* +y?

a) ———=- e) > 2 1 1
6x + 12y x*+2xy +y b) s -

a—Va’ + b’ b

30— 9b (x* — 49)2x — 2) .

P o7 Zop? ) 2 “28x+98 o) (Na—-+b) =a-b
X2+ 2x + 1 X=Xy +x—y® g ——=++1

<) X2_1 g) (X4_ 4 a+b a b

y)
-0 _._,

X2 =2 +xy — 2y © P iab+p?

d
) 2 _yz
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CAPITULO

.

Equacao do 1° grau e equacao do 2° grau

Vdrias situacdes em nosso cotidiano nos fazem pensar na resolucdo de equacdes sim-
ples, seja no troco recebido por uma compra, seja na organizac¢do financeira mensal.
Nos exames vestibulares e no Enem, o equacionamento e a consequente resolucdo de
equacdes sdo muito frequentes. Neste capitulo, trabalharemos resolugdes de equagoes
do 12 grau e de equag8es do 2° grau e alguns problemas e técnicas que facilitam tanto
0 equacionamento quanto a resolucado delas.




P )
Equacoes do 1° grau

Quando resolvemos uma equacgao, de qualquer tipo,
nossa busca é pelo(s) valor(es) numérico(s) que podemos
atribuir a incognita (parte literal que aparece na equacdo)
de modo que a igualdade apresentada seja verdadeira.

Uma equacdo é do 12 grau quando a incégnita tem
como expoente o nimero 1. De modo geral, podemos afir-
mar que uma equacao do 12 grau, para a incognita x, é da
forma ax + b = 0, na qual a e b pertencem ao conjunto
dos numeros reais.

No intuito de determinar a incognita, isolamos a va-
ridvel para encontrar o seu valor, sendo que esse valor
satisfaz a igualdade; logo, a equacdo estara resolvida. Cada
lado em relacdo a igualdade é chamado de membro, sen-
do o lado esquerdo o primeiro membro e o lado direito
o0 segundo membro. Para trabalharmos a resolucdo das
equacdes do 12 grau, podemos pensar que cada membro
representa uma massa presente sobre o prato de uma
balanga, e a igualdade nos indica que os dois pratos estdo
em equilibrio, ou seja, cada prato possui elementos cuja
“massa total” & a mesma. Seguindo esse raciocinio, isolar
a incognita x corresponde a deixa-la sozinha em um dos
pratos da balanga e verificar se ha equilibrio com o outro
prato, ou seja, se as “massas” sao iguais. Visando atingir
tal objetivo, 0 que faremos corresponde a adicionar ou
remover “massas” idénticas de ambos os pratos da balanca
(ou membros da equacgdo), de tal modo que o equilibrio
se mantenha e o propdsito de determinar o valor desco-
nhecido seja atingido.

E importante estarmos atentos ao conjunto universo,
que representa todos os possiveis valores que a incognita
pode assumir. De modo geral, o enunciado trabalha com
solugdes no conjunto dos nimeros reais, mas € possivel
que haja solugdes nos demais conjuntos numéricos que
estudamos no Capitulo 1. Conhecendo o conjunto univer-
so, devemos observar se o valor obtido para a incognita
pertence a ele, e, em seguida, apresentar o conjunto
solugdo, que é o conjunto de todos os valores que tornam
a equacao verdadeira. Para isso, nos valemos da teoria
dos conjuntos, do conjunto solucdo (S) ou conjunto ver-
dade (V). Por exemplo, se x = 5, entdo o conjunto solugao
da equacdo sera S = {5}.

Em determinadas situacdes, ndo havera solugao para a
equagao; nesses casos, 0 conjunto solugao serd vazio, ou
seja, S = JouS ={ } Isso ocorre quando a equacao, de
fato, ndo possui solucdo, ou quando o valor encontrado ndo
é elemento do conjunto universo. Por fim, também podemos
nos deparar com equagdes que possuem infinitas solucdes,
ou equacdes cuja solucdo € o préprio conjunto universo.
Esses casos serdo trabalhados nos exemplos.

Exemplos:
a. Resolva,em R, a equacdox + 3 =7.

N&do € muito complicado perceber que, para que o
primeiro membro se iguale ao segundo, é necessario que
x = 4. Porém, vamos trabalhar com a ideia da balanca.
Para isolar x, € necessario eliminar o +3 do primeiro mem-
bro da equacdo, o que faremos subtraindo 3 em ambos
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0s membros, mantendo a “balanca equilibrada”. Assim
Xx+3=7&x+3-3=7-3ex=4.logo,S ={4}.

b. Resolva,emR,aequagdox — 5= —12.

A l6gica é a mesma: para isolar x no primeiro membro e
eliminar o —5, adicionaremos 5 aos dois membros. Assim:
x—5=-12&x-5+5=-12+5© x=—7.Logo,
S={-7}

Repare que, nos dois primeiros exemplos, trabalhamos
com a adicdo e subtracdo. Isso pode ser simplificado se
pensarmos de forma mais direta: se um termo esta de um
lado da igualdade, podemos “envia-lo” ao outro lado com
a operacdo oposta. Assim, no primeiro exemplo, podemos
reescrever a equacao “removendo” a adicdo no primei-
ro membro (+3) e “inserindo” uma subtragdo no segundo
membro (—3). J& no segundo exemplo, a subtracdo (—5)
“aparece” no segundo membro como uma adicao (+5).
Tome muito cuidado, pois € comum ouvir que devemos
“passar o nimero para o outro membro com o sinal oposto”,
mas note que ndo é o sinal e sim a operacdo oposta.

c. Resolva,em R, a equacdo 2x — 5 = 4.

Sendo prético, “passamos” 5 do primeiro para o se-
gundo membro trabalhando a operacdo oposta, obtendo
2x = 4 + 5 & 2x = 9. Agora, note que a operagao que
envolve a incognita x, € a multiplicagdo por 2; assim, para
isolarmos o x, devemos dividir ambos os membros da
igualdade por 2, ou seja, 2x = 9 & 2?)( = % & x =45,
Logo, S = {4,5).

d. Resolva, em R, aequagao 5x + 5 = 2x — 3.

A troca de membro dos termos de uma equagao pode
ocorrer indiscriminadamente de um membro para outro,
respeitadas as mesmas regras. Repare que, neste caso, a
varidvel aparece nos dois membros. Para determinarmos seu
valor, precisamos que ela fique isolada em um dos membros.
Assim, podemos “passar” 0 2x para o primeiro membro e o
5 para o segundo, obtendo bx — 2x = — 3 — 5, que equi-
vale a 3x = —8. Dividindo ambos os membros por 3, temos

8 8
= —=. Portanto, S = {—= .
X 3 ortanto, S { 3}

Nos dois ultimos exemplos trabalhamos a divisdo dos
membros pelo nimero que acompanha a incognita a fim
de isolarmos o x. Esse procedimento também pode ser
simplificado com a aplicagdo da operacdo inversa, ou seja,
se um numero multiplica a incoégnita, ele pode ser “levado”
para o outro lado da igualdade dividindo o(s) termo(s) ali
presentes, mesmo que antes disso seja necessaria a rea-
lizacdo de outras operagdes.

e. Resolva,emR,aequacdo2(x+3)—7=—-3x+ 1)+ 0.

Antes de trocarmos algum termo de membro, pode-
mos resolver as operacdes possiveis em cada membro,
reduzindo o nimero de termos da equagao; assim, temos:
2x+6—-7=-3x—3+92x— 1= —3x+ 6.Em segui-
da, mudamos de membro os termos — 1 e —3x, chegando a
2x + 3x =6 + 1, que equivale a 5x = 7. Dividindo ambos 0s

membros por 5, obtemos x = % Portanto, S = {%}



f. Resolva,em R, a equacdo —3(x + 5) = 4x — 12.

Aplicamos a distributiva e deslocamos o termo numérico
para o segundo membro e o termo com a incégnita para
primeiro membro:

—3x+5=4x—- 12 -3x—15=4x—- 12 &
S —3x—4x=-12+ 15 —7x=3
Repare que, se dividirmos ambos os membros por 7,
chegaremos a —x = ; porém nossa busca é por x, € ndo

—x. Nessa situacdo, temos duas possibilidades a consi-

derar: podemos dividir ambos os membros por —7, que
—7x 3

nos levaria a _—7 = _—7 e, pela regra de sinais, teremos
X = —% , ou podemos multiplicar ambos os membros por
—1,0obtendo: =7x =3 & Ix=—-3 & x = _73 =—%
3
Logo, S=<{—="}.
9 { 7}

g. Resolva, em R, a equacgao % =5

Temos, neste caso, duas opcdes para a resolucdo. A
primeira corresponde a ideia da balanca: multiplicamos por

2 ambos 0os membros da igualdade a fim de isolarmos o x.

Nessecaso,teremos%=5<:>2- % =2-5<:>27X=

= 10 & x = 10. A segunda opc¢do é reduzir ambos 0s
membros a0 mesmo denominador por meio do mmc dos
denominadores. Como todo nuimero inteiro pode ser escrito
na forma de fracdo, nesse caso podemos escrever a equa-
cdo % =5 como g = % Sendo mmc (2, 1) = 2, temos que
o X= 25 o X= 10 . Considerando o fato
2 2 2 2

de que, se duas fragdes de mesmo denominador sdo iguais,
entdo seus numeradores sao iguais, podemos simplesmen-
te desconsiderar os denominadores e verificamos que
x =10, ou seja, S = {10}.

Perceba, neste Ultimo exemplo, que ndo “cortamos ou
cancelamos” o denominador. A ideia vem do equilibrio da
balanca, pois, se temos todo o primeiro membro sendo
dividido pelo mesmo nimero que divide todo o segundo
membro, podemos pensar que, ao eliminarmos tal divisdo,
o equilibrio na balanga permanece e, por isso, podemos
deixar de representar tal operacao.

]
1

. X —2x 1
h. R I R = +5=— 4+ —,
esolva, em R, a equacao 5 3 5

Inicialmente calculamos o mmc entre 0os denominadores
e reduzimos as fracdes ao mesmo denominador. Assim,
como mmc (1, 2, 3, 5) = 30, temos:

5:__2)(+i<:>
3 5

1
15x , 150 _ —20x n 6

3 30 30 30

+

11 N | X
_+_

Lembre-se que o processo consiste em dividir o mmc
pelo denominador de cada fracdo e multiplicar esse quocien-
te pelo respectivo numerador, obtendo o novo numerador.
Agora que ambos 0os membros possuem todos 0s termos

divididos pelo mesmo nimero, no caso o 30, podemos des-
considerar os denominadores e resolver a equacao:

15x + 150 = —20x + 6 & 15x + 20x =6 — 150 &

144
©3Bx= 144 x =
X X 35
144
Logo, S = {1441
090, { 35}

E frequente a dlvida entre deixar um ndmero na forma
decimal ou na forma de fragdo irredutivel. Numa analise sim-
ples, se resolvemos uma questdo teste, devemos observar
as alternativas, que indicardo a forma ideal; caso ndo seja
um teste, a representagao na forma de fracdo irredutivel
facilitara, na maior parte dos casos, as operagdes, pois po-
demos evitar situacdes com dizimas.
X +1 2X +3
o=
Quando alguma fragdo possuir mais de um termo no

numerador, ao fazer a reducao ao mesmo denominador,
podemos deixar indicada a multiplicacdo desse numerador
para realiza-la depois. Sdo frequentes erros operacionais
na tentativa de trabalhar a resolucdo de uma equacdo
pulando etapas. Neste exemplo, mmc (1, 2, 3) = 6. Assim,
x+1+2x+3 <:>3(x+1)+2(2x+3)
2 3 6 6
Agora que todas as fracdes tém o mesmo denominador,
podemos eliminar os denominadores e resolver a equacdo.
Acompanhe:

i. Resolva,em R, a equacao + 1.

L S
1 6

3x+ ) +22x+3) =6
S 3X+3+4x+6=06&

S 7/x+9=6&

S/X=6—-9& 7/x=-3&
3 3

& x=—-2 = S={-=
777 {7}

Vale ressaltar neste Ultimo exemplo que, no caso de o
numerador possuir mais de um termo, a multiplicacdo tra-
balhada nele, gerada na reducdo ao mesmo denominador,
deve ser aplicada em todos os termos desse numera-
dor, sendo esse o motivo da aplicacdo dos parénteses.
A orientacdo de evitar calcular a distributiva mentalmen-
te, deixando-a indicada no primeiro momento, serve tanto
para prevenir erros de cédlculo quanto para deixa-lo atento
a regra de sinais que, eventualmente, pode passar des-
percebida.

X—=1_ x+3_ 2x-—1
2 6
Iniciamos considerando o mmc (2, 4, 6) = 12 e redu-
zindo as fracdes ao mesmo denominador. Assim, temos

Xx—1_x+3_2x—1 o 3x =1 _6kx+3)_2@x =1
4 2 6 12 12 12

Ao desconsiderar os denominadores teremos a equacdo

3x — 1) — 6(x + 3) = 2(2x — 1). Feito isso, aplicamos as

distributivas, atentando para os sinais, e isolamos a incog-

nita, resolvendo a equacao:

j- Resolva, em R, a equacao
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X—3—6x—18=4x—2 —3x—21=4x—-2&

S -3x—4x=-2+21-7x=197x=—-19&
19

= =
=73

19
P — —_—.
ortanto, S { 7}

No inicio do capitulo, afirmamos que existem equacdes
cujo conjunto solugdo é vazio e outras que apresentam in-
finitas solugdes. Vamos a alguns exemplos desses tipos de
equacdes.

k. Resolva,em Z, a equagao 2x — 7 = 2.

Repare que o enunciado informa que o conjunto univer-
so, aquele no qual buscaremos a solucdo para a equacao,
€ o conjunto dos nUimeros inteiros. Porém, resolvendo a

~ 9 . . ) ~
equacdo, obtemos x = 5 que € um ndmero racional n&o

inteiro. Nesse caso, dizemos que nao ha solugao no uni-
verso desejado. Logo, S = .
I. Resolva,em R, a equacdo 2(x + 3) =3x + 7 — x.

Ao iniciar a resolucdo, chegamos a 2x + 6 = 2x + 7.
Aqui ja é possivel identificar um problema, uma vez que
0 primeiro membro possui as parcelas 2x e 6 e 0 segun-
do possui as parcelas 2x e 7. Ora, para que a igualdade
seja satisfeita, ja que ambos os membros apresentam uma
parcela igual (2x), a segunda parcela também deveria ser
igual. Isso fica evidenciado quando isolamos o x. Note que
2X+6=2x+7&2x—2x=7 -6 0x=1.Como o
produto de zero por qualquer nimero € necessariamente
igual a zero, ndo ha valor de x que torne a equacao possi-
vel. Logo, S = .

m. Resolva,em R, a equagdo 2(x + 5) — (x + 3) = x + 7.
Iniciamos com as distributivas e a reduc¢do dos termos
semelhantes, obtendo:

2+ 5 —x+3)=x+7&
S2xX+10—x—3=x+7&
Sx+7=x+7

Aqui é possivel perceber que qualquer valor de x que
atribuirmos na igualdade sera solugcdo, uma vez que o
primeiro e o segundo membros sdo iguais. Isso pode ser
facilmente notado isolando x:

X+7=x+7x—x=7-70x=0

Como o produto de zero por qualquer nimero é igual
a zero, podemos atribuir qualquer nimero real para x que
teremos a igualdade satisfeita. Logo, nesse caso, a solu¢do
serd o conjunto universo do enunciado que, no caso, é o
conjunto dos nimeros reais. Assim, S = R.

Lembre-se de que tanto o conjunto vazio quanto os
conjuntos numeéricos, como o dos nimeros inteiros ou reais,
possuem sua notacao especifica, ndo sendo necessario o
uso das chaves { } na representacdo da solucdo.

Finalmente, podemos criar um roteiro simples para a
resolucdo de equacdes do 12 grau:

12 Se ela possuir termos que sejam nimeros na for-
ma de fracdo, calcule o mmc dos denominadores
e reduza os termos ao mesmo denominador. Em
seqguida, desconsidere os denominadores.
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22 Desenvolva as distributivas, se houver alguma.

32 Termos que adicionam ou subtraem sdo “levados”
ao outro membro com sua operagao oposta, no
intuito de termos a incégnita em um membro e
valores apenas numericos no outro.

42 Se houver um numero multiplicando ou dividin-
do a incognita, “passe-0” para o outro membro
aplicando a seus termos a operacdo inversa, res-
pectivamente, a divisdo ou a multiplicacao.

5¢ Defina o conjunto solucdo da equacao.

Resolva as equacdes, considerando o universo dos
ndmeros inteiros:

a) 5x+3=-13

b) 2x+7)=-20

c) Ix—9=2x+ 14

d) 5x—4)—12=6x+ 16

e 2x+5 —-3x—2)=2x—(x+7)

Resolva as equacdes, considerando o universo dos
ndmeros racionais:

a) =4

X
2
by 2X -]
3
8
3

2
X
c +4== -1
) 2
2 X
d - ===+
) 2x == 10 3
X +1 x +1 x +1
—+ =
e 3 7
2x — 3 3—x
f + =1
) 5 8
3x +1 X+ 2 2k =)
— + =
9 = 4 5 S
h) —/x+1_2-3x _1_x—1
4 6 3 9

Sistemas de equacdes do 1° grau

Algumas equacdes possuem mais de uma incoégnita
a ser determinada, sendo necessaria a utilizagdo de ou-
tras equacdes para a determinacdo desses valores. Ao
conjunto de equacdes com as mesmas variaveis damos
o nome de sistema, e, sendo tais equacdes compos-
tas de varidveis do 12 grau, sem relagdo de produto ou
quociente entre elas, denotamos esses sistemas como
sistemas lineares.



Dos diversos métodos para a resolucao de sistemas,
destacaremos aqui, por meio de exemplos, dois deles: o
da substituicdo e o da adicdo.

Exemplos:

x+y=4

a. Resolva o sistema linear: { .
2x —y =—1

Vamos utilizar para a resolugdo o método da substi-
tuicdo, que consiste em escolher uma das equacdes do
sistema e isolar uma de suas incognitas, substituindo-a
na outra equacdo. O trabalho fica facilitado quando algu-
ma das incégnitas possuir coeficiente 1, sendo assim a
escolha mais pratica. No caso, podemos escolher a pri-
meira equacdo, isolando x ou y. Tomando, por exemplo,
a incognita y, temos y = 4 — x. Substituindo o valor de
y na outra equacgao, teremos: 2x — (4 — x) = — 1. Resol-
vendo essa equacdo, chegamosa2x —4 + x= —1 &
< 3x = 3 < x = 1. Em seguida, voltamos a equacdo
y = 4 — x e substituimos o valor encontrado para x,
obtendoy=4—-1oy=3.

Neste caso, como possuimos os valores de duas in-
cognitas, devemos apresentar a solu¢cdo na forma de par
ordenado, primeiro x e depois y. Apresentaremos a solucao
com o par ordenado (1, 3), ou seja, S = {(1, 3)}.

X—y=6

b. Resolva o sistema linear: {x 43y =10

O método da adicdo consiste em adicionar as equa-
¢Bes membro a membro, de modo que a soma apresente
apenas uma das incognitas. Note que, se fizermos a soma
nesse sistema, como ele foi apresentado, nao atingiremos
tal objetivo, pois teremos (x — y) + (x + 3y) = 6 + (—10) &
< 2x + 2y = —4. Para que o objetivo seja alcancado,
podemos multiplicar por uma constante uma ou ambas
as equacbes do sistema (desde que o fagamos com to-
dos os termos, garantindo dessa forma a manutencao da
igualdade), de modo a obtermos um dos coeficientes das
varidveis com o sinal oposto ao do coeficiente da mesma
varidvel na outra equacao. Observe que, neste caso, mul-
tiplicando a primeira equacdo por (— 1), teremos —1 como
coeficiente de x na primeira equacdo e 1 como coeficiente
de x na segunda equacdo:

{X—y:6

(=) —X+y=-6
x + 3y =-10 <

X+ 3y =-10

Em seguida, adicionando as equacdes, chegamos a
(—x+yY+x+3yY=-6+(-10)=4y=—-16y=—4
Conhecido o valor de uma das incognitas, devemos subs-
titui-lo em qualquer uma das equacdes para determinar o
valor da outra. Por exemplo, x —y=6&x—(—4)=6<
& x=2.Assim, S ={(2, —4)}.

Os dois métodos apresentados funcionam para qual-
quer sistema desse tipo. Fica a critério de cada um qual
método utilizar.

2x — 3y =1

c. Resolva o sistema de equacdes: {3)( +ay =10

Em certas situagdes a substituicdo se apresenta como
mais complicada por nao haver nenhuma incégnita com
coeficiente 1. Nesses casos, podemos utilizar o método
da adicdo, multiplicando ambas as equacdes visando, na
adicdo dos produtos, eliminar alguma das incégnitas. No
sistema dado, por exemplo, podemos eliminar a incognita
x na adicdo se multiplicarmos a primeira equagao por —3
e a segunda equacao por 2:

2x =3y =1 -(=3) o —6x + 9y = -3
3x+4 =10 -2 6x + 8y =20

Adicionando as equacdes e igualando os membros,
chegamos a:
(=6x+9)+BXx+8)=—-3+20=17y=17y=1
Substituindo o valor de y na primeira equacao, temos:
2x—31=12xx=4&x=2

Assim, S = {(2, 1)}.

Resolva os sistemas lineares a seguir:

a) {;(X+—yy:=54
IR P
o {;(X+_7)): : 1—31
0 17473
e) {;;( : 52;/ _ 12

Problemas envolvendo equacoes
do 1° grau

Dominar as técnicas de resolu¢do de equacdes do
12 grau é muito importante, mas, como esse assunto
aparece frequentemente nos vestibulares na forma de
problemas, ou seja, em situagdes contextualizadas, tam-
bém é importante sabermos equacionar o problema, ou
seja, identificar equacdes ou sistemas de equacdes que
correspondam ao problema dado. Ndo existem férmulas
magicas ou um passo a passo para equacionar uma si-
tuacdo problema, uma vez que o contexto pode trazer
inUmeras situacdes que devem ser avaliadas. O treino, ou
seja, a resolucdo do maior nimero possivel de problemas,
€ 0 que ajudara a apurar seu olhar na busca por padroes,
além de aumentar a confianca ao resolver esse tipo de
problemas.
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Algumas orientagdes basicas podem ser Uteis nessa
tarefa: leia todo o enunciado, identificando os valores des-
conhecidos e 0s conhecidos; faca uma segunda leitura
organizando os dados e identificando o que foi pedido,
atribuindo incégnitas ao valores desconhecidos; verifique
se ndo ha uma relacdo entre incégnitas distintas que pode
simplificar o problema para o menor nimero de incégni-
tas possiveis; busque uma relagdo de igualdade entre as
incdgnitas e os valores numeéricos. Além disso, colocar-se
na situacdo do problema pode ajuda-lo a entender e in-
terpretar melhor o enunciado.

Nos exercicios resolvidos a seguir, trabalharemos um
pouco com essas orientagdes.

resolvidos

1. Enem O Salto Triplo é uma modalidade do atletismo em
que o atleta dd um salto em um sé pé, uma passada e um
salto, nessa ordem. Sendo que o salto com impulsao em
um sé pé sera feito de modo que o atleta caia primeiro
sobre 0 mesmo pé que deu a impulsdo; na passada ele
caira com o outro pé, do qual o salto é realizado.

Disponivel em: www.cbat.org.br (adaptado).

Um atleta da modalidade Salto Triplo, depois de es-
tudar seus movimentos, percebeu que, do segundo
para o primeiro salto, o alcance diminufa em 1,2 m, e,
do terceiro para o segundo salto, o alcance diminuia
1,5 m. Querendo atingir a meta de 17,4 m nessa prova e
considerando os seus estudos, a distancia alcancada
no primeiro salto teria de estar entre

a) 40meb50m

b) 50me50m

c) 60me70m

d) 70me80m

e) 80me90m

Resolucao:

Temos uma modalidade do atletismo composta de trés
saltos: o primeiro de distancia em metros desconhe-
cida, que chamaremos de x; o segundo, cujo alcance
diminui em 1,2 m em relagdo ao primeiro, que chama-
remos de (x — 1,2); e o terceiro, cujo alcance para o
segundo diminui em 1,5 m, ou seja, x — 1,2 — 15 =
= x — 2,7. Com isso, os valores desconhecidos ficam
nomeados e trabalharemos com uma Unica incognita.
Buscaremos em seguida pela igualdade.

Como o enunciado informa também que a meta para a
distancia total & de 17,4 metros, temos:

X+ x—12)+Kx—27) =174
No caso, 0s parénteses servem apenas para evidenciar

a distancia de cada salto. Resolvendo a equacao chega-
mos ao resultado pedido, a distéancia do primeiro salto:

X+Xx—=12)+x—27)=1743x—-39=174<
S 3x =213 x=17]
Alternativa: D.

56 MATEMATICA BASICA = Capitulo 5 = Equacdes do 1° e do 22 graus

2.

4.

Unicamp-SP Em uma empresa, % dos funcionarios

tem idade menor que 30 anos, % tem idade entre

30 e 40 anos e 40 funcionarios tém mais de 40 anos.
a) Quantos funcionarios tem a referida empresa?
b) Quantos deles tém pelo menos 30 anos?

Resolucdo:

Aqui, a incoégnita, que chamaremos de x, é o total de
funcionarios da empresa. Temos que %x tem menos
de 30 anos, %x tem entre 30 e 40 anos e 40 sdo os

funcionarios com mais de 40 anos. Organizamos o
raciocinio e, em seguida, equacionamos o problema,
ou seja, igualamos o total de funcionarios da empre-
sa com a soma de cada uma das parcelas fornecidas

no enunciado: %x + %x + 40 = x. A resolugdo des-

sa equacado nos dara o resultado do primeiro item
do problema, ou seja, o total x de funcionarios da
empresa:

1 1 40  x __4x  3x . 480 _ 12x
x4+ =x+ = =ZeaX g X 2o X
3T ATTTAIT T2 T T2 T
SaAx +3x+480=12x =480 =5x &
@x=—420=96

Para o segundo item, sabendo que % do total de fun-

ciondrios tem idade menor que 30 anos, o restante
tém no minimo 30 anos, ou seja, 0 numero de funcio-
narios que tém pelo menos 30 anos é:

96—%-96:96—9—36:96—32:64

Em uma prova com 20 questdes, cada acerto vale 0,5
ponto e, para cada erro, é descontado 0,1 ponto. Se
um aluno tirou 6,4, quantas questdes ele acertou?

Resolucdo:

Vamos chamar de x o nimero de questdes que o aluno
acertou. Repare que, em vez de usar outra incognita e
chamarmos de y o nimero de questdes que ele errou,
podemos pensar que, o nimero de questdes erradas
é a diferenca entre o total de questdes e o nimero de
questdes acertadas, ou seja, 20 — x. A pontuacdo, por
suavez, é dada por 0,5 - x, isto €, meio ponto por cada
acerto, menos 0,1 - (20 — x), ou seja, menos um déci-
mo de ponto por cada erro. Logo, a nota final é dada
por 0,5 - x — 01+ (20 — x). Como o aluno tirou nota
6,4, obtemos a equacao 0,5 - x — 0,1+ (20 — x) = 6,4.
Resolvendo essa equacgdo, obtemos x = 14, ou seja, 0
aluno acertou 14 questdes.

Unicamp-SP Uma senhora comprou uma caixa de
bombons para seus dois filhos. Um deles tirou para
si metade dos bombons da caixa. Mais tarde, o outro



menino também tirou para si metade dos bombons
que encontrou na caixa. Restaram 10 bombons. Calcu-
le quantos bombons havia inicialmente na caixa.

Resolucdo:

Chamando de x o total de bombons da caixa, temos
que o primeiro filho retirou a metade dos bombons,

ou seja, %x, restando na caixa a outra metade, %x,

O outro filho retirou para si metade dos bombons que

) ) ) 1
encontrou na caixa, ou seja, retirou metade de 5%

que é % . %x = %x. Sabemos também que sobraram

10. Assim, a quantidade tirada pelos meninos correspon-

de ao total de bombons da caixa: %x + %x + 10 = x.

Resolvendo a equacao, obtemos x = 40 bombons.

. Unicamp-SP 2020 Em uma familia, cada filha tem o
mesmo numero de irmds e irmdos, e cada filho tem
um numero de irmds igual ao dobro do nuimero de
irmdos. O numero total de filhos e filhas dessa familia
éigual a

a) 11.

b) 9.

c) 7.

d) 5.

Resolucdo:

No caso, vamos chamar de h o nimero de filhos e
m o nlimero de filhas e, como estamos trabalhando
com duas incégnitas, montaremos um sistema de
equacdes.

A primeira equacao refere-se as irmas e irmaos
das filhas: cada filha tem m — 1 irmas, uma vez
que uma filha ndo é irma de si mesma, e h irmaos.
Como cada filha tem o mesmo ndimero de irmas e
irmaos, entdom — 1= h.

A segunda equacdo refere-se as irmas e irmdos dos
filhos:cadafilhotemumndmerodeirmas(m)igualao do-
brodeirmdos(h — 1,pelo mesmo motivoja citado), entdao
m=2-(h—1).

m-—1=h

m=2h-—"1)"
Resolvendo o sistema, verificamos que h =3 em = 4,
totalizando 7 filhos e filhas.

Chegamos assim ao sistema {

Alternativa: C.

Unifor-CE 2020 Uma pessoa pegou um taxi para
ir ao trabalho. A distadncia de casa ao trabalho ¢ de
12 km. Na ida, ela pagou R$ 29,10, na bandeira 1. Na
volta para casa a noite, ela pegou um téxi novamente
e pagou R$ 33,90, na bandeira 2, pelo mesmo trajeto.

O acréscimo, por quildbmetro rodado, da bandeira 1
para a bandeira 2 foi de

a) R$045

b) R$ 0,40

c) R$0,38

d) R$0,35

e) R$0,30

Cesupa 2018 Um determinado medicamento deve
ser administrado a um doente trés vezes ao dia, em
doses de 5 ml cada vez, durante 20 dias. Se cada
frasco contém 100 cm® do medicamento, a quantida-
de minima de frascos necessarios para atender esse
doente &

a) 4

b) 3
c) 2
d) 1

UEG-GO 2021 Em um quintal existem porcos e
galinhas, num total de 46 patas e 16 animais. Conside-
rando y o nimero de galinhas, o total de porcos sera
a) 7

b) 8

c) 9

d) 10

e) 12

UFJF-MG 2019 Em um edificio de 20 andares, ha al-
guns andares com somente dois apartamentos, e 0s
demais andares possuem trés apartamentos cada. No
total sdo 54 apartamentos. Nesse edificio, a quantidade
de andares que possuem trés apartamentos &

a) 8

b) 10

c) 12

d) 14

e) 27

Enem 2018 Uma loja vende automodveis em N par-
celas iguais sem juros. No momento de contratar o
financiamento, caso o cliente queira aumentar o pra-
z0, acrescentando mais 5 parcelas, o valor de cada
uma das parcelas diminui R$ 200,00, ou se quiser di-
minuir o prazo, com 4 parcelas a menos, o valor de
cada uma das parcelas sobe R$ 232,00. Considere
ainda que, nas trés possibilidades de pagamento, o
valor do automovel € o mesmo, todas sdo sem juros
e ndo é dado desconto em nenhuma das situagdes.
Nessas condicdes, qual é a quantidade N de parcelas a
serem pagas de acordo com a proposta inicial da loja?
a) 20

b) 24

c) 29

d) 40

e) 58

[&]
N
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UFT-TO 2019 Em um curso de graduacdo da UFT,
um quinto dos académicos tem altura menor que
1,60 metros, metade tem altura de 1,60 a 1,70 metros
e 75 académicos tém mais de 1,70 metros. Quantos
académicos, no total, tem o referido curso?

a) 125

b) 175

c) 200

d) 250

Unifor-CE 2020 Os departamentos A, B e C de uma
empresa de tecnologia do estado do Ceara devem
receber a quantia de 850 mil reais para melhorias
de cada departamento. Por raz8es estratégicas, A
deve ficar com a mesma quantia que os departa-
mentos B e C juntos e B deve receber 50 mil reais
a mais que C.

Nessas condi¢des, temos que:

a) Crecebera 150000 reais.

b) Crecebera 175000 reais.

c) Brecebera 225000 reais.

d) Breceberd 250000 reais.

e) Arecebera 425000 reais.

P 0

Equacoes do 2 grau

A forma geral de uma equac8o do 22 grau é
ax’ + bx+c=0em que a € R*, b ec €R. Chamamos
a de coeficiente dominante, ou ainda nos referimos a ele
como coeficiente do termo do 22 grau, assim como b é o
coeficiente do termo do 12 grau e ¢ é o coeficiente (ou
termo) independente. Repare que, pela definicdo, a ndo
pode ser zero, porém b e ¢ podem. Observa-se também
que uma equacao do 22 grau terd até duas solucdes
distintas, quando existirem no universo trabalhado.

Devemos ficar atentos a forma como a equagdo do
22 grau nos é apresentada. Devemos manter os termos di-
ferentes de zero em apenas um dos membros da igualdade,
de modo que um dos membros seja sempre igual a zero.
Também é conveniente organizar os termos do membro
diferente de zero de modo que o termo com a incognita
ao quadrado seja o primeiro, o termo central seja o da in-
cognita elevada a 1 e o Ultimo seja o termo independente.

Sdo diversas as maneiras de resolver uma equacao
do 2¢ grau e algumas variam em funcdo do nimero de
termos que a equacao apresenta e, ainda em funcgdo dis-
S0, as equacdes podem ser classificadas em equacdes do
2¢ grau completas ou incompletas.

A seguir, veremos 0s casos € trabalharemos suas pos-
sibilidades de resolucdo.

Equacdes incompletas do 22 grau

Considerando uma equac&o do 22 grau ax’+bx+c=0,
sao chamadas de equacdes incompletas aquelas que tém
b=0e/ouc =0.
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1%caso:b=0

Quando b = 0, temos equacdes do tipo ax’> +c=0.
Repare que a incognita x aparece apenas em um dos termos,
logo, para resolvermos tais equacdes, podemos simples-
mente isolar a variavel.

Exemplos:

a. Resolva, em R, a equacao X —4=0.

Podemos simplesmente isolar x, chegando a x> = 4.
Em seguida, repare que, para x = 2 ou x = —2, temos
a igualdade satisfeita. Assim, a solu¢cdo da equacao sera
composta por x = 2 ou x = —2, que pode ser apresentado
como x = £2. Portanto, S = {+2].

Assim, temos:

X*-4=0ex'=d4ox=tfdex=+2 . S={+2]

b. Resolva, em R, a equacao 2x* — 24 = 0.
Isolando a variavel, temos:
2% —24=0 2% =24 & x> =12 & x = +/12
Simplificando o radicando, temos x = +24/3. Portanto,

s={+243}.

c. Resolva, em R, a equacao x>+ 4 =0.

Nesse caso, isolando a incégnita chegamos a

X2 =—4 & x = +\—4, cuja resposta existe em R, que é

0 universo estipulado no enunciado. Assim, nao ha solugao
real para a equacao, ou seja, S = .

2%caso:c=0

Quando ¢ = 0, a equacdo do 22 grau terad a forma
ax? + bx = 0. Observe que, neste caso, a varidvel apa-
rece em todos os termos, sendo possivel trabalharmos a
fatoracao por fator comum como estratégia de resolugdo.

d. Resolva, em R, a equacao x> 4+ 2x =0,

Como x é fator comum aos dois termos do primeiro
membro, fatoramos a equacdo obtendo x(x + 2) = 0.
Note que chegamos a uma multiplicacdo com dois fato-
res, x e (x + 2), cujo produto é zero, e isso s6 é possivel
se um dos fatores for igual a zero. Assim, temos que
x=0oux+ 2=0% x=—2 Assim, a solugdo serad
S={-2,0}

e. Resolva, em R, a equacdo 2x° — 3x = 0.
Fatorando o primeiro membro, temos x(2x — 3) = O.
Entdo, do produto entre x e (2x — 3), temos que x = 0 ou

2x—3=0 <:>x=§.Assim, s={o, %}

3%caso:b=0ec=0
No caso de b = ¢ = 0, a equacdo serd da forma

ax’ = 0 e, sempre que isso ocorrer, as duas raizes também
serdo nulas, ou seja, S = {0}.



Resolva, em R, as equacdes a seguir:
a) x>)-16=0 g)
b) x*—121=0

X —x=0

h) 2x>—5x=0

c) 3x*—-27=0 ,

i) x+7x=0
d) 5x°—100=0
&) —22+4=0 ) =12 +3x=0

f) —-3x*’—12=0 kf —2x+6x°=0

Equacdes completas do 2° grau

S&o equagdes do 22 grau que apresentam todos os
coeficientes ndo nulos, ou seja, temos a, b e ¢ diferentes
de zero. A maneira de resolver essas equacdes também
é vdlida para resolucdo das equagdes incompletas, mas
sugere-se que as equacdes incompletas sejam resolvidas
com as técnicas trabalhadas anteriormente.

Para resolver as equagdes completas utilizaremos dois
modos diferentes: a formula de resolucéo (comumente cha-
mada de férmula de Bhaskara) e o método conhecido como
soma e produto.

Férmula de resolucdo de equacdes do 2° grau

Como o préprio nome diz, trata-se de uma férmula que
nos conduz até as solucdes da equacdo. No Brasil, ela é
popularmente conhecida como férmula de Bhaskara.

Considerando uma equacgdo da forma ax’ + bx+c=0,
com q, b e ¢ diferentes de zero, a formula é dada por:

—b +\b? — 4ac

= 2a

Observa-se que a organizagdo da equacdo € funda-
mental, para uma correta identificacdo dos coeficientes @,
b e c. Na férmula, a expressdo dentro da raiz € chamada
de discriminante, e a representamos pela letra grega delta;
assim, A = b? — 4ac.

Como toda férmula, hd a praticidade de, ao atribuirmos
os valores dos coeficientes e realizarmos as operagdes ne-
cessarias, obtermos o resultado esperado; porém devemos
estar atentos a possiveis erros operacionais e a correta
definicdo dos coeficientes a, b e c.

E bastante comum iniciarmos a resolucdo da equagéo
pela determinacdo do discriminante (delta) e, a partir desse
resultado, determinamos as raizes da equacao.

Exemplos:
a. Resolva, em R, a equacdo X2 —A4x+ 4 =x—2.

Inicialmente trazemos os termos do segundo para o
primeiro membro e reduzimos os termos semelhantes, ob-
tendo assim:

X —Ax+4=x—-26&

Sx —4x+4-x+2=0x>-5x+6=0

O passo seguinte consiste em identificar de forma
clara quem sdo os coeficientes, que, no caso, sdo a = 1,
b=-5ec=6.

Calculando o discriminante, obtemos:

A=b?—4aceA=(-5°—-4-1-6=25-24=1

—b + JA
2a

Em seguida, aplicando a férmula x = , temos

—(-5+ V1 _5+1

X = > > Repare que neste ponto temos
duas possibilidades, que gerardo as duas raizes. Chamaremos
de x, = % =3ede x, = ? = 2, obtendo a solu¢ao
S={2,3}

b. Resolva, em R, a equagao x>+ 2x—1=0.

Temosa=1,b=2ec=—1.AssmA=2"—4-1-(—1)=
= 4 + 4 = 8. Substituindo os valores dos coeficientes
—2+8 —2+2J2
2—-1\/_ exX=—2
As duas raizes da equacdo entdo serdo:

na formula, obtemos x =

:—2+2\/5:2(—1+\/§):_1+\/§

% 2 2

_—2-2y2 _2(=1-2) _

> > —-1-2

X3

Portanto, a solucdo da equacao é:

s={-1+2,—1- 2} = {-1+ 2}

c. Resolva, em R, a equagdo —2x + x4+ 1=0.

Ndo é incomum equacdes do 22 grau apresenta-
rem seus termos fora de ordem. Se preferir, para evitar
confusdo com os coeficientes, basta reescrevé-los na
ordem do modelo esperado na definicdo. Temos, assim,
X2 —2x + 1 = 0, e podemos identificar que a = 1,

b = —2ec = 1. Calculando o discriminante, obtemos
—b+
A=(=2%—4-1-1=4—4=0.Assim, x=b2—70‘/x=
—(—2)+ +
= ( 22)_1 V0 = 250. Repare que temos duas possibili-
; ) - 2+0 _ 2
dades, mas que geram raizes iguais: x; = S T35~ 1
_2-0_2 _ . . ~
€ X==>5—=3 =1. Temos, assim, uma so solucdo

sendo o conjunto solugdo S = {1}.

d. Resolva, em R, a equacdo 2x° + 3x + 5 = 0.

Aqui,a = 2, b = 3 e c =5 e o discriminante é
A=3"-4-2-5=9 - 40 = —31. Agora, quando
pensamos na férmula, o discriminante aparece dentro de
uma raiz quadrada, ou seja, teremos \/—_31, que nao exis-
te no conjunto dos numeros reais. Assim, ndo € possivel
determinar as raizes da equagdo, uma vez que elas ndo
estdo definidas no conjunto universo dado. E importante
saber que esta equacgao possui duas raizes que estdao
definidas no conjunto dos nimeros complexos, que sera
apresentado em outro momento. Logo, a solucao, em R,

ées=y.
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Nos exemplos anteriores, além de trabalharmos o de-
senvolvimento da férmula de resolucao, também podemos
verificar uma relagdo importante entre o discriminante e as
raizes encontradas.

Note que:

e se A >0, as duas raizes serdo reais e distintas, como
nos exemplos a e b;

e se A =0, as duas raizes sdo reais e iguais, como se
vé no exemplo ¢;

e se A <0, ndo existird raiz real, logo a solucao sera
vazia, como foi visto no exemplo d.

Soma e produto

Considerando as duas raizes da equacdo do 22 grau,

X, = # ex, = %, ao adicionarmos x; e x,,
temosx1+x2=_b+ JA  cb—JA_-2b_-b e, se
2a 2a 2a a

multiplicarmos x; e x,, chegamos a

XW.XZZ(—bWZ)(—b—J&]:bz_A

2a 2a 402

_ b’ —b’+4ac _ 4ac _ ¢

Com isso, observamos que existe relagdo dire-
ta entre a soma e o produto das raizes da equacao do
29 grau e seus coeficientes. Podemos, com isso, resolver
as equacdes por meio dessas duas relacdes, sendo esse
0 método conhecido como soma e produto. O processo
é relativamente simples quando @ = 1, porém é verdade
que nem sempre € funcional, pois, para que seja eficaz o
uso da soma e produto, € necessario que as raizes sejam
de facil identificacdo.

Exemplos:

a. Resolva,em R, a equacdo x> —5x+6=0.
A equacdo é a mesma do exemplo @ anterior, mas
a resolveremos pela soma e produto. Temos a = 1,

' —b _ —(=5
b = -5 e c = 6, assim, x1+x2=7b=¥=5 e
X x2=9=§=6. Agora, resolveremos mentalmente

um sistema no qual a soma de dois nimeros € igual a 5
e o produto entre eles é igual a 6. Considerando o pro-
duto 6, entre outras, temos algumas possibilidades: 1 e
6,2e3, —1e—6,—-2e —3,.. Em seguida, testamos
cada uma dessas possibilidades, buscando aquela que
satisfaz a soma 5 esperada, esses valores serdo nossas
raizes. Repareque 1 + 6 =7,(—1)+ (—-6) = —7,(—2) +
+ (—=3) = —5 ndo satisfazem a soma, diferentemente de
2 e 3, cujasoma é 5. Logo, as raizes da equacdo sdo 2 e
3 e, portanto, S = {2, 3.

Pode parecer que o método da soma e produto seja
muito trabalhoso, ou até mesmo incerto, fazendo parecer
que o uso da férmula de resolucdo facilite tudo; porém,
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com um pouco de préatica, perceberemos que soma e
produto € um processo rapido, principalmente quando
as raizes forem numeros inteiros.

b. Resolva, em R, a equacao x? = 3x—10=0.

Primeiro, identificamosa = 1,b= -3 ec= —10. As-
ﬁ=3 ex, Xy, = _+O = —10. Para que
um produto seja um numero negativo, devemos ter uma
raiz positiva e uma negativa. Com isso, podemos pensar
em valorescomo —1e 10, 1e —10, —2e50u2e —5.
Dentre os quatro pares de nimeros inteiros que satisfazem
o produto, o Unico que satisfaz a soma € o par —2 e 5, pois
(—2)+ 5= 3. Assim,S ={—2,5}.

sim, x;+x, =

c. Resolva,em R, a equacao 2>+ 12x + 18 = 0.
Sendo a # 1, isso ndo significa que o método da
soma e produto se torna inviavel. Temosa =2, b = 12 e

—1 18

c=18,entdox; + x, = —— =—6ex; * X, = ?=9.Para

2
2
que o produto seja 9 temos as opgdes: 1€ 9, —1 e =9,
3 e 3 ou—3e —3.Ndo é necessario listar tantas opgoes;
podemos mentalmente eliminar as opgdes verificando
a soma. No caso, as raizes aqui serdo —3 e —3; logo,
S={-3}

Neste caso, também podemos simplificar a equacao
(dividindo ambos os membros por 2), chegando a equa-
géox2+6x+9:O,tencloo: 1,b=6ec =9 eessa
simplificacdo ndo muda as raizes, nem altera seu calculo.

Resolva, em R, as equacdes a seguir, utilizando a for-
mula de resolucdo.

a) X>+6x+8=0

b) x> —x=12

) 10x+25+x*=0

d) 2x°—5x+6=x>—6x+8
e) 2% —2x—4=x-5

f) x>—4x+10=0

g) X2 —2x—1=1

h) x> +5x+3=-2x"—x
i) —2+8x—-3=0

j) 5 =3x—1

Determine o valor de k na equacdo x>+ kx+18=0
para que esta possua duas raizes reais e iguais.
(Dica: lembre-se de quem determina a caracteristi-
ca das raizes na formula de resolugao de equacdes
quadraticas.)



Resolva, em R, as equacdes abaixo pelo método da
soma e produto.

a) X’ —13x+42=0

b) x> - 7x+10=0

) =X’ +x+12=0

d) x>—13x—20=—3x+ 19
e) —22x+x>+120=0

f) xX>’+2x+1=0

g) 2x* —32x+128=0

h) 15— x%=2x

Dada a equacao do 2° grau x* + Bx — 3 = 0, determine:
a) A soma das raizes.
b) O produto das raizes.

c) A soma dos inversos das raizes.

Urca-CE 2018 Sejam ¢ e b as raizes da equagao
x> — px + 8. Sabendo que % + b_12 = % entdo o
valor positivo de p é:

a) 4

b) 6

c) 10

d) 8

e) 3

Outras equacoes recorrentes

Equacdes irracionais

Equacdes irracionais sdo aquelas em que a incognita a
ser calculada estd em um radicando. Para resolvé-las deve-
mos isolar a raiz e elevar ambos os membros da equacado
obtida ao indice da raiz, para que a incégnita possa ser iso-
lada. Devemos ficar atentos, pois podemos, nesse célculo,
encontrar falsas raizes.

Exemplos:
a. Resolva,em R, a equacdo vx —1=2.

Como a raiz quadrada ja esta isolada, devemos elevar
ambos 0s membros ao quadrado, obtendo:

—i=26 (x=1) =2 @ x—-1=4 o x=5
Repare que 5 satisfaz a igualdade do enunciado, uma
vezque V5 —1= Ja =2. Logo, S = {5}.

b. Resolva, em R, a equagao vx +3 =x — 3.
Elevando ao quadrado ambos 0os membros, temos:

(,/x-+-3)2 =x—-3°e
ox+3=x—-6x+9e
ex’—-7x+6=0

Resolvendo a equacdo, encontramos x; = 1 e x, = 6.
Agora, vamos verificar se ambas as raizes da equacao do
22 grau sdo solu¢des da equacao irracional. Notamos que,
se x = 1, temos da equacdo dada no enunciado que
JVI+3=1-3 & J4 =—-2=2= -2 que éum absurdo,
logo, 1 ndo é solugdo. Agora, considerando x = 6, temos
a igualdade vélida, pois V6 +3=6-3 & J9 =3 &
< 3 =3.Logo, S ={3}.

O exemplo anterior nos mostra o cuidado que deve-
mos ter com a operacao de elevar os membro a alguma
poténcia (no caso, o quadrado), uma vez que essa agdo
pode nos levar a uma equacdo que tem solucdes que
ndo sao solucdes da equacao original. Para ndo incidir
em erro, sempre que resolvermos uma equagao irracio-
nal, devemos testar as raizes encontradas na equagdo
dada, tendo assim a certeza da solugdo correta.

Resolva, em R, as equacdes irracionais a seguir.

a) JYx=2

b) yx—-5=7

c) Jx+3-2=-4
d) V2x—1=+x+3
e) V2x+8=x

fy x+1=J2x+5

Equacoes biquadradas

S&do equacbes que pelo nome sugerem o quadrado
de um quadrado, ou seja, um termo x*. Porém, podemos
trabalhar a estratégia de resolu¢ao para qualquer equa-
cdo do tipo a(xP)? + b(xP) + ¢ = 0, em que p pode ser
qualquer real positivo e ndo nulo mas, em geral, sera
natural.

Exemplos:

a. Resolva, em R, a equacado X' =13 +36=0.

Repare que o termo x* = (x?)?, ou seja, temos uma
equacdo na forma (x°)> + 13x? + 36 = 0. A estratégia
consiste em trocar x* por outra varidvel, por exemplo y,
a fim de obtermos uma equac&o do 22 grau. Fazendo a
troca, chegamos a y2 — 13y + 36 = 0 e, resolvendo-a,
encontramos as raizes y, = 4 e y, = 9. Lembre-se de
que y foi apenas uma variavel auxiliar na resolucao,
pois a variavel original é x; assim, para encontrar a va-
ridvel x, € preciso substituir os valores encontrados. Se
y =4 entdox’=4= 42 e sey=09 entdox’=9=
= x = £3. Assim, o conjunto solu¢cdo da equacdo sera
S={+2, -2, +3, =3} = {2, +3}.

<
1)
Zz
D
w
-
z
w
3
T

[}
-



b. Resolva, em R, a equacado x” + x*—12=0.
Fazendo x° = y, temos y° + y — 12 = 0, cujas raizes s&o y, = 3 ey, = —4.Voltando a variavel x, temos que, se

y = 3, entdo x? =3 = x =43 Agora, se y = —4, entdo X2 =—4 = x = +J-4, que ndo existe no conjunto dos nu-
meros reais. Portanto, S = {iﬁ}

c. Resolva, em R, a equacdo x® = 10x°+ 16 = 0.
Aqui, podemos escrever que X8 = (>(3)2 e, substituindo x° = y, chegamos a y2 — 10y + 16 = O, cujas raizes sdo

y, = 8ey, = 2. Assim, sey = 8, temos que *=8=2x=38 =2 x=2 e, sey = 2,temos que xX=2=>x=32.
Logo, a solugdo da equacdo € S = {2, 3/2—}

Vale ressaltar que as equacdes do 42 grau possuem quatro raizes e as de 62 grau, 6. As outras raizes, ndo presentes
nas resolugdes, sdo as raizes ndo reais, que pertencem ao conjunto dos nlimeros complexos. Esse conjunto sera estudado
posteriormente.

Resolva, em R, as equacdes a seguir.
a) X*-2*+1=0

b) x*—20x*+64=0

o) xX*+2x*-63=0

d x*—11x2+30=0

e) xX*-9x*+8=0

f) xX*+7x*-8=0

g xX*-6x°+5=0
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CAPITULO

Razao e proporcao

Neste capitulo, trabalharemos conceitos importantes, cuja incidéncia nos vestibulares,
principalmente no Enem, é relevante: grandezas direta e inversamente proporcio-
nais, regras de trés e porcentagens. Apods o estudo deste capitulo, € fundamental que
vocé saiba identificar se as grandezas sdo direta ou inversamente proporcionais, para
aplicar o método mais apropriado na resolugao de problemas, além de trabalhar as
situagdes que envolvam porcentagem.

Um exemplo de aplicagdo do conceito de grandezas proporcionais € a projecdo de
magquetes fisicas ou virtuais. Nos softwares usados para a projecdo de maquetes, as
medidas dos elementos representados devem ser proporcionais as medidas reais
das construcdes para que ndo haja deformacdes e seja possivel visualizar a forma
final do projeto.
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Razao e proporcao

Iniciaremos com a definicdo de razdo que na Matema-
tica representa a divisdo entre dois nimeros reais, sendo o
denominador diferente de zero. Matematicamente, temos:

~. comgERebER

Note que ha uma diferenga entre a razdo e um nimero
racional. Quando definimos o conjunto dos racionais, fala-
mos da razao entre inteiros, sendo esta sua definicao. Aqui,
quando falamos da razdo entre dois nimeros, ndo estamos
pensando em nUmeros racionais, apenas na representacdo
da divisdo na forma fracionaria. A nomenclatura também
muda, apesar da representacao ser na forma de fragdo,
dizemos que @ é o termo antecedente e b € o consequente.
A leitura da razdo acima € “g esta para b” ou simplesmente
“a para b”.

A proporc¢do esta relacionada a uma igualdade entre
raz8es, ou seja, quando temos a representacao de uma
mesma razao usando multiplos para representar o antece-
dente e o consequente. No conjunto dos ndimeros racionais
chamamos esta relacdo de fracdes equivalentes. Genera-
lizando, temos:

a c .
—=—comagecER bedeER
b d

Exemplos:

50 75 25 5

120 60 20 4
Temos, no exemplo acima, a representacdo de algumas

proporcdes. Note que se multiplicarmos o antecedente e o

consequente de Z por 30, obtemos % Logo, temos uma

proporgao entre estas fracdes. Ou ainda, se multiplicarmos

0 antecedente e o consequente de % por 6, encontramos

a fracdo % que ndo aparece na simplificacdo que fizemos

no exemplo, porém também é proporcional, ndo somente
5

a . masa todas as razdes proporcionais representadas

no exemplo.
Resumindo, todas as razdes que geramos ao multi-
plicarmos (por um numero real ndo nulo) o antecedente

e 0 consequente da fracao irredutivel % serdo razdes
proporcionais.
b. Em uma sala de aula com 32 alunos, as mulheres re-
presentam % do total da turma. Quantas mulheres
e quantos homens ha nessa sala?
Aqui temos um exemplo do uso da proporcdo. Quando
0 enunciado diz que % da sala sdo mulheres, esta dizendo

que, de cada 4 pessoas, 3 sdo mulheres. Essa € uma ideia
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de proporcdo. Assim, se fizermos a razdo entre o nimero
de mulheres pelo total de alunos, o resultado simplificado

3 m 3
serd 7 Logo, seja m o nimero de mulherestemos: — £V Z'

Se multiplicarmos o antecedente 3 e 0 consequente 4

pelo nimero 8, obtemos a fracdo equivalente % . Assim,
m 3 m - £=>m = 24 Portanto, ha 24 mulheres

3243 32

na sala

O exemplo anterior € interessante para extrapolar-
mos 0s dados do enunciado e criarmos outras razdes que
possam auxiliar na resolucao de problemas. Por exemplo,

) 3 ~ .
quando dizemos que 7 da sala sdo mulheres, concluimos

que, a cada 4 pessoas, 3 sdo mulheres e, consequente-
mente, 1 € homem. Assim, podemos dizer que a razdo de
homens nesta sala é — (1 homem para cada 4 pessoas),
ou, que a razao entre homens e mulheres na sala é %
(1 homem para cada 3 mulheres), ou ainda, que a razao

entre mulheres e homens nessa sala é
cada 1 homem).

(3 mulheres para

_\|0_)

c. Segundo uma reportagem, a razdo entre o nimero to-
tal de alunos matriculados e o nimero de alunos ndo
concluintes de um curso, nessa ordem, é de 9 para 7.
A reportagem ainda indica que 140 alunos concluiram
o curso. Com base na reportagem, determine o nimero
total de alunos matriculados nesse curso.

N ) . matriculados 9
Arazao dada no enunciado ¢ ———— — = =, as-
nao concluintes 7

sim, para cada 9 pessoas que se matriculam, 7 ndo concluem

0 CUrso e, consequentemente, apenas 2 concluem. Assim,

) ~  matriculados 9
podemos criar arazdo ———— = =.
concluintes 2

numero total de concluintes, podemos chamar de x o nime-
9
>

Como sabemos o

ro total de matriculados, encontrando a propor¢ao %
Logo, x = 630 alunos matriculados.

Ha duas propriedades de proporcdo interessantes que
podem ser utilizadas na resolucdo de problemas.

Propriedade 1
Se temos % = % entdoa - d = b - c (conhecida como

multiplicagdo em cruz, ou multiplicagao cruzada).

Propriedade 2

Se =S enso L =S = atc
b d’ b d b+d’
tre a soma dos antecedentes pela soma dos consequentes
também é proporcional as razdes que a geram.

No primeiro exemplo, vimos que 25 % Se fizermos

20
a razdo entre a soma dos numeradores pela soma dos de-
nominadores obtemos 25,2, 3Q , que é exatamente
20 4 24"
a razdo que verificamos ser proporcional, mesmo ndo apa-

assim, a razdo en-

recendo na simplificacdo desse exemplo.
Esta segunda propriedade auxiliard nos exercicios de
divisao em partes diretamente proporcionais.



Escala

Uma escala é a razdo que relaciona a medida de uma
representacdo e a sua medida real, nesta ordem. Observe:

medida da representacao a
=—=—ouag:b

oy

medida real

Em escalas, € comum adotarmos o numerador igual a

1 para que a comparacdo seja feita de uma parte da repre-

sentacdo para a quantidade que o denominador apresenta

na realidade. Por exemplo, se em um mapa a escala for

1: 200, isso indica que, para cada unidade de medida na

representacao, temos 200 unidades na realidade. Repare

que ndo falamos qual a unidade de medida, isso porque em
escalas podemos escolher a medida que se encaixa melhor

a cada caso, o que indica, no exemplo dado, que qualquer

unidade que tomarmos seguird a razdao 1 : 200, ou seja,

1 ¢cm no mapa representa 200 cm no real, ou ainda, 1 metro

no mapa representa 200 metros no real, e assim por dian-

te. Muito utilizada em mapas, escalas ndo servem apenas
para indicar reducdes, mas também ampliacées, como no
caso de desenho de pecas ou componentes eletrénicos
muito pequenos. A escala 20 : 1, por exemplo, indica que
temos 20 unidades de medida na representacdo para cada

1 unidade do real. E importante perceber que, por se tra-

tar de uma razao, a proporcdo é utilizada na resolucdo de

problemas que envolvem escalas numéricas.

Exemplos:

a. Em uma miniatura de um violdo, a escala da re-
presentacdo do objeto para o tamanho real é
1:4.Se o comprimento desse violdo é de 1,20 m, qual
o0 comprimento da miniatura em centimetros?
Comecamos analisando a escala 1 : 4 cujo significado

é: “para cada 1 unidade da miniatura, temos 4 unidades

para o real”, entdo, 1 cm da miniatura indica 4 cm do violdo

real. Assim, para resolvermos este exercicio comegcamos
transformando a medida do enunciado de metros para

centimetros. No caso, 1,2 m = 120 cm. Assim, sendo x o

comprimento da miniatura, em centimetros, temos:

representacdo 1 X

real Z 120

Utilizando a primeira propriedade de proporcdo, temos
4x =120= x = 30 cm.

b. Uma marca de refrigerantes quer instalar, na entrada
de sua fabrica, a representacdo ampliada da garrafa de
seu produto mais vendido. O tamanho real dessa gar-
rafa € 20 cm e, para tal ampliacdo, pensou-se na escala
30 : 1. Neste caso, qual o tamanho em metros da
representacdo?

Seja x a medida da representacdo e, neste caso, temos
uma ampliacdo, pois 0 numerador da escala € maior que
o denominador, assim, a representa¢do sera maior que o
real. Assim,

representacdo 30 X

real 120

Resolvendo a equacdo, temos x = 600 cm, ou, x = 6 m.

Em uma prova de matematica com 20 questdes, um

3 ~ ~
aluno acertou = das questdes. Quantas questdes ele
errou?

Durante certa semana, uma loja de sapatos constatou
que a razdo entre o numero de pares de sapatos de
adultos e infantis vendidos foi de 3 para 5, nesta or-
dem. Sabendo-se que nessa semana foram vendidos
ao todo 160 pares de sapatos, qual a quantidade de
sapatos de adultos vendidos?

Em uma festa, hd 42 convidados e a razdo entre a
quantidade de adultos e criancas, nessa ordem, é de
2 para 5. Se estivessem presentes mais 3 adultos e
3 criangas ndo tivessem comparecido, qual seria a ra-
zd0 entre adultos e criangas na festa?

Enem 2017 Em alguns paises anglo-saxdes, a unidade
de volume utilizada para indicar o contelido de alguns
recipientes € a onca fluida britanica. O volume de uma
onca fluida britanica corresponde a 28,4130625 mL.
A titulo de simplificacao, considere uma onca fluida
britanica correspondendo a 28 mL. Nessas condi-
c¢des, o volume de um recipiente com capacidade de
400 oncas fluidas britanicas, em cm®, é igual a

a) 11200.

b) 1120.
c) 112
d)y 11,2
e) 1,12

Enem 2017 Uma televisdo pode ser posicionada de
modo que se consiga enxergar os detalhes de uma
imagem em alta definicdo. Considere que a distancia
ideal, com conforto visual, para se assistir a televisao
de 32 polegadas é de 1,8 metro. Suponha que haja uma
relagdo de proporcionalidade direta entre 0 tamanho
da tela (medido em polegada) e a distancia ideal. Con-
sidere que um espectador dispde de uma televisdo de
60 polegadas e que ele deseja se posicionar em frente
a ela, com conforto visual.

A distancia da televisdo, em metro, em que 0 especta-
dor deve se posicionar para que tenha conforto visual
€ mais proxima de

a) 0,33. d) 3,37.
b) 0,96. e) 3,60.
) 1,57.

Enem 2019 Os exercicios fisicos sdo recomendados
para o bom funcionamento do organismo, pois ace-
leram o metabolismo e, em consequéncia, elevam o
consumo de calorias. No grafico, estdo registrados os
valores caldricos, em kcal, gastos em cinco diferen-
tes atividades fisicas, em fungdo do tempo dedicado
as atividades, contado em minuto.
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140 m

(kcal)
o
o

5 10 15 20 25 30 Tempo (min)

Qual dessas atividades fisicas proporciona o maior
consumo de quilocalorias por minuto?

a) |

b) I

c)

d) IV

e) V
Enem 2016

O LIRAa, Levantamento Rapido do Indice de In-
festacdo por Aedes aegypti, consiste num mapeamento
da infestagao do mosquito Aedes aegypti. O LIRAa é
dado pelo percentual do nimero de iméveis com fo-
cos do mosquito, entre os escolhidos de uma regiao em
avaliagao.

O servico de vigilancia sanitdria de um municipio, no
més de outubro do ano corrente, analisou o LIRAa de cin-
co bairros que apresentaram o maior indice de infestacao
no ano anterior. Os dados obtidos para cada bairro foram:
. 14 imoveis com focos de mosquito em 400 imoveis

no bairro;

Il. 6 imdveis com focos de mosquito em 500 imdveis
no bairro;

lll. 13 imoveis com focos de mosquito em 520 iméveis
no bairro;

IV. 9 iméveis com focos de mosquito em 360 imoveis
no bairro;

V. 15 iméveis com focos de mosquito em 500 iméveis
no bairro.

O setor de dedetizacao do municipio definiu que o
direcionamento das a¢oes de controle iniciardo pelo bairro
que apresentou o maior indice do LIRA.

Disponivel em: http:/bvsms.saude.gov.br.
Acesso em: 28 out. 2015.

As acdes de controle iniciardo pelo bairro

a) |
b) I
c) I
d) IV
e V.

Enem A figura a seguir mostra as medidas reais de
uma aeronave que sera fabricada para utilizacao
por companhias de transporte aéreo. Um engenhei-
ro precisa fazer o desenho desse avidao em escala
de 1:150.
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28,5 metros

v

36 metros

Para o engenheiro fazer esse desenho em uma folha
de papel, deixando uma margem de 1 cm em relacdo
as bordas da folha, quais as dimensdes minimas, em
centimetros, que essa folha devera ter?

a) 29cm X 3,4 cm.

b) 39cm X 4,4 cm.

c) Ocm X 25cm.

d) 21cm X 26cm.

e) 192cm X 242 cm.

Enem 2012 Um bidlogo mediu a altura de cinco arvo-
res distintas e representou-as em uma mesma malha
quadriculada, utilizando escalas diferentes, conforme
indicacdes na figura a seguir.

LT TNAN I
B
ks YL 1Y
-y / A W,
) 4
\L
| ]
/ \
| [} m v \"
1:100 2:100 2:300 1:300 2:300

Qual é a arvore que apresenta a maior altura real?
a) | b) 1l c) 1 d) v e V

Enem 2020 A caixa-d’agua de um edificio tera a
forma de um paralelepipedo retdngulo reto com
volume igual a 28080 litros. Em uma maquete que
representa o edificio, a caixa-d’égua tem dimen-
sGes 2cm X 3,51cm X 4 cm.

Dado: 1dm?® =1L.

A escala usada pelo arqguiteto foi

a) 1:10 d) 1:10000
b) 1:100 e) 1:100000
¢ 1:1000

Uerj 2020 Admita que, em dezembro de 2014, uma fi-
Iha tinha 20 anos e seu pai, 50. Em dezembro de 2024,
a razdo entre as idades da filha e do pai serd de:

c) = d)

b) 7

N|—
w4

1
a) g



Grandezas proporcionais

Grandeza, em Fisica, é tudo aquilo que pode ser medi-
do. Portanto, quando trabalhamos com grandezas, estamos
nos referindo a questdes e situacdes que envolvem me-
didas do cotidiano, como, por exemplo, massa, distancia,
tamanho, volume, velocidade, entre outras.

Existem duas relacdes de proporcionalidade a serem
estudadas: as grandezas diretamente proporcionais
(ou apenas proporcionais) e as grandezas inversamente
proporcionais.

Grandezas diretamente proporcionais

Sdo as grandezas que tém como caracteristica a re-
lacdo de proporcdo estudada anteriormente, grandezas
cuja razdo é sempre constante. Entdo, ao considerarmos
as grandezas X e Y, podemos dizer que:

Sendo k a constante de proporcionalidade e os dados
Xy, -y X, € Y4, ., ¥, S80 valores relacionados, respectiva-
mente, as grandezas X e Y.

Exemplo:

Considere a seguinte situacdo. Um posto de combus-
tiveis vende etanol a R$ 5,30 o litro. Qual a relagdo entre
essas duas grandezas?

A pergunta € bem ampla, mas vamos estudar a relacdo
preco por litro. Repare que, se comprarmos 1 litro de etanol,
pagaremos R$ 5,30, mas se comprarmos 2 li tros, paga-
remos R$ 10,60 e, se comprarmos 10 litros, pagaremos
R$ 53,00. A raz&o entre o valor pago e a quantidade abas-
tecida € sempre constante, como representado a seguir:

53 _ 106 _ 53

1 2 10

Isso indica que essas duas grandezas, preco e volume,
sao diretamente proporcionais nesse exemplo.

E muito comum que a identificacdo de grandezas di-
retamente proporcionais seja dada pela relagao entre os
valores em que, se um deles aumenta, o outro deve aumen-
tar também, ao passo que, se um diminui, o outro também
deve diminuir.

Grandezas inversamente proporcionais

Duas grandezas sao denominadas inversamente pro-
porcionais quando o produto entre elas é sempre constante,
entdo, ao considerarmos as grandezas X e Y, temos:

X':'Y1:X2.}/2:"':Xn'yr::k

Assim como em grandezas diretamente proporcionais,
k é conhecida como constante de proporcionalidade e os
dados xy, ..., X, € ¥4, ..., ¥, S80 valores relacionados, respec-
tivamente, as grandezas X e Y.

Exemplo:

Considere a seguinte situagdo: vocé fard uma viagem
de carro para alguma cidade cuja distancia da sua casa
seja de 100 km. Se vocé pretende chegar em uma hora,
qual deve ser sua velocidade? E se vocé precisar chegar
em meia hora? (Lembre-se que os limites de velocidade
das vias devem ser respeitados).

Essa situacdo € um exemplo de grandezas inversa-
mente proporcionais, a velocidade e o tempo. Repare que,
se queremos chegar em 1 hora, a velocidade deve ser de
100 km/h. Agora, para chegarmos em meia hora, a veloci-
dade deve ser de 200 km/h. E se quisermos levar 2 horas,
podemos ir a 50 km/h.

Pela definicdo de grandezas inversamente proporcio-
nais, temos:

—200- 1
100 -1=200

=50-2

E comum, para auxilio na identificacdo de grandezas
inversamente proporcionais, o seguinte raciocinio: se uma
das grandezas aumentar, a outra deve, necessariamente,
diminuir e vice-versa.

Divisao em partes direta ou inversamente
proporcionais

Dividir um todo em partes proporcionais significa
respeitar a definicdo da proporcdo, seja a razao, quando
diretamente proporcional, ou o produto, quando for inver-
samente proporcional, que deve ser sempre constante. Na
resolucdo de problemas com essas situacdes, podemos
usar a segunda propriedade da proporcdo, apresentada
anteriormente, para facilitar a resolucao, porém, no caso
das divisdes em partes inversamente proporcionais, o equa-
cionamento pode ser uma alternativa mais interessante.
Exemplos:

a. Divida o numero 120 em partes proporcionaisa 2, 3 e 5.

Seja x, y e z as partes em que dividiremos 120 e que
sdo proporcionais a 2, 3 e 5 respectivamente. Sabemos que
x +y+ z= 120 e, pela caracteristica da divisdo pedida no

i XYy _Z
enunciado, temos: 5 3 =
Pela segunda propriedade das proporg¢des, temos:
X_Y_z_xty+z
2 3 5 2+3+5
. y z 120
logo: &= == === —=12.
090 3510
X Yy _ —
Portanto, 5 =12= x =24, 3 =12=y=36¢€
z
= =12=z=60.
z z

b. Divida o niumero 110 em partes inversamente propor-

cionaisa 2,3 e 12.

Sejam x, y € z as partes em que dividiremos 110 e que
sdo inversamente proporcionais a 2, 3 e 12 respectiva-
mente. Temosque x + y+z=110e 2x = 3y = 12z =k,
sendo k uma constante real. Logo, podemos dizer que

_k _KkK -k
X—E,yfgez 12
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k K k
+y+z= ottt ==
Comox +y+z= 110, temos 5 3 B 10
Resolvendo a equacdo, temos:
6k + 4k + k Nk
_— D — = = =
B B 10 k =120

_ 120 _ _120_ _120 _

Portanto, x = > 60, y = 40 e z K73 10.

Regra de trés

O que conhecemos como regra de trés € uma estraté-
gia para resolucdo de problemas que envolvem grandezas
direta ou inversamente proporcionais. No caso da regra de
trés simples, a relacdo serd apenas entre duas grandezas,
mas, caso haja trés ou mais grandezas envolvidas em um
mesmo problema, temos a estratégia de resolucdo que
chamamos de regra de trés composta.

Regra de trés simples

E muito comum a simplificacdo da escrita na reso-
lucdo de um problema na qual o uso da regra de trés é
identificado, porém é possivel cometer erros. Para evitar tais
erros e entendermos melhor o conceito por trads da regra
de trés, vamos seguir 0os seguintes passos:

* identificamos a grandeza e montamos uma tabela
cujas colunas sao os valores fornecidos no enunciado,
atribuindo uma letra ao valor que se busca determinar;

* analisamos se as grandezas sdo direta ou inversa-
mente proporcionais e, por fim, resolvemos a questdo
dependendo da relacdo entre as grandezas.
Exemplo:

Um alfaiate consegue costurar uma camisa em 2 horas.
Se ele trabalhar 12 horas por dia, quantas camisas conse-
guira costurar?

O exemplo é simples, mas o processo de resolucdo au-
xiliard nas questdes mais complexas e quando trabalharmos
a regra de trés composta. Temos, aqui, duas grandezas, a
quantidade de camisas produzidas e o tempo de producao
(em horas). Dal, temos o quadro:

Camisas Tempo (h)

1 2
X 12

Depois de montado o quadro, analise as grandezas
em relacdo a proporcionalidade. A pergunta deve ser: se
temos mais tempo para produzir as camisas, produziremos
mais ou menos camisas? A resposta é: mais. Assim, com o
aumento do tempo, temos o aumento da producdo, o que
nos leva a concluir que estas duas grandezas sao direta-
mente proporcionais.

Como a razdo entre as grandezas é sempre constante,
temos: 1o X

2 12

Resolvendo a equacdo, obtemos x = 6 camisas.

No passo de identificacdo do tipo de relagao entre
as grandezas, podemos utilizar uma seta para auxiliar na
classificacdo das varidveis envolvidas. Assim, na coluna da
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varidvel desenhamos uma seta em qualquer direcdo, para
cima ou para baixo. Como padrdo, vamos desenhar a seta
para baixo. Ao analisarmos as grandezas, caso sejam dire-
tamente proporcionais, desenhamos uma seta na mesma
orientacdo na coluna que contém a outra grandeza, ou
seja, para baixo. Caso sejam inversamente proporcionais,
desenhamos uma seta no sentido contrario (para cima), na
coluna da outra grandeza. E importante perceber que a
orientacao da seta ndo quer dizer que houve aumento ou
reducdo no valor da grandeza, € apenas uma orientacdo
em relacdo as grandezas, setas para 0 mesmo sentido
indicam grandezas diretamente proporcionais, e setas em
sentidos diferentes representam grandezas inversamente
proporcionais.

resolvidos

1. Um medicamento deve ser administrado em gotas
por via oral e serd necessario calcular a quantidade
de gotas a ser ministrada a um paciente em relacdo a
sua massa. Sabe-se que, para cada 5 quilogramas é
necessario administrar 1 gota do medicamento. Se um
paciente tem 60 kg, quantas gotas deste medicamen-
to ele precisara tomar?

Resolucdo:

Vamos usar o artificio das setas neste exemplo. Apos
a identificacdo das grandezas, montamos o quadro
com uma seta para baixo na coluna da variavel. Lem-
bre-se de que estamos tomando tal sentido apenas
por padrao.

5 1
60 X

A pergunta é: se aumentamos a massa, a quantidade
de gotas do remédio aumenta ou diminui? A respos-
ta é: aumenta. Logo, a relacdo entre as grandezas é
diretamente proporcional, pois, se uma grandeza au-
menta, a outra aumenta também. Assim, desenhamos
uma seta no mesmo sentido que a primeira.

Gotas

Massa (kg)

60 X

Por fim, se sdo grandezas diretamente proporcio-
nais, a razao entre as grandezas é constante, assim,
5 _ 60

1 X

Resolvendo a equacdo, obtemos x = 12 gotas.

2. Se a 60 km/h fago o percurso entre duas cidades em
2 horas, trafegando a 80 km/h qual o tempo estimado
para realizar 0 mesmo percurso?



Resolucdo:

Aqui, as grandezas sao velocidade e tempo. Montan-
do o quadro e desenhando uma seta para baixo na
coluna da variavel, temos:

Velocidade (km/h) ‘ tempo (h)

60 2 1
80 X

Agora a pergunta: se aumentamos a velocidade, o
tempo aumenta ou diminui? A resposta é: diminui.
Assim, desenhamos uma seta no sentido contrario
apenas para identificar essas duas grandezas como
inversamente proporcionais.

Velocidade (km/h) \ tempo (h)
T 60 2 1
80 X
Logo, sabemos que o produto entre as grandezas
é sempre constante. Assim, 80-x =60-2, entdo,
x=—=15.

80
Portanto, levaremos 1,5 hora ou 1h30min.

. Um tapete leva 12 horas para ser confeccionado por
um teceldo, se ele trabalhar numa razdo de 3 metros
por hora. Qual o tempo de confecgao se o teceldo con-
seqguir trabalhar na velocidade de 4 metros por hora?

Resolucdo:

As grandezas sdo tempo e velocidade de confeccao
do teceldo. Percebemos que, quanto mais rapido o
teceldo trabalhar, menos tempo levara para produzir o
tapete. Logo, temos grandezas inversamente propor-
cionais. Organizando as informa¢des no quadro, temos:

Velocidade (m/h)

T 3 12
4 X

Tempo (h)

Sendo grandezas inversamente proporcionais, temos
o produto é sempre constante.
Logo, 4x = 36 = x = 9 horas.

Enem 2020 Uma torneira esta gotejando agua em um
balde com capacidade de 18 litros. No instante atual,
o balde se encontra com ocupacdo de 50% de sua
capacidade. A cada segundo caem 5 gotas de agua
da torneira, e uma gota é formada, em média, por
5 X 102 mL de &gua. Quanto tempo, em hora, sera
necessario para encher completamente o balde, par-
tindo do instante atual?

a) 2x10' c) 2x102 e)
b) 1x 10’ d) 1x1072

1% 103

Enem Os calendarios usados pelos diferentes povos da
Terra sdo muito variados. O calendério islamico, por
exemplo, é lunar, e nele cada més tem sincronia com a
fase da lua. O calendario maia segue o ciclo de Vénus,
com cerca de 584 dias, e cada 5 ciclos de Vénus corres-
ponde a 8 anos de 365 dias na Terra.

MATSUURA, Oscar. Calendarios e o fluxo do tempo. Scientific American Brasil.

Disponivel em: http://www.uol.com.br. Acesso em: 14 out. 2008 (adaptado).

Quantos ciclos teria, em Vénus, um periodo terrestre
de 48 anos?

a) 30ciclos.
b) 40 ciclos.
c) 73 ciclos.

d) 240 ciclos.
e) 384 ciclos.

Enem 2015 Um pesquisador, ao explorar uma floresta,
fotografou uma caneta de 16,8 cm de comprimento ao
lado de uma pegada. O comprimento da caneta (c), a
largura (L) e o comprimento (C) da pegada, na fotogra-
fia, estdo indicados no esquema.

Caneta

A largura e o comprimento reais da pegada, em centi-
metros, sao, respectivamente, iguais a

a) 49e7,6. d) 26,4 e40,8.
b) 8,6¢e09.8. e) 275e425.
c) 42e154.

Se 10 trabalhadores conseguem desenvolver uma
determinada quantidade de um produto trabalhando
9 horas por dia, quantos trabalhadores sdo necessa-
rios, trabalhando 6 horas por dia, para atingir a mesma
producdo?

Enem 2019 O Sistema Métrico Decimal € o mais
utilizado atualmente para medir comprimentos e dis-
tancias. Em algumas atividades, porém, é possivel
observar a utilizacdo de diferentes unidades de medi-
da. Um exemplo disso pode ser observado no quadro.

Polegada 2,54 centimetros
Jarda 3 pés
Jarda 0,9144 metro

Assim, um pé, em polegada, equivale a
a) 0,1200. c) 1,0800.
b) 0,3048. d) 12,0000.

e) 36,0000.
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Enem 2019 Para contratar trés maquinas que fardo

o reparo de vias rurais de um municipio, a prefeitura

elaborou um edital que, entre outras clausulas, previa:

e Cada empresa interessada so6 pode cadastrar
uma unica maquina para concorrer ao edital;

* O total de recursos destinados para contratar o
conjunto das trés méaquinas é de R$ 31 000,00;

* O valor a ser pago a cada empresa sera inversa-
mente proporcional a idade de uso da maquina
cadastrada pela empresa para o presente edital.

As trés empresas vencedoras do edital cadastra-

ram maquinas com 2, 3 e 5 anos de idade de uso.

Quanto recebera a empresa que cadastrou a maquina

com maior idade de uso?

a) R$3100,00

b) R$ 6000,00

c) R$6200,00

d) R$ 15000,00

e) R$ 15500,00

Unicamp-SP A quantia de R$ 1 280,00 devera ser divi-

dida entre 3 pessoas. Quanto recebera cada uma, se:

a) A divisdo for feita em partes diretamente propor-
cionaisa8,5e 77

b) A divisdo for feita em partes inversamente propor-
cionaisab,2e 10?

Regra de trés composta

Quando temos em um problema mais de duas gran-
dezas relacionadas, o0 método de resolug¢do é o que
chamamos de regra de trés composta. Para isso, traba-
Iharemos as anélises das grandezas em relagao ao tipo
de proporcionalidade (direta ou inversa), usando as setas
como orientacdo, e um método pratico de resolucdo. Vamos
estudar esse método nos exercicios resolvidos a seguir.

resolvidos

4. Unifor-CE Se 6 impressoras iguais produzem 1 000
panfletos em 40 minutos, em quanto tempo 3 dessas
impressoras produziriam 2000 desses panfletos?

Resolucdo:

Primeiro passo, identificacdo das grandezas, monta-
gem do quadro e identificacdo da variavel.

Impressoras ‘ Panfletos Tempo (min)
6 1000 40
3 2000 X

O segundo passo consiste em relacionar a grande-
za que possui a incognita com cada uma das outras
grandezas separadamente, ou seja, determinar se
as grandezas tempo e panfletos sdo direta ou in-
versamente proporcionais, e depois as grandezas
tempo e impressoras, utilizando analisar as setas como
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orientacdo. Como padrdo, desenhamos uma seta para
baixo na grandeza da variavel. Analisando as grande-
zas tempo e panfletos, se precisamos produzir mais
panfletos, entdo precisamos de mais tempo. Logo,
panfleto e tempo sdo grandezas diretamente propor-
cionais e, por isso, desenhamos uma seta no mesmo
sentido (para baixo) na coluna da grandeza “Panfle-
tos”. Depois, analisando as grandezas impressoras
e tempo, se diminuirmos o nimero de impressoras,
precisamos de mais tempo para realizar o trabalho,
ou seja, grandezas inversamente proporcionais. Logo,
desenhamos uma seta no sentido contrario (para cima)
na coluna da grandeza “Impressoras”.

5 T 1000
3 2000

Agora, vamos a montagem da equagdo. Vimos
anteriormente que, para grandezas diretamente pro-
porcionais, a razdo € constante e, para grandezas
inversamente proporcionais, o produto € constante.
Logo, faremos a razdo entre tempo e panfletos mul-
tiplicada por impressoras. Assim, a primeira linha fica

Panfletos Tempo (min)

40 : X
1000 6 e a segunda linha fica 5000 3. lgualando,
temos:
3x 240 3x

= =

2060 1080

Portanto, sao necessarios 160 minutos.

. UFRGS Se forem empregados 4 kg de fios para te-

cer 14 m de uma maquete de fazenda com 80 cm de
largura, quantos quilogramas serdo necessarios para
produzir 350 m de uma maquete de fazenda com
120 cm de largura?

Resolucdo:

Identificando as grandezas, a varidvel e montando o
quadro, temos:

Comprimento (m) | Largura (cm)

4 14 80
X 350 120

Agora, vamos analisar separadamente a grandeza
fios com comprimento e, depois, fios com largura. Se
aumentarmos o comprimento, precisaremos de mais
fios, logo, as grandezas sdo diretamente proporcio-
nais. Se aumentarmos a largura, precisaremos de mais
fios, logo, também temos grandezas diretamente pro-
porcionais. Assim, o esquema com as flechas fica:

Comprimento (m)

80
X 350 120



Como todas as grandezas sao diretamente proporcio-
nais, temos que a razdo entre a grandeza fios pelas
grandezas comprimento e largura é sempre cons-

e da

tante, entdo, da primeira linha, temos
. . - 80

segunda linha, temos 350 - 120"

Enem Uma indUstria tem um reservatério de agua
com capacidade para 900 m®. Quando ha necessida-
de de limpeza do reservatorio, toda a dgua precisa ser
escoada. O escoamento da &gua é feito por seis ralos,
e dura 6 horas quando o reservatdrio estd cheio. Esta
inddstria construird um novo reservatorio, com capa-

cidade de 500 m?, cujo escoamento da &dgua deverd
ser realizado em 4 horas, quando o reservatério es-
tiver cheio. Os ralos utilizados no novo reservatoério
deverdo ser idénticos aos do ja existente. A quanti-
dade de ralos do novo reservatério devera ser igual a

Repare que, nesse exemplo, como temos duas gran-
dezas diretamente proporcionais a incognita x, ambas
devem dividi-la; isso implica o produto entre elas no
denominador.

Igualando as razdes e resolvendo a equacao, temos:

X B 4 X 4 B a) 2 d) 8
= — == = x =
350 120  @-80 a2000 1 20T X=10 b) 4 e o
Portanto, s&o necessarios 150 kg de fios. c) 5
Porcentagem

Porcentagem é uma forma de representar uma razao,
sendo seu uso muito frequente em nosso cotidiano. A pa-

Enem 2017 Uma indUstria tem um setor totalmente lavra “porcentagem” remete a “por cem”, uma razdo cujo
p

automatizado. Sao quatro maquinas iguais, que tra- denominador é cem. Assim, podemos dizer que p% = ——.
balham simulténea e ininterruptamente durante uma /100
jornada de 6 horas. Apés esse periodo, as maquinas Logo, podemos afirmar que porcentagem nada mais € que
sdo desligadas por 30 minutos para manutencdo. Se
alguma maquina precisar de mais manutencao, ficara
parada até a proxima manutencdo.

Certo dia, era necessario que as quatro maquinas
produzissem um total de 9 000 itens. O trabalho co-
mecou a ser feito as 8 horas. Durante uma jornada de
6 horas, produziram 6 000 itens, mas na manutengao
observou-se que uma maquina precisava ficar parada.
Quando o servico foi finalizado, as trés maquinas que
continuaram operando passaram por uma nova ma-
nutencdo, chamada manutencao de esgotamento. Em
que horéario comecou a manutencdo de esgotamento?

uma razdo cujo denominador € 100 e, para resolvermos os
problemas, podemos aplicar a ideia de proporcdo.

Porém, antes de trabalharmos exercicios que envolvam
calculos percentuais, precisamos dominar a transformacado
da representacdo percentual para a fracionaria ou decimal,
isso porque na parte operacional essas formas sdo mais uti-
lizadas. Também é importante saber transformar um decimal
na sua representacdo percentual, pois em alguns momentos
isso serad necessario para resolucdo dos problemas.

resolvidos

a) 16h45min
b) 18h30min 6. E§chva na formta de fragt)ég irredutivel e na forma de-
. cimal as porcentagens abaixo.
Z)) ;?E?gg:: a) 12% c) 20% e) 200%
b) 5% d) 127% f) 0,4%
e) 22h30min
Resolucdo:

Enem Uma escola lancou uma campanha para seus
alunos arrecadarem, durante 30 dias, alimentos nao
pereciveis para doar a uma comunidade carente da
regido. Vinte alunos aceitaram a tarefa e nos primeiros a) 12%= P2 _ 3 _ 0,12

Para tal conversao, trabalhamos a ideia de que por-
centagem vem de “por cem”, logo:

10 dias trabalharam 3 horas diérias, arrecadando 12 kg 100 25

de alimentos por dia. Animados com os resultados, . 5 1

30 novos alunos somaram-se ao grupo, e passaram b) 5%= 155 = 50 = 005

a trabalhar 4 horas por dia nos dias seguintes até o

término da campanha. c) 20%= 20, 1. _ 0.2

Admitindo-se que o ritmo de coleta tenha se mantido 100

constante, a quantidade de alimentos arrecadados ao 127

final do prazo estipulado seria de? d) 127%= 100 127

a) 920 kg. 8:
b) 800 kg. e) 200% =220 _> z
¢) 720kg. 100 }?_,
d) 600 kg. 04 _ 4 _ 1 _ z
) 570kg. f) 04%= 00 - 1000~ 350 ~ 0,004 E
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7. Represente na forma percentual os nimeros racionais
abaixo:

a) 0,25 d) 1

b) 0,02 e) 1,43

c) 02 f) 0,0005
Resolucdo:

Para encontrarmos a representacdo percentual de um
ndmero racional, basta criarmos uma razdo, colocando
o numero 1 abaixo do valor e multiplicar numerador e
denominador por cem. Assim, encontraremos a fracdo
“por cem” que nos leva a representacao percentual.

a) % = % = 25%

b) O’?2 - % = 2%

c) % - % = 20%

d) 1 % —~ 100%

e) ﬁ = % =143%

) 0’0?05 = % = 0,05%

Nos itens a seguir, transforme os ndmeros que estao
na forma percentual em decimal e 0s que estdo na
forma decimal em percentual.

a) 32% g) 089
b) 10% h) 0,3
o) 12,3% i) 003
d) 0,0034% )o12
e) 150% k| 5

f)  300% ) 0,002

Resolva as operacdes deixando o resultado na forma
percentual.

a) 25%
b) (10%)°

Unifor-CE 2020 Ao se comparar, por meio de porcen-
tagem, dois cursos, A e B, que preparam alunos para
0 exame do ENEM, obtivemos que o curso A aprovou
96 de seus 640 alunos e o curso B aprovou 72 de
seus 450 alunos. Sendo assim, podemos afirmar que
o percentual de aprovacdo de A é:

a) 22% superior ao do curso B.
b) igual ao do curso B.

c) 4% inferior ao do curso B.
d) 1% inferior ao do curso B.
e) 1% superior ao do curso B.
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Operacdes com porcentagem

Sendo porcentagem uma razdo, podemos utilizar a
ideia de proporcao e a regra de trés para resolver os exer-
cicios. Porém, podemos simplificar a forma de se calcular
rapidamente um valor, dada a porcentagem ou o percentual
de um valor em relagao ao todo.

Exemplos:
a. Calcule o valor de 15% de 300.

Seja x 0 valor a ser calculado. Uma vez que 15% pode
ser representado como uma razao, existe outra razdo pro-

) 15 . ( ) .
porcional a 00 cujo numerador € x e o denominador €
x x 15
300, entao, ﬁ = 100

Resolvendo a equacdo, temos: x = 45.
Basicamente o que fizemos foi montar e resolver uma

regra de trés, em que 100% corresponde a 300 e 15% a

X 300
= | f === = 45,
x. Estruturando de tal forma, temos i 00 " ex 5
No exemplo acima podemos, nas duas proporcdes, iso-
15

lar x, chegando na igualdade x = 00 -300 e eis nossa

regra pratica. Para calcularmos o valor, dada uma porcen-
tagem, basta multiplicarmos a porcentagem na sua forma
fracionaria (ou decimal) pelo valor que corresponde ao todo.
Em outras palavras, sendo x o valor da porcentagem p%
de um total T, temos:

_ _hk

= m . T

b. Qual percentual representa 54 em relacdo a 2167
Como porcentagem é a razao entre dois valores, para

se determinar qual o percentual que 54 representa de

216, podemos pensar na proporgao Py 24 em que

100 216"
p representa o numerador da fracdo por cem relacionada

a proporcao da fragdo do segundo membro, em outras
palavras, a porcentagem de 54 em relagdo a 216.

Resolvendo a equagao, chegamos em p = 25%.

O conceito de regra de trés também se aplica aqui,
sendo 216 o valor total, ou 100%, e 54 a parte em que se
100 _ p
216 54
Apesar de montarmos a propor¢ao de forma diferente, ob-

X

busca o percentual, ou p. Assim, chegamos em

temos o mesmo valor, p = 25%.

Nesse exemplo podemos, em ambas proporgdes, iso-
54

lar p, chegando na igualdade p = 6 100, sendo esta

a forma pratica para o célculo da referéncia percentual de
um valor sobre um todo, entdo, devemos dividir a parte pelo
todo e multiplicar por 100 o resultado. Assim, o percentual
p que um valor x representa de um todo T é:

p:§-100%

Note que colocamos o simbolo % no nimero 100. Quan-
do realizamos a divisdo entre x e T o resultado ja € o valor
percentual, porém na sua forma decimal, desta forma, para
transformarmos na representacdo percentual, multiplicamos
a razao por “cem por cento”.



Aumentos ou descontos

Nao é raro a porcentagem ser utilizada para represen-
tar aumentos ou descontos de valores. Nesses casos, €
muito comum realizarmos inicialmente o calculo do aumento
ou desconto, para posteriormente somarmos ou subtrair-
mos, respectivamente, do valor original. Porém, novamente,
podemos simplificar o processo com uma Unica operacao.
Além de ganharmos tempo, essa forma simplificada nos
auxiliard em exercicios cujo valor inicial, aquele no qual o
aumento ou o desconto incidird, ndo € conhecido.

resolvidos

8. Um determinado produto, cujo custo inicial era de
R$ 1000,00, teve um aumento de 15%. Qual o novo
valor do produto apds esse aumento?

Resolucdo:

O raciocinio é: quem comprar este produto ndo
pagara mais 100% de seu valor pois, com o acrésci-
mo de 15%, o valor do produto passou a ser 115%
do que era, entdo, o consumidor pagara 115% de

R$ 1000,00. Sendo x o valor apés 0 aumento, temos

X = % -1000 =1150. Assim, o novo valor é de
R$ 1150,00.

9. Um antibidtico atua em uma cultura de bactérias impe-
dindo que estas se multipliquem e também reduzindo
tal cultura em 10% a cada hora. Sendo 10 000 o nu-
mero inicial de bactérias, apds 1 hora da aplicacdo do
antibidtico, qual o nimero de bactérias nesta cultura?

Resolucdo:

Podemos considerar que, inicialmente, tinhamos
100% da cultura, o que corresponde ao valor total.
Com a entrada do antibiético, apds uma hora ndo
teremos mais 100% da cultura, uma vez que 10%
morrera, entdo, teremos 90% dessa cultura. Logo,
sendo x o valor final de bactérias apds 1 hora, temos:
90
X = 00 -10000 = 9000.

Portanto, ap6s 1 hora havera 9000 bactérias na cultura.

Nos dois exercicios anteriores, vimos que os valores
percentuais, de aumento ou desconto, se relacionam com
o valor total, 100%, adicionando o percentual de variacado,
quando este for aumento, ou subtraindo, quando for des-
conto. No caso do exercicio 8 calculamos 100% + 15% =
= 115%, uma vez que era um aumento, e no exercicio 9,
100% — 10% = 90%, uma vez que era um desconto. De
modo geral, seja Vo valor final, apods a variagdo percentual
p% aplicada sobre V,, o valor inicial, temos:

V; = V,(100% * p%)
A fim de simplificar o raciocinio, podemos dizer que
F=(100% + p%) , sendo F o fator de correcdo, ou seja, a

mudanca percentual que incidird sobre o valor inicial. Lem-
brando que o sinal de mais representa aumento e o sinal
de menos, desconto, entdo temos:

Vi =V -F

resolvido

10. Apds um aumento de 18%, um produto passou a
custar R$ 295,00. Qual o valor do produto antes do
aumento?

Resolucdo:

Seja x o valor do produto antes do aumento, ou se€ja,
o valor inicial. Apés o aumento, temos o valor final:
R$ 295,00. Como o aumento foi de 18%, o produto
passa a valer 100% + 18% = 118% do valor do pro-
duto antes do aumento, entdo, 118% € nosso fator de

correcdo F.

Assim, 295 = x(118%) = 295 = x - % = 295=x-118.
_ 295 _

Logo, x = 8 250.

Portanto, o valor do produto antes do aumento era de
R$ 250,00.

UEG-GO 2021 Pedro comprou trés calcas pelo pre-
co unitario de R$ 82,00 e cinco camisas pelo preco
unitario de R$ 110,50. Como pagou a vista, ele teve
desconto de 15% no preco das calgas e 18% no preco
das camisas. Nessas condicdes, o valor total de des-
contos nas compras foi

a) R$ 119,77 d) R$ 136,35
b) R$ 122,57 e) R$ 138,35
c) R$ 128,77

Unesp 2018 O gréafico indica o numero de vitimas
fatais no transito de uma grande cidade em 2017. Os
dados estao distribuidos por quatro faixas etarias e
por trés categorias de locomocao dessas vitimas:
pedestres, ciclistas e motociclistas.
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Nesse ano, a porcentagem de vitimas fatais que se deslocavam de bicicleta e tinham menos de 30 anos, em relagao
ao total de vitimas das quatro faixas etarias e das trés categorias de locomogao, foi de

a) 15,6% b) 21,6% c) 30% d) 12,5% e) 27.2%

Enem 2018 Devido ao ndao cumprimento das metas definidas para a campanha de vacinagao contra a gripe comum e
o virus HINTem um ano, o Ministério da Salde anunciou a prorrogagao da campanha por mais uma semana. A tabela
apresenta as quantidades de pessoas vacinadas dentre 0s cinco grupos de risco até a data de inicio da prorrogacdo
da campanha.

. Populacéo Populacdo ja vacinada
Grupo de risco .

(milh&o) (milhdo) (%)
Criancas 45 09 20
Profissionais de saude 20 10 50
Gestantes 25 15 60
Indigenas 0,5 04 80
ldosos 20,5 8,2 40

Disponivel em http:/portalsaude.gov.br. Acesso em: 16 ago. 2012.

Qual é a porcentagem do total de pessoas desses grupos de risco ja vacinadas?
a) 12 b) 18 c) 30 d) 40 e) 50

Uema 2020 O quadro ao lado representa o custo médio mensal de ragdo para cdes em um hotel. Um casal adulto da

raca Boxer e uma cadela adulta da raga Yorkshire ficardo dois meses no hotel para cdes. O custo médio das racdes
consumidas pelos cdes representa 34% da mensalidade a ser paga.

Yorkshire R$ 14,00

Boxer ‘ R$ 78,00

O gasto total, em reais, por um periodo de dois meses, sera de

a) R$ 500,00 d) R$971,42
b) R$ 800,00 e) R$ 790,70
c) R$ 1000,00

Enem 2016 O grifico mostra a média de produgdo didria de petréleo no Brasil, em milhdo de barris, no periodo de 2004
a2010.
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Estimativas feitas naquela época indicavam que a média de produgao didria de petréleo no Brasil, em 2012, seria 10% su-
perior a média dos trés dltimos anos apresentados no grafico.

Disponivel em: http://blogs.estadao.com.br. Acesso em: 2 ago. 2012.
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Se essas estimativas tivessem sido confirmadas, a média de producdo diaria de petréleo no Brasil, em milhdo de
barris, em 2012, teria sido igual a

a) 1,940. d) 2,420.
b) 2,134. e) 6,402.
c) 2,167

Unicamp-SP 2014 A pizza é, sem dlvida, o alimento preferido de muitos paulistas. Estima-se que o consumo didrio
no Brasil seja de 1,5 milhdo de pizzas, sendo o Estado de Sdo Paulo responséavel por 53% desse consumo. O gréafico
abaixo exibe a preferéncia do consumidor paulista em relacdo aos tipos de pizza.

18%

@ Mozarela
@ Calabresa
Marguerita
22% Outras

25%

a) Se ndo for considerado o consumo do Estado de Sdo Paulo, quantas pizzas sdo consumidas diariamente no Brasil?
b) Quantas pizzas de mozarela e de calabresa sdo consumidas diariamente no Estado de Sao Paulo?

Unicamp-SP 2018 A tabela abaixo exibe o valor das mensalidades do Ensino Fundamental em trés escolas particu-
lares nos anos de 2017 e 2018:

2017 R$ 1000,00 R$ 1200,00 R$ 1500,00

2018 R$ 1150,00 R$ 1320,00 R$ 1680,00

a) Determine qual escola teve o maior aumento percentual nas mensalidades de 2017 para 2018.

b) Uma familia tem trés filhos matriculados na Escola B. Suponha que essa escola ofereca um desconto de 10% na
mensalidade para o segundo filho e de 20% para o terceiro filho. Calcule o valor a ser gasto mensalmente com
os trés filhos em 2018.

Aumentos e/ou descontos sucessivos

Em muitos problemas que envolvem porcentagens, € comum que haja mais de um percentual aplicado em sequéncia a
um mesmo valor. Nessas situacdes € a aplicacao da segunda varia¢cdo percentual deve ser feita sobre o valor determinado
apos a primeira aplicacdo do fator de correcdo, ou seja, sobre o valor atualizado. Observe o exercicio resolvido a seguir.

resolvido

11. Em fevereiro, o preco de um produto era R$ 500,00. Em marco, houve um aumento de 10% no valor do produto. Em
abril, houve mais um aumento, agora de 20%. Qual o valor do produto apds o aumento de abril?

Resoluc¢do:

O valor inicial é de R$ 500,00, que incidird o primeiro fator de correcdo F, = (100% + 10%) = 1,10. Logo,
Viarco = 900 - Fy =500 - 1,1 = 550 (preco em marco).

Como em abril houve um aumento de 20%, temos um segundo fator de correcao F, = (100% + 20%) = 1,2.

Assim, V,; = 550 - F, = 550 + 1,2 = 660.

Portanto, o valor final, apds os dois aumentos, é R$ 660,00.
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Podemos simplificar a resolucdo de questdes com essa caracteristica. Repare que o valor inicial do exercicio anterior
foi multiplicado por 1,10 (primeiro fator de correcdo) e seu resultado multiplicado por 1,2 (segundo fator de correcdo).
Assim, representando o produto dos dois fatores diretamente, temos:

V,

abril

=500-11-12=550"-12 =660
550

Resumindo, se sobre o valor inicial V, forem aplicados F,, F,, ..., F, fatores de correcdo, podemos chegar ao valor final
fazendo o produto de V, com cada fator de correcdo:

V, =V, - FF o F

n

Apesar de termos trabalhado apenas com aumentos no exercicio anterior, podemos ter fatores de correcao que re-
presentam descontos, tal como vimos em outros momentos.

Enem 2019 Segundo o Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE), o rendimento médio mensal dos trabalhadores
brasileiros, no ano 2000, era de R$ 1250,00. Ja o Censo 2010 mostrou que, em 2010, esse valor teve um aumento de 7,2%
em relagdo a 2000. Esse mesmo instituto projeta que, em 2020, o rendimento médio mensal dos trabalhadores brasileiros
podera ser 10% maior do que foi em 2010.

IBGE. Censo 2010. Disponivel em: www.ibge gov.br.
Acesso em: 13 ago. 2012 (adaptado).

Supondo que as projecdes do IBGE se realizem, o rendimento médio mensal dos brasileiros em 2020 seréd de
a) R$ 1340,00. d) R$ 1465,00.

b) R$ 1349,00. e) R$ 1474,00.

c) R$ 1375,00.

Unicamp-SP 2019 Os precos que aparecem no cardapio de um restaurante ja incluem um acréscimo de 10% refe-
rente ao total de impostos. Na conta, o valor a ser pago contém o acréscimo de 10% relativo aos servigos (gorjeta).
Se o valor total da conta for p reais, o cliente estara desembolsando pelo custo original da refeicdo, em reais, a quan-

tia de
o) .
= p-08
3 120 )
b) 121 d p-0

Unicamp-SP 2018 Dois anos atras certo carro valia R$ 50.000,00 e atualmente vale R$ 32 000,00. Supondo que o
valor do carro decresca a uma taxa anual constante, daqui a um ano o valor do carro seré igual a

a) R$25600,00. c) R$23000,00.

b) R$ 24400,00. d) R$ 18000,00.

Enem 2013 Para aumentar as vendas no inicio do ano, uma loja de departamentos remarcou 0s precos de seus pro-
dutos 20% abaixo do prego original. Quando chegam ao caixa, os clientes que possuem o cartdo fidelidade da loja
tém direito a um desconto adicional de 10% sobre o valor total de suas compras.

Um cliente deseja comprar um produto que custava R$ 50,00 antes da remarcacdo de precos. Ele ndo possui o car-
tdo fidelidade da loja.

Caso esse cliente possuisse o cartdo fidelidade da loja, a economia adicional que obteria ao efetuar a compra, em
reais, seria de

a) 15,00. c) 0,00. e) 4,00

b) 14,00. d) 5,00.

PUC-Rio 2021 Em janeiro, 100 gramas de adamantium custavam R$ 20 000,00. Em fevereiro o preco caiu em 5%. Em
marco o preco subiu 5%.

Quanto custam 500 gramas de adamantium em abril?

a) R$99750,00 c) R$ 100750,00

b) R$ 100250,00 d) R$101237,00
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CAPITULO

Triangulos retangulos

O estudo de poligonos é fundamental em sua preparacdo para os vestibulares e o
Enem, principalmente os triangulos. Neste capitulo, trabalharemos dois conceitos
relacionados a triangulos retangulos que sao muito importantes: o teorema de Pi-
tdgoras e as relagdes trigonométricas. Existem outras classificagdes para triangulos
em relacdo aos angulos e lados, bem como outras relagdes métricas e trigonométri-
cas que serdo estudadas ao longo do ano letivo, porém as relagdes desenvolvidas
neste capitulo servirdo de base para estudos posteriores.
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Triangulos

Inicialmente vamos definir e apresentar algumas carac-
teristicas e elementos em relagao a esse poligono. Triangulo
é a regido plana formada pela unido de trés segmentos que
possuem, dois a dois, um ponto em comum, sendo esses
trés pontos distintos entre si. Também podemos definir um
triangulo como a regido delimitada pelos segmentos de
extremos em trés pontos distintos e ndo colineares, ou seja,
que ndo estao contidos em uma mesma reta.

A

Normalmente nomeamos os vértices, os trés pontos
ndo colineares que delimitam o espaco no plano que cha-
mamos triangulo, com letras mailsculas. Cada vértice é
comum a dois lados do triangulo, sendo que tais lados, jun-
tamente com o vértice comum, determinam um angulo. Os
triangulos possuem trés angulos, que podemos nomear com
a letra do vértice correspondente com o acento circunflexo
sobre ela, por exemplo, A, B e C. Também é comum, para
nomear os angulos, utilizar letras gregas, como «, B ey, ou
ainda o uso das trés letras que nomeiam os vértices, sendo
a letra central a que corresponde ao angulo, por exemplo,
BAC é o angulo do vértice A e ACB, o do vértice C.

A classificacdo dos triangulos

Podemos classificar os triangulos em relacdo aos seus
lados e angulos internos.

Classificacao em relacao aos lados

Sdo trés as classificagdes em relagdo aos lados.

Triangulo equildtero: possui os trés lados congruen-
tes (de mesma medida) e, como caracteristica importante,
possui 0s trés angulos internos congruentes medindo 60°.
Note que podemos representar a igualdade das medidas
dos lados graficamente na figura abaixo, com tracos nos
segmentos.

Exemplo:

60°

60° 60°

Tridngulo isésceles: possui dois lados congruentes
e, como caracteristica importante, os angulos adjacentes
a base sdo congruentes. Vale ressaltar aqui, o que cha-
mamos base em um triangulo isosceles € o terceiro lado.
Na imagem a seguir, o lado BC € a base do triangulo isos-
celes ABC, uma vez que os lados AB e AC s&o os lados
congruentes.
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Exemplo:

A
B
o o
B C

Tridngulo escaleno: possui os trés lados ndo congruen-
tes, ou seja, de medidas diferentes.

Exemplo:
A

Classificacao em relacdo aos angulos

Sdo trés as classificacdes em relagdo aos angulos de
um triangulo.

Acutangulo: os trés angulos internos sao agudos, ou
seja, menores que 90°.

Exemplo:
80°
60° 40°

Obtusangulo: um dos trés angulos internos € obtuso,
isto €, maior que 90° e menor que 180° sendo 0s outros
dois agudos.

Exemplo:

OO
130 o

Retangulo: um dos trés angulos internos € reto, ou seja,
mede 90°, sendo 0s outros dois agudos. A representagao
desse angulo reto geralmente é feita com um quadrado e
um ponto em seu centro, no vértice que corresponde a ele.

Exemplo:

50°
j 40°




Teorema angular de Tales

Um resultado muito importante para triangulos é o
teorema angular de Tales, que diz que a soma das medidas
dos angulos internos de todo triangulo € 180°. Na figura:

C

®+ B +y = 180°

O tridngulo retangulo

Como vimos anteriormente, um triangulo € chamado
retdngulo quando possui um angulo reto, ou seja, um an-
gulo de 90°. Para esse triangulo, nomeamos os lados que
formam o angulo reto de catetos e o lado oposto ao angulo
reto de hipotenusa.

hipotenusa

cateto

Kl

cateto

Também é interessante notar que, pelo teorema angu-
lar de Tales, a + B = 90°, ou seja, a soma das medidas dos
outros dois angulos de um tridngulo retangulo é igual a 90°.

0 teorema de Pitagoras

Pitagoras, filésofo e matematico grego, foi quem for-
malizou e demonstrou o resultado do teorema que leva
seu nome, porém estudos sugerem que o algoritmo ja era
utilizado por matematicos babilénicos e até por outros po-
vos centenas de séculos antes.

O que Pitagoras notou e formalizou foi que, em trian-
gulos retangulos, a area do quadrado cujo lado é igual ao
da hipotenusa é equivalente a soma das areas de dois qua-
drados, cada um de lado igual a um dos catetos. Sabendo
que a area de um quadrado é igual a medida do seu lado
ao quadrado e, considerando a hipotenusa de medida a,
e 0s catetos de medidas b e ¢, temos:

dd=p+c

Esta é a relacdo que conhecemos como teorema de
Pitdgoras.

Esse teorema possui muitas aplicagdes: na geometria
plana, tais como o célculo de expressdes para a medida
da diagonal de um quadrado ou a altura de triangulos
equildteros; na geometria espacial, na obtencdo de ex-
pressdes para diagonais de paralelepipedos; na geometria
analitica, no célculo da distancia entre pontos no plano

cartesiano; na trigonometria, no que conhecemos como
relagao fundamental da trigonometria; além de aplicagdes
em outras areas do conhecimento, como a Fisica. Isso
mostra a importancia desse teorema e como ele pode ser
usado nas questdes que envolvem triangulos retangulos.

resolvidos

1. Determine a medida da hipotenusa de um triangulo
retdngulo cujos catetos medem 4 cm e 6 cm.

Resolugao:

Seja x a medida da hipotenusa. Pelo teorema de Pita-
goras, temos:
x? =42 +6°=x*=16+36

x2 =52= x = +/52

Como x € a medida de um segmento, entdo x > 0. As-
sim, simplificando a raiz, obtemos x = 2413 cm.

2. Um avido decola percorrendo 1000 m na posicdo in-
clinada. Sabendo que seu deslocamento horizontal
durante este periodo foi de 800 m, determine a altura
do avido nesse momento.

Resolugao:

Vamos fazer um esquema para entender melhor a si-
tuagdo-problema.

1000 m

800m A

A altura do avido é a menor distancia entre a posicao do
avido apos percorrer 1000 metros, ponto C, e o chdo,
ponto A. Essa distancia forma, junto com o deslocamento
horizontal e o inclinado, um triangulo retangulo, cujo ca-
teto CA indica a altura do avido, que chamaremos de h.
Pelo teorema de Pitagoras, temos:

1000% = 800° + h? = h? = 360000 = h = 600

Portanto, a altura do avido € de 600 metros.

3. Sabendo que a hipotenusa e um cateto de um triangu-
lo retangulo medem, respectivamente, 5k e 3k, onde
k € R;, determine a medida do outro cateto.

Resolucgao:

Seja x a medida do cateto a ser calculado. Pelo teore-
ma de Pitagoras, temos:
(5k)? = (3k)> + x°
25k? = 9k? + x? = x? =16k? = x = 4k
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O resultado do exercicio resolvido 3 é muito frequen-
te em questdes que envolvem triangulos retdngulos. Todo
conjunto de trés nimeros naturais que satisfaz o teorema de
Pitagoras forma um terno, ou trinca, pitagérico. No caso
do exercicio anterior, temos a trinca (3k, 4k, 5k), que indica
um terno dos multiplos, para uma mesma constante k, de 3, 4
e 5. Por exemplo, se k = 2, o terno (6, 8, 10) também satisfaz
o teorema de Pitdgoras.

Os principais ternos pitagoéricos sao (3, 4, 5) e seus
multiplos (6, 8, 10), (9, 12, 15), (12, 16, 20) e (15, 20, 25).

resolvidos

4. Determine a medida da diagonal de um quadrado de
lado a.

Resolucgao:

A diagonal de um quadrado o divide em dois triangu-
los retangulos cujos catetos medem a. Sendo assim,
seja d a diagonal, temos:

= +d*=2d*=2°=d=a\2

O resultado desse Ultimo exercicio resolvido genera-
liza a medida da diagonal de um quadrado em fungao de
seu lado. O uso dessa relagcdo € muito comum e, a partir
de agora, podemos recorrer direto a ela na resolugao de
exercicios.

Outro resultado interessante que obtemos pelo teo-
rema de Pitagoras é a altura de um triangulo equilatero.

5. Determine a altura h de um tridngulo equildtero em
funcdo de seu lado a.

Resolugao:

A altura de um triangulo equilatero é perpendicular a
base e a divide em dois segmentos de mesma me-
dida, logo, como podemos observar na figura abaixo,
temos um triangulo retangulo cuja hipotenusa mede a,

sendo os catetos h e g,

a a

2 2
Logo:

(o) o
a?=hn+ l = J =d=hn+ T Isolando h, temos:
302 O\"’é
h===h=
4 2
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Considere um triangulo retangulo de hipotenusa x e
catetos y e z. Determine:

a) x,sendoy=6ez=238

b) x,sendoy=15ez =20

c) y,sendox=8ez=6

d) z,sendox=13ey=05

e) x,sendoz=13ey=05

f) z,sendox=2ey=1

g) y,sendo x=2\2 ez=2

Determine a medida da diagonal de um quadrado de
lado 5v/2 cm.

Determine a medida do lado de um quadrado cuja
diagonal mede 4 cm.

Determine a altura de um triangulo equilatero de lado
3cm.

Determine a medida do lado de um triangulo equilate-
ro cuja altura mede 3 cm.

Enem Na figura abaixo, que representa o projeto de
uma escada com 5 degraus de mesma altura, 0 com-
primento total do corrimdo é:

30
‘ cm

£ : corriméo
o ‘
o .
v _:24 cm
«——*>acm T A
‘ 24 cm
" R4 cm (EJ
— ' o
24 cm o
: J
a) 1.8m d) 2,1m
b) 19m e) 22m
c) 20m

Ufla-MG Qual deve ser a altitude do baldo para que
sua distancia ao topo do prédio seja de 10 km?

p ~.__‘!Okm
0
|
200m D
O
g
8 km
a) 6km c) 11200m e) 5km
b) 6200 m d) 4km



Apds um acidente, um poste de 8 metros, perpen-
dicular ao plano, quebrou em duas partes, de modo
que a medida da parte do poste ainda fixa ao chao
tem x metros, e a outra parte do poste tocou o chdo a
5 metros de distancia da parte fixa, formando um trian-
gulo retangulo. Determine o valor de x, em metros.

UFG-GO Uma pista retangular para caminhada mede
100 por 250 metros. Deseja-se marcar um ponto P, con-
forme a figura a seguir, de modo que o comprimento do
percurso ABPA seja a metade do comprimento total da
pista. Calcule a distancia entre os pontos B e P.

B P

100 m

A 250 m

Unicamp-SP 2014 (Adapt.) Considere um hexagono,
como exibido na figura abaixo, com cinco lados de
comprimento 1 e um lado com comprimento x. Deter-
mine x.

A trigonometria no triangulo retangulo

A palavra trigonometria significa medida das partes
de um triangulo, e esta relacionada a lados e angulos. No
triangulo retangulo, a trigonometria relaciona a razdo entre
dois de seus lados com um dos angulos internos diferentes
de 90°. E demonstravel, usando semelhanca de tridngulos,
que essa razdo é sempre constante, independentemente das
medidas dos lados do triangulo, desde que nao haja altera-
cao nos valores dos angulos. Podemos, entdo, nomear tais
razdes e, a partir de cada valor angular, criar uma tabela com
o resultado dessas razdes. Com isso, em um triangulo, dados
o valor de um angulo especifico e a medida de apenas um
lado, é possivel determinar os outros dois lados utilizando-se
dos valores conhecidos para as razdes.

Antes de definir as razdes trigonométricas, vamos es-
tudar o posicionamento dos lados em relagao aos angulos.
Para isso, considere o triangulo retangulo a seguir, cujos
angulos agudos medem a e B.

B

A c B

Na definicdo das relagdes trigonométricas hé a necessi-
dade de se especificar qual cateto sera utilizado para montar
arazdo e, para isso, usamos a relagcdo do angulo com o cate-
to. Chamamos cateto adjacente aquele que forma o angulo
junto com a hipotenusa e cateto oposto aquele que esta a
frente do angulo. Note que, dependendo do angulo que se
toma, muda-se a posicdo dos catetos. Para o angulo «a, na
figura, ¢ é cateto oposto, enquanto b € cateto adjacente. Ja
para B, b é cateto oposto e ¢, o cateto adjacente.

Assim, definimos as trés relagdes trigonométricas como
seno, cosseno e tangente, que, para um angulo «, sdo:

medida do cateto oposto

sen(a) = : :
medida da hipotenusa
medida do cateto adjacente
cos(a) = : :
medida da hipotenusa
tgla) = medida do cateto oposto
medida do cateto adjacente
resolvidos

6. Determine os valores de seno, cosseno e tangente
dos angulos a e 3 no tridngulo abaixo.

=]

Resolugao:

Primeiro vamos calcular o cateto desconhecido usan-
do o teorema de Pitdgoras. Sendo x a medida desse
cateto, temos: 10° = x° + 8 = x =6.
ASSim, temos:

6 3

sen(a) = % = %; cos(a) = 0 = c e tg(a) =
sen(B) = = = 2; cos(B)= = = 2 e tg(B) =
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7. No triangulo retangulo abaixo, determine quais sdo as
medidas de g e b sabendo que sen(a) = 0,6 e que
cos(a) = 0O,8.

Resolucao:

Tendo por referéncia o angulo o, sabemos que amedida
do cateto oposto é b, a medida do cateto adjacente
é 12 e a medida da hipotenusa é a. Assim, podemos
usar o cosseno de a para determinar a medida de a.
cos(a) = A2 = 08= 2 = a=15
a a

Sabendo que a hipotenusa mede 15 e um dos cate-
tos mede 12, poderiamos usar o teorema de Pitdgoras
para determinar b, porém também podemos usar a re-
lacdo trigonomeétrica seno.

b

sen(a) = :>O,6=E=>b=9

15
Portanto,a = 15e b = 9.

A tabela de angulos notaveis

Para a grande maioria dos angulos, quando o problema
sugere o uso das relagdes trigonométricas, os valores de
seno, cosseno ou tangente geralmente sao fornecidos no
enunciado. Porém, para alguns angulos especificos é im-
portante conhecer tais valores. Chamamos angulos notaveis
0s seguintes dngulos: 30°, 45° e 60°. Abaixo temos a tabela
que mostra os valores das relacdes trigonomeétricas para
0s angulos notaveis.

V3 2 1
Cosseno —5— ——2— >
Tangente @ 1 \/§

Também existem féormulas, que oportunamente vocé
estudara, que possibilitardo o calculo, a partir dos angulos
notaveis, do seno, cosseno e tangente de alguns outros
angulos.

N&o ha diferenca no processo de resolugcdo de um
exercicio cujo angulo é notavel, mas, pela frequéncia com
que sdo utilizados, vale a pena memoriza-los.
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resolvidos

8. Um avido levanta voo formando com a horizontal um
angulo de 30°. Apds percorrer 3000 metros nessa in-
clinagdo, qual a altura atingida pelo avido?

Resolucao:

Vamos fazer um esquema que ilustre a situacao.

C

3000 m

30° .
B A

A altura atingida pelo avido € a menor distancia en-
tre o ponto C e o ponto A, ou seja, a perpendicular
entre a posicdo do avido e o plano do chdo. Chamare-
mos este cateto de h e, para calcula-lo, podemos usar a
relacao sen(30°), uma vez que queremos calcular o ca-
teto oposto ao angulo de 30° e nos foi dada a medida
da hipotenusa.

|

Sabendo que sen(30°) = =, temos:

sen@0)= L = 1" p_1500
3000 2 3000

Portanto, a altura atingida pelo avido foi 1 500 metros.

9. Uma crianca de 1,20 metro observa o topo de um pré-

dio de altura h sob um dngulo de 60° com a horizontal.
Sabendo que a crianga estd a 20 metros de distancia
do prédio, determine h.

Resolucgao:

Iniciamos montando um esquema para entender me-
Ihor a situacdo-problema.

B
h
AZ\%0 i I
1,2
’Omﬁ [
E 20m D

Na representacao, temos que a altura h do prédio
é o segmento BD, sendo AE a altura da crianca.
Repare que h é dado pela soma das medidas dos
segmentos BC e CD. Como o quadrildtero ACDE é
um retangulo, temos: CD = 1,20 m. Resta, agora,



calcular a medida do segmento BC e, para isso,
podemos usar a relacdo tg(60°), uma vez que quere-
mos determinar o cateto oposto a 60° e possuimos
a medida do adjacente que, por ACDE ser um retan-
gulo, mede 20 m.

Temos:
BC o B3=BC o gc=20/3m
20 20

Assim, a altura do prédio serd dada por:

tg(60°) =

h = (2043 + 1,20) metros

Os parénteses sdo usados para indicar que o resul-
tado da soma € a medida em metros, uma vez que
ndo temos o valor para J3. Apesar de sabermos
que J3 =173, ndo é aconselhdvel usar essa aproxima-
c¢do a ndo ser que o enunciado forneca a informacao
ou que seja pedido, no enunciado, o valor aproximado.

Considere o triangulo retangulo da figura a seguir. De-
termine os valores de seno, cosseno e tangente dos
angulos a e 3.

26

Sabendo que sen(a) = 0,3 e cos(a) = 0,95, determine
as medidas de x e y, aproximando os resultados para
duas casas decimais.

UFPI Um avido decola, percorrendo uma trajeto-
ria retilinea, formando com o solo um angulo de 30°
(suponha que a regido sobrevoada pelo avido seja
plana). Depois de percorrer 1 000 metros, a altura atin-
gida pelo avido, em metros, é:

a) 200

b) 300

c) 350

d) 450

e) 500

PUC-RS Em uma aula pratica de Topografia, os alunos
aprendiam a trabalhar com o teodolito, instrumento
usado para medir angulos. Com o auxilio desse ins-
trumento, é possivel medir a largura y de um rio. De
um ponto A, o observador desloca-se 100 metros na
direcao do percurso do rio, e entao visualiza uma 4r-
vore no ponto C, localizada na margem oposta sob
um angulo de 60°, conforme a figura abaixo.

C

al 60°

100

Nessas condicdes, conclui-se que a largura do rio, em
metros, é:

a) 1003
3

1003

b) —>

c) 10043
503
Q 5=
e) 200

Mackenzie-SP (Adapt.) Se, na figura, AD = BE = 32
e CF = 146 , entdo a medida de DE é:

A B
C D E F
a) 8V6
b) 1046
c) 126
d) 28
e) 145

8
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Aeroporto =

Unifor-CE Sobre uma rampa de 3 m de comprimento
e inclinacao 30° com a horizontal, devem-se construir
degraus de altura 30 cm. Quantos degraus devem ser
construidos?

5
—~
P
a) 4 d 7
b) 5 e) 8

c) 6

Unicamp-SP Ao decolar, um avido deixa o solo com
um angulo constante de 15°. A 3,8 km da cabeceira da
pista existe um morro ingreme. A figura abaixo ilustra
a decolagem, fora de escala. Podemos concluir que o
avido ultrapassa o morro a uma altura, a partir da sua
base, de

-
.=

a) 3,8-tg(15° km c) 3,8-cos(15° km
b) 3,8 :sen(15° km d) 3,8-sec(15°km

Enem Para determinar a distancia de um barco até a
praia, um navegante utilizou o seguinte procedimen-
to: a partir de um ponto A, mediu o angulo visual a
fazendo mira em um ponto fixo P da praia. Mantendo
o barco no mesmo sentido, ele seguiu até um ponto
B de modo que fosse possivel ver o mesmo ponto P
da praia, no entanto sob um angulo visual 2«. A figura
ilustra essa situacdo.

Trajetoria do barco

Suponha que o navegante tenha medido o angulo
a = 30° e, ao chegar ao ponto B, verificou que o barco
havia percorrido a distancia AB = 2 000 m. Com base
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nesses dados e mantendo a mesma trajetoria, a me-
nor distancia do barco até o ponto fixo P serd
a) 1000m d) 2000 m

b) 100043 m e) 200043 m

5

o 20003 m
3

FGV-RJ (Adapt.) Em um tridangulo retangulo ABC, o
cateto AB mede o triplo do cateto BC e a € a medida
do angulo interno relativo ao vértice A.

O valor de tg(a) € aproximadamente igual a

a) 03 c) 06 e) 04

b) 0,7 d) 05

Encceja 2018 Um caminhoneiro viajando pelo interior
de seu pais chega a cidade A. No tanque de combusti-
vel do seu veiculo restam somente 10 litros. Seu destino
final é a cidade D e as distancias entre cada uma das
cidades A, B, C e D sdo as indicadas na figura. Somente
existem postos de abastecimento nas cidades C e D.
O veiculo consegue percorrer 5 quildmetros (km) com
um litro de combustivel.
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Desejando fazer o percurso mais curto possivel, mas
sem ficar parado no caminho, o trajeto que ele terd que
escolher para ir de A até D e a distancia a ser percorrida
serao, respectivamente,

a) ABD e 60 km.

b) ACD e 100 km.

c) ABCD e 120 km.

d) ABCD e 140 km.



CAPITULO

Plano cartesiano, graficos e relacoes

Muitas provas, principalmente o Enem, tém privilegiado a cobranca de competéncias e
habilidades, além dos conceitos, em suas questdes, relacionando-as com o cotidiano.
Nessa perspectiva, a leitura, com a interpretacdo e a andlise de gréficos, aparece cada
vez com mais frequéncia.

Neste capitulo, estudaremos inicialmente o plano cartesiano para, em seguida, abordarmos
algumas estratégias para a leitura de graficos.




O plano cartesiano

Antes de estudarmos o plano cartesiano, vamos definir
o conceito de reta numérica ou reta dos nimeros reais,
gue nada mais € que a representacao, em uma reta, dos
elementos do conjunto dos numeros reais. Todo nimero
real esta relacionado a um, e apenas um, ponto na reta real.

|
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T T T T

-3 -2 —1 0 1 2 3 R

E comum a representacdo dos niimeros inteiros na reta
para orientar o posicionamento dos ndimeros racionais e
irracionais, como representado acima.

O plano cartesiano é um sistema formado por duas retas
reais perpendiculares (que formam 90° entre si) com uma
origem em comum. Nomeamos a reta horizontal como eixo
das abscissas, sendo sua representacao feita com a letra x,
e a reta vertical como eixo das ordenadas, representando-a
com a letra y. Considera-se a intersecao dessas retas (pon-
to comum) como a origem do sistema, representada pela
letra O, e a partir dela podemos determinar precisamente
a posicdo de qualquer ponto no plano por meio de um par
ordenado, que consiste em um valor para x e um valor para
y, nessa ordem. No eixo horizontal, a direita da origem temos
a representacao dos valores reais positivos e, a esquerda,
dos negativos. Em relacdo ao eixo vertical, temos os valores
positivos acima da origem e 0s negativos, abaixo.

y A (eixo das ordenadas)

.NlM

|
(@]
N
()
-
(O]
x

(eixo das abscissas)

Na imagem anterior, temos a representacdo de varios
pontos no plano cartesiano. Note que cada um deles pos-
sui seu par ordenado com suas coordenadas, como dito
anteriormente, um valor para x e um valor para y, que defi-
nem sua posicao no plano cartesiano. As coordenadas do
par ordenado sdo escritas entre parénteses; a primeira (x)
€ chamada de abscissa do ponto, referente a posicdo do
ponto para o eixo horizontal, e a segunda (y), chamada de
ordenada, referente a posicdo do ponto em relacdo ao eixo
vertical. Assim, o ponto A(3, 4), por exemplo, é o ponto cuja
abscissa é 3, e a ordenada € 4.

Também podemos nos orientar no plano cartesiano
pelas regides que 0s eixos delimitam. Observe que o pla-
no, a partir dos eixos coordenados, é dividido em quatro

regides, denominadas quadrantes, as quais numeramos
no sentido anti-horario a partir do quadrante que possui as
coordenadas com valores positivos. Assim, dizemos que
o ponto A(3, 4) pertence ao 12 quadrante (I Q), o ponto
B(—4, 1) pertence ao 22 quadrante (Il Q), o ponto C(—3, —3)
pertence ao 32 quadrante (Il Q) e o ponto D(2, —2) perten-
ce ao 42 quadrante (IV Q). Podemos também ter pontos
sobre 0s eixos coordenados, nesse caso dizemos que
0 ponto estd sobre o eixo das abscissas ou sobre o
eixo das ordenadas. Um ponto sobre o eixo das abscis-
sas tem como caracteristica o valor de sua ordenada (y)
ser zero, como acontece com E(4, 0) e F(—2, 0). J& um ponto
sobre o eixo das ordenadas tem o valor de sua abscissa
(x) igual a zero, como se pode notar nos pontos G(O, 3) e
H(O, —2). A origem do sistema, representada pelo ponto O,
possui abscissa e ordenada nulas.
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De modo geral, podemos afirmar que para um ponto
P(x, y), temos:

P € 12 quadrantesex>0ey > 0;
P € 22 quadrantesex<0ey >0,
P &€ 32quadrantesex<0ey <O0;
P € 4% quadrantesex>0e y <0;
P € Ox (eixo das abscissas) se y = 0;

Pe O—y (eixo das ordenadas) se x = 0.

Represente no plano cartesiano os pontos:
a) AQ,3)

b) B(1,—4)
¢) C(-3,0)
d) D(-2, —4)
e) EQ,3)
f) F(—2.5)
g) G(1,1)
h) H(5, —2)
i) I(—4,4)
=53
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Dado o plano cartesiano a seguir, escreva as coorde-
nadas dos pontos destacados e sua posicao relativa
a0s eixos ou quadrantes.
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Considere o ponto A(x, x + 4). Sabendo que A perten-
ce ao 2° quadrante do plano cartesiano, determine o
intervalo de valores possiveis para x.

Sabendo que o ponto Py — 4, 2y + 7) possui abscissa e
ordenada iguais, determine as coordenadas do ponto P.

Distancia entre pontos no plano cartesiano

E frequente, em exercicios, o uso do plano cartesiano
para representar regides, por exemplo, uma cidade, onde
0s pontos indicam a posicdo de elementos caracteristicos
da regido ilustrada. Nesse contexto, o calculo de distan-
cias entre pontos no plano cartesiano é fundamental.

Se dois pontos possuem a mesma abscissa ou a mes-
ma ordenada, a distancia entre eles sera a diferenca entre
suas ordenadas ou abscissas, respectivamente.

Exemplos:

a. Determine, em unidades de comprimento (u.c.), a dis-
tédncia entre os pontos A(2, —3) e B(2, 5) e a distancia
entre os pontos C(4, —1) e D(—2,—1).

Para visualizarmos as distancias pedidas, posicionare-
mos 0S pontos no plano cartesiano.
y A

sl B(2,5)
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Note que os pontos A e B possuem a mesma abs-
cissa, logo o segmento com extremos nesses pontos &
perpendicular ao eixo x. A distancia entre A e B, ou seja, a
medida do segmento AB, é dada pela diferenga entre as
ordenadas desses pontos. Representando a ordenada do
ponto A por y, = —3 e a ordenada do ponto B por yg = 5,
temos que yg — ¥a = 5 — (—3) = 8 u.c. Assim, a distancia
entre A e B € 8 u.c. Note que poderiamos fazer y, — yg,
obtendo y, — yg = =3 — 5 = —8 u.c. Porém, como nao
faz sentido uma distancia negativa, utilizamos o modulo e
resolvemos essa situagao. A distancia entre A e B pode ser
calculada por AB = |y, — yg| =|—-3 — 5| =|—8|=8 u.c. ou
por AB = |yg — ya| = |5 — (=3)| =8| = 8 u.c.

Em relacdo a distancia entre os pontos C e D, note que,
por possuirem a mesma ordenada, tais pontos formam
uma reta perpendicular ao eixo das ordenadas. Assim,
a distancia entre C e D, ou o comprimento do segmento
CD, é dado pela diferenca entre suas abscissas, entdo,
CD = |xc — xp| =4 — (=2)| =|6] = 6 u.c. ou ainda
CD=|xp —xc|=|-2—-4|=|-6]=6uc

No caso em que a distancia deve ser calculada entre
dois pontos que ndo possuem a mesma abscissa ou orde-
nada, usamos o teorema de Pitagoras.

b. Calcule, em unidades de comprimento (u.c.), a distancia

entre 0s pontos A(—2, —2) e B(3, 4).

Para determinar a distancia entre os pontos A e B, 0s
posicionamos no plano cartesiano e consideramos um
triangulo retdngulo, como indicado na figura a seguir in-
serindo um ponto C com coordenadas (3, —2). Nao faria
nenhuma diferenca se o triangulo retangulo fosse formado
acima dos pontos A e B, ja que nesse caso, as coordena-
das de C seriam (—2, 4) e em ambos 0s casos a distancia
sera a mesma.

y A
5wt
B(3,4)
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-5 -4 -3 -2 4 5 X
A-2,-2) CB.-2)

i/
5t

Usaremos o teorema de Pitagoras para calcular a
medida do segmento AB, calculando inicialmente as me-
didas dos catetos, como mostrado no exemplo anterior.
Assim, temos que AC = |xc — x| = |3 = (=2)|=5¢e
BC = |ys — vc| = |4 = (=2)| = 6. Assim, temos que:

(AB)’ =57 + 6°= (AB)’ =25 + 36 =61 =
= AB = 61 uc.
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Nesse exemplo, para determinar a medida do cateto
AC fez-se a diferenca em mdédulo das abscissas dos pon-
tos A e C, sendo feito calculo similar para a determinacao
do cateto BC, com as respectivas ordenadas. Entdo pode-
mos concluir e formalizar a distancia d,g entre dois pontos
quaisquer A e B da seguinte forma:

(da 8)2 = (xg — XA)2 + (g — YA)Z

Note que a ordem na diferenca dentro dos parénteses
para as abscissas e ordenadas € indiferente, uma vez que,
elevando os valores ao quadrado, sempre teremos como
resultado um nlimero positivo. Assim, (x, — xg)° = (Xg — X,)?
e(ya— yB)2 =(yg — yA)z. Extraindo a raiz quadrada, temos:

dag = g = X2 F + (g — Ya)

Determine a distancia entre os pares de pontos a seguir:
a) A2, 1)eB(5,5)
by C(—2,-7)eD(—=2,—9)
c) F4,—-3)eG(—2, -5
d) X(1, e Y2, -2
R(—3,

e) —2)e S(9, 3)

FEI-SP Num sistema de coordenadas cartesianas sao
dados os pontos A(O, 0) e P(3, h). Assinale a alternativa

Cuja expressao representa a distancia do ponto P ao
ponto A em fungdo de h.

a) d=+v9+hn
b) d=h+3
c) d=3h

d d=9+h

e) d=vV9+6h+h

UFRGS A distancia entre os pontos A(—2, y) e B(6, 7)
€10. O valorde y é:

a) -1

b) O

c) 1Toul3
d) —1ou10
e) 2oul12

UFRGS Se um ponto P do eixo das abscissas € equi-
distante (distancia igual) dos pontos A(1, 4) e B(—6, 3),
a abscissa do ponto P vale:

a) -2
b) —1
c) O
d 1
e 3

Enem 2013 Nos Ultimos anos, a televisdo tem pas-
sado por uma verdadeira revolucdo, em termos de
qualidade de imagem, som e interatividade com o te-
lespectador. Essa transformacdo se deve a conversao
dosinalanalégico para o sinal digital. Entretanto, muitas
cidades ainda ndo contam com essa nova tecnologia.
Buscando levar esses beneficios a trés cidades, uma
emissora de televisdo pretende construir uma nova
torre de transmissdo, que envie sinal as antenas A, B
e C, ja existentes nessas cidades. As localizacdes das
antenas estao representadas no plano cartesiano:

70} -4 e S ——————
bt s

50} -=-d-==chon-i .- ‘e
40} =4 N S - S
30 ‘ Lt
20 e °®

i i i X (km)
0 20 30 40 50 60 70 80 90

A torre deve estar situada em um local equidistante
das trés antenas.

O local adequado para a construcdo dessa torre cor-
responde ao ponto de coordenadas

a) (65, 35). d) (50, 20).
b) (53, 30). e) (50, 30).
¢) (45, 35).

Unicamp-SP 2021 Em 2019, diversas praias brasileiras
foram atingidas por manchas de 6leo. Pesquisadores
concentraram esforcos na tentativa de localizar o pon-
to provavel da emissdo do 6leo. Na figura abaixo, a
origem do plano cartesiano esté localizada no Distrito
Federal e cada unidade equivale a 1 000 km.

L,
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a) Numa primeira investigacdo sobre a origem do
6leo, um navio fez uma sondagem numa area po-
ligonal de 63 000 000 kmz, com vértices A, B, C,
D e E, conforme indica a figura anterior. Calcule o
valor da ordenada h do ponto E = (19, h).

b) Apods ainvestigagdo dos residuos encontrados nas
praias indicadas pelos pontos F e G, descobriu-se
que a fonte provavel do éleo encontrava-se no
Oceano Atlantico, a uma distancia de 12000 km
do ponto F e 18000 km do ponto G. Encontre as
coordenadas (x, y) da provavel fonte do dleo.

Analise grafica

A prova do Enem sempre se caracterizou pela intertex-

tualidade entre enunciados, graficos, tabelas e esquemas.
A andlise de graficos nem sempre € uma tarefa simples e,
por esse motivo, precisamos de muita atengdo ao fazé-lo.

Ao analisar um grafico devemos dar énfase aos se-

guintes elementos:

Titulo do grafico: indica o assunto tratado.

Legenda: informa a relagdo entre cada coluna, linha
ou elemento do grafico com o assunto.

Eixos: quando o grafico for apresentado em um sistema
de eixos coordenados é importante notar 0 que cada
eixo representa, a unidade de medida trabalhada em
cada um e, caso haja, a escala das grandezas envolvidas.
Nem sempre temos clareza de todos esses elementos,

mas uma leitura mais cuidadosa deve se iniciar por eles.

resolvidos

1. Enem 2017 Num dia de tempestade, a alteracdo na

Profundidade (m)

profundidade de um rio, num determinado local, foi
registrada durante um periodo de 4 horas. Os resul-
tados estao indicados no grafico de linhas. Nele, a
profundidade h, registrada as 13 horas, ndo foi anota-
da e, a partir de h, cada unidade sobre o eixo vertical
representa um metro.

Registro de profundidade

T :

o

L

13 14 15 16 7 Hora

Foi informado que entre 15 horas e 16 horas, a profun-
didade do rio diminuiu 10%.

As 16 horas, qual é a profundidade do rio, em metro,
no local onde foram feitos os registros?

a) 18 d) 36
b) 20 e) 40
c) 24

Resolucdo:

Nesta questdo, o titulo indica que o assunto tratado
€ a profundidade do rio, o eixo horizontal representa
a hora da medicdo, e o vertical, a profundidade em
metros (os valores foram omitidos). Aqui, em uma
andlise do gréfico o estudante deve perceber que,
das 15 as 16 horas, ocorre uma queda de 2 metros
e, pelo enunciado, essa queda esta relacionada a
10% do volume que havia as 15 horas. Assim, se 10%
do volume corresponderd a 2 metros, 100% desse
volume correspondera a 20 metros, que é a altura
do rio as 15 horas. Por fim, podemos concluir que a
altura do rio as 16 horas era 2 metros menor, logo,
18 metros.

Alternativa: A.

Uma observacao interessante neste grafico é a re-
presentacdo, no eixo vertical, do achatamento dos
valores iniciais. Como cada linha representa um me-
tro, o candidato poderia contar as linhas a fim de
descobrir a resposta, ou, ainda, o grafico ficaria com
0 eixo vertical muito extenso, assim, na construcao
optou-se por suprimir os valores iniciais, comecando
a contagem a partir de um ponto interessante para a
questdo. Para isso, faz-se o desenho do eixo como
se este fosse achatado.

Enem 2017 Quanto tempo vocé fica conectado a in-
ternet? Para responder a essa pergunta foi criado um
miniaplicativo de computador que roda na area de
trabalho, para gerar automaticamente um grafico
de setores, mapeando O tempo que uma pessoa
acessa cinco sites visitados. Em um computador, foi
observado que houve um aumento significativo do
tempo de acesso da sexta-feira para o sabado, nos
cinco sites mais acessados. A seguir, temos os dados
do miniaplicativo para esses dias.

Tempo de acesso na sexta-feira (minuto)
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Analisando os graficos do computador, a maior taxa
de aumento no tempo de acesso, da sexta-feira para
o sdbado, foi no site:

Um resumo da previsdo do tempo nessa cidade, para
um periodo de 15 dias, foi apresentado no grafico.

a) X 60“Temperatura ——Temperatura Umidade re\ativa“60
b) Y (°C) ---=-Umidade relativa do ar do ar (%)
c) Z A
d W 7o) W ;5 3 11 " - PR 40
e e v E R i e e < ]

. 20}--=- L, . (AEEEEnERREe e SR 20
Resolucao:
Ha graficos que podem ser representados fora de eixos,
como é o caso dos gréaficos de setores, popularmente 0 2 4 6 8 10 12 14 16 Dia

conhecidos como gréficos de pizza. No caso, cada setor,
ou fatia, representa uma parte em relacao ao todo. Nessa
questdo, os graficos representam os tempos de acesso
a sites em dois dias distintos, sexta-feira e sabado. Para
distinguir os sites, foram utilizadas cores diferentes. Ha
também a informagao do tempo, em minutos, de aces-
so em cada um deles. A taxa de aumento solicitada no
exercicio estd relacionada ao maior aumento percentual
de sabado em comparacdo a sexta-feira, e ndo apenas
ao maior aumento em minutos.

Assim, a maior taxa de aumento sera dada pela maior

Tempo (sébado)

razdo "Tmpo—(se—xta)"' Caso a caso, temos:
o X % =175

o VY % =17

o 7: % =11

. W % =15

o U % =14

Assim, com um aumento de 75%, o site X apresentou o
maior aumento percentual na taxa de acesso.
Alternativa: A.

Enem 2019 O servico de meteorologia de uma cida-
de emite relatérios didrios com a previsdao do tempo.
De posse dessas informacdes, a prefeitura emite trés
tipos de alertas para a populagdo:

* Alerta cinza: deverd ser emitido sempre que a
previsdo do tempo estimar que a temperatura sera
inferior a 10 °C, e a umidade relativa do ar for infe-
rior a 40%,;

* Alerta laranja: devera ser emitido sempre que a
previsdo do tempo estimar que a temperatura deve
variar entre 35 °C e 40 °C, e a umidade relativa do
ar deve ficar abaixo de 30%;

* Alerta vermelho: devera ser emitido sempre que a
previsdo do tempo estimar que a temperatura sera
superior a 40 °C, e a umidade relativa do ar for in-
ferior a 25%.

90 MATEMATICA BASICA = Capitulo 8 = Plano cartesiano, gréficos e relacées

Decorridos os 15 dias de validade desse relatorio, um
funcionario percebeu que, no periodo a que se refere
o grafico, foram emitidos os seguintes alertas:

Dia 1 alerta cinza;

Dia 12: alerta laranja;

Dia 13: alerta vermelho.

Em qual(is) desses dias o(s) aviso(s) foi(ram) emitido(s)
corretamente?

a) 1

b) 12

c) 1e12

d) 1e13

e) 1,12e13
Resolugdo:

Alguns graficos mais elaborados podem conter dois
eixos verticais. Neste caso, o eixo da esquerda indi-
ca a temperatura em graus Celsius, o eixo da direita,
a porcentagem da umidade relativa do ar, e 0 eixo
horizontal, os dias apontados no relatério. A curva pon-
tilhada azul, segundo a legenda, representa a umidade
relativa, enquanto a linha continua vermelha representa
a temperatura. Nessa situacdo, deve-se considerar um
eixo para cada curva. Repare que os dias impares ndo
estdo indicados no grafico, porém pode-se inferir os
resultados tomando o ponto médio entre os dias pares.
Relacionando as caracteristicas de cada alerta com
as informacgdes do grafico, vemos que o alerta cinza
para o dia 1 esta correto, uma vez que a temperatura
estava abaixo de 10 °C, e a umidade relativa do ar,
abaixo de 40%. O alerta laranja, dado no dia 12, esta
errado, uma vez que, segundo o enunciado, a tempe-
ratura deveria variar entre 35 °C e 40 °C e, de acordo
com o grafico, neste dia a temperatura foi de exata-
mente 40 °C. Uma vez que o termo “entre” indica que
a temperatura esta dentro do intervalo, deveriamos
ter uma temperatura maior que 35 °C e menor que
40 °C. Por fim, o alerta vermelho do dia 13 também
esta errado, dado que a umidade relativa do ar para
este alerta deve ser inferior a 25%, quando foi, de
acordo com o grafico, de 40%.

Alternativa: A.



Enem 2015 Um investidor inicia um dia com x acdes
de uma empresa. No decorrer desse dia, ele efetua
apenas dois tipos de operacdes, comprar ou vender
acOes. Para realizar essas operacoes, ele segue es-
tes critérios:

I. vende metade das acdes que possui, assim que
seu valor fica acima do valor ideal (V));

Il. compra a mesma quantidade de acdes que
possui, assim que seu valor fica abaixo do valor
minimo (V,,);

lll. vende todas as acdes que possui, quando seu va-
lor fica acima do valor 6timo (V).

O gréfico apresenta o periodo de operacdes e a va-
riagdo do valor de cada agdo, em reais, no decorrer
daquele dia e a indicacdo dos valores ideal, minimo
e otimo.

Valor da acéo (R$)
A

o n o122 13 14 15 1 17 Tempo (hora)

Quantas operagdes o investidor fez naquele dia?
a) 3

b)
<)
d)
e)

~N O 01 b

Fuvest-SP 2021 Qual dos graficos representa uma
relacdo entre as grandezas x € y em que y sempre
diminui na medida em que x aumenta?
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Encceja 2018 O técnico de um maratonista esta
monitorando os tempos obtidos pelo atleta em seu
treinamento. Ele registrou o tempo gasto e a distancia
percorrida durante uma sessao de treinos, conforme
indicado. Em seguida, observou que o tempo gasto
era diretamente proporcional a distancia percorrida.

Distancia percorrida d (km) Tempo gasto t (min)

6 18
10 30
14 42
18 54

Para divulgacdo impressa desses resultados, optaram
pela apresentagao dos dados observados em um gra-
fico cartesiano, mostrando a distancia percorrida d e o
tempo gasto t. Qual grafico representa a relagao entre
a distancia percorrida d e o tempo gasto t?
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Enem 2016 A fim de acompanhar o crescimento de criangas, foram criadas pela Organizacdo Mundial da Saude (OMS)
tabelas de altura, também adotadas pelo Ministério da Salde do Brasil. Além de informar os dados referentes ao indice
de crescimento, a tabela traz graficos com curvas, apresentando padrdes de crescimento estipulados pela OMS.

O gréfico apresenta o crescimento de meninas cuja analise se da pelo ponto de intersecdo entre o comprimento, em
centimetro, e a idade, em més completo e ano, da criancga.

10 T - I - I I
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S 9 === 90
3 ‘ !
© 85 i 85
80 e e 80
Meses| 2 4 6 8 10 2 4 6 8 10

3anos 4 anos 5 anos

Idade (més completo e ano)

Disponivel em: www.aprocura.com.br. Acesso em: 22 out. 2015 (adaptado).

Uma menina aos 3 anos de idade tinha altura de 85 centimetros e aos 4 anos e 4 meses sua altura chegou a um valor
que corresponde a um ponto exatamente sobre a curva p50. Qual foi 0 aumento percentual da altura dessa menina,
descrito com uma casa decimal, no periodo considerado?

a) 23,5%.

b) 21,2%.

c) 19,0%.

d)y 11,8%.

e) 10,0%.

Enem 2016 O cultivo de uma flor rara s6 é viavel se do més do plantio para 0 més subsequente o clima da regido
possuir as seguintes peculiaridades:

* avariagdo do nivel de chuvas (pluviosidade), nesses meses, nao for superior a 50 mm;
e atemperatura minima, nesses meses, for superior a 15 °C;

e ocorrer, nesse periodo, um leve aumento ndo superior a 5 °C na temperatura maxima.
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Um floricultor, pretendendo investir no plantio dessa flor em sua regido, fez uma consulta a um meteorologista
qgue lhe apresentou o grafico com as condi¢ces previstas para os 12 meses seguintes nessa regido.
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Com base nas informacgdes do gréfico, o floricultor verificou que poderia plantar essa flor rara. O més escolhido para
o plantio foi

a)
b)
<)
d)
e)

janeiro.
fevereiro.
agosto.
novembro.
dezembro.

Enem 2016 A diretoria de uma empresa de alimentos resolve apresentar para seus acionistas uma proposta de novo
produto. Nessa reunido, foram apresentadas as notas médias dadas por um grupo de consumidores que experimen-
taram o novo produto e dois produtos similares concorrentes (A e B).

%0 A Nota média
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. Proposto .A . B

A caracteristica que da a maior vantagem relativa ao produto proposto e que pode ser usada, pela diretoria, para
incentivar a sua producdo é a

a)
b)
<)
d)
e)

textura.
cor.
tamanho.
sabor.
odor.
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Unifor-CE 2021 Essencial na mesa da familia brasileira, o prego do arroz disparou nos supermercados brasileiros, sobretudo nos

dltimos meses. Levantamento feito pelo Centro de Estudos Avangados em E
riacdo de prego no preco da saca de 50 Kg de arroz do tipo 1, no posto indd

conomia Aplicada (Cepea), da Esalgq/USP, mostra a va-
stria Rio Grande do Sul, a vista, nos Gltimos seis meses.

Disponivel em: www.economia.uol.com.br. Acesso em: 10 Nov 2020.

REAIS POR SACA DE 50 KG

TIPO 1, RIO GRANDE DO SUL

FONTE: CEPEA-ESALQ-USP

(ADAPTADO) R$10400 R$10600 R$ 104,00

R$ 71,00
R$ 6100 R$ 63,00 I

09/06/202009/07/2020'09/08/202009/09/2020 09/10/2020' 09/11/2020

De acordo com as informagdes do grdfico, o pre-
¢o médio da saca de 50 kg da saca de arroz,
tipo 1, no Rio Grande do Sul, de 09/06/2020 a
09/11/2020 era de, aproximadamente,

a) R$64,67.

b) R$ 71,00.

c) R$78.83.

d) R$84,84.

e) R$89,73.

Enem 2017 Os congestionamentos de transito constituem um problema que aflige, todos os dias, milhares de moto-
ristas brasileiros. O gréafico ilustra a situagao, representando, ao longo de um intervalo definido de tempo, a varia¢do

da velocidade de um veiculo durante um congestionamento.

Velocidade
A

\

.

0 2 4 6 8

10 Tempo (min)

Quantos minutos o veiculo permaneceu imovel ao longo do intervalo de tempo analisado?

a) 4 b) 3 c) 2

d) 1 e) 0

Enem 2017 GH ¢ a sigla que denomina o horménio do crescimento (do inglés growth hormone), indispensavel para
retardar o processo de envelhecimento. A medida que envelhecemos, a liberagdo desse hormdnio na corrente san-

guinea vai diminuindo. Estudos tém demonstrado, porém, que algun

s métodos de treinamento aumentam a producdo

de GH. Em uma pesquisa, dez homens foram submetidos a sessdes de 30 minutos de corrida, em uma esteira, em
diferentes intensidades: muito leve, leve, moderada e maxima. As dosagens de GH, medidas por coletas de sangue
feitas antes e logo apos as sessdes, e também 1 hora e 2 horas apds o término, sdo fornecidas no grafico.
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NN

Dosagem de GH (Micrograma/Litro)

N

/
&
/

> B
T T T T Tempo
antes logoapés 1hapdés 2 hapds
—— Muito leve ——Leve —— Moderada —— Maxima

Em qual(is) medic¢do(des) a liberacao de GH na corrente sanguinea
que a liberacao de GH ocorrida nas demais intensidades?

a) Apenas na medicdo feita logo apods a sessdo de treinamento.
b) Apenas na medicao feita 1 hora apds a sessdo de treinamento.

em uma sessao de intensidade maxima foi maior

c) Apenas na medicdo feita 2 horas ap0s a sessdo de treinamento.

d) Nas medicQes feitas logo apds e 1 hora apds a sessdo de trein

amento.

e) Nas medicOes feitas logo apds, 1 hora apds e 2 horas apds a sessao de treinamento.
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CAPITULO Sistema métrico e conversao de unidades

Em 1999, uma sonda americana de US$ 125 milhdes se aproximou demais da 6rbita
de Marte e “desapareceu”. Uma investigagao concluiu que a causa do desaparecimen-
to foi um erro de conversdo de unidades de medida, das inglesas para as métricas, no
sistema de computagdo do satélite. Acredita-se que, por conta do erro de conversao,
o satélite tenha sido destruido na entrada da atmosfera de Marte.

Ndo raramente encontramos histérias de problemas gerados por conversdes incor-
retas de unidades. Neste capitulo, trabalharemos o sistema métrico e as principais
conversdes de unidades de medida.




O sistema internacional de
unidades (SI)

Sempre que resolvemos exercicios envolvendo grande-
zas devemos ficar atentos as unidades de medida utilizadas.
Ndo podemos, por exemplo, calcular a area de um tridangulo
se as dimensdes envolvidas ndo estiverem em uma mesma
unidade de comprimento. Caso estejam em unidades dife-
rentes, serd necessario realizar conversoes. Tais conversdes
sao muito frequentes por isso é importante dominar, sem
restricdes, as conversdes que trabalharemos neste capitulo.

Para padronizar as unidades de medida utilizadas em
diferentes paises, definiu-se o Sistema Internacional de
Unidades, ou SI, cujas principais unidades basicas estdo
apresentadas no quadro a seguir.

Grandeza Unidade Simbolo

Comprimento metro m

Massa quilograma kg
Tempo segundo s

Temperatura (termodinamica) kelvin

Corrente elétrica ampere A

Quantidade de substancia mol mol
Intensidade luminosa candela cd

Ha também unidades derivadas das basicas, por exem-
plo, a velocidade escalar, dada em metros por segundo (m/s),
o volume, dado em metros cubicos (m3), a densidade, definida
COMO a razdo entre a massa e o volume (kg/m3), entre outras.

Apesar de o Sl definir tais unidades como bésicas,
também sao aceitas, e comumente utilizadas, outras uni-
dades para as grandezas, tais como hora (h) para o tempo,
quilémetro por hora (km/h) para a velocidade escalar, grau
Celsius (°C) para a temperatura, litro (L) ou mililitro (mL) como
unidade de capacidade relacionada ao volume e grama
(g) para massa. Assim, tdo importante quanto identificar as
unidades basicas do SI, é saber converté-las nas unidades
propostas por algum exercicio em sua resolucao.

Conversao de unidades

Comprimento, massa e volume

Comprimento, massa e volume, este Ultimo trabalhado
tanto em m? quanto em sua unidade de capacidade, litros,
podem ser convertidos em submultiplos ou multiplos de
suas unidades no SI. Esses submultiplos e multiplos adicio-
nam um prefixo a unidade, indicando a poténcia de dez em
relagdo a ela. Os prefixos, sua simbologia e representacdo
como poténcias de dez sdo as seguintes:

Prefixo Simbolo | Poténcia de dez
quilo K 10® = 1000
hecto h 10% =100
deca da 10' =10
deci d 107"'=0]
centi c 1072 = 0,01

mili m 1072 = 0,001

Por exemplo, 2 hectbmetros (2 hm) equivalem a
2 - 100 = 200 metros; 57 mililitros (57 mL) equivalem
a57-0,001 = 0,057 litros; 12,3 quilogramas (12,3 kg)
equivalema 12,3 - 1000 = 12300 gramas.

O quadro anterior, bem como os exemplos dados, sdo
convers@es para as unidades de referéncia metro, grama e
a unidade de capacidade litro. Porém, em varias situacdes,
€ necessaria a conversdo entre outras unidades, como qui-
I6bmetro para centimetro ou miligrama para quilograma, por
exemplo. Uma maneira pratica de se trabalhar tais conver-
sbes é usar o esquema a seguir:

+10 +10 +10 %10 x10 x 10

quildmetro | hectometro | decdmetre  metro decimetro | centimetrc | milimetro

No esquema utilizamos o metro, mas a légica para o
grama e o litro € a mesma. Para cada casa a direita que
caminhamos na conversao da unidade, realizamos uma
multiplicacdo por 10 e, para cada casa a esquerda, uma di-
visdo por dez. Assim, por exemplo, para converter 12 metros
em centimetros, devemos multiplicar o nimero 12 por 100,
uma vez que do metro para centimetros deslocamos duas
casas, logo, realizamos duas multiplicagdes por 10, as-
sim, 12 m = 1 200 cm. Por outro lado, para convertermos
12 milimetros (mm) para decametros (dam), devemos des-
locar quatro casas para a esquerda, o que significa dividir
12 por 10-10-10- 10, ou se€ja, dividir 12 por 10000, logo,
temos que 12 mm = 0,0012 dam.

Para massas, as unidades mais comuns s&o o quilo-
grama (kg) e o miligrama (mg). Também é frequente o uso
de tonelada (t), sendo 1 tonelada equivalente a 1000 kg.

Para volumes, apenas o litro e o mililitro sdo comuns
no Brasil, porém centilitros (cL) é a unidade utilizada para
indicar o volume em alguns paises da Europa.

As conversdes devem respeitar todas as poténcias que
representam os multiplos e submultiplos das unidades me-
tro, grama e litro.

Converta os valores para as unidades de medida
indicadas:

a) 37,3 m para quildmetros

b) 0,45 km para centimetros

c) 1dm para milimetros

d) 12460,1 m para hectdbmetros
e) 10 hm para quildmetros

f) 5207 L para mililitros

g) 0,45 cL para litros

h) 12 mL para litros

i) 0,023 L para mililitros

j) 12 kg para gramas

k) 1305 g para miligramas

I) 1001 g para quilogramas

m) 0,2 mg para gramas

n) 135000 g para toneladas
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Conversao de unidades de area

Quando nos referimos a comprimento, estamos falando
de apenas uma dimensdo, como altura ou largura. Para
areas, porém, temos a relacdo entre duas dimensdes, por
exemplo, a area de um retangulo é o produto das medidas
de seu comprimento por sua largura.

Se ha duas dimensdes, ha o produto de duas unidades
de medida que, nesse caso, devem estar representadas
na mesma unidade. Assim, para areas, trabalhamos com
metros quadrados (m2), centimetros quadrados (cmz), qui-
I6bmetros quadrados (kmz), ou seja, a unidade de medida
das dimensdes ao quadrado.

Ao convertermos unidades de medida de areas deve-
mos tomar cuidado com a poténcia de 10 envolvida. Por
exemplo, para transformarmos 7 metros em centimetros de-
vemos multiplicar 7 por 100 (10 - 10), mas para transformar
7 metros quadrados em centimetros quadrados devemos
multiplicar 7 por 100 ao quadrado (102 . 102), ou seja, por
10000, exatamente por serem duas dimensdes envolvidas.
Assim, podemos pensar em um esguema parecido com o
apresentado nas conversdes de metro, grama e litro.

+10? +10? =107 x 107 x 107 x 107
ol ol Yo W
[ ke [ Jdaw | w | a’ | a0’ [ mm’ |

Note que, para cada casa a direita que deslocamos na
conversdo da unidade de drea, devemos multiplicar por 10°
e, para cada casa a esquerda, dividir por 102,

Assim, se quisermos converter uma area de 1,3 km?
para metros quadrados, devemos multiplicar 1,3 por
102 - 102 - 10%, o que corresponde a multiplicar
por (109 = 10° = 1000 000. Logo, 1,3 km? equivale
a 1300000 m2. Agora, para determinarmos 10 000 m?
em hectdmetros quadrados, devemos dividir 10 000 por
10% - 107, ou seja, (10%)? = 10000, verificando que
10 000 m? é 0 mesmo que 1 hm?.

Duas unidades de medida sdo muito utilizadas para
representar areas grandes, o hectare e o alqueire. Em
geral, quando os exercicios trazem essas unidades, suas
conversoes sdo informadas. O hectare (cujo simbolo é ha)
corresponde a 10 000 m? e no exemplo anterior verificamos
que essa € a medida de 1 hm?, assim, podemos dizer que
1 ha corresponde a 1 hm?. J& o alqueire tem sua medi-
da variando de estado para estado no Brasil. Um alqueire
paulista corresponde a 24 200 mz,jé um algueire mineiro
é equivalente a 48400 m?. No caso dos alqueires, o enun-
ciado dira qual equivaléncia vocé deve usar.

Converta as medidas de areas abaixo para as unida-
des pedidas.

a) 10 m? para cm?

b) 1200 mm? para dam?

c) 0,42 hm? para dm?

d) 0,0001 km? para m?

e) 1 ha para km?

f) 1400 000 mm? para ha

g) 24000 hm? para dam?

hy 1,2- 1078 km? para mm?
i) 0,079 km? para dam?
j) 100 alqueires mineiros para km?

Conversao de unidades de volume

Vimos a conversao do volume em sua unidade de ca-
pacidade, o litro. Quando usamos o metro cubico (m3), a
conversdo respeita a mesma légica que envolve suas di-
mensdes, como visto na conversao de unidades de areas.
Calculamos o volume de um sélido levando em consideracdo
as suas trés dimensdes e todas elas devem ser expressas na
mesma unidade. Isso indica que, ao realizar uma conversao
entre unidades adjacentes no quadro, devemos multiplicar
ou dividir por 10°.

+£10° +10°  +10°

L ¥ ¥ o

l km? I hm? | dam’ | m’

x 102 x 103 x 10?

Se desejamos, por exemplo, converter 5 m> para
cm?® devemos multiplicar 5 por 10* - 103, ou seja, por
(10%? = 10° = 1000 000. Logo, 5 m® equivalem a
5000000 cm?>. Por outro lado, para converter 1240 cm’®
em dam?® devemos dividir 1 240 por 10° - 103 - 103, ou
seja, (10°%)° = 1000 000 000. Assim, 1 240 cm?® corres-
ponde a 0,00000124 dam3, ou em notagdo cientifica,
1,24 - 10" ° dam®.

Ha também relacdes entre as unidades de volume e
de capacidade, cujas conversdes sdo as apresentadas no
quadro abaixo.

Unidade de volume Unidade de capacidade

3

1m 1000 litros
1dm?® 1litro
1em® 1 mililitro

Para realizar uma conversao de unidade de volume para
capacidade, ou vice-versa, basta resolver uma regra de trés
simples. Essas conversdes sdo muito comuns, por isso é
importante pratica-las.

Faca a conversao das medidas de volume para as uni-
dades solicitadas.

a) 5m° paradm?

b) 3900 mm? para cm?

c) 12 m? para litros

d) 45 cm? para mL

e) 47 litros para cm?

f) 1200 mL para dm?

g) 567 litros para m?>

h) 2-107'°km? para m®

i) 3,75 10'°mm? para litros
j) 9500 cm? para litros
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Conversao de unidades de temperatura

No Sistema Internacional (Sl), a unidade de tempera-
tura € o grau Kelvin (K), mas o grau Celsius (°C) também
é frequentemente utilizado. Para estabelecermos uma
relacdo entre essas escalas, tomamos como referéncia o
ponto de fusdo da agua, temperatura em que ela passa de
seu estado sélido para o liquido, e o ponto de ebulicdo,
temperatura em que a dgua passa do estado liquido para
0 gasoso. Na escala Kelvin, os pontos de fusdo e ebulicdo
sao, respectivamente, 273 K e 373 K, aproximadamente.
J& na escala Celsius eles sdo, respectivamente, 0 °C e
100 °C. Note que, em ambas escalas, a variacdo de tem-
peratura da mudanga desses estados fisicos € de 100
graus, ou seja, podemos fazer uma relacdo direta na con-
versdo de graus Celsius para Kelvin, adicionando 273 e,
de graus Kelvin para Celsius, subtraindo 273. Assim, dada
uma temperatura t- em graus Celsius e sua equivalente
ty, em Kelvin, temos:

ty =tc+ 273 e =1t — 273

Existem outras unidades de medida para temperatura.
A mais conhecida, além das duas citadas anteriormente,
€ o grau Fahrenheit (°F), usada em alguns poucos paises
de colonizacgdo inglesa, como os Estados Unidos. Nela, os
pontos de fusdo e ebulicdo da agua sdo, respectivamente,
32°Fe 212 °F.

Para relacionarmos as escalas Fahrenheit e Celsius
também analisamos a variagao entre os pontos de fusao e
ebulicdo. Em Fahrenheit a diferenca entre os dois pontos
é de 180 graus, enquanto em Celsius é de 100 graus, as-
sim, temos uma relacdo de 1,8 °F para cada 1 °C. Como a
diferenca, no ponto de fusdo da agua, entre as escalas é 32,
podemos formular a seguinte relacdo: dada uma tempera-
tura t- em graus Celsius, sua equivalente t- em Fahrenheit
é dada por:

te =18t + 32

Para determinar a temperatura na escala Celsius dado
o valor na escala Fahrenheit, basta isolar t- na equacdo
anterior, ou seja:

= e —32
: 18

A conversao de Kelvin para Fahrenheit, e vice-versa,
pode ser feita trabalhando com graus Celsius. Se desejamos
converter uma temperatura da escala Kelvin para a escala
Fahrenheit, primeiro convertemos de Kelvin para Celsius
e, em seguida, convertemos de Celsius para Fahrenheit.
Agora, se desejamos converter de graus Fahrenheit para
Kelvin, determinamos a temperatura equivalente na escala
Fahrenheit em Celsius e, depois, a convertemos para a
escala Kelvin.

Faca a conversdo das temperaturas dadas para as
unidades indicadas.
a) 32°CparakK

b) 300 K para °C
c) —100°C paraK
d) OKpara“°C

e) 27 °Cpara°F

f) 104 °F para °C
g) 291 K para °F
h) 68 °F para K

i) 212°Fpara°C
J) 393K para°F

Conversao da velocidade escalar

Uma conversdo muito frequente na Fisica é a da
velocidade escalar de km/h para m/s e vice-versa. Ha uma
regra pratica para tais conversdes, mas primeiro vamos a
|6gica da conversdo.

A unidade km/h envolve duas grandezas, o desloca-
mento, em quildmetros, e o tempo gasto para isso, em
horas. Assim, se um carro trafega a 72 km/h em velocida-
de constante, ele percorre 72 quildmetros a cada hora. Se
quisermos determinar a velocidade desse carro em m/s,
devemos fazer a conversdo da unidade de comprimento
(deslocamento) de quildbmetros para metros, e a de tempo,
de hora para segundos.

Sabemos que 72 km equivalem a 72000 m, que
1 hora corresponde a 60 minutos e que 1 minuto cor-
responde a 60 segundos. Assim, 1 hora equivale a
60 - 60 = 3600 segundos. Logo, a velocidade do carro é:
72000m _ 720m _ 20m

Th 36005 365 1s 20ms

72km _

Portanto, a velocidade de 72 km/h equivale a 20 m/s.
Porém, para economizar tempo ao realizar essas conver-
sBes, utilizamos a seguinte regra pratica: convertemos km/h
para m/s ao dividir a velocidade dada por 3,6. Note que, no

exemplo anterior, % = 20. A divisdo por 3,6 se da exa-

tamente pela l6gica de conversdo apresentada, ou seja,
para 1 km/h, temos:

1km:1000m: Tm =Lm
1h 3600s 36s 3,6

1km/h = /s

Jé na conversdo de m/s para km/h o processo é o
inverso e, portanto, em vez de dividir, devemos multi-
plicar por 3,6. Por exemplo, 10 m/s é uma velocidade
equivalente a 10- 3,6 = 36 km/h. Podemos verificar esse
resultado obtido fazendo a conversdo das unidades pas-
SO a passo:
10m _ 0,010km _ 0,010 km-3600 _

10 m/s =
1s 1 h 1h
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Resumindo, para fazer a conversao de velocidades (en-
tre essas unidades) podemos pensar no seguinte esquema:

kmih ——m/s

X 3,6

Qualquer outra conversado entre duas ou mais gran-
dezas deve ser trabalhada passo a passo, como mostrado
anteriormente.

Converta as velocidades a seguir para a unidade

indicada.

a) 20 m/s em km/h f) 30 m/min em m/s
b) 36 km/hem m/s g) 60 km/h em km/min
c) 17 m/semkm/h h) 120 m/s em km/min
d) 108 km/h em m/s i) 30 km/h em m/min

e) 12,5m/semkm/h j) 600 cm/s em km/h

A conversao de unidades nos vestibulares
e no Enem

Devemos estar sempre atentos, principalmente com
questdes que possuem infograficos, graficos e tabelas, as
unidades de medida indicadas. As conversdes nos vestibu-
lares sao frequentes, principalmente no Enem, ter dominio
dos processos de conversdo é fundamental. Sempre ana-
lise se as unidades de medida fornecidas pelo enunciado
e 0s outros elementos visuais estao de acordo com as
unidades do que ¢ pedido. Em certos casos, a conversdo
pode ser feita antes ou depois do processo de resolucdo,
cabendo a vocé decidir o momento apropriado de fazé-la.

Enem 2020 Trés pessoas, X, Y e Z, compraram plan-
tas ornamentais de uma mesma espécie que serao
cultivadas em vasos de diferentes tamanhos.

O vaso escolhido pela pessoa X tem capacidade
de 4 dm®. O vaso da pessoa Y tem capacidade de
7000 cm® e 0 de Z tem capacidade igual a 20 L.
Apds um tempo do plantio das mudas, um botanico que
acompanha o desenvolvimento delas realizou algumas
medicdes e registrou que a planta que esté no vaso
da pessoa X tem 0,6 m de altura. Ja as plantas que
estdo nos vasos de Y e Z tém, respectivamente, alturas
medindo 120 cm e 900 mm.

O vaso de maior capacidade e a planta de maior altura
sdo, respectivamente, os de

a) YeX

b) YeZ

c) ZeX

d) ZeY.

e) Zel.

Enem 2019 Comum em lancamentos de empreen-
dimentos imobilidrios, as maquetes de condominios
funcionam como uma &tima ferramenta de marketing
para as construtoras, pois, além de encantar clien-
tes, auxiliam de maneira significativa os corretores na
negociacdo e venda de imoveis. Um condominio esta
sendo lancado em um novo bairro de uma cidade.
Na maquete projetada pela construtora, em escala
de 1: 200, existe um reservatoério de agua com capa-
cidade de 45 cm®. Quando todas as familias estiverem
residindo no condominio, a estimativa é que, por dia,
sejam consumidos 30000 litros de agua. Em uma
eventual falta de agua, o reservatoério cheio sera sufi-
ciente para abastecer o condominio por quantos dias?

a) 3 d) 15
b) 6 e) 30
c) 12

Enem 2019 A bula de um antibidtico infantil, fabricado
na forma de xarope, recomenda que sejam ministrados,
diariamente, no maximo 500 mg desse medicamen-
to para cada quilograma de massa do paciente. Um
pediatra prescreveu a dosagem maxima desse antibi-
6tico para ser ministrada diariamente a uma crianca de
20 kg pelo periodo de 5 dias. Esse medicamento pode
ser comprado em frascos de 10 mL, 50 mL, 100 mL,
250 mL e 500 mL. Os pais dessa crianca decidiram
comprar a quantidade exata de medicamento que pre-
cisard ser ministrada no tratamento, evitando a sobra
de medicamento. Considere que 1 g desse medica-
mento ocupe um volume de 1 cm®. A capacidade do
frasco, em mililitro, que esses pais deverdo comprar é

a) 10 c) 250
b) 50 d) 500
c) 100

Enem 2018 Um mapa € a representagao reduzida e sim-
plificada de uma localidade. Essa reducao, que é feita
com o uso de uma escala, mantém a propor¢ao do espa-
o representado em relagdo ao espaco real.

Certo mapa tem escala de 1 : 58000000.

Disponivel em: http://oblogdedaynabrigth.blogspot.com.br.
Acesso em: 9 ago. 2012.
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Considere que, nesse mapa, 0 segmento de reta que
liga o navio a marca do tesouro meca 7,6 cm. A medida
real, em quildmetro, desse segmento de reta é:

a) 4408

b) 7632

c) 44080

d) 76316

e) 440800

Enem 2017 Uma empresa especializada em conserva-
cao de piscinas utiliza um produto para tratamento da
agua cujas especificagdes técnicas sugerem que seja
adicionado 1,5 mL desse produto para cada 1000 L de
agua da piscina. Essa empresa foi contratada para cui-
dar de uma piscina de base retangular, de profundidade
constante igual a 1,7 m, com largura e comprimento iguais
a 3 me 5 m, respectivamente. O nivel da lamina-d’agua
dessa piscina é mantido a 50 cm da borda da piscina.
A quantidade desse produto, em mililitro, que deve ser
adicionada a essa piscina de modo a atender as suas
especificagdes técnicas €

a) 11,25

b) 27,00

c) 28,80

d) 32,25

e) 49,50

Enem 2017 Para uma temporada das corridas de For-
mula 1, a capacidade do tanque de combustivel de cada
carro passou a ser de 100 kg de gasolina. Uma equipe
optou por utilizar uma gasolina com densidade de 750
gramas por litro, iniciando a corrida com o tanque cheio.
Na primeira parada de reabastecimento, um carro dessa
equipe apresentou um registro em seu computador de
bordo acusando o consumo de quatro décimos da gaso-
lina originalmente existente no tanque. Para minimizar o
peso desse carro e garantir o término da corrida, a equipe
de apoio reabasteceu o carro com a terga parte do que
restou no tanque na chegada ao reabastecimento.

Disponivel em: www.superdanilof1page.com.br.
Acesso em: 6 jul. 2015 (adaptado).

A quantidade de gasolina utilizada, em litro, no rea-
bastecimento foi

o 20
0.075
20
by 2L
) o785
20
¢ 75
d) 20X 0,075
e) 20X 0,75

Enem 2016 O veiculo terrestre mais veloz ja fabricado
até hoje € o Sonic Wind LSRV, que estd sendo preparado
para atingir a velocidade de 3 000 kmvh. Ele é mais veloz
do que o Concorde, um dos avides de passageiros mais
rapidos ja feitos, que alcanga 2 330 km/h.

B

® Para uma distancia fixa, a velocidade e o tempo sdo inversa-
i mente proporcionais.

Para percorrer uma distancia de 1000 km, o valor mais
proximo da diferenca, em minuto, entre 0s tempos
gastos pelo Sonic Wind LSRV e pelo Concorde, em
suas velocidades maximas, é

a) 0,1

b) 0,7

c) 6,0

d) 11,2

e) 40,2
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Capitulo 1 — Conjuntos
numeéricos e Aritmética

1.a) 12, /190 ez
25

b 12,199 64, 144
25

o 12,190 64, 144 2 1333.,0428
25 3

d) qﬁ,lﬁi
5
e) Todos.
.B
.a) Falsa, poisn € N.

b) Verdadeira.

c) Verdadeira.

d) Verdadeira.
4.a) € e) &

b) & ) &

o € g €

d € h &
5.a) 15 f) 2387

b) 21 g) 4365

¢ 30 h)y 2301

d) 198 i) 904173

e) 1141 j) 1011820
6.a) 3 e) 1063

b) 7 f) 1557

c 18 g) 272

d) 87
7.a) 70 c) 48

b) 144 d) AB+ AC
8.a) 63 d) 1554

b) 96 e) 2178

c) 240 f) 91640
9. a) Quociente = 105; resto = 0.

b) Quociente = 68; resto = 1.

c) Quociente = 42;resto = 0.

d) Quociente =105; resto = 0.

e) Quociente = 81; resto = 4.

f)  Quociente = 106; resto = 8.

g) Quociente = 57; resto = 0.

h) Quociente = 215; resto = 2.
10.a) —13

b) 34

¢ —219

d 15

e) —65

f) =197

g —10

h) 14

"

12.

15.

. a

22035 o

2080

>0 oo

120

—255

—205

—1440

—74

-35

—35, resto 11.
24

308, resto —31.

1

N
N

| I\)l ~ |
N LOl\‘m

=N

0,25
24
-1,875
06

083
~1,714285

23
100

99
190909
100000
1

90

289
990

357
1100

2571
27951
-26
98,64
94,81
2,88
14,4228
2,4

= 3 =

o

3501
850

6666
303,03

~lw
Rl

|(?| »l= Blo

3
=

S IS [ IR (A NI

19. 91 pédginas.
20.12,5L.
21. R$ 364,00.

Capitulo 2 — Poténcias
e raizes

1. a)

e=2oaog

64
625
~64
625
—64
-625
0

1
32
625

—

g
)
z
=)
w
'—
z
(1T}
o
L
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) 9 7.a) 10 9 d) 123455 é divisivel por 5.
4 b) 390 oo e) 235432 710 é divisivel por 6.
m) 16 9 5 ) f) 421128 é divisivel por 8.
o & 9 37 )y 42 g) 1000 008 é divisivel por 9.
16 . 3 h) 450 220 é divisivel por 10.
" e 0] e V3 D3 . o
.a) 1000 f H W 3 i) 3300 é divisivel por 12.
f) 0,01 j) 5876 é divisivel por 13.
b) 100 8. a) 52 1
9o oo b) 743 . a) X=0 0 X=4
d) 117 h) 0,0001 9 393
-1
b) 36 e) 442 —26V3 c
o 2 a) +1, 2, 43, +4, £6e +12.
d)y 3% 9. a) 3
5 : 3 b) +1, %2, 4, +8 e +16.
fe)) 1502 b) J6 Q) £1,+2, £3, £5, +6, £10, £15 e +30.
- 3 d) £1, £2, £3, +4, 6, +7, £12, £14,
g 2 J6
N6 +21,+28, +42 ¢ +84.
h 2% 9 3
) o 5 €) +1, £3, +5, £9, £11, £15, £33, +45,
s d) ‘? £55, £99, +165 e £495.
i
4 46 6.a) mmc(4,10) =20
K) 24 378 o 48 ) -
) 57-3 ) mmc(4, 8) =8
9 f 5316 ¢) mmc(2,3,5 =30
m 25 4 d) mmc(10,14) = 70
28 g) 2¥25 e) mmc(6, 8,15) = 120
n 5
3 ) 5 +1 f) mmc(7,9,12) = 252
o) 2* 4 g) mmc(21,24,32) =672
0 i ) V341 h)  mmc(16, 20, 24, 30) = 240
32! 7.a) mdc(8,16) =8
NN ) ) (816
4.9) 2 Vo= b) mdc(10, 15, 20) = 5
14 -5
b) 2.3 9 5\/2( S +,|) c) mdc(42,70) =14
5.8 7 - 7 d) mdc(60,220) = 20
b) 9 J5 —1 e) mdc(420, 4 200, 4 410) = 210
)
c N 4 f)  mdc(180, 240, 750) = 30
1
d) 16 10. @) 2.4 X 10 3. 60 dias.
3
e 3 b) 1.55X10 9. 70 minutos.
fy 9 6
) _10 ¢ 5731x10 10. Ele devera comprar 2 pacotes de laci-
9 d) 14476001 X 10’ nhos e 3 pacotes de prendedores.
h 3 ,2
) 3 e 2X%10 1. C
T
) -2 f) 1x10 2 12. A
¥ 2 g 45x107° 13.D
) 1 h) 401%x1077 14. B
4 M.a) 1,5 x10* h) 5 x 102 15.D
m) % by 1x10 3 ) 73 x10% 16. C
2,8 X 107
0 2 o 2 . ) 605 x10°
3 d) 1,2%10° .
s o ax 100 w 3ax0  Capitulo 4 — Produtos
o] —U, - - ~
6
o) —O01 f) 4x10° ) 318 X 10 notaveis e fatora;ao
6.3) 42 g 45 x107 m) 4 x10° l.a) 2x+ 6y
12.C b) 4x> — 8xy
b) Js? 3 2
c) —2x + 2x°y
9172 . . d) 357 —3x%°
c) 17
e Capitulo 3 — Minimo o TR 4 185 4 208y
d) V4 1143
3 mI:IIt_Iplo CPr!‘um e f) ax + 2bx + ay + 2by
e) 34 5
) 1 maximo divisor comum 9 2+ 2y + )
f) 6 2 1.a) 2453258 é divisivel por 2. )
: b) 345 891 é divisivel por 3. h) 2%y = 2%y = 3y° + 3x/°
g) 32 c) 245 412 é divisivel por 4. 2.a) X +2xy +y?
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= o 2 2 T 2

4x? + 4x +1

160° — 24ac + 9¢?
25)(2)/2 + 10xyz + 72
x? —18x + 81

x* 4 2x%y7 + yf

XTQ+><y+y2
)(272+X—12
6—2J5

x2 =1

4x% -9
Xe_y4

1

2

4x? —12x + 9
16 — 4y?

x>+ 3X2y + 3xy2 +y3

8x3 + 12x%y + 6xy? + y°

X3 = 3x2y + 3xy2 —y3

x> - 9x2y + 27xy2 - 27y3

8x® + 36x2y + 54><y2 + 27y3

X3+ y3 +725+ 3X2y +3x%z+ 3xy2 +
+ 3y22 +3xz% + 3yz2 +6xyz

X3 +y3 -7 +3x2y—3x22+

+ 3xy2 - 3y22 +3xz22 + 3yz2 —6xyz
8x> + y3 -277% + 12x2y —36x°z+
+ 6xy2 - 9y2z +54xz° + 27yz2 —36xyz
27x% — 8y3 —1252° - 54x4y -
—135x%2% + 36x%y? — 60y°Z° +
+ 225x%7° — 150yz° + 180x7%yz>
2(2x + 3y)

2x(x + 3)

3xy(x — 3)

6X2y(xy + 2y3 - 3x)

12ab°c®2a°c — a®b? + 4bc?)

2x%(2 + 3% — 6x + 4x7)
8b2cHa’bc? - 2)

3

2 2 o T 2 2 2 2 T o 2

o))

o= 17
(3x + 4)?
3x — 7

4 — y)?

Xx + 6)2
23X + 3)?
x—=1x+2)
x = 2)(x — 8)

2(x —1)()( - %)

3()( - %)(x +2)

(@ + b)a —b)

(5a + b)(5a — b)

4(x + 4)x — 4)

2(x + 2y)lx — 2y)

(@ + b’)(a + b)a — b)
(4a® + 9b%)(2a + 3b)(2a — 3b)
(@ + b)a® — ab + b?)

(@ — b)(d® + ab + b?)

(27 + 5)(42> — 10z + 25)
(K* = 10)(k* + 10k* + 100)

X —2
X—y
xz—xy+y2
Xty
X +7)x =1
x =7
1
Xty

Capitulo 5 — Equacao
do 1° grau e equacdo

do 2° grau
la) S=0 d S={-48)
b) S={=17} e) S=0
0 S=(3)
2.9 S=(g e S=(-1
E _J49
b) s_{4} 7 S‘{T}
9 S=30) g S= {%}
_ ]34 _J .19
osf wel
3.8 S={32)
b) S ={0, 4)
¢ S={6 -1

(Z-3)

(5%)

M.a) S={x4 g) S={01
b) S =(xM1 h) s:{o, %}
¢ S={x3} ) S={0, -7
d) Ss=1{+25
) s={=28 ={o,%}
e) S=1{+/2} 1
f s=@ K ={O’§}

12.a) S=(-2 -4
b) S={ 34
o S={-5)

d) S={21

o) s={%,1}

il S=0

a9 s={1+V31-43}

h) S={—1

IR RN To] \/ﬁ}
) 5—{2 22t
) S=0

13. k = +642

14.a) S=1{6,7) e) S ={10,12}
b) S={25) fl S=(-1)
o S={-34 g S={8)
d) S={-313) h) S={-5,3)

15.a) -5
b) -3
) %

16. B

17.a) S={4 d S={4
b) S={54) e) S={4
0 S=0 f) S={2)

18.a) S={£1
b) S={+2, £4)

) S={iﬁ}

d) S=1{xJ6,+J5}
e) S={2.1

) S={-2.1)

9 s={¥51}

Capitulo 6 — Razao e
proporcao
1. 8 questoes.

2. 60 pares de sapato de adulto.

5
3.9
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z

=
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19.
20.
21.
22.

23.

24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.

31

32.
33.
34.
35.
36.

A

D

B

A

D

D

B

B

.B

A

D

. 15 trabalhadores.

D

B

a) 512,320 e 448.

b) 320, 800 e 160.

B

A

C

a) 032 g) 89%
b) 01 h) 30%
c) 0123 ) 3%
d) 0,000034 ) 120%
e) 15 k) 500%
f) 3 ) 02%
a) 50%

b) 1%

D

D

A

D

C

B

a) 705000 pizzas.

Serdo consumidas 278 250 de mo-
zarela e 198 750 de calabresa.

a) Escola A.
R$ 3564,00.

ke c

> m > w m

Capitulo 7 — Triangulos
retangulos

1.

e) x =194
z=43
y=2

a) x=10
b) x =25 )
o y=27 g)
d z=12

2.10 cm.
3. 242 cm.

b

9.

© Ny o o

ﬁ cm.
2

C2J3 cem.

D

B
o,
16

105 m.
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10. x =4/
5 12 5
1 =2 =< ==
sen(a) 5 Cos (o) 5 e tg(a) 7
_n2 _5 _2
sen(p) = 3 cos(B) 3 k=<
12. y =737 e x=221.
13. E
4. C
15. C
16. B
17. A
18. B
19. A
20. B
Capitulo 8 — Plano

cartesiano, graficos
e relacoes

(=5, 5) — Il Quadrante.
C(—3, 2) — I Quadrante.
D(—4, 0) — Eixo das abscissas.
E(—5, —3) — Il Quadrante.

5

—2, —2) — lll Quadrante.
G(0, —4) — Eixo das ordenadas.
H(2, —3) — IV Quadrante.
I(5, —=1) — IV Quadrante.
J(3, 0) — Eixo das abscissas.
K(1, 1) — I Quadrante.
O(0, 0) — Eixo das abscissas e das
ordenadas.

3. -4<x<0

4. P(—15, —15)

5.a) 5u.c

=

2 u.c.
2\[16 u.c.
J10 uc.

13 u.c.

© 0 gy O
m>>0O>»0o o o

o
2

A ordenada do ponto Eé h =17.

b) As coordenadas da provavel fonte

do 6leo sédo P(8 + 84/2,10).

& .
O 0O 00U > > >»mw

Capitulo 9 —Sistema
meétrico e conversao

de unidades
1.a) 00373 km

) 45000 cm

) 100 mm

124,601 hm

Tkm

5207000 mL

0,0045 L

100000 cm?

0,000012 dam?

420 000 dm?

100 m?

0,01 km?

0,00014 ha

2400000 dam?

12000 mm?

790 dam?

4,84 km?

5000 dm?®

39cm’

12000 L

45 mL

47000 cm®

305 K

27°C

173K

—273°C

80,6 °F

40 °C

64,4 °F

293K

100 °C

248 °F

72 km/h

10 m/s

61,2 km/h

30 m/s

45 km/h

QO O T o

)
)

)

o » w N
20T 2T=2Q 2020020200230 200000202

© 0 g O
O W @™ > WO O

10.
1.
12.

0,012 L

23 mL
12000 g
1305000 mg
1,001 kg
0,0002 g
0135t

1,2 dm®
0,567 m*
0,2 m®
37500 L
95L

0,5 m/s
1km/min
7,2 km/min
500 m/min
21,6 km/h



