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NUMEROS COMPLEXOS

A matemdtica parece muito complexa, ndo € mesmo? Acredite, ela ndo é! Venha
desmistificar essa ideia junto com a gente nessa apostila.

Esta subdrea é composta pelos mdédulos:

1. Numeros Complexos
2. Forma Polar dos Numeros Complexos
3. Potenciacao e Radiciacdao de Numeros Complexos




NUMEROS COMPLEXOS

INTRODUCAO

Em algum momento da sua vida de estudante vocé deve ter ouvido a seguinte expressdo:
“N&o existe raiz quadrada de niimeros negativos”. Saiba que por muito tempo achdvamos
que isso era correto, até ser definido o conjunto dos nimeros complexos.

Ao contrdrio do que muitos pensam, ndo foi com o objetivo de resolver equacdes
quadrdticas como x? = —1 que surgiu o estudo dos nimeros complexos. A equacdo
x% — 15x — 4 = 0 possui 4, —2++/3 e —2—+/3 como rafzes dessa equacdo. Contudo, uma
formula desenvolvida por uma cara chamado Tartaglia, hoje conhecida como Férmula
de Cardano ou Cardano-Tartaglia, diz que a equagao x* — 15x — 4 = 0 tem como raiz

x=1\2+V=121+ V2 —V—121.
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Como seria possivel uma raiz da forma x = \/2 ++V-121 + \/2 —+v—121 sendo que
ja conhecemos as 3 raizes? Pensou-se que ndo era possivel e que a formula ndo se
aplicava a esses casos, pois aparecia um radicando negativo, como —121.

Para nossa sorte, muitos apreciadores e estudiosos da matematica intrigaram-se com
esse tipo de resultado, iniciando uma jornada de estudo com o objetivo de explicar essa
situacdo. Foi entdo que Bombelli, um matematico italiano, desenvolveu uma dlgebra
capaz de fornecer resultados para expressoes como v—121, a qual chamamos hoje de
Nidmeros Complexos.

NUMEROS COMPLEXOS

Todo conjunto possui uma caracteristica clara dos elementos que o contém, por exemplo,
0 conjunto composto pelos estados da Regido Sudeste do Brasil: Espirito Santo, Minas
Gerais, Rio de Janeiro, Sdo Paulo. Podemos também representd-los de maneira mais
simbdlica, como {ES, MG, RJ, SP}. Na matemdtica, temos os conhecidos conjuntos
numeéricos:

N=1{012314%..}

Z={..,-3,-2,-1,0,1,2,3,..};
Q = {E qualquer ntimero x de modo que x = %, comaeb€Zeb # 0};

[ = {ntimeros que nao podem ser escritos na forma de fragao};



Numeros Complexos

R = {A uniao dos conjuntos N,Z, Q e I}.

Durante o estudo realizado, Bombelli identificou uma nova classe de ndmeros, aqueles
que resultam da extracdo da raiz quadrada de um nuUmero negativo, os quais ele
chamou de ndmeros imagindrios. A unidade imagindria é determinada por i = vV—1.
Uma caracteristica bem importante de ser observada na unidade imagindria sdo suas
poténcias:
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Esses sdo os 4 possiveis resultados para poténcias da unidade imaginaria, pois ele
possui uma caracteristica de ciclicidade. Sempre que quisermos encontrar o resultado
de uma poténcia imagindria, vamos reduzir a um desses casos, utilizando o seguinte
método: dada uma poténcia natural da unidade imagindria, ou seja, i* com n € N, o
resultado sera:

I. 1, se o resto da divisao de n por 4 for 0 (n = 4k + 0);
Il. i, se o resto da divisao de n por 4 for 1 (n = 4k + 1);
lll. =1, se o resto da divisao de n por 4 for 2 (n = 4k + 2);
IV. —i, se o resto da divisao de n por 4 for 3 (n = 4k + 3).

Por exemplo, para calcular o resultado da poténcia imagindria i?°?!, vamos realizar a
divisao de 2021 por 4:

2021 +-4=4%505+1

Logo, o resto da divisdo de 2021 por 4 € 1. Portanto i?%?t = ' =i,



FORMA ALGEBRICA DOS NUMEROS COMPLEXOS

O conjunto dos niimeros complexo é o conjunto C = {z tal que z=a + bi,ae b € R}, ou
seja, o nimero complexo z é da forma z = a + bi, com a e b sendo valores reaise i é a
unidade imagindria. Um ndmero complexo é composto por duas partes, parte real (a) e
a parte imaginaria (b). Quando o valor de b = 0, podemos falar que z € um ndmero real
(z€eR).
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Z=a+b!li

aéapartereal b éa parteimagindria
Separamos os ndmeros complexos em duas categorias:

Quando a e b diferentes de zero, temos os ndmeros complexos. Porém quando a € igual
a zero, temos os ndmeros imaginarios. Note que um nidmero real é também um ndmero
complexo, porém um nudmero real nao é um ndmero imaginario:

Um ponto importante aqui € enunciar quando dois nimeros complexos sdo iguais, pois,
como 0s numeros complexos sdo compostos por duas partes, serd que é necessario
que ambas as partes de um nlmero seja igual a do outro? A resposta é sim.

Dados dois niimeros complexos z = a + bi e w = ¢ + di, eles serdo iguais se
e somente se:

z=wSa=ceb=d.

Vamos agora enunciar cinco propriedades muito importantes acerca dos nimeros
complexos. Seja z = a + bi um niimero complexo, podemos calcular para ele:

1. Conjugado de z, simbolizado por Z.

O conjugado do nimero complexo z = a + bi € o nimero complexo Z = a — bi;
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Numeros Complexos

2. Simétrico de z

O simétrico do nimero complexo z = a + bi é o nimero complexo z = —a + bi;

3. Oposto de z (—z)

O oposto de do ndmero complexo z = a + bi é o nimero complexo —z = —a — bi;

4. Mddulo de z (|z])
O mddulo do ndmero complexo z = a + bi € o nimero real |z| =+/a? + b?.

5. Norma de z (]|z|| ou |z|?)

A norma de ndmero complexo z = a + bi é o nimero real ||z|| = a? + b2

OPERACOES ALGEBRICAS COM NUMEROS COMPLEXOS

Assim como realizamos operacdes dentro de outros conjuntos numeéricos, como 0s
reais, assim também faremos nos conjuntos complexos. Aprenderemos agora como
adicionar, subtrair, multiplicar e dividir nimeros complexos:

Adicao: Sejam z = a + bi e w = ¢ + di nimeros complexos. A soma z + w, resultado da
adicdo de dois nimeros, € dada por:

z+w=(@+bi)+(c+di)=(a+c)+ (b+d)i
Exemplo: z=3 + 4iew = —7 + 5i. A soma sera:
z+w=0CB+4)+(-7+5)=CB+(=7)+@+5)i=—4+9i
z+w=—-4+9i

Subtracao: Sejam z = a + bi e w = ¢ + di nimeros complexos. A diferenca z — w € dada
por:

z—w=(@+bi)—(c+di)=(a—c)+ (b—4ad)i
Exemplo: z =3 + 4i e w = —7 + 5i. A diferenca sera:
z—=w=0B+4)—-(-7+5)=@B—-(-7)+@-5)i=10—1
z—w=10—1i

Multiplicacdo: Sejam z = a + bi e w = ¢ + di ndmeros complexos. O produto z - w,
resultado da multiplicacdo de dois nimeros, € dada por:

z-w=(a+ bi) (c+di
= ac + adi + bci + bdi?

=ac+adi+ bci+ bd (—1)



=ac + adi + bci — bd
=ac— bd + adi + bci
= (ac — bd) + (ad + bc)i
Exemplo: z=3 + 4i e w = —7 + 5i. O produto sera:
zw=CB+4)-(-7+5)=@B-(-7)—4-5)+@B-5+4-(=7))i
z-w=[(—21-20) + (15— 28)i] = —41 —13i
z—w=-—41-13i

Uma observacao que deve ser feita neste momento é que ndo € preciso decorar que
z-w = (ac — bd) + (ad + bc)i, pois esse resultado final é obtido aplicando a propriedade
distributiva.

. - - 4 . Z
Divisao: Sejam z =a + bi e w = ¢ + di ndmeros complexos. O quociente —, resultado
. . ~ . v 7/ W
da divisao de dois numeros, € dada por:

Z_a+bi

w c+di

_(a+b)(c+di) (a+bi)(c+di)
~ (c—di)(c+di) c? +d?

_ (ac—bd) + (bc + ad)i
B cZ + d2

Exemplo: z=4 + 5i e w = 2 — 3i. O produto sera:

z 4450 (4+5D)@2+30) (4-2-5-3)+(5-2+4-3)i

w 2—-3i 22 4+ 32 B 449

z (8-15)+ (10+12)i —7+22i
N 13 13

=7+ 22i

VA
w 13
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