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APRESENTACAO

Ola,

Iniciaremos o ultimo assunto de geometria, a espacial. Para aprender bem essa aula, o requisito
basico é ter feito as aulas de geometria plana e ter bem consolidado os diversos conceitos abordados
nelas. Nesta aula, estenderemos o conceito que aprendemos no plano ao espaco tridimensional. Veremos
muitos exemplos e teoremas que nos ajudarao a resolver os exercicios da prova.

Se vocé for um aluno que ja possui os conceitos de geometria espacial bem fundamentados, pule
direto para a lista de exercicios e tente resolver todas questdes. Caso vocé nao consiga resolver alguma,
consulte a resolucao e sempre que precisar, vocé poderd nos encontrar no férum de duvidas.

Entdo, vamos a aula.

Bons estudos.

o Jvictorso @ /profvictorso 0 /profvictorso
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ESTRATEGIA MILITARES — GEOMETRIA ESPACIAL I

1. SOLIDOS REDONDOS

Vamos comecar nosso estudo de sélidos redondos, sdo eles: os cilindros, os cones e as esferas.
Iniciemos pelos cilindros.

1.1. CILINDROS

Os cilindros sdo figuras muito parecidas com os prismas, a diferenca é que ao invés da base ser um
poligono convexo, a base do cilindro é um circulo. Podemos pensar em um prisma arredondado. Vejamos
os elementos presentes no cilindro.

geratriz base
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Note que o cilindro possui duas bases circulares congruentes de raio R e que 0AA'0 é um
paralelogramo. Geratriz é o termo usado para qualquer segmento de reta do cilindro distando R do eixo
00', e paralelo ao mesmo.

base

Quando as geratrizes do cilindro sdo obliquas as bases, temos um cilindro circular obliquo e
guando elas sdo perpendiculares as bases, temos um cilindro circular reto. Neste caso, a altura do cilindro
sera igual a medida da geratriz, ou seja, h = g.

1.1.1. SUPERFICIE CILINDRICA E CILINDRO DE REVOLUCAO

Tomando-se um eixo e e rotacionando um segmento de reta g (reta geratriz) de uma distancia R
ao longo de e, obtemos uma superficie cilindrica de revolugao.

&
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Se ao invés de um segmento de reta, rotacionarmos um retangulo que possui um lado contido no
eixo e, obtemos um cilindro de revolugao. Perceba que esse cilindro é circular reto, ou seja, a geratriz é
perpendicular ao plano da base.
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1.1.2. AREA LATERAL E AREA TOTAL

Se cortarmos uma superficie cilindrica de revolugdo de altura h e a colocarmos em cima de uma
mesa esticada, obtemos a figura de um retangulo de dimensdes iguais a altura h e ao comprimento da
base circular. Sabemos que o comprimento de uma circunferéncia de raio R é 2mR. Assim, temos que a
superficie lateral de um cilindro circular reto planificada é equivalente a um retangulo de dimensdes h e
2mR.

2R

Logo, a drea lateral de um cilindro é:

Para encontrar a area total do cilindro circular reto, basta somar duas vezes a area da base. Como
a base é um circulo de raio R, temos:

AB = T[RZ

Ap = A, + 245 = 2nRh + 27R?

= |Ar =2nR(h + R)|

1.1.3. VOLUME DO CILINDRO

Para encontrar o volume de um cilindro, podemos usar o principio de Cavalieri. Assim, tomando-
se um cilindro circular de raio R e um prisma tais que ambos possuem a mesma altura h e também bases
de mesma drea, temos:

— — 2
Abase_prisma - Abase_cilindro = TR

Pelo principio de Cavalieri:

Veitinaro = Vprl’sma = Abaseprisma ’
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. — 2
: Vcilindro = mR*h

1.1.4. SECCAO PARALELA AO EIXO

Consideremos um cilindro circular reto de eixo 00’ e altura h conforme representado pela figura
abaixo:

B

~
’

=%
»
Q

Ao seccionarmos esse cilindro por um plano paralelo ao seu eixo e a uma distancia d deste, a
sec¢do plana formada é um retangulo de dimensdes h e 2x. Podemos calcular o valor de x da seguinte
forma:

A 2x B
[ |
B
h
[
[
A D C

Observando a circunferéncia e aplicando o teorema de Pitagoras no AAOM:
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R2=x2+d?=>|x=+/R2—d%0<d<R

Se a distancia d for nula, chamamos a seccao plana obtida de sec¢do meridiana.

secciio meridiana

~

Note que a seccdo meridiana divide o cilindro em dois semicilindros. Quando a sec¢dao meridiana
é um quadrado, temos um cilindro equilatero. Neste caso:

g=h=2R

1.1.5. TRONCO DE CILINDRO

Consideremos o seguinte tronco de cilindro:
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---------
""""""
- -

( ) Nesse tronco, podemos ver que ao completarmos
] »'1 . ~
A -1 esse tronco com um outro com as mesmas dimensdes, obtemos
' i um cilindro reto. Assim, temos que seu volume V; é dado por:
' i
1 1
1 1 —_
! ! 2VT - Vcilindro reto
] ]
] I
' ' 2Vy = R?*(a + b)
b, '
]
] )
' ' mR?*(a + b)
i i NV = —=
' 2
L]
]
]
]
| ]

Da mesma forma, podemos calcular sua area lateral:

24, = Ajaterai citindro reto

24, = 2nR(a + b)

“ b «|A; =mR(a+b)|

Agora, vejamos o caso de um tronco de cilindro que possui uma base reta e a outra base inclinada
de um angulo 8 em relagao a base reta.
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elipse

A base superior é uma elipse. Fazendo a projecao ortogonal da drea dessa elipse, obtemos a area
da base circular. Assim, podemos escrever:

TR?

Atinse  €0S0 = TR? = |Ajipce = ——
elipse elipse cos 6

A figura planificada é a seccdo do plano que corta o tronco ao meio. Ela é um trapézio e como
podemos ver, o dngulo 6 deve satisfazer:

tgg =2
8Y =R

1.2. CONES

Cones sdo sélidos que possuem uma base circular contida num plano e um vértice fora deste plano.
Podemos pensar no cone como uma piramide arredondada. Assim, quando a projec¢do ortogonal do cone
se encontra no centro da sua base circular, temos um cone reto. Por outro lado, quando essa projecao
nao esta no centro da circunferéncia, temos um cone obliquo.
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cone reto cone obliquo

Vejamos os elementos presentes no cone:

geratriz

base

Note que no caso do cone obliquo, a geratriz pode ter medidas diferentes. Além disso, o termo
geratriz também pode ser referido como apétema do cone.

Um cone reto pode ser chamado de cone de revolugdo. Pois, ao rotacionarmos um triangulo
retangulo em torno de um eixo que contém um de seus catetos, obtemos um cone reto.
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G

No caso do cone reto, temos a seguinte relacao:

g% =h2 +R?

1.2.1. SECCAO MERIDIANA

Quando seccionamos um cone reto por um plano que contém seu eixo PO, obtemos uma secgdo
meridiana. Essa figura serd um triangulo isésceles.
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Se a sec¢do meridiana for um triangulo equiladtero, chamamos o cone de cone equilatero. Neste
caso, temos g = 2R e h = RV/3.

1.2.2. AREA LATERAL E AREA TOTAL

Podemos afirmar que a superficie lateral de um cone de geratriz g e raio R é equivalente a um
setor circular de raio g e comprimento de arco 2mR.

2R

- -
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Do setor circular, temos:

2mR
0 =——
g

A area lateral do cone serd igual a drea do setor circular, logo:

) R
A, =mg ﬁz 7

A drea total do cone é igual a soma da area lateral com a drea da base:

0 g% 2m
2

AT:AL+AB

Ar = mRg + mR?

Ar =R(g + R)|

1.2.3. VOLUME DO CONE

O volume do cone pode ser obtido pelo principio de Cavalieri tomando-se um cone e uma piramide
de mesma altura e area da base. Assim, temos para um cone de raio R e altura h:

1
Veone = §AB h

Vo = l7TR2h
cone 3

1.2.4. TRONCO DE CONE DE BASES PARALELAS

Vamos deduzir a formula para calcular o volume de um tronco de cone de bases paralelas.
Consideremos a seguinte figura:
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Sejam V,, V,, V- os volumes do cone menor, do cone maior e do tronco de cone. Assim, temos:
V=V, =1

V= nR*h  mr’h'  mwR*(h +hy) wr’h
T 3 3 3 3

_ mh'(R? —1?) N mR?hy
T 3 3

Pela semelhanca dos cones, podemos escrever:

h’_r h'

r , , , hrr
h_§=> =—=>Rh =hr+hyr=>h' =——

h'+hy R R—r

Substituindo h’ na expressdo do volume do tronco:

mR?hy
3

o hpr ) )
VT_S(R—r>(R T+

Portanto, o volume do tronco é:

mh
Vr =TT(R2 +72 + Rr)

Pela figura da regido planificada, vemos que podemos relacionar a geratriz, a altura e os raios das
bases do tronco:
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R—r

g7 =hi + (R—1)°

A drea lateral do tronco pode ser calculada subtraindo-se a drea lateral do cone menor da drea
lateral do cone maior. Sejam A;, A;, A;r as areas laterais do cone maior, do cone menor e do tronco.
Assim, temos:

27r

'~

2R
qr

Ayr=A,— A =nRg —nrg’ =nR(g' + gr) —nrg’
= Ay =n[(R—71)g" + Rgr]

Pela razdo de proporc¢ao, temos:

9_:£:> g :£:>g,:rgr
g R g +g9gr R R—r

Substituindo na expressdo da area:

rdgr

Ar=m [(R —-r) (R 7‘) + RgT]

Portanto, a area lateral do tronco de cone é:
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|ALT =ngr(R + 7’)|

1.3. ESFERAS

Vimos no capitulo de lugares geométricos que uma superficie esférica é o conjunto dos pontos no
espacgo que equidistam de um determinado ponto, denominado de centro.

S{O, R} = [P € E‘ dp'o = 5 }
espaco raio da esfera

Uma esfera é o conjunto dos pontos no espago que satisfazem a seguinte relagdo:

S1{0,R} = {P € €|dp, < R}

Também podemos dizer que a esfera € um sdlido de revolucdo gerado pela rotacdo de uma
semicircunferéncia em torno de um eixo que contém seu diametro.
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1.3.1. SECCAO PLANA DA ESFERA

Toda seccdo plana de uma esfera é um circulo.

circulo de raio r

calota esférica

Pela figura, vemos que:

R?°=d*+1r%0<d<R

Se o plano secante a esfera passar pelo centro da esfera, a sec¢ao formada serd o circulo maximo
da esfera. Neste caso, temos d = 0 e, portanto, r = R.
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Note que calota esférica é o termo usado para a parte da esfera cortada por um plano.

1.3.2. VOLUME DA ESFERA

Para a deducdo da formula do volume da esfera, usaremos um sdlido de volume equivalente.
Consideremos um cilindro equilatero de altura 2R e dois cones de raio R e com vértice comum C
conforme representada na figura abaixo:

cilindro equilitero clepsidra

A unido de dois cones com vértice comum é um soélido conhecido como clepsidra. Tomando o
cilindro e removendo uma clepsidra do seu interior, obtemos um sélido conhecido como anticlepsidra.
Este sdlido também pode ser obtido pela rotacdo de um triangulo isdsceles de lados R, R, 2R em torno de
um eixo contendo o vértice oposto ao lado de medida 2R.
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Para o cdlculo do volume da esfera, usaremos uma esfera de raio R e uma anticlepsidra de raio R.
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2R

plano p

Os planos a e [ sdo paralelos e ambos tangenciam a esfera. As bases da anticlepsidra estao
contidas nesses planos. Vamos calcular a area da seccdo plana da esfera e da anticlepsidra.

Da esfera, temos um circulo de raio r:

— 2
Asecgéo_esfera =nr

Mas podemos escrever r em fungao de x e R, pelo teorema de Pitagoras:
R?=x?>41r?=>7r2=R?—x?
= Asecgéo_esfera = T[(RZ - xZ)
Da anticlepsidra, temos:
Asecgéo_anticlepsidra =nR? — mx? = w(R* — x?)

Assim, temos Ageccio esfera = Aseccio_anticlepsiara- P€l0 principio de Cavalieri, como as areas das
secgOes sao iguais e os sélidos tém mesmo volume, podemos escrever:

Vesfera = Vanticlepsidra

O volume da anticlepsidra é igual ao volume do cilindro equildtero menos o volume da clepsidra,
ou seja,
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1
— — 2 2
Vanticlepsidra — Vcilindro — Vclepsidra - TR ( 2R ) -2 <§ TR 5
_I_/ sy yr
=dois cones base cilindro \altura cilindro base cone altura cone
4

— 3
= Vanticlepsidra = §7TR

Portanto, o volume de uma esfera de raio R é dado por:

V—4 R3
_37'[

1.3.3. AREA DA SUPERFICIE ESFERICA

A deducdo da area da superficie esférica envolve calculo diferencial e ela pode ser obtida
derivando-se o volume da esfera de raio R em relacdo a R:

w_alte)
“dR_ dR

Uma outra forma de deduzir é pela nog¢do intuitiva de volume. Tomando-se uma placa sélida de
espessura x e area da base A, temos que seu volume é

Assim:

Ao fazermos a placa a sdlida assumir uma espessura infinitamente pequena, ou seja, fazendo x
tender a zero, a expressao V /x resultard na area da superficie do sélido. Com base nisso, deduziremos a
férmula da superficie esférica.

o)
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Para deduzirmos a area da esfera, consideremos a seguinte casca esférica de espessura x:

casca esférica

Seja AV o volume da casca esférica acima. Assim, seu volume é igual ao volume de uma esfera de
raio R + x menos o volume de uma esfera de raio R. Desse modo:

4 4 4
AV = §T[(R +x)3 — §TL’R3 = §n[(R3 + 3R%x + 3Rx? + x3) — R3]

4
AV = §7r(3R2x + 3Rx? + x3)

Dividindo a equacdo por x:

AV 4
~ = §n(3R2 + 3Rx + x?)

Ao aplicarmos o limite de x — 0 na equacdo acima, a casca esférica torna-se a superficie da esfera.
Assim, para x — 0, temos a drea da superficie esférica:

AV [4
Agsperq = lim— = lim |=m | 3R? 4 3Rx + x? || = 4nR?
x-0 X x-01]3 = %

Portanto, a area de uma superficie esférica de raio R é dada por:

1.3.4. FUSO ESFERICO E CUNHA ESFERICA

Fuso esférico é a parte da superficie esférica formada pela rotagao em a graus de uma
semicircunferéncia em torno do diametro da superficie esférica. Podemos dizer que ele é uma
fatia de uma superficie esférica.

&
24
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fuso esférico

LD T L L ey o L L L L L L LY CL L

Para calcular a area do fuso, podemos fazer uma simples regra de trés. Considerando a@ em
radianos:

21 — 4mR?

a— Afuso

5 a
= AquO = 4‘7TR . %

“Aruso = 2R2a

Cunha esférica é a parte da esfera formada pela rotagdao em a graus de um semicirculo em
torno do diametro da esfera. Podemos dizer que ela é uma fatia de uma esfera.
1

cunha esférica
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Para calcular o volume da cunha, podemos fazer uma simples regra de trés. Considerando
a em radianos:

4 3
21 — §T[R
a— chnha
— 4 3 @
= Veunha = §77:R E

2 3
. Afuso = §R a

1.3.5. SEGMENTOS ESFERICOS

Seccionando-se uma esfera com dois planos paralelos entre si, dividimos a esfera em trés partes.
A regido compreendida entre os planos é chamada de segmento esférico de duas bases. As outras duas
sao chamadas de segmentos esféricos de uma base, essas também podem ser denominadas de calotas
esféricas.

segmento esférico de uma base

segmento esférico de duas bases

-------------
------

- -
- -
-

___________
------
,,,,,,

-
- -
-

Vamos calcular o volume de um segmento esférico de duas bases. Podemos construir esse sélido
rotacionando-se a seguinte figura em torno de um eixo:
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Assim, vamos usar o principio de Cavalieri e uma anticlepsidra para encontrar o volume desse

sélido.
)
e — ]
l
I
"_...-'-—_ ______ ——-----.1.___.‘.~
- ] amm e a
'a" rl."*‘\ b —= pupapy — -
_________ e e e - --
l,’ '1 he N mmmemmec) e == “4
/S h ’o' "'__. ] UL RS Sl
’ - -~
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] AL M 1S -1
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. ’
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4...“‘.‘ '.-.’f
I\""‘—-___ __-—"".
1 ]
1 1
1 1
1 I
1 '
' Y ' tronco de cone
———
1 1

cilindro

Note que o volume do segmento esférico é igual ao volume da anticlepsidra. Este é igual a
diferenca entre os volumes do cilindro e do tronco de cone. Logo, temos:
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2 n-h 2 2
Vsegmento esférico — Vcilindro — Vironco = TRh — 3 (x*+y°—xy)
mh 2 2 2
= Vsegmento esférico — 6 (6R* — 2x* — 2y* — 2xy)
mh 2 2 2 2 2
= Vsegmento esférico — 6 (6R* —3(x* +y*) + x* + y* — 2xy)

= Vsegmento esférico = %h (6R* = 3(x* + y*) + (y — x)?)
Na figura da esfera, podemos aplicar o teorema de Pitdgoras:
R? =y 412
R? = x? + 1}
Somando-se essas duas relagdes:
2RZ=x2+y2+1r2+1r7=>3(x%2+y)2 =6R?>—-3(r2 +1%)

Além disso, temos y — x = h, logo:

mh
= Vsegmento esférico — ?(6R2 - (6R2 - 3(7‘12 + rZZ)) + hz)

h
N Vsegmento esférico — ? [3 (le + r22) + hz]

Para o volume do segmento esférico de uma base, basta considerarr; = 0 er, = r. Logo:

n
V=" G+ )

Podemos calcular a drea da superficie do segmento esférico usando a expressao do seu volume.
Para isso, usaremos uma casca esférica de espessura x e tomaremos um segmento esférico dessa casca.
Consideremos a seguinte figura que é a seccao plana que passa pelo centro desse segmento esférico:
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Assim, temos que a diferenga de volumes entre os segmentos de esferas concéntricas é:

Th Th
AV = — [3(Ry +11)* + 3(R, + )% + h?] — = [3R? + 3R3 + h?]
Th Th
AV = 3 [3R? + 6Ry1y + 31 + 3RZ + 6R,1, + 317 + h?] — 3 [3R? + 3R% + h?]

mh
AV == ? (6R1T1 + 37‘12 + 6R2T2 + 37'22)

h
AV = 7(2R1T1 + 2R2r2 + T12 + T'Zz) (I)

Pelo teorema de Pitdgoras, temos:
(R+x)2=y*+ (R, +1)* (D)
(R+x)2=(h+y)?+ R, +1)? (I

R? = y2 + R} = y*> = R2— R} (IV)
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R2=(h+y)?+R?=> (h+y)>=R?—R? (V)
Somando (1) e (II), temos:
2R+ x)*=y?+ (h+y)* + (R, + r)?* + (R, + 1)?
Substituindo (/11) e (IV) na equagdo acima:
2(R+x)>=R*—R3+R>—Ri+ (R +1)?+ (Ry+ 1)
2(R +x)? = 2R? + 2R,1y + 2R,1, + 12 + 1}
= 2Ry + 2R,y + 12 + 12 = 2(R + x)? — 2R? (VI)

Substituindo (VI) em (I):

h
AV = > [2(R + x)? — 2R?]

Th
AV = > (4Rx + 2x?)

Dividindo a equacdo por x:

AV mh
= —=—(4R + 2x)
X 2

Aplicando o limite de x = 0:

AV mh
A=1lim— =lim—/|( 4R + 2x
x-0 X x—-0 2 ‘-6-‘

Portanto, a area da superficie do segmento esférico é:

~|A =2nRh

14. (Inédito)
O volume de uma esfera de raio = 5 é interceptada por um plano que contém seu didametro.
A interseccao entre a esfera e o plano forma
a) uma esferaderaior =5
b) uma circunferéncia de raio r = 5 pertencente ao plano
c) uma esfera de raio r > 5 perpendicular a plano

d) uma circunferéncia de raio r < 5 obliqua ao plano
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e) uma reta pertencente ao plano

Comentarios

A interseccdo entre um plano que contém o centro de uma esfera e a prépria esfera gera uma
circunferéncia pertencente ao plano e de mesmo raio da esfera, neste caso, r = 5.

Gabarito: “b”.

15. (UERJ/2017)

Um cilindro circular reto possui diametro AB de 4 cm e altura AA’ de 10 cm. O plano «a,
perpendicular a se¢do meridiana ABB'A’, que passa pelos pontos B e A’ das bases, divide o cilindro
em duas partes, conforme ilustra a imagem.

A —_B

e

A
0 volume da parte do cilindro compreendida entre o plano a e a base inferior, em cm3, é igual a:
a) 8m
b) 12w
c)lé6m
d) 20m

Comentarios
Apesar de o plano estar inclinado, divide o cilindro em duas partes de igual volume.

Dessa forma, o volume solicitado é igual a metade do volume do cilindro completo.

1
Vinetade = 5 Area da base - altura

v =1-7r-22-10
metade 2

Vinetage = 207
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Gabarito: “d”.

16. (ENEM-Libras/2017)

Para divulgar sua marca, uma empresa produziu um porta-canetas de brinde, na forma do sélido
composto por um cilindro e um tronco de cone, como na figura.

Para recobrir toda a superficie lateral do brinde, essa empresa encomendara um adesivo na forma

planificada dessa superficie.

Que formato tera esse adesivo?

D

b)

C)

d}\\_,/
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il

e)
Comentarios

Ao planificar um tronco de cone, presente na parte superior, temos, como planificacao a
superficie de um setor circular.

Ao planificar um cilindro, temos um retangulo.

Dessa forma, a Unica alternativa que apresenta essas opc¢des é a alternativa b)

Gabarito: “b”.

17. (ENEM/2013)

Uma cozinheira, especialista em fazer bolos, utiliza uma forma no formato representado na figura:

Nela identifica-se a representac¢do de duas figuras geométricas tridimensionais.
Essas figuras sdo
a) um tronco de cone e um cilindro.

b) um cone e um cilindro.
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c) um tronco de piramide e um cilindro.
d) dois troncos de cone.
e) dois cilindros.

Comentarios

Se retirarmos a parte interna da forma, a que faz o “buraco no bolo”, vemos um tronco de cone
invertido, ou seja, com o vértice para baixo.

Ja a parte interna, sozinha, representa outro tronco de cone, veja.

Dessa forma, a forma é composta de dois troncos de cone.

Gabarito: “d”.

18. (UFPA/2011)

Uma rasa é um paneiro utilizado na venda de frutos de agai. Um tipico exemplar tem forma de um
tronco de cone, com diametro de base 28 cm, diametro de boca 34 cm e altura 27 cm. Podemos

afirmar, utilizando T = 3, 14, que a capacidade da rasa, em litros, é aproximadamente

a) 18 b) 20 c) 22 d) 24 e) 26

Comentarios

J4a sabemos que a rasa é um tronco de cone. O enunciado nos informou os didametros das bases,
inferior e superior. Com eles, conseguimos os raios respectivos.

_28_ 1 R=2_17
e 2
=
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Sabendo que a altura do tronco é de 27 cm, podemos calcular o volume diretamente.

V=g-h-(R2+R-r+r2)

V=27 (172 + 17 - 14 + 14?)

927 (289 + 238 + 196)

V=314-9-723
V = 3,14 - 6507
V = 20431,98 cm?
Como 1! equivale a 1000 cm3, temos que

V =20,431981

Gabarito: “b”.

19. (UFRGS/2008)

7
A areia contida em um cone fechado, de altura 18 cm, ocupa g da capacidade do cone.

Voltando-se o vértice do cone para cima, conforme indica a figura, a altura h do tronco de cone

ocupado pela areia, em centimetros, é
a)7. b) 8. c)o. d) 10. e) 11.
Comentarios

Chamemos v o volume de areia contido no cone e de VV o volume total do cone.

Pelo enunciado, temos que

35
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Sendo assim, podemos calcular o volume do cone menor, na parte superior da segunda figura,

como sendo

Vov=v_lyv=1y
v=YT38" "3

Com essa informacado, temos condicdo de encontrar a constante de proporcionalidade entre o
cone menor, ndo ocupado pela areia, e o cone completo. Como estamos lidando com volumes,
a razdo k ao cubo é igual a razdo entre os volumes dos dois cones.

_ V cone pequeno
~ V cone grande

k3

Por semelhanca de tridngulos na segunda figura, podemos dizer que a razado entre as alturas
(cone pequeno para cone grande) é igual a k.

H—h_k
——=
18—h 1
18 2
18 18

2
18—h=9
18—9=nh

9cm =h

Gabarito: “c”.

20. (Fatec/2019-1)

AULA 08 — GEOMETRIA ESPACIAL I 36

B N

A€




ESTRATEGIA MILITARES — GEOMETRIA ESPACIAL I

Uma garrafa térmica tem formato de um cilindro circular reto, fundo plano e diametro da base
medindo 8, 0 cm. Ela estd em pé sobre uma mesa e parte do suco em seu interior ja foi consumido,

sendo que o nivel do suco esta a 13 ¢m da base da garrafa, como mostra a figura.

O suco é despejado num copo vazio, também de formato cilindrico e base plana, cujo diametro da

base é 4 cm e com altura de 7 cm. O copo fica totalmente cheio de suco, sem desperdicio.

13cm

8cm

Adote r = 3.
Despreze a espessura do material da garrafa e do copo.

Nessas condi¢des, o volume de suco restante na garrafa é, em cm3, aproximadamente,

a)250. b) 380. c) 540. d) 620. e) 800.

Comentarios

O volume final na garrafa V; sera a diferenca entre o valor inicial nela, ¥, e o volume constante
no copo, V..

Como sdo todos cilindros circulares retos, temos.

onde r e h representam o raio da base e a altura do cilindro, respectivamente, podemos
calcular V.

Ve=Vo -1
szn-Rz-h—n-rz-h

Atencdo, para ndo causar confusdo, usaremos R para simbolizar o raio da garrafa e r para
simbolizar o raio do copo.
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Além disso, fique ligado, o enunciado ndo forneceu os raios e sim os diametros, portanto, temos
gue dividir por dois os valores dados antes de colocd-los na equacdo. Os valores das alturas
permanecem inalterados, ok?

O valor de m deve, segundo enunciado, ser aproximado para 3.

As dimensdes dadas estdo em cm e o volume final esta indicado, nas alternativas, em cm3. Assim,
nao sao necessarias transformacdes de unidade.

Vamos a equagao.
Ve=m-R*-h—m-1r*-h
Vp=3-42-13-3.2%.7
Vp =624 — 84
Ve = 540

Gabarito: “c”.

21. (Mackenzie/2019)

Se as dreas laterais de dois cilindros equilateros sdo, respectivamente, 16w cm? e 100 cm?,

entdo seus volumes, em cm?3 sdo, respectivamente,
a) 16V/2me 25021

b)32me 2001

c)l16me 250m

d) 24me 1501

e) 24\2me 15021

Comentarios

Sendo 7 o raio do cilindro menor e R o raio do cilindro maior; A, a area lateral do cilindro menor
e A. a area lateral do cilindro maior, V. o volume do cilindro menor e V- o volume do cilindro
maior, lembrando que sdao ambos equilateros (altura = diametro do raio da base), temos:

A,=2-m-r-h

167 =2-_ % -1r-2-1r

16 =4 -r?
6_,
4
4 = r2
o)
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VA =/
2 =r|
t2=r
Como r é uma distancia, podemos considerar apenas r = 2.

Assim, para o cdlculo do volume, temos:

V.=2 -m-23
V.=m-2%
V=116

Aplicando o mesmo raciocinio para o cilindro maior, temos:
Ac=2-m-R-H

167 =2-_m# R-2-R

100 = 22 - R?
100
7 F
25 = R?

Vs - VR
5 = |R|
+5=R

Como R é uma distancia, podemos considerar apenas r = 5.
Assim, para o cdlculo do volume, temos:
Ve=m-R*-H
Ve=m-R*-2-R

VC=2'7T'R3

A€
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VC=2‘T['53
3
Ve=2-m-5%-2
V. =m-250-2

Gabarito: “c”.

2. INSCRICAO E CIRCUNSCRICAO DE SOLIDOS

Neste capitulo, veremos alguns casos de inscricdao de circunscricdo de solidos que poderao ser
cobrados no vestibular, muitas das questGes desse tépico envolverdo esferas, entdo, vamos estuda-las. A
ideia aqui é apresentar o raciocinio que deve ser utilizado ao se deparar com esse tipo de questao.

2.1. ESFERA E CUBO

a) Esfera inscrita em cubo

a

i)
N

Note que a esfera tangencia todas as faces do cubo. Assim, o centro da esfera equidista das faces,

logo:
a
r==
2
b) Esfera circunscrita ao cubo
&
bj AULA 08 - GEOMETRIA ESPACIAL Il 40

> N



ESTRATEGIA MILITARES — GEOMETRIA ESPACIAL I

av3

av2

O raio da esfera circunscrita é igual a metade da diagonal do cubo, como a diagonal do cubo mede
av3, temos:

c) Esfera tangente as arestas do cubo

ponto de tangéncia
centro da esfera

Nesse caso, o centro da esfera equidista do ponto médio das arestas do cubo, ou seja,

!

r

_aV2
2

Note que, aplicando o teorema de Pitdgoras, temos:

() -

2 2 2
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2.2. ESFERA E OCTAEDRO REGULAR

a) Esfera inscrita em um octaedro regular

A esfera tangencia todas as faces do octaedro regular. Pela figura, podemos ver que o raio da
esfera inscrita é igual a altura do triangulo retangulo AOB, logo:

Nesse caso, o raio da esfera é igual a metade da diagonal do octaedro regular, logo:
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O raio dessa esfera é

Note que os raios das esferas que estudamos podem se relacionar da seguinte forma:

B
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2.3. ESFERA E CILINDRO

a) Cilindro circunscrita a uma esfera

—

-
-

-
-
-

i

Note que o cilindro circunscrito a uma esfera é um cilindro equildtero com [h = 2R|.

b) Cilindro inscrito em uma esfera

Legenda:

R —raio da esfera

r —raio da base do cilindro
h — altura do cilindro

Temos a seguinte relagdo:
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[2R)? = (2r)* + h?|

2.4. ESFERA E CONE

a) Esfera inscrita em um cone

Legenda:

R —raio da esfera

h — altura do cone
r —raio da base do cone
g — geratriz do cone
0 — angulo entre a geratriz e a base do cone

T e O sdo pontos de tangéncia entre a esfera e o cone. T também é o ponto de tangéncia da
geratriz com a esfera.

Do AATO’, temos:

(h—R)?>=(g—1)*+R?

Note que AATO'~AAOB, assim, pela semelhanca de tridngulos:

R

h—R g
r

Pelas relagdes trigonométricas:
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t (0)—R=>e—2 ()
9\3) =+ = 2arctg(—

b) Esfera circunscrita ao cone

O cone possui base de raio r e altura h. Pelo teorema de Pitdgoras, temos:

R?>=(R—h)? +71%= R? = R* — 2Rh + h? + r?

_hz+r2
~ 2h

- R

2.5. ESFERA E TETRAEDRO REGULAR

a) Esfera inscrita em um tetraedro regular
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As faces do tetraedro sdo tridngulo equildteros, assim, AH é altura de um triangulo equilatero de
lado a, logo:

_a3

AH >

No triangulo equilatero BCD, N é o baricentro desse triangulo, logo:

_BH a3

NH
3 6

Pelo teorema de Pitdgoras, podemos achar a altura do tetraedro:

a3\’ [(aV3\ , , (3 1 avé
(T) =(T) +R2osh=q (Z—E): h=22

Por semelhanga de triangulos, temos:

aV3
h—r —— h
AAMO~AANH > ——=—~*—-sS h=4r «r =—
r a\/g 4
6
Portanto, o raio da esfera inscrita é:
a6
T2
b) Esfera circunscrita ao tetraedro regular
o
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R é o raio da esfera circunscrita ao tetraedro regular. Note que r + R = h, desse modo:

R
r+R=4r=>R=3r=>|—=3

r
Substituindo a expressdo de r, obtemos:
R a6
4
c) Esfera tangente as arestas do tetraedro regular
&
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C

r’ é o raio da esfera tangente as arestas. Por semelhanca, temos:

!

r r
AAOM~AHON = B =|r' =+VRr

4

Portanto, o raio da esfera tangente as arestas é a média geométrica entre os raios das esferas
inscritas e circunscritas ao mesmo tetraedro.

2.6. ESFERA E TRONCO DE CONE

a) Esfera inscrita em um tronco de cone reto de bases paralelas
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Para o tronco de cone ser circunscritivel a uma esfera, devemos ter:

Além disso, analisando o tridngulo retangulo AOB, obtemos o raio da esfera inscrita em funcao de
Ry eR,:

r R
ABTO~AOTA = — = 72 =>|r =/RR,
1

b) Esfera circunscrita a um tronco de cone reto de bases paralelas

- -
-~

*------p

Nesse caso, tomando-se um plano secante que divide o tronco de cone em duas partes iguais,
podemos ver que a sec¢do plana é um trapézio isésceles inscrito numa circunferéncia.
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22. (UECE/2017)

Um cubo cuja medida de cada aresta é 3 dm esta inscrito em uma esfera de raio R. A medida de

um didametro (2R) da esfera é

a) 2v/3 dm. b) 3v2 dm. c) 3v3 dm. d) 4v/3 dm.

Comentarios

Perceba que o cubo ABCDEFGH tem uma diagonal BH que passa por I, centro da esfera.

Como a diagonal do cubo é igual ao diametro da esfera, podemos dizer que:

Diagonal do quadrado = Diametro da esfera

Gabarito: “c”.

23. (Unicamp/2016)

Um cilindro circular reto, cuja altura é igual ao diametro da base, esta inscrito numa esfera. A razao

entre os volumes da esfera e do cilindro é igual a

42 4 3v2
a) =~ b) 3 ) - d)V2

A€
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Comentarios

Se considerarmos R o raio da esfera e r o raio do cilindro, a relacdo entre o raio da esfera e do
cilindro inscrito é dada por R = r/2.

Assim, a razao entre o volume da esfera e o volume do cilindro é dada por:

4 4 3 4 3 4
Vesfera _ g'/ﬂ’/'Rz’ _g(r\/i) _gﬁ\/i _g'?\‘\/i_zl.

= - = = =_.2
Vitindro - -T2:2-1 2-13 2 T3 ~2< 3 V2

Gabarito: “a”.

24. (UEPB/2012)

Um cilindro reto esta inscrito em um cubo de aresta b cm. A relagdo entre o volume do cubo e o
volume do cilindro é

a) 2w b) g ow d) % e) 1

2m

Comentarios

Se o cilindro estd inscrito no cubo, seu raio é igual a metade do lado do cubo.

Assim, a razdo entre o volume do cubo e o volume do cilindro é

Veuro _ arestaaocubo b3 A A
V.iindaro areada base - altura - (g)z b n-sz-b ﬂ_\lzi % T
Gabarito: “d”.
25. (CEFET/2015)
&
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Uma piramide regular de base hexagonal tem o vértice sobre uma semiesfera e a base inscrita na

base desta semiesfera. Sabendo que a aresta lateral dessa piramide mede 10 c¢m, entdo o volume

éigual a:
a) 1256 cm? b) 500+/3 cm? c) 375vV6 cm?
d) STm cm? 2503 cm3

Comentarios

Facamos um esbogo da situagao retratada no enunciado.

C

Para encontrarmos o raio R, podemos utilizar o teorema de Pitdgoras entre a altura R da
piramide, a distancia R entre o centro da base e um vértice do hexdgono da base e, como
hipotenusa, a aresta da piramide, que vale 10 cm.

R? + R? = 107
2R? =100
100
R? = ——
2
&
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R? =50
JRZ =50
IRl =5-v2
R =452
Como R representa uma distancia, figuemos s6 com a parte positiva.
R=5-V2
J4 sabemos que a altura da pirdmide éiguala R = 5 - /2.

Como a base da pirdmide é hexagonal, podemos inferir que a aresta da base também é igual a R,
pois um hexdgono é formado por seis triangulos equildteros justapostos, todos de lado também
iguaisa R =5 -+/2.

Dessa forma, podemos calcular o volume da piramide.

Vp = 3 -area da base - altura

W, = 3 6 - area do triangulo equilatero - altura

1 R2\3
V,==6- ‘R
3 4
1 R2\3
V,=—- "% 5—"R
N A&
R3\3
[/;9 =
2
(5-v2)’V3
V=
5% V2 V3
h=—F—
53-°2.-V2V3
W= <
v, =125- V6 cm3
Gabarito: “a”.
o)
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26. (EEAR/2017)

Uma esfera estd inscrita num cilindro equilatero cuja area lateral mede 16 cm?. O volume da esfera
inscrita é

a) 8w b) 16m c) %n d) Zgﬁn

Comentarios

Esbogando a situagao descrita no enunciado, temos:

Pelo esbogo, percebemos que o raio da circunferéncia inscrita também é raio da base do cilindro.
A drea da base de um cilindro é dada por
A=2-m-R-h
lémr=2-w-R-2 R

16#7==2- % R-2-R

16 = 4 - R?
16

7 F
4 = R?
Va =R
2= IR|
+2=R

Como R é uma distancia, podemos assumir apenas o valor positivo pelo contexto.
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2=R
De posse do raio da circunferéncia, podemos calcular seu volume.

Sh e Ay 4 32w
cTg M =g e =g e =g

Gabarito: “c”.

3. TEOREMA DE PAPPUS-GULDIN

O teorema de Pappus-Guldin nos permite calcular facilmente a drea da superficie e o volume de
um solido de revolugao. Para isso, precisamos conhecer a distancia do centro de gravidade da figura a ser
rotacionada ao eixo de rotagao. Vejamos como determinar essa distancia com alguns exemplos.

Consideremos o segmento de reta AB e a reta r abaixo:

x é a distancia do centro de gravidade do segmento de reta AB a reta r, essa distancia é igual a
média aritmética entre x4 e xp:

X4+ xp
2

X =

Vejamos o caso de um triangulo:
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8
N

A distancia do centro de gravidade do triangulo de vértices A, B e C a reta r é dado pela média
aritmética entre x4, x5 € X:

X4 + x5+ xc

X = 3

Além disso, o centro de gravidade de um triangulo é o seu baricentro.

De forma geral, o centro de gravidade de uma figura plana é o seu centro geométrico.

- -

# ‘-“_.‘ ".&

L) LS
- -

p’éG\\\ r"“d CG “'4.,““
’ N

quadrado retangulo circulo

Agora que sabemos o que é centro de gravidade de uma figura plana, vamos aprender os teoremas
de Pappus-Guldin.

3.1. AREA DE SUPERFICIES DE REVOLUCAO

Consideremos a seguinte figura:
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Ao rotacionar a linha em torno do eixo, obteremos uma superficie de revolugdo cuja area é dada
por:

Onde x é a distancia do centro de gravidade da linha ao eixo e L é o comprimento da linha.
Vejamos um exemplo.

3.1.a) Calcule a area lateral do sélido de revolugao gerado pela seguinte figura plana:
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Essa figura é um trapézio cujas bases medem r e R e a distancia do seu centro de gravidade ao
eixo de rotacdo é

r+ R
2

X =

O sélido gerado é um tronco de cone. Aplicando o teorema de Pappus-Guldin, obtemos a area
lateral desse tronco:

r+R

A, = 2ng (T) ~|A, =mg(r +R)|

3.2. VOLUME DE SOLIDOS DE REVOLUCAO

Para calcular o volume de sdlidos de revolugdo, basta conhecer a area da superficie a ser
rotacionada e a distancia do centro de gravidade dessa superficie ao eixo de rotacao.

)

B =

O volume do sélido de revolugao é dado por:

Onde A é a area da superficie geradora.

Vejamos um exemplo.
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3.2.a) (UFRGS/2019)

Considere o sélido obtido pela revolucao do retangulo ABCD em torno da retar, conforme
indicado na figura a seguir.

r !
A B
.r"f'5
1 2 D 'C
I 5 '

O volume do sélido obtido é

a) 16m b) 84 c) 100 d) 84m e) 100m
Comentarios

Solugdo 1)

Da figura, tiramos que DC = 3. Com esse dado, podemos calcular o valor de BC por meio do
teorema de Pitagoras.
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J 3
A b
/”,5
g2 D 3 iC
0 5 '

BC? + CD?* = 52

BC? + 32 = 52
BC?*=25-9
BC? =16
JBC? =16
|BC| = 4
BC = +4

Entendendo BC como uma distancia, podemos descartar a parte negativa.
BC =4
Assim, o volume de revolugao é dado por:
V=mn-5%2-4—m-2%2.4
V =100 — 167
V =84n
Solugdo 2)

A distancia do centro de gravidade de ABCD aretar éigual a
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A area da figura é

Portanto, o volume do sdlido de revolucgdo é
_ 7
V = 2n%A = 21 (E) 12 = 847

Gabarito: “d”.

27. (ENEM/2011)

A figura seguinte mostra um modelo de sombrinha muito usado em paises orientais.

Disponivel eanu: hitpuimamat peico ufrgs.be. Acssso am: 1 maio 2010

Essa figura é uma representacdo de uma superficie de revolugdao chamada de
a) piramide

b) semiesfera

c) cilindro

d) tronco de cone

e) cone

Comentarios

Veja que a figura pode ser obtida com a rotacdo de um segmento de reta obliquo ao eixo, gerando
um cone.
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Gabarito: “e”.

28. (ENEM/2010)

Numa feira de artesanato, uma pessoa constroi formas geométricas de avides, bicicletas, carros e
outros engenhos com arame inextensivel. Em certo momento, ele construiu uma forma tendo como
eixo de apoio outro arame retilineo e rigido, cuja aparéncia é mostrada na

B C E F Arame rigido

/ DI/ |

A G ’

Ao girar tal forma em torno do eixo, formou-se a imagem de um foguete, que pode ser pensado

como composicao, por justaposicao, de diversos sélidos basicos de revolugao.

Sabendo que. a figura, os pontos B, C, E e F sao colineares, AB = 4FG, BC = 3FG, EF = 2F,
e utilizando-se daquela forma de pensar o foguete, a decomposi¢ao deste, no sentido da ponta para

a cauda, é formada pela seguinte sequéncia de sélidos:

a) piramide, cilindro reto, cone reto, cilindro reto.

b) cilindro reto. tronco de cone, cilindro reto, cone equilatero.
c) cone reto, cilindro reto, tronco de cone e cilindro equilatero.
d) cone equilatero, cilindro reto, piramide, cilindro.

e) cone, cilindro equilatero, tronco de piramide, cilindro.

Comentarios

Fazendo a revolucdo da parte de arame, temos o seguinte sdlido:

B

AB gera um cone reto
BC gera um cilindro reto
DE gera um tronco de cone
EF gera outro cilindro reto (equilatero,pois EF = 2FG)

Gabarito: “c”.

&
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29. (ENEM/1999)

Assim como na relagao entre o perfil de um corte de um torno e a pega torneada, sélidos de
revolugao resultam da rotagao de figuras planas em tomo de um eixo. Girando-se as figuras a seguir

em torno da haste indicada obtém-se os sélidos de revolugao que estdao na coluna da direita.

1 A

i,
3

|
4 = n

-
5 luf £

A correspondéncia correta entre as figuras planas e os solidos de revolugao obtidos é:

N

APy T

a) 1A, 2B, 3C, 4D, 5E.
b) 1B, 2C, 3D,4E, 5A.
c) 1B, 2D, 3E, 4A, 5C.
d)1D,2E, 3A, 4B, 5C.

e)1D, 2E, 3B, 4C, 5A.

Comentarios

Fazendo a correspondéncia direta, figura a figura, temos:

g 5c.
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Gabarito: “d”.

30. (CEFET/2015)

N

Na figura a seguir, ABCD é um retangulo inscrito em um setor circular de raio R com AB =— R

w

A B

O volume do sélido de revolugdo gerado pela rotagao desse retangulo em torno de um eixo que
contenha o segmento AD, em func¢do de R, é igual a

\/57R3 8mR3 4+/5R3 107R3 5V5mR3
a) b) c) d) e)
3 9 27 49 54
Comentarios

AULA 08 — GEOMETRIA ESPACIAL 11

B N

A€

65




ESTRATEGIA MILITARES — GEOMETRIA ESPACIAL I

Solugao 1)

Considerando AC = R, podemos aplicar o teorema de Pitagoras para encontrar a altura AD do
retangulo ABCD.

AC? = AD? + DC?
Como DC = AB, podemos fazer a substituicdo.

AC? = AD? + AB?

2

2
R* = AD* + (§R>

2

2
R? — (§R) = AD?

4
R? — §R2 = AD?

5
~R? = AD?
9
5
gR? = ap?
V5
—R=14D
=R = 14D|
V5
+-—R = AD
3
&
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Como AD é equivalente a um lado de um retangulo, podemos considerar apenas a vertente
positiva.

5
§R=AD

O sdlido de rotacdo gerado por esse retangulo serd um cilindro de raio de base igual a AB e de
alturaigual a AD.

Dessa forma, seu volume é dado por:
V = area da base - altura

V=m-AB*-AD

v=n(2r) Tr
T\3 3

4 5

V=m-—R* —R
3

_ 4/51R’
27

Solugao 2)

Vamos aplicar diretamente o teorema de Pappus-Guldin. Inicialmente, devemos calcular a
area da figura a ser rotacionada:

V5 2 2V5
AZADABZ?RgRZTRZ

Como AB mede 2/3R, temos que a distancia do centro de gravidade do quadrilatero é x =
R = %R. Logo:

N | R
w N

=2nxA =2n|=R
% X n( 5 27

1 \(2V5 .\  4V51R®
) (5E) -5

Gabarito: “c”.
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4. LISTA DE QUESTOES

*

A area da superficie de uma esfera é 144w cm?. O volume da esfera é igual a:

31. (ESA/2021)

a) 216w cm3
b) 288w cm?
c) 2304w cm?
d) 162w cm?

e) 72mwem?

32. (EEAR/2019)

Um cilindro circular reto, de altura igual a 3 do raio da base e de 12w cm? de érea lateral, possui

raio da base igual a cm.

a)5
b) 4
c)3
d) 2

33. (EEAR/2018)
Um cilindro equilatero tem 1961 cm? de area lateral. O raio da base desse cilindro mede____cm.
a)5
b) 6
c)7

d)8
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34,

35.

36.

A€

(EEAR/2018)

Uma esfera E foi dividida em 3 partes: 4, B e C, como mostra o desenho.

NS

v(C)

Se os volumes dessas partes sdo tais que: V(4) = V(B) = — e V(C) = 486m cm3, entio o raio

daesferaé___ cm.
a)8

b) 9

c) 10

d) 12

(EEAR/2018)

A superficie lateral de um cone, ao ser planificada, gera um setor circular cujo raio mede 10 cm e

cujo comprimento do arco mede 107 cm. O raio da base do cone, em cm, mede
a)5

b) 10

c)5m

d) 10

(EEAR/2017)

Uma esfera esta inscrita num cilindro equilatero cuja area lateral mede 16 cm?. O volume da

esfera inscrita é
a) 8w

b) 16w

32
)5

d) 253611'
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37. (EEAR/2017)

Um escultor ira pintar completamente a superficie de uma esfera de 6 m de diametro, utilizando
uma tinta que, para essa superficie, rende 3 m? por litro. Para essa tarefa, o escultor gastara, no

minimo, _____litros de tinta. (Considere ™ = 3)
a) 18
b) 24
c) 36

d) 48

38. (EEAR/2017)

O setor circular da figura representa a superficie lateral de um cone circular reto.

12 cm

Considerando i = 3, a geratriz e o raio da base do cone medem, em cm, respectivamente,
a)5e2
b)5e3
c)3e5

d)de5

39. (EEAR/2017)

Considere um recipiente em forma de cubo, completamente cheio de dgua. Se trés esferas metalicas
de 1 cm de raio forem colocadas dentro do recipiente, o volume de agua que sera derramado sera

de T cm3.
a)3
b) 4

c)5

AULA 08 — GEOMETRIA ESPACIAL 11 70

B N

A€




ESTRATEGIA MILITARES — GEOMETRIA ESPACIAL I

d) 6

40. (EEAR/2016)

Um cilindro de 18 cm de altura e raio da base igual a 5 cm contém agua até a metade de sua altura.
Por algum motivo, houve necessidade de despejar essa d4gua em um outro cilindro com 40 cm de
altura, cujo raio da base mede 4 cm.

18cm

NI B S

Considerando ™ = 3, o valor que mais se aproxima da altura atingida pela dgua no segundo cilindro

é

a)14 cm
b) 16 cm
c)20cm

d) 24 cm

41. (EEAR/2016)

Uma esfera inscrita em um cubo de diagonal 2v/3 m tem o volume igual a

a) = m3
3
2
b) == m3
3
4m 3
c) s m

32
d) Tﬂ m3

42. (EEAR/2016)

&
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43.

A€

Na ilustragdo a seguir, sdo apresentadas duas situa¢oes. Na primeira, o cilindro contém um liquido
que atinge uma altura h. Inserindo-se uma esfera de 3 cm de raio nesse mesmo cilindro, o nivel do
liquido aumenta, conforme situagdo 2. O novo volume, determinado pelo liquido somado a esfera,
totaliza 588 cm?3.

4cm
—=3 .

=
— &

Simagao | Situaciio2

Considerando ™ = 3 e o raio da base do cilindro igual a 4 cm, a medida da altura h corresponde a

____cm.
a)h=8
b)h =10
c)h=16
d) h = 32
(EEAR/2015)

Os especialistas alertam que é preciso beber, em média, 2 litros de agua por dia. Isso equivale a
10 copos com capacidade de 200 cm?3. Um copo cilindrico com esta capacidade e 2 cm de raio da
base tem, aproximadamente, a cm de altura. (Considere w = 3)

a)17
b) 18
c) 19

d) 20

. (EEAR/2015)

Uma esfera de raio R = 3 cm foi cortada ao meio, gerando duas semiesferas.
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O

et

A drea da superficie de cada semiesferaé __ _mcm
a) 20
b) 22
c) 25

d) 27

45. (EEAR/2015)

Se um cone equildtero tem 50 cm? de area lateral, entdo a soma das medidas de sua geratriz e
do raio de sua base, em cm, é igual a

a) 10
b) 15
c) 20

d) 25

46. (EEAR/2014)

Um filtro com a forma de cone circular reto, tem volume de 200 cm? e raio da base de 5 cm.
Usando ™ = 3, pode-se determinar que sua altura, em cm, é igual a

a) 10
b) 9
c)8
d)6

47. (EEAR/2014)

Considerando r = 3, utilizando 108 cm?® de chumbo pode-se construir uma esfera de cmde
diametro.

&
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48.

49.

50.

A€

a)7
b) 6
c)5

d)a

(EEAR/2013)

Um cilindro equildtero cuja geratriz mede 8 cm, tem area lateral igual a T cme.
a) 128

b) 64

c) 32

d) 16

(EEAR/2012)

Uma Escola de Samba carregou, em um de seus carros alegoricos, uma imensa esfera de 5 m de
raio. O pintor da Escola disse que gastou 10 litros de tinta para pintar cada 157 m? da superficie da
esfera. Considerando ™ = 3,14, o niumero de litros de tinta que foram gastos para pintar toda a
superficie da esfera foi

a) 16
b) 18
c) 20

d) 22

(EEAR/2012)

Um cilindrode altura H = 5 cmeraiodabase R = 4 cm, tem volume V = mwem°.
a) 50

b) 60

c)70

d) 80
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51. (EEAR/2011)

A cuba de uma pia tem a forma de uma semiesfera de 3 dm de raio. A capacidade dessa cuba

é_ mlitros
a)12
b) 14
c) 16

d) 18

52. (EEAR/2011)
O raio da base de um cone equilatero mede 2+/3 cm. O volume desse cone, em cm?3, é
a) 423w
b) 383w
c)24m

d) 18m

53. (EEAR/2010)

Um cone e um cilindro, ambos equilateros, tém bases de raios congruentes. A razao entre as areas
das sec¢oes meridianas do cone e do cilindro é

54. (EEAR/2009)

Em um cone, a medida da altura é o triplo da medida do raio da base. Se o volume do cone é
81 dm?3, a medida do raio da base, em dm, é

a)0,5
b) 1,5

c)2
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d)3

55. (EEAR/2009)

Um tridangulo equilatero, de 6 dm de lado, gira em torno de um de seus lados. O volume do sélido
gerado, em dm3, é

a) 24w
b) 36m
c)48m
d) 54m

56. (EEAR/2008)

A diagonal da sec¢do meridiana de um cilindro equildtero mede 102 cm. A area lateral desse
cilindro, em cm?, é

a) 250w
b) 2007
c) 100w
d) 50

57. (EEAR/2008)

Uma esfera tem 1007 cm? de area. Se diminuirmos o raio dessa esfera em t cm, sua area passa a
ser 641 cm?. Logo, o valorde t é

a)4
b) 3
c)2

d)1

58. (EEAR/2008)

Considere duas esferas: a primeira com 16 cm? de area, e a segunda com raio igual a 5 do raio da

primeira. A drea da segunda esfera, em cm?, é

a) 100w
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b) 501
c)40m

d) 20

59. (EEAR/2008)

Um retangulo, de lados 2 m e 5 m, gira 360° em torno de seu maior lado. A area lateral do sélido
obtido, em m?, é

a) 10
b) 20
c)10m
d) 20m

60. (EEAR/2008)

Um cilindro de cobre tem volume V, raio da base R = 50 cm e altura H = 40 cm. Este cilindro
. . - . R H v
sera derretido para fazer cilindros de volume v, raior = ze altura h = T Dessa forma, o=

a) 50
b) 100
c) 150

d) 200

61. (EEAR/2008)

Uma esfera tem 9 cm? de area. Para que a area passe a 100 cm?, o raio deve ter sua medida
aumentada em

70

a) ? %
70

b) ? %
700

C) T %

d) 2%

62. (EEAR/2007)

&
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Um reservatério, com volume igual a 144w m3, tem a forma de uma semiesfera. Para aumentar

seu volume em 342m m3, é preciso aumentar o raio do reservatério em
a)il2m

b)9m

c)6m

d)3m

63. (EEAR/2007)

Um cilindro equilatero é equivalente a um cone, também equilatero. Se o raio da base do cone mede
V3 c¢m, o raio da base do cilindro mede, em cm,

a)V3
b)?

36
C)?

d) V6

64. (EEAR/2007)

Um chapéu de festa, feito de cartolina, tem a forma de um cone de 1 dm de raio e 5 dm de geratriz.

Para fazer 20 chapéus, sdo necessarios, no minimo, _____dm? de cartolina.
Considere m = 3, 14.

a) 157

b) 225

c)314

d) 426

65. (EEAR/2007)

O raio da base de um cilindro equilatero e a aresta de um cubo sdo congruentes. A razdo entre as
areas totais do cilindro e do cubo é

a)2
b) 4
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om

d) 2w

66. (EEAR/2007)
O raio da base de um cone equildtero mede 2 cm. A area lateral desse cone, em cm?, é
a)4m
b) 5
c)8m
d) 10

67. (EEAR/2006)
Uma esfera tem 36 m> de volume. A medida de sua superficie, em m?, é
a)72m
b) 561
c)48m
d) 367

68. (EEAR/2006)

A base de um cone circular reto esta inscrita num tridngulo equilitero de area 9/3 cm?. Se as

alturas do cone e do tridangulo sdo congruentes, entio o volume do cone, em cm?, é
a) 3mV/6
b) 3mV3
c) 6m\/3
d) 6m/6

69. (EEAR/2006)

Um plano determina dois semicilindros quando secciona um cilindro reto de 2,5 cm de altura e
4 cm de diametro da base, passando pelos centros de suas bases. A area total de cada um desses

semicilindros, em cm?, é aproximadamente igual a

a) 28
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b) 30
c) 38

d) 40

70. (EEAR/2005)

Um prisma quadrangular regular esta circunscrito a um cilindro equilatero. Se a aresta da base do
prisma mede 4 cm, entdo o volume do cilindro, em cm?3, é

a)16m
b) 12w
c)8m
d) 4w

71. (EEAR/2005)

A area lateral de um cone circular reto é 241 cm?. Se o raio da base desse cone mede 4 cm, entio
sua altura, em cm, mede

a) 5v2
b) 5V3
c) 2V/5
d) 3v5

72. (EEAR/2005)
Considere as afirmagoes:
I. A esfera é um sélido gerado pela rota¢dao de uma semicircunferéncia em torno de seu diametro.
Il. A esfera é um sélido gerado pela rotagao de um semicirculo em torno de seu didametro.
lll. Nem toda secgdo plana de uma esfera é um circulo.
Toda secc¢ao plana de uma esfera é um circulo.
Sao FALSAS as afirmagoes
a)lelV

b) I e Il
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c)llelll
dIlelV

73. (EEAR/2005)

Num cilindro circular reto, o diametro da base mede 8 cm e a geratriz, 10 cm. A area lateral desse
cilindro, em cm?, é

a) 160w
b) 80w
c) 80

d) 40

74. (EEAR/2004)

Um vaso tem formato de um cilindro reto, de 16 cm de altura interna e 6 cm de didametro interno.
L. 1 . . .
Ele contém agua até 3 de sua altura. Acrescentando-se uma quantidade de agua equivalente ao

volume de uma esfera de 6 cm de diametro, o nivel da dgua subira:
a)3cm
b) 4 cm
c)5cm

d)6cm

75. (EEAR/2004)

No tronco de cone reto, as bases sdo paralelas.

Se o raio da base maior mede 5 cm e a distancia entre as duas bases, 4v/3 cm, entdo o volume
desse tronco de cone, em cm?, é

a)

12473
3
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76.

77.

78.

A€

b) 12573

9613
c)

3
d) 12473

(EEAR/2004)

Sejam dois cones, A e B, de volumes V e V’, respectivamente. Se as razées entre os raios das bases
~ . 1 ~ .
e entre as alturas de A e B sao, respectivamente, 2 e 2 entdo podemos afirmar que

a)V' =

b)V =2V’
V' =2V
d) V=3V’
(EEAR/2004)

Num cone reto, o raio da base mede V3 cm. Para que os niimeros que expressam as medidas do
raio da base, da altura e do volume desse cone formem, nessa ordem, uma P.G., a altura, em cm,

deve ser
a) 3m\/3
b) mV/3

om

(EEAR/2003)

Um barril, cuja forma é a de um cilindro reto, esta repleto de vinho. Este vinho deve ser distribuido
s . . 1 . en . 1
em copos cilindricos de altura igual a s da altura do barril, e de diametro da base igual a S do

diametro da base do barril. A quantidade de copos necessaria para distribuir todo o vinho é
a) 400
b) 300

c) 200
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79,

80.

81.

A€

d) 100

(EEAR/2003)

Num tridngulo ABC, o lado maior AC mede 10 cm; o lado menor BC mede 3 cm; e o angulo que
eles formam mede 45°. O volume do sélido gerado pela rotagdo de 360° desse triangulo em torno
do lado maior, em cm3, é

3V2m
a) —

(EEAR/2003)

A geratriz de um cone de revolugdo mede 6 cm e o angulo da geratriz com a altura do cone é de

30°. O volume desse cone, em cm?, é
a) I

b) 3m/3

c) 9m/3

d) 27m/3

(EEAR/2003)

Se um cubo est3 inscrito em uma esfera de /3 m de raio, entdo o volume do cubo, em m3, é igual
a

a)8

b) 27

c) 12V/3
d) 243

. (EEAR/2003)

A area lateral do sélido geométrico formado pela rotacao de um triangulo equilatero, de perimetro
30 cm, em torno de um de seus lados é, em cm?, igual a
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83.

84,

85.

A€

a) 1007

b) 2007

c) 50mV/3
d) 10073

(EEAR/2002)

Um tanque tem a forma de um cilindro circular reto de altura 6 m e raio da base 3 m. O nivel da
. . . NP . 2
agua nele contida esta a uma distancia do fundo do tanque igual aos 3 da sua altura. Adotando-se

T = 3,14, a quantidade de litros de agua que o cilindro contém é
a) 113010
b) 113040
c) 113050

d) 113080

(EEAR/2002)

A geratriz de um cilindro de revolu¢ao mede 10 cm. Qual o seu raio da base, sabendo-se que,
aumentando-se esse raio em 10 cm e mantendo-se a altura, a area lateral do novo cilindro é igual

a area total do primeiro?
a)2,5cm

b) 5V2 cm

c)10cm

d) 20 cm

(EEAR/2002)

A geratriz de um cone de revolugdao forma com o eixo do cone um angulo de 45°. A area lateral, em
dm?, desse cone, sabendo-se que a drea de sua sec¢do meridiana é 18 dm?, é

a) 18mv2

b) 972

c) 18w

d) 187 (V2 + 1)
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86.

87.

88.

A€

(EEAR/2002)

Se um cilindro reto esta circunscrito a uma esfera de raio R, entdo a razao entre a drea da superficie

esférica e a area total do cilindro é
a)1
1
b) 3
2
C) E

4
d)E

(EEAR/2002)

A area da secc¢ao paralela ao eixo de um cilindro circular reto, de 8 m de altura e 1 m de raio, feita
a 0,6 m do eixo, em m?, é

a) 16,00
b) 12,80
c) 6,40

d) 8,60

(EEAR/2002)

Um tanque cilindrico com agua tem raio da base R. Mergulha-se nesse tanque uma esfera de ago e
. . 9 . .
o nivel da dgua sobe RR' O raio da esfera é

3
a)zR

9
b) R

3
C)ER

R
d);

. (EEAR/2002)

O maior e o menor lado de um tridangulo medem, respectivamente, 10 cm e 3 cm e formam entre

si um angulo de 45°. O volume do sélido gerado pela rotacao de 360° desse tridngulo em torno do

seu lado maior é, em cm?3,
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a) 30w
b) 20m
c)15m
d) 107

90. (EEAR/2001)

Num cone circular reto, cujo raio da base mede 7 e a geratriz mede g, a base é equivalente a sec¢ao
meridiana. A altura desse cone mede

a)mryg
nr

b) "

c)nr

d) g

91. (EEAR/2001)

Ao seccionar uma esfera, um plano determina um circulo de raio 16 cm. Se a distancia do plano ao

centro da esfera é de 12 c¢m, entdo o raio da esfera, em cm, vale
a) 20
b) 28
c) 30
d) 38

92. (EEAR/2001)

Um cilindro circular reto tem o volume igual ao de um cubo de aresta a e a area lateral igual a area
total do cubo. O raio e a altura desse cilindro medem, respectivamente:

a)geBn'a
2
a 9a
b)ze T
c)2ae3ma

d)3ae9—a
T
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93,

94,

95.

A€

(EEAR/2001)

Um plano secciona uma esfera, determinando um circulo de raio igual a distancia do plano ao centro

da esfera. Sendo 36 cm? area do circulo, o volume da esfera, em cm3, é
a) 228V2m

b) 576V2m

c) 288w

d)576m

(EEAR/2001)

A sec¢do meridiana de um cilindro equilitero tem 4+/2 cm de diagonal. O volume do cilindro, em
cm3, é de:

a)16m
b) 24m
c)32n
d) 54m

(ESA/2019)

Um cilindro equilatero é aquele cilindro reto que possui a altura igual ao dobro do raio da base.
Sabendo que o volume é calculado da forma 12 h, quanto mede o volume de um cilindro equilatero

que possui raio igual a r?
a) 4m?

b) 6

c)2m

d) 2m*

e) m®

. (ESA/2017)

A geratriz de um cone circular reto de altura 8cm é10cm, entdo a area da base desse cone é:
a) 64w cm?

b) 9 cm?
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c) 16w cm?
d) 36w cm?

e) 25w cm?

97. (ESA/2016)

. 3 . , .
Duas esferas de raios 3cm e V51cm fundem-se para formar uma esfera maior. Qual é o raio da

nova esfera?
a) 78

b) /36

c) V68

d) Y104

e) 326

98. (ESA/2015)

Em uma piramide reta de base quadrada, de 4m de altura, uma aresta da base mede 6m. A area
total dessa piramide, em m?, é

a) 144
b) 84
c) 48
d) 72
e) 96

99. (ESA/2014)
Dobrando o raio da base de um cone e reduzindo sua altura a metade, seu volume:
a) dobra
b) quadriplica
c) ndo se altera
d) reduz-se a metade do volume original.

e) reduz-se a um quarto do volume original.
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100. (ESA/2012)

. 3 . .
Duas esferas de a¢o de raio 4cm e V61 cm fundem-se para formar uma esfera maior. Considerando
que nao houve perda de material das esferas durante o processo de fundicdo, a medida do raio da

nova esfera é de:
a)5cm
b)5,5cm
c)4,5cm
d)6cm

e)7cm

101. (ESA/2012)

Dobrando-se a altura de um cilindro circular reto e triplicando o raio de sua base, pode-se afirmar

que seu volume fica multiplicado por:
a)6

b) 9

c)12

d) 18

e)36

102. (ESA/2011)

Um tanque subterraneo tem a forma de um cone invertido. Esse tanque estda completamente cheio
com8dm? de dgua e 56dm?3 de petréleo. Petrdleo e dgua ndo se misturam, ficando o petréleo na
parte superior do tanque e a agua na parte inferior. Sabendo que o tanque teml2m de
profundidade, a altura da camada de petréleo é:

a) 10m
b) 9m
c)8m
d) 7m

e)6m
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103. (ESA/2010)

Um cone reto, de altura H e drea da base B, é seccionado por um plano paralelo a base.
H, ~ .
Consequentemente, um novo cone com alturag é formado. Qual arazdo entre os volumes do maior

e o do menor cone, o de altura H e o de aIturag?
a)3

b) 6

)9

d) 18

e)27

104. (EsPCEx/2017)

A angioplastia é um procedimento médico caracterizado pela inser¢ao de um cateter em uma veia
ou artéria com o enchimento de um pequeno baldo esférico localizado na ponta desse cateter.
Considerando que, num procedimento de angioplastia, o raio inicial do baldao seja desprezivel e
aumente a uma taxa constante de 0, 5mm/s até que o volume seja igual a 500 mm?3, entdo o
tempo, em segundos, que o baldo leva para atingir esse volume é

a) 10

b)r1oif§
c) 103\/%
d) 103w

e) 103\/E
s

105. (EsPCEx/2017)

O valor da altura de um cilindro reto de raio R, cujo volume é a soma dos volumes dos sélidos 1 e 2

”

e
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Desenho Ilustrativo Fora de Escala

17
e)—a
12

106. (EsPCEx/2016)
Corta-se de uma circunferéncia de raio 4 cm, um setor circular de angulo g rad (ver desenho

ilustrativo), onde o ponto C é o centro da circunferéncia. Um cone circular reto é construido a partir

desse setor circular ao se juntar os raios CA e CB. O volume desse cone, em cm?3, é igual a:
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desenho ilustrativo-fora de escala

v

altn g

107. (EsPCEx/2015)

Um recipiente cilindrico, cujo raio da base tem medida R, contém agua até uma certa altura. Uma

esfera de a¢o é mergulhada nesse recipiente ficando totalmente submersa, sem haver
. . .9 - .

transbordamento de agua. Se a altura da agua subluE R, entdo o raio da esfera mede

a)%R

b)%R

108. (EsPCEx/2014)
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Um cone de revolugdo tem altura 4 cm e esta circunscrito a uma esfera de raio 1 cm. O volume

desse cone (em cm3) é igual a

1
a);n

b)gn

4
C)ETI.'

d)gn

e)3m

109. (EsPCEx/2013)

Considere que uma laranja tem a forma de uma esfera de raio 4 cm, composta de 12 gomos
exatamente iguais. A superficie total de cada gomo mede
437
a)— cm?
3
437
b) — cm?
9
42
c) — cm?
3
4%
d) e sz

e) 43w cm?

110. (EsPCEx/2012)

Em uma das primeiras tentativas de determinar a medida do raio da Terra, os matematicos da
antiguidade observavam, do alto de uma torre ou montanha de altura conhecida, o angulo sob o
qual se avistava o horizonte, tangente a Terra, considerada esférica, conforme mostra a figura.
Segundo esse raciocinio, o raio terrestre em fun¢do do angulo a é dado por:
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Linhado
Horizonte

sen(ah
a) R = Senleh)
1-sena
hsena

b)R =
1-sena
hsena

¢)R =
sena—1
1-sena

dR =
) hsena
1+sena

e)R =
) hsena

111. (EsPCEx/2012)

Um recipiente em forma de cone circular reto, com raio da base R e altura h, esta completamente
cheio com agua e 6leo. Sabe-se que a superficie de contato entre os liquidos esta inicialmente na
metade da altura do cone. O recipiente dispde de uma torneira que permite escoar os liquidos de
seu interior, conforme indicado na figura.
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E
]
)
N

Figura fora de escala

Se essa torneira for aberta, exatamente até o instante em que toda dgua e nenhum éleo escoar, a
altura do nivel do 6leo, medida a partir do vértice serd

3
a)%?iz

3
b){?lz
3
c)lgzh
3
d)1§§h
3
e)lggh
112.  (EsPCEx/2011)

A figura abaixo representa dois tanques cilindricos, T1 e T2, ambos com altura h, e cujos raios das

bases medem R e RV?2, respectivamente. Esses tanques sao usados para armazenar combustivel e
. . . . . 2

a quantidade de combustivel existente em cada um deles é tal que seu nivel corresponde a 3 da

altura.
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T1 T2

O tanque T'1 contém gasolina pura e o tanque T2 contém uma mistura etanol-gasolina, com 25%
de etanol.

Deseja-se transferir gasolina pura do tanque T1 para T2 até que o teor de etanol na mistura em
T2 caia para 20%. Nessas condicOes, ao final da operacdo, a diferenca entre a altura dos niveis de
T1eT2sera

a)%h
b)%h
c)ih

d)%h

e)%h

113. (EsPCEx/2010)

A figura abaixo representa a planificagdo de um tronco de cone reto com a indicagao das medidas

dos raios das circunferéncias das bases e da geratriz.
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13cm

Desenho fora de escala

A medida da altura desse tronco de cone é
a)13cm
b)12 cm
c)illcm
d) 10 cm

e)9cm

114. (EsPCEx/2008)

Uma esfera de 2 cm de raio é colocada no interior de um vaso cdnico, conforme a figura a seguir.

12cm

Desenho Fora de Escala

O vaso tem 12 cm de altura e sua abertura é uma circunferéncia com 5 cm de raio. Nessas
condigGes, a menor distancia (d) entre a esfera e o vértice do cone é

a)3,0cm
b)3,2cm
c)3,4cm

d)3,6cm
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e)3,8cm

115. (EsPCEx/2006)

Um tonel, em forma de cilindro circular reto, tem 60 cm de altura. Uma miniatura desse tonel
tem 20 cm de altura e raio diretamente proporcional a altura. Se a miniatura tem 100 ml de
volume, entao o volume do tonel original é de

a)301

b) 271
c)2,71
d)31

e) 300 ml

116. (EsPCEx/2004)

Se a drea lateral e a drea total de um cilindro reto sdo 2mA e 27 S respectivamente, entdo, o volume

deste solido é igual a:
a)mAVS — A

b) nSVS — A
c)TAVS + A
d)SVS + A
e)tVS+ A4

117.  (EsPCEx/2003)

Uma lata cilindrica estd completamente cheia de um liquido que deve ser distribuido totalmente
em potes iguais entre si, também cilindricos. A altura de cada pote é igual a < da altura da latae o

in (1 o TR . -
diametro de sua base é 3 do diametro da base da lata. Para tal distribui¢cdao, a quantidade minima

de potes a serem utilizados é
a) 22
b) 23
c)24

d) 25
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e) 26

118. (EsPCEx/2002)

Dois recipientes, um em forma de cilindro e o outro, de paralelepipedo, cujas bases estio num
mesmo plano, sdao unidos por uma tubulagao com uma valvula no meio. Inicialmente, a valvula esta
fechada, o paralelepipedo esta vazio e o cilindro é ocupado, em parte, por um liquido cujo volume
é de 2000w litros, atingindo uma altura de 2 metros. A valvula é aberta e, apds certo tempo,
verifica-se que os dois recipientes tém o mesmo nivel do liquido. Considerando desprezivel o
volume da tubulagao que une os dois reservatérios e sabendo que a area da base do paralelepipedo
é de 1, 5w m?, o volume final, em litros, de liquido no paralelepipedo é

a) 600w
b) 8007
c) 1000
d) 1200
e) 1500w

119. (EsPCEx/2001)

A€

Denomina-se rolamento a um dispositivo mecanico constituido por dois anéis em forma de casca
cilindrica e um conjunto de esferas. Desejando obter o volume de uma das esferas de a¢o que
compde o rolamento dado na figural, sem desmonta-lo, e ndo dispondo de todos os
instrumentos necessarios para executar as medicoes, um estudante executou os seguintes
procedimentos:

a. Com os instrumentos de que dispunha, mediu o anel interno, em forma de casca cilindrica,

obtendo 3,46 cm para o diametro interno, 4 cm para o didmetro externo e 1 cm para altura;

b. Repetiu as opera¢bes para o anel externo, anotou as medidas e calculou o volume, obtendo
3,8 cm?3;

¢. Lembrando o principio de Arquimedes, que afirma que o volume de um objeto imerso num
recipiente com liquido corresponde a variagao do volume do liquido, colocou dgua numa proveta
graduada em cm3, conforme a figura 2, mergulhou o rolamento na dgua e obteve a leitura
indicada na figura 3.
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FIGURA 1

FIGURA 2

157,3

FIGURA 3

Nessas condicdes pode-se afirmar que o valor que mais se aproxima do volume de cada esfera, em

cm3, é (aproximagdes aceitas: 1,73% ~ 3, 3,46% ~ 12, mw= 3,1):
a)3,4
b) 4,6
c)3,8
d) 4,2
e)5,0

120. (EsPCEx/2000)

Num recipiente em forma de cilindro circular reto, com raio da base 2 cm e altura 6V3 cm
(dimensdes internas), ha um volume de agua de 16+/3m cm?3. O maior angulo a que o plano da base
do cilindro pode fazer com a horizontal para que a 4gua nao derrame ao se inclinar o cilindro é de,

aproximadamente:

(considere: tg 30° = 0,58, tg 40° = 0,84, tg 50° = 1,19, tg 60° = 1,73 e tg 70° = 2,75)
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a) 30°
b) 40°
c) 50°
d) 60°
e) 70°
4.1. GABARITO
G%O
) g
31.B 56.c 81l.a
32.c 57.d 82.d
33.c 58.a 83.b
34.b 59.d 84.c
35.a 60.b 85.a
36.c 61.d 86.c
37.c 62.d 87.b
38.a 63.b 88.a
39.b 64.c 89.c
40.a 65.c 90.c
41.c 66.c 91.a
42.b 67.d 92.b
43.a 68.b 93.b
44.d 69.c 94.a
45.b 70.a 95.d
46.c 71.c 96.d
47.b 72.b 97.a
48.b 73.b 98.e
49.c 74.b 99.a
50.d 75.a 100. a
51.d 76.b 101. d
52.c 77.b 102. e
53.b 78.c 103. e
54.c 79.d 104. e
55.d 80.c 105. e
o)
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106. o 111. a
107. b 112. a
108. d 113. b
109. a 114. b
110. b 115. o
121.

5. LISTA DE QUESTOES RESOLVIDAS E COMENTADAS

31. (ESA/2021)
A area da superficie de uma esfera é 1441 cm?. O volume da esfera é igual a:
a) 216m cm?
b) 2887 cm3
c) 2304w cm?
d) 1627 cm3
e) 72mwem?3

Comentarios

A area de uma esfera é dada por:

A =4mR? = 1441

R? =36
R=6
O volume da esfera é dado por:
V= %nR3
V= gn(6)3 = gﬂ +216 = 4-72n = 288w cm?®

Gabarito: B

116.
117.
118.
119.
120.

O 0O O T 9

32. (EEAR/2019)

Um cilindro circular reto, de altura igual a 3 do raio da base e de 12w cm? de éarea lateral, possui

raio da base igual a cm.
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a)5
b) 4
c)3
d) 2

Comentarios

A darea lateral é dada por:

Gabarito: “c”.

33. (EEAR/2018)
Um cilindro equilatero tem 1967 cm? de area lateral. O raio da base desse cilindro mede___cm.
a)5
b) 6
c)7
d) 8

Comentarios

No cilindro equilatero, a secdo meridiana forma um quadrado, portanto, a altura é o dobro do
raio. Posto isso:

A, = 196w = 2nr - (h) = 2nr - (2r) = 4mr?
= ‘r‘z = 49 A r = 7 cm

Gabarito: “c”.

34. (EEAR/2018)

Uma esfera E foi dividida em 3 partes: 4, B e C, como mostra o desenho.

NS
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Se os volumes dessas partes s3o tais que: V(4) = V(B) = %C) e V(C) = 486m cm?, entdo o raio

daesferaé ___ cm.
a)8
b) 9
c) 10
d) 12
Comentarios

O volume total é dado por:

Voss = V(A) + V(B) +V(C) = @ + @ +V(C)=2-V(C)=2-486r

4
=9727T=§T[R3=> R3=729 = R=9cm

Gabarito: “b”.

35. (EEAR/2018)

A superficie lateral de um cone, ao ser planificada, gera um setor circular cujo raio mede 10 cm e

cujo comprimento do arco mede 107 cm. O raio da base do cone, em cm, mede
a)5
b) 10
c)5m
d) 10m
Comentarios
O comprimento do arco do cone planificado corresponde ao perimetro da base do cone. Logo:
2tR=10r = R=5cm

Gabarito: “a”.

36. (EEAR/2017)

Uma esfera esta inscrita num cilindro equilatero cuja area lateral mede 16w cm?. O volume da
esfera inscrita é

a) 8w
b) 16w
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32r
)5

d) 253611'

Comentarios

O raio da esfera é igual ao raio do cilindro, conforme:

2r

No cilindro equildtero a se¢do meridiana forma um quadrado, portanto, a altura é o dobro do
raio. Posto isso:

A, = 16w = 2nr - (h) = 2nr - (2r) = 4nr?
= 7'2 = A r=2cm
Como o valor de raio é o mesmo, entao:

4 32
Vesf = §m‘3 = §7T(2)3 =3

Gabarito: “c”.

37. (EEAR/2017)

Um escultor ird pintar completamente a superficie de uma esfera de 6 m de diametro, utilizando
uma tinta que, para essa superficie, rende 3 m? por litro. Para essa tarefa, o escultor gastara, no
minimo, litros de tinta. (Considere T = 3)

a) 18
b) 24
c) 36

d) 48
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Comentarios

Primeiramente devemos calcular a drea superficial da esfera que é dada por:
2

6
Sesp = ATR* = 4 - (3) - (E) = 108 m?

Como a tinta pinta 3 m? por litro, precisaremos de:

108—361
3 =

Gabarito: “c”.

38. (EEAR/2017)

O setor circular da figura representa a superficie lateral de um cone circular reto.

5cm

Considerando w = 3, a geratriz e o raio da base do cone medem, em cm, respectivamente,
a)5e2
b)5e3
c)3e5
d)de5

Comentarios

Perceba que a geratriz do cone serd o préprio raio do setor circular, g=R =5cm. O
comprimento do arco do setor serd o perimetro da base do cone, logo:

2nr=12cm = 2-(3)r=12 = r=2cm

Gabarito: “a”.

39. (EEAR/2017)
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Considere um recipiente em forma de cubo, completamente cheio de agua. Se trés esferas metalicas
de 1 cm de raio forem colocadas dentro do recipiente, o volume de agua que sera derramado sera
de m cm3.

a)3
b) 4
c)5
d)6

Comentarios

Como o cubo estd cheio, o volume das esferas corresponderd ao volume derramado. Perceba
gue metal em dgua afunda totalmente, logo, todo o volume de dgua serd substituido por volume
de metal dentro do recipiente, e, feito isso, todo o volume das 3 esferas corresponderd ao volume
total de agua derramado.

4 4
Vaerr =3~ Vesf =3- <§7T7'3> =3- (§T[(1)3) = 41 cm?

Gabarito: “b”.

40. (EEAR/2016)

Um cilindro de 18 c¢m de altura e raio da base igual a 5 cm contém agua até a metade de sua altura.
Por algum motivo, houve necessidade de despejar essa d4gua em um outro cilindro com 40 cm de
altura, cujo raio da base mede 4 cm.

s 40cm

18cm

V. . S

Considerando ™ = 3, o valor que mais se aproxima da altura atingida pela dgua no segundo cilindro

P

é
a)14 cm

b)16 cm
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c)20cm

d) 24 cm

Comentarios
O volume de 4gua no primeiro cilindro é igual ao volume de 4gua no segundo:
Vi=V
= mwR?h, = R?h,
= R?h, = R2h,
18

SendoR1=5cm,R2=4cm,h1=7=9cm

2
(5)?-9=@®)? h, = hy=——=14,0625 ~ 14 cm

Gabarito: “a”.

41. (EEAR/2016)
Uma esfera inscrita em um cubo de diagonal 2+/3 m tem o volume igual a
a)= m3
3
b) 2= m3
3
)X m3
3
3
Comentarios

O lado do cubo corresponde ao dobro do raio da esfera, conforme:

)
\_

A diagonal do cubo é d = [v/3 em que | — aresta do cubo, mas sabemos que | = 2r. Ent3o:
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d=2rV3=2V3 = r=1m
Agora o volume da esfera pode ser calculado, conforme:

4 4 4
Vesf = §7l'7"3 = §T[ : (1)3 = §nm

3

Gabarito: “c”.

42. (EEAR/2016)

Na ilustragao a seguir, sdo apresentadas duas situa¢des. Na primeira, o cilindro contém um liquido
que atinge uma altura h. Inserindo-se uma esfera de 3 cm de raio nesse mesmo cilindro, o nivel do
liquido aumenta, conforme situagao 2. O novo volume, determinado pelo liquido somado a esfera,
totaliza 588 cm?3.

| 4cm

M

A
e |

Situagio |

e
©-

Situacdo2

Considerando ™ = 3 e o raio da base do cilindro igual a 4 cm, a medida da altura h corresponde a

____cm.
a)h=8
b) h =10
c)h=16
d) h = 32

Comentarios

Na situacdo 2 o volume do liquido variou devido a insercdo da esfera. Sendo o volume da esfera
correspondente a propria variacdo de volume.

Vesf = AV = Vfim — Vini

Sabemos que:

4 4
Smrd=2-(3)-(3° =108, Vi =mR?h=(3)- (#)2 - h = 48h

Vfim = 588, Vesf = 3
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Logo,
108 =588—-48h = h=10cm

Gabarito: “b”.

43. (EEAR/2015)

Os especialistas alertam que é preciso beber, em média, 2 litros de dgua por dia. Isso equivale a
10 copos com capacidade de 200 cm3. Um copo cilindrico com esta capacidade e 2 cm de raio da
base tem, aproximadamente, a cm de altura. (Considere w = 3)

a)17
b) 18
c) 19

d) 20

Comentarios
O volume do cilindro é dado por:
Veopo = TMr2h =
= 200=(3)-(2)*h=12h ~ h= ? ~ 17 cm

Gabarito: “a”.

44. (EEAR/2015)

Uma esfera de raio R = 3 cm foi cortada ao meio, gerando duas semiesferas.

m

e U

A drea da superficie de cada semiesferaé __ _mcm
a) 20
b) 22
c) 25

d) 27

AULA 08 — GEOMETRIA ESPACIAL 11 110

B N

A€




ESTRATEGIA MILITARES — GEOMETRIA ESPACIAL I

Comentarios

A drea superficial total de cada semiesfera sera metade da area superficial de uma esfera somado
a area de uma circunferéncia de mesmo raio. Conforme:

1 1
St = 5 Sesf + Scircun = > (4mR?) + (mR?) = 3nR?* =3m- (3)? = 27n

ies

Gabarito: “d”.

45. (EEAR/2015)

Se um cone equilitero tem 50 cm? de area lateral, entdo a soma das medidas de sua geratriz e

do raio de sua base, em cm, é igual a
a) 10
b) 15
c) 20
d) 25

Comentarios

No cone equildtero a secdo meridiana forma um tridngulo equildtero. Entdo, planificando a
superficie lateral do cone, obtemos:

C D
2r
2r
F
E
A 2r B
21r
No calculo da drea do setor circular calcula-se o angulo central do setor em radianos:
2nr
a=——=mnrad
2r
A superficie lateral do cone é entdo calculada conforme:
&
'j AULA 08 — GEOMETRIA ESPACIAL II 111

B N



ESTRATEGIA MILITARES — GEOMETRIA ESPACIAL I

R? (2r)?
S,=a-<7)=(n)-< > >=27rr2=507r = r=5cm

Logo a geratrizdo cone mede g = 2r = 10 cm
g+r=10+5=15cm

Gabarito: “b”.

46. (EEAR/2014)

Um filtro com a forma de cone circular reto, tem volume de 200 cm? e raio da base de 5 cm.

Usando ™ = 3, pode-se determinar que sua altura, em cm, é igual a
a) 10
b) 9
c)8
d)6
Comentarios
O volume do cone é dado por:
1

Vfiltro = § -mr*h =

1
= 200=3:(3) (5°h=25n ~ h=8cm

Gabarito: “c”.

47. (EEAR/2014)

Considerando r = 3, utilizando 108 cm? de chumbo pode-se construir uma esfera de

diametro.
a)7
b) 6
c)5

d) 4

Comentarios

O volume da esfera é dado por:

4 3
Vesf = §T[R
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Logo, utilizando todo o chumbo disponivel teremos uma esfera de 108 cm? de volume

4 4
108=§7IR3=§-(3)-R3=4R3 = R3=27

~R=3cm
Logo, o diametro da esferamede D = 2R =2-3 =6cm

Gabarito: “b”.

48. (EEAR/2013)
Um cilindro equilatero cuja geratriz mede 8 cm, tem area lateral igual a T eme.
a) 128
b) 64
c)32

d) 16

Comentarios

No cilindro equilatero a se¢do meridiana forma um quadrado. Portanto, a altura do cilindro mede
o dobro do raio da base H = 2R. Sendo a area lateral dada por:

H
Sl=2nR-H=2n(E)-H=7rH2

Perceba que a geratriz de um cilindro mede a propria altura dele, portanto: H = 8 cm
Entdo:
S, =nH? = - (8)? = 641w cm?

Gabarito: “b”

49. (EEAR/2012)

Uma Escola de Samba carregou, em um de seus carros alegoricos, uma imensa esfera de 5 m de
raio. O pintor da Escola disse que gastou 10 litros de tinta para pintar cada 157 m? da superficie da
esfera. Considerando m = 3,14, o nimero de litros de tinta que foram gastos para pintar toda a

superficie da esfera foi
a) 16
b) 18

c) 20
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d) 22

Comentarios
Primeiramente devemos calcular a drea superficial da esfera que é dada por:
Sesf = 4mR? = 4-(3,14) - (5)?> = 314 m?

Como a tinta pinta 157 m? por 10 litros, precisaremos de:

314
07 = 2 (10l de tinta) = 20 l de tinta

Gabarito: “c”.

50. (EEAR/2012)
Um cilindrode altura H = 5 cm eraiodabase R = 4 cm, tem volume V = mwem°.
a) 50
b) 60
c) 70
d) 80
Comentarios
O volume do cilindro é dado por:
V. = nR?-h =n(4)? - (5) = 80m cm3

Gabarito: “d”.

51. (EEAR/2011)

A cuba de uma pia tem a forma de uma semiesfera de 3 dm de raio. A capacidade dessa cuba
é 7T litros

a)12
b) 14
c) 16
d) 18

Comentarios

O volume da semiesfera é dado por:

AULA 08 — GEOMETRIA ESPACIAL 11 114

B N

A€




ESTRATEGIA MILITARES — GEOMETRIA ESPACIAL I

1 1 /4 3 2 3 5
Veuba = E Vesf = E (§7TR ) = §7T(3) =18rdm> = 18wl

Gabarito: “d”.

52. (EEAR/2011)
O raio da base de um cone equilatero mede 2+/3 cm. O volume desse cone, em cm3, é
a) 42V3m
b) 38V3m
c) 24m
d) 18w

Comentarios

No cone equildtero a secdo meridiana forma um tridangulo equildtero. Portanto, a geratriz do cone
tem o dobro da medida do raio da base:

C H

2 2
Aplicando Pitagoras no triangulo ABH. Obtemos que h = \/(4\/§) - (2\/§) =6cm

Logo, o volume do cone é dado por:

1 1 2
Veone = § -mwr?-h = § : 7T(2\/§) -(6) = 2471 cm3
Gabarito: “c”.
53. (EEAR/2010)
o)
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Um cone e um cilindro, ambos equilateros, tém bases de raios congruentes. A razao entre as areas

das sec¢oes meridianas do cone e do cilindro é

3

2

V3
b)T

1
C) 5
1
d) 5
Comentarios

A secdo meridiana de um cilindro equilatero forma um quadrado, e a se¢do meridiana de um
cone equilatero forma um triangulo equildtero. Como o raio da base de ambos sao iguais, o lado
do triangulo e o lado do quadrado sdo iguais.

H
® o°
B
c T A Y T ®F
Logo, seja L o lado, temos que:
V3

Scone _ Striang 4
- 2
Scil Squad L

|
=
> G

Gabarito: “b”.

54. (EEAR/2009)

Em um cone, a medida da altura é o triplo da medida do raio da base. Se o volume do cone é

81 dm?3, a medida do raio da base, em dm, é
a)0,5

b) 1,5

c)2

d)3

AULA 08 — GEOMETRIA ESPACIAL 11 116

B N

A€



ESTRATEGIA MILITARES — GEOMETRIA ESPACIAL I

Comentarios
Segundo o enunciado: h = 3r

Logo, o volume é dado por:
1
Veone =§-rtr2-h=§-nr2-(3r) =nr3

mr3=8r = r=2dm

Gabarito: “c”.

55. (EEAR/2009)

Um tridngulo equilatero, de 6 dm de lado, gira em torno de um de seus lados. O volume do sélido
gerado, em dm3, é

a) 24m
b) 361
c)48m
d) 541

Comentarios

Observe a seguinte figura que representa o triangulo:

Observe que a irdo se formar 2 cones unidos pela base. Sendo o lado CD o raio da base dos cones
e a medida BD = AD representam a altura dos cones formados.

Sabemos que:
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Bp=L=5_34
TpT T oam ¢

S
I
~| G

l

(6) = 3V3dm

~| 3

Entdo:h=3dmer = 3V3dm

Logo, o volume final é o volume de 2 cones conforme:

1 2
V, =2V, = 2- <§ 2. h) =5 2(3V3)” - (3) = 541 dm?

Gabarito: “d”.

56. (EEAR/2008)

A diagonal da sec¢do meridiana de um cilindro equildtero mede 102 cm. A area lateral desse
cilindro, em cm?, é

a) 250m
b) 200w
c)100m
d) 50

Comentarios

No cilindro equilatero a secdo meridiana forma um quadrado. A diagonal do quadrado mede D =
L2, logo:

10v2=1Vv2 = L=10cm

O lado L mede o dobro da medida do raio da base docilindroL =2r = r=5cmeoladolL
representa a altura do cilindroh =L =10 cm

Sendo assim, a medida da area lateral do cilindro é dada por:
S, =2nr-h =2n(5) - (10) = 100w cm?

au_n
Cc.

Gabarito:

57. (EEAR/2008)

Uma esfera tem 1007 cm? de area. Se diminuirmos o raio dessa esfera em t cm, sua area passa a
ser 641 cm?. Logo, o valorde t é

a)4
b) 3

c)2
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d)1

Comentarios
No caso inicial temos que:
Simi =4mR?* =100m > R?=25 =~ R=5cm
No caso final temos que:
Sfim = 4mr* =64m = r*=16 -~ r=4cm
SabemosqueR—t=r «~ t=R—-r=5—-4=1cm

Gabarito: “d”.

58. (EEAR/2008)

Considere duas esferas: a primeira com 167 cm? de area, e a segunda com raio igual a 5 do raio da

primeira. A drea da segunda esfera, em cm?, é
a) 100w

b) 501

c)40m

d) 20

Comentarios

Sendo R — raio da esfera maior e r = raio da esfera menor, sabemos que:

R==
27'

Entdo a drea lateral da esfera maior é dada por:

, 5\ 25 . 25
Smaior = 4MR* = 41 (Er) 27(477,'7' ):T'Smenor

25
Smaior =~ (16m) = 1001

Gabarito: “a”.

59. (EEAR/2008)

Um retangulo, de lados 2 m e 5 m, gira 360° em torno de seu maior lado. A area lateral do sélido

obtido, em m?, é

a) 10
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b) 20
c)10m
d) 20

Comentarios

O retangulo ira definir um cilindro em que o seu eixo de rotacdo serd a altura e o outro lado serd
o raio da base, logo,h =5mer =2m.

S, =2nr-h =2n(2) - (5) = 20m m?

Gabarito: “d”.

60. (EEAR/2008)

Um cilindro de cobre tem volume V, raio da base R = 50 cm e altura H = 40 cm. Este cilindro
, . - . R H v
sera derretido para fazer cilindros de volume v, raior = s alturah = T Dessa forma, o=

a) 50

b) 100
c) 150
d) 200

Comentarios

Perceba que nao precisaremos utilizar os valores do raio e da altura para determinar a razao dos
volumes, conforme:

V nwR?H R?’H R?’H
—= = =100

v e (5

Gabarito: “b”.

61. (EEAR/2008)

Uma esfera tem 91 cm? de area. Para que a area passe a 100 cm?, o raio deve ter sua medida

aumentada em
70
—0
a) 5 )
70
— 0,
b) 3 Y0

700
C) T %
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700
d)—%
3
Comentarios

Segundo o enunciado temos que

o = 4mr? = r2—9=> r—3cm
T=an ~ % ~2

E

100m =4nR? = R?*=25 = R=5cm
Por fim,

Ar _R-r_R_ 5 10 7

r r r -3 3 K

2

Gabarito: “d”.

62. (EEAR/2007)

Um reservatério, com volume igual a 144w m3, tem a forma de uma semiesfera. Para aumentar

seu volume em 3421 m3, é preciso aumentar o raio do reservatério em
a)i2m

b)9m

c)6m

d)3m

Comentarios

Sabe-se que

W]

mrd = r3=216 = r=6m

N| =

144w =

Sabe-se também que apds o aumento teremos Vy = 342w + 144m = 4861 m3

1 4
4867T=E'§7TR3 = R3=729 = R=9m
EntSoAr=R—-r=9—-6=3m
o)
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Gabarito: “d”.

K

63. (EEAR/2007)

Um cilindro equilatero é equivalente a um cone, também equilatero. Se o raio da base do cone mede

V3 c¢m, o raio da base do cilindro mede, em cm,

a)V3
3
12
b) 12
2
36
c)—
3
d) V6
Comentdrios
Sélidos equivalentes sdo aqueles que possuem o mesmo volume. Logo, o volume do cone e do

cilindro sdo iguais. Lembre também das definicbes de cilindro e cone equildtero, a se¢ao
meridiana destes forma, respectivamente, um quadrado e um tridangulo equilatero. Sendo assim:

V3
heone = 7 : (ZRcon) = \/§Rcon
heit = 2Ry
Sendo assim:
Veon = Veur
l-7TR2 “heon = TRE, - e
3 con con cil cil
1
§ ’ Rgon : (@Rcon) = Rgil ’ (ZRcil)
V3
? ) Rgon = 2R:cail
V3
= Rgll = ? ' Rgon
V3 3 9 3
R3; :?(\@) =2=3
33 V12
SRa= 3775
Gabarito: “b”.
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64. (EEAR/2007)

Um chapéu de festa, feito de cartolina, tem a forma de um cone de 1 dm de raio e 5 dm de geratriz.

Para fazer 20 chapéus, sdo necessarios, no minimo, ______dm? de cartolina.
Considerer = 3,14.

a) 157

b) 225

c) 314

d) 426

Comentarios

Precisamos calcular a area lateral do cone.

A 2r
2mr

Consideraremos a figura aberta do cone calcularemos a area do setor circular, conforme:

2 2
Sar =~ (%) =g = (3,14)- (1) (5) = 157

Precisa-se de um total de cartolina dado por:
Seor = 20+ 15,7 = 314 dm?

Gabarito: “c”.

65. (EEAR/2007)

O raio da base de um cilindro equilatero e a aresta de um cubo sdo congruentes. A razao entre as
dreas totais do cilindro e do cubo é

a)2

b) 4
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om

d) 2w

Comentarios

Lembre-se da definicdo de cilindro equilatero, a secdo meridiana forma um quadrado. Sendo
assim:

hei = 2Rey
Segundo o enunciado: R ;; = Loypo = d
Sendo assim, calculamos a area superficial do cilindro conforme:
— — 2
Scitinaro = Stat T 2Spase = 2MR1hey + 2TRE;,
= 2Ry (2R.y) + 2mR%,; = 6mR%, = 6md?
— 2
Scitinaro = 6md
A area superficial do cubo é dada por:
_ 2 _ g2
Scubo =6 Lcubo = 6d
Entdo a razao entre as areas vale:

Scilindro — 67Td2 -
Scubo 6d2

Gabarito: “c”.

66. (EEAR/2007)
O raio da base de um cone equilatero mede 2 cm. A area lateral desse cone, em cm?, é
a)4m
b) 5@
c)8m
d) 10w

Comentarios

Lembre-se da definicdo de cone equildtero, a secdo meridiana forma um triangulo equilatero.
Sendo assim:

V3
heone = 7 ) (ZRcone) = \/§Rcone
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2
— 1/ 2 —
= Ycone = \/( 3Rcone) + (Rcone) - 2Rcone
Sendo assim, calculamos a area superficial do cone conforme:

2chone . <ggone
2

— — — 2
Slat - ) - chonegcone - ZﬂRcone

gCOne
Siat = 2m - (2)? =8m

Gabarito: “c”.

67. (EEAR/2006)
Uma esfera tem 36 m3 de volume. A medida de sua superficie, em m?, é
a)72m
b) 561
c)48m
d) 36

Comentarios

Sabemos que:
4
36n=§7rR3 = R3=27 ~ R=3m

Entao:
S = 4nR? = 4n(3)? = 36m m?

Gabarito: “d”.

68. (EEAR/2006)

A base de um cone circular reto esta inscrita num tridngulo equilitero de drea 9/3 cm?. Se as

alturas do cone e do tridngulo sdo congruentes, entdo o volume do cone, em cm?, é
a) 3mV/6
b) 3mV3
c) 6mV/3
d) 6mV/6

Comentarios

Sabemos que a area de um tridangulo equildtero é dada:
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V3

Tl2=9\/§ L l=6cm

Entdo o semi-perimetro do tridangulo é dado por:

_3_36_
P =~

O valor do raio da circunferéncia inscrita é dado por:

S 93
r==—=—-=1+3cm
p 9

O raio da base do cone vale r = V3 cm

B3,
2

= 6 =3V3cm

~ %

A altura do cone é igual a altura do tridngulo que medeh =

Portanto, remos um cone de raio da base r = /3 cm e altura h = 3v/3 cm

O volume do cone é, portanto:

V=%-nr2-h=%-n(\/§)2-(3\/§)=3n\/§cm3

Gabarito: “b”.

69. (EEAR/2006)

Um plano determina dois semicilindros quando secciona um cilindro reto de 2,5 cm de altura e
4 cm de diametro da base, passando pelos centros de suas bases. A drea total de cada um desses

semicilindros, em cm?, é aproximadamente igual a
a) 28
b) 30
c) 38
d) 40

Comentarios

Na situacdo dada do enunciado, cada semicilindro terd metade da area total de um cilindro
inteiro, somado a area do retangulo definido pelo corte do plano.

Sendo assim, calculamos a area superficial do cilindro conforme:
— _ 2
Scilindro - Slat + 2Sbase - 27TRcilhcil + 27-"-Rcil

= 21Ryy(Reip + hey) = 2m(2)((2) + (2,5))
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Scilinaro = 181 cm?
E a area do plano é dada por:
Sseccao =B -h=4-2,5=10 cm?

Entdo a area total do semicilindro é dada:

1 1
Stot = E *Scitinaro T Ssecgéo = E - (18m) + (10) =97 + 10 ~ 38 cm?

Gabarito: “c”.

70. (EEAR/2005)

Um prisma quadrangular regular esta circunscrito a um cilindro equilatero. Se a aresta da base do

prisma mede 4 cm, ent3o o volume do cilindro, em cm?, é
a)l1é6m
b)12m
c)8m
d) 4
Comentarios
Na base do cilindro temos a seguinte situagao:
@ @
L]
@ o
2r
O lado da base do prismamede 2r =4 .. R.; = 2 cm é o raio da base do cilindro.

Lembre-se da definicdo de cilindro equilatero, a se¢do meridiana forma um quadrado. Sendo
assim:

hcil = ZRCl'l =4cm
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Entdo o volume do cilindro é dado por:
Ve = T[Rcilz “heyp = 7.[(2)2 (4) = 16m

Gabarito: “a”.

71. (EEAR/2005)

A area lateral de um cone circular reto é 241 cm?. Se o raio da base desse cone mede 4 cm, entio
sua altura, em cm, mede

a) 5v2
b) 5v3
c) 2V5
d) 3v5

Comentarios
No cone circular reto, temos que:
g =~y ()2 + (r)?
E a drea lateral do cone é dada por: Sy =nrg = 24m=mnrg -~ rg =24
Logo,
rg =r/(W)? + ()2 = 24
4J(h)?%2+(4)2 =24 = (W?>+16=6>=36

= h2=20 > h=2V5cm

Gabarito: “c”.

72. (EEAR/2005)
Considere as afirmagoes:
I. A esfera é um sélido gerado pela rota¢ao de uma semicircunferéncia em torno de seu diametro.
Il. A esfera é um sdlido gerado pela rotagao de um semicirculo em torno de seu diametro.
lll. Nem toda sec¢do plana de uma esfera é um circulo.
Toda secg¢ao plana de uma esfera é um circulo.
Sao FALSAS as afirmagoes

a)lelV
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b)I eIl
) Il elll
d) Il elV

Comentarios

No item I a rotacdo de uma semicircunferéncia ird formar uma casca esférica. Logo, esta assertiva
é falsa.

No item /1] toda a se¢ao plana de uma esfera forma um circulo, logo este item é falso.
O item II é verdadeiro.

Gabarito: “b”.

73. (EEAR/2005)

Num cilindro circular reto, o diametro da base mede 8 cm e a geratriz, 10 cm. A area lateral desse

cilindro, em cm?, é
a) 160m
b) 801
c) 80
d) 40
Comentarios
No cilindro dado, o raio da base mede R = 4 cm. E a area lateral do cilindro é calculada como:
S, =2nR-h =2n(4) - (10) = 80w cm?

Gabarito: “b”.

74. (EEAR/2004)

Um vaso tem formato de um cilindro reto, de 16 cm de altura interna e 6 cm de didametro interno.
L. 1 . . .
Ele contém agua até 3 de sua altura. Acrescentando-se uma quantidade de agua equivalente ao

volume de uma esfera de 6 cm de diametro, o nivel da dgua subira:
a)3cm
b)4cm
c)5cm

d)6cm

Comentarios

&
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No problema dado, o volume de agua da esfera causara um aumento no volume de um cilindro
de didmetrod = 6cm = 1r =3 cme altura Ah.

Visr = AV

4
§7TR3 =nr?-Ah

4(63
3

— =((3)2.Ah
) -
4-9=9-.-Ah
= Ah=4cm

16 16 38 . ~
Obs.: perceba que h;y,; = e hfim = St 4 = 5 < 13 ¢m, ou seja, o vaso ndo transborda.

Gabarito: “b”.

75. (EEAR/2004)

No tronco de cone reto, as bases sdo paralelas.

Se o raio da base maior mede 5 cm e a distancia entre as duas bases, 4/3 cm, entdo o volume
desse tronco de cone, em cm?, é

a)

12473
3

b) 12573

9673
c) 3

d) 12413

Comentarios

Efetuando a secdao meridiana do tronco obtemos:
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D 2r C
4V3
B
A - G 10 H
Devido a simetria da figura obtemos que HB = 02 5
Mas,
CH 43
N=m—=——— = = 4=5- >r=1
tg(60°) TE-t_, V3 5—r T cm

A férmula que calcula o volume do tronco de cone é dada por:

1
V=§-n(R2+Rr+r2)-h

1 31-4v3
V=5 m((5)?+(5) (1) + (1)) (4V3) = Tﬁ
_ 124mv3
==

Gabarito: “a”.

76. (EEAR/2004)

Sejam dois cones, A e B, de volumes V e V’, respectivamente. Se as razées entre os raios das bases
o . 1 - .
e entre as alturas de A e B sdo, respectivamente, 2 e 2 entdo podemos afirmar que

a)V'=v

b)V =2V’
V' =2v
d)v= 3V’

Comentarios

Segundo o enunciado:
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H, 1
Hy 2
4 1-7TR5-HV R\2 /H 1
:'Wzlg—z(RV) '(HV)ZZZ'EZZ
3 TRy, - Hyr v’ v’
= V=2

Gabarito: “b”.

77. (EEAR/2004)

Num cone reto, o raio da base mede V3 cm. Para que os niimeros que expressam as medidas do
raio da base, da altura e do volume desse cone formem, nessa ordem, uma P.G., a altura, em cm,

deve ser
a) 3m\/3
b) T3

om

d) 3
3
Comentarios

Queremos que 1, h e IV sejam uma PG, entdo:

h V ]
—=y @ h? =V - r (numericamente)
Mas sabemos que:
V==-nr?-h
1
= h’=r-=-mr?-h
3
1
= h=—--ard
3 r
1 3
= h=§-n(\/§) = V3
Gabarito: “b”.
78. (EEAR/2003)
&
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Um barril, cuja forma é a de um cilindro reto, esta repleto de vinho. Este vinho deve ser distribuido
ey . 1 . o . 1
em copos cilindricos de altura igual a s da altura do barril, e de didmetro da base igual a S do

diametro da base do barril. A quantidade de copos necessaria para distribuir todo o vinho é
a) 400
b) 300
c) 200
d) 100

Comentarios

A quantidade de copos é expressa pela razdao entre o volume cilindrico do barril e o volume
cilindrico de um copo:
V nR?H R?H R?H

L T (R)2 (%) ~ R?H

= 200 copos

200

Gabarito: “c”.

79. (EEAR/2003)

Num tridngulo ABC, o lado maior AC mede 10 cm; o lado menor BC mede 3 cm; e o angulo que
eles formam mede 45°. O volume do sdlido gerado pela rotagdo de 360° desse triangulo em torno
3

do lado maior, em cm?, é

3V2m
a) —

d) 15

Comentarios

O seguinte desenho representa a situagao proposta:

B
3
-
45° A
' .
H 10

=
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Primeiramente perceba que

r=3-sen(45°)=3-<g>=—cm

Note que CH = r, pois o tridngulo BCH é retangulo e isdsceles.

O volume do sélido final corresponde ao volume de dois cones de raio da base r e altura 10 — r
ealturar

1 1 1
Ve=V,+V, = <§nr2 -r) + <§m‘2 - (10 - r)) = §7IT'2(T +10—71)

1 10 [3vZ) 10
VS=§T[7"2'10=?T['(T> =?n-§=15ncm3

Gabarito: “d”.

80. (EEAR/2003)

A geratriz de um cone de revolu¢ao mede 6 cm e o angulo da geratriz com a altura do cone é de
30°. O volume desse cone, em cm?, é

a) 9

b) 3mv3
c) 9mV3
d) 2773

Comentarios

Primeiramente, perceba que um cone de revolucdao é um cone reto, logo, o raio, a altura e a
geratriz formam um tridngulo retangulo.

Segundo o enunciado, podemos calcular:

P

h=g-cos(30°)=6-7= V3 cm

Uy

r=g-sen(30°) =6-=-=3cm

N

Logo,

1 1
V=§-7rr2-h=§-n(3)2-(3\/§)=9n\/§cm3

Gabarito: “c”.

&
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81. (EEAR/2003)

Se um cubo esta inscrito em uma esfera de V3 m de raio, ent3o o volume do cubo, em m3, é igual

a
a)8

b) 27
c)12V3
d) 243

Comentarios
No cubo inscrito na esfera. O diametro do cubo deve ser igual ao didmetro da esfera. Logo:
D=W3=2r=2-V3> 1=2m
Entdo:
V=083=2)>=8md

Gabarito: “a”.

82. (EEAR/2003)

A area lateral do sélido geométrico formado pela rotagdao de um triangulo equilatero, de perimetro

30 cm, em torno de um de seus lados é, em cm?, igual a
a) 100w

b) 200w

c) 5073

d) 1007v3

Comentarios

Perceba que o lado do triangulo vale [ = ? =10 cm.
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O solido formado corresponde a dois cones de raio da base h = ?l e geratriz [.

Sendo a area total a soma das areas laterais dos dois cones:
Lembre-se que a area lateral de um cone de geratriz g e raio da base r é dado

Stot =2+ Siqe = 2+ (mrg) = 2mrg

Masr=h=\/2—§leg=l,entéo:

Sior = 2T <§l> () = nl%V3 = 7(10)%V/3 = 10073

Gabarito: “d”.

83. (EEAR/2002)

Um tanque tem a forma de um cilindro circular reto de altura 6 m e raio da base 3 m. O nivel da
. . . NP . 2
agua nele contida esta a uma distancia do fundo do tanque igual aos 3 da sua altura. Adotando-se

m = 3,14, a quantidade de litros de agua que o cilindro contém é
a) 113010
b) 113040
c) 113050

d) 113080

Comentarios
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Na situacao dada:

Entdo:
V=nR?-h=m(3)?-(4) =36m =~ 113,04 m® = 113040 litros

Gabarito: “b”.

84. (EEAR/2002)

A geratriz de um cilindro de revolugdao mede 10 cm. Qual o seu raio da base, sabendo-se que,
aumentando-se esse raio em 10 cm e mantendo-se a altura, a drea lateral do novo cilindro é igual
a area total do primeiro?

a)2,5cm
b) 5v2 cm
c)10cm
d)20cm

Comentarios
Um cilindro de revolucdo é um cilindro reto.
A area lateral de um cilindro é dada por:
S; = 2nRh
A drea total de um cilindro é dada por:
Seot = 2mRh + 2mR? = 2nR(R + h)
Segundo o enunciado: R, = R; + 10, h = 10 e existe uma relagdo entre as areas conforme:
2nR,h = 2nR{(Ry + h)
(Ry +10)10 = R, (R, + 10)
10R; + 100 = R? + 10R,
R?=100= R, =10cm

Gabarito: “c”.

85. (EEAR/2002)
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A geratriz de um cone de revolugao forma com o eixo do cone um angulo de 45°. A area lateral, em

dm?, desse cone, sabendo-se que a drea de sua sec¢do meridiana é 18 dm?, é
a) 18mV/2

b) 97V2

c)18m

d) 187 (V2 + 1)

Comentarios

Um cone de revolugdo é um cone reto. Entdo, se o angulo entre a geratriz e o eixo mede 45°, o
triangulo que forma o cone por revolucdo é um triangulo retangulo isésceles e a altura é igual ao
raio. Observe a figura a seguir que representa a secao meridiana do cone:

45°

2r

A drea da se¢ao meridiana vale:

1
Ssec=z-2r-h=r-h=r2=18 =7r=3V2dm

A geratriz pode ser calculada usando a defini¢gao de seno, logo:

g=mV2=3V2-V2=6dm

A area lateral do cone é dada por:
Siqt =Trg =T - (3\/7) - (6) = 18mV2

Gabarito: “a”.

86. (EEAR/2002)

Se um cilindro reto esta circunscrito a uma esfera de raio R, entdo a razao entre a area da superficie
esférica e a area total do cilindro é
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a)1l

1
b)E

2
C) E
4

d) S
Comentarios

Na situacdo dada, temos a seguinte secdo meridiana:

cil

R esf

zRCM

Ry = Resf =R
Hcil = ZReSf = 2R
Sendo assim:

Sesf _ 477:R§Sf _
Scil 271-Rcil(Rcil + Hcil)

2R? 2R? 2

“R(R+2R) 3Rz 3

Gabarito: “c”.

87. (EEAR/2002)

A area da seccdo paralela ao eixo de um cilindro circular reto, de 8 m de altura e 1 m de raio, feita

a 0,6 m do eixo, em m?, é
a) 16,00

b) 12,80

¢) 6,40

d) 8,60
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Comentarios

Na situacdo dada, a altura da face gerada pelo plano é a mesma altura do cilindro, mas devemos

descobrir o comprimento da base. Observe a seguinte figura que mostra a visdo superior do
cilindro:

O segmento BD representa o plano que secciona o cilindro.

Perceba que aplicando Pitdgoras no triangulo ABC, obtemos que BC = 0,8 m.

Logo,

L
E=0'8 = L=16m

A area do plano é dada por:
S=B-h=(8)(1,6) =12,8m?

Gabarito: “b”.

88. (EEAR/2002)

Um tanque cilindrico com agua tem raio da base R. Mergulha-se nesse tanque uma esfera de ago e
. . 9 . .
o nivel da agua sobe ER' O raio da esfera é

a)%R

b)%R
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C) ER
R
d) 2
Comentarios

O volume de dgua deslocado é o volume de um cilindro, assim, temos:

9 9
Vaestoc = nR?-h = mR? - (RR> = —nR3

Esse volume deslocado corresponde ao volume de uma esfera de raio r:

Vesf = Vigestoc

4 9 27
o3 =_pR3 = ;3=2_p3
37tr 167rR T 64R
= —3R
"=y

Gabarito: “a”.

89. (EEAR/2002)

O maior e o menor lado de um tridngulo medem, respectivamente, 10 cm e 3 cm e formam entre
si um angulo de 45°. O volume do sélido gerado pela rotacao de 360° desse tridngulo em torno do
seu lado maior é, em cm?,

a) 30w
b) 20w
c)15m
d) 10

Comentarios

O enunciado nos permite construir a seguinte figura:
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0 sélido formado corresponde a jung¢do de dois cones. O cone 1 possui altura h; = AD e raio da
base r = CD. O cone 2 possui altura h, = BD e raio da base r = CD.

Podemos utilizar a geometria plana para obter o valor de CD e BD através da definicdo de seno
e cosseno aplicados ao triangulo BCD. Desse modo:

__  ___ 3v2
(;ngpzi
2
Logo,
_ _ 3vV2
AD=10—BD=10—T\/_
Portanto:
3v2 32 32
hy=10-== shy = —=ir= =

Portando, o volume final do solido formado é dado por:

Vsotiazo = V1 + V2

1 1 1
= §nr2hl + gm‘zhz = gm‘z(hl + hy)
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1 (3v2\ 32\ (32
?”(T) (10—7)+(7)

1 9
_-.2. _ 3
=373 (10) = 15T cm

Gabarito: “c”.

90. (EEAR/2001)

Num cone circular reto, cujo raio da base mede 7 e a geratriz mede g, a base é equivalente a seccao
meridiana. A altura desse cone mede

a)mrg
b) X
) g
c)r
d) g
Comentarios

Nesse contexto, a area da base é igual a drea da seccdo meridiana, sendo assim:

Sbase - Sse(;éo

2=2.2r-h
nr 5 Tr

=> h=nmnr

Gabarito: “c”.

91. (EEAR/2001)

Ao seccionar uma esfera, um plano determina um circulo de raio 16 cm. Se a distancia do plano ao

centro da esfera é de 12 cm, entdo o raio da esfera, em cm, vale
a) 20
b) 28
c) 30
d) 38

Comentarios

Fazendo uma secg¢do que passa pelo centro da esfera e é perpendicular a primeira sec¢ao, obtém-
se a figura abaixo:
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O segmento BD representa o plano que secciona a esfera.
Perceba que aplicando Pitagoras no triangulo ABC, obtemos que AB = 20 cm.
Logo,

R=20cm

Gabarito: “a”.

92. (EEAR/2001)

Um cilindro circular reto tem o volume igual ao de um cubo de aresta a e a area lateral igual a area
total do cubo. O raio e a altura desse cilindro medem, respectivamente:

a
a) ;€ 3ma
a 9a
b)-e—
3 T
c)2ae3na
9a
d)3ae—
T
Comentarios
Obteremos duas equagdes que representam as informagdes dadas no enunciado.
A primeira vem das equag¢des de volume:

Veir = Veun
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mR*H = a® (eq.1)
A segunda vem das equacodes de area:
Scit = Scubo
2nRH = 6a? (eq.2)
Da eq. 2 na eq. 1 obtemos:

nR(RH) = a3

3a?
nR(— | =a?
/[
a
= R=§ (eq.3)

Da eq. 3 na eq. 2 obtemos:

Zn(%)H = 6a2
9a
H=2
T

Gabarito: “b”.

93. (EEAR/2001)

Um plano secciona uma esfera, determinando um circulo de raio igual a distancia do plano ao centro
da esfera. Sendo 36 cm? area do circulo, o volume da esfera, em cm3, é

a) 228V2m
b) 576\2n
c) 288m
d) 576m

Comentarios
Primeiramente, determinaremos o raio do circulo:
nr:=36mr = r=6cm

Fazendo uma seccdo que passa pelo centro da esfera e é perpendicular a primeira seccao, obtém-
se a figura abaixo:
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O segmento BD representa o plano que secciona a esfera.

Perceba que aplicando Pitagoras no triangulo ABC, obtemos que 4B = 6+/2 cm.

Logo,
R=6V2cm
Entdo o volume da esfera é dado por:
4 4 3
Vess = 3mR® = 2m(6V2) = 576V2n

Gabarito: “b”.

94. (EEAR/2001)

A sec¢do meridiana de um cilindro equilatero tem 4+/2 cm de diagonal. O volume do cilindro, em
cm?3, é de:

a)l16m
b) 24m
c)32m
d) 541

Comentarios

Primeiramente, lembremos que a seccdao meridiana de um cilindro equildtero forma um
quadrado. Sendo assim, a diagonal de um quadrado de lado [ é dada por:

D=W2=4V2 - l=4cm
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O didmetro d da base do cilindro mede [ = 4 ¢cm e a altura h do cilindro mede | = 4 cm.

Entdo calcularemos o volume do cilindro, conforme:

wd? m(4)?
Veir = ~h=

L (4) = 3
2 2 (4)=16mcm

Gabarito: “a”.

95. (ESA/2019)

Um cilindro equilatero é aquele cilindro reto que possui a altura igual ao dobro do raio da base.
Sabendo que o volume é calculado da forma 12 h, quanto mede o volume de um cilindro equilatero

que possui raio igual a T?
a) 4m?

b) 6

c)2m

d) 2mt

e) m®

Comentarios

Se o cilindro é equilatero:

r=m=>h=21
Portanto, o volume é:
V =nr’h = n(n?)2r = 2n*

Gabarito: “d”.

96. (ESA/2017)
A geratriz de um cone circular reto de altura 8cm é10cm, entdo a area da base desse cone é:
a) 641 cm?
b) 9t cm?
c) 16w cm?
d) 36w cm?
e) 25w cm?

Comentarios

&
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Sabemos que a geratriz de um cone é a hipotenusa dos catetos que correspondem ao raio e
a altura do cone circular reto.

Portanto, pelo teorema de Pitdgoras, temos:

g*>=71?+h?
102 =r? + 82
r? =10% — 82
r? =36
r==6
Como o raio da base é r = 6, temos que a area da base é:

Ay =mnr?=m-6%=36m

Gabarito: “d”.

97. (ESA/2016)

. 3 . P .
Duas esferas de raios 3cm e V51cm fundem-se para formar uma esfera maior. Qual é o raio da

nova esfera?

a) V78

b) /36

c) V68

d) Y104

e) V26
Comentarios

Temos que na fusdo das esferas a Unica propriedade que se mantem é o volume das mesmas,
portanto, temos a relacdo:

Vi+ V=V
Sabemos que o volume de uma esfera é:

[ jz * ]
3
Logo:

4 4 4
—-FE'33+—-7-'E'(W)3 =§-7-'E'T'3

3 3
33 451 =13
r3 =178
r =378
Gabarito: “a”.
o)
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98. (ESA/2015)

Em uma piramide reta de base quadrada, de 4m de altura, uma aresta da base mede 6m. A area

total dessa piramide, em m?, é
a) 144

b) 84

c) 48

d) 72

e) 96

Comentarios

Sabemos que a base quadrada de aresta de 6 m tem a drea de:

Do triangulo retangulo da figura, temos:
h?=42+32=h=5
Assim, as laterais triangulares da piramide tém area de:

6-5

Al == 15
Logo, a drea total da piramide é:
A=A, +4-4
A, =36+4-15=36+ 60
As =96

Gabarito: “e”.
&
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99. (ESA/2014)
Dobrando o raio da base de um cone e reduzindo sua altura a metade, seu volume:
a)dobra
b) Quadriplica
c) nao se altera
d) reduz — se ametade do volume original.
e)reduz — se a um quarto do volume original.
Comentarios

Sabemos que o volume de um cone é obtido pela seguinte equacao:

T-1¢-h

Vo=—"3

Portanto, temos que se dobramos o raio da base 1, = 213, e reduzimos a altura pela metade

h
h' = > obtemos:

Logo, o volume duplica.

Gabarito: “a”.

100. (ESA/2012)

N 3 . .
Duas esferas de aco de raio 4cm e /61 cm fundem-se para formar uma esfera maior. Considerando
que nao houve perda de material das esferas durante o processo de fundicdao, a medida do raio da

nova esfera é de:
a)5cm
b)5,5cm
c)4,5cm
d)6cm

e)7cm
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Comentarios

Temos que na fusdo das esferas a Unica propriedade que se mantém é o volume das mesmas,
portanto, temos a relagdo:

Vi+V, =V
Sabemos que o volume de uma esfera é:
4
V==m-1r3
311 r
Logo:
4 3
37 43 +——74.E (Ve )
43 +61=r3
r3 =125
=125
r=>5

Gabarito: “a”.

101. (ESA/2012)

Dobrando-se a altura de um cilindro circular reto e triplicando o raio de sua base, pode-se afirmar

que seu volume fica multiplicado por:

a)6

b) 9

c)12

d) 18

e)36

Comentarios
Sabemos que o volume de um cilindro é obtido pela seguinte equacao:
V.=m-17-h

Portanto, temos que se triplicamos o raio da base 1, = 31, e dobramos a altura h' = 2h,
obtemos entdo:

VC m-r’
=1- (E}r,,)2 (2h)
VC =18m -1 h
v/ =18V,
&
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Logo, o volume duplica.

Gabarito: “d”.

102. (ESA/2011)

Um tanque subterraneo tem a forma de um cone invertido. Esse tanque esta completamente cheio
com8dm? de dgua e 56dm?3 de petréleo. Petréleo e d4gua ndo se misturam, ficando o petréleo na
parte superior do tanque e a dgua na parte inferior. Sabendo que o tanque teml2m de
profundidade, a altura da camada de petréleo é:

a)10m

b) 9m

c)8m

d) 7m

e)6m
Comentarios

Como o cone é invertido e a dgua fica na parte inferior e também por estar trabalhando com
qguantidades volumétricas, temos a seguinte proporg¢do, sendo x altura de agua:

8 x\3
8+56=(E)
318 X
64 12
12
8

x=6

X =

Logo, a altura da coluna de petrdleo é 12 — 6 = 6.

Gabarito: “e”.

103. (ESA/2010)

Um cone reto, de altura H e area da base B, é seccionado por um plano paralelo a base.
H - .
Consequentemente, um novo cone com aItura; é formado. Qual a razdo entre os volumes do maior

e o do menor cone, o de altura H e o de aIturag?
a)3
b) 6
c)9
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d) 18
e)27

Comentarios

Sejam V; e V; os volumes dos cones de altura H e H/3, respectivamente.

v, ([ H
o\ H
3
13
e )
1 tV3
V, =—
1727

Gabarito: “e”.

104. (EsPCEx/2017)

A angioplastia é um procedimento médico caracterizado pela inser¢ao de um cateter em uma veia
ou artéria com o enchimento de um pequeno baldo esférico localizado na ponta desse cateter.
Considerando que, num procedimento de angioplastia, o raio inicial do baldo seja desprezivel e
aumente a uma taxa constante de 0, 5mm/s até que o volume seja igual a 500 mm?3, entdo o
tempo, em segundos, que o baldo leva para atingir esse volume é

a) 10

b) 103\/E

T

c) 103\/E

T

d) 103/

e) 103\/E

T

Comentadrios
A funcdo que representa a variacdo do raio em funcdo do tempo é dada por:

r(t)=05-t

A funcdo que representa o volume em funcao do raio é dada por:
4 4 1
V(r) = gm‘3 > V()= gn(O,St)3 = gnt3

Queremos t tal que V(t) = 500. Entdo
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1 3(6-500 3(3
500 =—-mt3 = t= =10 |—
6 T T

3

3
t=10 |— s
T

Gabarito: “e”.

105. (EsPCEx/2017)

O valor da altura de um cilindro reto de raio R, cujo volume é a soma dos volumes dos sélidos 1 e 2
é

Desenho Ilustrativo Fora de Escala

Comentarios
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Fazendo a secdo meridiana do sélido 1, obtemos:

A
E
al2
ald

r 1 a B

G
O o L]
D H C

Sendo o ponto E o ponto médio do segmento AB, percebemos que a semelhanca dos tridngulos
ABC e EBG permite-nos concluir que EG mede %. Sendo assim a altura do ponto E em relagao
ao segmento CD é dada por:

O volume do cilindro é definido com a altura sendo a distancia entre o centro de suas bases.

Ent3o o comprimento do segmento EH representa a altura do cilindro, sendo EH = %a.

V=B he nR? 3a_3aR21T
e

O solido 2 pode ser dividido em um cilindro de raio R e altura % e um cone de raio R e altura %
Sendo assim:
1 a 2aR’m

a
= P 2,
V, = nR 2+3 R > 3

Entdo, sendo V; + V, = V3 = mR?h, temos que:

3aR?*’m  2aR?*m B 17aR?*m

= — RZ
vV, +V, 2 + 3 1 mTR“h
&
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_ 17a
12

Gabarito: “e”.

106. (EsPCEx/2016)
Corta-se de uma circunferéncia de raio 4 cm, um setor circular de angulo g rad (ver desenho

ilustrativo), onde o ponto C é o centro da circunferéncia. Um cone circular reto é construido a partir

3

desse setor circular ao se juntar os raios CA e CB. O volume desse cone, em cm?, é igual a:

desenho ilustrativo-fora de escala

Comentarios

No cone formado, o raio da circunferéncia se tornara a geratriz do novo cone e o arco definido
por AB serd o perimetro da base. Logo:

NI
1]
NNINS
1]
—_

T
§R=2m‘ = r=

O raio do cone mede 1 cm e a geratriz do cone mede 4 cm, conforme a figura ilustra:
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Aplicando Pitagoras, descobrimos que h = /42 — (1)?2 =15
Portanto o volume do novo cone é dado por:

V15

1
v=z-n()? (V15) ==

T

Gabarito: “c”.

107. (EsPCEx/2015)

Um recipiente cilindrico, cujo raio da base tem medida R, contém agua até uma certa altura. Uma
esfera de a¢o é mergulhada nesse recipiente ficando totalmente submersa, sem haver

. . .9 - .
transbordamento de agua. Se a altura da agua subluE R, entdo o raio da esfera mede
2
a) ER
3
b)-R
4
4
C) ;R
1
d) §R
9
e) ER
Comentdrios
O volume da esfera é responsavel pelo AV causado no nivel da agua do cilindro

Volume inicial: V; = mR?h;
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Volume final: V; = mR?hy
Variago do volume: AV = V; —V; = nR?*(h; — h;) = nR? - Ah = TR? - (iR)

16

Mas, o volume da esfera é igual ao volume do AV, entdo:

LA a9 27,3,
= — = — = = —_— —_ —
e =3 = 16" "= |64 4

Gabarito: “b”.

108. (EsPCEx/2014)

Um cone de revolugao tem altura 4 cm e esta circunscrito a uma esfera de raio 1 cm. O volume

desse cone (em cm?) é igual a

e)3m

Comentarios

Efetuando a seccdo meridiana do cone, obtemos:
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b b

Do enunciado sabemos que a altura do cone mede 4 ¢cm, entdo: 4 = Va? — b?
a?—-b2=16 (eq.1)

Mas também possuimos a medida do raio da circunferéncia inscrita, que pode ser obtido a partir
da area S e do semi-perimetro p do triangulo.

r=-—
p
SendoS=--B-h=>-(2b)-(4) =4bep=5-(a+a+b+b)=a+b
4b
> r= =1 = a+b=4b = a=3b
a+b

Substituindo em eq. 1
(3b)2—b?=16 > 8b2 =16> b%2=2

O volume do cone pode entdo ser calculado, segundo:

1 1 8
V=§7Tb2h=§7'[(2)(4) =§T[
Gabarito: “d”.
109. (EsPCEx/2013)
o)
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Considere que uma laranja tem a forma de uma esfera de raio 4 cm, composta de 12 gomos
exatamente iguais. A superficie total de cada gomo mede
43
a) — cm?
3
437
b) — cm?
9
42

c)— cm
3

2

42q
d) — cm?
9
e) 43w cm?
Comentarios

A superficie lateral de cada gomo sera composta de 3 regides. Duas regides laterais -simétricas
entre si - terdo cada uma delas drea correspondente a uma semicircunferéncia de raio 4 cm. A

. - , 1 , - .
terceira regidao corresponderd a 5 da area superficial de uma esfera de raio 4 cm.

Sendo assim:
1 1 1 4 4 64
- 2. —_. —2.(=. 2 _ . 2y — _ 2 = _ 2 —
Sy =2 Sl+12 S, =2 <2 nr>+12 (4mr=) 37tr 3n(4) 3"
43
St=?ncm2

Gabarito: “a”.

110. (EsPCEx/2012)

Em uma das primeiras tentativas de determinar a medida do raio da Terra, os matematicos da
antiguidade observavam, do alto de uma torre ou montanha de altura conhecida, o angulo sob o
qual se avistava o horizonte, tangente a Terra, considerada esférica, conforme mostra a figura.

Segundo esse raciocinio, o raio terrestre em fungao do angulo « é dado por:
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Linhado

Horizonte
__ sen(ah)
a) R= 1-sena
hsena
b) R= 1-sena
hsena
C) R= sena—1
1-sena
d) R = hsena
1+sena
e) R= hsena

Comentarios

Primeiramente, o angulo de uma reta tangente a circunferéncia mede 90°, sendo assim temos o
seguinte triangulo:

Aplicando a definicdo de seno no angulo a, obtemos:
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senazR—_I_h = sena-(R+h)=R = h-sena=R—-R-sena=R-(1—sena)
h-sena
= R=——
1—sena

Gabarito: “b”.

111. (EsPCEx/2012)

Um recipiente em forma de cone circular reto, com raio da base R e altura h, estd completamente
cheio com agua e dleo. Sabe-se que a superficie de contato entre os liquidos esta inicialmente na
metade da altura do cone. O recipiente disp6e de uma torneira que permite escoar os liquidos de

seu interior, conforme indicado na figura.

Figura fora de escala

Se essa torneira for aberta, exatamente até o instante em que toda agua e nenhum éleo escoar, a
altura do nivel do 6leo, medida a partir do vértice sera

3
a) ¥ h
2
37
b) 5 h
3
c) KD h
2
3
d) 2 p
2
3
e) 22 p
3
Comentarios

Fazendo a secdo meridiana do cone, obtemos:
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agua

Segundo a semelhanca entre os tridngulos ABC e ADE obtemos que a razdo das medidas é de
2:1. Sendo assim, a razdo dos volumes serd de 23: 13, sendo de 8: 1. Logo:

Végua+éleo _ §
1

% = Végua+éleo =8- Végua = Vieo + Végua = Voieo =7 Végua
agua
Véleo _Z
Végua 1

ApOs a evasdo da agua haverd uma nova semelhancga de triangulos somente com o éleo no cone.
Comparando a se¢ao meridiana do cone preenchido somente com d6leo e o cone de agua da
situacdo inicial, podemos obter uma nova semelhanga de tridangulos em que a razao entre as

medidas é dada por: Y7:V1 = V7:1

Portanto a altura é calculada:

héleozﬂzhéleozw = h: :fh
hégua 1 (ﬁ) 6leo 2

2

Gabarito: “a”.

112. (EsPCEx/2011)

A figura abaixo representa dois tanques cilindricos, T1 e T2, ambos com altura h, e cujos raios das

bases medem R e R\/2, respectivamente. Esses tanques s30 usados para armazenar combustivel e
. , . . . 2

a quantidade de combustivel existente em cada um deles é tal que seu nivel corresponde a 3 da

altura.
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T1 T2

O tanque T'1 contém gasolina pura e o tanque T2 contém uma mistura etanol-gasolina, com 25%
de etanol.

Deseja-se transferir gasolina pura do tanque T1 para T2 até que o teor de etanol na mistura em
T2 caia para 20%. Nessas condicOes, ao final da operacgdo, a diferenga entre a altura dos niveis de

T1eT2 sera

a)%h
b)%h
c)ih

d)%h

1
e)-h
6
Comentarios

Iremos trabalhar com os volumes dos tanques:
2 2 2
V, = nR? ghevy= m(RV2) zh=2n

Volume de gasolina V; e volume de alcool V, em T5:

Va V; 3
%+%:V2;7=0,25 :>Va=Z %:ZVZ
2

Queremos transferir V; de gasolina para T, a fim de que haja 20% de etanol, logo:

Va =020 = V—VZ—V2+Vt : V—1V—1V
V,+V, ®T 4 5 Tt g2

Logo, o novo volume de T; sera
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1 1 1 , 2 , 1
Vl_Vt=V1_§V1=§V1 =§(T[R '§h)=7TR §h
Logo T; terd altura final medindo éh

E T, terd novo volume

1 5 5 5
w+m=w+—m=—w=z@ﬂwﬂyiﬁ=ﬂmﬁf€h

4 4 3

Logo T, tera altura final medindogh

Portanto:

Ah

Siz 1h,— 3h,— h
6 37 6

Gabarito: “a”.

113.  (EsPCEx/2010)

A figura abaixo representa a planificagdo de um tronco de cone reto com a indicagao das medidas
dos raios das circunferéncias das bases e da geratriz.

13cm

Desenho fora de escala

A medida da altura desse tronco de cone é
a)13cm
b) 12 cm
c)1lcm
d) 10 cm

e)9cm

Comentarios

&
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Apds montar o tronco de cone e fazer a se¢do meridiana do mesmo obtemos o seguinte:

13

Aplicando Pitagoras no triangulo retangulo formado, obtemos:

h=4(13)2-(5)?=12cm

Gabarito: “b”.

114.  (EsPCEx/2008)

Uma esfera de 2 ¢m de raio é colocada no interior de um vaso conico, conforme a figura a seguir.

12cm

Desenho Fora de Escala

O vaso tem 12 cm de altura e sua abertura é uma circunferéncia com 5 cm de raio. Nessas
condigbes, a menor distancia (d) entre a esfera e o vértice do cone é

a)3,0cm
b)3,2cm

c)3,4cm
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d)3,6cm

e)3,8cm

Comentarios

Fazendo a secdo meridiana e observando as relagdes trigonométricas, obtemos:

Perceba que aplicando o Teorema de Pitagoras no tridngulo ABC obtemos que BC = 13 cm.

Utilizando a semelhanga entre os triangulos retangulo ABC e CDE

AB _DE
BC DC
5 2
13 2+h

= 10+ 5h =26
= h=32cm

Gabarito: “b”.

115. (EsPCEx/2006)
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Um tonel, em forma de cilindro circular reto, tem 60 cm de altura. Uma miniatura desse tonel
tem 20 cm de altura e raio diretamente proporcional a altura. Se a miniatura tem 100 ml de

volume, entao o volume do tonel original é de
a)301

b) 271

c)2,71

d)31

e) 300 ml

Comentarios

Aplicando as devidas propor¢des nas medidas dos cilindros:

r_R - r_R ﬁR—?,
h H 20 60 r

Segundo o enunciado, os cilindros possuem proporc¢ao linear nas medidas, sendo assim, havera
uma proporg¢ao cubica nos volumes. Tal que:

V  /R\?
— (—) =33=27 = V=27-v
% r
V=27-100=2700ml=2,71

Gabarito: “c”.

116.  (EsPCEx/2004)

Se a drea lateral e a drea total de um cilindro reto sdo 2mA e 27tS respectivamente, entdo, o volume

deste solido é igual a:
a) TAVS — A

b) TSVS — A
c)mAVS + A
d)sVS +4
e)mV/S+A4

Comentdrios
A area lateral de um cilindro reto é dada por:
A =2nRh=2nA +~ A=hR eq.1

A drea total de um cilindro reto é dada por:
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A, = 2nRh + 2nR? =2nR(R+h) =2nS +~ S=R?+hR eq.2
De eq.1 em eq. 2, obtemos:
S=R’+A = R?=S5-A4 eq.3

De eq.3 em eq. 2, obtemos:

A
A=h-VvS—A = h=
S—-A
Portando o volume do cilindro é dado por:
V=7rR2h=1T(S—A)( 4 ) =mAVS — A
VS —A

Gabarito: “a”.

117. (EsPCEx/2003)

Uma lata cilindrica esta completamente cheia de um liquido que deve ser distribuido totalmente
em potes iguais entre si, também cilindricos. A altura de cada pote é igual a H da altura da latae o

. .1 i e . .
diametro de sua base é 3 do diametro da base da lata. Para tal distribuicao, a quantidade minima

de potes a serem utilizados é
a) 22
b) 23
c)24
d) 25
e) 26

Comentarios

Seja n a quantidade de cilindros, V o volume da lata e V, o volume dos cilindros

V=n-V,
1 2
pom0? L md? 7T(§D) (2 )_2 o 2
Ty T Ty e Ty 5%) T35 Ty 7 T gs"
174 2 174 2 1 22,5
= — . = — = o =
45" 45" n= s

Mas n deve ser um numero natural, logo, a menor quantidade de potes que comporta o liquido
deve ser 23 potes.
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Gabarito: “b”.

118. (EsPCEx/2002)

Dois recipientes, um em forma de cilindro e o outro, de paralelepipedo, cujas bases estio num
mesmo plano, sdo unidos por uma tubulagao com uma valvula no meio. Inicialmente, a valvula esta
fechada, o paralelepipedo esta vazio e o cilindro é ocupado, em parte, por um liquido cujo volume
é de 2000w litros, atingindo uma altura de 2 metros. A valvula é aberta e, apds certo tempo,
verifica-se que os dois recipientes tém o mesmo nivel do liquido. Considerando desprezivel o
volume da tubulagdo que une os dois reservatérios e sabendo que a area da base do paralelepipedo
é de 1, 5w m?, o volume final, em litros, de liquido no paralelepipedo é

a) 600w
b) 8007
c) 1000w
d) 1200w
e) 1500w

Comentadrios
Primeiramente vamos uniformizar as unidades transformando os volumes em litros para m3.
= 2000 [ = 2 m®
Sabemos que V,; = mR?h =mR?-2=2m = R = 1m sendo R o raio do cilindro.

Considere as figuras abaixo para representar as situagdes do problema:

INICIO FINAL

Paralelepipedo

cilindro -
Paralelepipedo cilindro

valvula
valvula
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A altura final do liquido é igual em ambos os recipientes, sendo assim:

ciﬁizVﬁm-l-Vﬁm = 27T=TL'R2'h+Abase'h=

cil paral
2 4
=h-(m(1)?+1,571)=257m-h = h=ﬁ=§=0,8m

A altura final do liquido é de h = 0,8 m, sendo assim:

VI = Apgse - h = 1,57+ 0,8 = 1,2m m3 = 1200m litros

paral

Gabarito: “d”.

119. (EsPCEx/2001)

Denomina-se rolamento a um dispositivo mecanico constituido por dois anéis em forma de casca
cilindrica e um conjunto de esferas. Desejando obter o volume de uma das esferas de ago que
compde o rolamento dado na figural, sem desmonta-lo, e ndo dispondo de todos os
instrumentos necessarios para executar as medicoes, um estudante executou os seguintes
procedimentos:

a. Com os instrumentos de que dispunha, mediu o anel interno, em forma de casca cilindrica,
obtendo 3,46 cm para o diametro interno, 4 cm para o didmetro externo e 1 cm para altura;

b. Repetiu as opera¢des para o anel externo, anotou as medidas e calculou o volume, obtendo
3,8 cm3;

c. Lembrando o principio de Arquimedes, que afirma que o volume de um objeto imerso num
recipiente com liquido corresponde a varia¢ao do volume do liquido, colocou dgua numa proveta
graduada em cm3, conforme a figura 2, mergulhou o rolamento na dgua e obteve a leitura
indicada na figura 3.
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FIGURA 1

FIGURA 2

157,3

FIGURA 3

Nessas condicdes pode-se afirmar que o valor que mais se aproxima do volume de cada esfera, em

cm3, é (aproximagdes aceitas: 1,73% ~ 3, 3,46% ~ 12, mw= 3,1):
a)3,4
b) 4,6
c)3,8
d) 4,2
e)5,0
Comentarios

Primeiramente calcularemos o volume da casca cilindrica menor como a diferenca entre dois
cilindros

nD? nd? h 31-1

Vemenor = Th - Th = T(RZ - T.Z) = T : ((4‘)2 - (3:4‘6)2) =31 cm?

O volume que o nivel do liquido variou corresponde ao volume do rolamento, sendo assim:
AV =157,3—-100 = 57,3 cm?3

Agora, o volume do rolamento é a soma dos volumes das cascas cilindricas e os volumes das 12
esferas

573 = 12Vp; +38+3,1 = 12V, =504 ~ Vo = 4,2 cm?

Gabarito: “d”.

&
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120.

(EsPCEx/2000)

Num recipiente em forma de cilindro circular reto, com raio da base 2 cm e altura 6v/3 cm
(dimensdes internas), ha um volume de agua de 16+/3m cm?3. O maior angulo a que o plano da base
do cilindro pode fazer com a horizontal para que a agua ndao derrame ao se inclinar o cilindro é de,

aproximadamente:

(considere: tg 30° = 0,58,tg 40° = 0,84,tg 50°=1,19,tg 60° = 1,73 etg 70° = 2,75)
a) 30°
b) 40°
c) 50°
d) 60°
e) 70°

Comentarios

A€

O volume do tronco de cilindro é baseado no raio do cilindro e no valor de altura média - que é
a distancia entre os centros das faces de suas bases - logo, com esta generalizagao, podemos
obter facilmente o volume do liquido na situagao inclinada, conforme:
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Vliq = T[RZ -d

Posto isso, fagamos a se¢do meridiana do segundo cilindro ja supondo a situacdo limite de
derramamento.

FIGURA 1

Na figura 1 depreende-se que BC = 6+/3 - cosa

/N

C
63
aps,
H A
FIGURA 2
Na figura 2 depreende-se que HO = 2 - sena
o
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FIGURA 3
Considerando o obtido nas figuras 1 e 2, na figura 3 depreende-se que
0'L=6V3-cosa—2-sena
Sendo assim, temos que 0'L=00"-cosa
00 =6V3—-2-tga
O volume inicial e final do liquido no cilindro se mantém, portanto:
Vini = Ve = Ving = TR?d
16V3n =n(2)?- (6V3-2-tga)
6v3 —2- tga = 43
> tga=+3
O angulo @ cuja tangente vale v/3 é o angulo de 60°.

Gabarito: “d”.
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6. CONSIDERACOES FINAIS DA AULA

Chegamos ao final do curso. Ao longo da lista de exercicios, vocé deve ter percebido que a maioria
dos problemas de geometria espacial podem ser resolvidas por geometria plana. A grande dificuldade nas
guestbes de geometria espacial é ter uma boa imaginacdo para conseguir imaginar os objetos descritos
nos enunciados. Por meio da resolucao de diversas questdes, conseguimos melhorar isso.

Lembre-se! O melhor caminho para aprender Matematica é resolvendo questdes! Vimos todos os
temas que podem ser cobrados na prova. Agora, vocé esta pronto para enfrentar as provas! Boa sorte e
espero ver seu nome na lista de aprovados!

Quaisquer duvidas, vocé pode entrar em contato conosco pelo forum de duvidas ou caso prefira:

o Jvictorso @ /profvictorso o /profvictorso
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8. VERSOES DAS AULAS

Caro aluno! Para garantir que o curso esteja atualizado, sempre que alguma mudanga no contetdo
for necessaria, uma nova versao da aula serd disponibilizada.
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