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1. DEFINICAO

A hipérbole é o lugar geométrico dos pontos de um plano cuja diferenca das distancias a dois pontos fixos
do mesmo plano é constante.

Podemos definir da seguinte maneira: sejam 2 pontos fixos F1 e F, de um plano, com F;F1 = 2¢c # O,
hipérbole é o lugar geométrico dos pontos deste plano, cujo médulo da diferenga de suas distancias aos
dois pontos F, e F1 é constante igual a 2a, com 2c¢ > 2a.

2. EQUACAO

Sejam F e F’ os dois pontos fixos, denominados focos. |ﬁ| =2c é a distancia focal.

y
P{xy)
/// \
// \
rad \\ -
X
F(-c,0) 0 F'(c,0)

Tomemos para eixo x a reta que passa por F e F' e para eixo y a mediatriz de FF’ do que resulta: F(- ¢, a) e
F'(c, a).
Chamando P(x, y) o ponto genérico da hipérbole, temos, pela defini¢do:

[FP|—|FP|=2a (1)

Por outro lado,

|ﬁ’|:,/(x+c)2+y2

3



Substituindo na igualdade (1) vem:

\/(x+c)2 +v° +\/(x—c)2+y2 =2a

Transpondo o segundo radical para o segundo membro, elevando quadrado e simplificando, obtém-se:

a.,/(x—c)2 +vy? =a’ —cx

Elevando novamente ao quadrado e reduzindo os termos semelhante vem:
(Cz _az)xz _azyz — 32 (cz _az)

Como ¢ > a, c® - a2 € um nimero positivo.
Fazendo c? - a2 = b? na equacdo anterior, tem-se finalmente:

b2x? — azyz — a%p?
Ou
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LEMENTOS DA HIPERBOLE

w
m

@) a a
e e

A1 e A; - vértices

F2 e F1 - focos

C-centro

Eixo real: AA1 = 2a

Eixo imaginario: B,B1 = 2b
Distancia focal: FoF1 = 2¢

Raios vetores: F?P, FTP

Relagdes:
c .
e=—>1 Excentricidade
a

c®>=a’+b* Relagdo notavel

. . o . . . a
Reta: Diretrizes sdao duas retas, (d1) e (d2), perpendiculares ao suporte do eixo real, distando — do centro
e

da hipérbole.
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Assintotas sdo duas retas, (a1) e (a2), que passam pelo centro da hipérbole e posicdes limites das tangentes
a ela, quando os pontos de contato se afastam indefinidamente.

4. EQUACOES REDUZIDAS

Seja a hipérbole de eixos real A>A; e imaginario B,B1 com centro na origem. Considere P(x, y) um ponto

genérico da curva.

@) y (a,)

@) (d,)

X2 y2 ~
a’ b’

Paray =0, temos: x = +a, abscissas dos vértices A1 e A;.
Para x =0, temos: y = + bi, o que significa que a curva ndo é interceptada pelo eixo dos y.

As equacOes das diretrizes (d1) e (d2) sdo |x

Il
I+
0|

As equacgdes das assintotas, y=tg a . x=

=|y=x—x
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A equagao da hipérbole de centro na origem, focos no eixo OY e semieixos real e imagindrio iguaisaaeb é
dada por:

2 2
.
—| d

As diretrizes sao, agora, paralelas ao eixo Ox e suas equagdes sdo:

<
Il
I+
0|l

] a
e as assintotas y=+—x.

(o

Paray=0 = x=xtbi

a curva nao intercepta o eixo dos x e para x = 0= y==a, ordenadas dos vértices A1 e A;.

Hipérbole com centro no ponto C (m, n) e A2A1//Ox

Sua equacao é:

(—m?  (y—nf _

1
a’ b?
As equacOes das diretrizes sdo
x:miE
e
e das assintotas
b
y=mzx-—x
a
Quando A2A; // Oy=
2 2
(x br?) L 2n) 1
—| a
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As equagdes das diretrizes assumem a forma |y =n+—| e as das assintotas |y =n+—x

Equacgao geral: A equacdo geral é obtida pelo desenvolvimento das formas reduzidas.

5. HIPERBOLE EQUILATERA

Uma hipérbole cujos semieixos sdo iguais (a=b) é chamada de hipérbole equildtera.
As suas equagdes se simplificam com a substituicao de b por a.

6. POSICOES RELATIVAS ENTRE PONTO E HIPERBOLE

Uma hipérbole H e um ponto P, coplanares, tém trés posi¢Oes relativas possiveis, onde 22 é a medida do
eixo real da hipérbole, e F1 e F; sdo os focos da hipérbole.

1° caso: P é um ponto da hipérbole.

PeH < |PFi—PF| = 24|

2° caso: P é ponto interior a hipérbole.

P éinteriora H <:>’| PF1—PF| > 2a|

3° caso: P é ponto exterior a hipérbole

P é exterior a hipérbole H <:>‘| PF1—PF;| < 2a|

7. POSICOES RELATIVAS ENTRE RETA E HIPERBOLE

Processo pratico:
Seja S o sistema formado pelas equacdes de r e H. Se, ao substituirmos uma das variaveis da equacdo de r
na equacao de H, obtivermos:

| - Uma equagdo do 2° grau com A > 0. r e H sdo secantes;
Il - Uma equagdo do 2° grau com A< 0. r e H sdo exteriores;
[l - Uma equagado do 2° grau com A = 0. r e H sdo tangentes;
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RECONHECIMENTO DE UMA CONICA

Dada uma equacao do 2° grau redutivel a forma

(""‘0)2 + (Y-Yo )2 _1

1

k

k1>0, k2>0 e ki>k>

elipse de eixo maior horizontal

k1>0, k2>0 e ki<kz

elipse de eixo maior vertical

k1>0 e k2<0

hipérbole de eixo real horizontal

ki<0 e k>0

hipérbole de eixo real vertical’
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1. Determine as coordenadas do centro e dos vértices da hipérbole x* - 4y? + 6x — 8y + 21 = 0, verificando a

direcdo do eixo real e determinando as equacgdes das diretrizes e assintotas.

2. Os focos de uma hipérbole sdo Fi(6, 2) e Fi(6, 12) e o comprimento de seu eixo imaginario é 6.
Determine a equacao reduzida da hipérbole.
Solugao:

3. (AFA 99) O valor da excentricidade da conica 1é

a)«/z

5

c) —

2
d) V3

(x=5° (y-2° _
4 9

4. Determine as coordenadas do centro e dos focos da conica 2x?-7y?-4x+14y-19=0.

5. Determine a equacdo da hipérbole equilatera que passa pelo ponto Po(13, 12) e que tem por eixos de
simetria os eixos coordenados, as coordenadas dos focos e dos vértices.

6. A equacdo reduzida da hipérbole, cujos focos sdo os extremos do eixo menor da elipse de equacgado
16x2 + 25y% = 625, e cujas excentricidade é igual ao inverso da excentricidade da elipse, é:

a) 16y2-9x* =144

b) 9y? - 16x% = 144

c) 9x? - 16y2 = 144

d) 16x% - 9y? = 144

7. Caracterize a cOnica representada pela equacdo 4x* —9y*> =36 .
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8. Quais sdo os focos da conica cuja equagdo é x? -y? =1?
9. Qual é a conica representada pela equagdo 4x* —y? —32x+8y+52=07

10. (IME2010)Considere as hipérboles que passam pelos pontos (—4,2) e (—-1,—1) e apresentam diretriz na
reta y=—4. Determine a equacao do lugar geométrico formado pelos focos dessas hipérboles, associados

a esta diretriz, e represente o mesmo no plano cartesiano.

11. (ITA 2003) Considere a familia de circunferéncias com centros no segundo quadrante e tangente ao
eixo Oy. Cada uma destas circunferéncias corta o eixo Ox em dois pontos, distantes entre si de 4 cm. Entdo,
o lugar geométrico dos centros destas circunferéncias é parte:

a) de uma elipse.

b) de uma parébola.

c) de uma hipérbole.

d) de duas retas concorrentes.

e) daretay =—x.

12. Determine a equacdo da reta tangente a hipérbole x2 — 3y? — 2x + 36y — 116 = 0 no seu ponto T(7, 9).

13. Os eixos, real e imaginario, de uma hipérbole de eixo real horizontal tém, respectivamente, os
comprimentos 8 e 6. Determine a equacdo desta hipérbole e da sua conjugada, sendo seu centro o ponto
C(1, -3).

14. Um ponto P(x, y) se move de tal modo que sua distancia ao ponto Py(3, 2) mantém-se sempre igual ao
triplo de sua distancia a reta (r) y = -1. Determine a equac¢do do lugar geométrico gerado por P e o
caracterize.

15. Determine a equacao da hipérbole, nos seguintes casos:

a) de focos F(0, +5) e vértices A(O, +3);

b) que passa pelo ponto (-5, 3), é equilatera e de eixo real horizontal;

c) que tem como diretrizes as retas 5x + 32=0, como assintotas as retas 3x + 4y = 0 e eixo real horizontal;
d) que tem eixo real vertical de comprimento 8 e passa pelo ponto (6, 5).
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1.

RESPOSTA:

X2 +6x+9—-4y*’+8y—-4+4+21=0

(x2+6x+9)—(4y?-8y +4)=-16

(x+3)%-(2y-2)*=-16

(x+3°  [Ry-1)P _
~16  -16

(x+3)* . Ay-1)
-16 16

(x+3°  (y-1
16 -

=>b=4ea=2

C(-3,1); A1(-3,3) eA2(-3,-1)

O eixo real é vertical.

1

1

1= b2=16e a’ =4=

As diretrizes (d)y=n + 2
e

Z=a2 +p’> C:‘\/16+4:2\/§ = C=¥
logo,
2
=1+
T

As assintotas (a)y = n = %x

2 X
=1+ —x= |y=1+—
y 4 y >

5
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2.
RESPOSTA:

6+6 2+12
O centro da hipérbole é C(T,
g\ 72
tipo _x 26) L 27) _q
a

Determinemos b e a:

2b=6=b=3
e, dos focos, tiramos 2c=10=c=5
Aplicando a relag3o notavel c? = a® + b?, resulta

a=+/25-9=4

A equacdo reduzida é — 1

(x=6)° (y=7" _
9 16

3.
RESPOSTA: B

4.
RESPOSTA:
2x2-7y*-4x+14y=19
2x2-4x+2+ 7y*+14y+7=28
2 —7y* —4x+14y =19 <
2x% — Ax+2-7y* +14y-7=14
(x=1° (y-1° _
7 2
a=+7e b=\/5 c=3.
logo C=(1,1)e F, =(-2,1) e F,

1

C(1, 1), F1(4, 1) e F2(-2, 1).

5.
RESPOSTA:

A equacio da hipérbole equilatera é x2 — y? = a2 (Unica soluc3o)
Se Po € a hipérbole, resulta 169 — 144 = a? = a2 =25 ..

a equacdo é|x> —y*> =25

Se aZ=h?=25= c=+/25+25 =452 = F(+5+2,0)

Sea?=25=a=5=|A(1£5,0)

j ou C(6, 7) e como o eixo real é vertical sua equacgao reduzida é do
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6.
RESPOSTA:

16x* +25y* =625 = 4%x* + 52y? =5*

2 2
—_ X Y _1—a=25/4eb=5

(25/4)° 5
Na elipse: a® =b? +c? = (25/4) =5 +c* =c=15/4
Excentricidade da elipse: e = c/a=3/5
Excentricidade da hipérbole: e’ =1/e =5/3
Como os focos da hipérbole sdo os extremos do eixo menor da elipse: 2¢c'=2b=>c =5
c'=c'/a'=5/3=5/a'=a'=3

c?=a%+b?=25=9+b? =b? =16

Xy x* Y 2 2
Hipérbole: ——t+—=1l=2-——+—=1=-9"+16y" =144
b a' 16 9
7.
RESPOSTA:

2 2

4 —9y? =36~ Y 4
9 4

Portando a conica é uma hipérbole com centro (0, 0), eixo real horizontal, pois a diferenca é feita de x? para

2
a =9=a=3
yle }c=\/13

b’=4=b=2
8.
RESPOSTA:
2 2
X2 —y? —1=X Y 4
1 1

A cbnica é uma hipérbole com centro (0, 0) e eixo real horizontal tal que:

b’ =1

2=1
° }:c:\/a2+b2 =2

Portanto os focos sdo F (—\/5,0) eF, («/5,0).
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9.
RESPOSTA:

Tendo os termos x? e y?, é evidente que a equagdo s6 pode representar elipse ou hipérbole.
Se identificarmos a equag¢ao dada com a tedrica

2 2
(x=xo) +(X‘V0) _1
kl k2

Obteremos:

k,=-1,k, =4,%x, =4,y,=4

Como k, <0ek, >0, a equagdo representa uma hipérbole com eixo real vertical, centro (4, 4), sendo a*> = 4
eb?=1.

10.
RESPOSTA:
Sendo F=(x,y) o foco pedido, A = (4,2) e B=(-1,-1), devemos ter, pela definicdo de hipérbole,

FA FB A . . .
=—>1, onde da e dg sdo as distancias de A e B, respectivamente, a diretriz.

dA dB
Esta condi¢ao equivale a E=E e E>1.
A B dB
4\ _9)? \/ 1) 1)
12 Restrigdo: E=E<:>\/(X+ ) +(v-2) = (x+1) +(v+1) <:>x2+(y+2)2=8

dy Gy [2-(-4) -1-(-4)

Logo F pertence a circunferéncia C1 de centro (0, —2) e raio 2\/5.

FB
22 Restri¢do: d—>1<::>\/(x+1)2+(y+1)2 >3<> F pertence ao exterior da circunferéncia C, de centro
B

B =(-1,-1) e raio 3.

Assim, o lugar geométrico procurado é o conjunto dos pontos da circunferéncia C; que sdo exteriores a
circunferéncia C,.
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RESPOSTA: C

12.
RESPOSTA:

Determinemos a equacgao do feixe de retas de centro T(7, 9):

y—9=a(x—-7).

A declividade do a (declividade da tangente) pode ser feita pela equacdo tangencial, pela eliminagao de
uma das incégnitas no sistema formado pelas equagdes da reta e da curva ou pela derivada da fungao

curva no ponto T.

Derivemos a func¢do x> —3y?—2x + 36y — 116 =0

2x—6y.y' —2+36y' =0

comox=7,y=9evyr =a, vem:

14 -54a-2+36a=0
18a =12

2
a=—

3

A equacdo procurada é

2
y—9=§(x—7) 2x—3y+13=0

13.
RESPOSTA:

A hipérbole de eixos 2a = 8, 2b = 6 e eixo real horizontal, tem por equacao

(x=1° (y+3° _

(y+3° _,

1
16 2
2
e sua conjugada —(X Y +
16
14,
RESPOSTA:

9

A equacdo espontanea do lugar é

dp,p, =3y ( Entdio: J(x—3)? +(y—2)* =3

i
1

oux?—6x+9+y2—4y+4=9(y?+2y +1)

x* —8y? —6x—22y+4=0

Caracterizemo-lo:

Equacdo do lugar

(x* —6x)—8(y2 +%yj+4=0
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2
(x —3)? (y+181j
- + =1

A T
8 64
E uma hipérbole de eixo real vertical, de centro
C(3,—Ej, b2 =§ ou b:i e a
8 8

22

=— ou a=—
64

15.
RESPOSTA:
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