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APRESENTACAO

“Competéncia é a faculdade de mobilizar um conjunto de recursos cogni-
tivos — como saberes, habilidades e informag¢des - para solucionar
com pertinéncia e eficAcia uma série de situagdes. Pensar em termos de
competéncia significa pensar a sinergia, a orquestragao de recursos cog-
nitivos e afetivos diversos para enfrentar um conjunto de situagdes que
apresentam analogias de estrutura.”

Philippe Perrenoud
Caro estudante,

Os novos desafios e mudangas propostas para a melhoria da educacao brasileira
tém provocado significativas transformacdes, exigindo mudancas tanto por parte da
escola como por parte dos estudantes do ensino médio.

Nossa tradicdo escolar ainda tem muito do enciclopedismo iluminista. Muitos edu-
cadores ainda acreditam que devem fazer com que os alunos absorvam todo o conhe-
cimento que existe no mundo, o que é impossivel.

O novo aprendizado deve promover, ndo apenas a mera reproducao de dados, mas
sim ajuda-lo a responder as transformacdes da sociedade e da cultura em que esta in-
serido, desenvolvendo a capacidade cognitiva de interpretar textos, solucionar proble-
mas e relacionar diferentes areas do conhecimento.

O Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM), desde a sua criacdo em 1998, procu-
ra avaliar as competéncias e habilidades adquiridas pelos estudantes ao término do
ensino médio. Em 2009 o ENEM foi reformulado e, a partir de entdao, ganhou maior
importancia no cenario nacional, tornando-se o principal instrumento de selecao para
as universidades no pais. Ademais, ainda € o primeiro passo na promo¢ao de um novo
curriculo para o ensino médio do Brasil.

A adocao do ENEM por todas as instituicdes federais de ensino superior do pais em
2013 e o numero recorde de inscritos em 2014 (que superou os 9,5 milhdes de candida-
tos), revela que, além de ser hoje a forma principal de conquistar a tdo sonhada vaga no
CuUrso superior, o exame esta cada vez mais concorrido.

Com o intuito de oferecer condigdes mais efetivas para o aprendizado e o desen-
volvimento das competéncias e habilidades estabelecidas pelo exame, o Sistema de
Ensino PreparaEnem (SEP), apresenta os conteldos de forma a desvendar os mistérios
do exame, e de outros vestibulares, para garantir a vocé uma preparacdo completa e
eficaz.

Grupo PREPARAENEM
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MATRIZ DE REFERENCIA PARA O ENEM

EIXOS COGNITIVOS (comuns a todas as areas de conhecimento)

dominar a norma culta da Lingua Portuguesa e fazer
|. Dominar linguagens (DL) uso das linguagens matematica, artistica e cientifica e
das linguas espanhola e inglesa.

- construir e aplicar conceitos das varias areas do conhe-

Il. Compreender fenébmenos cimento para a compreensao de fendmenos naturais, de

(C F) processos histdrico-geograficos, da producao tecnoldgica
e das manifestacoes artisticas.

Il. Enfrentar situacdes- selecionar, organizar, relacionar, interpretar dados e
! informacdes representados de diferentes formas, para
prOblema (S P) tomar decisdes e enfrentar situacdes-problema.

relacionar informacgoes, representadas em diferentes

AA @ISV [Blaa Il - IoN (@Y  formas, e conhecimentos disponiveis em situacées con-
cretas, para construir argumentagao consistente.

recorrer aos conhecimentos desenvolvidos na escola

para elaboracdo de propostas de intervengao solidaria

na realidade, respeitando os valores humanos e consi-
derando a diversidade sociocultural.

MATEMATICA E SUAS TECNOLOGIAS

Competéncia de area 1

V. Elaborar propostas (EP)

Construir significados para os nUmeros naturais, inteiros, racionais e reais.

Reconhecer, no contexto social, diferentes significados e representa¢des dos nimeros e opera-

H1 ~ S . . .
¢oes - naturais, inteiros, racionais ou reais.

H2 | Identificar padroes numéricos ou principios de contagem.

H3 | Resolver situagdao-problema envolvendo conhecimentos numéricos.

Avaliar a razoabilidade de um resultado numérico na construgao de argumentos sobre afirmagoes

R quantitativas.

H5 | Avaliar propostas de intervencao na realidade utilizando conhecimentos numéricos.

Competéncia de area 2

Utilizar o conhecimento geométrico para realizar a leitura e a representagao da realidade e agir sobre ela.

Interpretar a localizacdo e a movimentacdo de pessoas/objetos no espaco tridimensional e sua

H6 ~ g 3
representacdo no espago bidimensional.

H7 | Identificar caracteristicas de figuras planas ou espaciais.

H8 | Resolver situacdo-problema que envolva conhecimentos geométricos de espago e forma.

H9 Utilizar conhecimentos geométricos de espago e forma na selecdo de argumentos propostos

como solugado de problemas do cotidiano.




Competéncia de area 3

Construir nogdes de grandezas e medidas para a compreensao da realidade e a solugao de problemas
do cotidiano.

H10 | Identificar relagdes entre grandezas e unidades de medida.

H11 | Utilizar a nogao de escalas na leitura de representacao de situacao do cotidiano.

H12 | Resolver situagdo-problema que envolva medidas de grandezas.

H13 | Avaliar o resultado de uma medi¢cao na construcao de um argumento consistente.

H14 Avaliar proposta de intervencao na realidade utilizando conhecimentos geométricos relaciona-
dos a grandezas e medidas.

Competéncia de area 4

Construir nogdes de variagao de grandezas para a compreensao da realidade e a solugdo de problemas
do cotidiano.

H15 | Identificar a relacao de dependéncia entre grandezas.

H16 Resolver situagcao-problema envolvendo a variagdo de grandezas, direta ou inversamente propor-
cionais.

H17 Analisar informacgdes envolvendo a variagcdo de grandezas como recurso para a construcao de
argumentagao.

H18 | Avaliar propostas de intervencao na realidade envolvendo variagao de grandezas.

Competéncia de area 5

Modelar e resolver problemas que envolvem varidveis socioecondmicas ou técnico-cientificas, usando
representagoes algébricas.

H19 | Identificar representagdes algébricas que expressem a relagao entre grandezas.

H20 | Interpretar grafico cartesiano que represente relagdes entre grandezas.

H21 | Resolver situagao-problema cuja modelagem envolva conhecimentos algébricos.

H22 | Utilizar conhecimentos algébricos/geométricos como recurso para a construcdo de argumentacéo.

H23 | Avaliar propostas de intervencao na realidade utilizando conhecimentos algébricos.

Competéncia de area 6

Interpretar informacdes de natureza cientifica e social obtidas da leitura de graficos e tabelas, realizan-
do previsao de tendéncia, extrapolacao, interpolagao e interpretacao.

H24 | Utilizar informagdes expressas em graficos ou tabelas para fazer inferéncias.

H25 | Resolver problema com dados apresentados em tabelas ou graficos.

Analisar informagodes expressas em graficos ou tabelas como recurso para a construgao de argu-

mentos.

H26




MATRIZ DE REFERENCIA PARA O ENEM

Competéncia de area 7

Compreender o carater aleatdrio e ndo-deterministico dos fendbmenos naturais e sociais e utilizar
instrumentos adequados para medidas, determinacao de amostras e calculos de probabilidade para
interpretar informacdes de varidveis apresentadas em uma distribuicao estatistica.

Calcular medidas de tendéncia central ou de dispersao de um conjunto de dados expressos em
H27 N ~ o
uma tabela de frequéncias de dados agrupados (ndo em classes) ou em graficos.

H28 | Resolver situacao-problema que envolva conhecimentos de estatistica e probabilidade.

H29 Utilizar conhecimentos de estatistica e probabilidade como recurso para a construcao de argu-
mentacao.

H30 Avaliar propostas de intervengao na realidade utilizando conhecimentos de estatistica e pro-
babilidade.

OBJETOS DE CONHECIMENTO ASSOCIADOS A MATRIZ DE REFERENCIA

operacdes em conjuntos numéricos (naturais, inteiros,

racionais e reais), desigualdades, divisibilidade, fatora-

Conhecimentos numeéricos cdo, razdes e proporcdes, porcentagem e juros, relacdes

de dependéncia entre grandezas, sequéncias e progres-
soes, principios de contagem.

caracteristicas das figuras geométricas planas e espa-
ciais; grandezas, unidades de medida e escalas; com-
primentos, areas e volumes; angulos; posi¢des de retas;
Conhecimentos geométricos simetrias de figuras planas ou espaciais; congruéncia e
semelhancga de tridangulos; teorema de Tales; relagdes
métricas nos tridangulos; circunferéncias; trigonometria
do angulo agudo.

Conhecimentos de estatistica e representacao e analise de dados; medidas de tendén-
o cia central (médias, moda e mediana); desvios e varian-
probabilidade cia; nocdes de probabilidade.

graficos e fungoes; funcdes algébricas do 1° e do 2°
graus, polinomiais, racionais, exponenciais e logaritmi-
cas; equagoes e inequagodes; relagdes no ciclo trigono-
métrico e fungdes trigonométricas.

Conhecimentos algébricos

Conhecimentos algébricos/ plano cartesiano; retas; circunferéncias; paralelismo e
geométricos perpendicularidade, sistemas de equagdes.

Disponivel em: http://portal.mec.gov.br. Acesso em : 28 jul. 2014.




GEOMETRIA ESPACIAL

PRISMAS
DEFINICAO E ELEMENTOS

Dados dois planos o e 3 paralelos, uma superficie poligonal P contida em 0. e uma reta r secante a esses dois esses planos.
Da-se o nome de prisma, a figura geométrica espacial obtida pela unido de todos os segmentos paralelos a r com uma extremi-
dade em P e outra em 3. Observe a figura a seguir:

Note que prisma é um sélido delimitado por faces planas. Na figura a seguir, podemos destacar os seus principais
elementos.

= Os poligonos ABCDEF e GHIJKL sdo as bases do prisma.

= As demais faces sdo as faces laterais do prisma.

= Os lados das bases sdo as arestas das bases do prisma.

= Os lados das faces laterais sdo as arestas laterais do prisma.
= Qs vértices das faces também sdo os vértices do prisma.

= Adistancia h entre os planos o e P paralelos é a altura do prisma.

OBSERVACOES:
=  Todas as faces laterais de um prisma sdo paralelogramos.

=  Todo segmento de extremos em vértices de faces diferentes é chamado de diagonal do prisma.
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NOMENCLATURA DOS PRISMAS

Os prismas recebem nomes diferentes de acordo com os poligonos que formam as suas bases. Observe as figuras a
seguir:

Prisma triangular Prisma quadrangular Prisma pentagonal Prisma hexagonal

:

——————————

<

PRISMA RETO E PRISMA OBLIQUO

Um prisma sera reto quando as arestas laterais forem perpendiculares aos planos das bases. Quando isso ndo ocorrer,
classificaremos o prisma em obliquo. Observe as figuras a seguir:

Prisma reto Prisma obliquo
(] /
e 777777777777]\ /l/
/
o] y
A
h
H
o]
l/
2N Y S \4
]
Note que a medida da altura é igual as me- Note que a medida da altura ndo é igual as
didas das arestas laterais. medidas das arestas laterais.

PRISMA REGULAR

Denomina-se prisma regular todo prisma reto cujas bases sdo poligonos regulares (lados e angulos congruentes). Observe
as figuras a seguir:

Prisma hexagonal regular Prisma quadrangular irregular

= —




MATEMATICA e suas Tecnologias
SECCOES DE UM PRISMA

Denomina-se se¢g¢do do prisma ao plano que o intercepta em todas as suas arestas laterais. Observe as figuras a seguir:

Secgao Secgao reta Secgdo transversal

Note que no caso do prisma reto, as secgbes transversais e as secgdes retas sdo coincidentes e congruentes as bases. Ob-
serve a figura a seguir:

PARALELEPIPEDO

Todo prisma cujas bases sdo paralelogramos é chamado de paralelepipedo. Se suas faces laterais sdo perpendiculares as
bases, entdo o chamamos de paralelepipedo reto.

J4 um paralelepipedo reto cujas bases sdo retangulos, é chamado de paralelepipedo reto-retangulo, ou simplesmente,
paralelepipedo retangulo. Observe as figuras a seguir:

Paralelepipedo retangulo ou reto-retangulo Paralelepipedo obliquo

] ———
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Dado o paralelepipedo retangulo abaixo e sua respectiva planificacdo, vamos determinar expressées para calcular a sua
area total, diagonal da base, diagonal do paralelepipedo e volume.

Planificacdao do paralelepipedo

A
R . a.c c

c
\ E— b.c a.b b.c b
Qam 4

a.b b

» .o

A
Y
=,

» o

A
\ 4
A
\4
A
Y

AREA TOTAL

A drea total (A;) do paralelepipedo retangulo € igual a soma das dreas de suas seis faces retangulares, ou seja, dois retangulos
de area ab, dois retangulos de area ac e dois retangulos de area bc. Assim, temos que:

A= 2ab + 2ac + 2bc

Portanto:

A;=2(ab +ac + bc)

DIAGONAL DA BASE

A diagonal da base (d) do paralelepipedo retdngulo é obtida aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo SQR. Assim,
temos:

d?=a?+b?

Portanto:

d=+a’+b?

DIAGONAL DO PARALELEPIPEDO
A diagonal (D) do paralelepipedo retangulo é obtida aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo PQR. Assim, temos:
D2=d’+c2=D?=a?+b%+¢?

Portanto:

D=ya’+b’+c’

VOLUME
O volume (V) do paralelepipedo retangulo é dado pelo produto da drea da base pela altura. Assim, temos que:
V=A;.h=(a.b).c

Portanto:

V =a.b.c




MATEMATICA e suas Tecnologias
CUBO OU HEXAEDRO REGULAR

Cubo é um paralelepipedo retangulo com seis faces quadradas. Assim, o cubo possui todas as arestas e faces congruentes.

a

a a
a a a a
a a a a a a
—>
a a a a
a
a a a

Dado o cubo da figura a seguir, vamos determinar expressdes para calcular a sua drea total, diagonal da base, diagonal do

cubo e volume.
G H

\
o

Al

AREA TOTAL

A drea total (A;) do cubo € igual a soma das dreas de suas seis faces quadradas. Portanto:
A; = 2a2 + 2a% + 2a?
Portanto:

AT = 6a’

DIAGONAL DA BASE

A diagonal da base (d) do cubo é obtida aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo ABC. Assim, temos:

d?=a%+a?
Portanto:

dzaﬁ

DIAGONAL DO PARALELEPIPEDO

A diagonal (D) do cubo é obtida aplicando o teorema de Pitdgoras no tridngulo BCG. Assim, temos:
D>=d?+a%?= D?=12a%+ a? =332
Portanto:
D= a/§
VOLUME

O volume (V) do paralelepipedo retdngulo é dado pelo produto da drea da base pela altura. Assim, temos que:

V=Ag.h=(a.a).a
Portanto:

v =al
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AREAS DA SUPERFICIE DE UM PRISMA

= Areadabase (Ag): a drea da base de um prisma é a drea delimitada pelo poligono que compde a base.
= Area lateral (A,): a drea lateral de um prisma é a soma das dreas de todas as suas faces laterais.

= Areatotal (A;): a drea total de um prisma é a soma das dreas de todas as suas faces, ou seja, a soma das areas das bases
com a area lateral.

OBSERVACAO:

Se o prisma for regular, a 4rea lateral é dada por:
AL = n.Ar
Sendo n o niUmero de arestas da base e Aca area de uma das faces laterais.

Por exemplo:

= Vamos calcular a drea lateral, a drea da base e drea total do prisma hexagonal regular a seguir, com medidas em metros.

Prisma Hexagonal o Areadabase | Area lateral Area Total
Planificagdao
Regular (Ap) (A) (a,)
I I 3
C P 3 A 3
— DN 23 AT =28+ AL
0 3 Pl oAas=67 A =6.(5.3)
_, 2743
5 A 5 | Ar=2.557 +90
A _27[3m2 AL=90m
R 2 Ar=9(10+3y3)m?
A,

PRINCIPIO (OU POSTULADO) DE CAVALIERI

Tomemos, sobre uma mesa, uma pilha com certa quantidade de cartdes retangulares idénticos. Se modificamos a forma
da pilha sem retirar nem por cartdo algum, é facil concluir que o volume da pilha modificada é idéntico ao volume da pilha
original. E nessa observac¢do que se baseia o postulado de Cavaliere. Observe a figura a seguir:

altura




MATEMATICA e suas Tecnologias

De maneira geral podemos assim enunciar tal principio: Sejam dois sélidos espaciais, S, e S,, apoiados num plano o e con-
tidos num mesmo semiespaco. Se todo plano 3, paralelo a o, secciona os dois sélidos determinando sec¢bes de mesma érea,
entdo os dois sélidos, obrigatoriamente, tém o mesmo volume.

sélido S,

sélido S,

VOLUME DE UM PRISMA

O célculo do volume de um prisma se da a partir do principio de Cavaliere. Dado um prisma qualquer, de drea da base A e
altura h, é sempre possivel encontrar um paralelepipedo reto-retangulo de area da base A e altura h.

AB ‘\ AB:

p/lo i A ih N A

R
Jmm———= Pt -~

A

Como as secgGes determinadas no prisma e no paralelepipedo por um plano tém a mesma area, os sélidos tém o mesmo
volume. Assim, o volume do prisma é igual ao volume do paralelepipedo retangulo de mesma area da base e altura.

Logo, o volume de um prisma é dado pelo produto de sua area da base por sua altura. Assim, temos que:

V = As.h

E EXERCICIOS RESOLVIDOS

01| Uma caixa de papeldo em forma de paralelepipedo re-
tangulo tem as dimensdes da base iguais a 20 dm e 5
dm. Sabendo que a altura da caixa é de 2 dm, calcule a
sua a area total e o seu volume.

02| Qual o volume e a diagonal de um cubo de area total
igual a 54 cm??

Resolugao:

Resolugo: A drea total de um cubo é dada por:

A drea total do paralelepipedo retdngulo é dada por:
Ar = 2(ab + bc + ac)

Ar = 2(5.20+ 20.2 + 5.2) = 300 dm’

O volume de um paralelepipedo retdngulo é dado por:
V=a.b.c=20.5.2=200dm?

Portanto, a drea total é 300 dm? e o volume é 200 dm?>.

A;=60°=54=6a’=0a’=9=a=3cm
A diagonal do cubo é dada por:

D= a@ = 3/5 cm

O volume do cubo é dado por:
v=a’=3*=27cm’

Portanto, a diagonal é 3\/5 cm e o volume é 27 cm?>.
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03| A diagonal da face de um cubo tem medida 5/2 cm.
Qual a area total desse cubo?

Resolugao:
A diagonal da face de um cubo é dada por:
d=a=>5«/§=a=a=5cm.
A drea total de um cubo é dada por:
A;=60%=6.52 = 150 cm?.
Portanto, a drea total do cubo é 150 cm?.
04| Um prisma triangular regular tem 10 cm de altura. Sa-

bendo que a medida da aresta da base é de 6 cm, calcule
a area total do prisma.

Resolugao:

A drea da base de um prisma triangular regular é dada por:

2
6°/3 =736‘/§ =93 cm?

As="7 2

Esse prisma possui trés faces laterais retangulares. Logo, a

drea lateral desse prisma é dada por:

AL = 3.6.10 = 180 cm?

Assim, a drea total é dada por:

Ar = 180+ 2.94/3 = 18.(10 + v/3) cm?

Portanto, a drea total é 18.(10 +/3) cm?.

05| Em um prisma hexagonal regular, a aresta da base mede
10 cm e a aresta lateral, 20 cm. Calcule a area lateral e a
area total.

Resolugao:
A drea lateral desse prisma é dada por:
AL = 6.10.20 = 1200 cm’®

A drea da base desse prisma é dada por:

10°y/3 _ _ 100y3
72 6 g

As = 6. = 1504/3 cm?

Assim, a drea total é dada por:

Ar = 1200 + 2.150+/3 = 300.(4 + v/3) cm?

Portanto, a drea total é 300.(4 +/3) cm?.

E EXERCICIOS DE FIXACAO

01| As arestas de um paralelepipedo retangulo medem 2
cm, 3 cm e 4 cm. Calcule a sua diagonal, a sua drea total
e o seu volume.

02| As arestas de um paralelepipedo reto-retangulo tém medi-
das proporcionais a 3, 4 e 12. Sabendo que a sua diagonal
mede 26 dm, calcule:

() As medidas de suas arestas.
® O seuvolume.
® Asua drea total.

03| A diagonal e a drea total de um paralelepipedo retangu-
lo sdo, respectivamente, \/ﬁ m e 132 m?. Se as dimen-
sdes de suas arestas estdo em progressdo aritmética,
determine sua capacidade em litros.

04| As medidas das arestas de um paralelepipedo reto-re-
tangulo sdo expressas por trés niumeros inteiros e conse-
cutivos. Calcule o volume desse paralelepipedo, sendo
que V14 m é a medida de sua diagonal.

05| A érea total e o volume de uma caixa de papelio no for-
mato de paralelepipedo retangulo sdo, respectivamente,
112 dm? e 64 dm?3. Calcule as medidas de suas dimensdes
sabendo que as mesmas estdo em progressao geométrica.

06| A aresta da base e a altura de um prisma triangular re-
gular medem 3 cm. Determine o volume e a area lateral
desse prisma.

07| Sabe-se que o volume de um prisma triangular regular
é 74/3 m>. Determine a altura do prisma se a aresta de
sua base mede 2 m.

08| Seja um prisma triangular regular de aresta da base igual
a3 cm e alturaigual a 5 cm, determine:
() Adreada base.
() Adrealateral.
® Aadreatotal.
® O volume.
09| Calcule a éarea total da superficie do prisma obliquo de

base quadrada representado abaixo. Sabe-se que as
suas faces laterais sdo congruentes.

10cm

10| A base de um prisma é um quadrado de drea 150 m?. Sa-
bendo que a diagonal da base mede m, calcule a ampli-
tude do angulo que uma diagonal desse sélido espacial
forma com o plano da base quadrada.
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ENEM E VESTIBULARES

02

01| ESCS Em uma loja de pedras preciosas, o pre¢o de uma

pedra preciosa é proporcional a sua massa. Certa pe-
dra, na forma de um paralelepipedo retangulo custa
RS 200,00. Uma outra pedra, do mesmo material da
primeira, tem as suas dimensdes multiplicadas por 2,5.

O prego da nova pedra devera ser:
RS 500,00

RS 1.250,00

RS 2.250,00

RS 2.625,00

RS 3.125,00

QOO

ENEM Na alimentacdo de gado de corte, o processo de
cortar a forragem, coloca-la no solo, compacta-la e pro-
tegé-la com uma vedagdo denomina-se silagem. Os silos
mais comuns sdo os horizontais, cuja forma é a de um pris-
ma trapezoidal, conforme mostrado na figura.

Legenda:

b - largura do fundo
B - largura do topo
C - comprimento do silo

h - altura do silo

Considere um silo de 2 m de altura, 6 m de largura de
topo e 20 m de comprimento. Para cada metro de altura
do silo, a largura do topo tem 0,5 m a mais do que a lar-
gura do fundo. Apds a silagem, 1 tonelada de forragem

ocupa 2 m3 desse tipo de silo.

EMBRAPA. Gado de corte. Disponivel em: www.cnpgc.embrapa.br.
Acesso em: 1 ago. 2.012. (adaptado)

Apbs a silagem, a quantidade maxima de forragem que
cabe no silo, em toneladas, é:

0 110

O 125

® 130

® 220

G 260

03| ESCS Com a parte escurecida da folha retangular abaixo,

pode-se montar um cubo. Se a area da folha vale 192
cm?, entdo o volume desse cubo é:

27 cm3

32 cm3

@ @ S

64 cm?
® 96cm3
O 128cm?

04

ENEM Uma lata de tinta, com a forma de uma paralelepi-
pedo retangular reto, tem as dimensdes, em centimetros,
mostradas na figura.

< >

40

Y /\
< p 4724

24 '

Serd produzida uma nova lata, com os mesmos formato
e volume, de tal modo que as dimensdes de sua base
sejam 25% maiores que as da lata atual.

Para obter a altura da nova lata, a altura atual deve ser
reduzida em:

0O 14,4%
O 20,0%
® 32,0%
® 36,0%
O 64,0%

05| UFGD Uma piscina de ladrilhos quadrados tem 6 ladri-
lhos de profundidade, 16 ladrilhos de largura e 30 la-
drilhos de comprimento. Um conjunto de 16 ladrilhos
justapostos tem drea igual a 1 m2. Cada 100 litros de

agua custa RS 2,36, entdo, o custo para encher a piscina
sera de:

0 RS 104,20
(O R$ 108,80
® RS 206,80
(® RS 106,80
(3 R$ 106,20
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06| ENEM Durante uma epidemia de uma gripe viral, o se-
cretario de saude de um municipio comprou 16 galGes
de dlcool em gel, com 4 litros de capacidade cada um,
para distribuir igualmente em recipientes para 10 esco-
las publicas do municipio. O fornecedor dispGe a venda
diversos tipos de recipientes, com suas respectivas capa-
cidades listadas:

= Recipiente I: 0,125 litro

= Recipiente II: 0,250 litro

= Recipiente Ill: 0,320 litro

= Recipiente IV: 0,500 litro

=  Recipiente V: 0,800 litro

O secretario de saude comprara recipientes de um mesmo
tipo, de modo a instalar 20 deles em cada escola, abas-

tecidos com alcool em gel na sua capacidade maxima, de
forma a utilizar todo o gel dos galGes de uma sé vez.

Que tipo de recipiente o secretdrio de satiide deve comprar?

(A D!
(B I
®
® v
(E Y

07

ENEM Conforme regulamento da Agéncia Nacional de
Aviacgdo Civil (Anac), o passageiro que embarcar em voo
doméstico podera transportar bagagem de mao, contu-
do a soma das dimens&es da bagagem (altura + compri-
mento + largura) ndo pode ser superior a 115 cm.

A figura mostra a planificagdo de uma caixa que tem a
forma de um paralelepipedo retangulo.

A

90 cm

A
\ 4

Y

O maior valor possivel para x, em centimetros, para que
a caixa permaneca dentro dos padrées permitidos pela

0O 25
0O 33
® 42
® 45
0O 49

08| UFLA Um copo de base quadrada esta com 80% de sua

capacidade com agua. O maior angulo possivel que esse
copo pode ser inclinado, sem que a 4gua se derrame é:

A : /yAcm
/ 10 cm
10cm
\ 4% a
“dcm
0O 45°
M 30°
® 60°
® 15°

ENEM Um fazendeiro tem um depdsito para armazenar
leite formado por duas partes cubicas que se comuni-
cam, como indicado na figura. A aresta da parte cubica
de baixo tem medida igual ao dobro da medida da aresta
da parte cubica de cima. A torneira utilizada para encher
o depdsito tem vazao constante e levou 8 minutos para
encher metade da parte de baixo.

Quantos minutos essa torneira levara para encher com-
pletamente o restante do depdsito?

(A !
6O 10
® 16
® 18
0O 24

10| UFTM Um rétulo de forma retangular (figura 1) sera co-

lado em toda a superficie lateral de um recipiente com
a forma de um prisma hexagonal regular (figura 2), sem
haver superposicdo.

Figura 1 Figura 2

\ .
10 cm
\ 4 Ilo cm

36cm
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Considerando «/5 = 1,73, é correto afirmar que a capa-
cidade desse recipiente é, em m(, aproximadamente:

934
1.150
650
865
O 1.350

© @ @ O

11| UFMS Para fazer uma caixa sem tampa com um Unico

pedaco de papeldo, utilizou-se um retangulo de 16 cm
de largura e 30 cm de comprimento. De cada um dos
quatro cantos desse retangulo, foram retirados qua-
drados idénticos de lados com x cm de comprimento
(0 < x < 8). Depois, foram dobradas para cima as abas
resultantes. A expressao que representa a drea lateral da
caixa é:

0O 92x — 8x% cm?
O 62x — 6x?* cm?
® 72x— 6x% cm?
(® 46x — 4x? cm?
@ 32x—4x?cm?

12| UFPEL O mundo mineral nos brinda com iniumeros

exemplos matematicos no que se refere a solidos geo-
métricos. Um dos mais famosos de todo mundo é a
chamada Calgada dos Gigantes, um vasto aglomerado
de colunas de rochas basalticas vulcanicas, em forma
de prismas de diferentes alturas, na sua maioria hexa-
gonais, mas também pentagonais e ainda poligonos ir-
regulares com 4, 7, 8, 9 e 10 lados, que se erguem junto
a costa setentrional do Planalto de Antrim, na Irlanda do
Norte.

http:/www.educ.fc.ul.pt/ism/ism2002/ism/2003geometria.htm

Com base no texto e em seus conhecimentos, é correto
afirmar que:

() adrea total de um prisma reto é dada pelo produto
da drea lateral pela area da base.

® o cubo é um prisma particular, denominado hexa-

edro regular, sendo que sua diagonal mede a\/i,
sendo a a medida da aresta lateral.

® o volume de um prisma hexagonal é o produto da
area lateral pela altura.

® o volume de um prisma de base triangular é o duplo
produto da area da base pela altura.

(@ prisma reto é aquele cujas arestas laterais s3o per-
pendiculares aos planos das bases e cujas faces late-
rais sdo retangulos.

13| PUC Um aquario, que tem a forma de um prisma re-
tangular reto com 1,50 m de comprimento e 0,80 m de
largura, fica completamente cheio com 1.080 litros de
adgua. A medida da altura desse aquario, em centime-
tros, é:

0O 70
0 %
® 110
® 130

14| CEFET Observando-se o esquema grafico, podemos
afirmar que o volume do sdlido retirado do cubo de

aresta a é:
a
f 1?

A

w|w
w|w
w|w

N
QU
w

© @ ©@ o
Q‘QN m‘mw Lo‘mw m‘

(o]
N
w
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15| PUC Tem-se um prisma reto de base hexagonal, cuja al-
turaéh=43 e cujo raio do circulo que circunscreve a
base é R = 2. A area total deste prisma é:

(A JVE
0 243
® 30
® 10/2
G 3
16| UNISC Ao comprar um determinado produto, um con-
sumidor sem muito conhecimento matematico ficou em
duvida na hora de escolher uma, dentre duas embala-

gens feitas com mesmo material, custando o mesmo
preco e contendo produto de mesma qualidade. Se uma
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dessas embalagens (embalagem A) tem a forma de um
cubo de aresta 5 cm e a outra (embalagem B) tem a for-
ma de um prisma hexagonal regular de mesma altura do
cubo, mas com aresta da base 3 cm, pode-se afirmar que:

I. & mais vantajoso comprar a embalagem A.
Il. ndo havantagem entre uma ou outra embalagem.

Ill. a embalagem B contém em torno de 10% a mais de
produto em relagdo a embalagem A.

Assinale a alternativa correta em relacdo a situacdo
apresentada acima.

() Somente a afirmativa | estd correta.

() Todas as afirmativas acima estdo corretas.

® Somente a afirmativa Il esta correta.

(® Somente as afirmativas | e lll est3o corretas.

(@ Nenhuma afirmativa estd correta.

17| UNIOESTE Considere-se uma lixeira sem tampa, com as
quatro laterais semelhantes. As laterais da lixeira tém
formato de trapézio isdsceles com a base menor voltada
para baixo. A base maior mede 40 cm e esta tem o do-
bro da medida da base menor. Em cada trapézio a altu-
ra mede 15 cm. Desprezando-se a espessura das placas
efetivamente utilizadas para construir a lixeira, pode-se
afirmar que a drea da superficie externa é de:

) 1.800 cm?
( 2.000 cm?
® 2.600 cm?
® 1.500 cm?
@ 2.200 cm?

18| UFABC Para fabricar um tnico microchip de 32 megabi-
tes de memdria (figura 1) usam-se 1,6 kg de combustivel
féssil e 72 gramas de substancias quimicas (Enciclopédia
do Estudante, Estad3o). E necessaria ainda toda a agua

contida em um prisma reto de base quadrada (figura 2),
com sua capacidade total preenchida.

28 cm

— | 2
T < Veem

5cm

A
Y

Figura 1 Figura 2

Sabendo-se que a densidade da 4gua, ou massa por
unidade de volume, é de 1 g/m{, pode-se concluir que
a massa da agua usada para fabricar esse microchip é
igual a:

O 400g
® 500¢g
® 550¢g
® 600¢g
@ 700¢g

19| UNISC Uma barra de chocolate, na forma de para-
lelepipedo retangulo, de dimensdes 60 cm, 40 cm e
5 cm, é derretida para fazer chocolate com crocan-
te. Para isso, ao chocolate derretido é acrescentado
25% do seu volume em castanhas, nozes e aglcar
caramelizado. Com essa mistura, quantas barrinhas
na forma de prismas hexagonais, de aresta da base
medindo 2 cm e altura 10 cm, podem ser feitas apro-
ximadamente? (Considere ﬁ =1,73)

144
115
114

© @ ©@ ©

867
O 864
20| UERJ Uma embalagem em forma de prisma octogonal

regular contém uma pizza circular que tangencia as fa-
ces do prisma.

- o
( ---- > - :
N &GS
Desprezando a espessura da pizza e do material usado

na embalagem, a razdo entre a medida do raio da pizza
e a medida da aresta da base do prisma é igual a:

0 2/2

——

1zzal)

f

B) #
® ﬁ2+1
® 2(v/2-1)
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CILINDROS
DEFINICAO E ELEMENTOS

Dados dois planos a e B paralelos, um circulo contido em 0. e uma reta r secante a esses dois esses planos. Da-se 0 nome
de cilindro, a figura geométrica espacial obtida pela unido de todos os segmentos paralelos a r com uma extremidade no circulo
e outra em 3. Observe a figura a seguir:

o

®  Oscirculos de centros O, e O, e raio R sdo as bases do cilindro.
=  Avreta que passa por O, e O, € o eixo do cilindro.
=  Ossegmentos paralelos ao eixo com extremidades nas bases sdo as geratrizes do cilindro.

= Adistancia h entre os planos 0. e  paralelos é a altura do prisma.

CILINDRO RETO E CILINDRO OBLIQUO

Um cilindro sera reto quando as geratrizes forem perpendiculares aos planos das bases. Quando isso nao ocorrer, classifi-
caremos o cilindro em obliquo. Observe as figuras a seguir:

Cilindro reto Cilindro obliquo

Note que a medida da altura é igual a medida da Note que a medida da altura ndo é igual a medida
geratriz. da geratriz.
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O cilindro reto também é chamado de cilindro de revolugao, pois pode ser obtido através da revolucgdo (rotacdo) de 360°
de uma regido limitada por um retdngulo em torno de um dos seus lados. Observe as figuras a seguir:

e .
o, o}

0, 0,4 P

Cilindro de revolucdo

SECCAO TRANSVERSAL DO CILINDRO

A seccdo transversal de um cilindro é um circulo obtido através da interseccdo do cilindro e um plano paralelo a sua base.
Observe a figura a seguir:

SECCAO MERIDIANA DO CILINDRO RETO

A secgdo meridiana de um cilindro reto é um retangulo obtido através da intersecgdo do cilindro e um plano que contém o

eixo desse cilindro. Observe a figura a seguir:
R R

Secgdo meridiana

CILINDRO EQUILATERO

Um cilindro reto é equilatero quando sua secgdo meridiana for um quadrado. Observe a figura a seguir
R R

A * B
h
D - R ~ R - C

Nessa situagdo, temos que o quadrilatero ABCD é um quadrado, portanto h = 2R.
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AREAS DO CILINDRO RETO

A superficie total de um cilindro é formada pela superficie da duas bases mais a superficie lateral. Na figura a seguir, temos
um cilindro reto cuja altura mede h e raio da base mede R.

AT
S h A

Para obtermos as expressdes que fornecem as areas dessas superficies, vamos retirar as bases desse cilindro, recortar sua
superficie lateral e, em seguida, planificar (colocar sobre um plano) as trés regides obtidas. Observe a figura a seguir:

R
Base
Superficie lateral h
L 21R .
R
Base

AREA DA BASE

A drea da base (Ag) do cilindro ¢ dada pela drea do circulo que compde a superficie da base. Assim, temos que:
— R2
Ap=TR

AREA LATERAL

A drea lateral (A ) do cilindro é dada pela drea do retangulo de base 27R e altura h. Assim, temos que:
A, = 2TRh

AREA TOTAL
Adrea total (A;) é dada pela soma das areas das bases e da area lateral. Assim, temos que:
A =2A;+A =27R? + 27IRh

Portanto, temos que:

A; =27R(R + h)
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VOLUME DO CILINDRO

Utilizando o principio de Cavalieri, temos que o volume (V) de um cilindro de altura (h) e drea da base (Ay), é igual ao volu-
me de um prisma de altura (h) e base equivalente (mesma area). Observe a figura a seguir.

S T e
; h
e e s I o

o

Portanto, temos que:

V = 7IR%h

E EXERCICIOS RESOLVIDOS

01| Calcule a area total de um cilindro circular reto cujo dia- | 03| Calcule o volume de um cilindro inscrito num cubo de

metro da base é 12 cm e a altura é 5 cm. Use T = 3,14. 24 m? de drea total.

Resolugao: Resolugao:

Se a medida do diGgmetro vale 12 cm, entdo o raio mede A drea total do cubo de aresta a é dada por:
6cm.

A,=60°=24=6a°=a=2m
Sua drea lateral é dada por:

A, =27rh = 2.71.6.5 = 607

Sua drea da base é dada por:

Observe as figuras a seguir:

Cubo e cilindros
Vista frontal vistos de cima

Ag=7r’=7.6% =367
Sua drea total é dada por: : /
2cm

A;=T0(60 + 2.36) = 13271 = 414,48 cm?
(I L _ lcm
P 5

Portanto, a drea total é 414,48 cm?.

02| Qual a capacidade, em litros, de um reservatério de 2cm
agua que tem o formato de um cilindro reto com 16 m
de altura e 4 m de raio da base? Use 7T = 3,14. Note que:
Resolugao: = A medida do raio da base R do cilindro é a metade
Convertendo as unidades para decimetros, temos: da medida da aresta a do cubo, ou seja, R =1 cm.
Altura: h=16 m = 160 dm = A altura do cilindro tem a mesma medida da aresta
Raio da base: R=4 m =40 dm do cubo.
O volume é dado por: O volume do cilindro é dado por:
V = Ag.h = 71.40°.160 = 256.0007 = 803.840 dm’ V=Agh=7.122 =271 cm?
Portanto, a capacidade é de 803.840 litros. Portanto, o volume é 27T cm?>.
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E EXERCICIOS DE FIXACAO

01| Determine a area lateral e o volume de um cilindro reto
de 6 m de altura e raio da base igual a 3 m.

02| Considerando um cilindro reto de 10 m de altura e area
da base é igual a area lateral, calcule:
0 Adrea lateral

(® Adreadasecgio meridiana

03| Dado um cilindro equilatero de raio R, calcule:
) Asuaarea lateral.
® Asua area total.

® O seuvolume.

04| Calcule a razdo entre as areas total e lateral de um cilin-
dro equildtero.

05| Um pluviémetro cilindrico tem um didmetro de 30 cm. A
agua colhida pelo pluvidmetro depois de um temporal é
colocada em um recipiente também cilindrico, cuja cir-
cunferéncia da base mede 207 cm.

Que altura havia alcangado a dgua no pluviémetro sa-
bendo que no recipiente alcangou 180 mm?

06| Um combustivel liquido ocupa uma altura de 8 m em
um reservatorio cilindrico. Por motivos técnicos, dese-
ja-se transferir o combustivel para outro reservatorio,
também cilindrico, com raio igual a 2,5 vezes o do pri-

meiro. Qual a altura ocupada pelo combustivel nesse
segundo reservatorio?

07| FGV Uma lata de tinta esta cheia em % de sua capaci-

dade. Dentro da lata caiu um pincel de 45 cm de com-
primento. E certo que o pincel ficard completamente
submerso na tinta? Por qué?

36cm

40 cm

08| Determine a &rea lateral de um cilindro de revolugdo
que possui 16T m?2 de &rea total e que o seu raio é a
terca parte da altura.

09| A secgdo meridiana de um cilindro de revolugdo é equi-
valente a drea da base. Sabendo que o didametro da base
é 4 cm, determine a sua area total.

10| Determinar o raio da base de um cilindro equilatero sa-
bendo-se que a drea lateral excede em 47T cm? a 4rea da
sec¢do meridiana.

ENEM E VESTIBULARES

01| ENEM Uma empresa que organiza eventos de forma-
tura confecciona canudos de diplomas a partir de fo-
lhas de papel quadradas. Para que todos os canudos
fiqguem idénticos, cada folha é enrolada em torno de
um cilindro de madeira de diametro d em centimetros,
sem folga, dando-se 5 voltas completas em torno de
tal cilindro. Ao final, amarra-se um corddo no meio
do diploma, bem ajustado, para que ndo ocorra o de-
senrolamento, como ilustrado na figura. Em seguida,
retira-se o cilindro de madeira do meio do papel en-
rolado, finalizando a confecg¢do do diploma. Considere
que a espessura da folha de papel original seja des-
prezivel. Qual é a medida, em centimetros, do lado da
folha de papel usado na confecg¢do do diploma?

0O nd
O 2xd

® 4nd
® 5nd

® 10nd

02| UNIUBE A seccgdo transversal de um cilindro circular
reto é um quadrado com area de 4 m2. O volume desse
cilindro, em m3, é:

A

an S s

N
a

B
®
D)
(EJ

427
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03| ENEM Uma empresa farmacéutica produz medicamen-
tos em pilulas, cada uma na forma de um cilindro com
uma semiesfera com o mesmo raio do cilindro em cada
uma de suas extremidades. Essas pilulas sdo moldadas
por uma maquina programada para que os cilindros
tenham sempre 10 mm de comprimento, adequando
o raio de acordo com o volume desejado. Um medi-
camento é produzido em pilulas com 5 mm de raio.
Para facilitar a degluticdo, deseja-se produzir esse me-
dicamento diminuindo o raio para 4 mm, e, por con-
sequéncia, seu volume. Isso exige a reprogramacao da
maquina que produz essas pilulas. Use 3 como valor
aproximado para 7. A redugdo do volume da pilula, em
milimetros cubicos, apds a reprogramacgao da maquina,
serd igual a:

0O 168
304
306
378
514

@ 0@ O

04| ENEM E possivel usar dgua ou comida para atrair as

aves e observa-las. Muitas pessoas costumam usar dgua
com agucar, por exemplo, para atrair beija-flores. Mas é
importante saber que, na hora de fazer a mistura, vocé
deve sempre usar uma parte de agucar para cinco partes
de 4gua. Além disso, em dias quentes, precisa trocar a
agua de duas a trés vezes, pois com o calor ela pode fer-
mentar e, se for ingerida pela ave, pode deixa-la doente.
O excesso de agucar, ao cristalizar, também pode manter
o bico da ave fechado, impedindo-a de se alimentar. Isso
pode até mata-la.

Ciéncia Hoje das Criangas. FNDE; Instituto Ciéncia Hoje, n. 166, mar 1.996.

Pretende-se encher completamente um copo com a
mistura para atrair beija-flores. O copo tem formato ci-
lindrico, e suas medidas sdo 10 cm de altura e 4 cm de
diametro. A quantidade de dgua que deve ser utilizada
na mistura é cerca de: (utilize T = 3)

20 m{
24 m{
100 m¢
120 m¢

@ 0@ OO

600 m{

05

ENEM Um fabricante de bebidas, numa jogada de mar-
keting, quer langar no mercado novas embalagens de
latas de aluminio para os seus refrigerantes. As atuais
latas de 350 m{ devem ser substituidas por uma nova

06

07

embalagem com metade desse volume, conforme mos-
tra a figura:

N>

350 m¢ 175 m{

De acordo com os dados anteriores, qual a relagdo entre
o raio r’ da embalagem de 175 m( e o raio r da embala-
gem de 350 m{?

O r=/r

(B) r'—%
® r=r
® r=2r

ENEM Jodo tem uma loja onde fabrica e vende moedas
de chocolate com didmetro de 4 cm e preco de RS 1,50
a unidade. Pedro vai a essa loja e, apds comer varias
moedas de chocolate, sugere ao Jodo que ele faca moe-
das com 8 cm de didmetro e mesma espessura e cobre
RS 3,00 a unidade. Considerando que o preco da moeda
depende apenas da quantidade de chocolate, Jodo:

() aceita a proposta de Pedro, pois, se dobra o didme-
tro, o preco também deve dobrar.

() rejeita a proposta de Pedro, pois 0 preco correto se-
ria RS 12,00.

rejeita a proposta de Pedro, pois o preco correto se-
ria RS 7,50.

(C)
(® rejeita a proposta de Pedro, pois o preco correto se-
ria RS 6,00.

(E)

rejeita a proposta de Pedro, pois o preco correto se-
ria RS 4,50.

UFSCAR Em um reservatorio cilindrico, com 2 metros
de diametro, foram colocados 12.000 litros de agua, fa-
zendo com que a agua atingisse 80% da altura total do
reservatdrio. Considerando T = 3, pode-se concluir que
a altura, em metros, desse reservatorio é:

0O 45
5,0
5,5
6,0
6,5

@ 9O @0
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08| UNIR Uma caixa d’agua tem a forma de um cilindro cir-
cular reto com raio da base medindo 1 metro e altura h
metros. Fora colocada nessa caixa, anteriormente vazia,

uma quantidade de 4dgua até que atingisse % de sua al-

tura. Em seguida, colocou-se um objeto sdlido e a altura
da agua atingiu a metade da altura da caixa. Nessas con-
di¢Ges, é correto afirmar que o volume do objeto sélido
éigual:

() asexta parte do volume de dgua colocado na caixa.
(D 3 metade do volume de 4gua colocado na caixa.

® 3 terca parte do volume da caixa.

(® ao dobro do volume de agua colocado na caixa.

(® 4 metade do volume da caixa.

09| UERJ Um recipiente cilindrico de 60 cm de altura e base
com 20 cm de raio esta sobre uma superficie plana ho-
rizontal e contém agua até a altura de 40 cm, conforme
indicado na figura.

60 cm
40 cm

~

Imergindo-se totalmente um bloco cuibico no recipiente,
o nivel da agua sobe 25%. Considerando Tt igual a 3, a

medida, em cm, da aresta do cubo colocado na agua é
igual a:

0 10/2
0 1042
® 10412
® 10¥12

10| UFOP Num cilindro circular reto, o raio da base e a altura

/3 . -
medem 5 cme 2 cm, respectivamente. Entdo pode-
mos afirmar que o valor de sua area lateral em cm é:

On
® Jem
® 271
® /2m

6
@ﬁn

11| ENEM Em uma praga publica, hd uma fonte que é for-
mada por dois cilindros, um de raio r e altura h;, e o
outro de raio R e altura h,. O cilindro do meio enche e,

apos transbordar, comeca a encher o outro.

SeR= r\/E eh; = % e, para encher o cilindro do meio,

foram necessarios 30 minutos, entdo, para se conseguir
encher essa fonte e o segundo cilindro, de modo que
fique completamente cheio, serdo necessarios:

@ 20 minutos
( 30 minutos
® 40 minutos
(® 50 minutos
@ 60 minutos

12| ENEM O administrador de uma cidade, implantando
uma politica de reutilizacdo de materiais descartados,
aproveitou milhares de tambores cilindricos dispen-
sados por empresas da regido e montou kits com seis
tambores para o abastecimento de dgua em casas de fa-
milias de baixa renda, conforme a figura seguinte. Além
disso, cada familia envolvida com o programa ira pagar
somente RS 2,50 por metro cubico utilizado.

40 cm

Uma familia que utilizar 12 vezes a capacidade total do
kit em um més pagara a quantia de: (considere ™ = 3)
RS 86,40

RS 21,60

RS 8,64

RS 7,20

RS 1,80

QOO
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CONES
DEFINICAO E ELEMENTOS

Dado um plano @, um circulo C contido em 0. e um ponto V fora de 0. Da-se o nome de cone circular, ou simplesmente
cone, a figura geométrica espacial obtida pela unido de todos os segmentos com uma extremidade no ponto V outra extremi-
dade no circulo. Observe a figura a seguir:

(0

= OpontoV é o seu vértice.

= Ocirculo de centro O é a sua base.

=  Ossegmentos VA e VB sdo suas geratrizes.
= O segmento AB é o diametro da sua base.
= O segmento VO é o seu eixo.

= Adistdncia h entre Ve a é a sua altura.

CLASSIFICACAO

Quanto a inclinagdo do seu eixo, um cone pode se classificar em:

CONE OBLIQUO

Um cone é obliquo quando seu eixo VO for obliquo ao plano que contém sua base. Observe a figura a seguir:

(0

Nessa situacdo, a altura (h) do cone é a medida do segmento VE.
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CONE RETO

Um cone é reto quando seu eixo VO for perpendicular ao plano que contém sua base. Observe a figura a seguir:
V

Nessa situagdo, a altura (h) do cone é a medida do segmento VO.

O cone reto também é chamado de cone de revolugdo, pois pode ser obtido através da revolugdo (rotagdo) de 360° de uma
regido limitada por um triangulo retangulo em torno de um dos seus catetos. Observe as figuras a seguir:

vV o V

SECCAO TRANSVERSAL DO CONE

A seccdo transversal de um cone é um circulo obtido através da intersec¢do do cone e um plano paralelo a sua base.
Observe a figura a seguir:

SECCAO MERIDIANA DO CONE RETO

A secgdo meridiana de um cone reto é um tridngulo isdsceles obtido através da intersecgdo do cone e de um plano que
contém seu eixo. Observe a figura a seguir:
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Nessa situacdo, temos que:

=  QOtriangulo VAB é a sec¢do meridiana do cone.
= g éamedida das geratrizes VA e VB.

= héamedidada altura VO.

= réamedida do raio OB.

Aplicando o teorema de Pitdgoras no triangulo VOB, temos que:

g2 = h2 + R2

CONE EQUILATERO

Um cone reto é equilatero quando sua sec¢do meridiana for um triangulo equilatero. Observe a figura a seguir

Nessa situacdo, temos que o tridngulo VAB é equilatero, portanto g = 2R.

AREAS DO CONE RETO

A superficie total de um cone é formada pela superficie da base mais a superficie lateral. Na figura a seguir, temos um cone
reto cuja geratriz mede g e raio da base mede R.

Para obtermos as expressdes que fornecem as dreas dessas superficies, vamos retirar a base desse cone, recortar sua su-
perficie lateral e, em seguida, planificar (colocar sobre um plano) as duas regides obtidas. Observe a figura a seguir:

Superficie
lateral

2TR
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AREA DA BASE

A drea da base (Ag) do cone é dada pela drea do circulo que compde a superficie da base. Assim, temos que:

— —R2
AB—nR

AREA LATERAL
A drea lateral (A ) do cone é dada pela drea do setor circular que compde a superficie lateral.

Para obté-la deve-se observar que o comprimento do arco A € proporcional a drea do setor circular V,z. Assim, podemos
estabelecer a seguinte regra de trés simples:

Comprimento do arco ‘ Area
2ng ng?
2nR Al

Logo, temos que:

2ng.A = 2nR.1g?
Portanto, temos que:
A =TRg

A figura abaixo relaciona a ampliddo de um setor circular e o tamanho da area lateral que ele pode definir. Observe que a
altura do cone varia de acordo com a variagdo do setor:

AREA TOTAL

A drea total (A;) € dada pela soma da drea da base e da area lateral. Assim, temos que:
_ — mR2
A=Ay +A =TR?+ TIRg

Portanto, temos que:

A =TR(R +g)




s
w SISTEMA DE ENSINO PREPARAENEM

VOLUME DO CONE

Utilizando o principio de Cavalieri, temos que o volume (V) de um cone de altura (h) e drea da base (A;), € igual ao volume
de uma piramide de altura (h) e base equivalente (mesma area). Observe a figura a seguir.

Assim, o volume (V) de um cone é dado por:

_ Ag.h
V=73
Portanto, temos que:
_ TR?*h
V="3

OBSERVACAO:

= O volume de um cone de mesma area da base e mesma altura de um cilindro é igual a um terco do volume desse
cilindro.

CONES SEMELHANTES

Ao interceptar um cone reto por um plano O que ndo contém seu vértice V, paralelo a sua base, obteremos dois novos
solidos. Um cone acima do plano 0. e um sélido abaixo do plano o0 chamado de tronco de cone. Observe a figura a seguir:

Assim, temos que o cone cuja base € o circulo de centro O, e o cone cuja base € o circulo de O, sdo sélidos semelhantes.
Logo, podemos estabelecer relagdes de proporg¢do entre seus elementos. Observe a figura a seguir:

Nessa figura, considere que:
= OconeC, éaquele cuja base é o circulo de centro O, e altura cuja medida € d.

= OconeC, é aquele cuja base € o circulo de centro O, e altura cuja medida € h.
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Como esses dois cones sdo solidos semelhantes, temos as seguintes relagGes:

=  Relagdo entre os raios das bases:

r_d
R h
=  Relagdo entre as areas das bases:
Ao _(df
A h

Sendo A, a drea da base do cone C, e A, a drea da base do cone C,,.

4=

Sendo V,o volume do cone C,eV,0 volume do cone C,.

=  Relagdo entre os volumes:

TRONCO DE CONE

Ja sabemos que ao interceptar um cone por um plano o paralelo a sua base obteremos um novo cone acima de 0. e um
tronco de cone abaixo de 0. Observe as figuras a seguir.

\

\
—
P -
[l 1

I

’

S|

= réamedida do raio de sua base menor.
= R éamedida do raio de sua base maior.
= G éamedida de sua geratriz.

= kamedida de sua altura.

AREAS DO TRONCO DE CONE
A superficie total de um tronco de cone é formada pela superficie da base maior mais a superficie da base menor mais a
superficie lateral. Na figura a seguir, temos um tronco de cone reto cuja geratriz mede G, o raio da base maior mede R e raio

da base menor meder.
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Para obtermos as expressdes que fornecem as areas dessas superficies, vamos retirar as bases desse tronco, recortar sua
superficie lateral e, em seguida, planificar (colocar sobre um plano) as trés regides obtidas. Observe a figura a seguir:

0,
Base menor

Superficie lateral

21R

0,

Base maior

AREA DA BASE MAIOR

A drea da base maior (Ag) do tronco de cone é dada pela drea do circulo que compde a superficie da base. Assim, temos
que:

— . n2
AB—TER

AREA DA BASE MENOR

A drea da base menor (A,) do tronco de cone é dada pela drea do circulo que comp&e a superficie dessa base. Assim, temos
que:

— 2
Ab—nr

AREA LATERAL

Prolongando-se as geratrizes do tronco de cone, obtermos um cone de vértice V e geratriz cuja medida é g. Observe a figura
a seguir:
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Planificando a superficie lateral, temos que a drea lateral (A ) do tronco de cone é dada pela diferenca entre as areas dos
setores circulares VCD e VAB. Observe a figura a seguir:

Inicialmente, estabelecer uma relacdo entre as geratrizes cujas medidas sdo g e G através de uma regra de trés simples:

Medida do raio | Medida do arco
g 27R
g—-G 27r
g _ 2mR GR

Assim, temos que -G =S 28 Ror"

Para obter a drea de do setor circular VAB, podemos estabelecer a seguinte regra de trés simples:

Comprimento do arco | Area
27(g — G) (g — G)?
2mr A,

Assim, temos que A, = tr(g — G)

Para obter a drea do setor circular VCD, podemos estabelecer a seguinte regra de trés simples:

Comprimento do arco | Area
21tg rg?
27R A,

Assim, temos que A, = TTRg.
A drea da superficie lateral (A ) € dada por:

A =A,—A, =TRg—Tr(g—G) = MRg — Trg — TrG

Substituindo g = RG_Rr na expressao anterior, temos:

_ TMR*G _ WGRr

_ TIR*G — GRr + TGRr — Gr?
AL= R—r

_ mR2G—7Gr2 _ TGR*—r?) _ TG(R—r)(R+r)

R—r R—r R—r

AL
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Portanto, temos que:

A =TGR +r)
AREA TOTAL
A drea total (A;) é dada pela soma das dreas das bases maior e menor com a drea lateral. Portanto, temos que:
A=Ay +A +A

VOLUME DO TRONCO DE CONE

Utilizando o principio de Cavalieri, temos que o volume (V) de um tronco de cone de altura (k), drea da base maior (A;) e
darea da base menor (A,), € igual ao volume de um tronco de piramide de altura (k) e bases equivalentes (mesmas éreas). Ob-
serve a figura a seguir.

Logo, o volume do tronco de cone, assim como o volume do tronco de piramide, é dado por:

V =5 (A + /As A + Ab)

Sendo R a medida do raio da base maior e r a medida do raio da base menor, desenvolvendo essa expressao, temos:
v="5 (7R + /IR . + mr?) = £ (nR? + 7R + 70r?)

Portanto, o volume de um tronco de cone também pode dado por:

v="TR+Rr+ 1)

E EXERCICIOS RESOLVIDOS

01. Se o diametro da base de um cone reto é 12 cm e a altu- | 02. Calcule o volume de um cone reto sabendo que o raio da
ra do cone é 8 cm, qual é a medida de sua geratriz? base é 5 cm e a sua altura é 12 cm.

Resolugao: Resolugao:

Para um cone reto da figura a sequir, temos que g2 = h? + r?
(teorema de Pitdgoras)

Substituindo os dados do enunciado, temos: Substituindo os dados do enunciado, temos

2
g>=8+62=100= g =464+ 36 = 10 cm v="2212 = 1007 cm®
Portanto, a medida da geratriz é 10 cm. Portanto, o volume do cone é 1007t cm?.
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03. Um cubo cuja aresta mede 6 cm circunscreve um cone Para tronco de cone da figura a seguir, temos:
reto, conforme a figura a seguir.

S -
N =
N -

N -

|
1
1
1 o
-7\«
A N
- N
—” S

Sendo V, o volume do cone original e V, o volume do cone
Nessas condigBes, para o cone, determine a sua drea da menor, podemos estabelecer que:
base, volume e a drea lateral.

V2 _1 _
Resolugdo: v~ 2= =20
Analisando a figura a sequir, temos que: Vo _ <i)3 Vo _ (if
vi —\20) 7 2v,; —\20
S i:d—3¢d3=4000éd:103 4cm
4/ 2 ~8.000 :
,”” ! \\\
= i 6 Portanto, a disténcia é d = 103/4 cm.
i
: h 05. Considere um tronco de cone com as seguintes caracte-
i risticas:
A
- = Raio da base maiorigual a 6 m.
A * Raio da base menorigual a 4 m.

=  Geratriziguala 5 m.
A aresta do cubo é igual ao diGdmetro da base, logo o

. . Nessas condi¢des, determine sua area lateral e sua drea
raio da base mede 3 cm. Assim, temos que:

total.
Ag=7r’ = 71.3° = 971 cm? .
Resolugao:
A altura do cone tem a mesma medida da aresta do Para tronco de cone da figura a seguir, temos:

cubo. Assim, temos que:

2
V= 77[33 6 _ 187 cm?

4

A geratriz do cone é dada por:

9?°=3*+6"=45-g=4/45=3/5cm

Assim, a drea lateral sera:

A drea lateral do tronco é dada por:
A =7.3.3/5 = 971y/5 cm?
AL =7G.(R+r)=7.5(6+4)= 507 cm?
Portanto, o volume do cone é 187 cm? e a drea lateral é

97v/5 cm?. A drea total do tronco é dada por:

As = IR = 1.6° = 367 cm’

04. Um cone circular reto tem altura 20 cm. A que distancia
do vértice se deve tragar um plano paralelo a base, de Ap = 7r’ = 71.4% = 1671 cm”?
forma que o volume do tronco de cone obtido seja igual

a metade do volume do cone original? Ay = AT A AL = St e T A

Resolugio: Ar = 1027t cm?
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E EXERCICIOS DE FIXACAO

01| Um cone de revolugdo tem altura de 4 cm e raio da base
3 cm. Para esse cone determine:

A medida da geratriz.
A drea da base.

A drea lateral.

A drea total.

O volume.

(U rr I O O oo I >>)

0 angulo central O do setor circular obtido da plani-
ficacdo da superficie lateral.

02| Determine a area lateral e o volume de um cone equila-
tero, sabendo que o didmetro da base mede 10 m.

03| Em um cone circular reto, o raio da base e a altura me-
dem, respectivamente, 5 dm e 12 dm. Calcule a sua area
lateral, a sua area total e o seu volume.

04| Num cone reto, a area lateral é igual a 48w cm? e o raio da
base mede 6 cm. Calcule a sua geratriz.

05| Num cone circular reto, o raio da base é a metade da
medida da geratriz e a area lateral mede 187 cm?. Cal-
cule o raio da base e o volume do cone.

06| Seja um tronco de cone reto. Determine a drea lateral, a
area total e o volume desse tronco, sabendo que o mes-

mo possui geratriz de medida 10 cm e raios das bases de
8cme2cm.

07| Secciona-se um cone circular reto de altura 12 cm e dia-
metro 8 cm. Se a sec¢do do cone aconteceu por um pla-
no paralelo a base e distante 3 cm do vértice, determine
o raio da secgdo, a area da secgao e o volume do tronco
de cone obtido apds o seccionamento transversal.

08| Em um trapézio retangulo ABCD, as bases menor AB e
maior CD medem, 1 cm e 4 cm respectivamente. O lado
obliquo AD tem medida de 5 cm. Determine o volume e
a area lateral do tronco de cone obtido pela rotacdo do
trapézio em torno do eixo central BC.

09| Uma embalagem tem a forma de um tronco de cone
cujas medidas sdo 24 cm para o diametro da base maior
e 6 cm para o raio da base menor. Determine o volume
de liquido que essa embalagem pode comportar quando
estiver 50% de sua capacidade total.

10| Um cone é seccionado por um plano paralelo a sua base.
Considere h para a altura do cone original e 5 paraa

altura do tronco. Qual é a relagdo existente entre o volu-

me do cone original é o volume do cone originado pela
seccdo?

. ENEM E VESTIBULARES

01| CEFET O raio de um cone equilatero cujos valores numé-
ricos de sua area total e de seu volume se equivalem, em
unidades de comprimento (u.c.), é:

0 3/3
O 3
® 3
o %
01

02| OSEC O volume de um sélido gerado pela rotagdo de um
triangulo retangulo e isdsceles, de hipotenusa igual a 1,
em torno de um eixo que contém a hipotenusa é igual a:

T
03
o
@ {3

© 24
o ¥

03| UFAM A geratriz de um cone circular reto mede 10 cm e
sua area total é 757 cm?. Entéo o raio da base é igual a:
O 15cm
O 5cm

® 10cm
® 6cm

O 8cm

04| UEFS Um tronco de cone reto T tem altura h, raio da
base menor r e raio da base maior R. Retirando-se de
T um cone reto de altura h e base coincidente com a
base menor do tronco, obtém-se um sélido cujo volume
é igual ao volume do sélido retirado. Nessas condigGes,
pode-se afirmar que:
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Rr+r2—R>=0

Rr—r2+R2=0
2Rr —r’+R?>=0
Rr —2r2+ 2R?=0

O 2R?2-

© @ @ ©

Rr—2r2=0

05| UFPI Um cone de revolugdo de altura 6 cm é cortado por
um plano paralelo a base, formando um novo cone de

volume % do anterior. A distancia do vértice ao plano é:

O 1cm

B
®

2

2
@%cm
4
0 57

06| UEL Um cone circular tem volume V. Interceptando-o na
metade de sua altura por um plano paralelo a base, ob-
tém-se um novo cone cujo volume é:

0¥
0¥
° ¥
° ¥
° %

07| UFRN Um recipiente cénico foi projetado de acordo
com o desenho ao lado, no qual o tronco do cone foi ob-
tido de um cone de altura igual a 18 cm. O volume desse
recipiente, em cm?3, é igual a:

2em

12 cm

2161
2081

@ @9

2241
® 2007

08| UFTM Um trapézio de bases AB= 7,CD = 5 e altura
h = 3, tal como apresentado na figura, é girado em
torno de AB. O Volume do sélido que se obtém é igual a:

€

217
451
51r
631
731

QOO

09| UNESP Seja C um cone circular reto de altura H e raio R.
Qual a altura h, a medir a partir da base, tal que a razdo
entre os volumes do cone e do tronco de altura h do
cone seja 2?

(1-y2)

2 H
2/2 H
W2
2 H

® (i-35)H

@ 2-yuH

@ ©

@

10| UFOP Um triangulo retangulo possui catetos de compri-
mento a e b. Sejam V_ e V, os volumes dos cones obtidos
pela rotagdo do triangulo em torno, respectivamente,

dos catetos a e b. O quociente %Z vale:

ab
0 a2+b2

@®
oo

©
[opf<}]
++
[RRYS

@
mN
+
oy

N
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11| INTEGRADO O volume do sélido gerado pela rotagdo
completa da figura a seguir, em torno do eixo e, é, em cm?3:

3cm

A

38T
541
927
1127
12871

WOoOPO®O

12| ENEM A figura seguinte mostra um modelo de som-
brinha muito usado em paises orientais.

Disponivel em: http://mdmat.psico.ufrgs.br. Acesso em 1 maio 2.010.

Esta figura é uma representagdo de uma superficie de
revolugao chamada de:

0 piramide

® semiesfera

® cilindro

(® tronco de cone
@ cone

13| ENEM Uma cozinheira, especialista em fazer bolos, utili-
za uma forma no formato representado na figura:

Nela identifica-se a representagdo de duas figuras geo-
métricas tridimensionais.

Essas figuras sdo:

@ um tronco de cone e um cilindro.

® um cone e um cilindro.

® um tronco de pirdmide e um cilindro.
(® dois troncos de cone.

@ dois cilindros.

14| ENEM Um arquiteto esta fazendo um projeto de ilumina-
¢do de ambiente e necessita saber a altura que devera
instalar a luminaria ilustrada na figura:

: luminaria

Sabendo-se que a luminaria deverd iluminar uma area
circular de 28,26 cm?, considerando 7T = 3,14, a altura
h serd igual a:

O 3m
4m
5m

9m

@ © @ @

16 m

15| ENEM Nas empresas em geral, sdo utilizados dois tipos
de copos plasticos descartaveis, ambos com a forma de
troncos de cones circulares retos:

= COpos pequenos, para a ingestdao de café: raios das
bases iguaisa 2,4 cme 1,8 cm e alturaiguala 3,6 cm.

= copos grandes, para a ingestdo de agua: raios das
bases iguaisa 3,6 cme 2,4 cm e alturaigual a 8,0 cm.

Uma dessas empresas resolve substituir os dois modelos
de copos descartéveis, fornecendo para cada um de seus
funcionarios canecas com a forma de um cilindro circular
reto de altura igual a 6 cm e raio da base de comprimento
igual a y centimetros. Tais canecas serdo usadas tanto para
beber café como para beber agua.
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Sabe-se que o volume de um tronco de cone circular (C)

reto, cujos raios das bases sdo respectivamente iguais a
Rereaaltura é h, é dado pela expressao:
Vkronco de cone = nTh(RZ + rZ + Rr)
O raio y da base dessas canecas deve ser tal que y? seja, ®
no minimo, igual a:
O 2,664cm
® 7,412cm
® 12,160 cm
(E
® 14,824 cm
3 19,840 cm
16| UFRGS Um cone circular reto é tal que cada segdo obti-

da pela interse¢do de um plano que passa por seu vér-
tice e pelo centro da sua base é um triangulo retangulo
de catetos iguais. Se cortarmos esse cone ao longo de
uma geratriz, abrindo e planificando sua superficie late-
ral, sera obtido um setor circular cujo angulo central tem
medida x. Entdo:

18| ENEM Em um casamento, os donos da festa serviam
champanhe aos seus convidados em tacas com forma-
to de um hemisfério (Figura 1), porém um acidente na
cozinha culminou na quebra de grande parte desses re-
cipientes.

Para substituir as tacas quebradas, utilizou-se um outro
tipo com formato de cone (Figura 2). No entanto, os noi-
180° < x < 200° vos solicitaram que o volume de champanhe nos dois
tipos de tagas fosse igual.

x < 180°

200° = x < 220°

220° < x < 240° @
R=3cm «4

© @ @ &

O x> 240° — 1= >
17| ENEM Um sinalizador de transito tem o formato de um

cone circular reto. O sinalizador precisa ser revestido ex-

ternamente com adesivo fluorescente, desde sua base I i

base do cone) até a metade de sua altura, para sinali-

e ) ; b2 _ P PN

zagao noturna. O responsavel pela colocagdao do adesivo < > <l >

precisa fazer o corte do material de maneira que a forma Figura 1 Figura 2

do adesivo corresponda exatamente a parte da superfi- )

cie lateral a ser revestida. Considere:

, . __4_ .3 _1_»
Qual deveré ser a forma do adesivo? Vestera =—3 TR” @ Veone = 3 Rh
(A} Sabendo que a taga com o formato de hemisfério e ser-

vida completamente cheia, a altura do volume de cham-
panhe que deve ser colocado na outra taga, em centime-
tros, é de

0O 1,33
6,00.
12,00.
56,52.
113,04.

@ O @ 0O




GEOMETRIA ANALITICA

PONTO
SISTEMA CARTESIANO ORTOGONAL

Criado por René Descartes, o sistema cartesiano ortogonal, ou simplesmente sistema cartesiano, é constituido por um par
de eixos numerados e perpendiculares. Esses eixos se interceptam num ponto O, chamado de origem do sistema, e dividem o
plano em quatro regiGes chamadas de quadrantes. Observe a figura a seguir:

A
y
292 quadrante 12 quadrante
o X
32 quadrante 49 quadrante

Assim, temos que:

= O eixo horizontal (Ox) é chamado de eixo das abscissas e o eixo vertical (Oy) é chamado de eixo das ordenadas.
= 0O ponto O de intersecc¢do dos dois eixos representa o zero nos dois eixos.

= No eixo das abscissas, os pontos a direita de O representam os nimeros reais positivos e os pontos a esquerda de O
representam os numeros negativos.

= No eixo das ordenadas, os pontos acima de O representam os numeros reais positivos e os pontos abaixo de O repre-
sentam os numeros negativos.

A cada ponto P do sistema cartesiano podemos associar uma abscissa X, € uma ordenada Y, ou seja, um par de numeros
reais escritos nessa ordem como P(xp, yp). Esse par de valores é chamado de par ordenado e representam as coordenadas do
ponto P no sistema cartesiano. Observe a figura a seguir:

A

y

y" P(Xpl yp)

Y

0 Xp X
Por exemplo:

=  Arepresentagdo dos pares ordenados A(1, 3), B(—2, 1), C(—3, —2), D(3, —4), E(4, 0) e F(0, —1) no sistema cartesiano é dada por:
AY
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OBSERVACAO:

Dado um ponto P(xp, yp) do sistema cartesiano ortogonal, temos que:
=  Se X, >0e Yo >0, entdo P pertence ao 12 quadrante.

=  Se X, <0e Yy >0, entdo P pertence ao 22 quadrante.

= Se X, <0e Yo <0, entdo P pertence ao 32 quadrante.

=  Se X, >0e Yp <0, entdo P pertence ao 42 quadrante.

= Se X, = Oe Y, € IR, entdo P pertence ao eixo das ordenadas.

=  Se X, € Oe Yo = IR, entdo P pertence ao eixo das abscissas.

= Se Xo =Yy = 0, entdo P é a origem.

PROPRIEDADE DOS PARES ORDENADOS

Dados os pares ordenados (a, b) e (c, d), temos que, (a, b) = (c, d) se, e somentese,a=ce b =d.

Por exemplo:
= ParaqueA(p + 1, 6) e B(4, g — 5) representem o mesmo ponto no sistema cartesiano, deve-se ter as seguintes igual-
dades:
pr1=4 o= 3 =11
q-5=6" p eq

BISSETRIZES DOS QUADRANTES

A reta que contém as bissetrizes do 12 e 32 quadrantes, indicada por b, ;, € chamada de bissetriz dos quadrantes impares.
Todo ponto P que pertence a essa reta é da forma P(a, a), ou seja, suas coordenadas sdo iguais.

A reta que contém as bissetrizes do 22 e 42 quadrantes, indicada por b,,, € chamada de bissetriz dos quadrantes pares.
Todo ponto P que pertence a essa reta é da forma P(—b, b), ou seja, suas coordenadas sdo opostas.

Observe a figura a seguir:

Q(—b, b) b

45° 45°

b13 b24

OBSERVACAO:

=  Aequacgdo da bissetriz dos quadrantes impares é y = x e a equagao da bissetriz dos quadrantes pares é y = —x.

DISTANCIA ENTRE DOIS PONTOS

Dados dois pontos A(x,,y,) e B(xg,yg) do plano cartesiano, a distancia entre eles, indicada por d
de reta AB. Observe a figura a seguir:

A € @ medida do segmento
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A

Ys

Ya

\/

O XA XB X

Como o segmento AB é a hipotenusa do triangulo retdngulo ABC e a medida de AB corresponde a distancia entre esses dois
pontos, através do teorema de Pitagoras, é possivel demonstrar que:

dag = \/(XB - XA)2 +(ys — yA)Z
Por exemplo:

= Para calcular a distancia entre os pontos A(—1, 4) e B(6, —5), temos que:
das = v/(xs —xa)’ +(ys —yaV = V[6 —(=1)F +(=5—4) = /49 +81 = /130
= Para calcular a distancia entre os pontos C(3, 0) e D(0, —2), temos que:
do =0 —xcf +(yo—ycf =v(0—-3F +(-2—-0F =/9+4 =13
PONTO MEDIO DE UM SEGMENTO

Dados dois pontos distintos A(x,,y,) € B(x,,yg) do plano cartesiano, o ponto M(x,,,y,,) que divide o segmento AB tal que, a
medida do segmento AM é igual a medida do segmento BM é chamado de ponto médio do segmento AB.

A

Ye

Ym

Ya

»
>

Xa Xm Xg X

Para determinar as coordenadas do ponto M, basta aplicar o teorema de Tales. Assim, é possivel demonstrar que

+ + . .
Xv = % eyw= %. Portanto, o ponto M, médio do segmento AB, é dado por:
Xatxs YATys )
'V'( 2 2
Por exemplo:

= Para determinar as coordenadas do ponto M, médio do segmento AB, sendo A(4, —3) e B(—8, 15), temos que:

+ 4+(—8
XM=XA2XB= g >:—2

_yatys —3+4+15 _
YM_ 2 - 2 —6

Portanto, o ponto médio do segmento AB é M(—2, 6).
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MEDIANA E BARICENTRO DE UM TRIANGULO

Denomina-se mediana de um triangulo, o segmento de reta cujas extremidades sdo um vértice do triangulo e o ponto mé-
dio do lado oposto a esse vértice. Todo triangulo possui trés medianas que se interceptam em um Unico ponto, indicado por G,
denominado baricentro. Observe a figura a seguir:

A
Yy

A(X,, ¥4

B(XBI ya) M C(Xc: yc)

\/

Dados os pontos A(x,,y,), B(xg,Yg) € C(x,¥¢) do plano cartesiano, ndo colineares, utilizando o teorema de Tales, € possivel
demonstrar que o baricentro do tridangulo ABC, indicado por G(xg,y), € dado por:

xatxgtxc Yatystyc
G 3 3

Por exemplo:

=  Paradeterminar o baricentro do triangulo de vértices A(1, 2), B(—4, 2) e C(0, 8), temos que:

_ Xatxst+xc _ 1+(_4)+0 _
XG = 3 - 3 - 1

tystyc 2+2+8
yG:yA éB y = 3 =4

Portanto, o baricentro é G(—1, 4).

CONDICAO DE ALINHAMENTO DE TRES PONTOS

Dizemos que trés pontos estdo alinhados se, somente se, existe uma reta que passa por esses trés pontos. Observe a figura
a seguir:

Os pontos A(x,,Y,), B(Xg,Yg) € C(x.,Yc) do plano cartesiano, pertencem a uma mesma reta, logo os triangulos ABD e BCE sdo
semelhantes. A partir da proporcionalidade de seus lados, é possivel demonstrar que:

Xa ya 1
xs yg 1|{=0
Xc yc 1
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Por exemplo:

1 -2 1

-2 7 1

Portanto, os pontos A, B e C sdo colineares.

AREA DE UM TRIANGULO

D]

A=

Por exemplo:

121
071
Assim, a area do triangulo PQR é dada por:
alol 171
2 2

= Para verificar se os pontos A(1, —2), B(4, —11) e C(—2, 7) sdo colineares, basta desenvolver o seguinte determinante:

4 —11 1(=—-11+28+4—-22—-7+8=0

Javimos, que é possivel verificar se trés pontos de um sistema de coordenadas cartesianas estdo ou ndo alinhados calculan-
do um determinante D constituido por suas coordenadas. Esse determinante também determina a area do triangulo formado
pelos trés pontos, caso eles ndo estejam alinhados. Assim temos que:

A drea A de um tridngulo de vértices A(x,,y,), B(xg,Yg) € C(x.yc) € dada por:

XA ya 1

em que D é o determinante |xg ys 1

Xc yc 1

= Para calcular a drea do triangulo de vértices P(1, 2), Q(2, 4) e R(0, 7), temos que:

D=2 4 1|=4+144+0—-0—-7—-4=7

3,5 unidades de area.

E EXERCICIOS RESOLVIDOS

01| Determine a distancia entre A(2, 3) e B(5, 1).
Resolugao:

Aplicando a relagdo da distdncia entre dois pontos, temos:

= dis=y(2-5¢+(3-1)7
» dis=4(—3P+22= J13

Assim, a distdncia entre A e B vale v/ 13 unidades.

02| Dados os pontos A(3, —2) e B(—%, —4), determine as
coordenadas da ponto médio do segmento AB.
Resolugao:

Aplicando a relagdo das coordenadas do ponto médio de
um segmento de reta de extremos A e B, temos:

R B S
M 2 2 2 4

_T2+(=4) _

6
Y 2 273

Assim, M(%, - 3> é o ponto médio do segmento AB.

03| Verifique se os pontos A(—4, —6), B(3, 15) e C(—2, 0) es-
tdo alinhados.

Resolugao:

Para que os pontos A, B e C estejam alinhados, basta que
o determinante abaixo seja nulo:

—4 —6 1
3 15 1
-2 0 1

Calculando esse determinante, temos:
—60+12+0+30+18+0=—-60+60=0

Como o determinante é nulo, podemos afirmar que os
pontos A, B e C sdo colineares.
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04| Determine o valor de m de modo que (—2, 7), (m, —11) e
(1, —2) estejam alinhados.

Resolugao:

Condicdo de alinhamento:

-2 7 1

m —11 1|=0
1 -2 1
Logo:

22+7-2m+11—-4—-7m=0
9m = 36.

Portanto, m = 4.

05| Calcule a area do tridngulo cujos vértices sdo os pontos
A(—2, 3), B(1, —4) e C(3,2).

Resolugao:
D
A drea A do tridngulo ABC serd: A = ‘27|' emque D é o
-2 3 1
determinante | 1 —4 1|.
3 21

Calculando o determinante, temos:

8+2+9+12+4—-3=35—3=32

Logo, A = % = 16 unidades de drea.

E EXERCICIOS DE FIXACAO

01| Sendo x um numero real negativo e y um numero real
positivo, determine em que quadrante se encontra cada
um dos pontos:

O Axy)

® B(—xy)
® c(2x,-y)
® D(—x —y)

02| Sabendo-se que os pontos A(1, 1) e B(3, 2) sdo vértices
de um quadrado ABCD localizado no 12 quadrante, de-
termine as coordenadas dos outros dois vértices.

03| UERJ Em uma folha de férmica retangular ABCD, com
15 dm de comprimento AB por 10 dm de largura AD,
um marceneiro traga dois segmentos de reta, AE e
BD. No ponto F, onde o marceneiro pretende fixar um
prego, ocorre a interse¢do desses segmentos. A figura
abaixo representa a folha de férmica no primeiro qua-
drante de um sistema de eixos coordenados.

A
y (dm)

A B x(dm)

Considerando a medida do segmento EC igual a 5 dm,
determine as coordenadas do ponto F.

04| UNIRIO Considere um tridngulo cujos vértices sdo A (0, 0)
B (3,4) e C(6,0). Qual a classificagdo deste triangulo quan-
to as medidas de seus angulos internos?

05| PUC Classifique quanto aos lados e dangulos o tridngulo
de vértices A(4, 3), B(6, —2) e C(—11, —3).

06| Determine y, sabendo que P(3, y) equidista 10 unidades
de A(—3, 6).

07| FGV Um funcionario do setor de planejamento de uma
distribuidora de materiais escolares verifica que as lojas
dos seus trés clientes mais importantes estdo localiza-
das nos pontos A(0, 0), B(6, 0) e C(3, 4). Todas as unida-
des sdo dadas em quildmetros.

A
y

°N

\ 4

O setor de planejamento decidiu instalar um depdsi-
to no ponto P(x, y) de modo que as distancias entre
o depdsito e as trés lojas sejam iguais: PA = PB = PC.
Determine a quantos quildmetros da Loja A devera ser
instalado o depdsito da distribuidora de materiais es-
colares. Aproxime a resposta para um numero inteiro

de quilébmetros.
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08| UERJ Observe o mapa da regido Sudeste.

[~ S SRR S S

i 1 Ce Rio de Janeiro ' -
- cSEER delanelio_ i ___ _Trépicode

S R BT

(Adapt. e BOCHICCHIO, V. R. Atlas atual: geografia. Sdo Paulo: Atual, 1.999.)

Considere o Trépico de Capricérnio como o eixo das abs-
cissas e o meridiano de 45° como o eixo das ordenadas.

Neste sistema cartesiano, as coordenadas das cidades
de S3o Paulo, Rio de Janeiro, Belo Horizonte e Vitoria
sdo, respectivamente, (—%,0), (2,%), (%,4>e (5,%)
todas medidas em centimetros.

Determine as coordenadas de uma cidade que fique
equidistante das cidades de S3ao Paulo, Rio de Janeiro e
Belo Horizonte.

09| UFRJ Sejam M, (1, 2), M,(3, 4) e M5(1,—1) os pontos mé-
dios dos lados de um tridngulo. Determine as coordena-
das dos vértices desse triangulo.

10| MACK Até que ponto o segmento de extremos A(1, —1) e
B(4, 5) deve ser prolongado, no sentido AB, para que seu
comprimento seja triplicado?

ENEM E VESTIBULARES

01| UFRGS Sendo os pontos A(— 1, 5) e B(2, 1) vértices con-
secutivos de um quadrado, o comprimento da diagonal
desse quadrado é:

0 2
0 2/2
@ 3/2
® 5
G 5/2

02| UDESC Considere num sistema de coordenadas carte-
sianas o poligono com vértices nos pontos A (—3, —3),
B(3, 1), C(—3, —3) e D(—1, —1). O quadrilatero determi-
nado pelos pontos médios dos segmentos AB, BC, CD e
DA, nesta ordem, é um:

losango
retangulo
trapézio

quadrado

(G IO co )

paralelogramo

03| UNESP O triangulo PQR, no plano cartesiano, de vérti-
ces P(0, 0), Q(6, 0) e R(3, 5), é:

equilatero
isdsceles, mas ndo equilatero
escaleno

retangulo

(O M O M o >)

obtusangulo

04| UNIFESP Um ponto do plano cartesiano é representa-
do pelas coordenadas (x + 3y, — x — y) e também por
(4 + vy, 2x + vy), em relagdo a um mesmo sistema de
coordenadas. Nestas condicGes, xY é igual a:

0O -8
O -6
®1
® 38
(E I}

05| UFRGS Considere os graficos das fungdes f e g, definidas
por f(x)=x*+x—2 e g(x)=6—x representadas no
mesmo sistema de coordenadas cartesianas, e os pon-
tos A e B, intersec¢do dos graficos das fungbes f e g, como
na figura abaixo.

\/

\/ X

A distancia entre os pontos A e B é:
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0 2/)2 Na figura, a linha poligonal é formada por segmentos de
0 3/2 reta:
® 42 ® que sdo paralelos aos eixos coordenados e
® 5,2 = cujas extremidades tém coordenadas inteiras ndo
negativas.
G 62 &
Sabendo que o comprimento da linha poligonal, do pon-
06| CFT Os pontos A(— 5, 2) e C(3, — 4) sdo extremidades to P até o ponto Q, € igual a 94 cm, as coordenadas do
de uma diagonal de um quadrado. O perimetro desse ponto Q sdo:
quadrado é: 0 (252
0 18/2 ® (28 1)
0 20/2 ® (32,1)
@ 2/2 ® (33,1)
® 28/2 G (34,2

07| PUC Sejam A e B os pontos (1, 1) e (5, 7) no plano. O | 10| UNICAMP A figura a seguir apresenta parte do mapa
ponto médio do segmento AB é: de uma cidade, no qual estdo identificadas a catedral,
a prefeitura e a cdmara de vereadores. Observe que o

0 34 quadriculado ndo representa os quarteirdes da cidade,

© (456 servindo apenas para a localizacdo dos pontos e retas no

® (—4,-6) plano cartesiano.

® (1,7 Nessa cidade, a Avenida Brasil é formada pelos pontos

O (2,3 equidistantes da catedral e da prefeitura, enquanto a

Avenida Juscelino Kubitschek (ndo mostrada no mapa)

08| UFF A palavra “perimetro” vem da combinag3o de dois ¢ formada pelos pontos equidistantes da prefeitura e da

elementos gregos: o primeiro, peri, significa “em torno camara de vereadores.

de”, e o segundo, metron, significa “medida”. A

, e n y Avenida Brasil
O perimetro do trapézio cujos vértices tém coordenadas 7

(—1,0),(9,0),(8,5) e (1,5)é:
® 10+,/29+/26 °
16 ++/29 + /26 E
22+4/26 4
17+2\/% camara

@ 17+29+./26

09| FATEC No plano cartesiano da figura, considere que as catedral | prefeitura
escalas nos dois eixos coordenados sao iguais e que a
unidade de medida linear é 1 cm. Nele, esta represen-

© ®@ @

»

tada parte de uma linha poligonal que comega no ponto 0 1 2 3 4 5 6 7 X
P(0, 3) e, mantendo-se 0 mesmo padrao, termina em um
ponto Q. Sabendo que a distancia real entre a catedral e a prefei-
A tura é de 500 m, podemos concluir que a distancia real,
y em linha reta, entre a catedral e a cdmara de vereadores
é de:
4
3 ® 1.500m
2 ® 500/5 m
! ® 1.000/2 m
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11|

12

13

PUC O ponto B(3, b) é equidistante dos pontos A(6, 0) e
C(0, 6). Logo o ponto B é:

0 (31

B (3,6)

® (3,3

® 3,2

O (3,0

ENEM A figura a seguir é a representagdo de uma regido
por meio de curvas de nivel, que sdo curvas fechadas
representando a altitude da regido, com relagdo ao ni-
vel do mar. As coordenadas estdo expressas em graus de
acordo com a longitude, no eixo horizontal, e a latitude,
no eixo vertical. A escala em tons de cinza desenhada a
direita estd associada a altitude da regido.

70,0 i i i i i i T []soom
700 m
60,8 - D
[ 600 m
60,6 —+ @500 m
400 m
60,4 - .
W300m
60,2 — E200m ’
Il 100 m
I T Y O R N e o=yt
20,0 20,2 204 206 20,8 21,0 21,2 S

Um pequeno helicéptero usado para reconhecimento
sobrevoa a regido a partir do ponto X = (20; 60). O heli-
coptero segue o percurso:
0,8°L—-0,5°N—-0,2°0—-0,1°S—-0,4°N - 0,3 °L

De acordo com as orientagGes, o helicéptero pousou em
um local cuja altitude é:

menor ou igual a 200 m.

maior que 200 m e menor ou igual a 400 m.

maior que 400 m e menor ou igual a 600 m.

maior que 600 m e menor ou igual a 800 m.

(N O I O oo >

maior que 800 m.

FGV No plano cartesiano, M(3, 3), N(7, 3) e P(4, 0) sdo os
pontos médios respectivamente dos lados AB, BC e AC
de um tridngulo ABC. A abscissa do vértice C é:

14

15|

16

FUVEST Se (m +2n, m —4) e (2 — m, 2n) representam o
mesmo ponto do plano cartesiano, entdo m" é igual a:

0O -2
®o
@ /2
(DI
1
E )
PUC Os pontos (0, 8), (3, 1) e (1, y) do plano sdo colinea-
res. O valor de y é igual a:

0O 5
O 6
(C)

®
(EJ

17
3
1

[EEY

2
53

UFMG Nesta figura, esta representado um quadrado de
vértices ABCD:

B(3, 4)
D(a, b)

\

A(0, 0) i

Sabe-se que as coordenadas cartesianas dos pontos A
e B sdo A(0, 0) e B(3, 4). Entdo, é correto afirmar que o
resultado da soma das coordenadas do vértice D é:

0o -2
0 -1
1
®
3
® -3

17| UFMG Seja P(a, b) um ponto no plano cartesiano tal que

0<a<le0<b<1.

As retas paralelas aos eixos coordenados que passam
por P dividem o quadrado de vértices (0, 0), (2, 0),
(0, 2) e (2, 2) nas regides I, II, Il e IV, como mostrado
nesta figura:
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\

0 a 2 X

Considere o ponto Q(v/a? + b2, ab).

Entdo, é correto afirmar que o ponto Q esta na regido:

® 2/17
® 4/17
@Jﬁ

2

19| FGV No plano cartesiano, o triangulo de vértices
A(1, —2), B(m, 4) e C(0, 6) é retangulo em A. O valor
de m é igual a:
0 47
O 48
® 49
® 50

@ 51

20| ITA A area de um triangulo é de 4 unidades de super-
ficie, sendo dois de seus vértices os pontos A(2, 1) e
B(3, —2). Sabendo que o terceiro vértice encontra-se
sobre o eixo das abcissas, pode-se afirmar que suas
coordenadas sdo:

18| UFG Para medir a drea de uma fazenda de forma trian- A <_%’O) ou(5,0)
gular, um agrimensor, utilizando um sistema de loca- 1
lizagdo por satélite, encontrou como vértices desse B/ ( 2:0 )ou (4,0)
triangulo os pontos A(2, 1), B(3, 5) e C(7, 4) do plano 1
cartesiano, com as medidas em km. A area dessa fazen- C/ ( §,0> ou(5,0)
da, em km?Z, é de:
' 17 e de (D) ( %,0) ou (4, 0)
0 5 .
o 17 @ (—+,0)0u(3,0)
RETA

Existem diferentes formas de se apresentar a equa¢do de uma reta. Essas equacGes estabelecem a relagdo entre as coor-

denadas de cada ponto que pertence a essa reta.

Basicamente, podemos determinar a equacgdo de fuma reta de duas formas:

=  Dados dois pontos distintos:

Sé existe uma reta r que passa por dois pontos A e B distintos. Observe a figura a seguir:

A
Y

\
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=  Dados um ponto e uma diregao:

Sé existe uma reta r que passa por um ponto A e que forma um angulo a com o eixo das abscissas no seu sentido positivo.
Observe a figura a seguir:

<
v

EQUACAO GERAL

Dados dois pontos distintos A(x,, y,) € B(xg, Yg) do plano cartesiano, sabemos que s existe uma reta r, que passa por esses
pontos. Observe a figura a seguir:

Clxe Yo
B(Xq, Va)
T Alx, Y,

\/

Para determinar a equacdo da reta r, basta considerar um ponto P(x, y) genérico de r e impor a condi¢do de alinhamento
para A, B e P, ou seja:

x y 1
xAyA1=0
xs yg 1

Desenvolvendo, temos:
YaX T XY T XgY = Xg¥a — XaY — YgX = 0= (y, — y)X T (Xg = X, )y T (X¥g — XgYa) =0

Fazendoy, —yg =2a, Xz — X, = b e X,y — Xgy, = C, temos:

axthby+c=0

Sendo {a, b, c} C IR, com a e b ndo simultaneamente nulos, essa é a equacao geral da retar.
Por exemplo:

=  Para determinar a equagdo da reta r que passa por A(—1, 4) e B(5, —2), basta resolver o seguinte determinante:

x y 1
—1 4 1|=0=4x+5y+2—20+y+2x=0=6x+6y—18=0=x+y—3=0
5 =21

Portanto, a equacdo geral daretar é dadaporx +y—3 =0.
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OBSERVACAO:
Dada aretar: ax + by + ¢ =0, temos que:
= Um ponto P pertence a reta r se, e somente se, as coordenadas de P satisfazem sua equagdo.

=  Para determinar as coordenadas do ponto de intersec¢do da reta r com o eixo das abscissas basta fazer y = 0 em sua
~ . c
equacdo e determinar o ponto (—5, O).

=  Para determinar as coordenadas do ponto de intersec¢do da reta r com o eixo das ordenadas basta fazer x =0 em sua
equacdo determinar o ponto (0, - %)

Por exemplo:
= Dada areta de equagdo 2x + 3y — 6 =0 e o ponto A(6, —2), temos que:
Substituindo as coordenadas do ponto A(6, —2) na equagdo de r, temos:
26+3(-2)—6=12—-6—6=0
Logo, o ponto A pertence a retar.
=  Fazendoy = 0 na equacgao de r, temos:
2x—6=0=x=3
Logo, a reta r intercepta o eixo das abscissas no ponto (3, 0).
=  Fazendo x = 0 na equacdo de r, temos:
3y—6=0=y=2

Logo, a reta r intercepta o eixo das ordenadas no ponto (0, 2).

INTERSECCAO ENTRE RETAS

O ponto P(x,, Y,) € a intersecgdo de duas retas se, e somente se, suas coordenadas satisfazem as equagdes das duas retas.
Portanto, essas coordenadas sdo as solu¢des do sistema linear formado pelas equacgGes dessas retas.

Por exemplo:

=  Para determinar o ponto P de intersec¢do das retasr: 2x —y —1=0e s: 4x + 3y — 17 = 0, temos que resolver o se-
guinte sistema:

{Zx —y—1=0

dx+3y—17=0

Isolando y na primeira equagdo temos y = 2x — 1, que substituimos na segunda equacéo:
4x+3(2x—1)—17=0=x=2ey=3

Portanto, o ponto P(2, 3) é o ponto comum as retasres.

Graficamente, temos:
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CASOS PARTICULARES

"= Sea=0=by+c=0 :y=—%

" Seb=0=>ax+c=0=>x=—%

EQUACAO REDUZIDA

angulo a no triangulo PQR.

Dada a reta r: ax + by + ¢ = 0, temos os seguintes casos particulares:

€ a equacdo de uma reta paralela ao eixo das abscissas. Observe a figura a seguir:

A

A
y

oo

\/

é a equacgao de uma reta paralela ao eixo das ordenadas. Observe a figura a seguir:

A

\
y r

\/

= Sec=0=ax+by=0 éaequacdodeuma

A

reta que passa pela origem do plano cartesiano. Observe a figura a seguir:

A
y

\/

Considere que uma reta r que forma um angulo a com eixo das abscissas no seu sentido positivo e intercepta o eixo das
ordenadas no ponto R(0, n). Observe a figura a seguir:

P(x, y)
R(O, n) o

\/

Para determinar a equacdo reduzida da reta r, basta considerar um ponto P(x, y) genérico de r e calcular a tangente do
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Assim, temos que:

tga=ﬁ= X

n
Fazendo tg @ = m, temos que m = y_n

x_» portanto:

y=mx+n

Sendo {m, n} € IR, essa é a equagdo reduzida da reta r.

Nessa equagdo, temos que:

= m é atangente do angulo a que a reta faz com o eixo das abscissas no seu sentido positivo. Essa constante é chamada
de coeficiente angular, ou ainda, declividade da reta.

= néaordenada do ponto de intersec¢do da reta r e o eixo das ordenadas. Essa constante é chamada de coeficiente linear.
= aéoanguloque aretafaz com o eixo das abscissas no seu sentido positivo. Esse angulo é chamado de inclinagdo da reta.

Graficamente, o coeficiente angular indica o crescimento ou decrescimento da reta, veja:

Se a reta for crescente, o coeficiente angular é a tangente de um angulo agudo, portanto, ele é positivo.

Se a reta for decrescente, o coeficiente angular é a tangente de um angulo obtuso, portanto, ele é negativo.

Se a reta for paralela ao eixo das abscissas, o coeficiente angular é a tangente de 0°, portanto, ele é nulo.

Se a reta for paralela ao eixo das ordenadas, o coeficiente angular é a tangente de 90°, portanto, ele ndo existe.

Observe as figuras a seguir:

A A A
y Am
m>0 m<0

N |
L N

/ X X X X

\ 4
\4

\4

OBSERVACAO:

=  Podemos obter a equagdo de uma reta na forma reduzida a partir de sua forma geral. Para isso, basta isolar a variavel
y na equacado geral. Observe:
ax+tby+c=0=y =—%x+<—%)

Assim, temos que:
m=—23en=-"Y
b b
Por exemplo:
=  Para determinar a equacdo reduzida da reta r da figura a seguir, temos que:

A
y

60°
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Ainclinagdo a da reta r € o suplemento de 60°, ou seja, @ = 180° — 60° = 120°.
O coeficiente angular da retar é m = tg 120° =—/3.
O coeficiente linear daretar é n = 4.

Portanto, a equacdo reduzidadaretaréy =—y/3x+4.

EQUACAO FUNDAMENTAL

Considere que uma reta r que forma um angulo a com eixo das abscissas no seu sentido positivo e que passa pelo ponto
Q(xy, Yq)- Observe a figura a seguir:

\
v

Para determinar a equacdo fundamental da reta r, basta considerar um ponto P(x, y) genérico de r e calcular a tangente do
angulo a no triangulo PQR.

Assim, temos que:

A= QaR T x—xo
Y~ Yo
X — Xo

Fazendo tg @ = m, temos que m = , portanto:

Yy = Yo = m(x — xo)

Essa é a equagdo fundamental da reta r.
Por exemplo:
= Vamos obter a equacdo geral da reta que passa pelo ponto P(2, —5) e tem inclinagdo 135°.
Seu coeficiente angular é m =tg 135° = —1.
Substituindo emy — y, = m(x — x,), temos que:
y—(-5)=—1x—2)=>y+5="x+2=y=—x—3

Portanto, a equacdo geral daretaréx+y+3=0.

OBSERVAGOES:
= Sendo S(x,, y;) um outro ponto da reta y — y, = m(x — x,), temos que:
1~ Yo A
Y1—Yo— m(xl—xo) =>m :ﬁ_-. m ZA—I

Note que existem trés maneiras de se determinar o coeficiente angular de uma reta:
~ a
= Dada aequacdo geral da reta ax + by + ¢ =0, temos que m = b

A
= Dados dois pontos A(x,, Y,) € B(xg, y;) da reta, temos que m = A%

= Dadaainclinagdo a da reta, temos que m = tg a.
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EQUACAO SEGMENTARIA

Considere uma reta r que intercepta o eixo das abscissas no ponto A(p, 0) e o eixo das ordenadas no ponto B(0, g), com p

e g ndo nulos. Observe a figura a seguir:
A
y

r\ B(0, a)

Alp,0)
p \ X"

Para determinar a equacdo da reta r, basta considerar um ponto P(x, y) genérico de r e impor a condi¢cdo de alinhamento
para A, B e P, ou seja:

o T X

o o<

e
Il
o

Desenvolvendo, temos:
pg —ax—py=0= gx+ py =pq
Dividindo os membros da ultima equacgdo por pg, obtemos:
X, Y
24+t =1
pq
Essa é a equagdo segmentadria da retar.

Por exemplo:
= Para obter a forma segmentdria da equagdo 3x + 4y — 12 =0, temos que:

3x+4y —12=0=3x+4y =12
Dividindo todos os termos dessa equagdo por 12, obtemos a equagdo % + % = 1, na forma segmentdria.
= O denominador do x indica a abscissa do ponto que a reta intercepta o eixo das abscissas, ou seja, o ponto (4, 0).

= (O denominador doy indica a ordenada do ponto que a reta intercepta o eixo das ordenadas, ou seja, o ponto (0, 3).

EQUACOES PARAMETRICAS

A equacdo de uma reta escrita em funcdo de uma terceira variavel, também denominada parametro, é chamada de equa-
¢do paramétrica da reta.

Normalmente utiliza-se a letra t para identificar o parametro mas, a notagdo pode variar de acordo com o a situagdo em
questdo. Assim, a reta r pode ser expressa através da parametriza¢do da equacgao, da seguinte forma:

{x =f(t)
y =g(t)
Para encontrar a equacdo geral ou reduzida, a partir das equagdes paramétricas, basta eliminar o parametro t.

Por exemplo:

= Vamos determinar a equagdo geral da seguinte reta de equagdes paramétricas.
Xx=4—-t
y=6+t

Adicionando as duas equagdes membro a membro, obtemos a equagdo x +y = 10, na forma geral.
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POSICOES RELATIVAS ENTRE DUAS RETAS
PARALELAS

Duasretas,r:y=mx+n_e s:y=mx+n, sdo paralelas se, e somente se, tém os coeficientes angulares iguais. Observe
a figura a seguir:

v

Como as retas r e s s30 paralelas, temos que . = B = tga = tg
Portanto, temos que:

mr = Ms
Observagoes:

* Duas retas r e sdo paralelas e distintas se, e somente se, possuem coeficientes lineares diferentes, ou seja, n, # n..
=  Duas retas r e sdo paralelas e coincidentes se, e somente se, possuem coeficientes lineares iguais, ou seja, n.=n,.
= Duasretasre s sdo concorrentes se, e somente se, possuem coeficientes angulares diferentes, ou seja, m_# m._.

PERPENDICULARES

Duas retas, r:y=mx+n_e s:y=mx+ n, sdo perpendiculares se, e somente se, o produto de seus coeficientes angu-
lares é —1. Observe a figura a seguir:

Note que as duas retas sdo perpendiculares e 3 é dngulo externo do tridngulo retangulo, entdo:
1Y T T
B =oc+7=>—a 27—[_)) :>tg(—0t)=tg<7—[3):—tga= COth
1
tgo=——" >tgotgp=—1
g wp ~ B8P

Fazendo tga = mr e tg B = ms, temos que:

mi.ms =—1
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Por exemplo:

= Asretasr:2x —3y —1=0es: —4x + 6y + 3 = 0sdo paralelas, pois mf = ms = %

= Asretasr:3x+2y —5=0es: —2x + 3y + 7= 0 sdo perpendiculares, pois mr :_% ems = % Assim, mi.ms =—1.

ANGULO ENTRE RETAS

Duas retas coplanares podem ser paralelas ou concorrentes. J4 vimos um caso particular de concorréncia, que é o perpen-
dicularismo. Agora veremos o caso geral, em que as retas se interceptam formando um angulo qualquer.

Assim, considere duas retas coplanares r e s, cujos coeficientes angulares sao, m, e m,, respectivamente, que se intercep-
tam segundo o angulo O # 90°. Observe a figura a seguir:

A
y

/

Observe que 3 é angulo externo do tridngulo, entio P=a+06=0=pP—a.

Assim, temos que:

g0 =tg(P—a)
Dai, temos que:
_ tgP—tga
0= 1 B ga
Fazendo tg 0L = m e tg B = ms, temos que:
_ _Mr—ms
tg e - 1+ mr.Ms

Dependendo da posi¢do das duas retas no plano, o 4ngulo 8 pode ser agudo ou obtuso. Se angulo for agudo, temos que:

_ | mr—ms
tg6 = 1+ mr.ms
0 angulo obtuso serd o suplemento de 0 obtido por essa expressio.
Por exemplo:

=  Vamos calcular o angulo agudo formado pelasretasr: 2x+y—5=0es:x+y—2=0.

~2-(-1)

mr — ms :‘ :‘_l‘:l
1+(=2)(-1) 313

1+mr.ms

tg0 =

Portanto, o dngulo agudo formado pelas retas é 6 = arc tg(%).
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DISTANCIA DE PONTO A RETA

Considere um ponto P(x,, y,) € uma reta r: ax + by + ¢ = 0. Observe a figura a seguir:

A
y

yO P (XOI yO)

\ 4

Xo X

Nessa situacdo, é possivel demonstrar através da distancia entre os ponto P e Q, que a distancia (d) entre o ponto P e a reta
r é dada por:

|axo + byo + c|
d="—"—="5
ya +b
Por exemplo:

= Vamos calcular a distancia entre o ponto P(1, 6) earetar: —3x + 4y + 4 =0.

_[=31+46+4] _
V(=37 +4

_125] _

V25

d d 5

SEMIPLANOS — INEQUACOES DO 1° GRAU

Toda reta r contida em um plano @, divide esse plano em duas regides que chamadas de semiplanos, ambos com origem
na propria reta. Cada um desses semiplanos podem ser representados por inequag¢des do 12 grau com uma ou duas incognitas.
Observe os casos a seguir:

Se areta r é paralela ao eixo das abscissas, entdo sua equagdo do tipo y = k. O semiplano acima da reta é representado por
y > k e o semiplano abaixo da reta é representado por y < k. Observe as figuras a seguir:

y >k ‘ y <k

\/
A\ 4
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Se areta r é paralela ao eixo das ordenadas, entdo sua equacédo do tipo x = k. O semiplano a direita da reta é representado
por x > k e o semiplano a esquerda da reta é representado por x < k. Observe as figuras a seguir:

x> k ‘ x <k

Se reta r é obliqua em relagdo aos eixos coordenados, entdo sua equagao do tipo y = mx + n. O semiplano acima da reta é
representado por y > mx + n e o semiplano abaixo da reta é representado por y < mx + n. Observe as figuras a seguir:

y>mx+n ‘ y<mx+n

E EXERCICIOS RESOLVIDOS

01| Escreva a equagdo geral da reta que passa pelos pontos Portanto, a equagdo geral da reta r é dada por
A(—1,2) e B(3, 5). —3x+4y—11=0.
Resolugao:

02| Escreva a equagdo geral da reta r paralela ao eixo das abs-
Seja r a reta determinada pelos pontos A(—1, 2) e B(3, 5) cissas que passa pelo ponto (2,—1).

e P(x, y). Pela condigdo de alinhamento entre trés pontos,

Resolugao:
temos:
Se a reta r é paralela ao eixo Ox , entdo sua equagdo é
121 do tipo y = k, sendo k uma constante real. Como r passa
3 511=0 pelo ponto de ordenada — 1, podemos concluir que sua
x y1 equagdo serd y = — 1. Na forma geral, temos y + 1 = 0.

Calculando o determinante, temos:

—5+3y+2x—5x+ty—6=0

03| Determine o valor de p para que as retas de equagoes,

y =2x + 2 e 4x — py — 3 = 0 sejam paralelas.
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Resolugao:

Sabemos que duas retas, r e s sdo paralelas se, e so-
mente se, tém os coeficientes angulares iguais. Assim:

ry=2x+2=m,=2

s:4x—py—3=0=>y=%=>ms=%

_ ] S
Comomr—ms, entdo: P =2..p=2

04| Determine a equacgdo geral da reta s que passa pelo ponto
A(3, 1) e é perpendicular a reta r de equagdo y = 2x — 1.
Resolugao:

Sabemos que duas retas, r e s sdo perpendiculares se,
e somente se, seus coeficientes angulares sGo opostos
e inversos, ou seja, m_. m = — 1. Assim:

2.ms=—1= mSZ—%

Como a reta s passa pelo ponto A(3, 1), temos:
y—1 =—%(x—3):>2y—2 =—x+3

Portanto, a equagdo geral da reta s é dada por
x+2y—5=0.

05| Determine a distancia entre o ponto P(1, 2) e a reta r de
equacao4x+3y—2=0.
Resolugao:

Sabemos que a distdncia d do ponto P(x, y,) a uma reta
r:ax + by + c =0, é dada por:

|axo + byo + c|

d= 7.0
va“+b
Logo:
4.1+32—-2

gl Ea=d

N

Portanto, a distdncia é de 1,6 u.c.

=16

EXERCICIOS DE FIXACAO

01| Escreva a equagdo geral da reta que passa pelos pontos:
O (0,3)e(2,5)
O (-1,3)e(-2,4)

® (5.-1)e(-22)

02| Escreva a equacdo geral da reta que passa pela origem e
pelo ponto A(—2, 5).

03| Escreva a equacgdo geral da reta r destacada abaixo:

A

y

-1

/!

04| Escreva a equagdo reduzida de cada uma das retas re-
presentadas abaixo:

(A}
A
y
60°
X »
-2
(B)
A
\ y
6
45°
N 5

05| UERJ Uma particula parte do ponto A(2, 0), movimen-
tando-se para cima (C) ou para a direita (D), com veloci-
dade de uma unidade de comprimento por segundo no
plano cartesiano.
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O grafico a seguir exemplifica uma trajetdria dessa par-
ticula, durante 11 segundos, que pode ser descrita pela
sequéncia de movimentos CDCDCCDDDCC.

A
Y

A

0] A X

»
>

Admita que a particula faga outra trajetéria composta
somente pela sequéncia de movimentos CDD, que se
repete durante 5 minutos, partindo de A. Determine a
equacdo da reta que passa pela origem O (0, 0) e pelo
ultimo ponto dessa nova trajetoria.

06| Determine a posigdo relativa entre as retas de equagoes:
O y=3x—1lebx—2y+1=0
® 3x—y+4=0e2x+y—7=0

® y=—Z+5e6x—4y+5=0

07| Determine a equagdo geral da reta r nos seguintes casos:

A

08| UEL Um passaro sobrevoa uma rampa conforme mostra a
figura. A ave faz seu voo em linha reta e paralela a calgada.

o

Muro de
apoio

135°

TI i
——3m—

calgada

() Sabendo-se que a rampa forma um angulo de 135°
com a calgada, conforme mostra a figura, e que a
distancia do muro de apoio até o pé da rampa é de
3 metros, calcule o comprimento da rampa.

() Determine a menor distancia entre o pdassaro e a
rampa no instante em que o passaro se encontraa 5
metros do muro e a 6 metros da calgada em que se
apoia a rampa. Apresente os cdlculos realizados na
resolugdo de cada item.

09| UNESP Duas plantas de mesma espécie, A e B, que nas-
ceram no mesmo dia, foram tratadas desde o inicio com
adubos diferentes. Um botanico mediu todos os dias o
crescimento, em centimetros, destas plantas. Apds 10
dias de observacdo, ele notou que o grafico que repre-
senta o crescimento da planta A é uma reta passando
por (2, 3) e o que representa o crescimento da planta B

(24x — X2)
12 :

Um esbocgo desses graficos esta apresentado na figura.

pode ser descrito pela lei matematica y =

altura y (centimetros)

A planta A

planta B

i =x(dias)
Determine:
0 aequagdo da reta;

® o dia em que as plantas A e B atingiram a mesma
altura e qual foi essa altura.

10| FGV Um mapa é localizado sobre um sistema de eixos
cartesianos ortogonal, de modo que a posicdo de uma
cidade é dada pelo ponto P(1, 3). Um avido descreve
uma trajetoria retilinea segundo a equacgédo x + 2y = 20.

@ Em qual ponto da trajetdria, o avido se encontra
mais proximo da cidade?

(® Nas condigdes do item anterior, qual a distancia da

cidade ao avido?
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ENEM E VESTIBULARES

01| CFT A tabela seguinte mostra o nimero de ovos postos,

por semana, pelas galinhas de um sitio
Semana :;:;:E:: 83 Numero de ovos (y)
12 2 11
228 3 18
32 4 25
42 5 32

Considerando-se esses dados, é correto afirmar que os
pares ordenados (x, y) satisfazem a relagdo:

Uma representagdo no plano cartesiano ortogonal ape-

0O y=4x+3 nas dos pares (x, y), com ambas coordenadas dadas em
metros, que atendem as normas técnicas da obra, é:
O y=6x—1
(A}
® y=7x-3 A
y
® y=5x+7 3
02| PUC Arquimedes, candidato a um dos cursos da Faculda- 2%
de de Engenharia, visitou a PUC-RS para colher informa- \
¢oes. Uma das constatagdes que fez foi a de que existe 1
grande proximidade entre Engenharia e Matematica. Em 0,8
uma aula de Geometria Analitica, o professor salientava o
a importancia do estudo de triangulos em Engenharia, e 0] 091 2 3 X
propds a seguinte questdo: (B)
O triangulo determinado pelos pontos A(0, 0), B(5, 4) e Ay
C(3, 8) do plano cartesiano tem area igual a. 3
Feitos os calculos, os alunos concluiram que a resposta
correta era: 21
(A JV) 1
0,9
O 4 \
® 6 0| 081 2 3 x>
® 14 = A
y
G 28 3
03| UFTM Uma pessoa em cadeira de rodas necessita de 24
espaco minimo para a rotagdo da sua cadeira em um )
corredor que da acesso a uma porta. De acordo com as 1
normas técnicas da obra, a largura minima (x) do corre- 0,8
dor deve ser de 90 cm, a da porta (y) de 80 cm e, além . %
disso, é necessario que a soma dessas duas medidas seja of 091 25 3 X

igual ou maior que 2 m.
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A (E) % —11.000 uma redugdo das taxas de mortalida-

y de nos paises onde iniciou-se a Revolugdo Industrial,
3 além da manutencdo de elevadas taxas de natalidade.

2 05| ENEM Os procedimentos de decolagem e pouso de uma
Y aeronave sdao os momentos mais criticos de operagao,
0,9 : necessitando de concentragdo total da tripulacdo e da
torre de controle dos aeroportos. Segundo levantamen-
ol o8 1 2 T x to da Boeing, realizado em 2.009, grande parte dos aci-

h dentes aéreos com vitimas ocorre apos iniciar-se a fase
{E] de descida da aeronave. Desta forma, é essencial para os
y procedimentos adequados de seguranga monitorar-se o
3 tempo de descida da aeronave.

\/

A tabela mostra a altitude y de uma aeronave, registrada
pela torre de controle, t minutos apds o inicio dos proce-
dimentos de pouso.

tempo t

\/

0| 091 2. 3 X (em minutos)

belh B 10000 | 8000 | 6000 | 4000 | 2000

(em metros)

04| UFG Analise o gréfico a seguir, que representa a popula-
¢dao mundial, em milhdes, entre os anos de 1.800 e 2.010.

Considere que, durante todo o procedimento de pouso,

8000 arelacdo entrey et é linear.
7000 Disponivel em www.meioaereo.com.br
buou De acordo com os dados apresentados, a relagdo entre y
5000 4
74 et é dada por:
4000 L/ p
3000 O y=-400t
2000 ]
| O y=-2.000t

1000 ——

® y=28.000— 400t

@?Q § :39 § &”6 § é’? § (® y=10.000 — 400t
(@ y=10.000— 2.000t

Denotando por p(t) a populagdo mundial, em milhdes,
no ano t, é possivel aproximar diferentes trechos do gré- | gg

UDESC A prefeitura de uma cidade planeja construir um

fico por fungdes afins. Com relacdo a dinamica histori- terminal rodovidrio em um ponto estratégico da cidade.
co-demogréfica, representada no grafico, observa-se, no Para isso sera necessdrio construir duas novas estradas,
periodo em que p(t) aproxima-se de: uma ligando o novo terminal ao aeroporto e outra a prin-
© 75t — 144.000 um aumento da estabilidade politica cipal rodovia de acesso a cidade. Sabe-se que o aeroporto

estd localizado 8 km a oeste e 6 km ao sul do novo termi-
nal, enquanto que em um trecho sem curvas da rodovia
sdo conhecidos dois pontos de referéncia A e B. O ponto
A dista 2 km a leste e 14 km ao norte do terminal a ser
construido, enquanto o ponto B estd localizado 8 km a les-
te e 4 km ao sul do mesmo terminal. Nessas condigGes, a
® % —11.000 um aumento da expectativa de vida guantidade minima x em km de estradas a ser construida
pertence ao intervalo:

da populagdo, com o desenvolvimento cientifico e
tecnoldgico decorrente das corridas espacial e ar- 0O 9,5<x<10,5
mamentista. 16,5 < x < 17,5
15,5 < x < 16,5
30 <x <31

31 <x <32

mundial, evidenciado pela inexisténcia de conflitos
internacionais.

() 75t — 144.000 uma redugdo das desigualdades so-
cioecondmicas, com a coletivizagdo dos meios de
produgdo nos paises socialistas.

(D} % — 11.000 uma redugdo da fome nos paises afri-

canos em decorréncia do processo de descoloniza-
¢do, além da melhora das condi¢Ges sanitarias e de
saude publica.

@ 0@ O
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07| UFSM A figura mostra um jogo de videogame, em que

avides disparam balas visando a atingir o alvo. Quando
0 avido estd no ponto (1, 2), dispara uma bala e atinge o
alvo na posicado (3, 0).

Sendo r a reta determinada pela trajetéria da bala, ob-
serve as seguintes afirmativas:

I. O ponto P(%, %) pertencear.

Il. A retar é perpendicular a reta que passa pela ori-
gem e pelo ponto médio do segmento AB, onde
A(0, 3) e B(3, 0).

IIl. Aretaréparalelaaretas:2x—2y+5=0.
Esta(3o) correta(s):

0 apenas |

® apenaslell

® apenas llI

(® apenasllelll

O Luell

08| UFSM O uso de fontes de energias limpas e renovaveis,

como a energia edlica, geotérmica e hidraulica, é uma
das agbes relacionadas com a sustentabilidade que visa
a diminuir o consumo de combustiveis fésseis, além de
preservar os recursos minerais e diminuir a poluigdo do
ar. Em uma estacdo de energia edlica, os cata-ventos C,,
C, e C; estdo dispostos conforme o grafico a seguir.

A
S

ol e A

30 A{

AN C
10 G
50 100 200 X

Para que um cata-vento de coordenadas (x, y) esteja
alinhado com o cata-vento C, e com o ponto médio do

segmento C,Cs é necessério e suficiente que:
0 2x+ 15y = 850

O 5y—x+50=0

® 55y —26x+2050=0

® 4x+5y=450

@ 5Sy—6x+550=0

09| UFG Durante um ciclo hidrolégico completo, conside-
ra-se que o volume total de dgua que passa por uma
determinada se¢do do rio no exutério de uma bacia hi-
drografica é igual ao volume de 4dgua precipitado na ba-
cia menos o volume de dgua que volta para a atmosfera
por evapotranspiragdo. Em determinado ano, o volume
total de dgua que passou por essa sec¢do do rio foi de
20 milhdes de metros cubicos e a profundidade média
anual nesse ponto do rio foi de 30 metros. No ano se-
guinte, nesta mesma se¢do, o volume de agua e a pro-
fundidade média foram Q e h, respectivamente, como
indica o grafico a seguir.

A

£

Q

©

[¢°]

S

T

5 30 10°

o

n- A -
20.000 Q

Volume (milhares de m3)

Sabendo-se que tanto o volume de agua precipitado
qguanto a perda por evapotranspiragdo aumentaram, de
um ano para o outro, em 0,49% e que o grafico utiliza a
mesma escala para os dois eixos, o valor da profundida-
de h, em metros, foi de, aproximadamente:

Dados: sen(10°) =~ 0,17, cos(10°) = 0,98
30,15
31,47
44,70
47,00
98,00

(I I O o )

10

ENEM Nos ultimos anos, a televisdo tem passado por
uma verdadeira revolu¢do, em termos de qualidade de
imagem, som e interatividade com o telespectador. Essa
transformacdo se deve a conversdo do sinal analdgico
para o sinal digital. Entretanto, muitas cidades ainda nado
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contam com essa nova tecnologia. Buscando levar es- | 12| UEL NUmeros totais de transferéncias de jogadores bra-

ses beneficios a trés cidades, uma emissora de televisdao sileiros de futebol por regido de destino (2.007—2.009)
pretende construir uma nova torre de transmissao, que
envie sinal as antenas A, B e C, ja existentes nessas cida- Regido de 2007 | 2008 | 2009* | Total
des. As localizagdes das antenas estdo representadas no Destino
plano cartesiano: Africa 16 14 19 49
y(km)}
América do 27 35 14 76
70 Central
60 América do
23 34 29 86
50 C Norte
40 3
Américado |2, | 105 | 62 | 239
30 A : Sul
20 ]
0 Asia 213 | 152 127 492
> Europa
10 20 30 40 50 60 70 80 90 x(km' OrienF;aI 135 | 149 60 344
: P, Europa
A torre deve estar situada em um local equidistante das X 500 | 565 185 | 1250
trés antenas. Ocidental
O local adequado para a construcdo dessa torre corres- Oceania 10 10 8 28
ponde ao ponto de coordenadas: Oriente Médio | 89 112 27 228
O (65,35) Total 1085 | 1176 | 531 | 2792
O (53,30
*Dados referentes ao primeiro semestre do ano.
® (45, 35)
(RUGGI, L. ; RESENDE, R.; CARNIEL, F. Em campo com passaporte: notas sobre as
@ (50, 20) transferéncias internacionais de jogadores de futebol brasileiros.
G (50 30) Disponivel em: <www.humanas.ufpr.br/evento/SociologiaPolitica>. Acesso em: 27 jun. de
! 2.010.)
11| INSPER Na malha quadriculada 40 X 60 esquematizada Observe, na tabela, os dados referentes as transferéncias
na figura a seguir, estdo marcados os pontos P, Q, Re S. de jogadores para o Oriente Médio.
A - Assinale a alternativa que preenche corretamente as la-
L cunas a seguir.
8 A reta de equacgdo passa pelos pontos (2.007,89)
-r% e (2.008,112). Se utilizdssemos essa reta para prever o
= numero de transferéncias em todo o ano de 2.009, teri-
o eee A q
N Q amos transferéncias.
S
Nota: Os dados referentes a 2.009 sdo parciais, portanto
VP R ndo devem ser considerados.

60 quadrados 0 y=16(x—2.007)+70e118

A reta PQ intercepta a reta RQ em um ponto que per- ® y=21(x~2.007)+70e85

tence ao interior de um dos quadrados sombreados. ® y=23(x—2.007)+89e135

Esse quadrado estad identificado pela letra:
® y=21(x—2.007)+89e 126

@ y=23(x—2.007)+89e133

13

PUC Suponha que no plano cartesiano mostrado na fi-
gura abaixo, em que a unidade de medida nos eixos co-
ordenados é o quildmetro, as retas r e s representam os

(I O I oo >
m O O W
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trajetos percorridos por dois navios, N, e N,, antes de

ambos atracarem em uma ilha, localizada no ponto I.
A A

\/

/3 X

Considerando que, no momento em que N, e N, se en-
contravam atracados em |, um terceiro navio, N3, foi lo-
calizado no ponto de coordenadas (26, 29), a quantos
quilémetros N, distava de I?

28
30
34

© @ @ 9

36
O 40

14| UFPR Um baldo de ar quente foi langado de uma rampa
inclinada. Utilizando o plano cartesiano, a figura ao lado
descreve a situagao de maneira simplificada.

A
y

20

\/

10 20 %

Ao ser lancado, o baldo esticou uma corda presa aos
pontos P e Q, mantendo-se fixo no ar. As coordenadas
do ponto P, indicado na figura, sdo, entdo:

0 (21,7)

O (22,8)

® (24,12)

® (25,13)

O (26,15)

15| CEFET Numa “caga ao tesouro” promovida por uma es-
cola, a equipe azul recebeu a seguinte instrucdo:

“A préxima pista se encontra numa das cartas numeradas
fixadas no edital da cantina. A referida carta tem o nime-

ro correspondente a distancia entre os pontos A e B da
figura a seguir”.

B(1, 5)

r:3x—2y—27=0

A
/C(lO, -7)

O numero contido na carta era:
0 14

0 2/5

® 15

® 10

(E I

16| ENEM Uma familia deseja realizar um jantar comemora-
tivo de um casamento e dispGe para isso de um saldo de
festas de um clube, onde a area disponivel para acomo-
dagdo das mesas é de 500 m2. As 100 mesas existentes
no saldo encontram-se normalmente agrupadas duas a
duas, comportando 6 cadeiras. A drea de cada mesa é
de 1 m? e 0 espago necessario em torno deste agrupa-
mento, para acomodagdo das cadeiras e para circulagdo,
¢ de 6 m2. As mesas podem ser dispostas de maneira
isolada, comportando 4 pessoas cada. Nessa situagao, o
espaco necessario para acomodacdo das cadeiras e para
circulagdo é de 4 m2. O nimero de convidados previsto
para o evento é de 400 pessoas.

Para poder acomodar todos os convidados sentados,
com as mesas existentes e dentro da area disponivel
para acomodagdo das mesas e cadeiras, como deverdo
ser organizadas as mesas?

() Todas deverio ser separadas.

(® Todas mantidas no agrupamento original de duas
mesas.

® Um terco das mesas separadas e dois tercos agrupa-
das duas a duas.

(® Um quarto das mesas separadas e o restante em
agrupamento de duas a duas.

(@ Sessenta por cento das mesas separadas e quarenta
por cento agrupadas duas a duas.
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CONCEITOS BASICOS

Geometria Euclidiana, o nome se deve a Euclides, foi ele
guem sistematizou os conhecimentos geométricos que, em
parte, ja eram do dominio dos matematicos da Antiguidade
Classica. Apesar de sabermos muito pouco sobre a vida de Eu-
clides, matematico que viveu por volta do ano 300 a.C., fre-
guentemente atribuimos a ele o titulo de “pai da geometria”
devido as suas importantes contribui¢des ao estudo desse ramo
da matematica, contidas na monumental obra Os Elementos.
Acredita-se que o livro de Euclides, escrito originalmente em 13
volumes, tenha sido a segunda obra mais editada na histéria do
homem, perdendo apenas para o nimero de edi¢des da Biblia.
Durante varias geragdes, a obra foi usada como manual para
o ensino de geometria devido ao rigor matematico com que
tratava o assunto.

NOCOES PRIMITIVAS

As nocOes (conceitos) geométricas sdo estabelecidas por
meio de definigdo.

As nogdes primitivas sdo aceitas sem definicdo. Aceitare-
mos sem definir as nogdes de: PONTO, RETA e PLANO, de cada
um desses termos temos conhecimento intuitivo, vindos da ex-
periéncia e observagao. Euclides de Alexandria

Adotaremos as seguintes notagdes:

PONTO (letras maitsculas do nosso alfabeto): A, B, C, ...

A
[ ]
(O ponto A)
RETA (letras minusculas do nosso alfabeto): a, b, c, ...
a
(Areta a)
PLANO (letras minusculas do alfabeto grego): o, 3, A, ...
a
(O plano @)

Conhecga o alfabeto grego, pronuncia, maiusculas e minudsculas no apéndice da pdagina 268.
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PROPOSICOES PRIMITIVAS
As proposicGes (propriedades) geométricas sdo aceitas por meio de demonstragdes.

As proposigdes primitivas (postulados, axiomas) sdo aceitas sem demonstragdo. Vejamos alguns postulados relacionando
o ponto, a reta e o plano:

POSTULADO 1 | Em uma reta, bem como fora dela, ha infinitos pontos.

A

D
Aer,Ber,C&reD&Er

POSTULADO 2 | Em um plano hd infinitos pontos.

AcaBea,CecaeD & a

POSTULADO 3 | Dois pontos distintos determinam uma Unica reta que passa por eles.

& ® ® >
< A @ >

A B

Aretar é a Unica reta que passa porAe B

r

(retas coincidentes se equivalem a uma Unica reta)

POSTULADO 4 | Trés pontos ndo colineares (ndo pertencentes a uma mesma reta) determinam um Unico plano que passa
por eles.

°B

A °C

O plano @ é o Unico plano que passa por A,Be C

POSTULADO 5 | Se uma reta tem dois pontos distintos em um plano, entdo a reta estd contida nesse mesmo plano.

a

Aca,BEa=rCca
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POSICOES RELATIVAS ENTRE RETAS
COPLANARES

Duas retas que estdo contidas no mesmo plano sdo chamadas de retas coplanares.

r a

S

<\>

S

rca,sCo=res(coplanares)

CONCORRENTES
Duas retas coplanares sdo concorrentes quando possuem um Unico ponto em comum.
S a
P r

rns={P}
PARALELAS

Duas retas coplanares sdo paralelas quando ndo possuem ponto em comum.

A
v

A
v

rns=yg
REVERSAS

Duas retas que ndo estao contidas no mesmo plano sdao chamadas de retas reversas.

A

r S

/

v

N3o existe um Unico plano que contenha asretasres
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E EXERCICIOS RESOLVIDOS

01| UNICAMP E comum encontrarmos mesas com 4 per-
nas que, mesmo apoiadas em um piso plano, balancam
e nos obrigam a colocar um calgo em uma das pernas
se a quisermos firme. Explique usando argumentos de
geometria, por que isso ndao acontece com uma mesa
de 3 pernas.

Resolugao:

As mesas de trés "pernas" ndo balangam, pois os seus
trés "pés" determinam um unico plano.

02| UFPE Em quantas regides quatro retas distintas dividem
o plano, sabendo-se que ndo ha duas retas paralelas
nem trés concorrentes no mesmo ponto?

Resolugao:
11 regides, veja:

E EXERCICIOS DE FIXACAO

01] Julgue os itens:

) Por um ponto passam infinitas retas.

) Em uma reta e fora dela existem infinitos pontos.

) Por trés pontos dados passa uma sé reta.

WO

(
(
() Por dois pontos distintos passa uma reta.
(
(

) Uma reta contém dois pontos distintos.

02| Considerando dois pontos distintos A e B, responda:

() Quantas retas vocé pode tragar passando pelo pon-
to A?

() Quantas retas vocé pode tracar passando pelo pon-
to B?

(® Quantas retas vocé pode tracar passando pelos pon-
tos A e B simultaneamente?

03] Julgue os itens:

@ ( )Trés pontos distintos sdo sempre n3o colineares.

® ( )Trés pontos distintos s3o sempre n3o coplanares.

® ( ) Quatro pontos todos distintos determinam
duas retas.

® ( ) Se uma reta tem dois pontos distintos em um

plano, entdo a reta esta contida nesse mesmo plano.
® ( )Tréspontos n3o colineares determinam um Gni-
co plano que passa por eles.

04| Considerando os pontos P, Q e R da figura seguinte, res-
ponda:

Q

e O

() Quantas retas vocé pode tracar passando por dois
desses pontos?

(® Quantas retas vocé pode tracar passando pelos trés
pontos simultaneamente?

05| UEG As arestas do hexaedro regular (cubo) representa-
do abaixo estdo identificadas pelos vértices. Para cada
par de arestas existem trés possibilidades de posi¢do
entre elas: concorrentes, paralelas ou reversas. ldentifi-
que, em cada item, a posigao dos pares solicitados.

H G

A B
AB e HG
FB e BC
EA e HD
HG e EA
EC e HG
CG e AE

06| Millér Fernandes, em uma bela homenagem a Matema-
tica, escreveu:
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Poesia Matematica

As folhas tantas

do livro matematico

um Quociente apaixonou-se

um dia

doidamente

por uma Incdgnita.

Olhou-a com seu olhar inumeravel

e viu-a do apice a base

uma figura impar;

olhos romboides, boca trapezoide,
corpo retangular, seios esferoides.

Fez de sua uma vida

paralela a dela

até que se encontraram

no infinito.

“Quem és tu?”, indagou ele

em ansia radical.

“Sou a soma do quadrado dos catetos.
Mas pode me chamar de Hipotenusa.”
E de falarem descobriram que eram

(o que em aritmética corresponde

a almas irmas)

primos entre si.

E assim se amaram

ao quadrado da velocidade da luz
numa sexta potenciagao

tragando

ao sabor do momento

e da paixdo

retas, curvas, circulos e linhas sinoidais
nos jardins da quarta dimensao.
Escandalizaram os ortodoxos das féormulas euclidiana
e os exegetas do Universo Finito.
Romperam convengdes newtonianas e pitagdricas.
E enfim resolveram se casar

constituir um lar,

mais que um lar,

um perpendicular.

Convidaram para padrinhos

o Poliedro e a Bissetriz.

E fizeram planos, equacdes e diagramas para o futuro

07

sonhando com uma felicidade

integral e diferencial.

E se casaram e tiveram uma secante e trés cones
muito engracadinhos.

E foram felizes

até aquele dia

em que tudo vira afinal

monotonia.

Foi entdo que surgiu

O Maximo Divisor Comum
frequentador de circulos concéntricos,
Viciosos.

Ofereceu-lhe, a ela,

uma grandeza absoluta

e reduziu-a a um denominador comum.
Ele, Quociente, percebeu

que com ela ndo formava mais um todo,
uma unidade.

Era o triangulo,

tanto chamado amoroso.

Desse problema ela era uma fragéo,

a mais ordinaria.

Mas foi entdo que Einstein descobriu a Relatividade
e tudo que era espurio passou a ser
moralidade

como alids em qualquer

sociedade.

Texto extraido do livro Tempo e Contratempo, Edi¢des O Cruzeiro — Rio de Janeiro, 1954,

pag. sem nimero, publicado com o pseudénimo de Vdo Gogo.

Em: “Fez da sua uma vida paralela a dela, até que se
encontraram no Infinito.”, Millér comete um erro geo-
métrico, baseado em seus conhecimentos de geometria
plana, explique esse erro.

UFAL Analise as afirmativas abaixo.

() ( )Duas retas que ndo tém pontos comuns sempre
sdo paralelas.

® ( ) Duas retas distintas sempre determinam um
plano.

® ( )Uma reta pertence a infinitos planos distintos.

® ( ) Trés pontos distintos sempre determinam um
unico plano.

(@ ( ) Duas retas coplanares distintas s3o paralelas.
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ENEM E VESTIBULARES

01| UNIFESP Dois segmentos dizem-se reversos quando
ndo sdo coplanares. Neste caso, o numero de pares de
arestas reversas num tetraedro, como o da figura, é:

A

© @ @O
©S P N w o

@

02| MACK , s e t sdo retas distintas tais que s é perpendicu-
lar ar e t é perpendicular a r. Relativamente as retas s e
t, podemos afirmar que:

Elas podem ser unicamente paralelas ou concorrentes.
Elas podem ser unicamente paralelas ou reversas.

Elas podem ser unicamente concorrentes ou reversas.

© ®@ @ O

Elas podem ser paralelas, concorrentes ou reversas.
(@ Elas podem ser unicamente reversas.
03| UNESP Entre todas as retas suportes das arestas de um

certo cubo, considere duas, r e s, reversas. Seja t a per-
pendicular comum ar e a s. Entdo:

() téaretasuporte de uma das diagonais de uma das
faces do cubo.

t é a reta suporte de uma das diagonais do cubo.
t é a reta suporte de uma das arestas do cubo.

t é a reta que passa pelos pontos médios das arestas
contidasemres.

@ O @0

t é a reta perpendicular a duas faces do cubo, por
seus pontos médios.

04| UNESP Considere o cubo da figura adiante. Das alterna-
tivas a seguir, aquela correspondente a pares de vértices
que determinam trés retas, duas a duas reversas, é:

3 F
O (AD); (C,G); (EH).
® (AE); (H,G); (BF).
@ (AH); (CF); (FH).
® (AE); (B,C); (D,H).

G (AD); (C,G); (EF).

05| FUVEST Uma formiga resolveu andar de um vértice
a outro do prisma reto de bases triangulares ABC e
DEG, seguindo um trajeto especial. Ela partiu do vér-
tice G, percorreu toda a aresta perpendicular a base
ABC, para em seguida caminhar toda a diagonal da
face ADGC e, finalmente, completou seu passeio per-
correndo a aresta reversa a CG. A formiga chegou ao
vértice:

gy m

(@]

©Wwoe®oe
m o 0O W >
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06| FAAP Duas retas sdo reversas quando: 09| UEL Considere uma reta s, contida em um plano @, e

~ . 2 uma reta r perpendicular a s. Entdo, necessariamente:
) N3o existe plano que contém ambas.

) . , @ ré perpendicularaa.
() Existe um unico plano que as contém.

. (® ressdocoplanares.
® N3io se interceptam.

® réparalelaaa.
(® Nio s3o paralelas.
(® resta contidaem a.
( S3o paralelas, mas pertencem a planos distintos.
(@ Todas as retas paralelas a r interceptam s.

07| PUC Assinale a alternativa correta: . ) )
10| ENEM O simbolo internacional de acesso, mostrado

® Num plano, se duas retas sdo paralelas, entdo toda na figura, anuncia local acessivel para o portador de
reta perpendicular a uma delas é paralela a outra. necessidades especiais. Na concepgao desse simbolo,
foram empregados elementos graficos geométricos

() Num plano, se duas retas s3o perpendiculares, en-
elementares.

tdo toda reta paralela a uma delas é paralela a outra.

® Num plano, se duas retas sdo perpendiculares, en-
tdo toda reta perpendicular a uma delas é perpendi-
cular a outra.

(® Num plano, se duas retas sdo paralelas, entdo toda
reta paralela a uma delas é perpendicular a outra.

® Num plano, se duas retas sdo perpendiculares, en-
tdo toda reta paralela a uma delas é perpendicular a

outra. Regras de acessibilidade ao
meio fisico para o deficiente.

OSIUFMG OS pontOS A, B: C, D 550 CO“neareS e tais que Disponivel em: www.ibdd.org.br. Acesso em: 28 jun. 2011 (adaptado).
AB=6cm,BC=2cm, AC=8cm e BD=1cm. Nessas Os elementos geométricos que constituem os contornos
condigdes uma possivel disposi¢gdo desses pontos é: das partes claras da figura sdo
©® ADBC @ retas e circulos.
® ABCD ( retas e circunferéncias.
® ACBD ® arcos de circunferéncias e retas.
® BACD (® coroas circulares e segmentos de retas.
® BCDA (3 arcos de circunferéncias e segmentos de retas.

ANGULOS
INTRODUCAO

Para entendermos a definicdo de angulo, devemos inicialmente entender as definicGes de segmento de reta, semirreta e
regidao convexa.

SEGMENTO DE RETA

Dados dois pontos distintos A e B, a reunidao do conjunto desses dois pontos com o conjunto dos pontos que estdo entre
eles é um segmento de reta AB (indicado por AB).

SEMIRRETA

Dados dois pontos distintos A e B, a reunido do segmento de reta AB com o conjunto dos pontos X tais que B esta entre A
e X é a semirreta AB (indicada por AB).

——
A B
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REGIAO CONVEXA

Um conjunto de pontos 2. é convexo (regido convexa) se, e somente se, dois pontos distintos de 2. s3o extremidades de
um segmento AB contido em2, ou se 2 é unitario ou vazio. S30 exemplos de regides convexas:

/B

A

Se uma regido ndo é convexa, ela é uma regido cdncava. Sdo exemplos de regides concavas:

Q\

PN
Chama-se angulo a reunido de duas semirretas de mesma origem, ndo contidas em uma mesma reta (ndo colineares).
A
0]
B

AOB = 0AU OB
O interior de um angulo é convexo.

Os pontos do interior de um angulo sdo pontos internos ao angulo.

A -~

-

L s
'

O exterior de um angulo é concavo.

Os pontos do exterior de um angulo sdo pontos externos ao angulo.
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ANGULOS CONSECUTIVOS E ADJACENTES
ANGULOS CONSECUTIVOS

Dois angulos sdo consecutivos se, e somente se, um lado de um deles é também lado do outro.

A
0 B AOB e BOC s3o consecutivos
(OB é o lado comum)

C

A

AOC e BOC s3o consecutivos
B s
o (OC é olado comum)
C

ANGULOS ADJACENTES

Dois angulos consecutivos sdo adjacentes se, e somente se, ndo tem pontos internos comuns.

A

AOB e BOC s3o adjacentes

UNIDADES DE MEDIDA DE ANGULOS

O instrumento utilizado para medir angulos é o transferidor, que tem o grau como unidade de medida.

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\HHIII HH///////////////

iy
1 %
N 1 20, Ty,
\\\ >, il <0 /////
N e %
S "0 % %
S et 2
SK s Z
S ° Z
SR % =
5 5 =
s s -
— 5 =
o

Ly e e A T T P A T
0 1 2 3 . 5 6 7 8 9 10 . . . .
Com base em numeros codificados nas inscricbes da
superficie do objeto egipcio, acredita-se que poderia ter
sido usado para determinar a inclinagdo de certos &ngulos (o

primeiro exemplar mundial de um transferidor).
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O numero de graus de um angulo é a sua medida.

Estendendo-se o conceito de angulo convenientemente, a medida 0. de um angulo é tal que:

0° <o < 180°

SUBMULTIPLOS DO GRAU

Angulo de um minuto (1’) é o dngulo submultiplo segundo 60 de um angulo de um grau, ou seja:

ANGULOS OPOSTOS PELO VERTICE (O.PV.)

Dois angulos sdo opostos pelo vértice se, e somente se, os lados de um deles sdo as respectivas semirretas opostas aos
lados do outro.

Angulos opostos pelo vértice s3o congruentes, ou seja, dois dngulos de mesma medida.

oL e B sdo opostos pelo vértice
a=B
BISSETRIZ DE UM ANGULO

A bissetriz de um angulo é a semirreta interna ao angulo, com origem no vértice do angulo e que o divide em dois
angulos de mesma medida (congruentes).

B

OC é bissetriz do angulo AOB

AOC = BOC

ANGULOS: NULO, AGUDO, RETO, OBTUSO, E RASO
ANGULO NULO

E 0 angulo cujos lados s3o coincidentes.
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ANGULO AGUDO

E 0 angulo cuja medida é maior que 0° e menor que 90°.

>

Y

AOB é agudo

ANGULO RETO

E 0 dngulo cuja medida é 90°.

AOB é reto

ANGULO OBTUSO

E 0 angulo cuja medida é maior que 90° e menor que 180°.

(0] B
AOB é obtuso
ANGULO RASO
E 0 angulo cuja medida é 180°.
B (0] A
AOB é raso
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E EXERCICIOS RESOLVIDOS

01| Determine:
0O 30°40" +15°37
( 20°50'45" —5°45'54"
® 2.(12°40'52")
® (46°49'51"):3
Resolugao:

(A)
30°40'
+15°37'
- 45°77" = 46°17'
(B)
20°50'45" 20°49'105"
—5°45'54" " —5°45'54"

15°4'51"
(C}
12°40'52"
2
24°80'104" = 24°81' 44"
= 25°21'44"
(D]
46°49'51"| 3
—45° 15°36'37"
= 109'51"
— 108’
157"
117"
= —1r
0

02| Determine o valor de x:

(A}
A
2x
4x
Resolugao:
2x + 4x = 90°

(Gngulos complementares)
= 6x=90°= x=15°

56° 2x - 10°

Resolugao:
2x — 10°+ 90° + 56° = 180°

= 2x=44° = x=22°

e
y
y-6°
3x
Resolugao:
y+y—6=180°

(Gngulos suplementares)

= 2y =186°= y=93°
3x=y=293°

(Gngulos opostos pelo vértice)

= x=31°

03] Se OC é bissetriz de AOB, determine x.

(0]

Resolugao:
2x —14°=36°
= 2x=50°= x=25°
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04| Calcule o suplemente e o complemento dos angulos se-
guintes:

0 37
(B I
Resolugao:
O 90°— 37°=53° (complemento)
180° — 37° = 143° (suplemento)
® 90° — a (complemento)
180° — a (suplemento)

05| Determine o angulo que vale o triplo de seu comple-
mento.

Resolugao:

Sendo x, o dngulo, temos:
Xx=3.(90°— x)

= x=270°— 3x = 4x=270°

=x=200 = x=67"30

E EXERCICIOS DE FIXAGAO

01| Efetue as operagdes indicadas:
O 25°54 +17° 3¢’

12° 32’ 25” +19° 27’ 58"

20° 45’ 32"”- 6° 33’ 54”

90° — 50° 42’ 28"

2.(10° 36’ 48")

5.(7°15"30")

(42° 54’ 48”) : 2

@ (34°35°127):3

@ QOO

02| Determine o valor de x:

(A}

46° X
(B}

5x + 40°

2X
(C)
ﬂ\
42°
X

Y

(D]
A
3x
2X
X -
(E
X 2x + 30°
(F)
ﬂ‘
2x - 45
X+ 40°
03| Determine o valor de x:
(A}
110°
2x-12°
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(B}
3x - 5° 2x +20°

e
y +30° 2y - 15°
X
X
y+z 2y -z
4y -2z

04| Se OC é bissetriz de AOB, determine o.:
(A}

3a

<
< &

06| UNESP Calcular em graus e minutos a medida do angulo
descrito pelo ponteiro dos minutos de um reldgio, du-
rante o tempo de 135 segundos.

= A - 2
07| A razdo de dois dngulos suplementares € igual a 3 - De-
termine o complemento do menor.

08| IFTCE Dois angulos sdo suplementares. Os % do maior

3 . n
excedem os 7 do menor em 69°. Determine os angulos.

09| Responda as questdes a seguir:

() A metade de um angulo menos a quinta parte do
seu complemento mede 17°. Qual é esse angulo?

(B} % do complemento de um angulo mais % do suple-
mento do mesmo angulo perfazem 70°. Qual é esse
angulo?

10| Sabendo que dois dngulos sdo complementares e que o
dobro da medida do menor angulo é igual a medida do
maior aumentada de 30°, determine-os.

ENEM E VESTIBULARES

01| UEL Na figura a seguir, as medidas x, y e z sdo diretamente
proporcionais aos numeros 5, 20 e 25, respectivamente.

z
X
) )
Y

O suplemento do angulo de medida x tem medida
igual a:

0O 144°
128°
116°
82°

@ 0 @ @

54°
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02| CFTSC Na figura abaixo, OP é bissetriz do dngulo AOB.
Determine o valorde x e y.

B
y_100 P
2y x +30°
< 5 =
O x=13ey=49
® x=15ey=35
® x=12ey=48
® x=17ey=42

@ x=10ey=50

03| ENEM Rotas aéreas sdo como pontes que ligam cidades,
estados ou paises. O mapa a seguir mostra os estados
brasileiros e a localizagdo de algumas capitais identifica-
das pelos numeros. Considere que a dire¢cdo seguida por
um avido Al que partiu de Brasilia — DF, sem escalas, para
Belém, no Par3, seja um segmento de reta com extremi-
dades em DF e em 4.

Mapa do Brasil e algumas Capitais

1 Manaus 10 Rio de Janeiro
2 Boa Vista 11 Sao Paulo

3 Macapa 12 Curitiba

4 Belém 13 Belo Horizonte
5 8ao Luis 14 Goiania

6 Teresina 15 Cuiaba

7 Fortaleza 16 Campo Grande
8 Natal 17 Porto Velho

9 Salvador 18 Rio Branco

SIQUEIRA, S. Brasit Regi6es. Disponivel em: www.santiagosiqueira.pro.br.
Acesso em: 28 jul. 2009 (adaptado).

Suponha que um passageiro de nome Carlos pegou um
avido All, que seguiu a diregdao que forma um angulo
de 135° graus no sentido hordrio com a rota Brasilia
— Belém e pousou em alguma das capitais brasileiras.
Ao desembarcar, Carlos fez uma conexdao e embarcou
em um avido Alll, que seguiu a diregdo que forma um
angulo reto, no sentido anti-horario, com a diregdo se-
guida pelo avido All ao partir de Brasilia-DF. Conside-
rando que a direcdo seguida por um avido é sempre
dada pela semirreta com origem na cidade de partida
e que passa pela cidade destino do aviao, pela descri-
¢do dada, o passageiro Carlos fez uma conexao em:

() Belo Horizonte, e em seguida embarcou para Curitiba.
(® Belo Horizonte, e em seguida embarcou para Salvador.
® Boa Vista, e em seguida embarcou para Porto Velho.

(® Goiania, e em seguida embarcou para o Rio de
Janeiro.

( Goiania, e em seguida embarcou para Manaus.

04| PUC Dois angulos complementares A e B, sendo A < B,
tém medidas na razdo de 13 para 17. Consequentemen-
te, a razdo da medida do suplemento do angulo A para o
suplemento do angulo B vale:

o %
0 &
o 3
0
° %

05| UFLAVRAS As 11 horas e 15 minutos, o angulo o forma-
do pelos ponteiros de um relégio mede:

12

11

90°
112° 30
82° 30'
120°

© @ @ &

G 127°30'

06| UPFRS Considere as medidas dos angulos X, Y e Z
da figura, que sdo diretamente proporcionais aos
numeros 4, 12 e 9, respectivamente, e as seguintes
afirmativas:

I) O complemento do dngulo X é igual ao suplemento

do angulo Y.
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II) O complemento do angulo Z é igual ao angulo X.

[11) O suplemento do dngulo Z é 50°24'.

X
Y

E correto apenas o que se afirma em:
(A D

(B I

@

® lell

O lell

07| IFRJ Sejam A, B e C respectivamente as medidas do com-
plemento, suplemento e replemento do angulo de 40°,

tém-se:

0 A=30°B=60%C=90°

@

A =30° B=45° C=60°

@

A =320° B=50°; C=140°

©

A =50° B =140°; C=320°
(@ A=140°B=50°%C=320°

08| IFCE O angulo cujo suplemento excede de 6° o quadru-

plo do seu complemento, é:
58°
60°
62°
64°
G 68

© @ @ ©

09| UFSE A medida do suplemento de um angulo é o triplo

da medida do angulo. Nessas condicdes:
O maior desses angulos mede 140°.
O maior desses angulos mede 135°.
O maior desses angulos mede 120°.

O menor desses angulos mede 50°.

@ 0@ O

O menor desses angulos mede 40°.

10| UEL Um reldgio marca que faltam 20 minutos para o
meio-dia. Entdo, o menor angulo formado pelos pontei-
ros das horas e dos minutos é:

0O 9
0 100°
® 110°
® 115°
0 125°

11| IFCE Sabendo-se que a soma de dois angulos é 78° e um
deles vale % do complemento do outro, os valores sao:

0O 10°e68°
O 15°e63°
® 16°e62°
® 18°e60°

@ 20°e58°

12| UEL A medida a de um angulo é igual ao triplo da medi-
da do seu suplemento. Nestas condi¢oes, tga é igual a:

01
® o
1

o -

13| ENEM Em 20 de fevereiro de 2011 ocorreu a grande
erupcdo do vulcdo Bulusan nas Filipinas. A sua localiza-
¢do geografica no globo terrestre é dada pelo GPS (sigla
em inglés para Sistema de Posicionamento Global) com
longitude de 124° 3’ 0” a leste do Meridiano de Gre-
enwich.

Dado: 1° equivale a 60’ e 1’ equivale a 60”.

PAVARIN, G. Galileu, fev. 2012 (adaptado)

A representagao angular da localizagdao do vulcdo com
relacdo a sua longitude da forma decimal é

0O 124,02°.
124,05°.
124,20°.
124,30°.

@ 0 @ @

124,50°.
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ANGULOS DE DUAS RETAS E UMA TRANSVERSAL

Duas retas distintas r e s coplanares, paralelas ou ndo, e uma reta t concorrente com r e s (dizemos que t € uma reta trans-
versal de r e s), determinam os oito dngulos destacados na figura abaixo:

Assim denominados:

CORRESPONDENTES:
le5;2e6;3e7;4e8
ALTERNOS:
INTERNOS:3e5;4e6 EXTERNOS:1e7;2e8
COLATERAIS:

INTERNOS:3e6;4e5 EXTERNOS:1e8;2e7

ANGULOS DE DUAS RETAS PARALELAS E UMA TRANSVERSAL
Ser e s sdo paralelas, entdo:
PROPRIEDADE 1
Os angulos correspondentes sdo congruentes.
PROPRIEDADE 2
Os angulos alternos sdo congruentes.
PROPRIEDADE 3
Os angulos colaterais sdo suplementares.

Veja:
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E EXERCICIOS RESOLVIDOS

01| Nas figuras seguintes as retas r e s sdo paralelas, deter-
mine o valor de x:

AJ

40°

—

Resolugao:
40° e x sdo dngulos correspondentes, logo:

x=40°
’ N\
< 3y >
2y
< >S
S
Resolugao:

2y e 3y sdo dngulos colaterais internos, logo:
2y+3y=180° =y = 36°

X e 2y s@o opostos pelo vértice, logo:

X=2y=>x=72°
e
-
40°
X
50°

Resolugao:

Tragando uma reta m paralela as retas r e s que passa
pelo vértice do dngulo x, temos:

40°

50°

x=x"+x"=x=40"+50" = 90°

(alternos internos)

02| Asretas r e s da figura sdo paralelas. Determine 2x + y.

< >r

3x-10°

< >S

Resolugao:

y e 3x — 10° sdo arternos internos, logo:
y=3x—10°ey + 90° + 2x = 180°, portanto:
3x—10°+90° + 2x = 180°

= 5x=100° = x = 20°

Consequentemente:

50°

y=3.20°—10°=

e2x+y=2.20°+50°=90°

E EXERCICIOS DE FIXAGAO

01| Se r e s sdo retas paralelas e os angulos destacados sdo
correspondentes, determine x.

A

A
Y

A
s

Y

(%}

2x—10x
< > r

A
e

Y

wv
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02| Se r e s sdo retas paralelas e os dngulos destacados sdo
alternos, determine x.

0
r
78°
X s
(B
3x-3°
r
s
126°

03| Se r e s sdo retas paralelas e os dngulos destacados sdo
colaterais, determine x.

A

132°

wn

A
TN
x
Y
Y

Y
(%]

A

P

04| Na figura, sendo r e s retas paralelas, calcule x + 2y —z.

/Z64°
> r

A

A
N
\<
Y
(%]

05| Calcule o valor de x, sendo AB//DE e BC//DF.
A B

A

3x

» M

2x +5°

06| A soma dos quatro angulos obtusos formados por duas
retas paralelas cortadas por uma transversal é igual a
420°. Determine a medida de um angulo agudo.

07| Sendo r//s, calcule o dngulo m.

r S
Xm /
< > t
x+ 20 %4_700

08| As retas r e s destacadas abaixo sdo paralelas, deter-

mine:
0O x+y
. v
X 107°
70° y
< x > S
O x+y+z
< o 20° > r
X
Yy z
< i)
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09| Nas figuras, sendo r e s retas paralelas, calcule:

(A) Xty

10| Na figura a seguir determine x sabendo que r//s e s//m.

< > I

30°
a
S
< X
b
40°

v3

11| As retas r e s destacadas abaixo sdo paralelas, determine:

0O xey

) /<8°° >
3x

M
> S

/

A

O x
r
36°
100°
X S
® x
>r
3x
122°
ax
> s
® a

NG

320 - r
a
126°
s

ENEM E VESTIBULARES

01| UFPR Na figura a seguir, temos r//s e t//u//v.
X / /52030|
< >r
64°30'
Y
X

Com base nos estudos dos angulos formados por retas
paralelas cortadas por uma transversal, pode-se afir-
mar que:

I) O angulo X mede 127° 30".
1) O anguloY mede 117°.
Ill) O angulo Z mede 64° 30".

Analise as proposi¢des acima e assinale a alternativa
correta.
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Somente as afirmagdes | e Il estdo corretas.
Somente as afirmacdes | e Ill estdo corretas.

Somente a afirmacdo | esta correta.

© @ @ ©

As afirmacdes |, Il e 11l estdo corretas.
(3 Asafirmagdes |, Il e Il estdo incorretas.

02| CESGRANRIO Duas retas paralelas sdo cortadas por
uma transversal, de modo que a soma de dois dos an-

gulos agudos formados vale 72°. Entdo, qualquer dos
angulos obtusos formados mede:

0O 142°
144°

@ @

148°

©

150°
O 152°

03

IFPR Numa gincana, a equipe "Ja Ganhou" recebeu o se-
guinte desafio:

Na cidade de Curitiba, fotografar a construgao localizada
na rua Marechal Hermes no nimero igual a nove vezes o
valor do angulo A da figura a seguir:

Se a Equipe resolver corretamente o problema, ira foto-
grafar a construgdo localizada no nimero:

990
261
999
1026
@ 1260

© @ @ &

04| FUVEST Na figura adiante, as retas r e s sdo paralelas, o
angulo 1 mede 45° e 0 angulo 2 mede 55°. A medida, em
graus, do angulo 3 é:

<
<

Y
-

A
Y
(%)

O 5o
® 55
® 60
® 80

O 100

05| UNAERP As retas r e s sdo interceptadas pela transver-
sal "t", conforme a figura. O valor de x para quer e s
sejam, paralelas é:

t

/

A
Y
=

X + 20°

_ 4x+30°

A
Y
n

20°

26°

28°

© @ @ ©

30°

@ 35

06| UNIRIO As retas r, e r, sdo paralelas. O valor do angulo
a, apresentado na figura a seguir, é:

130°

A

® © ® © ©
S

130°
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07| CESGRANRIO As retas r e s da figura sdo paralelas cor-
tadas pela transversal t. Se o angulo B é o triplo de A,

entdo B — A vale:
t

&

A

Y
-

Y
(%]

A

/

90°
85°
80°
75°
@ 60°

© @ @ &

08| UFES Na figura abaixo, as retas r e s sdo paralelas.
r

S

A soma de a + B + A + & das medidas dos angulos indi-
cados na figura é:

0O 180°
Q0 270°
® 360°
® 480°
O 540°

09

ENEM Um terreno com o formato mostrado na figura foi
herdado por quatro irmaos e devera ser dividido em qua-
tro lotes de mesma area. Um dos irmaos fez algumas pro-
postas de divisdo para que fossem analisadas pelos demais
herdeiros. Dos esquemas a seguir, onde lados de mesma
medida tém simbolos iguais, o Unico em que os quatro lo-
tes ndo possuem, necessariamente, a mesma area é:

Rua A

Rua C
Terreno

Rua D

Rua B

As ruas A e B sdo paralelas.
As ruas C e D sdo paralelas.

e
L L F

ya ya
7 7

10| MACK Na figura abaixo, a e b sdo retas paralelas.

60° —a
400

20 +90°

b

A afirmagdo correta a respeito do niUmero que expressa,
em graus, a medida do angulo o é

@ um ndmero primo maior que 23.
® um ndmero impar.

® um multiplo de 4.

(® um divisor de 60.

® um multiplo comum entre 5 e 7.
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TRIANGULO
DEFINICAO

Dados trés pontos A, B e C n3o colineares, a reunido dos segmentos AB, BC e AC denominamos tridngulo.

ELEMENTOS
=  QOspontos A, B e Csdo os vértices do triangulo ABC.
= Ossegmentos AB, BC e AC s3o os lados do tridngulo ABC.
=  QOsangulos a, b e csdo os angulos internos do triangulo ABC.

=  Osangulos a, B e Asdo os angulos externos do triangulo ABC.

CONDICAO DE EXISTENCIA DE UM TRIANGULO

DESIGUALDADE TRIANGULAR
Em todo triangulo, cada lado é menor que a soma e maior que o mddulo da diferenga dos outros dois lados.
A

a C

@

|[b—c|<a<b+c

OBSERVAGCAO: Em todo tridngulo, o maior lado opde-se ao maior angulo interno e o menor lado ao menor angulo interno
e vice-versa.

SOMA DOS ANGULOS INTERNOS DE UM TRIANGULO

Em todo triangulo, a soma dos angulos internos é 180°. Veja:
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Sendo r paralela a BC, verifica-se:
Xx+a+y=180°
Como: b = x e c = y (alternos internos), temos

b+a+c=180°oua+b+c=180°

SOMA DOS ANGULOS EXTERNOS DE UM TRIANGULO

Em todo tridangulo, a soma dos angulos externos é 360°.

o+ B+A=360°

ANGULO EXTERNO DE UM TRIANGULO

Em todo triangulo, um angulo externo é igual a soma dos angulos internos ndo adjacentes a ele.

a=b+c
ou

B=a+c
ou

y=a+b

CLASSIFICACAO DE UM TRIANGULO QUANTO AOS LADOS

Quanto aos lados, um triangulo pode ser:
ESCALENO

Se, e somente se, dois quaisquer lados sdo ndo congruentes. Exemplo:

A
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ISOSCELES
Se, e somente se, tém dois quaisquer lados congruentes.
Exemplo:
A
5 5
OBSERVACAO:

Nos triangulos isdsceles, o lado de medida diferente é chamado de base e seu angulo oposto de vértice.

PROPRIEDADE:

Nos triangulos isdsceles, os angulos internos adjacentes a base sdo congruentes.

EQUILATERO
Se, e somente se, tém os trés lados congruentes.

OBSERVACAO:
Todo triangulo equilatero é isdsceles.

PROPRIEDADE:

Todo tridngulo equilatero é equidngulo, ou seja, seus angulos internos sdo congruentes (60°).

CLASSIFICACAO DE UM TRIANGULO QUANTO AOS ANGULOS
Quanto aos angulos, um triangulo pode ser:

ACUTANGULO
Se, e somente se, tém os trés angulos agudos.

> >

A
A c
B

a<90° B <90°eA<90° = AABC acutangulo
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PROPRIEDADE:
Em todo tridngulo acutangulo o quadrado do maior lado € menor que a soma dos quadrados dos outros dois lados.

A

B a C

Sendo a o maior lado do tridngulo ABC (acutingulo), temos: aZ < b2 + 2

RETANGULO
Se, e somente se, tém um angulo reto.

o
A C

BAC =90° = AABC retangulo

PROPRIEDADE:

Em todo tridngulo retangulo o quadrado do maior lado é igual a soma dos quadrados dos outros dois lados (Teorema de
PITAGORAS).

B
a
c
]
A b C

Sendo a o maior lado do tridngulo retangulo ABC, temos: a% = b2 + ¢2

OBTUSANGULO

Se, e somente se, tém um angulo obtuso.

B

AV,

<N\ [~
C
BAC > 90° = A ABC obtusangulo
PROPRIEDADE:

Em todo tridngulo obtusangulo o quadrado do maior lado é maior que a soma dos quadrados dos outros dois lados.
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A b C

Sendo a o maior lado do tridngulo obtusangulo ABC, temos: a2 > b2 + ¢2

PONTOS NOTAVEIS DE UM TRIANGULO
BARICENTRO (G) — MEDIANAS
A mediana de um triangulo é o segmento de reta que liga um vértice do triangulo ao ponto médio do lado oposto a este vértice.

As trés medianas de um triangulo sdo concorrentes em um Unico ponto, denominado baricentro do triangulo.

A A

AM ¢é mediana do A ABC G é o baricentro do A ABC
OBSERVAGAO:

Um ponto M é ponto médio do segmento AB se, e somente se, a medida do segmento de reta AM ¢ igual a medida do
segmento de reta MB .

PROPRIEDADES:

PROPRIEDADE 1 | O baricentro de um tridngulo divide suas medianas na razdo de 2:1, ou seja, a distancia do baricentro ao
vértice é o dobro da distancia do baricentro ao ponto médio.

PROPRIEDADE 2 | As medianas de um triangulo o divide em seis tridngulos menores de mesma drea.
PROPRIEDADE 3 | O baricentro é um ponto interno do tridngulo.

Veja:
A

B M

Sendo M, N e P os pontos médios do triangulo ABC, G é seu baricentro, logo:

AG _BG _CG _2

GM ~GN  GP 1

Area(GMB) = Area(GBP) = Area(GPA) = Area(GAN) = Area(GNC) = Area(GCM) = w
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INCENTRO (I) - BISSETRIZES INTERNAS

As trés bissetrizes internas de um tridngulo sdo concorrentes em um Unico ponto, denominado incentro do triangulo.

PROPRIEDADES:

PROPRIEDADE 1 | O incentro é o centro da circunferéncia inscrita no tridngulo, ou seja, que tangencia os trés lados do
triangulo.

PROPRIEDADE 2 | O incentro é um ponto interno do triangulo.

CIRCUNCENTRO (O) — MEDIATRIZES
A mediatriz de um triangulo é a reta perpendicular a um de seus lados, tragada pelo seu ponto médio.

Na figura r é mediatriz do tridngulo ABC, relativa ao lado BC.

A r

o]
B D C

N~

~~

As trés mediatrizes de um tridngulo se encontram em um Unico ponto, denominado circuncentro do triangulo.

A

AABC é acutangulo AABC é retangulo

PROPRIEDADES:

PROPRIEDADE 1 | O circuncentro é o centro da circunferéncia circunscrita ao tridngulo, ou seja, que passa pelos trés vér-
tices do triangulo.

PROPRIEDADE 2 | O circuncentro de um tridngulo pode ser um ponto: interno ao tridngulo

(A Acutangulo), pertencente ao tridngulo (A Retdngulo) ou externo ao tridngulo (A Obtusangulo).
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ORTOCENTRO (H) — ALTURAS

A altura de um triangulo é um segmento de reta perpendicular a um lado do tridngulo ou ao seu prolongamento, tragado
pelo vértice oposto. Esse lado é chamado de base da altura, e o ponto onde a altura encontra a base é chamado de pé da altura.

Al

B D C
AD é a altura do AABC (relativa ao lado BC)

As retas suportes das trés alturas de um tridngulo se encontram em um Unico ponto, denominado ortocentro (H).

A A
[
B C H=B C
AABC é acutangulo AABC é retangulo
A
—————— OB, c
E B// . -
i
H

AABC é obtusangulo

PROPRIEDADE: No triangulo acutangulo, o ortocentro é interno ao triangulo; no triangulo retangulo, é o vértice do angulo
reto; e no triangulo obtusangulo, é externo ao triangulo.

PONTOS NOTAVEIS NOS TRIANGULOS ISOSCELES E EQUILATERO

Em um triangulo isdceles, o baricentro, o incentro, o circuncentro e o ortocentro sdo colineares.
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=  Em um tridngulo equilatero, os quatros pontos notaveis sdo coincidentes.
A

E EXERCICIOS RESOLVIDOS

01| E possivel construir tridngulos com os segmentos indica-
dos abaixo? Por qué?

0 5cm,6cme10cm
® 5cm,7cme12cm
® 5cm,8cme15cm
Resolugao:
O Sim, pois: 10 < 5+ 6
® Ndo, pois: 12=5+7
® Ndo, pois: 15 > 5+ 8
02| Classifique o tridngulo cujos lados medem 6 cm, 7 cm e
9 cm, quanto aos lados e aos angulos.
Resolugao:
Quanto aos lados o triéngulo é Escaleno.

Quanto aos dngulos o tridngulo é Acutdngulo, pois:
92 < 6%+ 7%(81 < 85).

03| Determine o valor de x.

A

Resolugao:
x+58°+ 67°=180°

= x=55°

49°

57°

Resolugao:
X=49°+57°
= x=106°

® AB=AC

30°

B C

Resolugao:

Como o AABC é isdsceles, os dngulos adjacentes a sua
base sdo congruentes, logo: ACB = x, portanto:

X+ x+30°=180°

= x=75°
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04| Sendo O o ortocentro de um tridngulo ABC e BOC =
120°: Determine BAC.

Resolugao:
A
/N
O
Q O
o
<>
120°
B C
a+90° +90° + 120° = 360°
=0 =60°

05| Na figura seguinte, determine x.

Resolugao:

Acrecentando o dngulo a na figura e seu O.P.V., temos:

135° = o +30°(1)
152° = o+ x (1)
Fazendo (I1)— (1)

152° =135 =a+x—a—30" = x=47°

EXERCICIOS DE FIXACAO

01| Com segmentos de 10 cm, 7 cm e 21 cm pode-se cons-
truir um triangulo? Por qué?

02| Dois lados, AB e BC, de um tridngulo ABC medem res-
pectivamente 7 cm e 16 cm. Quanto poderd medir o ter-
ceiro lado, sabendo que é multiplo de 5?

03| Se dois lados de um triangulo isésceles medem 15 cm e
32 cm, qual podera ser a medida do terceiro lado?
04| UNICAMP

@ Quantos sdo os tridngulos ndo congruentes cujas
medidas dos lados s3o NUMEROS INTEIROS e cujos
perimetros medem 11 metros?

( Quantos dos tridngulos considerados no item ante-
rior sdo equildteros? E quantos sao isdsceles?
05| Classifique quanto aos lados e dngulos, os tridngulos cujas
medidas dos lados estdo indicadas abaixo:
® 8cm,8cme8cm.

® 10cm,10cme 7 cm.

® 5cm,12cme13cm.
® 17cm,10cme 8cm.
06| Os trés angulos de um tridngulo tém para expressdes,

respectivamente, 5x — 40°, 2x + 20°, 3x. Verifique se
este triangulo é equilatero.

07| UFPE Na figura a seguir determine o angulo que é opos-
to ao lado de menor comprimento.
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08| Determine os lados do tridangulo da figura sabendo que E)
ele tem 60 cm de perimetro.
A
X+3
X -7
(F
B X-2 c
09| Determine o valor de x:
(A}
‘ 10| Determine as somas indicadas:
O a+B+A
e a
© A
& B
X O a+B+A+6+e¢
<
®
N\ 40°
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ENEM E VESTIBULARES

05| FGV Num triangulo isdsceles ABC, de vértice A, a medi-

01| IFPE Julia comegou a estudar Geometria na sua esco-

la. Com duvida em um exercicio passado pelo professor
de matemdtica, ela pediu ajuda ao seu tio. O enuncia-
do era: “As retas r e s sdo paralelas; as retas u e t, duas
transversais. Encontre o valor do angulo x na figura abai-
xo”. Portanto, o valor de x é:

da do angulo obtuso formado pelas bissetrizes dos an-
gulosBe Cé 140°.

C N

u
20° r
X 120° A
s Entdo, as medidas dos angulos A, B e C sdo, respectiva-
mente:

. ‘ O 120°,30° e 30°
o 1200 ® 80°,50° e 50°
o 125° ® 100°, 40° e 40°
© 130° ©® 90°,45° e 45°
g EZ" @ 140°,20°e20°

02| UFRGS Assinale a alternativa que apresenta corretamen-

te os valores, na mesma unidade de medida, que podem

06

FUVEST Na figura adiante, AB = AC, BX =BY e CZ = CY.
Se o angulo A mede 40°, entdo o angulo XYZ mede:

C
representar as medidas dos lados de um triangulo. 7
O 1-2-4 v
O 3-2-6
8-4-3
® A X B
® 3-9-4
@ 6-4-5 0 40
O 50°
03| UECE Se as medidas, em graus, dos angulos internos de ® 60°
um triangulo sdo, respectivamente, 3x, x + 15 e 75 — x, ® 70°
entdo este triangulo é:
O 9
@ Escaleno.
© Reténgulo e ndo isdsceles. 07| IFMG Na figura, A = 90°, BM = CM, BS é bissetriz do

®
D)

Retangulo e isdsceles.

Isdsceles e ndo retangulo.

04| UECE Sabe-se que, em um tridngulo, a medida de cada

lado é menor que a soma dos comprimentos dos ou-
tros dois lados. Uma afirmativa equivalente a essa é:

A

A menor distancia entre dois pontos é igual ao com-
primento do segmento de reta que os une.

angulo B e ASB = 126°.
A

B M @

() Em um tridngulo retangulo, a hipotenusa é o maior Nessas condicBes, o angulo C mede:
dos lados.
o o 30°
® Ao lado menor de um triangulo, opde-se o menor o
angulo. O 36
(® Emum tridngulo isésceles, a altura relativa a base di- © 4
vide-a em dois segmentos de mesmo comprimento. ® s54°
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08| UFF O triangulo MNP é tal que angulo M = 80° e angulo
P =60°.
A medida do angulo formado pela bissetriz do angulo
interno N com a bissetriz do angulo externo P é:

0 20
0 30°
® 40°
® s0°
O 60°

09| IFMG Na figura a seguir, AB = AC, D é o ponto de encon-
tro das bissetrizes do triangulo ABC e o angulo BDC é o
triplo do angulo A.

A

B ©

Entdo, a medida do angulo B é:

0O 54
0 60°
® 72
® 84

10| ITA Seja ABC um tridngulo isésceles de base BC. Sobre
o lado AC deste triangulo considere um ponto D tal que
os segmentos AD, BD e BC sdo todos congruentes entre
si. A medida do angulo BAC é igual a:

23°

32°

36°

40°

45°

MG Now N>

11

UFPE Um barco estd sendo rebocado para a margem
de um porto por um cabo de ago. Inicialmente, o barco
esta no ponto A da ilustragdo, quando o cabo tem com-
primento de 100m. Apds puxar o cabo de 20m, o barco
ocupa a posicdo B. Nessas condicbes, podemos afirmar
que a distancia AB é:

Maior que 20m.
Igual a 20m.
Igual a 19m.
Igual a 18m.

WO

Menor que 18m.

12

IFCE Na figura, tg(x) é:

= O

@ 0 @ @9

/3

/3

(/3)
3

13

FGV Na figura a seguir, o triangulo AHC é retangulo em H
e s é a reta suporte da bissetriz do angulo CAH.

Sec=30°e b=110° entdo:

0O x=15°
O x=30°
® x=20°
® x=10°
O x=5°

14| IFCE A altura e a mediana tragadas do vértice do angulo
reto de um triangulo retangulo formam um angulo de
24°. Sendo assim, os angulos agudos do triangulo sdo:

33°e57°
34° e 56°
35° e 55°
36° e 54°
37°e53°

@O0 ® 09
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15| UFES Um dos angulos internos de um triangulo isésce-
les mede 100°. Qual é a medida do angulo agudo for-
mado pelas bissetrizes dos outros angulos internos?

0O 20
O 40°
® 60°
® 80°
0 140°
16| IFMG Na figura a seguir, o valor de a em fungdo de c, em
graus, é:
B
S
60°
X 20° a’
C A
O 100-c
O c-20
C
@ 3
® c-40
17| UFMG Observe esta figura:
F
A
105°
FALL D
28°
C B

Nesta figura, os pontos F, A e B estdo em uma reta e as
retas CB e ED sdo paralelas.

Assim sendo, o angulo ABC mede:

0O 39°
O a4
® 47°
® 48
18| UFJF Na figura a seguir, as retas r e s sdo perpendiculares

e as retas m e n sdo paralelas. Entdo, a medida do dngulo
a, em graus, é igual a:

70
60
45

© @ ©@ ©

40
O 30

19| FUVEST Na figura a seguir, tem-se que AD=AE, CD=CF e
BA=BC. Se o angulo EDF mede 80°, entdo o angulo ABC

mede:
B
F
E
80°
A D C
0O 20°
0 30°
® 50°
® 60°
® 90

20| ENEM Um professor, ao fazer uma atividade de origami
(dobraduras) com seus alunos, pede para que estes do-
brem um pedago de papel em forma triangular, como na
figura a seguir, de modo que M e N sejam pontos médios
respectivamente de AB e AC, e D, ponto do lado BC, indi-
ca a nova posicao do vértice A do triangulo ABC.

Se ABC é um triangulo qualquer, apds a construcdo, sdo
exemplos de tridngulos isdsceles os tridngulos

0 CMAeCMB.
() CAD e ADB.

NAM e NDM.
CND e DMB.

@ 0@

CND e NDM.




&
w SISTEMA DE ENSINO PREPARAENEM

TEOREMA DE TALES
FEIXE DE RETAS PARALELAS

Feixe de retas paralelas é um conjunto de retas coplanares paralelas entre si.

< >r

A
Y
(%)

A
Y
c

r// s // u (feixe de paralelas)

TRANSVERSAL DO FEIXE DE RETAS PARALELAS

Transversal do feixe de retas paralelas é uma reta do plano do feixe que concorre com todas as retas do feixe.

/t
>r

A

A
Y
wn

A

/

t € uma transversal do feixe de paralelas

TEOREMA DE TALES

Se duas retas sdo transversais (t' e t”) de um feixe de retas paralelas (r, s e u), entdo a razdo entre dois segmentos quaisquer
de uma delas é igual a razdo entre os respectivos segmentos correspondentes da outra.

tl tll

y
™S
/
Y

=

/ N

PROPRIEDADES DAS PROPORCOES

Considerando que os numeros a, b, c e d formam ordenadamente uma proporc¢do, temos:
d C
H = E < ad = bc

Lé-se: o produto dos extremos é igual ao produto dos produtos do meio.

a_c atb_c+d
b~ d“ b d

Lé-se: a soma dos dois primeiros esta para o segundo, bem como a soma dos dois Ultimos estd para o ultimo.

a C atc a C

b " d®b+d b d
Lé-se: a soma dos antecedentes estd para a soma dos consequentes, bem como cada antecedente esta para o correspon-
dente consequente.
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TEOREMA DA BISSETRIZ INTERNA

Uma bissetriz interna de um triangulo divide o lado oposto em segmentos (aditivos) proporcionais aos lados adjacentes.

A
g \6
b c
B X D y C
o a
b _c _
Y=y +y=a)

TEOREMA DA BISSETRIZ EXTERNA

Se a bissetriz de um angulo externo de um triangulo intercepta a reta que contém o lado oposto, entdo ela divide este lado
oposto externamente em segmentos (subtrativos) proporcionais aos lados adjacentes.

E EXERCICIOS RESOLVIDOS

01| Na figura seguinte r // s // u, determine o valor de x. 02| Se AD é bissetriz interna de A, determine x.

[ A “

6|6

A

A
*
K
Y
=
w

Y
(%]

A
4
=

N‘Lﬂ

N Resolugao:
Resolugdo: ) )
Pelo Teorema da Bissetriz Interna, temos:
Pelo Teorema de Tales, temos:

%=%=>3x=8=x=%

_4 — _10
—X:>3x—10=>x— 3

Nofun|w

107
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03| Se AD é bissetriz externa de A, determine x.

Resolugao:
Pelo Teorema da Bissetriz Externa, temos:

5 7
6+ x

X
=2x=30=x=15

= 7x = 30+ 5x

04| Sendor //s//u//v determine xV:

"/

Y

A

Resolugao:

Pelo Teorema de Tales, temos:

Q:%éz)(:lzéx:s
%=7:2y=4:y=2
Logo:

x =62=36

05| No triangulo da figura a seguir, DE//BC. Nessas condi-
¢Oes determine a medida x.

x+1

Resolugao:
Pelo Teorema de Tales, temos:

9 =
x+1

x—1 =9x—9=6xt6=x=5

E EXERCICIOS DE FIXACAO

01| Uma reta paralela ao lado BC de um triangulo ABC deter-
mina sobre o lado AB segmentos de 5 cm e 15 cm. Cal-
cule as medidas dos segmentos que esta reta determina
sobre o lado AC, de medida 40 cm.

02| As ruas Verde, Amarela e Branca sdo paralelas e as aveni-
das Azul e Vermelha sdo transversais a essas ruas.

Av. Vermelha Av. Azul
\‘A R. Verde
60 m/ 220 m \80 mo
90:; 400 m B e

Pedro mora na esquina da Rua Verde com a Avenida Azul
indicada na figura pelo ponto A.

() Para ir a padaria situada na esquina da Rua Branca
com a Avenida Azul, indicada pelo ponto B, quantos
metros, no minimo, Pedro percorre?

B

Pedro faz uma caminhada de 200 metros em 4 minu-
tos. Para ir a sua escola, situada na esquina da Rua
Branca com a Avenida Vermelha, indicada pelo pon-

to C, ele anda pela Avenida Azul e vira na Rua Branca.
Quanto tempo Pedro demora para chegar a escola?

03| Sendo r//s//u, determine o valor de x:

(A
< / X > r
6/ 8
< > S
9 X
4/ \=U
(B)
:k / > I
4\ 6
< > S
8 X
< > U
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(C)
r S u
A A A
\x
&
\
Y 8 Y \
! x 7
(D]
r
3 2x+3
S
X+5 10
u

04| UFRJ Observe a figura a seguir que demonstra um pa-
drdo de harmonia, segundo os gregos.

Ha muito tempo os gregos ja conheciam o numero de

(1+4/5)
2

ouro ¢ = , que é aproximadamente 1,618. Tal

numero foi durante muito tempo "padrao de harmonia".

Por exemplo, ao se tomar a medida de uma pessoa (altu-
ra) e dividi-la pela medida que vai da linha umbilical até
o chdo, vé-se que a razdo é a mesma que a da medida
do queixo até a testa, em relagdo a medida da linha dos
olhos até o queixo, e é igual ao numero de ouro. Consi-
dere a cantora lvete Sangalo, harmoniosa, segundo os
padrdes gregos.

Assumindo que a sua distancia da linha umbilical até o

22.(y/5-1)
25

chdo é igual a metros, determine a altura

da mesma.

05

Na figura abaixo, temos o famoso desenho de Leonardo
da Vinci conhecido como o Homem Vitruviano. Leonar-
do utilizou a razdo aurea na construcdo do desenho em
varios momentos. Por exemplo, o segmento que une o

ponto A (extremidade da cabeca) ao ponto B (pé) esta
dividido na razdo 4urea pelo ponto P (umbigo), sendo
PB maior que AP. Sabendo que o lado do quadrado CDEF
mede 16,2 cm, utilize a razdo de ouro para calcular o
comprimento do segmento PB (a distancia do umbigo
até o pé). Considere: V5 = 2,24

06| UNICAMP A figura a seguir mostra um segmento AD divi-
dido em trés partes: AB=2cm,BC=3cmeCD=5cm. O
segmento AD' mede 13 cm e as retas BB' e CC' sdo para-
lelas a DD'. Determine os comprimentos dos segmentos
AB', B'C'eCD'".

A
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(BJ (BJ

C
2
b 5
<)
A
/>
16 24
12 D

A 09| Determine a medida do lado AB do triangulo ABC,
sabendo que:

() AD é bissetriz e o perimetro do tridngulo. ABC é 15 cm.

A
v

D
B C B 2cm

/
X (® AD é bissetriz do angulo externo em A e o perime-
tro do triangulo ABC é 46 m.

)]

O

10| No tridngulo ABC destacado abaixo, AD é bissetriz in-

N

A 12 + x B terna de A, e AE é bissetriz externa de A. Determine a

medida do segmento DE.

08| Se AD é bissetriz externa de A, determine x:

A
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ENEM E VESTIBULARES

01| IFMG A figura representa um perfil de um reservatério
d’agua com lado AB paralelo a CD.

) C
x—2/ /x

a/ /b

- 5
Se a é o menor primo e b é 50% maior que a, entdo, o
valor de x é:
(A I}
O 6
® 3
® 10

02

UECE O ponto P é interior a um segmento de reta, cuja medi-
da é x =2m, e o divide em dois segmentos cujas medidas sdo
y e z e satisfazem a relacdo y?=xz. A razdo x/y (denominada
numero de ouro ou razdo aurea) é igual a:

o 1+2f3
o 1+2f5

03| PUCRIO Uma reta paralela ao lado BC de um triangulo
ABC intercepta os lados AB e AC do trianguloem P e Q,
respectivamente, onde AQ =4, PB=9 e AP = QC. Entdo
o comprimento de AP é:

0 s
B 6
® 3
® 2
01

04| UNESP Considere 3 retas coplanares paralelas, r, s e t,
cortadas por 2 outras retas, conforme a figura.

4 [3
U5

10 y

Os valores dos segmentos identificados por x e y sao,
respectivamente:

3 3
® e
® 6ell
® 9e13

® 1lle6

20 _ 40
O Fe3

05

IFPR O jardineiro do Sr. Artur fez um canteiro triangular com-
posto por folhagens e flores onde as divisdes sdo todas para-
lelas a base AB do triangulo ABC, conforme figura.

B Y 35em

A

Sendo assim, as medidas x e y dos canteiros de flores
sdo, respectivamente:

30cme 50 cm

28 cme 56 cm

50cm e 30 cm

56 cme 28 cm

WO

40cme 20 cm

06| FGV Na figura, ABC é um tridngulo com AC = 20 cm,
AB=15cmeBC =14 cm.

A P C

B

Sendo AQ e BP bissetrizes interiores do triangulo ABC, o
QR

quociente AR
0,3

0,35

0,4

0,45

0,5

é igual a:

QOO
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07| ENEM Um marceneiro deseja construir uma escada tra-
pezoidal com 5 degraus, de forma que o mais baixo e o
mais alto tenham larguras respectivamente iguais a 60
cm e a 30 cm, conforme a figura:

30—

/ \

/ \
——

Os degraus serdo obtidos cortando-se uma peca linear
de madeira cujo comprimento minimo, em cm, deve ser:

0O 144
O 180
® 210
® 225
O 240

08| UFSM A crise energética tem levado as médias e gran-
des empresas a buscarem alternativas na geragdo de
energia elétrica para a manutenc¢do do maquinario. Uma
alternativa encontrada por uma fabrica foi a de construir
uma pequena hidrelétrica, aproveitando a correnteza de
um rio que passa proximo as suas instala¢des. Observan-
do a figura e admitindo que as linhas retasr, s e t sejam
paralelas, pode-se afirmar que a barreira mede:

r
30m
\/ 24 m
S
B% 56m
2m
t

/ rio ™

33m
38 m
43 m

© ®@ @ ©

48 m
O 53m

09

UFRJ Pedro esta construindo uma fogueira representa-
da pela figura abaixo. Ele sabe que a soma de x comy é
42 e que as retasr, s e t sdo paralelas.

A diferengax —y é:
(A I}
B 4
(C I
® 10
0 12

10| UFF O circuito triangular de uma corrida esta esquema-
tizado na figura a seguir:

ERua PQQ Av.QR R

T Rua TS = 3 km
Rua SQ =3 km
Rua PQ =2 km
Av. QR =4 km

As ruas TP e SQ sdo paralelas. Partindo de S, cada corre-
dor deve percorrer o circuito passando, sucessivamente,
por R, Q, P, T, retornando, finalmente, a S.

Assinale a opgdo que indica o perimetro do circuito.
4,5 km

19,5 km

20,0 km

© @ ©@ ©

22,5 km
O 24,0km

11| UNIRIO

e
5o

Rua B

No desenho anterior apresentado, as frentes para a
Rua A dos quarteirdes | e Il medem, respectivamen-
te, 250 m e 200 m, e a frente do quarteirdo | para a
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Rua B mede 40 m a mais que a frente do quarteirdo Il
para a mesma rua. Sendo assim, pode-se afirmar que
a medida, em metros, da frente do menor dos dois
quarteirdes para a rua B é:

160
180
200
220
G 240

© @@ O

12| UFRN Phidias, um arquiteto grego que viveu no sécu-
lo quinto a.C., construiu o Parthenon com medidas que
obedeceram a proporgdo aurea, o que significa dizer

Assim, podemos afirmar que a razdo da medida da base
do Parthenon pela medida da sua altura é uma raiz do

polinémio:
que EE'H'H é um quadrado e que os retangulos EFGH
e E'FGH' sdo semelhantes, ou seja, o lado maior do 0O P+x+1
primeiro retangulo esta para o lado maior do segundo O x2+x—1
retangulo assim como o lado menor do primeiro retan- 2
gulo esta para o lado menor do segundo retangulo. Veja © x*-x-1
a figura abaixo. ® x2—x+1

SEMELHANGA DE TRIANGULOS

Dois triangulos sdo semelhantes se, e somente se, possuem os trés angulos ordenadamente congruentes e os lados homo-
logos proporcionais.

A

AABC ~ AA'B'C =

o> T >
o cq> >
o
m\‘m
Il
oo
Il
|

RAZAO DE SEMELHANCA

A razdo entre dois lados homadlogos k, de dois tridngulos semelhantes, sera chamada razdo de semelhanca.

i—Q:—:
ar—br 7 k

CONGRUENCIA DE TRIANGULOS

Se dois triangulos sdo semelhantes e k = 1, entdo dizemos que os tridngulos sdo congruentes, ou seja, admitirdo os trés
angulos ordenadamente congruentes e os lados homdlogos também congruentes.

CASOS DE CONGRUENCIA

1° CASO - L.A.L.
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Se dois triangulos tém ordenadamente congruentes dois lados e o angulo compreendido, entdo eles sdo congruentes.

/g\’\ /Abl\\
B C B' c'

Se dois triangulos tém ordenadamente congruentes um lado e os dois angulos a ele adjacentes, entdo esses triangulos sdo

congruentes.
A A
/\ /\
B C B' c

Se dois triangulos tém ordenadamente congruentes os trés lados, entdo esses triangulos sdo congruentes.

C C'
/\,\ /\’\
A B A' B'

Se dois triangulos tém ordenadamente congruentes um lado, um angulo adjacente e o dngulo oposto a esse lado, entdo
esses triangulos sdo congruentes.

A A
/@\ /Q\
B C B' (o

5° CASO — ESPECIAL PARA TRIANGULOS RETANGULOS

2° CASO - A.L.A.

3° CASO - L.L.L.

4°CASO - LA.A,,.

Se dois triangulos retangulos tém ordenadamente congruentes um cateto e a hipotenusa, entdo esses triangulos sdo con-

gruentes.
B B'
C A c A
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TEOREMA FUNDAMENTAL DA SEMELHANCA

Se uma reta é paralela a um dos lados de um tridngulo e intercepta os outros dois, entdo o tridngulo que ela determina é
semelhante ao primeiro.

A
D E
B C
CASOS DE SEMELHANCA
1° CASO — A.A.
Se dois triangulos admitem dois angulos ordenadamente congruentes, entdo eles sdo semelhantes.
C
C|
a B a B
1 B‘
A B A

AABC ~ AA'B'C
2° CASO — L.A.L.

Se dois triangulos admitem dois lados homdlogos proporcionais e os angulos compreendidos entre eles congruentes, entdo
eles sdo semelhantes.

Cl

b a S
b' a'

A B A B'

2= % = AABC ~ AA'B'C’

3°CASO — L.L.L.

Se dois triangulos admitem lados homadlogos proporcionais, entdo eles sdo semelhantes.

C
b a
B
A C
2 = % = & = AABC ~ AN'B'C

OBSERVAGAO: Se a razio de semelhanga de dois tridngulos é k, entdo a razdo entre dois elementos lineares (unidimensio-

nais) homologos é k e os angulos homadlogos sdo congruentes.
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BASE MEDIA DE UM TRIANGULO

A

A base média de um tridngulo qualquer é o segmento de reta que une os pontos médios de dois lados. Veja:

B

C

Pelo 22 caso de semelhanca, podemos garantir que os triangulos AMN e ABC sdo semelhantes na razédo de %, logo:

BC

2

E EXERCICIOS RESOLVIDOS

01| Quando olhamos para um ambiente qualquer, a per-
cepcado de profundidade é possivel devido a nossa visdao
binocular. Por estarem separados em média em adul-
tos, cada um dos nossos olhos registra uma imagem de
um angulo ligeiramente diferente. Ao interpretar essas
imagens ao mesmo tempo, o cérebro forma um "mapa"
dessas diferengas, tornando possivel estimar a distancia
dos objetos em relagdo a nos.

A estereoscopia (popularmente conhecida como "ima-
gem 3D") é uma técnica que consiste em exibir imagens
distintas para cada olho do observador, representando o
que se observaria em uma situagdo real. Assim, o cére-
bro pode ser "enganado" a interpretar os objetos repre-
sentados como se estivessem flutuando diante da tela
ou atras dela.

Diversas tecnologias existem atualmente para conseguir
isso. A mais comum delas, usada nas salas de cinema 3D,
funciona com o uso de 6culos polarizadores que filtram
a imagem projetada na tela, permitindo que cada olho
receba somente a imagem correspondente.

Um observador estda em uma sala de cinema 3D usando
oculos polarizadores e sobre a tela sdo projetados dois
pontos A e B a uma distancia de um do outro, com A a
esquerda de B. Os filtros polarizadores dos 6culos fazem
com que o ponto A seja visto apenas por seu olho direito
e o ponto B apenas por seu olho esquerdo, de forma que
as linhas de visdo de cada um dos olhos se interseccio-
nem em um ponto X, conforme a figura. O observador
vera apenas um uUnico ponto, resultado da jungdo em
seu cérebro dos pontos A e B, localizado em X.

Sabendo que a reta imaginaria que passa por seus olhos
é paralela aquela que passa pelos pontos A e B e estas

distam entre si, e que sua distancia interocular é de a
distancia da tela em que ele vera a imagem virtual, for-
mada no ponto X, é aproximadamente:

A B
\\ /
AY /
\\ Il
\ /
\\ //
\ /’
o 7/
\\ /
WX
VY
PR
/, \\
/I \\
[ &
Resolugao:
A 300mm B
A -\\ ,/'
Y /
\ /
\ /
d \\\ //
A y
AY /
\ 7/
T ,’(\X
20000 - d AN
Y SN
TTTE T ™
60 mm

Como os tridngulos ABX e EDX sGo semelhan-
tes, temos que:

20000=d _ 60_ . _ 100000- 5d

d ~ 300~
ad= 1006000
= d = 16666,7 mm
=d=16,7m
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02| Numa festa junina, além da tradicional brincadeira de rou-
bar bandeira no alto do pau de sebo, quem descobrisse
a sua altura ganharia um prémio. O ganhador do desafio
fincou, paralelamente a esse mastro, um bastdo de 1m.
Medindo-se as sombras projetadas no chdo pelo bastdao
e pelo pau, ele encontrou, respectivamente, 25 dm e 125
dm. Qual é, em metros, a altura do “pau de sebo”?

Resolugao:

Sabendo que a altura é proporcional ao comprimento
da sombra projetada, seque-se que a altura do pau de
sebo é dada por

h _ 1 _
125 = 25 ©h=5m

EXERCICIOS DE FIXACAO

01| Nos itens abaixo, selecione os tridngulos congruentes e
indique o caso de congruéncia.

(A)
YR
60°
7
5
' 7
7
[>
5
(B
<
80°
| 10
45°
Q)
I

10
<145 go°

3 17
[
8
17
17
If
8

02| Na figura a seguir, temos o segmento AD que é idéntico
a CD e AB que é idéntico a BC. Prove que o angulo A é
idéntico ao angulo C.

D
A >c
B

03| Os triangulos ABC e PQR sdo semelhantes, determine
xey.

5 Q
A R 4
14 y P
X
B 10 C

117




&
w SISTEMA DE ENSINO PREPARAENEM

06| Determine x.

A

10| Na figura, sabe-se que SeBsdo congruentes, AR = 7cm,

04| Sabendo que BC é paralelo a DE, determine x. (B}
(A)
A
8
D 3 E
4/
15
B X C .
07| Determine o lado do quadrado AEDF.
® x=AD C
E _EJ D
[ [
C 6
[ [ F
12 9 A B
8
D 5 B A 08| Sabendo que os lados dos quadrados destacados abaixo
05| Determine x e y.
(A)

medem x, 4 e 8, determine o perimetro do quadrado de
lado x.

—_——

8 4 X

09| Na figura a seguir, os angulos com mesma indicagdo sdo

congruentes, BC=2cm,AB=4cm,DE=6cmeAE=9cm.
Calcule AC=xeAD=y.

E

AS=5cm, SR=4cm e AB =10 cm. Determine AD = x
eBD=y.

_
\
|
1
\
1
1
\
1
|
\
1
\
1
1
\
1

10

'
\
1
\
1
1
\
1
'
\
|
|
|
1
\
1
|

-
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ENEM E VESTIBULARES

01| UFRN Numa projegdo de filme, o projetor foi colocado
a 12 m de distancia da tela. Isto fez com que aparecesse
a imagem de um homem com 3 m de altura. Numa sala
menor, a projecdo resultou na imagem de um homem
com apenas 2 m de altura. Nessa nova sala, a distancia
do projetor em relagdo a tela era de:
0O 18m
® 8m
® 36m

® 9m
02| IFCE Sobre os lados AB e AC do triangulo ABC, sdo mar-

cados os pontos D e E, respectivamente, de tal forma
que: DE // BC,

AE =6 cm, DB =2 cm, EC = 3 cm e DE = 8 cm. Nessas
condigdes, a soma das medidas dos segmentos AD e BC,
em centimetros, vale:

12

16

18

24

30

WO

03

INSPER Duas cidades X e Y sdo interligadas pela rodovia
R101, que é retilinea e apresenta 300 km de extensdo. A
160 km de X, a beira da R101, fica a cidade Z, por onde
passa a rodovia R102, também retilinea e perpendicu-
lar a R101. Esta sendo construida uma nova rodovia re-
tilinea, a R103, que ligara X a capital do estado. A nova
rodovia interceptara a R102 no ponto P, distante 120 km

da cidade Z.
~ R103
Yo Ve
R102 ‘/
z P
R101
x&

O governo esta planejando, apds a conclusdo da obra,
construir uma estrada ligando a cidade Y até a R103. A
menor extensdao, em quilémetros, que esta ligagdo po-
dera ter é:

250

240

225

200

180

QOO

04| UFF Um pedaco de papel tem a forma do tridngulo equi-
latero PQR, com 7cm de lado, sendo M o ponto médio
do lado PR.

Q

S T

JAVAN

P M R P Q=M R

Dobra-se o papel de modo que os pontos Q e M coinci-
dam, conforme ilustrado acima.

O perimetro do trapézio PSTR, em cm, é igual a:

0 9

0 175
® 245
® 28
O 49

05| UEL Para medir a altura de um edificio, um engenhei-
ro utilizou o seguinte procedimento: mediu a sombra
do prédio obtendo 10,0 metros. Em seguida, mediu sua
prépria sombra que resultou em 0,5 metros. Sabendo
que sua altura é de 1,8 metros, ele pdde calcular a altura
do prédio, obtendo:
0 4,5 metros
( 10,0 metros
® 18,0 metros
® 36,0 metros
@ 45,0 metros

06| UFRGS Observe os discos de raios 2 e 4, tangentes entre
si e as semirretas s e t, representados na figura abaixo.

A distancia entre os pontos P e Q é:

0 9
0 10
® 11
0 12
0 13
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07| PUC Em um mapa, o parque turistico P e as cidades A, B, Nessas condigGes, a area a ser calgada corresponde:
C e D estdo dispostos conforme a figura a seguir, sendo

AB paralelo a CD. Sabendo-se que, na realidade, AB =40 @ Amesma area do tridngulo AMC.
km, AD = 30 km e DC = 25 km, a distancia da cidade A (® A mesma area do triangulo BNC.
té P, ilbmetros, é: , i
ate oparque b, em quriome rosPe ® A metade da drea formada pelo tridngulo ABC.
(® Ao dobro da érea do tridngulo MNC.
3 Ao triplo da area do triangulo MNC.
D 10| UFU Na figura a seguir, ABC é um tridngulo e suas me-
dianas AP, BN e CM medem, respectivamente, 8 cm, 10
A € cme 4 cm.
A
B
65
(A} Q \
6O 70
® 75
® 80
B P C

08| MACK A area do quadrado assinalado na figura é igual a: 50 (618 werlele ae (ade AF qor JEE — AC, che, @

¥ perimetro do triangulo APQ é igual a:

0O 24cm
O 22cm
® 20cm
— —
3 5 ® 18cm
rampa de um hospital tem na sua parte mais
AN 11| ENEM A d hospital i
O 20 elevada uma altura de 2,2 metros. Um paciente ao cami-
® 12 nhar sobre a rampa percebe que se deslocou 3,2 metros
® 18 e alcangou uma altura de 0,8 metro.
G 16 A distancia em metros que o paciente ainda deve cami-

nhar para atingir o ponto mais alto da rampa é:

09| ENEM Em canteiros de obras de construgdo civil é co-
mum perceber trabalhadores realizando medidas de ) 1,16 metros
comprimento e de angulos e fazendo demarcacgdes por ® 3,0 metros
onde a obra deve comecar ou se erguer. Em um desses
canteiros foram feitas algumas marcas no ch3o plano. ® 5,4 metros
Foi possivel perceber que, das seis estacas colocadas, (® 5,6 metros
trés eram vértices de um triangulo retangulo e as outras @ 7,04 metros

trés eram os pontos médios dos lados desse triangulo,
conforme pode ser visto na figura, em que as estacas

foram indicadas por letras. 12

IFSC Sabendo que uma pessoa de 1,80 m projeta uma
sombra de 1,60 m, calcule a altura de uma arvore que

= projeta uma sombra de 20 m nas mesmas condicdes.
p i O 2m
0 22,50m
A N °C ® 24m
A regido demarcada pelas estacas A, B, M e N deveria ser D) A0
@ 17,80m

calgada com concreto.
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13| UFPR Em uma rua, um énibus com 12 m de comprimen-
to e 3 m de altura estd parado a 5 m de distancia da base
de um semaforo, o qual estd a5 m do chdo. Atrds do 6ni-
bus para um carro, cujo motorista tem os olhosa 1 m do
chdo e a 2 m da parte frontal do carro, conforme indica
a figura a seguir. Determine a menor distancia (d) que
o carro pode ficar do 6nibus de modo que o motorista
possa enxergar o semaforo inteiro.

)

T HAA AP
® .0, . IH:{I:J;_‘Il m
"5m 12m d 2m
O 135m
O 140m
® 145m
® 150m
@ 155m

14| UFJF Seja o triangulo de base igual a 10 m e altura igual
a5 m com um quadrado inscrito, tendo um lado contido
na base do triangulo. O lado do quadrado é, em metros,

igual a:
0o 130
® 3
° ¥
°
° ¥

15| UNESP Um observador situado num ponto O, localizado
na margem de um rio, precisa determinar sua distancia
até um ponto P, localizado na outra margem, sem atra-
vessar o rio. Para isso marca, com estacas, outros pontos
do lado da margem em que se encontra, de tal forma
que P, O e B estdo alinhados entre si e P, A e C também.
Além disso, OA é paralelo aBC,0A=25m,BC=40me
OB = 30 m, conforme figura.

rio

A distancia, em metros, do observador em O até o ponto
P, é:

A
(B)
®
®
(E)

30
35
40
45
50

16| IFCE Sendo, na figura a seguir, AB//DE, AB = 5 cm,
AC =6 cm e DE = 10 cm, o valor de CD e CE, nesta
ordem, em cm, é:

A B

D
14e12
12e10
10e8

© @ @ O

16e14

O 8eb

17| IFCE Considere o trapézio escaleno indicado na figura

a seguir. Sabendo-se que a diagonal AC mede 9 cm e os
lados

DC =8 cme AB = 10 cm, tendo a informacdo de que
a diagonal AC intercepta a diagonal BD no ponto E, os
comprimentos dos segmentos AE e EC sdo, respectiva-
mente, iguais a:

D C

A
4cme5cm
5cmedm
2cme7cm

7cme2cm

@ 0@ QO

6,5cme2,5cm
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18| UNESP Na figura, B é um ponto do segmento de reta AC Se o raio da esfera mede 7 cm, a distancia (d) do centro
e os angulos DAB, DBE e BCE sdo retos. da esfera até a parede, em cm, é:
D 0 23
0 25
® 28
E
® 32
@ 35
(o] °
A B C 20| UFMG Observe a figura.
Se 0 segmento AD = 6 dm, o segmento AC=11dmeo D @
segmento EC = 3 dm, as medidas possiveis de AB, em
dm, sdo:
O 45e6,5
® 75e3,5
® 8e3
A
® 7e4 B
O 9e2
Nessa figura, os segmentos AD e BC sdo paralelos, AD = 8,
19| UFG Uma fonte luminosa a 25 cm do centro de uma es- AB=3 eBC=7.
fera prOJet:?Asobre uma parede. uma sombr.a circular de Sendo P o ponto de interse¢do das retas AB e DC, a me-
28 cm de diametro, conforme figura a seguir. . ,
dida do segmento BP é:
T 0O 23
7 cm
Iumir:\%esa FZS c ‘3 22
l ® 24
[¢—25 cm—>te——d——> ® 21
TRIANGULO RETANGULO
ELEMENTOS
BC=a : hipotenusa

AC=b : cateto

AB=c : cateto

BH=n : projecdo do cateto c sobre a hipotenusa
CH=m : projecdo do cateto b sobre a hipotenusa
AH=h : alturarelativa a hipotenusa

MEDIA PROPORCIONAL DE DOIS SEGMENTOS

Média proporcional (média geométrica) dos segmentos a e b dados é o segmento x que, com os segmentos dados, forma
a seguinte proporgao:

a

=X ouX=bou=2ab
X b a X )
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RELACOES METRICAS NO TRIANGULO RETANGULO

Como os triangulos destacados abaixo admitem dois angulos ordenadamente congruentes, eles sdo semelhantes.
A

ol
B a C B n H H m C

A partir da proporcionalidade de seus lados homdlogos, podemos concluir as seguintes relagdes:

12 RELACAO:
Cada cateto é média proporcional (ou média geométrica) entre sua projegdo sobre a hipotenusa e a hipotenusa.

b’=a.m c2=a.n

22 RELACAO:

A altura relativa a hipotenusa é média proporcional (ou média geométrica) entre os segmentos que determina sobre a
hipotenusa.

h’=m.n
32 RELACAO:
O produto dos catetos é igual ao produto da hipotenusa pela altura relativa a ela.

b.c=a.h

42 RELACAO:

O produto de um cateto pela altura relativa a hipotenusa é igual ao produto do outro cateto pela proje¢do do primeiro
sobre a hipotenusa.
b.h=c.m c.h=b.n

52 RELAGAO: TEOREMA DE PITAGORAS

A soma dos quadrados dos catetos é igual ao quadrado da hipotenusa.

a’=b’+c’

APLICACOES DO TEOREMA DE PITAGORAS

NO QUADRADO

Sendo ABCD um quadrado de lado ( e diagonal d, aplicando o Teorema de Pitdgoras no triangulo ABC, temos:

A D
d 2 _ p2 2 2 2 _
0 P=C+P=>d>=20=d=10/2
ol
B 0 C
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NO TRIANGULO EQUILATERO

Sendo ABC um tridngulo equildtero de lado §, M o ponto médio do lado BC e altura h, aplicando o Teorema de Pitdgoras
no triangulo AMC, temos:

A
h 0 2 2
R
]
B M C

£
2

TRIANGULOS PITAGORICOS
Triangulos pitagdricos sdo triangulos retangulos, cujos lados sdo numeros inteiros.

Um terno pitagdrico é formado por trés nimeros naturais a, b e c tais que a> = b? + c% Se (b,c,a) € um terno pitagdrico,
entdo (kb,kc,ka) também é um terno pitagérico, para qualquer nimero natural k. Um terno pitagérico primitivo é um terno
pitagdrico em que os trés numeros sdo primos entre si.

Euclides, demonstrou que existe uma infinidade de ternos pitagdricos primitivos. Além disso, encontrou uma férmula
que gera todos os ternos pitagoricos primitivos. Dados dois nimeros naturais m > n, o terno (b,c,a), sendo:

b c a

m2 —n?2 2mn mZ + n?

E pitagérico e primitivo, se, e somente se, m e n s3o primos entre si e possuem paridades distintas, ou seja: se m é
par, entdo n é impar ou m é impar e n é par. Veja alguns exemplos de ternos pitagéricos primitivos:

| Cateto: b = m2 — n? Cateto: c=2mn Hipotenusa: a = m2 + n?
2 1 3 4 5
3 2 5 12 13
4 1 15 8 17
4 3 7 24 25
5 2 21 20 29
5 4 9 40 41
6 1 35 12 37
6 5 11 60 61
7 2 45 28 53
7 4 33 56 65
7 6 13 84 85
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E EXERCICIOS RESOLVIDOS

01| Uma corda de 3,9 m de comprimento conecta um ponto
na base de um bloco de madeira a uma polia localizada
no alto de uma elevagdo, conforme o esquema abaixo.
Observe que o ponto mais alto dessa polia estd 1,5 m
acima do plano em que esse bloco desliza. Caso a corda
seja puxada 1,4 m, na diregdo indicada abaixo, a distan-

cia x que o bloco deslizard serd de:
<LAm

3,9m
1,5m

X

Destaquemos os triangulos retangulos formados nas si-
tuagdes inicial e final.

Resolugao:

L=39m

h=1,5m

h=15m

Aplicando Pitdgoras no primeiro triéngulo:

D’+h’=1?=>D’+2,25= 15,21
=y/12,96 =D=3,6m

Aplicando Pitdgoras no segundo tridngulo:

d*+h’+ = d*+ 1,57 =257

>d°=625-225=4=>d=2m

Comparando os dois trigngulos:

x=D—d=3,6—2=

Xx=1,6m

02

Duas vilas da zona rural de um municipio localizam-se na
mesma margem de um trecho retilineo de um rio. Devi-
do a problemas de abastecimento de agua, os morado-
res fizeram varias reivindica¢Ges a prefeitura, solicitando
a construcdo de uma estagdo de bombeamento de agua

para sanar esses problemas. Um desenho do projeto, pro-

posto pela prefeitura para a construgdo da estagao, esta

mostrado na figura a seguir. No projeto, estao destacados:

= Os pontos R; e R,, representando os reservatorios
de dgua de cada vila, e as distancias desses reserva-
térios ao rio.

= QOspontos A e B, localizados na margem do rio, respec-
tivamente, mais préximos dos reservatérios R, eR,.

= O ponto S, localizado na margem do rio, entre os
pontos A e B, onde deverd ser construida a estagao
de bombeamento.

—
— Rio S —~

ALl B
1kmr_ 4 km j
. !
R, |

!4 km
.Rz

Com base nesses dados, para que a estacdao de bombe-
amento fique a uma mesma distancia dos dois reserva-
torios de agua das vilas, determine a distancia entre os
pontosAeS.

Resolugao:
A X S 4-x B
1|ﬂ :
d
R,
d 4
R,

d?=x’+1%ed’ =(x—4y+4’
Logo, X’ +12=(x—4P + 47
8x = 31

x = 3,875

E EXERCICIOS DE FIXAGAO

01| Determine o valor de x:

A

12

X+2
15
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e

(@ Triangulo Equildtero

12

@ Quadrado

® Retangulo
20
ol
21
() Trapézio Iséceles
26
17 X
42

02| UFC Considere a figura a seguir na qual os segmentos de
reta AB e CD sdo perpendiculares ao segmento de reta
BC.Se AB =19 cm, BC =12 cm e CD = 14 cm, determi-
ne a medida, em centimetros, do segmento de reta AD.

A

ol o
B C

03| UFPE Seja ABC um tridngulo tal que AB =BC =5cme
AC =8cm. Quanto mede, em mm, a altura deste trian-
gulo com relacdo ao lado AC?

04| UFPE Caminhando em uma regido plana e partindo do
ponto A, Jodo caminha 7 m na diregao nordeste, fazen-
do um angulo de 33° com o leste e, em seguida, cami-
nha 24 m na diregdao noroeste, fazendo um angulo de
57° com o oeste, chegando ao ponto B. Qual a distancia,
em metros, entre A e B?

05| Determine o valor de x:

A
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B/
P
oo
9 X
C/
X
12 2

D)

ENEM E VESTIBULARES

01| UFRGS Na figura abaixo, ABCD é um quadrado e os tri-
angulos sombreados sdo triangulos semelhantes tais
que as alturas correspondentes formam uma progressao
geométrica de razdo %
D C

A B

Se o perimetro do triangulo ABC é 1, a soma dos perime-
tros dos quatro triangulos sombreados é:

@ O

0 @
o[ 0o|(5 00| 002 X

@

02| UNEMAT Em um tridangulo retangulo, a hipotenusa é %
o tamanho do cateto menor. O cateto maior tem tama-

. 4
nho igual a 3 do cateto menor.
Sendo 60 cm o perimetro desse triangulo, sua area sera de:

135 cm?
120 cm?
150 cm?
100 cm?
187,5 cm?

QOO

03| PUCRJ Ao meio dia, a formiga A estd 3 km a oeste da
formiga B. A formiga A esta se movendo para o oeste
a 3 km/h e a formiga B estd se movendo para o norte
com a mesma velocidade. Qual a distancia entre as duas
formigas as 14h?

O V17 km
® 17km
® 51 km
® V117 km
@ 117km

04| ESPM A figura abaixo representa um paralelepipedo re-
to-retangulo de medidas AF = 4, FC = 3 e CE = 2«/5,
sendo B o ponto médio de DE. O perimetro do tridngulo
ABC é igual a:

A F
FI WSS SR C
D B E

0O 12

0 14

® 13

® 15

0 11

127
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05| UFMG Nesta figura, estdo representadas trés circunfe-
réncias, tangentes duas a duas, e uma reta tangente as
trés circunferéncias:

Sabe-se que o raio de cada uma das duas circunferéncias
maiores mede 1 cm.

Entdo, é CORRETO afirmar que a medida do raio da cir-
cunferéncia menor é:

0 1o
(B) %cm
(C) (?)cm
o W2,

06| INSPER A figura mostra parte de um campo de futebol,
em que estao representados um dos gols e a marca do

pénalti (ponto P).
]
(-~

=

Considere que a marca do pénalti equidista das duas tra-
ves do gol, que sdo perpendiculares ao plano do campo,
além das medidas a seguir, que foram aproximadas para
facilitar as contas.

= Distancia da marca do pénalti até a linha do gol: 11
metros.

= largura do gol: 8 metros.

=  Altura do gol: 2,5 metros.

Um atacante chuta a bola da marca do pénalti e ela, se-
guindo uma trajetdria reta, choca-se contra a jungdo da
trave esquerda com o travessdo (ponto T). Nessa situa-
¢do, a bola tera percorrido, do momento do chute até
o choque, uma distancia, em metros, aproximadamente
igual a:

12

14

16

18

20

WO

07| UECE Se E, e E, sdo duas circunferéncias concéntricas
cujas medidas dos raios sdo respectivamente 3me5me
se uma reta tangente a E, intercepta E, nos pontos X e Y,
entdo a medida, em metros, do segmento de reta XY é:

(A B}

O 6

® s

® 10

IFSC O lado de um quadrado mede ﬁ cm. Quanto
mede sua diagonal?
0O 2cm

® V3cm

® V6cm

® 2/3cm

® 2/2cm

08

09| ESPM A figura mostra um quadrado, dois circulos claros
de raios R e dois circulos escuros de raios r, tangentes
entre si e aos lados do quadrado.

R

Arazdo entre Rer éigual a:
0 2
® /3

B)
@ 3
o 2
(E

N\m

10| PUC Dois navios navegavam pelo Oceano Atlantico, su-
postamente plano: X, a velocidade constante de 16 mi-
Ihas por hora, e Y a velocidade constante de 12 milhas
por hora. Sabe-se que as 15 horas de certo dia Y estava
exatamente 72 milhas ao sul de X e que, a partir de en-
tdo, Y navegou em linha reta para o leste, enquanto que
X navegou em linha reta para o sul, cada qual mantendo
suas respectivas velocidades. Nessas condicGes, as 17
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horas e 15 minutos do mesmo dia, a distancia entre X e O 18m
Y, em milhas, era: ® 19m
O 45 ® 2,0m
O 48 ® 21m
® 50 O 22m
® s5 13| ENEM Quatro estacdes distribuidoras de energia A, B,
O 58 C e D estdo dispostas como vértices de um quadrado de
40 km de lado. Deseja-se construir uma estagao central
11| FUVEST Um lateral L faz um lancamento para um ata- gue seja a0 mesmo tempo equidistante das estagdes A
cante A, situado 32 m a sua frente em uma linha para- e B e da estrada (reta) que liga as esta¢des C e D. A nova
lela a lateral do campo de futebol. A bola, entretanto, estacdo deve ser localizada:

segue uma trajetoria retilinea, mas n3o paralela a lateral

e quando passa pela linha de meio do campo esta a uma © No centro do quadrado.

distancia de 12 m da linha que une o lateral ao atacante. ® Naperpendicular a estrada que liga C e D passan-
Sabendo-se que a linha de meio do campo estd 8 mesma do por seu ponto médio, a 15 km dessa estrada.
distancia dos dois jogadores, a distancia minima que o ® Na perpendicular a estrada que liga C e D passando
atacante tera que percorrer para encontrar a trajetéria por seu ponto médio’ a 25 km dessa estrada.
da bola sera de: - - i

(® No vértice de um tridngulo equildtero de base AB

oposto a essa base.

(@ No ponto médio da estrada que liga as estaces A e B.

14| UERJ Millor Fernandes, em uma bela homenagem a
Matemdtica, escreveu um poema do qual extraimos o
fragmento a seguir:

32 m

As folhas tantas de um livro de Matematica, um Quocien-
te apaixonou-se um dia doidamente por uma Incégnita.

Olhou-a com seu olhar inumeravel e viu-a do 4pice a
base: uma figura impar;

O 188m olhos romboides, boca trapezoide, corpo retangular,
® 192m seios esferoides.
® 196m Fez da sua uma vida paralela a dela, até que se encontra-
ram no Infinito.
©® 20m "Quem és tu?" — indagou ele em ansia radical.
G 204m Sou a soma dos quadrados dos catetos.
12| ENEM Mas pode me chamar de hipotenusa."

30cm (Millér Fernandes. Trinta Anos de Mim Mesmo.)

A Incdgnita se enganou ao dizer quem era. Para atender
ao Teorema de Pitagoras, deveria dar a seguinte resposta:

@ "Sou a soma dos catetos. Mas pode me chamar de
hipotenusa."

(® "Sou o quadrado da soma dos catetos. Mas pode me
chamar de hipotenusa."

90 cm

' ® "Sou o quadrado da soma dos catetos. Mas pode me
chamar de quadrado da hipotenusa."

Na figura acima, que representa o projeto de uma esca-
da com 5 degraus de mesma altura, o comprimento total (® "Sou a soma dos quadrados dos catetos. Mas pode

do corrimdo € igual a: me chamar de quadrado da hipotenusa."
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15| FUVEST No jogo de bocha, disputado num terreno pla-
no, o objetivo é conseguir lancar uma bola de raio 8 o
mais préximo possivel de uma bola menor, de raio 4.
Num langamento, um jogador conseguiu fazer com que
as duas bolas ficassem encostadas, conforme ilustra a
figura a seguir. A distancia entre os pontos A e B, em que
as bolas tocam o chao, é:

©O@® © ©
50 0 4

(EJ

18| UNESP Em uma residéncia, ha uma area de lazer com
uma piscina redonda de 5 m de didametro. Nessa area ha
um coqueiro, representado na figura por um ponto Q.

5

(A J:!

o 5 P d Q
© 82 6m

® 443

G 6/3 J

Se a distancia de Q (coqueiro) ao ponto de tangéncia T

16| FUVEST Um lenhador empilhou 3 troncos de madeira (da piscina) é 6 m, a distancia d = QP, do coqueiro 3 pis-

num caminhado de largura 2,5 m, conforme a figura a se-

cina, é:
guir. Cada tronco é um cilindro reto, cujo raio da base
mede 0,5 m. Logo, a altura h, em metros, é: O 4m
® 45m
® 5m
® 55m
G 6m
19| UEL Na figura a seguir, tem-se o ponto P que dista 12cm
do plano a. Traga-se por P a reta r, perpendicular a a e

que o intercepta em A. Os pontos B e C, de a, sdo tais
que BP=13 cm, CP=15 cm e AB é perpendicular a AC.

r
(1+7) P
A/ 2
(1+7) A a
(B} 3 .
(1+v7) BB I ¢
V7 X . — , ,
® 1+ 3 Nessas condi¢Ges, a medida de BC, em centimetros, é
/7 igual a:
61 +<T> 0 35
17| UNESP Duas rodovias retilineas A e B se cruzam forman- 0 v93
do um angulo de 45°. Um posto de gasolina se encontra
v/106
na rodovia A, a 4 km do cruzamento. Pelo posto passa ®
uma rodovia retilinea C, perpendicular a rodovia B. A 0O n
distancia do posto de gasolina a rodovia B, indo através e 12

de C, em quilémetros, é:




FUNCAO EXPONENCIAL

INTRODUCAO

Uma fungdo f: IR — IR é chamada de fungdo exponencial de base a se, e somente se, for expressa pela seguinte lei de
formacgao.

f(x)=a", comaelRiea#1

Assim, sdo exemplos de fungGes exponenciais:

f(x) = 2

0= (3]

f(x) = (+/5)"
OBSERVACOES:

= A exigéncia da base a ser diferente de 1 para se definir a fungdo f(x) = a* estd no fato de que para a = 1, teriamos
f(x) = 1* =1, ou seja, uma fungdo constante.

= Aexigéncia da base a ser positiva para se definir a fungdo f(x) = a* estd no fato de que se, por exemplo, paraa=—4e

1
X = %, teriamos f(x) = (—4)z = y/—4, que ndo é um nimero real.

A partir das fungdes exponenciais do tipo f(x) = a*, podemos obter outras funcdes exponenciais mais complexas.
Por exemplo:

flx)=2*"1

g(x) =2+ 3%

ho) =3.(3)"

GRAFICO CARTESIANO

L. . ~ . * 7 .
O formato do gréfico cartesiano de uma fungdo do tipo f(x) = a*,coma& IR+ ea # 1, é chamado de curva exponencial.
Para ilustra-lo, considera-se dois casos:

= 12caso:a > 1, por exemplo, a fungdo f(x) = 2*.

Para esbocgar esse grafico, pode-se montar uma tabela numérica escolhendo alguns valores arbitrarios para x e calculando
os correspondentes valores de y.

VA
8
X — -1 0 1 2 3 .1
1 1
fx)=2 | 7 5 1 2 4 8 6
5 4
4

Y

Bl
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Assim, para o grafico de f(x) = 2%, temos que:

= O seudominio é o conjunto D(f) = IR.

= Asuaimagem é o conjunto Im(f) = IR%.

= Euma funcdo crescente e injetora.

=  Passa pelo ponto (0, 1).

= Quando x aumenta indefinidamente, temos que y = f(x) também aumenta indefinidamente.

= Quando x diminui indefinidamente, temos que y = f(x) se aproxima cada vez mais de zero.

= 292caso: 0 <a < 1, por exemplo, a fungdo f(x) = (%)x

Para esbocar esse gréfico, pode-se montar uma tabela numérica escolhendo alguns valores arbitrarios para x e calculando
os correspondentes valores de y.

VA

X -3 | =2 | -1 | o0 1 2 71

1\ 1 1 61

f0=(3) | s 4 2 1 > | 7

5 4

3 4

»
3 X

= Assim, para o grafico de f(x) = (%) temos que:

X
= O seudominio é o conjunto D(f) = IR.
= Asuaimagem é o conjunto Im(f) = IR%.

=  Euma funcdo decrescente e injetora.

= Passa pelo ponto (0, 1).

= Quando x aumenta indefinidamente, temos que y = f(x) se aproxima cada vez mais de zero.
= Quando x diminui indefinidamente, temos que y = f(x) aumenta indefinidamente.

Assim, de maneira geral, os graficos de fung¢des do tipo f(x) = a*, comportam-se de acordo com as ilustragdes a seguir:

= Paraa>1

Y
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= Para0<ax<1

0 X
Portanto, para a fun¢do exponencial f: IR — IR expressa por f(x) = a*, sdo validas as seguintes propriedades:

= QO gréfico de f é crescente paraa > 1 e decrescente para 0 < a < 1.

= O gréfico de f intercepta o eixo das ordenadas no ponto (0, 1), pois f(0) = a% = 1.

= QO grifico de f ndo intercepta o eixo das abscissas, pois f(x) = a* > 0 para todo x € D(f).

= a"=2a" e x1 =X, para todo {x;, X,} C D(f) pois, f é uma fungdo injetora.

= Paraa > 1, osvalores dey=f(x) se aproximam cada vez de zero quando x assume valores negativos cada vez menores.
= Para0 < a<1,osvaloresdey=f(x) se aproximam cada vez de zero quando x assume valores positivos cada vez maiores.
= Aimagem de f é o conjunto Im(f)={y € IR | y > 0}.

OBSERVAGAO:

= e = 2,71828... ¢ um numero irracional conhecido por nimero de Euler. As fungdes exponenciais que envolvem as
poténcias de e sdo extremamente importantes pois, descrevem varios fenémenos estudados nas Ciéncias Sociais, Eco-
nomia e Ciéncias Naturais.

EQUACOES EXPONENCIAIS
Equacgdo exponencial na varidvel x é toda equagdo que possui a variavel x no expoente de pelo menos uma poténcia.
S3do exemplos de equagGes exponenciais:
O 5%=25
O F*H1=27
® 4-2-7=0

De maneira geral, para resolver as equagdes exponenciais, temos que transforma-la numa igualdade de poténcias de mes-
ma base, e em seguida, utilizar a seguinte propriedade:

.
a¥=a%e x1=x3,comaclRrea#1

INEQUACOES EXPONENCIAIS

Inequacdo exponencial na varidvel x é toda inequagdo que possui a variavel x no expoente de pelo menos uma poténcia.
Sdo exemplos de inequacgGes exponenciais:

0O 2x>128
@ 5x+t1< 1257

° (/2%
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De maneira geral, para resolver as inequagdes exponenciais, temos que transformd-la numa igualdade de poténcias de
mesma base, e em seguida, utilizar uma das seguintes propriedades:

= 12 caso: Para a fungdo exponencial f(x) = a*¥, com a > 1, temos o seguinte grafico:
A

Nesse caso, observe que a funcgdo f é crescente, assim, temos que:

a%?>a"ex2 >x1

Portanto, para resolver uma inequacdo de base a > 1, basta conservar a desigualdade.

= 29caso: Para a fungdo exponencial f(x) = aX, com 0a < 1, temos o seguinte grafico:

yA

aXz

Y

X, X, 0 X
Nesse caso, observe que a funcio f é decrescente, assim, temos que:
a¥>a%"ex2 <x1

Portanto, para resolver uma inequacgdo de base 0 < a < 1, basta inverter a desigualdade.

E EXERCICIOS RESOLVIDOS

01. Estudos indicam que o valor de certo modelo de automével | 02. Na funcdo f(x) = b.aX, com a e b constantes reais positi-

zero, em reais, daqui a t anos é dado pela fungdo exponen- vas, temos que f(1) = 6 e f(3) = 54, determine:
cial V(t) = 40.000.(0,8)t.

. . () Os valores numéricos das constantes a e b.
Nessas condi¢des, determine:

O valor de f(—1).
() O seu valor inicial, em reais. B ealera =l

2
® 0O seuvalor daqui a 3 anos, em reais. ® O valorde x para f(x) = g7
Resolugao: Resolugao:

O Para determinar seu valor inicial, basta fazer t = 0.

O Na fungdo f(x) = b.a*, temos que:
Assim, temos V(0) = 40.000.0,8° = 40.000 reais.

fll)=6=bal=6=>ba=6
® Para determinar seu valor daqui a 3 anos, basta E 5 5
fazert=3 f(3) =54 = b.a®> =54 = b.a.a* =54 = 6a° =540 =+3

. . ..a=3eb=2
Assim, V(3) = 40.000.0,8° = 20.480 reais.
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® Na fungdo f(x) = 2.3%, temos que:

f(=1)=2.(3)" :2,%:%

® Na fungéo f(x) = 2.3%, temos que:

23 =Fr 3= oz =3"5x=—4

03. Resolva, em IR, as seguintes equagdes exponenciais:

0O 2x=128

@ 125X = 5x+8

® (V10)'=0,001
@ 6» 1=3x2x
Resolugao:

O Na equagdo exponencial 2* = 128, observe que 128
= 27. Dai, temos:

X=2"=>x=7..5={7}

® Na equacdo exponencial 125% = 5%+ 8, observe que
125% = (53)* = 53, Dai, temos que:
5X=5F8 = 3x=x+8=>x=4..S={4}

® Na equagdo exponencial (y10) = 0,001,0bserve
1\X
que (V10Y =(102) = 107 e que 0,001 = 1073,
Dai, temos que:
102=10° =5 =-3=x=-6..5={-6}
® Na equagéo exponencial 62~ 1 = 3X.2%, observe que
3%X.2X = (3.2)¥ = 6*. Dai, temos:

62X—1=6X$2X_12X:,X:l '-'S:{l}

04. Calcule os valores de x e y no sistema de equacgées a se-

guir:

(CIE

2%2Y=1
3¥.9Y =

Na primeira equagdo do sistema, temos:

Resolugao:

K¥=1=22XV=20=xt+y=0
Na segunda equagdo do sistema, temos:
P =325 x+2y=—2

Assim, podemos obter os valores de x e y resolvendo o
sistema:

x+ty=0
X+2y=—2

Portanto, temos quex=2ey = —2.

05. Determine o conjunto solucdo da inequagdo exponencial

2%+2_5 x4+ 1 <.

Resolugao:

242 _5x 4 1 <0=>2%22-5%4+1<0
4.(2%)2-52%+1<0

Fazendo 2* = y, temos que:
a2-sy+1<0=1 <y<;

I <rx<is22sx<2=2<x<o

Portanto, S = [—2, 0].

E EXERCICIOS DE FIXACAO

01| VUNESP Uma certa substancia se decompde aproxima-

damente segundo a lei Q(t) = k.27%% em que k é uma
constante, t indica o tempo em minutos e Q(t) indica a
quantidade da substancia, em gramas, no instante t.

AQ

2048

512

Y

Considerando os dados desse processo mostrados no

grafico, determine os valores de K e de a.

02| Certa populagdo de insetos cresce de acordo com a ex-

1
pressdao N = 300.25, sendo t o tempo em meses e N o
numero de insetos na populagdo apds o tempo t.

Nessa situagao, responda os itens a seguir.
@ Qual é a quantidade inicial de insetos.
( Qual é a quantidade de insetos apds 10 meses?

® Quantos meses sdo necessarios para que a populagido

de insetos atinja 4.800 individuos?
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03| UNICAMP Suponha que o nimero de individuos de
uma determinada populagdo seja dado pela fungdo:
F(t) = a.27°" onde a varidvel t é dada em anoseaeb
sdo constantes.

() Encontre as constantes a e b de modo que a popu-
lagdo inicial (t = 0) seja igual a 1.024 individuos e a
populagdo apds 10 anos seja a metade da popula-
¢do inicial.

® Qual o tempo minimo para que a populagio se re-
duzaa % da populagéo inicial?

® Esboce o grafico da fungdo F(t) para t €[0,40]

04| Resolva as seguintes equagbes exponenciais:
0O 2x=32

10**1=0,001

8% = 9%

36 =216

9% =243

@ s5»x8=1

@0 @O

05| Bruna observou que o nimero de bactérias de uma cul-
tura, t horas apds do inicio de certo experimento, é dada
pela expressdo a seguir:

N(t) = 1.500.20.2t

Nessas condicOes, quanto tempo apds o inicio do experi-
mento a cultura terd 24.000 bactérias?

06| UERJ Em um municipio, apdés uma pesquisa de opinido,
constatou-se que o numero de eleitores dos candidato A
e B variava em fun¢do do tempo t, em anos, de acordo
com as seguintes fung¢des:

A(t) = 2.105.(1,6)t e B(t) = 4.10°.(0,4)t

Considere as estimativas corretas e que t = 0 refere-se
ao dia 1 de janeiro de 2.000.

() Calcule o nimero de eleitores dos candidatos A e B
em 1 de janeiro de 2.000.

() Determine em quantos meses os candidatos terfo o
mesmo numero de eleitores.

® Mostre que, em 1 de outubro de 2.000, a razdo entre
os numeros de eleitores de A e B era maior que 1.

07| UNICAMP O processo de resfriamento de um determi-
nado corpo é descrito por: T(t) =T, + a.3Pt onde T(t) é
a temperatura do corpo, em graus Celsius, no instante t,
dado em minutos, T, € a temperatura ambiente, suposta
constante, e a e B sdo constantes. O referido corpo foi
colocado em um congelador com temperatura de —18°C.

Um termbémetro no corpo indicou que ele atingiu 0°C
apo6s 90 minutos e chegou a —16°C apds 270 minutos.

() Encontre os valores numéricos das constantes a e B.

(® Determine o valor de t para o qual a temperatura

do corpo no congelador é apenas (%)T superior a
temperatura ambiente.

08| Resolva as seguintes inequagdes exponenciais:
Q 32)(73 > 3x+2
1 \#x—1 1 5x—9
e (3) =(3)
® 4°<4”
® (0,3)7*<(0,3)"

09| A quantidade N de micro-organismos patogénicos de
uma cultura é dada em fung¢do do tempo t, em horas,
pela fungdo exponencial N(t) = 200.3%4,

Ap0ds quantas horas inteiras essa cultura sera superior a
5.400 individuos?

10| A populagdo de pdssaros de uma regido de Goiania estd
diminuindo em devido a construgdo de um condominio
horizontal. Suponha que a quantidade Q de pdssaros
apods t semanas do inicio das obras seja dada pela se-
guinte fungdo:

Q=1.024—-16.2t"1

Nessas condi¢des, responda os itens a seguir.

) Quantos péssaros viviam nessa regido antes do ini-
cio das obras desse condominio?

(® Qual é quantidade minima de semanas sdo neces-
sarias para que a populagdo de passaros nao seja
maior que 768 pdassaros?
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ENEM E VESTIBULARES

01| UFRN A pedido do seu orientador, um bolsista de um
laboratério de biologia construiu o grafico a seguir a par-
tir dos dados obtidos no monitoramento do crescimento
de uma cultura de micro-organismos.

A
N

20

10¢

»
>

0} 2 t

Analisando o grafico, o bolsista informou ao orientador
que a cultura crescia segundo o modelo matematico,
N = k.2** com t em horas e N em milhares de micro-or-
ganismos. Para constatar que o modelo matematico apre-
sentado pelo bolsista estava correto, o orientador coletou
novos dados com t = 4 horas e t = 8 horas. Para que o
modelo construido pelo bolsista esteja correto, nesse pe-
riodo, o orientador deve ter obtido um aumento na quan-
tidade de micro-organismos de:

© 80.000
® 160.000
® 40.000
(® 120.000

02| ESPCEX Na pesquisa e desenvolvimento de uma nova li-
nha de defensivos agricolas, constatou-se que a agao do
produto sobre a populagdo de insetos em uma lavoura
pode ser descrita pela expressdo N(t) = No.2", sendo
No a populagdo no inicio do tratamento, N(t), a popu-
lagdo apds t dias de tratamento e k uma constante, que
descreve a eficacia do produto. Dados de campo mostra-
ram que, apos dez dias de aplicacdo, a populagdo havia
sido reduzida a quarta parte da populagdo inicial. Com
estes dados, podemos afirmar que o valor da constante
de eficdcia deste produto é igual a:

0 51
_5—1

@0 @ O

03| ESPCEX A inequagdo
10*+ 10+ 14+ 10¢+ 2+ 10¢ 3 + 10¢ T4 < 11111
em que x é um numero real:

Ndo tem solugdo.

Tem apenas uma solugdo.

Tem apenas solugdes positivas.

Tem apenas solugdes negativas.

QOO

Tem solugGes positivas e negativas.

04| ACAFE Um dos perigos da alimentagdo humana sdo os
micro-organismos, que podem causar diversas doengas e
até levar a dbito. Entre eles, podemos destacar a Salmo-
nella. Atitudes simples como lavar as mdos, armazenar
os alimentos em locais apropriados ajudam a prevenir a
contaminagdo pelos mesmos. Sabendo que certo micror-
ganismo se prolifera rapidamente, dobrando sua popu-
lagdo a cada 20 minutos, pode-se concluir que o tempo
que a populagdo de 100 micro-organismos passara a ser
composta de 3.200 individuos é:

® 1he35min
® 1he40min
® 1he50min
® 1he55min

05| UFJF Seja f: IR — IR uma fungdo definida por f(x) = 2X. Na
figura abaixo estd representado, no plano cartesiano, o
grafico de f e um trapézio ABCD, retangulo nos vértices
A e D e cujos vértices B e C estdo sobre o grafico de f.

YA

y=f(x)=2"

-1
A medida da area do trapézio ABCD é igual a:
(A )

(B)

@ 0@
m-bwwmo

137
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06| UFSJ Ainterseccdo dos graficos das fungdes h(x) =2*+ 1
e s(x) = 271 é o ponto que tem a soma de suas coorde-
nadas igual a:

0 2epertencearetay=x+2
() 1lepertencearetay=x+1
® 2epertencearetay=x—2

(® 1lepertencearetay=x—1

07| UDESC Se x é solugdo da equagio 3% 1 + 9¥ =6, entdo x? é
igual a:
v2
A
1
B/ 4
1
® 3
o1
0 27

14 _

08| PUC A equacdo = —ﬁ tem duas solucdes

reais. A soma das duas solugdes é:
0 5

B o

® 2

® 14

O 1.024

09| UFU O conjunto dos niimeros reais x que satisfazem a

X . L3X+1 14 2x—x2 lel'.
|nequagao.(zx) 4 X"Z(S) é:
0 {xeRr|i<x<1

5
(B %)
® {xelR|1<x<5}

® {xeR|x<loux>5}

(E) {xelRIxS%oule}

10| UNESP A trajetéria de um salto de um golfinho nas pro-
ximidades de uma praia, do instante em que ele saiu da
agua (t = 0) até o instante em que mergulhou (t =T), foi
descrita por um observador através do seguinte modelo
matematico

h(t) = 4t — .20

com t em segundos, h(t) em metrose 0 < t < T. O tempo,
em segundos, em que o golfinho esteve fora da d4gua duran-
te este salto foi:

WOoOOO
o A N -

10
11| FUVEST Seja f(x) = a + 2°** <, em que a, b e ¢ s3o niime-
ros reais. A imagem de f é a semirreta ]—1, oo[ e o grafico
de f intercepta os eixos coordenados nos pontos (1, 0) e

(O, = %) Entdo, o produto abc vale:

(A D!
6 2
®o
® -2
G -4

(0,207 =5

12 (0,57 =2 éigual a:

ESPM O valor de y no sistema {

0o =2

©w 0 @ ©
~Njw uijw U'l"\l) NN

13| PUC O valor de certo equipamento, comprado por
RS 60.000,00, é reduzido a metade a cada 15 me-

ses. Assim, a equacdoV(t)= 60.000.27%, onde t é
o tempo de uso em meses e V(t) é o valor em reais,
representa a variagdo do valor desse equipamento.
Com base nessas informagdes, é correto afirmar que
o valor do equipamento apds 45 meses de uso serd
igual a:

® R$3.750,00
( RS 7.500,00
® R$10.000,00
(® R$20.000,00

7

ﬁ)zx*z 1

14| MACK O valor de x na equagdo (T
O Talque2 <x<3.
® Negativo.
® Talque0<x<1.
® Mdltiplo de 2.
0 s.
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15| UDESC O Conjunto
/@ )] > 4 e

S={x € IR| -1<x<6}

solugdo da inequagdo

S={x€IR|x<—-6oux>1}

S={x€IR|x<—-1oux>6}

© @ @ ©

S={x €IR|—-6<x<1}
O S={x € R|x<—+v6o0ux>+/6}

16| CFTCE O conjunto verdade da equagdo 2X—2X=5
(1—27%é:

0O {1,4
O {1,2}
® {01}
® {02}
G {}

17| FGV A raiz da equacgdo exponencial

(5 —5¢/3) (5* 4+ 543) =50 é:

© @ @ ©
N|jw wlNo

NP W N|w

(EJ

18| UFJF Dada a equacdo 23* =2, 8 *+1=4*=1 nodemos afir-
mar que sua solugao é um numero:

Natural
Maior que 1

De mdédulo maior do que 1

© @ ©@ ©

Par

(3 De médulo menor do que 1

19| UFPB O total de individuos, na n-ésima geragdo, de duas
populacGes P e Q, é dado, respectivamente, por P(n) = 4"
e Q(n) =2". Sabe-se que, quando P(n)/Q(n) = 1.024, a po-
pulagdo Q estard ameacgada de extingdo. Com base nessas
informagdes, essa ameaga de extingdo ocorrera a partir
da:

() Décima geracdo.
® Nona geragdo.

® Oitava geragao.
(® Sétima geragdo.

(@ Sexta geragdo.

TEXTO PARA A PROXIMA QUESTAO

A populacdo mundial esta ficando mais velha, os indi-
ces de natalidade diminuiram e a expectativa de vida
aumentou. No grafico seguinte, sdo apresentados da-
dos obtidos por pesquisa realizada pela Organizagdo
das Nagdes Unidas (ONU), a respeito da quantidade de
pessoas com 60 anos ou mais em todo o mundo. Os nu-
meros da coluna da direita representam as faixas per-
centuais. Por exemplo, em 1.950 havia 95 milhdes de
pessoas com 60 anos ou mais nos paises desenvolvidos,
numero entre 10% e 15% da populagdo total nos paises
desenvolvidos.

461
Paises desenvolvidﬁ/

85

30

1592 25

Numero em milhdes / - 20

95 it 15
G ,»"Paises em

-~ desenvolvimento 10

5
@ ESTIMATIVAS
T 0

T [
1950 70 90 2010 30 50

Fonte: Perspectivas da Populagdo mundial, ONU, 2009

Disponivel em: www.economist.com.

Acesso em: 9 jul. 2.009 (adaptado).

20| ENEM Suponha que o modelo exponencial y = 363
€0.03x em que x = 0 corresponde ao ano 2.000, x = 1
corresponde ao ano 2.001, e assim sucessivamente,
e que y é a populagdo em milhdes de habitantes no
ano x, seja usado para estimar essa populagdo com
60 anos ou mais de idade nos paises em desenvol-
vimento entre 2.010 e 2.050. Desse modo, conside-
rando e%3 = 1,35, estima-se que a populagdo com 60
anos ou mais estara, em 2.030, entre:

) 490 e 510 milhdes
® 550 e 620 milhdes
780 e 800 milhoes

810 e 860 milhoes

@ 0 @

870 e 910 milhdes
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GABARITOS

FRENTE A
PRISMAS
EXERCICIOS DE FIXACAO (PAG. 18)
D =+29cm; A;=52cm?% V=24 cm3

a) 6dm,8dme24dm

b) 1.152dm?
c) 768dm?
80.000 litros
6 m3
2dm,4dme8dm
= %cm% A =27 cm?
7m
a) %cm2
b) 45cm?
g X +29f3 om?
d) 45‘,:/5 cm?®
200(1 + 34/3)cm?
60°
ENEM E VESTIBULARES (PAG. 19)
E 06| C 11| A 16| A
A 07l E 12] E 17| E
C 08| A 13| B 18] E
D 09 B 14 B 19| A
E 0] A 15| B 20| C
FRENTE A
CILINDROS

EXERCICIOS DE FIXAGCAO (PAG. 27)
A =91 m% V=541 m?

a) 4007 m?
b) 400 m?
a) 47R?
b) 6mR?
c) 2mR3
3
2
8cm
4 — ﬁ m
ficard totalmente submerso
121 m?
47(T +2) cm?
nE 1cm
ENEM E VESTIBULARES (PAG. 27)
D 04| C 07| B 10| E
D 05| C 08| B 1] C
E 06| D 09| D 12| B

01

02|
03]

04|
05|
06|

07|
08|
09|
10|

01]
02|
03|
04|
05|

01|

02|
03|
04|
05|
06|
07|
08|
09|
10|

01]
02|
03|
04|
05|

FRENTE A
CONES
EXERCICIOS DE FIXAGAO (PAG. 40)

a) 5cm

b) 91 cm?

c) 15T cm?

d) 241 cm?

e) 12mem?

1 &L

A =50rm2eV= %ma
A =651 dm? A, =907 dm?e
V = 1007 dm?

8cm

R=3cmeV=97+/3 cm3

A = 1007 cm?, A, = 168T cm? e

V =2247 cm?
R=1cm, A;=T cm?eV =637 cm3
V=281 cm3eA =421 cm?

3787 cm?

o volume do cone original é 8 vezes do cone
obtido

ENEM E VESTIBULARES (PAG. 40)

A 06| D 1] E 16] E
C 07| B 12| E 17| E
B 08| C 13| D 18| B
B 09| D 14| B
C 10| C 15| C
FRENTE B
PONTO

EXERCICIOS DE FIXAGCAO (PAG. 49)

a) 2°quadrante
b)  1°quadrante
c) 3°quadrante
d) 4°quadrante
C(2,5)eD(0, 3)

F(6, 6)
acutangulo
retangulo
14 ou—2
3 km
0,2)
(-1,-3)(3,7)(3,1)
(10,17)

ENEM E VESTIBULARES (PAG. 50)
E 06| B 11| C 16| B
E 07| A 12| A 17| B
B 08| E 13| C 18| A
A 09| C 14| E 19| C
E 10| B 15| C 20| C

01

02|
03|
04|

05|
06|

07|

08|

09|

10]

01|
02|
03|
04|

01

02|

FRENTE B
RETA
EXERCICIOS DE FIXAGAO (PAG. 64)

a) x—y+3=0
b) x+y—-2=0
c) 6x+5y+2=0

5x+2y=0
3x+y—3=0
a) y=+3x—2
b) y=—x+6
_ 50

Y= 101*%

a) Paralelas
b)  Concorrentes

c)  Perpendiculares

a) 3x—4y+16=0
b) 2x—=5y+4=0

a) 3«/§m
b) 4ﬁm
a) y=%x

b) 6°diae9cm

18 41
) (%)
b) 13§/§ unidades de comprimento

ENEM E VESTIBULARES (PAG. 66)

C 05| D 09| D 13| B

D 06| C 10| E 14| ¢

c 07] B 11] D 15| A

E 08| E 12| C 16| E
FRENTE C

CONCEITOS BASICOS
EXERCICIOS DE FIXACAO (PAG. 74)

a) Vv
b) Vv
c Vv
d) F
e) V

a) Infinitas retas.
b) Infinitas retas.

c¢) Uma Unica reta.




03]

04|

05|

06|

07|

o1]
02]
03]
04|

01]

02|

a) F
b) F
c Vv
d Vv
e) V
a) 3retas

b)  Nenhuma

Paralelas
Concorrentes
Paralelas
Reversas
Reversas

Paralelas

Duas retas paralelas ndo possuem ponto
em comum, logo, ndo se encontram.

a)
b)
c)
d)

e)

m M < Mmoo

ENEM E VESTIBULARES (PAG. 76)
B 05| E 09| B
B 06] A 10| E
c 07] E
E 08| A

FRENTE C

ANGULOS
EXERCICIOS DE FIXAGAO (PAG. 83)

a) 4330

b) 32023

¢ 14°11'38"
d) 39°17'32
e) 21°13'36
f)  36°17'30
g) 21°27'24"
h) 11°3144"

a) x=44°
b) x=20°
c) x=48°
d x=15°
e) x=50°
f) x=18°

03|

a) x=61°

b) x=25°

c¢) x=105°

d) x=120°
04|

a) a=18°

b) a=38°
05]

x=50°,y=110°ez=70°
06|

13°30

07|

18°
08|

144° e 36°
09|

a) 50°

b) 30°
10|

40° e 50°

ENEM E VESTIBULARES (PAG. 84)
01| A 05| B 09| B 13|
02| E 06| C 10| C
03| B 07| D 11| D
04| E 08| C 12| E
FRENTE C

B

ANGULOS DE DUAS RETAS E UMA TRANSVERSAL

EXERCICIOS DE FIXACAO (PAG. 87)

01]
a) x=105°
b) x=41°
02|
a) x=78°
b) x=43°
03]
a) x=24°
b) x=36°
04|
128°
05|
x =35°
06|
75°
07|
60°
08|
a)  183°
b)  180°
09|
a) 105°

b) x=18"ey=30°

10|

11]

01
02|
03]

01|

02]

03]

04|

05]

06|

07|

08|

09|

10]

01]
02]
03]
04|
05|

GABARITOS

x=70°

a) x=10°ey=150°

b) x=64°
¢ x=34°
d o=68°

ENEM E VESTIBULARES (PAG. 90)
A 04| E 07] A 10| D
B 05| B 08| E
C 06| A 09| E

FRENTE C
TRIANGULOS
EXERCICIOS DE FIXACAO (PAG. 101)

N3o, pois, 21 >10 + 7.

10, 15 0u 20

32

a) 4 triangulos.

b) Nenhum tridngulo é equildtero e dois sdo
isdsceles.

a) Equilatero e acutangulo.
b) Isésceles e acutangulo.
c) Escaleno e retangulo.

d) Escaleno e Obtuséangulo.

x = 20°, o tridngulo é equildtero.

58°
15,20e 25
a)x=41°
b) x =20°
c)x=132°
d) x=110°
e)x=139°
f)x =52°
a) 900°
b) 180°
ENEM E VESTIBULARES (PAG. 103)
E 06| D 1] A 16| A
E 07| D 12| D 17| D
C 08| C 13| D 18] A
A 09| C 14| A 19| A
c 10| C 15| B 20| E




GABARITOS

05
FRENTE C | ) b 4 FRENTE D
a) X = ey=—53 A
TEOREMA DE TALES . - y 230 FUNGAO EXPONENCIAL
. - . x=1ldey= i A A
EXERCICIOS DE FIXACAO (PAG. 108) y EXERCICIOS DE FIXAGAO (PAG. 135)
06| 01| k=2.048ca=4
01| ) 9
a) X=,
1030 4 02]
02| b) x = -5 a) 300 insetos
a) 200 m 07| b) 1.200 insetos
24
b) 12 minutos 7 c) 20 meses
03] 08| 03|
a)x=12 2p=28 a) a=1.024eb=0,1
b)x=12 09| b) 30 anos
c)x=12 x=3ey=12 c)
djx=1 10| y
04| x=14ey=8
1,76 m .
o5 ENEM E VESTIBULARES (PAG. 119)
10em 01| B 06| D 11| D 16| A
06 02] B 07| D 12| B 17| B
X
26,39e6,5 03| E 08| A 13| D 18| E
07| 04] B 09| E 14| A 9] A 04|
a) x=3 05| D 10| B 15| E 20| D a)S={5}
b) x=10 b)S={-4
) FRENTE C ) =4
c) x=30 " p " c)s={o}
B RELAGOES METRICAS NO TRIANGULO
d  x=2 RETANGULO d)s={1,5}
08| EXERCICIOS DE FIXAGAO (PAG. 125) e)s={2,5)
a x=21
b)) . 01 f) s ={4}
X= —
09 a)x=13 05| 20 horas
- b) x = % 06|
a) AB =4cm
_ 0 x=429 a) A: 200.000 eleitores e B: 400.000 eleitores
b) AB =18 cm
d)x=7 b) 6 meses
10] .
20 e) x= 643 c) demostragdo
i = 07
ENEM E VESTIBULARES (PAG. 111) o x=6v2 ! .
01/ B 04 E 07 D 10| B g x=29 ap=—ggea=54
h) x=15
02| B 05| B 08| B 1] A ) x b) 360 minutos
03| B 06| C 09| C 12| C 02| 08|
AD=13
om a)sS={xeR|x>5}
FRENTE C 03|
SEMELHANCA DE TRIANGULOS 30 mm b)s={xeR|x=8}
EXERCICIOS DE FIXAGAO (PAG. 117) 04| c)S={xeR|-5<x<5}
01| 25m d)S={xeR|x<—3oux>4}
a)lelll (L.A. L) 05| 09|
b)lelll (A.L.A) a)x=12 8 horas
c) I elll (caso especial — hipotenusa cateto) b)x=4 10|
02| <) x =83 a) 1.016 passaros
Os triangulos ABD e BCD, sdo congruen- d) x = 12 b) 5 semanas
tes, pois admitem os trés lados congruen- 5
tes(L.L.L). ENEM E VESTIBULARES (PAG. 127) ENEM E VESTIBULARES (PAG. 137)
03l 01| D 06| A 11| B 16| E 01| D 06| A 1] A 16| D
x=8ey=7 02] C 07] C 12| D 17| E 02| B 07| B 12| E 17| ¢
04l 03| D 08| A 13| C 18] A 03| D 08| B 13| B 18| E
a)x=12 04| B 09| C 14| E 19] ¢ 04| B 09| A 14] D 19] A
b)x =15 05| B 10| A 15| C 20| A 05 ¢ 10| E 15| C 20| E
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