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INTRODUCAO

Nessa aula estudaremos sequéncias, esse € um tema que costuma ser cobrado nos
concursos militares. Veremos o que é uma sequéncia e os tipos que podemos encontrar. Os mais
conhecidos sao a progressao aritmética e a progressao geomeétrica.

O importante nessa aula é que vocé entenda o raciocinio utilizado na resolucdo das
guestdes. Se vocé for um aluno que possui uma base bem consolidada no assunto, vocé pode
pular diretamente para a lista de questdes e tentar resolver o maximo numero de questdes
possivel.

Caso tenha alguma duvida entre em contato conosco através do féorum de duvidas do
Estratégia ou se preferir:

(w)(&)

:@) /profvictorso
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1. SEQUENCIAS

1.1. DEFINICAO

Prof. VictorSo

Chama-se sequéncia uma série de numeros onde para cada numero natural corresponde
um numero real.

A notacdo usual para uma sequéncia é dada por:
(all a, as, ..., an)

a;, ap,as, ..., a, sao chamados de termos da sequéncia.

Os nimeros que acompanham os termos sao chamados de indices.
A sequéncia também pode ser representada por (a,),en-

Exemplo:

O indice do primeiro termo a; da sequéncia é 1.

O indice do segundo termo a, da sequéncia é 2.
O indice do n-ésimo termo a,, da sequéncia é n.
(aq,a,,as, ..., a,) é uma sequéncia finita.

(a4, a,,as,...,a,,...) € uma sequéncia infinita. Os “...” indicam que a sequéncia segue
indefinidamente.

1.2. LEI DE FORMACAO

A lei de formagao de uma sequéncia permite calcular qualquer termo de uma sequéncia.

Exemplos:

1) (1,4,9,16,...)

Sua lei de formacao é dada por:
a, = n?

Essa lei é chamada de termo geral da sequéncia, pois conseguimos obter o valor de
qgualquer termo através dessa lei.

a; =1 =1 (primeiro termo)
a,=2*=4 (segundo termo)

a;=3*=9 (terceiro termo)

Formalmente, dizemos que essa lei de formagao é uma fung¢ao de N — R cujo termo geral
a, possibilita obter o valor de qualquer termo da sequéncia.

AULA 02 — SEQUENCIAS
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2)(1,1,2,3,5,8,...)
Famosa sequéncia de Fibonacci. Ela pode ser escrita através da seguinte lei de formacao:
F,=F, 1+F, ,,n=>3
F,=F; =1
Essa lei € chamada de formula de recorréncia, pois seus termos sao obtidos através de

termos anteriores. Importante salientar que os termos iniciais devem ser definidos para a formula
de recorréncia. Para o caso da sequéncia de Fibonacci, temos os termos iniciais F, = F{ = 1.

F3=F2+F1=1+1=2
F4:F3+F2:2+1:3
F5=F4+F3=3+2=5

HORADE

PRATICAR!

(Exercicios de Fixac¢ao)
1. Dada as seguintes leis de formagao, escreva os seus primeiros cinco termos:
a)a,=n+n?vn=>1
b)b,=n+2,vyn=>1
c)cp,=(—n),Vvn=>1
ddi=1ed,=4d,_1,YVn =2
e)e; =2ee,=e2_,Yn=2
fifi=2ef, =EDf,_,Vn=2
Resolugao:
a)a,=n+n?vn=>1
a=1+1"=1+1=2
a,=2+2"=2+4=6
a3 =3+3*=34+9=12
a,=4+4"=4+16=20
as =5+5°=5+25=30
= (2,6,12,20,30)

b)b,=n+2,¥yn=>1

by=1+2=3
b,=4+2=6
b5=5+2=7

AULA 02 - SEQUENCIAS 6
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= (3,4,5,6,7)

c)c,=(—n),¥yn=>1

Q
N

a
w

II II i II

II II II II II

=1
(=2)
(—=3)
(—4)
(—=5)
=>(1 -2, 3,4, 5)

ddi=1ed,=4d,_4,YVn =2
dz 4d1 =4
d3 4d2 =16
d, = 4d; = 4 16—64
ds = 4d, = 4+ 64 = 256
= (1,4,16,64,256)

e)e; =2ee,=e2_,Yn=>2

U‘l
o
(@)
9]
931
w
(@)
—/

fif,=2ef =(-1f, _,Vn=2
fo,=CEDf =ED2=—
f3=CEDf,=CED(=2) =2
fo,=CEDf,=0ED2=—
fe=CEDf,=(D(=2) =2
= (2,-2,2,-2,2)
Gabarito: a) (2, 6,12,20,30) b) (3,4,5,6,7) ¢) (—1,-2,—3,—4,—5)
d) (1,4,16,64,256) e)(2,4,16,256,65536) f) (2,-2,2,—2,2)

2. A soma dos termos iniciais de uma sequéncia é dada por:
S,=n?,vneN"
Calcule:
a) a,
b) az10
Resolugao:
a) a,
S;=a;=1"=1
52=a1+a2=22=4
Temos o valor de a4 através de S, vamos substituir esse valor em S, para encontrar a,:
l1+a,=4=>a,=3
b) az1o
Para calcular a,¢, devemos calcular a soma S, € subtrair S,49. Veja:

AULA 02 — SEQUENCIAS
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S0 =a1 +a; +azg+ -+ azpo + azio
5209 = aq + a; + as + -+ az09
Perceba que S;(9 estd escrito na soma S,19. Vamos inserir S;99 Na equagao de S;1¢:
S210 = S209 + A210
az10 = S210 — S209
Usando a formula dada paran = 210 e n = 209, temos:
ay10 = 210% — 2092
Podemos fatorar esse niumero:
az1o = (210 —209)(210 + 209)
az1o = 1(419) = 419

Gabarito:a) a, = 3 b) a9 = 419

2. PROGRESSAO ARITMETICA (PA)

2.1. DEFINICAO

Uma sequéncia é uma progressao aritmética quando sua lei de formacgao é dada por:

a—=a
a,=a,1+r

aq é o primeiro termo da PA e r é sua razao.
a, = a,_q +réaférmula de recorréncia da PA.

Para verificarmos se uma sequéncia é uma PA, basta verificar se a diferenca entre seus
termos consecutivos resulta em uma constante.

Exemplos:

1)(1,2,3,4,5,6,7)

Essa sequéncia é uma PA de razdo r = 1, pois:
a—a=2-1=1
az—a,=3—-2=1
a;—az3=4—-3=1
as—a,=5—-—4=1
ag—as=6—5=1
a;—ag=7—6=1

Perceba que essa sequéncia segue a lei de formacao:

a, =ap_1+1
2) (—4,0,4)
PA derazaor = 4.
a—a;=0—(—4)=4

a3_a2=4_0=4

AULA 02 — SEQUENCIAS 8
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2.2. CLASSIFICACAO

Uma progressao aritmética pode ser classificada de acordo com sua razao.

2.2.1. PA CRESCENTE

r > 0 = PA crescente

(2,6,10,14,18) é uma PA crescentederazdor =4 >0
2.2.2. PA CONSTANTE

r =0 = PA constante

(3,3,3,3,3) éuma PA constante de razdor = 0

2.2.3. PA DECRESCENTE

r < 0 > PA decrescente

(10,5,0,—5,—10) é uma PA decrescente derazdor = =5< 0

2.3. TERMO GERAL

Podemos encontrar o termo geral da PA através da férmula de recorréncia. Vamos escrever
cada termo da PA através dessa formula:

a, =aq,+r
az=ap;+r
a4=a3+r

a,=0a,1+r
Somando todos os termos, obtemos:
a, +astas+-+a,=a;+a;taz+-+a,_1+m—Dr

Os termos em vermelho se cancelam, entao podemos escrever:

a,=a;+n—Dr|

Esse é o termo geral da PA.
a, é chamado de n-ésimo termo da PA.

Também podemos escrever o termo geral em fung¢ao de outro termo que nao seja o
primeiro. Vamos escrever os termos a partir do indice p > 1 e p € N. Usando o termo geral
encontrado parap e n:

a=a1+@-Dr

a,=a;+n—Dr

AULA 02 — SEQUENCIAS 9
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Fazendo a, — a,, obtemos:
ap,—ay=a1+(m—Dr—[a; +(p—Dr]
ap—a,=a+(m—Dr—a; —(p—Dr
an—ap=[n—1)—(@-DIr

an_apz(n_p)r

a, =a,+nm—-p)r

Esse é o termo geral em funcdo de qualquer indice.

2.4. PROPRIEDADES

2.4.1. TERMOS EQUIDISTANTES

Seja (aq,ay,a3,a4, ..., a,_3,0y,_2,a,_1,a,) Uma PA de razdor.

aq + a, = a + a,-1 — as + Ap_p = =+ = a]-“ + an,j = cte

Essa propriedade diz que a soma de dois termos equidistantes dos extremos de uma PA é
igual a soma dos extremos (a; + a,).

Termos equidistantes sao os termos que possuem a soma dos indices iguais a 1 + n. Veja:

a, +a, > somados indices=1+n

a, +a,_1 = somadosindices=2+n—-1)=1+n
a1+ ap_; = somados indices=(j+ 1)+ (n—j)=1+n
Vamos demonstrar essa propriedade:
Suponhaj € Nej > 1, vamos escrever a;,1 + a,_; usando o termo geral da PA.
a,=a;+mn—Dr
gy =+ ((+D—-1)r=a;+jr
apj=a;+[(n—j)—1]r
a1+ apj=ay +jr+{a+[(n—j) —1]r}
a1 ta,j=a1+jr+a +nr—jr—r
Ajy1 T+ Ay =aqy+a+nr—r
agpta,j=ar+a+(mn—Dr
Perceba que a,, = a; + (n — 1)r. Substituindo na equag¢ao, obtemos:
Ajy1+ay—j =a; +ay

Portanto provamos que para qualquer j € N e j > 1, a soma dos termos equidistantes
resulta em um ndmero constante (a; + a,).

AULA 02 - SEQUENCIAS 10
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2.4.2. SOMA DOS TERMOS DA PA

A soma dos termos de uma PA é dada pela férmula:

o (al + an)n

S 5

Demonstragao:
Vamos escrever S,, como a soma de todos os n termos de uma PA:
Sp=a1+ay++a,_1+a,
Também podemos escrever a soma S, invertendo a ordem dos termos:
Sp,=a,+a, 1 +-+a+a;
Somando essas duas equagdes e juntando os termos equidistantes:
28, =(a; +a,)+(a,+a,_) + -+ (a1 +ay) + (a, +a,)

Pela propriedade dos termos equidistantes da PA, vamos escrever as somas em funcao de
(al + an):

28, =(a; +a,) + (a; +a,) + -+ (a; + a,) + (a; + a,)

n termos
2S, = (a; + a,)n
a; +a,)n
Sn — ( 1 n)
2
;\?MOETA!

A soma dos n termos de uma sequéncia também pode ser representada dessa forma:
n

a, +a, +az+--+a,_+a, =Zaj
j=1
) é o simbolo usado para representar um somatorio.
O indice j abaixo desse simbolo indica o primeiro termo do somatdrio e o indice n indica até qual
indice vai o somatério.
Exemplo:
5
Zaj =a2+a3+a4+a5

Para o caso de uma PA com n termos e n impar, podemos escrever:

Sn = a(n?—i> 'n

Onde a(m) é o termo médio da PA.
2

Demonstragao:

AULA 02 — SEQUENCIAS 11
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Podemos usar a formula da soma dos termos da PA:

S, = (a; +2an)n
Temos que provar que:
. _aita,
(7)) 2

Usando o termo geral da PA, temos:

a(%l)=a1+<<n;1>—1)r=a1+(n;1)1‘

a,=a;+mn—Dr

Calculando aq + ay:
ayuta,=a1+a+(n—Dr
a+a,=2a;+n—Dr
Dividindo por 2:
(aq + ay) (n—Dr
I B (==
Logo, para n impar:

Sn = a(nTH> n

2.4.3. MEDIA ARITMETICA

aj_1+ ajq
aj=——F5——
2

Essa propriedade é muito util para resolucdo de diversas questdes envolvendo PA, pois
conseguimos expressar os termos sem usar a razao. Isso facilita os calculos.

Demonstragao:
Vamos escrever a;_; e a;;1, usando o termo geral:
g =a+((-D-Dr=a,+G—2)r
gy =a;+(G+1D)—1r=a+jr
Somando os dois termos, obtemos:
aj—1+ a1 =[a; + (G —2)r] + (a; +jr)
ai_1+ajy1=a1+jr—2r+a +jr
aj_1+aj4 =2a+ 2jr —2r
aj1+ a4 =2[a, +(§—Dr]
a=a1+(—-—Dr=a_1+a1=2q

J

AULA 02 — SEQUENCIAS 12
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Um termo de uma PA pode ser escrito como a média dos seus termos vizinhos.
Para a prova, grave:

Se tivermos uma PA (a4, a,, as), podemos escrever a, como a média aritmética de a; e
as:

a1+a3
Q2="5—

2.4.4. NOTACAO ESPECIAL

PA com 3 termos:

(x—1,x,x+1)|

PA com 4 termos:

(x—3r',x—r,x+7r,x+3r")

PA com 5 termos:

(x—2r,x—nr,x,x+1,x+ 2r)

Essa propriedade é util para facilitar os calculos de problemas envolvendo PA.
Representamos seus termos em funcdo de um x e r. Note que a razao da PA com 4 termos é r =
2r'.

HORADE

PRATICAR!

(Exercicios de Fixag¢ao)
3. Dadoa; = 3 er =5, o primeiro termo e a razdo de uma PA, respectivamente. Calcule:
a) ao
b) azg
Resolugao:
a) ap
Temos os dados do primeiro termo e a razao da PA. Vamos usar o termo geral da PA para calcular
aqp-

a,=a;+n—-Dr

A0 = 3+ (10 — 1)5

a0 = 3495
A9 — 48

AULA 02 — SEQUENCIAS 13
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b) azo
a,=a;+n—-Dr
arog = 3+ (20— 1)5

aro = 34+19:5
ayo — 98
Gabarito: a) a9 = 48 b) a,; = 98
4, Seja (a,,a,, as, ..., asg) uma PA de razdo r. Dado a o = 24 e ayg = 44, calcule a, er.

Resolugao:
Vamos escrever aqg € dyo usando o termo geral da PA.
apo=a1+A0—-1Dr=24=>a,+9r =24 ()
ay=a1+R0—-1Dr=44=a, + 19r =44 (I])
Fazendo (II) — (I), obtemos:
(a1 +19r) — (a1 +9r) =44 — 24
a;+19r —a; —9r =20
10r =20
r=2
Substituindo r = 2 em (I) para encontrar a;:
a,+9(2) =24
a, +18 =24
a, = 6
Gabarito:a; =6er =2

5. Obter a soma dos 30 primeiros termos da PA (10, 5,0, -5, ...).
Resolugao:
Vamos aplicar a férmula da soma:
S30 = W-I_ZM = (a1 + azp)15
Sabemos a4, precisamos calcular az, e a razao r. Calculando r:
a, = aq +r
5=10+r
r=-=5
Usando o termo geral para calcular asg:
azp = aq + (30 - 1)7"
asog = 10+ 29 - (_5)
azo= 10— 145 = —-135
Substituindo os valores em S3:
S30 = (10 + (—=135))15
S30=(—125)15 = —1875
Gabarito: S3p = —1875

6. Dado S, = n?> + n,Vn € N*, a soma dos n termos de uma PA. Calcular o primeiro termo e
a razao da PA.

Resolugao:

Para calcular a;, podemos substituirn = 1 em Sy:

AULA 02 — SEQUENCIAS 14
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S,=n’>+n
S1=a4
S;=1"41=2
Para descobrir a razao r, vamos calcular o segundo termo através de S:
52 =aq + a,
S, =2*4+2=4+2=6

a,+a; =6
2+a,=6
a, = 4
A razdo serd dada por:
a, =a;+r
r=a,—a
r=4-2=2
Gabarito:a; =2er =2
7. Obter 3 nimeros em PA de modo que sua soma seja 21 e a soma de seus quadrados seja
165.
Resolugao:

Temos que encontrar uma PA com 3 termos que satisfaca as condigdes da questao.
Vamos representar a PA da seguinte forma:
(x—7r,x,x+71)
Assim, a soma dos seus termos é dado por:
x—m+x+x+r)=21
3x =21
x=7
A soma de seus quadrados é:
(x—1)2+x*+(x+1)? =165
Substituindo x = 7 na equacao e desenvolvendo seus termos:
(7—1)2 474+ (7+1)? =165
49 — 14r + 12+ 49 + 49 + 14r + r2 = 165
2r2 +3-49 = 165
2r? + 147 = 165

2r? =18
r:2=9
r=43

Encontramos x = 7 er = +3. Temos duas PA’s:
r=3=(7-3,7,7+3) = (4,7,10) PA crescente
r=-3= (7 —(=3),7,7 + (—3)) = (10,7,4) PA decrescente
Gabarito: (4,7,10) e (10,7,4)

8. Interpolando-se 5 termos entre os numeros 2 e 20, obtemos uma PA. Ache a razao de
interpolacao e escreva a PA formada.

Resolugao:

Os numeros 2 e 20 sao os extremos da PA. Quando interpolamos, inserimos termos entre esses
extremos. Com isso, a interpolagao de 5 termos entre 2 e 20 gera uma PA com 7 termos
(5 termos + 2 extremos).

AULA 02 - SEQUENCIAS 15
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Vamos formar a PA e calcular a razao.
a;=2ea; =20
a;=a1+ (7—-Dr

20=2+ 6r
18 = ér
r=3

Temos os valores de a; e r, a PA formada é:
(2,a,,a3,a4,as,ag, 20)
(2,5,8,11,14,17,20)
Gabarito: (2,5,8,11,14,17,20)

9. Interpolando-se n vezes, n € N, entre os nimeros n e n> + 3n + 1 obtemos uma PA. Achar
a razdao de interpolagao.
Resolugao:
Interpolar n vezes significa inserir n termos entre os extremos. A PA que procuramos possui a
forma:

(n,a,,as, ..., ap41,N%+3n+ 1)

n termos
Perceba que essa PA possui n + 2 termos.

Os extremos s3o:

a=n
iy =1’ +3n+1
Escrevendo os extremos usando o termo geral da PA, obtemos:
Aniz = ap +[(n+2) = 1]r
n+3n+l=n+mn+r
n+2n+1=m+ Dr
Fatorando e simplificando:
m+1D?=mn+Dr
r=n+1
~Arazao deinterpolacao da PAobtidaér =n+1
Gabarito:r=n+1

2.5. PROGRESSAO ARITMETICA DE ORDEM SUPERIOR

Esse assunto é um aprofundamento da Progressao Aritmética e dificilmente é cobrado nos
vestibulares, mas nada impede que isso aconteca no seu ano! Veremos apenas como proceder
com a questao, caso caia algo parecido na prova, vocé sabera resolvé-la. Alguns assuntos que
serao usados nesse topico ainda serdao aprendidos em aulas futuras. Caso vocé ndo entenda, tente
memorizar o bizu de como proceder.

2.5.1. DEFINICAO

A sequéncia (a4, a,, as, ...,a,) ¢ uma PA de ordem k, se apds “k diferengas” entre os
termos consecutivos obtivermos uma PA estacionaria, ou seja, uma PA com razdo nula.

Exemplo:

AULA 02 - SEQUENCIAS 16
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1) (1,2,4,8,15,26, ...)

Se subtrairmos cada termo dessa sequéncia para encontrar a razdo, vemos que a razdo ndo
é constante:

r=a;—a,=4—-2=2

Vamos obter outra sequéncia através da subtracdo de seus termos consecutivos. Seu
termo é da forma b; = a;,, — q;.

b=a,—a;,=2-1=1
b,=a;—a,=4—-2=2
b;=a,—a;=8—-—4=4
b,=a5—a,=15-8=7
bs =a¢—as =26—-15=11
Apos a primeira diferenga, obtemos a sequéncia:
(1,2,4,7,11,...)

Novamente, a sequéncia obtida ainda ndo é uma PA estacionaria. Vamos obter outra
sequéncia aplicando a mesma ideia:

cit=b,—b;=2-1=1
C; =b3;—b,=4—-2=72
c3=by,—b3;=7—4=3
€, =bs—b,=11-7=4
Ap0ds a segunda diferenga, obtemos a sequéncia:
(1,2,3,4,..)
Perceba que esses termos possuem uma razdo constante r = 1.
A sequéncia obtida é uma PA de primeira ordem.
(1,2,3,4,..) PAde primeira ordem

Subtraindo os termos consecutivos dessa PA, obtemos uma PA estacionaria apds a terceira
diferenga:

(1,1,1,1,...) PA estacionaria

Assim, a sequéncia (1, 2,4, 8,15, 26, ...) é uma PA de ordem 3, pois foram necessarias 3
diferencas entre os termos consecutivos para se obter uma PA estaciondria.

As progressOes aritméticas de ordem superior sdo classificadas da seguinte forma:
(1,2,3,4,...) PAde ordem 1
(1,2,4,7,11,...) PAde ordem 2
(1,2,4,8,15,26,...) PAde ordem 3

Assim, a PA do exemplo é de terceira ordem.
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2.5.2. TEOREMA DO TERMO GERAL

(ay,a,,as,...,a,) PAdeordemk < a,, = Ayn* + A,_n* 1+ 4, ,n*?2 +...+ A;n' + 4,

Se encontrarmos uma PA de ordem k, podemos escrever o seu termo geral em funcado de
um polinémio de grau k em n.

A;,0 <i <k, éo coeficiente do polindbmio.
a, = Anf + Ap_nfF P+ 4, _onf2 + o+ Ant + A,

*Ainda estudaremos polindmios. No termo acima, A,n"* + A,_n* "1 + Ap_,n* 2 + ... +
An' + A, é um polindmio de ordem k (maior expoente de n). (k,k — 1,k —2,...) sdo os
expoentes de n e n é a varidvel do polindmio.

Vamos encontrar o termo geral da seguinte PA de ordem superior:
(1,2,4,7,11, ...)

Vimos que essa sequéncia é uma PA de ordem 2 (exemplo do tdpico anterior). Entdao de
acordo com o teorema, podemos escrever seu termo geral como um polinémio de grau 2:

a, =An*> + Bn+C

Precisamos encontrar os valores de A4, B, C. Para isso, podemos obter esses valores através
dos dados da PA de ordem 2. Como temos trés variaveis, devemos ter trés equagdes para
encontrar seus valores (para encontrar os coeficientes do polindmio com n varidveis, devemos
ter n equacgoes).

a, =1=2A1)*+B(1)+C=1=2A+B+C=1
a,=2=>A12)2+BR2)+C=2>4A+2B+C=2
a;=4=>A403)2+BB)+C=4>9A+3B+C=4

A+B+C=1 ()
4A+2B+C=2 (1)
9A+3B+C =4 ()

Fazendo (I111) — (II) e (1) — (I):
(III) = (ID:54+ B =2 (IV)
(ID-(D:34+B=1 (V)

1
(IV)—(V):2A=1:>A:E
Substituindo A = 1/2 em (V):
1 1
3A+B:1:>3(§)+B:1:>B:_E

Substituindo A e B em (I):
A+B+(C=1
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(5)+(-5)+c=1=c=1

Logo, o termo geral é dado por:

2.5.3. TEOREMA DA SOMA DOS TERMOS

(ay,ay,..,a,) PAdeordem K - S, = A, . ,n*"1 + A,n*+ -+ A4,n+ A4,

A soma dos termos de uma PA de k-ésima ordem é dada por um polinédmio de grau k + 1
na variavel n, sendo n o numero de termos da sequéncia.

VEJACOMO CAIEM

PROVA!

-y

10. (IME/2000) Determine o polinbmio em n, com no maximo 4 termos, que representa o
somatério dos quadrados dos n primeiros numeros naturais.

n
2.
k=1

Resolugao:

n
S, = Z k?
k=1

Queremos um polindmio de grau n que representa a soma acima. Analisemos os termos
dessa soma. Sabemos que cada termo é da forma a; = k?, logo:
2
(ay,ay,as,...,a,) = (1,4,9,16,25, ...,n°)
Perceba que subtraindo os termos consecutivos dessa sequéncia, obtemos uma PA
estacionaria:

(3,5,7,9,11, ...)

PA de razao 2

Logo, a sequéncia formada pelos termos da soma do problema é uma PA de ordem 2. De
acordo com o teorema da soma, podemos escrever S,, como um polindmio de grau 3:

S, =An>+Bn*+Cn+D
Temos 4 incégnitas (4, B, C, D), entdo precisamos de 4 equagdes:
S;=A1)®*+B)*+Cc()+D=A+B+C+D=1 ()
S, =A12)P+BQR)?*+CR2)+D=8A+4B+2C+D =5 (I
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S, =AB)}+B(3)*+C(3)+D =274+9B+3C+D =14 (I
S,=A(4)3+B(4)*+C(4)+D =64A+16B+4C+D =30 (IV)

(v) — (I1D):

() — (1):

(un — :

V) = D:

wn — (vin:

(VI — (IX):

37A+7B+C =16 (V)
194+5B+C=9 (VD)
7A+3B+C =4 (VI
184+ 2B =7 (VI

124+ 2B =5 (IX)

1
6A=2>A4A=—
3

Substituindo A = 1/3 em (IX):

12(§)+23=5
4+2B=5
1

B =<
2

SubstituindoA =1/3eB =1/2em (VII):

Substituindo 4, B, C em (I):

AULA 02 — SEQUENCIAS
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Assim, obtemos o polindmio:

1 3 1 ) 1
Sn=§n +§n +gn

. 1 1 1
Gabarito: S,, = §n3 + Enz +on

3. PROGRESSAO GEOMETRICA (PG)

3.1. DEFINICAO

Uma sequéncia é uma progressao geométrica quando sua lei de formacao é dada por:

a;=a
a, = a,-1q

a, é o primeiro termo da PG e g é sua razao.

a, = a,_1q € a férmula de recorréncia da PG.

Exemplos:
1) (1,3,9,27,...)
PG cujo primeiro termo é a; = 1 e sua razao é:
a, 3
= —= = 3
1 a; 1
111
2) (1,5,2,5, ...)
PG com a; = 1 erazao:
2 1
a, 7
q = —_—= — = —
a, 1 2
3)(3,—-9,27,-81,...)
PG com a; = 3 e razao:
a2 _9
= —= _3
4 a, 3
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3.2. TERMO GERAL

Vamos encontrar o termo geral da PG através da formula de recorréncia. Escrevendo os
termos:

an, = an-19
a; = aq
as = aq
as = azq
as = asq
a, = an—19q
Perceba que temos n — 1 termos.
Vamos multiplica-los:
Ay 03°Ay 05" ..y =0Q1° Ay A3 Qg " .. Ay 1°qQ q"q Q" ... q

n—1 termos

Os termos em vermelho se cancelam e assim obtemos:

— n—1
a, = ai1q

Essa é o termo geral da PG.
Também podemos escrever o termo geral em fun¢ao de um termo qualquer da PG.
Usando o termo geral, podemos escrever:
anp = alqn_l
a, = a;qP~ !
Dividindo as duas equagdes:

n—1
Gy _ 14
=——
a, aiq?

a, = apq(n_l)_(p_l)

an e apq(n_p)

3.3. PROPRIEDADES

3.3.1. TERMOS EQUIDISTANTES

a1a, = A0, 1 =0a30, 3 = = QAj110, j = cle

O produto dos termos equidistantes é um valor constante e a soma dos indices é igual a
n+1.
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Para provar essa propriedade, vamos escrever os termos equidistantes generalizados
ajy1 € ay_j,j € N, usando o termo geral da PG.

ajs1 = ayqUD N = q, ¢/
;= ayql D=1
Multiplicando os dois termos, temos:
Ajr10n-; = (a1¢)(a,q! 1)
Ajs10n_j = aya;¢/ ' P71
Aj10nj = a1014" "
Sabemos que a,, = a; g™, substituindo na equacio acima:
Aj1ap—j = A1ay

Logo, o produto dos termos equidistantes é igual ao valor do produto dos extremos.

3.3.2. SOMA DOS TERMOS DA PG FINITA

_ a;(q"—1)
q—1

Sn

Demonstragao:
Vamos calcular a soma da PG finita:
Sn=a1+a2+a3+---+an_1+an

Escrevendo os termos usando o termo geral:

a, = aiq
_ 2
as = a,q
_ 3
Ay = a1q
— n—1
a, = alq

Substituindo em S,,:
Sp=a1+a1q+a1q* +a1¢® + -+ a;q* !
Multiplicando S,, por g, obtemos:
qSn = a1q + a1q* + a14° + a,q" + - + a,q"
Subtraindo as duas equacgdes:
Sp—qSpn=a1+a1q+a;q* +a;¢> + -+ a;q" ' = (a1q + a19* + a1¢° + a1q* + -+ a1q™)
Repare que os termos em vermelho se cancelam.
Dessa forma:

Sn - an =a;— alqn
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Sn(1=q)=a;(1-q")

_ a,(1—q")

Sy 1—g

Também podemos escrever:

¢ _ad-g(=D _a@ -1
" (A-9C¢1D q—1

3.3.3. SOMA DOS TERMOS DA PG INFINITA

s=—M _J1cg<1
_1—q' q

Quando temos uma PG infinita de razao absoluta menor que 1, a soma dos seus termos
converge para a;/(1 — q).

Demonstragao:
(aq,ay,a3,...) PG infinita
Vamos escrever a férmula da soma da PG finita:
_ a;(1—q") _4~ aq"
1-gq 1-gq
Se —1 < g < 1eaPG éinfinita podemos escrever:

a, —a.q"
S = lim §,, = lim (ﬁ)

Sn

n—oo n—oo 1 — q
a—a a
5 = lim (S _ 6
n-oo\ 1—¢q 1—gq
ESCLARECENDO!

Veja a sequéncia:
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Perceba que os valores vao diminuindo a medida que o indice aumenta. Vamos calcular

1
aqg —F—mz 0,001

Agora, veja ayg:
J— 1 —_—
%20 =520 = 1048576
Se tentarmos calcular a,, tal que n seja tao grande, vamos obter um valor muito préximo
de zero.
Assim, quando n tende ao infinito, podemos escrever:

= (0,000001

lim— =20

nooo 2"
Essa propriedade é vdlida para numeros pertencentes ao intervalo | — 1, 1].

3.3.4. PRODUTO DOS TERMOS DA PG

O produto dos termos de uma PG é dado por:

Demonstragao:

Vamos representar os termos da PG usando o termo geral:

a = aq
a; = a1 q
_ 2
asz = a1 q
— 3
a4 = a14q
— n—1
a, = alq

Multiplicando os termos da PG, obtemos:

_— — . cqgl2.03. .n—1
aaasay ... a, — aaiaqay " ..." aAq (q q-q - q )
P, n fatores n—1 fatores

— AN A1+2434+.+(n—1
Pn — alq ( )

1+2+3+--4+ (n—1) éumasoma de PA de razao 1.

Aplicando a férmula da soma da PA:

S _(1+m-D)n-1) nn-1
nl 2 T2

Substituindo em P,,:
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O produto dos termos de uma sequéncia também pode ser representado dessa forma:
n

P, = l_[aj = a,a,03 " ..." Ay
j=1
[ é o simbolo usado para representar o produtério de uma sequéncia. Ela parte do termo de indice j =
1 e vai até o termo de indice n.

n
Py = (anﬂ)
2

Para n impar, podemos escrever:

Onde an+1 é o termo médio da PG.
2

Demonstragao:

Usando o termo geral da PG, temos:
n+1 n—1
== 1 -
aﬂl:alq(z ):alq(z)
2

Pela férmula dos produtos dos termos da PG, temos:

n(n—1) n—1\" n
Pn = a’fq 2 = (alq 2 ) = | an+1
2

3.3.5. MEDIA GEOMETRICA

2 _
a; = a;_1a;.1

Essa propriedade facilita as resolu¢des das questdes de PG, pois conseguimos expressar 0s
termos sem usar a razao.

Demonstragao:
Representando a;_1 e a;4; usando o termo geral da PG:
aj_1 = a1qV V1 = a g2
a1 =a;qUtV ! = a, ¢/
Multiplicando os termos, obtemos:

_ i—2 i 2,.2j-2 _ 2 2(j—1) — i—112 _ .2
aj-1aj+1 = a1 ¢ “a1q) = ajq?"" = aiq U= = [alq] ] = a;

— 2
= aj_laj+1 = aj
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Assim, para uma PG (al,az,ag), podemos escrever a, como a média geométrica de a e
as:

ai = a,a;

3.3.6. NOTACAO ESPECIAL

PG com 3 termos:

(x,xq,xq*) ou (g X, xq)

PG com 4 termos:

(x,xq,xq% xq3) ou <J%,§,xy, xy3)

PG com 5 termos:

(x,xq,xq% xq3,xq*) ou (qi,g,x, xq,xq?)

Note que a razdo da PG com 4 termos é g = 2.

HORADE

PRATICAR!

(Exercicios de Fixag¢ao)

11. DadoaPG (2,—4,8,—16,32,...), calcule:

a) azg

b) azg

Resolugao:

a) Para calcular os termos da PG, precisamos encontrar sua razao. Podemos aplicar a formula de
recorréncia:

Observando a sequéncia, a, = —4 e a; = 2. Substituindo na férmula acima:
—4

—2
2

q =
Usando o termo geral para calcular a;,:
— 20-1 — 19
azo = a1q = a1q
2
ag = 2(=2)1? = 2%
b) Conhecemos a razao e o termo inicial, vamos aplicar o termo geral:
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azo = a1¢>°~' = a,q*°
azp = 2(—2)29 = =2°°
Gabarito: a) azy = —2%° b) azy = —23°

12. Dadoaz =9 eag = 243, termos de uma PG. Calcule aqg.
Resolugao:
Vamos usar o termo geral para encontrar a razao:

Agora, aplicando o termo geral para ayg:
— 100-3 — 97
Q100 = aszq = asq
Sabemos que a3 = 9 e ¢ = 3, dessa forma:
ai00 = 9(3)%7 = 323%7 = 3%°

Gabarito: aqgg = 3%

13. Que numero deve ser somado aos termos da sequéncia (—2, 8, 68) para que se tenha uma
PG?

Resolugao:

Temos que descobrir o valor de x para que a sequéncia (—2 + x, 8 + x, 68 + x) seja uma PG.
Vamos escrever a razao em fung¢ao dos termos. Veja:

_a, 8+x
q_al_—2+x
_az 68+x
q_az_ 8+x

Igualando as duas equacgdes, obtemos:
8+x 68+x

—2+x 8+«x

Resolvendo a equacgao:
(8 + x)? = (68 + x)(—2 + x)
64 + 16x + x2 = —136 + 66x + x*
200 = 50x
x =4
Substituindo x = 4 em uma das equacgdes para encontrar o valor da razao:
a, 8+x 8+4 12

1= e, " 2¥x 274 27
Portanto, se adicionarmos 4 a cada termo da sequéncia, obteremos uma PG de razdo q = 6.
Gabarito: x = 4

14. Quantos termos tem a PG (1,%,
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Resolugao:
Vamos encontrar a razao da PG:
1
a, 7 1
15,7172
Agora, podemos escrever o Ultimo termo em fungao de n:
a, = alqn_1
Substituindo os valores:
1 1 n—1
_— =1(=
2048 <2>
Pela fatoracdo 2048 = 21!
Desse modo:
1 J—
211 gt
Igualando os expoentes:
11=n-1
n=12

Gabarito:n =12

15. Emuma PG com 3 termos, a soma dos seus termos é 31 e o produto deles é 125. Obtenha
a PG.

Resolugao:

Vamos escrever a PG usando a notacao especial para 3 termos:

(G
—,%,X
q q

P; =aja,a; =125
P, = (f) x(xq) = 125
Ciﬁ =5
x=5
S3=a;+a;+az =31

S3=g+x+xq=31

Segundo o enunciado, temos:

X (l +1+ q) =31
Substituindo x = 5 na equacdo: !

5 (l +1+ q) =31
Resolvendo a equacao: !

5(1+q+q2)=31

q
54 5q +5¢* =31q
5¢g2—-26g+5=0
Temos que encontrar as raizes dessa equagdo quadratica:
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= 2a
—(-26) +,/(-26)2—4-5-5
1= 2.5
_26i\/676—100_26i\/576_26i24_5 1
1= 10 -7 10 10 >%j

Assim, encontramos duas razGes e consequentemente temos duas PGs.

q= 5=>(5-(£),5,5-5)= (1,5,25)

5
A outra razao é o inverso dessa que acabamos de encontrar.
r1 1
5 q

ER (|

A segunda PG possui os mesmos termos que a primeira com a ordem invertida:
(25,5,1)
Gabarito: (1,5,25) ou (25,5,1)

16. Determine a soma de todos os divisores positivos de 8192.
Resolugao:
Vamos fatorar o numero 8192:

[y
el
Ca

[ I L L L ¥

Assim, podemos escrever:
8192 = 213
Os divisores do numero 8192 serao todos os nimeros que podem ser formados pelos
fatores de 8192. Os numeros pertencem a sequéncia:
(2°,21,22,23,24,...,21%)
Note que a sequéncia é uma PG de razao q = 2.
Vamos usar a formula da soma da PG finita:
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2% até 23 s30 14 numeros, logo n = 14.
g=2ea; =2°=1.

Substituindo os valores:

_ 12" -1

_ ol _
51 =2 1

S1a
Gabarito: § = 214 — 1

17. Simplifique:
(o + x* + -+ 2%
(x+x%+ -+ x™)

Resolugao:
Temos uma soma de PG finita no numerador e no denominador da fragao.

Vamos primeiro simplificar o numerado usando a féormula da soma da PG finita:

_a(@"—1)
qg—1
4
A . ~ P X
Para a sequéncia x2 + x* + -+ x2", arazdo éqg = — = x? e a; = x2.
x2 1

Sn

Vamos encontrar o numero de termos dessa PG:
am = a’lqm_1
a,, = x°"
K21 = 52 (x2)m—1
x2n=2 — (xZ)m—l
(xz)n 1 — (xz)m 1
m=n
Logo, a quantidade de termos dessa PG é n.
Podemos escrever:
(A =1) K —1) - 1D+ 1)
ShET T T 2m1 (x—D(x+1)
Usando o mesmo raciocinio para o denominador:
x + x% + -+ + x™ possui n termos e sua razio é q = x.
_x(x"=1)
ox—1

n
A fracdo que temos que simplificar é dado por:
22 (= 1) (x™+ 1)
Sn x—Dkx+1) _x(x"+1)
Sn x(x"—1) - ox+1
x—1

x(x™+1)

Gabarito:
x+1

18. Calcule a soma:

S—1+1+1+1+1+1+
2 3 4.9 8 27
Resolugao:
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Veja:

S 1 1 1 1 1 1
S2t3tatotgtyy T
Essa é uma soma de duas progressdes geomeétricas infinitas:
1 1
S’ =E+Z+§+m = Soma de PG de razio %
1 1 1
S§" = 3 + 5 + >7 + -+ = Soma de PG de razdo 1/3

Usando a formula da soma da PG infinita para cada sequéncia, temos:

1 1
1-q (L) 1
1 1(2) 2
1-q {_(L) 2 2
1-(3) 3
Dessa forma, a soma da questao é dada por:
1 3
S=S'+S"=1+E=§
Gabarito: § = 3/2

4. PROGRESSAO ARITMETICA GEOMETRICA (PAG)

Entre as sequéncias, podemos ter uma que é a unido de uma PA com uma PG. Essa
sequéncia chama-se progressao aritmética geométrica.

Definicao:

O termo geral de uma PAG é dado por:

an, = [a; + (n - Driq"!

Exemplos:

(1 2345 )
) 1'2’4’8’16"

Perceba que o numerador é uma PAderazdao 1 (1,2,3,4,5,...) e o denominador é uma
PG derazao 2 (1,2,4,8, 16, ...). Essa sequéncia é uma PAG.

Para a PAG, arazdor éiguala 1l earazdoq éiguala 1/2.
O termo geral é:

a, = [a; + (n— Drlg"™!

1\"* n
a,=[14 (n—1)1] <§> =n2!™"
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As questdes que podem cair na prova sobre PAG normalmente cobrardao a soma dos
termos da PAG. Vamos aprender a resolver esse tipo de questao.

Considere o termo inicial da PAG a; = a erazdesr e q.
Vamos calcular:
S=a+[(a+1r)q]+[(a+2r)¢?] +[(a+3r)g3] + -
O bizu dessa questao é multiplicar S por g e fazer S — Sq. Veja:
Sq=aq+[(a+1)g?] + [(a+2r)q3] + [(a + 3r)q*] + -
Fazendo S — Sq:
S—Sqg=a+[(a+r)ql+[(a+2r)q*]1+[(a+3r)g3] + -
—{aq + [(a +)q?] + [(a + 2r)g®] + [(a + 3r)q*] + -}

Repare que os termos com as cores correspondentes podem ser subtraidos. Dessa forma,
obtemos:

SA—-q)=a+rq+rq* +rq® +rq* + -
S_a+rq(1+q+q2+q3+~-)

1-gq
Se —1 < q < 1, podemos aplicar a férmula da PG infinitaem 1 + g + g% + ¢3 + -+
1
S_a-I-TCI(l_q)_ a + rq
1-q 1-q @A-g¢)?

Encontramos uma férmula para a soma de uma PAG derazao —1 < g < 1.

VEJACOMO CAIEM

PROVA!

)

19.  (ITA/1975/Modificada) Calcule S = 1+ + 2 + g + % + o
Resolugao:
Perceba que asoma S é deuma PAGcomrazaor =1leq = %
Vamos usar o bizu para a resolu¢ao da soma da PAG.

Multiplicando S por g = %:

S(1>—1+2+3+4+5+
2) 2 4 8 16 32
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Comparando com S:

S—1+2+3+4+5+
B 2 4 8 16
Fazendo S — §/2:
S S—1+2+3+4+5+ (1+2+3+4+5+ )
2 T2 4 8 16 2 4 8 16 32

Note que os termos coloridos podem ser subtraidos. Assim, encontramos uma sequéncia
conhecida:

Obtemos a soma de uma PG de razdao 1/2.

Como a razao é maior que —1 e menor que 1, podemos usar a férmula da PG infinita:

S 1 S 1
———zi— =2
=4

2 1
I=3
S

S 1 1 1 1 1
2

1
2
Gabarito: S = 4

20. (ITA/1977/Modificada) Sendo S;, = 1+ 2x + 3x% + .-+ (k+ 1)x¥, onde x > 1 e k é um
inteiro maior que 2, entao, se n é um inteiro maior que 2. Obtenha S,,,n € N,n > 2.
Resolugao:

Vamos usar o bizu e calcular S,,.

Temosasrazbesr = 1leq = x.

Sp=1+42x+3x% +4x3 4+ -4+ (n+ Dx"
Multiplicando S,, por g = x:
Spx=x+2x>+3x3+4x*+ -+ (n + DxH1
Subtraindo as duas equacdes:
Sp—Spx=14+x+x>+x3+ - +x"— (n+ Dx"t!

Aplicando a soma da PG finita paraasoma 1 + x + x% + --- + x™ (perceba que temos n +

1 termos nessa sequéncia):
n+1 _
Su(1—2x) = —1(xx — D

Multiplicando por —1:

— (n+ Dx™*!

xn+1 -1
Sn(x — 1) = (n + 1)x”+1 - ﬁ
Isolando o termo Sy:

B (TL + 1)xn+1 B (xn+1 — 1)

S =
n x—1 (x — 1)2
— _ (Dt ntlog
Gabarito: §,, = 1 12

5. SERIE TELESCOPICA

Série telescopica é qualquer somatdrio da forma:
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Su= ) fUe+1) = () = fn+1) = f(1)

k=1
Das varias séries telescopicas, estudaremos a série telescdpica-aritmética.

Vamos aprender a resolvé-la.

Considere uma sequéncia da forma:

1 1 1 1
a1a;’ axaz’ aza,’ a,as’
a;, i €N, éotermo de uma PA de primeira ordem de razao r.
A sua soma é dada por:
1 1 1 1 1
n — + cee + -
a;az Qazasz Q344 Q405 AnQn+1

O bizu para resolver essa soma é escrever os termos da sequéncia dessa forma:

Veja:

Para r # 0, vamos escrever os termos da sequéncia como a diferenca dos termos
consecutivos:

1 1 a—-a 7
a_1_a_2_ a;a; _alaz
1 1 r
a_1_a_2_a1a2
1 T r
a; as;  azas
1 1 T

az ds Qzqg

1 1 T
ap—1 a, an—10an
1 1 r

ay An+1 anQn+1

Note que somando os termos, os termos coloridos se cancelarao. Dessa forma, obtemos:

1 1 1 1 1 1 1
—_— = ’r' + s + _—
ar  Qaup+1 ai1a; azasz dzQs A4ds AnQn+1

1 1 1 1 1 1/1 1
+ + + +t—=——-
aia; azasz dzQs A40s Anlnt1 T \A1  Apyq

Perceba que a expressao do lado esquerdo é a soma telescopica. Logo, podemos escrever:
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Também podemos escrever:

1 A B
AnQni1 B a7n Ani1
Demonstragao:
A B 1
an An+1 - anQni1
Aapy1 +Ba, 1
anQni1 a AnQn+1

Da igualdade das fragdes:
Aay1 + Ba, =1
Como a, ;1 € um termo de uma PA derazdo r:
A(a, +1)+Ba, =1
(A+B)a,+Ar=1

Ar é uma constante e a,, € um termo que possui valor dependente de n.

Para encontrar a solucdo dessa equacgao, devemos ter:

A+B=0=>B=-4

Prof. VictorSo

1
Ar=1=>A=—-=>B=—-—
r r
Assim, obtemos:
1 1 < 1 1 )
anAn+1 T an  Qni1
PROVAI
21.  (IME/1996) Calcule a soma abaixo:
1 1 1 1

1277 7101 " 29983001

Resolugao:
Essa expressdao é uma soma telescopica.
Lembra do bizu da aula?
Para resolver essa questdo, precisamos escrevé-la na forma:
1 A B
+

anan+1 an an+1
Vamos substituir os valores e encontrar A e B:
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Substituindo (I) em (II) para encontrar B:

1-B
1 — B
28 4 7
1 1- B+B
28~ 16 ' 7
1 (A-B)7+B-16
E; 16-7
16 - %—(1—3)7+B 16
4=7—-7B+16B
—3=9B
B - 1
-3
Substituindo B em (I):
1 1 4
A_l—B_l—(‘§)_1+§_§_1
4 4 4 4 3
Encontramos A = 1/3eB = —1/3.
Podemos escrever:
1 A B
=—+

1 1 1 1 ( 1 1 )
AnAn+1 3an 3an+1 3 An  Qnt1
Agora podemos resolver a questao. Vamos chamar a soma de S:
1 1 1

S = e —
1-4+4-7+7-10+ +2998-3001
Podemos reescrever a soma usando o termo geral da série telescopica aritmética:

1 _1<1 1)
anan+1 3 an  Anp+1
S—1 <1 1)
~3\\1 4

G ) ( ) (2995 29198> * (29198 B 30101)>
5%(@‘%)* z 7]; 7]7Z Zk 2619/5 Z‘§19/8)+(2§19/8_30101)>

5_5(1 3001)
1(3000) 1000

~3\3001/ ~ 3001

+

Poderiamos aplicar diretamente a féormula para a soma:

1(1 1 )
Sp=——-—
r\ap Qanpt1

Observando a soma telescépica, vemos que r = 3,a; =1l ea,,; = 3001.
Substituindo os valores na férmula, obtemos:
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1
5= §<T - 3001) 3 (3001) ~ 3001

1 1 3000 1000

1000
Gabarito: S =
3001

22. (IME/1966) Calcule:
1 1 1 1

S= + + + ot
1-3:5 3-5-7 5-7-9 2n+1)2n+3)(2n+5)
Resolugao:
Perceba que os termos possuem a forma:
1
Ann+10n+2

a, é o termo de uma PA de primeira ordem de razao r = 2.
Vamos reescrever os termos usando o bizu:
1 A B
+

AnQny1Qn42 anQn+1 Ap+10n+2

1 _ A(ant2) + B(ay)
AnAn+1Qn+2 AnAn+10n+2
A(an+2) + B(an) =1
Escrevendo a,,, = a,, + 2r:
A(a, + 2r) + B(a,) =1
(A+B)a, +24r =1
A+B=0=>B=-A

dAr—1o> A=~ o5 !
=1 =2>2A=—>B=——
"= 2r 2r

Dessa forma, obtemos:

1 _ 1 < 1 1 )
AnAn+10n+2 2r AnQn+1  An+1Qnt2
Reescrevendo a soma usando essa forma e substituindo r = 2:
s=— 41 41 L !
"~ 1-3:5 3:5-7 5-7:9 2n+1)R2n+3)(2n+5)
S

1 (1 1 )+ 1 (1 1 )+
-2\1-3 3-5 2:2\3:5 5-7

{ 1 1
+2-2<(2n+1)-(2n+3)_(2n+3)-(2n+5)>
1 i 1

_I_

1(1 1
4\1-3 3:-5 3

S = -7+'"+(2n+1)(2n+3)_(2n+3)(2n+5))

5
S =

5
1/1 1

Z(?‘ 2n+3)2n + 5))
1/1

Gabarito: § = 4 (3 (2n+3)(2n+5))

Prof. VictorSo
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6. QUESTOES NIVEL 1

1. (EEAR/2000)
As sequéncias (x,3,y) e (y, V5, x) sao, respectivamente progressoes aritmética e geométrica. Se a

progressao aritmética é crescente, a razao da progressao geométrica é:

V5
a) —
&
25
b) .

c) V5
d) 25

2. (EEAR/2000)

Sejam a, b e c termos consecutivos de uma PG, todos consecutivos.Sea < b <cea=m—-1,b =
m+5ec=11m—1,entdoa+ b + c:

a) 40

b) 42

c) 44

d) 46

3. (EEAR/2001)
O valor de mercado de um automavel é alterado a cada més com um acréscimo de 1% em relagdo

ao més anterior. A sequéncia de valores do automadvel, a cada més, forma uma progressao:
a) Aritmética de razdo 0,1

b) Aritmética de razdo 0,01

c¢) Geométrica de razdo 1,1.

d) Geométrica de razdo 1,01.

4. (EEAR/2001)

Na sequéncia (1,1,2,3,...),onde a,,,; = a, + a,,_1, 0 nono termo é:
a) 34
b) 21
c) 43
d) 28

5. (EEAR/2001)
Numa progressao geométrica de 6 termos positivos, a somade a, e a, é 6, e asomade a, e ag é

12. A razao dessa PG é:
a) 2

b) V2

) —V2

d) 2

6. (EEAR/2001)
Numa progressao aritmética, o primeiro termo é 10x — 9y, o ultimo termo é y, e arazio é y — x.
Sendo x # y, o nimero de termos dessa P.A. é:
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a) 8
b) 9
c) 10
d) 11

7. (EEAR/2001)
Tanto numa PA quanto numa PG, os nimeros 3 e 243 sdo, respectivamente, a razao e o0 62 termo. O

produto do primeiro termo da PG pelo 32 termo da PA é:
a) 702
b) 693
c) 234
d) 231

8. (EEAR/2002)

Sabe-se que a sequéncia (x,y,10) é uma PA e a sequéncia GZ 3x+4) é uma PG. Nessas

condigOes, é correto afirmar que:
a) Arazioda PAé2.

b) Arazao da PG é 26

c) x+y=0

d x-y=-16

9. (EEAR/2002)
Se em uma PG de trés termos reais o produto e a soma dos termos sao, respectivamente, 216 e 26,

entdo a soma dos dois primeiros termos dessa PG, quando decrescente, é
a) 24

b) 20

c) 18

d) 8

10. (EEAR/2002)

Se(x+3,2x — 1,x + 5) é uma PA, entdo a soma dos trés termos dessa PA é
a) -13
b) 15
c) 19
d) 27

11. (EEAR/2002)

A soma dos 20 primeiros termos da PA cujo termo geral tem para expressaoa,, = 3n+5é
a) 657

b) 730

c) 803

d) 1460

12. (EEAR/2002)
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A soma dos termos de uma PG crescente de trés termos é 21, e a diferenga entre os extremos, 15.
A razdo dessa PG é

a) 4

b) 5

c) 6

d) 7

13. (EEAR/2002)
Ao se efetuar a soma das 50 primeiras parcelas da PA: 202 + 206 + 210 + -+, por distragdo, ndo

foi somada a 352 parcela. A soma encontrada foi
a) 10200
b) 12585
c) 14662
d) 16419

14. (EEAR/2002)
Sejaafungdo f: N* — Z, definidapor f(x — 1) = f(x) — 2.Se f(1) = —4, entdo a soma dos valores

dos 50 menores elementos do conjunto Im(f) é
a) 1150
b) 1450
) 2250
d) 2450

15. (EEAR/2003)
A soma dos 9 primeiros termos de uma P.A. de razdo 2 é nula. Assim, pode-se afirmar que seu sexto

termo é igual a:
a) 0
b) 2
c) 6
d) 7

16. (EEAR/2003)

Asolugdodaequagdol + x +x* +x3 +x* + .. =2 ¢:
a)
b)

c) -1
d) Indeterminada

N | =N|W

17. (EEAR/2003)

O termo geral de uma PA é a,, = 3n — 16. A soma de seus 10 primeiros termos é
a) 18

b) 14

c) 5

d) -6
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18. (EEAR/2003)
Na progressdo geométrica onde o primeiro termo é m3, o Gltimo é —m?! e a razdo é —m?, o nimero
de termos é
a) 8
b) 9
c) 11
d) 10

19. (EEAR/2003)

Asomal+2+2%+23+2%+... 42999 + 21000 ¢ jgyal a
a) 21000 -1

b) 21001 -1

c) 21000 11

d) 21901 +1

20. (EEAR/2004)
O quinto termo de uma PA é 23, e o décimo segundo termo é -40. O primeiro termo negativo dessa
PA é:

a) Sétimo.

b) Oitavo.

¢) Nono

d) Décimo.

21. (EEAR/2004)

Uma PG de razio /3 tem cinco termos. Se o ultimo termo é 9+/3, entdo o primeiro é:
a) V3

b) 53

c)
d)

Wik W

22. (EEAR/2004)
Na PG (y,2y + 2,3y + 3, ...), 0 42 termo, que é diferente de zero, vale
a) 2

3
b) 5
c) —4

27

d) -5

23. (EEAR/2004)
Numa P.A., o 102 termo e a soma dos 30 primeiros termos valem, respectivamente, 26 e 1440. A

razao dessa progressao é
a) 2
b) 3
c) 4

AULA 02 — SEQUENCIAS a2



Militares

ﬁ Estratégia

d) 6

24. (EEAR/2005)

A soma dos infinitos termos da PG (g,?, ) é
) 3
b) 3
23
c) —
3
2

25. (EEAR/2005)

Prof. VictorSo

Numa PG, onde o 12 termo é 3, a soma dos trés primeiros termos é 21. Se a soma dos quatro

primeiros termos é 45, o quinto termo é
a) 51
b) 50
c) 49
d) 48

26. (EEAR/2006)

Os numeros que expressam as medidas das arestas que concorrem em um mesmo vértice de um

paralelepipedo retangulo estao em progressao geométrica. Se a maior dessas arestas mede 6m, e o

volume desse sélido é 27m3, ent3o a sua area total, em m?, é
a) 63
b) 57
c) 53
d) 47

27. (EEAR/2007)
Se:

O valor de x é divisor de
a) 24
b) 22
c) 21
d) 18

28. (EEAR/2009)

Quatro numeros naturais formam uma PG crescente. Se a soma dos dois primeiros nimeros é 12, e

a dos dois ultimos é 300, a razdo da PG é
23.7
24.5
25.4
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26.2

29. (EEAR/2018)

O 6° termo da sequéncia 2, 8, 32, 128, ... € um numero cuja soma dos algarismos é
a) 10

b) 12

c)14

d) 16

30. (EEAR/2018)

Os quatro primeiros termos da sequéncia definida por a,, = (—1)" - n + 1,n € N*, sdo tais que
a) formam uma PA de razao 4

b) formam uma PG de razdo 2

ca,+az=a,+a,

da,+a;, =a3+a,

31. (EEAR/2018)

Sejaa PG (a,,a;,a3,a,,...)derazaioq = 2.Se a, + as; = 272,ovalorde a; é
a)8

b) 6

c) 18

d) 16

32. (EEAR/2017)

Considere esses quatro valores x, y,3x, 2y em PA crescente. Se a soma dos extremos é 20, entao o
terceiro termo é

a)9

b) 12

c) 15

d) 18

33. (EEAR/2017)

Seja (a4, a,,as,a,,as,...) uma PG de termos ndo nulos. Se 2(a, + a,) = a3 + as, pode-se afirmar
corretamente que a razao dessa PG é

a)4d

b) 2

c)%

d)v2

34. (EEAR/2016)
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A progressao aritmética, cuja formula do termo geral é dada por a,, = 5n — 18, tem razdo igual a
a) -5

b) -8

c)5

d)8

35. (EEAR/2016)
Quatro numeros estdo dispostos de forma tal que constituem uma PG finita. O terceiro termo é

igual a 50 e a razao é igual a 5. Desta maneira, o produto de a; - a, vale
a) 10

b) 250

¢) 500

d) 1250

36. (EEAR/2015)
Quatro niimeros estdao em PA de razdo 3. Se o primeiro termo somado ao ultimo é igual a 19, entdo
0 primeiro termo é
a) 3.
b) 4.
c) 5.
d) 6.

37. (EEAR/2015)

Em uma PA cuja razao é igual ao seu primeiro termo, tem-se a; + a; = 5. Assim, a razao dessa PA
é

a)0,5.

b) 2, 5.

c) 2.

d) 1.

38. (EEAR/2015)
Em uma Progressao Geométrica, o primeiro termo é 1 e arazdo é % A soma dos 7 primeiros termos

dessa PG é

39. (EEAR/2014)
Em uma PG de razdo 6, o quarto termo é 48. Assim, o primeiro termo é
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a)2
b) 3
c)%

2
d);

40. (EEAR/2013)

Na PA decrescente (18,15,12,9, ...), o termo igual a —51 ocupa a posicao
a) 30

b) 26

c)24

d) 18

41. (EEAR/2012)

Se a sequéncia (x,3x + 2,10x + 12) é uma PG de termos nao nulos, entao x?é
a)l.

b) 4.

c)9.

d) 16.

42. (EEAR/2011)

Sejam as sequéncias §; = (1,5,25,125,...) e S, = (4,7,10,13, ...). A razdo entre o 6° termo de
S,eo08°de S, é

a) 150.

b) 125.

c) 100.

d) 75.

43. (EEAR/2010)
Inscrevendo-se nove meios aritméticos entre 15 e 45, obtém-se uma PA cujo sexto termo é
a) 25.
b) 30.
c) 33.
d) 42.

44. (EEAR/2009)
Quatro niimeros naturais formam uma PG crescente. Se a soma dos dois primeiros nimeros é 12, e
a dos dois ultimos é 300, a razdo da PG é
a)7.
b) 5.
c) 4.
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d) 2.

45. (EEAR/2009)

Prof. VictorSo

Se a soma dos n primeiros termos de uma P.A. é 3n?, Yn € N*, entdo a razio dessa P.A. é

a) 6.
b) 4.
c) 3.
d) 2.

46. (EEAR/2009)

0 4° termo de uma P.G. é —80, e 0 6° termo é —320. Se essa P.G. é alternante, entao sua razao é

a) 4.
b) 3.
c)—1.
d) —2.

47. (EEAR/2008)

A soma dos n primeiros termos da PG (1,—2,4,—8, ...) é —85. Logo, n é

a) 8.

b) 10.
c)12.
d) 14.

6.1. GABARITO

WONUARWNER
TCooT o 00T o

=
= o
o aw

12.a
13.c
14.c
15.b
16.b
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17.c
18.a
19.b
20.b
21.3
22.d
23.c
24.d
25.d
26.2a
27.b
28.b
29.c
30.d
31.d
32.b
33.b
34.c
35.c
36.c
37.a
38.a
39.d
40.c
41.b
42.b
43.b
44.b
45.a
46.d
47.a

==

= —_ —

N

LV >~
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6.2. RESOLUCAO

1. (EEAR/2000)

As sequéncias (x,3,y) e (y, V5, x) sao, respectivamente progressoes aritmética e geométrica. Se a

progressao aritmética é crescente, a razao da progressao geométrica é:

) 5

a 5
2v5

b) =~

c) V5
d) 25

Comentarios
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(y,\/g,x) éPGderazioq=>x-y= (\/g)z =5
>B+rN@B-r)=52>32—-r2=5=9—-r2=5
51r2=9-5=4>71r=42
Comor >0 = r = 2. Assim, se a razao da PA é 2:
x3,y)=3-2,3,3+2)=(1,3,5)=2>x=1y=5
Como (y,V5, x) é PG de razdo g:

V5
5

ul| =

1
x=yq2:1=5q2=>q2=§:q=

Gabarito: “a”.
2. (EEAR/2000)
Sejam a, b e c termos consecutivos de uma PG, todos consecutivos.Sea < b <cea=m—1,b =
m+5ec=11m—1,entaoa+ b + c:
a) 40
b) 42
c) 44
d) 46

Comentarios

Sabemos que termos consecutivos (a, b, ¢) de uma PG de razdo q sdo do tipo (a, aq, aqz).
Veja que o produto do ultimo com o primeiro resulta no quadrado do primeiro:

a-aq?=(aq)* = c-a=>hb?
Assim, substituindo a, b e c em funcdo de m:
(11m—1)(m—1) = (m + 5)?
= 11m?—11lm—-—m+1=m?+ 10m + 25
= 10m? —-22m—-24=0
=>5m?—-11m—-12=0
A=121—-4-5-(-12) =121 + 240 = 361 = 192
_11+£19 4

= = =73 _
=70 U3

Comoa>0=>m—-1>0>m>1= 3.
Assim:
a+b+c=13m+3 =42
Gabarito: “b”.

3. (EEAR/2001)
O valor de mercado de um automével é alterado a cada més com um acréscimo de 1% em relagao

ao més anterior. A sequéncia de valores do automdvel, a cada més, forma uma progressao:
a) “Aritmética de razdo 0,1
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b) Aritmética de razdao 0,01
c¢) Geométrica de razdo 1,1.
d) Geométrica de razdo 1,01.

Comentarios

Seguindo o que é dito no enunciado, no n-ésimo més, o valor de mercado do automadvel é
acrescido de 1% (0,01 do valor) em relagdao ao (n — 1)-ésimo més:

a,=a,_1+001-a,.1=a,.1(1+0,01)=1,01a,_
>a, =a,, 101

Portanto, veja que, o aluguel do més seguinte depende do aluguel do més anterior
multiplicado por uma razao g = 1,01. Essa é a definigdo da sequéncia geométrica de razao 1,01.

Gabarito: “d”.

4. (EEAR/2001)

Na sequéncia (1,1,2,3,...),onde a,,,; = a, + a,,_1, 0 nono termo é:
a) 34
b) 21
c) 43
d) 28

Comentarios
Vamos calcular o quinto termo, pela defini¢ao:
as=a4+a3=3+2=5
ag=as+a,=5+3=28
a; =a¢+as=8+5=13
ag=a; +ag=13+8=21

ag = ag + a; = 21 + 13 = 34|

Gabarito: “a”.

5. (EEAR/2001)
Numa progressao geométrica de 6 termos positivos, a somade a, ea, é 6, e asomade a, e ag é

12. A razao dessa PG é:
a) 2

b) V2

) —V2

d) 2

Comentarios
Se (a4, a,, as, a4, as, ag) € uma progressao geomeétrica de razao g, entdo:
— 2
Ay = azq

— 2 _ 4
Ag = A4q~ = Q29

Sa,ta,=6>a,+ta,g?=6>|a,(1+q*) =6

ar+as =12 = aq* + aq* = 12 = a,q*(1+ ¢*) = 12
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Assim, pela equag¢ao emoldurada acima:
- a,(1+q?)=12=6¢*=12=>¢*=2>q=+/2
Entretanto, como a PG sé tem termos positivos, a razdo deve ser positiva:
1=V2

Gabarito: “b”.

6. (EEAR/2001)
Numa progressao aritmética, o primeiro termo é 10x — 9y, o dltimo termo é y, e arazio é y — x.

Sendo x # y, o numero de termos dessa P.A. é:
a) 8

b) 9

c) 10

d) 11

Comentarios
O n-ésimo termo de uma PA de razao r é:
a,=a;+Mmn—Dr
>a,—a, =n—Dr
Se fizermos o ultimo termo (a,, = y) da PA menos o primeiro (a; = 10x — 9y):
a,—a;=y—(10x—9y) =10y —10x = 10(y — x)
Como arazdio meder =y — x:
a,—a; =10r
Comparando com a equagao emoldurada:
>n—-1=10=>n=11
Portanto, o ultimo termo é o a;;. Assim, teremos 11 termos.

Gabarito: “d”.

7. (EEAR/2001)
Tanto numa PA quanto numa PG, os nimeros 3 e 243 sao, respectivamente, a razao e o 62 termo. O

produto do primeiro termo da PG pelo 32 termo da PA é:
a) 702
b) 693
c) 234
d) 231

Comentarios
Se 243 é 0 62 termo de uma PA {a,} de razdo 3, entdo:
ag=a;+(6—-—1r=243=a;+ 15> a,; =228
Se 243 é 0 62 termo de uma PG {b,,} de razdo 3, entdo:

243

b6=b1q5$243=b1'35$b1=?=1
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Portanto, a multiplicacdao do primeiro termo da PG pelo 32 termo da PA é:
by -a3;=1-(228+6) =234

Gabarito: “c”.
8. (EEAR/2002)

Sabe-se que a sequéncia (x,y,10) é uma PA e a sequéncia (i,2,3x+4) é uma PG. Nessas

condigOes, é correto afirmar que:
a) Arazioda PAé2.
b) Arazdo da PG é 26
c) x+y=0
d x-y=-16

Comentarios

Se (x,y,10) é uma PA de razdo r, entdo:

X=y—r
h0=y+r

=>x+10=2y=|(2x+ 20 =4y

Se (i, 2,3x + 4) € uma PG de razdo g, entdo:

y q = =2"=>3x+4=4y
3x+4=2q

Usando a equagao emoldurada:
3x+4=2x+20=>x=16
=22y=16+10=26=>y =13

1 = z =>q=2y=26
Yy q

Portanto, a razdo da PG é 26.

Gabarito: “b"”.
9. (EEAR/2002)

Se em uma PG de trés termos reais o produto e a soma dos termos sdo, respectivamente, 216 e 26,

entdo a soma dos dois primeiros termos dessa PG, quando decrescente, é
a) 24
b) 20
c) 18
d) 8

Comentarios
Seja a PG decrescente (a, aq, aqz). O produto e soma desses termos sao:
216 = aq® = (aq)® = aq = V216 = 6
26 =a+aq+aq®=a+ 6+ 6q
=>a+6qg =20

Multiplicando por g a equagao acima:
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=aq +6q* =209 > 6+6q* =209 =>3¢>—10g+3=0
10+ 8 1

6 =30u§

A=100—-4-3-3=64=>q =

Para que ela seja decrescente, ¢ < 1= q = §

a
:aq=6=>§=6=>a=18
Portanto, a soma dos dois primeiros termos:
18
a+aq = 18+?=24
Gabarito: “a”.

10. (EEAR/2002)

Se(x+3,2x —1,x+ 5) é uma PA, entdo a soma dos trés termos dessa PA é
a) -13
b) 15
c) 19
d) 27

Comentarios
Se(x+3,2x—1,x+ 5) é uma PA de razdo r, entdo:
x+5—(x+3)=2-r=>2r=2=>r=1
Dessa maneira:
2x—1=x+3)+r=>2x—-1=x+4=>x=5
Portanto, a soma dos termos é:
x+3+2x—1+x+5=8+9+10 =27

Gabarito: “d”.
11. (EEAR/2002)

A soma dos 20 primeiros termos da PA cujo termo geral tem para expressaoa,, = 3n+5é
a) 657

b) 730

c) 803

d) 1460

Comentarios

A expressdao de um termo geral de uma PA de termo primeiro a; e razdo r é descrito
unicamente por:

a,=a;+m—Dr
E dado que:
a,=3n+5=3n-34+8=8+n—-1)3

Portanto, pela unicidade da expressao do termo geral, podemos afirmarque a; = 8er =
3. Queremos agora a soma dos 20 primeiros termos dessa PA. O 202 termo é:
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a20=8+193=65
a1+a20‘20=8+65

-20 =730
2 2

Soma =

Gabarito: “b”.
12. (EEAR/2002)

A soma dos termos de uma PG crescente de trés termos é 21, e a diferenca entre os extremos, 15.

A razdo dessa PG é
a) 4
b) 5
c) 6
d) 7

Comentarios
Seja a PG crescente (a, aq, ag?), com g > 1. E dado que:
a+aq+aqg?=21=>a(l+q+q?) =21
ag? —a=15=a(qg*—-1) =15
Dividindo as duas ultimas equacgdes:

a(l+q+q°) _21_7

a(g2-—1) 15 5

1+q+q*> 7
———=:>501 2) = 7(q% - 1
Z-1 5 51+q+4q°)=7(q¢* - 1)
=5+4+5¢9+5¢°=7¢>?-7=2¢q*-59q—-12=0
5+11 3
A=25-4-2--12=121>q=-"—=4ou—>

Como g > 1, entdo q = 4.

Gabarito: “a”.

13. (EEAR/2002)
Ao se efetuar a soma das 50 primeiras parcelas da PA: 202 + 206 + 210 + -, por distragao, nao

foi somada a 352 parcela. A soma encontrada foi
a) 10200
b) 12585
c) 14662
d) 16419

Comentarios

Analisando os termos da PA, vemos que o termo inicial é a; = 202 esuarazdaoér = 206 —
202 = 4. Assim, calculando o 502 termo, bem como o 359:

a,=a;+mn—Dr
= azs =202+ 34 -4 =338
asg =202+ 49 -4 =398

A soma dos primeiros 50 termos é:
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50(azy + a
Soma = % = 25 (398 + 202) = 15000

Portanto, como ele esqueceu de somar o ass, entdo a soma encontrada foi:
15000 — a3 = 15000 — 338 = 14662

Gabarito: “c”.

14. (EEAR/2002)
Sejaafungao f: N* — Z, definidapor f(x — 1) = f(x) — 2.Se f(1) = —4, entdo a soma dos valores

dos 50 menores elementos do conjunto Im(f) é
a) 1150
b) 1450
c) 2250
d) 2450

Comentarios
Analisando a funcdo f de dominio natural Dom(f) = {0,1,2,3, ... }:
fG)=flx-1+2
Aplicando x = 2:
fQOQ=fM+2=>fQR)=—-4+2=f(2)=-2

Veja que as imagens da func¢ao aplicada ao dominio, isto &, aos numeros naturais ndo nulos,
seguem uma PA:

f(n) - a,
f)=fn-1)+2

>a, =a,.1+2

Isso é uma definicdo de PA de razdo 2, crescente. Como o primeiro termo é f(1) = a; =
—4, entdao o0 502 termo sera o asg:
a,=a;+mn—Dr
Ao =—4+49-2=94

Calculando a soma:

50(a, + a
Soma = (12 5°)=25-(94—4)=2250

Gabarito: “c”.

15. (EEAR/2003)
A soma dos 9 primeiros termos de uma P.A. de razdo 2 é nula. Assim, pode-se afirmar que seu sexto

termo é igual a:
a) 0
b) 2
c) 6
d) 7

Comentarios
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Se temos um numero impar de termos, podemos escrever a PA da seguinte maneira:
(a—4r,a—3r,a—2r,a—r,a,a+r,a+ 2r,a+ 3r,a+ 4r)

Justamente pois a soma desses termos acima nos da 9a, que é em fung¢ao do termo central.
Como a soma é nula:

9a=0=>a=0
Mas a é o 52 termo. Se a razao é 2, entdao o sexto termo sera:
ag=a+r=0+2=2
Gabarito: “b”.
16. (EEAR/2003)

Asolugio daequagdol + x +x% +x3 +x* +.-- =26é:

a)

b)
c) -1
d) indeterminada

N|=RN|W

Comentarios

Se considerarmos que x < 1, podemos ver que a equagao nao passa de uma soma de PG
infinita, de primeiro termo 1 e razao x, que é dada por:

1
1+x+x*+x3+- = =2
1—x
1 1 1 1 1
= —_ = - = —_—_ ==
x=574 2° 2

Gabarito: “b”.
17. (EEAR/2003)

O termo geral de uma PA é a,, = 3n — 16. A soma de seus 10 primeiros termos é
a) 18

b) 14

c) 5

d) -6

Comentarios
O termo geral de uma PA de primeiro termo a; e razdo r é dado unicamente por:
a,=a;+n—Dr
O termo geral dado no enunciado foi:
a,=3n—16
Manipulando para achar uma expressao semelhante a geral:
a,=3n—3—-13=-13+ (n—1)3
a,=-13+n—-1)-3
Portanto, vemos que a; = —13 er = 3. Achando o 102 termo:

a10=a1+9r:>a10=—13+3-9=14
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Portanto, a soma desses 10 primeiros termos é:

_10(ay + ayo)

> =5(-13+14) =5

Gabarito: “c”.

18. (EEAR/2003)
Na progressdo geométrica onde o primeiro termo é m3, o Gltimo é —m?! e arazdo é —m?, o nimero
de termos é
a) 8
b) 9
c) 11
d) 10
Comentarios
O termo geral da PG é:

— n—1
a, = aiq

21 3

Assim, aplicando os dados: a,, = —m*“*,a; = m?>, vamos achar n:

_m21 — m3 . (_mZ)n—l
= _m18 — (_1)n—1 . mZn—Z
>2n—2=18=>2n=20=>n=10

Gabarito: “a”.

19. (EEAR/2003)

Asomal+2+ 2% +23+2%+...4+2999 4 21000 g jgyq| a
a) 21000 -1
b) 21001 -1
c) 2100041
d) 21001 +1

Comentarios

A soma é de uma PG de 1001 termos, termo inicial 1 e razao 2. A sua soma é dada por:

1- 21001_1
Soma PG = (2_1 )=21°°1—1

Gabarito: “b”.

20. (EEAR/2004)
O quinto termo de uma PA é 23, e o décimo segundo termo é -40. O primeiro termo negativo dessa
PA é:

a) Sétimo.

b) Oitavo.

c¢) Nono

d) Décimo.

Comentarios

O quinto termo da PA pode ser escrito como as = a; + 4r. O décimo segundo termo é
ai; = a; + 11r. Se subtrairmos:
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as—aq; =—7r=>23—-—(—40)=63=>r=-9
Dessa maneira, pelo quinto termo, temos:
as=23=a;—4-9=>a; =59
Assim, o primeiro termo a ser negativo é o enésimo termo a,,:

a,=a1+n—-1)-(-9)<0
59
:>59—9(n—1)<0=>n—1>?:>n>1+6,55

=>n>755

Portanto, a partir de n = 8, o termo sera negativo. Logo, o primeiro termo negativo é o
oitavo.

Gabarito: “b”.

21. (EEAR/2004)
Uma PG de razdo v/3 tem cinco termos. Se o Gltimo termo é 9+/3, entdo o primeiro é:

a) V3

b) 5vV3
c) 3

d) 3
Comentarios
O termo geral de uma PG de termo inicial a; e razdo g é dado por:
ay = a;q*!
= as = a, - (vV3)*
E dado que as = 9+/3. Dai:
N3=a,-3°=2a =3

Gabarito: “a”.

22. (EEAR/2004)

Na PG (y,2y + 2,3y + 3, ...), 0 42 termo, que é diferente de zero, vale
a) 2

b) >

c) —4

d) -2
Comentarios

Se (y,2y + 2,3y + 3) sdao termos consecutivos de uma PG, entdo a razao da PG é:

=3y+3=2y+2:>3(y+1)=2y+2=§

2y + 2 y 2(y+ 1) y 2

2>4y+4=3y>y=—4

q

Portanto, o 42 termo é:
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3 (-12+3)3 27
@=Q@y+3) s=——p——=-3

Gabarito: “d”.
23. (EEAR/2004)

Numa P.A., 0 102 termo e a soma dos 30 primeiros termos valem, respectivamente, 26 e 1440. A

razao dessa progressao é
a) 2
b) 3
c) 4
d) 6

Comentarios
O termo geral de uma PA, em fung¢ao de seu termo inicial a; e de sua razdaor é:
a,=a;+mn—Dr

Portanto, o décimo termo pode ser escrito como:

a0 — |a1 +9r = 26|

O 302 termo pode ser escrito como:
azg =a; + 29r
Sabemos que a soma dos 30 primeiros termos pode ser escrita como:
30(a; + asp)
2

Usando a equa¢ao emoldurada acima:

= 15(2-26 + 11r) = 1440 = 52 + 11r = 96

>1lr=44>r =4

Soma = =15-(a; + a; + 29r) = 15(2(a; + 97r) + 11r) = 1440

Gabarito: “c”.
24. (EEAR/2005)

A soma dos infinitos termos da PG (?g ) é
) 3
b) 3
23
) 3
d) 3V3
2

Comentarios

A razao dessa progressao geométrica é:

V3

3

q: = ——=
an—1 ﬁ
2

. s ... V3 ~ 2
Assim, queremos a soma da PG infinita de termo inicial ~ erazdoz:
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Gabarito: “d”.

25. (EEAR/2005)
Numa PG, onde o 12 termo é 3, a soma dos trés primeiros termos é 21. Se a soma dos quatro

primeiros termos é 45, o quinto termo é
a) 51
b) 50
c) 49
d) 48

Comentarios

E dito que o primeiro termo da PG é 3. Se a sua razdo for g, a soma dos trés primeiros:

3+3¢g+3¢2=21=>1+q+q*=7
E dito também que a soma dos quatro primeiros termos é 45:
2143¢°=4523¢3=24=2¢>=8=q=38=2
Portanto, o quinto termo é:
as=3-q*=3-16=48

Gabarito: “d”.

26. (EEAR/2006)
Os numeros que expressam as medidas das arestas que concorrem em um mesmo vértice de um
paralelepipedo retangulo estao em progressao geométrica. Se a maior dessas arestas mede 6m, e o

volume desse sélido é 27m3, entdo a sua area total, em m?, é
a) 63
b) 57
c) 53
d) 47

Comentarios

Sejam as arestas em PG (q% ,2, 6), em que g € a sua razao. Se o volume é dado por 27,
entao:
6 6 216
6-——==27263=27¢>=>¢*=—=8=2q=132

Portanto, as arestas medem:

3
(229

Assim, a drea lateral do paralelepipedo é igual ao dobro das areas dos retangulos formados
pelas arestas acima duas a duas:
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3 3
A=2-(E- >+2-<§-6)+2-(3-6):9+18+36:63

Gabarito: “a”.

27. (EEAR/2007)
Se:

X
Z 2i = 4088
i=3

O valor de x é divisor de
a) 24
b) 22
c) 21
d) 18

Comentarios
O somatorio é:
22+ 2% +2° 4+ 2%+ + 2" = 4088
E o somatdrio de uma PG de razdo 2, termo inicial 2°=8e (x—34+1=x—2)termos.

Dessa maneira, essa soma é:

. 8- ~1) _ 4088
t— = x2_ = —_— =
Ez_ S =4088= 2" —1=—— =511

= 272 =512 = 2°
>x—2=9=>x=11
11 é divisor de 22.
Gabarito: “b”.

28. (EEAR/2009)
Quatro niimeros naturais formam uma PG crescente. Se a soma dos dois primeiros nimeros é 12, e
a dos dois ultimos é 300, a razao da PG é
a)7
b) 5
c)4
d) 2
Comentarios
A PG crescente é: {a,aq, aq? aq®}, ¢ > 1. A soma dos dois primeiros:
a+aq =12
A soma dos dois ultimos:
aq® + aq® = 300 = g?(a + aq) = 300
300
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Gabarito: “b”.

29. (EEAR/2018)
O 6° termo da sequéncia 2, 8, 32, 128, ... € um numero cuja soma dos algarismos é
a) 10
b) 12
c)14
d) 16
Comentarios
Analisando-se a sequéncia, podemos ver que temos uma PG de razao 4:
(2,8,32,128,..)=(2,2-4,2-4-4,2-4-4-4,..)
Como o primeiro termo é 2, temos como termo geral:
a,=a1q" 1 >a,=2-4""
Logo:
ag=2-41=2.4°=2048
A soma dos algarismosé 2+ 0+ 4 4+ 8 = 14.

Gabarito: “c”.

30. (EEAR/2018)
Os quatro primeiros termos da sequéncia definida por a,, = (—1)" - n + 1,n € N*, sdo tais que
a) formam uma PA de razdo 4
b) formam uma PG de razdo 2
cJa; +az =a, +ay
d)a;, +a, =az +a,
Comentarios
Calculando os quatro primeiros termos da sequéncia:
a,=(C-D'"1+1=0
a,=(—1)?%-2+1=3
a;=(-1)3-3+1=-2
a,=(-D*4+1=5
Assim, notequea; +a; =0+3=3eaz;+a, =—-2+5 = 3. Logo:
a,+a; =asz+ay

Gabarito: “d”.

31. (EEAR/2018)

Sejaa PG (ay,a;,a3,a,,...)derazdaoq = 2.Se a, + as; = 272,ovalorde a; é
a)8

b) 6
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c) 18
d) 16
Comentarios
Podemos escrever as em fungao de ay:
as = a,q* = as = a; - 2* = 164,
Substituindo na equagao:

272

a1+16a1=272:>17a1:272:>a1:7:

16

Gabarito: “d”.
32. (EEAR/2017)

Considere esses quatro valores x, y, 3x, 2y em PA crescente. Se a soma dos extremos é 20, entao o

terceiro termo é
a)9
b) 12
c) 15
d) 18
Comentarios
Da soma dos extremos, temos:
x+2y =20 ()
Como (x,y,3x, 2y) formam uma PA crescente, temos da propriedade da média aritmética:
a; +as x+3x 4x
=" TYT T T 7
Substituindo y em (I):
x+202x)=20=>5x=20=>x=4
O terceirotermoéa; =3x=3-4=12.

Gabarito: “b”.
33. (EEAR/2017)

Seja (aq,a,, a3, a,,as, ... ) uma PG de termos ndo nulos. Se 2(a, + a,) = a3 + as, pode-se afirmar

2x

corretamente que a razao dessa PG é
a)4
b) 2
c)%
d)v2
Comentarios
Reescrevendo os termos da PG na equagdo, temos:
2(a, +a,) = a3+ as = 2(a,9 + ,¢°) = a,4* + a,q*
= 2a;q(1+q%) = a;9(q + ¢°)
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Sendo os termos da PG ndo nulos, temos a,q # 0, logo:
20+ =q+¢°=22(1+4¢)—q(1+¢*) =0=>2 -1 +q*) =0
Para g € R, a Unica solugdo para a equagdo ocorre para 2 — q = 0, logo:
q=2
Gabarito: “b”.

34. (EEAR/2016)
A progressao aritmética, cuja formula do termo geral é dada por a,, = 5n — 18, tem razao igual a
a) -5
b) -8
c)5
d) 8
Comentarios

Para esse tipo de questao, devemos encontrar os termos iniciais:
a;=5-1-18=-13
a,=5-2—18= -8
a3 =5-3—-18=-3

Perceba que a cada termo adicionamos 5, portanto, a razdo é r = 5.

Gabarito: “c”.
35. (EEAR/2016)

Quatro nimeros estao dispostos de forma tal que constituem uma PG finita. O terceiro termo é

igual a 50 e a razao é igual a 5. Desta maneira, o produto de a; - a, vale
a) 10
b) 250
c) 500
d) 1250
Comentarios
Do enunciado temos a; = 50 e g = 5. Assim, a PG é dada por:
(a1,az,50,a4)
as =azq=50-5=250

_‘13_5:_
a, = = =10
a _(12_1[:_2
! q 5

= (2,10,50,250)
- a, =2 -250 =500

Gabarito: “c”.
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36. (EEAR/2015)
Quatro niimeros estdo em PA de razdo 3. Se o primeiro termo somado ao ultimo é igual a 19, entdo
0 primeiro termo é
a) 3.
b) 4.
c)5.
d) 6.
Comentarios
Para quatro numeros em PA de razao 3, temos:
(a,a+3,a+6,a+9)
A soma do primeiro termo com o ultimo é 19, logo:
a+(@+9)=19=2a=10>a=5

Gabarito: “c”.

37. (EEAR/2015)
Em uma PA cuja razao é igual ao seu primeiro termo, tem-se a; + a; = 5. Assim, a razao dessa PA
é
a)o0,5.
b) 2, 5.
c) 2.
d) 1.
Comentarios
Seja a; = r = x, assim, temos:

azt+a;=5=> @ +2r)+(a;+6r)=5=>x+2x)+(x+6x)=5=>10x=5

1

=X ==
X=3
~r=205

Gabarito: “a”.

38. (EEAR/2015)
Em uma Progressao Geométrica, o primeiro termo é 1 e a razao é % A soma dos 7 primeiros termos
dessa PG é

127
a)—
64
b) =
63
C) E
57
d) pos
Comentarios

Aplicando-se a formula da soma da PG finita, temos:
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Gabarito: “a”.

39. (EEAR/2014)

Em uma PG de razdo 6, o quarto termo é 48. Assim, o primeiro termo é
a)2

b) 3

c)%2

d) 5
Comentarios

Temos uma PG de razao q = 6 e a4 = 48, logo:

— P A8=a, 6' > 48=6-36 a5 a; = 0 =2
a4 = a1q = = G1=0"=e3679

Gabarito: “d”.

40. (EEAR/2013)
Na PA decrescente (18,15,12,9, ...), o termo igual a —51 ocupa a posicao
a) 30
b) 26
c)24
d) 18
Comentarios
Nessa PA, o primeiro termo é a; = 18 e sua razao é r = —3, assim, seu termo geral é:
a,=a+n—r=a,=18+ n—-1)(—3)
O termo igual a —51 é:
—-51=184+(n—-1)(-3) = -51-18=-3n+3=>-69—-3=-3n=>—-72=-3n
72

=>n = =24
n=73

Gabarito: “c”.

41. (EEAR/2012)

Se a sequéncia (x,3x + 2,10x + 12) é uma PG de termos nado nulos, entao x?é
a)l.

b) 4.

c)9.

d) 16.

Comentarios
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Sendo a sequéncia uma PG de termos nao nulos, podemos escrever pela propriedade da
média geométrica:
(Bx+2)?=x-(10x+ 12)
9x? + 12x + 4 = 10x% + 12x
0=10x>—-9x2+12x —12x — 4
x2—4=0:x2=4

Gabarito: “b”.

42. (EEAR/2011)

Sejam as sequéncias §; = (1,5,25,125,...) e S, = (4,7,10,13, ...). Arazdo entre o 6° termo de

S,eo08°de S, é

a) 150.

b) 125.

c) 100.

d) 75.

Comentarios

Perceba que S; é uma PG cujo primeirotermo é a; = 1 erazdoéq = 5.5, é uma PA com
primeiro termo by = 4 erazdaor = 3. Assim, o 6° termo de S; e 0 8°termo de S, é:

Sl—>a6=a1q5=1-55=55
S, >bg=by+7r=4+47-3=25=5"

Portanto:

Gabarito: “b”.
43. (EEAR/2010)
Inscrevendo-se nove meios aritméticos entre 15 e 45, obtém-se uma PA cujo sexto termo é
a) 25.
b) 30.
c) 33.
d) 42.

Comentarios

Vamos inserir nove meios aritméticos entre 15 e 45:

<15, ap,as,dyu,ds, dq,ay,ag,dqg, A1g ,4‘5)
9 termos

Calculando a razdo da PA:
a1 =45=2a;+10r=45=>154+10r=45=>10r=30=>r =3

Assim, o sexto termo é:
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ag=a;+5r=15+5-3 =30
Gabarito: “b”.
44. (EEAR/2009)

Quatro numeros naturais formam uma PG crescente. Se a soma dos dois primeiros numeros é 12, e

a dos dois ultimos é 300, a razdo da PG é
a)7.
b) 5.
c) 4.
d) 2.
Comentarios

PG crescente — (a,aq, aq?, aq®)
Do enunciado:
aita,=12=>a+aq=12=a(l+q) =12
as +a, = 300 = aq® + aq® = 300 = g*a(1 + q) =300 = ¢*- 12 = 300 = ¢* = 25
=q =15
PG crescente - q =5

Gabarito: “b”.
45. (EEAR/2009)
Se a soma dos n primeiros termos de uma P.A. é 3n?, Yn € N*, entdo a razdo dessa P.A. é
a) 6.
b) 4.
c) 3.
d) 2.

Comentarios

Do enunciado, temos S,, = 3n?. Para encontrar os termos da PA, devemos proceder do

seguinte modo:
S;=a;=3-1*=3
S, =a;+a;=3-2>=12=a,=12—a; =12—-3=9
Assim, a razao é:
r=a,—a, >r=9-3=6
Gabarito: “a”.
46. (EEAR/2009)

0 4° termo de uma P.G. é —80, e 0 6° termo é —320. Se essa P.G. é alternante, entao sua razao é
a) 4.

b) 3.

c)—1.

d) —2.
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Comentarios

Uma PG é alternante quando a sua razdo é negativa, portanto, temos g < 0. Do enunciado:
a, = —80
ag = —320
ag =a4q°>-320=-80-¢’>q¢*=4>q =42
Como q < 0, devemos ter g = —2.
Gabarito: “d”.
47. (EEAR/2008)
A soma dos n primeiros termos da PG (1,—2,4, -8, ...) é —85. Logo, n é
a) 8.
b) 10.
c) 12.
d) 14.

Comentarios

A soma de uma PG finita é dada por:

n_
s =@ -1
qg-—1
Analisando a sequéncia, vemos que g = —2. Logo:
1- _2 n__ 1
E(_Z))_ : ) =—-85=>(-2)"-1=-85-(-3)=> (—-2)"=255+1=256 = (_2)8

=>(=2)"=(-2)°-n=8

Gabarito: “a”.

7. QUESTOES NIVEL 2

48. (AFA/2021)

O jogo arabe chamado Quirkat ou Al-Quirg é semelhante ao jogo de damas moderno, no qual hd um
tabuleiro de 25 casas (5x5).

Esse jogo foi mencionado na obra Kitab Al-Aghani do século X. O Al-Quirg era também o nome para

0 jogo que atualmente é conhecido como trilha.

Certo dia, um caixeiro viajante apresentou esse jogo a um rei que ficou encantado com ele e decidiu
que iria compra-lo.

Pediu ao viajante que colocasse preco no produto.

O caixeiro disse:
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“-Vossa Majestade, posso lhe vender o jogo por uma simples barganha! Basta me dar 1 grdo de
milho para a 12 casa do jogo, 2 graos de milho para a 22 casa do jogo, 4 graos de milho para a 32

casa do jogo, 8 graos de milho para a 42 casa do jogo e assim por diante até a 252 casa do tabuleiro!

O rei, imediatamente, ordenou o pagamento para o caixeiro viajante em troca do jogo que tanto

lhe agradou.
Levando em consideracao que o peso médio de um grao de milho seja de 0,30g pode-se afirmar que

a) pelo pagamento referente a 132 casa, considerando o peso médio do grdao do milho, o caixeiro
recebeu 1,2288 kg.

b) até a décima casa do tabuleiro, se considerado o peso médio do grao de milho, o viajante tinha

recebido um total de 307,2g.
c) a quantidade de graos recebido pelo caixeiro viajante é um nimero terminado em 7.

d) a quantidade de graos recebido pelo viajante é um nimero multiplo de 2.

49. (AFA/2019)

Considere, no plano cartesiano, a figura abaixo, em que os segmentos horizontais sdo paralelos ao

eixo Ox e os segmentos verticais sao paralelos ao eixo Oy.

AY
Cc B
G F
K J
P N
ol
L M
H I
D E
0'(0,0) A ;(;

Sabe-se que:

- os comprimentos de segmentos consecutivos da poligonal, que comeg¢a na origem 0(0,0) e

termina em Q, formam uma progressao aritmética decrescente de razao r e primeiro termo a;, em
( ! <r< 0)
ue| —— ;
q 15 !
- dois comprimentos consecutivos da poligonal sdo sempre perpendiculares;
-0A = a4,AB = a,, BC = aj, e, assim sucessivamente, até PQ = a,,.

Suponha que uma formiga parta da origem 0(0, 0), e percorra a trajetoria descrita pela poligonal
até chegar ao ponto Q.
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Com base nas informacgdes acima, analise as proposi¢des abaixo.

1 - NP . . . .

.Sea; =1ler =— T entdo a distancia d percorrida pela formiga até chegar ao ponto Q é tal que
17

d= ?al.

Il. Quando a formiga estiver na posi¢do do ponto L(x, y), entdo x = —67.

lll. Se a; = 1, entdo de A ate C, a formiga percorrera a distanciade d = 2 + 3r.
Quanto a veracidade das populagdes, tem-se

a) apenas uma delas é verdadeira.

b) apenas duas sao verdadeiras.

c) todas sdo verdadeiras.

d) nenhuma delas é verdadeira.

50. (AFA/2018)

Constréi-se um monumento em formato de piramide utilizando-se blocos ctibicos:

Para a formacao piramidal os blocos sdo dispostos em uma sequéncia de camadas, sendo que na

ultima camada, no topo da piramide, havera um tnico bloco, como mostra a figura a seguir.

SEQUENCIA DE CAMADAS
(vista de cima)

[[] —— Topo da piramide

———— Penultima camada

% - Antepenultima camada

Na disposigao total, foram utilizados 378 blocos, do topo a base da piramide.

71



ﬁ Estratégia

Militares

Prof. VictorSo

Havendo necessidade de acrescentar uma nova camada de blocos abaixo da base da piramide,

obedecendo a sequéncia ja estabelecida, serdao gastos x blocos nesta camada.
A quantidade total de divisores positivos do niimero x é igual a

a)2

b) 3

c)a

d)5

51. (AFA/2017)

A solucao do sistema
X—y X—-y X—-Yy XxX-—Yy
— + — + o

=-1
2 6 18 54
3x—y=-2
étal que x + y éigual a
11
a)?
10
b)?
7
C)—E
d)—=

3

52. (AFA/2016)

Considere as expressoes
A=26%-24%+23%-21%>+20*-18%+ -+ 5% - 3%e¢
B=2v2-V2-V2 - V2.

O valor de % é um numero compreendido entre

a) 117 e 120

b) 114 e 117

c)111e 114

d) 108 e 111

53. (AFA/2014)
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Uma escultura de chapa de ago com espessura desprezivel foi feita utilizando-se inicialmente uma
chapa quadrada de 1 metro de lado apoiada por um de seus vértices sobre num tubo cilindrico.

A partir desse quadrado, a escultura foi surgindo nas seguintes etapas:

12) Em cada um dos 3 vértices livres dos quadrados construidos anteriormente, construiu-se um

1
quadrado de lado > metro.

22) em cada um dos vértices livres dos quadrados construidos anteriormente, construiu-se de lado

1
" de metro.

E assim, sucessivamente, em cada vértice livre dos quadrados construidos anteriormente, construiu-

se um quadrado cuja medida do lado é a metade da medida do lado do quadrado anterior.

A figura seguinte esquematiza a escultura nas etapas iniciais de sua confecgao.

Considerando que a escultura ficou pronta completadas sete etapas, é correto afirmar que a soma
das areas dos quadrados da 72 etapa é igual a

54. (AFA/2013)

" . 8\ , n . ~ L.
A sequéncia (x, 6,y,y+ 5) é tal, que os trés primeiros termos formam uma progressao aritmética,

e os trés ultimos formam uma progressao geométrica.
Sendo essa sequéncia crescente, a soma de seus termos é
92
a —
) 3

89
b) 5
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86
c_
)3

83
d)?

55. (AFA/2011)

De um dos lados de uma avenida retilinea, estdo dispostos alguns postes nos pontos
Py P,, .. P;,i€eN.

De outro lado dessa mesma avenida, estao dispostas algumas arvores nos pontos 44, 4,, ...A]-,j €

N. Sabe-se que:

-P,P, = 3dam

-P,P; = 63 dam

-(P,P,,P,P5,...) é uma progressio aritmética finita de razdo 3.

AA; = PP

- (A1 A, ,A,A;, ...) é uma progressio geométrica finita de razdo 2.

-i=j

Com base nessas informacgoes, é correto afirmar que a maior distancia entre duas arvores

consecutivas é, em dam, igual a
a) 63
b) 32
c) 18

d) 16

56. (AFA/2010)

Sejam as fungdes f:N - Re g: N — R definidas por f(x) = ge glx)=27%
Considere os nimeros A e B, tais que

A=f(1)+f(@)++f(50)e

B=1+g(1)+g92)+-+gmn)+--

Se o produto de 4 por B tende para o niumero «, entdo, a é

a) impar multiplo de 9

b) par divisor de 10 000

c) par miltiplo de 15

d) impar multiplo de 25
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57. (EFOMM/2020)

Considere a soma

1 1 1 1

S=_ ces e
1575013791317 T @n+D@n+5)@n+9)

ou seja, a soma continua para n, crescendo indefinidamente. Assinale a op¢ao que apresenta o valor
de S.

1
a)S—E
b)S =1

1
C)S—%
d)szl

40

1
9)5—5

58. (EFOMM/2016)

Numa progressao geométrica crescente, o 32 termo é igual a soma do triplo do 12 termo com o

dobro do 22 termo. Sabendo-se que a soma desses trés termos é igual a 26, determine o valor do
22 termo.

a)6
b) 2
c)3
d)1

26
E) 7

59. (EFOMM/2016)

Um garrafdao contém 3 litros de vinho. Retira-se um litro de vinho do garrafdo e acrescenta-se um
litro de agua, obtendo-se uma mistura homogénea. Retira-se, a seguir, um litro da mistura e

acrescenta-se um litro de dgua, e assim por diante. A quantidade de vinho, em litros, que resta no
garrafao, apds 5 dessas operagoes, é aproximadamente igual a

a) 0,396
b) 0,521
c)0,676
d) 0,693

AULA 02 — SEQUENCIAS 75



Prof. VictorSo

Militares

ﬁ Estratégia

e) 0,724

60. (EFOMM/2010)

A expressdo 6 - n + n? representa a soma dos n primeiros termos de uma sequéncia numérica. E

correto afirmar que essa sequéncia é uma progressao
a) aritmética de razao 3.

b) aritmética de razao 4.

c) aritmética de razao 2.

d) geométrica de razdo 4.

e) geométrica de razao 2.

61. (EFOMM/2006)

Os primeiros termos de uma progressio geométrica sdo a; = v2,a, = V2 e as = Y2.0 quarto

termo é
a)1/v2
b) 1

) V2
d) V2
e) 1/2

62. (EFOMM/2006)
Se 0 52 niumero de uma P.A. de 9 termos é 16, entdo a soma de seus termos sera:
a) 76
b) 96
c) 144
d)176
e) 196

63. (EFOMM/2005)

A soma dos termos da progressdo 21,272,273, 2710 ¢

a) 2—(1+2+3+---+10)
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b) 2—1.024-
c)1.02471

513

d) —

1.024
1.023
) e
1.024

64. (Escola Naval/2019)

Considere um conjunto de nimeros inteiros A = {1, 2, 3, ..., n}, com n elementos. Se retirarmos um
numero do conjunto A, a média aritmética dos elementos restantes é 16,4. Sabendo que p é o
numero que foi retirado, determine |p — n| e assinale a opg¢ao correta.

a) 27
b) 28
c)33
d) 35
e) 37

65. (Escola Naval/2019)

Sejam (a,,), (b,,) e (cy) trés progressdes geométricas de razao q e primeiro termo x. (b,,) tem o
dobro de termos de (a,,), e (c;) tem %termos de (b,,). Sabendo que a soma dos termos de (a,,) é

. , 42 . - . .
igual a 10 e a soma dos termos de (cy) é L assinale a opgdo que apresenta a diferenga, em maédulo,

dos possiveis valores da soma dos termos de (b,,,).
a)6

b) 8

c)10

d) 12

e) 14

66. (Escola Naval/2015)

A soma dos trés primeiros termos de uma P. G. crescente vale 13 e a soma dos seus quadrados 91.
Justapondo-se esses termos, obtém-se um numero de trés algarismos. Pode-se afirmar que o resto
da divisdo desse nimero pelo inteiro 23 vale

a)l
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b) 4
c)8
d)9

e)l1

67. (Escola Naval/2014)

1+2 1+2+3 1+2+3+4 .
; X3 = ; Xy = ;... Ovalorde x,, é

. . 1
Considere asequénciax; = =} X, = ——; X3 = —— 3 X4 = .
q 172772 7 14273 7 14244’ 7% T 142+4+8’

n+1
a)=-

b) n(n-1)
211
n(n+1)
) 2n—-1
n(n+1)
Z‘n

d)

) n(n+1)
2(2n-1)

68. (Escola Naval/2014)

O quinto termo da progressido aritmética 3 — x; —x; /9 — x..,x ER é
a)7

b) 10

c)—2

d) —V14

e) —18

69. (EFOMM/2021)

Observe as progressoes aritméticas a seguir e assinale a alternativa que representa o sexagésimo
primeiro numero a se repetir em ambas as progressoes.

-1,3,7,11,15, ...
1,4,7,10,...
a) 301
b) 399
c) 619
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d) 727

e) 799

70. (EN/2021)

Prof. VictorSo

Seja S, = n>+n+1 a soma dos termos de uma sequéncia numérica (n € N). Sobre essa

sequéncia assinale a opgao correta.

a) Essa sequéncia numérica nao é uma progressao aritmética.
b) A diferenga entre o quinto e o quarto termo é 3.

c) Sua razdo é 4.

d) S,, € um nimero multiplo de 7.

e) Seu sétimo termo é 32.

7.1. GABARITO

48.a
49.c
50.c
51.b
52.b
53.d
54.c
55.b
56.d
57.Anulada
58.a
59.a
60.c
61.b
62.c
63.e
64.a
65.a
66.2a
67.e
68.c
69.d
70.2a
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7.2. RESOLUCAO

48. (AFA/2021)

O jogo arabe chamado Quirkat ou Al-Quirg é semelhante ao jogo de damas moderno, no qual hda um
tabuleiro de 25 casas (5x5).

Esse jogo foi mencionado na obra Kitab Al-Aghani do século X. O Al-Quirg era também o nome para

0 jogo que atualmente é conhecido como trilha.

Certo dia, um caixeiro viajante apresentou esse jogo a um rei que ficou encantado com ele e decidiu

que iria compra-lo.
Pediu ao viajante que colocasse preco no produto.
O caixeiro disse:

“-Vossa Majestade, posso lhe vender o jogo por uma simples barganha! Basta me dar 1 grao de
milho para a 12 casa do jogo, 2 graos de milho para a 22 casa do jogo, 4 graos de milho para a 32

casa do jogo, 8 graos de milho para a 42 casa do jogo e assim por diante até a 252 casa do tabuleiro!

O rei, imediatamente, ordenou o pagamento para o caixeiro viajante em troca do jogo que tanto

lhe agradou.
Levando em consideracao que o peso médio de um grao de milho seja de 0,30g pode-se afirmar que

a) pelo pagamento referente a 132 casa, considerando o peso médio do grao do milho, o caixeiro
recebeu 1,2288 kg.

b) até a décima casa do tabuleiro, se considerado o peso médio do grao de milho, o viajante tinha
recebido um total de 307,2g.

¢) a quantidade de graos recebido pelo caixeiro viajante é um nimero terminado em 7.

d) a quantidade de graos recebido pelo viajante € um niimero multiplo de 2.

Comentarios

Note que cada casa do tabuleiro custard um termo de uma progressdo geométrica. Essa
progressao é dada por:

(1,2,4,8,...) PG de razao 2
Vamos analisar cada alternativa:
a) Correta.
a3 = a;q? =122 = 4096
Assim, o peso do milho correspondente a essa quantidade é

p =4096-0,3g = 1228,8g = 1,2288kg
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b) Errada.
Até a décima casa do tabuleiro, o viajante recebe um total de milhos dado por:

_a(@® -1 12V -1)

S
q—1 2—1

= 1023

Total em peso:
p =1023-0,3g = 306,9g
c) Errada.

O total recebido pelo viajante é

a,(g*® -1
n=B7 D o5 33554431
q—1
d) Errada.
O total € um nimero impar.

Gabarito: A

49. (AFA/2019)

Considere, no plano cartesiano, a figura abaixo, em que os segmentos horizontais sao paralelos ao

eixo Ox e os segmentos verticais sdao paralelos ao eixo Oy.

AY
Cc B
G F
K J
P N
o
L M
H |
D E
0'(0,0) A :

Sabe-se que:

- os comprimentos de segmentos consecutivos da poligonal, que comeg¢a na origem 0(0,0) e

termina em Q, formam uma progressao aritmética decrescente de razao r e primeiro termo a,, em
( : <r< 0)
ue| —— ;
q 1= ;
- dois comprimentos consecutivos da poligonal sdo sempre perpendiculares;

-0A = a4, AB = a,, BC = aj, e, assim sucessivamente, até PQ = a,.
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Suponha que uma formiga parta da origem 0(0, 0), e percorra a trajetoria descrita pela poligonal
até chegar ao ponto Q.

Com base nas informacgdes acima, analise as proposi¢des abaixo.

1 - e . . . .

.Sea; =1ler =— T entdo a distancia d percorrida pela formiga até chegar ao ponto Q é tal que
17

d= Tal.

Il. Quando a formiga estiver na posi¢do do ponto L(x,y), entdo x = —6r.

lll. Se a; = 1, entdo de A ate C, a formiga percorrera a distanciade d = 2 + 3r.
Quanto a veracidade das populagdes, tem-se

a) apenas uma delas é verdadeira.

b) apenas duas sdo verdadeiras.

c) todas sao verdadeiras.

d) nenhuma delas é verdadeira.

Comentarios

|. Verdadeira.

Os comprimentos de segmentos consecutivos formam uma PA decrescente de razao r. Perceba
gue pela figura temos 16 segmentos, ou seja, a nossa PA possui 16 termos. Assim, temos:

A = aq + 15r

Para calcular a distancia d percorrida, devemos calcular a soma dos 16 termos dessa PA.
Lembrando que a soma de uma PA é dada por:

_ (@ +a)n

S
" 2

Temos:

a; +a)16
Si6 = % = (a, + a,6)8

1
Paraaq; =ler =——:
16

ca +1sr=1415(—)=q1_2_1
G16 = 1 T 197 = (16)_ 16 16

Substituindo na expressao da soma:
1
516 == (1 + —

Como a; = 1, temos:
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[l. Verdadeira.

Como os segmentos consecutivos sdao perpendiculares, temos que AO é paralelo a BC. Outro fato
a se notar é que como os segmentos consecutivos formam uma PA, temos que as distancias entre
Oy e CD, CD e GH, GH e KL sdo iguais conforme mostra a figura:

AY
C B
G F
K J
l
! P N
o
L M
H |
D E
0'(0,0) A x

Sendo OA = a, e BC = a3z = a; + 2r, temos:
0A=BC+l$a1=a1+21‘+l-’-l=—27‘

L(x,y) indica as coordenadas da formiga em relagdo ao plano cartesiano, queremos saber a
coordenada x, ela é dada por:

x=3l=3-(-2r)~l=—6r
Proposicdo verdadeira.
[ll. Verdadeira.
A distancia de A até C é dada por:
d=AB+BC=a,+a3;=(a,+7r)+(a; +2r)=2a; +3r=2+3r

“uon
Cc.

Gabarito:

Prof. VictorSo

50. (AFA/2018)

Constréi-se um monumento em formato de piramide utilizando-se blocos clibicos:
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Para a formagao piramidal os blocos sdo dispostos em uma sequéncia de camadas, sendo que na
ultima camada, no topo da piramide, havera um unico bloco, como mostra a figura a seguir.

SEQUENCIA DE CAMADAS
(vista de cima)

[[] —— Topo da piramide

————— Penlltima camada

% —— Antepenultima camada

Na disposicao total, foram utilizados 378 blocos, do topo a base da piramide.

Havendo necessidade de acrescentar uma nova camada de blocos abaixo da base da piramide,
obedecendo a sequéncia ja estabelecida, serdo gastos x blocos nesta camada.

A quantidade total de divisores positivos do niimero x é igual a
a)2
b) 3
c)a
d)5

Comentarios

Note que o numero de blocos de cada camada da piramide pode ser visto como o termo de
uma PA de razdao r = 4. Consideremos como o primeiro termo o topo da piramide:

a, =1
A penultima camada serd o segundo termo:
a, =5
O enésimo termo da PA sera:
a, =, +n—Dr=1+n-1) -4

Do topo a base da piramide, temos como total de blocos:
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_(ag+ap)n
N 2

S =378
1+0+m-1D-H)n

378
2

(24+4n —4)n =756
4n? — 2n = 756
4n? —2n—-756 =0
2n? —n—-378=0

Resolvendo a equacdo:

(-1 +/(-1)2—4-2-(-378) 143025 1455 ” 27
n = = = = ou ——
2.2 4 4 2

Assim, temos n = 14 camadas na piramide. Nessa camada, o total de blocos é:

Ay =a; +13r=1+13-4 =153
Acrescentando-se uma nova camada abaixo da base teremos:

Q15 = a4 +17 =53+ 4 =157 blocos
Fatorando-se 57:
57 =3!.19!
O numero de divisores positivos desse numero é:
N=N+1)A+1)=2-2=4

Gabarito: “c”.

51. (AFA/2017)

A solugao do sistema
X—y XxX—-y XxX—-y Xx-—Yy
— — +

+ e = —1
2 6 18 54
3x—y=-2

étalque x + y éigual a

11
a)?

10
b)?

7

C)—g
d) -2

3
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Comentarios

Na primeira equagao temos a soma de uma PG infinita de razdo ¢ = —1/3 e primeiro termo
o

a, = zy' Aplicando a formula da soma da PG infinita:

xX—Yy xX—Y

3 —
= _ o2 153Gy

SEEC R B

=>3x—3y=-8

-1

{3x—3y=—8
3Ix—y=-2

Subtraindo a primeira equacdo da segunda:
3x —y—(Bx—-3y)=-2+8

2y=6=>y=3
1
3x—y=—2:>3x—3=—2:>3x=1:>x=§
Somando-se x e y:
fy=s43=
X+y=3 =

Gabarito: “b”.

52. (AFA/2016)

Considere as expressoes
A=26%—-24%+23%-212+202-18%2+ .-+ 52— 3%¢
B=2v2-V2-V2 - V2..

O valor de % é um nimero compreendido entre

a) 117 e 120

b) 114 e 117

c)111e 114

d) 108 e 111

Comentarios

Para a expressdo A, temos:

A= (262 —24%) + (233 — 21%) + (202 — 18%) + - + (52 — 32)
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= (26 —24)(26+24) + (23 -21)(23+21)+(20—-18)(20+18) + -+ (5—-3)(5+3)
A=2-50+2-44+2-384+--+2-8
A=100+88+76+ -+ 16
Perceba que A é a soma de uma PA de razdao —12 cujo primeiro termo é 100. Assim, temos:
a, =16 =100+ (n—1)(—12)
—84=-12(n—-1)
7=n—-1=>n=28

Logo, temos a soma de 8 termos na PA:

_(a; +ag)n (100 +16)8

Sg = 5 =116 - 4 = 464

Para a expressao B:

N| =
=

+1_+...

el IS

+

A=

+

o)}

1 1 1 1
B=2v2-Y2-%2-Y2..=2-22-24-28.276 ... = 2"

O expoente é a soma de uma PG infinita de razdo 1/2, logo:

g a 1 _1_2
A
I=3 2
>B=22=4
O valorde A/B é:
A 464
—=—=116
B 4

Gabarito: “b”.

53. (AFA/2014)

Uma escultura de chapa de aco com espessura desprezivel foi feita utilizando-se inicialmente uma

chapa quadrada de 1 metro de lado apoiada por um de seus vértices sobre num tubo cilindrico.
A partir desse quadrado, a escultura foi surgindo nas seguintes etapas:

12) Em cada um dos 3 vértices livres dos quadrados construidos anteriormente, construiu-se um

1
quadrado de lado > metro.

22) em cada um dos vértices livres dos quadrados construidos anteriormente, construiu-se de lado

1
" de metro.

AULA 02 — SEQUENCIAS 87



ﬁ Estratégia

Militares

Prof. Victor So

E assim, sucessivamente, em cada vértice livre dos quadrados construidos anteriormente, construiu-
se um quadrado cuja medida do lado é a metade da medida do lado do quadrado anterior.

A figura seguinte esquematiza a escultura nas etapas iniciais de sua confecgao.

Considerando que a escultura ficou pronta completadas sete etapas, é correto afirmar que a soma
das areas dos quadrados da 72 etapa é igual a

()
o) (3)
9 ()’
a3)

Comentarios

Lembrando que a drea de um quadrado de lado [ é dada por S = 2, temos inicialmente um

quadrado de lado 1m, ou seja, S, = 1m?2. Para cada etapa, temos a adi¢do de quadrados dessa
forma:

Etapa 1: adicdo de 3 quadrados de lado %

s =3 (1)2_3
2 4

Etapa 2: adicdo de 3 - 3 = 32 quadrados de lado G)

3
Etapa 3: adicdo de 3 - 3 - 3 = 33 quadrados de lado G)
== (0] =5-()
i 2) | 64 \4
Perceba que seguindo-se esse raciocinio, teremos na etapa 7:
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7
. ;. 3
Portanto, a soma das areas dos quadrados na etapa 7 é igual a (Z) .

Gabarito: “d”.

54. (AFA/2013)

" . 8\ . n L ~ cr e
A sequéncia (x, 6,y,y+ E) é tal, que os trés primeiros termos formam uma progressao aritmética,

e os trés ultimos formam uma progressao geométrica.
Sendo essa sequéncia crescente, a soma de seus termos é
92
a) ?
89
b) 5
86
C) ?
83
d) 5
Comentarios

Como os trés primeiros termos formam uma PA, temos:

x+y
2

=6=>x+y=12
Para os trés ultimos termos:
2 8 2
y =6(y+§)=>y —6y—16=0

Resolvendo a equacgdo quadratica:

=8ou—2

y_—(—6)iJ(—6)2—4-1-(—16)_6¢m_6i10
_ 5 ==

Como a sequéncia é crescente, temos que y = 8. Para esse valor, temos para x:
x+8=12=>x=4

A sequéncia é

8 8 32
(x,6,y,y+§> = (4,6,8,8 +§> = (4,6,8,—)

Somando-se os termos:

32
S=4+6+8+5 =18+ =—
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Gabarito: “c”.

55. (AFA/2011)

De um dos lados de uma avenida retilinea, estao dispostos alguns postes nos pontos
PP, . P;,i€N,

De outro lado dessa mesma avenida, estao dispostas algumas arvores nos pontos 44, 4,, ...A]-,j €

N. Sabe-se que:

-P,P, =3 dam

-P,P;, = 63 dam

-(P,P,,P,P5,..) é uma progressio aritmética finita de razdo 3.

A = PP,

- (A;A, ,A,A;, ...) é uma progressdo geométrica finita de razdo 2.

-i=j

Com base nessas informacgoes, é correto afirmar que a maior distancia entre duas arvores

consecutivas é, em dam, igual a
a) 63
b) 32
c) 18
d) 16

Comentarios

Dos dados do enunciado, temos:

(PP, ,P,P5,...,P,_1P) é uma progressado aritmética finita de razao 3

= (P1P2 ,P2P3 ) ""Pl—lpl) - (al, az, a3, ...,al’_l) - (3, 6, 9, ...,3 + (i - 2)3)
PP, = 63dam = PP, + P,P3+ -+ PP, =a;+a,+ - +a;_4 =63

(a; +a;_)(@—-1)
2

=63=>03B+3+((—-2)3)(—-1) =126

=3i(i—1)=126>i2—i—42=0

Resolvendo a equacao:

(D JED =4 T (-42) 14yI69 1+13
2 22

i = =70u—6
nl=7

Comoj =i =7, temos:
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(A4, ,A,A5 ...) é uma progressdo geomeétrica finita de razdo 2

(AlAZ ,A2A3, ...,A]_]_A]) - (bl' bz, ey bj—l) - (bl’ bz, ey b6)

6 termos

AlA]:P13263:>b1+b2++b6:63

A;4, é a soma de uma PG finita, logo:

bl(qG_l) b1(26_1) 63
S 3t T o3 sh =1
q—1 T o1 =17 63

Assim, temos 7 arvores e a distancia entre as arvores consecutivas é dada pela seguinte PG:

(A4, ,A5A,, ..., AcA;) = (1,2,4,8,16,32)
A maior distancia é 32dam.

Gabarito: “b”.

Prof. VictorSo

56. (AFA/2010)

Sejam as fungées f: N - Re g: N — R definidas por f(x) = Ee glx)=27%
Considere os nimeros A e B, tais que

A=f(1)+f(@)++f(50)e

B=1+g1)+g92)+-+gmn)+--

Se o produto de A4 por B tende para o nimero «, entdo, a é

a) impar multiplo de 9

b) par divisor de 10 000

c) par miltiplo de 15

d) impar multiplo de 25

Comentarios

Dada uma progressao aritmética finita, vale a seguinte formula para sua soma:
1
S=a1+a2+---+aN=E(a1+an)-N

Prova:
S:a1+a2+"'+aN_1+aN
S:aN+aN_1+“'+a2+a1

= 25 = (a1 + aN) + (az + aN—l) + - (aN_1 + az) + (aN + al)
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Mas acontece que a, +ays1r =+ (k-1 r+a+ (N+1—-k—-1)-r=2a, + (N —
1)r é constante (ndo depende de k). Portanto:

2S =[2a; + (N = Dr]+ -+ [2a;, + (N=Dr] =N - [2a;, + (N — Dr] =

:S=%-N~[a1+(a1+(N—1)r)]=%(a1+aN)-N.

Vamos usar a formula deduzida para calcular A:

50 50 50
L _Nyr 1N, 1 (45050 .
Sme S S 4

n=1 n=1 n=1

Para B temos:

- $ 1 1 1
+§g(n) +E $Sh oot
n=1 n=1

. g P ~ 1
Reconhecemos B como a soma de uma PG infinita de termo inicial a = 1 erazdoq = > Portanto,
sua soma é:

B = = = 2
1-q 4_1
-3
Logo: A - B = 1275, impar multiplo de 25.
Gabarito: “d”
57. (EFOMM/2020)
Considere a soma
1 1 1 1
S

=—+ + 4ot +
15 5-9-13 ' 9-13-17 (4n +1)(4n+5)(4n+9)

ou seja, a soma continua para n, crescendo indefinidamente. Assinale a op¢ao que apresenta o valor
de S.

1
a)S—E
b)S =1

1
C)S—%
d)s=—~

40

1
E)S—E
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Nessa questao, provavelmente, ocorreu um erro de digitacdo na prova, pois do termo geral:

1
(4n+1)(4n+5)(4n+9)

Sen = 0, temos:

11 . 1
1-5-9 457 15

Assim, na soma da questdo, o termo geral é valido para n = 1. Veremos que devido a esse
erro, ndo encontraremos uma resposta nas alternativas. Vamos resolver a questdo do modo
como esta escrito.

Note que os termos da soma possuem a forma:
1
nQp+1An42

Em que a,, é o termo de uma PA de razao 4. Vamos transforma-lo em uma soma telescdpica.
Para isso, vamos reescrever os termos da soma do seguinte modo:

1 A B
= +
AnQpn+1Qn42 AnQn4q Ap+10n+2
1 _ A(any2) + B(ay)
AnQp+1Qni2 AnQp+1An+2

A(ansz) + B(a,) =1
Escrevendo a, ., = a, + 2r:
A(a, +2r)+ B(a,) =1
(A+B)a, +24r =1
A+B=0=>B=-4

24 1=A ! B !
= = = — = —_
! 2r 2r

Dessa forma, obtemos:

1 1 ( 1 1 )
Ann+1Qn+2 2r AnQn+1 An+1An+2
Reescrevendo a soma usando essa forma e substituindo r = 4:

1 1 1 1
S=—+ + + o4 + .-
15 ' 5.-9-13  9-13-17 (4n +1)(4n + 5)(4n + 9)
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_1+1(1 1)+1(1 1)++1< 1 1 >
T 15 2-4\5-9 9-13 2-4\9-13 13-17 2:4\(4n+1)-(4n+5) (An+5) - -(4n+9)

S

_1+1 1 1 . 1 1 ey 1 1 .
15 8(5-9 9-13 9-13 13-17 (4n+1)-(4n+5) (“4n+5)-(4n+9) )

¢ = 1 N 1 ( 1 1 N )
15 8\5-9 (4n+5)-(4n+9)
Nesse momento, como a soma continua para n que cresce indefinidamente, temos que para

valores de n muito grandes, as fragoes se anularao, logo:

1
(4n+5)-(4n+9)

S

_1+1 1y 8-3+1 25 5
15 8(45)_ 8-45 ~ 8-45 72

Esse valor ndo consta nas alternativas. Caso tivéssemos a seguinte soma, teriamos:

1 1 1 1
S=—+ + + oo+ + ...
45 5.9.13 9-13-17 (4n+1)(4n+5)(4n +9)

S

_1+1 1y 8+1 9 1
45 8(45>_8-45_8-45_40

Para esse valor, temos como gabarito a letra “d” conforme o gabarito preliminar da banca.

Gabarito: Anulada.

58. (EFOMM/2016)

Numa progressao geométrica crescente, o 32 termo é igual a soma do triplo do 12 termo com o
dobro do 22 termo. Sabendo-se que a soma desses trés termos é igual a 26, determine o valor do
22 termo.

a)6

b) 2

c)3

d1

e) ?
Comentarios

Temos uma PG crescente com trés termos:

(ay,a;,a3)

Do enunciado:

a3 = 3a1 + 2612
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a, +a, +az =26

Como queremos saber apenas a,, vamos escrever a sequéncia de outro modo:

a
<5, a, aq),q # 0 pois temos PG crescente
3a 5 5
az = 3a; + 2a, =>aq=?+2a=>aq —2aq—-3a=0=a(q°—2qg—3) =0 (eq.])

a 1
a, +a, +a3=26=>5+a+aq=26:>a(a+1+q)=26 (eq.1I)

Note da eq. Il que a # 0, logo da eq. I, temos:

qg>—2q-3=0
—(=2)+/(=2)2—4-1-(=3) 2+16 2+4
q= = = =3ou-—1
2 2 2
Como a PG ¢é crescente, devemos ter [q = 3| Substituindo na eq. II:
1 13 3-26
a(§+1+3)=26:>a<?>=26:>a=—13 = [a = 6]

Portanto, a, = a = 6.

Gabarito: “a”.

59. (EFOMM/2016)

Um garrafao contém 3 litros de vinho. Retira-se um litro de vinho do garrafao e acrescenta-se um
litro de agua, obtendo-se uma mistura homogénea. Retira-se, a seguir, um litro da mistura e
acrescenta-se um litro de dgua, e assim por diante. A quantidade de vinho, em litros, que resta no
garrafao, apds 5 dessas operagdes, é aproximadamente igual a

a) 0,396
b) 0,521
c)0,676
d) 0,693
e) 0,724
Comentarios

Inicialmente, na mistura homogénea, temos 2 litros de vinho e 1 litro de agua.

Perceba que a cada operacgdo, trocamos 1 litro de liquido que possui 2/3 de vinho e 1/3 de
agua por 1 litro de dgua. Desse modo, a quantidade de vinho diminuird segundo uma PG de razao
2/3. Assim, apds a quinta operagao, restara de vinho:
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Gabarito: “a”.

60. (EFOMM/2010)

A expressdo 6 - n + n? representa a soma dos n primeiros termos de uma sequéncia numérica. E

correto afirmar que essa sequéncia é uma progressao
a) aritmética de razao 3.

b) aritmética de razao 4.

c) aritmética de razdo 2.

d) geométrica de razdo 4.

e) geométrica de razao 2.

Comentarios
S, = 6n + n?
Podemos encontrar os termos da sequéncia da seguinte forma:
Si=a;=6-1+12=7>qa, =7
S,=a;,+a,=6-2+22=16>a,=16—-a,=16—-7=9>a, =9
S;=a,+a,+a3;=6-3+32=27>a;=27—a,—a,=27—-7—-9>a; =11
Observe que os termos formam uma PA de razdo 2:
(7,9,11,...)

Gabarito: “c”.

61. (EFOMM/2006)

Os primeiros termos de uma progressio geométrica sdo a; = V2, a, = X as = Y2.0 qguarto

termo é
a)1/v2
b) 1

) V2
d) V2
e)1/2

Comentarios
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Temos a seguinte PG:

(\/Z V2, V2, as)

Vamos encontrar sua razao:

3

V2 11 2-3 B
a2=a1q=>3v2=v2q2>q=—2=—=2§_§:26 .'.q:26
O quarto termo é:

em .1 1 1 11
a,=a3q=%2-26=26-2T6=266=20=1

Gabarito: “b”.

Prof. VictorSo

62. (EFOMM/2006)

Se 0 52 niumero de uma P.A. de 9 termos é 16, entdo a soma de seus termos sera:
a) 76

b) 96

c) 144

d)176

e) 196

Comentarios

Temos a seguinte PA:

(alr a,as, Ay, 16) ag, dy, ag, a9)

Note que as; = 16 é o termo intermediario da PA. Assim, temos:

a; +ag)n
5, - @+ a)
2
a; +a
a5=(1279):>a1+a9:2a5
2a5'9

Gabarito: “c”.

63. (EFOMM/2005)

A soma dos termos da progressdo 271,272,273, ..., 2710 ¢

a) 2—(1+2+3+---+10)

b) 2—1.024—
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c)1.02471

d) 513
1.024
1.023

e)——

1.024

Comentarios

A soma dos termos de uma progressao geométrica de n termos, razao q e termo inicial a, é:

a (g™ —1
S=aq,+aq+-+aq"t = Gl
q—1
No nosso caso,n = 10,a, = 2"t eq = 271. Logo:

1 1
_2‘1-((2‘1)10—1)_7'(m‘1)_1 Lo 1023
- 2-1—-1 B 1 B 1024 1024

7-1

S

Gabarito: “e”

64. (Escola Naval/2019)

Considere um conjunto de nimeros inteiros A = {1, 2, 3, ..., n}, com n elementos. Se retirarmos um
numero do conjunto A, a média aritmética dos elementos restantes é 16,4. Sabendo que p é o
numero que foi retirado, determine |p — n| e assinale a opg¢ao correta.

a) 27

b) 28

c)33

d) 35

e) 37
Comentarios

Retirando-se p do conjunto A, teremos n — 1 elementos e a média aritmética torna-se:

1+2+3+-+n—-p

= 16,4
n—1

Como queremos o valor do numero |p — n|, vamos isolar esse nimero na equagao acima:
1+424+3++n—-1+(n—-p)=164(n—-1)
>|lp-nl=|1+2++n-1)-164(n—1)|

Vamos escrever 16,4 na forma de fracao.

164_164_82
710 5
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Notequeasomal + 2 + :--+ n — 1 é uma progressao aritmética de razao 1 cujo primeiro termo
é 1, a soma dessa PA é dada por:

(a; + a,)n 1+n—-1)(n—-1) nn-1)
— =S5 = =

Sn = 2 - 2 -T2

Substituindo os valores encontrados na equacgao, obtemos:

p=nl =[R2 - -] = |- ()

Como o conjunto A possui apenas numeros inteiros, temos que p —n também deve ser
inteiro. Logo, observando-se a expressdo a direita, vemos que n deve ser multiplo de 10, assim,
temos:

n—1=10k
Testando as possibilidades:
Nhn—1=10=>n=11

Sn— 164 511 — 164
"o )=l

:>|(n—1)< o T )|=|55—164|=109

NMn—-1=20=>n=21

5n — 164 5.21 — 164
)=

|(n—1)( = = >|=|2(105—164)|=118

Mn—1=30=>n=31

5n — 164 5-31— 164
"o =P

|(n—1)< T T )|=|3(155—164)|=27

Il ”

Analisando as alternativas, encontramos o gabarito na letra

Gabarito: “a”.

AULA 02 — SEQUENCIAS

65. (Escola Naval/2019)

Sejam (a,,), (b,,) e (cy) trés progressdes geométricas de razao q e primeiro termo x. (b,,) tem o
dobro de termos de (a,,), e (c¢;) tem E termos de (b,,). Sabendo que a soma dos termos de (a,) é

igual a 10 e a soma dos termos de (ck) e . 2 assinale a opc¢ao que apresenta a diferenga, em médulo,

dos possiveis valores da soma dos termos de (b))
a)6

b) 8

c)10

d)12
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e) 14

Comentarios

Sejam ng, ny, n. a quantidade de termos de (a,,), (b,,), (¢i), respectivamente. Do enunciado,
temos:

Temos a seguinte sequéncia:
(a,) = (x,xq, ..., xq" 1)
(b)) = (x,xq, ..., xq™ 1, xq™, ...,xq*"™ 1)
(cp) = (x,xq, ..., xq™" L, xq™, ..., xq*™ 1, xq*™, ..., xq*"™ 1)
A soma dos termos de (a,,) é 10, logo:
x+xq+-+xq"t =10 (I)

A soma dos termos de (c;) é 42/5, logo:

42
x+xq+-+ xq" + xq™ + o+ xg? T+ xg + o+ x@? T = 3
42
(x+xq+-+xq""D)+q"(x+xq+ -+ xq" ) + ¢ (x+xq+ -+ xq" 1) = 3
5 4 472
1+q"+qg™")(x+xq+ -+ xq" )=?

Usando (I):
42 42
(1+q"+4¢°") 10 = = = 10g™* + 10" + 10 — = = 0 = 50¢°" +50¢™ +8 = 0

= 25¢*" +25q" +4 =0

Resolvendo a equagdo em q™:

n_—zsi\/252—4-25~4_—25J_r\/225_—25J_r15

1 225 2.25 50
n __ 4 n __ 1

A soma dos termos de (b,,) é:
S=x+xq+-+ xq" '+ xq" + -+ xq*"!
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S=@+xq+-+ xq" ) +q"(x+xq+ -+ xq" ")
S=A+q¢HV(x+xq+ -+ xq" 1) =101 + q")

Os possiveis valores de soma sdo:

4
51=10<1+(—§)>=10—8=2
1
52=10<1+(—§)>=10—2=8

O mddulo da diferenca dos possiveis valores das somas dos termos de (b,,) é:
1S, =S| =12-8| =|-6]=6

Gabarito: “a”.

66. (Escola Naval/2015)

A soma dos trés primeiros termos de uma P. G. crescente vale 13 e a soma dos seus quadrados 91.
Justapondo-se esses termos, obtém-se um nimero de trés algarismos. Pode-se afirmar que o resto
da divisdo desse nimero pelo inteiro 23 vale

a)l
b) 4
c)8
d)9
e) 11

Comentarios
Temos a seguinte sequéncia:
(a,aq,aq?)
Do enunciado:
a+aq+aq*=13=>a(l+q+q?) =13=>a*(1+q+q*? =132 (eq.])
a’> +a*q®> +a*q* =91 > a?(1+q*> +q*) =13 -7 (eq.1])
Dividindo-se a eq. I pela eq.1I:

a®(I1+q+q*)? 13>  (1+q+g*)* 13

= = =
a’(1+q*+q*) 13-7 (A+q?>+q%) 7

Perceba que

1+¢°+q¢*=1+2¢°+q*—q¢*=1+q¢*)*-q¢*=1—-q+q¢>)(A +q+q%
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Assim, temos:

(1+q+q%)? 13
1-q+¢)(A+q+q>) 7

Como 1+ q + q? # 0 (pois o discriminante é negativo), podemos simplificar a frac3o, logo:

l+q+q 18 70 =13 —13q + 1347
a7 q+7q* = q +13q

= 6q%—20q +6 =0
=>3¢2—10g+3 =0

Resolvendo a equacdo:

(-(-10) £/(=10)"=4-3-3) 10464 10+8
1= 6 G

1
:>q=30uq=§

PG crescente —» q = 3

Substituindo a razdo na eq.I:
a(1+3+3%)=13>a(13)=13=>a=1

A sequéncia é

(a,aq,aq?) = (1,3,9)
Justapondo-se os termos:

139
Fazendo a divisdo de 139 por 23, obtemos como resto:
139 =23-6+1
~r=1

Gabarito: “a”.

67. (Escola Naval/2014)

1+2 14243 1424344
X3 =T o X = 7e
1+2 142+4 142+4+8

..Ovalordex, é

N | =

Considere a sequéncia x; = —; X, =

n+1
a)=-

n(n-1)

2n

b)

) n(n+1)
2n—-1
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n(n+1)
271

n(n+1)

2(2"-1)

d)

e)
Comentarios

Observe que nos termos da sequéncia, o numerador é a soma de uma PA cujo primeiro termo
é 1 erazdo 1 e o denominador é a soma de uma PG cujo primeiro termo é 1 e razdo 2. Assim,
temos:

1+n)n

C Spe 1.2 =1 S 2020 -1)

Xn

Gabarito: “e”.

68. (Escola Naval/2014)
O quinto termo da progressdo aritmética 3 — x; —x; V9 — x..,x E R é
a)7
b) 10
c)—2
d) —V14
e) —18
Comentarios

Precisamos determinar o valor de x. Vamos usar a propriedade da média aritmética:

_B=x)+VI—x
B 2

= -2x=3—-x+V9—x=2>-x—3=v9 —x (eq.])
Da condicdo de existéncia do radical:
9—x=20>9=>2x=>x<9
Como 9 — x > 0, temos:
—-x—320=>—-x2>23=>x<-3

Elevando-se a eq.I ao quadrado:

(—x — 3)? =\/9sz=>x2+6x+9=9—x:>x2+7x=0=>x(x+7)=0

x=0oux=-7

Como x < —3, devemos ter x = —7.

Assim, a PA é dada por:
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(3= D=, )
(10,7,4,...)
Ela possui primeiro termo 10 e razdo —3. O quinto termo é:
as=a; +4r=104+4(-3)=10—-12 = -2

7))
Cc.

Gabarito:

69. (EFOMM/2021)

Observe as progressoes aritméticas a seguir e assinale a alternativa que representa o sexagésimo

primeiro numero a se repetir em ambas as progressoes.

-1,3,7,11,15, ...
1,4,7,10, ...
a) 301
b) 399
c) 619
d) 727
e) 799

Comentarios
Vamos analisar as duas PA:
(-1,3,7,11,15,19,23,27,31, 35,39, ...)
(1,4,7,10,13,16,19, 22,25, 28,31, ...)
Os termos que sdo iguais formam uma nova progressao aritmética de razdo 12:
(7,19,31,...)
O termo geral dessa PA é dado por:
a,=7+Mn-1)-12
Queremos agq:
gy =7+(61-1)-12=74+60-12 =727

Gabarito: D

70. (EN/2021)

Seja S, = n>+n+1 a soma dos termos de uma sequéncia numérica (n € N). Sobre essa

sequéncia assinale a op¢ao correta.
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a) Essa sequéncia numérica nao é uma progressao aritmética.
b) A diferenca entre o quinto e o quarto termo é 3.

c) Sua razdo é 4.

d) S,, € um nimero multiplo de 7.

e) Seu sétimo termo é 32.

Comentarios
De acordo com a lei de §,,, podemos calcular a; fazendo o0 S;:
S;=1+1+1=3=q,
~a; =3
Sabemos que S; = a4 + a, e pela fungdo de S, temos:

S,=22+2+1

a1+a2:7
3+a2:7
-.-a2:4'

Além disso, sabemos que S3 = a; + a, + a3 e pela fungdo de §,,, vem:

S3=3*+3+1

a, +a, +az; =13
=S
02

7+ a3 =13
a3 = 6
Por fim, fazendo S, = S5 + a4, vemos:

S, =4*+4+1

S3+a4=21
13 +a, = 21
a4:8

Poderiamos determinar o a,, fazendo S, — S,,_1:
ap = Sp — Sn-1
a,=n*+n+1-(n—-1)%*+n—-1+1)

a,=n*—(n—-1%4+n-—(n-1)
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a, =2n—1+1=2n

Mas perceba que isso so é valido se existir S,,_;, ou seja, para n = 1. Portanto, a lei de
formacao da sequéncia é dada por:

S =1{2;4;6;8; ...}
N3o é uma PA.

Gabarito: A

8. QUESTOES NIVEL 3

71. (ITA/2021)

Um relégio digital mostra o horario no formato H: M : S, onde H é um inteiro entre 1 e 12
representando as horas, M é um inteiro representando os minutos e S é um inteiro representando
os segundos, ambos entre 0 e 59. Quantas vezes em um dia (H, M, S) sdo, nessa ordem, os trés
primeiros termos de uma progressao aritmética de razao estritamente positiva?

72. (ITA/2021)

O primeiro termo de uma progressdao geométrica de numeros reais é 1 e a soma de seus primeiros
79 termos é igual ao produto de seus primeiros 13 termos. Determine:

(a) a soma dos 40 primeiros termos;

(b) o produto dos 7 primeiros termos.

73. (ITA/2020)

Sejam a, b e c numeros reais, a # 0, tais que a® + b?> = c?. Se a, b e ¢ formam, nessa ordem, uma
progressao geométrica de razio k, entdo o produto P e a soma S de todos os possiveis valores para
k sdo iguais a

aJP=1eS5=0.

b)P=—-1eS =1.

c)P=—-1eS5 =-1.

d)P=@es=o.

2
e)P=@eS=O.

74. (ITA/2020)
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A cada aniversario, seu bolo tem uma quantidade de velas igual a sua idade. As velas sdo vendidas

7

em pacotes com 12 unidades e todo ano é comprado apenas um novo pacote. As velas
remanescentes sdao guardadas para os anos seguintes, desde o seu primeiro aniversario. Qual a sua
idade, em anos, no primeiro ano em que as velas serdo insuficientes?

a) 12.
b) 23.
c) 24.
d) 36.

e) 38.

75. (ITA/2019/Modificada)
Classifique a afirmagao:
Se a, b e ¢ sdo numeros reais positivos que formam, nessa ordem, uma progressao aritmética, entao

1 1 1
Vb+Ve’ Ve+va’ Va+vb

formam, nessa ordem, uma progressao aritmética.

76. (ITA/2017)

Sejam A ={1,2,..,29,30} o conjunto dos numeros inteiros de 1 a 30 e (a;,a;, az) uma

progressao geométrica crescente com elementos de 4 e razao q > 1.
. ~ . ~ 3
a) Determine todas as progressdes geométricas (a,, a,,as) de razao q = >

m . . z
b) Escreve ¢ = —, comm,n € Z e mdc(m,n) = 1. Determine o maior valor possivel para n.

n’
77. (ITA/2017)

Sejama, b, c,d € R. Suponha que a, b, ¢, d formem, nesta ordem, uma progressao geométrica e que
a,b/2,c/4,d — 140 formem, nesta ordem, uma progressao aritmética. Entdo, o valorde d — b é

a) —140
b) —120
c)o

d) 120
e) 140

78. (ITA/2015)

Sabe-se que 1, B, C, D e E sao cinco nimeros reais que satisfazem as propriedades:
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I. B,C, D, E sao dois a dois distintos;
Il. os numeros 1, B, C, e os numeros 1, C, E, estdo, nesta ordem, em progressao aritmética;
Ill. os numeros B, C, D, E, estdao, nesta ordem, em progressdao geométrica.

Determine B,C, D, E.

79. (ITA/2015)

Seja (aq,a,,as, ...) a sequéncia definida da seguinte forma: a; =1,a,=1ea,=a,_1 +a,_,

paran = 3. Considere as afirmagdes a seguir:

I. Existem trés termos consecutivos, a,, a,,1,a,2, que, nesta ordem, formam uma progressao

geométrica.

Il. a; € um ndmero primo.

Ill. Se n é multiplo de 3, entao a,, é par.
E (sdo) verdadeira(s)

a) apenas Il.

b) apenaslell.

c) apenaslelll.

d) apenas i elll.

e)l, llell.

80. (ITA/2012)

Sabe-se que (x+ 2y,3x —5y,8x — 2y,11x — 7y + 2z) é uma progressao aritmética com o

ultimo termo igual a —127. Entao, o produto xyz é igual a
a) —60

b) —30

o0

d) 30

e) 60

81. (ITA/2010)

A progressdao geométrica infinita (a4, a,, ..., a,, ...) tem razao r < 0. Sabe-se que a progressao
infinita (a4, ag, ..., Asp41, .- ) tem soma 8 e a progressao infinita (as, aq, ..., sy, ... ) tem soma 2.

Determine a soma da progressao infinita (a4, a,, ..., a,, ...).
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82. (ITA/2010)

Considere a progressao aritmética (a4, a,, ..., asg) de razao d.
seyl® a,=10+25deY>%, a, = 4550, entiod — a, éiguala
a) 3.

b) 6.

c)9.

d) 11.

e) 14.

83. (ITA/2007)
Seja k um nuimero inteiro positivo e
A, ={jeN:j< kemdc(j k) =1}.

Verifique se n(A43),n(A4q),n(A27) e n(Agy) estdao ou ndo, nesta ordem, numa progressdo aritmética
ou geométrica. Se for o caso, especifique a razdo.

84. (ITA/2007)

Se A, B e C forem conjuntos taisque n(AU B) =23, n(B—A) =12,n(C—A4) =10,n(BNnC) =
6en(ANBNC) =4,ention(4),n(AU C),n(AU B U (), nesta ordem,

a) formam uma progressao aritmética de razao 6.
b) formam uma progressao aritmética de razdo 2.
c) formam uma progressao aritmética de razdo 8, cujo primeiro termo é 11.
d) formam uma progressao aritmética de razao 10, cujo ultimo termo é 31.

e) ndo formam uma progressao aritmética.

85. (ITA/2006)

Seja (a4,a,,as, ..., a,, ...) uma progressao geométrica infinita de razao positivar, em que a; = a
é um numero real ndao nulo. Sabendo que a soma de todos os termos de indices pares desta
progressao geométrica é igual a 4 e que a soma de todos os termos de indices multiplos de 3 é
16/13, determine o valorde a + 1.

86. (ITA/2005)

AULA 02 — SEQUENCIAS 109



g Estratégia Prof. Victor So

Militares

Seja aq, a,, ... uma progressao aritmética infinita tal que

n

Z as, = nV2 + nn?, paran € N*
=1

Determine o primeiro termo e a razao da progressao.

87. (ITA/2003)

Considere a seguinte situagdao baseada num dos paradoxos de Zenao de Eléia, fildsofo grego do
século V a.C. Suponha que o atleta Aquiles e uma tartaruga apostam uma corrida em linha reta,
correndo com velocidades constantes v4 e vy, com 0 < v; < V4. Como a tartaruga é mais lenta, é-
lhe dada uma vantagem inicial, de modo a comecar a corrida no instante ¢ = 0 a uma distanciad; >
0 na frente de Aquiles. Calcule os tempos tq,t,,t3,... que Aquiles precisa para percorrer as
distancias d4, d,, d;, ..., respectivamente, sendo que, para todo n > 2, d,, denota a distancia entre

a tartaruga e Aquiles no instante

7
[ey

&
I}
[y

da corrida.

Verifique que os termos t,, k = 1,2, 3,..., formam uma progressao geométrica infinita, determine

sua soma e dé o significado desta soma.

88. (ITA/2002)

Sejam n > 2 numeros reais positivos a,, a,, ..., a,, que formam uma progressao aritmética de razao

positiva. Considere 4,, = a4 + a, + -+ a,, e responda, justificando:

2 2
. . . A A

Para todo n > 2, qual é o maior entre os nimeros (—" — an) e (—") —a??
n n

89. (ITA/2000)

O valor de n que torna a sequéncia

2+3n,—-5n,1—4n

uma progressao aritmética pertence ao intervalo
a)[-2,—-1].

b) [-1,0].

c) [0, 1].

d)[1,2].
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e) [2,3].

90. (ITA/1998)

Seja (aq,a,,as, ...) uma progressao geométrica infinita de razao a,0 < a; < 1, e soma igual a

3a;. A soma dos trés primeiros termos desta progressao geométrica é:
a)8/27

b) 20/27

c)26/27

d)30/27

e) 38/27

91. (ITA/1995)

Se a soma dos termos da progressiao geométrica dada por 0,3:0,03:0,003: ... é igual ao termo
médio de uma progressao aritmética de trés termos, entdo a soma dos termos da progressao

aritmética vale:
a)1/3

b)2/3

o1

d) 2

e)1/2

92. (ITA/1994)

Seja (a4, a,, ..., a,) uma progressao geométrica com um nimero impar de termos e razao q > 0.0
produto de seus termos é igual a 225 e o termo do meio é 2°. Se a soma dos (n— 1) primeiros

termos éigual a 2(1 + q)(1 + g?), entdo:

a)a; +q =16
b)a1+q:12
cJa; +q =10

da; +q+n=20

ela;+q+n=11

93.-(IME/2019)
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Mostre que os niimeros 16, 24 e 81 podem pertencer a uma PG e obtenha a quantidade de termos

dessa PG, sabendo que seus elementos sdo nlimeros naturais.

94. (IME/2019)

Os angulos 04,0,,03, ...,01(, sdao os termos de uma progressao aritmética na qual 011 + 0,¢ +
0,5+ 09 = %- O valor de sen(}{%) 6,) é

a)—1
b) -2
2

o0
d) 2
2

e)1

95. (IME/2017)

Sejam uma progressao aritmética (ay,a,,as, a4, ..) e uma progressio geométrica
(b4, b,, b3, by, ...) de termos inteiros, de razdo r e razdo q, respectivamente, onde 1 e q sdo inteiros
positivos, com q > 2 e b; > 0. Sabe-se, também, que a; + b, = 3,a, + b3 = 26. O valor de b4 é:

a)l
b) 2
c)3
d)4

e)5

96. (IME/2016)
Os inteiros a4, a,, as, ..., @,s estao em PA com razao nao nula. Os termos a4, a, e a;, estao em PG,
assim como ag, a; e a,s. Determine j.

97. (IME/2015)

A soma dos termos de uma progressao aritmética é 244. O primeiro termo, a raziao e o nimero de
termos formam, nessa ordem, outra progressao aritmética de razao 1. Determine a razao da

primeira progressao aritmética.
a)7

b) 8
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c)9
d) 10

e)l1

98. (IME/2014)

Calcular o valor da expressao abaixo

3/1370370...037 - 11..1 00..0
89 algarismos 30 algs "1"30 algs "0"

Obs.: algs = algarismos

99. (IME/2014)

Em uma progressao aritmética crescente, a soma de trés termos consecutivos é S; e a soma de seus

quadrados é S,. Sabe-se que os dois maiores desses trés termos s3o raizes da equagdo x> — S;x +

1

(SZ — E) = 0. Arazdo desta PA é

1
a)g
V6

b)?

c) V6

Ve
d)?

el

100. (IME/2013)

Entre os numeros 3 e 192 insere-se igual nimero de termos de uma progressao aritmética e de uma
progressao geométrica com razao r e q, respectivamente, onde 1 e ¢ sao numeros inteiros. O

numero 3 e o niumero 192 participam destas duas progressdes. Sabe-se que o terceiro termo de
(1 + i)s, em poténcias crescentes de %, é ;—q. O segundo termo da progressao aritmética é

a) 12

b) 48

c) 66

d) 99

e) 129
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101. (IME/2012)

O segundo, o sétimo e o vigésimo sétimo termos de uma Progressao Aritmética (PA) de nimeros
inteiros, de razao r, formam, nesta ordem, uma Progressao Geométrica (PG), de razao g, com

q e r € N* (natural diferente de zero). Determine:
a) o menor valor possivel para a razao r;

b) o valor do décimo oitavo termo da PA, para a condi¢ao do item a.

102. (IME/2010)

Seja$S = 12 + 3% + 52 + 72 + .- + 792, O valor de S satisfaz:
a)§ < 7x10*

b) 7x10* < § < 8x10*

c) 8x10* < § < 9x10*

d) 9x10* < § < 10°

e)S>10°

103. (IME/2010)

A quantidade k de numeros naturais positivos, menores do que 1000, que n3o sdo divisiveis por 6

ou 8, satisfaz a condicao:
a) k<720

b) 720 < k <750
c)750 < k<780

d) 780 < k <810

e) k> 810

104. (IME/2000)

Determine o polindmio em 1, com no maximo 4 termos, que representa o somatodrio dos quadrados

n
2.
k=1

dos n primeiros nimeros naturais.

105. (IME/1996)

Calcule a soma abaixo:
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1472777101 "1 2998 3001

106.(0OBM)

1 1, .
+ —— é racional; escreva-o na forma

Om’xmero\/1+l2+12+\/1+12+l2+...+\/1+ . .
12 2 22 3 20002 © 2001

g,p e q inteiros.

107.(IME/2021)

Uma sequéncia é gerada pelo produto dos termos correspondentes de duas progressoes aritméticas
de numeros inteiros. Os trés primeiros termos dessa sequéncia sao 3053, 3840 e 4389. O sétimo

termo da sequéncia é:
a) 3035
b) 4205
c) 4398
d) 4608

e) 5063

108. (IME/2021)

Considere uma progressao aritmética (PA) de numeros inteiros com raziao p > 2, seu primeiro
termo maior do que 2 e seu ultimo termo menor do que 47. Retirando-se uma determinada
quantidade de elementos da PA, recai-se em uma PG de 3 elementos e razdo q > 2. Parap e q
inteiros, p diferente de g, determine a PA cuja soma de seus elementos seja a maior possivel.

8.1. GABARITO
71. TlT = 624
72.3) 520 =0 By P =-1
73.d
74.c

75.Verdadeira.

76.a) (4,6,9),(8,12,18) ¢ (12,18,27) b)n =4
77.d
78.B =
79.d
80.xyz = —60
81.5 = 14— 62

&R

,C=—2,D=1E=-2
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82.d
83.Progressao geométrica de razao 3.
84.d
85.a+r =11
86.7 =2?7Tea1 =\/7—§
87.5 = vAd_lvT e S é o tempo que Aquiles demora para alcangar a tartaruga.
88. (1—" - an)z > (i—")z —a?,vn €N
89.b
90.e
91.c
92.e
93.5 termos
94.d
95.a
96.j =12
97.a
98.333..3
30 algs
99.b
100. c
101. a)r =3 b)a;g =153
102. o
103. o
104. S,=-n%+-n%+-n
3 2 6
105. § =
3001
106. 4004000
2001
107. B
108. (4,8,12,16,20,24,28,32,36,40,44)

8.2. RESOLUCAO

71. (ITA/2021)

Um reldgio digital mostra o horario no formato H: M : S, onde H é um inteiro entre 1 e 12
representando as horas, M é um inteiro representando os minutos e S é um inteiro representando
os segundos, ambos entre 0 e 59. Quantas vezes em um dia (H, M, S) sdo, nessa ordem, os trés

primeiros termos de uma progressao aritmética de razao estritamente positiva?
Comentarios

Como a progressao aritmética deve ter razao estritamente positivo, devemos ter r > 0. As
progressodes sao da forma:

(HM,S)=(HH+r,H+2r),comr €N
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Veja que para cada hora, devemos analisar a quantidade de progressdes que podemos ter.
Observe o caso para H = 1:

{(1,2,3);(1,3,4);(1,4,7);(1,5,9); ...;(1,30,59)} = total = 29 casos

Note que em cada progressao para H = 1 a razao aumenta 1 unidade. Assim, podemos
contar da seguinte forma: a primeira razdao sera r = 1 e a ultima sera dada por:

59—-H
H+2r<59=r< >
50-1
H=1>1,, < > =29 = 1 = 29 > rvariade 1 a 29 = 29 casos
50-2 57 )
H=2>="nu < > =7=>rmax=28=>rvarlade1a28:28casos
59 -3
H =35> 1, < > =28 = e = 28 > rvariade 1 a 28 = 28 casos
59—-4 55 )
H=4>=n1,, < > =7=>rmax=27=>rvanadela27=>27casos
59 -5 .
H=5>=>1n,, < > =27 2 Tyex = 27 > rvariade 1 a 27 = 27 casos
50—-6 53 )
H=065> 1, < > =7=>rmax=26=>rvarladela26=>26casos
50 -7
H=7>"7u < > =26 2 Ty = 26 > rvariade 1 a 26 = 26 casos
50-8 51 )
H=8=rn,, < > =7:Tmax=25=>rvarladela25=>25casos
59-9
H=9=n,, < =25 =2 e = 25 2 rvariade 1 a 25 = 25 casos
50—-10 49
H=10=>rmaxST=7=>rmax=24=>rvariadela24=>24casos
590 - 11
H:11:>rmaxSTz24:>rmax:24:>rvariadela24:>24casos
50—-12 47
H=12=>rmaxST=7=>rmax=23=>rvariade1a23=>23casos

Somando os casos, encontramos:

(28 + 24)5

n=29+2028+27+26+25+24)+23=52+2 =52-6 =312

Como queremos a quantidade em 1 dia, devemos considerar AM e PM, ou seja, devemos
multiplicar o valor encontrado por 2:

nT == 624

Gabarito: "'t = 624

72.(ITA/2021)
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O primeiro termo de uma progressdao geométrica de numeros reais é 1 e a soma de seus primeiros

79 termos é igual ao produto de seus primeiros 13 termos. Determine:
(a) a soma dos 40 primeiros termos;

(b) o produto dos 7 primeiros termos.
Comentarios
Temos a seguinte progressao geométrica de razado q:
(1,9,49%4°.q"% ...)
A soma e produto dos n primeiros termos de uma PG é
_ a,(q" — 1)
q—1

b, = a?q(@)

Sn ,q #1

Do enunciado:

79
q’” — 1 _ q13(212) 28
q—1

=q
q7° —1=q"° —q®
g8 =1.qg=41=qg=-1
Portanto,aPGé (1,—-1,1,—1,...).

S79 = P13 =

a) Asoma é

GO

Ss0 = 11 ~S40=0

b) O produto é
P, =(-1)* ~P,=-1
Gabarito: a) Saw =0 b) P =1
73. (ITA/2020)

Sejam a, b e c numeros reais, a + 0, tais que a’? + b%? = c%.Se a, b e c formam, nessa ordem, uma
progressao geométrica de razao k, entdao o produto P e a soma S de todos os possiveis valores para
k sao iguais a

a)P=1eS5 =0.

b)P=—-1eS=1.

c)P=—-1eS5=-1.

gp="1""es=o.

2
e)P:@eszo.

AULA 02 — SEQUENCIAS 118



=

b E“s:rte!'ategla

Comentarios

A b D
Vamos reescrever a sequéncia (a, b, ¢) como (E’b’ bk) para simplificar as contas.

Assim, a partir do enunciado, podemos escrever:
by 2
(—) + b% = (bk)?
k
2
2 _ 21,2
%2 + b* = bk
b2
27,2 2 _
b“k* — b~ — o 0
Como a # 0, implica que b # 0, dessa forma, temos:

Facamos y = k?
yi-y-1=0
—-(-D+(-1D2-4-1-(-1) 1++5
2 2

1+v5 1445 1++/5
2 = k° = 2 > k=4 >

Y=

ou

= k? = 5 <0

N

Como k é um nUmero real, temos que n3o existe k% < 0. Logo:

/1+\/§
>k=4%

2
o 1++/5 1445\ 1445
B 2 2 B 2
1++5 14++/5
S = —+| - | =0

Assim,

Gabarito: “d”.

Prof. VictorSo

74. (ITA/2020)
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A cada aniversario, seu bolo tem uma quantidade de velas igual a sua idade. As velas sdo vendidas
em pacotes com 12 unidades e todo ano é comprado apenas um novo pacote. As velas
remanescentes sdao guardadas para os anos seguintes, desde o seu primeiro aniversario. Qual a sua

idade, em anos, no primeiro ano em que as velas serdo insuficientes?
a) 12.
b) 23.
c) 24.
d) 36.

e) 38.
Comentarios

Veja que a quantidade de velas gastas a cada aniversdrio pode ser vista como uma
progressao aritmética de razao 1.

Aniversario | Velas gastas
12 1
29 2
39 3
no n

Assim, o total de velas gastas até o n-ésimo aniversario é:

(1+n)n
)
Como todo ano um novo pacote de 12 velas é compradas, temos até o n-ésimo aniversario:
(1+n)n
12n — — velas remanescentes

O primeiro ano em que as velas serdo insuficientes ocorrera quando as velas
remanescentes satisfazerem a condigao:

(1+n)n (1+n)n
12n—T<0:12n<T

Sendo n a idade, temos que n # 0, logo:

1+n
12<T=>24<1+n=>23<n:.n>23

O menor inteiro que satisfaz essa condicdao é n = 24.
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Gabarito: “c”.
75. (ITA/2019/Modificada)

Classifique a afirmagdo:

Se a, b e c sdo numeros reais positivos que formam, nessa ordem, uma progressao aritmética, entdo
1 1

1
Vb+Ve ' Ve+va’ Va+vb
Comentarios

formam, nessa ordem, uma progressao aritmética.

Se a, b e c formam, nessa ordem, uma PA entao podemos escrever:
b=a+r
c=a+2r

Veja que:

1 VB—ve Vh-+c VBE—vE ve—vh

Vb+Vevb—ve  b-c -7 r

Analogamente:

1 Ve-va e—+va Ve—-+a
Ve+vave—+va c—a  2r
1 \/——\/E_\/——\/sz/a—\/gzx/g—\/a

JVa+vVbVva—-+vb a-b —r r
Ent3 ancia — ! L ¢ PA dem, d ter:
Ntao para a sequencia \/E+\/E’\/E+\/E’\/E+\/E ormar uma nessa ordem, devemaos ter:
a; + as
a, =
2 2

11 ( 1 s 1 )
Ve++va 2\Vb++vc Va++b
Vamos tentar encontrar essa relagao.

1 1
NN

1 1 _\/E—\/E+<x/5—x/5>_\/5—\/5

Calculando

r

Vb+ve Yatvh T
Vamos multiplicar o numerador e o denominador por V¢ + Va:
WVe—-Ja)(e+va)  c-a
r (e+va) r(Ve+a)

Da condicdo (a, b, ¢) ser uma PA:

r

c=a+2r=>c—a=2r

- _ ~ c-a
Substituindo ¢ = 2r na equagdo ety
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c—a 2r _ 2
(Ve +va) (Ve +va) (Ve +a)
Portanto:
1 1 _ 2
Vb e Na+vh (Ve +va)
1 1 1 1
\/E+\/E:E<\/E+\/E+\/E+\/E>
~Verdadeira.

Gabarito: Verdadeira.

76. (ITA/2017)

Sejam A ={1,2,...,29,30} o conjunto dos nimeros inteiros de 1 a 30 e (a;,a,,a3) uma

progressao geométrica crescente com elementos de A e razao q > 1.
. ~ i ~ 3
a) Determine todas as progressoes geométricas (aq,a,,az) derazaoq = Y
m o . z
b) Escreve q = —comm,n € Z.e mdc(m,n) = 1. Determine o maior valor possivel para n.

Comentarios

a) Temos que encontrar todas as progressdes geométricas da forma (a4, a,, a;) de razao
3 .
q=7 Cada PG é formada pelos elementos de A = {1, 2, ..., 30}.

Vamos escrever a PG em fungdo do a, ede g = 3/2:

(ay,a;,asz)

(ay,a4q, alqz)
3 3\2
aa(3)e(3)

3a; 9a,4
(“”T'T)

Os elementos da PG sao elementos de A, um conjunto de nimeros inteiros de 1 a 30.

. 3a; 9a , . e
Assim, a4, 71,71 devem ser numeros inteiros e o ultimo termo da PG deve ser menor ou
igual a 30, pois este é o maior numero elemento de A:

9a < 30
4
. s iy 9a o
Disso, encontramos que a, deve ser multiplo de 4, ja que Tl deve ser inteiro.

Vamos encontrar as sequéncias:
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(4,6,9) é a primeira PG

(8,12,18) é a segunda PG

(12,18,27) é a terceira PG

a1=16
3

3
—a (2)=16(2) = 24
42 al(z) (2)
2

3 9
as; = a (E) =16 (Z) = 36 > 30 = ndo satisfaz a condicao

Portanto, temos apenas trés progressdes geomeétricas que satisfazem a condicao:
(4,6,9),(8,12,18) e (12,18,27)

b) Se mdc(m,n) = 1 —» m e n sdo primos entre si. A PG pode ser representada por:
(a1; a, a3)

(a1» a.q, a1q2)

(o () (2))

CRORE)

Como os termos dessa PG sdao elementos de A, um conjunto de inteiros:

m2 . . 7 7 . 2
a, | — | deve ser inteiro — a, € miltiplo de n
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Se a, é multiploden?ea, € {1,2,3,...,30}, entdo a, é multiplo de um nimero quadrado
perfeito (um nimero quadrado perfeito é da forma x2, onde x é um nUmero inteiro).

Para a, pertencer ao conjunto 4, a; < 30.

A questdo pede o maior valor de n. Como a, é mdltiplo de n?, a, deve também possuir o
maior valor possivel.

O maior numero quadrado perfeito que satisfaz essa condigdo é a; = 25
a,=25=>n?=25=>n=>5
Como g > 1 em,n sao primos, para o menor valor de g que satisfaz essa condi¢ao, temos:

m 6

Para esse valor, encontramos a PG:

CRERIC)
n5(9)53)

(25,30,36)

Perceba que o Ultimo termo dessa PG n3o é elemento de A. Entdo n? deve ser menor que
25. O préximo valor que satisfaz a condicao é:

Paraa; = 16 » n? = 16 » n = 4. Esses valores geram a PG:

(w0 ()
(116(3)16(29)

(16,20, 25)
Essa PG satisfaz todas as condi¢des do problema.
~n=4
Gabarito: a) (4,6,9),(8,12,18) e (12,18,27) b)n =4
77. (ITA/2017)

Sejama, b,c,d € R. Suponha que a, b, ¢, d formem, nesta ordem, uma progressdao geométrica e que
a,b/2,c/4,d — 140 formem, nesta ordem, uma progressao aritmética. Entao, ovalorded — b é

a) —140
b) =120
c)o0

d) 120
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Comentarios

Do enunciado, (a, b,c,d) é PG:

~
8

NS

S

, ,d—140)éPA:

=a+—
)

Usando as informagdes da PG na PA, obtemos:

2

aq
= + —

aq =a 2

2

q

=1+—

1 4

g —4q+4=0
Fatorando:

(@q—2)=0

A solugdo para essa equagao é: q = 2.

Substituindo g = 2 e representando b, ¢, d em func¢do de a:

b=aq =2a
c=aq?=4a
d =aq® =8a

Das informacgdes da PA, obtemos:

( b e d 140)
a1214l

( 20t g 140)
a" 2 ) 4 ) a’

(a,a,a,8a — 140)

Prof. VictorSo

Repare nos termos dessa PA. Essa sequéncia é uma PA de razao r = 0, pois

a1:a2:a3:a

Ent3o, podemos escrever:
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8a—140 =a
7a = 140
a=20

A questdo pede d — b:
d—b=aq®—aq=2002)*-20(2) =160—40 =120
~d—b=120
Gabarito: “d”.

Prof. VictorSo

78. (ITA/2015)
Sabe-se que 1, B, C, D e E sao cinco numeros reais que satisfazem as propriedades:
. B,C, D, E sao dois a dois distintos;
Il. os numeros 1, B, C, e os numeros 1, C, E, estdo, nesta ordem, em progressao aritmética;
lll. os numeros B, C, D, E, estao, nesta ordem, em progressdao geométrica.
Determine B,C, D, E.
Comentarios
Vamos extrair as informacdes do enunciado.
Da afirmacao Il, temos:
(1,B,C)PA->B=1+4+reC=1+2r
(1,C,E)PA>C=1+71r"eE=1+21
Igualando os dois valores de C:
C=1+2r=1+7r"->7r"=2r
Colocando E em fungcao de r:
E=1+2r"=1+4r
Entdo, encontramos:
B=1+r
C=1+2r
E=1+4r
Dalll, (B,C,D, E) estdao em PG nesta ordem. Seja g sua razdo:
C =Bq

C_1+2r

q=§_ 1+7r

Vamos escrever E em fun¢do do primeiro termo B e da razdo q:
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E=Bq3=(1+r)<1+2r) _(1+2r)

1+r/) ~ (147102
Temos duas equacdes para E, vamos iguala-las:
E=1+4r = M
(1+1r)?

Desenvolvendo a equacao e simplificando:
1+4r)A+7r)2=00+2r)8
1+4r)A+2r+7r>)=1+8r3+3(1)%2(2r) + 3(1)(2r)?
14+2r+7r2+4r+8r2+4r3 =1+ 8r3 + 6r + 12r?
14+6r+9r2+4r3=1+6r+12r?+8r3
8r3 —4r3 +12r2 = 9r2+6r—6r+1—-1=0

4r3 +3r2 =0
r’(4r+3)=0

As raizes dessa equacgao sao:

r=0ou4r+3=0
Da afirmacao |, os termos sao dois a dois distintos, logo r # 0.

3
4r+3=0-71=—-
T 7T )

Vamos encontrar o valores dos nimeros reais:

B=1+r=1-
3
C:1+2r:1+2<——)
4
3
E=1+4r=1+4<—Z)=—2
1
(B,C,D,E) PG - q =

3
q=1+2(_Z)=—2

1+r

1

Gabarito: B =-,C = _E’D =1E=-2

AN

Prof. VictorSo

79. (ITA/2015)
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Seja (aq,a,,as, ...) a sequéncia definida da seguinte forma: a; =1,a,=1ea, =a,_1 +a,_,

paran = 3. Considere as afirmacgdes a seguir:

I. Existem trés termos consecutivos, a,, a,,1,a,.2, que, nesta ordem, formam uma progressao

geométrica.

Il. a; é um ndmero primo.

lll. Se n é multiplo de 3, entdo a,, é par.
E (sdo) verdadeira(s)

a) apenasll.

b) apenaslell.

c) apenaslelll.

d) apenas i e lll.

e)l, llelll.

Comentarios

A sequéncia da questdo é conhecida como sequéncia de Fibonacci. Vamos analisar as
afirmagdes:

I. Pela definicao da sequéncia, podemos escrever:
Apiz2 = Apy1 T ap
Se (ap, p41, Apy2) for uma PG de razéo g, podemos escrever:
a,q* = a,q +a,
g =q+1
g —-q—1=0

Temos que resolver uma equac¢do de segundo grau. Podemos encontra-lo usando a
féormula:

B —b +Vb?% — 4ac

1 2a
Da equacgdo,temosa=1,b=—-1,c = —1:
==+ (=12 - 4(1)(-1)
1= 2(D)
1++/5
q = 2

Encontramos uma razao irracional. Entdao, se multiplicarmos a, pela razdo ¢, um numero
irracional, obteremos a1, um ndmero irracional. Pela definicdo da sequéncia de Fibonacci, seus
termos sao a soma dos dois anteriores. A sequéncia é formada apenas por numeros inteiros
positivos, logo é impossivel ter nUmeros irracionais na sequéncia.
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~Falsa.
Il. Vamos ver se a; é um numero primo. A sequéncia de Fibonacci é:
(1,1,2,3,5,8,13,21,34, ...)
a; =13
13 é numero primo
~Verdadeira.
[ll. Vamos olhar a sequéncia:
(1,1,2,3,5,8,13,21,34, ...)
Perceba que os termos com indices multiplo de 3 sao pares:
a; =2,a, =8,a9 = 34

Os dois termos anteriores a estes niumeros sao impares.
Vamos provar por PIF a propriedade:
1) Ja verificamos a sua validade para a;.
2) Temos que generalizar o resultado.
Hipdtese: n = 3k € N, a3, é par e az;_; € as,_, sao impares.
Tese: az(x4+1) € par
Supondo a hipdtese verdadeira, vamos tentar chegar a tese.

A3p+1 = A3i T A3k—1

A3,—1 € impar e 33, é par = as, .4 € impar
33k+2 = A3g+1 T Az
A3r41 € impar e asy, € par — asy,, € impar
A3g+3 = A3k+2 T A3p41
Q342 € iMpar e asy, 1 € impar = asy 3 € par
A3 +3 = A3(k+1) € PAr

Pela hipdtese conseguimos provar que a tese também é verdadeira. Logo, estd provada a
propriedade.

~Verdadeira.

ESCLARECENDO

Considere os numeros naturais a, b, c:
c serd par quando a e b forem impares ou a e b forem pares ao mesmo tempo.

Se a for par e b for impar, c sera impar. Veja:
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apar - a =2k, k €N
bimpar - b =2k'+1,k' €N
c=a+b=2k+2k"+1
c=2k+k")+1
k+k'=k"€eN
c=2k"+1

c é impar

O mesmo resultado é vélido se a for impar e b for par.

Se a for impar e b for impar, c sera par:
aimpar - a=2k+1,keN
bimpar - b =2k'+1,k' €N
c=a+b=0Qk+1)+Q2k"+1)
c=2k+2k"+2
c=2k+k'+1)
k+k'+1=k"€eN
c=2k"
c épar
Se a é pareb é par, c sera par:
apar - a =2k, k €N
bpar - b =2k',k' €N
c=a+b=2k+2k'=2(k+k")
k+k'=k"
c=2k"

Prof. VictorSo

Gabarito: “d”.

80. (ITA/2012)

Sabe-se que (x+ 2y,3x —5y,8x — 2y,11x — 7y + 2z) é uma progressao aritmética com o

ultimo termo igual a —127. Entao, o produto xyz é igual a

a)—60
b) —30
c)0

d) 30
e) 60

Comentarios
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Temos uma PA cujos termos possuem as incégnitas x,y e z. Pelas propriedades da PA,

podemos escrever:

a; + as
a, = >
(x + 2y) + (8x — 2y)

3x —5y = >
O9x
3x — 5y = >
6x — 10y = 9x

—10y = 3x

3x+10y =0 (1)

Também podemos escrever:

Q4 + a,
a3 = ——
Bx —=5y)+ (11x — 7y + 22)
8x — 2y = >

16x — 4y = 14x — 12y + 2z
2x+8y—2z=0
x+4y—z=0 (II)
A questao afirma que o ultimo termo é iguala —127:
11x — 7y + 2z = —127 (III)
Dessa forma, encontramos o sistema linear:
3x+ 10y =0 (1)

x+4y—z=0 (II)
11x =7y + 2z =-127 (IlI)

(A resolucdo desse sistema serda melhor entendida na aula de Sistemas Lineares.)

Vamos resolver esse sistema, somando 2 - (II) e (I11), obtemos:

(2x + 11x) + (8y — 7y) + (2z — 2z) = —127

13x +y =—-127 (IV)
Para encontrar x, podemos fazer 10 - (IV) — (I):
10-(IV) = 130x + 10y = —1270
—(I)=-3x—-10y =0
10-(IV) — (1) = 127x = —1270
x =-10
Substituindo x = —10 em (/) para encontrar y:

3x +10y =0 (1)
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3(-10)+ 10y =0
10y =30
y=3
Por fim, substituimos x = =10 e y = 3 em (II) para encontrar z:
x+4y—z=0 ()
z=x+4y
z =(-10) + 4(3)
z=2
xyz = (=10)(3)(2)
s xyz = —60
Gabarito: xyz = —60

81. (ITA/2010)

A progressdo geométrica infinita (a4, a,, ..., a,, ...) tem razao r < 0. Sabe-se que a progressao
infinita (a4, ag, ..., sy 41, .- ) tem soma 8 e a progressao infinita (as, a4, ..., gy, ... ) tem soma 2.
Determine a soma da progressao infinita (a4, a,, ..., a,, ...).

Comentarios
Questdao sobre PG infinita de razdao negativa. Ela nos da o valor de dois somatorios.
Sabemos que a soma de uma PG infinita é dada por:

a
§=—1

1-q
a, é o primeiro termo da PG e g é sua razao.
Vamos verificar o primeiro somatdrio dado na questao:
a; +ag+a;; +---=8

(aq,a4,a41, ---) € uma PG. Precisamos descobrir a nova razdo dessa PG para aplicar a
formula.

Podemos escrever a;, em fungaode a; er:

ag = a;r°
Sabemos que a forma de uma PG é a sequéncia (a,, a;7",a;7'%,...)
Entdo a razdo da PG (ay,ag, aqq,...) 61’ =1°.

A soma dessa PG é dada por:

a;
S'=——=38
1—1r°
Para o segundo somatdrio temos:
a5+a10+a15+"'=2

a,p=asq’° =>1r" =7r°
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a, q
S = =2
1—17r5
Encontramos as seguintes equagdes:
a,
I =8
(D T
4
a,r
11 =2
(D —3

Vamos dividir (I1) por (I) para sumir o termo a;:

a,r*
1—7r5) 2

an 2
@ (1517‘5) 8
4_1
)

s_ L

Ainda estudaremos equacgdes de potenciagao nas proximas aulas. Por enquanto saiba que
quando a incégnita esta na forma x2*, devemos considerar os valores positivos e negativos como
solucdes da equagdo. Pois se x é solucdo de x2¥, (—x) também serd. Veja: (x*)(x*) =

(=x)(=x*) = x?.

r=+=

)
-mwl =

O enunciado afirma que r < 0. Entao:

Substituindo r em (I) para encontrar a;:
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E&- ESCLARECENDO

Quando o termo esta elevado a um nimero impar, podemos extrair o sinal negativo para fora da
poténcia. Veja:

(_x)2k+1 — (_x)Zk(_x)l — ka(_l)x — (_1)x2k+1
Dessa forma:

(-9 =[]

Podemos simplificar desse modo:

5 1\ ° 5 1 1 1
V2 22 22 2222 22 22 42
(7) “\2) "5 Tt
Sabemos o valor de a, e r. A soma pedida na questao é dado pela férmula:
a,
- 1-—r
(8 ++2)

S_(8+\/7)2_16+2«/§
C24V2 2442

Vamos simplificar:

o_(6+2VD)(2-V2) 32-16V2+4VZ—4 _28-12V2
T TQ2+VD) -V 12 =—
~S=14-6V2

=14 — 62

Gabarito: S = 14 — 6\/5
82. (ITA/2010)

Considere a progressao aritmética (a4, a,, ..., asg) de razao d.
seYl a,=10+25deY>%, a, = 4550,entiod — a, éigual a
a) 3.

b) 6.
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c)o9.
d) 11.

e) 14.
Comentarios

Pelo enunciado, podemos extrair:

10

810: Zan:10+25d

n=1

510 - al +a2 +"'+a10 == 10+25d
50

Se, = z a, = 4550

n=1
Sso = a4 +a, + -+ agy = 4550
(as,a,, ...,as0) € uma PA derazdo d.
A soma de uma PA de razdo d é dado pela formula:
. (a; + ap)n
n 2
Aplicando a férmula na primeira somataria:

a, +a)10

(a; + a;0)5 = 10 + 25d
Simplificando:
a, +a0=2+5d
Podemos escrever a;, em fungdo de a, e d:
a;p =a; +9d
Substituindo a,, na equacgao:
a, + (a; +9d) =2+ 5d
2a, =2 —4d
a, =1—-2d
Encontramos uma equagdo com a, e d. Vamos aplicar a férmula para a segunda somatéria
e encontrar a outra equagao:
Sso = a; +a, + -+ asy = 4550
(a; + asy)50
2
(a; +asg)25 = 4550
(a; + asy) =182

= 4550
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Escrevendo az, em fungao de a, e d:
aso = a; +49d
Substituindo na equacdo e simplificando:
(a; + (a; +49d)) = 182
2a, +49d = 182
2a, = 182 —49d
Temos agora duas equagdes:
Da, =1-2d
(II) 2a;, =182 — 49d
Vamos encontrar o valor de d, substituindo (1) em (II):
2(1—2d) =182 —49d
2—4d =182 —49d
49d — 4d = 182 -2
45d = 180
>d=4
Substituindo d = 4 na (I) para encontrar a,:
a, =1-—2(4)
a,=1-8=-7
Encontramos o valor de d e a4, a questdo pede d — a;:
d—a, =4—-(-7) =11

Gabarito: “d”.

83. (ITA/2007)
Seja k um numero inteiro positivo e
A, ={j eN:j< kemdc(j k) =1}.
Verifique se n(A43),n(A4q),n(A,7) e n(Agy) estdo ou ndo, nesta ordem, numa progressdo aritmética
ou geométrica. Se for o caso, especifique a razao.
Comentarios
Vamos traduzir os termos do enunciado.
Ele nos da a definicao de um conjunto:
A, ={j EN:j <kemdc(jk) =1}

Esse conjunto estd em funcdo de k, e seus elementos sdo os numeros naturais (j € N)
menores ou iguaisa k (j < k) emdc(j, k) = 1, isto é, j e k sdo primos entre si.

Vamos ao primeiro conjunto:
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A; ={j eEN:j<3emdc(j,3) =1}

Os elementos desse conjunto sdo os numeros naturais menores ou iguais a 3 e estes
numeros s3o primos em relagdo ao nimero 3 (mdc(j,3) = 1). Logo, os elementos ndo podem
ser multiplos de 3. Os numeros naturais que satisfazem essa condi¢ao sdo: 1 e 2. Logo:

A, = {1,2}
A questdo pede para verificar a sequéncia (n(4;), n(4y), n(4,,), n(4g))-
O numero de elementos de A; é n(43) = 2.

Podemos continuar com o mesmo raciocinio e encontrar todos os elementos de cada
conjunto. Mas a questdo pede apenas o numero de elementos desses conjuntos. Vamos
economizar nosso tempo e encontrar um modo de calcular diretamente o nimero de elementos
de cada conjunto.

Perceba que o nimero de elementos totais sem a restricdo mdc(j, k) = 1 é k (da defini¢do
j €N,j < k). Agora, impondo a restricdo no conjunto, temos que remover os elementos ndo
primos em relagdo a k. A sequéncia pedida possui k poténcias de 3 (43,4, A5, Ag,). Entdo os
elementos que n3o satisfazem a condi¢do mdc(j, k) =1 sdo os nimeros multiplos de 3
(3,6,9,12,15,18, 21, ...)

Vamos calcular o nimero de elementos de Ay. Os multiplos de k = 9 sdo 3,6,9, entao o
numero de elementos de Aq serd 9 — 3 (9 devido a k = 9 e 3 devido aos multiplos de 3).

n(4) =9-3=6

Note que a cada 3 numeros naturais, devemos remover 1 niumero (multiplo de 3). Entdo
o numero de elementos ndo primos pode ser dado pelo nimero k/3.

Usando esse raciocinio:

27
n(4,,) =27 — (?) =27-9=18

81
n(4g;) = 81 — (?) =81 —27 =54
Dessa forma, encontramos a sequéncia:

(Tl(A3), n(Ag); Tl(A27), n(A81))
(2,6,18,54)

N ~ - ~ 6
Essa sequéncia é uma progressdo geométrica de razdo q = 5= 3.

Gabarito: Progressao geométrica de razao 3.

84. (ITA/2007)

Se A, B e C forem conjuntos taisque n(AUB) =23,n(B—A) =12,n(C—-A4) =10,n(BNnC) =
6en(ANBNC)=4,ention(A),n(AU C),n(AU B U C), nesta ordem,

a) formam uma progressao aritmética de razao 6.

b) formam uma progressao aritmética de razdo 2.
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¢) formam uma progressao aritmética de razao 8, cujo primeiro termo é 11.
d) formam uma progressao aritmética de razao 10, cujo ultimo termo é 31.

e) ndo formam uma progressao aritmética.

Comentarios

Vamos resolver usando o Diagrama de Venn-Euler:

A B

C

Nomeamos cada regidao do circulo com letras minusculas.
Pelo enunciado, vamos descobrir os valores de cada regido:
nlAnNBNC)=4=e¢
nBNC)=6=e+f=>f=2

Agora nosso diagrama fica assim:
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A B
b
a C
4
d v 2
g
C

Usando as outras informacdes, temos:
n(B—A4) =12

Veja que n(B — A) éigual a ¢ + 2 que é a regido de elementos de B menos os elementos
de A.

n(B—A)=c+2=12=>c=10
Agora paran(C — A) = 10 usando o mesmo raciocinio:
g+2=10=>g9g=38

Atualizando nosso diagrama:

A B

Falta usarn(A U B) = 23.
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Pela figura:
nfAUB)=a+b+d+4+10+2 =23
Devemos encontrar os valores de n(4),n(Au C)en(AU B U C).

Note que a + b + d + 4 = n(A). Assim, substituindo n(A) na equagio, conseguimos descobrir o
valor de n(A4).

n(4) +10+2 =23
n(4) + 12 = 23
=>n(4) =11
Vamos encontrar n(A U C). Usando o diagrama:
nfAuC)=a+b+d+4+2+8=(@+b+d+4)+10=n(4)+10=11+10=21
>n(AuC) =21
Agora o ultimo termo:
nAuBUC)=a+b+d+4+10+2+8
=(a+b+d+4)+10+2+8=n(4) +20=31
>n(AUuBuUC) =31
Dessa forma, encontramos a sequéncia:
(n(4),n(AuC),n(AUBUC))
(11,21,31)

Essa sequéncia é uma progressao aritmética de razdo 10 (a, —a; =21 —-11=10) e
ultimo termo 31.

Gabarito: “d”.

85. (ITA/2006)

Seja (a4,a,,as, ..., a,, ...) uma progressao geométrica infinita de razao positiva r, em que a; = a
é um numero real nao nulo. Sabendo que a soma de todos os termos de indices pares desta
progressao geométrica é igual a 4 e que a soma de todos os termos de indices multiplos de 3 é
16/13, determine o valorde a + 1.

Comentarios
Problema de PG infinita comrazaor e a; = a.

A questdo nos dd a soma dos termos de indices pares e também a soma dos termos de
indices multiplos de 3. Desse modo:
a, ta,+ag+--=4
16
T 13

Perceba que podemos definir (a,, a4, aq, ...) e (as, ag ag, ... ) como duas novas PG's
infinitas. Veja:

a3+a6+a9+'”
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a4 == azr
g = a2r4 . .. ~ 2 P e .
= PG infinita de razao r* e termo inicial a,
ag = a,r®
ag = asrs
ag = a3r6 e ~ 3 L
= PG infinita de razao r° e termo inicial a4

alz == a37'9

Vamos usar a férmula da soma de PG infinita nas duas PG's e encontrar uma relacdo para
aer:

a, a,r ar
51=1_r2=1_r2=1_r2=4
as a,r? ar? 16
S ST 1 13
Fatorando §; e S,:
ar ar
NEI Tt ahan ¢
ar? 16 ar? 16
2SI BT U-nU+r+r) 13

.S .
Vamos dividir 5_1 para sumir com o termo a:
2

ar
1-rna+r) 4

ar? _1__6
A-n1+r+r2) 1

ar (1—r)(1+r+r2)_ 13

a2 1-nA+r) 16

ar 1-—7)(1+7r+7r?) 13
ar? (1—rm)(1+1r) 4
1(1+r+r2)_13

r (1+r) 4

Desenvolvendo a equacao:
41+r+71r3)=13r(1+71)
4+ 4r + 4r? = 13r + 13r?

41> +9r—4=0

Encontramos uma equagdao de segundo grau, ainda estudaremos esse assunto mais a
fundo nas prdoximas aulas.

Lembre-se: as raizes de uma equacao de segundo grau dessa forma:

ax’*+bx+c=0
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E dado por:
—b £ VA

X =, onde A = b? — 4ac

Vamos encontrar as raizes da equacao:
9?4+ 9r—4=0
A= b%—4ac = (9)? — 4(9)(—4) = 81 + 144 = 225
_=9%+V225 -9%15

2= 7509 18
—9-15 4
n=—lg =3
9415 1
n="T1g =3

. . . - 1
O enunciado diz que a razado é positiva, logor =1, = >

Substituindo r = 1/3 em §; para encontrar a:

Vamos encontrara + 7:

Gabarito:a+r =11

86. (ITA/2005)

Seja a4, a,, ... uma progressao aritmética infinita tal que

n

Z as, = nV2 + an?, paran € N*
i=1

Determine o primeiro termo e a razao da progressao.
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Temos uma PA infinita. A questdo nos da a férmula do somatdrio de seus elementos em
funcdo deumn € N.

O somatdrio é a soma dos elementos asy, isso que dizer que ela é a soma dos elementos
multiplos de 3, isto €, az + ag + ag + - + a,.

Vamos substituir os valores de n e encontrar alguma relagao.
Paran = 1:
a; =1-V2 +m1?
asz = V2 +m
Paran = 2:
az +ag =2V2 +m(2)? =2V2 + 4n

Substituindo a3 na equagdo para encontrar ag:

V2 +m+ag=2V2+4n

ag =2 +3m
A forma geral dos elementos de uma PA é:
a,=a, +n—Dr
A questdo pede a, er.
Vamos encontrar a; em fungdo de a; er:
a;=a,+B—-1r=a; +2r
Fazendo o mesmo para ag4:
ag=a,+(6—1)r=aqa; +5r

Encontramos as relagdes:

a3=\/§+n=a1+2r

ag=V2+3mr=a, +57
Subtraindo a4 e a;:

ag—a; =V2+3nr— (V2+n)=a, +5r—(a; +2r)

2n = 3r
_27‘[
=73

Substituindo r em a5 para encontrar ay:

a3=\/§+7'[=a1+27'
21

\/§+n=a1+2(?)
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41
\/§+n=a1+?

TT
=2 -=
a, 3

4

. 2
Gabarito: r = ?ne a, =2 - 3

87. (ITA/2003)

Considere a seguinte situacdao baseada num dos paradoxos de Zenao de Eléia, filésofo grego do
século V a.C. Suponha que o atleta Aquiles e uma tartaruga apostam uma corrida em linha reta,
correndo com velocidades constantes v, e vy, com 0 < v; < v4. Como a tartaruga é mais lenta, é-
lhe dada uma vantagem inicial, de modo a comegar a corrida no instante t = 0 a uma distanciad; >
0 na frente de Aquiles. Calcule os tempos tq,t,,t3,... que Aquiles precisa para percorrer as
distancias d4,d;, d3, ..., respectivamente, sendo que, para todo n > 2, d,, denota a distancia entre
a tartaruga e Aquiles no instante

da corrida.
Verifique que os termos &,k = 1,2, 3,..., formam uma progressao geométrica infinita, determine
sua soma e dé o significado desta soma.

Comentarios

A situagdo inicial do problema diz que a tartaruga comeg¢a a uma distancia d, de Aquiles,
conforme a figura:

L @
A 1 T

Da cinematica, como ndao temos aceleragao, sabemos que esse problema trata de
movimento uniforme e desse modo a equac¢ao do espaco é dado por:

AS=v-t
AS é a distancia que separa os corpos Ae T
v é a velocidade
t é otempo

O tempo que Aquiles demora para percorrer d, sera:

dy = vuty
d

tl = _1
Uy
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Mas até Aquiles percorrer d;, a tartaruga continuou correndo e percorreu d,. Essa
distancia em funcdo dos dados da tartaruga é:

d, = vrty
Substituindo t; na equagao:
d, = vrdy
Vs

Agora Aquiles deve percorrer d, para alcangar a tartaruga:

d, = v4t,
d

tz = _2
Uy

Substituindo d, encontrado com os dados da tartaruga nessa equagdo para obter t,:

(del)

t, = vA — del

, = =—
Va Vg

A tartaruga continuou correndo e estd a d5 de distancia de Aquiles:

Perceba o padrdo no formato do tempo:
dy

t, =
1 v,

vrdy

vi
V% dy

3
Va

. P ~ 1% . P
Repare que a diferenca entre um termo e outro é a razdo q = —, isso é uma PG. Se
YA

continudssemos as calcular os termos, encontrariamos a forma geral:

by = th(n—l)
d1 (2 n-1
0= () (5)
dyvi!
t, = e
n-1
by = v;[yll d,
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Como v, > vr, temos q = Z—T < 1. Assim, encontramos uma PG de razdo 0 < g < 1. Isso
A

é uma PG infinita.

A soma sera dada por:

a,
S =

1-¢q

t

S = —vr
Vg

dy

" )
Va

d
§=—"—
Vg — VU

v, — vy € a velocidade relativa de Aquiles em relagdo a tartaruga e d; é a distancia que
separava os dois no comeco da corrida. Entdo, S é o tempo que Aquiles demora para alcancar a
tartaruga.

d i .
- lv e S é o tempo que Aquiles demora para alcangar a tartaruga.
AT

88. (ITA/2002)

Sejam n > 2 numeros reais positivos a4, a,, ..., a,, que formam uma progressao aritmética de razao

Gabarito: S =

positiva. Considere 4,, = a, + a, + -+ a,, e responda, justificando:
. . . A z z 2
Para todo n > 2, qual é o maior entre os numeros (?" — an) e (7") —a;?

Comentarios

Perceba que 4,, é a soma da PA. A soma da PA é dada pela férmula:
_(a; +ayn

2

Vamos substituir essa férmula nos nimeros pedidos:

A, =S,
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2
(%) -
n
((a1 + an)n) 2
2
n B arzl

Para saber qual é maior, vamos subtrair os termos e ver se encontramos um numero
positivo ou negativo. Caso seja positivo, o primeiro termo serd maior. Caso contrario, o segundo
termo serda maior. Perceba os termos elevados ao quadrado, ndao precisamos desenvolvé-los.
Vamos usar produtos notaveis para simplificar os calculos.

( ( +an> a2

Fatorando os termos coloridos:

()= () + (| e

Simplificando:

a, —a,—a;—ay [a4 —a, +a; +a, )
( 2 )< 2 )+a"
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(7)) +ai

(—a,)(a,) + a3

Colocando a,, em evidéncia, obtemos:
an(a, —ay)
O enunciado afirma que os termos sao positivos e a razao também. Portanto:
a,=a; +(n—r > a,
a, > a;
an(an —a;) >0

Assim, provamos que o termo azul é maior que o termo verde.
2

Ay *_(An
S l— = >—) — Z,Vn €EN
< n a”) ( n ) n

A 2 An\2
Gabarito: (:" — an) > (7") —a%vneN

89. (ITA/2000)
O valor de n que torna a sequéncia
2+3n,-5n,1—4n
uma progressao aritmética pertence ao intervalo
a) [—2,—1].

b) [-1,0].

c) [0,1].

d) [1, 2].

e) [2,3].
Comentarios

Vamos usar a propriedade da Média Aritmética:

a; + as
a2 == 2
Dos dados da questao:
a, =2+3n
a, = —5n

a; =1—4n
Substituindo os dados na propriedade:
2(=5n) = (2 + 3n) + (1 —4n)
—10n=3—n
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n=-3
1
~1<-<0
n € [—1,0]

Gabarito: “b”.

90. (ITA/1998)

Seja (aq,a,,as, ...) uma progressao geométrica infinita de razdo a,0 < a; < 1, e soma igual a

3a,. A soma dos trés primeiros termos desta progressao geométrica é:
a)8/27
b) 20/27
c)26/27
d)30/27
e) 38/27
Comentarios

Temos uma PG de razao g = a; com 0 < a; < 1. A soma da PG infinita é dada por:
a,
1—-q

S =

O problema diz que S = 3a,.

Substituindo os termos na formula, obtemos:

aq
3a, = 1—a
1
3=1—%
1 1
—a, = 3
1 2
“a=1-3=3
2
q=a = 3
A soma dos trés primeiros termos da PG sera:
S, = a,;(q" — 1)
q—1
S, = a,(q° — 1)
q—1
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Gabarito: “e”.

91. (ITA/1995)

Se a soma dos termos da progressao geométrica dada por 0,3:0,03:0,003: ... é igual ao termo
médio de uma progressao aritmética de trés termos, entdao a soma dos termos da progressao
aritmética vale:

a)1/3

b)2/3

1

d) 2

e)1/2
Comentarios

Vamos calcular a soma dos termos da progressdao geométrica (0,3;0,03;0,003; ...). Essa
PG possui razdo g = 0,1 = |g| < 1. Logo, sua soma é dada por:

a,
S =
1-q
{al == 0,3
q=0,1
0,3 0,3 1

S=1-01 09 3

A soma que obtemos é o termo médio de uma PA com trés termos:
( 1 )
a;,=,a
1343

S3=a1+a2+a3

A soma da PA é dada por:
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Das propriedades da PA, temos:

a, +a;

az— 2 :2a2=a1+a3

Sabemos que a, = 1/3.

a1+a3:2a2:§

Desse modo:

2 1
S3:a1+a2+a3:(a1+a3)+a2:§+§:1

Temos uma PG de razao g = a; com 0 < a; < 1. A soma da PG infinita é dada por:

Gabarito: “c”.

92. (ITA/1994)

Seja (a4, a,, ..., a,) uma progressao geométrica com um niimero impar de termos e razao q > 0.0
produto de seus termos é igual a 225 e o termo do meio é 2°. Se a soma dos (n— 1) primeiros
termos é igual a 2(1 + q)(1 + g?), entdo:

a)a; +q =16
b)a, +q =12
cJa; +q =10

da;+q+n=20
ela; +q+n=11
Comentarios
Segundo o enunciado, o produto dos termos da PG é:
P, =2%
A féormula do produtério dos termos da PG é dado por:

nn-1)

Entao temos:

Podemos reescrever a equacgao dessa forma:

n(n-1) n-1\" n-1\"
arq 2 =a¥(q 2 ) =(a1q 2 )

n—1\"
(alq 2 ) = 2%

A questdo diz que a PG possui um nimero impar de termos e que o termo do meio é 2°.

Vamos usar essas informagdes.
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. L ~ , n+1 ., .
Veja que sen é impar, entdon + 1 é pare —,serdo indice do termo do meio.

@- ESCLARECENDO

Tome como exemplo a sequéncia (ay, a,, as, a,, as). Nesse caso, paran = 5, temos as e o indice

.. n+l 5+1 .
do termo do meio é - =5 = 3 que é a;.

n—1\"
(alq 2 ) = 2%°

A razao pode ser reescrita dessa forma:

Analisando a equacao:

n-—1 n+1-2 n+1 1

q 2 = q 2 = q 2
n+1 n
= (a1q7_1> = 225

Usando o termo geral para o termo do meio da PG:

n+1
an+1 = a,q 2
2

-1

Do enunciado temos o valor do termo do meio, vamos substituir na equacgao:

an+1 = 25
2

nti_\"
(alq 2 ) = 2%

(25)71 — 225
25n — 225
S5n=25=>n=>5
Portanto, a PG possui 5 termos.

A ultima informagdo do enunciado diz que a somadosn — 1 termosda PG é 2(1 + q)(1 +
g?). Entdo, usando a férmula da soma da PG finita:

a; ("' —-1)
Spoq = ——— =2(1+q)(1+q?)
q—1
Substituindon = 5:
a,; (g1 -1
S, :—1(q ) =2(1+q¢)(1 + g?)
q—1
a,(g* —1)

= =21+ (1 +q%)

Podemos fatorar a expressao da esquerda:
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a,(q* -1) a;(@?+1(* -1 a;(¢*+1)(q+1)(q—-1)
q—1 B q—1 B q—1
Assim, temos a seguinte equacgao:

a(¢*+ D@+ 1D(g-1)

=2(g+D(@*+ D

q—1
Perceba que os termos coloridos se cancelam. Dessa forma:
a, (Z~+T)(g+D(e~T) _ ,

a, =2
Substituindo a; = 2 no termo do meio:
az = a;q° = 2°
2q2 =25 = g% = 2*
q=2%*=4
Observando as alternativas, vemos que:
at+q+n=2+4+5=11

Gabarito: “e”.

93. (IME/2019)
Mostre que os nimeros 16, 24 e 81 podem pertencer a uma PG e obtenha a quantidade de termos
dessa PG, sabendo que seus elementos sao nimeros naturais.

Comentarios

Precisamos mostrar que os numeros 16, 24 e 81 podem pertencer a uma PG. A Unica
condicdo é que os termos dessa PG sejam numero naturais. Vamos supor que essa PG seja
crescente de razdao g € Q e ver se encontramos uma PG com esses numeros.

(ao,al, ...,}é,...,gﬁ,...,g},...,an> PG derazaoq > 0

a; aj ar

Da relagao dos termos da PG:

24 .
a-zai-qj_i E=q}_l (1)
J i = ,comi,j, k €N
a, =a;-q J 81 .
£ —2=17 @)
24

Simplificando a relacdo (1), obtemos:

24 . ;.3 (3)1
_——= ﬁ —_ —_— = [—
16 1 q 2

Sendoq € Qei,j € N, devemos ter:
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j—i=1
Para a relacdo (2):
3
Aqui, podemos ter:
27 3
q=§ek—j=1ouq=zek—j=3
Das condicBes das relacdes (1) e (2), concluimos que:
3
"2
j—i=1
k—j=3
Desse modo:
j=i+1

k=j+3=i+4
A PG é do seguinte tipo:

(ao, a, ...,}9, gﬁ ,Aiyo, Ajy3, \E_B} ) e, an>

ai Qjyq Aitsg

Vamos calcular a; ., e a;,3:
3
Ay = 24 - (E) = 36
3
a3 =36 (E) = 54
(ay,ay,...,16,24,36,54,81, ..., a,)

Supondo que exista o termo a;_;, devemos ter:

a=0Qai-1°q=0a,_1 =

Como a;_; ndao é um numero natural, podemos concluir que 16 é o termo inicial da PG e,
assim, i = 1:

(16,24, 36,54,81, a, ..., a,)

Resta verificar se existe ag:
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3 243
=1 ()= en

a, ndo é um numero natural, logo, a; = 81 é o ultimo termo da PG.
Portanto, a PG possui 5 termos.

Gabarito: 5 termos

94. (IME/2019)

Os angulos 04,0,,05, ...,04,0 sdao os termos de uma progressao aritmética na qual 811 + 054 +
YA e
875 + 899 = 7. O valor de sen(¥;200;) é

a)—1
b) -2
)0
d)
e)1

Comentarios

Como os angulos estdo em PA, podemos encontrar a expressao que representa o
somatorio usando a formula da soma da PA.

Lembrando que essa formula é dada por:

_(a;tayn
no 2
Temos:
S 6, + 6,5,)100
S100 = z 0, = Chy 2100) = 50(0; + 0140)
i=1

O bizu nessa questdo é perceber que os termos 6, + 60,50 = 0,, + 05, = 0,, + 0, sao

1+100=101 11+90=101 26+75=101
equidistantes. Assim, usando a propriedade dos termos equidistantes de uma PA:

011 + 026 + 075 + 059 =

INEERRNES

011 + 099 + 06 + 0,5 =

01+6100 01+6100

2(91 + 6100) =

(6; + 6100) =

O3 w13

Entdo, o valor que queremos calcular é:

AULA 02 — SEQUENCIAS 155



-5

¥ Estratégia

Militares

Prof. VictorSo

100
507 I Ty V2
sen (Z 9i> = sen(50(8; + 619)) = sen (T) = sen (67‘[ + Z) = sen (Z) ==

i=1
<1oo N
~ |sen z 6; | = >

i=1

Gabarito: “d”.

95. (IME/2017)
Sejam uma progressao aritmética (ay,a,,as,a,, ..) e uma progressio geométrica
(bq,b,, b3, by, ...) de termos inteiros, de razdo 1 e razdo q, respectivamente, onde 7 e q sdo inteiros
positivos, com q > 2 e b; > 0. Sabe-se, também, que a; + b, = 3,a, + b3 = 26. O valor de b, é:
a)l
b) 2
c)3
d) 4
e)5
Comentarios
Do enunciado, temos:
a,+b,=3 (I)
a, +b; =26 (1)
(ay,a,,a35,a4,...) €PA> a, = a; + 3r
(by, by, bs,...) €PG = b, = b;q e b; = b;q?
Reescrevendo as equacgdes, obtemos:
a, +b,q=3=>a,=3-byq (I)
(a; + 3r) + byq*> =26 (1)
Substituindo (1) em (II):
(3—byq+37r)+bq? =26
3r+ b,qg* —b;g =26—3
3r+byq(q—1) =23 (III)
A PA e a PG da questdo possuem termos inteiros e r e ¢ também s3o inteiros.

A questao nos da uma desigualdade para g e b;. Repare que temos b, q(q — 1) na equagdo
(IIT)). Vamos tentar encontrar alguma relagdo usando essas desigualdades.

Como q é inteiro, podemos escrever:

q>2=q=3
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q—1=23-1=q—-1=>2
b; também é inteiro:
b >0=>b, =1

Das propriedades da desigualdade de numeros inteiros, podemos multiplicar os termos e
encontrar uma nova desigualdade:

by =1
q=3
q—1=2
biq(g—1)=>1-3-2
biqlg—1) =6 (V)
Da equagao (I11):
3r+byq(qg—1) =23
b,q(q —1) =23 —3r
Dessa forma, encontramos as seguintes relagdes:

{ biqglg—1) =6
b,q(q —1) = 23 —3r

Combinando as duas, obtemos:
23—-3r=>6
23 —6=3r
17 = 3r
3r <17

Sabemos que r é inteiro positivo. Vamos ver quais valores de r podemos ter com essa
desigualdade.

3r deve ser menor ou iguala 17.
r = 6 ja ndo satisfaz essa condicao, pois3r =3-6 =18 > 17.
r=5=3r=15<17
r = 5 satisfaz a condigdo, entdo r deve ser menor ou igual a 5, ou seja, r € {1, 2, 3,4, 5}
Agora temos valores plausiveis para r, vamos substituir esses valores na equagdo (I11):
3r+ byq(qg—1) =23 (III)

b,q(q —1) =23 —3r
a)r=5

b,q(q —1) =23-3-5

b,q(q—1) =8 =23

Note que q(q — 1) é um produto de inteiros consecutivos ja que g é inteiro positivo.
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b,q(q —1) = 2-2-2 é produto de inteiros iguais e ¢ = 3. Ndo podemos ter g e ¢ — 1
gue satisfaz essas condicdes.

b)r =4
b,q(qg —1) =23 -3-4
biq(q—1) =11
b, é inteiro
q(q — 1) é um produto de inteiros consecutivos
q=3
11 é um numero primo e nao é produto de inteiros consecutivos

Ndo temos valores para b;, q que satisfaz essas condigdes.

c)r =3
b,q(q —1)=23-3-3
biqlq—1)=14=2-7
b, é inteiro
q(q — 1) é um produto de inteiros consecutivos
Seq=2eb, =7,teriamosb,q(q—1)=7-2-1= 14
Mas q = 3, entdo g = 2 ndo é possivel.

Logo, ndo temos valores para b,, g que satisfaz essas condigGes.

dr=2
b,q(qg —1)=23-3-2
biq(q—1) =17
b, é inteiro
q(q — 1) é um produto de inteiros consecutivos
q=3
17 é um numero primo e ndo é produto de inteiros consecutivos.

Ndo temos valores para b;, g que satisfaz essas condigdes.

e)r=1
biq(g—1)=23-3-1
biqlg—1)=20=4-5

b, é inteiro
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q(g — 1) é um produto de inteiros consecutivos
q=3
20 é produto de inteiros consecutivos

Seq=5eb;, =1:
biqlg—1)=1-5-4=20
Parar = 1, temos valores para b, e q que satisfazem o problema.
~b =1

Gabarito: “a”.

96. (IME/2016)

Os inteiros a¢, a,, as, ..., a5 estao em PA com razao nao nula. Os termos a4, a, e a;, estao em PG,
assim como a, a; e a,s. Determine j.

Comentarios
Se aq, a,, a,, estao em PG nessa ordem, entao das propriedades da PG, podemos escrever:

a; = a;a;
Como a4, a,, ...,a,s estdo em PA com razao r # 0, podemos escrever esses termos em
funcao do primeiro termo e da razao r:
a, =a
a, =a-+r
a;p=a+9r
(a+71)%2=ala+9r)
a? + 2ar +r? = a®> 4+ 9ar
r? =T7ar
r#0=>r="7a
g, A, A5 também estdo em PG = ajz = QgAys
Escrevendo a, e a,; em fungdodeaer:
ag = a+ 5r
ays = a+ 24r
Substituindo r = 7a nos termos:
a;, =a+ 5(7a) = 36a
as = a+ 24(7a) = 169a
Encontrando uma relagdo para a;:

a} = aga,s = 36a-169a = 6°-13%-a

aj=i6-13-a
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a; = +78a

Vamos testar os valores encontrados para a;:
ag=a+({—-Dr=a+({—-17a=a(7j - 6)
) a; = —78a
—78a = a(7j — 6)
—-78=7j—6
7] = =72
j<O0
J € oindice do termo da PA, logo ndo pode ser negativo.
) a; = 78a
78a = a(7j — 6)
78=7j—6
7] = 84
j=12
Esse valor satisfaz as condi¢des do problema.
s j=12
Gabarito: j = 12

97. (IME/2015)

A soma dos termos de uma progressao aritmética é 244. O primeiro termo, a razao e o numero de
termos formam, nessa ordem, outra progressdo aritmética de razdo 1. Determine a razdo da

primeira progressao aritmética.
a)7
b) 8
c)9
d) 10
e)11
Comentarios

Temos uma PA cuja soma é 244. Seja a,, o primeiro termo, 7, a razao e n, o numero de
termos, podemos escrever:
(a; + a,)n (a1 + (a, + (n — 1)r))n 2a; + (n—1)r)n
2 2 2
Do enunciado, (a,,7,n) é uma PAderazdor’ = 1. Entdo, vamos escrever as relagdes dessa

Sn

= 244
PA:
r=aq+l=>a =r—1
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n=r+1

Substituindo 7, n na equagao da soma para descobrir o valor de a;:
(2a; + (n—1r)n

> = 244
2r— 1) + [(r +21) —1lr}(r+1) o4

Simplificando a equacao:
{2r—1) +r?}(r + 1) = 488
(r?+2r—2)(r+1) = 488
r3+2r2—2r+r?+2r—2 =488
r3+3r2—-490=0

Temos que descobrir as raizes dessa equag¢do. Vamos isolar o numero 490 no outro lado
da igualdade:

r3 + 3r? = 490
r2(r + 3) = 490
Note que 490 = 49 - 10.
49 é um quadrado perfeito e pode ser escrito na forma 72.
r’(r+3)=49-10=7%-10
r’(r+3)=7%-10
Vamos ver se r = 7 é raiz, substituindo na equagao acima:
72(7+3)=7%-10
7210 — 7210 =0
~r =7 éraiz
Para encontrar as outras raizes, podemos aplicar o Algoritmo de Briot-Ruffini (ainda

estudaremos esse assunto na aula de Polinémios). Veja:

1 3 0 -490

7 ‘1 10 70

Entdo, obtemos a seguinte equacao:
r3+3r2—-490=(r—-7)@*+10r+70) =0
Calculando o delta da equagao quadratica:
A=b*—4ac=10°—-4-1-70=-180< 0
Portanto, a equagao quadratica ndo possui raizes reais.

O Unico r que satisfaz o problema ér = 7.
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(Todos os assuntos que ndo foram estudados ainda serdo vistos futuramente, entdo nao
se preocupe se vocé ndo entendeu alguma etapa).

Gabarito: “a”.

98. (IME/2014)

Calcular o valor da expressao abaixo

31370370...037 - 11..1 00..0
89 algarismos 30algs "1"30 algs "0"

Obs.: algs = algarismos
Comentarios
Vamos simplificar a expressao.
Para o primeiro termo, temos:

370370...037 = 370370370370 ...37037

89 algarismos 89 algarismos

Vamos escrever esse numero em poténcias de 10:
370370370370 ...37037 =37 -10%” + 37 -10% +37-108" +---+37-10% + 37 - 10°

Perceba que escrevendo dessa forma, obtemos uma PG finita cujo primeiro termo é a, =
37 erazdo éq = 103,

Podemos aplicar a férmula para soma de PG finita:
_a(q"—1)

q—1

Vamos calcular o numero de termos dessa PG.

Sn

Pela forma da PG, podemos escrever:
an =a,q"!
a, =37-10% = 37-(103)"1!
37-10% = 37103V

3(n—1) =87
87

n—1=?=29
n =30

Logo, a PG possui 30 termos.

Substituindo as variaveis na formula da soma, obtemos:

37((103)3° - 1)
30 T 1031

Simplificando:
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37(10%° — 1) _ 10 —1 B 10°° —1

Son = = =
30 1000 — 1 999 27
37

Vamos reescrever o segundo termo e coloca-lo em func¢ao de poténcias de 10:

11..1 00..0 = (1029 +10%8 + 10?7 + -+ 101 + 10%) - 1030
30 algs"1"30algs"0" PG de razio q=10 e n=30

10°(10°° —1) 10%° -1
10 -1 B 9
30

(10%° — 1) 103
9

10%° + 1028 + 1027 + ---+ 10* + 10° =

11..1 00..0 =

30 algs"1"30 algs"0"

Dessa forma, temos que calcular o valor da seguinte expressao:

3[10%° — 1 (1030 — 1)
3\/370370...037— .1 0.0 = |[—0——"—

89 algarismos 30algs"1"30 algs "0"

1030

Podemos fatorar o termo 10%° — 1 usando a fatoragdo classica:
1090 — 1 = (103 — 1)(10%° + 103%° + 1)

Substituindo na expressao e simplificando:

3\[1090 —1 (1030 —1)

1030 =

27 9

1030 =

3\/(1030 —1)(106° + 1030 + 1) (1030 — 1)
27 9

3](1030 R [(1060 +103%0 + 1) 1030] -

27 9
(105 +10% +1) 3-10%
1030 — 1 -
oo :
; 1060 + 1030 + 1 — 3 - 1030
1030 — 1 -
J( )[ s ]
60 __ . 30
7(1030 Y [10 22710 + 1] _

3[(103° — 1)(1030 — 1)2  3[(103° — 1)3
33 I
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Gabarito: 333 ...3
30 algs

99. (IME/2014)

Em uma progressao aritmética crescente, a soma de trés termos consecutivos é S; e a soma de seus

quadrados é S,. Sabe-se que os dois maiores desses trés termos sdo raizes da equagdo x% — S;x +
1 - .

(Sz - E) = 0. Arazao desta PA é

1
a)g

V6
b)?

c) V6
d) e
3
e)l
Comentarios

Temos uma PA crescente e a questdao nos dd a soma dos trés termos consecutivos S; e a
soma de seus quadrados S,. Vamos representar a PA dessa forma:

(a—rm,a,a+7)
Assim, podemos escrever:
Ss=(a-7r)+a+(a+r)=3a
S; =3a
S,=(@—-71)+a*+ (a+1)?
S, =a*—2ar +r*+a*+a®+ 2ar +1r?
S, = 3a? + 2r?

Os dois maiores termos da PA s3ao a e a + r e sao também raizes da equagao:
5 1
Substituindo S; e S,:

1
x2—3ax+(3a2+2r2—5)=0

Estudaremos relagdes de Girard na aula de Expressdes Algébricas. Das relagdes de Girard,
podemos escrever:

a'x?+bx+c=0
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X1+x2=—z
—3a
a+(a+r)=—T=3a
r=a
x1x2=z

1
ala+71) = (3a2 +2r? — E)

1
a’? + ar = 3a* + 2r? —3
Substituindo r = a, na equag¢ao acima:

1
a2+aa=3a2+2a2—§

1
2a% = 3a® + 2a? -3

1
3q% = =
=3

1
2 _
=%
42 +\/g
a=t+t—=d+—=7
N 6

Como a PA é crescente, temos r = \/5/6.

Gabarito: “b”.

100.(IME/2013)

Entre os niumeros 3 e 192 insere-se igual nimero de termos de uma progressao aritmética e de uma
progressao geométrica com razao r e ¢, respectivamente, onde r e g sao numeros inteiros. O
numero 3 e o numero 192 participam destas duas progressdes. Sabe-se que o terceiro termo de

(1 + i)s, em poténcias crescentes de 5, é ‘;—q. O segundo termo da progressao aritmética é
a)12
b) 48
c) 66
d) 99
e) 129
Comentarios

Do enunciado podemos extrair as seguintes informacdes:
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(3,...,192) PAderazdor € Z

n termos

(3,...,192) PGderazdioq €EZ

n termos

8
. 1 A . 1, r
O terceiro termo de (1 + E) em poténcias crescentes de 7 e P

N3o se preocupe se vocé nao entendeu essa parte do problema, isso sera explicado
detalhadamente na aula de Andlise Combinatdria. Para resolver essa parte precisamos do
conhecimento da Férmula do Bin6mio de Newton.

A Férmula do Bindbmio de Newton pode ser escrita como:

e = (s (s ()t s ()

n
(p) € chamado de numero binomial n sobre p:

n n!
)= o=
n=nn-1)n-2)(n-3)..-2-1
n! é chamado de fatorial do niumero n.

Voltando ao problema, podemos escrever:

(142 =@+ O () Q)12 () + -+ O E)

O terceiro termo dessa expansao em poténcias crescentes de 1/q é:

2 2
(8) 18-2 (l) - (8) 16 (1) - i(l) _28
2 q 2 q 216! \q? q?
A questao afirma:
28 r
— =—->qr=9-28=3%2%7
q°  9q
Da PA, podemos escrever:

192=3+ - Dr

(n—1)r =189
Da PG:
192 = 3¢"1
64 =q" 1!
26 = gn-1

Como g é um numero inteiro, q deve ser multiplo de 2. n — 1 é um ndmero natural, entdo
podemos ter os seguintes casos possiveis:

q=2en—-1=6()
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q=4en—1=3(I)
q=8en—1=2(I)

Vamos testar esses casos na condi¢cao da PA:

(n—1r =189
189
T_n—l

r também é um numero inteiro, entdao 189 deve ser divisivel por n — 1.

Note que 189 ndo possui o nimero 2 como fator, logo ele ndo é divisivel por nUmeros com
fator 2. Dessa condigdo, apenas a (/1) ndo possui 2 como fator. 189 é divisivel por 3, pois seus
algarismos somados sdo divisiveis por 3 (1 + 8 + 9 = 18).

Assim,n—1=3—>r=%—>r=63.

O segundo termo da PA é dado por:
a,=3+r=3+4+63=66

Gabarito: “c”

101.(IME/2012)

O segundo, o sétimo e o vigésimo sétimo termos de uma Progressao Aritmética (PA) de niimeros
inteiros, de razao r, formam, nesta ordem, uma Progressao Geométrica (PG), de razao q, com
q e r € N* (natural diferente de zero). Determine:

a) o menor valor possivel para a razdo r;

b) o valor do décimo oitavo termo da PA, para a condi¢do do item a.
Comentarios
a) Do enunciado:
(as,a,,as, ...,a,) PAderazior € N*
(a,,a,,a,,) PGderazaoq € N*
Das propriedades da PG, podemos escrever:
af = a,a,,
Usando as definicdes de PA, podemos reescrever os seus termos:
a, = a, + 5r
a,; = a, + 257
Substituindo esses valores na equagao, obtemos:
(a, + 57)% = a,(a, + 257)
a5 + 10a,r + 2572 = a3 + 25a,7
2572 — 15a,r =0

572 —3a,r =0
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r(5v —3a,) =0
reEN " »r=0
3a,

5r—3a,=0->71="2
r —3a, oT=—

a, € um numero inteiro conforme a questao e r € um numero natural diferente de zero.

O problema pede o menor valor possivel para r. r sera minimo quando a, for minimo,
entdo para r ser natural, devemos ter a, = 5. O que implica r = 3.

b) Para a condicdo do item (a), temos:
a3 = a, + 1ér
ag =5+ 16(3)
a,;g =53
Gabarito:a)r =3 b)a,;g3 =53
102.(IME/2010)

SejaS = 1% + 3% + 5% + 7% + --- 4+ 792, O valor de S satisfaz:
a) S < 7x10*
b) 7x10* < S < 8x10*
c) 8x10* < § < 9x10*
d) 9x10* < § < 10°
e) S > 10°
Comentarios

Nessa questdo, vocé deve se lembrar que na aula de Algebra Elementar, na lista de
exercicios, demonstramos que a seguinte relacao é valida:

nn+1)Zn+1
12422 43* 4+ +n*= ( )6( )

E normal n3o ter memorizado essa férmula, entdo, vamos aprender a deduzi-la. Sabendo
que (a + b)® = a® + 3a?b + 3ab? + b3, temos:

13 =13

22=1+1)3¥=13+3-1*-1+43-1-17+1°

3*=(01+2P=134+3-1%-2+3-1-2%423

43=(1+3)3%=13+3-12-3+3-1-3%2+ 33
B=1+m-1))=1343-12-(n— D +3-1-(n— D+ (n— 1)

Somando todas essas equagdes, obtemos:
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13 +234+4334+4% 4.4 n?
=n-13+3-12( )+3-1-(12+22+ -+ (n—1)%)
+(1P+22+33+-+(n—-1)3)
Vamos definir X = 12 4+ 22 4+ 32 + .- + n?,
Note que os termos em vermelho se eliminam. A soma dos termos em azul é a soma de uma PA
de raz3o 1 e a soma verde é a soma X — n?. Assim, podemos escrever:

nd=n+ + 3(X — n?)

Isolando X:

3Inn—1
n3=n+¥+3X—3n2

2n3 = 2n + 3n% — 3n + 6X — 6n?
2n® = 6X —n—3n?
6X=2n+3n’+n=n@n®+3n+1)=n(n+1)2n+1)
Portanto, encontramos a fdrmula para a soma dos naturais elevados ao quadrado:

¥ = n(n + 1)6(2n +1)

Vamos voltar a resolucdao da questao:
Perceba que S é a soma dos numeros naturais impares elevados ao quadrado.

Para calcular S = 12 4+ 32 + 52 + --- + 792, precisamos completar a soma com 0s nlimeros
pares.

Podemos reescrever a soma da seguinte forma:
S=124+22+324+4*4+ - +792 - (22 + 4>+ 6> + 8%+ --- + 78%)
S=12+422+32+42+ - +792—-(2-1D)*+(2-2)>+(2-3)2+ -+ (2-39)?)
S=12+22+32442+ .- +792 - (22-12422.22422.32 4+ ... 4+ 22.392)
S=12+22+3%+4*+ -4+ 79% —4(12 + 22 + 32 4+ --- + 39%)

Sabendo que

nn+1)2n+1
1242243244 n?= ( )6( )

Temos:

7979+ D2-79+1) 4(39(1+39)(2-39+ 1))

6 6
79 -80-159 (39-40-79)
S = -
6
Simplificando:
§$=79-40-53—-2-13-40-79
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Perceba que temos os termos 79 - 40 nos dois numeros acima. Vamos fatorar:
§$=79-40-53—-26-40-79
§=79-40-(53 —26)
S=79-40-27
Agora, podemos calcular o valor de S:
S =85320
S é um numero entre 80000 e 90000.

~|8x10* < S < 9x10*|

Atencao! Sempre que vocé puder, vocé deve fatorar os numeros para facilitar o calculo.

Gabarito: “c”.

103.(IME/2010)

A quantidade k de numeros naturais positivos, menores do que 1000, que nao sao divisiveis por 6
ou 8, satisfaz a condigao:

a)k <720
b) 720 < k < 750
c) 750 < k<780
d) 780 < k < 810
e) k > 810
Comentarios
Das informacgdes da questao:
k <1000ek € N,
Seja x a quantidade de elementos que sado divisiveis por 6 e por 8.
k sera dada por:
k =999 —x

Para calcular n, devemos somar a quantidade de elementos que sdo divisiveis por 6 e por
8 e depois subtrair a quantidade de elementos que sao divisiveis por 6 e por 8 ao mesmo tempo
(esses elementos acabam sendo somados 2 vezes). Os elementos que sdo divisiveis por 6 e por 8
sdao os multiplos do MMC:

MMCI6; 8] = 24

Dessa forma, vamos encontrar a quantidade de elementos divisiveis por 6:
(6,12,18, ...,a,)

Usando a forma geral da PA:

a, =6+ (n—1)6 <1000
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n 6

994
n<l +T = 166,6

n =166
Elementos divisiveis por 8:
(8,16, ...,a,,)
a, =8+ (m-—1)8 <1000
992

m 8

m<1+124 =125
m = 124
Elementos divisiveis por 24:
(24,48, ...,a;)
a, =24+ (1 —1)24 <1000

[-1<—
24

l<1+976~416
24 — 7

=41

>x=m+n—101=166+ 124 — 41 = 249

Portanto, k sera dada por:
k =999 — 249 = 750

Gabarito: “c”.
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Determine o polindmio em 1, com no maximo 4 termos, que representa o somatodrio dos quadrados

dos n primeiros numeros naturais.

n
2.
k=1

Comentarios

n
S, = Z k2
k=1

Vamos substituir os valores de n € N* na férmula e ver o que obtemos.

51:12:1
S,=22+12=5
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S;=32+22+4+1%=14
S, =4*+32+22+12=130

Veja que obtemos a sequéncia:
(1,4,9,16,25,36, ...)
Perceba que subtraindo os termos consecutivos, obtemos uma PA estacionaria:
(3,5,7,9,11, ...)

Logo, a sequéncia do problema é uma PA de ordem 2. De acordo com o teorema da soma,
podemos escrever S,, como um polindbmio de grau 3:

S, =An®+Bn?+ Cn+ D
Temos 4 incégnitas (4, B, C, D), entdo precisamos de 4 equacgdes:
S;=A1)2*+B1)?*+Cc(1)+D=A+B+C+D=1 ()
S, =AR)>P+B(2)?>+CR2)+D=8A+4B+2C+D =5 (I
S;=AB)*+BB)>+C(B)+D=27A+9B+3C+D =14 (1)
S, =A4)+B(4)*+C4)+D=64A+16B+4C +D =30 (IV)

Vamos resolver o sistema linear:

(1v) — (1):

37A+7B+C =16 (V)
(i — (D:

194+5B+C=9 (VD)
un — (:

7A+3B+C =4 (VI
V) = (VD):

184+ 2B =7 (VIII)

WD — (VID):

12A+2B =5 (IX)
(VIII) — (IX):
1
6A=2=>A= 3
Substituindo A = 1/3 em (IX):
1
12 (g) +2B=5
4+2B=5

1

B ==
2
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SubstituindoA=1/3eB =1/2em (VII):

Substituindo 4, B, C em (I):

Assim, obtemos o polindmio:

Gabarito: §,, =

1. 3,1 5 1
-n°+-n“+-n
st

@)+ag)ee-s

7 3
§+E+C=4
SN
23
ctC=4
24 23 1
C=%"%"%

Prof. VictorSo

105.(IME/1996)

Calcule a soma abaixo:

Comentarios

—F+—4+—4+D =
6-|_6+6+
6+D—1
c =
D =
1 1 1
— .34 .2 =
3n +2n +6n
1 1

1472777107 " 129983001

Essa expressao € uma soma telescopica. Apesar da questdao ser antiga, pode ser que ela
seja cobrada no seu vestibular. O IME adora questdes que exigem que o aluno ja tenha visto algo

parecido durante sua preparacgao.

Lembra do bizu da aula?

Para resolver essa questao, precisamos escrevé-la na forma:

1 A B

AnQn+1 n

=—+

An+1

Vamos substituir os valores e encontrar A e B:
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1-8
4
8- 4 7
1 1-B B
28 16 7
1 (1-B)7+B-16
28 16 -7
7
16-%=(1—B)7+B-16
4=7-7B+16B
—-3=9B
1
B=-3
Substituindo B em (I):
1-p_1-(-3_1+3 4 s
~ T4 T 4 T4 473
Encontramos A =1/3eB = —-1/3.
Podemos escrever:
1 A B
=—+
AnQpia an An+1
1 1 1 1/1 1
AnQn+1 - 3an 3an+1 - 3 (an an+1)

Agora podemos resolver a questao. Vamos chamar a soma de S:
1 1 1 1
T2 277710 " " 29983001
Podemos reescrever a soma usando o termo geral da série telescopica aritmética:

S

1 171 1
Unlns1 3 (an an+1)
1//1 1, 1 1, (1 1 1 1 1 1
5= §<<I_ Z) * (Z_ ?) * (?_ 1_0) e (2995 - 2998) * (2998 - 3001))

SZ%«%_$+(%_%+«%_()*”+Q%g_%%9+(%%;_m%9>
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s=2 (1 ! )
3 3001
1 (3000) 1000

~3\3001/ ~ 3001

Poderiamos aplicar diretamente a férmula para a soma:

1/1 1
-t
r\a; Qp4q

Observando a soma telescopica, vemos que r = 3,a; = 1 e a,,; = 3001.

Substituindo os valores na férmula, obtemos:
B 1 (1 1 ) B 1 (3000) 1000

3 3001/ 3001

1 3001

3

] 1000
Gabarito: $ = —
3001

106.(0BM)

1 1, .
> + —— é racional; escreva-o na forma
20002~ 2001

Om]mero\/1+12+12+\/1+l2+12+...+\/1+
12 2 22 3

S, p e q inteiros.

Comentarios

Para resolver essa questdo, vamos pensar o seguinte: Isso ndo parece uma PG, muito
menos uma PA. Seria interessante se de alguma forma aparecesse uma soma telescépica. Vamos
tentar o seguinte entao:

Olhando o termo geral, temos:

1
1+ =+—0
a’? (a+1)2

Desenvolvendo, temos:

a*+2a3+3a?2+2a+1
a?(a + 1)?

Se a* + 2a® + 3a? + 2a + 1 fosse um quadrado perfeito isso resolveria nosso problema.
Perceba que ndo é tao simples fatorar esse numero por separa¢ao de termos. Porém, podemos
suspeitar que isso é, de alguma forma, um quadrado perfeito, pois faria a questdao dar certo...
Entdo vamos tentar achar algo da forma A% + 24B + B?. Fazendo a* + 2a® +3a? +2a +1 =
(a®)? +2a*(a+1) + (a® + 2a + 1) = (a® + a + 1)? obtemos o nosso quadrado perfeito!

Assim,

1 1 (a2+a+1)?% (a*+a+1) 1 1 1
1+—=+—= = =l+————=1+——

a? (a+ 1) a’(a+1)? a(a+1) a(a+1) a a+1
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2000 1 1 1 1
Za:l\/H?er:HI 2000 2000 + 1
0004 1L _ 4004000
2001 2001
Gabarito: 2004990
2001

107.(IME/2021)

Uma sequéncia é gerada pelo produto dos termos correspondentes de duas progressoes aritméticas
de numeros inteiros. Os trés primeiros termos dessa sequéncia sdo 3053, 3840 e 4389. O sétimo

termo da sequéncia é:
a) 3035
b) 4205
c) 4398
d) 4608

e) 5063
Comentarios

Temos duas progressdes aritméticas:
(ay,ay,a3,4a,,..) PAderazior
(by, by, b3, by, ...) PA de razio q

Do enunciado, temos a sequéncia:

(a,by, ayb,, asbs, ...) = (3053,3840,4389, ...)
= a,;b, = 3053
ab, = (a; +r)(by + q) = a;b; + a1;q + by +1q
a,b, —a,b; = a,q + byr +7q
a,q + byr +rq = 3840 — 3053 = 787

=|a,q + byr =787 —1rq

azb; = (a; + 2r)(b; + 2q) = a,by + 2(a,q + byr) + 4rq
azb; — a;b; = 2(a;q + byr) + 4rq
4389 — 3053 = 2(787 — rq) + 4rq
1336 = 1574 + 2rq
:
a,q + byr =787 — (—119)
= |a,q + byr =906
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O numero pedido é a;b;:
a,b, = (a, + 6r)(b; + 6q) = a,b, + 6(a,q + byr) + 367q
a,b, = 3053 + 6(906) + 36(—119)
a;b, = 3053 + 5436 — 4284
& azb; = 4205
Gabarito: B

108.(IME/2021)

Considere uma progressao aritmética (PA) de numeros inteiros com razao p > 2, seu primeiro
termo maior do que 2 e seu ultimo termo menor do que 47. Retirando-se uma determinada
quantidade de elementos da PA, recai-se em uma PG de 3 elementos e razdo q > 2. Para p e q

inteiros, p diferente de g, determine a PA cuja soma de seus elementos seja a maior possivel.
Comentarios

Sabemos que os termos envolvidos sdao todos inteiros positivos. Vamos analisar a restri¢cao
da PG. Como temos trés termos e razdo q > 2, podemos escrever:

(b,bq,bq?)

Lembrando que o ultimo termo da PA é menor do que 47 e os termos da PG sdao termos da
PA, vamos analisar alguns casos:

1) b = 6 e admitindo razdo minima q = 3:
bq? > 6-3%2 =54 > 47

Portanto, como o termo ultrapassa o maior valor permitido para o ultimo termo da PA,
verificamos que o primeiro termo da PG deve ser b < 5.

2) ¢ = 4 e admitindo o menor termo possivel b = 3:
bg? >3 -42 = 48 > 47

Novamente extrapolamos o valor do ultimo termo da PA, logo g < 3.

Como g > 2 e éinteiro, temos que .

Para maximizarmos a soma da PA, um possivel caminho seria maximizar o numero de
termos dela. Isso pode ser feito minimizando o valor da razao p da PA.

_(ag tayn
ne 2
Como p # q,temos p = 4.
Sabendo que g = 3, os possiveis termos da PG sdo:

a) (3,9,27)

Nessa sequéncia, temos k; - p = 9 — 3 = 6, ou seja, p deve ser divisor de 6. Como p #
q = 3, devemos ter p = 6, logo, a PA é:

(3,9,15,21,27,33,39,45)
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3 +45)8

u:wz
2

b) (4,12,36)

Analogamente, temos k, - p = 12 — 4 = 8. p deve ser minimo, diferente de q e divisor de
8, logo p = 4 é o menor valor possivel:

(4,8,12,16,20,24,28,32,36,40,44)
(4 +44)11

e 264
c) (5,15,45)
Analogamente, temos k5 - p = 15 — 5 = 10. p deve ser divisor de 10, logop = 5.

(5,10, 15,20, 25,30,35,40,45)
_ (5+45)9

¢ 2

Das possibilidades acima, a maior soma é S, = 264, logo a PA que satisfaz ao problema é

(4,8,12,16,20,24,28,32,36,40,44)

= 225

Gabarito: (4,8,12,16,20,24,28,32,36,40,44)
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9. CONSIDERACOES FINAIS DA AULA

Chegamos ao final da nossa aula. Aprendemos as principais sequéncias que serao cobradas
no concurso. A maioria das questdes que cobram sequéncias seguem o mesmo tipo de raciocinio,
basta saber como trabalhar com as variaveis e saber aplicar as ideias aprendidas nessa aula.

Eu sei que o caminho para a aprovacao é arduo, mas no final vocé verd que valera todo o
esforco. Conte comigo nessa jornada. Quaisquer duvidas, criticas ou sugestdes entre em contato
pelo férum de duvidas do Estratégia ou se preferir:

(W)W

@ /profvictorso
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Caro aluno! Para garantir que o curso esteja atualizado, sempre que alguma mudanga no conteudo
for necessaria, uma nova versdo da aula sera disponibilizada.
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