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APRESENTACAO

Ola.

Nessa aula iniciaremos o estudo da dalgebra. Estudaremos conceitos de numeros naturais,
inteiros, racionais, irracionais e reais. Também veremos desigualdades e principio da indugao.

N3ao teremos muitas questdes da prova nesses assuntos, mas veremos mais adiante que
eles servirdo como base para conseguirmos aprofundar a matéria no nivel que a prova cobra. E
muito importante que vocé entenda cada conceito e resolva muitos exercicios para fixa¢ao, pois
elas o ajudardo a resolver os exercicios mais avangados.

Caso tenha alguma duvida entre em contato conosco através do férum de duvidas do
Estratégia ou se preferir:

(@)W

@ /profvictorso
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Antes de aprofundarmos nosso estudo na Matematica, vamos primeiro esclarecer alguns
termos matematicos, elas serdo usadas bastante ao decorrer do curso. Se vocé ja se sente
confortavel com esses termos, pule para o préximo capitulo.

Vocé sabe a diferenca entre expressao, equacao e inequac¢ao?

Vamos primeiro relembrar o que é uma expressao. Uma expressao, no estudo da
Matematica, pode ser classificada em aritmética ou algébrica. Veja os exemplos:

Expressao aritmética:
1-2+4-1
Expressao algébrica:
a’ + 2bc
Reparou na diferenga?

Antes de responder, vamos relembrar. Uma expressdo é apenas um modo de representar
um numero na Matematica, entdo 1 pode ser uma expressao, 2 + 3 pode ser uma expressao e
a + b também. A diferenca entre as duas expressdes do exemplo é que na aritmética trabalhamos
apenas com numeros enquanto na dlgebra incluimos também as letras do alfabeto.

Na aritmética, temos bem definido os valores do que queremos calcular. Entdo, se eu
dissesse 1 + 1, vocé responderia “2”, certo? E se no lugar dessa expressao eu usasse letras, por
exemplo, a + b, o que vocé responderia? Provavelmente vocé me diria “ndo sei”.

Sabe a vantagem de se usar letras no lugar de nimeros? Quando, substituimos os nimeros
pelas letras, conseguimos generalizar os resultados matematicos. Por exemplo:

3 5 3:74+4-5 41
2t77 727 "8
O que fizemos foi aplicar o MMC entre 4 e 7 e somar as fracdes. Na algebra, poderiamos
generalizar esse calculo dessa forma:
a ¢ ad+bc
b d”  bd
Agora, vamos ver o que € uma equacgao. Basicamente a diferenga entre equagdo e
expressao é o uso do sinal =. Estabelecemos uma relacdo entre duas expressoes.

Uma equagao aritmética é uma sentenca fechada que pode ser classificada em verdadeira
ou falsa, lembra da aula de Nog¢des de Logica?

Exemplo:

24+7=5
Isso é um exemplo de equacgdo aritmética cujo valor légico é falso.
Agora, veja um exemplo de equacgao algébrica:

a+b=25

AULA 01 - ALGEBRA ELEMENTAR 6



; Estratégia

Militares

Prof. VictorSo

Uma equagdo algébrica é uma sentenca aberta. Nao conseguimos descobrir seu valor
l6gico diretamente. Mas podemos calcular o valor da incégnita dependendo da situacao, por
exemplo:

x+1=5
Nesse caso, podemos calcular o valor de x:
x+1=5
x+1—-1=5-1
x=4

Por ultimo, vamos ver o que € uma inequacao. Diferentemente da equacgdo, na inequagao
usamos os sinais de desigualdade. Podemos também ter uma inequacgao aritmética e algébrica,
as mesmas defini¢cdes para as equag¢des também valem para as inequacgdes. Veja um exemplo de
inequacao aritmética:

2+3<1

Isso é uma sentenca fechada, cujo valor légico é falso. Pois, esta dizendo 2 + 3 é menor
(<) que 1.

Na algebra:
a+b<10

Agora que esclarecemos esses termos, vamos continuar a aula.

2. CONJUNTO DOS NUMEROS NATURAIS (N)

Vamos estudar um breve historico dos nimeros naturais.

Os numeros naturais foram criados para ajudar o homem a contar. A contagem, antes dos
primérdios da civilizacao, era baseada na contagem “um”, “dois” e “muitos”. Os primeiros seres
humanos apenas conheciam o numero 1 e o 2, acima disso eles classificavam os numeros como
“muitos”. Com o desenvolvimento da civilizagdo, a necessidade de se melhorar o processo de
contagem levou ao surgimento dos numeros naturais {1, 2,3,4,...}.

Apesar disso, o conhecimento que se tinha dos numeros naturais era muito vago, nao
existia nada que descrevesse precisamente o conjunto. Em 1889, o matematico italiano Giuseppe
Peano (1858-1932) estabeleceu quatro axiomas conhecidos como axiomas de Peano. (Axiomas
sdo verdades universalmente aceitas. Elas sdo inquestiondveis, funcionam como uma lei.)
Vejamos os quatro axiomas:

a) Todo numero natural tem um Unico sucessor.
b) Numeros naturais diferentes tém sucessores diferentes.

c) Existe um Unico niumero natural, chamado “um” e representado pelo simbolo 1, que ndo
é sucessor de nenhum outro.

d) Seja X um conjunto de niumeros naturais, se 1 € X e o sucessor de todo elemento de X
pertencea X, entdao X = N.

AULA 01 - ALGEBRA ELEMENTAR 7
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Todas as propriedades e teoremas relativos aos numeros naturais sao deduzidos através
desses axiomas.

Veja que a esséncia dos numeros naturais reside na palavra “sucessor”. Perceba também
gue na época o numero 0 ndo foi incluido como um nimero natural. Ha controvérsias a respeito
de incluir o 0 ou ndao no conjunto dos numeros naturais, alguns autores consideram que 0 € N e
outros ndo. Caso nao seja fornecido a informac¢ao na prova, devemos usar o bom senso e fazer
suposicdes. Normalmente, as bancas consideram o 0 um numero natural.

2.1. PRINCIPIO DA INDUGAO FINITA

O ultimo axioma de Peano é conhecido como axioma da Indugdo. Um principio que decorre
dela é o Principio da Indugdo Finita (PIF), também conhecido como Recorréncia. Ela serve para
provar proposicoes através de uma demonstracdo por indugao.

O PIF diz que:

Uma propriedade P(n) relativa aos niumeros naturais n > n, é vdlida se, e somente se,
satisfazer as seguintes condicdes:

) P(ny) é valida. Para algum n, € N.

Il) Para K € N, se P(K) é valida, entdo P(K + 1) também é vdlida.

O PIF demonstra que se a propriedade é valida para algum K € N e, também, é valida para
0 seu sucessor, entao ela sera valida para todo numero natural, ja que K é um termo generalizado
do conjunto dos numeros naturais.

Vamos ver na prdtica como esse principio pode ser aplicado.

HORADE

PRATICAR!

g

N

~
=

1. Demonstre1-4+2:-7+3-10+--+n(Bn+1) =n(n+1)%n €N.
Resolugao:

Como devemos ler essa questao:

A primeira parte 1-4+2-74+3-10+ -4+ n(3n+ 1) é um somatdrio, onde cada
termo do somatodrio € um numero natural da forma n(3n + 1).

Ele diz que somando termos da forma n(3n + 1) com n € N, teremos como resultado
n(n + 1)?. Entdo se n = 4, deveremos ter umasomaaté n(3n+1) =4-(3-4+1) =4 -
13.Asomaserdal1-4+2-7+3-10+4-13.

Outro exemplo,sen = 1asomaserdaté n(3n+1)=1-(3-1+4+1) =1-4.Assim, a
soma seria apenas o valor 1 - 4. Perceba que o somatério tera n termos, paran = 1 temos
apenas 1 termo no somatério.

Vamos demonstrar usando PIF:

AULA 01 - ALGEBRA ELEMENTAR 8
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I) Precisamos verificar se a equacao é vdlida, para isso vamos fazer n = 1 e encontrar o
resultado de 1:4+2-7+3-10+--+n(Bn+1) =n(n+1)% Vamos calcular o
membro a direita da igualdade:

nn+1)2?=1-1+1)32%=1-22=1-4=4

A segunda parte da igualdade nos mostra que substituindo n =1 na expressao,
obtemos como resultado o valor 4.

Vamos calcular agora o valor do somatdrio e verificar se é verdadeira a proposicao.

O somatoério tera apenas 1 termo paran = 1:

nB3n+1)=1-3-1+1)=1-4=4

Assim, a propriedade é verdadeira paran = 1.

II) Vamos generalizar o resultado para n = K, K € N. Para isso, substituimos n = K na
equacao.

Hipotese (H): Para algum K € N, temos vélida a propriedade.

1:4+4+2-7+3-10+--+KBK+1) =K(K+ 1)
Tese (T): Se a propriedade é vdlida para K € N, ela sera valida para K + 1. Assim,
substituindon = K + 1 na equagao:
1-4+2-7+3-10+--+ [3 +1] = [ + 1]?
Desenvolvendo a equagao:
14+4+2-7+3-10++K+DBE+D+1]=EK+D[(K+1)+1]?
1°442-7+3-10+ -+ K +DBK+3+1] =K+ 1)K + 2)?
1442743104+ -+ (K +1)BK+4) =K+ 1)(K + 2)?

Repare nos termos coloridos, esses sao os termos que foram desenvolvidos.

Ndo se assuste com essa equac¢do gigantesca. Veremos mais adiante assuntos que
facilitardo o seu entendimento e também resolveremos bastante exercicios para vocé
consolidar o conhecimento.

Para demonstrar a propriedade usando PIF, devemos usar a nossa hipotese e tentar
chegar a tese. Primeiro escrevemos a nossa hipotese:

(H) 1'4+2-7+3-10+--+KQBK+1) = K(K + 1)

Agora, devemos usar essa equacao e tentar chegar a tese:

(T) 1-4+2-74+3-10+-++(K+1)BK+4) =K+ 1)K +2)>

Como vamos fazer isso?

Observe os somatdérios de (H) e (T):

(H) 1-44+2-7+3-10+ -+
(T) 1-4+2-7+3-10+ - + (K + 1)(3K + 4)

A Unica diferenca entre esses somatdrios é a presenca do termo (K + 1)(3K + 4) em
(T).

Entdo vamos somar (K + 1)(3K + 4) nos dois lados da igualdade de (H).

Escrevendo a equacgdo de (H):

1:4+4+2-7+3-10+--+KBK+1) =K(K+ 1)
Somando (K + 1)(3K + 4) nos dois lados da equac3o:
1-4+4+2-74+3-10+--+KBK+1)+(K+1)BK+4) =
K(K+1)?+ (K+1)3K +4)

Vamos resolver o lado direito da equacgao:

K(K+1)??+(K+1)BK+4)
K(K+1)K+1)+E+1)BK+4)
Colocando (K + 1) em evidéncia:

AULA 01 - ALGEBRA ELEMENTAR
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K(K + 1)( )+ ( Y(3K + 4)
( JIK(K + 1) + 3K + 4)]
( )[K? + K + 3K + 4]
( )[K? + 4K + 4]
Fatorando o termo K? + 4K + 4:
(K + 1K + 2)?
Assim, encontramos através da hipdtese a seguinte igualdade:
1:442-7+3:10++ (K +1)BK+4) =K+ 1)(K + 2)?
Essa é a tese. Logo, acabamos de demonstrar por PIF que a propriedade é valida, Vn €
N.

Calma, aluno(a). Coloquei esse exercicio na teoria para vocé ver na pratica como usamos o
PIF. Ela sera muito util para provar propriedades de alguns assuntos que veremos durante o curso.
Quando estudarmos técnicas de fatoragao, vocé conseguira facilmente usar o PIF.

2.2. ADICAO E MULTIPLICACAO

Os numeros naturais possuem duas operacdes fundamentais, a adicdo e a multiplicacao.
Através dos axiomas de Peano, podemos provar as propriedades abaixo. Considere a, b,c € N.

a) Associativa:
(a+b)+c=a+b+c)
(ab)c = a(bc)

Quando encontramos ndimeros entre parénteses com o mesmo operador na expressao,
podemos trocar os elementos dentro dos parénteses. Essas expressdes poderiam também ser
escritas sem os parénteses.

Exemplo:
1+42+5=(1+4+2)+5=1+(2+5)=8
2:3:4=(2-3)4=2-(3-4) =24

b) Comutativa:
a+b=b+a
ab = ba

A propriedade da comutativa diz que a ordem dos fatores ndo altera o produto e a soma.
Entdo podemos simplesmente trocar os numeros de lugar que o resultado serda o mesmo.

c) Distributiva

a(b+c)=ab+ ac

AULA 01 - ALGEBRA ELEMENTAR 10
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Essa propriedade é conhecida como a “técnica do chuveirinho”. Veja:

m

a(b+¢)=ab + ac

d) Elemento neutro da adicdo:

a+0=a

e) Elemento neutro da multiplicacao:

2.3. DESIGUALDADES

Para finalizarmos o estudo do conjunto dos numeros naturais, vamos estudar as

propriedades de desigualdades. Vamos usar os seguintes sinais:

= para representar o sinal de igual
> para representar o sinal de maior
< para representar o sinal de menor
< para representar o sinal de menor ou igual
= para representar o sinal de maior ou igual
Um bizu para memorizar esses sinais: a flecha sempre aponta para o menor numero.
Exemplos:
N1<3
Lé-se 1 é menor que 3. Perceba a flecha “ < ” apontando para o numero 1.
1<2<3<4<5<6<7<8<9
Mmo9>8>7>6>5>4>3>2>1
Vamos definir os nimeros a, b, c € N.
Temos as seguintes propriedades de desigualdade:
a) Transitividade:
a<beb<c-a<c
Se a é menor que b e b é menor que ¢, decorre que a é menor que C.
Exemplo:
1<5e5<7-1<7

AULA 01 - ALGEBRA ELEMENTAR 11
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b) Tricotomia
a<boua=boua>h
Essa propriedade diz sobre as Unicas trés possibilidades da relacao de desigualdade.
Vamos analisar as relacdes de desigualdade entre 10 e 2.
As Unicas possibilidades sao:
1) 10 < 2?7 Nao.
2) 10 = 27 Nao.
3) 10 > 2?7 Sim.

c) Monotonicidade:sea <bec >0
a+c<b+c
ac < bc

Essa propriedade nos diz que é permitido somar ou multiplicar os dois lados da
desigualdade por um nimero natural maior que zero sem altera-lo.

Exemplo:

1<5
1+3<5+3=>4<8
1-3<5:3=>3<15

TOME

NOTA!

Essas propriedades sdo validas para os nimeros naturais! Veremos mais adiante que no conjunto
dos inteiros, podemos modificar algumas desigualdades.

3. CONJUNTO DOS NUMEROS INTEIROS (Z)

A diferenca entre os numeros inteiros dos niumeros naturais é a presenca de numeros
negativos. As propriedades estudadas no tépico dos nimeros naturais podem ser provadas
também para os inteiros.

3.1. PROPRIEDADES

3.1.1. SOMA E MULTIPLICACAO

Sejaa,b,c € Z:

AULA 01 - ALGEBRA ELEMENTAR 12
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a) Comutativa

a+b=b+a
ab = ba

b) Associativa
a+b+c)=(@+Db)+c
a(bc) = (ab)c

c) Distributiva

a(b+c¢) =ab + ac

d) Elemento neutro da soma

a+0=a

e) Elemento neutro da multiplicagao

f) Elemento simétrico
x+a=0=>x=—a
—a é denominado simétrico do niumero a.
g)Sec # 0:
ac=bc>a=>»
Essa propriedade é conhecida como lei do corte, veja:
ac=bc>az=bz=>a=>»
hya-0=0
i) (—a)b = —ab

j) (—a)(=b) = ab

klab=0—->a=0o0ub=0

AULA 01 - ALGEBRA ELEMENTAR
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3.1.2. DESIGUALDADES

a) Tricotomia dos Inteiros

a€Z->a>0o0ua=0o0ua<0

b) Translacdo
Sea>bec€Z=>a+c=2b+c

Essa propriedade é valida também para outros sinais de desigualdade.

c)Sea>bec>0
ac > bc

Essa propriedade é valida também para outros sinais de desigualdade com uma restricao.
Devemos ter ¢ > 0, isto é, ¢ deve ser positivo.

dSea>bec<0
ac < bc

Atencao! Essa propriedade modifica os sinais de desigualdade! Quando multiplicamos
ambos os lados por um termo ¢ negativo, trocamos a desigualdade: o maior (>) troca para o
menor (<) e o menor (<) troca para o maior (>).

e) Transitividade

a=b
{C>d—>a+c2b+d

Demonstragao:

Usando a propriedade da translagao:
+c
a=zb—-a+c=b+c

c>dSb+c>b+d
Desse modo:
a+c=2b+c=>b+d
a+c=b+d

AULA 01 - ALGEBRA ELEMENTAR 14
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2. Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F) as afirmacdes:

a) -3 < —1
b) =5> -2
c)—-5=>-2
d-5<-2
e)l1>1
Resolugao:
a) V.
Sabemos que 3 > 1. Vamos definir c = —1 e usar a propriedade

(d)a>bec<0-ac<bc
Multiplicando a inequag¢ao 3 > 1 por —1, temos:
3-(-D)<1-(-1
-3< -1
Perceba que os inteiros negativos sao menores quanto mais se afastam do zero!
Veja a ordem dos numeros inteiros:
MENOR MAIOR

9 8 7 6 5 4 3 2 2 0 1 2 3 4 5 § 7 8 9

Quanto mais para a direita o nUmero estiver, maior ele sera. Quanto mais para a
esquerda o numero estiver, menor ele sera. Lembre a ordem dos numeros! Ela sera
necessaria quando analisarmos intervalos de solu¢ao de uma equagao.

b) F.

—5 estd mais a esquerda de —2, logo —5 < —2.
c) F.

Essa afirmacdo diz que —5 é maior ou igual a —2. Como ele ndo é nem maior e nem
igual, a assertiva é falsa.
d) V.

Essa afirmacdo diz que —5 é menor ou igual a —2. Sabemos que —5 ndo é igual a —2,
mas —5 é menor do que —2. Logo, ela é verdadeira.

Atencao! Quando temos <, analisamos as duas possibilidades. Lembra da légica das
proposi¢des? Maior ou igual serd verdadeira quando qualquer uma das proposi¢des for
verdadeira!

e) V.

1 ndo é maior que 1, mas 1 éigual a 1! Logo, essa afirmacao é verdadeira.

Gabarito: a) V. b)F. c)F. d) V. e) V.

AULA 01 - ALGEBRA ELEMENTAR
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3.2. DIVISIBILIDADE

Na divisdo de um inteiro a pelo inteiro b podemos escrever a seguinte equacao,
considerando b > 0:

a=bq+r
q é chamado de quociente e r é chamado de resto.

Vocé provavelmente aprendeu no ensino fundamental da seguinte forma:

dividendo

12
10
o 2
2 quociente
resto

Essa operacdo também poderia ser representada da seguinte forma:

=5-2+42

Acostume-se a escrever as operacoes de divisdao e multiplicacdo dessa forma.

Dizemos que um numero inteiro a é divisivel por b quando r = 0.

Assim, temos a seguinte propriedade para a divisivel por b:
a=b-q

Veja que se a é divisivel por b, entdo b sera um fator de a.

Também poderiamos escrever:

a:b
Lé-se: a é divisivel por b.
“" significa “é divisivel por”.
Ou:

bla
Lé-se b divide a.
Exemplos:
1)10=5-2
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Podemos afirmar que 10 é divisivel por 2 ou por 5, visto que o resto é nulo. Também é

valido:
10:5e10:2
2)27=9-3
27 é divisivel por 9 ou por 3.
DECORE!
0,9

L =

Divisibilidade por 2

Um numero é divisivel por 2 quando ele é par.

Exemplo:

4 é divisivel por 2, pois 4 é par.
Divisibilidade por 3

Um numero é divisivel por 3 quando a soma dos seus algarismos é multiplo de 3.
Exemplo:

312 é divisivel por 3, pois 3 + 1 + 2 = 6. 6 é divisivel por 3.
Divisibilidade por 5

Um numero é divisivel por 5 quando ele termina em 0 ou 5.

Exemplo:

20 é divisivel por 5, pois termina em 0.

HORADE

PRATICAR!

E 0.9 i
N\
-

3. (OBMEP) Qual dos numeros abaixo é divisivel por 2 e 3?
a) 334
b) 335
c) 336
d) 337
e) 338
Resolugao:
A questdo pede os numeros divisiveis por 2 e 3. Entdo, devemos ter um nimero que seja
multiplo de 2 e 3 ao mesmo tempo, ou seja, supondo x 0 nosso numero, ele tera a forma:
x=2-3y
y pode ser qualquer niumero que satisfaga a igualdade.
Primeiro, vamos encontrar os divisiveis por 2. Para ser divisivel por 2, ele deve ser par.
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Analisando as alternativas, apenas a (a), (c) e (e) satisfazem essa condicdo.

Agora vamos analisar os multiplos de 3 dessas que sao divisiveis por 2. Devemos somar
os algarismos desses numeros e verificar qual € multiplo de 3.

Vamos somar os algarismos dos numeros de (a), (c) e (e):

a)334=>3+3+4=10

c)336=>3+3+6=12

e)338=>3+34+8=14

Desses numeros, o Unico que é divisivel por 3 é 336, pois a soma de seus algarismos
resulta em 12 que é divisivel por 3. Logo, o nosso gabarito é a letra (c).
Gabarito: “c”.

4. Prove que n(n + 1)(n + 2) é divisivel por 6, Vn € N.
Resolugao:
Escrevendo 6 em fatores primos obtemos:
6=2-3

Para provar que a expressao é divisivel por 6, devemos provar que ela é divisivel pelos
seus fatores 2 e 3.

A divisibilidade por 2 pode ser feita alterando a forma de n como multiplo de 2 e
tentando isolar o 2 na expressao.

Paraisso, vamos escrever n em funcao de 2 paraincluir todos os numeros naturais nesse
formato.

Lembre! Qualquer nimero pode ser escrito como:

a=bq+r

a é o dividendo, b o divisor, g o quociente e r o resto.

Entdo se fizermos n = 2q + r, podemos representar todos os naturais nesse formato
alterando o valor de r. Note que nesse caso r s6 pode assumir os valores 0 ou 1. r sempre
sera menor que o divisor.

Perceba que n = 2k, k € N, n pode receber os valores (0, 2,4,6,8,10,...) que sdo
todos numeros pares dos naturais.

n=2k+ 1,k € N, n pode receber os valores (1,3,5,7,9,...). Esses sdao todos os
numeros impares dos naturais.

Entdo se alterarmos a forma de n de forma a incluir todos os numeros naturais,
podemos provar a sua divisibilidade por 2.

Assim, vamos substituir n = 2k, k € N, na expressao e ver se encontramos o fator 2:

nn+1)(n+2)
n =2k
2k(2k + 1)(2k + 2)
Perceba o fator 2 na expressao, logo para n = 2k ela é divisivel por 2.
Fazendon = 2k + 1:
Qk+D(Qk+1D +1)(2k+1)+2)

QRk+ 1Rk +2)(2k + 3)

2k + D[2(k + 1)]1(2k + 3)

22k + D (k+ 1) (2k + 3)
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Novamente conseguimos encontrar 2 na expressao, logo paran = 2k + 1 ela também
é divisivel por 2. Ela é divisivel por 2 paran = 2k oun = 2k + 1 que podem representar
todos os numeros naturais.

Portanto, conseguimos provar que n(n + 1)(n + 2) é divisivel por 2.

Agora vamos provar que n(n + 1)(n + 2) é divisivel por 3.

Usando a mesma ideia da divisibilidade por 2, podemos modelar n de forma que o fator
3 aparega na expressao.

Temos que provar trés casos:

n=3k,n=3k+1len=3k+2
Vamos substituir n e isolar o fator 3 na expressao para cada caso.
1)n =3k
nn+1)n+2)
3k(3k+1)(3k + 2)

2)n=3k+1
nn+1)(n+2)
GBk+1D(Bk+ 1) +1)(Bk+1)+2)
(Bk+1)(Bk+2)(Bk +3)
Bk +1)Bk +2)[3(k + 1)]
33k+1)Bk+2)(k+1)

3)n=3k + 2
nn+1)n+2)
Bk +2)(Bk+2)+1)(Bk+2)+2)
(Bk+2)(Bk+3)(3k +4)
Bk +2)[3(k+ 1Bk +4)
33k +2)(k+1)(3k +4)

Conseguimos isolar o fator 3 para todos os casos descritos.
Logo, a expressdao n(n + 1)(n + 2) também é divisivel por 3.
Essa expressdo é divisivel por 2 e 3, como eles sdo numeros primos, ela serd divisivel
pelos dois ao mesmo tempo.
snn+1)(n+2):6

3.3. NUMEROS PRIMOS

Um numero p € N é primo se, e somente se, satisfazer as seguintes condi¢des:
N)p#0ep+1
2) p somente pode ser divisivel por 1 e por p

Desse modo, podemos ver que os numeros 2, 3,5, 7, 11 satisfazem essas condicdes.
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HORADE

PRATICAR!

5. Verifique se o niumero 93 é primo.
Resolugao:
Para saber se um numero é primo, devemos fazer a seguinte pergunta:
O numero 93 é divisivel por algum outro nimero sem ser ele mesmo e o numero 1?
Analisando o numero 93, vemos que ele ndo é primo ja que ele pode ser dividido por 3:
93 =31-3
Note que 31 e 3 sdao numeros primos, pois eles ndo sao divisiveis por outros nimeros
além do 1 e eles mesmos.

3.4. DECOMPOSICAO EM FATORES PRIMOS

Todo numero natural maior que 1 pode ser decomposto em um ou mais fatores primos.
Esse processo é chamado de fatoracao.

Sejan € N en > 1. Para fatorar n, devemos seguir os seguintes passos:
1) Dividir n pelo menor divisor primo

2) Dividir o quociente resultante pelo menor divisor primo e repetir a operacao até obter
um quociente igual a 1.

Exemplo:

Vamos fatorar o nimero 40. O menor primo que divide 40 é 2:
40 2

20

O quociente obtido é 20. Entdao devemos dividir esse nimero pelo menor divisor primo.
Repetimos a operagao e dividimos o quociente por 2:

40 2
20 2
10
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Novamente, repetimos a operagao:

40 2
20 2
10 2
5

Agora, o quociente é 5. O menor primo que divide 5 é ele mesmo:

40 2
20 2
10 2
5 5
1

Finalmente, obtemos o quociente unitario. Logo, a fatoracao de 40 é:

40=2-2-2-5=12%5

3.4.1. QUANTIDADE DE DIVISORES DE UM NUMERO

Sejan € Nen > 1. Se a fatoracao de n é:

b c

n:xa.y vzt

Onde x,y,z sdao os numeros primos divisores de n e a, b,c sdo os coeficientes desses
divisores. A quantidade de divisores (Q (n)) de n é dado por:

0Qm)=(a+1)-b+1)-(c+1)-..

O numero de divisores de n é o total de combinagdes possiveis entre as poténcias dos seus
fatores.

Exemplo:
Vamos calcular o numero de divisores de 40.
Fatorando esse numero:
40 = 23-51
Usando a formula:
Q40)=GB+1)-1+1)=4-2=8

Perceba que a quantidade de divisores de 40 sdao os seguintes numeros:
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{20, 21,22,23, 59,51 }

4 nimeros 2 nimeros

3.4.2. PRODUTO DOS DIVISORES DE UM NUMERO

Sen €N, n>1eQ(n)éaquantidade de divisores de n, o produto dos divisores de n é
dado por:

P(n) = \/HQ(H)

Exemplo:
Vamos calcular o produto dos divisores de 40.
Resolveremos por dois métodos.
Método 1:
Descobrindo os divisores de 40:
40 =23-5

Os divisores de 40 sdo os numeros formados pelas combina¢des dos fatores de 40. Vamos
ver quantos sao esses numeros:

Q40)=B+1)(1+1)=38
A guantidade de divisores de 40 é 8.
Encontrando esses numeros:
Usando os fatores de cada numero, temos:
{1,2,4,8}
{1,5}

Perceba que faltam 3 divisores. Podemos obté-los combinando os fatores de 5 com os
fatores de 2:

{1,2,4,8,5,10,20,40}
Esses sao todos os divisores de 40, multiplicando-os:
P(40) =1-2-4-8-5-10-20-40 = 2560000
Método 2:

Usando a formula do produto dos divisores diretamente:

P(40) = v20°*” = vZ0°© = 40* = 2560000

3.5. MAXIMO DIVISOR COMUM

MDC é a sigla utilizada para Maximo Divisor Comum. Ele é usado para calcular o maior
divisor em comum entre dois ou mais numeros.
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Para calcula-lo, devemos decompor os numeros em fatores primos e verificar qual o maior
valor que divide ambos os nimeros ao mesmo tempo. Podemos escrever do seguinte modo:

Seja a decomposicdo de a e b em fatores primos dados por:
a = Pfl ,pgz _p;13 . ____p;{xk

B
b= p11 _pfz _p§3 . ""pkk
Onde p; é numero primo e «;, 5; = 0 sdo os expoentes de p;.

O MDCdeaeb édado por:

min{ay,81} min{az,B2} _ min{az B3z} _ min{ay,B}
1 P, Ps =" Py

mdc(a,b) =p

min{a;, B;} é o menor valor entre a; e B;.
Exemplo:
Calcule o MDC de 24 e 36.
Decompondo os nimeros, obtemos:
24=2-2-2-3=23-31
36 =2-2-3-3=2%-32
O MDC é dado por:
p; = 2 = min{3,2} = 2
p, =3 =>min{1,2} =1
mdc(24,36) = 2min32} . gmin{1.2} = 2. 31 = 1)

Quando encontramos dois numeros primos entre si, 0 MDC deles sera 1.

a,b € Z e a,b sio primos entre si > mdc(a,b) =1

3.5.1. PROPRIEDADES
a)mdc(n,n) =n,vn € N*
b) mdc(m,n) = mdc(n,m), vm,n € N ndo ambos nulos

c) mdc(n,0) =n,vn € N*

3.5.2. ALGORITMO DE EUCLIDES

O Algoritmo de Euclides pode ser usado para determinar o MDC entre dois numeros
naturais. Ele se baseia no seguinte resultado:

Sejaa,b e Ne a>b > 0.

Se a = bq + r(q é quociente e r é resto), com q,r € N:
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mdc(a,b) = mdc(b, 1)

Para usar o Algoritmo para determinacao do MDC, devemos fazer divisdes sucessivas até
que 1; seja zero. Veja:

Calcular MDC de a, b. Dividindo a por b:
a=bqg+n
mdc(a,b) = mdc(b, 1)
Ser; = 0, encontramos a solugao:
mdc(a,b) = mdc(b,0) = b
Ser; # 0, dividimos b por ry:
b=nrq+rn

mdc(b,r) = mdc(ry,1,)
Ser, = 0, temos mdc(b,r;) = mdc(r,0) = 1.

Ser, # 0, dividimos r; porr;y:
n="1q+r1;
mdc(ry,r,) = mdc(r,, 13)
Continuamos com as divisdes sucessivas até encontrar r; = 0.

Dessa forma, o Algoritmo de Euclides se resume a:

mdc(a,b) = mdc(b,r{) = mdc(ry,r;) = -+ = mdc(r,_4,1r,) = mdc(r,,0) =1,

Podemos também representar as divisdes sucessivas do Algoritmo através de um
diagrama.

Veja:
mdc(a,b) = mdc(b,1;)

1) Escrevemos a divisdao de a por b:

2) Encontramos o quociente dessa divisdo:

q1

3) Calculamos o resto dessa divisdo:
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q1

a b

r

4) Ser; # 0, colocamos r; na fila do meio e repetimos os passos até encontrar ; = 0:

q1
a b n
n :,Q
q1 q:
a b 7
L1
q1 q:
a b n
r r
mdc(a,b) = mdc(b,r) = mdc(ry,1,) = --- = mdc(r,_,,1,) = mdc(r,,0) =71,
q1 q: an An+1
a b 7 Ty Ty—1 T
7 Ty T, 0

O MDC serd o numero logo a esquerda do zero.

Perceba que a primeira linha do diagrama possui os quocientes das divisdes. A segunda
possui os divisores e dividendos. A terceira, o resto das divisdes.
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HORADE

PRATICAR!

6. Calcule o MDC:
a) Entre 12 e 20
b) Entre3 e 11
c) Entre 11352 e 40
Resolugao:
a) Decomposicao de 12 e 20 em fatores primos:
12=2-2-3=2%-3
20=2-2-5=2%-5
Veja que o maior nimero que esta ao mesmo tempo nas duas decomposicdes é 22.
Assim, mdc(12,20) = 22.

b) 3 e 11 sdo primos entre si! Portanto:
mdc(3,11) =1
c) Usando o Algoritmo de Euclides:
mdc (11352, 40)
11352 =40-283 4+ 32
40=32-1+8
32=8-44+0
Assim, o MDC é dado pelo ultimo resto diferente de zero:
mdc(11352,40) = mdc(40,32) = mdc(32,8) = mdc(8,0) = 8
Poderiamos ter resolvido pelo diagrama:

283 1
11352 40 32 8
32 8 0

Gabarito:a)2?> b)1 ¢)8

3.6. MiNIMO MULTIPLO COMUM

MMC significa Minimo Multiplo Comum. Ele é o menor valor positivo em comum que
conseguimos obter de dois ou mais numeros. Ele é usado para calcular a soma ou a subtragao de
numeros fracionarios. Para dois niumeros inteiros, podemos calcula-lo usando a seguinte formula:

lab|
mdc(a,b)

mmc(a,b) =

Também podemos calcular o MMC usando o seguinte método:

Seja a decomposicdo de a e b em fatores primos dados por:
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RN % RN 7/ R 4 I .k
aA=Ppy "Dp" "P3" " "Dg

b = p11 _pfz _pfs . ...'pfk
Onde p; é nimero primo e a;, §; = 0 sdo os expoentes de p;.

O MMCde a e b é dado por:

mmc(a, b) = ptlnax{m,lh} _plznax{azﬁz} . p;nax{asﬁa} . pzlax{ak,ﬁk}

max{a;, B;} é o maior valor entre a; e B;.

Outro método mais conhecido é através da fatoragao simultanea, nesse método,
fatoramos dois ou mais numeros simultaneamente e ele sera visto no exemplo abaixo.

Exemplo:

Calcule o MMC de 24 e 36.

Decompondo os nimeros, obtemos:
24=2-2-2-3=23%-3
36 =2-2-3-3=22-32

Podemos usar qualquer um dos métodos para calcular o MMC. Vamos mostrar pelos 2
métodos:

Método 1:
mmc(a,b) = ﬂ
’ mdc(a, b)
24=2-2-2-3=2%-3
36 =2-2-3-3=22.32
mdc(24,36) = 2%-3
mmc(24,36) = 24-36] _ 2°-3-2%- 3% =23-3-22-32 =23.32=72
’ mdc (24, 36) 22-3 22.3
Método 2:
mmc(a,b) = pf‘a"{“lﬁl} - p;na"{“zﬁz} : p;nax{as,ﬁs} . p;nax{ak,ﬁk}

24=2-2-2-3=2%-3"

36 =2:2-3-3=2%-37

p; = 2 = max{3,2} =3

p, =3 = max{l,2} =2
mmc(24,36) = 23-32 =72
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Método 3: Fatoragao simultanea

Inicialmente, alinhamos os numeros 36 e 24 e dividimos pelo menor fator primo possivel
(n3o é necessario que esse fator esteja presente em ambos os niumeros):

36,24 | 2

18,12

Repetimos o procedimento com a préxima linha até que a linha obtida tenha apenas o
numero 1.

36,24 | 2

18,12| 2
9,6 | 2
9,3 | 3
3,1 | 3
1,1

O MMC serd igual ao produto entre os niumeros primos do lado direito:
mmc(36,24)=2-2-2-3-3=23-32=72

ESCLARECENDO!

Perceba as duas barras “| |” no produto ab. |ab| é o médulo do nimero ab. Quando usamos
ela no nimero ab, estamos dizendo que queremos apenas o valor absoluto do inteiro, isto é, o valor
positivo do numero. Estudaremos melhor esse assunto na aula de Mddulos.

Exemplo de médulos:

-3 =3
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PRATICAR!

7. Calcule o MMC de:
a)12e35
b)de8
Resolugao:
a)12e35
Vamos decompor os numeros 12 e 35.
12=2-2-3=2%-3
35=5-7
Note que esses numeros ndao possuem nenhum numero primo em comum, logo
mdc(12,35) = 1.
O MMC sera dado por:

mme(12,35) = |12:35] 1235

= =12-35
mdc(12,35) 1

b)4e8
Decomposicdo de 4 e 8:
4=2-2=22
8§=2-2:2=23
mmc(4,8) = 2max(23} = 23 = g

3.7. CONGRUENCIAS LINEARES

Esse assunto pode simplificar a resolucdo de questdes dificeis dos vestibulares do IME. Nao
iremos nos aprofundar muito no tema para manter o foco no vestibular. Apenas veremos a sua
aplicabilidade.

Vejamos a sua definigdo:

Sejaa,b € Z. a é congruente a b mddulo n quando a dividido por n deixa o0 mesmo resto
da divisdo de b por n. A sua notacao usual é dada por:

a = b (mod n)

Lé-se a é congruente a b médulo n.

Exemplos:
15 =1 (mod 7)
1 éorestodadivissode15por7:15=7-2+1
31 = 3 (mod 4)

3éorestodadivissode31lpor4:31=4-7+3
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Perceba que na pratica, podemos usar a congruéncia para representar o resto de uma
divisao.
31 = 11 (mod 4)
31 e 11 possuem o mesmo resto quando divididos por 4:
31=4-7+3
11=4-2+3
31 = -1 (mod 4)

Perceba que na teoria da congruéncia podemos trabalhar com restos negativos:

31=4-8—-1
3.7.1. PROPRIEDADES
Paraa,b,c,d € Z:
I) Adicdo:
{Z;gg’nlzgzg > atc=b=xd(modn)
[I) Multiplicagao:
{? ; 2 E:ZZZ Z% = ac = bd (mod n)

Para k € Z:

[Il) Adicdo de uma constante:

a=b(modn)=>at+k=>b+k(modn)

IV) Multiplicacdo de uma constante:

a = b (mod n) > ak = bk (mod n)

V) Poténcia:

Sejam € N:
a=b (modn) = a™ = b™ (mod n)

Demonstragao:

)atc=b+d(modn)
a=b(modn)=>a=nx+b,x€Z
c=d(@modn)=>c=ny+d,y€eL

Somando e subtraindo as duas expressoes:

atc=(@xxyn+bBtd

Usando a definicdo de congruéncia:

atc=b+td(modn)
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II) ac = bd (mod n)
a=b(modn)>a=nx+b,x€Z
c=d(modn)=>c=ny+d,y€eZl
Multiplicando as duas expressdes:
ac = n*xy + nxd + nyb + bd
ac = n(nxy + xd + yb) + bd
= ac = bd (mod n)
M a+k=>b+k (modn)
a=b(modn)>a=nx+b,x€Z
Somando e subtraindo k € Z na expressao:
atk=nx+bztk
=> at+k=b+k(modn)
IV) a = b (mod n) = ak = bk (mod n)
a=b(modn)>a=nx+b,x€Z
Multiplicando k € Z na expressao:
ak = (nx + b)k
ak = n(xk) + bk
= ak = bk (mod n)
V)a = b (modn) = a™ = b™ (mod n)
Vamos usar a propriedade (Il) e provar por PIF.
1) Testando param = 1:
a® = b* (modn) = a = b (modn)
E valida param = 1.
2) Suponha que a propriedade é valida para k € N:
a® = b* (mod n)
Da definicao de congruéncia:
a = b (mod n)
Usando a propriedade (I1):
ac = bd (mod n)
a®a = b*b (mod n)
a®*1 = p**1 (mod n)
Logo, a propriedade é vdlida para k + 1.

Disso, concluimos que a propriedade é valida Vm € N.
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3.7.2. TEOREMA DE FERMAT
Seja a € N e p um ndmero primo que nao divide a:
a’~! =1 (mod p)
Demonstragao:

Vamos usar a propriedade (Il) para provar esse teorema:

{a = b (mod n)
¢ =d (modn) >

Podemos escrever as seguintes congruéncias lineares:

ac = bd (mod n)

a =1 (mod p)
2a =1, (mod p)
3a = r; (mod p)

(p — 2)a = r,_, (mod p)
(p — 1)a =r,_; (mod p)

Vamos provar que r; # 1; para i,j € [1,p — 1], isto é, todos os restos acima possuem
valores diferentes. Assim, todos os multiplos de a acima devem ser incongruentes entre si, dois a
dois.

Suponha que existam dois multiplos de a congruentes entre si médulo p. Desse modo:
Paran#m,nmeNen,me€ [1,p—1]:
na = ma (mod p)
Usando a propriedade:
a=b(modn)=>at+k=b+k (modn)
Temos:
na — ma = ma — ma(mod p)
na — ma = 0(mod p)
(n — m)a = 0(mod p)
Como p ndo divide a:
n —m = 0(mod p)
= n = m(mod p)
n,m<p:
>n=m

Chegamos a um absurdo, pois pela hipotese n # m.
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Logo, os numeros (a, 2a, ..., (p — 1)a) sdo incongruentes entre si, dois a dois.
Os possiveis valores do resto da divisao de a por p pertencem ao conjunto:
{1,2,3,..,p—1}
Entdo, usando a propriedade (II) e multiplicando todas as congruéncias, obtemos:
a-2a-3a-..(p—1Da=nr-r 1. 1,4 (modp)

Como os restos sao distintos entre si, o produto dos restos pode ser reescrito da seguinte
forma:

a-2a-3a-...(p—1a=1-2-3-..-(p—1) (mod p)
Assim:
ab™1-1:-2:3-..-(p—1)=1-2-3-...-(p—1) (mod p)

Sendo p um nudmero primo, o produto 1-2-3-...- (p — 1) serd primo com p. Logo,
podemos cancelar os termos e obter:

aP~! =1 (mod p)

3.7.3. COROLARIO DO TEOREMA DE FERMAT

Sejaa € N e p um ndmero primo:
a? = a (mod p)
Demonstragao:
Devemos provar para dois casos:
1) a é primo com p

Nesse caso, basta usar o Teorema de Fermat e aplicar a propriedade da multiplicacdo de
uma constante:

aP~! =1 (mod p)
aP~la =1-a (modp)
= a? = a (mod p)
2)a=pk,k€EZL
a = 0 (mod p)
Usando a propriedade:
a=b (modn) = a™ = b" (mod n)
Temos:
aP? = 0P (mod p)
a? = 0 (mod p)

Como ambos possuem o resto nulo:
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8. Complete as lacunas abaixo:
a)21=( ) (mod5)
b)34 = ( ) (mod 7)
c) —64 = ( ) (mod 3)
d)—11 = ( ) (mod 5)
e) 1021 = ( ) (mod 2)
f) 7589 = () (mod 15)
Resolugao:
a) 21 =1 (mod 5)
21=5-4+1
b) 34 = 6 (mod 7)
34=7-44+6
Também poderia ser:
34=7-5—1=>34=—-1(mod 7)
c) —64 = —1 (mod 3)
—64=3-(-21)—-1
d) —11 = —1 (;mod 5)
-11=5-(-2)—-1
e) 1021 = 1 (mod 2)
1021 =2-510+1
f) 7589 = 14 (mod 15)
7589 = 15-505 + 14

9. Calcular o resto da divisdo de (10061996 4 10041004)1005 ho 5,
Resolugao:
Podemos usar a propriedade (V):
a = b (modn) = a™ = b™ (mod n)
(10061006 + 10041004—)1005 = ((1)1006 + (_1)1004—)1005 (mod 5)
((1)1006 4 (—1)1004)1005 _ ({1 4 1)1005 _ 21005
= (10061006 + 10041004)1005 = 21005 (mod 5)
Vamos fatorar 21°%> de modo que apareca algum fator que facilite o nosso célculo:
21005 =2- 21004— =2- 24'251 =2- (24—)251
Perceba que 2* = 16 = 1 (nod 5). Desse modo, temos:
21005 =2 (24)251
2-(29)%°1 = 2-(1)?! (mod 5)
2-(29%°1 = 2 (mod 5)
= (10061996 4+ 10041904)1005 = 2 (mod 5)
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O resto da divisao é 2.

4. CONJUNTO DOS NUMEROS REAIS (R)

O conjunto dos numeros reais é o conjunto mais usado nos vestibulares. Vamos relembrar
guais numeros estao contidos nesse conjunto com o Diagrama de Venn-Euler:

7 |Q

Os numeros reais, representados por R, formam o segundo maior conjunto dos conjuntos
numéricos. VejaqueNCZc Qc ReR=QUI.

O conjunto dos reais é formado pelo conjunto dos racionais e o conjunto dos irracionais.
Vamos estudar mais a fundo cada um deles.

4.1. CONJUNTO DOS NUMEROS RACIONAIS (Q)

O conjunto dos racionais inclui todos os numeros inteiros e os nimeros fracionarios. Os
numeros fracionarios sao numeros que ndao podem ser representados no conjunto dos inteiros.
Eles sdo da forma:

a

aEZebEZ*,EEQ
a é chamado de numerador e b é o denominador.
%é dito irredutivel quando a, b forem primos.

Vamos ver as operagdes e as propriedades desse conjunto.
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4.1.1. OPERACOES DOS RACIONAIS

Sea,c€Zeb,d €Z, temos:

a) lgualdade
a_c(: d=0>b
> =3 ad = bc
b) Adicdo
a ¢ ad+bc
-t - =
b d bd

O bizu para decorar essa férmula é lembrar que o resultado dessa soma serd o produto dos
denominadores. A partir dai, podemos raciocinar dessa forma:

Primeiro, vamos relembrar que podemos escrever uma expressao algébrica de diversas
maneiras, contando que o resultado ndo se altere!

Por exemplo:

"

N

ac ag a

ﬂ —
b bc be b

"

Nesse exemplo, multiplicamos o numerador e o denominador por um numero c e depois
. ope ~ a ~ ~
simplificamos a fragao e obtemos novamente - Repare que essa operagao nao alterou o valor da
expressaol

Usando essa ideia, vamos generalizar a soma de fragGes para numeros genéricos.

Sejaa,b € Zec,d € Z*, vamos calcular % + 2.

Vamos igualar os denominadores multiplicando os denominadores b e d. Obtemos:

a c
b d bd
Precisamos que os denominadores de cada fracdo seja bd. Observe a primeira fracdo:
a
b

Se modificarmos o denominador dessa fracdao, devemos ajustar o numerador para que o
resultado da expressao continue o mesmo. Veja:

a_ad ad

a
b bd b b
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~ a ad .. ~ ..
Entao, podemos escrever ; = E' POIS ISSO nao altera seu valor. Usando o mesmo raciocinio

para a segunda fragdo, obtemos:
c bc
d bd
Note que os denominadores se igualaram!

Agora podemos somar as fragdes:

a ¢ ad bc_ad+bc

b d"bd bd_  bd

¢) Multiplicacado

4.1.2. PROPRIEDADES
Sea,c,e€Zeb,d, f €L

a) Associativa

b) Comutativa

a+c_c+a
b d d b
ac ca
bd db
c) Elemento neutro da adicao
a 102 a
b~ b
d) Elemento simétrico
a a
5 +(-p)=0

e) Elemento neutro da multiplicagao
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f) Distributiva

S| Q
Q| 0

(59

Sl Q
| ©

4.1.3. DiZIMA PERIODICA E FRACAO GERATRIZ

Dizemos que um numero é uma dizima periddica quando os seus algarismos apds a virgula
se repetem. Essa repeticdo pode ser em grupo ou ndo. Exemplos:

a) 0,3333 ...

b) 0,121212 ...

c) 1,48278278 ...

Os algarismos que se repetem sao chamados de periodo. No exemplo acima:
a) 3 é o periodo de 0,333 ...

b) 12 é o periodo de 0,1212 ...

c) 278 é o periodo de 1,48278278 ...

Repare que nem sempre o algarismo logo apds a virgula pertence ao periodo, nesses casos,
temos uma dizima periddica composta. Caso o periodo se inicie logo ap6s a virgula, temos uma
dizima periddica simples.

0,1212 ... = dizima peribédica simples
1,48278278 ... =

A parte decimal que nao se repete é chamada de antiperiodo, entdo, 48 é o antiperiodo
do numero 1,48278278 ...

Podemos usar as reticéncias para indicar a repeticao dos nimeros, mas também podemos
escrevé-los usando uma barra acima do periodo. Veja:

0,121212...=0,12
1,48278278 ... = 1,48278

Toda dizima periédica pode ser escrita na forma fraciondria. Para encontrar a fracdo
geratriz de uma dizima periddica, podemos proceder da seguinte forma, tomemos o exemplo:

x =1,2636363 ...

Inicialmente, devemos identificar o periodo e o antiperiodo da dizima. Nesse caso, temos
63 como periodo e 2 como antiperiodo. Agora, devemos multiplicar o nimero por 10", sendo n
a quantidade de algarismos do antiperiodo, entdo, multiplicaremos por 10*:

10x = 12,6363 ...
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O proximo passo é multiplicar o nimero obtido por 10™, sendo m a quantidade de
algarismos do periodo. Assim, temos m = 2, logo:
10%-10x = 10% - 12,6363 ...
1000x = 1263,6363 ...
Agora, calculamos 1000x — 10x:
1000x — 10x = 1263,6363 ...— 12,6363 ...
990x = 1251
1251
~ 990
Ha um método mais pratico para encontrar esse numero. Veja:

x =1,2636363 ...

Devemos identificar a parte inteira, o antiperiodo e o periodo da dizima:

parte inteira = 1
antiperiodo = 2
periodo = 63
Agora, devemos verificar o numero de algarismos do antiperiodo e do periodo:
antiperiodo = 2 - 1 algarismo
periodo = 63 —= 2 algarismos

O numerador da fragao geratriz sera composto pela parte inteira, o antiperiodo e o periodo
subtraido da parte inteira com o antiperiodo. E para o denominador, devemos seguir a seguinte

regra:
1) Para cada algarismo do periodo, inserimos um “9” no denominador.

2) Para cada algarismo do antiperiodo, inserimos um “0” no final do denominador.

Assim, temos:

196363 . = numerador _1 63 —1 _1251
’ " denominador 990 ~ 990

4.2. CONJUNTO DOS NUMEROS IRRACIONAIS (1)

O conjunto dos numeros irracionais inclui os nUmeros que ndao podem ser representados
pelos racionais. Eles podem ser algébricos ou transcendentes. Podemos classifica-los como
algébricos quando forem raizes de equacdes algébricas de coeficientes inteiros, por exemplo,
x? — 2 = 0. Caso contrario, serdo nimeros transcendentes, os exemplos mais famosos desses
nimeros s30 o nimero de Neper (e = 2,718281828459 ...) e o niimero pi (m = 3,141592 ...).

Definigdo:
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Se x é um numero irracional, entdo ele ndo podera ser escrito como uma fracao de
irredutivel.

Perceba que por essa definicao, ndo podemos escrever um ndmero irracional x como

X ==
q

Emquep € Ze q € Z*, com p e g primos entre si.

Podemos também encontrar niUmeros irracionais através dessa definicdo:
Se p € um numero primo, inteiro e positivo, entao \/5 é irracional.

Por que essa relagao é valida?

Se p é um numero primo, entdo ele ndo pode ser escrito como fator de outros numeros
além dele mesmo. Entdo, ndo podemos escrever p = g% (q € Q) para torna-lo um numero

racional (\/5 = \/? =q € Q).

Exemplos de numeros irracionais algébricos:
V2 = 1,4142135623 ...
V3 = 1,7320508075 ...
V5 = 2,2360679774 ...
V7 = 2,6457513110 ...

ATENGAO

DECORE!

0.9

L =

Em algumas questdes sera necessario calcular o valor numérico dos numeros irracionais para fazer
comparagdes com os numeros reais, entdo vale a pena decorar o valor dos seguintes nimeros:

V2 ~ 1,4
V3 =17
V5~ 2,2
V7 = 2,6

4.2.1. REDUCAO AO ABSURDO

Antes de continuar, vamos aprender um método muito util para provar proposicdes.

O método da Redugdo ao Absurdo é usado para provar a veracidade de uma proposicao.
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A Reducdo ao Absurdo fundamenta-se no principio do terceiro excluido (uma proposicao
ou é verdadeira ou é falsa) e no principio da ndo-contradicdo (uma proposicdo ndo pode ser
verdadeira e falsa ao mesmo tempo).

Se temos uma proposicao do tipo p = q, sabemos que ela serd falsa apenas quando p for
verdadeira e q for falsa.

v v v
Vv F F
F v v
F F v

Para prova-la, basta mostrar que ~q é falsa e, assim, g serd verdadeira. Isso fard com que
p — g seja uma proposicdo verdadeira. A estrutura de um teorema é da seguinte forma:

p = q
o Lo
hipotese tese
Podemos usar o equivalente da proposi¢cdao acima:
—
negacao da tese
Assim, podemos negar a tese e mostrar que ~q é falsa. Veja um exemplo:

(a;b) ERL - a+b = 2Vab

hipotese tese

Vamos demonstrar pelo método do absurdo. Inicialmente, negaremos a tese. Suponha que

a+b<2Vab
Note que podemos escrever a = Va? e b = Vb?, logo:

Jaz + /b2 < 2vab
Ja? — 2vab +/b? < 0
N (\/a_\/E)Z < 0 (Absurdo!)

Sabemos que para a e b reais positivos, a proposicao acima é falsa. Vemos que a negacao
da tese é um absurdo, ou seja, a + b > 2vab é verdadeira e, portanto, (a;b) ERL - a+ b =
2+/ab é verdadeira.
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10. Prove que V2 é irracional.
Resolugao:

Demonstragao pelo método da redu¢ao ao absurdo:

Para provar pelo método da reducgao ao absurdo, devemos mostrar que a partir de uma
afirmacao chegamos a uma contradigao.

Supondo que V2 seja racional, entdo ele podera ser escrito como um ndmero racional

. , b . . .
da forma irredutivel - a b primos entre si e positivos.

Va=>
Aplicando a igualdade dos racionais:
V2a=b
Elevando ambos os lados ao quadrado e desenvolvendo:
(VZa)’ = b?
V2'a? = b?
2a? = b?

2a? é um nUmero par, entdo pela igualdade b? deve ser um niimero par.
b? é par = b é par
Logo, podemos escrever b = 2c.
Substituindo b = 2c¢ na equacéo:
2a? = b?
2a% = (2¢)? = 4c?
a? = 2¢?
a? pode ser escrito como multiplo de 2, logo ele é par.
a? é par = a é par
Absurdo! a e b ndo podem ser pares ao mesmo tempo, pois ambos sdo primos entre si.
~ /2 é irracional
11. Se a? é par, entdo a é par.
Resolugao:
Vamos supor que a nao seja par, ou seja, a é impar.
Se a é impar, podemos escrever:
a=2k+1,keZ
Elevando a ao quadrado, obtemos:
a’?=QRk+1)?>=4k*+4k+1=20Qk*+2k) +1
2k? + 2k é um inteiro, ent3o vamos definir:
2k* +2k =B EL
Substituindo em a?:

a’? =2p+1
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| Como B € Z, entdo a” é impar. Mas da hipdtese inicial, a? é par. Logo, chegamos a um
~absurdo. |
‘ Disso, concluimos que a é par.

4.3. RETA REAL

4.3.1. RETA DOS NATURAIS

@ @ o & @ @ @ o o
1 2 3 4 5 6 7 8

Os numeros naturais podem ser representados ao longo de uma reta. Sabemos que os
numeros naturais sdao os numeros 0,1, 2,3, ... Entdo se escrevermos todos os numeros naturais
ao longo da reta, teremos os pontos distribuidos conforme a figura acima. Apenas esses pontos
serdao elementos do conjunto dos naturais.

Perceba que os nimeros estdo organizados de forma crescente, quanto mais a direita
maior o numero natural.

4.3.2. RETA DOS INTEIROS

—@ @ o Q O @ @ % Q O @ @ %
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

A reta dos numeros inteiros € semelhante a reta dos naturais e incluem também os
numeros inteiros negativos. Ela esta representada na figura acima. Esses niumeros sdao também
pontos ao longo da reta.

Note a ordena¢do dos numeros inteiros.

4.3.3. RETA DOS REAIS

-5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

O conjunto dos numeros reais inclui todos os numeros racionais e irracionais. Esses
numeros, quando escritos ao longo de uma reta, preenchem a sua totalidade. Assim, qualquer
ponto que nds escolhermos ao longo da reta estara presente no conjunto dos reais. Essa reta é
chamada de reta real ou reta numérica.

Os numeros estao ordenados ao longo da reta.

Podemos escolher um intervalo ao longo da reta com essa notagao:
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Graficamente:

®

—&
3

O pontilhado em vermelho representa o nosso intervalo.
Podemos ter quatro casos de intervalos diferentes:
1) Intervalo fechado nas extremidades

[a,b] = {x € Rla < x < b]

Chamamos de intervalo fechado quando os valores da extremidade pertencerem ao
conjunto. Usualmente, representamos o intervalo fechado com um ponto fechado:

o : O

1 b

2) Intervalo aberto nas extremidades
]a,b[={x € Rla < x < b}

No intervalo aberto nas extremidades, os elementos da extremidade nao pertencem ao
conjunto. Essas extremidades sao representadas com um ponto aberto:

o- . -©

i1 b

O intervalo aberto também pode ser representado pelos parénteses:

(a,b) ={x € Rla < x < b}

3) Intervalo aberto a direita ou fechado a esquerda
[a,b) = [a,b[={x € Rla < x < b}

Nesse caso, o intervalo é aberto a direita — b ndo pertence ao conjunto e a pertence ao
conjunto.
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a1 b

4) Intervalo aberto a esquerda ou fechado a direita
(a,b] =]a,b] = {x € Rla < x < b}

Situacdo analoga ao caso acima, a ndo pertence ao conjunto e b pertence.

a1 b

4.4. POTENCIACAO

Veremos esse assunto com mais detalhes na aula de Potenciacao e Radiciacdo. Por hora,
basta saber a sua definicao:
aERen€N,a"=a-a-a-.."q

|
n fatores

Exemplos:

1)23=2-2-2=8
2)3*=3-3-3:-3=81
3)22:53=2:2-5:5:5=4-125=500
4) (abc)® = a3b3c3

5) (ab)? = a?b?

6) a® = (a2)? = (a3)?

a? é lido como a elevado ao quadrado.

a3 é lido como a elevado ao cubo.

4.5. RADICIAGCAO

Também estudaremos esse assunto na aula de Potencia¢dao e Radiciacdo. Vamos ver sua
definicao:
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1
a€Ren€N*an=1%a
Para essa aula, vamos usar apenas n = 2.

Va é dito raiz quadrada de a

4.5.1. OPERACOES USUAIS

a) Vavb = ab

1 1
b) Vava = azaz = a
1 YJa-Vb
Ja+vb ~ a-b
dva+b =a+b

)i_‘/_a
) Z =1

c)

4.6. DESIGUALDADES PARA O CONJUNTO DOS REAIS

1) Tricotomia dos Reais

a€ER->(@<O0Ooua=0o0ua>0)

2) Translacdo

a>beceRoa+c>b+c

3) Produto da desigualdade
a=bec=>0-ac=bc

a>bec<0-ac<bc

4) Inversa

1 1
a>beab>0->—-—<-
a b

5) Transitividade

a=>beb=>2c—-a=c

6) Soma da desigualdade

AULA 01 - ALGEBRA ELEMENTAR




; Estratégia

Militares

Prof. VictorSo

a>bec>d-a+c>b+d

7) Potenciagao

a>beab >0 - a®>b?

4.7. SISTEMAS DE NUMERAGCAO

O sistema de numerac¢ao que estamos acostumados é o sistema de numeragao decimal ou
de base 10. Com esse sistema, podemos escrever os numeros em funcao das poténcias de 10.
Desse modo, cada algarismo de um numero na base 10 deve pertencer ao conjunto
{0,1,2,3,...,8,9}. Veja os exemplos:

357 =3-1024+5-10* +7-10°
1048 =1-103+0-10+4-10* +8-10°
15=1-10*+5-10°
1,15=1-10°+1-10"* +5-1072
—52=—-(5-10°+2-107"Y)

4.7.1. SISTEMA DE NUMERAGAO NA BASE B

Podemos representar os numeros usando outros tipos de base.

Seja b a base de um sistema de numeracdoe b € N, com b > 1. Podemos representar os
numeros usando a seguinte sequéncia de simbolos:

(@nan_q - a100a_1 ... )p

Onde a; representa o algarismo do numero. Esse algarismo deve pertencer ao conjunto
{0,1,2,..,b — 1}.

Um detalhe que devemos nos atentar é caso b > 10, os algarismos (a;) acima ou igual a
10 devem ser substituidos por letras maiusculas do alfabeto:

A=10
B =11
C =12

Como o sistema de numeracdo usual é o decimal, representamos os nimeros nessa base
sem os parénteses e o subindice b. Veja:

ta,a,_ 4 ...a.apa_; ... = +(a,a,,_1 ...a;a0a_1 ... )1
Para representar os negativos, basta inserir o sinal negativo na frente do maior algarismo.

Vamos ver alguns sistemas de numeragao.

AULA 01 - ALGEBRA ELEMENTAR 47




ﬁ Estratégia

Militares

Prof. VictorSo

4.7.2. SISTEMA BINARIO

Esse é o sistema de numeragao na base 2. O sistema binario é usado na computacao para
representar os bits. Os nimeros na base 2 sao conhecidos como numeros binarios. Cada algarismo
de um numero binario pode assumir os valores 0 ou 1. Exemplo de numeros binarios:

(10101,101),
(111,111),

4.7.3. SISTEMA OCTAL

Sistema de numeragcdo na base 8. Os algarismos devem pertencer ao conjunto
{0,1,2,3,4,5,6,7}. Exemplo:

(7103,25)4

4.7.4. SISTEMA HEXADECIMAL

Sistema de numeragao na base 16. Perceba que nesse caso, os algarismos podem ser
maiores ou iguais a 10. Dessa forma, os algarismos devem pertencer ao conjunto:

{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A4,B,C,D,E, F}
Exemplos:
F5A4
100FFF
ABCDEF123
Lembrando que nessecaso: A =10,B =11,C =12,D = 13,E = 14,F = 15.

4.8. MUDANCA DE BASE

4.8.1. MUDANGCA NA BASE b PARA BASE DECIMAL

Para converter um nimero na base b para a base decimal, basta expandir o nimero da
seguinte forma:

(apap_q A 00a_1 ... )p = Apb™ + ay_b" 1+ -+ a;b* + agh® + a_ b7 + -
Exemplos:
(132),=1-4'+3-4°+2-4"1 =75
(ACF),s =10-16%+12-16* + 15-16° = 2767

AULA 01 - ALGEBRA ELEMENTAR 48




-5

5 Estratégia

Militares

Prof. VictorSo

4.8.2. MUDANGA NA BASE DECIMAL PARA BASE b

Agora queremos converter um numero na base decimal para a base b, isto é, devemos
encontrar o caminho inverso da conversao acima.

Seja (X),o a representacdo de um nimero na base decimal. Ent3o:
(X)10 = (@pap_y - a100a_1a_3a_3 ...)p
Queremos encontrar os algarismos a;. Vamos separar os digitos de X em parte inteira e
parte fracionaria.
Definindo X; como a parte inteira de X e Xy como a parte fracionaria, temos:

X;=a,b"+a,_b" 1+ -+ a b + a,b°
a4 Qa_, Qa_3
Xy = b1 h2 +b3 to
Para encontrar X;, usamos o método conhecido como divisdes sucessivas e encontramos
a parte inteira de X. Veja:

X;=a,b™ +a,_b" 1+ -+ a; bt + ayh®

Dividindo a equacdo por b, encontramos:

Xi n—1 n-2 %o
—=a,b"" " +a, "+t a; +—
b b
a, é o resto da divisdo de X; porb e a,b" ' + a,,_; "% + --- + a, € um ndmero inteiro.
Se dividirmos o ndmero a,,b"" ! + a,,_;b""? + - + a, por b novamente, encontramos a.
E assim repetimos essa operagao até encontrarmos todos os digitos.

Na pratica, dividimos o numero X; por b sucessivamente até que o quociente das divisdes
sucessivas seja zero.
Para encontrar X, usamos o método multiplicagbes sucessivas. Veja:
a, a., Qa_j

Xf=b1+b2+b3+'"

Multiplicando a equacao por b:

a_, a_,
be = a_1+F+?+---

. . ~ . a_ a_ ,
Dessa forma, a_; torna-se a parte inteira da operacdo acima e — + — + --- é a parte
bt b2

fraciondria. Se multiplicarmos essa parte fracionaria por b, encontramos a_,. Repetimos essa
operagao até encontrar todos os digitos fracionarios.

Na pratica, multiplicamos X, por b até que ndo haja mais parte fracionaria.
Exemplo:
Vamos transformar o nimero 745,5 na base decimal para a base 8.

Inicialmente, separamos a parte inteira da parte fraciondria e calculamos cada uma
separadamente. Para a parte inteira, dividimos o nimero 745 por 8 e obtemos a parte inteira na
base 8:
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Devemos escrever a parte inteira de acordo com a ordem indicada pela seta:

Para a parte fraciondria, devemos multiplicar esse nimero por 8 sucessivamente. Os
numeros inteiros obtidos serdao os algarismos da parte fracionaria:

05:-8=4=>a_,=4
Assim, o numero 745,5 na base 8 é:

745,5 = (1351,4),

4.8.3. MUDANCA NA BASE b, PARA A BASE b,

Para converter um numero na base b, para a base b,, devemos primeiro converter o
numero para a base decimal e depois convertemos o decimal resultante para a base b,.

Devemos seguir o seguinte esquema:

base

base by decimal

base b,

Quando as bases forem poténcias de um mesmo nimero primo, podemos usar o método
do reagrupamento para mudar as bases. Exemplo:

Converter (1010101111), para a base 16:

Nesse caso, devemos ver quantos algarismos binarios sao necessarios para representar o
maior algarismo hexadecimal. O maioré F =15=1-23+1-22+1-21 +1-2°=1111.

Vemos que precisamos de 4 algarismos binarios. Entdao, devemos separar o numero na
base 2 em blocos de 4 algarismos:

(1010101111), = (10.1010.1111), = (0010.1010.1111),

Perceba que completamos o bloco mais a esquerda com zeros, isso devera ser feito quando
faltar nUmeros nesse bloco.

Os algarismos na base 16 serao a conversao de cada bloco em decimal. Veja:
0010 =0-2340-224+1-214+0-2=2
1010 =1-23+4+0-22+1-214+0-2°=10=4
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1111=1-234+1-2241-2'+1-2°=15=F
Dessa forma:
(1010101111), = (24F) 4

HORADE

PRATICAR!

12. Obtenha a representacdo na base 4 do numero (10101,01),

Resolugao:
Convertendo para decimal:
(10101,01), =1-2*4+0-23+1-2240-2'+1-2°+0-271+1-272 = 21,25
21,25 é fracionario, entdo devemos dividir em parte inteira e parte fraciondria.
Convertendo 21,25 para a base 4:

Efetuamos a divisao sucessiva de 21 por 4. Os maiores algarismos sdo os restos mais a

direita dessa divisdo conforme a seta. Assim:
21=1-42+1-4'+1-4°

Poderiamos ter escrito 21 diretamente em fung¢do das poténcias de 4 ja que ele é um
numero pequeno.

Caso o numero fosse maior, seria mais viavel dividir desse modo para encontrar os
algarismos da parte inteira.

Agora, encontrando os algarismos fracionarios:

0,25-4=1
Como nao temos mais fracdo no resultado dessa multiplicacdao, podemos escrever:
025=1-471
Portanto:

(10101,01), = (111,1),

5. PRODUTO NOTAVEL E FATORACAO

Uma expressdo algébrica pode ser escrita de diversas maneiras. Vamos tomar x2 + 2x +
1 como exemplo:

*+2x+1=(C+1Dx+1) =(x+1)?
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O processo de escrever x% + 2x + 1 como (x + 1)? é chamado de fatora¢3o e o processo
inverso, isto é, escrever (x + 1)? como x? + 2x + 1, é chamado de produto notavel.

TOME

NOTA!
(. X
Produto notavel
(x+1)P=x*+2x+1

Fatoracdo

A fatoracdo sera muito util durante a resolucdo de varias questdes dos vestibulares e
conhecer os produtos notaveis farao com que vocé ganhe tempo na hora de resolver as questoes.
Quando vemos, por exemplo, (a + 2)?, podemos aplicar diretamente a férmula do quadrado da
soma de dois termos e escrever (a + 2)? = a? + 2a - 2 + 22.

Aprenderemos a demonstrar os principais produtos notdveis e fatoracdes. E importante
gue vocé decore alguns deles, mas caso esqueca, vocé pode desenvolver as expressdes aplicando
a propriedade da distributiva e encontrar suas formulas.

a)alx+y) =ax+ay

b) (a + b)? = a® + 2ab + b?

c) (a — b)? = a® — 2ab + b?

d)a? —b%? =(a+b)(a—b)

e) (a+ b)) = a®+ 3a?b + 3ab? + b3

f) (a — b)® = a® — 3a?b + 3ab? — b®

g)a® + b3 = (a+b)(a?—ab + b?)

h) a® — b3 = (a — b)(a? + ab + b?)

a2 +b3+c®—3abc=(a+b+c)a®+ b?+c?—ab—ac — bc)
ja*—=b"=(a—-b)(@ ' +a* b+ -+ b"2%a+b"1)

k) a®™*1 + p2m*+1 = (a + b)(a®™ — a®™ 1 p + .- — b2~ 1g + p?™)

Demonstragao:
a)alx+y)=ax+ay

O primeiro produto notdvel pode ser encontrado aplicando a propriedade da distributiva
diretamente (técnica do “chuveirinho”).
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b) (a + b)? = a® + 2ab + b?
(a + b)? 1é-se a mais b elevado ao quadrado ou a mais b elevado a 2.
(a+b)’=(a+b)a+Db)

Vamos aplicar a distributiva em a e b:

e

—

(a+ b)(a+ b) =a*+ ab + ba + b* = a® + 2ab + b*

\J.J

c) (a — b)? = a? — 2ab + b?

Situacdo andloga a (b), a Unica diferenca é a presenca do sinal negativo em b. Aplicando a
distributiva:

(a —b)? = a®? —ab — ba + b? = a? — 2ab + b?

d) (a + b)(a — b) = a® — b?
Distributiva:

(a+b)(a—b) =a®?—ab + ba— b? =a? - b?

e) (a+ b)3 =a3+ b3+ 3ab(a + b)
(a + b)3 1é-se a mais b elevado ao cubo.
Podemos escrever (a + b)® = (a + b)?(a + b) e, assim, usar o produto notavel
(b) (a + b)? = a® + 2ab + b?
na expressao:
(a+ b)?(a+b)
(a®? + 2ab + b?*)(a + b)
(a® + a®b + 2a?b + 2ab? + b?a + b3)

a® + 3a®b + 3ab? + b3

Colocando 3ab em evidéncia:

a® + 3a?b + 3ab? + b®> = a® + 3ab(a + b) + b> = a®* + b3 + 3ab(a + b)
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f) (a — b)® = a®> — b® — 3ab(a — b)
Situacdo analoga a letra (e):
(a —b)°
(a—b)?(a—Db)
(a® — 2ab + b?*)(a — b)
(a® — a®b — 2a?b + 2ab? + b%a — b3)
a® — 3a’b + 3ab? — b3
Vamos colocar —3ab em evidéncia:
a® —3ab(a —b) — b3
a® — b3 —3ab(a — b)

g)a® + b3 = (a+b)(a®—ab + b?)
Vamos manipular a expressdo a® + b3:
a® + b3
Somando e subtraindo os termos a?b e ab? da expressdo, temos:
a® + b3 + a’b — a’b + ab? — ab?
Fatorando a expressao:
a® + a’b + ab? + b3 — a’b — ab?
a’(a+b) + b*(a + b) —ab(a + b)
(a + b)(a? + b? — ab)
(a + b)(a®? — ab + b?)

h)a® — b3 = (a — b)(a? + ab + b?)
Usaremos a mesma ideia usada em (g):
a® — b3
a® — b3+ a?b — a’b + ab?* — ab?
a®> — a’b + ab? — b3 + a?b — ab?
Fatorando a expressao:
a’(a—b) + b*(a — b) + ab(a — b)
(a — b)(a? + b? + ab)
(a — b)(a%? + ab + b?)

i)a3 +b3+c®—3abc=(a+b+c)a?+ b?+c?—ab— ac — bc)

Vamos usar o seguinte produto notavel: (x + y)® = x3 + y3 + 3x?y + 3xy?
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Somando e subtraindo os termos 3a?b e 3ab? da express3o:
a® + b3 + ¢3 — 3abc + 3a?b — 3a?b + 3ab? — 3ab?
Organizando os termos:
a® + b3 + 3a?b + 3ab? + ¢ — 3abc — 3a*b — 3ab?
(a® + b3 + 3a?b + 3ab?) + ¢ — 3abc — 3a*b — 3ab?
Fazendo a3 + b3 + 3a?b + 3ab? = (a + b)3:
(a+ b)3 + ¢ —3abc — 3a?b — 3ab?
Fatorando os termos:
[(a+ b)3 +c2]—3ab(c+a+b)
Lembrando que x* + y® = (x + y) (2% — xy + y?), temos:
(a+b+c)(a+b)?>—(a+b)c+c?|—3abla+b+c)
(a+ b+ c)(a®? + 2ab + b* — ac — bc + ¢* — 3ab)
(a+b+c)(a®+ b*+c?—ab—ac— bc)

ja*—b"=(a—-b)(@ ' +a* b+ -+ b"2%a+b"1)

Prof. VictorSo

Vamos mostrar que desenvolvendo (a—b)(a®™ 1+ a™ 2b+ -+ b" 2a+ b 1)

chegamos no produto notavel a™ — b™.

Veja:

A=a@*+a"?b+--+b"2a+b" ) =a"+a" b+ -+ b"%a% + ab™?!
B=b@'+a"2b+--+b"2a+b"1)=a""h+a*?h?+ -+ b"1a+ b"
A-B=a"+a" " 'b+--+b"?a’ +ab" " — (a"'b+a"?b* + -+ D" ra+ b")

Perceba que os termos em vermelho se cancelam. Desse modo, obtemos a seguinte

expressao:
A—B=a"—-b"

Também podemos escrever:

A-B=a(@" '+a*?b+-+b"?a+b" ") -b@ " +a"?b+ - +b"?a+b")

A—B=(a-b)(a"t+a"?b+ -+ b"2%a+b"1)
—b*=(a-b) @ *+a*?%b+--+b"2a+b"1)

k) a2m+1 + b2m+1 — (a + b)(aZm _ aZm—l b + = me—la + me)
Usando a mesma ideia da fatoracao acima:
A= a(aZm _ aZm—l b+ aZm—ZbZ . me 2 2 me 1Cl + me)

— a2m+1 _ aZmb + a2m—1b2 R me 2 3 me 1a2 + b2m

B = b(aZm _ a2m—1 b + a2m—2b2 4 me 2 2 b2m 1a + me)

— aZmb - a2m—1 b2 + aZm—2b3 ot b2m 1 2 mea + b2m+1
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A+ B
— a2m+1 _ a2mb + aZm—le — et me 2 3 me 1a2 + mea + aZmb 2m—1 bZ
+ a2m—2b3 . me 1 2 mea + b2m+1

Perceba que os termos coloridos se cancelam. Assim, obtemos:
A+ B = a2m+1 + b2m+1
Também podemos escrever:
A + B = a(aZm _ aZm—l b + a2m—2b2 4 b2m 2 2 b2m 1a + me) +

b(aZm _ a2m—1 b+ aZm—ZbZ 4 me 2 2 me 1a + me)
A+ B = (a + b)(aZm _ a2m—1 b+ a2m—2b2 . b2m 2 2 b2m 1a + me)
a2m+1 + b2m+1 — (a + b)(a2m _ aZm—l b+ aZm—ZbZ . me 2 2 me 1a + me)

5.1. FATORACAO USANDO RAIZES

Uma expressdo pode ser escrita como uma fungdo, por exemplo, f(x) = ax? + bx + c,
para f:R = R, é uma fungdo quadrdtica do segundo grau na varidvel x. Podemos fatorar a
expressao dessa funcdao em fatores usando as raizes dessa fungao. Chamamos de raizes os valores
de x que zeram a express3o, se @ é um numero real tal que f(a) = aa? + ba + ¢ = 0, entdo a
é raiz de f. Ndo se preocupe se vocé ndo entendeu até aqui, veremos tudo com mais detalhes na
aula de fung¢des quadraticas, por hora, basta saber o que é uma raiz. Vejamos como fatorar uma
funcao pelo método das raizes.

Preliminarmente, saiba que toda funcdao polinomial de grau n, possui n raizes. Nos
restringiremos ao grau n = 2 e veremos futuramente outras fatoracdes na aula de polindmios.
Se a e 8 sdo raizes da equagdo ax? + bx + ¢ = 0, entdo, podemos escrever:

ax’+bx+c=alx —a)(x—p)
Observe na pratica como essa fatoragao é feita.
5.1.a) Fatore a expressdo x% — 4x + 3.

O primeiro passo para fatorar essa expressdo é encontrar as raizes da equacdo

—4x+3=0
Vocé deve se lembrar que as raizes de uma equac¢ao quadratica sao dadas por:
—b + VA
x = ————,onde A = b? — 4ac

2a
Calculemos o A:

A=b?>—4ac=(—4)>*—-4-1-3=16—-12=4-A=4

Assim, temos as seguintes raizes:
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—(-4)+V4 442 . ;
x = = =>x; =1oux, =
2-1 2 ! 2
Encontramos duas raizes distintas, 1 e 3, logo, podemos escrever:

x> —4x+3=(x-1Dx-3)

5.2. APLICACAO

Agora que conhecemos diversas fatoragdes e produtos notaveis, podemos ver na pratica
como usamos esses artificios nos problemas matematicos (isso sera muito util para acelerar os
calculos nas questdes de matematica!). Vejamos alguns exemplos de aplicac¢des.

5.2.a) Simplifique
(V2 +V3)(v2 = 3)
Resolugao:
Veja que essa expressao lembra o produto notavel:
(a+ b)(a —b) = a? — b?

Assim, temos:

(VZ+V3)(VZ—-V3)=VZ -3 =2-3=-1

5.2.b) Encontre o valor da expressao:

/59992 + 5999 + 6000

Resolugao:

Note que temos um numero elevado ao quadrado, logo podemos nos lembrar da
fatoracao:

a’? + 2ab + b? = (a + b)?

Manipulando a expressao dentro do radical, temos:

/59992 4+ 5999 + 6000 = /59992 4+ 5999 + 5999 + 1 =+/59992 +2-5999 - 1 + 1

= /(5999 + 12 = V6000 = 6000

5.2.c) Sabendo que x + % = 10, calcule o valor de x? + xiz
Resolugao:

Veja que elevando x + % = 10 ao quadrado, obtemos:

1\2 1 1
(x+—> =102=>x2+2-x-—+—2=100
X X X

1 1
x> +2+— =100 = x? +— =100 — 2 = 98
X X

AULA 01 - ALGEBRA ELEMENTAR 57




; Estratégia

Militares

5.2.d) Sabendoquea + b + ¢ = 0 e abc = 1, calcule
a®+ b3+ ¢3
Resolugao:
Podemos usar a seguinte fatoracao
a®>+b3+c®—3abc=(a+b+c)(a®?+b?+c?—ab—ac— bc)
Isolando a soma pedida, temos:
al+b3+c3=(a+b+c)a®+b?+c?—ab—ac— bc)+ 3abc
Substituindo os valores:
al+b3+c*=0-(@®*+b*+c*>?—ab—ac—bc)+3-1
sadl+b3+c3=3

HORADE

PRATICAR!

1. Fatore:
2. (a+2b—-3c)®*+(b+2c—3a)®+ (c+2a-3b)3
Resolugao:
Vamos usar a seguinte fatoracgao:
x3+y3+22-3xyz=(x+y+2)(x*+y*+2z%>—xy —xz— yz)
Note que se x + y + z = 0, entdo x> + y3 + z3 = 3xyz. Assim, temos:
(a+2b—-3c)>+ (b +2c—3a)®+ (c+2a—-3b)3
x+y+z=(@+2b—3c)+(b+2c—3a)+(c+2a—-3b)=0
= x3+y3 +23=3xyz
~(a+2b-3c)3+ (b +2c—3a)®+ (c+2a—-3b)3
=3(a+2b—3c)(b+ 2c —3a)(c +2a—3b)
Gabarito: 3(a + 2b —3¢)(b + 2c — 3a)(c + 2a — 3b)

Prof. VictorSo

3. Prove que o niimero v/45 + 29vZ + /45 — 292 é um niimero racional.
Resolugao:

Veja que
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x=3\]45+29\/§+3\/45—29\/2=>x—3\/45+29\/§—3\/45—29\5:0

Temosocasox +y +z =0, logo x3 + y3 + z3 = 3xyz.

X3+ <—3/45 + 29&)3 + (—3/45 - 29\/5)3 = 3x (—3/45 + 29&) <—3/45 - z9x/§>

x® — (45 +29V2) — (45— 29V2) = 3xi/(45 +29v2)(45 — 29v2)

x3 — 45 — 29v2 — 45 + 292 = 3x3/452 — 292 - 2
x3 —90 = 3xV2025 — 841 - 2
x3 — 90 = 3xY2025 — 1682
x3 — 90 = 3x3/343
x3—3x373-90=0
x3—21x—-90=0

*Caso vocé seja um aluno iniciante, ndo se assuste com os proximos passos. Nesse momento,
devemos fatorar a equagao. Ainda estudaremos as diversas técnica de como encontrar as raizes
de uma equacdo e como simplifica-la. O importante aqui é entender a ideia do problema.

Por inspecdo, podemos verificar que x = 6 é raiz, assim, podemos tentar fatorar a equacao
procurando esse fator:

x3—21x—90 = x3 — 6x%2 + 6x2 — 36x + 15x — 90 = x*(x — 6) + 6x(x — 6) + 15(x — 6)
x3—=21x—90 = (x — 6)(x? + 6x + 15)
*A técnica mais facil para simplificar a equagao seria aplicando o algoritmo de Briot-Ruffini
(veremos em aulas futuras):
6 | 1 0 —21 —90
[ 1 6 15 0

>x-6)(x?+6x+15)=0
Assim, veja que x = 6 é uma raiz e as outras devem estar na expressao quadratica.
Analisando o A da equacao:
x2+6x+15=0
A=b?>—4ac=6>—-4-1-15=36—-60=-24<0

Portanto, podemos concluir que essa equagdo ndo possui raizes reais. Logo:

x=3\/45+29\/§+3\/45—29\/§=6

Gabarito: Demonstragao.
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6. POLINOMIOS SIMETRICOS

Vamos estudar uma ferramenta muito util para resolver questdes algébricas de fatoracao,
os polindmios simétricos.

6.1. POLINOMIO SIMETRICO COM DUAS VARIAVEIS

Dizemos que um polindmio P(x,y) é simétrico se, e somente se, P(x,y) = P(y,x) para
todos os valores x e y.

Exemplos:
x+y
Xy
x% + y?
x3+y3
x%y + xy?

Vamos apresentar aqui uma técnica para calcular o valor dos polindmios simétricos da
forma

Spn=x"+y%n=0,12,..
Inicialmente, usaremos dois polindbmios simétricos elementares:
Vamos fatorar S,, e tentar encontrar um padrdo:
Sp=a"+y" =+ Gy -yt -1y
Sp=+y) "y ) —xy (" 4+ YY)

o1 Sn-1 (o) Sn—2

2|8y = 01851 — 025, n = 2]

Assim, encontramos uma férmula de recorréncia que nos permite calcular S,, em fungao
de g, e g, para qualquer valor de n = 2. Para isso, devemos assumir:

So=x"+y°=2
Si=x+y=0y
Com isso, temos:
S, = 0,5, — 0,5, = 0,0, — 0,2 = 0% — 20,
Sy = 0,5, — 0,8, = 0,(6% — 20,) — 0,01 = 07 — 30,0,

Vejamos um exemplo.
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6.1.a) Calcule o valor de x° + % sabendo que x + % = 3.

Resolugao:

Queremos saber o valor de

s 1
S5 =X + _5
X
Usando a formula de recorréncia:
55 = 0_154_ — 0—253
Temos:

1
O'1=X+—=3

Da lei de recorréncia:
Sy = 0153 — 0,5,
S; =05, —0,5;
S, = 0.8, — 0,8, = 0 — 20,

=5,=32-2=7
=8 =05-0,5=7-3—-2-3=15
=S5, =05 —0,5,=3-15—-1-7=38
=S5 =0,5,—0,5=3-38—-1-7=107

~ [Sg = 107

TOME

NOTA!

0,9

.o

Em uma equacdo quadratica, podemos aplicar as relagdes de Girard para obter a soma e o produto
de suas raizes. Para isso, dada a equacdo ax? + bx + ¢ = 0 cujas raizes s30 x; e x,, temos:

b

S=x1+x, = 3

c

P=xx, = p
Usando essas relagdes, podemos obter o0, e o;.

*Relagdes de Girard sera estudado mais a fundo em equagdes algébricas.
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6.2. POLINOMIO SIMETRICO COM TRES VARIAVEIS

Dizemos que um polindmio P(x,y,z) é simétrico se, e somente se, P(x,y,z) =
P(x,z,y) = --- para todos os valores de x, y e z.

Definindo os polindbmios simétricos elementares, temos:
oo=x+y+z
O, =Xy +xz+yz
03 = XyZ

Vamos encontrar a lei de recorréncia para S, =x"+y"+2z",n€{0,1,23,..}.
Inicialmente, veja que:

So=x+y°+2°=3
Si=x+y+z=o0
S, =x>+y*+z2=(x+y+2)?—2(xy+xz+yz) = of — 20,
Paran = 3, temos:
Sp=x"+y*+2z"
= (x+y+2) " 4yt 4 g01) gyl — ygnml gy gl gyl et

=x+y+2)(x" T+ y" 1+ 2" ) — (xy + xz 4+ y2) (™% + Y2 4 2"72)
+ xyz(x" 3 + y" 3 4+ 2"73)

x |Sn = 0'15n_1 - O-an_z + 0-3511—3; n = 3|

HORADE

PRATICAR!

Exercicios de Fixacao
13.Se x; e x, sdo solucdes da equacdo x* — 3x + 1 = 0, determine o valor de x{ + x3.
Resolugao:
Vamos obter g, e g, usando as relagdes de Girard:
b -3

0_1=xl+x2=_;=_7=3

0, = X1X =£=1=1
2 — M Z_a_l_
A guestao pede:
S, =x7+ x5

Usando a lei de recorréncia:

Sy = 0155 — 0,5,
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S3 = 015, — 035,
S,=0f—-20,=3>-2-1=7
=285 =3-7-1-3=21-3=18
=5,=3-18—-1-7=47
Gabarito: S, = 47

14.Resolva o sistema de equacdes:
xX+y+z=a
x% + y? + z%2 = b?
x}+y3+z3=a3
Resolugao:
A questao nos da:
Si=0,=a
S, = b?
S;=ad
Usando a lei de recorréncia:
S;=0,S,— 0,5, +03S,>a®>=a-b*>—o0,-a+o;-3 (eq.l)
Da primeira equagdo, podemos elevar ao quadrado para encontrar g;:
(x+y+2)=a*=>x*+y*+2z2+2(xy + xz + yz) = a*

a%-b?

:b2+20-2=a2$0-2=
Substituindo na eq. I para encontrar og3:

a® — ab? + 0,a = 30,

a(a? — b?) + (atbz) a = 30,

1
03 = Ea(a2 —b?)
Portanto, nosso novo sistema é:

oo=x+y+z=a
a2_b2

2

O, =Xy +xz+yz=
03 = XyzZ = %a(a2 — b?)
Na primeira equagdo desse sistema, temos y +z = a — x.
Na terceira equagdo, temos yz = i Ea(a2 - bz)].

Substituindo na segunda:

a%-p?

Xy +xz+yz=
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a?-b?
2

_ 12 (q2 — p2y] = &2=b2
x(a x)+x[2a(a b)]— -

x(y+2z)+yz=

ax — x? +%a(0t2 — b?) =#
2ax? — 2x3 + a(a? — b?) = (a? — b?)x
2x3 —2ax? + (a®> = b*)x —a(a®? - b*) =0
2x2(x—a)+ (@ -b?)(x—a) =0
2x?2+a?-b>)(x—a)=0
As raizes sdo:

X, =a

b2_a2 b2_a2
2x2+a’—-b*=0=>x%= - :x2,3=i/ .

Encontramos 3 possiveis valores para x. Como o polindmio é simétrico, temos que todas

= 5 : b2-a? b2-a?
as solugdes serao as triplas ordenadas formadas pelos elementos {a; TS

. . b2-qa? b2—qa?
Gabarito: Todas as triplas ordenadas com os elementos {a;\/ . ;—\/ . }

15.Fatore a expressdo x3 + y3 + z3 — 3xyz usando polindmios simétricos.
Resolugao:
Temos:
x3+y3+23—-3xyz=S5; — 30,
Da lei de recorréncia:
S3 =015, — 0,5, + 035,
= S; = 0,5, — 0,07 + 303
Sabemos que S, = o2 — 20,, logo:
= S, = 0y(6? — 20,) — 0,0, + 303
S; = 07 — 30,0, + 305
Portanto, a expressao é:

x3 +y3+ 23 —-3xyz = (6 — 30,0, + 303) — 303
x3+y3+ 23 -3xyz =02 - 30,0, =0, (012 — 20, — 02>
S
2

Y3472 =3xyz=(+y+2)(x*+y* + 2> —xy —xz —yz)

Gabarito: Demonstragao
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16.Determine todas as solugdes reais do sistema
{ x+y+z=1
x3+yi+ 2 txyz=xt+yrt+zt+1
Resolugao:
Do sistema, temos:
o, =1
S3+0;=5,+1
Da lei de recorréncia:
S; =0 — 30,0, + 303 =1 — 30, + 30,
Sy = 0155 — 0,5, + 035,
S, = 0,(6} — 30,0, + 303) — 0,(6f — 20;,) + 030,
= S, = off — 40%0, + 40,03 + 20} = 1 — 4o, + 4oy + 207
Substituindo na equacao:
S3+0;=5,+1
1—30,+305+03=1—40,+ 40, + 207 + 1
=20f—0,+1=0
Analisando o A:
A=(-1)?2-4-2-1=-7<0

Como A < 0, temos que ndo existe 0, € R que satisfaz a equagao. Portanto, ndo
existem solugdes reais.

Gabarito: Nao ha solucgdo.

7. DESIGUALDADE

Vamos iniciar o estudo das desigualdades. Esse assunto pode nos ajudar a resolver diversas
guestdes que pedem para analisar maximos e minimos. Vejamos os principais e suas respectivas
demonstragoes.

7.1. DESIGUALDADE DE CAUCHY

Para x,y € R}:

xX+y

Demonstragao:
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No conjunto dos reais, sabemos que qualquer numero elevado ao quadrado é maior ou
igual a zero. Entdo, podemos escrever para a,b € R}:

(a—b)*=>0
a’?—-2ab+b*>0
a? + b? > 2ab
a? + b?
— > ab
Fazendo a? = x e b? = y, encontramos:
x +

7.2. TEOREMA DE CAUCHY

Para x4, x5, ..., X, E Ry, en € N:

X% Xy =12 %+ 2,4+ +x, 2 1

Demonstracao:
Vamos provar por PIF.
Verificando a veracidade da propriedade paran = 1:
x1=1=>x,=12>1
Logo, é valido paran = 1. Agora, vamos provar a tese através da hipdtese para k € N:

Hipotese:

X1, X5, e, X € R}
{1 2 e s tx et x, 2k

x1 'xz " ...'xk = 1
Tese:

X1, X0, eeny X1y X € R}
{1 2 A T A R S T I |

X1 Xy e X" Xpep1 = 1

Para todos os termos unitarios, temos que a demonstracao é imediata:

X1 =Xy = = X = X1 = 12X "X o X " Xpp = 1
x1+x2+"°+xk+xk+1 =k+1 2k+1

Caso alguns termos sejam distintos, existirdo termos maiores do que 1 e termos menores
do que 1. Pela hipdtese, temos:

X1 "Xy " vii" X " (xk . Xk+1) =1= Xq +x2 + - +xk_1 + (xk 'xk+1) >k

Sem perda de generalidade, vamos supor x, = 1 e x;,; < 1.Somando —x; * X, 41 nos dois
lados da desigualdade:

X1+ 3 ot g+ (o 2pe) — X X 2k — X0 Xpgq

x1+xZ+"’+xk_12k_xk'xk+1
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Somando xj, + x4 nos dois lados da desigualdade acima:
Xy + Xy + o F X X X k=X Xy X X

Agora, vamos somar (+1 — 1) no lado direito da desigualdade:

X1+ X, + o F Xy F X F X K= X X F X F Xy 11
Vamos fatorar o lado direito da desigualdade:

X+ X+ ot X g Xt Xy k1 —x X Xy Fx— 1

Xy +xXy+ X gt X X1 =k +H 1 —xp (0 — 1)+ (x, — 1)

Xe+ X+ X Fxpg F X 1T+ (g — DA — x344)
Da suposicao inicial:
X 2=21=>x,-1=20
Xee1 S1=21 =249 20

Portanto:

Xi+xy+ o F X X a2k 14+ O - DA —xp) = k+1
=0 =0

-'-x1+x2+“‘+xk_1+xk+xk+12k+1

Prof. VictorSo

7.3. DESIGUALDADE DE CAUCHY-SCHWARZ

Para ay,a,,...,a, € Re by, by, ...,b, ER:

(a1by + azby + -+ a,b,)* < (a3 + a2 + -+ + a2) (b3 + b3 + -+ + b2

Demonstragao:
Para ay,a,,..,a, € Reby, by, ...,b, €ER:
(a;x +b))?* =0
(a,x +by)2 =0
(a,x + i)n)z >0
a?x? + 2a;b;x + b2 >0
asx? + 2a,b,x + b3 =0
azx? + Zanl;nx +b2=>0
Somando as desigualdades, temos:
(a? + a3 + -+ a?)x? + 2(a;b; + ayb, + -+ a,b,)x + b? + b5 + -+ b2 >0
Para essa inequagao ser satisfeita Vx, devemos ter A < 0:
A = 4(a.b; + ayb, + -+ a,b,)? — 4(a? + a3 + -+ a2)(b? + b? + -+ + b2)
4(a by + azby + -+ aphy)? —4(a2 + a3+ +aZ)(b? + b2+ -+ b2) <0
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~(aiby + ayby + -+ apby)* < (af + a3+ -+ az)(b? + b + -+ b3)

7.4. DESIGUALDADE DAS MEDIAS

lllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllll
PRESTEMAIS

ATENCAO!

IMQ > MA > MG > MH

Onde:
2 2 2
Xy +x3+--+x
MQ = |2 2 " ™ (Média Quadratica)
Xg+x; + -+ x
MA ="—=—"2 L (Média Aritmética)
MG =[x, - x5+ .- x, (Média Geométrica)
n
MH = 1 T (Média Harmonica)
J—— _|_ JE— + ces + —
X, Xy Xn
Atencdo! Aigualdade entre as médias ocorre se, e somente se, x; = x, = x3 = **+, 0U S€ja,

os termos envolvidos sdo iguais!
Exemplo:

6.4.a) Sabendoque a, b € R} equeab = 100, calcule o minimo valor de a + b e os valores
de cada uma dessas variaveis.

Resolucao:

Como queremos saber o minimo valor de a + b, podemos usar a expressdao da média
aritmética e ja que temos o valor do produto ab, podemos comparar essa média com a média
geomeétrica.

MA > MG
a+b
> >+vab =>a+b>2Vab

O minimo ocorre quando a + b = 2+ ab, logo:

a+b=2V100=2-10=20 - |a + b = 20
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Sabemos que a igualdade das médias ocorre somente quando os termos envolvidos sao
iguais, assim, temos:

a=b=a+b=a+a=2a=20:[a=b=10]
Demonstragao:
Vamos provar por partes.
1) My = My
Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz:
(a;by + ayb, + -+ a,b,)? < (a? + a2 + -+ a2)(b? + b2 + - + b2)
Fazendo b; = b, = by =+ = b, = 1, temos:
(ay+a,+-+a)*<(at+a5+-+a2)n
Dividindo ambos os lados por n? > 0:
(ay +a; + -+ a,)? - (ai + a5 +--+ap)

n2 n

@+ + oty af+as+--+ak

n n
M, < M,
“ My =M,
2) M, = Mg
Pela definicdao de M,:
Mg ="/x1 Xy "Xy 2 ME =X X" o Xy

Dividindo a igualdade por M}:
X1 X3 Xn

—_— = —=1
Mg Mg Mg
Usando o teorema de Cauchy:
X1 X2 Xn X1 X2 Xn
— .. =l —+—F - t—2>n
Mg Mg M Mg Mg M
Logo:
xl + Xz + b + Xn
n = Mg
My = M,
3) M; = My

Sabemos que M, = M., entdo:
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x1+x2+"‘+xn

>Nx X, X
n \/ 1 2 n
Substituindo x; = i,O < i< n,temos:
1 1 1
(a_1+a_2+ "+a_n) 101 1
n a, a, a,
1 1 1
(G+g*t*a) i
n Jas - a; a,
Y 2T
al'az' ..'an_ 1 1 1
_+_+.. +_
a; a; an
Mg = My

Assim, provamos que:
My =My =2 Mg = My

HORADE

PRATICAR!

Exercicios de Fixacao

17.Demonstre para a,b € R} :

a2+b?

N
v
|Q
N |+
o
v
5
[wy)
v
Q|N
+ |8
[ N =)

Resolugao:
Demonstracao vista na aula tedrica. Basta fazer n = 2 e provar:
My = My =2 Mg = My

Gabarito: Demonstragao

18.Demonstre para a,b € R}:

SEES
+
QT
\%
N

Resolugao:

Sabemos que qualquer diferenca de nimeros elevado ao quadrado é maior ou igual a
zero, logo:

(a—b)* =0
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a’?—2ab+b* =0
a’ + b? > 2ab
Dividindo ambos os lados por ab > 0:

a%+b?
ab
a b

L=t =-2=2
b a

> 2

Gabarito: Demonstragao

19.Demonstre paraa € Rea # 1:
(1+a+a*)?<3(1+a?+a%
Resolugao:
Vamos provar por absurdo. Supondo que:
(1+a+a?)?=>3(1+a?+a%)
a*+a*+1+2a®+2a*+2a =3+ 3a* + 3a*
2a*+2-2a2-2a<0
a*—a®—-—a+1<0
atla—-1)—-(a—-1)<0
(@-1D@-1)<0
(a—1D?*@®+a+1)<0
Perceba que f(a) = a®?+a+ 1> 0,Va € R, pois:
A=12—-4=-3
Comoa # 1,temosa — 1 # 0. Desse modo:

(a—1?@+a+1)<0

>0 >0

O produto de dois nimeros positivos é sempre positivo, logo, chegamos a um absurdo!
Portanto:
(1+a+a®)?<3(1+a?+a%)

Gabarito: Demonstragao

20.Sabe-se que a média aritmética de 5 numeros inteiros distintos, estritamente positivos,
é 16. Calcule o maior valor que um desses numeros pode assumir.

Resolugao:

Sejam a, b,c,d,e, 5 numeros inteiros positivos e distintos. Entdo, de acordo com o
enunciado:
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a+b+c+d+e

. =16=>a+b+c+d+e=80

Supondo que a seja 0 maior inteiro positivo, temos que ele assumira o maximo valor
quando b + ¢ + d + e for minimo. Isso acontece quando esses niumeros sdao consecutivos.
Supondo que b é o menor deles:

b+c+d+e=b+b+1)+b+2)+Bb+3)=4b+6
>a+4b+ 6 =80
a=74—4b

Como todos os numeros sdo estritamente positivos, vemos que o menor valor inteiro
que b pode assumir é b = 1, desse modo:

a=74—-4
a=170
Gabarito: 70

4
21.(ITA/2002) Mostre que G +2+ %) > (g 4, para quaisquer x e y reais positivos.

Obs.: C,, , denota a combinagdo de n elementos tomados p a p.
Resolugao:

O valor numérico de (g 4 (esse tema serd visto na aula de analise combinatdria) é:

Cou = 8 _ 8765 _ .o

T o4l4) 4-3:2

Assim, temos que provar a seguinte desigualdade:
4
E+2+2) >70
y X
Como MA = MG, usando os termos 5 e i—’, obtemos:

X,y
MAzMG:;(y—’“)> X324 Y50
X

2 y x y

Somando-se 2 na desigualdade obtida e elevando a quarta poténcia, encontramos:
4
E+2+2) 2@2+2)
y x
4
E+2+2) =@
y x
4
(E+2+2) 2256>70
y X

Gabarito: Demonstragao

4. Se x e y sao numero reais positivos, entao qual o menor valor da expressao abaixo?

12 18
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Resolugao:

Vamos usar MA > MG:

12 18
7+7+x3’> :[12 18
3 T | x Xy
12 18
—+—+xy = 3V216
X y
12 18
—+—+xy=3-6
X y
12 18
—+—+xy =18
X y
Portanto:
fmin(x:y) =18
Gabarito: 18

Prof. VictorSo

3

6. Calcule o menor valor da expressdo 6x + —;, sabendo que x > 0.
X

Resolugao:

Note que
3 3
6x+—=3x+3x+—
X X

Assim, podemos escrever:

MA = MG

3
3x+3x+x—22 3327

24
3x+3x+—229
X

fmin(x) =9
Gabarito: 9

7. Se 0 < x < 1, qual o maior valor de f(x) = xV1 — x2?
Resolugao:
Temos f(x) = xv1 — x2. Elevando ao quadrado:

[f(0)]* = x*(1 —x?)
Usando MG < MA:
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(x? + (1 —x?))

Jx2(1 —x2) < 5
Vx2(1—x2) <

N =

Como 0 < x < 1, temos:

> x1—x2<

N =

Portanto:

fmax = E
Gabarito: 1/2

8. QUESTOES NIVEL 1

1. (Exercicio de Fixagdo)

Fatore as seguintes expressoes:

a) x2 + y?> — 9y% — 2xy

b) 6 — 6

c)2ab — a? — b? + ¢?

d) a* + b*

e)x®+1

f)x® —1

g)xt+x%+1
h)ya*— a3 +a? -1
i)a?—6a+9

j) 16a* — 17a’b? + b*

k) a* + 4b*

) (x + y)(a? — 2ab + b*) + (x + y)3(a — b)3
m) a® + b® — ab* — a*b
n(x-y3*+@-2°-(x-2)>
o) 2x1* — 512x°

p)x® +3x3 —4

q) xy* + w(z —y) — xyz

r)a® + b3 + ¢ — 3abc

2. (Exercicio de Fixagdo)

2
. ~_ a“+7, P . .
Para quais valores de a € Z, a fragao 23 € um numero inteiro?
a
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3. (Exercicio de Fixagao)
Simplifique:

a®+2a®b3+b°
a) a®—pé

a3—p3
a(b+c) b(a+c) c(a+b)

(a-b)(a=c)  (b—c)(b—a) (c—a)(c—b)

4. (Exercicio de Fixa¢do)
Prove que as seguintes afirmag¢6es sao verdadeiras:
a) (n® —n):30
b)(2n®+3n®’+n):6

5. (Exercicio de Fixagdo)

Use o PIF para demonstrar as seguintes afirmagoes:
n(n+1)

a)1+2+4+3+--+n= ,Vn € N*
b)12+22+32+---+n2=M,Vnel\l*

2
13 +2% 4 tnd = "2 vnen

1 1 1 1 11 1 )
d) 123 7234 3257 nn+)(n+2) 2 [E a (n+1)(n+2)] /VREN

eln(n+1)(n+2):6,yneN
filn?+n:2,vneN
gi2n>n+1,vneN*

6. (CN/2002)

Se a, b e c s3o algarismos distintos, no sistema de numeragdo decimal existe um tnico nimero de
dois algarismos (ab) tal que (ab)? — (ba)? = (cc)?. Ovalorde (a + b + ¢) é igual a:

a)l1
b) 12
c)13
d) 14

e) 15

7. (CN/2000)

O valor da expressao abaixo é
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V25 )
——+3
-2 (2

1_16.16 0333+ 1) (3
27 9 ’ 4-)

8. (CN/2001)

Se2 < x < 3,entdox + 2vx — 1 —/x — 2vx — 1 éigual a:
a)2

b) Vx

c)2Vx—1

d) 2v/x

e)3

9. (CN/2002)

Sea=\/4— 10+2\/§eb=\/4+ 10 + 2+/5, entdo a + b é igual a:
a) V10

b) 4

c) 2+/2

d)V5+1

e)V3+2

10. (CN/2011)

O niimero real /26 — 15v3 é igual a
a)5—-+3

b)V7 — 43
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c)3 -2
d)\V/13-3V3
e)2

11. (EEAR/2000)

. ope 2a?® 2
Simplificando % - (a*x*)73,coma > 0 e x > 0, temos

2a3\/ a?x2

3x

b) 23\/ a?x?
3ax

C) 2x3\/ aZx?

3a

a)

3
2V a%x2
3x

d)

12. (EEAR/2001)

4 2
—3-(—1%)% — 5°, obtemos

Efetuando (—2%)
a) 10

b) 12

c)a

d)—-12

13. (EEAR/2001)

Supondo definida em [ a fragao:

va-Jatva-Ja—va-va+ti

az-1

O seu valor é:

a)va+1
b)a+1
ca—1

d)a

14. (EEAR/2002)
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a4-p~*

a—2-p—2

A fragao éigual a
a)a®—bp°
b)a 2 — b2
ca?+ b2

d) a? + b?

15. (EEAR/2002)

O valor da expressao \/?::3'6 — %{2 —1,5+ (1 + %)} éigual a:
a) 11—2

b)

c) —%

d)

16. (EEAR/2002)

Se K é um numero inteiro, K* + K é necessariamente um
a) multiplo de 2

b) multiplo de 3

c¢) produto de dois nimeros impares.

d) produto de dois nimeros primos.

Prof. VictorSo

GABARITO

1. a) (x —4y)(x + 2y)
b) (x — y)(x + ¥)(x* + y? — xy)(x* + y* + xy)
c)(c—a+b)(c+a—-D>b)
d) (a? + b% —v2ab)(a® + b? + V2ab)
e) (x? + 1)(x% + 1 —3x)(x? + 1 +/3x)
Hx—Dx+DE?2—x+D2+x+1)
g) (x2—x+1Dx?+x+1)
h) (a—1)(a®+a+1)
i) (a —3)?
j) (4a — b)(4a + b)(a — b)(a + b)
k) [(@a — b)? + b?][(a + b)? + b?]
) (x +y)(@a=Db)?*[1+ (x + y)*(a — b)]
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m) (a? + b?)(a + b)(a — b)?
n) 3y —2z)(x—y)(z—x)
0) 2x%(x — 2)(xx + 2)(x? + 4)(x? + 4 — V8x)(x? + 4 + /8x)
p) X3 +4D)x -2 +x+1)
a) z—y)(=xy +w)
r)(a+ b +c)(a?+ b?+c?—ab—ac — bc)
a€{-19,-11,-7,-5,-4,-2,-1,1,5,13}
a) (a+b)(a?-ab+b?)
(a=b)(a2+ab+b?2)
b)

a(a-2)
c)a® + a3b3 + b®
d)—1
Demonstragao.
Prova por PIF.

d

o

a
d

10.b
11.d
12.c
13.d
14.c
15.a
16.a

Prof. VictorSo

RESOLUCAO

1. (Exercicio de Fixagdo)

Fatore as seguintes expressoes:

a) x% + y* — 9y — 2xy
b) 6 — y°

c) 2ab — a* — b? + c?
d) a* + b*

e)x®+1

f)x® —1
g)xt+x%+1
h)ya*— a3 +a? -1
i)a? —6a+9

j) 16a* — 17a*b? + b*
k) a* + 4b*

) (x + y)(a? — 2ab + b?) + (x + y)3(a — b)3
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m) a® + b® — ab* — a*b
nx-y3>+@-2°-(x-2)>°
o) 2x1* — 512x°
p) x® +3x3 -4
q) xy* +w(z—y) — xyz
r)a3 + b3 + ¢ — 3abc
Comentarios
a) x2 + y? — 9y% — 2xy
Organizando os termos:
x% —2xy + y* — 9y?
(x? — 2xy + ¥*) — 9y?
(x—y)* — 9y?
Vamos usar a®? — b* = (a — b)(a + b):
[(x—y) —3y][(x—y) + 3y]
(x—y-3y)(x—y+3y)
(x —4y)(x+2y)

b) x6 — 5
Vamos usar a3 — b® = (a — b)(a? + ab + b?):
(2% — Y2 [(x*)? + x%y* + (y*)?]
(x =) (x+ )t +x%y* +yH)
(x—y)(x+y)(x* + x2y* + y* + x2y* — x?y?)
(x—y)(x+y)(x* + 2x2y% + y* — x?y?)
(x —Y)(x + P[(x* + y*)? — (xy)?]
(x = Y)(x +y)(xa* + y* — xy) (2% + y* + xy)

c)2ab — a? — b? + ¢?
Vamos organizar os termos:
c? — (a®? — 2ab + b?)
c? — (a—b)?
[c — (a—b)][c + (a — b)]
(c—a+b)(c+a—-Db)

d) a* + b*
a* + b* + 2a?b? — 2a?b?
(a* + 2a?b? + b*) — (\/Eab)z
(a? + b?)? — (VZab)’
(a? + b? —v2ab)(a® + b* + V2ab)
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Note que x° + 1 = x° + 1°. Sabendo que a® + b3 = (a + b)(a®? — ab + b?), temos:

x® + 16
(x2)3 + (12)3
(xZ + 12)((x2)2 _ x212 + (12)2)
(x2+1D)x*—x2+1)
(x?2 +1)(x* — x* + 1 — 2x?% + 2x?)
(x? + 1) (x* + 2x% + 1 — 3x?)
(x? + D[(x* + 1)% — 3x%]
(x% + D[(x* + 1)% — (V3x)?]
(x? + 1) (x? +1—V3x)(x® + 1 + V3x)

f)xb —1
Vamos fatorar usando: a®> — b3 = (a — b)(a? + ab + b?)
x® —1°
(x*)* - (1%)?
(a2 — 12)((x2)? + 2212 + (12)2)
(x—Dx+D*+x%+1)
(x—1D(x+1D(x*+x% +1+x% —x?)
(x—1Dx+1D)*+2x% +1 —x%)

(x — 1) (x+ D[(x* + 1)% — x?]
x—DE+1DE2+1-x)(x*+1+x)
x—-Dx+DEE-x+1D*+x+1)

g xt+x%+1
xt+x?+1+x% -«
x* +2x% +1—x?
(x? + 1) — x?
x2+1-x)(x*+1+x)
(x-x+DE*+x+1)

h)ya*— a3 +a? -1
a(a-1)+(a-1D(a+1)
(a—1)[a®+ (a +1)]
(a—1)(a®+a+1)

i)a? —6a+9
(a—3)?

j)16a* — 17a?b? + b*
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16a* — 16a%b* — a’b® + b*
16a?(a? — b?) — b%*(a? — b?)
(16a? — b*)(a?* — b?)
(4a — b)(4a + b)(a — b)(a + b)

k) a* + 4b*
a* + 4b* + 4a?b? — 4a®b?
(a? + 2b*)? — (2ab)?
(a? + 2b% — 2ab)(a? + 2b? + 2ab)
[(a — b)? + b%][(a + b)? + b?]

) (x + y)(a? — 2ab + b*) + (x + y)3(a — b)3
(x+y)(a—b)?* + (x+y)*(a—b)?
(x+y)(a—b)?*[1+ (x+ y)*(a—b)]

m) a® + b5 — ab* — a*b
a® — ab* + b®> — a*b
a(a* — b*) + b(b* — a*)
a(a* — b*) — b(a* — b*)
(a* — b*)(a - b)
(a® + b*)(a? — b*)(a—b)
(a® + b*)(a + b)(a — b)(a — b)
(a® + b*)(a + b)(a — b)?

nNx-y3*+@-2°-(x-2)>°
(x-y)*=x° -y - 3xy(x—y)

(v -2)°=y* -2 —3yz(y - 2)
(x—2)3=x3-23-3xz(x—2)
x-y)3°+@-2°-(x-2)°
(x3 —y3 —3xy(x— y)) + (y3 —z3 - 3yz(y— z)) - (x3 —z3 - 3xz(x — z))
x3 —y3 —3x%y + 3xy* + y3 — 23 — 3y?z + 3yz? — (3 — 23 — 3x%z + 3x2%)
x3 —y3 —3x%y+3xy? +y3 — 23 — 3y*z + 3yz? — x3 + 23 + 3x%z — 3xZ?
—3x%y + 3xy? — 3y%z + 3yz? + 3x%*z — 3xz°
3(—x%y + xy? — y?z + yz* + x*z — xz?)

3(—x%y + x%z + xy* — xz% — y?z + yz?)

3[-x%(y — 2) + x(y* — 2%) — yz(y — 2)]
3[-x*(y—2) +x(y —2)(y + 2) — yz(y — 2)]
3y —2)[-x* + x(y + 2) — yz]
3(y—z)(—x* + xy + xz — yz)
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30y — ) [—x(x—y) +z(x—y)]
30-2)(x—y)(z—x)

Ha um modo mais rapido de resolver esse problema, veja:
=y +0-2°-(x-2°=x-9>*+@-2°+(—x+2)°
TG-aP
Note que se fizermosa = x —y,b =y —ze c = —x + z, obtemos:
at+tb+c=x—-y+y—-z—-x+z=0
Assim, podemos usar a seguinte fatoragao:
a®+ b3 +c3—3abc=(a+ b+ c)(a®? + b? + ¢* — ab — ac — bc)
Dadoquea + b + ¢ = 0, temos:
a®+b3+c—3abc=0
a®+ b3 + c® = 3abc
Portanto:
=P+ -2 +(x+2°=3(x-»y-2)(—x+2)

o) 2x1* — 512x°
2x%(x® — 256)
2x6(x8 — 28)
2x8(x* — 2H) (x* + 2)
2x(x% — 22)(x? + 23)(x* + 2%
2x8(x — 2)(x + 2)(x* + 4)(x* + 16)
2x%(x — 2)(x + 2)(x* + 4)(x* + 16 + 8x* — 8x?)
205 (x — 2) (x + 2) (a2 + ) [ (62 + )2 — (V8)|
2x0(x — 2)(x 4+ 2) (2% + 4) (2% + 4 — V/8x) (x* + 4 + V8x)

p)x®+3x3 -4
x6+3x3—4+x3-2a3
x6 —x3+4x3 -4
B3 -1)+4(x2-1)
(B +4)x3-1)
B+Hx-DE*+x+1)

Q) xy*> + w(z—y) — xyz
—xyz +xy* +w(z—y)
—xy(z—y)+w(z-y)
(z—-y)(—=xy+w)

r) a3 + b3 + ¢3 — 3abc
(a+b)3 = a3+ b3 + 3a?b + 3ab?
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a® + b3 + c® — 3abc + 3a?b — 3a*b + 3ab? — 3ab?
(a+ b)3 + ¢3 —3abc — 3a?b — 3ab?
(a+b)3+c®—-3ab(ct+a+b)
(a+b+c)(a+b)?>—(a+b)c+c?|—3abla+b+c)
(a+ b+ c)(a? + 2ab + b* — ac — bc + ¢* — 3ab)
(a+ b+ c)(a®? + b?> + ¢* — ab — ac — bc)

Gabarito: a) (x — 4y)(x + 2y)
b) (x — y)(x + ) (x* + y* — xy) (x* + y* + xy)
c)(c—a+b)(c+a—-Db)
d) (a® + b? —v2ab)(a® + b* + V2ab)
e) (x* + D(x* + 1 —3x)(x* + 1 +V/3x)
lx—Dx+DE%Z—x+1DE%2+x+1)
g (x* —x+1)x*+x+1)
h) (a—1)(a® + a+ 1)i) (a — 3)?
j)(4a — b)(4a + b)(a — b)(a + b)
k) [(a — b)? + b?][(a + b)? + b?]
) (x + y)(a—b)*[1+ (x + y)?(a— b)]
m) (a? + b?)(a + b)(a — b)?
n)3(y —z)(x —y)(z—x)
0) 2x°(x — 2)(x + 2)(x* + 4)(x® + 4 — V8x)(x* + 4 + V/8x)
p) P +)x-1)x*+x+1)
q) (z—y)(—xy +w)
r) (a + b+ c)(a® + b%* + ¢ — ab — ac — bc)
2. (Exercicio de Fixac¢ao)

2
. ~_ a“+7 , . . .
Para quais valores de a € Z, a fragao —3 € um numero inteiro?

Comentarios

Devemos simplificar a fracdo para encontrar um numero que seja mais facil de ser
analisado.

Vamos tentar remover o termo a? do numerador da fra¢3o.

Para isso, podemos modelar o numerador para aparecer (a + 3)? e, assim,
simplificamos com o denominador (a + 3):

Vamos ver os termos que aparecem em (a + 3)?:

(a+3)°=a*’+6a+9
Assim, precisamos adicionar 6a + 9 no numerador:
a’?+7+ (6a+9)—(6a+9)
a+3

Organizando os termos:
a’?+6a+9—-6a—9+7

a+3
(a®?+6a+9)—6a-—2

a+3

Fatorando a® + 6a + 9:
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(a+3)%>—(6a+2)
a+3
Simplificando:
(6a +2)
" a+3

Podemos usar a mesma ideia para remover o elemento 6a da fragao, vamos multiplicar
(a + 3) por6:
6(a+3)=6a+18
Devemos adicionar 18 no numerador:
(6a+ 2+ 18 —18)

a+3
(6a + 18— 16)

a+3
[6(a +3) — 16]

a+3

a+3

a+3

a+s-—

Simplificando a + 3:
(=16)
a+3
16
a—3+——
a+3 .
Logo, precisamos encontrar os valores de a inteiros que tornem L um ndmero inteiro.

a+3—6-—

16 deve ser divisivel por a + 3.
Vamos fatorar 16:

16 2
8 2
4 2
2 2
1

16 =2-2-2-2

Os valores inteiros que dividem 16 sdo os numeros positivos e negativos que podem ser
formados pelos fatores de 16: +1 (2°), +2 (21), +4 (22),4+8 (23), +16 (2%).

Para descobrir os valores de a, devemos igualar a + 3 a +1,+2,4+4,+8,+16. Vamos

usar a tabela:

1 -2
-1 —4
2 -1

AULA 01 - ALGEBRA ELEMENTAR



; Estratégia

Militares

—2 -5
4 1
—4 -7
8 5
—8 -11
16 13
—16 -19

Prof. VictorSo

~Os valores de a que satisfazem as condi¢des do problema estdo listados na coluna a.
Gabarito: a = {—19,-11,-7,-5,—4,-2,—-1,1,5,13}

3. (Fixagao)
Simplifique:
a®+2a3b3 +p°
a) a6—b6
az a a
b) et T
a9_b9
C) a3_b3
d) a(b+c) b(a+c) c(a+b)
(a-b)(a=c)  (b—c)(b—a) (c—a)(c—b)
Comentarios
a®+2a3b3 +p®
a) a6—b6
a+b
a® + 2a3b3 + b®
ab — pb
[(@®)? + 2a3b3 + (b3)?]
[(a3)% — (b3)?]
(a3 + b3)?
(a3 — b3)(a3 + b3)
a3+ b3
a3 — b3
(a + b)(a® — ab + b?)
(a— b)(a? + ab + b?)
az a a
b) e~ t e
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a’?—a’*—a+a*—a

(a—1D(a+1)
a? - 2a
(a—1D(a+1)
a(a—2)
(a—1)(a+1)
a+b
(19 _ b9
gy
(a® — b3)(a® + a3b3 + b®)
(@~ %)
a® + a®b3 + b°
d) a(b+c) b(a+c) c(a+b)
(a-b)(a—c) = (b-c)(b—a) (c—a)(c—b)
a(b + c) b(a+ c) c(a+b)
@a—b)a—c b-ob-a (c—a)c-b)
a(b+c) N b(a+ c) N c(a+b)
(a=b)a—c) b-o(-(a-b) (-D(a-c)(-1D(b-c)
a(b+c) b(a+ c) c(a+b)
@-bla-c (b-0(a-b) (@a-ob-o
a(b+c)(b—-c) b(a+c)(a—c) c(a+ b)(a—Db)
(a-b)a-c)(b—-c) (b—c)a—b)(a—c) (a—c)(b—c)(a—b)
a(b+c)(b—c) b(a+ c)(a—c) c(a+ b)(a—Db)
(a—b)(a—c)(b—c) (a—b)(a—c)(b-rc) * (a—b)(a—c)(b—c)
a(b? —c?) b(a? — ¢?) c(a? — b?)
(a-b)a-c)(b—c) (a-b)(a-c)(b—c) " (a—b)(a—-c)(b—-c)
a(b? —c?) b(c* — a?) c(a? — b?)

(a—b)(a—c)(b—c) (a—b)(a—c)(b—c) (a—b)(a—c)(b—c)
ab? — ac? + bc? — a®b + a’c — b?c
(a—b)(a—c)(b——c)
ab? — ac? + bc? — a?b + a®*c — b*c
(a—b)(a—c)(b——c)
ab? — b%*c — ac® + a’c + bc? — a?b
(a—b)(a—c)(b——c)
b%(a—c¢) — ac(c — a) + b(c* — a?)
(a—b)(a—c)(b——c)
b%(a—c) + ac(a —c) — b(a? — c?)
(a—b)(a—c)(b——c)
b%?(a—c)+ac(a—c)—b(a—c)(a+c)
(a—b)(a—c)(b——c)
(a—c)[b? +ac—b(a+ )]
(a—b)(a—c)(b——c)
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(a— ¢)[b* + ac — ab — bc]
(a—b)(a—c)(b-—0c)

(a —c)(—ab + b? + ac — bc)
(a—b)(a—c)(b-—0c)
(a—o)[(=b)(a—b) +c(a—b)]
(a—b)(a—c)(b——c)
(a—c)(a—b)(c—b)
(a—b)(a—c)(b-—0c)

c—b
b—c
-Db-o
b—-c
. (a+b)(a®—ab+b?) ala-2) 6 31.3 6
Gabarito: a) (@—b)(aErabrb?) b) D@D c)a®+a’b’ + b° d)—-1

4. (Fixacao)

Prove que as seguintes afirmag¢des sao verdadeiras:

a)(n®>—n):30

b)(2n3+3n%2+n):6
Comentarios

a) (n® —n):30

Para provar que (n5 — n) é divisivel por 30, devemos provar que ele é divisivel por 2, 3 e 5, ja que
30=2-3-5.

Vamos fatorar (n® — n):

n—n=nn*-1)=nm®*-1)R*>+1)=n(n-1Dn+1N*+1)

Entdo, devemos provar que n(n — 1)(n + 1)(n? + 1) é divisivel por 2,3 e 5.

Vamos analisar sua divisibilidade por 2. Devemos provar que paran =2k en=2k+ 1, ele é
divisivel por 2. Para isso, vamos substituir n = 2ken = 2k + 1 e fazer surgir o fator 2 na
expressao.

n =2k
nn—1)(n+1)(n%+1)
2k(2k — 1)(2k + 1)((2k)? + 1)
Perceba a presencga do fator 2 na expressao.

n=2k+1
nn—1)m+1)n?+1)
Qk+1)(2k+1)—-1)(2k+ 1) +1)((2k+ 1)* + 1)
k+1)(2K)2k+2)(2k+1)%2+1)
Agora, vamos analisar sua divisibilidade por 3. Devemos substituirn = 3k,n =3k +1,n =

3k + 2 e encontrar o fator 3 na expressao.
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n =3k
nn—-1nm+1)n%+1)
3k(3k — 1)(3k + 1)((3k)2 + 1)

n=3k+1
nn—1)n+1)n?+1)
Bk+1)(Bk+1)-1)(Bk+1)+1)((3k+1)*+1)
(Bk+1)BK)Bk+2)(Bk+1)%+1)

n=3k+2
nn—-1Dnm+1)n%+1)
Bk+2)((3k+2)—1)((Bk+2)+1)((Bk+2)*>+1)
(3k+2)Bk+1)(Bk+3)((Bk+2)?+1)
(3k+2)(3k+1)3(k+1)((3k+2)2+1)

Por ultimo, falta analisar sua divisibilidade por 5. Vamos substituir n = 5k, n =5k +1,n =
5k+ 2,n =5k + 3 e n =5k + 4 e encontrar o fator 5 na expressao.

n =5k
nn—1)n+1)n?+1)
5k(5k — 1)(5k + 1)((5k) + 1)

n=5k+1
nn—1)n+1)n?+1)
(5k+1)((5k+1) —1)((5k+ 1) + 1)((5k + 1)* + 1)
(5k+ 1) (5k)(5k+2)((5k+1)%2+1)

n=5k+2
nn-1Dn+1)N*+1)

(5k +2)((5k+2) —1)((5k +2) + 1)((5k + 2)*> + 1)
(5k+ 2)(5k+ 1)(5k+ 3)((5k)* + 20k + 4 + 1)
(5k + 2)(5k + 1)(5k + 3)(25k? + 20k + 5)

(5k + 2)(5k + 1)(5k + 3)5(5k* + 4k + 1)

n=5k+3
nn—1)n+1)n%+1)
(5k+3)((5k+3) —1)((5k+3) + 1)((5k + 3)*> + 1)
(5k + 3)(5k+2)(5k+ 4)((5k)* + 30k +9 + 1)
(5k + 3)(5k + 2)(5k + 4)(25k? + 30k + 10)
(5k + 3)(5k + 2)(5k + 4)5(5k? + 6k + 2)
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n=5k+4
nn—-1Dnm+1)n%+1)
(5k+4)((5k+4) —1)((5k+4) +1)((5k + 4)* + 1)
(5k +4)(5k + 3)(5k + 5)((5k+ 4)? + 1)
(5k +4)(5k +3)5(k+ 1)((5k+ 4)? + 1)

Fizemos surgir os fatores 2, 3 e 5 na expressao, logo ela é divisivel pelos trés ao mesmo tempo:
(n°-n):2-3-5
~(n®>—n):30

b)(2n®+3n%2+n):6
Para provar que essa expressao é divisivel por 6, devemos provar sua divisibilidade para 2 e 3.
Primeiro, vamos fatorar a expressdo 2n3 + 3n? + n:
2n®+3n’+n
n(2n?+3n+1)
n2n’+2n+n+1)
n2nn+1)+ (n+1)]
niZ2n+1)(n+1)

Agora, iremos analisar sua divisibilidade por 2.
n =2k
ni2n+1)(n+1)
2k(2(2k) + 1)(2k+1)

n=2k+1
ni2n+1)(n+1)
k+1)(22k+1)+1)((2k+1) +1)
2k +1)(4k+ 2 + 1)(2k + 2)
2k +1)(4k + 3)2(k+ 1)

Por ultimo, vamos analisar sua divisibilidade por 3.
n =3k
ni2n+1)(n+1)
3k(2(3k) +1)(3k+1)

n=3k+1
ni2n+1)(n+1)
Bk+1)(2B@k+1)+1)((Bk+1)+1)
3k +1)(6k+2+1)(3k+2)
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(3k + 1)(6k + 3)(3k + 2)
3k + 1)3(2k + 1)(3k + 2)

n=3k+2
ni2n+1)(n+1)
Bk+2)2Bk+2)+1)((Bk+2)+1)
(3k +2)(6k+ 4+ 1)(3k + 3)
(3k +2)(6k+5)3(k+ 1)

Gabarito: Demonstragao.

Prof. VictorSo

5. (Fixacao)
Use o PIF para demonstrar as seguintes afirmacgoes:
a)1+2+3++n="" vy e N
b) 12 + 22 + 32 + o 4 2 = MDD o o N
6 )

)13 +23 + -+ n3 = [n(nH)] vn € N*

1 1 1 1 11 .
d) 123 7232 T3as T T n(n+1)(n+2) 2 [E n (n+1)(n+2)] vneEN

ein(n+1)(n+2):6,YyneN
filn?+n:2,vneN
g)2n>n+1,vn e N*
Comentarios

a)1+2+3+ - +n="00

2
Para provar por PIF, devemos seguir duas etapas:

1) P(n,) é vélida. Para algum ny € N.
2) ParaK € N, se P(K) é valida, entao P(K + 1) também é valida.

Vamos verificar a primeira etapa:

I)ln=1=>1=1- 1:_1_ 1, logo a equagao é valida paran = 1.

2) Vamos supor valida para k € N:

Hipotese:keN,1+2+3+ -+ k = k(k+1)

2
Entdo, devemos provar que é valida também para k + 1:

Tese:1+2+3+--+k+1= (k+1)((:+1)+1) = (k+1)2(k+2)

Para provar a teste, vamos usar a hipdtese e somar k + 1 nos dois lados da igualdade:

k(k + 1)

2
k(k+1)
2
Vamos fatorar o lado direito da igualdade e ver se chegamos a tese:

—k(k; Dy (k+1)

(k+1)(§+1)

1+2+3++k=

14243+ +k+(k+1) = +(k+1)

AULA 01 - ALGEBRA ELEMENTAR

91



j Estratégia

Militares

Prof. VictorSo

(k+ 1k +2)
2

Essa é a nossa tese.

Partindo da hipotese valida para k € N, provamos que ela também é valida para k + 1.

b) 12 + 22 4 32 4 . + p? = MIUEND
Vamos primeiro verificar a validade da propriedade.
Yn=1=12=1 (1+1)(62 1+1) 263 1
Generalizando o resultado, vamos criar nossa hipdtese e a tese.

2) Hipétese: Parak € N, 12 + 22 + 3% + ... + k? = w valida.

Tese: Também é valida para
(k+1) (k+2)(2(k+1)+1) _ (k+1)(k+2)(2k+3)
6 o 6
Da hipotese, temos:

k+1eN=>1*2+224+3%2+ +Kk*+ (k+1)* =

12422432 4oy g2 = KEFDRE+T)
6

somando (k + 1)? em ambos os lados da equagio:

k(k+1)(2k+ 1
12+2243%2+ -+ K2+ (k+ 1) = ( )6( )

+ (k+ 1)?

Vamos simplificar w

+ (k + 1)?:

k(k + 1)6(2k t1) ks 17

k(k+1)(2k+1) + 6(k + 1)?

6
(k+1)[k2k+1) + 6(k+1)]
6
(k+1)(2k? + k + 6k + 6)

6
(k+ 1)(2Kk? + 4k + 3k + 6)

6
(k+1)(2k(k +2) + 3(k + 2))

6
(k+1)(k+2)(2k+3)
6
12 +22 +32+...+k2 +(k+ 1)2 — (k+1)(k+2)(2k+3)

6
Essa é a nossa tese, logo esta provada por indugao que ela é valida Vn € N.

13 +23 4 +nd = ["("“)]

1)n=1:>13=[1(17+1)] >1=1

2) Hipétese: Parak € N, 13 + 23 + ... + k3 = [k(k+1)] é valida.

2
Tese: Também é vélida para k+1eN=>13+23+ ..+ K3 + (k+1)3 = [(kﬂ)(zﬂ]
[(k+1)(k+2)]2
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Da hipédtese, temos:

N

(k(k+1)]
V3+23+.+ K= k(k+ 1)

Somando (k + 1)3 nos dois lados da equagao:

N

(k(k+1)]
P+23++E+(k+1)3 = % + (k+1)3

2
Vamos simplificar [k(k+1)] + (k+1)3:

2
2
|k(kT+1)l + (k + 1)3

kK% (k + 1)? N 4(k+1)3

K2(k+1)% + 4(ki|1- 1)3
(k + 1)? (k24+ 4(k + 1))
(k + 1)2(k% + 4k + 4)
(k + 1)2(k + 2)? i[(k+ 1)(k + Z)r
2

4

A2t 4kt 1) = |(k+ 1)(k + z)r
2

Essa é a nossa tese, portanto esta provada por indugao.

1 1 1 1 1M1 1
d st taas T n(n+)(n+2) 2 [E - (n+1)(n+2)]
1)n= 1:;:1[1_;
11+1)(1+2)  2lz2  a+na+2)
1_1(1 1)_1(4) 2 1
6 2\2 6/ 2\12

12 6
2) Hipotese: Parak € N = 1_;_3 + 2_;_4 + 3_1_5 + -+ m = ; E - m]
Tese:Parak+1 €N = 1_;_3 + 2_;_4 + 3_1_5 + - +m = %[%—m]
Da hipdtese, temos:
1 1 1 1 _1n 1
123234 3425 Tkk+Dk+2) _E[E_(k+1)(k+2)
Somando

D) k3) MO8 dois lados da equagéo:

1 1 1 1
123234 325 VTkkrDk+2) k+tDK+2)(k+3)
1[1 1 1
212 " k+ Dk +2)

] Tk Dk *K+3)
Vamos simplificar % [1 1

R e :
2 (k+1)(k+2) (k+1)(k+2)(k+3)"

11 1

E[E_ (k+1)(k+2)] T kE DKtk +3)
1/1 1 1

2(3)

T2+ Dk+2) Tkt Dk+2)(k+3)
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1,1 (k +3) 2
E(E>_2(k+1)(k+2)(k+3)+2(k+ Dk + 2)(k + 3)

1/1 —(k+3)+2
E(E)+2(k+1)(k+2)(k+3)
1,1 —k—-3+2
2\2

Tk F Dk +2)(k+3)
“k—1

—(k+1)

@
11
E( )+Z(k+1)(k+2)(k+3)
1
2(2)

(k+ D(k+2)(k+3)
-1

12
) * 2(k+2)(k+3)
) 1

C2(k+2)(k+3)

1[1 1 ]
212 (k+1)(k+2)
1 1 1 1 111 1
+ + + -4 =_[__
1-2-3 2:-3-4 3-4-5 (k+1)(k+2)(k+3) 212 (k+2)(k+3)
Essa é a nossa tese, logo esta provada por indugao.

eln(n+1)(n+2):6
H)n=0=000+1)(0+2)=0:6,logo évalidaparan = 0.
2) Hipotese: k € N = k(k + 1)(k+ 2) : 6 é valida.
Tese:k+1eN= (k+1)(k+2)(k+3):6
(k+1)(k+2)(k+3)
Aplicando a distributiva no termo (k + 3):
k(k+1)(k+2)+3(k+1)(k+2)

Pela hipétese, k(k + 1)(k + 2) é divisivel por 6.

Resta provar que 3(k + 1)(k + 2) é divisivel por 6. Para isso, precisamos provar que ela é
divisivel por 2 e por 3. Ja sabemos que ela é divisivel por 3 devido a presenca do fator 3 na expressao.
Entdo, devemos provar que ela é divisivel por 2.

Perceba que (k + 1)(k + 2) é o produto de dois nimeros consecutivos. Esse produto sera
resultado de um numero par multiplicado por um nimero impar. Nos nimeros pares sempre
teremos a presenca do fator 2. Logo, esse produto é divisivel por 2.

3(k+1)(k+2):6
~(k+1)(k+2)(k+3):6também é vilida
Portanto esta provada a propriedade por indugao.

filn®?+n:2
Vamos fatorar n? + n.
n+n=nn+1)
1)n=0=0(0+1) =0:2,apropriedade é vilidaparan = 0.
2) Hipdtese: k € N, k(k + 1) : 2 é vélida.
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Tese:k+1€N,(k+1)(k+ 2):2também é valida.
Vamos analisar (k + 1)(k + 2):
(k+1)(k+2)=(k+1)k+ (k+1)2
k(k+1)+2(k+1)
2(k + 1) é divisivel por 2 ja que possui 2 como fator.
k(k + 1) é divisivel por 2 pela hipétese.
Portanto (k + 1)(k + 2) é divisivel por 2. Esta provada a propriedade por indugao.

g)2n>n+1
1)n=1= 2 > 2. Logo, ela é vlida paran = 1.
2) Hipotese: k € N, 2k > k + 1 é valida para k.
Tese: 2(k+ 1) = k + 2 é validapara k + 1.
Da hipotese, temos:
2k>k+1
Pela propriedade da transla¢ao, podemos somar 1 nos dois lados da desigualdade:
2k+1=>2k+1+1
2k+1=>k+2
Mas2(k+1)=2k+2>2k+1
Pela propriedade da transitividade:
2(k+1)>2k+1e2k+1>2k+2->2(k+1)>k+2

~.Da hipdtese chegamos a tese e esta provada a indugao.
Gabarito: Prova por PIF.
6. (CN/2002)

Se a, b e c sdo algarismos distintos, no sistema de numerag¢do decimal existe um tinico nimero de
dois algarismos (ab) tal que (ab)? — (ba)? = (cc)?. O valorde (a + b + ¢) éigual a:
a)11
b) 12
c)13
d) 14
e) 15
Comentarios
Como estamos trabalhando com o sistema de numeragao decimal, podemos escrever:
(ab)? = (ba)? = (cc)?
(a-104+b)?>—=Bh-10+a)?=(c-10+¢)?
100a? + 20ab + b? — (100b?% + 20ab + a?) = (11c)?
100a® + 20ab + b* — 100b? — 20ab — a® = 121c?
99a* — 99b? = 121c?
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99(a? — b?) = 121c¢?
9(a? — b?) = 11c?

Sendo a, b, ¢ algarismos distintos do sistema decimal, temos a, b, ¢ € {1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
Para a equagao acima, devemos ter:

c?2=9=¢c=3
a’?—b?=11=a® =11 + b?

Agora devemos testar as possibilidades e verificar qual valor de b implica em a? = 11 +

b? ser um quadrado perfeito:
b 11 + b?

1 12
2 15
4 27
5 36
6 47
7 60
8 75
9 92

Das possibilidades acima, apenas b = 5 torna a? um quadrado perfeito. Logo, devemos ter
b=5ea?=36=a=6.Asoma pedida é

a+b+c=6+5+3=14
Gabarito: “d”

7. (CN/2000)

O valor da expressao abaixo é

<E+3>
2
|_16, 16 (0,333 ..+ 1) 3"
27 9 ’ ( 4)

3 1
a) —5

32
b) 3
c)o
d)1
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e)—1

Comentarios

() G+)
j_&E.(oggg...H)_(_é)‘z =<3j_2+£.(1+ ) (-2
27 9 ’ 4 27 9 \3 3
(%) 7)
3] 16 16 (/1+3 16 3| 16 16 4 16
- J‘z—ﬁ?(T)‘? =<j‘ﬁ+? 379

2
3 16+64 16 3|48 48
27 27 9 27 27

Gabarito: “c”

8. (CN/2001)
Se2 < x <3, entiox +2vx — 1 —/x — 2v/x — 1 éigual a:
a)2
b) Vx
c)2vVx—1
d) 2vx
e)3

Comentarios

Fazendo y = \/x +2Vx —1— \/x — 2vx — 1 e elevando y ao quadrado:

y? = <\/x+2\/xT—\/x—2m)2

2

y2=< x+zm> _zjx+zm.Jx_zm+<jx_zm>z

y*=x+2Vx — —2\/(x+2\/x—1)(x—2\/x—1)+x—2\/x—1

y? = 2x — 24/x2 —4(x — 1)
y? =2x —2yJx%2—4x + 4
y? =2x — 24/ (x — 2)2
y? =2x — 2|x — 2|
Como x €]2,3[, temos que x — 2 > 0, logo:
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y2=2x—-2(x—-2)=2x—-2x+4=4

Gabarito: “a”

9. (CN/2002)

Sea=\[4—\/meb=\/4+\/m,ent§oa+béiguala:
a) V10

b) 4

c)2v2

d)vV5+1

e)V3+2

Comentarios

Sejax = a + b. Assim, temos:

x=\/4— /10+2\/§+\/4+ /10+2x/§

Elevando x ao quadrado e simplificando:
2 2

x% = J4— /10+2x/§ +2\/4— /10+2\/§-\/4+ /10+2«/§+ J4+ /10+2\/§
x2=4— /10+2\/§+2J<4— /10+2\/§>(4+ /10+2\/§)+4+ /1o+2\/§

2

x2=8+zj16—</10+2\/§> =8+2\/16—(10+2\/§)

x2=8+2/6—2\/§=8+2/5+1—2\/§=8+2\/\/§2+(—1)2—2\/§
x*=8+2[(V5-1)

?=8+2(V5-1)=6+2V5 = (V5 +1)
cx=+5+1

Gabarito: “d”

10. (CN/2011)

O niimero real /26 — 15v3 é igual a

AULA 01 - ALGEBRA ELEMENTAR 98



; Estratégia

Militares

Prof. VictorSo

a)5—+3
b)/7 - 43
)3 -2
d)V13 - 3v3
e) 2
Comentarios

Note que nas alternativas nao temos a raiz cubica, vamos usar a seguinte fatoracdo para
simplificar o numero dado:

(a+b)3 =a®+3a?b + 3ab? + b3 = a(a? + 3b%) + b(3a? + b?)
Temos que descobrir a e b tal que 3\/ 26 —15v3 = 3/(a + b)3 = a + b. Assim, temos:
26 — 15v3 = (a + b)? = a(a?® + 3b%) + b(3a® + b?)

Para termos o fator V3 na expressdo, devemos ter b = ++/3. Perceba que (3a? + b?)
sempre sera um numero positivo, assim, devemos ter b = —+/3. Substituindo:

26—15V3 =a (a2 + 3(—\/5)2) - \/§(30L2 + (—\/5)2) =a(a? +9) —V3(3a? + 3)
Igualando os termos:

{ 26 =a(a®+9)
—15v3 = —V/3(3a? + 3)

Resolvendo a segunda equagao:
~15V3 =—/3(3a?+3)=>15=3a?+3=>12=3a’=>4=a’=>a = +2

Novamente, como na equacdo 26 = a(a? + 9) temos que (a? + 9) é um numero positivo,
devemos ter a = 2. Logo, testando esse valor:

26 =2(2%2+9)=2(4+9) =26 (verdadeiro)

Portanto, temos:

126 —15v3 =@+ b =a+b=2-+3

Analisando as alternativas, ndo encontramos esse valor. Entdo, vamos tentar escrevé-lo
dentro de um radical:

2—\/§=\/(2—\/§)2 =\/4—4\/§+3 =J7—4x/§
Esse valor esta na alternativa b.

Gabarito: “b”

11. (EEAR/2000)

. oo 2a? 2
Simplificando % -(a*x*)73,coma > 0 e x > 0, temos
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2a3\/ a?x2

3x

a)

3
2+ a2x?2
3ax

2x3\/ aZx2

3a

b)

c)

3
2+ a2x2
3x

d)

Comentarios

2 2 2 2 4 4 - 3—
2ax_(a2x2)_§=2ax. 1 2=2ax. 414=an(2_§)-x(1_§)=E-a%-xT4
3 3 @ 3 g 3 3
_2 A —%_ZW_ZBGZ VxZ  2¥a?x?
3TN TTRE T3k Var 3«

Gabarito: “d”

Prof. VictorSo

12. (EEAR/2001)

4 2
— 3 (—1°)5 — 5°, obtemos

Efetuando (—2%)
a) 10

b) 12

c)a

d) —12
Comentarios

Cuidado! Poténcias de expoente par serao sempre positivas!
3\* 2
(_24) _3.(=155-50=23 —3.(—1)2—1=8-3—-1=8—4=4

Gabarito: “c”

13. (EEAR/2001)

Supondo definida em [ a fragado:

Va-va+va-Ja—Va-Ja+¥1i

az—-1

O seu valor é:
a)Vva+1
b)a+1
ca—1

d)a
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Vamos simplificar a expressao:

Prof. VictorSo

Va-Jaivaa—va-vaxi Va-|@—Va Va*l yg.vaT—a eI

a? — 1  Ja—1-Jat+1  Na—1-a¥x1

_Vaaoa=T_ e
_ LN

Gabarito: “d”

14. (EEAR/2002)

—4 b—4—

A fragao éigual a

a2-p2
a)a®—b°
b)a? — b2
cJa?+b?

d) a? + b?
Comentarios

Simplificando a expressao:

“4_pt  (a2=b%)(a"? +b2)

— _b_2= -2 =

=a?+b2

Gabarito: “c”

15. (EEAR/2002)

O valor da expressao 144706 _ E{2 —-1,5 =+ (1 + 1)} éigual a:
2,4-10 4 2

a) 11—2
b)
c) —g
d) <
Comentarios

Simplificando a expressao:

V144 + 06_5{2_15_< 1>} 12+ 0,6 3{2_1’5+(ﬂ)}

24-10 4 T 2210 3 2
20 3 3
-2 10_1{2_1,5 (E)}_ﬁ_Z{Z_ls (1,5)}
20 3{2 1}_5 3 .20—-18 2 1
24 4 6 4 24 24 12
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16. (EEAR/2002)
Se K é um numero inteiro, K* + K é necessariamente um
a) multiplo de 2
b) muiltiplo de 3
c) produto de dois niimeros impares.

d) produto de dois niumeros primos.
Comentarios
K2+K=K-(K+1)

Como K é um numero inteiro, temos que para qualquer valor de K sempre haverd um
numero par entre os fatores de K? + K ja que K e K + 1 s3o nimeros inteiros consecutivos.
Assim, K2 + K é necessariamente um multiplo de 2.

Gabarito: “a”

9. QUESTOES NIVEL 2

17. (AFA/2018)

Na reta dos nimeros reais abaixo, estdao representados os nimeros m,n e p.

Y

Analise as proposi¢oes a seguir e classifique-as em V (VERDADEIRA) ou F (FALSA).

m-—-n ~ P s
() /T ndo é um numero real.

( ) (p + m) pode ser um nimero inteiro.

( )%é, necessariamente, um numero racional.
A sequéncia correta é

a) V-V-F

b) F-V-V

c) F-F-F

d) V-F-V
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18. (AFA/2017)

Sejam os numeros reais

_J(=DZ%-0,1222..
a (1,2)1

b = comprimento de uma circunferéncia de raio 1

c =12 -v90 - V160 - V147

Sendo N, Z, Q e R os conjuntos numéricos, assinale a alternativa FALSA.
a){a,c} cQ

b)c € (ZNN)

c)(R-Q)>{b,c}

d){a,c} c (RNQ)

19. (AFA/2013)

Considere os seguintes conjuntos numéricos N, 7Z, Q, R, = R — Q e considere também os seguintes

conjuntos:
A=(NuUl)—(RNZ)
B=Q-(Z-N)
D=(Nulu(Q-N)

Das alternativas abaixo, a que apresenta elementos que pertencem aos conjuntos A4, B e D, nesta

ordem, é
a)—-3;0,5 e;
b)v/20;/10 e V5
c) —V/10; -5e2

d)§;3ez,ﬁ

20. (AFA/2011)

Seazxff-x/2+\/§-\[2+\/2+\/f-\[2—\/2+\/f,ent50

a)a € (R—N)

b) a pode ser escrito naformaa = 2k, k € Z

ae[(Q-Z)V(R-Q)]
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dZvnR-N)]>a

21. (Escola Naval/2018)

Quantos numeros inteiros entre 1 e 1000 sao divisiveis por 3 ou por 7 ?
a)47

b) 142

c) 289

d) 333

e) 428

22. (Escola Naval/2013)

Considere uma fragao cuja soma de seus termos é 7. Somando-se trés unidades ao seu numerador
e retirando-se trés unidades de seu denominador, obtém-se a fragao inversa da primeira. Qual é o

denominador da nova fragao?
a)l
b) 2
c)3
d) 4
e)5

23. (Escola Naval/2013)
Em um certo pais, o imposto de renda é taxado da maneira a seguir:
12) se a renda bruta anual é menor que R$ 10.000, 00 n3o é taxado;

29) se a renda bruta anual é maior ou igual a R$ 10.000,00 e menor que R$ 20.000, 00 é taxado
em 10%;

32) se a renda bruta anual é maior ou igual a R$ 20.000, 00 é taxado em 20%.

A pessoa que ganhou no ano R$17.370,00 apdés ser descontado o imposto, tem duas

possibilidades para o rendimento bruto. A diferenga entre esses rendimentos é
a)R$17.370,00

b) R$ 15.410,40

c) R$ 3.840,50

d)R$2.412,50
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e) R$1.206,60

24. (EFOMM/2019)

Numa equagao, encontramos o valor de 884. Para chegar a esse resultado, somamos os quadrados
de dois numeros pares, consecutivos e positivos. Determine o quociente da divisio do maior pelo

menor
a)0,87.
b) 0, 95.
c)1,03.
d)1,07.

e) 1,10.

25. (EFOMM/2018)

Um aluno do 12 ano da EFOMM fez compras em 5 lojas. Em cada loja, gastou metade do que possuia
e pagou, apds cada compra, R$ 2,00 de estacionamento. Se, apds toda essa atividade, ainda ficou

com R$ 20,00, a quantia que ele possuia inicialmente era de
a) R$ 814, 00.
b) R$ 804, 00.
c) R$764,00.
d) R$ 714, 00.
e) R$704,00.

26. (EFOMM/2018)

No “Baile dos FERAS”, os organizadores notaram que a razao entre o nimero de homens e o nimero
s 7 . .
de mulheres presentes, no inicio do evento, era de 0" Ao final do show, os organizadores

observaram no local o aumento de 255 homens e a redu¢ao de 150 mulheres, de modo que a razdo

. . - 9 .
entre o numero de homens e o numero de mulheres presentes depois disso passou a ser 10" Qual é

o0 numero total de pessoas que estiveram presentes em algum momento no show?
a) 3.954.
b) 3.570.
c) 3.315.
d) 1.950.
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e) 1.365.

27. (EFOMM/2013)

Durante o Treinamento Fisico Militar na Marinha, o uniforme usado é ténis branco, short azul e
camiseta branca. Sabe-se que um determinado militar comprou um par de ténis, dois shortes e trés
camisetas por R$100,00. E depois, dois pares de ténis, cinco shortes e oito camisetas por
R$235, 00. Quanto, entdo, custaria para o militar um par de ténis, um short e uma camiseta?

a) R$50, 00.
b) R$55, 00.
c) R$60, 00.
d) R$65, 00.
e) R$70,00.

28. (EFOMM/2009)

Qual é o nimero inteiro cujo produto por 9 é um numero natural composto apenas pelo algarismo
1?

a) 123459

b) 1234569
c) 12345679
d) 12345789

e) 123456789

GABARITO

17.a
18.c
19.d
20.b
21.e
22.b
23.d
24.¢e
25.c
26.c
27.d
28.c
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RESOLUCAO

17. (AFA/2018)

Na reta dos niumeros reais abaixo, estao representados os nimeros m,n e p.

A

Analise as proposigoes a seguir e classifique-as em V (VERDADEIRA) ou F (FALSA).

m-n . , ’
() /T nao é um numero real.

( ) (p + m) pode ser um nimero inteiro.

( )gé, necessariamente, um nimero racional.

A sequéncia correta é
a) V-V-F
b) F-V-V
c) F-F-F
d) V-F-V
Comentarios
Analisando cada proposicao:

m-n _ , ’
l. T nao é um numero real.

Pela reta dos reais, podemos ver que m < n, logo:
m-n<20

Como 1 < p < 2, temos que p é positivo, ou seja,

m-—n

é raiz quadrada de um niumero negativo

Assim, esse numero nao é real. Portanto, verdadeira.

Il. (p + m) pode ser um nimero inteiro.

Podemos supor m=-1,2 e p=12 e, assim, p+m=12-12=0€Z. Logo,
proposicao verdadeira.
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. 2 é, necessariamente, um numero racional.
n

Podemos supor p = V2 en = —-0,2e, assim,
p V2
—=——=-5v2€eR
n -—-0,2 V2 \Q

Logo, esse numero pode ser irracional. Portanto, falsa.

Gabarito: “a”

18. (AFA/2017)
Sejam os numeros reais

_J(=1)?%-0,1222 ...
a (1,2)71

b = comprimento de uma circunferéncia de raio 1

c=v12-v90 - V160 - V147

Sendo N, Z, Q e R os conjuntos numéricos, assinale a alternativa FALSA.
a){a,c}cQ

b)c € (ZNN)

) (R—Q)>{b,c}

d){a,c} c (RNQ)

Comentarios

Calculando o valor numérico de a, b, ¢, obtemos:

12-1\ (11
_ (_1)2'0’1222"':ﬁ'(T):(W):E.E:E 6_111_11
(1,2)7 12\7! 10 90 10 90 5 15 5 75

(%) 2

O comprimento de uma circunferéncia é dado por 2mR, sendo R o raio da circunferéncia
(ainda veremos na aula de geometria plana). Assim, temos:

b=2nR =2n-1=2n
c=+12-v90-vV160 - V147 =3 -4-V9-10-V/16 - 10 - V49 - 3
= c=2v3-3vVI0- 4V10-7vV3 = 168 - V3~ - V10 = 168 -3 - 10 = 5040

Analisando as alternativas:

a)a =11/75 e c = 5040 sao numeros racionais, logo, verdadeira.
b)ZN N =N, como ¢ = 5040 € N, temos alternativa verdadeira.
c) R — @ é o conjunto dos irracionais e apenas b é irracional, logo, alternativa falsa.

dRNQ =Q, comoa,c € Q, temos alternativa verdadeira.
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Gabarito: “c”

19. (AFA/2013)

Considere os seguintes conjuntos numéricos N, Z, Q, R, = R — Q e considere também os seguintes

conjuntos:
A=(Nul) - (RNZ)
B=Q-(Z-N)
D=(Nulhu((@Q-N)

Das alternativas abaixo, a que apresenta elementos que pertencem aos conjuntos 4, B e D, nesta

ordem, é
a)—-3;0,5 eg
b)\/20;/10 e V5
c) —/10; —5e2
d)2;3e2,31
Comentarios
Vamos simplificar os conjuntos:
A=(NulD-(RnzZ)=(NuUl) -7

Como N c Z, temos:

Logo, A é o conjunto dos irracionais.
B=Q-(Z-N)=Q-Z
B é o conjunto dos racionais menos os inteiros negativos.
D=(Nulu((Q-N)
D pode possuir nUmeros naturais, niUmeros irracionais ou nimeros racionais ndo naturais.
Analisando as alternativas:
a) —3 & A, pois —3 é racional, logo, falsa.
b) V10 ¢ B, pois V10 é irracional, logo, falsa.
c) —5 & B, pois é inteiro negativo, logo, falsa.
d) g €A (g é irracional)
3 € B (3 éracional positivo)
2,31€D (2, 31 é racional, pois é dizima periédica), logo, verdadeira.

Gabarito: “d”

20. (AFA/2011)
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Seazﬁ-\/z+\/f-\[2+\/2+\/i-\[2—\/2+\/f,entéo
a)ae (R—N)
b) a pode ser escrito naformaa = 2k, k € Z

ac[(Q-Z)U(R-Q)]
d[(ZvQ@Qn(R-N)]>a
Comentadrios

Simplificando a expressao:

a=+2- 2+\/7-\/2 / \/Ejz 2+\/§
a=+2- 2+ﬁ-](2+/2+ﬁ)<2 2+\/§>

a=vV2-[2+V2: (22— 2+\/§>

a=+v2- /2+\/E-\/4—(2+\/§)

a=ﬁ-J2+ﬁ-J2—x/§

@=V2- |22 -2 =VZNE-2=V2-V2=2
Analisando as alternativas:
a)2 €N, logoa ¢ (R— N). Falsa.
b) @ = 2, logo pode ser escrito na forma 2k, k € Z. Verdadeira.
c)a€Zea€Qlogo,a¢[(Q—7Z)u (R—Q)]. Falsa.
d)Comoa =2 € N, temos que [(ZU Q) N (R — N)] ? a. Falsa.
Gabarito: “b”

21. (Escola Naval/2018)
Quantos numeros inteiros entre 1 e 1000 sdo divisiveis por 3 ou por 7 ?
a) 47
b) 142
c) 289

AULA 01 - ALGEBRA ELEMENTAR 110



¥ & Estratégia Prof. Victor Sa

Militares

d) 333
e) 428
Comentarios

Seja A e B o conjunto dos inteiros entre 1 e 1000 divisiveis por 3 e por 7, respectivamente.
Assim, queremos saber o numero de elementos de A U B e pelo principio da inclusao e exclusao,
temos:

n(AUB) =n(4) +n(B) —n(ANB)

A quantidade de numeros inteiros entre 1 e 1000 divisiveis por 3 é

1000
n(4) = |——| =333
| 3 |
A gquantidade de numeros inteiros entre 1 e 1000 divisiveis por 7 é
1000
n(B) = [—| = 142
| 7 |
A guantidade de numeros inteiros entre 1 e 1000 divisiveis por 3 e 7, ou seja, 21 é
1000
n(anB) = |——| =

Portanto, n(AU B) é
n(AUB) =333 + 142 — 47 = 428

Gabarito: “e”.

22. (Escola Naval/2013)

Considere uma fragao cuja soma de seus termos é 7. Somando-se trés unidades ao seu numerador
e retirando-se trés unidades de seu denominador, obtém-se a fracdo inversa da primeira. Qual é o

denominador da nova fragao?
a)1

b) 2

c)3

d) 4

e)5
Comentarios

De acordo com o enunciado, temos:

_a
b
a+b=7=>a=7-b (eq.])

=§: aa+3) =b(b —3) (eq.1N)

AULA 01 - ALGEBRA ELEMENTAR 111



;)“’ Estratégia

Militares

Prof. VictorSo

Substituindo a eq.I naeq.II:
(7—=b)(7—b+3)=b(b—-3)
(7—=b)(10 — b) = b(b — 3)
70 — 17b + b%? = b* — 3b
70 = 14b -
a=7-b=7-5=2:[a=2]
Portanto, o denominador da nova fracdo é a = 2.

Gabarito: “b”.

23. (Escola Naval/2013)
Em um certo pais, o imposto de renda é taxado da maneira a seguir:
19) se a renda bruta anual é menor que R$ 10.000, 00 n3o é taxado;

22) se a renda bruta anual é maior ou igual a R$ 10.000,00 e menor que R$ 20.000, 00 é taxado
em 10%;

32) se a renda bruta anual é maior ou igual a R$ 20.000, 00 é taxado em 20%.

A pessoa que ganhou no ano R$17.370,00 apés ser descontado o imposto, tem duas

possibilidades para o rendimento bruto. A diferenga entre esses rendimentos é
a)R$17.370,00

b) R$ 15.410,40

c) R$ 3.840,50

d) R$ 2.412,50

e) R$1.206,60

Comentarios
As duas possibilidades para o rendimento sdo:
a) renda bruta anual x entre 10000 e 20000

Nesse caso, temos:

10
x —10%x = 17370 > x — mx =17370 > x —0,1x = 17370 = 0,9x = 17370

17370
"X T 700

=19300

b) renda bruta anual y maior ou igual a 20000

20
y = 20%y = 17370 > y — -5y = 17370 = 0,8y = 17370
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sy =21712,50

Fazendo y — x:
y—x=21712,50 — 19300 = 2412,50
Gabarito: “d”

24. (EFOMM/2019)

Numa equagao, encontramos o valor de 884. Para chegar a esse resultado, somamos os quadrados
de dois numeros pares, consecutivos e positivos. Determine o quociente da divisdo do maior pelo

menor

a) 0, 87.

b) 0, 95.
c)1,03.
d)1,07.

e) 1,10.
Comentarios

Sejam x e x + 2 os dois nUmeros pares, consecutivos e positivos. Somando os quadrados
desses numeros e igualando a 884, obtemos:

x*>+ (x +2)? = 884
x?+x%+4x +4 =884
2x*+4x+4—-884=0

2x*+4x—880=0

= x%+2x—440=0

Resolvendo a equagao e encontrando as raizes:
A=b*—4ac=22—-4-1-(—440) =4+ 1760 = 1764
_—b+VA -2++1764 -2+42
2a 2-1 2

Como x é um numero positivo, a Unica possibilidade é x = 20. Assim, quociente da divisao
do maior pelo menor é

X =>x, =200ux, =—22

22 11

%=1—0=1,1

Gabarito: “e”.

25. (EFOMM/2018)

Um aluno do 12 ano da EFOMM fez compras em 5 lojas. Em cada loja, gastou metade do que possuia
e pagou, apos cada compra, R$ 2,00 de estacionamento. Se, apds toda essa atividade, ainda ficou
com R$ 20, 00, a quantia que ele possuia inicialmente era de
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a) R$ 814, 00.
b) R$ 804, 00.
c) R$764,00.
d) R$ 714, 00.
e) R$ 704, 00.

Comentarios

O bizu nessa questdo é fazer o processo inverso das compras. Usando os 20 reais que
sobraram apds todas as compras, somamos a esse valor RS 2,00 e dobramos o valor obtido para
saber quanto ele tinha antes de entrar na quinta loja, repetimos esse procedimento até se chegar
no valor antes da primeira loja.

loja5:(20+2) -2 = 44

loja4: (44 +2)-2 =92
loja3: (92 +2)-2 =188
loja 2: (188 + 2) - 2 = 380
loja1: (380 4+ 2) - 2 = 764

Gabarito: “c”

26. (EFOMM/2018)

No “Baile dos FERAS"”, os organizadores notaram que a razao entre o nimero de homens e o nimero

. 7 . .
de mulheres presentes, no inicio do evento, era de 10" Ao final do show, os organizadores

observaram no local o aumento de 255 homens e a redu¢ao de 150 mulheres, de modo que a razdo

. . - 9 .
entre o numero de homens e o nimero de mulheres presentes depois disso passou a ser 10" Qual é

0 numero total de pessoas que estiveram presentes em algum momento no show?
a) 3.954.
b) 3.570.
c) 3.315.
d) 1.950.
e) 1.365.

Comentarios

Sejam h e m o numero de homens e mulheres, respectivamente. De acordo com o
enunciado:

Inicio do evento:

h 7
E=E:10h=7m (D
Final do evento:
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h+255 9
— =~ = 10h + 2550 = 9m — 1350 = 10h = 9m — 3900 (II)
m—150 10

Usando (1) em (II):
7m =9m — 3900 = 9m — 7m = 3900 = 2m = 3900 = m = 1950
= 10h =7 1950 = h = 1365
No inicio do evento, tinhamos h + m = 1365 + 1950 = 3315 pessoas.

No final do evento, tinhamos (h + 255) + (m — 150) = 1365 + 255 + 1950 — 150 =
3420 pessoas.

Gabarito: “c”

27. (EFOMM/2013)

Durante o Treinamento Fisico Militar na Marinha, o uniforme usado é ténis branco, short azul e
camiseta branca. Sabe-se que um determinado militar comprou um par de ténis, dois shortes e trés
camisetas por R$100,00. E depois, dois pares de ténis, cinco shortes e oito camisetas por

R$235,00. Quanto, entdo, custaria para o militar um par de ténis, um short e uma camiseta?
a) R$50,00.
b) R$55, 00.
c) R$60,00.
d) R$65, 00.
e) R$70,00.
Comentarios

Sejam t,s,c o pre¢co de um ténis branco, um short e uma camiseta branca,
respectivamente. Do enunciado, temos:

{t+25+3c=100 {t+25=100—3c
2t + 55 + 8c = 235 2t + 55 = 235 — 8¢

Multiplicando a primeira equag¢ao por —2:

{—Zt —4s = —-200 + 6¢C
2t + 55 = 235 — 8¢

Somando as duas equagdes para obter s:
s=35-12c
Usando a primeira equacao para obter t:
t=100—-3c—2s=100—-3c—-2-(35—-2c)=30+c
O preco de um par de ténis, um short e uma camiseta branca é:
t+s+c=@B0+c¢c)+ (35—2¢c)+c=65
Gabarito: “d”

28. (EFOMM/2009)
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a) 123459

b) 1234569
c) 12345679
d) 12345789

e) 123456789

Comentarios

11111 .
Y=

as divisoes até obtermos um resto nulo, dessa forma:

Gabarito: “c”

111111111... 9

-9 12345679

21
—18

31
—27
41
—36
51
—45

Portanto, o quociente encontrado é x = 12345679.

Prof. VictorSo

Qual é o nimero inteiro cujo produto por 9 é um nimero natural composto apenas pelo algarismo

Queremos encontrar x tal que x -9 = 11111 ..., para isso, podemos tomar o numero
natural composto apenas pelo algarismo 1 e dividi-lo por 9:

Como ndo sabemos quantos algarismos 1 temos, devemos inserir o algarismo 1 e efetuar
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10. QUESTOES NIVEL 3

29. (ITA/2020)

Prof. VictorSo

A expansao decimal do nimero 100! = 100 -99 --- 2 - 1 possui muitos algarismos iguais a zero.
Contando da direita para a esquerda, a partir do digito das unidades, o nimero de zeros, que esse

numero possui antes de um digito ndao nulo aparecer, é igual a
a) 20.
b) 21.
c) 22.
d) 23.

e) 24.

30. (ITA/2020)

Dado a € R, definap = a + a® e ¢ = a + a3 e considere as seguintes afirmagdes:
l. se p ou q é irracional, entao a é irracional.

Il. se p e q sdo racionais, entdo a é racional.

lll. se q é irracional, entao p é irracional.

E(sdo) VERDADEIRA(S)

a) apenas |.

b) apenas II.

c) apenaslell

d) apenaslelll.

e) todas.

31. (ITA/2020)

Dizemos que um numero natural n é um cubo perfeito se existe um nimero natural a tal quen =
a3. Determine o subconjunto dos niimeros primos que podem ser escritos como soma de dois cubos

perfeitos.

32. (ITA/2019)
Um numero natural n, escrito na base 10, tem seis digitos, sendo 2 o primeiro. Se movermos o digito
2 da extrema esquerda para a extrema direita, sem alterar a ordem dos digitos intermediarios, o

numero resultante é trés vezes o nimero original. Determine n.
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33. (ITA/2019/Modificada)
Considere as seguintes afirmagdes:

I. A soma dos cubos de trés nimeros inteiros consecutivos é divisivel por 9.

I /3+\/§_1+\/§
’ 2 2

E(sdo) verdadeira(s)

34. (ITA/2019/Modificada)
Considere as seguintes afirmacgdes:

, , ~ 1 1
I. Sen é um numero natural, entdo—+ —+ -+ +
n+1 n+2 2n

, . . 1
Il. Se x éum numero reale x3 + x + 1 = 0, entdo x> +-+

E (sdo) verdadeira(s)

35. (ITA/2018)

Se x é um numero real que satisfaz x3 = x + 2, entdo x1° é igual a
a)5x2 +7x+9

b) 3x% + 6x + 8

c)13x% +16x + 12

d)7x*+5x+9

e)9x? +3x+ 10

36. (ITA/2017/Modificada)
Das afirmagoes:
I. Todo niimero inteiro positivo pode ser escrito, de maneira tnica, na forma 2¥~1(2m — 1), em que
k e m sao inteiros positivos
Il. Existe um nimero inteiro primo p tal que \/1_) é um numero racional

E (sdo) verdadeira(s)

37. (ITA/2014/Modificada)
Das afirmagdes:
I.Sex,y € R\Q,comy # —x, entao x +y € R\Q
I.Sex € Q ey € R\Q, entdo xy € R\Q
E (sdo) verdadeira(s):

38. (ITA/2013)
Seja n > 6 um inteiro positivo nio divisivel por 6. Se, na divisio de n? por 6, o quociente é um

numero impar, entao o resto da divisdo de n por 6 é
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a)1
b) 2
c)3
d) 4
e)5

39. (ITA/2012)

Sejam 14, T, e r3 numeros reais tais que r; — r, e ry + r, + 13 sao racionais. Das afirmacgdes:
I. Se r; é racional ou 7, é racional, entao 3 é racional;
Il. Se 3 é racional, entdao r, + 1, é racional;

lll. Se r3 é racional, entdo r; e 1, sao racionais,

E (sdo) sempre verdadeira(s)

a) Apenasl|.

b) Apenas Il.

c) Apenas lil.

d) Apenaslell.

e)l,llelll.

40. (ITA/2005)
O menor inteiro positivo n para o qual a diferen¢a vn — v/n — 1 fica menor que 0,01 é
a) 2499.
b) 2501.
c) 2500.
d) 3600.
e) 4900.

41. (ITA/2005)

Sobre o numero x = /7 — 4/3 + /3 é correto afirmar que:
a)x €]0,2[

b) x é racional

c) V2x é irracional

d) x? é irracional

e)x €]2,3]

42. (ITA/2003)
O numero de divisores de 17640 que, por sua vez, sao divisiveis por 3 é:
a)24
b) 36
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c) 48
d) 54
e)72

43. (ITA/2002)
Considere as seguintes afirmagdes sobre os nimeros reais positivos:
I.Sex >4ey< 2, entiox? —2y > 12.
II.Sex >4 ouy < 2,entiox? — 2y > 12.
. Sex?* <1ey?> 2,entdox? — 2y < 0.
Entdo, destas é (sao) verdadeira(s)
a) Apenasl|.
b) Apenas |l ell.
c) Apenas ll e lll.
d) Apenas | ellll.
e) Todas.

44. (IME/2020)
Seja U o conjunto dos 1000 primeiros nimeros naturais maiores que zero. Considere que zeros a
esquerda sao omitidos. Seja A € U o conjunto de numeros cuja representacao na base 10 tem o
algarismo mais significativo igual a 1; e B € U o conjunto de nimeros cuja representacao na base 4
tem o algarismo mais significativo igual a 2. As cardinalidades de A— B e de B — A sao,
respectivamente:
a) 46 e 277
b) 45 e 275
c) 44 e 275
d) 45 e 277
e) 46 e 275
Observagao:
cardinalidade de um conjunto finito é o nimero de elementos distintos desse conjunto.

45. (IME/2020)

O menor numero natural impar que possui 0 mesmo numero de divisores que 1800 estd no
intervalo:

a) [1,16000]

b) [16001,17000]

c)[17001,18000]

d) [18001,19000]

e) [19001, )

46. (IME/2020)
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Um inteiro positivo é escrito em cada uma das seis faces de um cubo. Para cada vértice, é calculado
o produto dos nliimeros escritos nas trés faces adjacentes. Se a soma desses produtos é 1105, a soma
dos seis numeros das faces é:

a) 22

b) 35

c) 40

d) 42

e) 50

47. (IME/2019)

Aristeu e seu irmao nasceram nos séculos XX e XXI, respectivamente. Neste ano, 2018, os dois ja
fizeram aniversario e a idade de cada um deles é a soma dos trés ultimos digitos do ano de seu
respectivo nascimento. Qual é a soma das idades dos dois irmdos?

a) 23

b) 26

c) 29

d) 32

e) 39

48. (IME/2018)

Se X e Y sdo numeros naturais tais que X?> — Y2 = 2017, o valor de X? + Y2 é:
a) 2008010

b) 2012061

c) 2034145

d) 2044145

e) 2052061

49. (IME/2018)
Determine todos os niumeros primos p, q e r tais que 35p + 11pq + qr = pqr.

50. (IME/2018)

A soma dos algarismos de X com a soma dos quadrados dos algarismos de X é igual a X. Sabe-se
que X é um nuimero natural positivo. O menor X possivel esta no intervalo:

a) (0,25]

b) (25,50]

c) (50,75]

d) (75,100]

e) (100,125]
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51. (IME/2018)

Seja x um numero natural maior que 2. Se a representa¢dao de um numeral N na base x é 1041 e na
base x — 1 é 1431, entdo a sua representagao na base binaria é:

a) 10001111

b) 11011011

c) 11100111

d) 11011110

e) 11110001

52. (IME/2016)

Sabendo-se que m e n sdo inteiros positivos tais que 3™ + 14400 = n?, determine o resto da
divisdao de m + n por 5.

a)o

b) 1

c)2

d)3

e)4d

53. (IME/2016)
Seja a equagdo n? — 7m? = (5m — 2n)? + 49. Determine todos os pares inteiros (m,n) que

satisfazem a esta equacao.

54. (IME/2015)

Quantos restos diferentes s3o possiveis da divisio de n? por 11, sendo . um niimero natural?
a)3

b) 4

c)5

d)6

e)7

55. (IME/2012)
Sejam r e s € Z (inteiro). Prove que (2r + 3s) é multiplo de 17 se e somente se (97 + 5s5) é
multiplo de 17.

56. (IME/2010)
Seja a equagdo p" + 144 = g2, onde n e q sdo nimeros inteiros positivos e p é um niimero primo.
Determine os possiveis valores de n,p e q.

57. (IME/2001)
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Provar que para qualquer nimero inteiro k, os nimeros k e k° terminam sempre com o mesmo

algarismo das unidades.

58. (IME/2021)

Considere que a +0, b # 0 e (a+ b) # 0. Sabendo-se que %+ Z = 3, determine o valor de
a®+b?

2(a+b)?’

a)o,1

b) 0,3

c)0,6

d) 0,8

e)1,0

59. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)

A solugdo de uma equacao algébrica é 802. Para chegar a esse resultado, somou-se os quadrados de
dois numeros impares, consecutivos e positivos. Determine o quociente da divisio do maior pelo

menor, aproximadamente.
a)1,105
b) 1,057
c)1,204
d) 1,181
e) 1,302

60. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)

O produto de 4 numeros naturais consecutivos somado com 1 unidade é sempre:
a) Um ndmero par

b) Nimero impar da forma 4k + 3

¢) Quadrado perfeito

d) Cubo perfeito

e) Primo

61. (Estratégia Militares — Prof. Victor So)

Seja a um numero inteiro positivo tal que a é multiplo de 5, a + 1 é multiplo de 7, a + 2 é muiltiplo

de 9 e a + 3 é multiplo de 11. Determine a soma dos digitos do menor valor que a pode assumir.
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a) 10
b) 12
c) 14
d) 16
e) 18

62. (Estratégia Militares — Prof. Victor So)

Considere o inteiro

N=94+99+999 + .-+ 99...99
321 digitos

Encontre a soma dos digitos de N.
a) 321

b) 342

c) 729

d) 999

e) 1021

63. (Estratégia Militares — Prof. Victor So)

Listamos os inteiros de 1 a n. Desta lista apagamos o inteiro m. A média dos n — 1 numeros

. 134 .
restantes e ETh Determinen-m

a) 184
b) 174
c) 154
d) 144
e) 134

64. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)
Na reta dos nimeros reais abaixo, estao representados os niumeros m, n e p.
- I - I - -

—a | 0 il I 2a

T T P

—2a
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Sabendo que a é um nimero real positivo qualquer, analise as afirmagoes a seguir e classifique-as

em verdadeiro ou falso, marcando a alternativa que tenha a sequéncia correta de l a lll:

,n—m ~ s ,
I. |— ndo é um numero real.
p

. P nao necessariamente é um numero racional.
n

lll. (p + m) pode ser um numero inteiro.
a) V-vV-v
b) F-V-F
c) F-v-v

d) V-F-V

65. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)

Se x é um numero natural com 2020 digitos, entdo o nimero de digitos da parte inteira de %/x é

igual a:
a) 251
b) 252
c) 253
d) 254

e) 255

66. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)

O numero de divisores de 321750 que, por sua vez, sao divisiveis por 5 é:
a)72

b) 32

c) 64

d) 63

e) 36

67. (Estratégia Militares — Prof. Victor So)
O conjunto solugdo para p primoem: p = n3 + k®, emquen, k € N é:

a) Possui mais de 4 elementos
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b) Infinito
¢) Unitario
d) Vazio

e) Possui mais de 2 elementos

68. (Estratégia Militares — Prof. Victor So)

Calcule o valor da expressao

(10* + 324)(22% + 324)(34* + 324)
(4* + 324)(16% + 324)(28* + 324)

a. 1820
b. 689
c. 840
d. 630
e. 139

69. (Estratégia Militares — Prof. Victor So)

Tem-se que x> + y? + z% = 2(x + z — 1). Calcule x2020 4 12020 } 72020
a.2020

b.1010

c.101

d.2

e.l

70. (Estratégia Militares — Prof. Victor So)
Sejam x4, x5, X3, ..., X, uma sequéncia de nimeros inteiros que satisfazem as seguintes condig¢des:
L-2<x;<1,parai=1,2,..,n;
nh.xy +xy +--+x, =31;
N x% + x% + -+ x2 = 69.
O menor e o maior valor da expressao
B+ o+

E, respectivamente:
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a)—-5e31
b)0e 120
c)—10e99
d)—-35e46
e)0e 138

71. (Estratégia Militares — Prof. Victor So)

Sejam a e b numeros inteiros tais que satisfazem a seguinte expressdo: a3 + b3 + (a + b)3 +

30ab = 2000. Assim, um possivel valor para 7(a + b) é:
a) 70

b) 280

c) 210

d) 140

e) 350

72. (Estratégia Militares — Prof. Victor So)

Sabendo-se que m e n s3o inteiros positivos tais que 7™ + 28224 = n?, determine n — m:
a) 25

b) 97

c) 193

d)171

e) 175

73. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)

Seja f(k) = k3 + 6k? + 11k + 6 e seja X o conjunto de inteiros {0,1,2,3, ...,30}. O nimero de
elementos n de X, tais que f(n) deixa resto zero quando dividido por 12 é:

a) 19
b) 18
c)17
d) 22

e) 23
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GABARITO

29.e

30.c

31.5 = {2}.

32.n = 285714
33.1ell.

34.1.

35.c

36.1.V II.F
37.1.F Il.F

38.c

39.e

40.b

41.b

42.c

43.d

44.¢e

45.c

46.b

47.d

48.c

49.(p,q,v) = (17,7,17) e (p,q,r) = (19,5,19)
50.d

51.e

52.e

53.(m,n) € {(37,99}; (—37,-99); (13,51); (—13,-51); (7,21); (—=7,-21)}
54.d
55.Demonstragao
56.(p,n,q) €{(5,2,13);(2,8,20); (3,4,15)}
57.Demonstragao
58.B

59.A

60.C

61.D

62.B

63.A

64.C

65.C

66.A

67.C

68.B

69.D

70.A
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71.A
72.D
73.E

RESOLUCAO

29. (ITA/2020)

A expansao decimal do nimero 100! = 10099 --- 2 - 1 possui muitos algarismos iguais a zero.
Contando da direita para a esquerda, a partir do digito das unidades, o nimero de zeros, que esse

numero possui antes de um digito ndo nulo aparecer, é igual a

a) 20.

b) 21.

c) 22.

d) 23.

e) 24.

Comentarios
Seja a fatoracao em primos, Unica pelo teorema fundamental da algebra, de 100!:

100! =24 .3b.5¢. . .977

Mas100!'=1-2-3-4-5:6-..-98-99-100.

Dado um numero inteiro positivo N, a quantidade de zeros em seu final é igual ao nimero
de vezes em que se pode dividir por 10 e continuar com um inteiro positivo. A cada divisao,
diminui-se uma unidade dos expoentes de 2 e de 5. Logo, é possivel dividir por 10 min{a, c} vezes.

Acontece que em m!, para todo inteiro positivo m, temos sempre que o expoente de 5 é
menor ou igual ao expoente de 2, isto é, ¢ < a. Logo, min{a, c} = c. O problema agora é descobrir
o expoente de 5 em 100!

Contemos as contribui¢des de cada k € {1,2, ...,99, 100}.
Cada multiplo de 5 contribui com pelo menos um fator 5.
Cada multiplo de 5% = 25 contribui com um fator 5 extra.

N3o existem multiplos de 5! com | > 3.

Temos l%] + l% = 20+ 4 = 24 zeros no fim de 100!.

Gabarito: “e”.

30. (ITA/2020)
Dado a € R, definap = a + a’e q=a-+ a e considere as seguintes afirmagées:

I. se p ou q é irracional, entdo a é irracional.
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Il. se p e q sdo racionais, entao a é racional.

lll. se q é irracional, entdo p é irracional.

E(sdo) VERDADEIRA(S)

a) apenas |.

b) apenas Il.

c) apenaslell.

d) apenas | elll.

e) todas.

Comentarios

|. Temos da afirmacdo (p € 1) vV (q € ) - a € I. Usando sua contrapositiva:
~(@eD->~[(peDv(qgeD]
~(aeD->~peDAr~(qel
aEQ-(PeWQAr(ge®

Assim, temos que verificar se a € Q implicaquep € Qe g € Q. Como a € Q, temos a? €
Qea® €Qlogo,p=a+a’*€ Qeq=a+a®€ Q.Portanto, afirmac¢do verdadeira.

[I. Multiplicando-se p por a, temos:
ap = a*+a?
Podemos escrever a? e a® como:
p=a+a’*=>a*=p-—a
g=a+a®i>a*=q—a
Substituindo em ap:
ap=p—a+q—a=>ap+2a=p+q=>pP+2)a=p+q
Parap + —2:

L _Pta
p+2

Sep,q € Q, temos que Z% € Q, logo, a € Q.

Parap = —2:
—2=a+a*=>a’*+a+2=0=>A=12-4-1-2=1-8=-7<0
Portanto, a € R, logo, ndo é possivel.

Concluimos que a afirmacdo é verdadeira.

I1l. Tomemos o seguinte contraexemplo:
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a=\/§—%
Q=a(1+a2)=(\/§_%)<1+<\/§_%)2>
q=<2\/§T_1)(1+3+%—\/§)=(Zﬁ_l)g17—4ﬁ)=34x/§—178—24+4x/§
383 — 41
CI:TEH
-5 (45D (5 (5] -5- 1 e

Portanto, afirmacao falsa.

Gabarito: “c”.

31. (ITA/2020)

Dizemos que um numero natural n é um cubo perfeito se existe um nimero natural a tal quen =
a3. Determine o subconjunto dos niimeros primos que podem ser escritos como soma de dois cubos
perfeitos.
Comentarios

Sejam a, b € N tais que a®+ b3 = p, com p primo. Assim, temos:

p=a3>+b3=(a+b)(a®—ab+b?)
€N EN eN

Como p é primo, temos duas possibilidades para os fatores:

Na+b=1ea’?—ab+b?>=p
Comoa,b € N, temosde a + b = 1 que as solugcdes sdo:
a=1leb=0oua=0eb=1
Substituindo a = 1 e b = 0 na equacdo a® — ab + b? = p:
12=p>p=1

Como 1 ndo é primo, temos que esses valores de a e b ndo convém, analogamente para
a =0eb = 1. Assim, devemos analisar o segundo caso.

Na+b=pea®—ab+b*=
Fazendo a = p — b, temos:
(p—-b)?*—-(—-bb+b*=1
p% — 2pb + b?> —pb + b*> + b*> =1
p?—=3bp+3b*=1=0
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Analisando o discriminante:
A=(Bb)2—4-1-3b%>—-1) =4 —3b?

Como p é a soma de dois naturais, temos que p também é natural, logo devemos ter A >

0:
4
4—3b220=>bZS§
Como b € N, a Unica possibilidade é b = 1.
Encontrando as raizes para p:
3b++v4-3b2 3+1
p= > = > =2o0ul

Como 1 ndo é primo, temos p = 2.
Para esse valor de p:
a+b=p=>a+1=2:.a=1
Portanto, o subconjunto dos niimeros primos que satisfazem ao problema é S = {2}.
Gabarito: S = {2}.

32. (ITA/2019)
Um numero natural n, escrito na base 10, tem seis digitos, sendo 2 o primeiro. Se movermos o digito

2 da extrema esquerda para a extrema direita, sem alterar a ordem dos digitos intermediarios, o
numero resultante é trés vezes o niimero original. Determine n.
Comentarios

Se n esta na base 10 e possui 6 digitos, sendo 2 o primeiro, podemos escrever:

n=2-10+a-10*+b-103+¢c-102+d -10* + e - 10°

X

Chamando de x o nimero formado por a-10*+b-10%3+c-10%+d-10* + e - 10°,
temos:

n=2-10°+x

Fazendo a mudanca de ordem conforme o enunciado, obtemos um novo nimero natural

m=10-x+ 2
A questao diz que m = 3n, logo:

599998
10x+2=3(2-105+x)=>7x=2(3-105—1):>x=T=85714

Entdo, n é dado por:
n=2-10>+ 85714
n = 285714

Gabarito: n = 285714

AULA 01 - ALGEBRA ELEMENTAR 132



£ rd .
¥ Estratégia Prof. Victor So

Militares

33. (ITA/2019/Modificada)
Considere as seguintes afirmagoes:

I. A soma dos cubos de trés nimeros inteiros consecutivos é divisivel por 9.

I /3+\/§_1+\/§
’ 2 2

E(s3o) verdadeira(s)
Comentarios
|. Verdadeira.
Seja a € Z. Vamos tomar os inteiros consecutivos (a — 1,a,a + 1), a soma dos seus
cubos resulta:

(a—13+a®+(a+1)3
a—-3a*’+3a—-1+a®+a®>+3a?°+3a+1
3a3 + 6a
3a(a® + 2)
Devemos provar que para qualquer a € Z, o valor 3a(a? + 2) é divisivel por 9.

a)a = 3k, k € Z. Valores (0,13, £6, 19, ..., £3k)
3a(a? + 2)
3(3k)((Bk)?* + 2)
9k(9k? + 2) é divisivel por 9

b)a =3k + 1,k € Z. Valores (1,4,7,10,...,3k+ 1) e (—2,-5,-8,...,—3k + 1)
3a(a? + 2)
3Bk + 1D((Bk+1)2+2)
33k +1)(9%%?+6k+1+2)
9(3k + 1)(3k? + 2k + 1) é divisivel por 9

c)a =3k + 2,k € Z. Valores (2,5,8,...,3k + 1) e (—1,—-4,-7,...,—3k + 1)
3a(a? + 2)
33k + 2)((Bk + 2)?> + 2)
3(3k +2)(9k? + 12k + 4 + 2)
9(3k + 2)(3k? + 4k + 2) é divisivel por 9

II. Verdadeira.
1++5 14v5\" [1+5+2V5 [6+2V5 [3++5
2 - < 2 > - 4 - 4 - 2
Gabarito: “l e ll”.
34. (ITA/2019/Modificada)
Considere as seguintes afirmacgdes:
I. Se n éum nimero natural, entao ﬁ + ﬁ + e+ i > %
Il. Se x éum nimero real e x® + x + 1 = 0, entdo x> +%+x_16: 0.

E (sdo) verdadeira(s)
Comentarios

AULA 01 - ALGEBRA ELEMENTAR 133



Militares

¥ & Estratégia

|. Verdadeira.

Prof. VictorSo

. .1 .
Devemos supor n # 0, pois caso contrario - ndo poderia ser calculado.

FIQUE

ATENTO!

()

N3o foi fornecido a informacdo na prova sobre o 0 ser ou ndo um numero natural.

Abaixo as notacdes da prova de Matematica de 2019:
MATEMATICA

Notacgoes

R : conjunto dos nimeros reais

i : unidade imaginaria 2 = —1

det(M) : determinante da matriz M

M1 : inversa da matriz M

MT : transposta da matriz M

AB : segmento de reta de extremidades nos pontos A e B

[a, b] ={reR:a<r<b}

Na prova de 2008, o ITA considerou 0 € N. Veja:
NOTACOES

Observacao: Os sistemas de coordenadas considerados sao os cartesianos retangulares.

AB

AB

={0.1,2,3,..} i

: conjunto dos nimeros Inteiros | z|

- conjunto dos niimeros reais z

- conjunto dos mimeros complexos Re z
- conjunto vazio Im =
b= {reR a<z<b} 1
b)=]a,bl={z€R; a<a<b} Al

b) =lab[={reR; a<zx<b} A
b =l]a, bl ={z eR; a <z < b} det A
—B={rc A z ¢ B} A€

P(A) : colecdo de todos os subconjuntos de A

: segmento de reta unindo os pontos A e B

: arco de circunferéncia de extremidades A e B

- unidade imagindria; i> = —1
- médulo do nimero z € C

- conjugado do nimero z €
" partereal de z € C

© parte 1magindria de z € C
- matriz 1dentidade

. Inversa da matriz inversivel 4
. transposta da matriz 4

- determinante da matriz 4

- complementar de A

C

Observacao: Os sistemas de coordenadas considerados sao cartesianos ortogonais.
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Por isso, devemos sempre ler as notag¢des fornecidas na prova antes de resolver as
guestdes. No caso da prova de 2019, como a informag¢ao nao foi fornecida, fizemos a
suposicao de quen # 0.

Note que:
1 > 1 > 1 > > !
n+l n+2 n+3 2n
Entao:
1 1
n+1 2n
1 1
n+2 2n
1 1
n+3 2n
1 1
2n  2n
Somando todas essas relagdes, obtemos a seguinte desigualdade:
I S S
n+1 n+2 2n 2n  2n 2n
n termos nvezes
4 - 1 S 1
n+1l n+2 2n = 2n 2
. Errada.

. ~ . 11
Vamos manipular a equacdo x3 + x + 1 = 0 e tentar chegar a x? + - + i 0.

x}+x+1=0
Dividindo a equacgao por x:

x2 x 1
—+=+-=0
X X X
Simplificando:
5 1
x*+1+-=0
. X
Isolando os termos x? + e
1
x2+—-=-1
. X
Somando — nos dois lados da equagao:
X
, 1 1 1
x4+ -+ — = -1+ 3
X X X

O problema diz que x? +i+$= 0, entdo:
—1+x—16=0:>x6:1,x=ilparaxE]R
Masparax = +1,x3+x+1# 0

Logo, a assertiva esta errada.
Gabarito: “1”.

35. (ITA/2018)
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Se x é um numero real que satisfaz x3 = x + 2, entdo x1° é igual a
a)5x%+7x+9
b)3x*>+ 6x+ 8
c) 13x% + 16x + 12
d)7x*+5x+9
e) 9x* + 3x + 10
Comentarios
Vamos elevar x3 = x + 2 ao cubo usando o produto notavel:
(a+b)2=a®+ b3+ 3ab(a+b)
(x*)* = (x + 2)°
x?=x3+23+6x(x+2)
x?=x3+8+6x%+12x
x?=x3+6x*>+12x+8
Multiplicando os dois lados da equag3do por x para obter x1°:
x%x = (x3 + 6x% + 12x + 8)x
x10 = x* + 6x3 + 12x% + 8x
Vamos simplificar a equacdo, fazendo x3 = x + 2 dado no enunciado:
x10 = x(x3) + 6x3 + 12x2 + 8x
x10 =x(x+2)+6(x+2)+12x%+ 8x
x10 =x2 +2x + 6x + 12 + 12x% + 8x
x1% = (x% + 12x%) + (2x + 6x + 8x) + 12
x10 = 13x2 + 16x + 12
Gabarito: “c”.
36. (ITA/2017/Modificada)

Das afirmagoes:

I. Todo nimero inteiro positivo pode ser escrito, de maneira Unica, na forma 2"_1(2m —1),emque
k e m sao inteiros positivos
Il. Existe um numero inteiro primo p tal que \/5 é um numero racional
E (sdo) verdadeira(s)
Comentarios
l. Suponhan € Z,,n = 2¥*(2m — 1) comk,m € Z,.
Vamos analisar os fatores de n.

n = 2k-1 <2m — 1)
N——r S————

par impar

Perceba que temos dois fatores em n, um par e um impar.

2%=1 pode assumir os valores: (1,2,4,...), ele é a parte par.

2m — 1 pode assumir os valores: (1,3,5,7,...). Ele é a parte impar, pois 2m é um
nuimero par e subtraindo 1 deste nimero, temos um ndmero impar.

Note que podemos representar todos os numeros inteiros positivos nesse formato de
numero.

Para representar numeros pares, fazemos k # 1 e obtemos multiplos de 2: n =
2k1(2m — 1).
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Para os impares, fazemos k = 1 e obtemos numeros impares: n = 2°2m — 1) =
2m — 1.

~Verdadeira.

Il. Pela definicdo de numero irracional, sabemos que se p é primo entdo \/E é
irracional.

~Falsa.
Gabarito: .V II. F
37. (ITA/2014/Modificada)
Das afirmagoes:
I.Sex,y € R\Q,comy # —x, entdao x +y € R\Q
II.Sex € Q ey € R\Q, entdo xy € R\Q
E (sdo) verdadeira(s):
Comentarios

l.x,y € R\Q » x +y € R\Q

A afirmacgado diz que se x e y sdo irracionais, a x + y também sera.

Vamos suporx = 1 + V2 e y=1- V2, ambos s3o irracionais.

Somando os dois, temos:

x+y=(01+V2)+(1-V2)=2€Q

x + y éracional

~Falsa.
.Lx € Qey€R\Q - xyeR\Q
Vamos tomar x = 0 € Q e y = /2 € R\Q, entdo xy sera:
xy=0-vV2=0€Q
Xy é um numero racional
~Falsa
Gabarito:I. Felll. F
38. (ITA/2013)

Seja n > 6 um inteiro positivo nio divisivel por 6. Se, na divisdo de n? por 6, o quociente é um

numero impar, entao o resto da divisdo de n por 6 é
a)1l
b) 2
c)3
d) 4
e)5
Comentarios

n é um inteiro positivo ndo divisivel por 6, entdao podemos escrever:

n=6q+rre€|[l5]
T é o resto da divisdao de n por 6

Na divisdo de n? por 6, o quociente é um nimero impar. Vamos elevar o nosso n ao

guadrado e analisar o quociente:
n? = (6q + r)? =36q* + 12qr + r? = 6(6q* + 2qr) + r?
Vamos reescrever 72:
r2=6q +1'
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q' é o quociente da divisdo de 72 por 6 e ' é o resto dessa divis3o.
n? = 6(6q* + 2qr) + r?

n? = 6(6q%+2qr) + 6q' + 1’

n? =6(6q*+2qr+q')+1r
0 nosso quociente da divisdo de n? por 6 é:

6q*+2qr +q' =2q(B3q+1r)+4q
O quociente é um nimero impar, isso implica que g’ é impar ja que 2q(3q + 1) é um
numero par.

Das condi¢Bes de r € [1,5]:

r=1=rt=1
r’=6q"+r'=1=6q9'+r'=q =0er' =1

r=2=r>=4
r’=6q'+r'=>4=6q+r'=>q =0er' =4

r=3=>r?2=9
r’=6q"+r'=>9=6q9'+r'=q =1ler' =3

r=4=r*=16
r’=6q'+r'=>16=6q'+r' =>q' =2er' =4

r=5=>r2=25
r’=6q'+r' =>25=6q'"+7r" 2q' =4er' =1

Comoq' éimpar— q' =1-71" = 3.

Gabarito: “c”.
39. (ITA/2012)
Sejam rq, T, e r3 numeros reais tais que r; — r, e r{ + 1, + r3 sdo racionais. Das afirmacgoes:

I. Se r; é racional ou 1, é racional, entdo r3 é racional;
Il. Se 3 é racional, entao r; + r, é racional;

lll. Se r3 é racional, entdo r; e 1, sao racionais,

E (sdo) sempre verdadeira(s)

a) Apenas I.

b) Apenas II.

c) Apenas lll.

d) Apenas |l elll.

e)l, 1l ell.
Comentarios
l. 7y — 1, é racional.
Se r; éracional, entdo r; — , é racional — 1, é racional.
Ser, éracional, entdo r; — 1, é racional — r; é racional.
Logo, 1y e 1, sdo racionais.
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1, + 1, + 13 é racional — 73 é racional.
~Verdadeira.

Il. 73 é racional
(ry + 1) + 15 éracional - (r; + 1) é racional

~Verdadeira.
[Il. Da Il sabemos que r; + 1, é racional e do enunciado r; — 1, é racional.
Vamos somar as duas expressoes:
(r+r)+ 0y —1)

2
71 € a soma de dois numeros racionais, logo ele também é racional.
Subtraindo as duas expressoes:

(T‘l +T2) + (T'1 _Tz) == 2T1 = T‘l ==

"n+nr)—0 —r
(r1+r2)—(r1—r2)=2r2:>r2=(1 2)2(1 2)

T, € a subtragao de dois numeros racionais, portanto ele é racional.
~Verdadeira.
Gabarito: “e”.
40. (ITA/2005)
O menor inteiro positivo n para o qual a diferenga vn — vn — 1 fica menor que 0,01 é
a) 2499.
b) 2501.
c) 2500.
d) 3600.

e) 4900.
Comentarios

A quest3o pede o menor inteiro positivo n tal que vn —vn — 1 < 0,01.

Vn—-Vvn—-1<0,01
1 1
Vi-n-1<—=10< ———
100 Vn—-+vn-—-1

Podemos escrever de outra forma:

1
Vn—n-1
1

Vn—vn -1
1 (Vn++vn-1)
Vi—vn-1({n++vn-1)
(Vn+vn=1)
(va' —vn=1%)
(Vn++Vn—1)
(n—(-1)
(Vn+vn—-1)
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1
Vi1

100<\/_ F—(ﬁ+dn—1)

vn++vVn—1> 100

=(Wn+Vn-1)

Note que:

Vn>Vvn—-1=>vn+Vvn>Vvn—-1+vn=>2vn>Vvn—-1+vn
2yn >Vn—1++/n> 100
2+vn > 100 = +vn > 50

Para essa inequacao, podemos elevar ambos os lados ao quadrado sem alterar a
desigualdade:

n > 2500
Como n é um numero inteiro e positivo, o menor valor que ele pode assumir é n = 2501.

Gabarito: “b”.
41. (ITA/2005)

Sobre o nimero x = /7 — 4/3 + /3 é correto afirmar que:
a)x €10, 2]

b) x é racional

c) vV2x é irracional

d) x% é irracional

e)x €]2,3]

Comentarios

Vamos fatorar o niumero x:

= /7—4\/3_’+\/3_’
/4—4\/§+3+\/§

\/22—2-2\/§+\/§2+\/§

/(2—\/§)Z+x/§

(2-+v3)+V3=2

~ x éracional.
Gabarito: “b”.
42. (ITA/2003)

O numero de divisores de 17640 que, por sua vez, sao divisiveis por 3 é:
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a) 24

b) 36

c)48

d) 54

e) 72
Comentarios

A questao pede os divisores de 17640 que sdo divisiveis por 3. Vamos fatorar o niumero
17640:

17640 |2
8820 |2
4410 |2
2205 |3
735 3
245 5
49 7
7 7
1

Podemos escrever:
17640 =23-32.5.72=2.2-2-3-3:5-7-7

O numero de divisores sera dado pela quantidade de numeros diferentes que podemos
formar com os fatores de 17640 e que possuem o 3 como fator.

Neste caso, ja que temos dois fatores 3, podemos formar numeros divisiveis por 3 e
também por 9 (32). Entdo, j4 temos 2 casos diferentes.

Os nimeros podem possuir 2, 4 (22) e 8 (23) como fatores ou também podem ndo possuir
0 2 como fator. Logo, sao 4 possibilidades nesse caso.

Eles podem possuir o 5 como fator e também podem ndo possuir. Assim, sdo 2
possibilidades.

Por fim, podemos ter 7 e 7% como fator ou também podemos n3o o ter. Neste caso, temos
3 possibilidades.

Devemos multiplicar as possibilidades para cada numero e, desse modo, calcular a
guantidade:

n=2-4-2-3 =48 numeros divisiveis por 3
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Gabarito: “c”.

43. (ITA/2002)

Considere as seguintes afirmagoes sobre os nimeros reais positivos:
I.Sex >4ey <2, entdox? —2y > 12.

Il.Sex > 4ouy < 2, entdo x* — 2y > 12.

. Sex? <1ey? > 2, entdox? — 2y < 0.

Entdo, destas é (sao) verdadeira(s)

a) Apenas I.

b) Apenas |l e ll.

c) Apenas i elll.

d) Apenas | ellll.

e) Todas.
Comentarios

“u_ n

I. Temos duas inequag¢des com o conectivo “e”, vamos verificar se a desigualdade é
verdadeira:

x>4>x%>16
y<2=>-y>-2>=-2y>—4
Como a condigdo é x >4 ey < 2, podemos somar as duas inequagdes. Assim, obtemos:
x*—2y>12
~Verdadeira.

Il. A diferenca nessa afirmacdo é a presenca do conectivo “ou”. Essa afirmacao diz que
qualquer uma das proposi¢cdes podem ser validas para que x2 — 2y > 12.Provamos na afirmacéo
acima que as duas condi¢cdes devem ser satisfeitas ao mesmo tempo para que a consequéncia
seja verdadeira.

~Falsa.
. x% <1
y2>2=>y<—2ouy>+\2
Vamos usary > V2
y>V2= —y< /2= -2y<-2V2
Somando as duas inequacgdes:
x2—-2y<1-2V2

Note que 2v2 =2-1,4=2,8=>1 < 2V2
Portanto:

1-2V2<0

x2 —2y<1-2J2<0
x2—-2y<0
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Gabarito: “d”.
44. (IME/2020)

Seja U o conjunto dos 1000 primeiros numeros naturais maiores que zero. Considere que zeros a

esquerda sao omitidos. Seja A € U o conjunto de nimeros cuja representa¢ao na base 10 tem o
algarismo mais significativo igual a 1; e B € U o conjunto de nimeros cuja representacao na base 4
tem o algarismo mais significativo igual a 2. As cardinalidades de A— B e de B — A sao,
respectivamente:

a) 46 e 277

b) 45 e 275

c) 44 e 275

d) 45 e 277

e) 46 e 275

Observagao:

cardinalidade de um conjunto finito é o nimero de elementos distintos desse conjunto.
Comentarios

Para resolver essa questdao, devemos encontrar os elementos de cada conjunto. O
enunciado diz que A e B s3o subconjuntos de U ={1,2,3,...,1000}. Para 4, temos que o
algarismo mais significativo dos seus elementos na base decimal é 1, logo, os elementos de A s3o:

1
10, ..,19 ~
1001302~ 1 20,2119 100199 1000
1000

A cardinalidade do conjunto A é:

n(A)=1+10+100+1 =112

Vamos analisar o conjunto B. Ele é formado pelos niumeros cuja representacdao na base 4
tem o algarismo mais significativo igual a 2, desse modo, temos que os elementos de B sao
(lembrando que um nimero na base 4 pode ter como algarismos 0,1, 2, 3):

(2),
(20)4,(21)4,(22),,(23),
B = (200),, ...,(233),
(2000),, ..., (2333),
(20000),, ..., (23333),

Perceba que (20000), = 2 - 4* = 512 e (200000), = 2 - 45 = 2048 > 1000.

Para analisarmos a cardinalidade das diferencas de A e B, vamos converter os numeros de
B e escrevé-los na base decimal:
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(2)y>2

(20)4,(21),,(22),, (23), =38,..,11
24-8 (30)4-1=34-1=11
(200),,.., (233), = 32,..47
242-32  (300);-34%2-1=47
(2000),, ..., (2333), =128, ...,191
2432128 (3000),-1-3-43_-1=191
(20000),, ..., (23333), = 512, ...,767
T24%C512 (30000),—1-342-1=767

Assim, o conjunto B é dado por:

B = {2, 8, ..,11, 32,..,47,128, ...,191, 512, .., 767}

4 elementos 16 elementos 64 elementos 256 elementos

=>|n(B)=1+4+16 + 64 + 256 = 341

Resta analisar os elementos da intersec¢dao dos conjuntos. Fazendo a intersec¢cdao de A com

ANB = {10, 11,128, ..., 191}

64 elementos

n(ANB) = 66

Portanto, as cardinalidades das diferengas sao dadas por:
n(A—B)=n(A) —nAnB) =112 - 66 = 46
n(B—A) =341 —-66 =275

Gabarito: “e”.

45. (IME/2020)

O menor numero natural impar que possui o mesmo numero de divisores que 1800 esta no
intervalo:

a) [1,16000]

b) [16001,17000]

c) [17001,18000]

d) [18001,19000]

e) [19001, )

Comentarios

Inicialmente, vamos calcular o numero de divisores de 1800. Para isso, vamos fatora-lo:

1800 |2
900 2
450 2
225 3
75 3

AULA 01 - ALGEBRA ELEMENTAR 144



ﬁ Estratégia

Militares

Prof. VictorSo

1800 = 23 .37 .57
O numero de divisores de 1800 é dado pelo produto dos expoentes dos seus fatores
somado a 1:
np,=38+1)2+1)2+1)=36

Assim, temos 36 divisores para o nimero 1800. O menor numero natural impar que possui
36 divisores é da forma (lembrando que 2 ndo pode ser um fator desse niumero para que ele seja
impar):
1=3%-5P.7¢.114.
Ela deve satisfazer:
(a+1)(b+1)(c+1)d+1)..=36
Vamos fatorar o nimero 36 e ver as possibilidades:
r 36-1
18 -2
9-4
3-12
3-3:4
3:3:2-2
6-6
\ 2-3:6
Analisaremos apenas as possibilidades em azul, pois as possibilidades em vermelho
gerardao numeros muito grandes. Para que tenhamos o menor impar, os menores fatores devem
receber os maiores expoentes, logo:
3-3-4=3%.52.72=32.52.7.21
3-3-2-2=>32.52.71.111=3%2.52.7-11
2-3-6>3°.52.7'=32.52.7.27

Note que o menor nimero é 32-5%.7 .11 = 17325.

36 = <

Gabarito: “c”.

46. (IME/2020)

Um inteiro positivo é escrito em cada uma das seis faces de um cubo. Para cada vértice, é calculado
o produto dos nimeros escritos nas trés faces adjacentes. Se a soma desses produtos é 1105, a soma
dos seis numeros das faces é:

a) 22

b) 35

c) 40

d) 42

e) 50
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Comentarios

Vamos usar um cubo planificado para o problema dado. Para as condi¢des do problema,
temos:

abe bece cde afd

L 2
abf bef cdf aed

O enunciado diz que:
abe + abf + bce + bcf + cde + cdf + afd + aed = 1105
Fatorando:
ab(e+ f)+bc(e+ f)+cd(e+ f) +ad(e + f) = 1105
(e+ f)(ab + bc + cd + ad) = 1105
(e + f)(b(a +c)+d(a+ c)) = 1105
(e+fHla+c)(b+d)=1105

Temos um produto de trés nimeros inteiros positivos que resulta no niumero 1105. Note
que:

1105=5-13-17
1105 é o produto de trés nimeros primos. Como a, b, c,d, e, f € Z,, temos que as somas

e+ f,a+ c,b+ d ndopodem resultar em 1, logo, cada numero deve assumir um dos niumeros
primos. Podemos ter:

e+f=5
b+d=13
a+c=17

A questdo pede:
a+b+c+d+e+f=5+13+17 =35
Gabarito: “b”.

47. (IME/2019)
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Aristeu e seu irmdo nasceram nos séculos XX e XXI, respectivamente. Neste ano, 2018, os dois ja
fizeram aniversario e a idade de cada um deles é a soma dos trés ultimos digitos do ano de seu
respectivo nascimento. Qual é a soma das idades dos dois irmaos?

a)23

b) 26

c) 29

d) 32

e) 39

Comentarios

Vamos analisar o enunciado. Aristeu nasceu no século XX, entdo, ele nasceu entre 1901 e
2000. Seu irmao nasceu no século XXI, logo, ele nasceu entre 2001 e 2100. Se no ano de 2018, os
dois ja fizeram aniversario e a idade de cada um deles é a soma dos ultimos digitos do ano de seu
respectivo nascimento, podemos fazer as seguintes deducgdes:

1) A maior idade que Aristeu pode ter é 27 anos (nascimentoem 1999 )
9+9+9=27

Nesse caso, Aristeu teria 19 anos no ano de 2018. Desse modo, ele nasceu antes de 1999.
Para descobrir essa idade, podemos dizer que ele nasceu no ano de 1999 — x e, assim, temos:

Soma dos trés ultimos algarismos para x € [0;9] e x € N:
1999 —x>94+94+9 —x =27 —x anos

Idade desde o nascimento 1999 — x até 2018:

19 + x anos
Igualando essas idades, descobrimos x:

27—x=19+x
2x =8
x=4

Logo, ele nasceu no ano de 1995 (completa 23 anos até 2018 e a soma dos algarismos é
94945 =23).

Usando o mesmo raciocinio, vamos calcular a idade do seu irmao. J4 que ambos fizeram
aniversario, vamos supor que seu irmao nasceu em 2017:

2) Seu irmdo nasceu em 2017
Soma dos trés ultimos algarismos:
2017 -0+ 1+ 7 =8anos

Mas, até 2018, ele terd apenas 1 ano. Logo, ele nasceu em 2017 — y.
Paray € [0;7] ey € N:
Soma dos trés ultimos algarismos:

2017—-y—->0+1+7—y=8—yanos
Idade desde o nascimento 2017 — y até 2018:
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1+ yanos
Igualando as idades:
8—y=1+y
2y =7
y =35

y deve ser um numero inteiro, entdao, seu irmao nasceu antes de 2010. Vamos supor que
ele tenha nascido em 2009 — y:

Paray € [0;9] ey € N:
Soma dos algarismos:
0+0+9—-y=9-y
Idade até 2018:
9+y
Igualando as idades, vemos que y = 0 e, assim, seu irmdo nasceu em 2009 e tem 9 anos.

Portanto, a soma da idade deles é:
[23 + 9 = 32|

*Observacgdes: A resolucdao deste exercicio esta longa apenas para que vocé entenda o
raciocinio. Na hora da prova, bastaria que vocé encontrasse um ano que satisfizesse as condi¢des
do problema (soma dos trés ultimos algarismos do ano de nascimento = idade até o ano de 2018).

Gabarito: “d”.

48. (IME/2018)

Se X e Y sdo numeros naturais tais que X?> — Y2 = 2017, o valor de X? + Y? é:
a) 2008010

b) 2012061

c) 2034145

d) 2044145

e) 2052061
Comentarios

Do enunciado, temos:
X?—-Y?=2017
Vamos fatorar a equagdo:
X-Y)X+Y)=2017

Analisando o numero 2017, podemos perceber que ele é um numero primo. Entado, ele é
divisivel por 1 e por ele mesmo. Vamos analisar o produto (X —Y)(X +Y):

X, YENSX-Y<X+Y

A expressdao (X —Y)(X +Y) é um produto de fatores naturais e como 2017 é primo,
podemos afirmar que esse produto possuira a forma:
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X-Y)(X+Y)=1-2017
Ent3o, podemos escrever:
X-Y=1
X+Y=2017
Somando as duas equag¢des, encontramos X:
2X =2018= X =1009
EY:
X-Y=1=2Y=X-1=Y =1008
Com os valores de X e Y, vamos encontrar o valor da expressao pedida:
X?+Y?%=10092% + 10082 = 1018081 + 1016064 = 2034145
W X% +Y?=2034145

Gabarito: “c”.
49. (IME/2018)

Determine todos os numeros primos p, q e r tais que 35p + 11pq + qr = pqr.
Comentarios

Considerando p,q,r € N.

A questdao nos da uma equacgao e pede para encontrar 3 varidveis. Vamos tentar encontrar
alguma relagao com a equacgao dada:

35p + 11pq + qr = pqr
Perceba a presenga do niumero p na equagao:
35p + 11pq + qr = pqr
Vamos dividir a equagao por p:
35p + 11pq + qr _ pqr
p o

qr
35+11q+?=qr

7 3511
—=qr—-35-11q
p

O enunciado pede para encontrar p, g, r primos. Analisando a expressao qr — 35 — 11gq,
P . . . qr P
vemos que se trata de um numero inteiro. Desse modo, podemos afirmar que > também deve

ser inteiro. Assim:
plar
p deve dividir gr
Sendo todos primos, temos apenas duas possibilidades:
)p=gq
2)p=r
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Vamos testar as possibilidades:
)p=gq:
35p + 11pq + qr = pqr
35q + 11¢* + qr = ¢*r
q(35+ 11q + 1) = q(qr)
q # 0, pois g é primo.
35+11qg+r =qr
r+35=qr—11q
r+35=q(r—11)
Dessa equacgao, temos 2 possibilidades:

*Ainda nao vimos como resolver equag¢des racionais, veremos na aula de fungdes racionais.
Por enquanto saiba que antes de isolar g, devemos considerar a possibilidade de r — 11 ser zero.

r—11=20
Ou
r+ 35
=71
Ser—11=0:
r=11
Para a equacio ser verdadeira, g(r — 11) = r + 35 = 0:
r=-35%11
Desse modo r # 11:
r+ 35
=71
r—11+ 46 B 46

e
1 r—11 P

q primo = r — 11 divide 46
.. 46 - - 46 . :
Como q é primo natural, 0 deve ser positivo (caso contrario, 1 + —; seria negativo).

Assim, r — 11 é positivo e deve pertencer ao conjunto de divisores de 46:
r—11€{1,2,23,46}
Possibilidades:
r—11 =1 r =12 ndo é primo
r—11=2 e r =13 éprimo
r—11 =23 © r = 34 néo é primo
r—11 =46 & r = 57 ndo é primo

Assim, a Unica possibilidade é r = 13. Substituindo na equag¢ao abaixo:
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r+ 35

1= -1
13+35 48 o
q=m=7=24naoeprlmo

Portanto, ndo temos solugao para o caro p = q. Vamos tentar a outra possibilidade.
2)p=r:
35p + 11pq + qr = pqr
35r + 11qgr + qr = qr?
r(35 + 12q) = (gr)r

r # 0, pois r é primo.

qr =35+ 12q
35
1= "12
r — 12|35

r—12 €{1,5,7,35}
r—12=1er =13 éprimo
r—12=5r =17 éprimo
r—12=7 ©r =19 é primo
r—12 =35 r =47 éprimo

Testando os valores:

35
r=13=>q=T=35néoéprimo

35 7 .
r=17=>q=?=7eprlmo

r=19(:)q=7=5éprimo

r=47®q=£=1néoéprimo

Portanto, encontramos 2 solugdes:

(p,q,r)=017,7,17)

(p,q,7r) = (19,5,19)

Gabarito: (p,q,r) = (17,7,17) e (p,q,7) = (19,5,19)
50. (IME/2018)

A soma dos algarismos de X com a soma dos quadrados dos algarismos de X é igual a X. Sabe-se

gue X é um nimero natural positivo. O menor X possivel esta no intervalo:
a) (0,25]

AULA 01 - ALGEBRA ELEMENTAR 151



; Estratégia

Militares

Prof. VictorSo

b) (25, 50]

c) (50,75]

d) (75,100]
e) (100,125]
Comentarios

Sendo X € N, podemos escrever:

X =ayna,_q1...040,

a; € [0,9],i € [0,n]
Do enunciado:

X=ay+a,++a,_,+a,+ai+a?+--+ai_,+a
Escrevendo X em fungao das poténcias decimais:
X =ay10° + a;10* + -+ a,_; 10" 4+ @, 10"
Ilgualando as duas expressdes de X:
apgt+a, ++a,,+a,+ad+ai+--+di_,+ai=
ay10° + a;10* + --- + a,,_; 10" + @, 10"

Vamos juntar e fatorar cada algarismo de X:

(ap + a2 — ay10°) + (a; + a? — a;10Y) + -+ (a,_; + a2_; —a,_,10™ 1)
+ (a, + a2 —a,10") =0

ap(1+ay—10)+a,(14+a, —10Y)+-+a,_,1+a,_; —10"1) +a,(1+a, —10™)
—0

Dessa forma, encontramos as seguintes possibilidades:
a, =0
ou
1+a,—10°=0=a,=0
a, =0
ou
1+a,—-10'=0=a, =9
a, =0
ou

1+ a, —10% =0 = a, = 99 (ndo convém)

ap-1 =0
ou
1+a, ;,—10"1=0>aqa,_; =10""1 -1 (ndo convém)

a, =0
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ou
1+a,—10"=0= a, =10" — 1 (ndo convém)
SeX €N, X #0,asolugdode X é:
a, =9
ag, Ay, s, ..., A, € {0}
=X =a,10 =90
X € (75,100]

Gabarito: “d”.
51. (IME/2018)

Seja x um nimero natural maior que 2. Se a representacdao de um numeral N na base x é 1041 e na

base x — 1 é 1431, entdo a sua representacao na base binaria é:
a) 10001111
b) 11011011
c) 11100111
d) 11011110
e) 11110001
Comentarios
Lembrando do capitulo de mudancga de base:
Um numero na base b pode ser escrito no sistema decimal da seguinte forma:
(a,any_q .a1a9)p = ayb™ + a1 b" 1 + -+ a;b* + a,b°

Do enunciado:

N, = 1041
N,_, = 1431
Vamos representar N no sistema decimal.
De N,:
N=1-x340-x2+4-x'+1-x°=x3+4x+1
De N, _q:

N=1-(x-1P+4-x—-1D*+3-x-D'+1-(x-1° =
x3=3x2+3x—14+4(*-2x+1D+3(x -1 +1=
x3—3x*+3x—1+4x>—8x+4+3x—-3+1=
x3+xt-2x+1
Igualando as duas expressdes, obtemos:
B tax+1=x3+x*-2x+1
=>x2—6x=0

>x(x—6)=0
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x=0o0ux==6
Comox E Nex > 2:
x=6
Vamos encontrar o valor decimal de N:
N=x>+4x+1=6>+4-6+1=216+24+1=241

Para transformar N em binario, podemos dividi-lo por 2 sucessivamente ou escrevé-lo em
funcdo das poténcias de 2 (ja que os algarismos sé podem assumir os valores 1 ou 0).

Por divisdo sucessiva:

241 2
1 120 2
0

N, = 11110001

Para escrever em fung¢ao das poténcias de 2, podemos analisar da seguinte forma:

Vemos a maior poténcia que é menor ou igual ao numero:
27 =128 < 241
Subtraimos 1 do expoente da poténcia de 2 e somamos a poténcia acima:
26 =64>27+2°=128+64 =192 < 241

Como o resultado continua menor que o numero, seguimos somando as poténcias de 2 até
formar o nimero dado:

27 +26425=192+32 =224 < 241
27 426425424 =224+ 16 = 240 < 241
27 +26 425424423 =240+ 8 =248 > 241

Agora, a soma resultou em um numero maior que 241. Devemos passar para a proxima
poténcia e ir tentando até formar o nimero.
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Perceba que falta apenas 1 no numero, assim:
274204+ 254+2%+2°=241
Escrevendo 241 em funcdo de todas as poténcias de 2, temos:
241 =1-2"4+1-2°41-2>4+1-2*+0-23+0-22+0-21 +1-2°
= 241 = (11110001),

Esse método se baseia na tentativa e erro. Funciona bem para os binarios, ja que os
algarismos apenas assumem os valores 1 ou 0.

Gabarito: “e”.
52. (IME/2016)

Sabendo-se que m e n s3o inteiros positivos tais que 3™ + 14400 = n?, determine o resto da

divisdo de m + n por 5.
a)o
b) 1
c)2
d)3
e)4d
Comentarios
Quando o IME nos da uma equacdo e pede para encontrar os valores das varidveis,
devemos tentar fatorar a equacao e tentar encontrar alguma relagao entre as variaveis. Vamos
analisar a equagao dada:
3™ + 14400 = n?
Perceba que 14400 = 1202. Temos n? no outro lado da equacdo, se passarmos 1202 para
o outro lado da equagao, teremos uma diferenga de quadrados:
3Mm =n? - 1202
3m =(n—-—120)(n + 120)

Como m e n sdo inteiros positivos, o produto (n — 120)(n + 120) serda uma poténcia de
3 (devido a igualdade 3™). Entdo, vamos escrever n — 120 e n + 120 como poténcias de 3:

n—120 = 3%
n+ 120 =37
= 3™ = 3%3Y = 3**Y
m=x+y
Fazendo 3Y — 3%, encontramos:
3V — 3% =240

Colocando 3* em evidéncia:
3*(3Y* —-1) = 240

Temos 3* do lado esquerdo e 240 do outro.
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240 é multiplo de 3:

240 =3-80
=3*(3Y™*-1)=3-80

Como 80 nao é multiplo de 3, a Unica possibilidade de solugdo é:

3*=3=>x=1
3% —1 =80
371 =81 =3%

y—-1=4=y=5
Com isso, encontramos m:
m=x+y=1+5=6
Substituindo na equagado do problema:
3¢ + 14400 = n?
n =729 + 14400 = V15129 = 123

*Para encontrar raiz quadrada de numeros muito grandes, fazemos por tentativa e erro.

A questao pede o resto de m + n por 5:

m+n=123+6 =129
129 = 4(mod 5)
Gabarito: “e”.
53. (IME/2016)

Seja a equagdo n? — 7m? = (5m — 2n)? + 49. Determine todos os pares inteiros (m,n) que

satisfazem a esta equacao.
Comentarios

Precisamos encontrar os valores de m, n. Do enunciado:
n? —7m? = (5m —2n)? + 49
n? —7m? = 25m? — 20mn + 4n? + 49
n? — 7m? — 25m? + 20mn — 4n? = 49
—3n? + 20mn — 32m? = 49
= 3n? —20mn + 32m? = —49
Vamos fatorar a expressdo 3n? — 20mn + 32m?:
3n% — 12mn — 8mn + 32m? = 3n(n — 4m) — 8m(n — 4m) = (3n — 8m)(n — 4m)
Dessa forma, encontramos:
Bn—-8m)(n—4m) = —49
Como m, n sao inteiros, temos que:
3n — 8m é inteiro

n — 4m é inteiro
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Entdo, esses numeros devem ser iguais aos divisores de —49.
Divisores de —49 pertencem ao conjunto {+1, +7, +49}. Vamos analisar as possibilidades:

3In-8m=1
{n —4m = —49
Esse é um sistema linear com 2 equacgdes e 2 varidveis. Estudaremos sistemas lineares em
uma aula especifica. Vamos resolvé-la pelo método do escalonamento. Esse método se baseia em
simplificar o sistema linear através da manipulacao das equacdes.

Vamos multiplicar a segunda equacao por 2:
{ 3In—-8m=1 (I)
2n—8m = —-98 (II)

Fazendo (I) — (II):
n =99
Substituindo na equagao I1:
99 —4m = —49
4m = 148 > m = 37
Solugao:
(m,n) = (37,99)

{3n—8m=—1
n—4m =49

Resolvendo por escalonamento:
{Sn —-8m =-1
2n — 8m =98
n=-99
-9 -4m =49 =>m = -37
(m,n) = (-37,-99)
{3n—8m=49=>{3n—8m=49
n—4m=-1 2n—-8m = -2
n=>51
51-4m=-1=>m=13
(m,n) = (13,51)
{3n —8m=-49 {Sn —8m = —49

n—-4m-=1 2n—-8m =2
n=-51
—-51-4m=1
m=-13

(m,n) = (—13,-51)
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{3n—8m=7=>{ 3In—-8m=7
n—4m= -7 2n—-8m = -14
n=21
21-4m=-7=>m=7
(m,n) = (7,21)
{3n—8m=—7=>{3n—8m=—7

n—-4m=7 2n—8m = 14
n=-21
—-21-4m=7
m=-7

(m,n) = (-7,-21)

Prof. VictorSo

Gabarito: (m,n) € {(37,99}; (—37,—-99); (13,51); (—13,-51); (7,21); (—7,—21)}

54. (IME/2015)

Quantos restos diferentes s3o possiveis da divisio de n? por 11, sendo n um niimero natural?

a)3

b) 4

c)5

d)6

e)7
Comentarios

Vamos usar congruéncia.

n =r (mod 11)

r é o resto da divisao de n por 11.

re€{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}

Usando a propriedade da poténcia, temos:

n? =1r? (mod 11)

Encontrando os restos:

r=0:
r=1
r=2
r=3
r =4
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n? = 0% = 0 (mod 11)

n? =1? = 1 (mod 11)

n? = 2% = 4 (mod 11)

n? = 3% = 9 (mod 11)
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n? = 4% = 16 (mod 11)
16 =5 (mod 11)
r=>5
n? = 5% = 25 (mod 11)
25 = 3 (mod 11)
r = 6:
n? = 6% = 36 (mod 11)
36 = 3 (mod 11)
r=7:
n? = 7% = 49 (mod 11)
49 = 5 (mod 11)
r=28:
n? = 8% = 64 (mod 11)
64 = 9 (mod 11)
r=09:
n? =92 = 81 (mod 11)
81 = 4 (mod 11)
r = 10:

n? = 10% = 100 (mod 11)
100 = 1 (mod 11)
Os diferentes valores de resto sdo: 0,1,4,9, 5, 3.

Gabarito: “d”.
55. (IME/2012)

Sejam 1 e s € Z (inteiro). Prove que (27 + 3s) é multiplo de 17 se e somente se (91 + 5s) é

multiplo de 17.
Comentarios

Queremos provar:
17|(2r + 3s) © 17|(9r + 55)

Vamos criar uma equac¢do com as expressdes (2r + 3s) e (9r + 5s) de tal forma que
apareca algum termo multiplo de 17.

Multiplicando a expressao (2r + 3s) por 5 (coeficiente de s de 9r + 5s):
5(2r + 3s) = 10r + 15s

Agora, multiplicando (97 + 5s) por 3 (coeficiente de s de 2r + 3s):
3(9r + 5s) = 27r + 15s

Perceba o fator 17 na segunda expressao:
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27r + 15s = 17r + 10r + 155
Podemos escrever a igualdade:

27r +15s = 17r + 10r + 15s

3(9r + 5s) = 17r + 5(2r + 3s)

Como 3 e 5 ndo sdao multiplos de 17, entdo (97 + 5s) é mdltiplo de 17 se, e somente se,
(2r + 35) é multiplo de 17.

Gabarito: Demonstragao.
56. (IME/2010)

Seja a equacdo p™ + 144 = qz, onde n e g sao numeros inteiros positivos e p é um nimero primo.

Determine os possiveis valores de n,p e q.
Comentarios

Perceba que 144 = 122. Vamos passar 144 para o lado de g? para fatorar a express3o:

p" = q% — 144

p" =q*—12% = (¢ —12)(q + 12)

Comon,q € Z, ep é primo, (q — 12)(q + 12) deve ser positivo e inteiro.
Escrevendo g — 12 e g + 12 como poténcias de n:

q—12=p”

q+12 =p”Y

q—12<qg+12=2p*<py=>x<y
pt=ppY=p >n=x+y

Fazendo p¥ — p*:

p” —p* =24
Evidenciando p*:

p*(p¥™ —1) =24
Vamos fatorar 24 para analisar melhor a equacao:
p*(p?*—=1)=1-2-2-2-3
Como p* é poténcia de primo, ele ndo divide p¥~* — 1. Entdo:
mdc(p*,p?™*-1) =1
Isto é, p* e p¥~* — 1 sdo primos entre si.
As possibilidades sao:
N)p*=1lep’™—-1=24
p¥=1=x=0
p? ¥ —1=24=>p’=25=>p=5ey=2
n=x+y=n=2

q-12=p*=>q=12+p*
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q=12+5°=>¢9g =13
2)p*=2%ep?¥™*-1=3
p*=2=>p=2ex=3
pP ¥ —1=3>2Y3=225y=5
n=x+y=>n=28
q=124+p*=12+23=q =20
3)p*=3ep¥ ¥ =23
pF=3=>p=3ex=1
pY ¥ —-1=2323Y"1=9=325y=3
n=x+y-=n=4
q=12+p*=12+3'=>¢ =15
4)p* =24ep’ =1
p*=24=8-3
N3ao ha solugao nesse caso, pois 24 nao é poténcia de primo.
Portanto, a solucao do problema é dada por:
(p,n,q) € {(5,2,13);(2,8,20); (3,4,15)}

Gabarito: (p,n,q) € {(5,2,13);(2,8,20);(3,4,15)}
57. (IME/2001)
Provar que para qualquer nimero inteiro k, os nimeros k e k° terminam sempre com o mesmo

algarismo das unidades.
Comentarios
Vamos provar primeiramente para os naturais.
Sejax,a € Nea € [0,9]. Vx € N, temos:
k=1(10x+a)

Perceba que 10x é a parte do nUmero sem o algarismo das unidades e a é o algarismo das
unidades.

Vk € Z, temos:
k> = [+(10x + @)]®° = +[(10x)> + 5(10x)* + 10(10x)3a? + 10(10x)?a® + 5(10x)a* + a®]

*Essa expressdo poderia ser encontrada desenvolvendo a poténcia e simplificando ou
usando diretamente o BinOmio de Newton (muito util para calcular expressdes da forma
(x 4+ y)™). Estudaremos esse método na aula de Andlise Combinatdria.

k5 = +[10(10%x°> + 5-103x* + 10 - 10%x3a® + 10 - 10x2%a® + 5xa*) + a°]
Vamos escrever y = (10%*x> + 5-103x* + 10 - 102x3a? + 10 - 10x%a® + 5xa*) € N:
= k> = +(10y + a®)

Dessa forma, precisamos analisar se a®> possui 0 mesmo algarismo das unidades de a.
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Devemos provar para cada caso de a € [0, 9]. Usando congruéncia:
a=0=a’=0°=0=0(mod 10)
a=1=a’=1%=1= 1(mod 10)
a=2=a’=25=32=2(mod 10)
a=3=a®=3%=243 = 3(mod 10)

a=4=a’=45=1024 = 4(mod 10)

a=5=a®=5%=3125 = 5(mod 10)

a=6=a’=6°=7776 = 6(mod 10)

a=7=a®>=7°=16807 = 7(mod 10)

a=8=a®>=8°= 32768 = 8(mod 10)

a=9=a®>=9°=59049 = 9(mod 10)
Assim, Vk € Z, k e k® possuem o mesmo algarismo das unidades.
Outra solugao:

Vk € Z, se k e k> tem o mesmo algarismo das unidades, podemos escrever:

k=10x+a
k®> =10y + a
a € [0,9]

A diferenca entre eles é dada por:
k>—k =10(y —x)

Entdo, se ambos tem o mesmo algarismo das unidades, devemos provar que a diferenca
k> — k é um multiplo de 10. Para isso, basta provar que essa diferenca é um multiplo de 2 e de 5,
simultaneamente.

Vamos fatorar a diferencga:
K>—k=k(k*-1D)=k(k*+1D)(k*-1D) =k(k*+ Dk +1)(k—1)
= k?+ 1) (k- Dk(k +1)
Note a presenga de numeros consecutivos:
k*>+1)(k—1Dk(k+1)

Sendo k € Z, entre esses niUmeros consecutivos, um deles sera par. Logo, essa expressao
€ um multiplo de 2.

Para provar a multiplicidade por 5, podemos usar o Coroldrio do Teorema de Fermat:
a? = a (mod p)

Perceba que 5 é um numero primo. Podemos escrever:
k> = k (mod 5)

Dessa forma:
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k> —k = 0 (mod 5)
= k° — k é multiplo de 5
=~ k> — k é par e multiplo de 5 = ele é multiplo de 10

Gabarito: Demonstragao.

58. (IME/2021)

Considere que a # 0, b # 0 e (a+ b) # 0. Sabendo-se que %+§= 3, determine o valor de
a?+b?
2(a+b)?’

a)o,1
b) 0,3
c)0,6
d) 0,8
e)1,0
Comentarios
Da equacdo dada, temos:
a’ + b?

=3=a?+b?>=3ab ()
ab

Da expressao:

a’® + b? a’? + b?

~2(a+b)2  2(a? + b2 + 2ab)

Usando a relagao I:

P 3ab _ 3ab
"~ 2(3ab + 2ab) 10ab

Como ab # 0, temos:

Gabarito: B

59. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)

A solugdo de uma equacao algébrica é 802. Para chegar a esse resultado, somou-se os quadrados de
dois numeros impares, consecutivos e positivos. Determine o quociente da divisdo do maior pelo
menor, aproximadamente.

a)1,105
b) 1,057
c) 1,204
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d) 1,181
e) 1,302
Comentarios

Sejam esses dois impares consecutivos os numeros 2k — 1 e 2k + 1,k € Z. A soma de seus
quadrados é 802. Portanto:

QRk—1)?+QRk+1)*>=802 > 4k?* —4k + 1+ 4k? + 4k + 1 = 802
800
=>8k2+2=802=>8k2=800=>k2=?=100

=2>k=10

Portanto, os nimeros impares considerados devem ser 2k — 1 = 20— 1 = 19 e o outro:
2k +1 =20+ 1 = 21. Assim, a divisdo do maior pelo menor é dada por:

21 1,105
19

Gabarito: “a”.

60. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)
O produto de 4 niumeros naturais consecutivos somado com 1 unidade é sempre:
a) Um ndmero par
b) Nimero impar da forma 4k + 3
¢) Quadrado perfeito
d) Cubo perfeito
e) Primo
Comentarios

Multiplicando os 4 termos consecutivos, mas comegando pelos extremos (nen + 3)
abaixo:

nn+1nm+2)n+3)+1=N*+3nn*+3n+2)+1
=m?+3n)?+2n*+3n)+1
Veja que a expressao acima é a de um quadrado perfeito:
>nn+1)M+2)n+3)+1=m?+3n+1)?

Gabarito: “c”.

61. (Estratégia Militares — Prof. Victor So)

Seja a um numero inteiro positivo tal que a é multiplo de 5, a + 1 é multiplode 7, a + 2 é multiplo

de 9 e a + 3 é miiltiplo de 11. Determine a soma dos digitos do menor valor que a pode assumir.
a)10
b) 12
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c) 14

d) 16

e) 18
Comentarios
Temos que, como a + 3 é multiplode 11, entdoa + 3 = 11b,b € Z.
Além disso, a é multiplo de 5, assima — 10b = b + 3 também serd, de modo que

b—3=5ceob=5c+3a=11(5¢+3)—-3 =55c+30,c €7Z.
O numero a + 2 é multiplo de 9, assim como a + 2 — 54c — 36 = ¢ — 4. Portanto,
c—4=9doc=9d+4 e a=5509d+4)+30=1495d + 250,d € Z
Por fim, sendo a + 1 multiplo de 7, entdo
a+1—497d —245=a+1—-7(71d + 35) = —2d + 6 = —2(d — 3) também ser3, ou seja,
d—3=7kod=7k+3, kel

a = 495(7k + 3) + 250 = 3465k + 1735
Assim, o menor valor que a pode assumir é 1735, cuja soma dos digitosé 1+ 7+ 3+ 5 =16

Gabarito: “D”.

62. (Estratégia Militares — Prof. Victor So)

Considere o inteiro

N=9+99+999 + -+ 99..99
321 digitos

Encontre a soma dos digitos de N.
a) 321

b) 342

c)729

d) 999

e) 1021

Comentarios

Note o seguinte

N=(10"—-1)+ (10> - 1) + (103 = 1) + --- + (1031 — 1)

N = (10* + 102 + 103 + - + 103%1) — (1 + 14+ 1)
321
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(Coloque um numero abaixo do outro para visualizar melhor o resultado)
Dessa forma, teremos que a soma dos digitos de N sera

1+1+--+14+0+7+8+9 =342
318

Gabarito: “B”.

63. (Estratégia Militares — Prof. Victor So)

Listamos os inteiros de 1 a n. Desta lista apagamos o inteiro m. A média dos n — 1 numeros

restantes é %. Determinen-m
a) 184
b) 174
c) 154
d) 144
e) 134

Comentarios
Primeiramente, temos que a média dos n termos sera dada por

1+2+3+---+n:[(n+1)(n)]:n+1

n 2n 2
Seguindo o mesmo raciocinio, teremos que, ao retirarmos m, o resultado sera
nn+1)
[(A+2+3+--+n)—m] — 2 ~—m 134 )
= = k
n—-1 n-1 11 (
. . 134 . .
Vamos analisar o intervalo em que -7 € encontra. Se retirarmos o numero 1
n’+n_
134 < 2 _n+ 2
1~ n-1 2
Agora, se retirarmos o n
n+n
134 |72 " n
> = —
11 n-1 2
Dai
n 134 n+2
=< <
2 11 2

Temos que % ~ 12,2. Assim
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Prof. VictorSo

Com isso, temos que n pode ser 22,23 ou 24. No entanto, note que n — 1 é multiplo de 11,

por (*). Assim, temos que n = 23.
Como n = 23, temos que de (x)

23(23+1)
2 -m _ 134
23 -1 11
Logoom-n=23-8 =184

Gabarito: “A”.

-268=23-12-m-m=38

64. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)

Na reta dos nimeros reais abaixo, estao representados os niumeros m, n e p.

(0 a | 2

. | . -| .
—2a | —a | 0 1 Y
T

Sabendo que a é um numero real positivo qualquer, analise as afirmagdes a seguir e classifique-as

em verdadeiro ou falso, marcando a alternativa que tenha a sequéncia correta de l alll:

’n—m ~ ’
I. |— ndo é um numero real.
p

I. 2 h30 necessariamente é um niimero racional.
n

lll. (p + m) pode ser um numero inteiro.
a) V-V-v
b) F-V-F
c) F-V-V
d) V-F-V
Comentarios

I. Vemos que como a > 0, a reta cresce realmente para a direita. Portanto

m<neen—m>0

Comop > 0:
= >0= ER
p
Portanto essa afirmacao é falsa.
II. Se tomarmos p = a2en=——= que satisfazem a condicdo do problema, teremos:

3’
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Portanto, essa afirmativa é verdadeira.
[ll. Se tomarmos p = V2aem = —/2a:
>p+tm=0€Z
Assim, essa afirmativa é verdadeira.
A sequéncia obtida é: F-V-V

Gabarito: “c”

65. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)
Se x é um nimero natural com 2020 digitos, entdo o nimero de digitos da parte inteira de /x é
igual a:
a) 251
b) 252
c) 253
d) 254
e) 255
Comentarios
Se um numero x tem n digitos, entao:
10"t <x < 10™

Pois 10™1 é o menor nimero com n digitos e 10™ é o primeiro nimero com n + 1 digitos.
Veja para o caso de numeros de 2 digitos: quaisquer deles é maior ou igual a 10 e menor que 100.
Assim, se x do enunciado tem 2020 digitos:

= 102019 <x< 102020

8 8 8 2019 8 2020
= /102019 < §/x < /102020 = 1078 < &¥/x <1078

Entretanto, sabemos que:

2019 2019
—5— =252375>252= 105 > 10

2020 2020
5 = 252,5 <253 =10 8 < 10233

Portanto:

2019 o 2020 8
102 <1078 <3x <108 <1025 = 10252 < {/x < 10253
Aplicando a fung¢do parte inteira na inequac¢ao acima:
= 102%2 < |¥/x] < 102%3

AULA 01 - ALGEBRA ELEMENTAR 168



; Estratégia

Prof. VictorSo

Militares

0252

Portanto, a parte inteira de Y/x é maior que 1 que tem 253 digitos, e menor que 10233,

gue é o primeiro niumero com 254 digitos. Assim, W}J possui 253 digitos.

Gabarito: “c”.

66. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)

O numero de divisores de 321750 que, por sua vez, sao divisiveis por 5 é:
a) 72

b) 32

c) 64

d) 63

e) 36

Comentarios
Fatorando o nimero 321750 em seus fatores primos:
321750 =21-32.53.111.13!

Como queremos a quantidade de divisores desse numero que sdo divisiveis por 5
(multiplos de 5) entdo queremos montar nimeros da forma:

2¢.3P.5¢.11%.13¢
Ondea, b, c,d e e podem assumir os valores:
a=0oul
b=0,10u?2
c=1,2o0u3
d=0oul
e=0o0ul

Cada configuracdo distinta de expoentes (a, b,c,d,e) resulta em um divisor distinto.
Assim, basta contarmos quantas configura¢des distintas existem.

Perceba que o expoente ¢ que acompanha o nimero 5 ndo pode ser 0 pois queremos
divisores de 321750 que sejam multiplos de 5. Assim, temos 2 possibilidades para a e, 3
possibilidades para b e, 3 possibilidades para c e, 2 possibilidades para d e, 2 possibilidades para
e. Pelo principio multiplicativo, teremos no total:

2:3:3-2-2=8-9=72divisores multiplos de 5

Gabarito: “a”.

67. (Estratégia Militares — Prof. Victor So)
O conjunto solugdo para p primo em:p = n3 + k%, em quen, k € N é:
a) Possui mais de 4 elementos

b) Infinito
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c) Unitario

d) Vazio

e) Possui mais de 2 elementos
Comentarios

Vamos comecar lembrando que 1 ndo é primo. Assim, vamos tentar fatorar a expressao de
p, que € uma soma de cubos:

p=n3+k®
Lembrando da fatoracdo a® + b3 = (a + b)(a? — ab + b?), fazendon = aeb = k?:
p=n3+k®=mn+k*)(n?—-nk*+k*
Entretanto, o produto de dois numeros naturais resultando em p sé pode ser ele

multiplicado por 1, pois ele é primo! Assim, precisamos decidir qual dos fatores acima é p e qual
é 1. Observe que se o fator n + k? for 1:

n+k?>=1
Issosé ocorresen =0ek =1,ousen = 1ek = 0. Entretanto, para esses casos:
p=03+1°=1
p=13+0°=1
Os valores de p ndo sdao primos. Para valoresde n, k > 1:
n=1
k* =1
>n+k?>2

Portanto, é preciso que n + k? seja o nimero primo, pois ele é maior que 1. Assim,
teremos:

p=m+k*)(n*—nk?*+k*)

Onde:
{ n+k?®=p
n>—nk?+k*=1
Analisando a segunda equacdo e completando quadrados:
k* 3k*
n>—nk?+k*=1> nz—nk2+z +T= 1= (4n?—4nk?+k*)+3k? =14

=|(2n —k?)*+3k* =4

Javimos quen, k > 1. Assim:
k? >1=3k*=>3

Portanto, se escolhermos algum k > 2, teremos que o lado esquerdo sera maior que o
lado direto, pois para k = 2, 3k? = 12 > 4. Além disso, esse lado estd somado com um termo
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positivo (2n — k)?, logo sera definitivamente maior que o lado direito. Assim, o Unico valor de k
gue satisfaz a equacdo emoldurada é k = 1.

=
Assim, a equacao fica:
2n—-k?)?+3k?=4=>02n—-1)?+3=4=>02n-1)?=1=>2n-1=+1
n=1=2n=>22=2n-1>21>0
>2n—-1=1=2n=2=[n=1]
Portanto, os Unicos valores de n e k que satisfazem o problema é (n, k) = (1,1). Portanto:
p=n3+ké=134+1=2

Gabarito: “c”.

68. (Estratégia Militares — Prof. Victor So)

Calcule o valor da expressao

(10* + 324)(22* + 324)(34* + 324)
(4* + 324)(16* + 324)(28* + 324)

a. 1820
b. 689
c. 840
d. 630
e.139
Comentarios
Para facilitar nossas contas, usaremos a seguinte identidade:
a* + 4b* = (a® + 2b* — 2ab)(a? + 2b* + 2ab)
*Essa identidade é conhecida como identidade de Sophie Germain.
Assim, vamos dividir nossa analise da seguinte forma
104+4-34_(102+2-32—2-10-3)(102+2-32+2-10-3)_ 58-178 178
44 4+ 4 - 34 (424+2-32-2-4-3)(42+2-32+2-4-3) 10-58 10

De modo analogo, teremos

22*+4-3* 634
16* +4-3* 178
34* +4-3* 1378
28* +4-3* 634
Logo, nossa expressao sera da seguinte forma
178 634 1378
10 178 634

= 689
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Gabarito: “B”.

69. (Estratégia Militares — Prof. Victor So)
Tem-se que x> + y? + z% = 2(x + z — 1). Calcule x2020 4 12020 4 72020
a. 2020
b.1010
c.101
d.2
e.1
Comentarios
Abrindo a expressao
x2+y2+2z2=2(x+z—-1)>x>—2x+y*+2z2-2z+2=0
x*=2-1"x+15)+G*+2:0:y+09)+(z2-2-1-z24+1%) =0
x—1)2+(@y-0~%+(z—-1)?%=0
Note que Vx,y,z € R, a Unica possibilidade de igualdade serd
x—1=0 x=1
{y —-0=0- {y =0
z—1=0 z=1
Logo
2020 | 12020 4 52020 = 1 4 ) 4 1 = 2
Gabarito: “D”.

70. (Estratégia Militares — Prof. Victor So)

Sejam x{, X3, X3, ..., X, uma sequéncia de nimeros inteiros que satisfazem as seguintes condicées:

L-2<x;<1,parai=1,2,..,n;
nh.xy +xy +--+x, =31;
ML x% + x% + -+ x%2 = 69.
O menor e o maior valor da expressao
X3+ a5+t ad

E, respectivamente:

a)—-5e31
b)0e 120
c)—10e99
d) —35e46
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e)0e138
Comentarios

Vamos chamar de a, b e ¢ a quantidade de numeros iguaisa —2,—1 e 1, respectivamente.
Nao precisamos considerar a quantidade de niumeros iguais a zero, pois a soma delas sempre sera
igual a zero. Assim, da condigao Il e Ill, obtemos:

a(=2) + b(-1) +c(1) =31
a(=2)2+b(-1)*+c(1)* =69

{—Za —b+c=31
4a+b+c =69
Resolvendo o sistema, encontramos:

a=50—-c
b=3c—-131
Comoa=0eb =0:

50— c>0=>c<50
131
3c—13120=>c27=43,66

Portanto:
44 < c <50
Analisando a expressao:
fO=x3+x3++x3=a(-2*+b(-1)*+c(1)®*=-8a—-b+c
=—-8(550—-c¢)—(Bc—131)+c=—-400+8c—3c+ 131+ ¢ = 6¢c — 269

O menor valor ocorre quando ¢ = 44:

f(44) = 6-44 — 269 = -5
O maior valor ocorre quando ¢ = 50:

f(50) =6-50 —269 = 31

Gabarito: A

71. (Estratégia Militares — Prof. Victor So)

Sejam a e b nuimeros inteiros tais que satisfazem a seguinte expressdo: a3 + b3 + (a + b)3 +
30ab = 2000. Assim, um possivel valor para 7(a + b) é:

a) 70

b) 280
c) 210
d) 140

e) 350
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Comentarios

Para resolver essa questdo, leiamos com atencdo o enunciado: “Sejam a e b numeros inteiros tais
que satisfazem a seguinte expresséo: a® + b3 + (a + b)3 + 30ab = 2000.” Vemos que sdo
dadas duas incégnitas inteiras e uma expressao cubica (de grau 3) envolvendo-as. Continua:
“Assim, um possivel valor para 7(a + b) é...”. Nesse ultimo trecho destacado, observa-se que se
pede apenas um possivel valor de 7(a + b), o que ja deveria chamar a atengao do leitor ao fato
de que podem existir mais de um valor para essa expressdo, porém vocé deveria marcar apenas
a que estiver entre as alternativas. Obviamente, para a questdo nao ser anulada, sé deve existir
uma alternativa correta.

Sabemos que:
(a+b)® =a®+3a%b +3b%a+ b3 =a®+b3+3ab(a+b)
= |a®+ b3 = (a + b)3 —3ab(a + b)| ()

Substituindo (I) na expressao do enunciado:
a®+ b3+ (a+b)2+30ab = 2(a + b)® —3ab(a + b) + 30ab = 2000
Percebendo que 2000 = 2 - 103, fatoramos a expressdo acima:
2(a + b)® — 2000 —3ab(a+b) +30ab =0
= 2((a+b)3—-103) —3ab(a+b—-10)=0
Além disso, de posse da fatoracao da diferenca de dois cubos quaisquer:
x3—y3=(x—y)x*+xy+y?)
Assim:
=22((a+b)2-10®>)=2(a+b—-10) - ((a+b)*>+10(a+b) +10%

Assim, a expressao fica:
2(a+b—-10)((a+ b)*+10(a+ b) +10*) —3ab(a+b —10) =0
Colocando em evidéncia o fator comum a + b — 10:
(a+b—-10)-(2(a+ b)*+ 20(a + b) + 200 —3ab) =0
Portanto, pelo menos um dos fatores deve ser 0 para que satisfaga a equagao. Dessa maneira:

a+b—-10=0
ou
2(a+b)?>+20(a+b)+200—3ab=0

Se considerarmos a primeira, vemos que: a+ b —10=0= [(a+ b = 10| o que satisfaz a
expressao do enunciado!

Dessa maneira, basta verificar se ha alguma alternativa com essa solucao.

A quest3o pede um possivel valor para 7(a + b). Logo,sea+b=10=>7-(a+b) =7-10 =
70 é um possivel valor. Portanto:

7-(a+b)=70
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Ao olhar as alternativas, encontramos a letra a). Portanto, a resposta correta é a letra a).

Gabarito: “a”.

72. (Estratégia Militares — Prof. Victor So)

Sabendo-se que m e n s3o inteiros positivos tais que 7™ + 28224 = n?, determine n — m:
a) 25

b) 97

c) 193

d) 171

e) 175

Comentarios

Nesse tipo de questdo é sempre analisar os nimeros inteiros dados nas expressées. No
caso da expressao dada no enunciado, se analisarmos o nimero 28224 veremos que ele é
guadrado perfeito:

28224 = 168 - 168
Sendo assim, arrumando a equagdo, temos:
7+ 1682 =n2=> 7" =n?2—-1682 = 7" = 7%*P = (n — 168)(n + 168)
Comomen € N:

{n— 168 = 7¢

n+ 168 =7° =342=7"-7>336=7%7"""~-1),ondem=a+b

7¢ =7 a=1

=336=7-48=7%7""%-1) :>{7b—a_1 —48° {7b‘“ =49 =72

a=1
:’{b—a=2=>
n—168=7%=7=[n=175]
m=a+b=1+3=4
Portanto:
n—-m=175-4=171
Gabarito: “d”

73. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)

Seja f(k) = k3 + 6k? + 11k + 6 e seja X o conjunto de inteiros {0,1,2,3, ..., 30}. O nimero de
elementos n de X, tais que f(n) deixa resto zero quando dividido por 12 é:

a) 19
b) 18

c)17
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d) 22
e) 23
Comentarios

Temos uma fungdo polinomial f do terceiro grau. Normalmente esse tipo de equagdo de
grau 3 em questdes de concursos tém raizes triviais. Perceba que —1 é raiz de f. Vamos fatorar a
expressdo de f em busca do fator k — (—1) = k + 1:

fk)=k®+6k*>+11k+6=k3+k?+5k*+5k + 6k +6
= f(k) =k*k+1)+5k(k+1)+6(k+1)=((k+1)k*+5k+6)

Agora, veja que as raizes de k% + 5k + 6, por soma e produto, sdo —2 e — 3. Dessa
maneira, podemos escrever:

kK?+5k+6=(k+2)(k+3)
= f(k) = (k+1)(k+ 2)(k + 3)

Desse modo, temos o produto de trés nimeros consecutivos se k for inteiro. Obviamente,
com certeza, um desses trés numeros consecutivos é multiplo de 3, pois os Unicos restos que
podem deixar na divisdo por 3 €0, 1 e 2. Se considerarmos que k possui quaisquer desses restos
na divisdo por 3, veremos que entre k + 1,k + 2 e k + 3, algum deles deixara resto 0. Dessa
maneira f (k) é maltiplo de 3 para qualquer k. O mesmo podemos afirmar para a multiplicidade
em 2. Dessa forma, sempre, f (k) é multiplo de 2 e 3, isto é, multiplo de 6 para k inteiro.

Entretanto, queremos que f (k) seja multiplo de 12. Portanto, n3o basta ser mdltiplo de 2
e 3. Queremos 0s casos em que esse numero é multiplo de 4 também. Assim, vamos analisar as
possibilidades para f (k), explorando todas as possibilidades para k:

Se k é impar:

(k+ 1) (k+ 2) (k + 3) = miltiplo de 4

par impar par

Assim, para todo k impar, teremos um multiplode 12 = k = {1,3,5,7, ...,27,29}
Se é par da forma k = 2m, m impar:
k+1)(k+2)(k+3)=(k+1)(2m+2)(k+3)=(k+1)2(m+1)(k+3)

impar par impar impar par impar impar par impar

Como m é impar, m + 1 é par e, portanto, o termo 2(m + 1) serd multiplo de 4:

= (k+1)2(m + 1) (k + 3) = multiplo de 4

impar par impar

Se é pardaformak =4m,Vm € N:
(k+1)(k+2)(k+3)=(Am+1) (4m + 2) (4m + 3) = ndo multiplo de 4

impar par impar impar par impar

Perceba que nesse caso f(k) ndo pode ser multiplo de quatro pois é o produto de trés
numeros que deixam restos 1, 2 e 3, respectivamente, na divisao por 4. Dessa maneira, os Unicos
casos que resultam em multiplos de 4 (e 3, como ja falado acima) e, portanto, de 12, sdo todos os
impares e todos os pares excluindo os multiplos de 4 (basta retirar os multiplos de 4).
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Assim, o numero desejado é:
n =n(X)—-n(0,4,8,12,16,20,24,28}) = 31 — 8 = 23

Gabarito: “e”.

11. CONSIDERACOES FINAIS DA AULA

Chegamos ao final da nossa aula. Relembramos conceitos estudados no ensino
fundamental e, também, aprofundamos o nosso conhecimento em alguns assuntos.

Nessa aula, estudamos algebra e aritmética elementar. Quero que vocé se acostume com
as notacdes matematicas e saiba trabalhar com expressdes algébricas. Isso nos ajudara a resolver
e a entender as questdes do nosso vestibular.

Lembre-se! Treine o maior nimero de exercicios que vocé conseguir! A minha missao é
passar todo o meu conhecimento para ajuda-lo a alcancgar sua aprovagao no vestibular!

Eu sei que o caminho para a aprova¢ao é arduo, mas comentarei o maior numero de
guestdes e passarei todos os bizus que precisei para minha aprovacao.

Conte comigo nessa jornada. Quaisquer duvidas, criticas ou sugestdes entre em contato
pelo féorum de duvidas do Estratégia ou se preferir:

(0o

@ /profvictorso
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13. VERSOES DAS AULAS

Caro aluno! Para garantir que o curso esteja atualizado, sempre que alguma mudanga no conteudo
for necessaria, uma nova versdo da aula sera disponibilizada.
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