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Apresentacao

Este livio € o Complemento para o Professor do volume 1, Con-
juntos e Fungdes, da colegao Fundamentos de Matematica Elementar.

Cada volume desta cole¢do tem um complemento para O pro-
fessor, com o objetivo de apresentar a solugao dos exercicios mais
complicados do livro e sugerir sua passagem aos alunos.

E nossa intencdo aperfeigoar continuamente os Complementos.
Estamos abertos a sugestdes e criticas, que nos devem ser encami-
nhadas através da Editora.

Agradecemos a professora Irene Torrano Filisetti a colaboracao
na redacdo das solugdes que sao apresentadas neste Complemento.

Os Autores.
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COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

o\ — Nocoes de logica

6.

(r_‘ As.' rv? ('p' [(rvs) p—)(rvs)\

\Y \% \% \% \% \Y @
\% F \% Vv’ F F
F \Y \% F \% \Y

\F | F F & % F F v

@ p — (r A s) é falsa, por hipétese.

Ent3o, isso significaque péV,(rv s) é F, ou seja,re s sao F.
Como o condicional (qASs)y«< péVepéV,entatogA~séV,
portanto, q é V.

o/ \:IIUXeNI® — Conjuntos

33.

34.

37.

45.

1

{a,b,c,djuUX={a,b,c,d,e} =>e X
{fc,dluX={a,c,d,e}>aEX eeX
b,c,diNX={c}=>ceX,b&Xed&X
X ={a,c, e}

AUuUBUC=1{1,2,3,..,9, 10}
ANB={2,3, 8}
2 e 7 pertencem a A

ANC={2 7}=>{2 e 7 pertencem a C

2,5 e 6 pertencem a B

BNC={25,6} =’{2, 5 e 6 pertencem a C

AUuB=1{1,2,..,7,8 = 9e 10 nao pertencem a A U B e, entao,
9 e 10 pertencem a C. Portanto, C = {2, 5,6, 7, 9, 10}.

Como (A N B) N C é subconjunto de A, temos n(A N B N C) < 2;
entao o nimero maximo é 2.

y+1<6=>y<5=F={1,23,4,5}=F=1{6,7,8}

I Fundamentos de Matematica Elementar
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48.
Naue = [Ma = Nang] + Mans * [Ns — Mans]
Naug = Na T Ng — Mpng
Obs.: @ elementos que pertencem s6 ao conjunto A
(2) elementos que pertencem aos conjuntos A e B
@ elementos que pertencem sé ao conjunto B
49, Naug) = Ma + Ng — Niang
Naupy =4 +5-3=6
Entao, o nimero de subconjuntos de A U B é 2% = 64.
50. () NaneAc

Nane ~ Nanenc
Nanc ~ Mansne

Neac ~ Manenc
A B

Nausuc = My + {ng = (I) = (O} + {ng = (1) — (Iv) — (1))

Dgpi— Og = {8 [l = Nanenc] ~ Nanenet +
+{fg ~ [Mxrg = Marpre] — [Msnc — Manenc) — Nanenct
Nasuc = MA T Mg+ N = Maqg = Mare = Ngae + Nansnc

Fundamentos de Matematica Elementar | 1



52.

53.

54.

55.

56.

1
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E: conjunto dos alunos da escola (ng = 415)
A: conjunto dos alunos que estudam inglés (ny, = 221)

B: conjunto dos alunos que estudam francés (n; = 163)
E

A B

Naug =Ma + Ng = Npng =
=221 + 163 — 52 = 332
NADS = Ng — Ny g = 415 — 332 = 83

[P'U(PNQ)] = (P'UP) N(P'UQ) = P'UQ

conj. universo

Como C C B, temos n(BUC) = n(B) = 16 e dai:
a) n(AUB) = n(A) + n(B) — n(ANB)

24 =n(A) + 16 — 4

entao, n(A) = 12

Portanto: n(A — B) = n(A) — n(ANB) =12 — 4 = 8.
b) n(ANBNC) =n(A) —nA-C) =12 -11 =1

¢) n[B — (CUA)] = n(AUB) — n(A) — n(C) + n(ANBNC) =
=24-12-6+1=7

d) n[(ANB) — C] = n(ANB) — n(ANBNC) =4 — 1 = 3
e) n[B — (ANB)] = n(B)— n(ANB) = 16 — 4 = 12

A={e,f,g h,i}=e,f, g hi&A

"ANB ={c,d}=>c,dEAec,dEB

AUB ={a,b,c,d, e, f} =a,b,c,d,e,fEAcuEB
entdao, A ={a,b,c,d}e B ={c, d, e, f}

Com base na tabela é possivel montar o diagrama dos conjuntos e
indicar o nimero de elementos de cada um.

)
R

| Fundamentos de Matematica Elementar
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58.

59.

60.

a) 0 numero de pessoas consultadas:
n,=115 + 61 + 20 + 142 + 5 + 36 + 98 + 23 = 500

b) o ndmero de pessoas que s6 consomem a marca A:
Ay == Bprin = M+ Nperieern = L00 = PO~ 48 + 5 = bil

¢) o ndmero de pessoas que ndo consomem as marcas A ou C:
NAUC = Ny— Ny ,c = 500 — (109 + 162 — 28) = 257

d) o ndmero de pessoas que consomem ao menos duas marcas:
Marg T Pepg T Mspd = 2% Nyopse = 28 +41 + 28 — 10 =84

B: conjunto dos individuos da raca branca
P: conjunto dos individuos da raca preta
A: conjunto dos individuos da raga amarela

n(B) = 70

- = — n(B) = 280
n(P) = N(AUB) = 350} = n(A) = n(AUB) = n(E)
a) numero de individuos da comunidade: 2 - n(A) = 560

b) n(A) = 280

900
i7° oL . Y =
Matriz: 20% - 45% 10000
700
. o/ . 0/ —
Santos: 35% - 20% 10000
35x
; . vO/ . 0f —i
Campinas: x% + 35% 10000
900 700 35x 30

10000 T 10000 T 10000 ~ 100 — X =40

a) A={a,b,c,d}
B={cde,fg}
Entdo: AaB ={a,b} U {e, f, g} ={a, b, e,f g}

b) VAA-J=Aed—-A=(

Ard=AULD=A
c) VAA-A=(
ArA=0UD =0
d AaB=(A-B)U (B - A)
BaA=(B-A)U(A-B)
Como a uniao de conjuntos goza da propriedade comutativa,

entao:
A-B)UB—-A=B-AUMA-B=AaB=BaA

}=>A_B={a,b}eB—A={e,f,g}

Fundamentos de Matemaéatica Elementar | 1
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o IbIMelI — Conjuntos numéricos

63.

73.

76.

717.
78.

79.

1

Chamando M,, Mg e M, os conjuntos de mdiltiplos, temos:
M, N Mg =M, =>M,CM,eM, CNMg

entao X é formado por:

5 muiltiplos de 12 (que também sdo multiplos de 4 e 6)

7 — 5 = 2 miiltiplos de 6 (que nao sdo mdltiplos de 4 ou 12)
12 — 5 = 7 mudiltiplos de 4 (que ndo sdo muiltiplos de 6 ou 12)
8 nimeros impares

num totalde 5 + 2 + 7 + 8 = 22 elementos

; a c - a _¢
Sejar, = g Comor, <r, entdo — < L ad < be.

d b

Y e e G d 4 bt
Seja r a média aritmética entre r, e r,: r = E—Z—Ed—.
Comparemos r, e r:
r—r—i—ad+bc—ad_bc=>r—r<0=>r =T
1 T p 2bd ~ 2bd - 1
Comparemos re r,:

ad + bc C ad — bc
— - = — <
= >bd q Bhd il T O=r<r,

Portanto, existe r, tal que r, <r <r,.

Dividir a por 40 é o mesmo que multiplicar a pelo inverso de 40, que

é B 0,025.

40

127
a=1+0,4+ 0,01 + 0,001 + 0,0001 +...=1,41111... = 50~
Renda total do pais A: 2 - 10%- 5+ 107 = 10 - 1012
Renda total do pais B: 1 - 10%-2 - 107 =2 - 1011
A renda per capita dos dois paises juntos € a renda total dividida
pela populagao total:
10 - 1011 + 2 - 1011

7 - 107

A renda per capita dos dois paises juntos (novo pais) sera de
aproximadamente 17000 ddlares.

=17142,86.

Pela lei de Boyle, temos:
(P + AP) - (V+ AV) =K

125 120 PRy
T R B P T, T A

AP =P, — P,

I Fundamentos de Matematica Elementar
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82.

83.

84.

85.

87.

88.

Entdo: (P s 2—) (V4 AV) = K

Vv
SP(V + AV) =4KePV=K= AV = 5 isto €, haverd uma diminuicao

correspondente & 52 parte do volume inicial, ou seja, 20%.

Va+2V3 =V1+2V3+3 =V(1+ V32 =1 +3

V18 - 8V2 =16 -82+2 = V(@ - V22 =4 -3 = a=4
eb=-1

Comparemos a e g:
RV x+y—2V¥xy  (Vx —Vy)?
ATESTg WS 5 G >

= 0.
Entdo, a = g.

a) Sejaa = V2.

Entdo, a* = (V2)* = 4 e a6= (V2)8 = 8 s3o racionais.
12
b) 312E@ea7e@=>a5=1—76@

a7
a7E@ea5€@=>a2=?E@
a’ e €eac e > ada=—=—-—

pv: (az)ze@

Prova-se com contraexemplos.
Um contraexemplo é o nimero racional 2 cuja raiz quadrada n3o
€ racional.

2
De fato, se V2 = %, comp,q € Nemde(p,q) =1, entdo 2 = 1.0 =5

q2
= p? = 2g2 = p? é nlimero par = p é par = p = 2m =
= 4m? =292 = g2 = 2m? = g2 é par = q 6 par.
Mas p e g pares € absurdo, pois mdc(p, q) = 1.
% =41 1
Fazendo r = — —lLtemosx +1=—-x=x= 5 ou seja,
~>+1

_1 =

21

2

Analogamente, fazendo r assumir cada um dos valores 0,1,2e3e
tentando calcular x real, s6 ndo conseguimos quandor = 1.

Fundamentos de Matematica Elermentar | 1




98.

99.
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1¢) P(1) é verdadeira porque 1 = w
2°) Admitamos a validade para n = k:
P(k)=1+2+3+...+k=Lk2+—1—)

e provemos que vale paran = k + 1, isto é:
(k + 1)k + 2)

1+2+3+..+k+ (k+1)= =

Temos:
k(k + 1)
2

142+3+.+k+(k+1)=
P(K)

+(k+1)=

(0 + 1)(4 + 0)

12) P(0) é verdadeira porque 2 = > :

2¢9) Admitamos a validade para n = k:

(k + 1)k + 2)

2

(k + 1)(4 + 3k)

Plk); 2 4 Bih 8 o +i(2 +1:3K) = >

e provemos que vale paran = k + 1, isto é:

2+54+8+...+(2+3K+[2+3k+1)]=

(k + 2)[4 + 3(k + 1)]

2
Temos:
2+5+8+..+2+3k+[2+3k+1)]=
P(k)
+ +3K)+4+6(k+
=W+MM+3M+2+3W+1V=W 1)(4+3K)+4+6(k+1) _
2 2
_ 3K2+13k +14 _ (K + )8k +7)
- 2 o 2

100.  1°) P(1) é verdadeira porque 2° = 21 — 1.

1

2¢) Admitamos a validade de P(k — 1), isto é:
20 4 21 4 224 4 2k-2=2k-1_1 ¢ entdo,
que vale P(k), ou seja,
20 421 4224 +2k-24 k"1 =2k—1,
Temos:

devemos provar

20 4 o1 4024 4 2Kk=2 4 ok=1=2k-1_q 4 Dk-1=

AT

P(k — 1)
=2.2k1-1=2k-1

| Fundamentos de Matematica Elementar
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11 +1)2-1+1)
6
2°) Admitamos que vale para n = k, isto €,
k(k + 1)(2k + 1)
6

(k + 1)k +2)(2k + 3)
5 L

k(k + 1)(2k + 1)
6

101. 1°) P(1) é verdadeira porque =1=12

Pk): 12 + 22+ 32+ . +K2=
vale paran = k + 1, ou seja:
12422 4+32+ .+ K2+ (k+1)2=
Temos:
PP +224324 412+ (k+1)2=
P(k)

kk+1)2k+1). 6k +1)2  (k + 1)[k(2K + 1) + 6(k + 1)]
- 6 L S 6
(k + 1)(2k? + 7k + 6) (k + 1)k + 2)(2k + 3)

6 6
+ 12
102.  1°) P(1) é verdadeira porque [1(12—1)} =1 =15,

€ provemos que

+(k+1)2 =

22) Admitamos valida para n = Kk, isto é:

[k(k+1

2
P(k): 13 + 23 + 33+ ... + K3 = > )] e provemos que vale

paran = k + 1, isto é:
B 284384, +k3+(k+1)3=[
Temos:

P3+23+ L +Kk8+(k+1)3=
y o ,

KK + 1)2 | Ak + 13 (k+ 1)2(K2 + 4k + 4)
RN G P 4 =

_ (k12 + 22 [(k + 1)(k + 2)}2

(k + L)k + 2)
2

2
LSS S

4 2

104. 1¢°) P(1) € verdadeira porque 6 | 1(1 + 1)(1 + 2).

2¢) Admitamos vaélida para n = k, isto &, 6 | k(k + 1)(k + 2) e
provemos que vale paran = k + 1: 6 | (k + 1)k + 2)(k + 3).
Temos:
(k+ 1)k + 2)(k + 3) = k(k + 1)(k + 2) + 3(k + 1)(k + 2)
6| kik + 1)k + 2)
6|3k + 1)k + 2)
=6 |(k + 1)k + 2)(k + 3)

}=>6|k(k+1)(k+2)+3(k+1)(k+2)=>

a Fundamentos de Matematica Elementar | 1
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105. 1¢2) P(O) é vélida: 2 | O.

2°) Admitamos verdadeira para n = Kk, isto &, 2 | (k2 + k), ou seja,
2 | k(k + 1) e provemos que vale paran = k + 1:
2|1 [(k+212+k+ 1) 2]| K+ 1)K+ 2)
k+12+k+1D)=k+Dk+1+1)=
=K+ 1)k +2)=kk +1) +2(k + 1)
2| kik + 1)

. 2| kik+1)+2k+1)=>2|(k+ 1)k + 2
M2W+1}$ I( ) +2( ) =2 ( ) ),
106.  1°) P(O) é verdadeira, pois 3 | (03 + 2 - 0).

2°) Admitamos P(k) verdadeira, ou seja, 3 | ( k3+ 2k) e provemos que
P(k +1) é verdadeira, ou seja:
3|k + 1)3 + 2(k + 1)].
Temos:
K+12+2k+1)=(k+3k2+3k+1)+(2k +2) =
=(k3+2k) + 3(k2+k + 1)

3

3|k + 2k =3 | (K3 +2K) + 32+ k + 1) =
3|3(k2+k + 1)
=3 | [(k + 1)3+ 2(k + 1)]

107. 1°) P(1) é valida porque 1 + 1 = (1 + 1).
22) Admitamos que seja valida para n = k:

P(k): (1+1)(1 +%)<1+—;—) -(1+%)= k + 1 e provemos

que vale paran = Kk + 1, isto é:

(1+1)(1 +%)(1 +%)(1+ 11>=k+2.

Kk
Temos:
1+1(1+i)- -(1+£)(1+ = )—k+1(1+ = )—
[ il k/ e e )
P(K)
3 k+1+1)_
—(k+1)( T =Kk+2
1°) P(1) é ‘I'dh = —i—i
108. ?) P(1) é valida: 1+1- 2 1.2
2¢) Admitamos que seja valida para n = k:
i 1 1 K PR
— I
1~2+2-3+"'+k(k+1) k+1eprovemosqueevélda

paran =k + 1:

1 | Fundamentos de Matematica Elementar 9
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1 1 1 1 k+1

12 23 "t kT ) ThkE DT kT2

1 1 1 1
T2 23 T kr ) T kT k2
P(k)
=—k—+ 1 _ kk+2)+1 _ k2 + 2k + 1 5
k+1 K+Dk+2) (KrDk+2) (K+rDkt2
AR e kEA
KtDk+2) K+2

J

1(1 + 1)(1 + 2)
3

2¢2) Admitamos que seja vélida para n = k:

PKk=1-24+2-3 +...+klk +1)=
provemos que vale paran = k + 1:

109. 1¢) P(1) é verdadeira:

=1(1+1)=1-2.

k(k + 1)k + 2)
3

(k + 1)k + 2)(k + 3)

Pk+1)=1:2+2-3+..+(K+1)(k+2)=

3
Temos:
1-2+2-3+..+kk+21)+k+1)k+2)=
& e ’
_ k(k + 1)k + 2) 2. 3k + 1)k + 2) _ (k + 1)(k + 2)(k + 3)
3 3 3

111. 12) P(O) é verdadeira: 2° > 0.
2¢) Admitamos verdadeira para n = k: 2% > k, com k > 1, e provemos
quevale paran =Kk + 1: 2 *1> Kk + 1,

Temos: 2k+t1=2Kk. 2 > K- 2>K+2>K + 1.

3 1
112, 1¢) P(1) é verdadeira: 13 > 1T =7
4

. Kk
29) Admitamos P(k): 13+ 23 + ... + k3 > Tverdadeira e provemos

4
que vale P(k + 1): 13+ 23+ .. + (k + 1)3 > (k%l)—

Temos: A R
134234 . + K3+ (k+1p3>K  Ak+ 1P

. 4 4
P(k)

Fundamentos de Matemadatica Elementar | 1
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=k4+4k3+12k2+:L2k+4_
1 2
k* + 4k3 + 6k2 + 4k + 1 + 6k2 + 8k + 3

= 1 =
(k+1)4+ 6k? 4+ 8k + 3 >(k+1)4
4 4 4

pois 6k2 + 8k + 3 > 0, Vk.

113. 19) P(1) é valida: (1 + a)t=1 + 1 - a.
2°) Suponhamos valida para n = k: (1 + a)t = 1 + ka e provemos
quevale paran =Kk + 1: (1 + a)**1 =1 + (k + 1)a.

Temos:
1+akt*l=(1+ak-(1+a)=(1+ka)l+a)=
=1+ka+a+ka?2=1+ka+a=1+(k+1a.

115. 1°) P(3) é verdadeira:

S;=(3 — 2) - 180° = 180° (soma dos angulos internos de um
triangulo).

2¢) Admitamos valido para n = k: S(k) = (k — 2) - 180° e provemos
que é verdadeiraparan =k + 1: S(k + 1) = (k — 1) - 180°.
Observemos que, ao acrescentar um vértice (E), na verdade
estamos acrescentando, a figura anterior, um tridngulo (BCE) cuja
soma dos angulos internos é 180°.

D C D C

AV N >

la s
A B B
Entdo, temos:

S =Sk+180°=(k—2)-180°+180°=

=180°(k -2+ 1)=(k — 1) - 180°

k+1

116. 1¢) P(0) é verdadeira, pois P(J) = {J}, que € unitério e portanto tem
20 = 1 elemento.

2¢9) P(1) é verdadeira, pois P({a}) = {{a}, I}, que € binério e portanto
tem 21 = 2 elementos.

1 | Fundamentos de Matematica Elementar
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3?) P(2) é verdadeira, pois P({a, b}) = {{a}, {b}, {a, b}, &} é quartenario
e portanto tem 22 = 4 elementos.

42) Admitamos que a proposi¢do seja verdadeira para um conjunto
A com k elementos, ou seja, P(A) tem 2X elementos. Provemos
que a proposi¢cao € verdadeira para um conjunto B com k + 1
elementos, ou seja, P(B) tem 2% + 1 elementos.

Suponhamos que B = A U {b}, ou seja, b é o elemento que
esta em B e ndo pertence a A. Entdo P(B) é formado com os
subconjuntos de A (que s&o 2%) e mais a reunido de {b} com cada
um desses subconjuntos (que sdo outros 2K conjuntos).
Conclusao: ?(B) possui 2 - 2k = 2k *+1 glementos.

Observagao: Para melhor entender, veja como fizemos para
passar de P({a}) para P({a, b}).

OO\ — Relacdes

122.

128.

Utiliza-se a propriedade: se X é subconjunto de X' e Y é subconjunto de
Y', entdo X X Y &€ subconjunto de X' X Y' e também vale a reciproca.
Por exemplo:
AXBCX XY ACX' @X'=AouBouC
BCY Y =BouC

entdgo X' X Y'=AXBouAXCouBXBouBXCouCXBouC XC,.

A={0,1,2} =

B =1{3,4,5}

= A X B={(0,3),(0,4),(0,5),(1,3), (1, 4), (1, 5), (2, 3),(2,4),(2,5)}.
Verifica-se, diretamente, que somente os pares (0, 4), (0, 5) e (1, 5)
satisfazem a relagaoy = x + 4,

Portanto, n(D) = 3.

o \:Ii0NeR'A — Introducao as funcgoes

155.

Fazendo x = O, devemos ter:

flm - 0) = m - f(0) = f(0) = m - f(0)
Entao:

m = 1 = f(0) é qualquer real.
m#1=m-1)-f0)=0=f(0)=0
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156. (3 + V2) = f(3) - f(\2)

Calculando f(3), vem:

f)=f1+1)=f1)-f(1)=2-2=4
f8)=f2+1)=1f2)-f(1)=4-2=8
Entdo: (3 + V2) = f(3) - f(v2) = 8 - 4 = 32.

157. a) f(1)=f0+1)=2-f0)+3 =3
f2)=f1+1)=2-f1)+3=2-3+3=9
f8)=f2+1)=2-f2)+3=2-9+3=21
f4)=f83+1)=2-f(3)+3=2-21+3 =45
f5)=fA+1)=2-f4) +3=2-45+3 =093

Observemos que:
f(6)=93=2-45+3 =
=2:-(2:-21+3)+3=
=2-[2-2-9+3)+3]+3=
=2-{2-[22:-3+3)+3]+3}+3=
=2.-{2-[22-3+2-3+3]+3}+3=
=2.{23.3+22.3+2-3+3}+3=
=24.3+4+23.3+22.-34+2-3+3=
= 3(24 + 23 + 22 + 21 + 20)
ouseja:fin)=3(2" "1+ 2"~ 24+ . + 2+ 1).
b) 1¢9) Vale paran = 1, isto &, f(1) = 3 - (2°) = 3
2°) Admitamos verdadeira para
n=kf(k) =32%"1+2k+2 4+  +2+1)
e provemos que é valida paran = k + 1, ou segja,
flk + 1) =3(2k + 2k~ 1 + 2k-2 4+ 2 +1).
Considerando a fungao definida, temos:
flk +1)=2-fk) +3 :

Entao:
flk +1)=2-[3- (k-1 +2k-24+ . +2+1)]+3
f(k+1)=3[ (-1 4+ 2k-24  +2+1)]+3
fk+ 1) =3 (2K+ 201+ . +22+2)+3
flk + 1) =3-(2Kk+2%"1+ .. +22+2+1)
165. f(x) =V = x| = {ex>0 =>{f(x)=g(x)sex>o
sex <0 f(x) # g(x) se x < 0

g(x) = X
Portanto, f(x) e g(x) ndo séo iguais.

166. f(x) = /i n 1 estéa definida se ;: 1 = 0, ou seja:
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A=1 i ' o
- o+ 4
_—c b | . D;={xER|x<—1oux=1}
T B
f(x) S ° X
- 1

1=1 ;
g(X) = ———estd definidasex —1=0ex + 1 > 0, ou seja:

VX + 1
x=1 T 4
] |
X1 o ; - D,={x€ER|x=>1}
a(x) 1 —— X

f(x) e g(x) serao iguais somente no conjunto x = 1, x € R.

%+ 4, +
167.  f(x) = | estd definida se S~ = 0.
X< — X e
- + + +
x+1 * : ; -
| | _ |
S B L D,={(xER|-1<x<0
- i $ E = i & 0UX>1}
f é S e
" -1 0 1 X
Vx + 1 e
g(x)=—x—2—estédeﬂn|dasex+1>Oex2—x>0.
VX2 — X
X+ 1 —e
o ! i ﬁi{ Dg={xeR|—1sx<0
g(x) o ' £} = GUXS 1)
-1 0 1

Por possuirem exatamente o mesmo dominio, f(x) = g(x).

168. D;=R,D, =R - {1}

Nao sao iguais porgue os dominios sao diferentes.
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o NBeRY — Funcao constante — Func¢do afim

atb= %@
175. a)
a—b= e
4
Somando membro a membro (1) e (2), vem:
1 1
2a = 5 = a= Z
- iR 1 _ .
Substituindo a = 7y em @ temos b = > Dai vem:
1 1
a= X_y—Z=>x—y—4©
1 1
b = X+y—§=>x+y—2@
0 sistema formado por (3) e (4) é {x ks
x+y=2
Somando membro a membro (3) e (4), vem: 2x = 6 = x = 3.
Substituindo x = 3 em (4), temos: y = —1, isto &, S = {(3, -1)}.
1
b) Fazendo m =ae m = b, vem:
5 5
3a—2b=—— L 0 Hhat
3 12 &5 P = 50 6=>a=%eb
2a+3b=1 6a+9b =3
~ |x+y+1=4 X+y=3 _
Entao.{2x_y+3=6@{2x_y=3=>x 2ey
s ={@2, 1}
178. X = n¢ de bolas brancas
y = n¢ de bolas pretas
: oo =1 1
apos 12 retirada: y =3
. ... x—15 4
ap6s 2¢ retirada: ~—7o- = 3 @)
Resolvendo o sistema formado por (1) e (2), vem: x = 23 e y = 16.
179. f(-1)=-a+b=3
a=-1eb=2
{f(1)=a+b=1 =
Entao, f(x) = —x + 2 e dai f(3) = —1.
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186. A partir do gréfico verificamos que a fungdo C(x) passa pelo ponto
(8, 520) e tem coeficiente linear 400.

C(x) = ax + 400 = C(8) = 8a + 400 = 520 = a = 15
Portanto, C(x) = 15x + 400.

Considerando um custo de R$ 700,00, vem:

15x + 400 = 700 = x = 20 litros.

187. a) x=1637,11=f(x) =0

1637,12 < x < 2453,50 = f(x) = ox — 122,78
245351 < x < 3271,38 = f(x ) g’(’; ~ 306,80
3271,39 < X < 4087,65 = f(x) = o — 552,15

X > 4087,65 = flx) = 2o -

b) Para nao haver descontinuidade em x = 4087,65,

efetuamos:
9x _ 11x
- = B5P 15 = o — N
= 2% 1 562,15 = n = 27498705 | 559,15 = n = 756,53

188. Seja H a heranga,
X a parte da mae,
2x a parte de cada filho do sexo masculino,
3x a parte da filha.
Entéo:H=x+2-2x+3x=8x=>x=g.

= % i, H
mae: 8 ; cada menino: 4,amen|na 8

S=275-t
189. S=vt=>{8=660-tj:>275-th=660(th—7)=>th=12
t=t -7
Entdo: S = 275 - 12 = 3300.
A distancia entre Sao Paulo e Boa Vista é de 3300 km.

100 homens com média salarial 265

190. 110 trabalhadores { 10 mulheres com média salarial x

100 - 265 + 10x
110

=260 = x = 100

O saléario médio das mulheres é de R$ 100,00.
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X = salario/hora de Paulo e Joana.

) 2
Paulo trabalhou 40 minutos (§ de hora) a mais que Joana e, por
esse periodo, recebeu 150.

2
Entao: 3 X =150 = x = 225,

Portanto, Paulo recebeu 4 - 225 = 900 e % - 900 = 90.

Um décimo do que Paulo recebeu sdo R$ 90,00.

A engrenagem a tem 18 dentes e a engrenagem ¢ tem 36 dentes.
Ambas as engrenagens dao um ndmero inteiro de voltas quando
0s numeros de dentes que “passam” pelo ponto de contato com a
engrenagem b forem um mdltiplo comum de 18 e 36.

0 mmc(18, 36) é 36. Entdo, se ¢ der uma volta e a der 2 voltas, as
duas retornam a situacao inicial.

Quando o piloto mais veloz (72 segundos por volta) completar x voltas,
o piloto menos veloz (75 segundos por volta) terd dado (x — 1) voltas.

Entao, temos:
T2% = T8 — 1)=> x:=:28.

f(x) passa pelos pontos (3, 0) e (2, —2).

0=3a+b - ol _ _
{_2=26+b=>a—2eb— O=3fX)=2%x—B6
g(x) passa por (0, 1) e (2, —2).
1=5b 3 _ _ 3
{—2=2a+b:>a_ 2eb—1=:>g(x)— 2x+1
h(x) passa por (0, 1) e (—1, —1).
1=b -

= = — -+
{—1=—a+b:"a 2eb31=>h(x) 2% + 1
g X} g2 —06> R+ 1L=3X>2

2

3
b) g(x)sh(x)z—?x+1s2x+1=>x>o

c) f(x) =h(x) = 2x = 6=2x + 1= A € R| f(x) = h(x)

3
d gx)>4=—F5x+1>4=x< -2

e) f{x) <0=22x—-6<0=x=<3
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209.

211.

213.

214.

6,3-1+45-2+ 3x
6
6,3 +9+3x=39

Ix=23,7=>x=17,9
— 1
. Gl L <0o1-x<0=x>1
1—x 1—x

S={x€eR|x>1}

= 6,5

4% — 5 —3

1
b) 2)(_1>2=>2X_1>O=>2x—:L<O=>x<—-2—
1
S—{XERIX<:7}
- — ¥ —2 2
C)W<—1=>—3'X—+2—<O=>3X+2>O=>X> 3
2
S—{XER|X>—§}
5
5—2x<0=>x>—2—
c) X+1=4x—5=x<6
X—3=20=>x=3
il i |
i . i 4
: i & - & S={x€ER|3=<x=< 6}
5 3 6
2
2x—5$_2=> —= s0=2>1-x>0=>x<1
f 1—X 1—X

8
T>x=>)—(—+—1>0=>x+1>0=>x>—1

- 0-1-<

v x S=keR|-1<x<1)

f(x) passa pelos pontos (—3, 1) e (1, —4).

—3a+b=1 __ 5 11 11

2 50 _ .5 _1
a+b=—4 =a-= Zeb— 4=>f(x)— 4x 7
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g(x) passa por (4, 4) e (1, —4).

i A N - OO P
atb=-4 8- 3=z =8N =73x"73
h(x) passa por (4, 4) e (-3, 1).
4a+b=4 < 16 3 16
{—3a+b=1="a 7eb=7=h =g x+ =
a) f(x) < g(x) < h(x)

5 19 8 0
f(X)<g(X)=>—Zx—T<?X——3—=>X>1

1

g(x)sh(x)z—s—x—&six+—6=>xs4

3 3 4 7

S=eER|1<x=<4}

P o-0—-
Y
x

O
N
o

>
N’

I\
=

>

N

A

=

——~
2,

5 13 3 16
f(x)<h(x)=>—zx—T<7x+7=>x>—3
i . S=KkeR|-3<x=<1}
O L X
-3 1

¢) h(x) = f(x) < g(x)

3 16 B b
h(X)gf(X)=>7X+—7—$—ZX——4 Eh X s =8
STICPOIE - W T - TN e
(x) < g(x) = R 2 3 X 3 =X
1 2 1 2 -x + 11
223, - <0
. e A Ty x+3<0=>(x—4)(><+3)
1 | Fundamentos de Matematica Elementar



MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR

+ + + >
-x+ 11 T T Q »
| | I
| | |
- S
x-4 l ¢ : =
& ko |
e e e
g ——
SR O S I
-3 4 11
S={xeER|-3<x<4oux>11}
C)x+1>x+3 x-l—i_x+3>O=>
X+2 X+4 " x+2 x+4
x+1x+4)—(x+3)x+2) -2
>
= X+ 2)(x + 4) 0= T T A - 2

=X + 2)(x + 4)< 0

- - +
X+ 2 T 0
| |
- 1+ o+
X+4 ? i -
RS R
P & 6 - X
~4 o
S=xeR|-4<x< -2}
1 2 3
) x—:L+x—2_x—3<O:>

(x = 2)(x = 3) + 2x — 1)(x — 3) = 3(x — Px — 2)
(x =1 —2)(x — 3)
—4x + 6
=X - 1) — 2)x — 3)

— £ Q=

<0
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+ + - = =
-4x +6 - o -
i 13 i i
| :2 : :
| | | |
- o+ b+ o+ -
Xx-1 £ I | I .
b ] ] ]
11 | | |
ot i o gl
gtien o g6 o dlam | bu duenal
X — L
: : 12 :
| | | |
- g =] ma) =1 4
X—3 1 1 1 C e
| | | E
| | | :
. S WL SR DL W
1 3 2 3
2

3
S={xeR|x<1ou?<x<2oux>3}

: 1. 3
224. ——4—+i>—i=>—i+—+—20=>
X 2 X X X 2
3 3 3x—6
=>—7+—2->O=> o =0
- - +
3x-6 } T——»
| |
2x By L S
+ E - i +
Q o— ° - X
0 2

S={xER|x<O0oux=2}

o.\=hilHORY/I — Funcoes quadraticas

226. y=(m2— 4)x2— (m+ 2)x — 1 esté definida se m? — 4 # 0, isto &,
sem#2em# — 2.

227. Sejaf(x) = ax? + bx + c.
Entdo: f(-1) =a—b+c=—-4()
fl)=a+b+c=2(2)
fo)=4a+2b+c=-13)
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228.

230.

231.

232.

Resolvendo o sistema formado por (1), (2) e (3), temos:

a—b-{-c:——f;)—— a— b+ e=-4
at+b+c=2 = 2b =6 =b=3
4da+2b+c=-1 6b — 3c = 15

Substituindo b = 3 na 32 equagdo, vem ¢ = 1.
Substituindo b = 3 e ¢ = 1 na 12 equacdo, vem a = —2.
Portanto, f(x) = —2x2 + 3x + 1.

fll)=a+b+c=4
f(2Q)=4a+2b+c¢c=0
f(3)=9a + 3b +c= -2

Resolvendo o sistema, temos:

a+ b+c=4— a+ b+ c=4
da+2b+¢c=0 s 2b+3c=16—£]3)@
9a+3b+c= -2 -6b — 8 = —38

a+ b+ c=4
= 2b + 3¢ = 16

c=10
Substituindo ¢ = 10 na 22 equagdo, obtemos b = —7.
Substituindoc = 10 e b = —7 na 12 equagéo, vem a = 1.

Entdo:abc =1 (—-7) - 10 = —-70.
quantidade vendida x prego de venda = receita

x-(50—%>=1250

Entdo, temos: x2 — 100x + 2 500 = 0 = x = 50.

1 1 7 xty 7

XY T2y 12 =>{X+y1—27 %_%
Xy =

xy =12 d

Considerando (1) e (2), temos: x2 — 7x + 12 =0 = x = 3 ou x = 4.

Como xy = 12, entdo, parax = 3,y =4 eparax = 4,y = 3.
S ={(3, 4), (4, 3)}.

a) ¥ —3x—4=0==x=4oux=-1

2Xt+ty=4=y=4— 2x @

b

) {2x +xy = —8 @
Substituindo @ em (2), vem:
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239.

240.

241.
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2X +x(4 — 2x) = -8 = x2 — 3x — 4 = 0 (item a)
Entdo, parax =4,y = -4 eparax = —1,y = 6.
S = {4, —-4), (-1, 6)}.

aF0=>m-1#0=>m=+*1
A>0=02m+ 32 -4mm—-1)>0
4Am2 +12m +9 —4m2+4m >0

9
16m>—9=>m>—ﬁ

9
Portanto: m > 16 em+# 1.

aF0=>m+2#0=2m+ -2
A=Z0=B3-2mP2 —-4m+2)m—-1)=0=

17
=>—16m+17>0=>m<—1—é—

T
Portanto: m < 16 em# —2.

aF0=m#*0
A=0=mM+1)2-4mm+1)=0=3m2+2m—-1=0=

1
=>m——10um—§
1.
Portanto: m = —1 oum =3
a=1+#0

A=0=2E3Bm+22-4m2+m+2)=0=5m?2+8m-4=0=

2
=>m—€oum——2

2
Portanto: m = 5 oum = =2,

a#0=m+1#¥0=>m#* -1 i
A<O=>(2m+3)2—4(m+1)(m—1)<0=>12m<—13:m<——31

12
Portanto: mi </~
ortanto: m 1>
a#F0=>m=#0 q
A<O0O=(2m—-12 —-4mm - 2)<0=4m+1<0=>m< ——

4

i |
Portanto: m < e
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242.

243.

244,

5 —b + Vb2 — 4ac
Emax< + bx + ¢ = 0, temos x = >a s

a
Em —-x* + Bbx + af’c = 0, temos:

a
A = B2b2 — 4--of* = p(b* — 4ac)

2 —Bb + BVb% — 4ac op —b *= Vb? — 4ac
i 2a

a
e
Ou seja, s80 as mesmas raizes, multiplicadas por of.

[ —b + Vb2 — 4ac
X, = 5

| a
Em ax2 + bx + ¢ = 0, temos < ou

—b — Vb? — 4ac
78 T 2a
B _—b+Vb?2—4ac  —b — Vb% - 4ac 2b
S=Xx, +X%, = >a + o =
v _(—b+Vb2—4ac)(—b—\/b?—4ac)
P=X %= 2a 2a N
_b*—b2+4ac _4ac _ c
B 432 4a2 a
5
a) xl+x2—7
1
b) X, =X, = ——
1" %2 5 5
i x Xy X
c) * =Th 2 = —h
X % X1Xo 1
2

d) Sabendo que (x; + x,)? = X3 + 2x,X, + X3, entéo:

2 1
X2 + x5 = (X, + X,)2 — 2x,X, = (E) -2 (——) =22,

2 2 4 -
29
o) X X =x21+x§ St IR
2 & Gt 1 2
2

b

a
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246.

247.

248.

249.
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f) Sabendo que (x; + x,)® = x3 + 3x3x, + 3x,x2 + x3, temos:

5\3 1 5
X3 X3 = (X + %)% = 3x%,(x, +%,) = (—2—-) = 3(—?) - (?) =
s 155
=g
2x2 —2mx+3 =0
Xy + Xo =M
3 4x, =m PR i V2
K=o = 3 = X, = ——5— (rejeitada) ou x, = .
3X2 = 7 2
Xq = 3x2
2
Portanto: 4, =m=m= % —=m=2V2.
{X1 +Xx,=—b
Xy * X, = 47

Como as raizes sao inteiras e 47 € ndmero primo, entao X, = 1ou
X, = 47 (ou vice-versa).
Portanto: [x;, — x,| = |1 — 47| = 46.

1 s2+4+7r2

1
2t 2T a2
r S r<s

Sabendoque (r+s)?=r+2rs +s2=r2+s2=(r+s)2 — 2rs =
K (_3)2 _ 2c _ b*—2ac

a a a2
b2 — 2ac

1 1 s2+4r2 a2 b2 — 2ac

Portanto, vem: — + — = = = 1
' r2 = g2 r2s2 c2 c2
52

Xg T X = _m}:x2= -m>0=>m<0
X, =0

v = T e B e
Xy "Xy =M m-—12
X, =0
entao, m = —3.

}=>m2—m-12=0=>m=4oum=—3

X, + X, =09

x2—5x+k=0=>{x o %
1 2

2 = x'+x“=7®
Xc—7x + 2k OZ){X"X"=2k@
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Fazendo x' = 2x, em (3) e (4), vem:

%, +x =7 [AB-x)Hx" =T [x"—2x,=-3
oy .

i <:> n
2x, - x" = 2K 2-X—k2-x"=2k X =1=x,=3

X2
Substituindo x, = 3 em (1), vem x, = 2.
Em@),x, -x,=k=2-3=k=k = 6.
250. Seja a equagdo ax? + bx + ¢ = 0. ¥
c
Ja provamos no exercicio 243 que S = x, + X, = i P=X "X = =

- b c
Entdo, temos: ax2+bx+c=0=>x2+?x+?=0:>
=x2—Sx+P=0.

b2 ,c b?-2ac
S =x3 +x3 = (X, + %)% = 2X,X, = (——) = 2=y

)
& a
252. a) .
c
/ 8 i ke 1O
P=(x; %)) =52
b2 — 2ac c2
Portanto: x2—<————2——)x+—2—=0=>
a a
= a?x2 — (b2 — 2ac)x + ¢2 = 0.
r ' _b
X, X X, %o B c
b) < a
1 0. 1 * &
X, Xy Xy & c
{ a
2 b a 2
Portanto: x< — ——E—X+T=O=>cx +bx+a=0
( b2 — 2ac
X X X, * X c ac
2 1 1" %
P, =
c) a
X, X
_1_._2=1
(X2 X b2
— 2ac
x2—Sx+P=O:>x2—(—aC—>x+1=O:>

= acx? — (b2 — 2ac)x +ac =0
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254,

255.

258.

259.

260.
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d) Sabendo que (x; + x,)* = x3 + 3x2x, + 3x,x3, temos:

(3 - b\3 B b
Kt 5 =K+ P — S, ) = (_E) = 35(—§) =
_ —b® + 3abe
o3
- Q¥
ST S
\

—b3 + 3abc P
Xz_(_—)x+:——0=>a3x2+(b 3abc)x + c3 =0

a3
2
i+&=4=>x1+x§ o iR (X, + X)2 = 2X,X, s
B X s Xl
2
[2(m—1)] -
= i =4=>m2+4m-2=0=m=-2=*V6

1
Sendo S = p' e Q = q' de um trindmio g(x), em que % e % sao as
raizes, temos:

b 1 #+b ~p
Ui 8 "B @b 8 g 4
=g =@ ~——%x+—
N S a* " a
a b ab q

m =2x — 1 e n = 2x + 1 sao impares, positivos e consecutivos.
m-n=1599 =(2x —1)(2x + 1) =1599 =4x2 — 1 =1599 = x = 20
Portantoom=39en=41=m + n = 80.

A=4-12m
A _ 5 _12-4m _ 5 ~
Yo g g T g g
A=[2(m—1)]2—4(—3)(m+1)=4m2+4m+16
yv=—%—2=>m2+m+4 6=>m2+m—-2=0=m=—2
oum=1
f(x) = m x2+(m 1)x + (m + 2) tem méaximo se m < O.
A=(m—1)2-4m(m + 2) = — 3m? — 10m +1

A g 4. 0T = i %— > 0 (rejeitado)
e =2=m=
Yv 13 2= Am = e

—1 (valor procurado)
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261.

263.

265.

266.

f(x) = (m — 1)x2 + (m + 1)x — m tem minimo se m > 1.
A=(m+1)2+4m(m — 1) =5m2—-2m + 1

Yy = —%= | R 5r2(2m+—2T)— 1 =1=5m2—-2m+ 3 =0, que
nao tem solugoes reais.

Portanto, Am € R | f(x) tenha minimo igual a 1.

Sendoy = —x% + 5x — 1, y4
verificamos que:

parax=0,y=—-1
parax =6,y =—17

b 5 21
2o =)~ 7)
Assim, no intervalo [0, 6],

21,
Ym=W= g &Y, =16)=—7.

X
SRy () D, §.
y = — 2x2 + bx + ¢ passa por (1, 0). Ent3o:
0=-2+b+c=b+c=201)
b
Xy =3= -5 =3=b=12 @
Substituindo (2) em (1), vem ¢ = — 10.
~ A —-64
Portanto, y X x —10e,entao,y =y, 1a - 8.

2x+z=8=>2=8_2X}=>y=x(8—2x)=>y=—2’(2"‘8’(

Sejay = xz .
Como a = — 2 < 0, existe maximo, quando Xy = e
Entao, x = 7(—_—2—) = 2 e, portanto, z = 8 — 2x => z =4,
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267.

268.

269.

270.

COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

Seja um retangulo de lados a e b.
Entédo: 2a +2b=20=a+b=10=b =10 — a.

Adreay =abétalquey = a(10 — a) = — a2 + 10a.

Como o coeficiente de a2 é negativo, existe maximo, que & dado por
-10

a=———=>5.
2(—1) -

Entdo,b =10 — 5 = 5.
Ou seja, a drea € maxima para o quadrado de lado 5 cm.

—=z7=x2+(36 —12x + X3) =

Sejax+y=6=>y=6—x}
=z=2x2—12x + 36

Sejaz=x%+y?

Como a = 2 > 0, existe minimo, dado por x = 51—25 = 3.

Entdo,y =6 —3 =3.

Seja a area z = xy.
Como um dos Vértices pertence a reta
y = —4x + 5, temos:
z = x(—4x + 5) = —4x2 + 5x
(como a < 0, existe maximo)
-5 5
2(—4) =X = —8—

Entao: x =

ooy = —al2 2
Entao: y = 4(—8—> + 5=y = 5

xy

. 5 5

Lados do retangulo: e e -
Consideremos o triangulo com yl
os catetos sobre 0s eixos carte-
sianos.

A reta Z\—B) passa pelos pontos
A (0, 6) e B (8, 0). Determinemos
a equacdo y = ax + b dessa
reta:

6=a-0+b i 0 T B(8,0) X
{O=8a+b ==0ea=—y

3
Portanto, y = ——4—x + 6.
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Como o vértice C do retangulo pertence a essa reta, temos:

Areaz=xy=>z=x<—ix+6)=>z=-——3—x2+6x

4 4
3 - . ..
Como a = e < 0, entao existe maximo.
—B
X=—F—F5v=>X~=4=2y=3

L] —3
2()
4
Portanto, o retangulo tem lados 3 e 4.

271. Localizemos o triangulo equildtero conforme a figura abaixo. A altura
sobre o eixo y corta o lado da base no seu ponto médio.
Por Pitagoras, h?2 = 42 — 22 = h = 2V3 .
Determinemos a reta que passa pelos pontos (O, 2@) e (2, 0):

y
(0, 2v3)
y y
X X
0 (2,0) x
b=2V3
=retaiy = —V3x + 2V3
{O=Qa+b=>a=—\/§ 4

Metade da area do reténgulo: z = xy = z = x(—\/?x + 2\/5) =
—z=—V3x2+2V3x

Como a = —V 3, negativo, existe maximo.
b 2V3
e VBN X = = L sy = Y3
YT T2 o(v3)

Portanto, base = 2x = 2 e altura 'y =V3.

272. Determinemos a reta que passa pelos
pontos (3, O0) e (0O, 4).

{4=b i
0O=3a+b
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CYL TN
= B —g=y= 3X
Metade da érea:z=xy=>z=x(—%x+4)=>
4
=>z=—§x2+4x
yll
(0, 4)
y
X
(3, 0) X
4 . -
Como a = -3 < 0, existe maximo.
LB spstes B Bty
Xy = —og =X = FTAE o
2(-3)

Portanto, base = 2x = 3 e alturay = 2.

273. Q(x, —6) Epardbolay = x2 — 6; entdo, -6 =x2 — 6 = x = 0.
Distancia horizontal =4 — 0 =4 ‘

8 e ' S -
e ! 2y+x=400=>y=%
|
X X . x2
! Areaz=xy=>z=—7+200x
|
S S e )
Como a = =5 < 0, existe maximo.
b 200
Entdo: X, = ——=X=—"—=200=y = 100.
TETTRG
2
cortante, X o 200 _ oo, ¥ 100 1
ortante, v~ = 700 x 200 2
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276.

2717.

285.

286.

287.

A
Yy=-7==2|__ 12m—16 _ _ 10
4a =>—-——12 =2=m 5
A=16 — 12m
A &
W= g5 = 3

=m=-VY10 oum = V10

fQ)=4a+2b+c=0
fB)=9%+3b+c=-2
f4)=16a+4b +c=0
Resolvendo esse sistema, vem a = 2.

f(x) = —x2 + 2x
Vf(x)
Como g(x) deve ser simétrico a f(x) em

(1,1)ezeros: x=0o0ux =2

relagé@o a retay = 3, entao temos:
f(x) ——> &(x)

ponto (O, 0) —— ponto (0O, 6)

vértice (1, 1) —— vértice (1, 5)
ponto (2, 0) ——— ponto (2, 6)

xy

Fazendo g(x) = ax? + bx + c, deve-
mos ter:

g0)=c=6
gl)=a+b+c=5
g2)=4a+2b+c=6
Resolvendo o sistema, vem:
a=1,b=-2,c=6

Notemos inicialmente que x, e x, s&o abscissas dos pontos de
intersegéo das curvas g(x) = x2 + x e h(x) = —x2 — x + 4; portanto,
sa@o as raizes da equagao x> + x = —x2 — x + 4, ou seja, X, = -2e
X = 1.
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Temos:
gX)=x2+x=>a=1,b=1,¢=0

hx) = —x*—-x+4=d=-1,e=-1,f=4
d—a ., e—b
3 ~ T3

2
X2+ (f—cx = —x3 — x2 + 4x

Fix) = 3

20
F(x,) — F(x,) = F(1) — F(—2) = % - (——) =9

296. X2 —3Xx4+2<0=1<x<?2
2 —4x+3>0=>x<1loux>3

A 4 4 T —
| | |
e ————
|
ANB ! ! ! - X
1 2 3
ANB=¢Y
3
297. —2x2+3x20=>0sxs7
A ¢ T L 4 T =
| | I |
| | | ]
| | | |
I | | |
B i ¢ >
| I i \
—e o - X
AUB - — :
2
X2—x—-—2<0=>-1<x=<2
AUB T i I A
I | | ]
RN ki A B
' & é ! - X
(AUB)NC — : : ;

AUBNC={KER|0O=<x=<2}

298. pa)<0ea?—-5a+6<0=2<a<3

Calculando q(a) paraa = 2 e a = 3, vem: q(2) = 20 e q(3) = 30.
Entdo, para 2 < a < 3, 20 < g(a) < 30, pois nesse intervalo q(x) é
crescente.
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301. e) x*—-2x2—-x+2>0
Xx—2)—(x—2)>0
x—2)x2-1)>0

- - - +
X~2 T T % >
| | |
| |} |
x2-1 i i—_ i i i ' >
| ] |
| 1 |
= 1 & ) = L+
(x - 2)(x2 - 1) —O— gy S - X
- 1 2
S={xeR|-1<x<1loux>2}

f 2x3 —6x2+x—-3<0 = %
2x%(x —3)+(x—3)<0 X—~3 * -
x—3)2x2+ 1) <0 I

2+ 1 ! -
S
S={xeR|x=< 3] Gl g ; =X
303. + == - *
x2=21x+ 20 0 ' 0 >
& - 0 = l-a
3-x I < I -
| | |
| | |
i . T
(x2-21x + 20)(3 - x) ’o! OO0 - X
1 3 20
O maior nimero inteiro que satisfaz a inequacgao é 19.
f(x) = —x2
— f(— — 32
310. f(—2) = -4 :>f(x)x_+f(221<f(_1)®x_+4s_1=>
T X2
-— + -—
—%2 %+ 6 2
< X+ X+6 °0— ° -
X+ 2 e i i
- 1+ | o+
=S={x€ER|x=>3} X+ 2 ﬁ"l,,; ﬁ: -
o
X2+XxX+6  + [ S -
O~ ¢ - X
X+ 2 =D 3
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2x2-3>x2+1(D)

315. b)) x2+1<2x2-3<-5x&
2x2 —3=<-5x ()

MD2x2-3-x2-1>0 () 2x2—3+5x<0
X2—-4>0 2x2+5x—3=<0
. S . . P N WO .

2 2 -3 1
2

S

> X

N f-———o-———-0

wWe-————@ ————1

On®

I
N ¢
st

S={xeR|-3sx< -2}
f) 42 —Bx+4<3x2—-6x+6<x2+3x—-4¢&

452 — Bx + 4 <3x2 —6x + 6 (1)
~
32 —6x+6<x2+3x—4 (D

MOx+x-2<0 D2x2—9x +10<0
+ - % + - %
-2 1 2 5

2

©

®

S

N e o ] —————
- fbem—de———-0
P O sttt

nnu1——-—-<L————-
/
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1+2x=0
316. c) @
—4x2+8x—3<0®

MD1+2x=0 QD —4x2 + 8 -3 <0
—o— - X o —0 - X
1 1 3
2 2 2

() —s
|
|
I O)- O
Co N B
O ([ i W) SN
. 1 3
2 2 2
S={XER|——2-SX<%OUX>—2—}
d{—2x2—x+1>0®
4x2 —8x+3=<0 (D
MD-22-x+1=0 D42 -8x+3<0
- + - + . - +
o— *——» X —— @9 —» X
2 2 2
=t | ]
| | |
| | |
|
| | |
Onap fll —— : =
2z 2
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X X+ m X X+ m
- > —
84, ) Frrteri A - o0
X2+ 1) — (@ +4)x+m) _ . —mx2— 3x—4m

= D=3 =0

0@+ 4)x2 + 1) (2 + A)x2 + 1)
Comox2+4>0,VxERex?2+1>0,VxER, entdo:
—mx2 — 3x —4m >0, Vxedai—-m>0(DeA<0(D

3 3
A<O=>9—16m2<0:>m2>i=>m<——oum>—

16 4 4
®© : % : =
| | l
A | A ~
s A B
] ] |
WAl st —— m
4 4

3

- .

Entao, m 2

325. X24+2x+(p—10)>0,VXERSA<O0=24-4(p—-10)<0=
=44 -4p<0=p>11

X—a X+ a X—a X+ a

327. X2 + 1 2 O+l X

<0&
—2ax2 —x — a
x2(x2 + 1)
Comox2>0,Vx € R*ex2 + 1 >0, Vx €R, entdo devemos ter:
—2ax2 —x—a<0,VxER,edai —2a<0(DeA<0(D

PN <0

;1 2 V2
A=1—8a2<0=>a2>§_—.>a<—Toua>——4
L R
] I 1
=
| | |
ﬂ 1 1 O a
On® ———>
4 4
V2

Portanto, a > 2
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333.

334.

338.

Para ter uma raiz positiva e outra negativa, O (zero) deve estar entre
elas, ou seja, x, <0 < X,, isto €, devemos ter: (m — 2) - f(0) < O e
daim—-2)(m+2)<0=-2<m< 2.

Como as raizes devem ter sinais contrarios, entdo devemos ter:
X, <O <x,ouseja,2-f0)<0=2 (k-5 <0=k<5 (1)

Como [x,| < [x,, entéo%=%x—2<0=> —%< —%<0=>
=k >0 (D
De (D e (i) vem 0 < k < 5; entdo, o menor valor inteiro é k = 1.
O oy < (1)
0<x1<x2<2=> e
X, <X, <2 @

(D 0 < x, < x, ocorre em trés condigdes:

@m-f0)>0=mm+5>0=m<-50um>0

@A>o=>4(m2+2m+1)—4m(m+5)>0=:>m<i

3
S 2(m + 1 m+ 1
@7>0=>(T1)>0=> >0=>m<-1oum>0

O ——— o ¥
| | | |

O ———F—————
| | | |

@ | i ] I o
l | | l
| | l |

DO ——————+——

3

|
Entéo:®m<—50u0<m<?.

(D x, < x, < 2 ocorre em trés condigoes:
@m-f2)>0=>mm+1)>0=>m<-1oum>0

2 A > 0 (idem item (D): m < %

S 2(m + 1) -m+ 1
@ 5 <2=>T<2=>—m—<0=>m<00um>1
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Q77
| I | 1
| | | |
! L I .
@ | ] T I
| | | |
| | 1 |
i L l
® ! T ¢
| | | I
| | | |
: e
NN & [ 1 >
ONON® ———————m
3
Entéo:®m<~—1_
De (D e (), vem:
@ 4? | | | =
| | Lo
l 1 L _
®— et
| | | 1
O® | | Lo
é 1 1 1 > m
-5 -1 0o 1
3
Resposta: m < —5.
339. mx2—-2m+1)x+m+5=0
x, <0<x, (D
x1<0<x2<2 = e
X, <%, <2 (D
(D x, <0<x,
a-f(0)<0=>m(m+5)<0=>—5<m<0
®x1<x2<2

tI

@Da-f(2)>0=m4m — 4m +1) +m+5]>0=
>mm+1)>0 = m<-loum>0

1
(D A>0=4(m +12—4mm +5)>0= m <
2(m + 1) -

S —b
@—2—<2=>'———2a<2=> om 2=
=>;mfm+—1—<0 = m<Ooum>1
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©® ©

®
On@n®

O ————q-—==—{————9
of-———0-———-}-—9
— ————_ﬁ)—____ S ———

O B e [T Ty , QUG

Considerando (1) e (II), temos:

® —- : S
| | |
O, i T i "
! ! !
] | |
al " - S 1 -
@ @ -5 -1 0 m

Entdo: -5 <m< —1.

344. (m+ 1)x2+ 2(m + 1)x + m — 1 = O (raizes negativas)
@ m+1#0=m#-1

QA= 0=4m+ 12— 4m+1)mM-1)=20 = m=> —1
m-—1

@P>0=3——=—>0=m<-loum>1
m+1
@S<O=>M<O,VmER
m+1

Portanto, temos:

Entdo: m > 1.

346. (m—2)x2+ (3m — 1)x + (m + 1) = O (sinais contrérios)
Om-2#0=>m#2
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m+ 1

@P<0=>——m <0=>-1<m<?2

2

Portanto: —1 < m < 2.

2%2+kx+k—5=0

(D raizes de sinais contrarios = P < 0 =

k—5

<0=k<b

(2) raiz negativa em valor absoluto menor que a raiz positiva =

=>S>O_—.>%>O:>k>0

De @ e (2),vem: 0 <k < 5e,como k < Z, k = 1 & o menor valor.

A={-8—2—1,01,.2,3

a)

mE Aen €A, men coeficientes dex2 + 2mx + n=0; considerando
A2 como o conjunto de pares ordenados que representam o par
(m, n), teremos 49 possiveis solugoes.

As equacdes que tém raizes reais e distintas sao aquelas que
verificam a condicdo A > 0, ou seja, m?2 > n. Essa condi¢ao é
satisfeita pelos pares (m, n) seguintes:

-3, —-3),(-3, —2),(-3, -1),(-3,0),(-3,1),(-3,2), (3,3
-2, -3),(—2, —=2),(—2, —-1),(=2,0),(—2,1), (-2, 2), (-2, 3)
-1, 0)

1,0)
2, —3),(2, -2), (2, —1),(2,0),(2,1),(2,2),(2, 3)

3, -3),(3,—-2),(3,-1),(3,0),(3,1),(3,2),(3,3)

num total de 30 pares.

As equacgdes que tém raizes reais, distintas e positivas verificam
também as condicdes P =n>0e S = —2m > O, ou seja,
n> 0em < 0. Essas condigdes sao satisfeitas por 6 dos pares
do item b.

(
(
(
(
(

eI — Funcao modular .

368.

g)

fix) =x2 — 4lx + 3
an
x2—4x +3,sex=0 (D
f(x) = ou

2+ 4x +3,sex<0 (D _3\/—1 1\/37
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h) f(x) = [x2 — 2|x| — 3|
Consideremos inicialmente a fun¢do (sem o médulo):

x2—-2x—3,sex=0 @
g(x) =x2—2x — 3 =1<ou
x2+2x —3,sex <0 ()

y‘ yll

Como a fungao f(x) = Ig(x)l, entdo na regido entre —3 e 3 tem sua
imagem simétrica em relag@o ao eixo x.

[XI 1sex>0 y
372, fix} = X ={—1 sex<O0 1%

- 1|
978, == by
ESE e | s
"
x—1 : = X
1_x=—1sex>1 s b S .
—(x_1)=1sex<1
1-—X
. e X—1sex=1 B S SER S0
. a) Ix — 1l =4ou eIXI_—xsex<0

—X+1lsex<1
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X+ 1 =X+ 1 x=1
Ix=1| - . -
] |
1 |
X : X P =
—x| l ! -
| |
1 : =2x + 1 I -1
f(x) 0 1 > X
1sex<O0
={—2x+1se0=s=x<1
f(x) £
—1sex =1

=
XV

XxX—1sex=1

382. a) Ix — 1l =40u
—Xx+1sex<1

2x —1sex=1

X+ X — 1] =50l
1sex<1

b) f(x) = g(x) = k tem soluc¢&o Unica quando o grafico de f intercepta
a reta y = k em um unico ponto, e isso s0 ocorre para k > 1.

384. d) |22+ 15x — 3| =x2 +2x — 3
X2+2x—3=0=>x<-3oux=1
|2x2 + 15x — 3| = x2 + 2x -3 =
x = O (rejeitada)

(2x2 + 16x — 3 =x2+ 2x — 3 = Jou
x=—13
= {ou 1
X = 3 (rejeitada)
2x2 + 15x — 3 = —x2 — 2x + 3= {gy
x=—6
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S ={-13, -6}
e) I3x—2|=3x—-2
3x—2>0:>x>%

X—2=3x—2,V, XER

|I3x — 2| = 3x — 2 =40u 2
X—2==-3X+2=2x=—

3
2
{x R | x 3}
f) 14—-3x=3x—4
3x—4>0=>x>%
4
4—3x=3x—4=>x=—3-
|4 — 3x] =3x — 4 = |ou
e

4 —3x=-3x+4,Vx,xER

S={XER|X>%}

387. a) [x+ 1| =qou

X, x=0
—X: X <D
| X+ 1 X+ 1
[x + 1] i , .
|
S T
X : ! -
-1 Po2x+1 | 1
X+ 1]-|x ! : .
x+ 1= I . . x
-1, x< -1
X+ 1] =[x =4{2x+1,-1<x<0
1,x=0
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Portanto, a equacao dada fica:

—1=2x+ 1= 2x = —2 = x = —1 (rejeitado porque x deve ser
menor que —1)

2x+1=2x+ 1, Vx,xER,-1=<x<O0
1=2x+1=x=0
S=()eER|-1=<x=<0}

x| x—1] || x—1]
b) = = ~ =0
X %— 4 X X
1, x=0 1,x=1
x| - x— 1 _
—_— = e =<0u
X log,x<o X711 |-1x<1
X -1 1 1
x i ]
o= 4 & A4 ] A
x-1 i i -
X -1 o 1 2 1 o
e . . » X
X x—1 0 1
0,x<0
Mo_ k= _Joo<x<1
X x—=1 lgx=1
X x=1 -
Entao, T =0temS={xER|x<Ooux=1}.
2X_3<_2®
oy — 3 oK — .
389. e) >2& ou
ax-=1 _
3x—1

1

2x — 3 8 —5H 1 5
®3x—1<_2=>3x—1<02>§<x<—8_

2% = & —-4x -1 1 1
®3X_1>2=>m'>02>—f<x<—3—

Fazendo a reuniao de @ e ®, vem:
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B
S={XER|—%<X<—8—GX¢%‘}

g) [X—2|>1e(x-2<-1oulx—-2>1)=
=S(xl<1oulx>3)=(-1<x<loux<-—-3oux>3)
S=xeER|x<-3ou-1<x<1loux> 3}

1 1

390. ‘2—%|<5@—5s2—7<5=>—7s—7<3=>

1 1 .
= -3s—=s=7T=|—+3=2=0e—-7=<0|=>

X X X

'(3x+1 1-—7x ) ( 1 1)

S| l———=20e——=0||XxXs—Fo0ux=—=

X X 3 7

Todos os numeros inteiros positivos menores que 30 satisfazem
a condicao.

392. X—2|<4=-2<x<6e
X —7]<2=5<x<9

A ? i ¢ ; g
| | I |
I ) | |

B : $—o —r
I | | |
| I | |

ANB : 5 5 ! e

2 5 6 9

O intervalo ]5, 6[ tem comprimento igual a 1.

— 3> L=< 20ux>q)
393. 1<|x—3|<4e14e
X—3<4=-1<x<7

1 % o ] »
] ] | I
] } | |
iy ) ! s .
i i i b
| ] 1 I
| I | ]
Tos S— b — - X
-1 2 4 7

S={xER|-1<x<20ud4<x<T7}
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395. k-2/<1=1<x<3(@
-4 <N=24-N<x2<4+N=3Va-N<x<V4+NQ2

Considerando que (2) deve estar contido em (1), o maior valor
possivel para N é 3.

x2—4>—3x=x2+3x—4>0 ()
400. X2 — 4| <3xe —3x<x2—4<3x=1e
x2—4<3x=x2—3x—4<0 (D

MDx<—-4oux>1
) -1<x<4

On®

¢ ? >

: — )

| 1 | |

l I 5 -

-4 = 1 4
S=xeR|1<x<4}

404. f) 3{x + 1 — |x — 1|} < 2x% — 4x

x + 4] = you e|x — 1| =jou
—X—1,x < —1 —x+1,x<-1
=] x+1 x+1
[x + 1] , : .
! 1
X+ 1 box+1 1 x=1
x - 1] ! ! .
l |
=2 : 2x : 2
X+ 1-|x-1 L 1 - X
bt 11 e~ 1 . 1
-6, x< —1
Entao: 3{jx + 1| — [x — 1[} = 6x,-1<x<1
6,x=1

19)sex< —1,-6<2x% —4x=2x2 - 4x+6=0,Vx,xER
Sl={xeR|x<—1}nR={xeR|x<—1}
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29)se —1<sx<1,6Xxs2x°—4x=x2-5x=0=>x<Qoux=5
S,=xeER|-1=<sx<1}nN{xeR|x<Ooux=5}=
=xeER|-1<x=<0}
3)sex=1,6<2x?2—4x=x2—2x—3=20=>x<—-1oux=3
S;=xeR|x=1}N{KeER|x<s—-1oux=3}=
={xER|x=3}
$§=S5,US,US;=xeR|x=<0oux=3}

GARUYENVE — Outras funcdes elementares

413.

y

)
&II—\ RTINS AN xlﬂ

(B+b)-h
2

As bases B e b s@o os segmentos contidos nas retas x = 1, x = 2,

Area do trapézio =

. 2 "
X =3 eX = 4,entre o eixo Ox e a curva —. A altura h sdo os
intervalos no eixo Ox entre essas retas.

_(2+1)-1_ 3 i

A=S—% =%
[L+3)1

A“= ) :3 L$A=A|+A"+A"|=

3 5 7 35

(i+i)-1 "2 tet 1
3 2 7

Ay = 2 =12
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415. %=x2=> y y =
X
=xl=1= y=-L
=S5SXxX=x1=
=Y =¥=1

5 ={(1, 1))(—11 1)} _____J -----
| i
10 1 X
416. 1+7=x=>x 1:%%x2—x—1=0=>x=T
417. O=sxys<1=
1
:>O<y$—x‘

x2+ y2 < 2 é o circulo
de centro C (0O, 0)
e raio V2,

A intersecg¢ao que soluciona o sistema é:

yA
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O \HUHe» @ — Funcdao composta — Fungao inversa

425,

426.

427.

429.

a) (feg)x) =flgX)=(x—32+2=(x2—6x+9)+2=x2—6x+11
b) (8efx) =gfx)=x2>+2)-3=x2-1
c) (fFef)x) =) = +2%+2=(x*+M2+4)+2=x*+4x2+ 6
d) (€°g)x) =glgx)=(x—-3)—-3=x—-6

fix) =x3—3x2+2x — 1
f(—x) = (=x)3 = 3(—x)2 + 2(—x) — 1 =—x3—3x2 —2x — 1

3 2
CENEIE L RNES SOTE NPPE SO B
X X X X X X X

fix—1)=(x—-12-3x—12+2(x—1)—-1=
—-32+3x—-1-3x2—-2x+1)+2x—2—-1=
—6x2+11x— 7

(fog)x) = flg(x)) = 3(2x + a) + 2 = 6x + 3a + 2
gof)x) = g(f(x) =2(3x +2)+a=6x+4 +a

(f g)=(g°f)=6x+3a+2=6x+4+a=3a+2=4+a=>
=4

(Feg)x) = flg(x) = (@ + ax + b)>+ 2(x2 + ax + b) + 3 =
= x4+ 2ax3 + (a2 + 2b + 2)x2 + (2ab + 2a)x + b2+ 2b + 3
oHX)=gfx) =02+ 2x+32+a®+2x+3)+b =
=x4+4x3+ (10 +a)x2+(12+2ax+3a+b+9
2a=4 (D

J@?+2b+2=10+a Q

2ab+2a=12+2a (@
b2+2b+3=3a+b+9 (@

(feg) =(g°f)=

A solugdo desse sistemaéa =2eb = 3 e, entdo: f = ¢g.
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(2x+3)+1  2x+4
2x+3)—2  2x+1

432. (feg)(x) =

D(fog)={xE[R{Ix¢—%}

Bbx — 4
X—2

+
2(x 1

1) s

(g f)x) =

Digof) ={x € R|x # 2}

433. (heg)x) =h(gx)=3x2—-1)+2=3x2—-1
[(hog)oflx) = [(hog)fX)] = 3(2x + 1)2— 1 = 12x2 + 12x + 2

434.  (goNM) =glfx) = (L — X2 — (L —x) +2=x2 — x + 2
[ho(@ef](x) =he(gefXx) =22 —x+2)+3=2x2 —2x + 7

435. (fog)(x) = f(g(x)) = V1 — 4 sen? 20
1

(fog)x) =01 —4sen?20=0=sen20 == > & , entdo, temos:
26—E+2k"ﬂ=>9—1'2—+k'ﬂ'
1
sen2(—)=—2—=><ou
5w
26—1T—'€+2k17=>9 E'i‘k’n
. 29=—€-+2k7r=>9——5+k'n'
ou sen 20 = 5 =4 0U
VL
29 TI'+E'+2|(’TI'$9——12—+k1T

5
Portanto: (f o g) se anula para 6 = +E + km, 6 = ET3 + kmw ou

Vs
9——1?+kfn'
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436. (feg)x) =2(ax +b) +3 =2ax+ 2b + 3
(8of)X) =a(2x + 3) + b=2ax + 3a+b
(fog) =(gof)=2b+3=3a+b=b=3a—3
Portanto: C = {(a,b) € R2| b = 3a — 3}.

{ — 1
440.  (fof)x) = 11 - 1_3;_1 =22
1_
1 =¥ 1 —%
1 1
(folf o= —F—T =757 -5 =*
L X X
448.  gx) = 2x + 3 =>x = g(x)2—3
gx) — 3
2 +5
_2x+5 _( 2 ) gx) —3+5 _
f(g(x))— X + 1 =f(g(x)) g(x) — 3 a g(x) —3 +2 -
+1
2 2
2N +2)  2g(x) +4 _ 2x+4
= Te -1 - ax) — 1 =f(x) = ) (x #1)

450. (8 o f)(x) = g(f(x)) = (2x + b)2 = 4x2 + 4bx + b2 = 4x2 — 12X + 9 =
=4b = -12=b=-3eb?=9

3X+5  3(x+1)+2 _ 3x+2

451. f(x+1)=2x+1—2(X+1)_1=>f(x) D — 1

i )
Df={XER|X¢T}

452. gx) =2x + 3
Trocando x por f(x), vem: g(f(x)) = 2 - f(x) + 3.

2x + 5
x+1°

Mas g(f(x)) =
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N 2X'+5 —X + 2
12-f(x) + 3 = = ——
Entao (x) +3 T 1 =f(x) MR
4
e 12%. 4\ 5 +2
Entao.f( 15)—f(~5)—8——7.
—€+2

453. g(x) = x2 —x
Trocando x por f(x), vem: g(f(x)) = [f(X)]? — f(x).
Mas g(f(x)) = x2 + 13x + 42.
Entao:
[f(x)]2 — f(x) = x2 + 13x + 42
[f0)]2 — f(x) — (2 + 13x + 42) = 0
A=1 + 4x2 + 52x + 168 = 4x2 + 52x + 169 = (2x + 13)?

2x + 14
=x+7
by = LE(@x+13) 2
W= Tem-1z
M=
Com coeficientes positivos: f(x) = x + 7, cujo termo independente
dexéT.

454, a) f(f(x)) =22x+ k) +k=4x+3k=4x—-3 =2k=-1
Entao, f(x) = 2x — 1.
flex)=2(—x+t) —1=-2x+2t—-1
gf)=—(2x—2)+t=-2x+t+2
Entao, g(x) = —x + 3.

}=>2t—1=t+2=>t=3

2% =1
b) —x+3$O
- + +
2x -1 —— ; »
l I
| |
+ 1+ 1 -
-X+3 : 7 2
| l
- : : .
2x-1 = L + L - %
o O X< 5oux>3
X +3 1 3 2
2
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456. Fazendo g(x) =y, f(g(x)) = f(y):
19)y>2=>g(x)>24:»2x+3>2=>x>—%

f(y) = y2 — 4y + 3 = f(g(x)) = [gX)]* — 48(x) + 3 =
= (2x + 3)2 — 4(2x + 3) + 3 = 4x> + 4x

1
2)y<2=gX) <2 2% +3<2=x< 5
flyy =2y —-3=fgx)) =4x+6 -3 =4x+3

1
4x2+4xsex>—?

Portanto: (f e g)(x) =

1
4x+3sex<—?

Consideremos, agora, a lei (g o f)(x):

gfx)) =2(x> —4x+3)+3=2x2-8x + 9,sex =2
g(f(x)) =2(2x —3) + 3=4x — 3,se x < 2

2x2 —8x+ 9,sex =2

Portanto: (g =
ANo: (g o Tix) {4x—3,sex<2

4x — 3,x=0 x+1,x>2
458. f(x) =

X2 —-3x+2,x<0 e g = 1-x%,x<2
a) (feg)(x) = flgx) =
( — >
fix +1) = {:(():-Jri)l?)— ;(;(X:S + gi :>1 2<?e x> 2(D)
41-x3)—-3,1-x2=0ex=<2(l)
L-x2-31-x)+2,1-x<0ex<2(V
Simplificando essas expressoes, temos:
(D f(gx) =4x+ Lsex>2
(D & impossivel
) flgx)=1—-4x2se-1<x<1
V) fex)=x*+x2sex<-loul<x<2
4x+1,x> 2
Entdo: (fog)x) =11 —4x%, —1<sx<1
X+ x<—-1loul<xs<2

=1

f(1 — x2?) ={
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b) (g ° H)(x) = g(f(x)) =
g4x — 3) = {(4X_3)+1y4x—3>2ex>0®
1—(@4x—32,4x—3<2ex=0(QD
P—Bx+ 2+ 1,2 —8x+2>2ex<0
g(X2—3x+2)={(X 3+ 2)+1,x7 = 3K ex<0(
L 1-(x@—3x+2),2-3+2=<2ex<0(V

|

Simplificando essas expressoes, temos:

Q) g(f(x))=4x—-23ex>%

5
D g(fix) = —16x2 + 24x —8se0<x<

AD g(fx))=x2—3x+3sex<0
@ € impossivel

Portanto:

’

5
4X—2,X>—4—
(g°f)(x):<—16x2+24x—8,0sxs%

(x2 —3x+3,x<0

42 —6x —1,x=1
459. f(g(x)) =

4x + 3,x< 1
Comog(x)=2x —3=x= —gﬁ()—;ie, parax = 1, g(x) = —1.
BRI B3] g g -1
f(g(x)) =
gx) + 3 _
4(7) + 3, g(X) < 1 -

Simplificando, encontramos:

[E0P + 3 gx) — 1,8x) = -1

e = {2 L8 + 9, g0 < —1

x2+3x—1,x=-1

Portanto: f(x) = {2x PRC—
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463.

464.

475.

condigdo: f(x) = x2 — 4x + 6 = b, Vx € R (ou seja, b é o valor

minimo de f)
A 6
ym=—4—a=b=>%=b=>b=2

f(x) = 2x2 — 3x + 4, injetora.
Seja f(a) = 2a2 — 3a + 4.
Entdo: 2x2 — 3x + 4 = 2a2 — 3a + 4

2x2—a?)—3(x—a)=0=x+a=

2
Mas, como f € injetora, f(x) = f(a) = x = a.
. _ 3 _ 3
Entao: 2a = > = a= 2
+ (x — 1
Notemos que f(x) = del .| = 1 P
X% — 8] X=85 X
1. Paratodoy € R, sey = % el B resulta:
o y y y X(S _ X) y -

yxs —x3)=2x —s=>yx2+(2—-ys)x —s=0
Fazendo g(x) = yx2 + (2 — ys)x — s, vem:

a-g0)= Y(_S)} = ag(0) e ag(s) tém sinais opostos =
a - g(s) = y(s)
= existeum xtalque gx) =0e 0 <x<s =
= existe x tal quey = 2X-s
ey =35-%

entao f é sobrejetora.

2. Dados x; e x, taisque 0 <x, <se 0 <x, <s,se f(x,) = f(x,),
temos:

2X,—s 2%, —s

X(S — Xg)  Xy(8 —X,)

= (2x; = 8)(X,8 — x2) =

= (2%, = s){x;s = 57)=>
= 82Xy — Xp) + S(X; + X)Xy = X) + 2%, Xo(X, — X,) = 0 =
= (X, — %)% — (X, + Xp)8 + 2%,%,) = 02X, —%,=0=2% =X

entao f é injetora.
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476. Seja |; 0 conjunto imagem da fungao f: N — N.
Entdo, I. C N (1)
Pelo enunciado m € N e dn, n € N tal que f(n) = m.
Entdo, m € N e m < f(n), ou seja:
A, ={m € NIm=f(n)}CIe,portanto,m € I,.
Comom e N,NC L. (2

De @ e @ conclui-se que I, = N, ou seja, que f: N — N é uma
funcao sobrejetora.

>

4717. f(x) = y, [,(X) = x e I5(x) = x
(feol)(x) = f{l,(x)) = f(x)
(Ig ° N)(x) = 15(f(x)) = 15(y) =y = f(x)

480. Ao escolher a imagem de a temos 4 possibilidades.

Escolhida a imagem de a, ao escolher a imagem de b temos 3
possibilidades.

Entdo, o total é 4 - 3 = 12 possibilidades.

481. f, ={(a,d)(b,d),(c, e} f,={ae)b,d),c d}
f, = {(a, d), (b, &), (c, d) fs = {(a, e), (b, d), (c, €)
fy={(a d)(b,e)(c.e)} fs=1{@,e)be),lc,d}

483. a) Sejam x, e X, em R tais que f(x,) = f(x,).

Temos:
f(x,) = f(x,) = g(f(x,)) = g(f(x,)) = (8 ° )(x,) = (g f)(x,) =
= Xy = Xy

entao f € injetora.

b) Dado umyem R, existe um x em R tal que y = (g ° f)(x) = g(f(x)) =
= g(x') em que x' = f(x). Entao, g € sobrejetora.

484. a) f(x) =2x—5
1e) f(x,) = f(x,) = 2x; — 5 = 2x, — 5= X, = X, € injetora
| = R = f € sobrejetora
Portanto, f € bijetora.
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2?9)y=2x—5
Permutando as variaveis x, y, vem:
X+ 5 x+5
= —_ — -1 —
X=2y—b=Y 5 =3 T HX) 5
X 4+ 1
b) g = —

X, +1 x,+1
= =
X, —4 x,—4

1°) g(x,) = 8(x,) =
1

= (X, + 1)(x, — 4) = (X, + L)(x;, —4) =

= X; = X, = g € injetora

Verifica-se que paratodoy € R — {1}, Ix, x ER — {4} | g(x) = y;
portanto, g € sobrejetora.

Entao, g € bijetora.

y 4

X+ 1
X — 4
Permutando as variaveis, vem:

2?)y =

_y+i o 1+ 4x
x——y_4=>x(y 4) y+1=>y—x_1=>
1+ 4x
—9 -
=g X =5_"7
c) h(x) = x°

12) h(x,) = h(x,) = x3 = x5 = X, = x, = h é injetora
l, = R = h é sobrejetora.
Portanto, h € bijetora.
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20)y = x°
Permutando as variaveis, vem:

X=y"=y= VX =hix)= VX

Determinemos f(x) = ax + b:

—-3a+b=4 2 .2
{3a+b=0 :>a——3eb-2=>f(x)— 3x+2
e 2
Permutando as varidveis emy = —3X + 2, vem:
2 3
x=——y+2—>y=—§—+3:>f‘1(x)=——X+3—>f‘1(2)=0
3 2 2
fix) =3 +2x-1

a)g=f1:A-R=2fER>A=AEI (sim)

b) Verifiquemos se existem valores para x quando y < 4.
3+ 1<s4=2%"1<s1=x—-1<s0=x<1
Como existem valores x para y < 4, entao a resposta é nao.

c) Determinemos a inversa de f:
y= 42l
Permutando as varidveis: x =3 + 2y " 1=x -3 =215
=2(x —3) =2 =y =log, 2(x — 3) = g(x) = log, 2(x — 3)
11

Entao: g(—%—) = log, 2(T - 3) = log, 5. (sim)

d) Determinemos h(x):
fx) =3 + 2 1= f(h(x)) = 3 + 2" -1
Mas f(h(x)) = 3 + 2x.
Entdo: 3 + 2"W ~1 = 3 4 2x = 2" = 4x = h(x) = log, 4x.

Entdo: h(%) = 0. (sim)

e) f{x+1)<1+3 - 22=23+2%<1+3-2%=
=2% -3:2X4+2<0=20<x<1&]0,1[ (sim)
f) g(x) = log, 2(x — 3) = g(1) = log, 2(1 — 3) =
= log, (—4) (ndo esta definido) (nao)
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497.

498.

504.

506.

y =log, (x — 1)

Permutando as variaveis, temos:

Xx=log,(y— 1)=& =y-1=sy=4+1=gx) =4+ 1,
(feg™)(x) = flg™1(x)) =3¢ *+1 -1

Entdio: (fog™1)(0) =34+1-1=32—-1=8,

f:R-—{2} >R - {a}
2 %
~ B
Aplicando a regra pratica, vem:

—-2+y _ " __2X_2
X = _y=>2x—xy—2+y=>2x 2=yl +Xx)=2y= .

Domio:x+1#0=x# —-1=a=—1.

{x2—4x+7, sex=2

fi fix)=92%x—1, se—1<x<2

—x2—2x—4,sex< -1

19)x = 2,entdoy = x2 — 4x + 7; logo,y = 3.

2?) -1 <x<2,entdoy=2x—1; logo, -3 <y<3.

3e)x < —1,entdoy = —x2 — 2x — 4; logo,y < —3.

Aplicando a regra pratica, vem:

1)y=2ex=3=23Xx=Y—-4dy+ 7=y -4y+(7T—-x=0=
::>y=2+m

+
29)—1<y<2e—3<x<3=>x=2y—1=>y=x .

2
P)ys-lexs-322x=-y?-2y—-4=y2+2y+ (4+x)=0=>

>y=—-1-V-x-3

Entao:
2 4+Vx— 3, sex=3
F1(x) = le, se —3<x< 3

—1—\/—x—3,sexs—3

fix) = 2x + |[x + 1| — |2x — 4]

x+1, sex=-1
—Xx—1,sex< -1

2x— 4, sex=2

e[2x — 4| =
|5 | {—2x+4,sex<2

|x+1|={
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X+ 1| -x-1 l X+ 1 l x+1
| |
| |
_2x-4| 2x -4 : 2x-4 : -2x+4 2
| |
| |
2 2X | 2X | 2X i
| |
» | L |
(%) 3x-5 | ¢ 2X—3 | X+5 L i
-1 2
3X—5,sex< -1
f(x) =>46x—3,se —1<x<2
X+5 sex=2
Entao, temos:
19x<-1,y=3x — 5; logo,y < —8.
29)-1<sx<2,y=5x—3;logo, -8=<y<T7.
3)x=2,y=x+ 5;logo,y=17.
Aplicando a regra pratica, vem: LB
X
Igx < —8ey< ~LX=33y Oy =
X+ 3
29)-8<sx<T7e-1<sy<2,x=By—-3=>y= 5

F)x=Tey=2,x=y+5=y=x—-5

Portanto, f~1(x) = W

,

H

i ,sex< —8
3
X+3,se—8sx<7

x—5, sex=7

Assim: f~1(42) = 42 — 5 = 37.

d)

(gof): AR,
 of)x) =g(f(x) = 4(x2 —3x) + 9 =4x2 - 12x+ 9 =y
Aplicando a regra pratica para obter a inversa, vem: P

X=4y2 — 12y + 9= 4y2 - 12y + (9 —X) = 0=y = 5

3+Vx
o

Como(gof)—izR+—>A={xeRlx>%},ent50y=
(gef):A—>C

e =V2—1+4=\2+3=y

Aplicando a regra pratica, vem: :
x=Vy2Z+3=x2=y2+3=y=*\2-3
Como(gof)‘1:C—>A={xER|x>1},entéoy=\&7—_3.
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512.

f:A->R_ g:R_->R, h:R, -8B
flx) =2x — 1 g(x) = x2 h(x) = 4x — 1
[he(gef)]:A—B

Determinemos h o (g o f):

1o)(8of)x) =(2x —1)2=4x2 —4x + 1

29) [ho(gof)](x) = 4(4x2 — 4x + 1) — 1 = 16x2 — 16x + 3
Entdo: [he (gof](x) =y = 16x2 — 16x + 3.

Aplicando a regra pratica para determinar a inversa, temos:

2+ Vx+1
x=16y2—16y+3=>16y2—16y+(3—x)=0:>y=—4—
1 ) 9w i g

Como[he(gef)] 1(x):B—o>A= xERlxs?,entaoy=——4—.

APl — Equaces irracionais

516.

517.

V2 + x| = X, entao devemos ter x = 0.

X=2
2+x=xX2=2x2—-x—-2=0=10u
X = —1 (rejeitado)

= {2}
3 3 3
a) (9+a) =(3+3> ST AE -8 S B

3 3 9 27
=27+ 9a+ a2+ (371-a)33 (V)

b) 2,333...=2 + 0,3+ 0,03 + ... = 2— V)

porque 0,3 + 0,03... € uma P.G. infinita de primeiro termo . e

3 10
1 10 1 8 1 i
razao 10 =S = & e, entdo, 2 + 3 =23

) VX =2 —x=>x=4—4x+x2=x2— 5x + 4 = 0, que tem,
duas raizes reais e positivas. (V)

d) la| —la+ 1| <0 ¢« [a| < |a + 1| é falso, porque, por exemplo, se
a=-2,vem: |-2|<|-2+1]=2<1.
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)a+d=5eb+c_5
2y 12 TR T
_atbtc+d_5 5 _10_5

2 T 12" 6
=>a+b+c+d=%(V)

) k—1x+1)x—-2)<0
Como |[x — 1| > 0,sempre,entdo (x + 1)(x —2) <0= -1 <x< 2.

- + +
Q T b
| |
| |

< L= TR
1] i -
| |
i b @

+ -
5 3 -x
-1 2

Portanto, f) é verdadeiro.
b*—a2 _ (p2—a)b2+a) _ (b—Va)b+Va)b2+a) _
b—Va b—Va b-Va

i 3
= (b +Va)o2 +a)=b3+b2a2 + ab + a2 e, entdo, g) & falso.

g)

523. Devemos, inicialmente, verificar se O ou 1 sao solugdes da equagao:
x =0=0Y0 = V0O (v)
x=1=1V1 = V1l (v)
Resolvendo, vem: xV* = Vx¢
x2VX == VX =x = 4x=x2 =
{ =0
=x2=4x =0=1o0u
x=4
S={0,1,4}

526. e) Vx+1-1=Vx—-Vx+8 =
>x+1-2Vx+1+1=x-Vx+8=
=2Vx+1-2=Vx+8=
S4x+1)-8Vx+1+4=x+8=>
= 8VXx+1=3x=64x+1)=9x2=

1 | Fundamentos de Matemaéatica Elementar



MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR

530.

a)

b)

X=28
=>9x2—64x—64=0=>{ou

9
Fazendo a verificagao, temos:

parax = 8: V8 + —1=\/8—\/8+8 =>3—1=‘/8—4(V)

8 { 8 8 [ 8
parax = —g —§+1—1—\/——3— —9+8=>
/1 _[ 32

S = {8}

40
X+ W2+ 16 = —— =
Vx2 4+ 16

=xVx2+ 16 + x2 + 16 = 40 =
=xVX2+ 16 = —x2 + 24 =

= x3x2+ 16) =x* — 482+ 576 =2 64x2 =576 => x2 = 9 =

= X= %3

Verificando:

parax=3:3+\/9+16 =%016=>3+5=%(V)
parax = —3: =3 + V9 + 16 =T4+O?=>_3+5=%(F)
Entdo: S = {3}.

Vx(W+2)+x+2=4=

= x2+2x=—x+2=>6x=4=>x=%

Verificando:

2 2 2 2
parax=?: §+2 +?+2=4=>

}.
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d) (Vax + 20 Vx = (4 = Vx)(4 + Vx) = Vax2 + 20x =16 — x=
= 4x2 + 20x = 256 — 32X + X2 =

x=4
= 3x2 + 52x — 256 = 0 =< ou

X=——3" (rejeitado)
Verificando para x = 4:

V16 +20 4-V4 2

6
4+V4 4 e
Portanto: S = {4}.

532. a) Devemos considerarx2 —1>0=x< —-1oux>1.

Vx -V — 1 +\K+Vx2—1 *
V2 — (@ —1) Vx2—(x2-1)

2(x2 + 1) =

V-V —1 +Vx+V2 -1 =V20C + 1) =
Sx—W -1+ - (2 -1 +x+V2 -1 =2x2+1)=

x = O (rejeitado)
=>2x+2=2x2+1)=>x>=x=1ou

Verificando para x = 1. X= g

1 h i
=N3 Q) 1+1=2()
V1 +v0 +\E—\f5 o
S = {1}
x+V3 x—V3
+ =%x
N TR W5 e
x=0
Devemos considerar: liigig:x>+ﬁ
k+VEWVE - B)
(\/Y+Vx+\/§)(‘/_"“x+‘/§)
(x—ﬁ)(ﬁﬂL“X—‘E) = T =

Ty VeV IVE + Vx5 )
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533.

(x + V3)Vx) - (x + V3INx +33) |

= N3
+(x—\/§)(\/_ +(x—— ('\/x— )=‘/Y=>

V3
) - VE Vc+VBF xix - VB Wik +VBF
- 3 V3 V3 V3
:\/7=>*2@ \/(x+\/§)3 \/(X_\[gP:\/Y:)

V3 N3 | 3
=>\/(x+\/§)3+\/(x—\/§)3=33x=>

= x+ V3P +(x=v3P? +2V[x +V3 )x = V3)F = 27x =
=2V (x2 — 3 = —2x3 + 9x = 4(x2 — 3)3 = 4x6 — 36x* + 81x2 =

X = —2 (rejeitado)
=27x2 =108 =>x2 =4 =

x—2

A verificagdo para x = 2 segue 0s mesmos passos utilizados na
resolugdo e chega-se a um resultado verdadeiro.
Portanto: S = {2}.

b) Inicialmente, para existéncia das raizes, devemos ter x > o,
X+VX >0ex—Vx >0, ou seja, x > 1.

v - Wk vk = X
X+ X X 3m__x_=>

o W) = W e =) = 2YX

3
4V x v

=X+ VX = VX2 —x = 3 x2—x=x—Tx=>

g 8 2Vx  x 2xVx _ 10x x#0 5
=X — X=X — + == — VX ===

3 2] 3 3 3

_25

Verificagao:

\/ 25 [25 j 25 \/25 V40 <10 V10
_+ — — — = —_— —
9 9 9 e) 3 3 3
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4_2_5 20
9 3 V10
J25 25 V40 3
g —a =
9 9

-3

c) Notemos inicialmente que a condigdo para existéncia das raizes
éx=0.

1+ x — V2x + x2 _‘\/2+x +\/7=>
1+x+V2x+x V2+x —Vx

1 +x—V2x+2) V2 +x —Vx) =
=(\/§_+_x+\/7)(1+x+\/2x—+7)=>
:Vﬂ_x—ﬂ+x\/2—+x_—x X —(x+2)\/_x_+x\/2_+_x_=
AT TR VX X2 + X +xVX + x4+ 2V X +xV2 +x =

= 2VX + 2xVx + 2Vx(x + 2) =

x=0
—Vx - (2x +3)=0= jou

R (rejeitada)

Verificagao:
1+40-v0 V240
1+0+V0 V2-0 i
= {0}

536. Va-x +Vb—x =V a+b—2x
(Da-x=0=x=<a
b—x=0=x<b 5
a+tbh—2x=0=x="9

Entdo, se a <b, temos x <a <b;e, sea=Db, temos x < b = a.

@a—x+b—x+2\l -x)p—x)=a+b—-2x=
X=a
—2V(@a — X =0=10u
x=b .

Portanto, de (1) e (D), vem:
sea<b,S= {a};e,seazb,8={b}.

4t =V
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2

ba
535, 2x+2Va?2+x2 = —
Va2 + 82

@ a? + x2 = 0, quaisquer que sejam x e a reais.
D2xVa? +x + 222+ x2) = 5a2=2xVa? + ¥ = 3a2 - 2=

= 4x%(a? + x2) = 9a* — 12a%2 + 4x* = 16822 = 9a% =

BT _
Verificando: 5a2
2 9 2
para x = —3—a,vem: 2(—3) +2\/a2 + oA S \/aQ + E =
4 4 16 16
6a 5a 432
=>—'—4—+2'T— - =a = 4a (F)
_ 3a . ba 5a 16a
para x = 2 ,vem.—4—+2 2 —4a=>T—4a(V)
3a
Portanto: S = {T}

536. Vx+a =Vx +Vb

Dx+a=0=x= -a
x=0
b=0

Dx+a=x+2Vbx +b=2Vbx =a — b

a—b=0=a=b >0 (ha solugio)
a—b<0=a<b (ndo ha solugo)
Elevando ambos os membros da equag&o ao quadrado, vem:

Como 2V bx = 0, entéo{

5 (a — b)? o
4bx = (@ — b)c =>x = —p  —Se b = 0 (ndo ha solugao)

Portanto:
a<boub=0=S=g

_[a—bp
a>b>0=>S—{ b
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537 )V8+X+V8—X \/F
. Na+XxX —Va-—x

(D Condicdes iniciais
Va+x —Va-x z0=Va+x #Va-x =
=a+txFa—-x=22x#F#0=>x#0
at+tx=0=x=—a
a—x=0=x=<a
b=0

®(\/a+x +Va-x)(Va+x +Va—x) VN
Va+x —Va—-x)(Va+x +Va—x)

}=>—a sX=a

- _ 2 _ 32
=}(\/a+x +Va-—x) _\p 28 2V a2 — x T s
at+x—(a—x) 2X
Va2 +x® =a—-Vb x=a2—x2=a2—2aVb x + bx2=
=0b+1x2—2aVbx=0=
x = 0O (rejeitada)
= x[(b + 1)x — 2aVb] =0 = {

_2a0b Ly
b+1
Assim, como —a < X < a, vem:
—as2aﬁ<a:>—1< 2Vb =1
b+1 b +

—b+1)<=2ANb<b+1=

S[-b+DP<db<b+12=b=1
2a\V b
b+ 1

Portanto,seb =1, S ={

Va+Vx-b _ [a
N 5 svaCE ! Wb
(1) Condigdes iniciais

a=0
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) Vab +Vb(x —b) =Vab + Vax — a) =
=>bx—b)=ax—a)=b-ax=b2—-a’=
= X=a+ b(sea#hb)
Sea=b,entdox=a=0.

Portanto: sea =b,S = {x € R, | x = a};

sea#b,S={a+ b}

Va+x +Va—-x b

% Va+tx +Va-x @

(D Condigges iniciais
a+x=0=>x=—a
=5 ~@
a—-x=0=>x<a

Va+x —Va—-x #0=Va+x #Va—x =
=DatxXxFa—x=2x#%0

b
—a—>0=>b>a

®a+x+a—x+2'\la2—x2 _b:>
8+ %— (8— %) a
___>a+\la2—x2 b ~ bx—@?

=—="Vaz-x2
a

=
X

2 b2x? — 2a2%px + a4

2
= a
a2

= (@2 + b?)x2 — 2a2bx = 0 =

X = O (rejeitada)
= X[(@2 + b2)x — 2a%b] = 0 = {ou

Mas —asx<a= —-a< 2a% <a
N T aZ+p2 97

—(@a+bl=<o0 _
= —(a2+b?) <2ab<(a2+hb?)=1e verdadeiras,
(@a—bR=0 Va,beR
2a%b
Portanto, parab > a, S = {m}
53. (Dx-a=0=x=a
b2+ x2-a2=0=x2=a2 — p2
>a?-p2=03a2=m2>
mas x2 = 0, Vx, x € R
= a] = |b|
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E,selal = |b|,entdo b2 + x2 —a2=0e
a2+ xVb2+x2—a2=0sex=0

a2+ x\Vb?+x2—a2 =x2 - 2ax + a’ =
= xVb2 + x2 — a2 = x(x — 2a) => se x # 0,

Vb2 +x2 —a2=x—2a=

5a2 — b2
=02 +x2— a2=x2—-4ax + 4a2=x = i rsea#0
a2_b2
Comox>0ela|>|b|,entéo—4a—>0=>

= 5a2 — b2 > 0, Va,b € R e, entdo, a > 0.

5a2 — b2
Portanto:a >0OQela|=|b|=S = {T}

539. Yx—1 =a—x

(Da-x=0=x<a
X—1=0=>x=1
Entdo: se a < 1, ndo ha solugao;

sea=1,x=1;
sea>1,1==x=<a.

VA

(Dx — 1 = a% — 2ax + x2
x2—-—Ra+1x+a’+1=0=

(2a + 1) = V4a.— 3

[sea>)
= X= ‘ sea=—

2 4
@ N
§ ___________________ e
1
0

3

a= a=2a=3 a=4
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540.

Ja sabemos, em @, que, se a = 1, x = 1, o que é confirmado
pelo grafico, e, pela substituicdo em @, verificamos que é satisfeito

(2a +1)—V4a—-3

para x = . Essa escolha se verifica para outros

2
valores de a. Entdo, sdo esses os pontos de menor abscissa.
= 36
a) {xy
Vx +Vy =5 (devemos terx >0 ey > 0) =

=>\/7+\/_=5=>x+2\lxy +y=25=x+y=13
Xy = 36

=x2—-13x+36=0=(x=40ux=9)=
X+y=13

Entao: {

=(y=9o0uy=4)

Verificando: V4 + VO =552 +3=5eV9 + V4 = 5 —
=3+2=5
S ={4,9),(9, 4)}

b) {\/7—\/_=2\/x_y(devemosterx>0ey>0)=>2\/x_y>0=>
X+y=20
=2Vx >Vy = x>y
Vx =Vy =2Vxy 5 x—2Vxy +y=dxy= —2Vxy = 4y — 20 =
= VXy =10 — 2xy = xy = 100 — 40xy + 4x2y2 =
= 4x%2 — 41xy + 100 = 0

Fazendo xy = z, temos:

422 — 417 + 100 = 0 = o 4 %
Z=4=xy=4

Verificando:
25 B
paraxy=T=>\/——\/—=2-?=\/_—\/—=5:>

5
:>x—2\/7y—+y=25=>20—2-?=25=>20—5=25(falso)
paraxy=4=>\/_—\/——=2-2=>\/__\/—=4=>

=x—2Vxy + y=16=20-2-2=16 (verdadeiro)
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Entao, temos:

+y=20
{ . S —20x+4=0=x=10x4V6 =y=10+4V6
Xy:

Portanto: S = {(10 + 4V, 10 — 4V 6)}.

X
c) @7>0e%>0

= 4(x2 + y2) = 17xy

Sabemos que (X + y)2 = x2 + y2 + 2xy = x2 + y2 = (x +y)? — 2xy.
Entdao: 4(100 — 2xy) = 17xy = xy = 16.

Portanto, temos:

_ X=8=y=2
{X+y_10=>x2—10x+16=0:>{ou
Xy =16 x=2=y=28
R I T ) S NI S
Assm@ —4e@y—4ex—4
Venﬂcando.

| P

‘1 5 1 5
@ﬁ—i— ———? 2+?—?(V)
LY S
2 2

@\/7+\I_— =5t

Entdo: S = {(2, 8), (8, 2)}.

x+y—‘/7=7@
{x2+y2+xy=133@
(1) Devemos terxy >0 =x>0ey>00oux<0ey<0
(D De (D), vem: xy = 49 — 14(x +y) + (x + y2 =
=xy =49 — 14X +y)+ (P +y) + 2y =
= —xy = 49 — 14(x +y) + (@ + y?)
De (2), vem: X2 + y2 = 133 — xy.
Entdo: —xy = 49 — 14(x +y) + 133 —xy =
S 14(x +y)=182=x+y =130
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541, a) {

Portanto,@—‘/_x_=7—13=>\/x—=6=>xy=36@
De 3 e (4), temos:

X+y=13

{Xy=36

=x2—-13x+36=0=>x=90ux=4

Entdo, parax =9,y =4 eparax = 4,y = 9.
Verificando: (4,9) =4 +9-V36 =7=13-6=7 (V)

(9,4)=>9+4-V36=7=213-6=7(V)

$={(4,9),(9,4)}

5Vx2 -3y —1 +Vx + 6y =19
3Vx2—3y—1 =1+ 2Vx + 6y
®x2—3y—1>0=>x2>3y+1:>—3y—1<x<3y+1

X+ 6y>0=x> -6y

{5\/x2—3y—1 +Vx + 6y =18
3V —-3y—1 —2Vx+6y =1

2 __ . =
@{15\& 3y—1 +3Vx + 6y =57 =

—15Vx2 — 3y — 1 +10VXx+ 6y = —5
= 13Vx+ 6y =52 = x + 6y = 16 (D)

{5‘/x2—3y—1 +Vx + 6y =19
3V —-3y—1 —2Vx+6y =1

10Vx2 —3y — 1 + 2Vx + 6y = 38
®{3‘/x2—3y—1 —2Vx+ 6y =1
=>13‘/m=39=>x2—3y=10®
De @ e (2), vem:

{x+6y=16 {x+6y=16
=

=22 +x-36=0=

X2—3y=10 2x? — By = 20

9
=>X=40ux= 5
Parax=4temosy=2eparax= —%temosy=%—.

Verificando: —3y —1 < x < 3y + 1.
Para (4, 2),vem: -7 < 4 < 7.
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( 9 41) 45 9 45
PO | =5, o | NI ——— & 5 &

2'12) 4 2 4
.S = ot A5
Portanto: S = {(4, 2),( 5 12 )}

b) {\/x+y +\f7\/x+2y =4+V2

—V2Vx+y +Vx+2y =22 -2
®x+y>0:>x>—y
X+2y>0=x> -2y

®{\/—2—\/x+y +oVx+2y =4V2 +2
—V2Vx+y +Vx+2y =22 -2

=x+2y=81)
{\/x+y +\/7‘\!x+2y =4+V2
Nx+y —g\/x+2y =—4+2V2

=VXx+ 2y =2 =

=>Vx+y =V2 >

—X+y=2
De (D) e (2), vem:
{ +2y—8@{x+2y=8
X+y=2 —% —y = —2
Como x > —y,vem S = {(—4, 6)}.
547. Vx+9=3+Vx-9
3
x+9=27+27Vx—-9 +9(Vx—9P +x—9
3 |
Fazendo Vx — 9 =y, temos: —3+v5
O +27y+9=0=y+3y+1=0=y="—"7—
-3+V5
Entdo: Vx — 9 = — T L Wx-9=-3+V5 =
(VX — 9P =(-3+VEP=x=+4V5 = x2 = 80.
3
5a8. (Wx—1+Vx-2f = x-3F=
ax—1+3Vx—12x—2) + 3Vx - DX — 2% +
+x—2=2x—-3=
V- 12x—2) = Vx - Dx — 2 =
>x—-12x—2)=—-x—-1)x—2?2=
= (x — 1)%(x — -+ x—-1x—-22=0=
= (x — 1)(X — 2)(x—1+x—2)=0=> 5
=S>X—-1DX—2)2x—3)=0=x=1oux=20ux =5

-3 |
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549, (V2—xP=(1-Vx—1P=
=22-x=1-3Vx—-1+3x-1)—-(x—1Vx—-1 =
=>(x+2)\/7—_=4x—4=>
= (X + 4x + 4)(x — 1) = 16x2 — 32x + 16 =
=x3-13x2+32x—-20=0
Tendo notado que 1 € raiz da equagdo, vamos dividir o 12 membrec
por x — 1:

x3 — 13x2 + 32x — 20 u—l

X2 — 12x + 20
— 12x2 + 32x — 20
+ 12x2 — 12x
20x — 20

= 208 + 20
0]

Entdo: (x — 1)(x2 — 12x + 20) = 0=x=100ux =2 0u x = 1.
Portanto: S = {1, 2, 10}.

. {x+y=72
T W+ ¥y =6

FazendoA=§/7,B= WeA+B=6,em
(A + B)® = A® + B3 + 3AB(A + B), vem:
3 3
216 =x +y+ 18Vxy = 216 = 72 + 18 Xy =
=>3ny = 8 = xy = 512.

X+y=72 X=64$y=8
Entao: = Eis =x2—-72x+ 512 =0 =40y
Xy = X=8=y=64

S = {(8, 64), (64, 8)}

AN — Inequacdes irracionais

554.. ) ‘sz—x—2<2=>0sx2—x—2<4=>

e e

X2—-x—2=0 X< —-1oux=2
= =
X2 —-—x—6<0 —-2<x<3

Fundamentos de Matematica Elementar | 1
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. 4 © >
1 | I |
| | I |
| | } |
s | ! A —
b T T hd ——re”
| | } |
| | | |
1 | [} |
O — L O > X
-2 -1 2 3
S=xeR|-2<xs-1ou2=<x<3}
e) V22 +x+3 <1=0=<22+x+3<1=
22 +x+3=0 R
=<e =4ie =2S=U
2 +x+2<0 (I
x=0
x=0 e
) V22 —x—6 sx={e =2 —x—6=0=>

0=2x2—x—6=<x2 |e

XBO | i ? 1 | =
Ll ! . ! _
° 3 L i H !
=><X$—?OUX?2 : ; . -
1 | ] | |}
e : : —e & > X
-2 _3 0 2 3
—2<x=<3 5
S={xeR|2<x= 3}
2x—1=0 {
) Vx2—3x+2 <2x — 1=4e =
0sx2—-3x+2=<(2x — 1)2
F 1 ; 1
Xz T XB—2—
e : € A
:>7X2—3X+220 =Ix<1loux=?2
e € 1-+v13 _ 1+V13
L —— = —
-3 +x+1=<0 |¥S7 g - oUX 8
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T © T T
] | ] | |
} | } | |
t + —— © =
[} I } | |
1 } | | |
— © t
| } } | ]
I : : :
1-Y13 1 1+V13 1 2
6 2 6
+£N13
S={XER|1—6-$X$10UX>2}
1-3x>0
556. V2 —3x+2 <1 - 3x=1e =>
0=x2—-3x+2<(1-—3x7?
(—3x > —1 X
e e 3
=X —3x+2=20 SDix<ioux=2
e e
3 — V41 3+V41
—8x2+3x+1<0 AN el o 0 A
| x 16 ou X > 16
i S i i i =
1 | | | |
+ + . 2 . 2 >
| | | | |
! ! i ! !
oy I b I I o
S ! ! ! ! -
3-V41 1 3+Va1 1 2
16 3 16
3-V41
S = XER|X<1—6

558. d) VA2 —13X+7>2=42 - 13x+7>4=4x2 —13x+ 3> 0 =

4
) V-5x2—19x+4>-3= -5 - 19+ 4>0= -4 < x< %

1.
S={x€R|—4sxs€}

g V-2x2+5x+5 >3=-22+5x+5=>9=
= -2 +5x—4=0,emqueA=-7<0
S=g

1 5
=>x<Toux>3:>S={xER|x<—oux>3}
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(6x2+x—1=0e2x+1<0(D)

559. d) V6x2+x—1>2x+1=1ou

6x2 +x—1>(2x+ 1)2e2x + 1=0()
( 1 1

6x2+x—1=0 B =g Bl 8=y

Mie = {e

2x+1<0 .
X< ——
| 2
L © >
1 I
! : . 1
! ! Si={XER|X<——2-}
o . - X
1 1
2 3
6x2+x—1>(2x+ 1)2 22 —-3x—2>0
aD1e =1e =
2x+1=0 2x+1=0
1
x<—?oux>2
—=<1€
PR 1
T g
¢ $ .
] |
& 4
! ! S,=xeR|x>2}
! L %
L 2
2

S=31U32={XERIX<—%OUX>2}

+ax—4=0e2x-2<0()
) Vx2+4x—4=2x—2=1¢

4+ 4ax—4=2x—2Pe2x—2=0(D)
@{x2+4x—420 X< -2-22 oux= -2+ 22

e =1e
2X—=2<0 x<1
. 4 L 4 v >
| | |
! : 2 -
I I I
° a 5 - X
-2-2v2 -2+2V2 1
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S,=(xeER|x<-2-2Vy2 ou—-2+2V2 sx<1}
X2+4x—4=4x2-8x + 4 {—3x2+12x—8>o
=

an1e

e =
2n— 220 MW — D=0
6 —2V3 6+ 2V3
— S Xs—
= = 3
e
x=1
L4 T L 4 >
| ' I
. ¢ T
i i ‘ R
6-2V3 1 6+2V3
3 3
Sz={xERI1<xs%}
i 5 7 :
5, i : —— * -
5, Us, o - 1' o - x
=2-2v2 2422 1 6+2V3

w

S=31U82={XEIR|xs—2—2\f2_ou
6+ 2
—2+2\/§<xsT\/§}

x—1=0ex+2<0()
g) VIx—1 =x+ 2=1ou

x—1=@x+22ex+2=0(D

q
{7x—1>0 X ==
e = =8, =&
ou 1
XxX+2<0 L D

g e =S5,=0

IX—1=x2+4x+ 4 —x2+3x—5=0
=
XxX+2=0 X+2=0

5=8 U8, =@

2
h) V4x2 — 5x + 2 ?X"Q:){4X 5x+2=0ex—2<0()
4x2 —Bx +2=(x—22ex—2=0(D

@ Fundamentos de Matematica Elementar | 1
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42 - B5x+2=0 R

De = e

X =2<0 X< D

A2 —Bx +2=x2 - 4x + 4 32 —-x—-2=0

e =4qe
XxX—2=0 X—2
XS—ioux>1
3, 3
e
X=2
* ¢ ] 55
| ] |
i : ¢ -
| | |
1 1 ‘ ‘X
_2 1 2
3

S=S,US,=R

V—x2—-2x+ 24

561. b) ~ <1

t]

12 possibilidade: x > 0O

=S, =xeER|x<2}

V—x2—2x+24 <x=0< —-x2—2x+24<x2ex>0 =

(—x2 —2x+24=0 (-6<x=<4
e e
=S—2%2 —2x+ 24 < 0=2{x< —4oux>3
e e
x>0 x>0
? 1 | |
| I | | |
| A 1 A ] o
| T 1 Y 1
| 1 1 | 1
1 1 A ] 1 o
| 1 b \ 1
| | | | |
| 1 1 ‘C ‘ P
-6 -4 0 3 4

S, ={xeR|3<x=4]
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563.

d)

2% possibilidade: x < 0
V—x2 — 2x + 24

<1=V-x2-2x+24 >x=

= -xX2—-2Xx+24=0ex<0=

e e =S,=xER|-6=<x<0}

—X2—-2x+24=0 (-6<x<4
=3 =
x<0 k<0

S=8,US,=xeER|-6<x<0ou3d<xs=s 4}

V—x2+ 7x— 6
%
1% possibilidade: x > 0
V-x2+7x—6 =2x=—-x2+Tx—6=x2ex>0=

=1

-2+ 7x—6=0 i$x<2 3

=>{e =54 =>Si={xeR|?<xs2}
x>0 >

x>0

22 possibilidade: x < 0

V=x2+7x—-6 <x=20<-xX2+7x—6<x2ex>0

Como as condic¢des sobre x sdo imcompativeis, entdo S, =0.

3
S=81U82={XER|—2—sxs2}

a) V3x -2 =V2x -3

V3x — 2 >V2x—3=>@<—2>2x—§ e2x—3=0

—

De@,vemx>—1 @ @

3
De@,vemx>7

Fazendo a intersegao desses intervalos, resulta x = —

w

N

b) VB —x <V2x+ 7

V2x + 7 > V5 — x =>L2x+7>5—xle\5—x>01

0, ®

Fundamentos de Matematica Elementar | 1
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2
De@vemx> —3

De@vemsz

. B , 2
Fazendo a intersecao desses intervalos, encontramos —- <x < 5.

3
22 —-5x—3=0
c) V22 —Bx—3 < V8 + 1 = e =
22 —b5x—3=<8+1
<_i =3
X< ——oux=
—le
13 — V201 13 + V201
— < xs—
4 4

* T L4 T

i . i : .

i |

1 13 —V201 3 13 +/201 -
2 4 4
13 + V201
S={XER|33xsT}
—x2+2x+8=0
d) V2 —7x+17 = V8 + 2x — x2 = {¢ -
X2—Tx+17=—x2+2x+8
X2 +2x+8=0 |T2SX<4
e

=5e = 3
22 -9x+9=0 [XSZoux=3

Njwe— -0 —-
we-—9—-
Hho—4--9

\
x
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e) V2x2 —10x + 8 >Vx2 — 6x + 7

A inequacao proposta equivale ao sistema:

?x2—10x+8>x2—6x+? e\x2—6x+7>Ol

~N

® O,

De@vemx2—4x+1>O=>x<2—\/§oux>2+\/§

De@vemxs3—\/§oux>3+\/§

2-v3 2+V3
g T 3-V2 v3+\/§ :
De® — ELIEN
= 2-V3 3++2

Procurando a interse¢do desses intervalos, encontramos x < 2 — V3
oux=3+ V2,

f) V=x2+5x—6 <V4x2 — 12x + 11
A inequacgao proposta equivale ao sistema:

4x2 —12x + 11> —-x2+5x—6 e —x2+5x—6=0

-

0 | ®

De @ vem 5x? — 17x + 17 > 0 cuja solugdio é x € R, x qualquer.
De @ vem2<sx<3

Portanto, a solugao é 2 < x < 3.

X2 —5x+4=0
g) V2 —3x+2>Vx2—5x + 4 ={¢ =

X2 —3x+2>x2-5x+4

X2—-5x+4=0 x<loux=4
e =1e =S =0
22+ 2x—2>0 %)

X—-—2x+2=0
h) Vx2—2x +2 <V2x2 —x + 4 = {¢ =

X2—2x4+2<22—-x+4

Fundamentos de Matematica Elementar | 1
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X2—-2x+2=0 R
=<e =e =S=R
—Xx2—1x—2<0 R

2-x=0()
564. a) VA—-V1—-x >V2 —x =de
4-VN1-x>2-x(D

MD2-x20= —x=-2=x<2

(D4~ﬂi3>2—x:—fii>—x—2:

xX+2>0
:Vl—x<x+2¢{e =
0<1-x<(Xx+2?
X+2>0 (x > —2
e e
=41 —x=0 =i—x= -1 =
& e
X+4x+4>1—-x [(x@+5x+3>0

(X > —2 (A)
e
_Ix=<1(B)
© _5-+V13 _5+V13
Lx<#oux>—*2 (C)
A O— .
] | ] |
| ! ! |
5 | | | A
¢ i | T I
=ANBNC | o e :
® -5-V13 -2 -5 +V13 1 X
2 2
Entao, vem:
@ . . .
- o~ ! -
© i i i
N —0 O ' > X
(:> (:> =) -54+vV13 2

N
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_5+ Vi3
S={x€R|—2<x<5+T}

b) V2-Vx+3 —V4+x <0
A inequacao dada equivale a:

¥4+t x =¥2 —Vx+3

que, por sua vez, equivale ao sistema:
4+x>2-Vx+3 e2-Vx+3=0

Vamos resolver a inequacao @:

44+x>2-Vx+3 =3Vx+3>-2-x=
=2X+3>(—2—-x2=2x+3>4+4x+x2=
-3-V6 _ _-3+V§
2 2
Vamos resolver a inequagao @:
2-Vx+3=20=32=2Vx+3 =(@4=x+3ex+3=20=
=-3sx=s1
Procurando a intersec¢ao das solugées, obtemos:
H=NE
2

c) Vi —x < VV5 +x

A inequacao dada equivale a:

VV5 +x =V1 —x

que, por sua vez, equivale ao sistema:
VE+x=1-xe 1-x=0

J

=5X2+3X+1<0=>

N

)

v v

® O,

Vamos resolver a inequagao @:
VE+x=1-x=5+x=(1-x2el—-x=0
E+x=1-2x+x®=2x-3%-4<0=-1<x<4
1-x=20=x=s1

A intersegao dos conjuntos B e (B)é —1 <x < 1.

Como a solugdo da inequagao @ é x < 1, a solug&o do sistema &
~-f=x=1,

@ Fundamentos de Matematica Elementar | 1
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d Vx+8 <Vx+2

Condigoes preliminares:

X+8=0=>x= -8

e =x= -2 @
X+2=20=3x= -2

Retomando a inequacgao inicial, temos:

VX+8 <VX+2x+8<(x+22>

=x+3x-4>0=x<—-4oux>1

- -

|
—s

!

!
~3

S S S
/
x

Bl——0-—1--

[
I
|
i
I

-8

Procurando a intersegdo dos conjuntos (&) e (B), encontramos:
S={xeR|x>1}.

566. a) Vx+5 <1 +Vx—2

Condigdes preliminares:

X+5=20=x= -5
& =x=2 (A
X—2=20=x=2

Retomando a inequacgao inicial, temos:
Vx+5 <1+Vx—2=x+5<1+x—2+2 X—2 =
=26<2Vx—-2=2Vx-2>3=3x-2>9=x>11

Procurando a interseg&o dos conjuntos () e (B), encontramos x > 11.

b) Vx—1 —Vx—-4 <3
Condicbes preliminares:

XxX—1=0=>x=1
e =x=4 @
X—4=0=>x=4

1 | Fundamentos de Matemaéatica Elementar
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Retomando a inequacao inicial:

Vx—1-Vx—-4<3=3Vx—-1<3+Vx—4=

=>x—1<9+6Vx—4+x—4=-6<6Vx—4=
Y |
A condicgo (B) é satisfeita para todo x do dominio (A), ento: x = 4.

V3 -—x —Vx+1 >—;‘—

Condicoes preliminares:

(3—x=0
e

Jx+1=0 >-1<x=<3 @
e

V3 —-x >Vx+1

Retomando a inequacgao original, temos:

V3—x —Vx+1 >%=>V3—x >%+Vx+1=>

:>(3—x>%+\lx+1 +x+1 e—é—+\/x+1 20)

“ -
N v

® ®

Solugzo de (ID):

1
_;_+\/x+1 =0=Vx+1 = ——2—=>qualquerxtal que
x=-1

Solugao de (1):

3—x>%+\lx+1 +x+1=>771——2x> x+1 =

7 2 49 o
=><Z—2x> >x+1=>:L6 X+ 4xc>x+ 1=

V31

31
:>4x2—8X+%2—>O:>X<1—_8— ou x>1+—8— ©
e————t —

0,3040 1,6959
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Procurando a intersegao de @, e @ encontramos

) VX2 +3x+2 <1+Vx2—x+1

®x2+3x+2>0=>xs—20ux>—

1
X< —2oux= -1
X—-x+1=0=VXx,xER }:}

(ID Notemos que, para os valores de x que satisfazem (1), ambos os
membros da inequagao sdo positivos e, entdo, podemos quadra-
la sem necessidades de verificagao.

XX+3X+2<1+x—x+1+2V2—x+1 =

SAX<NRR —x+1 =2V2—x+1 >2x=

{xz—x+120e2x<0@

= j0u
—x+1>4x2e2x=0(@)

X2—x+1=0 R
—

A)1e e =>x<0
2x < 0 x<0
Ie =g 6 6 =
2x=0 v =0
-1 + V13
=>Osx<—6—
—1 + V13
De @ e @B vem: x < ———— = — 6
Assim:
S — O —
|
© | | T -
N ® | S— —
@ @ =5 =4 -1+v13 X

6

—1+\/ﬁ}

S={XER|XS—2ou—1<x< 5
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567.

568.

Vx+6 —VYx+1 >V2x—-5

(X +6=0 (x = —6
e e
5
@*X+1>O :><X>—1=>x>?
: 2B

@Como X + 6 > x + 1, entdo para qualquer valor de x, inclusive

para os que satisfazem (1), Vx + 6 — Vx+ 1 > 0 e, portanto,
podemos quadrar a inequagao sem preocupagdes com verificagao.

Xx4+6+x+1-2Nx+6)x+1)>2x—5=V2+7x+6<6=

e =
—-10<x< 3

e

X< —-6oux=-1
=
X2+ 7x + 6 < 36

2 +7x+6=0
=

= —-10<x<-6o0u—-1=x<3

Assim:
O —— —
| | i : I
@ | } } ; |
| I } | |
N : : . *— —O0—— X
@ @ -10 6 -1 5 3
2

5
S={XER|—2—$X<3}

«+ V@ —10x+9 >Vx+2Vx2 —10x + 9

x2—10x+9=0@®)

e
x+2Vx2—10x+ 9 =0(®

®

@x2—10x+920=>xsioux29

x2—10x+9=0e -x<0(©

B)2Vx2 - 10x + 9 = —x =1e
x2—10x+9=x2e —x=00D

Fundamentos de Matematica Elementar I 1
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(x2 —10x+9=0

X<loux=9
@je =1e =0<x=1oux=9
(—10x +9=0 |x=< =
= X = =
@1e =1 = =x=<0
©— 7 !
L 2 } } >
©U% | i :o ~ X
0 1 9

Assim:@U@==>xs10ux>v9.
Entdao: A =@ =@ NB ={xeR|x<1oux= 9}
MDx+Vx2—10x+9 >Vx + 2Vx2 — 10x + 9 =

=X+ —10x+9+20Nx2 — 10x + 9 >x+2Vx2 — 10X + 9 —
=22 - 11X+ 9> (2 - 2XVx2 — 10x + 9 =

=2 — 2x)(—x + %) > (2 —2x)Vx2 — 10x + 9

Sex =<1, temos 2(1 — x) = 0 e recaimos em

\/x2—10x+9<—x+%

Ccuja solugéo € S, = {x ER| —if— <x< 1}.

Se x = 1, temos 2(1 — x) < O e recaimos em

\/x2—10x+9<—x+—2—

Cuja solugéo € S, = {x ER|x> %} ‘
Portanto, vem:

== : R
O -8 — l
@n% ' : : |
A 4 1 4 .
a5 1 9 9 "
4 2

45
S = xERl—T<xs10ux>9

1 | Fundamentos de Matematica Elementar
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FUNDAMENTOS DE MATEMATICA ELEMENTAR
é uma colecdo consagrada ao longo dos
anos por oferecer ao estudante o mais
completo conteltdo de Matemdtica
elementar. Os volumes estdo organizados
da seguinte forma:

~ sequéncias, matrizes,
| determinantes, sistemas

- complexos, polinémios,
‘equagoes

VOLUME 7

derivadas,
de integral

 geometria plana

matemdtica comercial,
matemdtica financeira,
estatistica descritiva

A colecdo atende a alunos do ensino
médio que procuram uma formac@o

mais aprofundada, estudantes em fase
pré-vestibular e também universitdrios que
necessitam rever a Matemdtica elementar.

Fy
pe Ntual

Os volumes contém teoria e
exercicios de aplicagdio, além
de uma secdio de questdes de
vestibulares, acompanhadas de
respostas. H& ainda uma série
de artigos sobre histéria da
Matemdtica relacionados aos
temas abordados.

Na presente edicdio, a secéo

de questdes de vestibulares foi
atualizada, apresentando novos
festes e questdes dissertativas
selecionados a partir dos
melhores vestibulares do pais.
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