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PREFACIO

A bibliografia matemdtica brasileira é, de um modo geral, bastante limitada
no aspecto quantitativo. No que se refere i topologia, em particular, acreditamos
que esse estado de coisas ¢ relativamente mais acentuado, inclusive pelo fato de
nfdo se tratar de disciplina obrigatéria em nenhum de nossos curriculos minimos.
No entanto sen valor matemdtico intrinseco, snas ligagfes com outras partes da
matemdtica, além de suas miltiplas aplicacGes, sfio indubitdveis, a justificar talvez
até sua inclusfo (pelo menos a nivel introdutério de espagos métricos) nas licen-
ciaturas em matemdtica.

O presente texto & fruto de nossa experiéncia como professor de topologla
por véirios anos na PUC-SP e na UNESP (Campus de S. J. do Rio Preto). Tal alusfio
visa a patentear o cardter diddtico do livro — na verdade uma iniciago ao assunto,
nascida de notas de aulas, cuja preocupacfo maior é aproximar um pouco mais
essa matéria do estudante de graduagfo em matemdtica, a partir de um enfoque
cldssico.

A énfase do trabatho é para os espagos métricos. Nesse sentido o capitulo |,
sobre conjuntos e nimeros reais, ¢ uma preparagio de terreno: quanto a conjuntos
o realce € para os conceitos de enumerdvel e nfio enumerdvel; no que’se refere
a0s Mimeros reais 0 objetivo €, a partir de uma axiomatizagfo disfargada de corpo
ordenado completo, estudar um pouco a “topologia da reta”, com vistas inclusive
a generalizagBes que serfo feitas posteriormente. Do capitulo Il ao capitulo Vil
estudam-3e os espagos métiricos, nos seus aspectos mais bdsicos ¢ elementares, o
que se constitui no tronco principal deste trabalho. Por dltimo o capitulo VIH
¢ uma breve introdugfic & topologia geral, onde o grau de generalizacSio e de
abstragio aque se procura chegar decorrem naturalmente dos capitulos precedentes.

_Queremos 2inda deixar registrados os nossos agradecimentos aos seguintes
colegas: Profs. Santo Scuderi, Maria Cecilia C. ¢ Silva (PUC-SP) e Hermes A.
Pedroso (IBILCE — Rio Preto), nossos parceiros em diversos cursos de topologia
que ministramos — suas sugestdes ou a observacfo de seu trabalho nos foram
muito wteis; Prof. Peter Almay (PUC—SP) com que nfo raro trocamos idéias sobre
topicos desses cursos — o que s6 nos trouxe bastante proveito.

8. J. do Rio Preta, 1982

O autor
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CAPITULO I

CONJUNTOS —
NUMEROS REAIS

§ 1 — CONJUNTOS

1. Introducio

Por volta de 1870 o matemitico Georg Cantor estudava o problema da
representagfo das funcbes rezis por meio de séries trigonométricas. Uma das
questdes a que se dedicava era a de estender a unicidade da representagdo a fungGes
dotadas de “infinitos” pontos singulares. Foi assim, indiretamente portanto, que
a atengdo de Cantor se encaminou no sentido de diversas questSes ligadas a
conjuntos infinitos. E suas pesquisas e contribuigGes a respeito vieram a se constituir
na base da teoria dos conjuntos como disciplina matemdtica independente.

Contudo ji em 1632 Galileu chamava a atengdo para o fato de que uma
correspondéncia biunivoca pode ser estabelecida entre o conjunto dos niimeros
naturais e o dos quadrados perfeitos, nfo obstante estes ltimos se tornarem cada
vez mais raros 3 medida que se avanga na seqiiéncia dos niimeros naturais. Muito
embora tivesse percebido que o niimero de quadrados perfeitos n3o é menor que
¢ de niimeros naturais, Galileu nio encontrou fundamento para considerd-los
iguais. Afirmou inclusive (e eradamente como ¢ sabido hoje) ndo ser possivel a
comparagdo entre “nimeros infinitos™ em termos de “menor”, “igual” ou “maior”.

Outre precursor da teoria dos conjuntos foi Bolzano. Segundo Cart B. Boyer
[2] Bolzano j4 teria percebido, ao redor de 1840, que *. . . a infinidade dos numeros
reais € diferente da infinidade dos inteiros, sendo nfc enumerdvel”. Em sua obra
pastuma surgida em 1850, “Paradoxien des Unendlichen™ (“Paradoxos sobre o
infinito™), Bolzano mostrou serem comuns correspondéncias biunivocas entre
conjuntos e subconjuntos proprios desses conjuntos. Bolzano é considerado, dentre
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os seus contempordneos, 0 matemitico com idéias mais apropriadas a respeito
dessas questdes. _ )

Em 1872 Dedekind em seu “Stetigkeit und irrationale zahlen™ cuja tradugdo é
“A continuidade ¢ 0s nhmeros irracionais” apresentou a primeira defini¢fo correta
de conjunto infinito: “Diz-se que um sistema S ¢ infinito quam?o é semelhan_te a
uma parte propria dele mesmo; caso contririo S se diz infinito”. Quer dizer,
em linguagem matemdtica mais atual, S ¢ infinito se existe A C S, A + 8, e3¢
existe uma fungdo bijetora f:A — S. Mas embora tenha atingido assim a carac-
teristica fundamental dos conjuntos infinitos, Dedekind nfo chegou a perceber_ a
existéncia de infinitos de espécies diferentes. A percepgio deste fato, pedra-de-toque
para o desenvolvimento da incipiente teoria dos conjuntos, foi o grande mérito
inicial de Cantor.

2. Conceito de Conjunto

O conceito de comjunfo certamente é o mais importante dos conceitos
bésicos da matemidtica moderna. Como sindnimos de conjunto, no sentido que
explicitaremos a seguir, usaremos os termos “‘colegdo” e “classe”, indistintamente.
Quando nos referimos 2 wm conjunto estamos via-de-regra pensando em alguns
objetos que, por um motivo ou outre, nos convém situar coletivamente. Nﬁq h,é
restrighes quanto a como devem ser esses objetos salvo que exclufremos a h1p0~
tese, que seria alids bastante inusitada do ponto de vista intuitivo, de um n::onjunto
fazer parte, como membro, dele préprio. Assim nic ha nenhum incoveniente em
se pensar num conjunto formado por um ndmero real, uma bola de futebol ¢ um
automovel.

Certos conjuntos, pela sua importancia e pela freqiiéncia com que se repetem,
sfio indicados por notagGes especiais:

N: conjunto dos ndmeros naturais
Z: conjunto dos ndmeros inteiros

Q: conjunto dos nimeros racionais
R: conjunto dos nimeros reais

C: conjunto dos nimeros complexos

De um modo geral os conjuntos sdo indicados por letras maiidsculas dei NOsso
alfabeto ao passo que os objetos ou membros de um conjunto por letras minisculas,
também de nosso alfabeto. :

Os objetos de um conjunto além de membros desse conjunto sdo chamados
em geral de elementos do conjunto. Se¢ B ¢ um conjunto ¢ x é um elemento de B
indicaremos este fato por x € B o que serd lido “‘x pertence a B”, Se x niio € um
elemento de B entdo dizemos que “x ndio pertence a B” ¢ simbolizamos isto
por “x ¢ B”. Por simplificacdio de linguagem ndio raro encontraremos construgbes
como “se x € A” ou “para todo x € A” cujo significado, alids, é dbvio.
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Dois conjuntos se dizem iguais se constam exatamente dos mesmos elementos,
isto ¢, se todo elemento de um também é elemento do outro e vice-versa. Assim s3o
iguais, por exemplo, o conjunto das vogais de nosso alfabeto ¢ o conjunto das vogais
do alfabeto da lingua inglesa. O simbolo para indicar a igualdade de conjuntos é
o usual, isto é, = Se todo elemento de um conjunio A fambém é elemento de
um conjunto B dizemos que A estd contido em B e escrevemos A C B. E claro
que vale a equivaléncia*: A =B < > A CBe B CA. A relagiio assim intro-
duzida e que se expressa pelo simbolo  tem as seguintes propriedades: (i) para
todo conjunto A, A C A (reflexiva); (i) se A CBe BC A, entdo A = B (anti-simé-
trica); (iii) se A C B e B CC, entdo A C C (transitiva). Se A C B dizemos que A
¢ um subconjunto de B. Dizer que um conjunto B contém um conjunto A, o que
se expressa por B O A, significa simplesmente que A é subconjunto de B, ou
seja, A C B. Portanto: B D A < > A C B. O conjunto d¢ todos os sub-
conjuntos de um dado conjunto A é chamado conjunto das partes de A ¢ é indi-
cado por #(A). Se A é um subconjunto de B tal que A # B, entdo dizemos que
A ¢ um subconjunto proprio de B ¢ a notagdo com que se indica este tipo de
inclusio é A g B.

Hé duas maneiras usuais de se indicar um conjunto. Sempre que possivel
ou praticivel podemos escrever scus elementos entre chaves como nos seguintes
exemplos: {0, 1, 2} é o conjunto dos trés primeiros nfimeros naturais; {1, — 1, i, —i}
¢ o conjunto das raizes quartas da unidade; {0, 2, 4, 6, ...} é o conjunto dos
nimeros naturais pares. Ha casos em que tal processo ndo é pritico ou nio €
possivel. Para estes aceitamos como premissa o seguinte: se A ¢ um conjunto tal
que seus elementos gozam ou n%o de uma dada propriedade P, entdo existe um
subconjunto B C A que ¢ formado exclusivamente pelos elementos que gozam
da propriedade P. A notaglio usada neste caso ¢ a seguinte:

B = {x € AiP}

que pode ser lida assim: B ¢ o conjunto dos elementos do conjunto A que gozam
da propriedade P. Por exemplo:

x eRIx ¢ @}

Aqui observamos que nfo seria possivel descrever este conjunto, através dos seus
clementos, seguindo a maneira anterior de indicar um conjunto. Vejamos alguns
exemplos em que um conjunto pode ser descrito de um ou outro modo:

e xeNlO<x<2}=11,2}

* KERIZEZI =10, £2,44,...)

e xeRIx’=1}={-1,1}

* O simbolo <===> seri usado neste texto para relacionar duas seatencas metemdticas
P € q com o seguinte sentido: p <——=>q significa que p tem como consegiiéncia
(acarreta) q e vice-versa, B dbvio entdio o significado, por exemplo, de p=——> q.
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Retornemos 4 premissa citada linhas acima e consideremos o caso &m que
nenhum elemento de um conjunto A possua uma dada propriedade P. Por exemplo:
B = {x € Rix? = ~1}. Em qualquer caso como este, o conjunto B, cuja exis-
téncia estamos aceitando, chama-se conjunto vazio ¢ é indicado pelo simbolo 9.

Ainda nessa linha de idéias, se A é um conjunto nfio vazio ¢ a € A, entio
eiste B = {x & Alx = a}. Este conjunio B é um conjunto unitério que também
¢ indicado por B = f{a}.

3. Unifo — Intersecgio — Complementacio

a) Sejam A ¢ B subconjuntos de um dado conjunte U. A unido de A com
B £ o subconjunto de U, indicado por A U B, assim determinado:

AUB={x€Uix €A oux€BhL

Devemos observar que o “ou” usado na propriedade que determina AU B
temn um seatido mais amplo do que aquele com que ¢ usado na linguagem corrente.
Nesta ele é em geral exclusivo, como por eéxemplo em “vou hoje a escola ou 20
clube”. No nosso caso ndo existe essa exclusividade: um elemento de A U B pode
estar simultancamente em A ou em B. Exemplo: e A= {x €Zix >0} e B =
={-2, —1, 0}, entdo A U B = {x € Z|x > —2}. Note-s¢ que o elemento 0,
que esti em A ¢ em B, também estd em A U B.

A operagio de formar unides de subconjuntos de um dado conjunto U
tem as seguintes propriedades:

e AU (BUCQC) = (A U B) UC para quaisquer A, B, C C U (associativa);
® AUB =BU A para quaisquer A, B C U (comutativa);

® AU {=A, para qualquer A C U (@ ¢ o elemento neutro),

& AU = U, para qualquer A C U;

¢ AUB =B <=—=—=> A CB, para quaisquer A, BC U,

Vejamos como se justifica parte desta filtima: {(=—==>) se x € A, entdo
X € AUBecomo AU B =B (hipbtese) concluise gue x € B, Como todo
elemento de A estd em B, entiio A C B. (< ) Fica como exercicio.

Nota: Podemos visualizar a unifo de dois conjuntos (como outras operagdes
que serso introduzidas posterionmente) através dos chamados diagramas de
Euler-Venn. Para tanto representamos o conjunto U por um retingulo e cada um
dos subconjuntos A ¢ B por circulos contidos no interior do retingulo. Quando se
tratar de representar a unido esta serd hachurada como mostea a figusa que segue.

b) Dados dois subconjuntos A ¢ B de um conjunto U, a infersecglio de A
com B, que indicaremos por A N B, é o seguinte subconjunto de U:

AnB={xe€Uix€Aaex€p}

AUB

Vejamos um diagrama de Euler-Venn para representar a intersecgio:

4]

AnB

Para 2 operaciio de obfer intersecgBes a partir de subconjuntos de U valem
as seguintes propriedades: ‘

® AN(BNC)=(ANB)NC, para quaisquer A, B,C CU;

® ANB=BnNA, para quaisquer A, B C U;

® AN@=49, para qualques A C U;

® ANB=A <—= ACB.

Nota: As operagles unijo e intersecpdp estio relacionadas através das
propriedades distributivas que passamos a enunciar:

¢ ANBUC)=(ANB)V(ANC),

s AUBNO=(AVUBNAUC)
para quaisquer A, B, CC U,

¢) Para cada subconjunto A C U, indicase por CUA ¢ chama-se comple-
mentar de A em relacSo a U, o seguinte subconjunto de U:

Cuh = {x € Ulx ¢ A}



Quando estivermos lidando com um determinado conjunte U pré-fixado, a
notacio CUA serd simplificada para A® apenas. Por exemplo, se U=Z e A =
={0, 2, +4,... ), entio A® = {#1, 3,25, ...}

A*=Cya
Dados dois subconjuntos A ¢ B de um dado conjunto U, a diferenca entre
A e B, que se denota por A — B, ¢ definida por

A-B={xEUlxEAex&B)

Evidentemente A — B = A N B® como se pode notay, inclusive, no diagrama a
seguir:

u

A-B=AnB®

Vejamos algumas propriedades envolvendo complementates e diferengas
(para subconjuntos de um dado conjunto U):

e P°=UecUt=9

® (A=A

® ANA®=PeAUA =U

® (ANB=A°UB®e(AUB) = A° N B°

¢ ANB-C)=(ANB)— (ANC)

® Se A ¢ B sfo subconjuntos de U tais que A C B, entso (A = A° N B.

Vejamos uma ilustragio deste fato através de um diagrama de Euler-Venn:

U

4. Produtos Cartesianos de Conjuntos

Para cada par de conjuntos A ¢ B admitiremos a existéncia do conjunto
A X B, chamado produto cartesiano de A por B, cujos elementos sdo os pares
ordenados (a, b), com a € A ¢ b € B. O conceito de par ordenado é tomado
aqui como primitivo, admitindo-se que, para quaisquer (a, b), (c, d) € A X B,

@b = dc<=—>a=ceb=4d

Assim: A X B={(a,b)la€ Ae b EB]

Por exemplo, se A = {1, 2, 3} ¢ B = {0, 5}, entfio A X B = {(1, 0);
(1, 5% (2, 0% (2, 5); (3, 0); (3, 5)}. Devemos notar que, em geral, nio vale a
igualdade A X B =B X A,

O produto de trés conjuntos A, B e C se define como A X B X C =
= (A X B) X C e o produto de n conjuntos E;, B, ..., E, (n 3 2) é definido
de maneira aniloga, por indug3o, do seguinte modo:

EIX...XE,]=(E1X...XEH_1)XED

Um elemento X € E, X E; X ... X Ey serd indicado simplesmente por x = (x;,
XQ,-..,Xn)- .

Sejam E,, E;, . . ., E, subconjuntos quaisquer. Para cada {ndicei (1 <i < n)
sejam A; ¢ B; subconjuntos quaisquer de E;. Vale entdo o seguinte:

® Ay X...X Ay =@ <=—=> Existe um {ndice i, 1 <i<n, de modo que
Aj=9. . ' _

® SeA; X ... XAp#0,entfo A; X ... X A, CBy X...X By <===>
{—JA1CB1,...,A,‘CB“.

® (A X ... XA NB X ...XBy)=(4NB) X...X (A, NBy.




A verificagfo desta Ultima propriedade, por exemplo, se faz do seguinte
modo:

.Seja X=(X, ..., X)) EA; X ... X AN B, X ... X By

Entio x € A; X ... X Ay e x €EB; X ... X B, o que significa que, para cada
.Indice i, 1 i < n, valem as relagdes x; € A; e x; € B;; donde x; € A; N B; para
todo indice i. Conseqilentemente x € (A, N B,) X ... X (A; N By) e fica provado
que (A; X ... X A N(Br X ... XB}C(A NBy) X ... X (A, NBY).

A demonstragio da inclusfio contriria também nfo oferece nenhuma dificuldade.

5. Relagbes Binirias

Uma relagio bindriz do conjunto A no conjunte B é qualquer subconjunto
de A X B, ou seja:

(R ¢ relagio bindria de A ém B) <——> RC A X B

Como s6 lidaremos com este tipo de relagdes, entdo serd comum nos referirmos
a elas simplesmente como relagdes objetivando maior brevidade de expressio.

Exemplo: Se A = {0, 1} ¢ B = {2, 3, 4}, entdo A X B = {(0, 2); (0, 3);
(0, 4); (1, 2); (1, 3); (1, 9} e, por exemplo, R ={(0, 3)},S=0e T = {(0, 2);
(1, 2); (1, 3)} sfo relagdes de A em B. Observese que o nimero de relagdes de
A em B, neste caso, ¢ 2°. Em geral, s¢ A tem m elementos ¢ B tem n elementos,
2™" ¢ 0 némero de relagBes de A em B.

Se R ¢ uma relagio de A em B e se (x, y) € R este fato € indicado comu-
mente por xRy. Naturalmente xRy sgnifica que (x, y) € R.

Uma relagio R de conjunto A, no préprio conjunto A, chama-se relagio
sobre A. Assim: .

(R € relagiio sobre A) «<——> RCA X A

- 6. Fungdes

a) Vamos indicar em geral por letras minusculas, quase sempre f, g ou h,
s membros da importante classe das relagdes de um conjunto A num conjunto B,
chamadas fiungGes (ov aplicapdes); assim definidas:

“fCAXB¢um fungio de A em B se, para cada x € A, existe um

unico y € B de maneira que xfy.”

Para indicarmos que f ¢ uma fungiio de A em B a notagdo normalmente
usada é f: A—— B e, neste caso, ao invés de xfy usa-se y = f(x) para significar
que (x, y) €E£. Se y = {(x) (1&-se “y igual a f de X"} dizemos que y ¢ a imagem de
x pot f ou que a x estd associado (ou corresponde) y.

Para toda fungio f: A—— B o conjunto A é chamado dominic de £, ao
passo que B é o seu contradominio. O conjunto das imagens é chamado imagem
de f e ¢ indicado por Im (f):

Im (f) = {f)x € A}

As vezes usa-se 2 notagdo simplificada x —— {(x) para expressar uma aplicagio
f (com dominio e contra-dominio j4 prefixados) em que f(x) ¢ a imagem do
elemento genérico x do dominio.

Exemplo 1: Se A = {1, 2, 3} e B = {4, 5}, entfio f = {(1,4);(2,4); (3, 5)}
é fungio de Aem Be Im(f) = B.

Exemplo 2: A relagio f = {(1, 3); (2, 5)} é uma fungdio de A = {1, 2} em
B=1{3,4,5te Im(f) = {3, 5}.

Exemplo 3: f = {(n, n®)In € Z} ¢ fungio de Z em N e Im(f) = {0, §, 4,
9,...}%

Exemplo 4: Dados E,, E,, ..., Ep, para cada i(1 <i < n) a fun¢do
f:E; X ... X E,— E; dada por f(xy, ..., Xj, . .. » Xy) = X;, para todo x =
= (X1, ..., Xy) de E; X ... X B, chama-se profegdo i-ésima. Notagdo usual: p;.

Uma fungio f:A—— B se diz injefora se, para quaisquer X, y € A,
x#Ey—= f(x) #{({y)

ou equivalentemente

() = £(y)

Nos exemplos acima apenas a segunda fungfo é injetora.

>X=Yy

Diz-se que uma aplicagic f:A——> B é sobrejetore se Im (f) = B, ou seja,
se para todo y € B existe X € A de maneira que f(x)=y.

A aplicagdo do Exemplo 1 acima € SODIEJEIOr2; 3 A0S LAcuptve 2 v 3
ndo sio sobrejetoras. No caso do Exemplo 3 observemos que o contradominio ¢
NequeIm(f)=10,1,4,9,...}

" Uma fungfio f:A—> B a0 mesmo tempo injetora e sobrejetora chama-se
bijetora.

Da propria definigfo de fungdo decorre o conceito de igualdade de duas
funcBes: dadas f:A——>Beg:A—B, f = g se, e somente se, f (x) = g (x),
pam todo x € A,

b) Seja X um subconjunto de um conjunto A. A aplicagdo j: X — A,
definida por j(x) = x, para todo x € X, chama-se inclusio de X em A. No caso
particular de X = A esta aplicagio chama-se aplicagdo idéntica de A ¢ ¢ indicada
por ids. Assim



ida:A—— A
e ids (X) = x,.para todo x € A.
- Seja f: A —— B uma aplicagio qualquer. Para todo X C A fica definida
a restrido de f ao conjunto A que é a aplicagdo indicada por £1X e assim definida:
fIX:X—— B
¢ (f10x) = f(x),
para todo x € X. Por exemplo, se A = {1, 2}, B = {2, 3, 4}, f=1{(1, 2); (2, 4)} e
X = {2}, entdo fI1X = {(2, 4)}.
c) Dadas duas funges f:A —— B e g:B — C, a funcdp composta de

f e g € a fungdo, denotada por gof, gof: A—-— C, definida de maneira que
(gof)}(x) = g(f(x)}), para todo x € A.

Por exemplo, se f:R—— R & dada por f(x) = x?, paratodox €R, ¢
g:R—— R estd definida por g(x) = x = 1, entfio gof: R—— R ¢ a fungio
tal que (goN(x) =g(x®)=x*—1, paratodo x ER. :

Para fun¢Bes quaisquer f:A—— B, g:B—— C ¢ h:C—— D ¢ ficil
provar que ho(gof) = (hog)of,

Se f:A — Be g:B—— Csloinjetoras (sobrejetoras), entdo gof : A——
—— C ¢ também injetora (sobrejetora). Provemos apenas a segunda parte do
que afirmamos. FntZn sctamoc cupnndn f o g eabrejetorss, Dado, pois, z € €
existe y € B de modo que g(y) = z. E, ainda devido As hip6teses, existe x € A
:_al que f(x) = y. Donde g(f(x)) = (gof}x) = z. Como conseqiiéncia desses
atos resulta que se f:A—— Be g:B—— C sio bijetoras 0 mesmo ocorre
com gof. -

Dada uma funglio f:A —— B, se existir g:B—— A tal que gof=idy e

;:Bf:—‘-' idp, entdo g é chamada inversa de f. A notagdo usual para a inversa de

Prf:posigio I: Parz que exista a inversa de uma fungio f:A—— B §
necessério ¢ suficiente que f seja bijetora.

Demonstragdo: (=—==) Suponhamos x, yEAefx)="1 Dai g(f =
= g(f(y)), isto ¢, (809f)(x) = (gof)(y) e como gof =(i{d(l. entg ’::xi) y.

Provamos entdo que f é injetora. Por outro lado, dado b € B, como fog = idp,
entdo (f ogl(b) = b, o que é o mesmo que f (g (b)) = b. Mas g(b) € A e, portanto,
dado b € B, existe a = g (b) € A tal que f (a) = b, 0 que prova que { & sobrejetora:

(<==) Como por hipbtese f é bijetora a relagio g = {(y, x) € B X
X Al(x, y) € £} & uma fungdo de B em A. De fato, dizer que f € bijetora significa
que para cada y € B existe um Gnico x € A tal que f(x) = y o que equivale a
(x, y) € f e dai (y, x) € 2. Assim temos

fx) =y <—= g3 =x

¢ portanto, para todo x € A, (g f)(x) = g (f (x)) = x 0 que mostra que gOf =id,.
Analogamente fog = idg. »

E ficil provar que se f é bijetora entdo f~' também ¢é bijetora ¢ que
fHytl=1

Devemos notar que a condi¢do suficiente da proposi¢io acima nos mostra
como achar -}, uma vez dada a aplicagdo bijetora f:A —— B. Em resumo

f-B—— A

e 1) =x <—=—> f(x) =y
caracterizam f~!. Por exemplo

o SeA=B={L2 3tef={(1, 25, 3)(3 D}, entdo £~ ={(2,1);
(3’2); (1’ 3)}.

® Se f:R—— R & dada por f(x) =x +1,isto &, f={(x,x + DIxER},
entdo ! = {(x + 1, M x € R} ={(x, x - DIx €RL Assim, {1 (x) =x -1,
paratodox €.

d) Consideremos uma fungio f: A—— B. D400 UM subivijuate 3 < A,
chama-se imagem direta de X por f, ¢ indica-se por f (X), o seguinte subconjunto
de B:

£f(X) ={f®)Ix € XL
Por exemplo, se a fungiio é f:R——> R dada por f(x) =x* e se X ={-a, al,
qualquer que seja a € R, entdo £(X) = {a®}, ao passo que se¢ X = (xeERlI-a<
& x < a}, onde a > 0, entfo f(}) ={xeRI0<x<a’k

Com relagiio ac conceito de imagem direta valem as seguintes propriedades,
para toda fungo f:A — B:

o £() =9
e XCYCA——(X)C(Y)
o f(XUY)=f(X)UI(Y), para quaisquer X, Y C A

. f(XﬂY)Cf(X)r\fq),paraquaisquerX,YCA.Estamclusﬁoéficil
de provar observando que das inclusbes X NY C X ¢ X N Y CY decorre que
f(Xr\Y)Cf(X)ef(XnY)Cf(Y)edaff(an)Cf(X)nf(Y).
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& Se fé:injetora, entdo f(X N'Y) = f(X) N {(Y). De fato, dado z € (X) N
N £(Y), existem x € X e y € Y tais que z = f(x) = {(y). Mas sendo f injetora,
entfo x =y € X N'Y, Donde z € f (X N Y) e provamos assim que f (X) N f(Y) C

C £(X N Y). Como a inclusio contriria vale sempre, entfo fica provada a igualdade
se f & injetora,

¢ Sejam E,, ..., E,; conjuntos quaisquer e A,, ..., A, subconjuntos de
Ei, ..., Ep, respectivamente. Entiio, para cada indice i(} € i < n), tem-se
Pi{A; X ... X Aj X ... X Ap) = A4

¢) Consideremos f:A—— B. Para qualquer E C B, a imagem inversa de
E por f, indicada f~! (E), é o subconjunto

f-1(E) = {x € Alf(x) € E}

Por exemplo, se f:R—— R §é a fiingfo definida por f(x) 3 x2ese E={x €
ERI1 < x € 2}, entdo

f'E)=xeRI-V2Z€<x < -1} UxERII «x €2}
Destaquemos as seguintes propriedades:
¢ ECFCB=——x f'(E)Cf'(F)
e f"1(EVUF) ={""'(E) U '(F), para quaisquer E, F C B
o f"1(ENF)=f"(E) " ! (F), para quaisquer E, F C B
o f1(E® =({"'(E)), paratodo EC B
o f"1(E - F)={"'(E) — f*(F), para quaisquer E, F C B

@ Considersndo f: A * B ¢ g:B—— C, entio (gof)™! =
=f~1(g"" (E)), para todo EC C EoD™®

¢ Consideremos as projegdes pi: By X ... X E;—— E;(i=1,2,...,n).
Para cada Aj C E; vale a seguinte igualdade:

Pi'(A) = E; X ... X Ei_, X A; X Egyy X ... X E,

Relacionando, ainds, imagem diretz ¢ imagem inversa temos os seguin
resultados, dada f;A—— B: > -

® Para todo X C A, X C f 1 (f(X)) e, no caso de f ser injet
X = £ 000, e | ser injetora, entdo

De fato, se x € X, entdo f(x) € £(X) e dai x €f~* (f (X)). Suponhamos
agora f injetora e tomemos x € ! (f(X)). Daf f(x) € f(X) e portanto existe
x; € X tal que f(x) = f(x;) do que decorre, levando em conta a hipdtese,
que X = x, e portanto x € X,

® Para todo E C B, f(f7*(E)) C E e, no caso de f ser sobrejetora,

f(£!(E)) = E. Deixamos como exercicio a verificagio deste fato.

f) Consideremos uma fungdo f que a cada elemento i de um conjunto [
associa um subconjunto f(i) € H*(A) (conjunto das partes de A), ou seja,
f:1—— &(A). Para muitas destas fungGes o aspecto que mais importa € o
conjunto-imagem. Quando este é o caso usa-se uma designacdo especial para estas
fungdes: sdo elas chamadas familias de subconjuntos de A; ¢ usa-se também uma
notagio especial para indicé-las: a0 invés de f (i) para a imagem de um elemento
i €1, escolhe-se uma letra arbitrdria mailscula, por exemplo X, e indica-se essa
imagem por X;, isto &, f(i) = X;, ¢ a fungfo f passa a ser entdo indicada por
(Xjie1 ou apenas (X;) quando ndo h4 possibilidade de confusio quanto ao
conjunto 1 (chamado conjunto dos indices, em vez de dominio, neste caso).

Por exemplo

& Se o conjunto dos indices é {1, 2, ..., n}, entfio a familia de subconjuntos
resultante é uma seqiiéncia finita ou n-upla (Xy, Xz, ..., Xy) de subconjuntos
de A.

® No caso de o conjunto de fndices ser N* = {1, 2, ...} vamos ter uma
seqiiéncia (X;, X3, . . - ) de subconjuntos de A.

® Se para cada k € R fizermos {(x, y)|x =y + k} = Xy, entfo Xk e R

é uma familia de subconjuntos de R X R. Cada conjunto é uma reta do R? =
=RXR. '

Se (Xjieg ¢ uma familia de subconjuntos de A define-se a unido iglxi
ou simplesmente UX;, se nfo hi dividas quanto ao conjunto de indices, assim:
UX; = {x € Alexiste 1 €1 e x € Xy}

© Assim um elemento ue A cows ire an. n te s estd em algum dos

conjuntos da familia, _
A intersecio ,21 X;, on apenas NX;j, com a mesma ressalva feita acima, é
|

definida por:
NX; = {x € Alx € X;, para qualquer i € I}

Logo um elemento x de A pertence a NX; se, e somente 3¢, x perience a todos
o8 conjuntos X; da familia considerada.

n
Quando o conjunto de fndices é {1, 2, ..., n} entfio escreve-se if:l X; e
n =
.lei para indicar a intersegdo ¢ a unido da famnflia (X,, X3, - . - » Xp)- E quando
1= -l -
I = N*, entio as notagbes respectivamente usadas sfo igl Xje il’Jl)(i.

Daremos agora um rol de propriedades envolvendo operagdes com familias
de subconjuntos de um dado conjunto.

- igl(jgl Xid = 0.5) SRS
h ) = NnY:
¢ (iglx') n(ngY') (i,j)glxl(x‘ Y
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o (UX)° =nX{ e (NXP* =UX]

Agora, se temos uma fungio f: A — B e se (X)j 1 ¢ (Y}) < sdo familias
de subconjuntos, respectivamente de A e de B, entiio:

o f(UX;) = UF(X)

¢ f(NX;) C Nf(X;), valendo a igualdade entre os dois membros quando
f for injetora.

e T (UY) =Uf (YD

e fL{NYY =nf-1(Y)

7. Conjuntos Enqmetiveis

a) Sejam A e B conjuntos quaisquer. Se existe uma funglo bijetora
f:A— B, entio dizemos que o conjunto A é equipotenie ao conjunto B.
Observemos que:

® Como para todo conjunto A, a aplicacdo ids : A—— A ¢ bijetora, entdio
todo conjunto é equipotente a si mesmo. Logo vale a propriedade reflexive para
esta relag@o entre conjuntos.

® Se A & equipotente a B, isto &, se existe f: A— B bijetora, entdo,
como [~!:B—— A também é bijetora, B também é equipotente a A. Esta
propriedade € a simétrica.

@ Se A ¢é equipotente a B e B € equipotente a C, entlio existem f-4A — - D
ag:P . - O tyerviar DAl A0 gUIIA— C também é bijetora e portanio
A ¢ equipotente a C. A propriedade que acabamos de verificar & a transitiva.

No cas0 de existir uma aplicagio bijetora f: A —— B nos referiremos a A
¢ B simplesmente como conjuntos equipotentes. Notagio: A =~ B.
Por exemplo:

® Os conjuntos N ¢ N* sio equipotentes j4 que f:N—— N* dada por
f(n) = n — 1 ¢ bijetora. :

® O3 conjuntos Z ¢ N também sSo equipotentes. De fato, f:Z—— N
dada por f(n) = 2n, para todon 3» 0, e f(n) = (—2)n — 1, para todo n < 0,
¢ bijetora. Esta aplicaclio pode ser visualizada no seguinte quadro:

00— 0 -] —1
1—2 -2—3
2— 4 —-3——5
3— 6 —4— 7

e O intervalo ]-1, +1[ = {x € RI-1 <x <1} & o conjunto R dos
nimeros reais sdo equipotentes. A fungdo f:]~ 1, + 1{—— R definida por f (x) =
x .
=mébljet0ta.

De fato, sejam x, y € |- 1, + [ tais que

X __ ¥
1—Ixt™ 1 =yl

Como os denominadores dessas fracdes sdo nimeros maiores que zero entdo ou
x e y sfo nulos (donde iguais), ou x, y > 0 ¢ daf Ix] = x, ly| = y ¢ portanto
X
1 -x y
raciocinio anflogo ao anterior, se chega 3 igualdade x = y. Provamos pois que
f ¢ injetora
Agora, dado b € R, sempre existird x no intervalo ]-1, +1[ tal que
i—ﬁﬂ.Defato,seb=o,entsox=o;seb>o,emsox>oedaigua1dade

= li do que vai resultar x = y ou, ainda, x, y < 0 caso em que, por

1 fx=b se ﬁ:ax=-l-—'-._;~_-3queobviamente pertence a -1, +1[; 0 caso b <0

¢ andlogo. Donde f é também sobrejetora.

b) Um conjunto A se diz finito se A = § ou, em caso contririo, se existe
n € N* de maneira que A =~ {1, 2, ..., n}. S¢ A nfo € um conjunto finito, entdo
dizemos que A € infinito. Portanto dizer que A ¢ infinito é 0 mesmo que dizer
que A nio é equipotente a nenhum dos subconjuntos {1, 2, ..., n} C N*.
Decorrem diretamente da definicdo dada, os seguintes resultados:

® Se A C U ¢ finito e se x €U — A, entdo A U {x} também § finito;

® Se A é um conjunto infinito, entio A — {x} também & infinito, qualquer
que seja x € A,

¢) Um conjunto A se diz enumerdvel se A € equipotente a algum subconjunto
de N*.

E claro entdo que todo conjunto finito é enumerdvel. O conjunto Z dos
nimeros inteiros também é enumerdvel pois, como j4 vimos, Z = N ¢ N = N*,
donde Z = N*.

Tudo o que faremos daqui para a frente, neste itemn (c), tem como principal
objetivo mostrar que o conjunto Q dos niimeros racionais também é enumerdvel.

Dado um conjunto M, uma particdo em M é uma familia (Mj}jc1 de
subconjuntos de M tais que: (i) M; # @, para todo i € I; (ii) UM; = M; (jii) para
quaisquer M ¢ M; da familia, vale uma, e uma 6, das igualdades: M; = Mj ou
MiNnM;=4

Vejamos um exemplo que nos vai ser itil daqui a pouco. Seja f:M — A
uma aplicagfo sobrejetora. Para cada a € A seja M, = {x EMIf (x) = a}. Mostremos
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que (M,)ac o é uma partigdo de M. (i} Como f é sobrejetora, para cadaa €A,
existe x € M tal que f(x) = a; logo M, # @, para todo a € A, (ii) Dado x €M,
seja a = £ (x); entdo x € M, ¢ portanto x € UM,; isto prova que M C UM, e
como, obviamente, vale a inclusfo contrdria, entdo se tem a igualdade exigida.
(iii) Suponhamos M, # My, por exemplo suponhamos que exista x € M, tal que
x ¢ My, ¢ admitamos a existéncia de v elemento y € M, N M;,. Temos entdo
‘as seguintes igualdades: f(x) = a, f(y} = a, {(¥) = b e, 20 mesmo tempo, a
desigualdade f(x) # b e portanto uma contradicio.

Admitiremos axiomaticamente que, dada uma particdo (Mi)jc1 de um
conjunto M, existe um subconjunto L. € M que contém um, e um s elemento
de cada conjunto M;. Cada conjunto L nessas condi¢Ges serd chamado conjunto-
-escolha relativamente i particBo dada. Por exemplo, s¢ em Z consideramos a
partigio ({3nln € Z}; 3n + lin € Z}; 3n+2InEZ}) entio L = {0, 1, 2},
por exemplo, é um conjunto-escolha associado a essa partigéo,

Com esses pré-requisitos podemos mostrar alguns resultados bésicos sobre
enumerabilidade.

® “Um conjunto A é enumerivel se, e somente se, existe L C N* e existe
f:L — A sobrejetora”.

E claro que se A ¢ enumerdvel existem L ¢ f:L—— A nas condigBes
enunciadas. Reciprocamente, se f é sobrejetora seja M C L um conjunto-escolha
determinado pela particio (Lg), e o, onde L, = {x € LIf(x) = a} para todo
a € A. Obviamente fIM:M—— A ¢ bijetora ¢ como M C L C N*, entio A
¢ enumerdvel. .

® “Se existe f: A—— B sobrejetora e se A € enumerdvel, entdo B também

é enumerdvel”.

Sendo A enumerdvel, existe g :M —— A bijetora, onde M é um subconjunto
de N*, Entio fog:M—— B £ sobrejetora pois se compde de duas aplicagdes
sobrejetoras, Devide ao resultado anterior podemos concluir entio que B é
enumerdével,

e “Todo subconjunto de um conjunto enumerivel A também ¢é enumerdvel”.

Seja B C A nio vazio ¢ fixemos b € B. A aplicagio f:A —— B tal que
f(x) = x, ¥x €B, e f(x) = b para todo x € A — B, é sobrejetora. O resultado
_ anterior nos garante entdo que B € enumerdvel.

Em particular todo subconjunto de Z é enumerivel. Por exemplo € enume-
rével o conjunte K = {2™ - 3"Im, n €N}

® “S3o enumerdveis os corjuntos N X N ¢ N* X N*".

De fato, a aplicagio f:K—> N X N dada por f(2™ + 3") = (m, n) é
sobrejetora. Sendo K enumerdvel, entio N X N também ¢ enumerdvel e o mesmo
entfio ocorre com N* X N* por ser subconjunto de N X N.

® “O conjunto Q) dos nimeros racionais maiores que zero é enumerdvel”.
A aplicagfio f:N* X N* — Q¥ definida por f(m, n) = ‘—:- é sobrejetora;

decorre entdo que Q* também é enumerdvel,
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® “Se A, Ay, A,, . .. 580 subconjuntos enumersveis de um mesmo conjuntd
U,entio A=A;UA;U ... também é enumerivel”,

Para cada Ai(i = 1, 2, 3, ...) existe um subconjunto M; C N* ¢ existe
uma bijecio fi:M; — A;. Seja M = UM; e definamos f:N* X M-— A por:
£, s) = f;(s), se s € M;, e £(1, s) = k (elemento fixo de A), se s € M,. Dado
Yy € A, existe r € N* tal que y € A e, como f; & sobrejetora, y = f;(s) = f(z, s),
para um certo s € M;, 0 que mostra que f é sobrejetora. Mas como N* X M ¢
enumerdvel (subconjunto de N* X N*), entdo A também ¢ enumerdvel,

Notemos que a mesma demonstragao poderia ser feita, com ligeiras mudangas,
para provar que se A, ..., A, 330 enumerdveis, entio A; U ... U A, também
¢é enumerdvel.

® “0 conjunto @) dos ndmeros racionais é enumerdvel”,

Com efeito, vale a particio Q = Q¢ U {0} UQ*onde Q* = {x€Q | —x €
€ Q%}. Ora, Q% =~ Q* através da aplicagio dada por x—— —x, e portanto
Q* ¢ enumerivel. Sendo @ a unifo de trés conjuntos enumerdveis temos a con-
clusdo desejada.

® “Se A ¢ um conjunto infinito existe entdio um subconjunto E C A
enumerdvel e infinito”,

Para justificar esta propriedade vamos usar sucessivamente o axioma da
existéncia de um conjunto-escolha para cada particio de uwm dado conjunto.

Assim, seja x; € A ¢ consideremos os subconjuntos {x,} ¢ A — {x,}. A
particho determinada em A por estes subconjuntos nos permite considerar o
subconjunto {x;, x;} C A, onde x; € A — {x,}, ou seja, x; # x;. Considerando
agora a particdo de A formada por {x,}, {x,} e A — {x,, x,} podemos garantir
que existe X3 € A tal que X3 ¥ X; € Xy # X3, Assim sucessivamente o suhconjunto
E = {xy, x3, ...} C A, obtido segundo o raciocfnio acima, é infinito ¢ enume-
rével pois € equipotente a N*,

8. Relagdes de Equivaléncia

Seja R uma relagio sobre um conjunto A (¢<——> R C A X A). Dizemos
que R ¢ uma relagdo de equivaléncia sobre A se sdo vilidas as seguintes proprie-
dades:

(i) xRx, para todo x € A (reflexiva),

(i) xRy ——> yRx (simétrica);

(iii) xRy e yRz =——> xRz (transitiva).

Exemplo 1: Se A = {1, 2, 3}, entdo R = {(1, 1); (2, 2% (3, 3%; (1, 2);
(2, 1)} ¢é uma relagdo de equivaléncia sobre A; mas

S=1{(1, 1); (2, 2 (1, 2); (2, D}




T=1{(1, 1) (2, 2); 3, 3); (1, 2)}
L ={(1, 1% (2, 2); (3, 3); (1, 2); (2, )}

nfo sdo relagles de equivaléncia sobre 0 mesmo conjunto A.

Exemplo 2: Se A = Z, para cada m > 1 a relagic de congruéncio definida
por

“x =y (mod m) <——=> mi{y — x)”
¢ uma importante relagio de equivaléncia sobre Z,
Exemplo 3: Dado A {(conjunto qualquer) a relagio sobre F(A) definida
por
X =Y «—=—> X é equipotente a Y

¢ uma relaglio de equivaléncia como jd mostramos no item anterior,

Se R é uma relagio de equivaléncia sobre A e se a.€ A, entfio a classe de
equivaiéncia de a (segundo R) é o subconjunto, cuja notagdio é [al, assim definido

[a) = {x € AlxRa}

Isto é, [a] é o subconjunto de A formado pelos elementos que sdo equivalentes
20 elemento a (segundo a relagio de equivaléncia R). Reportando-nos aos exemplos
anteriores temos: no Exemplo 1 as classes de equivaléncia sdo [1] = [2] = {1, 2}
e 3] = {3} e no Exemplo 2: [0] = {0, tm, +2m, ...}, (1] ={1, m + 1,
-m+ 1,2m+ 1, —=2m + 1, ...}, etc. Quanto ao Exemplo 3, supondo por
exemplo A = {x, y} e portanto .#(A) = {9, {x}, {y}, [x, y}}, temos [@) = {9},
[x] = {y] = {{x}, {y}} e [{x, y}] = {{x, ¥y} '

Proposiciio 2: Se R ¢ uma relagiio de equivaléncia sobre um conjunto A,
entfo as classes de equivaléncia determinadas por R formam uma particio de A.
Demonstragdo:

a) Como vale aRa, para todo a € A (propriedade reflexiva), entio a € [a]
e portanto {a] # § qualquer que seja a € A.

b) Como todo a € A pertence a [a], entdo A C U[a) (reunifo das classes de
equivaléncia). E Sbvio, por outro lado, que Ufa] € A uma vez que cada {a] ¢
um subconjunto de A. Logo vale a igualdade A = U[a}.

) Suponhamos por absurdo [a] # [b] ¢ [a] N [b] # Q. Entfo existe (por
exemplo) x € [a] tal que x & [b] e y € [a) N [b]l. Donde xRa, yRa, yRb ¢
portante {devido 2 simétrica e 3 tfransitiva) XRb, ou seja, x € [b]. Absurdo.
Donde [a} = [b] ou {a] N {b] = @ para quaisquer classes [a] ¢ [b}. ®

O conjunto das classes de equivaléncia determinadas sobre um conjunto A

por uma relagdo de equivaléncia R ¢ chamado conjunto quociente de A por R e
¢ indicado usualmente por A/R. Assim

AR = {[alla € A}
18 .

onde
[a] = {x € AlxRa}
para todo a € A.

9. Relagbe# de Ordem

Uma relagio ¢ sobre um conjunto A é chamada relagdo de ordem sobre A
se as seguintes condigBes se verificam: _
(i) x & x, para todo x € A (reflexividade);
(i) x Oy ey @ x=—> x =y (anti-simetrig);
(ii) x Zyeyd z——> x 7z (transitividade).

Exemplo 1: Em R a relagic < (menor que ou igual} é uma relagio de
ordem porque:
(i) x < x é verdadeira, para todo x €ER;
(i)xsyeysEx—x=ye
(i) xsyeyRz——>x %2

Analogamente, em N, Z ou Q a relagio “mencr que ou igual”, definida
da maneira usual em cada um desses conjuntos, é uma relagio de ordem.

Exemplo 2: Para todo conjunto A, a relagdo X C Y no conjunto das partes
de A ¢é também uma rela¢3o de ordem pois:

(i) X C X, para todo X C A;
(i) XCYeYCX—>X=Ye
() XCYeYC2——> XCZ, parz quaisquer X, Y, Z C A,

Uma relagiio de ordem ¢ sobre um conjunto A se diz fotal se, para quaisquer
X, ¥ € A, € verdadeira uma das seguintes afirmacGes: x &’y ou y ¢ x. Um conjunto
A, dotado de uma relagho de ordem total, é chamado conjunto totalmente orde-
nado;, em contraposicdo, se se considera sobre A uma relagio de ordem (ndo neces-
sarfamente total) entiio nos referimos a A como sendo um conjunto parcidlmente
ordenado. ' _

Por exemplo o conjunto R em relagio a “<” ¢ totalmente ordenado pois,
para x, y € R quaisquer, tems¢ X < y ou y < x. Jd o conjunto das partes de
A = {1, 2}, por exemplo, nfio é totalmente ordenado em relagdo 2 inclusdo, pois
considerando X = {1} e Y ={2} nfose temoem X CYenem Y C X.
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'§ 2 — NUMEROS REAIS

1. Introdugio

Uma construglo axiomética formal e rigorosa dos niimeros reais fez.se
. necessiria no século passado a0 longo de uma fase da matemdtica chamada,

devido a F. Kiein, d¢ “aritmetizacio da andlise”. Nesta o que se levou a termo,
em resumo, foi a fundamentacfio rigorosa do cdlculo (até entfo grandemente
apoiado na intuig8o geométrica), com base na idéia de nimero.

Na verdade virios foram os matemiticos do século XIX que contribuiram
nesse sentido. Alids, registremos de passagem que os miimeros irracionais jd eram
conhecidos pelos gregos antes de Cristo, Arist6teles (384 a 322 aC)) deixou
registrada uma demonstragdo da irracionalidade de /2 atribufda aos pitagéricos.
Naturalmente o conhecimento de que o lado e a diagonal de um quadrado sdo
incomensurdveis leva a um repensamento no conceito de razdo. Mas ji no livio V
de Euclides, atribufda por muitos a Eudoxio (406 a 355 a.C.), encontrase a
formulago de tal conceito de maneira absolutamente correta.

Foi Dedekind, em sua obra jd citada, o primeiro matemitico a chegara
uma conceitvacio rigorosa e satisfatoria de ntmero real. E se bem que provavel-
mente tenha se inspirado nas idéias de Eudoxio, essa definigio era puramente
aritmética. Dedekind deixou de lado a idéia de que a continuidade repousava
sobre uma suposta propriedade de ligagio entr¢ os pontos da reta para trabalhar,
contrariamente, sobre a observagio de que cada ponto de uma reta a divide em
duas partes que podem ser caracterizadas aritmeticamente.

Um “corte” de Dedekind no conjunto dos racionais é, em sintese, deter-
minado por um subconjunto C de @ que tem as seguintes propriedades:

(i) Sex€ECeycQétalquey <x, entioy €C;

(ii) Para todo ponto x € C, existe z € C tal que z > x. Deduz-se daf que
€ nfo possui méximo nem mfnimo. Se a € @ o conjunto C(a) = {x € Qlx < a}
determina um corte a0 qual se chama corte mcional. O subconjunto C =
= {x € Qlx <0 ou (x » 0 e x* < 2)} também determina um corte em Q. Q0
conjunto dos nimeros reais, nessa linha de idéias, nada mais é do que o conjunto
dos cortes de Dedekind em @. Nessas condigBes pode-se mostrar que a corres-
pondéncia a— C(a) de © no conjunto de todos os cortes racionais é um isomor-
fismo o que nos permite considerar @ como subconjunto de R. Os nimeros
irracionais s%o determinados pelos cortes de Dedekind nSo racionais, como o
segundo exemplo dado acima e que define o nimero /2.

O “corpo ordenado” R dos niimeros reais tem papel fundamental na teoria
dos espagos métricos, objeto principal deste trabalho. Contudo ndo faremos uma
construglo logico-formal de R a partir do corpo @, seja pelos cortes de Dedekind
ou por algum outro processo equivalente. Admitiremos conhecida a nogio intui-
tiva de nimero real, citaremos as propriedades algébricas ¢ de ordem bdsicas de
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R ¢ a partir delas, tomadas praticamente como axiomas, alguns resultados impor-
tantes ¢ necessdrios posteriormente, embora nem sempre bem conhecidos pelos
alunos, serdo conseguidos.

2. O Corpo R

Consideremos a adigio (x, y)~— x + y e a multiplica¢@o (x, y) ~—> xy
em R, Valem as seguintes propriedades para essas operagfes:
Dx+y+=x+y)+2, ¥x,y,z€ER
(i) x+y=y+x ¥x,y€ER
(i) x+0=x,paratodoxER
(iv) Para cada x € R, existe um ¢lemento em R, indicado por —x, de
maneira que x + (—x) =0
™) x(yz) = (xy)z, ¥x, 5, z€R
(v) xy =yx, ¥x, y €R
(vii} x1 = x, para todo x € R
(viii) Para cada x € R* = R — {0}, existe um elemento em R, indicado
por x~%, tal que xx ! =1
(ix) x(y +2) =xy + xz, ¥x. v, 2ER
O fato de a adigdo e a multiplicagio em R gozarem das propriedades acima
permitem que nos refiramos a R como sendo um corpo, em relagio a essas duas
operacBes, conforme designacio usada em Algebra.

3. O Corpo Ordenado R

Consideremos agora a relagio sobre R definida por “x < y” (ou, também,
“y & x”). As propriedades bidsicas desta relagio sfio as seguintes:

(()x<x, paratodoxER

(ii)dadosx, yER, sexSyey<x,entfox =y

(iiif) dados x, v, ZER, st x yey =z, entfox &z

(iv) para quaisquer X, y € R, tem-se sempre uma das seguintes alternativas:
XGyouysx

Wx<y >x+z<y+z, paatodozER

(viydados X, yER,se 0 < xe 0 <y, entdo 0 < xy.

As quatro primeiras dessas propriedades caracterizam as chamadas relagBes
de ordem totais. Quanto as duas dltimas, expressam o fato de que 2 relagio de
ordem “<” considerada é compativel com a estrutura de corpo de R. Assim,
nos referiremos a R como sendo um corpe ordenado pelo fato de ser um corpo,
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conforme item anterior, e pelo fato de a relagdo “ <" ser uma relag;ﬁo de ordem
total sobre IR, compativel com a estrutura algébrica de IR,

E 6bvio o significado da relago “x < y” a qual pode ser traduzida formal-
mente por “x €y e x #y",

Para cada par de elementos a, b € R tais que a < b o conjunto
{x € Rla < x < b} chama-se intervalo aberto de origem a ¢ extremidade b e
s¢ indica por Ja, b[. O conjunto {x € Rla €<x < b} chama-se intervalo fechado de
ofigem a e extremidade b e se indica por [a, b]. Analogamente se definem:
[a, bl = {x € Rla € x <b} (intervalo semi-aberto de origem a e extremidade b,
aberto em b) e Ja, b] = {x € Rla < x < b} (intervalo semi-aberto de origem a ¢
extremidade b, aberto em a). Também s3o chamados de intervalos os seguintes
subconjuntos de IR, para todo a € IR;

[a, +eo] = {x € Rla < x}
Ja, +eo[ = {x € Rla < x}
]-= a] = {x € RIx < a}
]—o= a[ = {x € Rlx < a}

Outras Propriedades do Corpo Ordenado R

(A) Para qualquer par de nimeros reais x, y vale uma ¢ uma sb das
seguintes relaghes: x <y, x =y ouy <«

Justificag@o: Suponhamos x ¥ y. Como devemos ter x € y ou y < x, em virtude
de 3 — (iv), entdo x <y ou y < x. Mas ambas essas hipdteses ndo se verificam
simultaneamente, visto que isto teria como conseqiiéncia x = y, devido a 3 — (ii).
Logo, no caso de x # y, vamos ter X <y (apenas) ou y < x {apenas}.
(Byx<Syey<z—Dx<zex<yeygz—= x <2
Justificacido: Véjamos a primeira dessas implicagGes. Devido a 3 — (jii) devemos
ter x £ z. Orz, s¢ x =z, terlamos x Sy e y S x ¢ daf 2= x =y o que ¢ impossivel.

(C) Se (x;} e {y;) sdo duas seqiiéncias finitas de nimeros reais de modo que
l<i<nex; <y paratodoi entio xy + ... +xp €y, +...+ vy Se,
ademais, tivermos X; < y,, para pelo menos um indice r, entfo x, + ... + x5 <
<y1+...+y;,

Jumf'wapao Para n = 1 ¢é evidente. Suponhamos, no primeiro caso, x; +... +
+x =y +...+y,onde 1= 1. Dai, usando 3 — (v), vamos ter:

mt. . +x) g€t ty)
e, partindo do fato de qug X 44 < Y1,

nt.. .+t <m+t...+y) v

2

Donde x4 + ...+ % + xSy + ...+ ¥y + yr 4y Deixemos como exercicio
o segundo caso.

{D) Para quaisquer X, y, z € R vale o seguinte:

iRy<c——>x+tzwy+t:z
A<y <=——>x+tz<y+z

Justificacdo: Justifiguemos a segunda dessas equivaléncias. (==—>) Ji sabemos
que x +z<y +z(devidoa 3 — (v)}. Ora, se x + 2=y + z, somando (— z} a ambos
os membros dessa igualdade resuliaria x = y o que é contrério 4 hipdtese. Donde
xtzFytzeenfox +z<y+z («=)Por hipilese x +z<y + z
Dai decorre que x < v. 8e x = y, entdo terfamos x + 2 = y + z 0 que n#o vale
por hipétese. Donde x < y.

(E) Para quaisquer x, y € R s3o equivalentes as afirmages: (2} x €y,
B0y — xe(c) —y < —x (Obs,: O mesmo vale substituindo-se & por <)}*

Justificacdo:

() > (b}
x€y—=x+{-x<y+(—x) >0y —x
(b > (©)

Oy —x—= 0+ (- y)€y—x+( yl—> -y % —Xx
(c)——=> (@
-y & —X

>t €E) ity
Indica-se por IR, ¢ chama-se conjunto dos nitmeros reais positivas o seguinte
subconjunto de IR: R, = {x € R|0 < x}. Os elementos de R} = R, - {0} =

= {x € R0 < x} séo chamados mimeros reais esiritamente positivos. Os nimeros
reais negativos e estritamente negativos s3o definidos de maneira Sbvia.

> XKy

(F) Paraquaisquer x, y, z € IR valem as implicagdes: (a) x €y e 0 €2
—>xzxyz (b)x<Syezgd
tuindo-se < por <)

>
> vz % x2. (Obs.: O mesmo vale substi-

Justificacdo: Mostremos que: x <y ez <0 > yz < xZ. Das hipbteses decorre
que: 0 <y —x e 0« —2z Donde 0 <(y — x)(—2) e entdo 0 < xz - yz. Portanto
yz % xz. Se tivéssemos yz = xz, multiplicando esta igualdade por z~! (lembrar
que z # 0), obteriamos y = x ¢ que ¢ contrdrio A hipdtese. Assim: yz < xz.

(G) (Regras de sinais) Para quaisquer x, y € R valem as implicagdes:

(a) 0<xeO<y > 0 < xy
b)) Ogxey<€0 > xy « 0
Apfc) x £ 0ey <0 > 0 < xy

* Em R obviamentey — x =y + {(—x).



Justificacdo: Vejamos (c). Da hipbtese tirase que 0 < —x e 0 < —y, Donde
0 < (—x){(~y). Se mostrarmos que {—x)(—y) = xy estard concluida a justifi-
cativa. Observemnos que, dados a, b € ]R temos: a(—b) = a(~b} +ab ~ab =
= a{(~b) + b] —ab =2a-0 — ab T —3ab. Analogamente {(—a) - b = —ab.
Daf, entdio: (—x){(—y) = - (- x)y = —(—xy) = xy.

(H) Sejam x, y € R Entfo valem as seguintes afirmagdes:

(8 D<x==0<xNe(x<0=—= x""1<0)

) P<x<l=—=1<xNe(l <x=—==0<x"'<])
() 0<x<y ==y ! <x!

(@) x<y<0==>y!<x' <0

Jumf Tcaggo: Verifiquemos (d)y, Devido & parte (a) desta propriedade temos que
' <0ey! <0. Donde 0 < x~'y~? (prop. G). Desta Gltima relaio ¢ da
hlpétese x <y <0 vem, em conseqiiéncia de (F), que

tytlx < x'yly <0

ou s¢ja,
yl<x1t <o
I)Dados Xi, X, - .. K“ElR,entﬁo G+ +-..+xG20ed+
+ . +xn—-0<z>x1 .= iy = 0

Justrﬁcapﬁo. Para cada x; tem-se: 0 € x; ou x; < 0. Em 2mbos os casos (F} nos
assegura que O < x]. Daf entdo, decorre de (C) que 0 < x7 + ... + xZ Por
outro lado ¢ claro que se x, = ... = x, = 0, entdo x; + ...+ x: = 0. Supo-
nhamos finalmente que xj + ... + x2 = 0 e que, para algum indice r, x; # 0.
Entdo 0 < x? e 0 < x}, para todo i # 1. Donde 0 < xj + ... + x2 0 que &
contrario a hipdtese.

Valor Absoluto

Seja a € R. Indica-se por |al o valor absoluto de a cuja definigdo é a seguinte:
lal=ase0<aelal =-asea<O

E imediato entfo que lal = |—-al, para todo 2 € R.

Proposicio 3: Scjam a ¢ b elementos quaisquer d¢ IR. Ent3o:

(@) —-lal €a<lal,

(b) labl = lalibl,

(c) la+bl<lal +Ibl,

(d) lal —ibl <la — bl < al + Ibl.

* Prove, como exercicio, a partir das propriedades j4 vistas, que a+0 = 0.
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Demonstragio: (a) Suponhamos inicialmente que a < 0. Entdo lal= —aea = —{al.
Mas neste caso 0 < —ae dai a << —a = lal. Donde: —lal =3 < —a = lal.Q caso
0 < a fica como exerclcio. (b} Suponhamos 0 <aeb < Q. Entfo 0 <<ae 0 < —b
e dai 0 < —ab o que equivale a [—abl = —ab. Assim: lal + |bl = a(-b) =
= —ab = |—abl = labl. Ficam como exercicio os demais casos. (c} Levando em
conta que —lal < a £ lal e —Ibl € b < bl obtemos, usando a propriedade (C)
da parte anterior, que —(lal + 1bh) < a + b < (lai + Ibl). Se tivermosa + b=
= la + bl a condi¢do € imediata. Se, caso contririo, [a + bl = —(a + b), entdo
—(Jal + 1)) < —la + bl e daf {a + bl < lal + Ibl. (d) De a={(a — b) + b, vem que
lal = Ia — b) + bl < [a — bl + [bl e, portanto, que lal — Ibl < |a — bi. Por outro
lado: ia — bl = la + (-~ b)) €lal + |—bl = lal + |bl. Das condigGes obtidas chegamos
dtese: lal — bl <<la—bl<lat +ibl®

4. O Corpo Ordenado e Completo R

Seja A CR, A # 0. Dizemos que A ¢ limitado superiormente se existe
L € R de maneira que x < L, para todo x € A, Cada elemento L nessas condigdes
chama-se limite superior de A. Agora, se existe £ € R tal que € < x, para qualquer
x € A, dizemos que A é lmitado inferiormente e que cada elemento £ com essa
propriedade & wm limite inferior de A,

Um limite superior (respectivamente, inferior) de A que pertence aA
chama-se miximo (respectivamente, minimo) de A. E ficil provar que, caso exista
méximo de A (ou minimo) esse elemento € dnico.

Dado A#@ ACR, umelemento § € R se diz supremo de A (mdlca—
e § = sup (A)) se:

{a) § ¢ limite superior. de A,
(b) Dado §' € R, se S’ & um limite superior de A, entio S < 8’ (quer dizer,
S é o minimo do conjunto dos limites superiores de A).

De maneira paralela, define-se o infima de A (notagdo: inf(A)). Ou seja,
um elemento s € IR chama-se fnfimo de A se:

(a") s ¢ limite inferior de A;

(b) Dado 5" € R, se 8’ ¢ um limite inferior de A, ent3o s’ < s (quer dizer,
5 é o miximo do conjunto dos limites inferiores de A).

Proposicio 4: Seja A C R, A ¥ §. Um elemento 8 € R € o supremo de A
se, e somente s¢, S € um limite superior de A e, dado € > O em R, ¢xiste a €A
de maneiraque 5 — e <a,

Demonstrag@o: (—=>) Temos de provar spenas a segunda afirmagio. Ora,
suponhamos que dado € > O tivéssemos x € 8 — €, para todo x € A. Eatlo
8 — & seria um limite superior de A e como S — £ < S haveria uma contradigio
com & definigie de supremo. Logo deve existir a € A de maneira que 8 — € < a.
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(<::) Seja §' wm limite superior de A e suponhamos 8’ < 8. Sendo
ge=8-§8 entdo € >0e8 =8 - ¢ Por hlpétese decoire entfo que existe
a € A tal que §' < a o que ¢ absurdo uma vez que §' é um limite superior de A, ®

Proposicio 4": Seja A # §, A C R. Um ¢clemento s € R € o infimo de
A se, e somente se, s & um limite inferior de A e, dado e > Qem R, existe a€E A
"de modo tal que a <s + e

Demonstracdo: Anfloga. ®

O corpo ordenado R ¢ completo porque vale o seguinte resultado cuja
demonstragio depende da defini¢do de nimero real e que, portanto, nio serd
feita aqui, _

Teorema do Sup: Dado A T R, A # 0, se A ¢ limitado superiormente,
entdo existe o supremo de A em R.

Proposicio 5: As seguintes afirmagBes sfio equivalentes:

(i) Para todo subconjunto nfio vazio e limitado superiormente A C R
existe supremo.

(i) Para todo subconjunto nfo vazio e limitado inferiormente A C R
existe infimo.

Demaonstragao:
(i) == (i)

Seja A C R, A # @, um subconjunto limitado inferiormente. Consideremos
o subconjunto nfo vazio —A = {—x|x € AL Se¢ £ é um limite inferior de A,
entfio @ < x, ¥ x € A, e portanto — x < — &, para todo x € A, 0 que mostra que
—2 € um limite superior de (— A). Seja S = sup (— A) e mostremos que s = —8
é o fnfimo de A. Como —x < S, para todo elemento —x € (—A), entdo s =
= —§ < x, ¥x € A 0 que mostra que — S € um limite inferior de A. Por outro
lado, se s' & um limite inferior de (— A), entdo —s' é um limite superior de A
e dai S € —s' do que se conclui que 8’ & —8 =3,

(ii) =——> (i) Demonstra¢3o andloga. @

Nota: Ao contriric do que acontece com R o cerpo ordenado @ dos

niimeros racionais nfo € completo. E o que mostragemos nesta nota.
2
{I) Nio existe nimero racional %(p, q € Z) de maneira gue (%) = 2.

De fato, suponhamos mdc{p, q) = | o que significa que p e q nfo tdm fatores
primos comuns. Mas como p? = 2q® resulta que p é par, ¢ portanto, ¢ deve ser
impar. Supondo p = 2te q = 2r + 1 vamos ter:

t?=204r*+4r + 1)
e daf
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2 =42+ 41+ 1

0 que ¢ absurdo j4 que o primeiro membro é par ¢ o segundo impar.
(II) O conjunto A = {x € Qlx > 0 ¢ x* <2} nfo admite supremo em Q.
E claro que A ¢ limitado superiormente. Mostremos que nenhum dos seus
limites superiores estd em A, ouv seja, que A ndo tem méximo, Dado x € A vamos
encontrar t € @ lalquex+t>xex+t€Aoquc]usufcarinossalaﬁrmagio.

2—
Ora t
nomemostdemaneiraque0<1<let<2 +1Nutandoque2 +1>0

para todo x € A, essa escotha é sempre possivel, Daf vamos ter x* + 2tx + t <2
e, como t? <t entfo x>+ 2tx + 2= (x + )2 < 2.

Suponhamos agora que existisse S € Q tal que S = sup (A). Devido is
consideragbes anteriores deveremos ter S* > 2. Tomemos entio um nimero

racional r de maneira que O <1 < s 38 =2 0 que é sempre possivel visto que

2 _
3 73 2 ¢ um niémero racional maior que zero. Da ultima desigualdade decorre

-que 8% — 2r8 > 2. Logo (8 — 1)? = 82 — 2r8 + r? > §2 - 218 > 2. Suponhamos

que S € 1. Entiote(famosS<stzeportantoS’-l-Z(Ooqueéabsmdo.

Donde r < S e S — 1 é estritamente positivo, Ora, para todo x € A, temos x° <2
e entdio x? < 2 < (S —r)*. Como x e § — r sdo maiores que zero obtemosx <8 —r
o que vem mostrar que S — r é um limite superior de A. A contradi¢io com o
fato de que S é o menor dos limites superiores de A mostra que efetivamente ndo
existe supremo de A em Q.

Algumas Propriedades do Corpo Ordenado e Completo R

(A) O subconjunto N dos nimeros naturais ndo ¢ limitado superiormente.
Justificacdo: Suponhamos que fosse ¢ seja S = sup(N). A Proposicio 4 nos
garante ent3o que existe n € N de maneira que S — 1 <n. Dai S<n + 1.
Absurdo poisn+ 1 €ENe S =sup(N).

(B) Para todo € > 0, € € R, existe um nimero natural n > 0 tal que
lee
n
Justificagdo: Suponhamos que para {0do nGmero natural n > O tivéssemos
£ % % Entdo n « %, para todo n € N, o que contraria a propriedade (A)
anterior.

(C)Seaenumerorealtalque0<a<e para todo ¢ € R, £ > 0,
entio a =0,
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Justificagdo: Suponhamos a >> 0. Entio tomando © =%vamos ter a é% e daf
a 5 0. Como 0 < a, por hipotese, entdo a = Q.

(D) (Teorema de Arquimedes) Dado x >0 em IR, entdo para qualquer y € IR,
existe n € N de modo que nx > y.

Justificacio: Suponhamos nx < y para todo n € N. Dai n é{- para todos os

nameros naturais n ¢ o conjunto N seria limitado superiormente. Este absurdo
garante entdo o ieorema de Arquimedes.

(E) Dados a, b € IR, se a < b, entdo existe um nimero racional r tal que
a<r<b.

Justificapgo: Vamos supor inicialmente a > 0. Devido 3 (D) anterior existe
n €N tal que n(b — a) > 1, ou seja, nb > na + 1. Consideremos o comnjunto
L = {m € N/m > na}. Devido novamente 2 (D) o conjunto L ndo ¢é vazio ¢ como
L € N existe o menor elemento (minimo) de L.* Indicande por p esse minimo
temos p > naep — 1 € na. Assim:

nb>na+12p>na

e dai a <-E <b. O niimero r =%é racional e satisfaz o exigido.

Se a=0, entio 0 <%<betomandorEQtal que%<r < b estard
concluida a demonstracio neste caso.

Se a << 0 <b recafmos diretamente em consideragdes anteriores. Se a <0 =b

ou a <b <0, tomando um nimero racional r tal que bl < r < lal, entdo
a<—r<b

{F) Existe um nimero real b tal que b = 2.

Justificagdo: Como A = {x € Qlx > 0 ¢ x* < 2} ¢ limitado superiormente
existe b = sup (A) € R. Mostremos que b2 = 2.

Nio se pode ter b? < 2 pois neste caso terfamos b € A e b seria o méximo
de A. Como jé vimos porém na nota & pg. 26 nfio existe méximo de A.

2
Suponhamos b? > 2, Entdo b—z—_ﬁ—z > 0 e existe wm nimero racional r
2 —
tal que 0 < 1 < b 75 2. 0O mesmo raciocinio da nota citada nos levara

3s seguintes conclusdes: b — 1 > 0, (b ~ ) > 2 e, portanto, x < b — r, para
tedo x € A. Logo b — r ¢ um limite superior de A e é menor que b. Logo
também ¢ impossivel a hipotese b* > 2 e resta b® = 2.

* Principic do menor niimero natural que admitimos conbecido.
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. (G) (Principio dos Intervalos encaixantes) Sejam I, = [a,, b,], I, ={a,, b,)
<~ - Intervalos tais que I; D I, ... Entdo existe a0 menos um ponto comum a
todos esses intervalos.

gumjﬁca;-ﬁa: Da hipotese I; D I, O . .. decorre quea; K a<...eb, #=h, >
Qmo

mEn=— ay, €a, <b,

© ' n<m=—=>ay, <b, <b,

entao ap, < by, para quaisquer indices m e n. Logo cada by, 6 um limite supetior
de A = f{ay, a5, ...} e portante existe em IR o elemento § = sup (A). Assim
para cada indice m vamos ter a;, < §, porque 5 = sup (A) e § < by, porque
cada by, ¢ um limite superior de A. Donde am & 8 = by, para todo indice
m 2 1, o que prova nossa afirmaggo.

(H) O intervalo T = [0, 1) ngo ¢ enumeravel.

Justificacio: Vamos supor I enumerdvel: | = {Xy, Xa, ...}. Consideremos I
dividido em trés subintervalos de mesma amplitude:

_ 1 12 2
L [0’3]U 3'3}U[§’]J

€ seja I, o primeiro desses intervalos, na ordem que foram escritos, que ndo contém
X;. Fagamos o mesmo tipo de subdivisio em I e seja 1, o primeiro dos subinter-
valos de 1, (pelo mesmo critsrio anterior de ordenagio) que ndo contém Xz, A
repeticdo desse raciocfnio dard origem a uma seqiéncia I, 5 1, > .., de inter-

valos fechados: Devido a (G) existe x € Hl In=1,N1;N... e portanto x #* x5
n= '

para todo x;. Mas isto  impossivel, uma vez que x €. Donde I ngo é enumerivel.
Nota: Da propriedade anterior decorre que R nfio & enumerdvel, pois se
o fosse, entio também teria de ser, visto que [ C R. Por outro lado o conjunto
dos irracionais, isto ¢, o conjunto R — Q também nFo & énumerével, pois caso
R — Q fosse enumerdvel, entio R = Q U (R — Q) teria também de ser ja
que ¢ conjunto @ é enurnerivel,
Obs.: Nas propricdades a Seguir usaremos o sepuinte fato. Dado k > 0,

k € R, existe um nimero natural n > 0 tal que ln < k. Isto € conseqiiéncia do
1 .1
fato de que 7 <-ﬁ para todo n > 0 (n € N).

_ () (Teorema de Heine-Borel) Se 9= (]a;, biicr ¢ uma familia de
!nterwllos abertos tais que U Ja;, bil 2 [0, 1), entdo existem indices i,, ...
in € I de modo que lay,, b lu... U] 8y, by, 20, 1].

Justificapdo: Fagamos [0, 1] = J. Se, com as hipéteses feitas, a tese ndo se veri-
Ealcasse para I, entfo também ndo se verificara para pelo menos um dos inter-
0s:

El
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1 1]
[0’ 2] ¢ [ 2 !
Seja pois, J; = [c,, d;] um dos intervalos acima, com a propriedade de que uma
reunifo finita qualquer, d¢ membros de & ndo contém J;. Considerando agora

¢, +d,; ¢ +dy d
€1, 2 e 3 + U1

um destes intervalos pelo menos, que chamaremos de I, é 1al que nenhuma unido
finita de membros de S contém J,.

Assim sucessivamente vamos obter uma seqiéncia J 2 Jy D J; D ... de
intervalos fechados todos com esta mesma propriedade: ndo estio contidos em
nenhuma unido de um ndmero finito de membros de . SejapEJ NI NI N ...
(existe, em virtude de (G)). Como p € J, entdio existe um indice r € 1 tal que
p € Ja;, b.[. Observemos que os intervalos J, Jy, J3, ... tém amplitude, respec-

.. Nestas condi¢des (ver observagdo inicial) existe um

. 1 1
tivamente, 1, 20 g3t

nimero n € N, n >> 0, de maneira que
1

Fa

(Naturalmente estamos supondo Jo = [0,1] e ), = [cp, dgl. n > 0).

b

ay Cn dp by

Assim (ver figura) J;, estd contido em lag, byl. Mas isto é uma contradi¢fio com
o fato de que J, ndo estd contido em nenhuma unido de um nimero finito de

membros de & .
Nota: Observemos que com o intervalo 10, 1}, por exemplo, nfo acontece

. 1 .
o mesmo. De fato, temos que a famflia 5 = (]H’ 20, n=1,2,...,¢ ta
que a reunido de seus membros, todos intervalos abertos, contém 0, 1). Mas se
considerarmos uma subfamilia finita

7=t 2t g 20

1
<p-—23 ¢ 5;<b:—p

M

de ¥, supondo 1< ni <... < -:—. entio a reunido dos membros de F'
3| 2 .

14
serd igual a ]ﬁl—‘, 2[ e portanto n@o contém JO, 1.

(J) (Teorema de Bolzano-Weierstrass)
Daremos inicialmente a definicio de ponto de acumulecdo. Seja A.C R.
Um ponto p € R se diz ponto de acumulagio de A se para todo qﬁmero real

30

€ > 0 aintersecgo Jp — €, p + [N A & infinita (quer dizer, ]p — ¢, p + c[NA
¢ um conjunte infinito).

Exemplo: Se A = {1, %,%, ... } o dnico ponto de acumulagio de A ¢

o nimero 0. De fato, dado € > O existe um ndmero natural r > 0 tal que—}_—( E
(propricdade 4 — (B)). Donde todo miirmnero % com n € N e n > r, pertence a
]—¢, €l.

] " —
-€ r+1 T E

Outra nogdo envolvida na propriedade em pauta é a de conjunto limitado.
Um conjunte A C R se diz limitado se existe um intervalo [ = [a, bl de modo
. 1 2 3
C L =, 5, imi
que A C L. Por exemplo, o conjunto A 313030 " } ¢ limitado porque
A C [0, 1]. O conjunto N obviamente ndo ¢ limitado.

Vejamos agora o teorema de Bolzano-Weierstrass: Seja A C R um subcon-
junto infinito ¢ limitado. Entdc existe um ponto de acumulago de A em R.

Justificagdo: Seja 1 = [a, b] tal que A C L Considerando os intervalos

atb +b
{3. 2 e aT,b](*)

pelo menos um deles deve conter infinitos pontos de A uma vez que A é infinito.
Seja 1y = [a,, bl um dos intervalos (*) que contém infinitos pontos de A.

Considerando agora
LT + bl ay + b1
ay, 2 ¢ 7 by

vamos ter a mesma situagio: um deles, que chamaremos de Iy = [a,, b,], deve
conter infinitos pontos de A. Dessa forma vamos obter uma seqiéncia de
intervalos encaixantes

I2LDLD...

de amplitudes, respectivamente

b-ab—a
b—a,T, PTRREE

Pelo principio des intervalos encaixantes existe um ponto p € R comum a todos
esses intervalos ¢ mostraremos que p € ponto de acumulagdo de A. Dado € > 0
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consideremos o intervalo Ip — €, p + €. Considerando n € N*

de maneira que

D —
p—-E an by p+E

b—a
211.

< €, entdo o intervalo I, = [a,, b,] estd contido em

Ip — e, p +el. Ora, se Iy N A ¢ infinito, entfio [p — €, p + [N A também terd
que ser infinito.

EXERCICIOS

1.

X 3]

Verdadeiro ou Falso? Justifique:

a) Se A={xERIx>x},entio A # ¢
p)SeA={xERIX®*=4}eB={x€EZI-2<x <2}, entdoA=B
o) Se A ERIX¥* -1 >0,B={xERIx* - 2x>0}e

C={ -}_,.._},enﬁoCCAﬂB

Os trés conjuntos a seguir sdo diferentes entre si: A = @, B = {§}, C = {0}
Justifique porqué.

{x
1
3’

b=

]

Dado um conjunto A, chama-se: conjunto das partes de A, ¢ indica-se por
£ (A), o conjunto de todos os subconjuntos de A. Por exemplo, se A = {13},
entio #(A) = {0, {1}

a) Ache o conjunto das partes de A ={1, 2} e de B=1{1, 2, 3},
b) Se um conjunto A tem n elementos mostre que F*(A) tem 2" elementos.

Sejam A, B e C subconjuntos arbitririos de um conjunto U. Prove que:
A)ACBeBCC—ACC

BIANB =9 < >~ B C A®
JAUB=UeANB=f—— B =A"

d) A CB === B°C A*

e AUB=ANBE > A =B

NAVB -B=A<—>ANB=0
pA-BN{A-CO=A-BULVD)
hH{A-OQQUB-~-C)=(AUB)-C

a) DE um exemplo em que A, B ¢ C sdo subconjuntos de um certo conjunto
ULAUB=AUC, masB #C.

10.

11,

12.

13,

b) Exemplifique mostrando que pode ocorrer o segwinte: B o C & iyiRefse
=ANC. -

¢) Se A, B e C sdo subconjuntos deUtaisqueAU B=RKUlcamE=
= ANC, prove que B = C.

Dados n conjuntos E,, ..., By, sejam A; e B; subconjuntos quaisquer de
Eii=1, ..., n} Prove:

(A X ...XADU@B X...XB)C(@A,UB)X...X (A, UB,)

Se ACXeBCY, mostre que:
XXY)-(AXB=[(X-A)XYIVIXX(Y - B)]

Esboce um grifico cartesiano para cada uma das seguintes relagdes sobre R:

a} A relagio R definida por xRy <=——=>3In€ Z tal que x € [n, n + 1]
ey€(nn+ 1L

b) A relagdo R definida por xRy < > ix —al + ly — bl <c, onde
a, b, ¢ € R sfo constantes dadas e ¢ > (.

¢} A relagiio R definida por xRy «<——> max {lx - al, ly - bl} <,
onde, também, a, b, ¢ € R sdo constantes dadase ¢ > 0.
Obs.: max {x, y} indica 0 maior dos ntimeros x ¢ .

Mostre que a correspondéncia

X

X 1+ ixl

define uma fungdo de R em ]—1, + 1[ e que esta fungdo ¢ bijetora.

Seja A # @ ¢ consideremos 8:A?—— A? dada por 8 (x, y) = (v, x).
Sendo d:A—— A? definida por d (x} = (x, x), prove que #od = d,
Obs: A*= A X A,

Se A ¢ um subconjunto de U, a fungdo caracteristica X, deste subconjunto
é definida por X4 (x) = 1 528 x € A e Xp(x) = 0 se x € A. Para sub-
conjuntos quaisquer A, B C U, prove que:

A} Xpaap(x)=Xa(x) - X5 (x), ¥x €U

B Xaug(x)=Xa () +Xp(x) —Xa () * Xg (1), ¥x €U

c) Xa _g(x) =X (6.9] ) = Xp ), ¥xeU

S¢ f:A—— B e g:B—— A satisfazem gof = ida, mostre que f € inje-
tora e g é sobrejetora.

Seja X C A e j:X—— A a inclusdo. Dado F:A—— B, mostre que
fiX = foj.
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14,

15.

16.

17.

18

19.

21,

22.

23,

Considere as fungGes f:A—— B e g:B——— C. Mostze que se 1 ¢ g sao
injetoras (respect., sobrejetoras), entio gOf é injetora (respect., sobrejetora).

Prove que uma fungio f:A — B ¢ bijetora se, e somente se, f(X%) =
= (f(X))°, para qualquer X C A.

Uma fungio f:A —— B ¢ sobrejetora se, ¢ somente se, f7'(Y) # @,
para qualquer Y C B, Y # ) Prove.

Seja f:A —— B injetora e considere X C A. Mostre que f 1 {f(X)) = X.
Se f:A —— B & sobrejetora, prove que £ (f~'(Y)) =Y, para todo Y C B.

Dada uma fungio f:A—— B, se X C A e Y C B, mostre que:
3) f(A) XN CfA-X)

) £'(B - Y) = A — £7'(Y)
QIXNE'W=fX)NnY

Se f:A— B ¢ uma fungdo injetora e (X;) é uma familia de subconjuntos

"de A, mostre que

£(NX) = NE(X)

Dado A C R, A # @, uma fungiio f: A—— R se diz crescente se x <
<y — f(x) % f(y) ¢ estritamente crescente se x <y ——> f(x) <
<f{y), ¥x, y € A. Analogamente, se x <y =——> f (y) <f(x} f € chamada
decrescente a0 passo que s¢ x < y =——> f(y) < f(x), entdo f recebe a
designacio de eswritamente decrescente. Se { se enquadra num desses casos,
dizemos que f é mondrona.

a) Dada f:R—— R definida por f(x) = Ix% — 1], ache X, Y C R tais
que XNY =9e¢eXUY =R de maneira que f|X é decrescente e
flY é crescente.

b) Mostre que se f:A—— R & estritamente crescente ou estritamente
decrescente, entdo f € injetora.

c) Dé exemplos de fungBes crescentes (decrescente) ndo injetoras.

Se A ¢ B sfo conjuntos enumerdveis, prove que A X B € enumerdvel. Gene-
ralize.

a) Se Pp(x) indica o conjunto dos polindmios inteiros ndo nulos, de grau
no miximo n, mostre que P, (x) é enumerdvel. :
Sugestiao: Use o exercfcio anterior.

b) Mostre que o conjunto P(x) dos polindmios inteiros ¢ enumerdvel.

25,

27,

28,

31.

32

33.

35,

Sugestdo: Use (a) e use o fato de que wma unifio enumerdvel de enume-
faveis ¢ enumerdvel,

Mostre que sdo equipotentes os intervalos [a, b), {a, b[, ].a, bl e la, b(
para quaisquer a << b em R.

Mostre que ndo é enumerivel o conjunto A = {f|f:N—— N}.
Sugestdo: Suponha A = {fy, f;, ...} e construa f :N—— N de modo que
f(a) #f(n), ¥n =2 0.

Mostre que sdo relages de equivaléncia e descreva o conjunto quociente:
a) Sobre € a relagdo S dada por

(x+yi)S(z +ti) e——> x=12z

b) Sobre @ a relagiio R definida por xRy «———> x —y € Z.

¢) Sobre o conjunto dos pontos de um plano cartesiano a relacio ~ dada
por: P ~ Q <——=> x;¥) = Xa¥3, para quaisquer P = (x,, y)e Q@ =
= (X3, y2) no plano.

Mostre que a relagio definida sobre N por “xly < > 3z € Z tal que

y = x2z” é uma relagio de ordem. E total?

Mostre que é uma relagdo de ordem total ne conjunto C:
R={a+bi,c+d)eCla<con{a=ceb €d)}

Prove que \3/ 5 nfio é racional.
Se a € R é racional e b € R é irracional, mostre que a + b & irracional.
Dé exemplo de dois irracionais cuja soma é racional.

Dado a € R, meostre que:

a)0<a >0 <a
b)a<0=—=>a">0ea®" <0, ¥nEN

Se a, b € R, prove que: a <b ———> a® < b3,
Se a € RY, prove que 1 + na < (1 + a)", para todo n €N.
Dados a, b € R, mostre que 2 labl < a% + b2,

Se a, b € R sfio tais que la — bl < ¢, para todo € > 0, prove que a = b.
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37.

38,

39.

4],

42,

Dados a, b € R, se ambos sdo positivos, prove que /2 + b <+/a++/b.

Seja A = {x;} C R tal que x; = 0, ¥ i, ¢ para todo ¢ > 0 existe x; € A
de maneira que x; < €. Mostre que inf (A) = 0.

S¢ A CB C R, mostre que sup (A} < sup (B) ¢ inf (B) < inf (A), caso
existam.

Mostre que o conjunto C formado pelos racionais menores que ou iguais
a zero ¢ todos 08 x € Q tais que x 3 @ ¢ x* <2 € um corte em Q.

Dados 1, s € Q, com 1 < 3, mostre que @ = r 4-% ¢ irracional e que
r<a<s

Mostre que uma coleg@o de intervalos abertos em R, disjuntos entre si, &
enumerivel,

CAPITUIO I

ESPACOS METRICOS

§ 1 — INTRODUCAO

Tante no Cédlculo como na Geometria, para citar dois exemplos apenas,
mesmo quando estudados de maneira elementar ou intuitiva, é fundamental o
papel que desempenha a nogio de “distincia entre dois pontos” ou conceitos
derivados dessa nogdo, como o de “vizinhanga de um ponto™, por exemplo.
Citemos, entre outras, as definicdes de ponto de acumulagfo, limite, funcdo
continua e comprimento de arco que, direta ou indiretamente, dependem da
nogio de distincia (ou da noglo de vizinhanca). Assim parece l6gico, quando se
busca uma generalizagiio do Céleulo, da Andlise ou da Geometria, visando a
resolver problemas mais amplos, buscar antes uma generalizagio do conceito de
distincia que independa das particularidades dos diversos tipos de “‘espago™ em
que intervém tal nogdo.

Foi Cantor, por volta de 1870, quem deu os primeiros passos significativos
nesse sentido. Estudando por essa época a representagio de fungBes reais por
meio de séries trigonométricas, Cantor procurou estender a unicidade da repre-
sentacio a fun¢des dotadas de infinitos pontos singulares. Assim chegou 3 noglo
de conjunto derivado na qual estd subjacente a idéia de ponto de acumulagfo.
Tais pesquisas, inclusive, ensejavam-lhe, posteriormente, a criagio da aritmética
transfinita e da teoria dos conjuntos com o que se consagrou, apesar das incom-
preensSes iniciais, como um dos grandes da Matem4tica em todos os tempos.
Pouco depois, na década de 18B0, alguns mateméticos italianos {Ascoli ¢ Piachere,
por exemplo) fizeram uso das idéias de Cantor para o estudo de “espagos”
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nip convencionais, espagos em que um ponto poderia ser uma curva OuU uma
fungao. '

O passo seguinte, e decisivo, foi dado por Frechet em 1906 com sua tese
de doutoramento. Neste trabatho, que marca o inicio do Célculo Funcional,
~ Prechet formulou uma generalizaglio dos comceitos de limite, derivada e conti-
nunidade para espagos de fungbes e, vislumbrando a economia de trabalho e o
gran de generalizagfo que poderiam advir de um estudo conjunto dos mais
diversos espagos, sugeriv uma definigdo geral e abstrata do conceito de distincia
e pesquisou vdtias maneiras de conseguir tal objetivo, sendo este o ponto de partida
da teoria dos espagos métricos. Este assunto foi posteriormente desenvolvido

por Hausdorff (1914) e ganhou sua contextura praticamente atual com Urysohn

em 1924,

§ 2 — METRICAS

1. Definigio de Espago Métrico — Subespacos

Definicio 1: Dado um conjunto M # @ seja d:M X M—— R, ¢ indi-
quemos por d (x, y) a imagem de um par genérico (x, y) €M X M, através da
fungdo d. Dizemos que d é métrica sobre M se as seguintes condigGes se verificam
para guaisquer X, y, 2 € M:

M) d(x ¥y =0<—>x=Y
M) d(x, y) = d(y, x)
(Ma) d(x, y) € d(x, 2) +d(z, ¥)

Nessas condicOes cada imagem d(x, y) recebe o nome de distdnciz de x a y
¢ um par (M, d), onde d ¢ uma métrica sobre M, é 0 que chamamos de espaco
métrico. Em geral, a0 nos referirmos a um espago métrico cujo conjunto é M,
diremos apenas “espago métrico M” o que pressupde que a métrica correspondente
esteja jd subentendida.

Cada elemento de um espago métrico serd sempre referido cemo porto desse
espago, Seja ele um ponto mesmo, OV UM HEMEIO, OU ainda uma fungdo ou um
vetor, situagBes essas que ¢ verificam comumente.

Nota: A propriedade (M;) é conbecida como desigualdade triangular ¢ se
inspira no fato de que na geometria elementar cada lado de um tridngulo tem
medida menor que a soma das medidas dos outros dois lados.

.&¢bespa¢os: Seja (M, d) um espage métrico. Dado S C M(S # §) se
considerarmos a restrigio d, = dIS, obviamente d, é uma métrica sobre S ¢
a.?sim obtemos, de maneira natural, o espago métrico (8, d,). Nessas condigbes
duem‘os gue S ¢é um subespage do espago métrico M e que & métrica d, foi
induzida por d sobre M. Em geral indica-s¢ a2 métrica do subespage do mesmo
modo que a métrica de M, isto &, fazse 4, = d.

Proposicio 1: Se x, y e z sdo pontos genéricos de um espago métrico
(M, d), entdo ld(x, y) — d(x, 2)l S d (v, 2).

Demonstragfo: Da desiguatdade triangular (M,) decorre que
dix, y) — d(x, 2) € dz, ) (*)
Por outro 12do podemos expressar a mesma designaldade (Mj) por
d(x, 2) S d(x, y) + d(y, 2)
do que se conclui que
d(x, z) — d(x, y) € d(y, 2) (**)
De (*) e (**) obtém-se a tese:
ld{x, y) — d(x, 2)| € d(y, z). »

2. Exemplos de Espagos Métricos

L. Métrica discreta ou Métrica zero-um. E o mais simples exemplo de
métrica que se pode considerar. Dado M # @ definese d:M X M— R, do
seguinte modo:

d(x, x) = 0(¥xEM) ¢ dxy=1
(sempre que x #y). E fécil provar que a funglio d, assim definida, &€ uma métrica.

~ Por exemplo, ao se vetificar o axioma (M3) um dos casos é aquele em que

L B3

ey=z

x #y ey = z. Quando istc ocorre temos d (x, y) = 1, d(x, 2) =12 d(z,y) =0.
Logo, neste caso, d (x, y) = d(x, z) + d(z; y).
O espago assim obtido & is vezes chamado espago discreto.
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2. A reta usuol,  Considerando-se o conjunto R dos niimeros reais a fungfo
d:R X R—— R, dada por d(%, ¥) = Ix — yl, é uma métrica sobre R.
A verificagio de (M) ¢ (M;) ¢é imediata. Quanto a (M3) é também simples:

ix-yl=lx-2)+@C-yYI<lx-zl+lz-yl

Salvo observa¢io em contrdrio, ao nos referirmos 3 reta usual como espago métrico,
a métrica considerada ¢é a que definimos aqui (também chamada métrica usual
em R). '

3. O espago R". O conjunto IR" é formado por todas as n-uplas (seqiiéncias

finitas} (x,, X3z, - .., Xp), onde cada x; € R. Existem trés métricas importantes
sobre R™ ¢ que, de uma certa forma, $30 equivalentes.*
Sendo X = (Xy, ..., Xa) € ¥ = (¥1, - .., ¥n) pontos arbitririos do R”,

370 essas métricas definidas do seguinte modo:

D(x, Y) = vVxi—y1P +... + (% — yp)?
Di(x,y) = Ix; —ydd + ... +lxq — yal
Da(x, y) = max {Ix; — yul, ..., IXy — y,i}

A métrica D ¢ chamnada euclidiana e naturalmente se inspira na formula da distincia
entre dois pontos no espago nsual. As métricas Dy e Dy, apesar de nio parecerem
tio naturais, pelo menos num primeiro exame, do ponto de vista pritico sfo
visivelmente vantajosas. A verificacio de que realmente se trata de métricas sobre
o R" 36 apresenta dificuldades no caso da métrica D com relag@o ao axioma (M),
Para fazer a demonstragZo neste caso vamos estabelecer primeiro a desigualdade
de Cauchy-Schwarz no R cujo enunciado ¢ o seguinte:

Se Xy, -v-5 Xy & Y1, Y2, ..., Yo S350 nlimeros reais arbitririos, entiio

172

'ia I%v;l < ;.'l.‘ x;"') . (éﬁlyf)

1/2

Vejamos. A desigualdade 2rs < r? + s* ¢ verdadeira para quaisquer 1, s€ER
uma vez que (r — 5)° = r* — 215+ 5% 3 0. Assim, se fizermos p =+/x3+... +x2
eq=+yi+...+y}, ¢é verdadeira a relagio :

Ixl  tygl % ?
20—i|£(_l2+y_;.
P 9 p* q
para qualquer i{l < i < n). Somando em relagfio ao indice i teremos

2
—— Z gyl €1 +1
p g2l

* No parigrafo 5 veremos exatamente em que consiste essa equivaléncia.
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¢ portanto
Syl Sprq=vxi+. .+ -yt +y2

que ¢ a desigualdade de Cauchy-Schwarz,

Agora podemos provar a desigualdade triangular no que se refere a D.
Sejam X = (X(, ..y Xn), ¥ = (¥1» ..., Yn) € 2 =(24, + .., Z) pontos do R™.
Entlio: '

n
[ax, VP = iEl -y =Z(x — 5 +z—y) =

o — 20—+ 22 -2)@m - y) + I - y) <
< I - @ +21Z0 — #PF2ZGE - v + 2@ - wi) =
= W2 - 2P +VI@ -yl =[x 2 +a@ P

Donde: d(x, y) = d(x, z) + d(z, y).

Nota: As métricas D, D; e D, introduzidas acima no espago R®, guardam
entre si as seguintes relagdes:

Da(x, ¥} < D(x, y) € Di(x, y) < nDa(x, y)

para quaisquer x, y < R". De fato:

® Du(x, y) = Ix, — y;| para um certo 1 (1 < r < n). Daf

Da(x, ¥} = Ixy = yil = v/ (x; — y)* < D(x, ¥)

®* DX Y =vVEi-y)l2+. .. +F@x —yu) <
SV Ix -yl o+ I —yalP + 21y~ yal [xa - yal + ..+ 21Xy — yg 4l X0 — ¥yl =
=1xl-y1|+. ot Ixn‘-ynl =D1(x,y).

® Supondo Ix; ~ y | = miax {lx; —yyl, ..., |x; — y4l}, entdo

IXs —yval S Ixp — yils oo, 1xg — Yol € 1% — ¥4
¢ daf

Di(x, y) =txy —yil + ... + %y — yol € 0nlxe — vl = nDa(x, y)

4. Espagos Vewriais Normados Um espago vetorial sobre R é um conjunto
E sobre o qual estio definidas duas leis de composi¢io, uma intema

(v, )—— u + v (adi¢do)

¢ uma externa, de R X E em E, (2, u)— au (multiplicagdo por cscalares)

para a3 quais se verificam as seguintes condigBes:

* Nesta passagem usa-se & desigualdade de Cauchy-Schwarz.
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@Due+v+w=+v)+w Yuv,weE

({Ju+v=v+y YuveE

(iii) Existe 0 € E de modo que 0 + u =u, Vu EE

(iv) Para todo u €, existe (—u) € E de maneira que u + (—u) =0

qu seja, E € um grupo abeliano em relagdo & adigdo e, ainda

) (ef)u=a(fu), Yo, fER e VU EE

(v (e+Pu=au+pfu Yo, fERe VUEE
(vi) a(u+v)=autay, YeERe Vu, vEE
(viii) Tu=u, VuEE (¥

Os elementos de um espago vetorial s30 genericamente chamados de vetores.

Se definirmos sobre R" a adigdo e a multiplicagdo por escalares do seguinte
modo:

Para quaisquer x = (xy, ..., Xy) € ¥ = (¥1, ..., ¥n} de R™ ¢ para qualquer
x€ER
X+y=(x,+y, R o + yn)
ax = (aXg, ..., @xy)

obtemos o exemplo mais importante de espago vetorial sobre R. Neste espago
G =(0,0,...,0) ¢ o elemento neutro da adigso e, dado x = (x,, ..., X,) €
ER" entdo ~x =(—%q, ..., —Xp)-

Uma norma sobre um espago vetorial E sobre R ¢ uma fungfio que associa

a cada u € R um némero real nfo negativo, indicado por luk e chamado marms
de u, de maneira que:

(n;) Hu||=0_<———->u=0
(ny) loaull=lalbul, Ya€Re Yuc€E
(ny) lu+vig lul+ kvl Yu,vEE
Um espago vetorial normado real é vm espago vetorial sobre R dotado de
uma norma. Se E é um espago vetorial normado, entdo d: E X E—— R, defi-
nida por d (u, v) = lu — v} é uma métrica sobre E pois:
¢ d(u,V=le—vl=0c—=u—-v=0c—u=v
¢ d(u,=lv-vi=I-DF-wi=Il-1llv—ul=lv—ul=d(v,u)

ediu,=lu-vi=lu—w+w-vi<h —wl+ lw— vl=

=d(u, w) + d(w, v)

A métrica d assim obtida chama-se métrica induzide pela norma dada sobre E.

* A definicio de espago vetorial sobte € ou sobre um corpo K qualquer £ andloga.
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Um exemplo importants de espago vetorial normado é o R" juntamente
com a norma dadz por

X= (X, v X)) —> Ixl =v/x}+ ...+ 22

Deixamos como exercicio a verificagio de que de fato (n,), (na) € (n3) sfio vilidas
neste exemplo, sugerindo entretanto o uso da desiguaidade de Cauchy-Schwarz
na demonstragiio de {(ns3).

5. Espacos com Produtos Intérnos. Se E é um espago vetorial sobre R,
um produto intemo em E é uma aplicagio que associa a cada (u, v) EE X E
um nimero real, indicado {u, v} ¢ chamado “u escalar v"’, de modo que
(p1) (ou,v¥=alu,v), YaEReVu, vEE
(p2) (w,v)={v,u), ¥u, vEE
(pa) Cuy+uy, v = (uy, v) +{u,, v) ¥u;, 0, vEE
(pa) {(u, u)> 0 sempre que u # 0.
Um espaco E, dotado de um produto interno (u, v)—— (u, v}, chama-se
espago vetorigl com produto interno,

Se E ¢ um espago vetorial com produto interno, entfo, dades a, §, 7,
SEReuy, v, 1y, v, €EE

{ou + Bv, yu; + év ) = {au, yu; + Svy} +

+ {8y, yuy + 8vy) = alu, yu; + 8vy) +

+ (v, yuy + v = a{yu; + bv,,u) +

+ Blyuy + Svy, v) = ay(u,uy) + ad{u, vy) +

+ By{v,uy) + B8 {v, v}

Num espago vetorial com produto interno define-se a norma de um vetor

v € E do seguinte modo: Hul = +/{u, u) A fungfo assim obtida obviamente
satisfaz (n,) e (ny). Quanto a (n,) sua demonstragio depende da desigualdade
de Cauchy-Schwarz num espago com produto interno cujo enunciado € o seguinte:
I{u, v < kullllyk ¥ u, v € E. A demonstra¢fo desta desigualdade no caso em
que u = 0 ou v = (¢ é imediata. Se ambos estes vetores sdo niio nulos, entdo,
para qualquer o € R

0 hu+av?={(u+av,u+av)= lulP +2{uv}+ IvPa?

Assim temos um trindmio de segundo grau em o cujo valor é sempre ndo negativo,
© que equivale a que

A=4u v -4IlulPlyF <O
M .
{u, v* € JulBIv¥
e, entio, iu, v)l < Julivi
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Agora estamos em condigBes de provar (ng). Dados u, v € E, temos:

lu+vP={u+v,u+vy={u ud+2¢,v)+ (v, v)=
= [l + 2¢u, v} + v < §ul2 + 2w, vl + v <
< Fol® + 2 (ulllivi + v = (Qul + vI)?

Donde: lu + vl < [ull + lvl.

) Assim acabamos de verificar que todo espago vetotial com produte interno
é um espago vetorial normado (a reciproca deste fate ndo vale) e, portanto, £
também um espago métrico. B s6 definir, como j& vimos

d(u, v) = lu — vl
para quaisquet u, v € E, _
6. Espaco de fungbes reais limitadss. Dado um conjunto X # § uma
fungdo f: X —— R se diz kimitada se existe k € R de maneira que If () <k,
para qualquer x € X, Indiquemos por §(X; R) o conjunto das fungdes limitadas

de X em R. Para quaisquer f, g € B(X;R) ¢ qualquer « € R, s¢ definirmos
f+ g af e Ift do seguinte modo:

F+e))=fx)+gx), VxEX
@f)x) = af(x), ¥x X
Il = sup {If (x):x € X}

o conjunto $(X;R) se torna um espaco vetorial normado. Dos detathes envolvidos
nessa afirmag%o sb verificaremos aqueles que dizem respeito 3 norma.

Notemos de inicio que Ifl est4 bem definida visto que sup {If (x):x € X}
existe pelo fato de que f ¢ limitada, Além disso lfl € R,, para qualquer
f € 8(X; R), 0 que é obvio,

o il =0 <
EX <=——— (=D,

> If(x) =0, VxeX <« > f(x) =0, ¥x €

# Fica como exercicio a vetificagTo de (ng).
¢ Dadas f, g € B(X; R), entio, para qualquer x € X:

£(x) + g < IECH + g0l € sup {If () :x € X +
+ sup {lg (x)| :x € X}

Como esta Gltima soma é constante, ¢ ela um limite superior do conjunto
{It(x) + g)l:x € X}
e entdo
sup {€(x) + g(x):x € X} < sup (£ (x)l:x € X} + sup {lg{x)|:x € X}
ou Seja
if + gh < BEE + Ngl
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Logo B(X; R) é um espago métrico. A métrica induzida pela norms em
questfo ¢ dada por

d(f, g = sup{If(x) — g(x)l:x € X}

para quaisquer f, g € 8(X; R).
A distancia entre duas fungdes, segundo essa métrica, pode ser visualizada
na figura a seguir.

g dif,e)

X

7. Espago de funcoes reais continuas definidas num intervalo fechado. Para
um intervalo fechado [a, b} € R indiquemos por #{a, b] o conjunto das fungDes

reais contfnuas definidas em [a, bl. Com relagdo i adi¢do de fungGes ¢ 3 multipli-
cagio de uma fungfo por um escalar {ndmero real), definidas naturalmente corno

como no exemplo anteror, & [a, b) é um espago vetorial sobre R. E a fungo

b
fr— 10 = J \f ()l dx

a

¢ uma norma sobre esse espago uma vez que I € R,, para qualquer £ € #[a, ble

o Ifll = 0 <= (X} = 0, ¥ x € [a, b] {pois If (x)| define uma
fungso continua) <—=—> f(x) =0, ¥x €[a, bl <=—=> =0

b b
. IIafl-—-J !(af)(x)ldx=|alJ. I£ ()l dx = lad U£

a

b rb
|f(x)+g(x)|dmj 16l dx +

a

o If+gl= 'fb IF + g)(x)l dx = I

a a

b
+j lg(x)ldx = M0+ lgt
a .
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Assim #[a, b) é um espaco métrico sendo sua métrica definida da seguinte
maneira:

b
d(f, g) = j If(x) — g ()l dx

para quaisquer f, g € ¥la, bl.
A distancia entre duas funcBes f, g € ¥ [a, b} estd ilustrada na figura abaixo:
€ a drea da figura compreendida entre o grifico de f e o de g,

|

| : b

8. Um subespago de B(la, »]; R). i vimos (Exemplo 7) que o conjunto
B (la. b]; R) das fungBes f: [a, b] —— R limitados é um espaco vetorial normado
e, portanto, um espago métrico.

Como porém € [a, b] (conjunto das fun¢Bes réais continuas definidas no
intervalo [a, b)) é um subconjunto de 8 ([a, b]; R) visto que toda fungiio continua
8 la, Bj—— R ¢ limitada, entdo #[a, b] também & um espago métrico em
relagdo & métrica definida por

d(f, g) = sup lIf (x) — g(x):x € [a, b]}
para quaisquer f, g € ¥{a, b].

3. Produtos de Espagos Métricos

Sejam (My, dy). ..., (My, d,) espagos métricos arbitririos. Veremos agora
que é possivel fornar o conjunto M = M; X ... X M, em espa¢o métrico, através
de métricas estreitamente ligadas is métricas dy, dy, . . ., d,.

Sendo X = (X5, ..., Xp} ¢ ¥ = (¥1, --., ¥p) pontos genéricos de M =
=M, X .,. X My definamos as fun¢ges D, D; e D;: M ——— R, do seguinte modo:

D(x ¥) = vV ailxy, y.? + ...+ dy(Xa, yo)?

Dl(x‘ y) = dl(xh Yl) +...+ dn(xnv )‘n)
DZ(xs Y) max {dl(xh Yl] ) dn (Xn, Yn)}

As fungBes assim definidas sfo métricas sobre M embora a demonstragio
dos detalhes que caracterizam esse fato seja aqoi omitida.

Notemos que guando M; =Mz = ... =My =Re hi=...=dy=d=
= métrica usual, entdo D, D, e D, coincidem respectivamente com as métricas
D, D, e D; introduzidas no R" {Exemplo 3 — item anterior).

Par outro lado, as seguintes relagBes se verificam

D:(x, y) € D(x, y) € Dy(x, y) < nD:(x, y)

§3— DISTANCIA ENTRE PONTO E CONJUNTO —
DISTANCIA ENTRE CONJUNTOS —
DIAMETRO

Lembramos o seguinte fato tirado da geometria elementar: 2 distincia de
um ponto p a um plano a é a medida do segmento pq (ver figura abaixe) contido na
perpendicuiar a & pelo ponto p.

N7

Esta defini¢do de distincia é normalmente precedida pelo seguinte teorema:
“0 segmento de perpendicular a um certo plano, por um ponto dado, tem medida
menor {ou é menor) que qualquer segmento de obliqua a esse plano, pelo ponto
dado™. Esta defini¢do estd englobada num contexto mais amplo que veremos a
seguir.

Definiciio 2: Seja (M, d) um espago métrico. DadospEMe A CM (A # ),
chama-se disténcie de p ao conjunto A, e indica-se por d(p, A), o scguinte
néimero real nio negativo:

d(p, A) = inf{d (p, x)Ix € A}
Notemos que a existéncia de d (p, A) estd assegurada pelo fato de que ©
conjunto dos d (p, X), com x € A, ¢ limitado inferiormente pelo zero.
Exemplo: Consideremos sobre R a méirica wsual. Se p = 0 ¢ A =

11 «
,5,-3-',...},enta0d(p,A)=0

={l
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i
T

1 1

)= 3
o=

0
2 1
De fato, dado € > 0, sempre existe n € N* de maneira que d (0, ﬁ—) =

1 1

1 . . .
|ﬁ —0’ =5 <& Logo d(0, A)“—=1nf{d(0,?) =%,1'EN*} = 0, isto
£ 40, A =0
Nota: O exemplo acima ilustra que € possivel se ter d(p, A)=0ep € A.

Mas ¢ claro, por outro lado, que se p € A, enifo d (p, A) = 0 pelo fato de que
o nimero O neste caso pertence ao conjunto dos d(p, x), x € A.

Proposiclio 2: Seja (M, d) um espago métrico. Se A C M(A#:G)e p.qEM,
entdo |d (p, A}y —d(q, A}l <d(p, q).
Demonstracdo: Tomemos win ponto x € A, Temos entfo: d(p, A)<d(p, x) =
<d{p, 9 +d(g, x). Dai d (p, A) — d(p, @} < d (q, x). Ora, como esta desigual-

dade vale para todo x € A, entdo a constante d (p, A) — d(p, q) € um limite
inferior do conjunto dos elementos do tipo d (g, X), com x € A. Donde

d(p, A) —d(p, 9 <dfq, A)
Como esta desigualdade vale analogamente permutando-se p ¢ g, entdo
ld(p, A) - d(q, A) < d(p, @} ®

Definicao 3: Seja (M, d) um espago métrico, Dados dois subconjuntos A
¢ B do conjunto M, ambos n3o vazios, chama-se distincia de A a B, e indica-se
por d (A, B), o niimero real ndo negativo definido da seguinte maneira:

d(A, B) =inf{d(x, y)iIx € Aey € B}

O fato de que o conjunto das distincias d(x, ¥}, comx EA ey €B, ¢
limitado inferiormente pelo mdmero O garante a existéncia de d (A, B) pam
quaisquer subconjuntos nfio vazios A, B € M.

Exemplo: Consideremos o R? dotado da métrica usual (euclidiana) e
mostremos que a distincia entre A = {(x, y) E R?ly =0} e B={(x,y) €
€ R%ixy = 1} & zero,
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Para tanto € suficiente provar que, dado € > 0, existe p € A e existe q € B de
maneira que d(p, @) < €. Ora, dado € > 0, existe um nimero natural n > Q de

modo que % < €. Dai, tomando p = (n, 0) e q = (n,%), teremos

160.9 = Jlo- o+ (o0-3f -1

“Nota: E claro que se A N B # @, entdo d (A, B) = O pois, neste caso, se
t €A NB, entdo d(i, t) = 0 é o minimo do conjunto dos d (x, y), com x EA
e ¥ € B. Mas pode-se ter d (A, B) = 0 com A N B = @ como ocorreu no exemplo
acima.

Definicio 4: Secja A um subconjunto ndo vazio de um espago métrico M.
Suponhamos que exista k € R de maneira que d(x, y) < k, para quaisquer
X, ¥ € A. Nestas condi¢Bes dizemos que A é um conjunto limitado ¢ o supremo
do conjunto {d (X, ¥)Ix, ¥ € A} chama-se didmetro do conjunto A e é denotado
por d{A). \Assirn:

d(A) = sup{d(x, y)Ix, y € A}
Se o conjunto A ndo ¢ limitado, por defini¢io temos que d(A) = ee.
Exemplo: Consideremos o R? dotado da métrica euclidiana (usual) ¢
verifiquemos que o didmetro de A = {(x, y) € R¥x? + y? < 1} é igual a 2.

Indiquemos por p = (0, 0} a origem ¢ tomemos dois pontos arbitrdrios
1, q € A, Entio

diq, 0 < d(g p)+d(p.n) <1 +1=2

0 que garante que o nimero 2 ¢ umn limite superior do conjunto {d (g, 1)l g, rE AL

Mostremos que 2 é o menor desses limites superiores. Seja € um limite superior
o

¢ suponhamos que E:. 2. Tomemos u:’:n nGmero natural n tal que m(n.

Nessas condicbes (m, 0) £ (— ¥ 0) sio pontos de A cuja distincia

é
(n + n)3+02= 2n
n+1 n+1 n+1

Como porém 2—_%—2 <n,entfo £ <2n ~Lnedaif < 12%1 , U seja, existem dois

pontos de A cuja distincia é maior que £. Absurdo, j4 que € € um limite superior
do conjunto dessas distancias. Portanto 2 < &, para todo limite superior £ desse
conjunto e eatdo d (A)y=2.
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§ 4 — BOLAS ABERTAS

1. Definigio de Bola Aberta

O conceito de bola aberta a ser introduzido a seguir desempenha um papei
fundamental na teoriz dos espagos métricos. Apenas para uma tomada de posicio
« inicial do leitor adiantamos que esse papel é 0 mesmo dos intervalos do tipo
Ip — €, p + [ no estudo da andlise na reta. Em suma, elas tém uma atuagio
equivalente & dos “¢” ¢ dos “6” do cdlculo ou da andlise real.

Definiggo 5: Seja p um ponto de um espago métrico (M, d). Sendo £ >0
um nfmero real, a boly de centro p e mio €, que indicaremos por B(p, €), €
o seguinte subconjunto de M: '

B(p, £} = {x € Mld(x, p) < &}
Exempios:
1. Bolas num espagco cuja métrica ¢ a “zero-um”, Seja (M, d) um espago
discreto ¢ consideremos p € M. Hd 2 casos a considerar:
® 0 <¢ < 1. Neste caso B (p, €) = {x € Mld (x, p) <&} = {p} porque o
inico ponto cuja distdncia a p é menor que 1 é o proprio p.
¢ 1 < &£, Quando isto acontece, B{p, €} = {x EMId(x, p) < el =M,

porque todos os pontos de M estdo a uma distincia de p igual a zero ou igual 2 -

um, € portanto, menor que €,

2. Bolas na reta usual Na reta real a bola de centro p€E R e maio € € o
conjunto B(p, €) = {x ERIlx -~ pl <} ={x ERIp — e <x <p+Eel=
=lp-eptel

p—t P+E

3. Bolas no espago R*. Lembremos que no espaga R* foram jé definidas
trés métricas, a saber: para quaisquer x = (X4, X3) ¢ y = (¥y, y2) de IR?
D(x, ¥) =/ (%1 = ¥1)? + (%3 — y2)?
Di(x ¥) = 1% — y: + Ixz — yal
Dafx, ¥) = mix {1x; — y1; x5 — yal}

Sendo p = (a, b) um ponto fixo do R? uma bola de centro p e raio
e > 0, segundo a métrica D, & o conjunto

B(p, &) = {(X, V) ER* (X — 2)* + (Y - b)* <€)

50

cujo gréfico é um disco aberto, conforme figura a seguir.

Quando a métrica for IDl, uma bola de centro p e raio € > 0 é o conjunto
Bip, &) = {(X, Y) € R}IIX — al +1Y ~ bl < e}
Ora, o grafico da rela¢fo dada por
IX —al +1Y¥ —-bl<e

é um quadrado aberto (sem 0s lados) de diagonais paralelas aos eixos coorde-
nados e de medida igual a 2 €, com centro em p = {3, b).

Por iltimo, quando se tratar da métrica D2, temos
B(p, &) = {(X, ¥) € R¥Imax {IX — 2}, 1Y — bi} < €}
e o grifico da relagdo
max {(1X — al, |lY - bi} <«
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que representa no plano a bola B{p, €) é o interior de um quadrado de centro

P 2= (a, b), cujos lados sdo paralelos aos cixos coordenados e t8m medida igual
aze,

ou seja, B(pe)=la—¢,a+ec[X]b—¢ b+ el

. 4. Bolas no espago das fungdes €'la, b) com a métrica do supremo. Ji
vimos que a fungdo dada por

d(f, g} = sup {If(x) — g(x)l:x € {a, b]}

para :]uaisquer f,_g € & [a, b], é uma métrica sobre este conjunto. Veremos agora
que ¢ possivel visualizar uma bola aberta desse espago através dos grificos das
fungBes que a ela pertencem. Uma bala B (h, ) é formada pelas funcBes cujos

grificos se situam na regido do plano em que a € X < b, estritamente entre os
grificos de h + € e h — ¢, conforme figura abaixo.

De fato, se £ € B(h, ¢), entdo sup {If(x) - h(x)l:x € [a, b}
] 3 . Ly <E @
dai If (x) — h(x)| <&, ¥ x € [a, b], 0 que mostra que f tem seu grifico na regido

citada. Por outro lado, se f € ¥ [a, b] é uma fun¢do cujo grafico estd localizado
nessa regido, temos
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If(x) — h()I <e
para todo x € [a, b, e da continuidade das fungSes consideradas decorre que
sup (I£(x) — h(®)|:x € [a, b} <€

o que prova que { € B(h, €).

5. Bolas abertas num subespago. Scja (M, d) um espago métrico. Conside-
remos um subespago N C M. Dado entdo p € N, o que & uma bola de centro p
e raio € > 0, em relagdo a N? Por definigao é o conjunto B ={x €Nld(x, p} <&}
Portanto B = B(p, €) N N.

Por exemplo, se M = R (métrica usual) e se N = [2, 5], entdo a bola de
centro 2 e raio ¢ = 1, em relagio a N, é o intervalo [2, 31.

2 3

Definicio 6: Dado um-eSpan;o métrico (M, d), um ponto p € M se diz
ponto isolado de M s existe & > 0 de maneira que B (p, e) = {p}.
. Exemplos:

1. Seja (M, d) um espaco cuja niétrica é a “zero-um”. Entdo tode ponto
p € M ¢ isolado porque, tomando & € R de maneira que 0 < € < 1, entdo
B(p, £) = {p} conforme jé vimos antes.

2. Pode ocorrer de todos os pontos de um espago métrico serem isolados
sem gque 2 métrica seja a “zereum”. De fato, se em N = {0, 1, ...}conside-
rarmos a métrica induzida pela usual de R (ou seja considerarmos N subespago
de R), para qualquer p € N vamos ter

B(p, €) = {x ENllx - pl < €}
e portanto, se 0 < e <1
B(p, ) = {p}

3. Num espago normado E # {0} nio existem pontos isolados. Mostremos
primeiro que o vetor.nulo O ndo é isolado. Seja € > 0 arbitrdrio. Dado u € E,
u # 0, tomemos 5 € R de maneira que 0 < & < € e construamos O vetor

=
ful

Como

8 _
d(v,0) = lv -0l = Ivl= ol lhul=8 <¢

entio v € B(D, €) ¢ sendo v # O fica provado que 0 nio é ponto isolado.
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Agora, se tormarmos um ponto w % 0 ¢ uma bola qualquer B (w, ¢), cons-
truindo o ponto w + ﬁ—n u, onde § ¢ u sdo tomados como no exemplo anterior,
entdo esse ponto € distinto de w ¢ pertence 4 bola B (w, £), posto que

d(w + o

&
i = frapo] -5 <e

2. Bolas Abertas ¢ Produto Cartesiano de Espagos Métricos

Tivemos ocasido de ver no item anterior, quando tratamos de descrever as
bolas abertas no espago R?, em relagfo ¥ trés métricas consideradas sobre este
conjunto, que quando a métrica usada é D,, definida por

D;(x, y) = mix {le -y, Ixp — Y:'}
para quaisquer X = (Xy, Xg) e y = (yy, y2) de R?, se p = (a, b), entdo
Blp.e)=la—g,a+el[XIb-¢b+¢gl

Quer dizer, B(p, €) é o produto cartesiano das bolas de centro a e raio e de
centro b e raio €, ambas em R com a métrica usual. Em sfmbolos:

B(P’ E) = B(as E:) X B(b, E)
Este resultado é bem mais geral, conforme mostraremos a seguir.

Proposicio 3: Sejam (M,, dy), ..., (M, d,) espagos métricos ¢ conside-
remos sobre M=M, X ... XM, 2 métrica D, definida por

Dg(x, Y) = méx{dj(xl; 3’1): ey dn(xllr YB)}

péra quaisquer x = (Xy, ..., Xp) €Y = (¥, -.., yp) de M. Nessas condipBes,
vale entdo a seguinte igualdade, para todo 2 = (a,, .. ., an) EM:

B{a, ) = B(a;, €) X ... X B(ap, €)*
Demonstragdo: Seja p = (py, .. ., pg) um ponto arbitririo de M. Entfio:
pEB(a g) < > max {dy(py, 23), ..., dy(Pp, 3)} € € <——>
‘ —> dipp W) <el(i=12 ..., n) <>
<= p EB@L,e)i=1,2 ..., n) <
<——> p EIB(al, £) X ... X B(ay, €} »

=

* ODbviamente nesta igualdade B (a, £) ¢ uma bola segundo a métrica d enguanto que cada
B (aj, €) é uma bola segundo d;. '
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3. Propricdades Bisicas das Bolas Abertas

As propriedades a seguir referem-se a bolas genéricas B (p, €} de um espago
métrico arbitririo (M, d).

(P,) Dadas B(p, €) e B(p, &), se £ < §, entfio B(p, ) C B{p, ).

Justificacio: Se x € B (p, £), entio d(x, p) < €. Como € < &, concluimos que
d(x, p) <4 e portanto que x €B(p, &).

(P,) Dado q € B (p, €), entdio existe § > 0 de maneira que
B(q, ) C B{p, €)
Justificacdo: Tomemos & = € — d (p, q), conforme indica a intui¢do, ¢ mostremos

"que efetivamente B (g, 8) C B(p, £). Seja x € B(q, 3).

A desigualdade triangular nos garante que
d(x, p) € d(x, @ + d{q, p)
Como d(x, g) < § =€ — d{p, q), entiio
dix,p)<e-d{p,@ +d(p, ¢ =¢
o gue garante que x € B(p, €).

(Pa) Sejarn B(p, €) ¢ B (g, 8) bolas ndo disjuntas. Se t EB (p, €) NB(gq, 3),
entdo existe A > 0 tal que

B(t, A) C B(p, £) N B{q, 8)
Justificagdo: Devido a (P,) existem Xy, A2 € R} de modo que
B(t, A;) € B(p, €) e B(t, A2) C B(q, &)

Se X = min {&;, A2}, entdio B(1, A) estd contida tanto em B(t, A,) como em
B(t, A;) e portanto

B(t, \) C B(p, ) N B(q, ).
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(Py) Sejam p e q dois pontos, distintos entre si, de um espago M. Se

= 1 E E =
d{p, @} = ¢, entdo B(p, 2)0 B(q. 2) 0.
£
Justificacdo: Suponhamos que exista x € B(p, %) ) B(-q, _2')' Entdo x €

£ .
€EB (p, %) eXxCh (q,%) ¢ portanto d (x, p) <% ed(x’ ) <5' Donde, consi-
derando a desigualdade triangular:

£
¢=d(pP<dp ) +dx @ <5+2°

o que ¢ absurdo.
(Ps) Dadas as bolas B{p, €) e B(q, 8).sec + 8§ < 4 (b, @), entdo

B(p,c) N B(q, ) = ¢
Justificacdo:

Suponhamos o contrdrio, ou seja, que existe um ponto x € B(p, ) N
M B(q, 8). Entio d(x, p) <e e d(x, @) < & e portanto

d(p, @ < d(p, x) +d(x, @ <c +5 < I D
o que ¢ impossivel.

(P¢) O diimetro de uma bola B(p, €) é menor qu? ou
d(B{p, c)) = 2¢€.

Justificacdo: Sejam x e y pontos arbitrarios de B (p, €). g/tao
d(x, ) <d(x, p)+d(py) <e+e 2¢.
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igual a 2 €, isto €,

Donde: sup {d (x, y)Ix, y € B (p, £}} < 2¢, ou seja, d (B{p, €)) = 2¢.

Notas:

1. A desiguaidade d (B{p, £)) < 2e pode efetivamente acontecer. De fato
consideremos sobre M # @ a métrica zero-um. Dado ent@o um ponto p EM e
tomando um nimero real € tal que 0 < € < 1, j4 sabemos que

B(ps €} = {P}

cujo diimetro é zero e, portanto, diferente de 2 €.

2. Num espago vetorial normado E # {0} o didmetro de uma bola B (p, €)
¢ exatamente 2¢. Para provar tal afirmacfo suponhamos que d (B (p, £)) =4§ <
< 2¢ e tomemos A € R de maneira que § < A < 2 €. Se u é um vetor niio nulo
de E, entdo

v=p+ u e w=7p

2 flul "2l

pertencem a B(p, €) porque d{(v, p) = ly — pl = !W)\uﬂ uI l( £ e ana-
logamente

R
2

d(W, P) = <e

Mas d(v, w) = ﬂ || A > § e, portanto,v ¢ w sdo pontos de B{(p, €)

cuja distincia € maior qire o difimetro desta bola. Este absurdo garante entdo que
d{B(p, €)) =2e.

§ 5 — METRICAS E NORMAS EQUIVALENTES

1. Métricas Equivalentes

Neste item consideraremos duas métricas d e d', nfio necessariamente iguais,
sobre um mesmo conjunto M. Nessas condigBes, a fim de evitar confusbes, indi-
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caremos por By (p, €) uma bola de centro p ¢ raio €, segundo a métrica d e,
obviamente, por By (p, ) a bola de centro p e raio € quando se tratar da métrica d.

Definicio 7: Sejam d e d° métricas sobre 0 mesmo conjunto M. Diz-se que
d ¢ d' sdo métricas equivalentes se, para cada p € M, qualquer que seja a bola
B (p, €), existe A > O de maneira que By (p, X) C By (p, £) e, vice-versa, dada
uma bola qualquer By (d, £} existe X > 0 de forma que Bq(p, A) C By (p. ).
Se d e d' sio métricas equivalentes, indicaremos este fato por d ~ d'.

Exemplo: E bastante intuitivo que as métricas D e D,, por exemplo, do
espago R?, definidas por

D(x, ) = V(xi — 91 + (xa — y2)
e Dafx, y) = max {1x;, — v;}, Ix2 — yal}

para quaisquer X = (X, X2) ¢ ¥ = (v, y2) de R® so equivalentes visto que todo
disco aberto do plano contém wm quadrado aberto, de mesmo centro, com 0§
lados paralelos aos eixos e que todo quadrado nestas condigdes contém um disco
aberto de mesmo centro, conforme pode ser visualizado na figura abaixo.
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-
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e
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————————
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-

s
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Nota: Da definigfo ¢ da propriedade P, sobre bolas abertas resulta que
se d e d' sdo métricas equivalentes sobre M entdo toda bola By (p, €) é uma reunifio
de bolas By (p;, £j) ¢ vice-versa. De fato, dado q € By (p, €) existe § > 0 tal
que By(q, §) C By(p. €). Como d' ~ d, entdo existe A > O de maneira que
By (q, M) C Bg(q, 8) e entdo By {q, A) C By(p, ). Isto prova que By(p, €)
¢ unido de bolas segundo d'. Analogamente se conclui o contrério.

Proposicio 4: Sejam d e d' métricas sobre um conjunto M. Se existem
nimeros reais 1, s > O tais que

rd(x ¥) < d (x, y) < sd{x, y)
para quaisquer x, y € M, entdo d ~ d'.
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Demonstragdo: Seja p um pomio de M e consideremos a bola By (p, €). Mostremos
que

By (p, re) € Ba(p, €)

De fato, dado x € By (p, re), entdo d'(x, p) <1ce come rd(x, P) <d'(x, p),
obtemos que rd(x, p) <re. Donde d(x, p) < € ¢ entfio x € By (p, ).

Consideremos agora a bola By (p, s) € provemos que By (p, —)C By (p, €).
Dado x € By (p, ) entde d(x, p) <-—e dai s * d(x, p) < e Porém &' (x, p) <
< 3d{x, p) e portanto d'(x, p) < £ 0 que garante que X € By (p,€). ®

“Exemplo: As métricas D, D; ¢ Dy do R” definidas respectivamente por
D ¥) =V (% — yaP + ... + (xp — yo 7
Dix,y) = Ixy =yl + ... + {xg — yul
Dy(x, y) = max {Ix; = yib, ..., Ixq — ypl}

para quaisquer X = (Xy,’..., Xp) ¢ ¥ = (¥1, ..., ¥n) em R" sio equivalentes
pois como jé vimos valem as relagdes

Dy(x, ¥) € D(x, ¥) € D1(x, ¥} & uD;{x, y) < nD(x, y)

para x ¢ y quaisquer em R".
Nota: Nic vale a reciproca da proposicio 4. Ver Exercicios 29 e 30,

2. Normas Equivalentes

Teremos ocasifo agora de considerar duas normas, nfp necesssriamente
iguais, sobre um mesmo espago vetorial E. Para diferencid-las usaremos a notagio
b |l pars uma delas e | l'pamauutra.Asmémmmdmdassomeporessas
normas serfio indicadas respectivamente por d e d',

Definicio 8: Duas normas sobre 0 mesmo espaco vetorial E dizem-se
equivalentes se, ¢ somente se, as métricas induzidas por essas normas sobre E sfo
equivalentes.

Sell Tet I sioas normas consideradas e d e d' as fétricas induzidas,

respectivamente, por essas normas, entfio a equivaléncia definida significa o
seguinte: dada uma bola Ba{p, €), com p € E, existe uma bola By (p, A) de
modo que

By(p, M € Bylp, ©)
¢ vice-versa.

Proposicio S: Duas normas | Ne I I sobre o mesmo espaco vetorial E
sio equivalentes se, ¢ somente se, existem 1, 8 € R} de maneira que

ol <€ lulf <shul
para qualquer u € E.



Demonstracdo: (<===) Dados u, v € E, por hipdtese temos
rhu — vl llu— vl <slu — v
ou seja
rd(u, v) d'(u, v) <sd(u, v)

para quaisquer u, v € E. A proposigio 4 nos garante entdo que d ~ d' o que,
por sua vez significa que as normas dadas, por definigfo, s@o equivalentes.

(====) Por hipotese as normas dadas sio equwalentes Logo, dada 2 bola
B4 (0, 1) existe uma bola By {0, \) de modo que

Bg (0, ) C B4(0, 1)

Tomando um nimero real + tal que 0 <1 < A, o vetor ﬁl—f, para todo # € E,
u # 0, pertence & bola By (0, A) visto que

rw P ol

ou seja
tluf < Julf

Por outro lado, dada a bola By (0, 1), existe A > 0 tal que Bg(0, A) C
C By'(0, 1). Tomemos um nimerc real s que verifique as desigualdades 0 <

<% < A Entio, para todo u € E, u # 0, o vetor Eﬁﬁ pertence a Byq (0, A)
' posto que

bl == s <
Logo também pertence a By (0, 1), o que acarreta
ﬂslluuﬂu <1
DU $eja,
lul’ < stul
Assim temos

rlud < hut <sful

para todo vetor u #* 0. Se considerarmos também o vetor nulo de E teremos entio
exatamente a tese: existem r, s € RY de maneira que

rilull < dul' < stul
para qualquer : € E. &
Exemplo: Mostraremos agora que as normas dadas por
1€l = sep {If(x)]:x € [0, {]}

1
e Iy = j' Fldx
]

definida sobre o conjunto €10, 1] das fungbes comtinuas reais definidas no

intervalo [0, 1] nfo sZo equivalentes. Para tanto consideremos a bola By (0; %) e
mostremes que para qualquer namero real A > O:

By (0 1) ¢ Ba (0, %)

De fato, comsideremos um niimero real a, estritamente positivo, de maneira que
a < 2X e a < 1. Nessas condi¢Bes a fungio f:[0, 11— R definida por

f(x) = ——x+l puaa 0 S X S a

€ fGy=10 Jaraa<x <}
é tal que f € #{0, 1],

Mostremos que f € Bg (0, A). Isto podc ser feito diretamente através do
grifico abaixo, lembrando que d'(f, 0) = Ifl = j 1£(x)| dx é a drea da figura

compreendida entre o grifico de f ¢ o eixo —x, da reta x =0dretax=1
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Ora, esta drea é dada pela do tringule destacado da figura anterior e, portanto,

& igual a% que ¢ menor que A. Donde &' (£, 0) = % < A e, portanto, £ € By (0, 1),
Por outro lado é imediato notar que { & By (0; %) visto que

d(f,0) = Ifl = sup {lf (x):x €10,1]} = 1

§ 6 — SEQUENCIAS EM ESPACOS METRICOS

1. Seqiiéncias — Limite de uma Seqiiéncia

Seja (M, d) um espago méirico. Toda aplicagio n —— Xp, de N*emM,
¢ chamada seqiiéncia de elementos de M e a notagiio para s¢ indicar uma tal
seqliéncia é (Xq, X2, + . . , X, - - - } OV, resumidamente, (Xp).

Devemos distinguir o conjunte dos termos de uma seqiéncia da seqiiéncia
propriamente dita. Dada a sequéncia (x,), cada imagem x, € chamada fermo da
seqliéncia. Assim o conjunto dos termos dessa seqiéncia é {xpln € N¥} =
= {X;, Xa, ... } € a conceitva¢do aqui envolvida ¢ bem diferente da de seqiiéncia.
Por exemplo, (1,1, 2,1, 1,2,1, 1,2, ...) é uma seqiiéncia de elementos de
R cujo conjunto dos termos é {1, 2}.

Dada uma seqiiéncia (x,) em M, se {1y, 12, ...} CN¥er, <pp <...,
entdo a aplicagdo dada por 1; —— Xy, ¢ indicada por (x;,, Xp,, . . . } € recebe o
nome de subsegiiéncia de (x,). Por exemplo, considerando a seqiiéncia (1, 2, 3,
1, 2, 3, ...) de elementos de R, entdo (1, 1, 1, ...) € uma subseqiéncia da
seqiéncia dada pois, como ¢ Gbvio, temos

(1, 1, l,...)=(x1, x4.x-,,...)
desde que fagamos
(1,2, 3,],2,3,...)=(){1,X2,...).

A partir desse exemplo fica ficil, inclusive, chegar 2 conclusZo de que toda subse-
qiiéncia pode ser também encarada como uma seqiéncia como realmente o é.

Definigdo 9: Seja (M, d) um espago métrico. Dizemos que um ponto p €M
é limite de uma seqiiéncia (x,)} de pontos de M se, para toda bola B (p, £), existe
um indice r € N* tal que

na=r——>x; €EB(p,€)

Para indicar que p ¢ limite de seqdéncia (x,) usa-se a notago limxy = p
ou, ainda, x, — p. Dizemos, para exprimir este fato, que (x,) é uma segtiéncia
convergente ou que (x) converge para p.
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Proposi¢io 6: Uma seqiiéncia (xg) de elementos de M converge para p €M
s¢, ¢ somente se, para qualquer € > O, existe um fndice r de maneira que

n2r——>d{x;, p) < ¢
Demonstragdo: E evidente pois: X, € B(p, £) <——=> d(x,, p) <. ®

Nota: E claro, em vista da definigfo, que se (x;, X, . .. ) converge para p,
entdo, para qualquer indice 1, a subseqiiéncia (X;, X[y, ...) também converge
para p.

Exemplos e Contra-exemplos:

) 1. Seja num espago métrico M uma seqiiéncia estaciondria, isto §, uma
seqiiéncia (x,) de pontos de M tal que x, = p, a partir de um certo indice. Assim:

(®n) = (X1, ..., Xy, P, p, ....). Tais seqiiéncias sSio convergentes para o termo
que se repete, ou seja, (X1, ..., X, Po Py -..)—> p; UMa VeZ QUE X;,y =
= Xysq = ... = p, entdo, para todo € > 0,

021+ l=— d(xXpp) =d(p,p) =0 < &

Em particular as segiiéncias constantes (p, p, ...) CONVErgem para essa
constante p.

2. Consideremos R dotado de métrica usual. A seqiiéncia (x,, x», el
onde
v =D
" a4l

converge parz o ponto 1. De fato, dado € > 0, tomemos r €IN* de maneira que

1
r+l<€' Entfio, para todo n 2 1, temos
d N =! L —_ |=| _—-1 ‘= 1 l
(x'? 1 n+1 1 n+1 11+1a§r+1<E

0 que vem garantir nossa afirmagio.

3. Consideremos o conjunto @[0, 1} das funcBes contfnuas reais definidas
no intervalo [0, 1] e, nesse conjunto, 2 métrica

d(f, &) = sup{if(x) - g()l:x € [0, 1]}
A seqiéncia (f;, f3, ...), onde f(x) = % para todo x € [0, 1], converge para a
fungdo constante nula, isto &, a fungfio definida por
f(x)=0, ¥x<lo, 1]

conforme provaremos a seguir. Seja ¢ > 0.
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= -

Observemos que, para todo nimero natural n > 0, d(fy, f) = sup {I1f;(x) —
- fxl:x o, 1]} = sup{%}= % Assim, considerando um -indice r tal que
%( E, para todo n 2 r temos

Al D =r <1<

4. Seja (M, d) um espago métrico cuja métrica € a zero-um ¢ mostremos que
uma seqiiéncia (x,) em M converge se, ¢ somente se, ¢ estaciondria. E claro que
se (x,) ¢ estaciondria entdo (X,) converge. Suponhamos que limx, = p EM.
Tomando € > 0, £ < 1, entdo existe um indice r tal que X¢, X445, .. -EB(p. €} =
= {p}. Donde X; = X4y = .. = P

5. Seja (M, d) um espaco métrico tal que M ndo ¢ um conjunto unitirio.
Entjo, se p, ¢ € M e p # q, 2 seqiéncia (p, q, p, @, ...) ndo é convergente
para nenhum ponto de M. Suponhamos que tal seqiéncia convergisse para a € M.

Entdo, sendo & = d—(%ﬂ, ‘a bola B(a, ) deve conter todos os pontos da
seqiiéncia, 2 partir de um deles, e portanto deve conter p e q. Daf entdo

dip,gd =d(p,a) +d{a, g <e+e=2ec=d(p, @
o que é absurdo.

Proposigio 7: Seja (xn) uma seqiiéncia convergente de um espago méirico
M. Entdo é tinico o limite dessa seqiiéncia.

d{p, 9}
2

Demonstracdo.: Suponhamos limxp = pelimx, = q. Sep#g,entdo ¢ =
& maior que zero e portanto existem indices r, s de maneira que

n2r=—> d(x, p)< =
n2s=—=>d(xp g <e¢

Tomando t = mix {r, s}, entlio

nZt—>(d(, p<ce e d(xy, Q) <€)
Dai entio, para todo n = ¢

d(Ps QJ‘;d(Ehxn) +d(xn= CD<€+ £e=2¢e= d(p' CIJ

o que ¢ absurdo. ®

Proposicio 8: Sejam d ¢ d' métricas equivalentes sobre um conjunto M.
Entdo uma seqiiéneia (x,) de pontos de M converge no espago (M, d) para um
ponto p € M se, e somente se, essa seqiiéncia converge em (M, d') para o mesmo
ponto p.

Demonstrag@o: Por hiptese x, — p no espago (M, d). Dado uma bola

By (p, €), como d ~ &', existe A > 0 de maneira que

Ba(p. M) C By (p, )

A hipdtese assinalada no inicio da demonstragdo garante entdo que existe 1 > 0
tal que

n & r=—=—>xy €EBalp, N
¢ portanto
n#2r——> x, € Bg(p, €}
0 que prova que xn— p em (M, d').
{<==) A demonsiracio desta reciproca obviamente ¢ aniloga i que
acabamos de fazer. @ :
| Proposicio 9: Se uma seqiiéncia (xp) de pontos de um espago M converge
para p € M, entdio toda subseqiiéncia de (x,) também converge para p.
Demonstrap@o: Seja (%Xr;, Xg, --.) uma Subseqiiéncia da seqiéncia dada e
consideremos £ > 0. Da hipdtese de que lim x, = p decorre que existe k tal que
nak—> d(x,, p)<¢

Ora, como cada ; ENer, <13 <..., entfo existe r; > k ¢ portanto, para
todo f; = 1¢, vale a relacio

d(xy. p) < e

com © que fica provado que limx,; = p. ®

Nota: A recfproca da proposigio acima obviamente ndo ¢ vdlida. Em R,
por exemplo, a seqiéncia (1, 2, 1, 2, ...) ndo é convergente enquanio que suas
subseqiéncias (1, [, 1,...) e (2, 2,...) sdo convergentes.

Definicio 10: Uma seqiéncia (xp) de pontos de um espago métrico M se
diz limitada se o conjunto {x,ln = 1, 2, ...} dos termos dessa sequéncia ¢
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limitado, isto €, existe k > O tal que d(x,, %) < k, para quaisquer termos
xr € X; da seqiiéncia dada.

Proposir;io 10: Toda seqiiéncta convergente ¢ limitada.

Demonstragdo: Seja (xn) uma seqiiéncia de pontos de um espago M, convergente
para p € M. Dada a bola B (p, 1), existe entfio um indice r tal que

n2r=——mx, €EB(p, 1)

Seja k > mix {d(x;, p)li = 1, ..., ¢ — 1} e consideremos a bola B (p, ), onde
e = max {1, k}. Entdo todos os pontos do conjunto {x,In =1, 2,. .. } pertencem
a essa bola e portanto, para quaisquer termos X; e x; da seqiiéncia:

d(x;, ) < d(x;, p) + d{p, x) < 2¢e

0 que prova ser a seqiiéncia (x,) limitada. =
Nota: Nem toda seqiiéncia limitada € convergente. De fato, em R a
seqiéncia (1, 2, 1, 2, ... ) é obviamente limitada mas ndo é convergente.

2. Seqiiéncias num Espago Produto

Sejam M e N espagos métricos arbitrérios. No que veremos neste pardgrafo,
ou nas implicagGes posteriores, dele, estaremos considerande sobre M X N uma
qualquer das métricas habituais num produto cartesiano (ver §2 — 3).

Uma seqidéncia de pontos de M X N, sendo definida por

(1, y1); (32, y2); ... )

onde cada x; € M e cada y; € N, determina a seqiiéncia (xp), de pontos de M,
¢ a seqidncia (yp), de pontos de N. Estabeleceremos, a seguir, condigdo que dé
a convergéncia de {(xXq, yn)) ¢m termos da convergéncia das seqiiéncias (xq) e (vy).

Proposicio 18: Uma seqiincia ((X,, yn)) de pontos do produto M X N
de dois espagos métricos M e N converge para (p, ¢) €M X N se, e somente se,
Xy——+pemMe y,—— gqemN.

Demonstragdo: Conforme proposiggo 3 € indiferente usar uma qualquer das
métricas usuais. Faremos a demonsiragio usando a métrica Dy (da soma) e, para
tanto, indicaremos por d tanto a métrica de M como a de N,

{=—>) Seja € > 0. Entio existe um indice r tal que

n } = Dl(xm YII); (P, CI)) = d(xnr P) + d(Yl'l) q) < £

Conseqilentemente, para todo n &= r, temos

dg, Pp<e e dlyn @ <e¢
0 que nos garante que limx, = p ¢ limy, = q.
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{<==—=) Seja £ > 0. Por hipdtese existern indices r ¢ s tais que

(n?r__-—> d(xn,p)*(%) ¢ (n?-‘ss—_:.—> d(Yna‘l)<%)

Considerando t = max {1, s}, entdo

n >t ==> Dy{(xn. yn)s (@ D) = dCtn, ) + 40y, D <5+ 3= .

Donde (xp, yo)—— (. 9. ®
Nota: A generaliza¢do do que acabamos de ver, para n espagos métricos
(n = 2), é imediata: dados os espagos métricos M;, Ma, .. ., Mg, uma seqiiéncia

((Xlly X1y -0 vy xln); (X'Z.b Xg2, -+ - xzn); .. ')
de pontos de M, X M3 X ... X M, determina n seqiienciais, a saber,
(xih X235 = -), (xl‘ls X325 v 0 - )5 ey (xh’n X0 -« )

respectivamente em M, My, ..., My, e se prova, de maneira andloga, que a
seqiiéncia dada em My X M; X ... X My converge para o ponto p = (py, Pz,
« .., Pn) desse espaco se, ¢ somente se,

(X35, X34, --.)——p (=1,2,....n

Exemplo: No espago R* a seqiéncia
(08 4 (22

.1
converge para {0, 2} uma vez que hmE =0e(2,2,2,...)— 2.

Ainda no espago R? a segiiéncia
(0.2 B ()

nio converge em [RZ posto que, embora lim-lr;= 0, aseqidneia (2,1, 2,1, ... )
dos segundos {ermos, ndo converge em R.

3. Seqiiéncias em Espagos Vetoriais Normados

A — Seqiiéncias em R

No espago R tém muito interesse as chamadas Seqiiéncias monotonas que
compreendem os seguintes tipos:
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Crescentes sio as seqiiéncias (xp) tais que x; < x,,,, para qualquer {ndice
r. Se x; < X4y, para tode 1 = 1, entdo (x,) se diz estritamente crescente.

Decrescentes s3o as seqiéncias (x,) para as quais se tem X;y; < X;, para
tode indice r. Quando X;,y < X;, para qualquer r = 1, entdo a seqiiéncia se diz
estritamente decrescente.

Exemplos: A seqiéncia (1, %,%—, .. ) ¢ estritamente decrescente 2o passo

que (1, 1, 2,2, 3, 3, ...) € crescente. E claro que (1, 2, 1, 2, ...) ndo é
mondtona.

Proposigio 12: Toda seqiincia crescente ou estritamente crescente cujo
conjunto dos termos é limitado superiormente c¢onverge para ¢ supremo desse
conjunto.

Demonstragdo: Suponhamos (xg) uma seqiiéncia em IR tal que x; <x3 < ... <R
e seja p =sup {xpln =1, 2, ... }. Provaremos que lim xp = p.

Dado = > 0, ndo se pode ter x, & p — £ para todo indice n pois isto signi-
ficaria a existéncia de um limite syperior do conjunto {xn} menor do que p.
Donde, para um certo indice r tem-se p — € < x; S p ¢ daf '

. p-e<y <pt¢e
para todo n > 1, ou seja

h)r—v Ixop —pl< e

Isto vem parantir nossa afirmagic de que limx,; = p.

A demonstrago no caso de uma seqiiéncia crescente é andloga. ®

Nota: . Do mesme modo se prova que “Toda seqliéncia decrescente ou estri-
tamente decrescente cujo conjunto dos termos & limitado infetiormente converge
para o infimo desse conjunto”.

Proposigio 13: (Conservagdo do sinal) (a) Se (x,) é uma seqiiéncia em R
e se lim x, = p > 0, entfo existem um indice r e uma constante ¢ > 0 de maneira
que X, > ¢, para todo n 2 1. (b) Se lim x, = p <0, entfo existe uma constante
¢ < 0 e existe um indice r tal que x, < ¢ para qualquer n 2 r.
Demonstracdo:

(a) Tomemos € = —% Entdo existe um indice r tal que para n = 1 $¢ tem
Ix, — pl <%, ou seja, — % <Xp— P <%‘ Donde (somando p):-g-< Xp. para
qualquer n 2 r. Entdo basta tomar ¢ ==—123.

{b) Neste caso a demonstragio & semelhante: € s6 tomar € = lg_l € VEIEmos
que ¢ = }2)— verificard a condigfo proposta, 2 partir de um certo termo. B

Nota: A proposigiio acima significa, em particular, que X, > 0 para todo
n > 1 (no primeiro caso) e que x, <0, de um determinado termo em diante (no
segundo caso),
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B — Seqiiéncias em Espagos Normados Quaisquer

Dado um espago vetorial normado E chamaremos de origem de E, como &
praxe, o ponto O do espago, ou seja, o elemento neutro da adigdo de E (vetor nulo).

Proposigio 14: Seja (x;) uma seqigncia de pontos de um espago vetorial
normado E que converge parz p € E. Entdio existe uma bola de centro na origem
que contém todos os termos de seqiiéncia.

Demonstragdo: Tomando € = 1, existe um indice 1 tal que

nEr——d(xy p) = Ix, —pl <1
Como porém ' '
Ixp = Ixqg —p+ ph< lIxy — pll+ dpl
entdo parz todo n = r tem-se
Ixgl <1+ lpl
Seja A > max {0x, 4, ..., Ix;_, b, 1 + Up ). Entdo, para todo indice n:
dix,, 0) = Ix, 1<

Q que prova a proposicio. @

Definigiio 11: Seja f = (x,) € g = (yy) seqiéncias de um espago vetorial
normado E. Chama-se soma de f com g a seqiiénciaf+g=(x;+y1, %3 tya, ... )
Se k = (ap) € uma seqiiéncia de elementos de R, entdo o produto kf ¢é definido
naturalmente do seguinte modo: kf = (o Xy, &%z, ... ).

Proposicdo 15 Sejam (x,) e (yy) seqiiéncias de wm espago vetorial nermado
E Selimx, =pelimy, =q, entdo lim(xy, +ypy)=p+ q

Demonstragiio: Seja € > 0. Entdio, por hipdtese, existem indices r e s tais que

nsr——> Ixn—pli(%

e rl}s_-___élyn—q'(%

Considerando t = max {r, s} temos entdo:
n2t=— Ilx, tyva) — @+ PV lIxy ~pl+ lly, —ql <€
e portanto (xp + yp)—>p +q. ¥

Corolério: Se (x,) e (yy) sdo seqiéncias em R tais que Xp & vy, @ partis
de um determinado fndice 1, e se (xy) ¢ (yn) sdo convergentes, entdo limxs <
< lim yy. _

De fato, suponhamos lim x, > lim y,, ¢ consideremos a seqiiéncia (xq — ¥n).
E ficil mostrar que lim (—y,) = —lim y, (verifique). Daf entdo lim (xy — ¥n) =
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= lim x5 — lim y, > 0. Donde vamos ter x, — y5 > 0 para todo fndice n maior
que um determinado indice s (prop. 13). Ora, se tomarmos n > mix {r, s}
teremos entdio a seguinte contradi¢do: x, > vy, € X = yp. Com isto fica provada
a proposi¢io.
. Proposicio 16: Seja (x,) uma seqiiéncia de pontos de um espage vetorial
E que converge para um ponte p € E. Se (a;,) ¢ uma seqiiéncia em R tal que
lim &, = 0 € R, entdo lim ap X, = ap.
Demonstracdo: Seja € > 0. A convergéncia de (a,) para ¢ tem as seguintes
conseqiiéncias '

(i) para qualquer ¢ > Hpl, existe um indice r de modo que
' &
2c
(ii) existe k > 0, k € R, tal que | oy | <k, para todo n > 1 (prop. 14).
Por outro lado, como lim x,, = p, entdo existe s = 1 tal que

nzr———>la, — al <

£

R2s=——> "x“*l"<2k

Portanto, para todo n > méx {r, s}, temos
lapxy — apl = lanxy — app + anp — apll < la, [ Bx, — pll +

£ 4 £

+lan—a|lpll<k2k 7c

c=¢ 0

: Seia a um nimero real tal que 0 < a < 1. Mostremos que a
sequéncia (a, 2%, 2%, ...) converge para zero. Como a > a? > 2> > ... > 0

entfo a seqiiéncia dada ¢ estritamente decrescente e o conjunto dos seus termos’

limitado inferionmente pelo 0. Entdo tal seqiiéncia converge em R e lima" =
=p=inf{a"in=1,2,...}. Ora, como
(a,2% 8% ... )=, 223...) (1, a2} ...)
e as seqiéncias (a, a2, 2%, ...) e (1, &, a%, ...) t8ém mesmo limite (imediato),
entdo a proposi¢io anterior nos assegura que
p=apedaip{l —a) =0
Comoa#1,entlop=0

Podemos generalizar do seguinte modo tal resultado: se a € R e lal < 1,
entdo lim |al® = 0.

Lema: Seja (x,) uma seqiéncia de pontos de um espago vetorial normado
E. Se (x,) converge para p, entdo a seqiéncia (Kx,l) comverge para lpl

Demonstracdo: Notemgs inicialmente que, para todo indice n, Ix,ll = Ix, —
—p+pl<ix, —pl+ ple que, portanto

Ix 1 — Ipf < bx, — pl
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Andlogamente 3¢ obtém que

fpl — lxpll < I, — pll
Donde, entfo

ilxpl — 1plll < Bxy — plt

Assim, dado ¢ > 0, por hipétese existe r > 0 tal que Ix, — pd < €, para todo
n = 1. Logo vamos ter também

[Kx, 0 — Ipll < €
para qualquer {ndice maior que o mesmo r, ®

Proposiciio 17: Seja (a,) uma seqiiéncia de pontos de R tal que lim e, =
= a # (. Entdo a seqiéncia (By, B2, ..., Bn, ...) definida por B, = 0, sempre
que &g =0, e By = al' para todo a, # 0, converge para%.

n
Demonstragdo: A proposigio 13 (conservagio do sinal) nos diz que existe um
indice 1 tal que @, # 0, para todo n  r. Como lim gl = lal > 0, j4 que
lim ap = a # 0, entdo existe uma constante ¢ > 0 tal que la,| » ¢ para todo

indice maior que um certo s (isto ainda em virtude da proposi¢io 13). Por outro
lado, dado € > 0, existe t de modo que:

net=—= log —al <clale
Portanto, para qualquer n > max {r, s, t}, temos

11
ap [+

_(u —anl _ clale
fop! lal clal

Isto vem provar que, de fato, lim B, =%. .

EXERCICIOS

1,  Se¢ja (M, d) vm espago métrico. Mostre que também sf#ic métricas sobre M
as funces definidas do seguinte modo:

a) a(x, y) = min{l, d(x, y)}
b Bx Y =vdx )
' - _dixy)
DTN = i ) +d( Y
2. Mostre que nio sfo métricas as seguintes fungdes:

a) f:R? X R*— R, dada por f(x, y) = |x, — y;| para quaisquer
X = (x1, Xz} e ¥y = (yy, y2) de R
b) g:R— R, definida por g(x, y) = (x — ¥)*
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10,

11.
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Se a métrica usual em R induz num subconjunto ndo vazio X C R a métrica
zero-um, prove que X tem 2 elementos no miximo.

Consideremos o conjunto X = {x, y, z, t} de 4 elementos ¢ definamos
d:X X X—— R assim: d(x, y) =d{x,z) = d(y, 2) = 2, d{x, t) =
=d(y,t) = d{z, ) =1 e d(r, r) = 0, para todo r € X, Verifique que
d é uma métrica sobre X, '

Mostre que ndo é uma métrica sobre F ([0, il; R) a relagio definida por

d(f, g = J.l If(x) —g(x)ldx
L1

Seja d:M X M—— R, uma aplica¢gio com as seguintes propriedades:
(@) d(x, y) = 0 <=—=——> x =y (b} para quaisquer %, y,z €M, d(x,y) <
% d(x, z) + d(y, z). Prove que d ¢ uma métrica sobre M.

Seja G um grupo comutativo aditivo e suponhames que exista f:G — R
tal que (a) f(0) = 0 e f(x) > 0 sempre que x # 0, (b) f(—x} = f(x),
Vx€G;(c) f(x + y) < f(x) + f(y) para quaisquer x, y € G. (I) D& um
exemplo de um grupo G ¢ uma fungdo f que satisfagam as condigdes acima.
(I1) Mostre que a aplicagdo dada por d(x, ¥) = f (x ~ y) é uma métrica so-
bre G.

Seja f:R—— R uma fungfo estritamente crescente; definindo d: R X
X R—— R, por d(x, y) = If(x) — F(y)l, mostre que d é nma métrica
sobre R.

Seja M = {a; | i €N} um conjunto enumerdvel, tal que i # j=——> 3 ¥ 3.

Prove que d:M X M— R definida por
d(a, ) =0, ViEN

d(a, &) = IH-I]-_I +j _: ]+ Sempre que i# j,é uma métrica sobre M.

Prove que uma métrica sobre um espago vetorial normado E provém de uma
norma $e, € somenie se, para quaisquer u, v, a € E e qualquer @ € R:
(@) d(u + a, v +2a) = d(y, v); (b) d{au, av) = [« d (v, v).

Considere no conjunto X = {x, y, z, 1} a métrica do Exercicio 4. Se A =
= {x, y} ¢ B ={z t} ache:(a) d (t, A); (b) d (y. B); (¢) d (y, A); (d) d (A, B);
(e) d(A); (f) d(B).
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13,

14.

15.

16.

17,

18

19.

21,

22.

€ R"[x, =0} esendop =(ay, ...

Em R considere a métrica usual. Prove que valem as igualdades: (a)d(p,Q =

=0, VpER;(b)d{@, R — Q) = 0. Se a métrica considerada sobre
R fosse a zero-um quanto valeriam d(p, ®), com pE R, e d(@, R - Q)?

Seja A um subconjunto ndo vazio de um espago métrico. Mostre que: d (A} =
= ( «<———> A ¢ unitério.

Considere em R a métrica usual. Justifiqgue as seguintes desiguaidades:

Oéd(a,ljé%,‘o‘ael{

Ix -yl
1 +ix -yl (ver
Exercicio 1). Mostre que em relag@o a essa métrica o diimetro de R é igual
al

Considere sobre IR a métrica definida por y{(x, y} =

Qual o didmetro de R em relagfio s seguintes métricas (a) usval; (b)
a(,y)=mn{l, lx -yl @ Bx )=vIx-yl?

Sejam A e B subconjuntos limitados de um espago métrico M. Mostre que
A U B também é limitado e que d(A U B) < d(A, B) + d{A) + d(B).

Seja M um espago métrico e considere sobre M X M uma quaiquer das
métricas usuais. Se p é um ponto de M X M tal que p & A ={(x, x)|x € M},
prove que d (p, A) > 0.

Considere sobre R™ a métrica euclidiana. Sendo A = {{x, ..., x,) €
+ a3) € R™, mosire que d (p, A) =
= |agl. :

Considere sobre X = {x, y, 2, t} a métrica do Exercicio 4. Ache: (a) B (x, 3);
1Y, : 3
® B(y.3) @B 1@ B(t3).

Sobze o conjunto A = (0} U [1, 2[ considere a métrica usual induzida.
Ache as seguintes bolas abertas (2) B (0, 3 ) (8) B(0,2); () B(©, 3);
(d)B (l%) {(e) B(1, 2).

Considere sobre R a métrica definida por a(x, y) = min{l, Ix — s

Ache s bolas abertas B0, 2) e B(0, 3). Faga o mesmo considerando 2

métrica f{x, y) = +/Ix — yl.
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25.

27.

31.

32
33,
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lx - yl
1+ 1x - yl'vae

que: (2) se € > 1, entfo B(p, £) = R; (b} se € < 1, entdo B(p, €) =

R - £
—]p 1—e’p+1—e[

Considere sobre R 2 métrica definida por y(x, y} =

Considere sobre R? as métricas Dy(x, y) = |x, —-Dytl + I)xz —yal, ¥x =
= = 3 oY

(%1, X)) ey (Yl» y) ER* e v(x, y) 1+ Di(x y) Mostre que
Bp,{((3, 1); 3) # B, ((3, 1); 3).

Seja p um ponto de um éspago métrico M, Prove que 0 B (p,%)= {p}.

Seja B = B(p, 8) uma bola aberta num aspago métrico M. Se A € um sub-
conjunto ndo vazio de M cujo didmetro & menor que € ¢ A N B(p, ) # 89,
mostre que A C B{p, 2¢).

Seja F = B®, onde B = B(p, ) é uma bola aberta num espagce M. Prove
que: se d(x, F} = 0, entdo x EF,

Seia (M. d) um espago métrico. Dado p EM ¢ ¢ > 0 a bola fechada de

centro p e raio ¢ ¢ definida por B [p, €] = {x € MId (x, p) < }. Sendo

F = (B [p, £])°, mostre que para todo x € F existe § >0 talque B (x,3) C F.
. \ Ix —yl |

Mostre que a métrica v sobre R definida por y(x, ¥} = TF Iyl ®

equivalente 3 métrica usual.

Sugestdo: Levar em conta Exercicio 23.

Sendo d a métrica usual em R mostre que ndo existem constantes r, s > O
de maneira que

rd{x y) € v(x, y) € sd(x, y)
¥ x, y €R. Obs.: ¥ é a métrica do exercicio anterior.
Seja d uma métrica sobre M. Sendo a a métrica em M definida por a (x, y) =

= min {1, d(x, y)}, mostre que: (a) para todo ¢ E R tal que 0 < e < 1,
B4 (p, €) = B, (p, €); (b) d & o 530 equivalentes.

Mostre que ndo s3o equivalentes a métrica zero-ym e a usual em R.

Sejam d, e d, métricas equivalentes sobre um conjunto M. Mostre que
d(x, yv) = d;(x, y) + d2(x, ¥) define uma métrica sobre M e que esta é
equivalente a d; e a dj.

35.

36.

3.

33,

39,

41.

92,

Se dy e d; sdo métricas equivalentes sobre M mostre que d{x, y) =
= max {d,(x, ¥); da(x, y)} define uma métrica sobre M ¢ que esta € equi-
valente a d; ¢ ds. :

Mostre que uma progressdo aritmética (xq, X2, ...} em R converge se, e
SOmente ¢, X3 = X3 = . . .

Seja (x;, X3, ... ) uma seqitdncia em M. Se (x5, X4, X5, ... ) —p e
(X1, Xa, X5, ... } —> p, mostre que (X, X2, X3, ...} —>p.

Seja (x,) uma seqiéncia em M. Se (Xzp), (X3n41) © (Xan+)) s@0 subse-
giiéncias convergentes em M, mostre que (x5} também converge em M.

Seja M um espago métrico. Se uma seqiléncia {x,) de pontos de M converge
em M, mostre que a seqiiéncia real (d (x;, p); d(x2. p);. . . ) converge para 0.

Se limx, = p e limy, = q nim espago métrico M, mostre que em R
vale a igualdade.

lim d (xp, y5) = d{(p, Q)

Mostre que d'(x, y) = { %— - %‘ define uma métrica sebre 10, + =] ¢ que

esta métrica é equivalente i usual induzida sobre este intervalo,
Sugestdo: Por absurdo: s d e d' nio fossem equivalentes existiria p €

€ )0, + <[ e existiria € > 0 de maneira que, por exemplo, By (p, %) ¢

¢ By (p, €), ¥ n € N* Tirar daf uma seqiéncia (X,) que converge para
p. segundo d, mas que ndo converge para esse ponto segundo .

Um espago métrico (M, d) cujos pontos sdo todos isolados chama-se espago

discreto. (a) Mostre que A i{%, %, %,
usual de R é discreto. (b) Mostre que a métrica de um espaco discreto é
equivalente 4 zero-um.

- } com a métrica induzida pela

Mostre que u— ful = V' x? +...+x;"1 gar— hl, =% +.. .+ %)
e u—= lull; = max. {ix;l, ..., Ixsl}, ¥u = (x5, ..., x,) € R", séio
normas equivalentes sobre R e que induzem, pela ordem, as métricas
usuais D, D, e Dy deste espago.
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CAPITULO HI

A TOPOLOGIA DOS
ESPACOS METRICOS

O presente capfiulo objetiva, entre outras coisas, por em reléve uma
importante estrutura matemdtica subjacente aos espagos métricos, estrutura essa
que repousa nas propriedades bisicas dos chamados “conjuntos abertos™ do espago,
cuja definigdo daremos logo a seguir. A proposicde 1 deste capftulo coloca em
destaque essas propriedades bdsicas. De um modo geral uma colegio ¢ de sub-
conjuntos de um conjunto E % @ é uma topologia sobre E se: (i) ¢, E €¢;
(i) X, Y€€ ——> X NY € T; (iii) se (X;) 6 uma familia de¢ membros de Z,
entfo UX; € C. O par (E, T) ¢ chamado espaco topoldgico. Uma introdugdo ao
estudo dos espagos topoldgicos serd feita no Gltimo capimlo deste trabalho.

Definicdo 1I: Seja (M, d) um espago métrico. Um subconjunto A C M s
diz aberto se, para todo p € A, existe um nimero real € > @ tal que B(p, €) C.
C A

Nota: E imediato, a partir da defini¢do, que se A + @ é um conjunto
aberto, entdo A € uma unifo de bolas abertas., E, ademais, s¢ A € uma unido de
bolas abertas,” A € um conjunto aberto. De fato, suponhamos A = UB;, onde
cada B; ¢ uma bola aberta. Dado entdo p € A, existe um {ndice s tal que p € B,.
Ora, de acordo com a propriedade (P,) das bolas abertas {Cap. Il — §4), existe
& > 0 tal que B(p, ) C B,. Daf B(p, §) C A e isto prova nossa afirmagiio.

Exemplos:

1. Consideremos sobre R a méirica usual. Entfo A = Ja, +=[ ¢ aberto,
pa:atodoaER,umamquedadopEA,tomandoz=B—;—3,¢ntﬁo
Jp - p+el €A
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Sl pP+E
| ] . [
e | P |

De maneira andloga se prova que sfio abertos neste espago todos os inter-
valos do tipo ]a, b[. De fato, se p € ]a, bl tomando € <min {p — a, b~ p}{(e >0),
entdo

Ip—ep+e[Clab

p-€ p+E

] ] : [ [
fa ! P L {v

Nesse mesmo espago os conjuntos [a, bi e [a, + e[, para quaisquer a, b €
€ R, a < b, nfo sfio abertos porque nenhuma bola aberta de centro a estd
contida nesses conjuntos. Também ndo s3o abertos Q ¢ R — ©: nenhum intervalo
é formado sb de niimeros racionais ov 56 de nimeros irracionais,

2. Toda bola aberta B (p, €) num espago M é um conjunto aberto. Isto é
garantido pela propriedade (P;) das bolas abertas a qual nos diz que, para todo
q € B(p, €), existe § > 0 de maneira que B(q, §) C B(p, ).

3. Se d & a métrica “zero-um” sobre um conjunio M, entfio todo AC M
¢ aberto, De fato, se A = § & imediato, Se A # 9, entdo A = pgA {p} ¢ como

cada {p} ¢ uma bola aberta (centro p e raio € < 1), entfio A é aberto.
4. No espago R" o conjunto

A={x,....xz) ER"ix; >0,..., x, > 0}

¢ aberto em relagdo a qualquer das métricas usuais D, D; ou D; de R". Faremos
a demonstragdo usando a métrica d = D, (do méximo): a conclusdo para as outras
métricas ¢ uma decorréncia da proposicdo 2 deste capftulo, Seja p={p1,...,pn)
um ponto de A e tomemos £ € R de maneira que

0 < & < min{p;}.

Mostremos que B(p, £) C A, Se x = (Xy, ..., Xp) € B(p, €), entdo d(x, p) =
=mix {1 —pil, ..., x5 — pnl} < & e dai [x; ~ pj| <€, ou seja, pj — € <x; <
< p; + £(} €1 < n). Mas como cada p; — £ > 0, entdo cada x; > Q0 e portanto
XEA

5. Seja M um espago métrico e seja N um subespago de M. Um subconjunto
A C N é aberto (em relagio a N) se, e somente se, A = G N N, onde G é um sub-
conjunto aberto de M. De fato: («<——) dado pE G N N, ent¥o p € G ¢ dai
existe € >> 0 tal que B(p, €) C G; donde B(p, ) "N CGNN;masB(p,e)NN
& uma bola aberta em N e portanto G N N é um subconjunto aberto do subespago
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N. (===>) Se A § aberte (em N), entdo A = U (B; N N), onde cada B; ¢ uma
bola aberta em M; dai A = (UB;) NN =G N N, sendo G = U B; um subconjunto
aberto do espage M.

Proposiciio 1: Seja . a colego dos abertos de um espago métrico (M, d).
Entdo:

o Mcw

(i) A, BE¥=—>ANBE S

(iii) Se (A ¢ uma familia de conjuntos abertos de M, ou seja, se cada
Aj € ., entdo UA; €.

Demonstracio:

(i) E claro que @ ¢é aberto, pelo fato de ndo conter pontos e, portanto, de
ndo poder contrariar a definicdo dada. Quanto a M, toda bola de centro num ponto
p € M é um subconjunto de M, por defini¢do, :

(ii) Seja p € A N B. Entdo existem € > 0 e A > 0 tais que B(p. £) C Ae
B(p, N) C B. Supondo € < X a propriedade (P} das botas abertas nos garante que

B(p, €) € B(p, })

Donde B(p, €} C ANB.
(iii) Seja p € UA;. Entdo existe um fndice t tal que p € A e, como A é
aberto, para ua certo € > 0 vale a relagio B (p, €) C A¢. EntZo B (p,£)CUA.®

Notas:

1. Levando em conta a introducio deste capitulo podemos dizer que S é
uma topologia sobre M e que (M,») é um espago topolégico.

2. E claro que, por indugho, pode-se provar que dados Ay, ..., Ag €
E(n>1),entio Ay N ... N A, EX

3. A intersecdo de uma familia infinita de conjuntos abertos pode, porém,

11
ndo ser um conjunto aberto. De fato, na familia (A)), onde Aj = ] - —i-[,

i=1,2,...,cada A; é aberto em R (métrica usual); no entanto
N A; = {0}

ndo é aberto porque, obviamente, nfo existe nenhum intervalo em R formado
apenas pelo ponto 0.

De uma maneira geral, num espago métrico (M, d) qualquer, dado p € M,
se fizermos By, = B(p, %)(n =1, 2, ...), entio NB, = {p}. Assim, toda vez
que p n3o ¢ um ponto isolado do espago, 3 familia (B,,) acima definida é mais
um exemplo de que nem sempre uma intersegdo de comjuntos abertos ¢ um
conjunto aberto.

Proposigio 2: Sejam d e d' métricas equivalentes sobre M. Se 7€ a colegdo
dos conjuntos abertos de (M, d) e.o” ¢ a colegdo dos conjuntos abertos de (M, d),
entio '=a",
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Demonstracdo: Seia A € e tomemos p € A. Como A € &, existe € > O tal
que By (p, €) C A. Da equivaléncia d ~ d' decorre que existe A > 0 de maneira
que By (p, A) C B4 (p, €). Dai By (p, A} C A o que mostra que A Ea”. Assim
provamos que & C o' Como obviamente, de maneira aniloga se mostra que
4 C .o entdo a demonstragiio estd concluida. m

Nota: A proposi¢io acima significa que métricas equivalentes determinam
a mesma estrutura topolbgica,

Exemplo: Sejam M e N espagos métricos ¢ sobre M X N consideremos a
métrica D;. Assim

Da(p, @ = max {d (x,, y1), d(x3, ¥2)}

para quaisquer p = (X, X3) e q = (y1, ¥2) de M X N. Mostremos que se G CM
e H C N sio subconjuntos abertos, entfio G X H ¢ aberto em M X N. Se p =
= (a, ) €G X H, entfo a € G e b € H e, portanto, existem €, A > 0 de maneira que
B(a, €) C G e B(b, ) C H. Tomando 8 = min {&, A}, entdo B(a, ) C G e
B(b, §) C H ¢ daf

B(a, ) X B(b,8) CG X H
Mas By, (p, 3) = B(a, §) X B(b, 8) (ver Cap. I1 — §4) ¢ portanto
Bp,(p, 8) CG X H
0 que mostra que G X H é aberto segundo a métrica D,. Conseqiientemente
também o serd segundo as métricas D e D,.

E 6bvia a generalizagio do que acabamos de ver para o caso de n €5pacgos
métricos My, Mz, ..., M, com n = 2,

Definigdo 2: Seja (M, d) um espago métrico. Se A C M, um ponto p € A
¢ chamado ponto interior ao conjunto A se existe € > 0 1al que B(p, €) C A.
0 conjunto dos pontos interiores a A é chamado interior de A ¢ ¢ indicado por

A. £ dlaro que ACa
Nota Observemos que, se todos os pontos de A sﬁo interiores, isto €, s

A= A entdo A € aberto. De fato, dado p €A (logop EA), existe € > 0 de modo
que B (p, €) C A. Como obvmmente vale a reciproca deste fato, temos entdio que:

A ¢ aberto se, e somente se, A = A

Exemplos:

1. Na reta real consideremos A = [a, b[ ¢ B = [a, + o[, Em ambos os casos

s0 o ponto a nfo € interior: um intervalo Ja — ¢, a + €[ = B(a, £) certamente
D

ndo estd contido nem em A e nem em B. Daf A = ]a, b[ e B = ]a, + =[. Ainda

. o =]
em R temos ) = 0 e também Z = 0. De fato, um intervalo 1 = lp — g, p + €[
sempre contém nimeros irracionais e portanto [ ¢ Qe I ¢ Z.

2. Seja d a métrica “*zero-um” sobre um conjunto M. Como todos os sub-
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conjuntos de M sdo abertos neste caso (ver Exemplo 3 4 definigdo 1), entdo
A A, para todo A T M.

Definigio 3: Seja (M, d) um espago métrico. Um subconjunto F C M se
diz fechado se, e somente se, F© é aberto.

Nota: Devemos observar inicialmente que fechado ndo significa nZo aberto.
Assim, dependendo do espaco M, podemos ter subconjuntos que nfo sio nem
abertos e nem fechados, como podemos ter subconjuntos que sio ambas as coisas,
Por exemplo, na reta real o conjunto @ nio € aberto, como ja vimos, e também nio
é fechado: de fato, como existem nimeros racionais em qualquer intervalo
Ip — €, p + €l entdo, tomandopER — Q, Ip— &, p+ e[ € R — Q 0 que mostra
que R — Q nfo é aberto e que, portanto, ) ndo ¢ fechado.

Exemplos:.

1. Na reta real sdo fechados todos os intervalos do tipo [2, bl, [a, + ool
ou J—e= al
De fato: [a, bJ® = J—os, a[ U Jb, + =] & cada um destes mter\ralos ¢ aberto

fa, +oo[®* = ]— o, a[ & aberto
]—o=, a]® = Ja, +oo[ & aberto

2. Num espago méirico (M, d), qualquer subconjunto finito F =
={ay, ..., a,] €M & fechado. Seja p € F° e tomemos € > 0 de maneira que
e < min {d (p, a)la € F} e mostremos que B(p, ) C F° ou, o que é equi-
valente, que B(p, €) N F = @ Mas isto ¢ simples: s¢ algum a; pertencesse 4
bola B(p, €), entic d{a;, p) < £, 0 que & impossivel, dada a escolha que
fizemaos de ¢.

3. Considerando sobre um conjunto M ¥ § a métrica ““zero-um”, entdo togio
F C M é fechado. Isto é 6bvio pois F° € aberto pelo fato de todos os sub-
conjuntos de M serem abertos neste caso (ver Exemplo 3 & definigfo 1).

4, Sejam M ¢ N espacos métricos quaisquer. Dados entio FCMe LCN,
se F e L sio subconjuntos fechados, entfio F X L é fechado em M X N relativamente
a qualquer das métricas usuais D, D, ou D, sobre este espago produto.

Inicialmente observemos que D, Dy e Dy determinam sobre M X N a mesma
colegiio de comjuntos fechados uma vez que a equivaléncia D ~ Dy ~ D, implica
que essas métricas determinam a mesma colegio de abertos sobre M X N.

Como (F X L)* =(F® X N) U (M X L°) ¢ tanto F® X N como M X L® sio
abertos em M X N (para qualquer dessas métricas, obviamente), entdo (F X L)
é aberto e portanto F X L ¢ fechado.

5. Seja M um espago métrico. Se F C M ¢ fechado e se S C F ¢ fechado
em F, entio 8 é fechado em M.
De fato, como S é fechado em F, entdo existe um subconjunto aberto G

(em M) tal que [ = G N F. Como porsm 5° = 1S U F*, entdo 5° =
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=(GﬂF)UF':=GUF‘:oquemostraquescéabertoemMeportanto
S ¢ fechado em M.

Proposicio 3: Seja F a colec@o dos conjuntos fechados de um espaco
métrico M. Entdo:

)P Me s

HFES — HUF e

(iit) Se (F;} é uma familia de conjuntos fechados de M, entdo NF; € &,
Demonstracdo: Estas propriedades sio iguais daquelas para abertos que constam
da proposigac 1.

(i} @ e M pertencem a .F porque §° = M ¢ MS = ¢ pertencem a .o (colecio
dos abertos de M).

(ii) Exercicio.

(iii) Como cada F; é fechado, entdo cada Ff ¢ aberto e, portanto, U Ff =
= (" F;)° ¢ aberto. Conseqiientemente N F; é fechado. =

Nota: Se F),F;,...,F,(n1)sdo conjuntos fechados do espago M, entdo
Fi UF, U ... UF, também é fechado em M. Mas uma unidio infinita de
fechados pode ndo ser um conjunto fechado. De fato, em R cada subconjunto
unitario é fechado, mas I = Ja, b[ = pLéJl {p} ndo é fechado.

Defini¢io 4: Seja A um subconjunto de um espago métrico M. Um ponto
P € M se diz ponto aderente ao conjunto A se, para todo £ > (, vale a relagio

Bp.eyNA#9
O conjunto dos pontos aderentes a0 subconjunto A chamawse fécho de A e &
indicado por A. E imediato que A C A&, _
Exemplos:

1. Na reta real, s¢e A = Ja, bJou A = [a, b[ ou A = Ja, b[, entio A =
= [a, bl. De fato, os pontos a e b s3o aderentes a esses intervalos porque qualquer
bala (ou seja, intervalo aberto) de centro num deles, certamente intercepta o
conjunto A. Por outro lado, se p < a ou P > b, entfo p ¢ A porque, no piimeiro

caso, por exemplo, tomando € = a—;—a, a bola B(p, €) = lp - ¢, p + <[ ndo
intercepta A.
p—£ p+E
1 [
J 1

] ]
Ja Jo
2. Ainda na reta real, temos a seguinte igualdade: © = R. Isto ¢ ficil de

explicar: dado p € R, todo intervalo Ip — € p + €] contém ndmeros racionais;
daf

LY

Ip-ep+elng+p
_eportantopeﬁ.
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Proposicio 4: Seja (M, d) um espago métrico. Entdo, para todo A ¢ M,
o

vale a relagio (A)° = A° (isto é, o complementar do fecho de A ¢ ignal ao
interior do complementar de A).

Demonstragio: p € (A <—=> pg A <——=> T, >0 B(p, £)NA =

O
=@<

> Je >0 : B(p, €) C A® «<——> pE)’{E. .
Coroldrio: F C M ¢ fechado se, e somente se, F = F.

o]
Demonstracdo: Lembremos que A C M é aberto se, e somente se, A = A. Assim:
<

> F® = F¢ <==p (F)f =F° ««——>

F é fechado <——=> F° é aberto <
< >F=FE»

Proposigio 5: Seja (M, d) um espago métrico. Se p €M e A C M, entdo
d(p, A) = 0 se, e somente s¢, p € A.
Demonstracio: ( ——) Dado € > 0, como

d(p, A) =inf{d(p, x}Ix €EA} =0

existe entio a € A de maneira que 0 < d(p, a) < € (caso contrdrio teriamos
0 <e<d(p,x) ¥x €A, o que ndo é possivel em face da hjpét_ese de que
d(p, A} =0).Dai a°€ B({p, ¢) ¢ portanto B(p, ) N A # P o que significa que
pE A

(<——) Suponhamos d(p, A) = ¢ > 0. Como por hipitese B (p, €) N
M A # 0, entlio existe a € A tal que

dia, pp<c¢

Como porém
e=d(p, A)<d(p, 8} <e
temos ai o absurde que encerra a demonstragio. m

Proposiciio 6: Para todo subconjunto ndo vazio A de um espago métrico M
vale a igualdade d (A) = d (A).

Demanstrecio: Como A C A, entio d (A) < d (A). Por outro lado, dado € > 0,
— . £
para quaisquer x, y € A, existem a, b € A de modo que d(x, a) <5e d(y,b)<

<35 Dai
dix, y)<d(x,a) +d(a, b} + d(b, y) <e + d(A)
€ portanto
d(A) < e + d(A)
ou seja



0<d(A) - d(A) <¢

para todo € > 0 dado a priori. Donde d (&) — d (A) = 0 ou d(A) = d (&) como
queriamos provar. m

Propnsig’ig 7: Se A é um subconjunto de um espago metrico M e se p é
um ponto de A, entfo existe uma seqiiéncia (x,, X,, ...) de pontos de A tal
que lim x,, = p. '

Demonstragdo: Como p € A, entdo cada uma das bolas abertas B (p, %) (n =
=1,2,...), contém pontos de A. A sequéncia (xy, X, ...), onde Xpn €AN
NB (p, %), para todo n 2> 1, converge para p. De fato, toda bola B (p. €) contém

1
B( P ‘r") desde que %< € © portanto, nestas condiges, contém Xy, Xp,;, Xrie,

---- Como (x,) é uma seqiiéncia de pontos de A, entdo a proposigio estd
provada. m '

Definicio 5: Dade um espago métrico (M, d), um subconjunto A C M
se diz denso em M se A = M.

Por exemplo, @ ¢ denso em R

A definicio acima significa, em outros termos, que, para todo p E M ¢
tode € > 0, existe a € A de maneira que d (a, p) < e. Intuitivamente, para cada
ponto p € M existe, arbitrariamente “proximo” de p, um ponto 3 € A.

Proposicio 8: Seja M um espago métrico. Se A C M é denso em M, entio
G M A9, para todo aberto G # @ desse espago,

Demonstragdo: E praticamente imediata. Dado p € G, existe € > 0 de maneira
que B(p, €} C G. Como A = M, entiio existe 2 € A ta] que d (p, a) < &, ou scja,
vale a relagio a €B(p, £). Daf a € G eportantc GN A # @ »

Definigio 6: Sejam (M, d) um espago métrico ¢ A um subconjunto de M.
Diz-s¢ que um ponto P €M ¢ ponto de acumulagio de A 5¢, e somente se, para
todo € > 0, a intersegfio

B@p. )~ phna
€ um conjunto infinito. Quer dizer, toda bola de centro p deve conter infinitos

pontos de A, distintos do ponto p.

O conjunto dos pontos de acurnulagio de A ¢ chamado conjunto derivado
de AeseindicaporA'.Eimediataavedﬁcaqﬁodeque:ACBCM—_._>
——> A" CB.

Exemplos:

1. No espago R usual o vinico ponto de acumulagio de A = {1. %,%-, .. }
¢ o ponto 0. De fato, uma bola B(0, £} = ]—¢, e[ contém todos os clementos

—:-E A tais que —:‘ <e (<—-_-:> %< r). Por outro lado é ébvio que, para qualquer
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outro ponto p € R, existem bolas Ip — ¢, p + ¢ cuja intersecdo com A niio é -
infinita (mais precisamente: vazia). Assim A’ = {0}.

2. 8¢ 4 é a métrica “zero-um™ sobre M, entdo, para todo A C M, vale a
igualdade A" = §. De fato, para qualquer p € M, existe ¢ > 0 tal que B P, €) =
= {p} (¢ 36 tomar 0 < ¢ < 1). Daf (B (p, )—{pHNA=0NA=Pepga

3. Para qualquer espago (M, d), se A C M & finito, entdo A’ = §. Fica como
exercicio a verificagio desse fato,

Notas: )
1. Para todo espago M, se A CMe p& A’ (p €M), entdo existe £ > 0 tal que

B, e)-{pHhNA=4 o
d De fato, como p ¢ A', existe A > 0 tal que, digamos, (B (p, ) — {p)yNA =
= {xy, X2, .. . , Xy} (finito). Tomando

e< A d(p, X1), ..., d(p, x4)
vamos ter entio
(B(p, ) —{phNnA =0

2. Seja (x,) uma seqiiéncia tal que A = {xy, x5, ...} é i?aﬁnito ¢ possui
um ponto de acumulagio em M. Entfo existe uma subsegiiéncia (x,,) de (xp)
que converge para este ponto.

De fato, se p € A', entfio cada interse¢do

G=(B{p1)-E)nazoa=1.2..)

| ¢ infinita. Assim tomemos um, ¢ um $6, elemento
xl‘lj € Ci

de maneira que n; > n; sempre que i < j. Mostremos que 2 subseqi}éncia
(Xn,» Xnys - - - ) assim construida converge para p. Dado € > 0 existe um nimero

1 & N* tal que*:;< € & portanto

B(p, E)DB(p,%)DB(p,I—_:.l) ...

1y .. —
Como por construcdo x,, €B (p, —i-) (i=1,2,...), entdo
' Xy € B{p, e, V¥izr
e portanto lim xy = p.

Proposicdo 9: Seja M um espaco métrico. Entdio F C M é fechado se, e

somente se, F' C F. )
Demonstragio: ( >) Suponhamos que exista p € F' tal que p & F. Entdo
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p €F, que ¢ aberto, e portanto existe € > 0 tal que B (p, ) CFC,isto 6, B (p, e) N
NF =19 Mascomo pEF entdio (B{(p, €) — {p}) N F ¢ infinito do que decorre

que B (p, €} N F também ¢ infinito e portanto nio vazio. Bste absurdo vem garanti
a validade desta implicagdo.

(<= Seja p € F°. Como F' C F, entio F° C (F')° e daf p € (F')°.
Donde existe £ > 0 de maneirz que
(B, 2)-{pHNF=¢

conforme nota anterior. Mas p € F e daf vamos ter também a igualdade B(p, ) N
N F =@ que equivale a B(p, £) C F® 0 que nos garante que todos os pontos de F°
sdo interiores, ou seja, que F® & aberto, Donde F é fechado, m

EXERCICIOS

1.  Mostre que o conjunto G = {(x,, ..., x,) €ER™|x, > 0} é um subconjunto
aberto do espago R".

2. Considere sobre M = R — {~1, 1} a métrica induzida pela usual de R.
Mostre que a bola fechada B [0, 1] (ver Exercicio 28 — Cap, II) é um
subconjunto aberto do espago M.

3. Mostre que o conjunte A = {0, 1] é aberto e fechado simultaneamente
quando considerado come parte do espago M = [0, 1}V {2} com a métrica
induzida pela usual de R. E como subconjunto de N = [0, 2]?

4. Mostre que todo aberto do R? contém um ponto p = (x,, x4) tal que
X1, X3 € Q. Generalize para o R".

5. Considere sobre M =F(X; R) a métrica dada por d (f, g) = sup {|f(x) —
— g ()| :x €X}. Mostre que ndo ¢ aberto o seguinte subconjunto de M: G, =
= {f € MIf(a) > 0}, onde a é um ponto fixo de X.

6. Seja E um espago vetorial sobre R. Um subespaco vetorial de E é um sab-
conjunto S C E tal que: () 0 € S; (i) u, vES=—=="u+vES;(ilijucSe
c€ER > au € 8. Se § é um subespago vetorial do R" tal que S #
# R", mostre que S ndo é aberto.

Sugestdo: Mostre que qualquer bola aberta de centro no ponto 0 €8 contém
n vetores ndo nulos do tipo

(al: 01---!0)’(05 32,0, -.-,0),-..,(0,0, '--;o,an)
¢ portanto ndo pode estar contida em S visto que S # R™,

86

10.

11.

12,

13.

14.

o _ ~
Para cada um dos seguintes subconjuntos A C R ache A, A, i e R:
- 111
DA-Z ga={-1u{.3.5....}
- 234 }
MA=Qnlo, 1] AdA=101]U 3435

Seja M um espago métrico e considere subconjuntos A, B C M. Mostre que

] Q O O
) APB=ANB HAUBCAUB

o Qg s
Dé um exemplo em que se tenha AUB+AUB.

Mostre que s@o fechados:

a) Zem R;

b) F = {(x, ¥) € R xy = 1} no espago R?;

&) A = {(x, y) € R%x, y >0}, no R%.

Generalize este dltimo resultado.

d) Uma bola fechada num espago métrico qualquer (ver Exercicio 28
Cap. II).

Sejam A e B subconjuntos de um espago métrico M. Mostre que:

) AUB=AUB o

b)A N B C A N B. Dé um exemplo em que s¢ tetha ANB#ANB

Dado um espago métrico M, se A C M define-s¢ a fronteira de A (indicada

—_ e _ Q .
por Pr(A)), através da seguinte formula: Fr(A) = A N A® = A N (A)".

a) Em R ache a fronteira de A =[a, b, B={a,b},C =[a, +{eC=Z
b) Em R? ache a fronteira de A = {(x, ) ER%*xy =1} e B={(x, y) €
eR¥x>0ey>0L

Mostre que, para qualquer espaco M e qualquer subconjunto A C M, vale
- O
A =AUFI(A)

Para qualquer subcorjunto A de um espago M prove que
a) Fr{A) GA <==—=> A ¢ fechado;

b) Fr(A) N A = P <=> A & aberto;

c) Fr(A) = § <——=> A é aberto ¢ fechado.

Achar o conjunto derivado de
) QX Qem RE
d) ZX @ em RZ,

2) Z no espago R,
QN0 1lem R;
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15.

16.
17,

18,

19.

21
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Para quaisquer subconjuntos de um espago M mostre que (A U B) =
= A UP. '

S¢ A € um subconjuntoe finito de um espago M, mostre que A’ = @,
Mostre que vale a igualdade A = A U A’, para qualguer subconjonto A C M.

Seja F um subconjunto fechade de um espago M. Se p & F, mostre que
d{p, F) > 0.

Seja F um subconjunte fechado de um espago métrico M. Se p & F, mostre
que existem abertos disjuntos G ¢ H de maneira que p € G ¢ F C H.

Mostre que num espago vetorial normado E a aderéncia de uma bala aberta

B{(p, €) € a bola fechada B [p, c].

Sugestzo: Sendo §(p. €) = {x € MIlix — pl = ¢} basta provar que

S(p, €) C B(p, €). Qualquer u € S(p, &) ¢ limite da seqiéncia (x,) dada
n

por x, = p + gy {u — p) cujos termos pertencem todos a bola B(p, £).

Sejazn M e N espagos métricos. Considerando sobre M X N uma quglquer

e

das métricas usuais D, Dy ou D;, mostre que A X B=AX Be AXB=

c o
= A X B, para quaisquer A CMe BCN,

CAPITULO IV

CONTINUIDADE

§ 1 — FUNGOES CONTINUAS

1. Conceito ¢ Exemplos

Lembramos que uma fungdo f:R—— R ¢ continua num poato p se,
para todo £ > 0, existe 5 > 0 de maneira que

Ix - pl<s—=> If(x) — f(pli<e

Intuitivamente: estfo “arbitrariamentie” préximos de f(p) os valores de f corres-
pondentes a pontos “suficientemente” préximos de p.
A definigiio a seguir ¢ motivada pelo que acabamos de lembrar

Definicio 1: Sejam M e N espagos métricos (cujas métricas, por comodidade,
indicaremos pelo mesmo simbolo d). Uma fun¢fio f:M—— N se diz continua

_ no ponto p € M se, para qualquer € > 0, existe 6 > O de maneira que

d(x, p) <3 —=> d(f(x), f(p)) <e¢
Dizer que f é continua significa que f é continua em todos os pontos de M.

Proposigio 1: Uma fungio f;M-—— N ¢ continua no ponte p € M se,
¢ somente se, dada uma bola B(f(p), c) existe uma bola B(p, 5} tal que

f(B(p, 6)) C B(f(p), €}
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[(B(p,8))

e ™

Bf(p), &)

B (p,8)

Demonstragdo: (——=) Dada a bola B(f(p), £}, considerando o seu raio &,
existe, por hipétese, & > 0 tal que

d{x, p) <8 > d(f(x), f(p)) <¢e

Considerando a bola B (p, §) mostremos que sua imagem direta por f estd contida
em B (f(p), €). De fato, sc y € f(B(p, §)), entdo y = f(x), com x € B(p, 5).
Dai d (x, p) < § o que implica d (f (x), f(p)) < €. Assim y = f(x) € B(f(p), €).

(<
Proposigio 2: Seja f:(M, d)—— (N, d') uma fun¢io continua. Se d, e

dy sdo métricas sobre M e N respectivamente, tais que d ~ d, e d' ~ di, entdo
também € continua a fungdo f: (M, d,)—— (N, d}).

)} Fica como exercicio. m

Demonstragdo:

(i} Mostraremos primeiro que é continua f:(M, d) —— (N. d;). Dado
p €M, consideremos uma bola B = By, (f (p), €), onde € 2> 0 ¢ arbitrdrio. Como
d' ~ dj, existe uma bola B, = By (f(p), A) C B. Por hipétese éntfio podemos

achar & > Q tal que, sendo B, = By (p, 3), vale a inclusdo f(B,) C B,. Donde

f(B;) C B o que prova nossa afirmacFo.

(ii) Deixamos como exercicio a demonstragio de que f:(M,d,) ——
—— (N, d') é continua,

De (i) e (ii) decorre a tese.

Nota: Nio se deve perder e vista que obviamente podemos ter, em
particular, d = d, ou d' = dj.

Exemplos:
(i) Uma imersdo isométrica é qualquer aplicagio f:M —— N tal que
d(f (), f(y)) = d(x, y), para quaisquer x, y € M.
Toda imersfio isométrica € continua porque, para qualquer € > 0, tomando
= £ temos:
d(x, p) <3 === d{f(x), f(p}) = d(x, p) <& =
qualquer que seja p € M.

20

Observemnos que uma imersdo isométrica € injetora pois
f(x) = f{y) == d({(x), {(y)} =0

Em particular sdo
sobrejetoras.
Vejamos algumas imersdes isométricas (logo fungdes continuas) importantes:

® As inclusdes j: X —— M, definidas por j(x} = x, ¥ x € X, sendo X

>d{x,y) =0——> x =Y.

continuas as ispmefrias que sdo as imersdes isométricas

um subespago de M, pois para quaisquer X, y € X

di), j(y)) = dx. y)

Em particular a aplicagio idéntica idy:M —— M ¢é continua por ser uma
imersdo isométrica (na verdade wma isometria).

® Num produto cartesiano M X N de dois espagos métricos consideremos
a métrica D (ou suas equivalentes D, ou D,). Para cada a € M ¢ uma imersfio
isométrica a aplicagdo j,:N — M X N dada por j, (y) = (a, y)- De fato,
para_quaisquer yi, y2 € N:DGa (1) ja(y2)) = D((a, v1) (a y2)) =
=+ d(a, )% + d(y1, ¥2)* = d (y1, ¥2).

Analogamente, para cada b € N, jp,:M —— M X N definida por j, (x) =
= (x, b} é também uma imersdo isométrica.

® As translacbes num espago vetorial normado E, definidas para cada
a € E do seguinte modo: T,(x) = x + a, ¥ x € E. De fato, para quaisquer
x, y €E:

d(T,(x), Ta(y)) = "Ta(x)—Ta(Y)l= EX+3_(Y+3)|= H‘)L—~Y||=d(X,Y)

Observemos que uma translagio ¢ sempre sobrejetora pois, dado z € E,
considerando x = z — a temos

T,Z)=x+a=z—ata=1z
Logo as translagBes sdo isometrias.
{(ii) As contrages fracas 530 aplicagGes {:M -—-—--*IN tais que
d{f(x), f(y)) < d(x, y)

para quaisquer X, y € M. Toda contragio fraca é uma aplicagdo continna pois,
dado £ > (, tomando § = ¢, entfio

dix,p) <é&- > d(f(x), f(p)) = d(x, p) <8 =€ para todo p EM.

Daremos exemplos a seguir de algumas contragBes fracas importantes:

® Se My, ..., M, sio espagos métricos, considerando sobre M = M, X
X ... X My a métrica D (ou suas equivalentes D, ou D), as projecies
Pi:M—— M, s3o contragdes fracas pois, para quaisquer x = (X1, -- -, Xn) €

Y= ., yp) em M temos:
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d(piC), Pi(¥)) = d (xi, y) €V A {xy, y1)2 4. ..+ d(xg, yn)> =D (x, y).

® Se E € um espago vetorial normado a adi¢fio s:E X E —— E definida
por s(x, y) = x + y & uma contragfo fraca, posto que

dGX, 1) s(x, y)) =d(xs Fynxa+y) = lxs +y) - (xa + y2) I =
= '(X; - Xz) + (}'1 - y:]" 5 HX.| — Xg" + ly‘ — y;" =
=d (X[, X:) + d (YI! Y:) = Dl((xls yl): (Xg, Y:))

¢ Toda métrica d:M X M—— R pois para quaisquer {(x;, y1), (X2, v2) €
M X M:

14 (x;, ¥1) — d (%2, )’2)] = 1d (x4, ¥1) — d (X3, y1) + d (x5, y1) — d (s, Yz)l ’é
< [d(xy, y1) — dxg, yi)l + 1d (%2, y1) — d (x5, ¥2)| €
< d(xy, x2) + d{yy, ¥2) = D1 (X1, ¥1); (%2, y2)).

® Se E é um espago vetorial normado, toda norma x — [xN é uma
contragio fraca pois, para quaisquer x, y € E:

Hxi ~ Iyl =td(x, 0} — d(y, Ol < d(x, v}

® As aplicagBes constantes f:M —— N, f(x) = k, para todo x € M,
pois d (T (x), f{y)) = d(k, k) = 0 = d (X, ¥}, para quaisquer x, y EM.

(i) As aplicagdes lpschitzianas sio aplicagBes f:M—— N para as quais
existe uma constante ¢ > 0 (chamada constante de Lipschitz) tal que

d(f(x), () S cd(x, v), ¥ x, yEM.

Toda aplicagdo lipschitziana é continua pois, dado € > 0, tomando § = —2—, entdo
dix, py <8 > d(f(x), f{p)) €cd(x, p}< c%= £ para qualquer p € M.
Vejamos um exemplo importante:

® Dado um espago vetorial normado E, cada escalar o # 0 determina uma
homotetia h,:E—— E definida por h, (x} = ax, ¥ x € E. Tomemos ¢ > 0
de maneira que ¢ 2 lal. Temos entdo, para quaisquer x, y € E:

d (he (), he (1)) = d(ax, ay) = bax —aylk =
=lallx —yl<clx—yl=cd(x y)

e portanto h é lipschitziana (logo continua).

Uma aplicagio f:M——— N se diz localmente lipschitziana se, para cada
ponto p €M, existe uma bola B (p, A) de maneira que a resiri¢io de f 2 essa bola
£ lipschitziana. Mostremos que uma aplicagdo localmente lipschitziana é continua.
De fato, se p € M, existe uma bola B = B (p, A) e existe uma constante ¢ > 0
de modo que d(f{x), f(¥)) % cd(x, ¥), ¥ x, y € B. Assim, dada uma bola
B(f{p), €), com & > O arbitririo, tomemos § > 0 de maneira que § < A e
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3 < % Isto posto teremos: d(x, p) <& ——> d(x, p) <A - x €
€ B(p, ) =—=> d(f(x), {(p)) S cd (x, p) ==> d({(x), I (p)) <cb=—=>
= 3(£(x), £{p)) <c%= c.

Veremos a scguir alguns exemplos importantes de aplicagGes localmente
lipschitzianas:

e I:R—— R dada por f(x) = x", onde n > 1 é um nimero natural
dado.

Dada uma bola B = B(p, X), s¢ja b € R 12l que [x| <'b, parz qualquer
x € B. Devido 20 teorema de valor médio, se X, Y E B, x ¥ ¥, exlis}f te R,
situado entre X e y, de maneira que f(x) — f(y) = f ()(x —y) =t (x — y)
Dai

If(x) - ft=nltmUx —yl<ab"x —yl, Vx, y EB. |

o {:R* —— R definida por f(x) =%, ¥x ER*

Tomemos inicialmente p > 0 ¢ consideremos uma bola B = B(p, A) C
C R¥ Supondo p — A = a > 0 teremos:
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|11
¥x,yE€B If(x) - f(»l = X"y

ly —xI 1
= J—l-l——l—lx . < " ly — x!
© que mostra que f, restrita a B, & lipschitziana.*

® A nuitiplicagio por escalares m:R X E —— E num espago vetorial
normado E € localmente lipschitziana, Provaremos esta afirmacdo usando sobre
R X E a métrica Dy da soma.

Dado uma bola B = B(p, A), onde p & um ponto arbitrdrio de R X E,
existe uma bola de centro na origem 0 = (0, 0) e raio conveniente &, de maneira
que B C B (0, 5). (De fato, basta tomar & = d (0, p) + A)

Assim, dados dois pontos arbitririos (o, u) e (f, v) da bola B, como estes
pontos estio na bola B (0, 8), valem as relagdes:

lal + lul < & e I8l + vk < &

e daf

Mhull <6 e 1Bl < &
Portanto, '

d{m (e, u); m (g, v)) = d (ay, fv) =lau — gvl = lau — fu + fu — vl =
=la-PHu+Bu-viI<
Sla-glhul + 8l —vi<sia-Bl+6lu-vl=
=8(la -8l + lu — vl) = 8D,((a, v); (8, v))
0 que mostra gue m € lipschitziana em cada bola aberta de R X E.

Proposicio 3: Uma fungio f:M —— N ¢ continua num ponto p € M
se, ¢ somente se, 0 fato de uma seqiiéncia (x,) de pontos de M convergir para

p acarretar que (f(xy)) converge para f (p). Ou seja: se, e somente se, x,— p
acarreta f(xg) —— [ (p). '

Demonstragio: (——) Seja B = B (p), €) onde £ > 0 é arbitririo. Da
continuidade de f vem que existe § > 0 de tal maneira que:

f(B(p,8)}C B

Mas como x, — p, existe um indice 1 tal que, para todo fndice n 3 1, se tem
X € B(p, §). Dai segue que f(xp) € f(B(p, 5)) e portanto que f(x,) € B
para qualquer indice n 2 r o que prova entfo que f(x,) — f(p).

(<==) 8¢ { nffo fosse continua em p, existiria € > 0 tal que;
f(B(p, 8)) ¢ B{(f(p), ), Y5 >0
Assim, em particular
| f(B(p, 1)) ¢ BUG), ©)
* Parap < Oadenmsmﬁoé aniloga.

o4

£(3(p. 7)) ¢ BG®), O
f(B(p.3)) ¢ BEG, O ...

1
e portanto, para cada n > 1 existe x, € M tal que x, € B (p, ;) e F(x,) ¢

& B(f(p), €). Donde a seqiéncia (x4, Xz, ...)—— P 20 passo que
(f(xq), f(x2), ...) +b f (p), o que contradiz a hipbtese. ®

Nota: A proposigio acima é particularmente interessante, em muitos casos,
para justificar a ndo continuidade de uma fun¢do num dado poato. Por exemplo
a fungfo f:R —— R definida por f(x) = 1 3¢ x € Q e f(x) = 0 para todo
x € R — Q nio & continua num ponto gualquer p € @. De fato, a seqiiéncia

(p + 3:2@, p+ 33Q, p +3é‘2-, ) é uma seqiiéncia de ndmeros irracionais

: . 2 2
que converge para p. No entanto a _seqﬁéncm de unagens(f (-p + 32C), f ('p + 335),
.- ) =(0,0,...)—— 0e¢ndo para f (p) = 1. Por um raciocinio parecido pode-se
mostrar que f ndo é continua em nenhum ponto p ER — Q.

Proposicio 4: Dada a fungio {:M—— N as seguintes afirmagbes so
equivalentes:

a} f é continua

b} Para todo q € N ¢ todo A > 0, f'(B{q, N)) ¢ um subconjunto aberto
de M

¢) Para todo aberto G de espaco N, £71(G) € um aberto de M

d) Para todo fechado F do espago N, £ (F) é um subconjunto fechado de M.

Demonstragio: )
a) > b) Dado p € f'(B(q, X)), entdo 1(p) € B(q, A) ¢ portanto
existe € > 0 de maneira que B {(f(p), €) € B(q, A). Mas sendo { continua existe
entio § > 0 tal que f{B(p, 8§)) C B(f(p), ). Como porm B{(p, &) .C
C 1B (p, 5))), entdo B(p, 8) C £ B(E(p), ©)) C [ (B(g, N)). Asim
todo ponto p € £-1(B(q, N)) ¢é ponto interior e portanto f “1(B(q, M) ¢ aberto.
b) ——=> ¢) Se G & aberto em N, enifo G = UB,, onde (B;) é a familia
das bolas aberias contidas em G. Dai T-1(G) = f~'(UB)) = UT(By) ¢, como
cada f~1(B;) ¢ aberto, o mesmo ocorre com f~*(G).
¢) —— d) Sendo F fechado em N, entfo G = F° € aberto. Dai f'iSFc) =
= (£-'(F))° é aberto em M por hipdtese. Donde seu complementar f (F) é
um subconjunto fechado em M. )
d) =——=> a) Seja p um ponto arbitrdrio d¢ M. Para um € > 0 qualquer seja
B = B(f(p), €). Entdo B® ¢ um fechado em N que ndo contém f (p) e pgrtantq
£-1(B%) = (f-1(B))° é um fechado de M que nio contém p. Logo f (B) ¢
sberto ¢ p € £7'(B). Tomando entio § > 0 de maneira que B, = B(p, 8) C
C £*(B) teremos que:
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£(B,) C £(67'(B)) C B
e portanto f é continua em todo ponio p EM. m

Coroldrio: Sejam M e N espagos métricos. Se F ¢ L sfo subconjuntos
fechados de M taisque M =FULese f:M——Nétal queg=flFeh=flL
sfo continuas, entdo f também é continua,

Demonstragdo: Seja P um subconjunto fechado do espago N, Observernos primeiro
que f71(P) = g~} (P) U h~!(P). Mas g~"(P) ¢ fechado em F (devido 4 proposigio)
e como F é fechado em M, entdo g™ (P) ¢ fechado em M (ver Exemplo 5 i
definicio 3 — Cap. Iil). Analogamente h™!(P) é fechado em M. Donde f~'(P)
¢ fechado neste espago e portanio { € continua. =

Exemplos:

1. A fun¢io f:R—— R dada por f(x) = | x| € continua. Uma demons-
tragdo deste fato, usando a proposigio anterior é a seguinte: h4 trés casos possiveis,
quanto a uma bola aberta B (p, £) C R, conforme figura abaixo; nos trés casos
a imagem inversa de B (p, €) é um conjunto aberto de R

f7'(Ja, b =1-b, ~afUla bl f'(abl=]-bbl (s, bD=0

2. A fungdo f:R—— R dada por f(x) = — 1, para todo x < 0, e f (x) =
= x + 1, para x > 0, nfo ¢ continua. Isto pode ser verificado facilmente pela
proposicio anterior.

%

Considerando a bola B = ]— 2, O, temos £~ (B) = ]— =, 0] que n3c é um conjunto
aberto. Logo estd caracterizada a niio continuidade de f.

3, Seja f:M—— R uma fungdo coniinua. O conjunto A ={xEMIf(x) >
> 0} & aberto porque A = f71(]0, + ),

4, Dadas as funcdes continuas f, g: M—— R, conjunto A = (x EMIf (x} #
# g{x)} ¢ aberto posto que, sendo h:M—— R a fungdo dada por h(x) =
= d(f(x), g(x)), obviamente A = {x € MIh(x) > 0}. Conseqientemente ¢
fechado o conjunto {x € MIf(x} = g ()} = A"

5. Sejam My, M, ..., M, espagos métricos. Entio um produto A; X
X ... X Ay, onde cada A; C M; é um conjunto aberto (i =1, ..., n), € aberto
no espago produto M = M; X ... X My (para uma qualquer das métricas usuais
em M). De fato, em relagdo a essas métricas, s30 cont{nuas as projegdes pi:M —
—— M;. Donde cada pi'(A;) é aberto em M e, como A; X ... X A, =

= pi'(A]) N ... NP3 (Ay) (intersecdo finita de abertos), entdo A, X ... X
X Ay, ¢ aberto.

6. Se f:M—— N ¢é continua, entio f;:M —— f (M) dada por f;(x) =
= f{x), para todo x €M, é também continua. S¢ U ¢ um aberto de f (M), entfo
U = G N (M) onde G é um subconjunto aberto de N. Daf

f71QU) = £71(G N EM) = £°4G) NI HE(M) = £71(G) N M = 71(G)

¢ com £-1(G) & aberto, por ser f continua, entdo f{'(U) & aberto e dai f, &
continua.

2. Proposicdes sobte Continuidade

Proposicio 5: Sejam {:M——— N ¢ g:N — P fungles continuas‘nos
pontos p € M e f(p) € N, respectivamente, Entdo gof:M—— P ¢ continua
no ponto p.

Demonstragio: Dada vma bola B, = B{{g o f)(p), €) = B (f(p)), €), a conti-
nuidade de g garante que existe uma bola B, = B (f(p), A) tal que g(B1) & Ba.
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Considerando agora a bola B,, como f € continua em p, existe B = B(p, 5) de
maneira que f(B) C B,. Desta inclusio decorre que g (f(B)) =(go f)(B) Cg(By)
e portanto (g 0 f)(B) C By. »

Coroléria 1: Se f:M —— N e g:N —— P sio fun¢Ses contfnuas, entdo
gof:M— é também continua.

Corolirio 2: A restrigio de uma fungio continua f :M——— N a um subes-
pago X C M ¢ também continua.

-Demonstragdo: Sendo j:X ——— M a inclusio é claro que foj = f|X pois
(foix) = fG () = f(x) = {1X)(x)
para todo x € X. Como f e j sdo continuas entdo f|X também é continua. w

Proposicio 6: Se f:M—— N & continua, entfo f: X — £(X) também
¢ continua, para todo X C M.

Deixamos a demonstragio como exercfcio.

Sejam M,, ..., My e M espagos métricos. Uma aplicagdo f:M——
— M| X ... X My & definida por n aplicagges fy:M —M,, ..., f{ip:M—
— M, que se denominam coordenadas de f, de maneira que f(x) = (f;(x),

» T (x)), para todo x € M. A proposicio a seguir caracteriza a continuidade
de uma fungo f assim definida, em termos da continuidade das fj,

Proposicao 7: Para que f:M—— M, X ... X My definida por f(x) =
= (f;(x), ..., fp (), ¥ x €M, seja continua num ponto p € M é necessdrio ¢
suficiente que cada vma das fungdes f), ..., f; seja continua no ponto p.
Demonstragdo: {(——>) Como {p; ¢ )(x) = p;i (f1(x), . .., fy (X))} = f; (x), para
qualquer x EM, entfo pjof =fj(i= 1, 2,...,n) e como ainda f e cada proje¢io
pi s&o continuas, entdo f; também é continua.

{«=——=) Usaremos sobre M; X ... X M;; a métrica D, da soma. Seja p EM.

Dado £ > 0 existe para cada fndice i{i = 1, 2, ..., n) um nimero §; > O tal que:

d(x, ) < == d( (), () <7

Sendo § = min {8y, ..., §,1}, temos entdo que

>

d(x, p) <8 =—=> d (X, § () <%(i =1,2,...,n)
—— A, @)+ ...+ AR 0, @) <e
ou seja;
Di{f(x), f(p) <cw®

Corolfwio: Se fi:M,—— N,, ..., {;: My — N, sfo funcfes continuas,
entio:
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f:MIX XMn'—-““*le D 4 Nn
definida por:

f(xss ..oy Xg) = (i (xy) ..., £ (xp))
também € continua.
Demonstragdo: Indicando por p;:M; X ... X My—— M; a projecio i-6sima
(i=12,...,n), temos que: f
Gopdxs -+, Xn) = £i(x)
¢ portanto, fazendo (x,, ..., x5) = x:

£() = (0P}, - - ., (B © pa)(x))

0 que mostra que as fungBes f; O p; sdo as coordenadas de f. Sendo estas coorde-
nadas continuas, ji que cada p; e cada fj sio continuas, entfo f & também
continua. ®

3. Operagdes com Fungdes Continuas

(2) Seja E um espago vetorial normado qualguer. Dado um conjunto X # #
arbitririos, a soma de duas fungbes f:X—— E e g:X—— E ¢ a fungdo,
indicada por f + g, assim definida:

f+g:X—E e (f+gx=f+gX),¥xeX
Suponhamos M um espago métrico, E um espago vetorial normado e duas
fungdes f:M —— E e g:M —— E. Vale entio a seguinte propriedade:

(I} Se f e g sfo continuas, entdo f + g tamhém € contfnua.

De fato, consideremos as fun¢Ses h:M —— E X E, dada por h(x) =
= (f(x), g(x)), e $:E X E—— E, dada por s(x, y) = x + y (adig#io). Como
obviamente sOh =f + g, entfio

M— EXE—~E
xb—= (f(x}, g()— f(x) + gx)
a continuidade de f + g decorre da continuidade de h (proposiciio 7) e da conti-
nuidade de s (que é uma contra¢do fraca como j4 vimos).

(b) Suponhamos f:M —— R e g:M —— R fungdes quaisquer, sendo
M um espago métrico (poderia ser, para efeito desta defimigiio, um conjunto
qualquer).
O produto das ﬁmqoes fegéa funclo, denotada por f « g, cuja definicio é
a seguinte:
f-gM—— R ¢ (f-g)(x)=f(x)g(x), VXEM.

E claro que f-g =g f.
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Temos entdo a seguinte prepriedade:

(I) Se f:M— R e g:M—— R s30 continuas, entio  « g também é
continua. .
E s6 considerar o esquema:

M RxR R
x> (f(x), g(x}}r—— f(x) 2 (x)

onde h(x) = f(x), g(x)) e m(x, ¥)=x-y. Como f-g=moh, h é continua
(proposigio 7) e m é continua (Exemplo (iiij) — item 1), entdo f - g também
é continua.

{c) Seja M um espaco métrico. Dadas M —— RegM— IR, s
g(x) # 0, ¥ x € M, o quociente de f e g é a fungfio, indicada por gf ¢ assim
definida: é:M —+ R & (%)(x = f(x) para qualquer x € M. Para a fun¢io

g2(x)’
quociente assim definida vale a segumte propnedade:

(1) Se f:M —— R ¢ g:M— R sdio contfnuas e g (x) # 0, ¥x €M,
- entﬁoé também é continua.

Consideremos o esquema abaixo, cuja composta é exatamente %:
M—RXR*—RXR—>R

e (1, 50— (1, ) — 12

E ficil perceber a continuidade de cada uma das trés fungGes componentes que

al figuram. (Quando i fungio R X R*—— R X R deve-se levar em conta,

para concluir sua continuidade, que t —— %, de R* —— R, ¢ continua e

ainda o corolirio da proposi¢do 7.) Disso tudo decorre a continuidade do quociente.

4. Continuidade das Transformagdes Lineares

\

Sejam E e F espacos vetoriais sobre 0 mesmo corpe K. A classe mais impor-
tante dentre as aplicagbes de E em F ¢é a das aplicacdes ou transformacGes
lineares. Uma transformacio linear T:E—— F ¢é definida através das seguintes
condigBes:

(@ Tu+v=Tw+TE

{b) T(ou) = aT (u) (Daqui segue: T (0) = 0)
para quaisquer u, v € E ¢ para todo & € K. A importincia desse tipo de aplicages
estd no fato de que a estrutura algébrica de espaco vetorial ¢ preservada por elas.
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E claro que, com a definicio natural de diferenga de dois vetores de um
espago vetorial, ou seja, w — v = u + (—v), valem as seguintes proptiedades:

T-uw=-T@w e TQ-9=T-TWw
para u ¢ v quaisquer em E.
Exemplo: Toda homoietia hy:E——— E, onde E ¢ um espago vetorial
qualquer e o um escalar dado, é linear pois:
hey(u+ V) =a(u + v) = au + av = hy (u) + h, (v}
hy (Au) = adu} = A (au} = Ah, (v}

A seguir veremos como pode ser caracterizada a continuidade das transfor-
magdes lineares.

Proposi¢io B: 5S¢ E ¢ F sdo espagos vetoriais normados sobre IR e se
T:E—— F é uma transformac3o linear, enifio sdo equivalentes as afirmagBes:

(a) T é continua

{b) T é continua na origem

(c) Existe um niimero real k > 0 tal que T (u}l <k fud, para qualquer
w€E ' )

(d) T é lipschitziana
Demonstragio: (a) ——> (b) Imediata.

(b} =——> (c) Como T é continua na origem e como T ({) = 0}, tomando
e = 1, existe § > 0 de maneira que:

lul <&

> ITWE <1

Tomemos k € R de maneira que % < k. Assim, dado um vetor u qualquer, ndo

. u 1 . 1
nulo, Qe E, o vetor o T e tem norma igual a K’ ponanto. menor que
§, e daf;

"T klul U <l

Da linearidade de T e da propriedade (n,) das normas decorre entio que:

kﬂ JIT@I<1

Donde:
IT ()l <k Jul

para qualquer vetor u # O de E. Se u = 0 temos a igualdade KT (0)N =k 0N.
Portanto a tese: IT () < k Bu i, para qualquer u €E.

o1



(¢) ===> (d) A constante de Lipschitz de T é o préprio k: dadosu, v €E,
IT@ -T®I=1T@w - VI<klu-—vl,
> (a) Toda aplica¢fio lipschitziana é continua, ®

(@)

Corolario: Se E é um espago vetorial normado qualquer, ent3o toda transfor-
magdo linear T:R? —— E ¢ continua,

Demonstragdo: Naturalmente a afirmagfio refere-se a qualquer das métricas usuais

sobre R" e para a demonstracio escolheremos a métrica D, (da soma). Facamos

(1,0, ...,0)=2,,(0,1,0,...,0) = ez, ..., (0,...,0,1) =ey. Sejau =
n

= (X1, ..., xn) € R", Entio u = xse, + ... + xqe, = Z x;e;. Dai entdo
Iw]

AT = ||1"(1=§1 "i‘_’i)“ -

n n
12 xiT(ei)I < Z Iyl T (&)
=1 1=1

Seja k = max {IT(e)N, ..., 1T (e;) ). Levando em conta que Hull = [x,| +
+ ...+ [xy4l, temos entdo

n
ITWI<k Zix!=klul
i=1

A proposi¢io 6 nos garante entfio a continuidade. »

§ 2 — FUNCOES UNIFORMEMENTE CONTINUAS

1. Conceito

Seja f:M —— N uma fungfo continua num ponto p € M. Como sabemos,
dado entfio € > O, existe § > (0 de maneira que d(f(x), f(p)) < £ para todo
X € B(p, §). Este § depende, em geral, nfo s6 de £ como também do ponto p.
Ha casos porém em que € depende apenas de §, ou seja, pode-se usar 0 mesmo
& em todos os pontos de M, no seguinte sentido:

Definicio 2: Se M ¢ N sfo espagos métricos, uma fungdo f:M —— N
se diz uniformemente continua se, dado £ > Q, existe & > O de maneira que:
d(x, y) < § —= d{f(x), f(¥y) < ¢

Intuitivamente isso significa que estdo “erbitrarigmente préximos” entre si dois
valores de f comespondentes a dois pontos de M “suficientemente proximos”
entre si,
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E claro, ademais, que toda fun¢io uniformemente continua é também
contfnua. A reciproca disto ndice vale como veremos.

2. Exemplos

1. As aplicagbes lipschitzianas f:M —— N sic uniformemente continuas.
De fato, se ¢ > 0 é a constante de Lipschitz de f, entdo d (f (x), f (y}) = cd (x, ¥),

V x, ¥y € M. Logo, dado € > @, tomando & =%a definicdo se verifica, como
¢ Sbvio, Em particular as contracdes fracas séo todas uniformemente contimuas.

2. Uma aplicagio f:M —— N é chamada contragdo se existe um mimero
real k, 0 Sk <1, tal que d{(f(x), f(y)) €kd(x,y), Vx, y EM.

Se k = 0, { & constante e portanto é uma contragdo fraca. Se k > 0, entao
f é lipschitziana. Entdo as contracSes s3o sempre fungdes uniformemente continuas.

3. A fungio f:R*—— R, definida por f(t) = IT, nfo é unifoermemente

continua, embora em cada ponto p € R¥* existe uma bola B(p, €} tal que a
restrigdo de f a essa bola € uniformemente continua, Quanto d segunda dessas afir-
magdes é suficiente acompanhar o exemplo contido no § 1 — 1, em que se provou a
continuidade de f. Mostremos apenas que f niio ¢ uniformemente continua.

Seja € = 1. Para qualquer & > 0 existem ndmeros naturais nio nulos, n e

1
n+1 nilemaneiraquem
= m e, no entanto,

Y U I ol
<6.Fa§amosx—~ney—n+1.Entﬁo|x yi=

1@y} — £l = =244>¢ |
1

(2 +2 +~$)-—n2

4. A fungdo f:IR—— R, definida por f(x} = x*, também néo ¢ unifor-
memenie continua, embora sua restricio a cada intervalo (bola aberta) Ja, b
seja lipschitziana. Provemos a primeira dessas afirmagdes.

Seja ¢ = 1. Para gualquer 5 > 0 existe n € N* de modo que%(ﬁ. Fagamos
X=ney=n +;}1~. Entfo iy — x| =;11-e, no entanto,

) - f@l = | P +2+5-n? (=24 5>

n n

5. A fungio £:[0, +w]— [0, +e=f definida por () = +/x ¢ unifor-
memente continua mas nfo ¢ lipschitziana.

Para mostrar que f nfio ¢ lipschitziana deve.se provar que para qualquer
¢ > 0, existem X, y € {0, +=[, x ¥y, de maneita que:

df(x), f(y)) _ IWx -yl _ 1 >
d(x, ¥) Ix — yl VE+VY
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1
ey=—s.
166 0 ac?
Quanto i continuidade uniforme de f partimos do fato que:

IVE = VY €VIX —yl, ¥ x, y € [0, +ol.

Entdo, dado £ >> 0, tomando-s¢ § = €2, se [x — y| < § = £2, teremos:
IWVx —Vyl€VIx—yl<e¥=¢

6. A fungio f:R*—— R dada por f(x} = ccs;]i-é mais um exemplo, a0

Ora, € 30 tomar, por exemplo, x =

lado dos Exemplos 3 e 4, de fun¢do continua que ndo € uniformemente continua.
A continuidade de f decorre da continuidade dos fatores no esquema abaixo:

RfF— R— R
i 1
tl—-—-—r?l——b OOST

1

2n(2n+1)w <

Seja £ = 1. Para qualquer § > 0, existe n €N* de maneira que

< &. Tomemos x = . Entao:

1 1
2an Y T @n+ Dr
_2n+1 —2n - 1
T 20(2n+ D 2n(2n + Ya

Ix -yl

e -

(f(x) — fyM = leos(2nm) —cos(2n + Dal =11 — (- =2>¢

3. Proposicbes

N3o demonstraremos a maioria das proposigties abaixo sobre functes unifor-
memente continuas, peio fato de que suas demonstrages quase nada diferem das
correspondentes para fungBes continuas.

Proposiciio 9: Sejam d ¢ d; métricas sobre M para as quais existem nimeros
reais r, s > 0 de maneira que: '

rd(x, ¥) < d1(x, ¥y) <sd(x, y)
quaisquer que sejam x, y € M. Entdo f:(M, d) —— (N, d’) é uniformemente
continua s¢, ¢ somente se, f:(M, d;)— (N, d'} é uniformemente continua.
Demonstracdo: (—==>) Seja ¢ > 0. Entfo existe A > 0 de modo que:

dix, ) <A > d'(f(x), f(y) <e

Tomemos § = 1)\ e suponhamos d;(x, y) <§. Entford (x,y) €d1(x, y) <6 =1A
¢ portanto d (x, y) < A Donde d'(f(x), f{y)) < 8.
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{(<=—) (Exercicio). »

Proposigio 10: Sejam d' e d métricas sobre N tais que, para certas constantes
I, s € R¥, valem as relagGes:

rd'(x, ¥} < dix, y) < sd'(x, y)

para quaisquer x, y N. Entdo f:(M, d) —— (N, d") ¢ uniformemente continua
se, e somente se, f:(M, d) —— (N, d}) é uniformemente contfnua.

Nota: As duas proposigGes acima nos garantem, em particular, gue gquando
o dominic ou o contradominio de uma fun¢®o f for wm produto cartesiano de
espagos métricos, € indiferente usar uma qualquer das métricas usuais D, D, ou D,
nesse produto, a fim de verificar a continuidade uniforme de f. Quer dizer, se f
for uniformemente continua em relacdo 2 uma dessas métricas, também o serd
em relag¥o ds outras e vice-versa.

Proposigio 11: Se f:M —— Ne g:N —— P sfio uniformemente continuas,
entdo g © f:M —— P também ¢ uniformemente continua,

Demonstrapdo: Seja € > 0. Entdo existe A > 0 de modo que:

Yy, y2 EN, d(yi, y2) <A > d(g(y1), g(y2)) < e
Sendo f também uniformemente continua, entio 3 § > 0 tal que ¥ x,, x; EM,
dﬁ(}l), Xg} <f == d(f (xl), f(x) < L Daf entio
4@(EX)), 8E ) = d(EOH(), EOH)) < e
Corolirio: A restricio de uma fungo uniformemente continua f:M—— N
a um subespaco X C M ¢é também uniformemente continua.

Proposicio 12: Uma fungio f:M —— N; X ... X N, definida por f (x) =
= {fi(x), ..., (%)), ¥ x € M, é uniformemenie continua se, ¢ somente se,
cada fungdio fi:M—— N;(i=1,2,..., 1 ¢ uni.fqnnemcnte continua.

Corolirio: Se fj:M,—— Ny, ..., fi:M;—— N, sfio uniformemente
continuas, entdo:

£:M; X ... X M;—> N, X ... X N;
definida por f(xy, ..., xg)} = (fi(x1)}, ..., fy(xg)) ¢ uniformemente continua,

Aplicacdo: Como aplicagio das propasices acima provaremos que a multi-
plicagio
m:RXE-—E

sobre um espaco vetorial normado E, definida por m (e, u) = au, ndo & unifor-
memente continua. Seja v € E um vefor unitdrio, isto é, Ivll = 1. Indiquemos
por { e g, respectivamente, as aplicagtes

f:R*—— R X E dada por £(t) =(% v)
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g:E —— R dada por g(u) = llul

Se m fosse uniformemente continua, entdo no esquema

R« S RXE—"spg—-E, QR

todas as fungBes seriam uniformemente continuas, Mas

@omon® = gom(1.v) = s(}4) =[] = 4]

1
Entfo a fungo t—— ‘T| de R* em R seria uniformemente continua,
o qué ndo é possivel (justifique).

§ 3 — ESPACOS HOMEOMORFOS

1. Homeomorfismos

Consideremos num espago vetorial normado E um ponto p €E e uma bola
B (p, €). Imaginemos, para facilitar o entendimento, que esse espaco seja o R2,

A aplicagio f:B(p, €) —— E definida por f(u) = %(u ~ p) é continpa pois

s¢ comple da translagio u— v — p e da homotetia ¥ l—r%v e ¢ injetora

obviamente, Como, para qualquer u € B{p, £),
1 1
'f(u)l—; "u—p'(EE‘.-—l
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entfo podemos concluir que Im(f) = B(0, 1). Assim £:B(p, e} —> B(0, 1),
dada por f{u) =l€ {u — p) ¢ bijetora ¢ continua, Sua inversa £™' & definida por,

f'wy=eu+p

e portanto também é continua.

A fungfio f:B(p, e)— B(0, 1) definida acima é um exemplo do que
definiremos daqui a2 pouco como homeomorfismo, isto €, uma func@o bijetora,
continua cuja inversa também é continua.

Definicio 3: Se M ¢ N sfo espacos métricos uma fungio f:M —— N
é chamada Aomeomorfismo se, e somente se

{a) fé bijetora
(b) fe sua inversa f~! sdo contfnuas.

Neste caso os espagos M ¢ N se dizem homeomorfos.

Notas:

1. E comum usar-se 2 mesma designago para todos os espagos de uma mesma
classe de espacos homeomorfos. Isto naturalmente significa que o aspecto pura-
mente métrico foi abstraido ¢ que o enfoque é aquele chamado “‘topolégice”.
(A estrutura topologica de um espago métrico é deterininada pela cole¢io dos
abertos desse espaco.)

Por exemplo: -

Todo espago homeomorfo ao intervalo [0, 1] chama-se arco.

Todo espago homeomorfo ao efrculo unitario S* = {(x, y) ER?Ix*> +yi =1}
do plano euclidiano chama-se curva fechada simples ou curva de Jordan.

2. Q fato de f:M—— N ser conifnua e bijetora nio assegura que
f~':M —— N seja também continua. ]

Exemplo clssico desse fato é o da aplicagdo £:[0, 2a[—= §' = {(x, y) €
€ R%x? + y? = 1}, dada por f(1) = (cost, sent) que é continua, pois suas
componentes o sio, é bijetora mas sua inversa g = f~! nfio é continua no ponto
p = (1, 0) conforme provaremos.

Consideremos a bola de centro g{p) = 0 e raio igual a 1. Esta bola em
{0, 2#{ ¢ o intervalo [0, 1{. Consideremos uma bola de centro p = (1, 0} ¢ raio

/f\
1| , |
of 1] glpn) ax|
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& > O (arbitrario) em $'. Esta bola nada mais é do que um arco aberto em S*,
de centro p. Tomando n € N de maneira que o ponto

pn = (cos (27 = 1), sen (24 Y)Y

pertenca a essa bola, 0 que € perfeitamente possivel (justifique), entdo:

1

8@a) = 27—

e como 27 -—--I-ll-> 1, segue-se que g {p,) ndo pertence a bola [0, 1].

3. 8¢ {:M — N e g:N —— P sfio homecmorfismos, entio g0 { : M ——
——— P também ¢ um homeomorfismo. Isto decorre diretamente de propriedades
anteriormente vistas a respeito de composigio de fungBes bijetoras e de fungBes
continuas,

Exemplos de espacos homeomorfos:

Nos exemplos a seguir nos limitaremos, praticamente, a exibir os homeo-
morfismos, sem levar a efeito as verificacBes que seriam demasiado longas e
trabalhosas.

L. Seja f:M —— N uma fungfo continua. O grafico G (F) ={(x, f (x))Ix €
€ M} de { ¢ homeomorfo naturaimente ao dominio M dessa funcdo. A fungdo

T
(x,f (x})/

G(n

M X

F:M—— (), dada por F(x) = (x, f(x)) é (i) continua pois suas compo-
nentes x——> x e X — f(x) sdo continuas, (i) bijetora porque (x, f (x)) =
= (x', f(x") > x = X' e, dado (x, f(x)) EG(f), entio x EM e F(x) =
= (x, f(x)). Além disso a inversa de F também ¢ continua pois F~' simplesmente
¢ a restrigio da primeira projecdo ao grifice G (f).

Vejamos alguns casos particulares desse homeomorfismo.

{a) Lembremos a notagdio usual $' = {(x, y) €R%Ix* + y* = 1} ¢ a desig-
nacio de circulo unitirio dada a S*.
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Nesse contexto, o hemisfério norte 81 = {(x, y) € §'ly > 0} é homeomorfo
3 bola aberta B(0, 1) = }—1, +1{ uma vez que esse hemisfério ¢ o grafico de

f(x)=+1-x%x€]-1, +1[.

Sl

De maneira geral o hemisfério norte §% = {(xy, ..., Xpyy) €8x, >
> 0} ¢ homeomorfo a bola B(0, 1) € R". '

(b) A reta R é homeomorfa & pardbola P = {(x, y) € R®ly = x*} uma
vez que esta paribola ¢ o grifico da fungio x— x* de R em R.

2. Seja p = (0, 0, 1) o polo norte da esfera 82 Entso 8 — {p} é homeo-
morfo a R? posto que a projegiiv estereogrifica n:8* — {p} —— IR?, definida
por:

= (2 755)

¢ um homeomorfismo. Vejamos porque 7 é continua. As funces

x,y, 2)—>x
x, y, 2)—> 1
x vy 20— 2

530 certamente continuas (a primeira e a Gltima porque sfo projecSes e a segunda
porque ¢ constants). Logo também € continua a fungdo

(x9 ¥, Z)’—‘—‘* 1-2z
diferenga entre duas fungSes continuas. Como z ¢ sempre diferente de 1, entdo

1 —z # 0 e portanto a fungao quociente

X
(X. Ys z)'*"‘_-"l -z

também £ contfrna. Da mesma forma a fungio

v, p—— 1

bl
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definida também em 8? — {p}, é continuya. Logo as componentes ou coordenadas
de w sfo ambas fungBes continuas o que garante nossa afirmagio.
De um modo geral sie homeomorfos os espagos 8" — {p} ¢ R", onde
p=1(0,0,...,0, 1) indica o polo norte da esfera unitéria n — dimensional.
A figura abaixo é uma ilustrag@io desse homeomorfisme no caso n = 1 e
nela deve ser observado que, para cada g € §! — {(Q, 1)}, n(x) € o ponto em que
a reta que passa por p = (0, 1) e q infercepta a eixo x.

3. Se E ¢ um espago vetorial normado, entdo toda bola aberta B{p, €) é
homeomorfa ao espago E. J4 vimos na introducdo deste assunto que B(p, £)
é homeomorfa a B(0, 1) e portanto é suficiente provar que sio homeomorfos
a bola B (0, 1) ¢ o espaco E. Vamos nos basear no fato de que a fungio

X

AR TR M

de R em ]~ 1, +1[ ¢é bijetora, o que ji foi visto no capftulo sobre conjuntos,
e é continua pois é o quociente das fungdes continuas x+—— xex — 1 + x|
a segunda delas nio nula para qualquer x € R. Além disso a inversa da fungdo
(1) ¢ :

X

X—
1 — Ixl

também continua.
Assim € so definir f:E —— B (0, 1) por:

u
flu) = 1+ ol P22 todou € E

) _ u _ u
E claro que f estd bem definida posto que "f(u)l_I1+I|uﬂ§_||l+ﬂuﬂi<

< 1, para todo u € E. E continua, o que se prova de maneira andloga a0 que
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acabamos de fazer no caso E = R; considerando g:B (0, 1) —— E dada por:
glu) = -1—_%1-], para todo u € B(0, 1), como Kull # 1, entio g ¢ continua.

Pode-s¢ verificar ainda que g ©f e f O g sfo as aplicagBes idénticas de E ¢ B (0, 1),
gespectivamente, 0 que, juntamente com as conclusbes anteriores, nos mosira que
f é efetivamente um homeomorfismo.

Nota: Em particular decorre da propesicdo anterior que o espago usual
de, dimensiio trés é homeomorfo a uma esfera qualquer, sem sua superficie esfé-
rica, isto é, sem sua “‘casca”.

4. Dados os espagos M e N, entdo os subespagos {a} X Ne M X {b} de
M X N, homeomorfos respectivamente a N e a M, qualguer que seja o par(a, b) €
EMXN

E claro que em M X N vamos considerar uma qualquer das métricas usuais
D, D, ou D,. Veirifquemos o homeomorfismo M =~ M X {b}. A aplicagdo

! {a}x N

M x {b}
{a, b}

f:M—— M X {b} dada por f(x) = (x, b), para todo x € M, é obviamente
bijetora. E continba porque tomando uma bola aberta em M X {b}, ou seja, um
conjunto

B(x, &) X B(b, €) N (M X {b}) = B(x, €) X {b}
entao £ 1(B(x, €) X {b}) = B(x, €). Deixamos como exercicio a verificagio
de que £-1:M X {b} ——— M & continua.

5. 0 circulo unitirio 8* = {(x, y) € R*Ix* + y* = 1} ¢ o quadrado
Q = {(x, y) € R¥Ix| + |yl = 1} do espago euclidianc R? sio homeomorfos.
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Deixemos ao leitor a verificagio de que f:Q —— S, definida por:

= X ¥
(6.9 = (= 7o)

¢ um homeomorfismo.

6. O plano perfurado X ={(x, y) € R*x # 0 ¢ y # 0} ¢ o cilindro circular_

reto Y = {(x, vy, 2) € R¥x* + y? = 1} sio também homeomorfos. Também

/ / >

nos limitaremos a exibir um homeomorfismo relacionando esses dois espagos, a
aplicagdo f:Y —— X dada por:
f(x, y, 2) = (xe*, ye*)

para qualquer (x,y, Z) € Y.

Proposigio 13: Sejam d e d’ métricas sobre um conjunto M. Para que d
¢ d’' sejam equivalentes ¢ necessdrio € suficiente que a aplicagio i:(M, d)—
— (M, d"), definida por i(x) = x, ¥ x € M, seja um homeomorfismo.
Demonstragdo: (—===>) Seja p € M. Dada uma bola By (i (p), £), por hipdtese
existe uma bola By (p, 8) = By (i(p), §) C By (i(p), €). Mas By (p, 8) =
= i(By (p, 8)) o que implica -

i(By{p 8)) C By i(p), €)

¢ portanto i é conifnua em p. De maneira anfloga se prova que a inversa de i
¢ continua.

(< ) Dado uma bola By (p, £) = By (i (p). €), como i € continua em
p existe uma bola By (p, 6) de maneira que:

i(Bg (p, 8)) = Ba(p, 8) C By (p, €)

Usando o fato de que a inversa de i ¢ continua se prova, de maneira anloga, que
dada uma bola By (p, €) existe § > O tal que:

By(p, 8) CBy(p, €} ®
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Exemplo: Sejam (M, d) e (N, d,) espacos métricos ¢ f:M —— N um
homeomorfismo. Entdio a aplicagio d':M X M ——> IR definida por d'(x, y) =
= d,(f (x), £ (¥)), para quaisquer X, y €M, é equivalente i métrica d. A demons-
tragio de que d' ¢ uma métrica é rotineira e a deixamos como exercicio. Quanto
i equivaléncia afirmada, seja g:(M, d') —— (N, d,) dada por g(x) = F(x),
V x €M, isto §, g ¢ a propria aplica¢do f, a menos das métricas em consideragdo.
Como, para X, y € M arbitrérios, d' (x, y) = d;(f (x), £ ()) = d,(8 (x), g {y)),
entdo g conserva distincias e portanto é continua, Como g obviamente é sobre-
jetora, entdo g € um homeomorfismo. Por outro lado, a partir da igualdade evi-
dente g0t =f

M, dy— (M, d')
fN / B
(N’ dl)

obtemos que

i=glof

il=1f1og

e sendo { e g homeomorfismos, entio tanto i como sua inversa sfo continuas e
daf entfo d ~ d'.

Em particular, s¢ E = R podemos concluir que a fungio d' definida por
d'(x, y) = Ix® —~ y® é uma métrica sobre R equivalente 3 usual, E claro que a
fungio f:R —— R usada nesse caso € o homeomorfismo dado por f (x) = x3,
para todox E R

2. Homeomorfismos Uniformes

Defini¢io 4: Sejam M e N espagos métricos. Uma aplicagdo f:M—— N
¢ chamada homeomorfismo uniforme se f é bijetora, ¢ uniformemente continua
e sua inversa f ! também ¢ uniformemente contfnua.

Nota: Na definigho acima a exigéneia explicita de que f~! também seja
uniformemente continua nao é supérflua como pode ser visto no exemplo a
seguir. A fungiio f:R,—— R, dada por f {x) = +/x  bijetora, uniformemente
continua mas sua inversa, definida por x —— x2, nio é uniformemente continua
conforme ji vimos anieriormente.

Exemplo: Toda isometria f:M—— N ¢ um homeomorfismo uniforme
posto que bijetora, lipschitziana (dai uniformemente continua) e ainda porque a
inversa de uma isometria é também uma isometria. Em particular toda translacio
num espago vetorial normado é um homeomaorfismo uniforme.
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Definicio S: Sejam d e d' métricas sobre 0 mesmo conjunto M. Dizemos
que d e d' sdo uniformemente equivalentes se a aplicacfo idéntica i:(M, d)—
— (M, 4) é um homeomorfismo uniforme.

Exemplos e Contra-exemplo:
1. Se existem nimeros reais 1, s > 0 de maneira que rd(x, y) < d'(x, y) <
< sd (x, y), para quaisquer X, y €M, entiio d e d' sio uniformemente equivalentes.

De fato, as relagbes d (x, y) <%d’ (x, y) e d'(x, y) € sd (x, y), para quaisquer

X, ¥ € M, provam respectivamente que as identidades (M, d)—— (M, d) ¢
(M, d) —— (M, d') sfio lipschitzianas e portanto uniformemente continuas.

2. Seja d uma métrica sobre M. Entdo a métrica 4’ sobre M, definida por
d'(x, ¥} = min {1, d(x, y)} € uniformemente equivalente a d. De fato, como
d'(x, y) € d(x, ¥), ¥ x, y €M, entdo a identidade (M, d} — (M, d") & unifor-
memente continua. Por ovtro lado, dado e >> 0, entdo tomando-se § = min {1, €},
se d' (x, y)=min{1,d(x,y)} <5, temos que d' (x, y) = d (x, y) e daid (x, y) < §
o que implica que d (x, y) < € ¢ nos leva i conclusio de que também ¢ unifor-
memente continua a identidade (M, ") —— (M, d).

3. A métrica usual em R, dada por d (x, y) = |x — y! nfo & uniformemente
equivalente 3 métrica d’ sobre R dada por d'(x, y) = min {1, |x* — y®I}. Mos-

tremos que a ddentidade i:(R, d} — (R, d’) ndo ¢ uniformemente continua.

De fato, tomemos £ = 1. Para qualquer § > O existe um niimero real x > 1 tal

que%( 3. Fazendo y = x +%, entdo

3
X

1

x!!

|y3—x’i=x3+3x+-3r+i3—x3= +
X x

3x + > 1

1

' | 1
do que resulta d'(x, ¥) = 1 &, nSo obstante, d(x, y) = | x —x—;1=;<8.

Proposicio 14: Seja f:M —— N uma fungdo uniformemente continua.
A aplicagdo f ndo perde esta propriedade quando se substitui a métrica de M ou
a métrica de N por outra que seja uniformemente equivalente 3 métrica substituida.

Demonstragio: Sejam d e d;, respectivamente, as métricas de M ¢ N ¢ suponhamos
d’ uniformemente equivalente a d. Dado £ > 0, existe por hipotese A > 0 de
maneira que

| d@x, y) <A =—= &), fG) <c

Como, ainda, a identidade (M, d') i, (M, d} é uniformemente continua, devido
3 equivaléncia uniforme das métricas d e d', entdo existe § > 0, em fungio de A,
de forma que

I, y)<d=—=dx y) <A
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Donde entio

d'(x, y) <6 == ¢, (), [(¥)) < ¢
0 que garante a continuidade uniforme de
f:(Ms d‘) — (N, dl)

Deixamos como exercicio a demonstragio no caso de se substituir d, por dy
uniformemente equivalente a d,. ®

EXERCICIOS
1. Sejam M e N espagos métricos e seja f:M—— N. SepEMe para gualquer
gERtanueO<a<]existeﬁ)Odemaneiraque

d{x, p) <8 > d(f®), ) <e
mostre que f ¢ contfnua em p.

: 1
2. Seja M = {0} U{H ne N*} com a métrica usual induzida. Mostre que
a funcio f:M —— R definida por f(0) = 0 ¢ f(%) = n ¢ continua em
tado ponto % € M mas ndo ¢ continua no ponto 0.

-

3. Uma fungiio f:M —— N satisfaz a condigio de Holder de ordem k {cons-
tante estritaminte positiva) se existe ¢ > 0 de maneira que d (f (x), f (y)) <
< cld(x, )IX, ¥ x, y € M. Mostre que nessas condigtes f é continua.

4 Sejaf:R—— R definidapor f(R)=n+ 1,5e n €N, e f(x) = x para
todo x ¢ N. Mostre que f é continua nos pontos de R — N mas nio ¢
continua em N.

5. Mostre que ndo ¢ continua no pont® (0, 0) a funqio f:R?~—— R dada

por (0,0 =0 e f(x, ) = —se (x, y) # (0, 0).
y

Sugestzo: Mostre que a restrigio de f A reta y = x ndo é continua no ponto
0 ¢ observe a proposi¢ao 5.

2
6. Mostre que f:R*—— R dada por (0, 0) = 0 e f(x, y) = _Lz’:- ~se
Ty
(x, y) # (0, 0) ndo é continua no ponto (0, 0), mas que a restrigdo de f
a0 eixo das ordenadas é continua. :
Szztgmaio: Para a primeira parte considere a restricio de f A pardbola
y=x
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1.
12,
13,

14.

18,
16.

17,

18.
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Seja f;R* — R continya e facamos
A={peRf(p)< 0} e

— 0

Mostre que ACBe A CB.

B = {p € R*{(p) < 0}

Seja f:R*>— R definida por f(x, y)=x+ysexy=0ef{x,y) =1
se xy # 0. Mostre que f & continua em todo ponte (x, y) com xy # D mas
niio é continua nos demais, exceio {1, 0) e (Q, 1).

Sejam M e N espacos métricos, Y € N um subespago e j:Y—> N a
inclysdo, Mostre que: uma aplica¢io f:M—— Y & continua s¢, ¢ somente
se, jof:M — N é continua,

Sejam M ¢ N espagos métricos ¢ f, g:M+—— N funcbes continuas. Se
f(a) # g(a), para algum a € M, mostre que existe uma bola B = B(a, £)
tal que f (x) # g (y), para quaisquer x, y €B.

Sejam f, g:R———> R fungdes continuas tais que f{x) = g(x) para
qualquer x € Q. Prove que f = g.
Sugestdo: Use exercicio anterior,

Seja M um espago cuja métrica € a zero-um. Mostre que toda fungdo
f:M—— N, qualquer que seja o espago métrice N, é continua.

Sejam [ e J intervalos em R. Se f:I— J é sobrejetora e estritamente
crescente {isto é: x < y =—=—=> {(x) <{(y)), mostre que f é continua.

Mostre que f:IR— R dada por f(x) =sen~3;sex=f=ﬂef(0)=0n§0
¢ continua no ponto 0 mas é continua nos demais pontos.
Sugestdo: Para a primeira parte considere a seqiéncia (;1—2;) — 0.

Seja £:l2, ) —— R continua e tal que f(a) <O <f(b). Sec =supix €
€ [a, bJIf (x) < 0}, mostre que f(c) = 0.

Use a proposicio 3 para provar que a fungiio f:R—— R definida por
f(x) = x se x racional ¢ £ (x) = 0 se x irracional 86 é continua no ponto 0.

Seja M um espago métrico e seja Xa:M —> R a fung¢o caracterfstica
de um subconjunto A C M, isto é, Xa(x) = 1 se x €A e X5 (x) =0 se
x ¢ A. Mostre que X5 é continua em p € M se, ¢ somente se, p € Fr(A).

Mostre que f:M ——+ N é continua se, ¢ somente se, f(A) C f(a), para
todo A C M. -

i9.

21,

27.

28,

29.

Use a proposicio 3 para provar que a fungdo f:R—— R definida por
f(x} = x se x irracional e f(x) = 1 — x se x racional nfo ¢ contfnua nos

pontos p # %- Essa fungio ¢ continua no ponto %‘?

Mostre que toda fungdo f:M —— N que satisfaz a condigdo de Holder
¢ uniformemente continua.

Se M ¢ um espago métrico ¢ A # @ ¢ uma parte de M, mostre que x —
b—> d (x, A) € uniformemente continua.

Sobre M = {1, % % ...} considere a métrica usval induzida de R. Mostre

que f:M— X dada por f (‘H) = n ndo ¢ uniformemente continua.

Mosire que f:R* —— R dada por f{x) = sen i ¢ continua mas ndo é
uniformemente continua.

Mostre que f:M-—— N ¢ uniformemente continua se, e somente se,

d(xn, yp) —* 0 implica d(f(x,), f(ys)) —— O, para quaisquer
seqiiéncias (x,)} e (y,) de M. )

Mostre que m:R X R— R dada por m(x, ¥} = xy nfo ¢ unifor-
memente coniinua.

Sugestdo: Considere a restrigio de m i reta y = x e leve em conta o coro-
lario da proposigio 11.

Mostre que a projeciio ortogonal define um homeomorfismo do parabo-
16ide z = x* + y? do R® no plano z = 0.

Estabelega wm homeomorfismo entre R? — {(0, 0)} e R? — B, sendo B =
={x, PERI®+y*< 1}

Mostre que ndc sio homeomotfos os intervalos 10, 1f, [0, 1] ¢ [0, 1]
Sugestdo: Mostre primeiro que se J é um intervalo, uma aplicagdo injetora
¢ continna J—— R ¢ mon6tona.

Estabeleca um homeomorfismo entre o primeiro quadrante A = {(x, ¥} €
ER’lx,y 0} e H = {(x, y) ER?y > 0). )

Um espago métrico M se diz homogéneo se para quaisquer a, b € M existe

um homeomorfismo f:M —— M tal que £(a) = b.

a) Se M ¢ N sdo homeomorfos mostre que M € homogéneo se, e somente se,
N ¢ homogéneo.
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31.

32

33.
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b) Mostre que um espago vetorial normado B é homogéneo. .
¢) Mostre que uma bola aberta num espago vetorial nPtmado é homogéneo.
d) Mostre que um espago cuja métrica é a zero-um ¢ HOMOEENEO.

Sejam f:M —> N ¢ g:N—— P fungdes continuas. Mostre que se
gof ¢ homeomorfismo ¢ g injetora (ou f sobrejet¢ra), entdo f e g sfio
homeomorfismos.

Seja £:M —— N um homeomorfismo. Para qualquet parte A C M mostre
que:

o o
A pEAC > f(p) € @

b) p EA <——> f(p) Ef(A)
¢) pEA == f(p) € ((A)Y

Seja f:M —— N um homeomorfismo. Se x €M ¢ f (x) = y, mostre que
M — {x} e N — {y} sdo homeomorfos.

CAPITULO V

CONJUNTOS COMPACTOS

§ 1 — COMPACIDADE

Definicio 1: Seja (M, d} um espa¢co métrico, Diz-se que um subconjunto
K C M é compacto se, para toda seqiéncia (x,} de pontos de X, existe uma

 subseqiéncia (x,;) que converge para um ponto p € K. Um espago métrico (M, d}

s¢ diz compacto se o conjunto M & compacto.
Exemplos:
1. Tedo conjunto finito.
Se K ¢ finito e (x4, X4, .. . ) & uma seqiiéncia de pontos de K, entfo existe

um termo x, tal que (X, X;, ...) ¢ uma subseqiiéncia da seqiiéncia dada. Como
(Xr, X¢» .- - ) —* X;, entdo fica provada nossa afirmagio.

T . 2. Na reta real todo intervalo [a, bl.
* De fato, seja (x4, X3, . .. ) uma seqiiéncia de pontos de [a, b] e consideremos
a seqiiéncia (s, s3, ... ), onde

_ sy = inf {Xp, Xpers <0« 3
Obviamente tem-se:
ass,Sgya...8b
e portanto, se s = sup {s,}, entfio s = lim s,.
Assim, tomande € = l, existe um (ndice n, tal que ls;, — sl <%, para

2
todo n 3 n,. Considerando algum fndice m >> ny, como sy, = inf {Xm, Xma1s - - - L
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existe um fndice iy > m de modo que bxi, ~ sl <. Da entfo
bxp, — sb & [y — 8] + 15y — sl < 1

Analogamente, para € =;1'-existe um indice n, tal que |3, —sl<%,para

_todon)nz Tomandoumﬁndmemtalquem>n,em>1,,sendosm—
= inf (X, Xgegs --- 1 ex:ste um indice iz > m (logo i; > n; e i, >11)de

* maneira que | x;, — sp <-~ Donde entfo

1 1 1
1)(1.z -3l g |)(i2 - Sn-J + lsgy — sl <"Z +E=E
Dessa forma obtemos uma seqiéncia (xi,, Xi,, ...), que é subseqiiéncia
~ de (x4, Xz, ... ) e tal que '
1

Ix;, — i<y = 1,2,3,...)

Comoth-O entfo lim (x; - s) = 0 ¢ portanto
lim x;, = s.

Proposicio 1: Seja M um espago métrico. Se F ¢ K sdo subconjuntos de
M tais que F é fechado, K é compacto ¢ F C K, entdo F também é compacto.

Demonstracdp: Se (%4, x5, ... ) é uma seqiiéncia de pontos de F, & também uma
seqiiéncia de pontos de"K ¢, como K é compacto, existe uma subseqiiéncia
(Xiy» Xiy, --.) de (x;) tal que lim xj, = p € K. Para esta subseqiéncia sdo duas
as poss:blhdades.

@) A = {xi X, ... } ¢ finito

Neste caso existem subseqiiéncias de (in) que sTo constantes e, devendo
cada uma delas convergir para p, entfo seus termos sdo todos iguais a p e portanto
PEF.

(ii} A ¢é infinito -

Como p = lim x;,, entdo para cada € > 0 a bola aberta B = B (p, £) contém
infinitos termos de (x; ) ¢ portanto ¢ infinita a intersecgdo (B — {p}) N A.
Donde pEA'e daIpEF umavezqueACF Como porém F' C F (pois F &
fechado), entio, pE F. w

l'roposiqao 2: Todo subconjunto compacto K de um espaco métrico M
¢ fechado.

Demonstragio: Basta provar que K C K. Se p €K, entio, para todo n € N*,
vale a desigualdade
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B(p.2)nK+9

Assim, tomando em cada uma dessas intersecgDes, UMt e apenas um elemento,
obtemos uma seqiiéncia de pontos de K que converge para p (ver pr osigdo 7,
Cap. III). Donde todas as subseqiiéncias dessa seqiiéncia convergem pard p. Como
porém K é compacto uma a0 menos delas converge para um ponto de K. Logo
pEK. ®

Proposico 3: Sejam M e N espagos métricos e seja f :M —— N uma funcgso
continua. Se K C M ¢ compacto, ento f (K) também é compacto.

Demonstracio: Seja {yy, vz, - . . ) uma seqiiencia de pontos de f (K). Assim sendo
existe, para cada indice i, um elemento x; € K tal que f (x;) = y;. Como (x;)
é uma seqiiéncia de pontos de K, que é compacto, existe uma subseqliéncia
(Xiy Xips + - ) dessa seqiiéncia tal que lim x; = p € K. Sendo f continua, entdo

Climf(x;}) = f(p) e portanto a subseqiéncia (f{(xy)) de (y;) converge para

fp) €1(K) »

Proposi¢io 4;: Sejam M e N espagos métricos e consideremos sobre M X N
uma qualquer das métricas equivalentes D, D, on D,. Se K e L sio subconjuntos
de M ¢ N, respectivamente, entio K X L € compacto se, e somente se, K e L
sdo compactos.

Demonstragdo: (—==>) Sendo K X L compacto, como as proje¢des p:M X
X N—— M e p;:M X N—— N sio contfnuas, entdo p,(K X L)} =
pz(X X L) = L também sdo compactos.

{< ) Seja (z3) = ((Xn, ¥n)) uma seqiiéncia de pontos de K X L. Entio
(xg) € uma seqiiéncia de pontos de K e, como K é compacto, existe uma sub-
seqiigncia (Xn,, Xp,, -.-) de (x) tal que (xp))— p €K. Considerandd a
subseqiéncia (yy,) da seqiéncia (yy), sendo L compacto existe uma subseqiiéncia
¥n ?‘) )tal que lim Yoy =4 € L. Assim (xnik, y“i];) € obviamente uma subseqiéncia
de (z,) €

hm(xnjks Ynjk) =(pggEKXL®

Coroldrio: Se X, K3, . . ., Ky, sdo respectivamente subconjuntos compactos
dos espagos métricos My, M;, ..., My e se em M =M, X ... X M, consi
deramos a métrica D (ou suas equivalentes Dy ou Dy), enmtdo K =K, X ... X Ky
€ compacto se, ¢ somente s¢, Ky, Kq, ..., K, sfo compactos.

Defini¢io 2: Um subconjunto A de um espago métrico M se diz tofalmente
limitado se, para todo € >> 0, existem x4, ..., X, € A de maneira que:

ACB(xy, )V ... UB(xy, €)
E claro que um subconjunto totalmente limitado ¢ limitado.
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‘Propasicio 5: Todo subconjunto compacto K de um espagco métrico M
¢ totalmente limitado.

Demonstracio: Suponhamos K compacio e nio totalmente limitado. Entdo existe
g > 0 tal que:

‘K qB(X]. E), VK[ cK
K ¢ B(xy, €) UB(xy, €), ¥x, €K — B(x,, €)
K ¢ B(xs, &) UB(xy, €) U Blxs, ), Vs €K - (UB(xi, e)) (i = 1, 2)

Formemos agora a seqiiéncia (x,, Xo, ... ) de maneira que x, €K, x, €K —
— B(x), €), ... 0 que nos ¢ possibilitado pelas consideragdes anteriores. Como
seus termos estio em K, que € compacto, (x,) admite uma subseqiiéncia
(Xn,s Xny ---}— p E K. Como os termos de (xn;) s%o distintos entre si, a

bola aberta B (p,%

)comém infinitos desses termos. Assim, tomando
xl! xs & B (ps ‘%)

de maneira que X; ¥ X; € r < 5, temos:
. -
A0y, %) € d(x, p) + d(p, xs)<5+5= €

Isto mostra que x; € B (%, €) 0 que ¢ absurdo. ®

- Corolfirio: Todo subconjunto compacto de um espago métrico M é limi-
tado. )

Nota: Nio vale a reciproca do coroldrio acima. De faro, consideremos num
conjunto infinito M a métrica zero-um, Obviamente M € limitado de d (M) = 1.
Mas s¢ considerarmos uma seqiéncia (x, xz, ... ) em M tal que x; # x;, sempre

que i # j, nenhuma subseqiéncia de (x,) converge pois, como j4 vimos, as
seqiiéncias convergentes neste caso sdo as estaciondrias. Logo M nfio é compacto

embora seja limitado,

§ 2 — COMPACTOS NOR"

Vimos no pardgrafo anterior que todo subconjunto compacto de um espage
métrico é fechado (proposigio 2) e limitado (corolaric da proposicao 5). Mas,
devido & nota acima, num espage métrico um conjunto pode ser fechado e limitado
sem ser compacto. No caso porém dos espagos R™ compacto é 0 mesmo que
fechado e limitado como veremos.

Proposicio 6: Um subconjunto A do espago R™ é compacto se, ¢ somente
se, A é fechado e limitado.

Demonstragao: (===>) Vale para todos os espacos métricos,
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(<===) Sendo A limitado existe a > 0 tal que:
AC([-a alX...X[-aa (n copias)
Como cada [—a, 2] é compacto em R, entdo o produto
[—a, 2] X ... X [~a, a]

¢ compacto em R", Assim A ¢ um subconjunto fechado do R" que estd contido
num compacto deste espaco. Donde, levande em conta a proposigio 1, A também
¢ compacto, @

§ 3 — CONTINUIDADE E COMPACIDADE

Proposicdo 7: Seja A um subconjunto compacto de um espago mélrico M.
Para toda fun¢do continua f:M-—— R existem entio a, b € A de maneira que

fa) =inff(A) e f(b)=supf(A)

Demomtmpc’io Sendo A compacto, entdo f (A} também o ¢ ji que f é continua.
Daf, como f(A) é subconjunto de R, f(A) é fechado e limitado. Deste Gltimo

fato decorre que existem

~u=iff(A) e v=supf(A)
A§sim, dado € > 0, existem vy, o € f (A) de maneira que:
uai-y1<u+£: e v—e<ys %Y
0-que acarreta _
hw-—gutelnfA)+§
e
Iv—e v+eclnf(A)+49

e portanto que u, v € f(A). Como porém f(A) = f(A), pois f (A) é fechado,
entdo u, v € { (A) e portanto existem a, b € A tais que:

f(a).=n=inff(A) e f(b) = v = supf(A)m
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Nota: A proposi¢iio acima nos garante que uma fun¢do continua real, defi-
nida num compacto, assume os seus vatores mdximo ¢ minimo.
Mas nio nos garante que necessariamente devamos ter £ (A) = [u, v] como

poderia sugerir a figura anterior. De fato, o conjunte A = {2 1,3 ; :, .. }

¢ compacto pois ¢ limitado (contido em [—2, 2]) e fechado (contém seu dnico
"ponto de acumulagdo, o nimero 2).

L (]
— -
1 2

[N1LR] +
Wl 1+

Considerando, no entanto, {:R—— R dada por f (x) = 2x,entfou=£(1)=2
e v = f (2) = 4 mas, evidentemeunte,

f(A) # [2, 4]

(f (A) nem sequer ¢ um intervalo).

§ 4 — COMPACIDADE E CONTINUIDADE
UNIFORME

Proposicio 8: Toda aplicagdo continua de um espago méirico compacto
num espago métrico N qualquer ¢ uniformemente continua,

Demonstragdp: Se f ndo fosse uniformemente contfnua, para algum €4 > 0 ¢
para qualquer k € N*, haveria elementos xp, vy €M de maneira que

toe ) <y & A0 FR) > .

Da compacidade de M segue que existe uma subseqiéncia (ij) de (xg) tal que
Xg— P € M. Mostremos que Yk; " p- De fato, dado € > 0 temos que
£ : .
d(xkj, P) <5, a partir de um fndice kj,

L < £ 4 partir de um fndice X;

ki 2,apar € um 1ndice j2
Se kj, € o maior desses dois indices, entdo, ¥ k; > k;,:d Oky P) < d O i) +

1 E, E

+ d(xkj, P <; +4d (xkj, p) <-2~+—2-— E

Como f & continua, entdo

lim £ (i) = £(p) = lim £ (yi)
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e daf, para uma.infinidade de fndices k;:

d(E Oy EOK)) < d(E O 1)) + AE@L IO < 5+ 3 = 5

o que & absurdo. ®

§ 5 — DISTANCIA ENTRE CONJUNTOS COMPACTOS

Neste pardgrafo mostraremos que a distincia entre dois subconjuntos
compactos de um dado espago méirico pode ser expressa pela distincia entre dois
pontos, um de cada desses subconjuntos,

Proposicio 9: Seja K um subconjunto compacto de um espago métrico
(M, d). Se A C M, entdo existe p €K tal que d(p, A) = d (K, A).

Demonstracio: Seja € = d (K, A). Como
d, A)=inf{ld(x, y)IxX €K, y € A}

entfio existem, para cadan € N*, x, €K e y, € A de maneira que € <d (x,, y,) <
<e +%, Consideremos a seqidncia (x;, X5, ...) ¢ segja B = {x,{n > 1}. H4

duas altemnativas apenas;

(i) B ¢é finito

Nesie caso existe p € K tal que x, = p para infinitos indices e pode-se
provar que d (K, A) = d(p, A). De fato, suponhamos d (p, A) = € + &, com

§>0, etomemosumnumonatnralr>0talquexr—pel<—g- Daic+6=
=4 A) =405, AY <A, y) <€+ <€ + 30 que ¢ absurdo.

(ii) B ¢ infinito
Da compacidade de K vem que existe uma subseqiiéncia (x5, ) de {xp) tal
que limx,, = p € K. Mostraremos que d (K, A) = d(p, A). Suponhamos

d{p, A) = & + &, com & > 0. De x,— p decorre que B(-p,-g)oontém
mﬁmtos termos da seqiéncia (x,) e portanto existe x, € B (p, d ) de maneira
que < g Dat

d(p,x,)+d(x,,y,)<%+e+%<%+e+£=£;+8=

2
=d(p, A) < d(p, y1)
Esta contradicio com a desigualdade triangular vem encerrar a demonstragdo. ®
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Coroldrio I: Seja K um subconjunto compacto de¢ yp espaco métrico
(M, d} e seja A C M um subconjunto fechado tal que KM A ¢ Entdo d (K, A) >
>0

Demonstragdo: Suponhamos d (K, A) = 0. Entio existe up, ponto p € K tal
que d(p, A) = 0,0 que significa que pC A. Como p €K ¢ A = A entio pE
€K N A, o gue é absurdo. ®

Coroldirio II: Se K e L sdo subconjuntos compactos Q¢ ym espago métrico
M, entlo existem pEK e g€ L tais que d (K, L) = d (p, q)

Demonstracdo: A proposicdo 9 nos diz que d(K, L) = d(p 1) para um certo
P € K. A mesma proposicio garante ainda que existe q € L tg gye

d(p, L) = d({p}, L} = d(p}, 9 = d(p, g
Donde d(K, L) =d(p, q). ®

§ 6 — ABERTOS E COMPACIDADE

Seja M um espago métrico e s¢ja A um subconjunto de \ Um recobrimento
aberto de A é uma familia F = (G;) de subconjunios aperios de M tal que
UG; D A. Caso exista uma subfamilia 57 = (G, Gip ., G, ) de 7 tal
que Gj, U Gy, U ... UG O A, entdo dizemos que F'é um subrecobrimento
Jinito de A.

Se para todo recobrimento aberto de A existe um SUpgecobrimento finito
de A dizemos que para este subconjunto vale a propriedady (o g condicdo) de
Heine-Borel. Nosso objetivo neste pargrafo é mostrar que nym espaco métrico
a condi¢io de Heine-Borel equivale 4 compacidade.

Observemos ainda que o intervalo [0, 1] é um exemylo de conjunto que
satisfaz a condigdo de Heine-Borel (ver Cap. I — Propriedade | g2 _ q).

Dizer que para um espago métrico (M, d) vale a conigicio de Heine-Borel
significa dizetr que para o conjunto M vale tal condigdo.

Proposicio 10: Todo espago métrico que satisfaz a COhdicgo de Heine-Borel
€ compacto.

Demonstragdo: Seja M um espago métrico que satisfaz a congicso de Heine-Borel
e consideremos uma seqiiéncia (x,) de pontos de M. HA dujg casos a considerar:
(i]A={X1,Xg,...}éﬁnitD .
Quando isto acontece hd pelo menos um elemento X & A de modo que
(%g» X, ... ) é uma subseqiiéncia de (x,); como esta subsequgncia converge, fica
provada a proposigiio neste caso.
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(ii) A ¢ infinito
Mostraremos primeiro que neste caso A’ % @. De fato, s¢ A’ = P, devido 2
formula A = A U A’ teriamos que A = A o que equivale a A ser fechado.
Considerando entio um recobrimento aberto ¥ = (G;) de A, entio F, =
= (G; U A®) é um recobrimento aberto de M (pois A® ¢ aberio) e, portanto,
existem 1ndices i,, . . ., i de modo que

(Gi, UA)U... U (G, UA)DM=AUA®

Donde Gj; U ... U Gj D A e portanto a suposigio de que A' =0 noslevad
conclusiio de que A também deve satisfazer a condigio de Heine-Borel.

Mas como p ¢ A', para qualquer p € M, entfio existe um aberto Hp de modo
que (Hp — {p}) N A = @ ou, o que é equivalente, H, " A =9 ou Hy, NA={p},
para cada um dos elementos de M. Sendo porém (Hp)y <y um recobrimento
aberto de M, e portanto de A, existem entdo py, p2, - .., pyp €M de modo que

ACHy, VH,, U...UHp

Mas a inclusdo acima é um absurdo j& que A € infinito ao passo que cada Hp,
contém no miximo um elemento de A.

Assim somos levados & conclusdio de que A’ # 9. Tomando entio q € A',
como A ¢ infinito, existe uma subseqiéncia de (x,) que converge para q (ver Cap.
[Il — notd 2 4 definicio 6). @

FPara provarmos a reciproca da proposigfdo anterior fomaremos como-fema
o seguinte resultado.

Lema: Seja M um espago métrico compacto. Se % = (G;) é um recobri-
mento aberto de M, existe entfio um niimero real € > 0 tal que, para todo x € M
e para um conveniente G; de ¥, vale a inclusfo B (x, £) C G,.

Demonstragdo: Supondo falsa essa afirmagiio, para todo & > 0 existe x € M
de modo que B (x, £) ¢ G, para qualquer indice i. Assim existifia uma seqiiéncia
(x1, Xz, . . . } de pontos de M de modo que

B(x;, DG G, ¥YG
B(XQ,_;')(I Gj, ¥G;
B(x;,%—)ﬁf Gi: VGi

Vejamos as duas possibilidades que podem ocorrer com o conjunto dos termos
da seqiiéncia (X, X2, X3, . . . ) obtida acima:

(i) A= {XI! Xay o un } ¢é finito

Quando isto ocorre é porque existe p € M tal que x, = p para infinitos
indices. Como p € M, entdo p € G, para um certo 1, € como G; ¢ aberto existe
& > 0 tal que

PEB(, 8)C G
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Tomando entdio n €N tal que x, = p e %( 8§, teremog o seguinte absurdo:

B(p,%)c B(p. 8) C G;.

(i) A é infinito

Neste caso, s¢ p €M ¢ um ponto de M para o qual converge uma subseqiléncia
‘de (x,), entdio p E A"

Analogamente ao caso anterior existe Gy em ¥ ¢ existe 8 > 0 de modo que

pEBI(p, 8) CG,
Existindo infinitos pontos de A em B (p, %) podemos iomar x, € A tal que

anB(p,%) e ;(—

e assim teremos
1
B (x0 1) C Bl 8.
De fato, se aEB(x l) entio d (a, x, )<le dai
* n,n 1] r M I

d(a, p) = da, x,) + d(x, p)<%+—§-<5

0 que vem garantir que a € B{(p, 8). Como porém B (p, §) C G,, obtemos a
scguinte contradigio:

bond) e

Nota: Um mimero € 2> O conforme a proposi¢ao acimg é chamado namero
de Lebesgue do recobrimento 7

Proposicio 11: Todo espago métrico compacto satisfaz a condigio de
Heine-Borel.

Demonstracdo: Seja % = (G;) um recobrimento de um espago métrico compacto

M e indiquemos por € um nimero de Lebesgue de 9. Devido 3 proposigio 5

existem elementos x,, Xz, .. ., Xp € M de modo que
BOy, E)U ... UB(xg, ) O M

Por outro lado a proposi¢io anterior garante que existem em % conjuntos Gi,»
Giz» - -+, Gy, tais que

G, 2B(x, €), ..., G, > B(x,, )
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Donde
Gi1UGigu---UGin oM. =
 EXERCICIOS
1. As seguintes afirmagdes s3o verdadeiras quando em R a métrica considerada

¢ a usual. Justifique-as.
a) @ nio é compacto
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2737477
¢} B = {2} U [3, 4] é compacto
d) Z n3o ¢ compcato

¢) [1, 2] N @ n3o é compacto
f) R ndo é compacto,

b) {1 .. } é compacto

" Seja M um espago métrico cuja métrica ¢ a zero-um. Mostre que M ¢

compacto se, e somente se, M é finito.

Num espago métrico M seja (x,) uma seqgiiéncia que converge para p € M.
Mostre que A = {p} U {x,, X3, ... } & compacto.

Seja E um espago vetorial normado. Se A C E é um subconjunto compacto
e se p € E, mostre que

Ap = {x + plx € A}
também ¢é compacto.

Sejam M e N espagos métricos e f:M —— N uma aplicagdo bijetora ¢

aberta. Mostre que:

a) Se (y,) € uma seqiéncia convergente em N, entdo (x,), onde X, =
= {"Y{yp), converge em M.

b) Se B é compacto em N, entio A = [~'(B) é compacto em M.

Seja f:M —> N uma aplicacfio continua. Se M € compacto, prove que

f(M) é fechado.

Sejam A e B subconjuntos de um espago métrico tais que A é compacto e
B ¢ fechado. Mostre que A M B é compacto.

As seguintes afirmacdes a respeito do R" sdo verdadeiras. Justifique-as:
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10.

11

12,

13.

14.

15.

16.

17.
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a) B" = {(xy, ..., x5) € R"x} + ... + xJ € 1} é compacio.

b) 8"t = {(xy, ..., xp) € Rz} + .., + x} = 1} € compacto.

¢) Uma bola aberta B(p, €), ¥ p € R" e ¥ ¢ > 0, no ¢ um conjunto
compacto. :

Se A ¢ B sio subconjuntos compactos de um espago M, mostre que A N B
¢ A UB também sfo compactos.

Mostre que nio existe nenhuma aplicagdo sobrejetora e continua de 8' =
={xyERIx*+y*=1}em R..

Seja A um subconjunto compacto de um espago métrico M. Mostre que A
também é compacto,
Sugestdo: Para toda seqiéncia (x,) em A existe uma segiiencia (y,) em

A de modo que d (xy, y5) <%, para qualquer X > O tomado “a priori”.
Se (yn;) converge para um ponto de A, mostze que (xp,) convesge em A.

Se A ¢ um subconjunto totalmente limitado de um espago métrico M,
mostre que A também ¢ totalmente limitado.

Exiba um recobrimento aberio de A = ]0, +{ que ndo admite nenhum
subrecobrimento finito. Conclusio?

Dé um recobrimento aberto de A = {(x, y) € Ry > x} que nfio admite
nerhum subrecobrimento finito. Conclusio?

Seja (M, d) um espago métrico compacto. Se d, ¢ uma métrica sobre M
tal que d,{x, y) < kd (x, ¥), ¥, y €M, onde k> 0 é uma constante dada,
mostre que (M, d,) também é compacto.

Sugestdo: Mostre que todo aberto de (M, d;) é um aberto de (M, d).

Seja (M, d) um espago métrco. Se A C M é compacto, mostre que todo
subconjunto infinito B C A tem um ponto de acumula¢io em A.

Sugestio: Suponha B C A infinito, de maneira que B’ N A = §. Daf, ¥
X € A, existe By = B (x, &,) tal que By N B =0 ou B, N B= {x}. Use o fato
de que (By)yx e o 6 um recobrimento aberto de A que é compacto.

Prove que sio equivalentes as seguintes afirmagOes para um espago métrico
M: (a) M satisfaz a condigio de Heine-Borel (<——==> M ¢ compacto);
(b) para toda familia {(F;) de subconjuntos fechados de M tais que OF; =@,
existe uma subfamdlia finita (Fj,, ..., Fj ) paraa qual F; N...NF; =@
Nota: A propriedade (b) acima. que também caracteriza a compacidade
nos espagos métricos, € conhecida como propriedade da intersecedo finita,

18. Seja M um esPeﬁ: métrico. Se K C M (K # 0) é compacto, mostre que

19.

existe uma funcaot continua £:M —— R tal que K = {x € MIf(x) = 0},
Sugestdo: Considere a fungdo x — d (x, K).

Prove que se¢ d(A, B) = 0 para dois subconjuntas A ¢ B de um espago
métrico M e s¢ {:M—— N ¢ uniformemente continua, entdo d (f(A),
f(@)=0.

Seja M um espago métrico compacto. Mostre que existe uma seqiéncia
Y1. Yas - . de pontos de M tal que o conjunto Y = {yy, vz, ... } ¢ denso
em M.

Sugestdo: Sendo compacto, M ¢ totalmente limitade. Assim existem x,,
vvvy Xings Xa1s -« -5 Xapys -+ - €M M de maneira que:
B(xn, DY ... UB(x4p, )OO M

B{xatn3)U ... UB(xam,5) O M

Considere a seqiténcia dos xj; assim obtidos.
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CAPITULO V1

CONJUNTOS CONEXOS

§ 1 — CONEXIDADE

Definigio 1: Um espago métrico (M, d) se diz desconexo quando existem
dois comjuntos abertos G e H, ambos nio vazios, de maneira que G NH =9
e G UH = M. Neste caso dizemos que o par de abertos G ¢ H forma uma desco-
nexdo de M e indicamos tal fato por M = G[H. Um espago conexo ¢ um espago
gue nio ¢ desconexo. Portanto, dizer que M é conexo significa dizer que nfio
existe nenhuma desconexfo de M. Um subconjunto A C M se diz conexo quando
o subespago (A, d), onde d é a métrica induzida sobre A pela métrica de M, ¢
conexo.

""" Nota: Na definigio acima de espago desconexo ¢ claro que G N H =49
eGUH =M implica G = H° e H = G e portanto G e H sfo também conjuntos
" fechados.

Exemplos:

1. Seja M um conjunto com mais do que um elemento ¢ consideremos sobre

M a métrica “zero-um”. Mostremos entic que (M. d) é desconexo. De fato, para

“todo a € M sdo abertos e nfio vazios os subconjuntos G = {a}e H=G® =M — {a}
¢ obviamente M = G|H.

2. Q@ subconjunto {0, 1} de R ¢ desconexo, Tomemos U = {0} e V = {1}
E claro que U ¢ V sdo disjuntos, sio ambos no vazios ¢ sua unifo ¢ o conjunto
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dado. Como
u= ] Nn 0,1 e v=]%,z[n{o 1)
entfo U ¢ V.sfo ambos abertos em {0, 1}, o que completa a justificativa.
3. Todo subconjunto unitirio de um espago métrico M ¢ conexo.

4. No R? o conjunto A = {(x,y) € R? xy = 1} é desconexo. De fato, sendo
G=1{x yY)ERx, y >0} e H = {(x,y) € R?*Ix, y <0}, entio os sub-
conjuntos

U=R*NG ¢ V=R'NH

formam uma desconexio de A.

Mostremos agora que o espago 10, 1} do exemplo 2 acima nfo 6 é desco-
nexo, cOmMo vimos, mas também representa, de um certo modo, todos os espagos
desconexos.

Proposicio 1: Um espagco M € desconexo se, e somente se, existe uma
funcdo continua e sobrejetora de M em {0, 1}

Demonstraggo: (———>) Por hipdiese existem abertos G ¢ H do espaco de
maneira que M = G|H. Consideremos f:M ———> {0, 1} definida por f(x) =0,
¥ x €G, e f(x) =1 sempre que x € H. E claro que f & sobrejetora uma vez que
G+0eH#49. E{¢& continua perque, considerando os abertos de {0, 1} que
sio @, {0}, {1}, (0, 1} (por qué?), todos tém como imagem inversa por f um
aberto de M posto que {~'(®)=9, 7' ({0} =G, ' ({th=He ({0, 1}) =M.

(<==—) Por hip6tese existe uma sobrejecio continua £:M — {0, 1}.
Assim, sdo abertos ndo vazios G = f-'({0}) e H = £-*({{1}). Como, ainda,
GNH=f1HoHn ' (1h = (0} N {1h = F'@®) =PeGUH=
=f1{0, 1D =M, entio M=G|/H. ®
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Corolirio: Um espagc M € conexo se¢, ¢ somente se, as Gnicas funcdes
cont{nuas de M em {0, 1} sfio as constantes.

Proposigiio 2: Seja f:M —— N uma fungdo .continua. Se M ¢ conexo,
entfo £ (M) é um subconjunto conexo de N. '
Demonstragdo: Suponhamos f (M) desconexo. Existe entdo g:f (M) —— {0, 1}
continua e sobrejetora. Sendo entdo

£,:M —— £ (M)

" definida por f,(x} = f (x), ¥ x €M, f, é obviamente sobrejetora e & continua pelo

faio de que f € contfnua, Portanto a fungio gofi:M —— {0, 1} € continua
e sobrejetora o que € absurdo pois M € conexo. ®

Proposicgio 3: Se A e B sio subconjuntos conexos de um espaco M e
ANB=Q, entdic A U B também & conexo.

Demonstragio: Se A U B fosse desconexo existiria uma fungio f:A U B—
—— {0, 1} continua e sobrejetora. Seja p € A'N B & vamos supor f(p) = 0
Entio existe @ € A U B de maneira que f(g) = 1. Supondo por exemplo que
q € A, entdo a fungio f{A:A —— {0, 1} ¢ continua (restricsio de vma fungio
continua) e sobrejetora ((F1A)(p) = 0 e (f/AXq) = 1). Mas isto é absurdo,
visto que A é conexo, ®

Proposicic 4: Seja M um espago métrico tal que, para quaisquer p, Q €M,

_ existe um subcenjunto conexo A C M, de modo que p, q € A. Entio M ¢ conexo.

Demonstragdo: Suponhamos que existisse f:M —— {0, 1} continua e sobre-
jetora. Considerando entfio p, q € M de modo que f(p) = 0 e f(q) = 1, seja
A CM um subconjunto conexo tal que p, q € A C M (existe por hipdtese), Logo
a fungdo flA:A —— {0, 1} & continua e sobrejetora o que & contrério hlpé-
tese. W

Proposicio 5: Dados dois espagos métricos M e N, entio M X N £ conexo
se, e somente se, M e N sdo conexos.
Demonstrapio: (==—=>}) Como as projeqdes p; € p; sdo continuas e py(M X N) =
= M e p,(M X N) = N, entdio o fato de M X N ser conexo acarreta a conexidade
de M e N,

(<===) Sejam p = {a, b) e q = (¢, d) pontos arbitririos do espago M X N.
Como {a} X N & conexo pois homeomorfo a N (a aplicagdo definida por y ——

N[ p={ab)

d (a,d) q=(c,d)
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conexo ¢ e a relagiio ({a} X NYN (M X {d})# @ entdo ({a} X NJU M X {d}) ¢
conexo. Assim, para quaisquer p, @ € M X N, exite um subconjunto conexo de
M X N que contém esses pontos. A proposicio anterior nos gazante entio que
M X N é conexo. =

) Corolirio: Um produto M = M; X ... X M, de espa¢os métricos é conexo
se, ¢ somente se, cada M;(i=1, 2, ..., n) ¢ conexo. \

— (a, )\Eé um homeomorfismo de N no subespago {a} X N), M X {d} também

§ 2 — CONEXOS EMR — CONEXIDADE DOR"

Veremos a seguir qi;elno espaco métrico IR conexo é o mesmo que inter-
valo ou unitdrio.

Proposicio 6: S¢ a métrica considerada sobre IR € a usual, entdo sdo
conexos todos o3 intervalos do tipo [a, b), [a, bl ou ]a, b).

Demonstragio: Faremos a demonstragio para um intervalo Ja, b] = J. Se J fosse
desconexo existiia f:J——— {0, 1} continua e sobrejetora. Podemos supor
f(b) = 1 pois, caso contriro, tomando g(x) = 1 ~ f{x) (também continua e
sobrejetoray teriamos g(b) = 1. Seja ¢ = sup{x € JIf{x) = G}, Como f ¢
continua em ¢, para € = 1 existe § > 0 de modo que Ix —cl <d(a<x €b)
acarreta |f(x) — £(c)l < 1. Disto entfio resulia que f(x) = £{(c), para todo x €]
talquec —§ <x<c+4.

1 e v 1
ja ] c ] Jo

Ora, sendo ¢ = sup{x € JI{(x) = 0}, existe u € [ de modo que ¢ — & <
<u&ce f(u) =0, do que resulta entiio que f{c} = 0. Por outro lado, tomando

v € ] de maneira que se tenha c <v<c + 8, entfof (v} = 1 edaif(c)=1 o que-

¢ absurdo. ®
Coroldrio 1: SZo conexos em R todos os intervalos do tipo Ja, b, [a, + 2,
]as +°°[’ ]_m; 3[ ou ]—‘ws a]-

Demonstragdo: De fato, tomando ¢ € }a, b[, entio:
' Ja, b = 1a, ] U [c, bl

Como Ja, ¢ € [c, b[ s@o conexos ¢ tém um ponto em comusm, entdo sua unifio
também é um subconjunto conexo. Fica como exercicio a demonstragio dos
demais casos. B '

Coroldrio 2: Os espagos R” (n > 1) s§0 conexos.

Demonstrago: Ora, como R & homeomorfo a qualquer bola aberta ]—a, a[ ¢
como estas 330 conexas, entdo R & conexo. O corolério da proposigdo $ nos garante
entio a conexidade e R"=R X R X ...XR.»
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Proposigiio 7: Para que um subconjuntoc nfo vazio e nfo upnititio J C R
seja conexo ¢ necessdrio ¢ suficiente que J seja um intervalo,
Demonsirecdo: A proposicio acima e seus corolirios garantem que todos os
intervalos em R (inclusive R) sdo conexos. Reciprocamente seja J C R, J # 9,
um subconjunto conexo e ndo unitdric ¢ admitamos que J ndo seja um intervalo.
Entfo existem a, x, y € R de modo que x <a <y, %, yEJ e, ainda, 2 & I,
Considerando ento G = J N ]—es, af ¢, simultaneamente, H = J N la, + o[
temos: ‘

# G e H sio abertos em J

e GCrpeH#P pisxEGey€EH
e GNH=JN]-oa[Nn]a +={ =0
e GUH=J N (]~ af U Ja, +ee[} =]

Logo 1 € desconexo o que contraria nossa hipdtese. Portanto J é um
intervalo de R. » '

§ 3 — APLICACOES

1. Teorema do Valor Intermedtirio

_ Seja M um espaco conexo ¢ seja f:M——— R uma fun¢fo continua, Se
y1, Y2 Ef (M) e yy <y <ya, entio existe x €M tal que f(x) = y.

Justificagdo: Como f & continua, entdo f(M) C R & conexo. Daf f{(M} é um
intervalo ¢ portanto y € £ (M). Donde existe x € M de maneira que y = £(x).

Nota: O resultade acima garante que se uma funcdo real, definida e contfnua
num conexo, toma dois valores em IR, entdo essa funcdo assume todos os valores
compreendidos entre esses dois. A figura abaixo ilustra esse fato para o caso de
uma funcgio real definida mum intervalo de R,

o)

137



2. Teorema do Ponto fixo de Brower

Cdso Particular: Dada uma fungfio continua
f:la, B] — {a, bl
existe ¢ € [a, b] de maneira que f(¢) = c
Justificagdo: Vamos supor f{a) # a e f(b) # b ¢ considerar 2:[a, b)— R
dada por g(x) = x — f(x). E claro que g é continua (diferens2 de duas fungdes
continuas) e ademais g (2) = a — f(a) <0 e g(b) = b — f(b) > 0. Devido a0
teorema do valor intermedidrio existe ¢ € [a, b] de maneira ¢4 § (=c—1f()=
= 0 uma vez que g(a) <0 < g(b). Donde f(c) = 0 con'® querfamos provar.

Nota: Geometricamente o significado do teorema do Ponto fixo ¢ que a
reta y = X intercepta o grifico de y = f (x) em pelo menos ¥ ponto.

1 _ /'y= X

§ 4 — CONEXIDADE POR CAMINHOS

Um camiinko num espago métrico M € uma aplicacio gontmua f:I—M,
onde I = [0, 1]. Os pontos £ (0) e £ (1) sdo chamados pons? inicial & ponto final,
Tespectivamente, do caminho,

1 —=pf{1)

0- {0}
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Num dado espago M a relagio x ~ y, sobre os pontos de M, definida por’
X~y < >3 um caminho f:I-—— M tal que f(0) =xef(l)=y &
uma relagio de equivaléncia. De fato:

® x ~ X, para todo x € M, pois f:1 — M dada por { () = x, YVt €1,
¢ continua.

® Se x ~ y, entdo existe um caminho f de ponto inicial x e ponto final y.
Considerando g:1 —— I dada por g{t) = 1 — ¢, entfio fog:l — M &
continua ¢ (fog)(0) =f(1)=ye (fogl)=Ff(0)=x

® 8¢ x ~yey~ zexistem entfo caminhos f ¢ g em M de maneira que
f(0y=x,f(1)=y,g(0) =y e g(1)= =z Consideremos h: [0, 1} — M _deﬁnjda
por:

h()= Q) pra 0 <t <5
e h()=g@t - )pmas<t<L,

Como f(21) coincide com g2t - l) no ponto t = %, entdo h estd bem defi-
nida. Além disso h é continua {ver coroldric da proposi¢gic 4 — Cap. IV). Como
h(0) = £(0) = x e h (1) = g(1) = z. entdo h € um caminho de ponto inicial x e
ponto final z.

As classes de equivaléncia segundo a relagdo ~ sao chamadas componentes-

-caminho.

Definicio 2: Um espaco métrico M se diz conexe por caminhos se, para
para quaisquer a, b € M, existir um caminho f em M de maneira que f(0) =a e
f(1) = b. Em outras palavras, para quaisquer a, b € M, vale a relagdo a ~ b.
Ou ainda, equivalentemente, existe uma, e uma s6, classe de equivaléncia segundo
a relagiio ~ acima definida,

Proposicio 8: Todo espaco conexo por caminhos € conexo.

Demonstracd@o: Seja M conexo por caminhos & admitamos que M é desconexo.
Entdio existe g:M—— {0, 1} conifnua e sabrejetora. Sejam a, b € M pontos
tais que g{a) = 0 ¢ g(b) = 1, Por hipdtese existe um caminho f:1—— M de
modo que £(0) = a e f(1) = b, Assim a aplicagdo

gofil—— {0, 1}

& continua e sobrejetora uma vez que (g 0 f)(0) =g (a) =0e (go ) =g(b)=1.
Absurdo pois [ & conexo, ® :

Nota: Nio vale a reciproca da proposigio acima. Um exemplo intuitivo
desse fato € o seguinte (embora sua demonstragio — que ndo faremos — nem
por isso seja simples):
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No R? o conjunto A formado pelo pento p = (1, 0) e por todos os pontos
da familia:
!

= loen <)
n=23...

¢ corlexo mas ndo é conexo por caminhos: nio existe nenhum caminho de ponto
inicial p e final @ = (1, 1).

q=(1,1)

p=.(1,9)

Exemplos:
1. Seja E um espago vetorial normado. Dados u, vEE 0 segmento de reta
de extremos u e v, que se indica por {u, v], o seguinte subconjunto de E:

[uvl={0 -Hu + tvit €}
onde 1 = [0, 1]. Um subconjunto L C E se diz convexo quando, para quaisquer
u, v EL, vale a inclusfo [u, vIC L.

Todo subconjunto convexo é conexo por caminhos (logo ¢ conexo) porque,
dados quaisquer u, v € L, a fun¢fio f:1—— L dada por fO=(—t)u +I:v
¢ uma fungiio continua tal que (@) =ue f()y=v

830 exemplos de conjuntos convexos:

® O proprio espago normado E.
® Uma bola aberta B(p, ) CE.

_De fato, dados u, v EB (p, £)
10 -Hu+tv—pl=1(1 —tiu—p) +tv-pPI<
<ll—tliha—pl+Hilv—pl<(l -—fe+ie=c
o que garante a relagio [u, v] C B (p,€).
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& Tada bola fechada (exercicio).

2. A esfera S = {u € R™*!|{ull = 1} & conexa por caminhos.

Para u, v € 5" h4 dois casos a considerar:

() w # —v. Quando isto ocorre vale a desigualdade (1 — t)u + tv %0 pois,
caso contririo, terfamos |1 — tl lull = [tlivl e como llull = Uvl = 1, epxo

l—-t=tedait -‘='1§e disto resultaria u = - v, contra a hip6tese. Considerando
entdo {:I —— S dada por:

_ (1 -Du+tv
FO = 0 = + 1vi

fica definido um caminho tal que f(Q)=ue f(l)=v.

(ii) u = —v. Neste caso toma-s¢ um ponto w € S” — {u, v} do que obvia-
mente resulta w # —u e w ¥ —v. Devido a (i) temos entio w ~ue w~ve,
portante, u ~ v. Logo existe um caminho de ponto inicial u e ponto final v,

'§ 5 — COMPONENTES CONEXAS

Nesso objetivo agora é mostrar a existéncia de importante particio em todo

~ espaco métrico M: ou este & conexo ou € formado de partes conexas, disjuntas

entre si.
. Inicialmente observemos que se (A;) ¢ uma familia de subconjuntos conexos
de um espaco M e se NA; < @, entdo A = U A; & também conexo. De fato, se
existisse uma sobrejeciio continua f:A —— {0, 1}, escolhendo a, b € A de
maneira que f{g) = 1 e f{b) = 0 e suipondo, por exemplo, que a €E A, e b E A,
entdo a restricio de f a A; U A seria continua e sobrejetora o que n¥io € possivel
pois Ay U-A; é conexo em virtude da proposi¢do 3.
' Ora, dado p € M, a colegio dos subconjuntos conexos de M que contém p
nio é vazia pois {p} é conexo. Seja entdo C (p) a reunido dos conjuntos dessa
colegdo. Conforme j4 observamos C (p) ¢ conexo (reunido de uma familia de
conexos que contém o ponto p) e'€, obviamente, o maior subconjunto conexo
de M que contém p. '

- Por ontro lado, se C(p) #* C(q), entio C(p) N C(q) = 9. De fato, se
-existisse x € C{p) N C(q), entdo a unifo C (p} U C (q) também seria conexa e,
dada a defini¢io de C (p), deveriamos ter € (p) Y C (q) = C (p), ou seja, C(q@) €

. € C(p). Analogamente se chegaria a que C(p) C C(q) e portanto valeria a

igualdade C (p} = C(q). )
Portanto, efetivamente a colegio dos subconjuntos C (p), com p percoriendo
M, forma uma partigio de M. Cada C (p) é chamada componente conexa de M.
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Mostraremos agora que cada componente conexa ¢ um subconjunto fechado
e, para tanto, precisaremos do seguinte lema:

Lema: Se A é um subconjunto conexo de um espago métrico M, entfo A
também ¢ conexo.

Demonstragio: Suponhamos £:A —— {0, 1} continua e sobrejetora e tomemos
a, b € A de modo que f{a) = 0 e f(b) = 1. O fato de a, b € A implica que
existemn seqiiéncias (a,) e (b,) de pontos de A tais que lima; = ae limb, = b.
Dai limf(ay) = f(@a) = 0 ¢ limf(b,) = f(b) = 1. Como porém (f(a,))
e (f(by)) sdo seqiiéncias em {0, 1} cuja métrica é a “zero-um” (induzida pefa
métrica usual de R), entfo estas duas seqiiéncias sdo estaciondrias. Assim devemos
ter (fap))=(...0,0,0,..0e{(f(ty)=0(.., 1 1, 1,...) e portanto
existem pontos de A cuja imagem, através de f|A é 0, como existem outros de
imagem 1. Mas como A ¢ conexo isto é absurdo. ®

Assimt, como cada C é conexo, entdo cada C (p) é conexo. Levando em
conta porém que C(p) C C(p) e C(p) é o maior conexo que contém p, temos
entio C (p) = C (p) o que mostra que C (p) é fechado. Assim, reunindo os resul-
tados anteriores, provamos a

Proposicio 9: As componentes conexas de um espago métrico M sio sub-
conjuntos nio vazios, conexos, maximais guanto 4 conexidade*, fechados, ¢ a
coleggo dessas componentes constituem uma particio do espago M.

Exemplos:

1. Se um espago é conexo, obviamente s& h4 uma componente conexa que
¢é o proprio espago.

2. As componentes conexas do espago ) dos nimeros racionais sio sub-
conjuntos unitdrios de Q. De fato, se A C Q ¢ um subcunjunto ndo vazio e ndo
unitirio, tomando-se p, q € A de modo que p < q, s¢ja & um namero irracional
entte p ¢ ¢ p < a < q. Sem maiores dificuldades pode-se mostrar entdo que
G=]-=walNAeH=]a +=[ N A formam uma desconexdo de A. Como,
por outeo lado, todo subconjunto unitdrio de um espago M € conexo, entdo a
colegdo dos subconjuntos unitirios de Q ¢ a colegio das componentes conexas
deste espago. '

EXERCICIOS

1.  Sobre E = [0, 11V [2, 3] considere a métrica usual de R induzida. Mostre
que E é desconexo,

* Isto significa que uma componente conexa nfio estd contida, proptiamente, em nenhum
dos subconjuntos conexos do espago considerado,
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10.

11.

12,

13.

1

Sobre R considere a métrica usual. Mostre que R* = {x € Rlx # 0} ¢
um conjunto desconexao.

Seja f:[a, b]—— [c, d] uma fungio continua e estritaments crescente tal
que f{a) = c e f(b) = d. Mostre que f ¢ um homeomerfismo.

Mostre que uma fungdo f:R—— @ & continua se, e somente se, f §
constante.

Mostre que um espago métrico M é conexo se, e somente se, todo sub-
conjuntc nfo vazio A S M tem Fr (A) # 9.

Mostre que o cilindro C = {(x, y, 2) € R*|x? + y? = 1} ¢ conexo.
Sugestao: Mostre que f:C—— S X R dada por f(x, y, z) = ((x, ¥), 2)
¢ um homeomorfismo e leve em conta que S! e R sdo conexos.

Mostre que R? — {(0, 0)} ¢ conexo. ,
Sugestdo: £:]0, + o X §'—— R? - {(0, 0)} definida por f(t, x) = tx

¢ um homeomorfismo cujo inverso é dado por f~1(y) = (Ily 1, fﬁ)

Em R?, sendo p = (0, 1), mostre que S! — {p} é conexo.
Sugestdo: Projegao estereogréfica,

Se u e v sdo pontos distintos de S, mostre que 8! — {u, v} é desconexo.

Mostre que S' ndo & homeomorfo a nenhum subconjunto de R.

Sugestio: Suponha f:8'—— A C R um homeomorfismo e conclua que
A € um intervalo fechado. Se ¥ é um ponto interior a0 conjunto A e
f{x) =y, considere f:8' — {x} — A — {yL

Sejam A e B subconjuntos de um espaco métrico M. S¢ A é conexo, B
¢ aberto e fechado e A N B # @, prove que A CB.
Sugestio: AT B————> A= ANBIANBS

Seja M um espago métrico. Se um subconjunto conexo X intercepta Y C M
¢ também seu complementar Y®, mostre que X intercepta Fr (Y). (Este
resultado é, s vezes, conhecido como teorema de alfindega.)

_. Q@
Sugestifo: Suponha que X nio intercepte Fr (Y) = Y — Y. Mosire a seguir

o 2
queXNY=XNYeX NnY* =XNY"

Sejam A e B partes conexas de um espago métrico M tais que ANB+9.
Mostre que A U B é conexo. '
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14.

15

16,

17

18.

19,

20.

21.

22,
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Se A e B sio duas partes nio vazias de um espago métrico M tais que
(A N B) U (A N B) = @, mostre que A U B ¢ desconexo.

Seja M um espaco métrico tal que para quaisquer subconjuntos nio vazios
A, B CM, vale a relagdo:
ANBU@ANB)#0.

Mostre que M é conexo.

Seja A um subconjunto conexo de um espago métrico M. Se X & um sub-

conjunto de M tal que A C X C A, mostre que X também ¢ conexo.

Seja M um espaco conexo. Se A e B sio subconjuntos conexos de M tais
que Fr{A) C B, prove que A U B & conexo se Fr(A) # .

Seja A + @ uma parte do espago métrico. Se o subespago A & conexo por
caminhog dizemos que A ¢ um subconjunic conexo por vaminhos.

Se A e B 530 subconjuntos conexos por caminhos de um ¢spago M tais
que A N B # P, mostre que A U B é conexo por caminhos.

Mostre que um espago cuja métrica é a zero-um € conexo por caminhos se,
¢ semente s¢, ¢ formado de um ponto apenas.

Seja £:M——> N uma aplicagio continua e sobrejetora. Se M ¢ conexo por
caminhos, prove que N também é conexo por caminhos.

Prove que R? — {(0, 0}} ¢ conexe por caminhos.

Determine as componentes conexas do espago M = {0} U [1, 2] cuja métrica
¢ a induzida pela vsual de R.

Considerando sobre N X R a métrica induzida pela usual, ache as suas
componentes conexas.

Se um subconjunto nfo vazio de M é conexo, aberto e fechado, simultanea.
mente, prove que esse subconjunto é uma componente.

Se o nimero de componentes de um espago métrico é finito, mostre que
cada componente ¢ um conjunto aberto e fechado simultaneamente.

CAPITULO vII

ESPACOS METRICOS
COMPLETOS

§ 1 — SEQUENCIAS DE CAUCHY

Vejamos uma propriedade importante das seqiiéncias convergentes, Se (x,,)
é uma seqiéncia convergente de um espaco métrico M e s limx,; = p, entio,
para todo € > 0, existe um fndice 1 tal que:

£
2

NP ===>dX, p) <

Como porém
. d (xms xn) “d (xm: P) +d (p! J‘l‘l)
entio
mn»r——> d{xy, X)) <<

Assim obtivemos uma condigio sobre os termos da seqiiéncia na qual ndo inter-
vém o limite p dessa sequéncia. Intuitivamente essa condigio significa que as
distincias epire os termos da seqiiéncia se tornam arbitrariamente pequenos, para
indices convenientemente grandes.
Definiciio 1: Seja (M, d) um espago métrico, Uma seqiiéncia (x,) de pontos
g M ¢ chamada seqiiéncia de Cauchy se, para todo £ > 0, existe um fndice r
que:

m, 0 2> 1 e d(Xy, X) <€
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Nossas observagBes iniciais nos permitem enunciar a seguinte proposicio:

Proposicio 1: Toda seqiiéncia convergente de um espaco méirico ¢ uma
seqiiéncia de Cauchy.

Nota: A reciproca da proposigio | nfo é vilida. Ou seja, uma seqiiéncia
de Cauchy de um espago M pode ndo convergir em M, conforme exemplo a seguir.

Seja (x;) a seqiiéncia de pontos de @ definida por recorréncia do seguinte
modo:

(
X3=2 & Xpyg -:—)%(xn+%),\fn}1.

Como x, — % # 0, uma vez que cada x; é racional, ¢ comg
=10+ 2) =Ly - 242
o x2 > 2, para todo n > 1. Daf
i+ 2) <A+ )

il
pace qualquer & >} Estin
x,>x2>x3>...>xn>...>l
e, devido A proposigio 12, Cap. 2, podemos concluir que a seqiiéncia (x, ) converge
para um ponto real p > 0 e que, portanto, (xy,) € uma seqiiéncia de Cauchy em

Q. Como (Xa, Xs, ...) também converge para p, a férmula (*), “passada ao
limite”, nos d4 a igualdade

do que decorre p? = 2 ¢ portanto p & Q, ou seja, (x) n¥o converge em Q.

Proposicio 2: Seja {x,) uma seqiiéncia de Cauchy num espago vetorial
normado E. Entdo exisie uma bola aberta de centro no vetor nulo que contém
todos os termos da seqiiéncia.

Demonstragdo: Tomando € = 1 existe um Indice r tal que:

m, 032 r=—> d (X, Xp) = "xp — xa ¥ <1
Em particular lxy, — x.§ <1, para todo m > 1. Mas
Ik | = Bxpy — %r + x & Uxgy = x 0+ Tl
e portanto, para todom 2r
Fxmd <1 4 Hx
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Seja A > mix {_llxll, eovy Ixey b 1+ Bx i} Entdo, para todo indice n
d{xy, 0) = lx, 1 <X

O que prova que X, EB(0,A), Yoz 1. »

Nota: Obviamente nio vale a reciproca dessa proposi¢io. A seqiiéncia
(1, 2, 1, 2, ...) de pontos de R ndo é seqidncia de Canchy porque, tomando
€= %, para qualquer indice r, sempre existem indices m, n > r tais que
d{(xm, xp) = 1 > €. No entanto todos os termos dessa seqiéncia estdo contidos
numa bola de centro na origem: por exemplo o intervalo 1-3, 3[.

Proposigdo 3: Seja (x;) uma seqiiéncia de Cauchy num espage métrico M.
Se existe uma subseqiiéncia de (x,) que converge para p € M, entdo lim x,, = p.

Demonstragdo: Seja (Xp,, Xn,, +..) uma subseqiéncia conforme o enunciado,
Entdo, para todo ¢ > 0, existe um indice ny tal que:

£
n 2 ng ===> d (xp,, p)<5

Por outro lado, sendo (xg) seqiiéncia de Cauchy, existe um indice s tal que:

mnss

> d (Xm, Xq) <%

Sendo t = mdx {ny, s}, considerando um fndice Iy > t (sempre existe), temos
entdao que

n2t > d (xy, p)Gd(x,,,xnj)+d(xnj, p<e
0 que garante a convergéncia de (x,) para o ponto p. m

Corolério: Se uma seqiéncia de pontos de um espago métrico contém duas
subseqiiéncias que convergem para pontos diferentes desse espago, ento a
seqiiéncia ndo € de Cauchy.

Proposicio 4: A imagem de uma seqiéncia de Cauchy por uma aplicagio
uniformemente continua ¢ também uma seqiiéncia de Cauchy.

Demonstragio: Suponhamos f:M—— N uniformemente continua e seja (x,)
uma seqiiéncia de Cauchy em M. Dado e >> 0, existe entdo & > O tal que:

dix, y) <o > d{f(x), f(y)) <e

Por outro lado, relativamente ao niimero § > 0, existe um indice r tal que:

m, n & r=——>d(xg, ;) <85

Conseqiientemente

mn=r > d(f(Xm), (X)) < €

e (f(x,)) é uma seqiiéncia de Cauchy em N. ®
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Corolério: Se d e d' sfo métricas uniformemente equivalentes sobre M,
ent¥o as seqiiéncias de Cauchy de (M, d) e de (M, d') s3o as mesmas.

Demonstrapio: Seja (%) uma seqiiéncia de Cauchy em (M, d), Como i :(M, d) ——
—— (M, d’), onde i indica a aplicacdo idéntica de M, € uniformemente continua,
entlio (i (x,)) = {xn) ¢ uma seqiiéncia de Cauchy em (M, d'). Analogamente s¢
mostra que toda segiiéncia de Cauchy em (M, d') também ¢ seqiéncia de Cauchy

em (M, ¢). =

Nota: A reciproca da proposi¢go 4 ndo € vilida conforme mostraremos a
seguir. A fungdo f:R—— R, dada por f(x) = x%, nfo & uniformemente
continua como jd vimos. Mas transforma seqiiéncias de Cauchy em segiléncias
de Cauchy. De fato, se (x,) ¢ uma seqiiéncia de Cauchy em R, enfio existe k >0
tal que Ix,! < k, para todo indice n (proposicio 2). Mas a restrigio de f a
1-k, k[ ¢ lipschitziana (Cap. IV — § 1 — 1) e portanto é uniformemente continua
nesse intervalo. Donde (f(x,)) ¢ seqiidncia de Cauchy em R,

Proposicio 5: Se M e N sSo espagos métricos, para que uma seqiiéncia
({(xp, yn)) de pontos de M X N seja uma seqiiéncia de Cauchy neste espago é
necessdrio ¢ suficiente que (x,) € (v,) sejam sequéncias de Cauchy em M e N,
respectivargente.

Demonstracdo: Naturalmente ¢ enunciado se refere a qualquer das métricas
usuais em M X N indistintas no que tange 3 convergéncia.
(=—>) Seja e > 0. Existe entdo 5 > 0 de maneira que:

m, n & r —=> Dy((Xs» ¥m)s Xn. ¥n)) = d (X, X)) + d (¥, ¥p) <E
Dai entdo:
d(xm, Xp) < € e d(ym, yn) < €

para quaisquer m, n 22 r e portanto (x,) e (y,) sdo seqiiéncias de Cauchy.
(< ) Para todo € > 0 existem por hip6tese ¢ s tais que:

d&m,h)<%{Vm,n>r) e d@h,h)<%(Vm,n>s}

Considerando t = méx {1, s} temos entdio que:
ma n } t —— Dl((xm: Ym), (xl'l’ Yn)) < £ |

A generalizacio do resultado acima para um produto M = M; X ... X
X M; (n 3> 1) de espagos métricos € imediata.

§ 2 — ESPACOS COMPLETOS

Vimos no parfgrafo anterior que existem seqiéncias de Cauchy em Q que
ndo convergem neste espago- E o caso da segiiéncia (x,) definida por:
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que converge para v/ 2 que nfo € um nlmero racional, embora todos os termes
de (xp,) sejamn racionais.
Yeremos a seguir que no espago R nfo acontecem fatos como esse,

Proposigio 6: Toda seqiéncia de Cauchy (x,) em R converge para um
ponto p € IR,

Demonstragdo: Devido & proposigio 2 existe k > 0 tal que Ix,] <k, ¥n 31,0
que nos permite concluir a existéncia, para cada indice m == 1, de

Ym = inf {Xmy Xmers oo 1
Assim ¢ claro que
Yisy:;&...8y %... Kk

e portanto (y,) converge para p = sup{y,In =1, 2, ...} que é um ponto de
R. Mostremos que Lim x, = p.
Dado € > () existe uma indice r tal que:

nzr—> Iyn—p|<§
e, como (xp) & de Cauchy, existe um indice s de maneira que:
m n2s === |x; — x4l (-g—

Seja t > mix {r, s}. Levando em conta que

ye = inf {x¢, Xgays .00 }
existe j 2 t para o qual se tem y; < X5 <y -I-%e portanto
€
lx_i - Yt* < 3

Assim, para todo n 2>t temos:
Ixm —pl S lxp — x50 + 155 — 3l + lyy — pl <e
€ portanto
limx, =p. ®

Definicio 2: Um espago métrico M é chamado completo se toda seqiiéncia
de Cauchy desse espago converge para um ponto de M.,

Assim podemos dizer, j4 usando a linguagem da defini¢io acima, que o
espaco Q@ ndo é compled a0 passo que R .é um espago métrico completo.
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Proposicio 7: Sejam M e N espacos métricos. Entfo o espago M X N é
completo se, ¢ somente se, M ¢ N s@o completos.

Demonstragio: E claro que a métrica a ser considerada sobre M X N é uma qualquer
das usuais que, como ji vimos (corolirio da proposiciio 4), determinam neste
espago as mesmas seqiiencias de Cauchy, uma vez que s8 uniformemente equiva-
lentes, .

(=—=>) Se (x,) € uma seqiiéncia de Cauchy em M, entdo, para caday EN,
((x1, ¥); (X2, ¥}, ...) & uma seqiiéncia de Cauchy no espago M X N. De fato,
dado e > 0, existe um indice r tal que:

> Dl((xm! Y)) (xll’ Y)) =d (xm’ xn) +d (Y3 Y) =d (xlna Kn) <e
Portanto ((x,, y}} converge para um ponto (X, y) de M X N e dai (x,) converge
para x € M (ver proposi¢io 11 — Cap. II). De maneira andloga s¢ prova que N ¢
completo,

m,n2r

(e==) Se ((xy, ¥n)) ¢ uma seqiiéncia de Cauchy no espago M X N,
entdo (x;) e (v,) sdo seqiiéncias de Cauchy em M e N, respectivamente, ¢ sendo

completos estes espagos, existem p € M e @ € N de maneira que limx, =p e
q = lim y,. Portanio, ainda pela proposi¢do acima citada

]-im (xn’ Yn) = (P, q)' »

A generalizaco desta proposi¢io para um produto M = M; X ... X M, ¢
Gbvia. Em particular temos o importante ¢oroldrio:

Coroldrio: O espago R" é completo.

Proposi¢io 8: Todo espago métrico compacio é completo.

Demoristragdo: Seja (xa) uma seqiéncia de Cauchy num espago métrico compacto
M. Da compacidade de M resulta que existe uma subseqiiéncia (X, X > Xngs <+ + )
que converge para um ponto p € M. Mas se uma subseqiléncia de uma seqiéncia
de Cauchy converge, entdo a sequiéncia converge para o mesmo ponto (proposiio
3). Logo x,— p e portanto M é completo, &

Notas: o

1. Obviamente nZo vale de nm modo geral a reciproca da proposi¢do acima,
Q espago R (métrica usual) § completo conforme jd vimos (proposicdo 6) mas
ndo é compacto pois, recordando, seqiiéncias de niimeros reais como (2, 4,6, ...)
ndo admitem subseqiiéncias que convirjam em R. ‘

2. Um espago pode ser conexo e ndo ser completo. E o caso, por exemplo,
do intervalo ]0, 1] em R. Como j4 vimos no capftulo anterior em R, conexos
sdo os intervajos, e apenas estes (além dos unitérios). Como porém a seqiiéncia

(24)

de pontos de 10, 1] é de Cauchy mas ndo converge neste espago, entiio efetivamente
10, 1} ndo é completo.
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Também pode ocorrer de um espago ser completo sem ser conexo: basta
considerar um espago M com pelo menos dois pontos cuja métrica seja a zero-um.
Nessas condigdes para todo a M vale, como j4 vimos, a relagio M = {a}|M — {a}
¢ no entanto M é completo (ver exercicios 2 e 15).

§ 3 — COMPLETAMENTO DE UM ESPACO METRICO

O espago Q nfo é completo como j4 provamos. A construgdo de R, A partir
de Q, representa 0 que se chama um “completamento” de Q. Intuitivamente isso
pode ser interpretado do seguinte modo: R é a “ampliacio” de @ obtida acres-
centando-se a este corpo os limites de seqiiéncias de Cauchy racionais que a ele
ndo pertencem. E vale ainda a relagio: @ = R. :

Veremos a seguir que, dado um espago métrico, é sempre possivel
“completé-1o” nos moldes do exemplo acima.

. Defini¢io 3: Um completamento de um espago métrico (M, d) € um par
((M, D); f), onde (ﬁ[, D) é um espagg métrico’ completo, f:M——> M ¢ uma
imersdo isométrica e f (M) é denso em M (isto ¢, f (M) = M).

Lema: Seja (M, d) um espago métrico. Se existe um subconjunto n¥c vazio
A CMtal que A =M e toda seqiiéncia de Cauchy de pontos de A converge
em M, enifio M é completo.

Demonstrago: Se (x,) € uma seqiiéncia de Cauchy em M, para todo € > 0 existe
um {ndice r tal que d(xpy, Xy) <§ para quaisquer m, n 2 r. O fato de A ser
denso em M garante por outro lado que, para cada indice i 3 1, existe y; € A

_de maneira que d(x;, yp) < % Assim, se s 6 um indice maior que T ¢ maior que

o> param, n # § vale entdo:

1, e, 1 e,e e_ .
G(ym, Yn) S d (Yms X} +d (X, Xz) + d (%q, .yn)<a + 3 + ;(-3--!--3-4"3-: €
0 que mostra que (yn) € uma seqiiéncia de Cauchy em A. Como as seqiiéncias de
Cauchy em A convergem em M, existe p € M tal que limy, = p. Mostremos
que (x,) também converge para p o que concluirf a demonstragfo,
Dade € > 0, como lim y,, = p, existe t tal que:

n>t—d@n P <3
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Dai, para todo n > méx {t, %}, vamos ter:

40, DY S 4G, Y + A, D <+ 5<EHE=c.

£
272 2
Teorema 1: Todo espago métrico (M, d)} admite um completamento.

Demonstracao: Como é longa nés a faremos por partes para melhor podermos nos
situar durante o seu desenvolvimento.
(a) Construcao do Espaco M :
No conjunto S das seqiéncias de Cauchy em M define-se a relagdo:
(xn) ~ (yn) <> limd(xq, ya) =0

A relagio ~ ¢ de equivaléncia. Verifiquemos apenas a validade da propriedade
transitiva, Se (xn) ~ (yn) & (¥n) ~ (zn), entdio lim d (Xg, y4) = lim & (yy, 2} = 0.
Coma porém

0 < d(%p, zp) < d (X, ¥n) + 4 (Vs Zn)

para todo n 2 I, entio:
0 = ﬁmd(xm z‘]‘I) % lim [d (xl'l’ yl‘l) + d(Yn, z'l'l)] = 0

€ portanto lim d (x,, z3) = O o que significa (x,) ~ (zy)-
Seja M = S/~ e, para cada o, § € M, definamos
D (e f) = lim d (x4, y,) (ver exercicio 20)

onde (x,) e (yq) pertencem, respectivamente, 3s classes « ¢ §. Sem dificuldades
maiores prova-se que D é uma métrica sobre M. Mostremos apenas que D estd
bem definida.

Se (xn) ~ (Xa) € (¥n) ~ (¥n), entdo _
d(xp, ¥n) & d(xn, Xn) + d (X, o) + d (yn, Y;l.)
e dai decorre:
lim d (xp, yp) < lim d (x5, ¥n)
Analogamente se obtém que:
limd (xy, ¥n) < lim d.(xq, ¥n)
Donde: lim d (x, ¥} = lim d (xp, yp)-
(b) Construcao da Isometria f.
Para cada seqiiéncia (x,) € S, s¢ x, = 3, para todo indice n, indicaremos
por a(a) a classe de equivaléncia a que pertence (Xp). A aplicag@io f:M—— M

definida através da formula f{a) = «a(a), para todo a € M, € uma imersdo iso-
métrica pois, para quaisquer a, b € M:

D{f (), f(6)) =D (a(a), « (b)) = lim (d (a, b)) = d(a, b).
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(c) F(M)é denso em M
Dado o« € M seja (xp) € o Tomando € > 0 existe entdo r tal que, para
. E .
quaisquer m, n 21, d (X, Xn) <5. Assim, para a = X;,, teremos:

D (o, (@) = lim (d (Xy, Xpag )i oo 5 A Xp, Xpag); -2 ) =

. €
= lim (d (X¢, Xre1); 4 (Rrag; Xra1)5 4 Krazs Xpar Vs -+ - ) 45‘( €

¢ portanto a () = f(a) € Bp (o, €)
(d) M é compieto.
Seja (Bn) = (&« (a,)) uma seqiéncia de Cauchy em £ (M). Como
D{Bm; Fa) = d(am, a5)
entfo (a,) é uma seqiiéncia de Cauchy em M. Sendo X 2 classe de equivaléncia
a que pertence {a,), provemos que A = lim 8.

Dado € > 0, o fato de (a,) ser de Cauchy garante que existe um indice r
tal que:

m, 0 21 ——=> d(an, an)<-g-

Assim, para todo n 2 r temos:
D (Bn, A) = lim (d (ay, 24); d{ap, 32); ... d(ap, ) ...) =

N £
= lim (d (ay, a,); € (2q, arey)i ...} 4"2" <e

¢ portanto lim §;, = A Que M & completo € decorréncia entSo do lema anterior. 8

§ 4 — PONTO FIXO

‘No §3 do Cap. VI vimos que toda fungdo continua f:{a, b] — [a, b}
admite um ponto fixo, isto é, existe um ponto ¢ € [a, b] tal que f{(c) = c. Tal
resnltado é um caso particular do Teorema do ponto fixo de Brower cujo enun-
ciado ¢ o seguinte: “Toda fungdo continma cujo dominio e o contradominio séo
iguais 3 bola unitdria fechada

S={uerRlul<1}
tem um ponto fixo, isto &, um ponto p € S tal que f(p) = p.”
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Além desse, hd outros feoremas sobre pontos fixos, como o teorema do
ponlo fixo de Banach que estudaremos neste pardgrafo e que se baseia na seguinte
idéia de cacdter iterativo:

Seja M um espago métrico e seja f:M—— M uma fungfio continua.
Tomemos x4 €M e calculemos a seqiiéncia definida por:

f(Xp) = Xpay 1 =0,1,2,...)

Com certas hipOteses pode ocorrer que a segiiéncia (X, Xy, ... ) convifja para
um ponto p € M. Mostremos que, nestas condigBes, teremos entio f(p) = p.
De fato

p = lim x4,; = lim f (xy) = f (lim x5} = £(p)

onde a peniiltima passagem & devida 3 continuidade de f.
O enunciado do teorema a seguir contém hipéteses que nos permitem chegar
conclusiio acima.

Teorema 2: Seja M um espaco métrico completo ¢ seja f:M——— M uma
contragio. Entdo f admite um dnico ponto fixo, ponto esse que pode ser obtido
como limite da seqiéncia (xg, f(x¢) f(f(x0)), ...), para qualquer ponto
Xo EM.

Demonstracio: Fagamos x; = f(x¢), X3 = {(x;), ... Pelo que vimos h4 pouco,
se a seqliéncia (xq, X1, X3, - - . ) cOnverge para p, entdo f (p} = p. Por outro lado
f nio pode ter mais do que um ponio fixo porque, como f é uma contragdo,
existe uma constante real ¢ tal que 0 < ¢ <1 e d(f(x), f(y)) < cd (x, y) para
quaisquer x, y € M. Assim, se tivéssemos também f(q) = q, para algum q € M,
entdo

dip, 9 =d(f(p), f(®) <cdlp, @
e daf
1-d@, g <0

Comol —c>0,entiod(p,¢)=0ep=4q.
Falta pois provar que (x;) converge em M ou, 0 que é 0 mesmo nO Caso,
que (xp) é uma seqiéncia de Cauchy em M. Como

d (Rgeps %) = d(£(xg), £(x5-1)) & cd (X, X5-1)
para todo s 3 1, entdo se obtém por indugdo que:
d (Xse15 X} & €*d (x4, Xo)
Assim, para todo t > s + 1 temos:
A0y, Rgay) € d (X, X3y) T d{Xpogs Xpg) + oo+ A (Xgagy X501) S
<t (xq, %) + ... + A (xy, Xo) =
=d(x, xS P24 L.+ e+ ) =
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_ 1 — ¢t d(x,, x
= d()h, Kg:l i'.:s"'1 _l'_—‘c— L *-1——1_—39—)- oSt — k¢t

Dl'ldek"d(XhXO) - s . )
e Como o limite da seqiiéncia (kc™) & zero, para todo £ > 0

existe-um indice r tal que:

s+ lpr— kel < ¢

Assim, se fizermos s + 1 = n, para qualquer j > 0 teremos:
nar

> 4 (xn+j; xn} < e

0 que vem provar que (x,) é uma seqiiéncia de Cauchy em M. ®

EXERCICIOS
1. Verifique se as seqiiéncias (x,) definidas abaixo sio seqiiéncias de Cauchy:
a) Xp = ﬁ em Q

b) Xy =1 em 10, 1]

c)xn=:—;}emll

d)x, = (—nl)“ em R

1)"emQ

e) xn=(1 +;

1
f} X, =—em R com a métrica zero-um.
1]

Obs.: De (a) a (e) a métrica considerada ¢ a usual,

2. Seja (x,) uma seqiéncia de Cauchy num espago cuja métrica é a zero-um.

Mostre que (x,) é estacioniria,

3 Sea (xp) uma seqiiéncia de Cauchy em R cujo conjunto dos termos é

infinito. Mostre que A’ = {x,}' ¢ unitério.

4. Seja E um espaco vetorial normado sobre R. Se (x,,) € (y,) sdo seqiiéncias de

Cat!chy em E e s¢ « € R, mostre que (x, + y,) ¢ (ox,) também sfo
seqiiéncias de Cauchy em E.
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10.

Il

12,

13,

14.

15.
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Se (x,) € (vn) s80 seqiéncias de Cauchy em R, mostre que (x, y5) é também

uma seqiéncia de Cauchy em R.

Seja f:M—— N um homeomorfismo uniforme. Mostre que: uma seqiiéncia
(xp) de pontos de M & de Cauchy se, e somente se, (f (x,,)) é de Cauchy em N.
Sugestdo: Proposicio 4,

Use a funggio £:10, 1) —> R dada por f(x) = % e a seqdéncia (%)

em 0, 1] pata mostrar que uma fun¢io continua ndo transforma necessaria-
mente seqiéncias de Cauchy em seqiiéncias de Cauchy.

Se (x,) é uma seqiéncia de pontos de um espage M e limx, = p €M,
mostre que {(x;, p, X3, P, . - - ) € uma seqiiéncia de Cauchy em M.

Se f:M—— N ¢ uma fungio que transforma seqiiéncias de Cauchy em
seqiéncias de Canchy, mostre que f € continua.

Sugestio: Para todo p € M, se x, —— p, considere a seqiéncia (x,, p,
X2, Ps - - - )- Use entdio o excercicio anterior a fim de concluir que £ (x,) —

—+{(p)

Seja (M, d) um espago métrico compacto. Se X C M ¢ infinito, mostre que
existe uma seqiténcia de Cauchy (x,) em X tal que x; #* xj, sempre que
i#j.

Sugestio: Exercicio 16, Cap. V.

Mostre que nio sio completos os seguintes subespagos de R:

il
a)]o’ll Q)A—{l,2,3,...}
)R-

O subespago Z da reta real ¢ completo? Justifique.

Seja M um espago completo, Se f:M-——> N € continua ¢ (x,, X3, -..)
é uma seqiiéncia de Cauchy em M, mostre que (f(x,), f(x;), ...) é
seqiiéncia de Cauchy em N.

Se (M, d) & um espago métrico tal que M € finito, mostre que esse espago
é compieto. :

Se M ¢ um espago cuja métrica é a zero-um, mostre que M € completo.
Sugestdo: Exercicio 2.

16.

17.

18.

19.

20

21.

22,

Dé um exemplo de duas métricas d ¢ &’ equivalentes sobre um conjunto M
de maneira que (M, d) é completo mas (M, 4") ndio & completo.-
Sugestdo: Exercicio 41 — Cap. 1L

Se f:M —— N ¢ uma isometria ¢ M é compkto, prove que N ¢ completo.

Dé um exemplo de um espago métrico completo M e de uma fungio continua
¢ sobrejetora f :M—— N de maneira que N ndo é compieto.
Sugestio: Considere sobre @ as métricas zero-um e usual.

Se X e Y sfio subespacos completos de um espaco M, mostre que X U Y
¢ completo.

Sejam (xg) e (vn) seqiiéncias de Cauchy num espago M. Mostre que (d,),
onde d, = d(xp, yy), ¢ uma seqiiéncia de Cauchy em R, que, portanto,
converge para um ponto de R,. '

Seja M um espaco métrico tal que toda bola fechada de M € um conjunto
compacto. Prove que M é completo.

Sugestio: Mostre primeira que o conjunto dos termos de uma seqiténcia de
Cauchy ¢ limitado e, portanto, est4 contido numa bola fechada.

Seja E o conjunto das seqiéncias reais cujos termos sio todos tlos, salvo
um ndmero finite deles no miximo. Para x = (x,) ¢ ¥ = {y,) em E defi-
namos ’

d(x, y) = sup {lx — v l:k 2 1}
a) Mostre que d ¢ vma métrica sobre E;
b) Mostre que (z,), onde z, = (-l 1

) Er 5! .
seqiéncia de Cauchy em E;
¢) Prove que (E, d) n3o é completo,

,i. 0,0 0, ), ¢ uma
n

Seja M um espago métrico completo. Se X ¢ um subespago de M, mostre
que: X € completo <——==> X ¢ fechado.

Mostre que f:R-—— R definida por f(x) = 2 + 33‘-6 uma contragio;
a seguir construa as seqiéncias definidas por f"(0) e f" (1) ¢ ache os seus
limites.

Seja M um espaco métrico completo e suponhamos que f:M—— M €
uma contracdo relativamente i constante k (0 < k < 1). Dado qualquer
PEM se c>0e vale a relagio e)—ﬂd(f’_fk , mostre que o ponto
fixo de f pertence a bola B [p, €].
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CAPITULO VI

ESPACOS TOPOLOGICOS

§ 1 — INTRODUCAO

Nosso objetivo agora é a generalizacdo de alguns dos conceilos mais
importantes introduzidos nos capftulos anteriores, como os de conjunto aberto,
conjunto fechado e fun¢io continua, entre outros. Parg tanto substituire-
mos a nogdo de métrica, sobre a qual se apdia toda constfucdo da teoria dos
espagos métricos, pelo conceito de “topologia” que, em muitos sentidos, ¢ mais
amplo. A generalizagio assim obtida nfo é, contudo, total. Certos problemas
como o da “continuidade uniforme” e das “seqiéncias de Cauchy” nio sSo
suscetfveis de estudo no contexte que daf advird. Para lidar com a continuidade
uniforme, por exemplo, independentemente de falar em distincia, seria preciso
desenvolver a teoria dos “espagos uniformes”, ou algo equivalente, o que foge
aos intentos deste trahatho.

A topologia compreende dois ramos principais: topologia geral ou conjun-
tista (da qual se ocupa este capitulo) e topologia algébrica ou combinatéria. A
topologia geral usa come grande instrumento a teoria dos conjuntos, enquanto que
a topologia combinatéria usa a dlgebra, especialmente a teoria dos grupos. Nao
obstante o termo topologia ter sido usado pela primeira vez por Listing, em 1847,
no titulo de seu livio “Vorstudien zur Topologie”, de conteido ligado ao segundo
ramo acima, e nfio obstante problemas de natureza topoldgica jé terem sido
abordados por Euler ¢ Gauss, anteriormente, foi $6 em 1895, quando Poincaré
publicou seu artigo “Analysis situs” no J. Ecole Polytechnique, que a topologia
combinatéria ganha rumos préprios, ¢ em 1906 que o mesio acontece com a
topologia geral em fungSo dos trabalhos de Frechet e Riesz.
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Os axiomas que compGem a defini¢io de topologia que damos a seguir foram
pela primeira vez assim apresentados, em termos de “conjuntos abertos”, por
Alexandroff e Hopf em 1935 e consagrados, a partir de 1940, pelos trabalhos
do grupo Bourbaki.

§ 2 — TOPOLOGIAS

Seja E um conjunto ndc vazio. Uma cole¢io € de subconjuntos de E é
chamada topologia sobre E se:

I ¢.E€C
(I SeGy,....GpEZm>1),entioG,N...NG, €L,
(IIl) Se {G;) é uma familia qualquer de conjuntos de Z, entio UG; € C.

Nessas condi¢Ges dizemos que o par (E, ) é um espago topoldgico; os
membros da classe & sdo chamados conjuntos abertos do espago e cada elemento
de E € designado por ponto. Quando nfo houver confusiio possivel diremos apenas
“espaco E” ou nos referiremos a0 “‘espago E” para indicar o espago topoldgico
em consideragio. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1: Seja (M, d) um espaco métrico. A colegfo dos conjuntos abertos

desse espaco satisfaz os axiomas da definigdo de espago topolGgico pois, como
ja vimos (proposigao 1 — Cap. HI).

® P e M sfo abertos.
® Se G e H sdo abertos, G N H & aberto,

® Se (G;) ¢ uma familia de conjuntos abertos de (M, d), entdo U G; também
¢ um conjunto aberto desse espago.

Essa topologia é chamada topologia induzide pela métrica d sobre M.
Um espago topolégica (E, C) se diz metrizdvel se existe uma métrica d
sobre E tal que a colegdo dos abertos de (E, d) coincide com 7.

Exemplo 2: Dado E # @, a colegio £ = 9 (E) é obviamente uma topo-
logia sobre E, Essa topologia € chamada topologia discreta sobre E. Note-se que

(E, 2 (E)}) é metrizivel: a colegiio dos abertos de (E, d), onde d & a métrica zero-
um, é exatamente 9 (E).

Exemplo 3: Para todo E # @, a colegio & = {@, E} é uma topologia a que
chamaremos topologia cadtica sobre E.

Exempio 4: Se E = {a, b, ¢, d}, a colegdo € = {0, E, {a}, {a, b}, {a,b,d}}
satisfaz os axiomas (1), (If) e (¥II) o que ¢ imediato.
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Exemplo 5: Seja E um conjunto infinite. Deixamos como exercicio a

verificagio de que C = {9} U {G C EIG® ¢ finito}. Esta é chamada topologia
cofinita sobre E.

Exemplo 6: Também propomos como exercicic a verificacio de que, se

E ¢ um conjunto infinito, a colegio ¢ = {9} U {G C EIG® é enumerdvel} é uma
topologia a que chamamos topolegia coerumerdvel.

Exemplo 7: A coleggo T = {@, R} U (]a, +%[la € R} é uma topologia
sobre IR. Quanto aos axiomas (I) e (II} a verificacic é imediata; no que se refere
ao axioma (IIT} o caso que exige mais aten¢do é aquele em que uma familia
(G} de abertos é tal que cada Gj = la;, ++<=[, para um certo a; € IR. Duas sio
as possibilidades entdo: se o conjunto {a;} nfo é limitado inferiormente, entdo
UG; = Ula;, +oo| = R; se {a;} & limitado inferiormente e a = inf {a;}, entfio
UG; = U la;, +eo = la, +eof (verifique). Por exemplo:

]0, 4ol W]-1, +x{ U -2, +o{ U ... = R
a0 passo que

]% +m[ v ]% +ao[ UH, +oo[ U...=1]0, +=f
Exemplo 8: Também & uma topologia sobre R a colegio € = {p, R} U

U {)—e, a[la € R}

Exemplo 9: Dado E # 0, tomando p € E (fixo), a colegio ¢ = {E} U
U{G CElp ¢GlL

Exemplo 10: Se p é um ponto fixo de um conjunto E, a colegio = {§} U
U{G CElpeGL

Exemplo 11: (Topologia das unides) Seja # uma classe de subconjuntos
de um oconjunto E # ¢ para o qual se verifica o seguinte: (a) 9, E € .#;(b)sc By,
B; € ¥, entio B, N B; € #. Nessas condighes a colegio de todas as reunibes
possiveis de membros de #F ¢ uma topologia sobre E. De fato, se £ € essa colegldo
tamos:

e B, EECpois ), EEF

® Sejam G, H € . Entfio G = UB; e H = UB, onde (B;) ¢ (B)) sio
familias de conjuntos da classe #. Dai

GnH=(UBi)n(UBj')=i‘:’j(BinBj')

e,oomocadaBiﬂBjE..@',entioGnHEZ.

® Exercicio.

Exemplo 12: (Topologia produto) Sejam (E,, Cy) e (Eg, T2} espagos
topoldgicos. A colegio #= {G X HIG € &,, M € L,} satisfaz as condigDes
(a) ¢ (b) do exemplo anterior. Vejamos (b): dados B; = Gy X H; e B, = Ga X I
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em &, entio By N By = (G, X Hy) N (G; X H,) = (G1 N Gy) X (Hy N Hy) que
pertence a Fpois G; N G, € €y ¢ Hy N H,y € €,. Logo a colegio das uniBes de
todos os conjuntos de F é uma topologia sobre E == E; X E; 4 qual chamamos
topologia produto. O espago (E, T) é chamado espago produto dos espagos dados.

Exemplo 13: (Subespagos) Seja (E, T) um espago topolégico. Dado X CE,
X # P, a colegdo Ty = {G N XIG € Z} € uma topologia sobre X {verifique)
3" qual chamamos topologia induzida por C sobre X. O par (X, Cx) é um
subespago de (E, L).

Dado um espago topoldgico (E, €), o interior de um subconjunto A CE,
que se indica por :, € a unido de todos os abertos contidos em A. Assim,
podemos afirmar que, dado um ponto p do espago, p ER se e somente se existe
GEZdemanei:aqm_‘.pEGCA.Maisainda:A=ﬁ< >AEC.

Exemplo: J4 sabemos que o interior de um intervalo [a, b] em R é
Ja, bl, quando a topologia sobre R ¢ a induzida pela métrica usual (chamada
topologia usual em R).

Qual o interior de [a, b] quando a topologia de R € a cofinita? Como os
abertos ndo vazios sio, neste caso, o proprioc R e 0s conjuntos do tipo R —
—{ay, ..., a,), onde n 3 1 e a; € R, ¢ nenhum destes estd contido em [a, b],

o
entdo {a, b] = 0.

E qual o interior de [a, b] se 2 topologia considerada sobre R ¢ ¢ =
= {R} U {G C RI|0 ¢ G} (exemplo 9)? H4 duas hipoteses a considerar:

12) 0 € [a, b] caso em que [a, b) — {0} é o maior aberto contido em

0
[a, b] e portanto [a, b] = [a, b] — {0}
. o
22) 0 € {a, bl o que significa que [a, b] ¢ aberto ¢ entdo [a, b] = [a, bl.

Seja (E, C) um espago métrico. Dizemos que F C E é um conjunto fechado
s¢ F¢ & aberto, isto é, F° € . E claro pois que os fechados do espago sdo os
complementares dos abertos.

Por exemplo, s¢ em R a topologia considerada for ¢ = {p, R} U
U {Ja, +oo[la € R}, entiio a colegdo dos fechados desse espago é ¥ = {9, R} U
U {)-co alia€ R}

Para a colegio 7 dos fechados de um espago E valem as seguintes proprie-
dades: (i) B, B € .7 ; (ii) F,, F, € § == F, UF, € 97; (iii) dada uma
familia (F;) tal que F; € 5, V,, entfio NF; € F. A demonstragio desse fato
¢ anfloga A que foi feita nos espagos métricos (proposigio 3 — Cap. Ill).

Dado um espago topoldgico (E, ), o fécho de um subconjunto A C E,
que se indica por A, ¢ a intersegfio de todos os fechados que contém A. Logo A
¢ 0 “menor” conjunto fechado que contém A ¢ ainda: A=A < > A fechado
(verifique).
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Exemplo: Quando a topologia considerada sobre R é =
Entdo A = [a, b), como ji vimos. wusval se A= la, b,]'
Agora, s¢ a topologia tomada sobre R for ¢ = {p, R} U {]
, ~w x[IxER}a
colecdo dos fechados do espago ¢ 5 = {9, R} U {[x, + =[x € R} ¢ portanto
A = [a, +o[ que é o “menor” fechado que contém A.

Proposigio 1: Seja A um subconjunte de um es i

A pagoe topolégico (E, 7).
Dado p € E, entdo: p € A se, ¢ somente s, G N A # P para todo aberto(G (?uj:a
contém p.

Demonstracdo. (===>) Suponhamos que exista um aberto H tal que PEH
e HO A = 9. Dai H® ¢ um fechado que contém A e ndo contém p, o que &
absurdo,

. (<===) Se p € A, entio existe um fechado F O A tal que p ¢ F. Dai
F® é um aberto que contém p cuja intersecio com A é vazia o que contraria a
hipotese. m

Dado um espago topolégico {E, Z), s¢ A C E ¢ p € E, dizemos que p ¢
ponte de acumulapdo de A se:

G-{pPhHhna+p

para todo aberto G que contém p. O conjuato dos pontos de acumulagio de A
chama-se conjunto derivado de A e sc indica por A',
Levando em conta a definigio dada e a proposigdo 1 acima podemos enunciar

a proposi¢do abaixo cuja demonstragfo propomos como exercicio (ver proposicao
9 — Cap. III}:

Proposicgo 2: Um subconjunto A de um espago topolégico E é fechado se,
e somente se, A" C A, '

Exemplo: Seja A = {l, %, %-, - } C R. J4 sabemos que, se a topologia
considerada sobre R for a usnal, entdo A’ = {0},

Mas se em R a iopologia considerada fosse a cofinita terfamos, como
veremos, um resultado bem diferente. Se p E R e G =R — {a;, ..., a,} ¢ .
wn aberto que contém p, entdo G — {p} = R — {p, x,, ..., x,} contém todos
os pontos de R, menos um nimero finito. Como A ¢ infinito, entdo (G — {pH N
N A ¥ § e assim todo ponto p € R £ ponto de acumulacio de A. Donde A’ = R.

Seja (E, ¢) um espago topoldgico. Dizemos que uma seqiiéncia (x;) de
pontos de E converge para p € E s¢, para todo aberto G que contém p, existe
wm indice 1 de maneira que: '

X €EG, Vnzr
0 ponto p chama-se limite da seqiiéncia. O fato de p ser limite da seqiiéncia
é indicado indistintamente por x, —— p ou lim x, = p.
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Exemplo: Ao contririo do que ocorre nos espagos métricos, uma seqiiéncia
de um espago topoligico pode convergir para mais do que wm ponto.

Consideremos o espago (E, Z), onde E = {a, b, ¢, d} e T = 10, E, {al,
{c, 4}, {a, ¢, d}}. A seqbéncia (a, a, 2, ...) além de convergir em E paraa
{o que & Obvio), converge também para b. De fato, procurando os abertos que
contém b vamos encontrar apenas o conjunto E. Mas E contém todos os termos
de sequéncia, j4 a partic do primeiro, e isto garante nossa afirmagdo.

§ 3 — AXIOMAS DE SEPARACAO

A definiclo de espago topolégico dada no pardgrafo anterjor, tanto abrange
situagles muito importantes (por exemplo, os espagos métricos} como situaces
absolutamente triviais (ver exemplo 4, entre outros). Para poder focalizar os
casos mais importantes, outros axiomas devern ser acrescentados 3 definigdo,
como os axiomas de separagio que veremos a seguir. Foi Hausdorff, em 1914,
quem introduziy o chamado axioma T,, o mais importante do grupo de separagio.

Dizemos que um espago topoldgico (E, 2) é um espago T se satisfaz o
seguinte axioma, chamado axiome Ty:

“Dados quaisquer x, y € E, x # y, entdo existem abertos Gy ¢ Gy que
contém x e y, respectivamente, de maneira que x ¢ Gy e ¥y & Gy

Gy

Exemplo: Seja ¢ a topologia cofinita sobre um conjunto E # @, Dados
X,y €E, x #y, entdo Gy = E— {y} e Gy = E — {x} sdo abertos (pois G5 = {yl}e
Gy = {x} sdo finitos) que verificam o axioma T;.

Proposigio 3: Um espago topolégico E é T, se, e somente se, {p} ¢
fechado, para qualquer p € E.

Demonstragdo: (===>) Dado p € E, mostremos que {pl° é aberto, 0 que equi-
vale 3 tese. Ora, dado x € {p)*, isto &, x * p, existe entdo um aberto Gy tal
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que x €EGy e p & Gy, isto &, x € G, C{p}°. Dai {p}* = xgp Gy ¢ portanto {p)°
¢ aberto,
(e==) Exercicio. (Proceda como no exemplo acima), =
Corolsrio: Num espago T, todo conjunto finito & fechado,

Um espago topolégico (F, Z) é chamado espaco T, ou espaco de Housdorff
se ¢ seguinte axioma, chamado axioma T,, s verifica:

“Dados quaisquer x, y € E, x #y, entlo existem abertos disjuntos G, e Gy
de maneira que x € Gy ¢ y € Gy™.

&

£ claro que todo espage T, € também T,.
Exemplo: Todo espago métrico é T,. De fato, como ji vimos (§ 4 — Cap. II)

dados os pontos x e y (x # y) num espago métrico M, se d(x, y)=¢€,B (x,fz—)ﬁ
0 B(y, %)z 9. E, como uma bola aberta ¢ um conjunto aberto (exemplo 2 3
definicgio 1 — Cap. III), entio M é T,.

Proposicio 4: Se (X, X3, ... ) € uma seqiléncia convergente num espago
topolSgico E no qual vale o axioma T,, entic € Gnico o limite dessa seqi¥ncia.

Demonstracio: Suponhamos lim x, = p e lim y, = q, com p # q. Tomemos abertos
Gy ¢ Gy disjuntos de modo que p € Gp € q € Gg. Daf existem indicesr e s
de maneira que x, €Gp, ¥n 21,6 x5 EGy, Vo 2. Tomando t = max {r, s},
entio x5 € Gp NGy, ¥'n >t 0 que & absurdo pols G, NGy = 9. ®

}Contn-exemplo: Seja em R 3 topologia = {@} U {G C RIG" é enume-
révels. '
Este espago nio é T,. De fato, sejam G =R — Ae H=R — B, onde A
¢ B sao enumerdveis, dois abertos do espago. Entio GV H =R — (A UB) #§¢
jd que A U B & enumerdvel. ' '
Agora consideremos uma seqiiéncia convergente (X, X3, ..., Xns - - - }—
—— pem R. Sendo A = {x;1x; # p}, entdio A® ¢ aberto porque seu complementar
¢ A que ¢ enumerdvel. Como p € A® e x,— p, existe 1 tal que Xy, Xryy,
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... € A% isto &, x; = X;y; = ... = p. Entfio a seqiéncia dada ¢ estaciondria.
Logo as seqiiéncias convergentes nesse espago sio as estaciondrias. E claro que
(X1, -«-» Ps P» ... ) ndio pode convergir para q # p pois IR — {p} é um aberto
que contém q e ndc contém os termos da seqiiéncia, a partit de um deles.

Proposiciio 5: Seja E um espago T,. Se p € E € um ponto de acumulagiio
de A C E, entdo (G — {p}) N A ¢ infinito, para qualquer aberto G que contém p.
Demonstracio: Suponhamos por absurdo que (G — {ph) M A = {x,, ..., x,}
(finito ndo vazio). Como cada x; # p, existem G;, H; abertos disjuntos
(i=1,...,n)de maneira que p €G;, x; EH; e G;NH; = . Entdo S=GN
NGy N ... NGy é um aberto que contém p e tal que (S — {(pHMNA=9,0queé
absurdo. @

§ 4 — BASES LOCAIS

Seja (E,C ) um espago topoldgico. Se p € E, uma colegio ¥, = {B;} de
conjuntos abertos de E se diz base local em p se: (i) p € By, VB; € #},: (ii) para
todo aberto G € ¢ que contém p, existe um aberto B; € #, tal que p € B; CG.

Exemplos:
1. A colegdo de todos os abertos de um espago E que contém um ponto

p €E ¢ cbviamente uma base local em p.

2. Se a topologia de E ¢ a discreta, para todo p €E, ¥ = {{p}} ¢ umabase
local. De fato, {p} ¢ aberto neste caso e se G é um aberto que contém p, é claro
quepe{plCG.

3. Num espago métrico (M, d) a coleg@o Fp = {B(p, —lr;) n=12.. }
¢ uma base local em p, para todo p € M (verifique).

Propesicio 6: Seja #, = {B;} uma base local num ponto p de um espago E.
Para que p seja ponio de acumulagio de A C E é necessirio e suficiente que
(B; — {p}) N A #@, para todo B; € #y,.
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Demonstragdo: (<===) Seja G um aberto que contém p. Entdo existe B, € &,
tal que p € B; € G. Como (B, — {p}) N A # 9, entzo (G-{phnNnA+0.
Assim p € A,

(

Proposicio 7: Seja %, = {B;} uma base local num ponto p de um espago
topolégico E. Para que uma seqiiéncia (xn} de pontos de E convirja para p é
necessdrio e suficiente que, para todo B; € ﬁp, exista um indice r; de modo que
Xp €EBi, ¥n 2.

Demonstragdo: Fica como exercicio. w

>) Imediata, w

Dizemos que um espago topoldgico E satisfaz o primeiro axioma de enumera-
bilidade se, para cada p € E, existe uma base local em p enumerivel #Fp =
= {Bl’ B;, Bg, [ ]‘

Exemplo: Num espago métrico vale o primeiro axioma de enumerabilidade
0 que decorre do exemplo 3 acima.

Se ¥, = {B;, B;, ...} é uma base local ¢ enumerdvel em p, entio a
seqiéncia B;, B; M By, B; N B; M B;, ... é também uma base local enumerdvel
em p, com a vantagem de ser decrescente, isto é

B,2B,NB;D...
Assim, se um espago satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade, para cada
um dos seus pontos existe uma base local, enumerdvel ¢ decrescente. :

Proposicio 8: Seja %) = {By, By, ... } uma base local, enumerivel e decres-
cente num ponto p de um espago E. Se A C E ¢ p € A, entdo existe uma
seqiéncia (X, X3, . . . ) de pontos de A tal que x,— p.

Demonstragio: Como p € A, entdo B; M A #0 (i = 1, 2, ...). Logo existem
X X2, . .. € E de modo que

XIEBInA,XzEBgnA.,...
Como B, 2B, 2...3pex;€B;(i=1,2,...), entio x,— p (prove). 8

§ 5 — BASES

Dizemos que uma colegdo de conjuntos abertos de um espago topoldgico
(E, T) é hase desse espago se todo aberto de E pode ser abtido como reunido de
conjuntos da colegio #, isto ¢, se para todo G € Z existe uma subcoleglio ¥ "de
de maneira que
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Ou ainda, equivalentemente: para qualquer G €2, se p € G, existe entio B € &
de modo que pE B C G,

Note-se que asubcole¢io & pode ser varia caso em que se obtém lEJ B=¢

Bep

Exemplos:

1. Seja € = {@, E, {al, {b, c}}, onde E = {3, b, ¢}. Obviamente & uma
topologia sobre E ¢ # = {{a}, {b, ¢c}} ¢ uma base de (E, { ) pois todo conjunto
de €, inclusive o @ (devido & Ultima observagio), pode ser representado como
reunido de membros de #.

2. Seja (E,C) um espago cuja topologia é a discreta. Entio # = {{a}la€E}
é uma base de EpoisA=agA{a},paratodanA.

3. Consideremos a topologia das uniSes de uma cole¢io de subconjuntos
de um conjunto E # @ (ver exemplo 11 de topologia, §2). Entlo, pela propria
construgdo dessa topologia, & ¢ uma base do espago assimn obtido. Em particular,
dados dois espagos (E;, C) ¢ (Ez, C;), a colegio

F={GXHIGET, e HE C,}

& uma base da topologia produfo sobre E, X Ej.

4. A colegio das bolas abertas de um espago métrico é uma base da topo-
logia resultante dessa metrica jd que todo aberto n@io vazio € uma unifo dessas
bolas.

Dizemos que um espago topoldgico (E, £) satisfaz o segundo mxioma de
enumerabilidade se existe uma base enumerdvel desse espago. .

Se .# ¢ uma base enumerdvel de um espago E, entio B, =1{BE FlpEB}
é uma base local enumerdvel em p, para todo p € E. Logo o segundo axioma de
enumerabilidade implica o primeiro.

Exemplo: R com a topologia usual satisfaz o segundo axioma de enumera-
bilidade. De fato, # = {]a,b[la, b € Q} ¢ uma base neste caso pois, dado um
_aberto G, se p € G existe £ > 0 de modo que pE€ Ip — ¢, p + el C G. Tomando
nameros racionais a ¢ b de maneira que p — e <a<p<b<p++ ¢, entdo Ja,b[ E
€ Fela, bl CG.

Por outro lado considerando K = {(a, b) € @*la < b}, como K C @?, entdo
K & enumerdvel. Sendo sobrejetora a aplicac3o

(2, b)— Ja, bl
de K em &, podemos concluir que % também é enumersvel.

Proposicio 9: O produto de dois espagos topoldgicos gue satisfazem o
. segundo axioma de enumerabilidade também satisfaz este axioma.

Demonstragio: Sejam F={B,, By, ...} e #=1{C,,Cy,...} bases enumerdveis
de dois espagos topolégicos Ee F. Mostremos que @ ={B; X (jIB;€ FeCE ¥ }
€ uma base enumerdvel de E X F. Que é enumerdvel ¢ evidente, Seja A um aberto
de E X F. Dado p € A existem abertos G ¢ H em E ¢ F, respectivamente, de modo
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que pEG X HC A. Supondo p = (x, y) entfo x EG e y € H ¢ daf existem
Bpe #Fel € ‘Ef[ajsquexEB,_CGEyECSCH,Por[aMOPEB'XCSC
CGXHC Ao que vem provar que Zé base de E X F. m

Coroldrio: O espago R" satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade.

§ 6 — ESPACOS SEPARAVEIS

Um espago topolégico (E, €) se diz separdvel se existe A CE, A enumerdvel,
de maneira que A = E.

Exemplo: R com a topologia usval é separdvel uma vez que @ € enumersvel
eQ=R.EcomoQX...XQ=QX...X@=RX...XR=R" R" também
¢ enumerivel.

O segundo axioma de enumerabilidade verificado num espago E acarreta
que este espago € separivel. Com efeito, se F= {B,, By, ...} ¢ uma base enu-
merdvel do espago, tomando um e um sé x; em cada B;, entdio A = {xy, x5, ... }
¢ enumerdvel (Obvio) e & denso em E, isto é, A = E (verifique).

Proposigio 10: Todo espaco métrico separivel satisfaz o segundo axioma
de enumerabilidade.

Demonsracado: Seja M um espago métrico separdvel. Entio existe A C M, A
enumerdvel, de modo que A = M. Mostremos que &= {B(a, §}la€ A, § € Q}
€ uma base de M. Comeo evidentemente é enumerdvel, a proposigfio estard provada,

Seja G um aberto ndo vazio ¢ tomemos p € G. Existe entdo € > 0 de modo

que p € B(p, £) C G. Sendo A denso em E,nabclaB(p,%

A, Se a € um desses pontos, entio d(a, p) < % Tomemos um niimero racional

) existern pontos ‘'de

& de maneira que §< & < %E € MOStremos que

pEB(R,)CB(P )T G
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Como d (p, a) < % <8, entdo p € B (a, 8). Por outro lado, se x € B(a, 8), entdo
dia, x) <5 e dai

dix, p)<d(x,a) +d(a,p) <& +§<%+§<e

0 que garante que X € B(p, ¢). =

§ 7 — FUNCOES CONTINUAS

O problema da continuidade ¢ a questio central da topologia geral. Consi-
derando o$ espagos topoldgicos como sistemas matemdticos, isto &, conjuntos
dotados da estrutura dada por uma topologia, é fundamental o trabalho no sentido
de agrupar espagos “equivalentes”. E s3o considerados equivalentes espagos
relacionados por uma correspondéncia biunivoca ¢ bicontinua, ou seja, continua
tanto & correspondéncia como a sua inversa,

A proplsito lembremos a seguinte colocagdo de F. Klein em scu Erlanger
Programm (1872). “a topologia é o estudo das propriedades de um espaco que se
conscrvam através de transformagBes biunivocas e bicontinuas”, Tais propriedades
recebem a denominagao de propriedades topologicas. -

Sejam E, e E, espacos topoldgicos arbitrdrios. Uma fungio f:E;,—— E, se
diz continua num ponto p € E, se, dado um aberto G qualquer de E;, f (p) €G,
existe um aberto H se E; de modo que

pEH e fCG

Se f ¢ contfnua em todos os pontos de E,, entdo f se diz, simpiesmente, continua.

Exemplos:

1. Se a topologia de E, ¢é a discreta, entdo f:E; —— E; ¢ continua, nfo
importa qual seja a topologia de E;. De fato, se p € E, ¢ G € f(p)} (G aberto),
tomando H = {p} que ¢ aberto em E,, entdo f (H) < G.

2. Se a topologia de E, ¢ a cabtica (€ = {@, E;}), entdo f:E,— E,
é continua, também nfo importa qual a topologia considerada em E,. De fato,
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s¢ p €E,, 0 tnico aberto em E; que contém f(p) ¢ o préprio E
H=E,, entiopEHe f(H) C E,. ®) proprio E, e, tomando

3. Sejaem E = {a, b, ¢} a topologia € = {g, E, {a}, (b}, {a, b}}. A fun
(:E——E, dadaporf(a)y=b,f(b)=ce f(¢) = a ¢ continua nos pontosaﬁ:o
mas ndo ¢ continua em ¢. Vejamos. ’

Os abertos que contém f(a) = b sio E, {b} e {a, b}. Tomando o aberto
H = {a}, entdo f(H) = {b} que estd contido nos trés abertos que contém b.
De modo semelhante se mostra que f 6 continua em b,

Mas f nfo é continua em ¢ pois tomando o aberto G = {a}, que contém
f(c) = &, entlio o inico aberto que contém ¢, ou s¢ja, o conjunto E, é tal que

E=1(E) ¢ G = {a}.

Sendo (E,, &y} e (Ea, C;) espagos topolégicos quaisquer, uma fungiio
[:E;—— E, se diz seqiiencialmente contfmua num ponto p € E, se, para
qualquer seqiiéncia (x,, x5, ...)de pontos de E,, que corverge para p, a seqiiéncia
das imagens (f(x,), f(xq), ... ) converge para f (p). Dizemos que f & segiiencial-
mente continua se f € seqiiencialmente continua em cada ponto de E,.

Ji vimos (proposicio 3 — Cap, IV) que num espaco métrico a continuidade
de uma fungio num ponto equivale 3 continuidade seqiiéncial nesse ponto. De
um modo geral a continuidade acarreta a continuidade sequencial (verifique
baseando-sc na proposigio citada), mas ndo vale a Teciproca como mostraremos.

Seja f:R—— R? definida por f(x) = (x, x), considerando sobre R a
topologia coenumerivel (exemplo 6 — §2) ¢ em IR? a topologia usual. Uma
seqiiéncia convergente em R neste caso é do tpo (Xy, X3, oo B P, -..)
(ver contra exemplo d proposiio 4). A seqiéncia das imagens € ((x,, x,), (Xa, X3),
s (B Pk (2P — (p, p} = f(p). Mas f nio é continua em P pois
tomando uma bola qualquer B = B(f(p), €), se H = R — {as, 33, ...} é um
aberto que contém p, a imagem f(H) & formada por todos os pontos da reta
Y = X, exceto (a;, 2,); (33, 2,); . . . , e portanto f(HY¢ G.

Proposicde 11: Seja f:E;, — E, uma fungio seqiiencialmente continua
num ponto p € E;. Se existe uma base local e enumerivel em p, entdo f €
continua em p.

Demonstragio: Seja By, = {By, By, ...} uma base local e enumerdvel em pPs que
podemos supor decrescente. Se f ndo fosse continua em p, cxistiria um aberto
G do espago E, tal que

fEEG e (B)IG(i=12...)

Dai entdo podemos concluir que

EIXIEBI talque f(x,)EG
HXQEBQ tal que f(}(g)¢ G
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Assim obtivemos as seqiincias (x4, Xz, ...} — p {por qué?) e (£ (xy). f (x2).
... ) que ndo converge para f (p} pois G € um aberto que contém este ponto mas
ndo contém nenhum dos termos da seqiiéncia (f {x,)). Absurdo. ®

Corolirio: Se E, é um espaco topoldgico que satisfaz o primeiro axioma de
enumerabilidade, entdo toda fung@io seqiencialmente continua f:E,— E, €
também continua.

Na proposi¢io 4, Cap. IV, vimos como a continuidade de uma fungio
f:M—— N, onde M e N sfo espagos métricos, pode ser caracterizada por abertos
e fechados. Uma generalizagio pura e simples dessa proposi¢do vale para espagos
topolégicos e seu enunciado € o seguinte:

Proposi¢do 12: Sejam E, e E; espagos topoldgicos e indiquemos por # uma
base do espago E,. Para uma fun¢do f:E;—— E; sfo equivalentes as seguintes
condigGes:

a) f é continua.

b) A imagem inversa f~!(B) de qualquer B €% ¢ um conjunto aberto em E; .

¢) A imagem inversa f-'(G) de qualquer aberto G do espago E; é um
conjunto aberto em E,.

d) A imagem inversa f~!(L) de qualquer fechado L do espago E; é um
conjunto fechado de E;.

Nio faremos a demonstragiio dessa proposigio, dada a sua semelhanga com
a citada proposicio 4 do Cap. IV. Lembremos, a propésito, que a colegio das
bolas abertas de um espago métrico é uma base da topologia induzida pela métrica
do espago.

Exemplo: Indiquemos por Z, a topologia usual em R ¢ por ¢, a cofinita.

A fungio idg (R, T,) — (R, Z.) ¢ continua pois, dado um aberto G =

=(R ~{uy, ..., up)) € T, entho (idg) '(G) = G. Mas G € T, pois, supondo

<<, <y, entdio G =J—e0, u,l U Juy, ug[U ... U Juyy, up[ U

U Jup, +oof, isto §, G € uma unifio de intervalos abertos. Por outro lade,

“idR:(R, C)— (R, ¢,) nfo é continua pois tomando por exemplo A =
=10, 1[ € €, entfo (idg) '(A)= A& C..

Consideremos uma aplicagdo f:X — Y. Se uma certa topologiz é consi-
derada sobre Y, entdo a colegio 8 = {f~'(G)IG € £} ¢ uma topologia sobre X.
Facamos a verificacio apenas do axioma IIl da definicio de topologia. Se
(f"*(G;)) é uma familia de membros de 8, entdo cada G; € € e UF™'(G) =
= f-1{UG;). Como UG; € Z, entdio U ! (G;) € 8. A topologia ¢ ¢ chamada
topologia induzida por f sobre X. A prépria construgio de @ nos garante, levando
em conta a proposi¢do anterior, que f:(X, 8) — (Y, C) € continua. Mais ainda:
se 8’ ¢ um topologia sobre X e f:(X, ") — (Y, C) ¢ continua, entdio 6 C &

"(diz-se que 8 é menos fina que "), De fato dado £~!(G) € 4, entfo G € Lecomo
f:(X, 8"y — (Y, Z) ¢ continua, entdo f ~1(G) € ¢,
Seja agora f:X ——— Y ¢ suponhamos que uma topologia ¢ é considerada
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sobre X. Entdo a colegdo p = {G C YIf"{G) € €} ¢ uma topologia sobre Y
e, ainda, f:(X,C)—— (Y, p) é continua (verifique), Deixamos proposto
também mostrar que se f:(X, €)—— (Y, ¢’} ¢ contfnua, entio e < p. Ou
seja: qualquer topologia sobre Y para a qual f é continua é menos fina que p.
Abtop;lugia assim construida recebe o nome de fopologia coinduzidg por f
sobre Y.

Se E, e E; sdo espagos topolégicos, uma fungdo f:E; —— E, ¢ chamada
de homeomorfismo se (i) f € bijetora, (ii) f ¢ continua; (iii} f ! também ¢ continua,

Como j4 vimos nos espagos métricos (Cap. IV - §3 — 1) a condigao (iii)
acima ¢ independente das demais. Qutro exemplo disso € o seguinte: se C, & a
topologia usual em R € Cg € a discreta, a fungfo f = idR: (R, Tg) — (R, Z,)
& continua e bijetora mas sua inversa f~': (R, Z,,) — (R, T4) ndo ¢ continua
porque s¢ p € R, entdo {p} €24 mas '({p}) = {p} ¢ T,.

Se existe um homeomorfismo f:E, — E; os espagos E, ¢ E, s¢ dizem.
homeomorfos. Uma propriedade que, quando vilida para win certo espago topo-
légico, iambém vale para todos os espagos que lhe sfio homeomorfos, chama-se
propriedade topolégica,

Por exemplo: o axioma T; (come o Ty) € uma propriedade topolbgica pois
s¢ um espago E € T, e F & homeomorfo a E, entfo F também & T,. De fato:
seja f:E—— F um homeomorfismo. Dados 1, s € F, r # s, existem %,y €E,
x #y, de maneira que f(x)=r1¢ f(y) =s. Como E é T,, existem abertos disjuntos
Gx ¢ Gy tais que x € G, e y € Gy. Entdo £(Gy) ¢ £(G,) sio abertos disjuntos
com 1 € f(Gy) e s € [ (Gy).

§ 8 — COMPACTOS

Como num espago topoldgico ndo se pode contar de um modo geral com
as nogGes métricas, as definiglies devem girar em torno de abertos. A definigéo de
compacidade segundo Heine-Borel atende a esse requisito, Tal defini¢io foi
introduzida em 1924 por Alexandroff e Urysohn para traduzir o que eles chamavam
“bicompacidade™. O prefixo “bi” caiu, a partir de 1940, devido aos Bourbaki.
Estes contudo exigiam na sua definigio que o espago fosse também T,, 0 que
contude ndo s¢ consagrou.

Um subconjunte A de um espago topolégico E se diz compecto se, pata
toda familia (G;) de abertos tal que UG; D A, existe uma subfamilia finita
(Giys - - -, Gj,) de maneira que G;, U.. . UG; D A. A familia (G;) ¢ a subfamilia
(Giy, - - -+ Gi,), nessas condigBes, s3o chamadas, respectivamente, recobrimento
aberto e subrecobrimento aberto de A. O espago se diz compacto se o conjunto
E ¢ compacto.
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Exemplo: Seja C a topologia cofinita sobre um conjunto infinito E. Se
(Gi) é um recobrimento aberto de E, tomemos um membro Go=E — {a;,..., 2,1}
dessa famflia. Como ay, ..., a, € E, existem Gy, ..., G, nesse recobrimento,
de modo que 3, €G; (i= 1, 2,..., n) Logo ECGyUG U...UG, e portanto
(E, Z) & compacto.

Um subconjunto A de um espage topoldgico (E, C) se diz seqiiencialmente
compacto se toda seqiéncia de pontos de A admite uma subseqiéncia que
converge para um ponto de A.

Exemplo: Sobre R consideremos a topologia ¢ = {R} U {G C RI10 ¢Gl
Toda seqiiéncia (x) em R converge para O nesse espago pois o Gnico aberio
que contém 0 é o Re x; € R, Vn > 1. Logo (R, ¢) & seqiiencialmente
compacto.

Embora a defini¢fio acima seja, nos espagos métricos, equivalente 3 condigiio
de Heine-Borel, como jd vimos, para espagos topoldgicos em geral compacidade
e compacidade seqiiencial sdo coisas independentes entre si. Para exemplos veja
Thron W. L. — Topological Structures — 1966 — pg. 126,

A compacidade ¢ uma propricdade topoldgica. De fato, seja f:E— F
um homeomorfismo ¢ suponhamos E compacto, Se (G;) € um recobrimento aberto
de F, entiio (f“1(G;)) € um recobrimento aberto de E. Logo existem iy, .. ., iy
tais que

f'l(Gii) v...J f'l(Gin) 2 E
Como f(f71(B)) = B, ¥ B C F, pois f é bijetora, entdo

G,Y...UG Df(E)=F

1

Proposigio 13: Se E € um espago compacto e A C E ¢ fechado, entio A

¢ compacto,

Demonstragdo: Seja (G;} um recobrimento aberto de A. Eatdo (G; U A%) é um
recobrimento aberto de E que é compacto. Assim, ¢ (G, U AU ... U
UG, UADDE=AUAS entio G, U...UGj, DA =

Proposicio 14: Seja E um espago T,. Se A C E é compacto, entfo A €
fechado,
Demonstragio: Seja p € A®. Para cada x € A existem abertos disjuntos'Gy e Hy
tais que x € Gy e p € Hy. Como (Gy)x c a € um recobrimento aberto de A, se
G =Gy, V...UGy DA entio H=Hy N...NHy ¢éumaberio que contém
p e H C A° {prove). Logo A° & aberto e portanto A ¢ fechado. m

Nio faremos aqui a demonstragio da

Proposiciio 15: Sejam E e F espagos topologicos, Considerando sobre EX F
a topolegia produto, entio E X F & compacto se, ¢ somente se, E ¢ F sio
compactos.
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§ 9 — CONEXOS

Cono a definigio de conexidade vista no capitulo VI se apbia em copjuntos
abertos unicamente pode ela ser reproduzida para espacos topolbgicos sem
mudangas.

Uma desconexdo de um 2spago topoldgico (E, ) € um par de abertos G,
H, ambos ndo vazios, tais que G N H =@ ¢ GUH =E. Isto ¢, G e H formam uma
particio ndo trivial de E. Quando existe uma desconexdo de um espago E este
se diz desconexo. Um espago que ndo ¢ desconexo recebe o nome de espaco
conexo.

Exemplos:
1. O espago R dotado da topologia cofinita é conexo porque considerando
os abertos G =R — {a;, ..., aple H=R - {by, ..., bg}, entlo GNH =

=R~ {8y, ..., 8pbr, ..., g} # 0.

2. Se E tem pelo menos dois elementos e considerarmos a topologia discreta
sobre E, entfo o espago obtido é desconexo. De fato, para todo a €E, G = {a}
¢ H = E — {a} formam uma desconexdo de E.

Os resultados principais sobre conexidade, ao nivel deste texto, sdo os
mesmos jé vistos no Cap. VI. Assim as proposi¢des 1 (¢ corolérie), 2, 3,4 ¢ 5
(¢ corolrio) vistas nesse capftulo, valem, ¢ suas demonstragSes sdo andlogas,
quando se substitui a expressio “‘espago(s) métrico(s)” por “sspaco(s) topo-
16gico(s)”. .

Toda a teoria do §5 — Cap. VI também pode ser reproduzida para os
espagos topoldgicos com essa mudanga apenas.

EXERCICIOS

52

1.  Verifique se sio topologias
a) T = (0, E, {a}, {b, c}, {a, b, ¢}, {c}, {a, c}} sobre E={a, b, ¢, d. e}

b)z={g,5}u{]o,1_%[|n=2,3,4,.;.}sobreE=]0.1[.
) Z={GC[-1,1ll0€EGou]-1, 1[ € G}sobre E=1-1, 1}
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Considere a seguinte colegio de subconjuntos de R: #= {9, R} U
U {la, b{la, b€ R}

a) Mostre que satisfaz as condigdes do exemplo 11 (§2) ¢ portanto a
familia de todas as uniGes de membros de .# & uma topologia sobre IR.
b) Mostre que todo intervalo la, b[ pertence a essa topologia.

Sobre R considere as seguintes topologias: usual, cofinita ¢ ¢ = {@, R} U
U {Ja, +eo[la € R} Para cada um dos espagos assim obtidos ache interior,
fécho e conjunto derivado de: Z, Q, A =11, 21 n Q, C = {0} U

111 1w
U{E; g’z‘s °°--} eD= ]_ » 0['

Se A € um subconjunto de um espago topolégico E, mostre que A =
=AU A

Seja (E, <) um espago topolégico e considere sobre X C E (X # @) a
topologia induzida Cx. Dado A C X, mostre que se A é um aberto em E,
entdo A ¢ aberto em X. :

Se (X, Tx) & um subespago de (E, Z) e L C X, mostre que L & fechado em
X se, e somente se, L = F N X, onde F é fechado em E.

Seja (X, Zx) um subespago de (E, Z). Dado A C X, indiquemos por (A)x
e}

¢ (A)x o fécho e o interior, respectivamente, de A em relagfio ao subespago.

Assim sendo, prove que:

DA =A0X

Q o] Q
bA=(A)xNX

a) Verifique que a colecdo g = {9, N} L {{0, 1}, {2, 3}, {4, 5}, ...}
de subconjuntos de W satisfaz as condigSes do exemplo 11 (§ 2).

o —_
b) Sendo ¢ a topologia das uniJes de §, ache A ¢ A quando A =
= {10, 1t, 12, ..., 100}
¢) Ainda nesse caso, se A C N € no vazio mostre que A’ # 9.

Mostre que todo subconjunto infinito de E, cuja topologia é a cofinita, é
denso em E, isto &, seu fécho € E.

Sobre E = {a, b, ¢, d} construa a topologia das unites de . #= {@, E, {a},
{b}, {c}} e, em relagdo a essa topologia, ache os pontos para os quais
converge (a, d, a, d, ...).

(§3)

1. Seja E um espago T, (respect. Ty). Mostre que todo subespaco de E também
¢ Ty (respect. Ty). Obs: Uma propriedade de um espago que vale paratodos
os seus subespagos chama-se propriedade hereditiria,

2. Seja (E, C) um espago topolégico tal que E ¢ finito. Mostre que sdo
equivalentes as afirmacdes
a) E£T, ¢) € € a topologia discreta.
WEET,

3. S Aé um: subconjunto finito de um espage Ty, mosire que A’ = @,

4.  Mostre que IR com a topologia das unibes de .# = {9, R} U {[a, b[la, bE R}
éT,.

5.  Prove que o produto de dois espagos T, (respect. T,), também & T,
(respect. Tj).

6. Seja £ a topologia coenumerédvel sobre R. Mostre que (R, ¢) ndo é T, e
portanto ndo é metrizdvel,

(§4)

1. Sobre E = {a, b, ¢, d} considere a topologia das unides de #= {@, E, {a},
{b}, {c}}. Ache, para cada ponto de E, uma base local com o menor nimero
possivet de abertos.

2. Mostre que o primeiro axioma de enumerabilidade é uma propriedade
hereditiria.

3.  Mostre que satisfazem o primeiro axioma de enumerabilidade:

a) (R, ) onde ¢ =19, R} U (Ja, +o[la € R} _
b) (R,Z ) onde Z & atopologia das unides de F= {0, R} U {[a, blla, bR}

4 Se & = {B;, By, ...} é uma base enumerivel ¢ decrescenie num
ponto p, mostre que {B;,, B;,, ...} também & uma base local enume-
rivel e decrescente em p, para toda subseqiiéncia iy, iy, ... de 1,2, 3,...
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Seja p um ponto de um espago E. Se EE T, ¢ &, € uma base local em p,
mostre que existe B € %, de maneira que ¢ ¢ B, onde q €E, ¢ # p.

Sobre E = {a, b, ¢, d, e}, considere a topologia Z = {8, E, {a}, {c, d},
{a, ¢, d}, (b, ¢, d, e}}. Ache uma base de E constitufda de 3 (trés) conjusitos
abertos apenas.

Mostre que o segundo axioma de enumerabilidade é uma propriedade heredi-
téria,

Sobre E # O considere a topologia discreta. Mostre que o espago assim obtido
satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade se, ¢ somente se, E é enume-
rivel.

Sobre IR considere a topologia das unides de #'= {9, R} U {[a,b[la,b € R}
Mostre que o espago R assim obtido nfo satisfaz o segundo axioma de
enumerabilidade.

Mostre que o espago (R, Z), onde T = {8, R} U {]a, + oo |a € R} satisfaz
o segundo axioma de enumerabilidade.

Scja E um espago cuja topologia ¢ a discreta. Mosire que E & separdvel se,
e somente se, E & enumerdvel.

Mostre que & separﬁvél o espago (IR, T), onde = {P, R} U {la, +[la €
€ R}

Prove que o produio de dois espagos separdveis € separivel.

Mostre que ndo é hereditiria a condigio de um espago ser separdvel.

37
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1.

Considere os seguintes espagos topolégicos: E = {a, b, ¢, d, ¢} com a
topolog%a C =18, E {a}, {c, d}, {a, ¢, d},{b,c,d, e} e F={x, y, z} coma
topologia W = {8, F, {x}, {z}, {x, z}}. Estude a continuidade de f :E— F,
dada por f(a) = f(b) = x, f(¢c) = f(d) = y e f (¢) =z, em cada ponio de E.

Considere o espago (E, Z), onde E ={a, b,c,d} e £ ={@, E, {a}, {b, ¢, d}].
Mosttirne que [:E—— Edadapor f(b) =f(c) =f(d) =aef(a)=dé
coninua.

Em E = {a, b, ¢, d, e} considere as topologias T = {9, E, {a}, {c, d},
{a, ¢, d}, (b, c, d, e}l e 8 = {9, E, {a, b, c}, {d}, {a, b, ¢, d}, {e, d}}.
Mosire que a fungdo f:(E, §)—— (E, C) definida por f(a) = f(b) =
=f(c) =a, f(e) =be f(d) = c é continua. E seqiiencialmente continua?
Justifique.

Sejam €, e Cy as topologias usual e discreta, respectivamente, sobre R.
Mostre que :(R, $3) — (R, Ty) dada por f(x) = x* ¢ continua,
mas que f:(R, 2,) — (R, Z4) nio é continua. :

Mostre que sfo propriedades topologicas os axiomas T,, Ti, primeiro e
segundo de enumerabilidade e a condicio “separdvel”,

Seja E um espago T;. Se f:E—— B ¢é contfnua, prove que L =
= {x €E|f(x) = x} ¢ fechado em E.

Seja f: (X, §)— (Y, C), onde @ ¢ a topologia induzida por f sobre X
¢ suponhamos Y um espago T,. Mostre que: (X, 0) é T, a—=——> f ¢ inje-
tora.

Mostre que é compacto o espago (R, Z), onde Z = {R}U{GC RIOEGL

Mostre que nfo sio compactos:

3) O espago (R, Z), onde € = {9, R} U {]a, +[la ER}.
) O espago (N, Z), onde Z & a topologia das unides de & = ¢, N) U
u{{g,1},(2,3}...1
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3.  Sobre IR considere a topologia ¢ = {§, R} U {)—= 4[|a € R}.

a) Mostre que sio compactos A = 12, 8] e B=13, 5[ u |7, 3].
b} Mostre que A N B ndo é compacto,

4.  Considere sobre Z* a topologia das unides de F = {, Z*} U {{_ 1, 1},
{=2, 2}, ... 1 Mostre que o espago assim obtido ngo ¢ seqiiencialmente
compacto,

3. Mostre que um subconjunto fechado de um espag seqiiencialmente com-
pacto € seqiiencialmente compacto,

39

1. Se]am 21 C Ca topologias sobre E, Mostre que se (E, Zl) € desconexo,
ent§o (E, €4} também € desconexo.

2,  Mostre, por um exemplo, que a conexidade ndo é ln-na propriedade heredi-
tiria.

3. Se &, C , sio topologias sobre E e (E, Z,) ¢ conexo, mostre que (E, ,)
também ¢é conexo,

4. Um espago E se diz totalmente desconexo se, para todg x €E, a componente
conexa C (x) = {x}. Mostre que

a) O espago Q com a topologia induzida pela usyal de R ¢ totalmente
desconexo,
b) Todo espago totalmente desconexo é T,.

5. Mostre que R com a topologia = {9, R} U {la, +o[]a € R} ¢ conexo.
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compacto (conjunto, espago), 119, 173
complementar, 05
completo {corpa), 26
completamento

(de um espago métrico), 151
componente, caminho, 139
componentes conexas, 141
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distincia (entre conjuntos), 48
distincia {entre pontos), 38
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lipschitziana (aplicagao), 92
Jocalmente lipschitziana {aplicacgo), 92

M
mdximo — minimo, 25
menns fina (topologia), 172
meétrica, 38
métricas equivalentes, 57
métrica zero-um, 39
mondtons (fungéo), 34
monotona (seqiténcia), 68

nortna, 42
normas equivalentes, 59

_neupila, 13

P
patciatmente esdenado (conjunto), [9
par ordendado, 07
particio, 15
pdlo norte, 109
ponto final (de um caminho}, 138
ponto iniciel { de um caminho), 138
ponto isclado, 53
produto cartesiano, ¢7
produtoe de espagos métricos, 46
produto (de fungdeyy, 99
produto interno, 43
produto de seqiiéncias, §9
projegdo, 09
projegio estereogrifica, 109
propriedade da interseccdo finita, 130
propriedade topoldgica, 170

Q
quociente (de fungies), 100

recobrimento aberto, 126, 173
reflexiva (propricdade), 17
relagio bindria, 03

relacdo de equivaincia, 17
relagio de ordem, 19

restrigio (de uma aplicagio), 10
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